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CHAPITRE 1

Introduction générale

De nombreux procédés utilisés en analyse ou en traitemanage modifient les objets d'in-
térét de I'image dans une suite d’'opérations, menées stejlement ou parallélement, consistant
a enlever, ou a ajouter, des points a ces objets (cela vasit lsieg pour les images binaires, que
pour les images-aires (plus souvent appelées images de labels) et pounseges a niveau de gris
(la modification d’un niveau de gris en un point revient a &gowu enlever un point sur une ligne,
ou une surface, de niveau). Suivant le procédé considén&sit pas rare que la conservation de la
topologie de I'objet traité soit une qualité recherchée.pktiae en compte de ce besoin a conduit
au développement de la topologie discréte, une branchénflerthatique graphique qui s’intéresse
a la définition et a la reconnaissance de la topologie dessolgerésentés sur les images numé-
rigues ainsi qu'aux conditions de préservation de cell&oe des questions les plus étudiées depuis
cinquante ans dans ce domaine a été précisément de trosvaniditions pour pouvoir supprimer
un point — on a d’abord parlé de point supprimable, on ditglatijourd’hui point simple — ou un
ensemble de points a topologie constante. Cette notionpidolgie constante peut étre déclinée de
plusieurs manieéres mais dans le cadre d'objets qui sonuke g#néralement finis, la notion d’ho-
méomorphisme, et plus généralement toutes les notionsoqgtiiritervenir des bijections entre les
points des objets considérés sont clairement inutilisald&on supprime un point dans un obijet fini,
il N’y a aucune chance qu'il puisse étre en bijection aveljébinitial. Par contre, la notion de type
d’homotopie, et plus particulierement de rétraction pdoihdation, semble étre bien adaptée a la
formulation et a la résolution des problématiques liéespmimts simples. Ces notions ont ainsi servi
de fil conducteur dans les travaux présentés ici.

Il'y a plusieurs facons d’aborder la question de la topolaigerete. On peut considérer qu’une
image numérique est un échantillonnage d’'une réalitédiaole — par exemple, chaque point d’'une
image numérique 2D peut représenter un carré du plan errchidet utiliser alors la topologie eu-
clidienne. Une autre facon est de définir directement surille gle I'image digitale des notions to-
pologiques (par exemple, il n'est padfitiile de définir sur une telle grille une notion de voisinage).
Les deux méthodes peuvent étre mixées, la réalité eudtidisaus-jacente permettant d’inspirer ou
de justifiera posteriorides définitions et propriétés données pour la grille disciély a aussi des
méthodes intermédiaires qui consistent a ajouter despeiimhaginaires » pour obtenir une struc-
ture d’espace topologique sans pour autant quitter le mdimbeet (et comme pour les nombres
complexes, ces points imaginaires peuvent étre présemé@sne de nouveaux points ou comme des
k-uplets de points réellement présents dans I'image). Casdgrcourants de la topologie discréte
sont présentés dans la pattid.e parti pris adopté dans notre travail est de travaillersdan monde
discret, tout en utilisant, aussi loin que possible, la kogie classique (qui, dans un espace discret,
peut étre trés diérente de la topologie euclidienne), ne serait-ce que pénéfiTier des résultats
obtenus par une branche des mathématiques particuli€resmante. Ce parti pris a eu des consé-
guences importantes sur le déroulement de notre travilidhlé@ment tourné vers les images de labels.



2 Chapitre 1. Introduction générale

Nous nous sommes demandés pourquoi la notion de chemin detatoute 'homotopie) est systé-
matiqguement réécrite dans le cadre de la topologie disphatét qu'utilisée telle quelle. Existe-t-il
une raison théorique a cela, ou uniguement des raisons ptag®s ? Le chapitré tente de ré-
pondre & cette question. Ensuite, I'utilisation de la tog@ classique nous a conduit & nous poser
la question de la facon d’ajouter a la grille digitale irides points supplémentaires nécessaires
pour obtenir une structure algébrique engendrant unedgj@hvec, dans le cahier des charges, la
nécessité d'englober le cas des imagagres poumn non nécessairement égal a 2. Dans le chapitre
nous proposons umodus operanddour cet enrichissement de la grille d’'une image digitaleg(ie

ici, mais les formules utilisées sont clairement extersildl d'autres types d'images). Nous abordons
enfin le cas des images de labels dans la phrtid notre connaissance, il N’y a pas eu d'étude théo-
rique générale sur ce qu’est la topologie d’une image dddabesst clair gu’une telle notion doit
englober les topologies dedidirents blocs de I'espace étiquetés par les labels. Il esatmsi clair
gu’on attend quelgque chose d’autre : le tout est beaucowgpople la somme des parties. Nous avons
fait le choix de considérer que ce tout est le treillis engénahr les parties, c'est-a-dire que toute
union de parties doit étre envisagée — et conservée le caariich lorsqu’on parle de topologie de
labels. Il est possible, et en fait probable, que sur bierinrdages de labels ce choix soit trop exigeant
et d’'une inutile complexité algorithmique. C’est pourgaous n'imposons finalement qu’un treillis
atomigue qui n'est pas nécessairement un treillis desgsafiéanmoins, I'utilisation d’'un treillis
non distributif peut nous priver de beaucoup de propriét&sessantes. Dans le chapiaous dé-
crivons une image de labels comme une superposition deeslgbhaque calque représentant un des
labels de I'image initiale. Sur ces images nous décrivosspaints simples sur lesquels la suppres-
sion d’un label, ou sa modification, ne change la topologéidine superposition de calques. Nous
donnons aussi des conditions permettant I'utilisationettemotion directement sur I'image initiale
(avant extension de I'espace ambiant). Le cha@ifpeopose un autre modéle d'image de labels dans
lequel une image de labels est constituée d’'un ensembleitletebinaires, chacun représentant une
union particuliére des blocs initiaux (il y a donc beaucolys e feuillets dans ce modéle que de
calques dans le précédent modéle). Ce modéle est plus bgnéda précédent, il permet de couvrir
un plus grand nombre d’interprétations d’'une image discieans ce modéle nous définissons une
notion de point simple dont la modification préserve la tog@ de tous les feuillets et nous donnons
deux exemples d'utilisation dar®. Enfin, nous concluons ce travail en indiquant notamment des
guestions auxquelles nous n'avons pas pu, faute de temgeubeimplement pas su, apporter de
réponse et qui, a notre avis, mériteraient d'étre étudiéas de futurs travaux.

Signalons en outre que des annexes, rassemblées en finafjeuyaroposent quelques rappels
d’'algébre et de topologie. Ces annexes sont surtout I'tarcade présenter la terminologie et les
notations utilisées dans notre manuscrit. Un index perraegijleurs de retrouver la définition de
certaines notions dans le texte. Pour terminer, mentianimmuelques notations ou conventions :
I'inclusion large est notég et I'inclusion strictec ; les relations et opérations sur les fonctions sont
toujours définies point a point (par exempfe< g signifie f(x) < g(x) pour toutx) et, pour une
fonction de plusieurs variables une notation telle d(e.) désigne la fonctiory — f(x,y) (x est
fixé, y est libre) ; 'ensemble des parties d'un ensentblkest notéP(E) et le complémentaire dafs
d’'une partieA est notéA°.



Premiere partie

Modeles topologiques pour les images
digitales






Introduction

Informellement, on peut définir les images digitales comeetdbleaux de nombres, stockables
dans la mémoire d’'un ordinateur et manipulables par célwenc finis. Néanmoins, cette descrip-
tion n'est pas compléte. AinsRosenfeld(1969 fait remarquer que cela n'aurait pas de sens de
calculer les valeurs propres d’une image digitale (coméeléomme une matrice). Ce qui caractérise
une image par rapport a un tableau de nombres ordinair¢ J&estion a la fois géométrique et topo-
logique de proximité, de voisinage ou d’adjacence : trajigaditativement elle permet de faire de la
topologie et quantitativement de la géométrie. Les imaggtatks sont donc des structures associant
une fonctionA (le tableau de nombre) et une (ou des) relation(s) perntetadéfinir cette notion
de proximité. L'ensemble sur lequel est défini la fonctigree domainede I'image, ou sorsupport
est constitué deoints encore appelépixels (pour « picture elements ») en 2Boxels(« volume
elements ») en 3D ou simplemexgls! généralement disposés sur une grille réguliére de I'espace
euclidienR", typiqguement une partie rectangulaireZie

L'ensemble d’arrivée de la fonction soncodomainepeut étre booléen (images binaires en noir
et blanc), numérique (images a niveaux de gris), vectanshdes couleurs ou multispectrales) ou
ensembliste (images de labels). Lorsque le codomaine ektdio(0, 1}), la définition fonctionnelle
est généralement remplacée par une définition ensembbisie ldquelle bbjet de 'image A est
I'ensembler~1({1}) et lefond de I'imageA est I'ensemblel=1({0}), c’est-a-dire, le complémentaire
de I'objet relativement au domaine de I'image.

Le domaine peut étre finRosenfeld 19799 mais, pour éviter d’avoir a traiter des cas particu-
liers du fait des bords de I'image (le nombre de voisif&de suivant qu’un xel est a I'intérieur ou au
bord de I'image), on préfére le plus souvent prendre pouraiioeZ" tout entier Kong et Rosenfeld
1989 ou tout ensemble infini dénombrablBetrand 1999, en précisant éventuellement que seul
le fond de l'image est infiniKong et Rosenfeld1989 Klette et Rosenfeld2004) (néanmoins cette
restriction pose des problemes si I'on a besoin de prendnédatif de I'image). Le domaine peut
méme étre tout a fait quelconquddrman 1993, le caractére digital de I'image résultant alors uni-
guement de I'existence d’une relation de voisinage. Olossrencore que le fait d’'utilis&" comme
domaine de I'image ne signifie pas nécessairement que l@reaig batie sur une grille cubiqlkezZ"

(k € R). En dfet, en toute rigueur, il faudrait distinguer le domaine dfotaction A constitué de co-
ordonnées, ou plus généralement d’adresses, du suppérhdgd constitués des xels identifiés par
ces coordonnées ou ces adresggssiman 2004). Mais, a condition que le systéme de coordonnées
« transporte » la relation d’adjacence, cette distinctistrirautile en topologie (ce n’est pas le cas en
géomeétrie ou des problemes de mesure surviennent). La figeiqgagel0, montre des supports qui
ne sont pas dar® avec un domaine dars.

Les images digitales peuvent provenir d’'un matériel d'&itjon (scanner a rayons X, a ré-
sonance magnétique nucléaire ou a émission de positongstipe électronique ou a sonde lo-
cale, téléscope, caméra ou appareil photographique ngume¢riDans ce cas, les points du domaine
de l'image peuvent étre interprétés comme les centres déspay plan ou de I'espace auxquels
sont dfectés un résumé statistique de la grandeur physiqgue mesurées paveés par les cellules
des capteurs des appareils d’acquisition. Ainsi dans I t(BEOMETRIE DISCRETE ET IMAGES NUME-

1. On utilise également le ternspel(spatial element) a la place de xel.



riQuEs (Coeurjollyet al,, 2007), les auteurs définissent les images numériques 2D commee« la
présentation d’une distribution d’intensité lumineusese partition dénombrable @& ». Notons

ici qu’obtenir une véritable partition souléve une questiopologique sur les bords des éléments
de la patrtition, question que nous retrouverons au chagitieant avec la recherche de relations
d’adjacence dans I'image Les images binaires et de labels qui relévent de cette preratégorie
d’'images sont généralement obtenues par segmentatioa mage a niveaux de gris.

La deuxiéme catégorie d'image digitale a considérer e$t cis images créées directement
dans les ordinateurs a I'aide de logiciels spécialisés elestimages, qui ne résultent pas d'un pro-
cessus d'acquisition, sont utilisées notamment pour laélisation et la simulation. Elles peuvent
étre nativement binaires ou segmentées et ne sont pas aiéeesnt bruitées, mais peuvent néan-
moins contenir des configurations dérangeantes d’'un peintid topologique (par exemple les deux
« droites » qui se croisent sur la figutel n'ont pas de point d'intersection). Dans cette catégorie,
nous rangeons aussi des images totalement abstraites cmetiesedécrites darSohen(2004) dont
les points sont des structures de données et qui sont esilgggur définir un langage de programma-
tion s’appuyant sur des notions de topologie.

0 01 0 0 O0OOOO1 00O OO0OO0OTUO0OTPO
0 0010000100 OOOOTG OGO
0 0001 0O0O1O0O0OOUOO0OTGOTG OO O0OTO
0 00 0OO1 10O0O0O0O0ODO0OO0OO0ODTGO0OTPO
0 00 0OO110O0O0O0O0ODUO0OO0OGO0OTGOTPO
0 000O10O0O10O0O0OO0OO0OTOTGOTGOTPO O
0 001 0O0O0OO0O10O0OOOO0OOTGO OGO
0 01 0 0 O0OOOO1 00 OO0OO0OTUO0OTP O
010 00 O0OOO0OO0OO0O1I OO0 O0OO0ODO0OTO
10 0 00 OO OOOO1 0 O O0O0OTP OO
0O 0 0OOO OO OOOUOO0O1 00 0O

Ficure 1.1 — Notre ceil peut identifier deux segments de droite sue ¢igiure. Ces « droites » ne sont pas
paralléles. Pour autant, elles ne sont pas sécantes : &hdsancun « point» en commun.

Certains auteurs excluent, en totalité ou en partie, du phdenleur étude les images de
la deuxieme catégorieRpsenfeld 1969 car I'analyse et le traitement de I'image qui n’est plus
contraint, ou guidé, par I'existence d'une réalité physigous-jacente (percue comme euclidienne
et souvent appelémalogue continureleve de méthodesfitrentes. De méme, le comité technique
n°18 de I'NAPR?2 définit ainsi la topologie et la géométrie digitale : « Thecifiine of "Digital Geo-
metry and Topology" deals with discrete sets modellingtidigdl subsets of Euclidean spaces ».

Ici, nous avons fait le choix de ne pas lier le traitement drdbe a I'existence d’'un analogue
continu. L'image digitale est un objet d’étude (topologfjen soi, quitte & devoir accepter des confi-

2. D'un autre c0té, les sites photosensibles des capteticgiep forment en général seulement une partition paztiell
du capteur ce qui supprime le probléme des frontieres et@ibeonduire a utiliser une topologie digitale floue basée s
des probabilités de connexité (ici, c’est la connexité quiaaait floue plutdt que les valeurs de I'image en chaque xel)
Une breve présentation de la topologie floue est donnée damspitre.

3. International Association of Pattern Recognition.



gurations dificilement interprétables physiquement, au moins a I'eelelicroscopique, comme les
intersections d’objets.

Dans cette premiere partie, nous décrivons les principanctéhes qui ont été proposés depuis
les débuts de I'informatique graphique pour construirgisdas images digitales, des notions topo-
logiques pertinentes.






CHAPITRE 2

Les graphes d’adjacence et la topologie
digitale

Historiquement, la premiére fagcon de munir les imagesal&gt d’'une structure topologique a
consisté a définir une relationatljacenceentre les points de I'imagerpsenfeld et Pfal{z1966).
Lorsque les points de I'image sont vus comme des résuméstigiats d’une grandeur physique sur
les membres d’une subdivision @&, on considére que deux points sont adjacents si les carreaux
de la subdivision auxquels ils sont associés ont des frestigui s'intersectent en un ou plusieurs
points. On peut exiger que cette intersection soit au madrdimensiork (k € N), on parle alors de
k-adjacence. On désigne aussi les adjacences par le nompointie adjacents que posséde chaque
point du domaine (a condition que ce soit le méme pour toupdegs du domaine). Cette derniére
désignation est d'ailleurs plus répandue que la premiéla @infusion entre les deux n’est guére
possible (certains auteurs utilisent les deux en méme térimso, 2008). Ainsi, dans le cas d'une
subdivision deR? en carrés centrés sur les points a coordonnées entiéreéfioin deux adjacences,
la 0-adjacence — ou 8-adjacence — (deux points sont adfasieles carrés associés ont au moins un
sommet en commun ; chaque point a alors huit voisins) et ldjdecance — ou 4-adjacence — (deux
points seront adjacents si ces carrés ont un c6té en comrhaqui€ point a alors quatre voisins).
Ces adjacences sont représentées sur la fRjdr®ansR® muni d’une grille cubique, on définit de
méme les 0, 1 et 2-adjacences (resp. 26, 18 et 6-adjaceRtesyénéralement, sur la grille cubique
deR", les (d)-adjacence et (3- 1)-adjacence (nombre de voisins) correspondent aux @eja
et (0 — 1)-adjacence (dimensions). Dans la suite, nous n'utiisoos que la dénomination par le
nombre de voisins.

Lesn-cubes ne sont pas la seule facon de paver I'espace. Parlexempimension 2, le pavage
par des triangles permet de définir deux types d’adjacesc@sft que I'on exige ou non le partage
d’une aréte et pas seulement d’'un sommet) dans lesquelsnimppat avoir 3 ou 12 voisindeutsch
1972. A noter que certains pavages, comme le pavage hexagarmsalaplan, ou les pavages par des
octaédres tronqués dans I'espace, ne définissent chaaumspul type d'adjacence (respectivement
la 6-adjacence dans le plan et la 14 adjacence dans I'esgedgrnier pavage, comme celui par des
dodécaédres rhombiques (qui définit deux adjacences avea 18 voisins) présentent I'avantage
pour les applications de visualisation d’objets 3D d'aw®s sommets moins saillants que ceux du
pavage cubique, ce qui permet, a colt mémoire constanttediivltes rendus plus lisseldérman
1998.

Lorsque les points de I'image sont vus comme I'ensemble ded¥gpa coordonnées entieres
d’une partie rectangulaire dg?, ou plus généralement d&", il est naturel de poser qu’'un point
est adjacent a ses plus proches voisins pour la distancalienoe. Dans ce cas, chaque point
de I'image, sauf ceux du bord si I'image est finie, est adjaéetn autres points et nous retrou-
vons la (2d)-adjacence. Plus généralement, en considérant que leitmea I'image est un en-
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(a) (b) (€)
Ficure 2.1 — Pavages du plan. (a) Pavage triangulaire. (b) Pavédujgusi (c) Pavage hexagonal.

semble rectangulaire de coordonnées de poinfg"d#ans un repére (non nécessairement orthonor-
mal), on peut définir d’autres adjacences comme la 6-adjacen dimension 2 et la 12-adjacence
dans 'espace, obtenues en prenant des repéres du plan esmiceé dont les axes forment entre
eux des angles de 60° (voir figui2). En généralisant encore cette approche, on peut utiliser
d’autres distances que la distance euclidienne, commeexaanple, la distancd,, définie surR"
pardo(xy) = max(lx —yil | 1 <i < nj)oux = (%)L, ety = (y¥)L,. On retrouve alors la
(3" - 1)-adjacence.

. . ° ° .

° ° . . ° ° ° ° ° ° ° °

° ° ° ° ° °
° ° . . ° ° . . ° ° . °
. . ° ° . °

° ° . . ° ° ° ° ° ° ° °

° ° ° ° ° °
° ° . ° ° . . ° ° ° °
17{ ° ° ° °

° — ° ° ° ° or[f\o/_,'. ° ° °

O u O u
. . ° ° . .
° ° ° ° ° ° ° ° . . °
() (b)

Ficure 2.2 — Sommets des pavages du plan. (a) Le domaine est ure patgonale d&2. Un point (p, )
du domaine adresse un xelt+ q- V (le vecteuit a pour coordonnées,(Q) et le vecteuv a pour coordonnées
%, ‘/7§)). Les xels adressés sont les sommets du pavage triaregdédi figure?.1(a) ou les centres des cellules
du pavage hexagonal de la figuzel(c). Chaque xel a six plus proches voisins pour la distancidienne.
(b) Le domaine est une partie rectangulairédeUn point (p, q) du domaine adresse un Xegj (-9 +(p

mod 2) G+ LWH -(0+V) (le vecteurd a pour coordonnées‘g, %) et le vecteuW a pour coordonnées

—%, %)). Les xels adressés sont les sommets du pavage hexagolaafigere 2.1(c) ou les centres des
cellules du pavage triangulaire de la figird(a). Chaque xel a trois plus proches voisins pour la distance

euclidienne.

Les diagrammes de Voronoi permettent de relier les dewn$adge définir des adjacences que
nous venons de décrirElette et Rosenfeld2004). Un diagramme de Voronoi d'un ensemble discret
A de points d&R" est un pavage dR" par les polyedre®,, lieux des points de I'espace plus proche



11

(pour la distance euclidienne) du poaie A que de tout autre point d& Par exemple, le diagramme
de Voronoi du reseau cubique a faces centrées, associé-athatZnce mentionnée ci-dessus, pave
I'espaceR? par des dodécaédres rhombiques (voir la figuBp

. _ _ .
\
|
\

|
.
Ficure 2.3 — Une cellule de Voronoi du reseau cubique a faces cern(wéalodécaédre rhombique).

Formellement, une (relation d’) adjaceneeentre points d’'une image digitale est une relation
binaire irréflexive et symétrique. En tant que telle, ellatp&re décrite par un graphe simple (sans
aréte double ni boucle) non-orien@® = (S, A), appelégraphe d'adjacenceu S, ensemble des
sommets du graphe, est le domaine de I'imagA,etnsemble des arétes du graphe, est I'ensemble
des paires de points adjacents dans I'image S x S). La figure2.4montre les graphes d’adjacence
des 3-, 4-, 6-, 8-, 12-adjacences dans le plarmx 86t une relation d’adjacence ®tun point de
l'image, alors I'ensemble formé paret les points du domaine adjacentg Borment I'a-voisinage
dex, notéV,(x). LensembleV}(X) = V,(X) \ {X} est appelé ti-voisinage propre d&. Lorsqu'’il n’y
a pas d’ambiguité sur la relation d’adjacence utiliséesrmmblierons souvent le préfixepour les
voisinages et les notions liées.

La notion topologique classique de connexité s'obtientf@aneture transitive de la notion d’ad-
jacence. Plus précisément, étant donné un sous-enséhthielomaine, um-chemin de a a b dans
X est une suite = (z)_, (r > 0 est lalongueurdu chemin) de points dx tels queap = a, & = b et
z est adjacent g_1 pour touti € [1,r]. Les pointsa etb sont lesextrémitésdu chemin. Autrement
dit, un chemin dea ab dansX est un chemin dans le grap@epartant dea, arrivant erb, et dont tous
les sommets sont dané Un sous-ensembl® du domaine de I'image est-connexesi, pour tout
couple @, b) de points deX, il existe une-chemin dea ab dansX. Les sous-ensembles connexes de
X, maximaux pour I'inclusion, sont leaomposantes connexds X.

Malheureusement cette notion de connexité pose des prebléés lors que nous souhaitons
modéliser des objets du « monde continu », c’est-a-dire dggsodeR", avec des images digitales.
Un exemple est donné dans la fig@.&, extraite deRosenfeld et Pfalt¢1966). Si I'on utilise la 4-
adjacence pour interpréter cette image comme I'image fieirgiin objet deR? ('ensemble des 1),
celui-ci a huit composantes connexes et le fond en a deusi,Aén« scene » représente un ensemble
de huit carrés disjoints (si chaque 1 est interprété commeamg élémentaire du plan euclidien)
entourant une composante connexe du fond. Une telle sceémepassible! dansR?. Si I'on utilise

1. On peut le vérifier en calculant la caractéristique d'Ediel’objet de deux facons flérentes. D’une part, dans une
scene 2-dimensionnelle, cette caractéristique est égat@mbre de composantes connexes de I'objet moins le nombre
de composantes connexes du fond plus 1, ce qui fait 7 ici.t@Bapart, la caractéristique d’Euler d’objets disjoints es
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(a) (b)

() (d)

()

Ficure 2.4 — Graphes de connexité associés au pavages du planéghaiqtreprésente un pavé et est situé au
centre de ce pavé). (a—b) Pavage triangulaire : 12-adjaeddzadjacence. (c—d) Pavage cubique : 8-adjacence
et 4-adjacence. (e) Pavage hexagonal : 6-adjacence) (@grje pavés sont adjacents s'ils partagent au moins
un sommet. (b,d,e) Deux pavés sont adjacents s'ils partagenoins une aréte.
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Ficure 2.5 — Une image digitale qui ne peut pas étre interprétéefaag’aide de la seule 4-adjacence ou de
la seule 8-adjacence (voir texte).

la 8-adjacence pour interpréter I'image, alors I'objetwes® chaine fermée de carrés et pour autant
cette chaine ne sépare pas le fond en deux parties (une ipagtieure a la chaine et une partie
extérieure a la chaine) puisque quatre des 0 situés au centimage sont adjacents a des 0 situés
a I'extérieur de la chaine Pour éviter ce type d'interprétation d’une image digitaéms laquelle
des pavés représentant des pixels du fond et de I'objet faromee configuration en damier, une
solution est d'utiliser des grilles hexagonales dans Ie fda cubiques faces centrées dans I'espace)
sur les appareils d’acquisition ou de visualisati@olay (1969, Kong et Rosco€1985. Toutefois

de telles grilles, nécessitant des matériels spéciaux,pgnutilisées dans la pratiqu€ovalevsky
(19841 propose également l'utilisation de la 6-adjacence damde (et plus généralement de la
(2(2" - 1))-adjacence en dimensian voir figure 2.6) avec des grilles cubiques. L'inconvénient est
gu'il en résulte une forte anisotropie de I'espace (voir i1 7).

Ficure 2.6 — 14-adjacence dafis (2 (2" - 1)-adjacence dar"). La 14-adjacence est obtenue en pavant
I'espace avec des octaédres tronqués. C’est aussi le pdeagmonoi du réseau cubique centré (représenté
par les points noirs). Lintersection de deux pavés est gidest une 2-face commune aux deux paveés si bien
gu’on peut munir en méme temps le fond et I'objet de cettecadljee.

la somme de leurs caractéristiques d’Euler, ce qui donnenieicaractéristique d’Euler égale a 8. Nous avons bien une
impossibilité.

2. Par contre, si I'image 2D est la projection d’'une scene 8Wsala configuration observée n'a rien de para-
doxal Ptaket al, 1997).
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Ficure 2.7 — (2(2 - 1))-adjacence sur grille cubiqu® (n = 2).

Finalement, la solution largement adoptée a été propogéPymmet al. (1967) et développée
parRosenfeld1970. Elle consiste a utiliser deux adjacenceéatentes pour le fond et pour I'objet,
soit, dans le plan, la 4-adjacence pour 'objet et la 8-aatjae pour le fond, ou l'invers&®osenfeld
(19799 a prouvé qu’en utilisant I'un de ces deux couples d’adjaesrdans le plan, les courbes
fermées simpled satisfont une version digitale du théoréme de Jordan. @etsion du théoréme
est une version « épaisse », c'est-a-dire que la courbe dardopnsidérée est constituée de pixels.
Cela conduit Rosenfeld a choisir comme relation d’adjaeesatre les pixels de 'objet et ceux
du fond I'adjacence du fond (voir la figu28). Par contre Herman(1993 qui s’intéresse a une
version « mince » du théoréme utilise une troisieme adjagappelé@roto-adjacencgincluse dans
les adjacences de I'objet et du fond et telle que le domaiitecebnexe pour cette adjacence (en
pratique cette proto-adjacence est souventrigé@jacence)Bogomolny(1988 remarque que le fait

L B
N | b
(@) (b)

Ficure 2.8 — Adjacence objet-fond. (a) Une courbe fermée simpleded){adjacence (cette courbe n'est
pas simple en (81)-adjacence car le pixglest alors adjacent a trois pixels de la courbe). Pour saésia
analogue discret du théoréme de Jordan, la courbe doitééfrertiére des deux composantes connexes du
fond qu’elle sépare. Donc, tous les pixels de la courbe dbi#iee adjacents a ces deux composantes connexes.
Cela nécessite d'utiliser la 8-adjacence comme adjacdnjegfond (sinon, par exemple, le pixeh’est pas
adjacent a la composante connexe finie du fond). (b) Une edierfmnée simple en (8)-adjacence. La 4-
adjacence diit a assurer que tout pixel de la courbe est adjacent aux denpasantes connexes du fond. De
plus, si cette courbe est la frontiére d’'un objet, en chsisisla 4-adjacence pour I'adjacence objet-fond, on
évite qu’un pixel intérieur a I'objet ne soit adjacent audon

3. Une courbe fermée simple dans une image dighale (S, A) est un chemin d&?2, de longueur au moins égale
a 4, resp. 5, en 8-, resp. 4-, adjacence, dont les deux exf®nuincident et tel que tout point du chemin est adjacent a
exactement deux autres points du chemin.
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d'utiliser des adjacencesftirentes pour I'objet et pour le fond est en accord avec netreeption
qui naturellement « voit » des objets fermés et un fond oueertsens topologiqueRonse(1985
1990 développe ce point de vue, en associant aux pixels d’ungdr@B des carrés fermés et a ceux
du fond des carrés ouverts, c’est-a-dire sans bords et grlagamt les opérations booléennes union,
intersection, complémentation, nécessaires pour créeoljets dan®? associés a des ensembles
de plusieurs pixels comme pour modifier ces objets, par Iésatipns équivalentes dans les treillis
des fermés réguliefs(pour I'objet) et celui des ouverts réguliers (pour le farid) figure2.9illustre
ces opérations.

(a) (b)

(c) (d)
Ficure 2.9 — Opérations booléennes sur les objets. (a, b) Deux ferégtiliers deR? associés aux objets
de deux images digitales interprétées avec |8)4djacence. (c) L'intersection des deux fermés régilier

n'est pas réguliére. On ne peut pas lui associer une imageldigd) L'infimum (dans le treillis des fermés
réguliers) des deux fermés réguliers.

Une abondante littérature a été consacrée a la rechercheorteedh paires d'adjacences
dans Z", pour lesquelles un analogue du théoreme de Jordan-Broestewérifié (voir, par
exemple,Kong et Roscog1985, Herman (1993, Udupa (1994, Lachaud et Montanver2000),
Brimkov et Klette (2005). Dans la pratique, les couples d’adjacences les plusacament utili-
sés sont les couples, @) et (8 4) en dimension 2 et les couples qui associent la 6-adjacreela
18-adjacence ou la 26-adjacence en dimension 3.

Si le fait de devoir munir 'ensemble des 1 et des 0 d'une inzgaire de deux adjacences dif-
férentes ne pose pas trop de problémes lorsque I'imagesmmieéun objet plongé dans un espace
ambiant sans signification, dans d’autres images ceffiéreince de traitement a peu de justifica-
tion alors qu’elle influe sur la topologie des deux partied'ideage. Par ailleurs, dans une image
n-aire,n > 3, la solution consistant a utiliser deux adjacences ne gastfonctionner (voir le cha-
pitre 5). Latecki (ateckiet al,, 1995 Latecki 1997 a proposé une solution pour munir dans une

4. \Voir les annexeé\.1 etB.2
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grille cubique objet et fond de la méme relation d’adjaceecd’occurrence la {@-adjacence. Elle
consiste a travailler exclusivement dans la classe desesimgn-forméeg« well-composed ») qui
ne posseédent pas de configuration en damier ou leur équividen I'espace (voir la figur2.10).

(a) (b) (c)

Ficure 2.10 — Configurations interdites dans des images binaiegsformées. (a) Darg’. (b—c) Dan<? (la
configuration (b) ne doit pas apparaitre non plus lorsquidervertit les couleurs dans I'image, c’est-a-dire
lorsqu’on échange le fond et I'objet).

Dans une image bien-formée, I'analogue continu de I'olgetenu en associant & chaque point
de Z" le cube unitaire (fermé) dR" centré en ce point, a des composantes connexes dont les sur-
faces sont des variétés topologiqtegii vérifient la propriété de séparation du théoréme de derda
Brouwer ce qui est dans bien des applications une proptitigdae des objets et ce qui n'est pas le
cas lorsqu’une image digitale contient I'une des configonatde la figure.10 Inversement, selon
Latecki, un processus de numérisation qui conserve ladgpolproduit toujours des images bien
formées [ateckiet al,, 1995 Latecki 1999. Par exemple, si lors de la numérisation d’'une image
2D, le processus consiste a associer la valeur 1 a tout @irérlecd’un cube fermé qui intersecte I'ob-
jet numérisé et si la résolution estfssamment fine pour qu’une boule de rayaf2 unités puisse
rouler partout a la surface de 'objet (c6té extérieur)alimage digitale résultante est bien formée.
Lorsque malgré tout I'image digitale n'est pas bien form@e peut recourir a des algorithmes de
« réparation » pour transformer une image binaire 3D queglgeren image bien forméédtecki,
1998 Siqueiraet al.,, 2008).

Pour terminer ce chapitre consacré aux images digitales somme les graphes de relations
d’adjacence, signalons I'existence de nombreux travaux'adjacence et la connectivité floues
(voir Bloch 2005pour un panorama de ces travauxUztupa et Grevera 200@our un plaidoyer
en faveur de ce type d’approche). Cette approche, baséa sotibn d’ensemble flou developpée
par Zadeh(1965, veut notamment rendre compte du caractére incertainétiguetage des xels
lors de la phase de segmentation d’'une image. Ainsi, uneerbagpire floue est une fonction a
valeurs dans [(l] et non plus dang0, 1}. Cette fonction associe a chaque point du domaine de
'image le degré d’'appartenancele ce point a l'objet, c’est-a-dire, en langage commun, lao« p

5. Voir 'annexeA.
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babilité » que le point appartienne a I'obfeCette fonction peut étre utilisée sur un domaine muni
d’'une adjacence «dure » ou d'une adjacence floue qui estellerméme un degré d’adjacence,
c’est-a-dire une fonction d¥ x X (ou X est le domaine de I'image) a valeurs dansl]Q souvent
définie a partir de la distance euclidienne séparant lesgpdim I'image et variant en sens inverse
de celle-ci Bloch, 1997), éventuellement multipli€ée par la fonction caractégisé de la-voisinage

du point Udupa et SamarasekerE096). Ces notions d’appartenance floue a I'objet et d'adjacence
floue permettent de définir une notion de connexité floue. Igeédée connexitéRosenfeld 19790
entre deux pointx, y d'une image digitale floue est défini comme le plus grand desnmims des
degrés d’appartenance a I'objet sur tout chemin joigxany. Autrement dit, si I'on « fixe » I'objet
en lui attribuant tous les points dont le degré d’'apparte@asst supérieur a une valeuidonnée,
alors deux pointx ety sont dans la méme composante connexe de 'objet si et sentlesinieur
degré de connexité est supérieur ou égal a

La topologie digitale que nous venons de présenter a peendiéveloppement de trés nombreux
algorithmes #icaces permettant la modification d’'une image digitale siésation de sa topologie
ou en accord avec une topologie donadariori. Néanmoins, le choix d’'une paire d'adjacence peut
paraitre arbitraire dans une image pour laguelle la dichi@objetfond ne fait pas sens ou lorsqu’on
envisage une extension de cette approche aux imagass ( > 3) (Kovalevsky 1984h. De plus,
définie en marge de la topologie classique, la topologigaleghe profite pas des résultats obtenus par
la premiere depuis trois siecles. Dans le chapitre suivans €tudions d’autres modeéles s'insérant,
plus ou moins, dans le cadre de la topologie classique.

6. Le langage commun est trompeur ici. Le fait qu'un pointipatier appartienne a I'objet n’est pas un fait aléatoire
mais un fait certain dont nous ne connaissons pas la valetgrié.






CHAPITRE 3

Des topologies « classiques » pour les
Images digitales

La topologie digitale présentée dans le chapitre précéuest pas une topologie au sens clas-
sique du terme. Cela oblige a redéfinir des notions analagoeles utilisées en topologie, telles que
la connexité, a chaque fois que des considérations d’'oog@dgique s’'avérent nécessaires pour le
traitement des images digitales, et ces besoins augmeafedeément avec la dimension de I'espace
alors méme que les traitements d'images de dimension 3 spht devenus courants. Pour éviter
d’avoir ainsi a rebatir ce qui existe déja par ailleurs,datlaurait été que pour chaque graphe d’'adja-
cence utilisé en imagerie, on puisse trouver au moins ureddgie compatible c’est-a-dire telle que
les ensembles connexes pour cette topologie sont exadi¢eseansembles connexes de sommets
dans le graphe d’adjacence (on parle aloesiiiicence topologigye

Néanmoins, cet espoir a été rapidement décu. S'il existetapmogie compatible avec la 4-
adjacence dans le plaR@senfeld 1973, la topologie de Marcus-Wyse (voir secti8rl), et plus gé-
néralement une topologie compatible avec i@<{@djacence dard" (Herman 1999, il n’existe pas
de topologie de&zZ? compatible avec la 8-adjacend8hassery1979. Latecki (1993, puis Herman
(1998, donnent un critére simple pour montrer qu’une adjacefest pas topologique : si le graphe
d’'adjacence contient le sous-graphe de la figlifealors I'adjacence n’est pas topologique. Ce cri-
tere s'obtient trés facilement si on utilise la caractéigsades graphes d'adjacences topologiques
obtenue paPréa(1992 puis Neumann-Lara et Wilso(iL995 : un graphe est compatible avec une
topologie si et seulement si ce graphe est un graphe de cahilitér c’est-a-dire s'il est le graphe
non orienté d’une relation d’ordre stricte. Ce critere petrdn Latecki de retrouver de fagon simple
le résultat de Chassery et permet a Herman de montrer quadggéence dans le plan n'est pas
topologique.

Ptaket al. (1997 font une étude systématique des relations d’adjacenc&?sacluses dans la
8-adjacence dtomogéneginvariantes par translation). lls obtiennent quatre $ygadjacence : la
0-adjacence (I'espace est totalement discedtson graphe d’adjacence n'a pas d’arétes), les deux
2-adjacences (adjacences horizontale et verticale) ealijatenceEckhardt et Lateck{2003 re-
cherchent pour leur part toutes les topologies compatiies une relation d'adjacence szt
n € {2, 3}, locale (incluse dans la (B— 1)-adjacence et incluant lar{adjacence). Poun = 2,
ils obtiennent deux topologies, la topologie de Marcus-8\éja évoquée, et la topologie de Kha-
limsky associée a une relation d'adjacence mixte : 4-ad@E@our les points dont la somme des
coordonnées est impaire et 8-adjacence pour les pointdalsatnme des coordonées est paire (ou
l'inverse). Nous décrivons plus en détail cette topologiaglles section8.1 et 3.2 Pourn = 3,
aprés avoir montré gu'il existe une infinité de topologiespatibles avec une relation d'adjacence
locale, ils restreignent leur étude aux topologies pougueBes le plus petit voisinage d’'un point

1. Voir annexeA.l.
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Ficure 3.1 — Critére pour reconnaitre les adjacences topologigeesous-graphe représenté sur la figure ne
peut pas apparaitre dans un graphe de comparabilité. Supplescontraire et notons la relation d’ordre
stricte associée au graphe de comparabilité. L'ensefafle,, as} est une clique donaq,(1) < a,(2) < 83
ou o est une permutation dé, 2, 3}. Il est impossible de rangéy.2) par rapport @2y Sans ajouter une aréte
dans le graphe (enti® ) eta, ) ou entreb, () eta,(3)). Nous avons donc une contradiction avec la définition
d’'un sous-graphe.

est 6-connexé (il est facile de vérifier que le fait de limiter les adjacemdepologiques aux adja-
cences locales implique I'existence d’'un plus petit vagi|m — au sens topologique — inclus dans le
26-voisinage). s obtiennent alors cing topologies : jgologie de Marcus-Wyse poi® (associée

a la 6-adjacence), celle de KhalimgKgvalesky et trois topologies mixtes (dont les projectisns
des plans paralléles aux axes de coordonnées sont de typesvialyse ou de type Khalimsky)
Kong (2002 étudie les relations d'adjacence topologiques localeg'stelles que le voisinage d’'ad-
jacence est (8)-connexe. Il en dénombre deux $If , quatre suizZ® et 16 surzZ* (a une isométrie
pres). Poun € {2, 3}, les topologies associées a ces adjacences sont cell@esi¢ar Eckhardt et
Latecki. Il montre également que le probleme est équivadrduver toutes les facons de choisir des
sommets sur un-cube sans jamais prendre deux sommets sur la méme arréte.ubaecond ar-
ticle, Kong (2003 montre que les topologiemimissiblesleZ", c’est-a-dire telles que la famille des
ensembles topologiquement connexes contient la famifeedsembles (§-connexes et est incluse
dans la famille des ensemble$ {3)-connexes, et pour lesquellg%est simplement connexe sont les
topologies de Khalimsky. Ce résultat implique en parteutjueZ” n'est pas simplement connexe
pour la topologie de Marcus-Wyse associée a §-&ljacence. Par exemple, un carré unitaire ne
peut pas étre homotopiguement réduit a un point.

On voit donc que, hormis la (@-adjacence, associée a un espace topologique qui n'est pas
simplement connexe, les adjacences les plus utiliséesmepas topologiques. On pourrait donc
conclure ici que « we cannot, without a serious loss of itseganapplicability, embed our theory
into one in which the connectedness of a set of spels is definddpological connectedness due
to some topology (in the classical sense) ; For this reasencamnot expect our theory of digital
spaces to be derivable from established results of cldgsjpalogy » Herman 1998. Néanmoins,
nous allons voir dans les sections suivantes gu'il est ptesdiallier adjacence et topologie classique

2. Cette derniére hypothése est équivalente a demandetagueisinage d’'un point (ow est la relation d'ajacence
étudiée) soit 6-connexe. Avec I'hypothése de localités elit utilisée paHerman(1993, sous le nom de « very tight
adjacency », dans son étude des paires d'adjacence quitpEmtii®btention de surfaces de Jordan.

3. Ces résultats exposés en 1998 par les auteurs dans uneisimation privée n'ont été publiés qu’en 2003.
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a condition d’'introduire conceptuellement, ou matériakmt dans la mémoire de I'ordinateur, des
éléments «invisibles » intermédiaires entre les xels degé® digitales. C’est d’ailleurs ce que fait
Herman en définissant des élements de surfaces comme desgaivoxels (proto-)adjacents.

3.1 Les espaces ordonnés connexes

Le milieu des années 80 voit la publication d’une série @as$ d’E. Khalimsky €.g.Khalimsky
1986 19873 1988 proposant de substituer, ou tout au moins d'adosser, prbabe graphe de la
topologie des images digitales une approche purementdgigoie. Celle-ci s’appuie sur les travaux
antérieurs de I'auteur sur les segments d’entiers en lesl@ne aZ" par produit cartésien. Erffet,
presque 20 ans auparavant, en 1969, E. Khalimsky soutiddR&S une thése de doctorat et publie
deux articles iKhalimsky, 19693gb) sur les espaces topologiques qu'il nomsegments généralisés
ouCOTS (connected ordered topological spade®n particulier, il obtient une topologie non totale-
ment discréte sUf ou tout segment d&. A la méme époque, et de fagon parfaitement indépendante,
D. Marcus soumet le probleme suivaitti(se et Marcus1970 aux lecteurs de American Mathe-
matical Monthly, journal de I'association américaine demdaatiques (MAA) : « Is it possible to
topologize the integers in such a way that the connectedethe sets of consecutive integers ? Ge-
neralize to the lattice points ofspace ». Plusieurs lecteurs (dont D. Marcus) envoienté&mmses,
identiques dans leur résultat — la topologie est unique aduaété prés. La version retenue et pu-
bliée par le journal est celle du groupe de résolution delpnob de 'université de Cleveland dont
F. Wyse est I'animateur. Cette topologie gyrqui est la méme que celle construite par Khalimsky,
est aujourd’hui connue sous le nom de topologie de Khalinmekyle topologie de Marcus-Wyse.
Wyseet al. proposent une extensiorZa de leur topologie dont les paires connexes sont exactement
les paires de points 4-adjacents Zfe(Rosenfeld 1973. Cette topologie suz? différe du produit
cartésien utilisé par Khalimslkst al. (voir la figure3.2).

Les COTS sont des espaces topologigues connexes tels dqueifiai (x,y,2) de points de
'espace peut étre ordonné de facon a ce que le retrait dindgooint déconnecte I'espace et
les deux autres points appartiennent a des composantegxesndfférentes de I'espace résul-
tant Khalimskyet al,, 19900. La nécessité de la seconde hypothése n’est pas appatuke teuite
a Khalimsky. En &et, dans le premier article publié en 19&halimsky, 19693, I'auteur définit un
segment comme un espagdel que, pour tout poink € E, sauf pour au plus deux points, appelés
extrémités, le sous-espaie\ {x} posséde exactement deux composantes connggest,U2. Dans
le second, publié la méme année, il corrige cette définitfoajeutant la seconde hypothése sous la
forme suivante : si la composaritk est incluse dans les composantgset U, alorsUy, est inclus
dansU; ou l'inverse. Cette derniere hypothése est necessairedoanter des espaces tels que celui
décrit sur la figure3.3.

Partant de cette définition, il construit une relation dferdtricte totale< sur le COTS telle que,
pour tout élémenk du COTS, les intervalleg/ | y < x} et{y | X < y} sont connexes. Inversement,
il montre que tout espace topologique connexe totalemelunmié tel qudy | y < x} et{y | X < y}
sont connexes est un COTS. En particulier, les (deux) tgpedosurZ compatibles avec la relation
d’'ordre sont des COTS. Il faut noter que dans un COTS, lesvialtes{y | y < x} et{y | X < y} ne

4. Les travaux de Khalimsky, d’abord menés en URSS, n'ondiftiésés dans la communauté travaillant sur la topo-
logie digitale qu'a partir de 1986, lorsqu’il a rejoint la QY (City University of New York).
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Ficure 3.2 — Topologies de Marcus-Wyse et de KhalimskyZtirLes cercles représentent les points « ou-
verts » deZ? (les singletons qui les contiennent sont des ouverts). isegids noirs représentent les points
« fermés ». Les rectangles noirs symbolisent les autrespdeZ? (qui ne sont ni ouverts ni fermés). Les
courbes bleues enlacent un ouvert qui est le plus petitnams d’'un point fermé. La famille de ces ouverts est
une pré-base de la topologie. &) est muni de la topologie de Marcus-Wyse. ZB)est muni de la topologie
de Khalimsky.

Ficure 3.3 — Définition des COTS : nécessité de la seconde hypothiessemble représenté est constitué
de deux copies de la droite réelle dont tous les points semtifies, sauf les origine®; et O,, et de deux
demi-droites réelles (deux copies Be) dont les origines sont identifiées respectivement @eet O..

La suppression de n'importe quel point de cet ensemble lareémn deux composantes connexes mais la
suppression d’'un des trois poirdgh, ¢, ne sépare pas les deux autres : cet espace vérifie donc l&pem
définition des COTS mais pas la seconde.

sont pas nécessairement des ouverts. Donc, en générapladgie d'un COTS est fiérente de la
topologie de I'ordre (LOTS : linearly ordered topologicpbse) engendrée par les intervalles. Dans
un LOTS, un singleton est toujours fermé : les LOTS sont dpa@s de Hausddy c'est-a-dire
gu'ils ont la propriété de séparation voir I'annexeA.3) alors que dans un COTS un singleton est
fermé ou ouvert (mais jamais les deux a la fois & cause de laegda) : un singleton (constitué
d’'un point non maximal) est ouvert si et seulement si soness®ur existe et est fermé (un point
non maximal qui n'a pas de successeur est fermé). Ce poitréssmportant car les seuls espaces
topologiques finis intéressants sont les espagendn Ty (voir la section3.3). Un COTS possédant
au moins trois points est toujours.Tll est Ty, et méme 7, si et seulement si aucun point n'a de
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successeur. Si un point fermé a un prédécesseur et un seuGeélssxiste un plus petit ouvert qui le
contient, formé de ces trois points. La figil:d montre la topologie d’'un COTS contenant 5 points.

Ficure 3.4 — Topologie de la droite de Khalimsky : ensemMé&) | x € [a, b] } des plus petits voisinages pour

la topologie de Khalimsky sur un segmeit p] de Z oub = a+ 4. Les points « ouverts » sont représentés par
des cercles. Pour tout poiribuvert, on a/(x) = {x} (ces voisinages sont représentés par des cercles rouges).
Les points « fermés » sont représentés par des disquesPainstout poinix fermé, le singletorix} est fermé
etonaV(x) = {x— 1, x, x+ 1} (ces voisinages sont représentés par des ellipses bleues).

On étend &" la topologie de Khalimsky par produit cartésien. La figBrgmontre, poun = 2,
la base d’ouverts minimale de cette topologie (formée paplas petits voisinages des points de
Z?). Il y a quatre types de points, les points « ouvert$x} ést ouvert), les points « fermés », les
points mixtes dont le plus petit voisinage est de tfipel,i,i + 1} x {|} et les points mixtes dont le
plus petit voisinage est de tyge x {j — 1, ), j + 1} (i, ] € Z). Chaque point ouvert et chaque point
fermé est adjacent & huit autres points et chaque point msttadjacent a quatre autres points (voir
la figure3.5).

La topologie de Khalimsky s, et par suite ses produits cartésiens, introduisent ureriné-
néité de I'espace qui peut paraitre rédhibitoire. Pourrgacette critique, Khalimsket al. plaident
pour une implantation en machine dissociant les poifitshes de I'ensemble desuples mémori-
sés (le domaine). Par exemple, ddisseuls les points dont les deux coordonnées sont impags, |
points ouverts, doivent étréfachés. L'espace, du point de vue de I'observateur est alofaifganent
homogéne (on a donc aussi deux systémes de coordonnéegjeéhbservateur et celui utilisé
dans le programme et en mémoire pour coder I'image). Cattotiimie peut étre comprise comme
propre a la nature mathématique d’'un découpage de I'espatieien en union d’intervalles. En
effet, la topologie de Khalimsky peut étre vue comme la topelagiotient associée a la partition
deR obtenue en prenant les intervalles ouvekik + 1[, k € Z, et les singletongk}, k € Z. Cette
partition, et par suite la droite des entiers de Khalimsky,censtituée d’éléments perceptibles, les
intervalles de mesure 1, et d’éléments imperceptiblesitegetons de mesure 0.

Dés les premiers articles de 1969, E. Khalimsky propose dealles notions de chemin dans un
espace topologique en remplacant l'intervalleljopar un COTS : urthemin digitaldansX (selon
la terminologie utilisée dan&halimskyet al,, 19901 est une application continue d'un COTS dans
X. A l'aide de ces chemins, il reconstruit une théorie de I'otmpie et 'homologie Khalimsky,
196939 — une référence plus accessible Kspperman(1994). Au début des années 90, Khalim-
sky et al. (voir aussiKong et Rosenfeld1997) établissent une version du théoréme de Jordan dans
Z? muni de la topologie produit de Khalimsky en utilisant desirbes de Jordadéfinies a l'aide
de la notion de chemin digital. La démonstration du théoréstepurement digitale et ne fait pas
appel au théoréme de Jordan d&isKoppermaret al. (1991) puis Shortt(1990 étendent ce théo-
reme awn-surfaces d&" (toujours muni de la topologie produit de Khalimsky) mais egtensions
font appel a des analogues continus et utilisent le théa@denJordan-Brouwer daris'. lls ob-
tiennent aussi une nouvelle preuve — topologique — de ldoredu théoreme de Jordan donnée
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Ficure 3.5 — Une partie rectangulaire @& munie de la topologie de Khalimsky. (a) On distingue trojsty de
points : les points ouverts repésentés par des cercles lesipints fermés repésentés par des disques noirs et
les points mixtes repésentés par des rectangles noirs.dirgs mixtes sont les points a coordonnées mixtes :
'une est paire, I'autre est impaire. On associe généraieies points ouverts aux coordonnées impaires et
les points fermés aux coordonnées paires mais l'inversbiestentendu possible. Le plus petit voisinage
d’'un point ouvert est un singleton. Par exemple, sur la figure représenté par un cercle rouge le voisinage
V(a) = {a} du point ouvert. Le plus petit voisinage d’un point mixte contient troissi Sur la figure, on a
représenté le voisinag&b) du point mixteb par une ellipse magenta. Le plus petit voisinage d'un peim#
contient neuf points disposés en carré centré sur le paimtlaSigure on a représenté par un cercle bleu le
voisinageV(c) du point fermée. (b) Le graphe d’adjacence associée a la topologie de Khigjinrdn remarque
gu’il n'y a que deux types de nceuds : les hceuds corresporaan{ints « purs » (ouverts ou fermés) d'ou
partent huit arétes et les noeuds correspondants aux pakiesm’'ou partent quatre arétes.

par Rosenfeld1970 en plongean?? dans I'ensemble des points & coordonnées de méme parité de
72 (Khalimskyet al, 19903. Dans le méme article, les auteurs associent a touteipartieZ2 en
sous-ensembles 4-connexes une partition dans le plan deriskg en ouverts réguliers connexes
complétée par I'union de leurs frontiéres (au sens topglai Chaque frontiére est une courbe de
Jordan ; cette courbe est un fermé topologique donc fimhée, ce qui est cohérent avec la réalité
euclidienne dans laquelle le bord d’un solide est de mesaulte.n

3.2 Les complexes cellulaires

A peu prés a la méme époque qui voit la publication des traliankla topologie de Khalimsky
aux images digitales des ordinateurs, d'autres auteurggiissent aux décompositions de I'espace
euclidien en complexes cellulairedgrman et Webster 1982nkeney et Ritter 1983Klette 1983
Kovalevsky 1984p Larticle qui aura le plus de retentissement est celukdealevsky(1989.

Les complexes cellulaires ont été introduits en topologke Losting (1861) (voir l'article
de Klette (2000 sur les diférentes déclinaisons de la notion de complexe cellulaipaide_isting
jusque dans les années 1970).

Un complexe cellulaire abstrait est un tripled, B, dim) ol X est un ensemble non vidB,une



3.2. Les complexes cellulaires 25

relation d’ordre stricte et dim une fonction strictementissante deX dansN (c’est-a-dire telle que
(x,y) € B = dim(x) < dim(y)). La relationB est larelation d’incidencedu complexe cellulaire
abstrait et dim est stbnction dimensionSoientx,y des éléments d¥. Si (x,y) € B on dit quex
estincidentay ou quex est uneface propredey. L'entier dim(x) est ladimensionde x. Un triplet
(Y, B’,dim’) est un sous-complexe du compleXeB, dim) siY € X, B’ = BN(YxY) etdinT = dimy
(dim’ est la restriction & de la fonction dim). Un sous-complexe d’'un complexe ceitalabstrait
est un complexe cellulaire abstrait.

Dans Kovalevsky 1989, I'auteur démontre que tout espace topologiqyéifii X peut étre muni
d’'une structure de complexe cellulaire abstrait dans lbejieerelation d’incidenceB est donnée par
I'appartenance a la frontiérex st incident & si x appartient a la frontiére (au sens topologique) de
{y}) et la dimension est une fonction quelconque vérifidy = dim(x) < dim(y). Il propose comme
exemple de fonction dimension, la fonctiare X — maxCard{/(y)) | y € X} — Card{/(x)) ot V(a)
désigne le plus petit voisinage dalansX. Observons avetlerman(1990 que cette fonction dim
attribue respectivement les dimensions 0, 6 et 8 aux paiftés et carrés de la décomposition cel-
lulaire cubique d&? et donc ne correspond pas avec la dimension géométriqualdsky déduit
de son théoreme d'« isomorphisme » entre les espaces tapmsdinis et les complexes cellulaires
abstraits finis que, dans I'étude des images digitales Uestipns topologiques doivent étre abordées
sous le prisme des complexes cellulaires et donne I'exedgdelécompositions cellulaires cubiques
deR" dont lesn-cubes sont associés aux xels de I'image digitale.

Dans ce cadre, le probléme des configurations en damier dams&ges digitales définies sur
Z? est résolu par I'ajout des faces de dimensions 1 et 0 auxscagsbciés aux éléments e et
le choix d’'unerégle d'appartenancé« membership predicate ») qui permet d’attribuerkdaces
deZ? (k € {0,1}) a I'objet, ou plus généralement & un label, ou au fond (\efidure3.6, extraite

deKovalevsky 1989.
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Ficure 3.6 — Motivation pour 'usage des complexes cellulairesapologie digitale Kovalevsky 1989.
Kovalevsky remarque qu’aucune paire d'adjacence ne pedimgerpréter les deux lettres V représentées
sur la figure (a) comme des ensembles connexes dont la fr@sé@are le plan digital en exactement deux
régions. Le fait d’introduire une structure de complexdutaire en ajoutant des faces de dimension 0 et 1
(figure (b)) permet de surmonter cettéhdulté. Cependant, la question demeure de trouver une réafialg

qui permettrait un étiquetage automatique des nouveltesfat qui donnerait un résultat satisfaisant sur une
telle figure contenant un motif et son négatif. Aucune delesglobales proposées par Kovalevsky ne permet
d’atteindre cet objectif.



26 Chapitre 3. Des topologies « classiques » pour les imagegithles

Les approches de Khalimsly et de Kovalevsky sont équiveselarsqu’on identifie les points de
Z" aux points ouverts de I'espace de Khalimsky d’'une part etracixbes d’'une décomposition cel-
lulaire cubique d&R" d’autre partlette (2002. Cependant, les complexes cellulaires ont I'avantage
de pouvoir étre utilisés avec d’autres types de celluledeglecubes. Dans tous les cas, |#idulté
principale est I'attribution des faces de dimension (gé&oioige) non maximale a I'objet ou au fond
(ou encore aux labels).

Kovalevsky propose quelques régles d’appartenance gelfalutiliser sur toute I'image) pour
les images digitales définies st telles que 'appartenance au label de la 2-cellule situéidtest
(équivalente a la 6-adjacence) ou I'appartenance au laheinmal (resp. minimal) conduisant pour
une image binaire a valeurs dajis1} a I'équivalent de la (84), resp. (48),-adjacence. Comme les
regles précédentes ne permettent pas de traiter I'exersgke fijure3.6, dans lequel I'image pos-
séde a la fois des lignes obliques noires et des lignes @siflanches, Kovalevsky décrit encore
une autre regle dans laquelle la décision se fait en foncliola présence ou non d'une ligne mince
dans un certain masque (lorsqu’il y a conflit, la regle du llabaximal, ou minimal, s’applique).
Face au surco(t potentiet2") en mémoire d’une image cellulaire cubique par rapport aimmage
digitale, Kovalevsky fait remarquer que, dans une imageil&xst inutile de coder les faces de di-
mension 1 (si les objets de I'image sont réguliers, au sgnadgique — ce qui est implicitement
supposé ici — les 1-faces n'apportent pas d'informatiorlasaonnexité. Cet argument recoupe celui
utilisé parKong et al. (1991 pour justifier que, dans I'espace de Khalimsky, les frarSales objets
associés aux objets digitaux ne sont pas déterminées dedagque de sorte que le colt a assumer
pour travailler sur des images topologiquement bien défitiémsZ? est dex2 au lieu dex4. Herman
(1990 étend les résulats de Kovalevsky aux espaces localemamd(r’est-a-dire dans lesquels la
taille des plus petits voisinages est bornée), la borne{@ax{/)(y) | y € X}, permettant, comme on
I'a vu, a Kovalevsky — et a Herman — de définir la fonction disien sur I'espace topologique. Mais
Herman critique I'&firmation de Kovalevsky selon laquelle « the topology of daliwomplexes is
the only possible topology on finite sets ». Pour Herman, unptexe cellulaire abstrait fini est un
espace topologique fini avec une notion supplémentairerderdiion et cette notion supplémentaire
est perdue lorsqu’on passe du complexe a I'espace topaldigj, preuve que les deux structures ne
sont pas « isomorphes » (c’est le terme utilisé par Kovafadahs son théoreme). Effet, consideé-
rons un complexe cellulaire abstr@it= (X, B, dim) etY une partie propre d¥. Si au sous-complexe
C’ engendré par on associe un espace topologig¥el() selon le procédé décrit par Kovalevsky puis
a cet espace topologique on associe le complexe cellulagteaét C”’ toujours suivant la construc-
tion décrite dans I'article de Kovalevsky, alaf$ ne sera pas en général un sous-complexe clar
la fonction dimension ne sera pas la restriction de la fonctlim aY. Kovalevsky et Kopperman
(1994 donnent une autre fonction dimensfui n'est autre que la dimension géométrique des
complexes de chaines d'Alexanér@voir la section3.3) ce qui permet de lier en partie la dimen-
sion géomeétrique et la dimension abstraite. Cependangulesirs observent que la restriction a un
sous-espace diminue généralement la dimension d’une €acerdplexe (lorsque le sous-espace est
fermé, la dimension est conservée).

Kovalevsky (2006 donne une axiomatique de la topologie digitale « comprebéan for prac-

5. Cet article décrit des algorithmes pour I'analyse etdéement d'images dans le cadre des espaces de Khalimsky.
Méme si aucun des mots de I'expression « complexe celluddistrait » n’apparait dans cet article (le mot cellule —€ell
apparait une fois), l'introduction de I'article, de mémega référence &opvalevsky 1989, témoignent que I'équivalence
des approches de Khalimsky et de Kovalevsky ne fait pas die doix yeux des deux auteurs.
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tically oriented researchers » qui permet de définir uneltgpe (au sens classique) des images
digitales ainsi qu’une structure de complexe cellulairstiait. Les axiomes sont les suivants.

— Chaque point de I'espace posséde au moins un voisinage fini.

— L'intersection de deux voisinages d’'un méme point est usivage de ce point.

Il'y a des points dont le voisinage n’est pas singulier.

Les frontiéres sont minces (la frontiére d'un olipest 'ensemble des points de I'espace dont
tout voisinage contient un point de I'objet et de son comgém la frontiére ded est mince

si elle ne contient pas un couple de points, I'un dan$autre dans son complément, tel que
tout voisinage de I'un contient I'autre).

— La frontiére d'une frontiére est la frontiére elle-méme.

Dans cet article, Kovalevsky définit une notiomdalogue topologiqueun complexe géométrigie
est un analogue topologique d’'une image digitale muni diaplge d’adjacence si 'adhérence dans
I'objet (resp. dans le fond) de tout union de facettes aésban ensemble de points de I'objet digital
(resp. du fond de I'image digitale) est connexe si et seutesid’ensemble de points digitaux consi-
déré est lui-méme connexe dans le graphe d’adjacence (yoief3.7et3.8). Kovalevsky démontre
gue les seuls couples d’adjacence de la topologie digitdlparmettent de construire des analogues
topologiques sur la grille cubique sont les couples domtd’des adjacences est |1& {31)-adjacence
(voir la figure3.7). Kovalevsky étudie également une classe d’'images défiaidsong et Rosenfeld
(1997 comme analogues continus d’images digitales associéegkaphe d'adjacence. Les images
digitales topologiguefacettes-convexemnt des complexes cubiques géométriqgues domkdeses
sont associés aux points d’une image digitale et tels qu&eiSection de deur-cubes de I'objet
(resp. du fond) est vide ou tout entiére dans I'objet (resgohd)’. Kovalevsky montre que I'ana-
logue topologique des images facettes-convexes n'existesgle couple d'adjacence de lI'image
digitale est (1, 3" - 1) ou (3' - 1,2n).

La figure3.8, extraite delKovalevsky, 2006, est présentée par I'auteur comme la preuve gque «the
set created by an adjacency pair has a strange topologigeilse ». Mais elle semble plutdt prouver
gue I'exigence de transporter sur I'adhérence des anaolgueonnexité de toutes les parties de
I'objet et du fond est trop forte. Dans le cas particulieralél 8)-adjacence, on associe généralement
un ouvert régulier d&? a I'objet de l'image. Il semblerait donc préférable de remspt dans la
définition de I'analogue topologique I'adhérence par éneeur de I'adhérence dans le cas de I'objet
(et de garder I'adhérence pour le fond).

Ayalaet al. (1997, 2002 2003 2004) ont développé un modéle basé sur la notion de complexe
cellulaire abstrait. Une image digitale de dimensioest définie sur un complexé de cellules
polyédrales convexes, pur et localement fini (chaque eelist face d’'un nombre fini non nul de
n-cellules). Notong,, 'ensemble des-cellules deK. L' objet digital Oest une partie d&,, I’ étoile
dansO d’'une celluleq, st(, O), est I'ensemble das-cellules de I'objet qui incluent et le support
de I'objet digital est 'ensemble des cellules du complé&ejui sont égales a l'intersection des
n-cellules de leur étoile dam® : suppQ) = {@ € K | {@} = (N st(, O)} (voir figure 3.9). Les
regles d’appartenance a utiliser pour les faces de dimension maximales sont appeléenctions

6. \Voir les annexed.5 et A.6.

7. Le modéle développé au chapiftéournit des images qui ne sont pas facettes-convexes (aoiexemple I'objet
de la figure7.8 dans lequel deux 3-faces de I'objet ont une intersectiors dlabjet réduite a une O-face alors que leur
intersection dang® est une 1-face).
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(a) (b)

Ficure 3.7 — Analogue topologique (Kovalevsky). (a) Un tore dibiitemé par 6 voxels noirs et deux voxels
blancs. (b) Sachant que I'image digitale doit étre intet@é@vec la (618)-adjacence, comment faut-ifecter

les k-faces,k < 2, & I'objet et au fond pour obtenir un analogue topologiqaesd’espace cellulaire ? La
paire{a, b} est connexe dans I'image digitale donc la 2-face eateg¢b doit étre attibuée a I'objet. Il en est
de méme pour toutes les 2-faces en vert sur la figure. La faicg n’est pas connexe en,(88)-adjacence
dans I'image digitale donc la 1-face intersectionedet c doit étre attibuée au fond (de méme pour les autres
1-faces jaunes visibles sur la figure). EnX8)-adjacence, les deux voxels blancs ne sont pas adjabemts,

la O-face centrale ne peut pas appartenir au fond dans dgualtopologique de Kovalevsky. De méme, la
partie{a, d} n’est pas un ensemble connexe dans I'image digitale. Dar@:face centrale de la figure ne doit
pas appartenir non plus a I'objet. Ainsi, il n’existe pasrditbgue topologique (au sens de Kovalevsky) pour
ce tore interprété en (&8)-adjacence.

@>< g

(a) (b)

Ficure 3.8 — Analogue topologique en,@)-adjacence{ovalevsky 2006. (a) Une image digitale s’ avec
son graphe d’'adjacence (@)-adjacence). (b) Son « analogue topologique » (voir Jektes deux pixels du
fond,c etg, forment une paire connexe dans I'image digitale, doncriaéture, relativement au fond, de cette
paire est également connexe dans I'image cellulaire. Amésiéssairement la 0-face a I'intersectiorc eég est
dans le fond. La pairf, f} est une partie non connexe dans le graphe d’adjacence etrsattiee, relativement
a I'objet, dans I'image cellulaire n’est pas connexe. Lappieté qui définit I'analogue topologique est vérifiée
ici de la fagon souhaitée. Toutefois, le méme raisonnemamduit a attribuer la O-face a I'intersection des
guatre pixelsa, b, d, e au fond ce qui rend I'objet non simplement connexe de facaatandue. Il faudrait
donc rejeter la (48)-adjacence.

d’éclairage (« lighting function »). Ce sont des fonctioris: P(K,) x K — {0, 1} qui vérifient les
propriétés énumérées ci-dessaBéX) désigne I'ensemble des parties Xe

() a ¢ suppQ) = f(O,a) = 0 (hors du support de I'objet, aucune face n’est éclairée) ;
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(i) we O= f(O,w) = 1 (toutes les faces de I'objet sont éclairées) ;

(i) f(O,a) = f(st(@, O),a) ('éclairage d'une face ne dépend que de la configuraticaléode
I'objet) ;

(iv) f(O,a) < f(Kp, @) (I'éclairage est maximal lorsque toutes les cellules émile dank, sont
dans l'objet).

A partir de @yalaet al, 2002, les auteurs utilisent ddsnctions d’éclairage faibleafin de pou-
voir appliquer leur modéle aux surfaces Ei& Pour cela la condition de localité (iii) esffaiblie
en remplacant I'étoile parétoile étendudvoir la figure 3.9). Mais cela oblige & ajouter une cin-
quiéme propriété (assez technique) dans la définition paimtenir une topologie satisfaisante pour
le fond de I'image. Comme dans cette thése, nous nous somimepalement intéressés aux objets
« épais » plutdt qu'aux surfaces, nous ne détaillerons pasthge ces fonctions d’éclairage faible.

En s’appuyant sur la représentation sous forme de compédkeaire, nommeéaiveau matériel
(« device level »)Ayala et al. extraient quatre autres représentations, le graphe deamja, nommé
niveau logique(« logical level »), le graphe de la relation d’incidence slga complexe cellulaire,
nommeéniveau conceptudk conceptual level »), le complexe simplicial des chainegredphe d’inci-
dence (voir la sectioB.3), nomméanalogue simplicia{« simplicial analogue ») et enfin la réalisation
géométrique danR" du complexe de chaines, nommdalogue contin« continuous analogue »).
Pour obtenir une notion de connexité a la fois pour un ensenbkellules d&,, considéré comme
objet et considéré comme fonlyala et al. définissent une notion d’adjacence awdrstaclede la
facon suivante. Soier® et O’ deux objets disjoints du complex€. Deux cellulesw; et w, de
I'objet O sontO’-adjacentess’il existe une cellulex incluse dansw; et w, telle quef(0Q’,a) = 0
et f(OU O,a) = 1 (voir la figure3.9). En prenanit)’ = 0, on obtient la connexité d® en tant
gu'objet et en prenar® = K, \ O, on obtient la connexité d® en tant que fond associé a I'ob-
jet O’'. Cette notion d’adjacence, et par suite de connexité, espatible avec tous les niveaux de
leur représentation (les composantes connexes de I'dixjetfend des diérents niveaux se corres-
pondent naturellement). De plus, ils exhibent des fonstiigclairage pour lesy 8)-adjacences de
73, a,8 € {6, 18 26} : les composantes connexes (objet et fond) de leur modétdesomémes que
celles obtenues avec le graphe d’adjacence.

3.3 Les ensembles partiellement ordonnés

Le point commun aux approches topologiques étudiées damkelex sections précédentes est la
construction de topologies dans lesquelles chaque pog#&oe un voisinage fini. Ces espaces ont
été étudiés patlexandrdf (1937 qui les appelleespaces discret diskrete raume »). Pour éviter
toute confusion avec les espaces discrets au sens mathéen@iir I'annexeA.1), nous les appelons
espaces d'Alexandfa Dans un espace d'Alexandfpune intersection quelconque d’ouverts est un
ouvert et chaque point posséde un plus petit voisinage (nécessairement ouvesthous notons
V(x). Remarquons que dans un tel espace, les ouverts et lessfeatigfont aux mémes propriétés
caractéristiques @ et I'espace tout entier sont des ouverts, resp. des ferats, tinion et toute in-
tersection d’ouverts, resp. de fermés, est un ouvert, tesfermé. Ainsi, il est possible d’échanger
I'ensemble des ouverts avec celui des fermés pour formmplalogie dualeUn espace d’Alexan-
droff qui posséde la propriété de séparatianes$t totalement discret. Erffet, dans un espace,,T
tout singleton est fermé et dans un espace d’'Alexafidonit union de fermés est fermée. Donc,
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Ficure 3.9 — Fonctions d’éclairage (partiellement adaptéyhda et al., 2002. (a) Un objetO dans la décom-
position cellulaire cubique d&?. (b) Le support d®©, suppQ). (c) Une facear (en gris) et son étoile dar,
st(O, ), (en noir). (d) L'étoile élargie de dansO (en noir). (e) Les faces éclairées par la fonction d’éctgep
définie pamg(O, @) = 1 si et seulement s € suppQ) et stgr, O) C O (Ayalaet al. associegy a la 4-adjacence).
(f) Deux objets disjoints O, en rouge, e©’, en bleu. Les deux faces etw,, repérées respectivement par un
1 et un 2 sur la figure, appartienner®at s'intersectent en une O-faegau centre de la figure). (g) Les faces
éclairées par la fonction d’éclairagdvoir (e)) pour I'objetO’. En particulier, on voit que n’est pas éclairée.
(h) Les faces éclairées par la fonction d’éclairgdeoir (e)) pour I'objetO U O'. La O-facex est éclairée. On
en déduit que les faces etw, de I'objetO sontO’-adjacentes.

dans un espace d'Alexandfdr; tous les sous-ensembles de I'espace sont fermés et patauste
les sous-ensembles sont ouverts. Avec la topologie totalendiscréte, les seules parties connexes
sont les singletons ce qui est sans intérét en analyse déin@u voit ainsi que les seuls espaces
d’AlexandrdT intéressants sont les espaces nanA I'opposé, on souhaite pouvoir distinguer —
d’un point de vue topologique — les points de I'espace lesdassautres. Cela nécessite la propriété
de séparation g. Nous appelon#-espacain espace d’Alexandfbayant la propriété de séparation
To. Il est toujours possible de se placer dans un A-espaceff&nMcCord (1966 a montré qu’en
identifiant les points qui possédent le méme plus petit nage dans un espace d’Alexandinoon
To, ON obtient un espace quotient homotopiquement equivglgrdst un A-espace.

Dans un espace topologique nop ®n peut définir un pré-ordre app€jdré-)ordre de spécia-
lisation : X < y siy appartient a tout ouvert contenax{intuitivement,y est plus « spécial » que
x car il appartient a un plus grand nombre d'ouverts gueOn peut, de fagcon équivalente, défi-
nir ce pré-ordre pax < y si x € A(y) (A(y) désignant I'adhérence dg}). Dans un espace;T
I'ordre de spécialisation est vide. Dans un espag;ec& pré-ordre est un ordre et I'espace est donc
un EPO (Ensemble Partiellement Ordonné). Inversementt danné un EPOX; <), la famille U



3.3. Les ensembles partiellement ordonnés 31

des ensembles hauts (voir I'anneRel) est une topologie suX et (X, U) est un A-espace tel que
V(X) = {y € X | x <y} pour toutx € X. Nous disons qu¥J est la topologie d’Alexandifd associée a
l'ordre < (surX). La topologie d’Alexandrfi associée a I'ordre dual deest la topologie duale de la
topologie d’Alexandréf associée a I'ordre. A notre connaissance, le (pré-)ordre de spécialisation
a été introduit pour la premiére fois, de fagon indépendarae Alexandrdf (1937 et Birkhoff
(1937).

Alexandrdf (1937 a montré gu'il y a un lien étroit entre les A-espaces et lesplexes simpli-
ciaux. En &et, dans un A-espack les points sont les sommets d’'un complexe simpli&éX) dont
les simplexes sont les chaines finiesdgour I'ordre de spécialisation (voir la figuBe10). Le com-
plexeK(X) est appelé leomplexe des chainee I'EPOX. Inversement, 'ensemble des simplexes
d’un complexe simpliciaK muni de la relation d’'inclusion est un EPO ndféK). Le complexe sim-
plicial K(X(K)) n’est pas égal & mais a sa subdivision barycentrique. Cette correspondamice
A-espaces et complexes simpliciaux n'est pas uniquemenbicatoire : la topologie d’Alexandfb
d’'un c6té et la topologie de la réalisation géométrique datie cdté sont également concernées.
En dfet, la fonctioney : |K(X)| — X qui a chaque poin de la réalisation géométrique G&X)
associe le plus grand élément de l'unique simplexe (rappelr’ici un simplexe est une chaine)
dont I'intérieur de la réalisation géométrique contidhest une équivalence d’homotopie faible.

Théoreme 3.3.1.[McCord, 1964 Soit X un A-espace. Il existe une équivalence d’homotapisef
ex : |K(X)] — X. De plus, a chaque fonction continue: X — Y entre deux A-espaces on peut
associer une application simplicial& (f)| telle que le diagramme suivant soit commutatif :

X Y
f
i E
KX oy K

b
R

eI IC

H B B
i d h (4) (d) (h)
@ (b) (c)

Ficure 3.10 — (a) L'adhérence d’une 2-face d’un complexe cellglaiostrait qui modéle un pixel &. (b)
Le diagramme de Hasse &&f). (c) Le complexe simpliciak(X(f)).

Bertrand(1999 etBertrand et Coupri€l999 sont les premiers a proposer d'utiliser directement
les ensembles partiellement ordonnés comme cadre coetguiur les images digitalesiérman
(1990 dans sa critique de '« isomorphisme » de Kovalevsky emtseekspaces topologiques fi-
nis et les complexes cellulaires abstraits avait déja no&les ensembles partiellement ordonnés
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couvrent une classe d’espaces topologiguésssute pour toute I'analyse d’'image). Dans ce cadre,
gui embrasse ceux utilisés par Khalimsky et Kovalevsky'iftéressent aux notions de point simple
(voir le chapitre4) et de surface discréte. Bertrand définit en particulier moion d’homotopie
dans les EPO en remplacant, comme l'avait fait Khalimskgtdivalle [Q 1] par un intervalle de

Z muni d'une topologie de COTS. Ces homotopies lui permettgisuite de définir, comme en
topologie classique, des notions de rétracte par défoomati d’ensemble contractile. Parmi les
articles qui utilisent cette approche par les EPO, citorrsepample :Couprieet al. (2003 (dis-
crétisation),Couprie et Bertran@002 (segmentation),.ohou et Bertrand1999 (amincissement),
Daragonret al. (2009 (surfaces et frontieres).

A l'espace digitalz" (n > 1), Bertrand associe 'EPB" des complexes cubiques abstraits défini
de la fagon suivante. Les ensemhiidset F; sont définis paFj = {{a} | a € Z} etF] = {{a,a+ 1} |
a € Z}. Soitmun entier compris entre 0 at Un sous-ensemblé deZ" qui est le produit cartésien
de m élements dé?} et den — m élements dé?é (dans n'importe quel ordre) est um-cubede Z"
ou, plus simplement, uoubedeZ". L'ensemble de tous las-cubesm € [0, n] fixé, est notéF, et
'ensemble de tous las-cubesm décrivant I'intervalle [Qn], est notéF". Si f est unm-cube dez"
(me [0,n]) et gun cube de&Z" tel quef C g, on dit quef est unen-facedeg, ou, plus simplement,
unefacedeg. Si de plusf # g, on dit quef est une ift-)facepropre deg.

L'ensembleF" muni de la relation d’ordr& est un ensemble partiellement ordonné qui, muni
de sa topologie d’Alexandffy est homéomorpheZ' muni de la topologie de Khalimsky (on a par
définitionF" = (FY)" et il est facile de vérifier que la fonction qui@ associe 8 et a{a, a+ 1} associe
2a+ 1 est un homéomorphisme B&sur la droite de Khalimsky). En définissant, pour tout élénien
deF", dim(f) comme I'entiemtel quef est unm-cube (ou, sil'on préfére, le logarithme en base 2 du
cardinal def), on obtient un complexe cellulaire abstr&f(c, dim). Considérant une image digitale
A définie surz", Bertrand et Couprie définissent deux images définies slRQ'lEHles complexes
cubiques, I'uneu™, associée a linterprétation deavec la (,3" — 1)-adjacence et l'autrey",
avec l'interprétation duale ({3- 1, 2n)-adjacence). Pour construire I'imag® : F" — {0, 1}, il faut
d’abord déterminer 'ensemble des cubestigui sont inclus dan$ = A71({1}) puis retirer jusqu’a
stabilité un certain nombre de cubes « superflus » (voir ifrgde de la figure3.11). Pour construire
limage " : F" — {0, 1}, il faut déterminer I'ensemble des cubes®eyui intersectens puis retirer
certains cubes avec le méme algorithme que pour I'imélgé.a figure3.11, partiellement extraite
de Bertrand et Coupri¢1999), illustre cette définition des imaged" et u". Bertrand et Couprie
valident leur approche en montrant qu'ils retrouvent lestsasimples et les surfaces de la topologie
digitale dans le cais = 3 en utilisant des notions de point simple et de surface @sfsu" (et plus
généralement sur un EPO) et appliquées aux imagjes 1"
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(a) (b)

(c) (d)

Ficure 3.11 — Complexes cubiques « tout ou rien » associés a une igitge (figure partiellement extraite
deBertrand et Couprie1999. (a) Une image digitalé : Z? — {0, 1}. (b) Lensemble desrcubes déf? qui
intersectenfi=%({1}) sont colorés en noir. Les 0-cubgg deF? sont repésentés par des petits disques centrés
ena, les 1-cubes par des rectangles situés entre les deux 8-dabktils sont la réunion et les 2-cubes par des
carrés situés entre les quatre 0-cubes dontils sont lacéu(a) L'imageu™ associée d, obtenue — a partir de
'image (b) — en colorant en blanc itérativement, jusqu&bsité, tous les cubes noirs qui n’ont qu’une seule
face propre colorée en noir. (d) Lensemble desubes deéF? qui sont inclus dans I'ensemble’({1}) sont
colorés en noir. Comme aucun cube noir n’inclut exactemaastface propre noire, on obtient directement
limage u" associée 4.






CHAPITRE 4

Déformations homotopiques

On s’intéresse dans ce chapitre a la fagon dont la notion figndétion continue est traduite
dans un espace discret. Il y a au moins deux raisons pougigsser aux déformations continues. La
premiére est qu’elle permet en topologie classique de dédimgroupe fondamental et plus généra-
lement les groupes d’homotopie. Or ceux-ci sont des inntEialgébriques puissants. En définissant
des outils équivalents dans les espaces discrets, on se opaossibilité de les utiliser pour valider
la maodification d’une image digitale du point de vue topatpgi. Notons que généralement, il n'est
pas nécessaire de les calculer pour obtenir cette validatisuffit d’étre en mesure de prouver gu’ils
n'ont pas été modifiés. C'est le cas par exemple si la tramsftion envisagée est une équivalence
homotopique faible.

Une autre raison pour s'intéresser aux déformations aeegirst que les algorithmes d’amincis-
sement, ou d’expansion, sont utilisés dans de nombreugpdisajons (par exemple, en squelettisa-
tion, segmentation, recalage ou déformation). Or la pvésien de la topologie des objets lors des
phases d’amincissement, ou d’expansion, est souventténecde qualité recherché. Cette préserva-
tion peut étre obtenue en déterminant des conditiofissantes pour qu’une modification de I'image
en un point ne change pas les caractéristiques topologipi¢anage telles que les composantes
connexes, les trous et les tunnels (en 3D). C'est ce qui ¢oada définition des points simples.

4.1 Le groupe fondamental

On trouve essentiellement trois manieres d'aborder lel@nob de la définition d’'un groupe fon-
damental utilisable avec des images digitales. La prenaigtrele définir une notion de déformation
homotopique sur leg-chemins du graphe d’adjacence de I'image comme une suiteodédications
locales, élémentaires du chemin. Dans ce cadre, nous fwaseti-dessous la solution déng
(1989. La seconde fagon de construire un groupe fondamentakescdnstruire la théorie de I'ho-
motopie en remplagant l'intervalle continu, [J avec lequel sont définis les chemins et les homoto-
pies par un intervalle discret de(apres avoir éventuellement plongé I'espace discret daespace
topologique). En fet, le déroulement continu du temps lors du parcours d’'umaheliscret ne
semble guére approprié. Cette démarche a été suivie paeylsigauteurs sous des formes diverses.
Nous en présentons quelques unes dans cette section. Bitfaisiéme facon de procéder est d'uti-
liser directement le groupe fondamental classique apwis @ongé I'espace digital de I'image dans
un espace topologique, en conservant donc le déroulemetibealu temps malgré son opposition
apparente au caractére discret de I'espace ambiant. A cotreaissance, cette derniére méthode
n'a pas été proposée dans le cadre de l'imagerie digitale duie les espaces finis soient utilisés
en topologie classique, notamment pour la classificatigétalque des espaces topologiques. Nous
n'évoquerons donc pas cette solution dans ce chapitre afaie|'objet du chapitres.
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Les notions classiques de lacets, équivalence de laceisatémation de chemins, de groupe fon-
damental et plus généralement de groupes d’homotopie @opeiées dans I'annex&, sectionA.4.

Kong (1989 définit legroupe fondamental digital’'une partie d&", n € {2, 3}, I'espacez" étant
muni d’une structure @space fortement normelest-a-dire d’un couplea(, 8) d’adjacences locales
(voir I'introduction du chapitre8), identifiées a un ensemble de segmentRYeelles que :

— aucunex-adjacence ne coupe ufeadjacence ;

— dans chaque carré unitaire 48 il y a au total deux adjacences diagonales (de typetou

B);

— deux composantes connexes de l'objet et du fandol B-) adjacentes sont aussinj2

adjacentes.
Ces conditions sont vérifiées par les paires d’adjacenagdles ((48) et son dual poun = 2 et
(6, 26), (6 18) et leurs duaux pour = 3) mais aussi par les adjacences associées au pavage haxagon
du plan et aux grilles cubiques centrées ou faces centréesl'dapace et par les adjacences des
espaces de Khalimsky (voir la figu5). Par contre, les fonctions de connexité décrites dans le
chapitre7 induisent, pour certaines d’entre-elles, des adjacenaez"squi ne rentrent pas dans le
formalisme des espaces fortement normaux.

Le groupe fondamental digital lui-méme peut étre défini dexdagons, I'une continue, l'autre
discréte. Soi€ une partie de I'espace fortement normi@l (@, 8) eta un point deE. Un lacet deE
enraciné era est un lacet d&" tracé sur le sous-graphe, de (Z", @) induit parE (vu comme une
partie deR") passant paa. Deux lacets enracinés arsont équivalents s'ils sont équivalents au sens
classique dans I'espace euclidigh privé deZ" \ E sin = 2 ou privé du sous—grapHT:aﬁ de ",p)
induit parZ" \ E sin = 3. L'opération usuelle de concaténation étant clairemenipatible avec
cette restriction de I'équivalence usuelle, on peut défieirsemble quotient(E, a) et le munir de
la concaténation qui en fait un groupe, le groupe fondanéigial de point de basa.

La définition discrete est la suivante. Wdacet dan€ enraciné e est une-chemin dang dont
les deux extrémités sont égalea.@Deuxa-lacetscy, ¢, dansk enracinés e sontimmédiatement
équivalentss’il existe quatrex-cheminsp, o, g, r, dansk tels que' ¢; = p.ou.r etc, = p.gp.r ou
g1 et g sont inscrits dans un méme carréZfesin = 2 ou, sin = 3, dans un méme cube @&
n'ayant pas deux sommets opposés adjacentsﬁaﬂm relation d’équivalence entre les lacetsHle
enracinés ea est la fermeture transitive de la relation « étre immédiatengéquivalent ». Le groupe
fondamental est ensuite défini par passage au quotient etd@laconcaténation des chemins.

Les deux groupes fondamentaux digitaux résultant des tiéfisi précédentes sont iso-
morphes Konget al,, 1992. De plus,Kong et al. montrent I'existence d’'un « analogue continu »
C(E) de I'ensemble discre possédant les propriétés suivantes :

— E, estinclus dan€(E) ;

— Eg estinclus dan&" \ C(E);

— linjection i : Z" — R" induit des correspondances bi-univoques entre les comiassa

connexes dé& et deC(E) d’'une part, et d&" \ E et deR" \ C(E) d’autre part;

— pour tout pointa € Z", linjection i : Z" — R" induit un isomorphisme entre le groupe

fondamental digitak(E, a), resp.r(Z" \ E, a), et le groupe fondamental euclidien(C(E), a)
siac E, respai(R"\ C(E),a)siac Z"\ E;

1. Nous donnons ici la description diéalgouyres(2000 de I'immédiate équivalence, plus simple que la définition
originale de Kong.



4.1. Le groupe fondamental 37

— la frontiére d'une composante conneXede C(E) intersecte la frontiére d’une composante
connexeY deR" \ C(E) si et seulement si un point d¢ N E estB-adjacent a un point de
Y N (Z"\ E).
Malgouyres(2000 a montré que darg? équipé de la 4-adjacence, ou de la 8-adjacence, le groupe
fondamental digital d’'un objet connexe est un groupe litmetde nombre de générateurs est égal au
nombre de trous de I'objét DansMalgouyres(2001), 'auteur donne un algorithme pour déterminer
le groupe fondamental d’un objet connexeZie

O-£r-0-0-O -
g e

® )
\ " d 7
D ¢ (F- @
\ A

(@) (b)

Ficure 4.1 — Groupe fondamental digital (Kong). (a) Un enseniibtians I'espace fortement normaf( w, w)

ollw est la 6-adjacence @& définie par (1, y1), (X2, ¥2)) € w Si (X1, y1) €t (X2, y2) sont 8-adjacents & — X, #

Y2 — y1. Les points déE sont représentés par des disques noirs. Le grapl{eoir texte) est en traits pleins et

le grapheE,, en traits pointillés. Les)-cheminsc; = (a,b,i,h,a), c; = (a,b,i,g,h,a),cs = (a,b,i, f,g, h,a)

etcy = (a,b,c,d, e f,g,h,a) sont des lacets darts enracinés em. Les lacets; et ¢, sont immédiatement
équivalents, les lacets etcs aussi. Les lacets; et cs sont équivalents mais pas immédiatement équivalents.
Le lacetc, n'est équivalent a aucun des lacefsc,, c3. (b) L'analogue continu€(E) de I'ensemble discret

E. Le groupe fondamental digita(E, a) et le groupe fondamental euclidien ag€C(E), a) sont tous les deux
isomorphes &.

Les travaux d&halimsky(1987h se rattachent a la deuxiéme facon d’aborder I'homotopies da
un espace digital. En fait, & notre connaissance, c’eselmigr a procéder de cette facon. Il définit
un chemin dans un espace topologigieomme une application continue d’'un COTS dafhd.a
figure4.2montre un chemin fermé (un lacet) da&fsmuni de la topologie de Khalimsky. $jg sont
deux fonctions continues entre les espaces topologi¥etsy, une homotopie entré et g est une
fonction continueH : X x T — Y telle queH(.,a) = f etH(.,b) = g avecT COTS d’extrémités
a, b. Deux lacets dan¥, f; : T1 — X, f, : To — X, sont équivalents s'il existe un COTISet deux
fonctions continueg; : T — T;,i € {1, 2}, et une homotopiél entref,0g; et f,og. Les fonctiong;
sont nécessaires pour pouvoir comparer des lacets définles@COTS de longueursfiérentes, ce
qui est indispensable pour I'opération de concaténati@stane diférence notable avec les chemins
définis sur l'intervalle réel [AL]). Le groupe fondamental s’obtient ensuite classiquémpanpassage
au quotient.

2. Un groupe libre est un ensemble de mots de longueurs figis @vec un alphabet constitué des générateurs et de
leurs inverses. La loi du groupe est la concaténation.
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Zo b Zo

(a) (b)

Ficure 4.2 — Groupe fondamental de Khalimsky. (a) Un lafet [0, 8] — Z? au sens de Khalimsky. On a
f1(0) = f1(8) = X0, f1(4) = a, f1(5) = bet f1(6) = c. (b) Un lacetf, : [0, 6] — Z? avecf,(0) = f,(6) = Xo et
fo(4) = c¢. Soitgy : [0,8] — [0, 6] la fonction définie pagy(i) = i sii € [0, 3], g2(i)) = 4 sii € {4,5,6} et
g(i) = i — 2 sinon. La fonctiory, est continue. Il existe une homotopte: [0, 8] x [0, 2] — Z? entref; et

f, o g définie paH(4,1) = b, H(4,2) = H(5,2) = c etH(i, j) = f1(i, j) sinon. Ainsi, le lacef, est homotope
au lacetf;.

De son c6téBoxer (1999 définit un groupe fondamental digital pour les objetsZdlemunis
d'une adjacence classique ¢ € {4,8} sin = 2, € {6,18 26} sin = 3 eta = 2nsin > 4).
Han (2008 étend les résultats de Boxer a toutes les adjacences tmsdasdimension de l'inter-
section des cubes unitaires B centrés sur les points d&' (voir I'introduction du chapitre?). II
est important de remarquer que la méthode de Boxer ne tiempteoque de I'adjacence des objets
(voir la figure 4.4). Pour définir son groupe fondamentBlpxer commence par étendre la notion
de fonction continue digitale deosenfeld(1986 : une fonctionf : X — Y (X € Z"™, Y C ZM)
est @, B)-continuesi I'image d’'une partiex-connexe dexX estg-connexe dan¥. Un chemin dans
une partie finieX de Z" muni d'une adjacence est alors une fonction (2)-continue d'un in-
tervalle [a, b] de Z, muni de la 2-adjacence (I'adjacence naturelle), d&nBe maniére évidente,
'image d’un tel chemin est ua-chemin au sens défini dans le chapRrée méme, deux fonctions
f,g: X =Y, (a,B)-continues sont homotopes s'il existe une fonctibn X x [0, a] telle queH(Xx, .)
soit (2 B)-continue pour touk € X et H(., t) soit (o, 8)-continue pour tout € [0, a]. Notons que la
notion d’homotopie ainsi construite ne correspond pas genotuition euclidienne. Ainsi, par défi-
nition méme de la continuité, il est impossible d’envoyentemuement I'ensemblé de la figure4.3
vers I'ensembleB de la méme figure. Ces deux ensembles ne peuvent donc paseavidime type
d’homotopie. Plus généralemeBipxer (2005 prouve que deux courbes simples non-contractiles de
cardinaux distincts ne peuvent pas avoir le méme type d’hopne

Aprés avoir défini 'homotopie de fonctions, Boxer suit lastruction classique du groupe fon-
damental. Boxer prouve que son groupe fondamental est iphmcau groupe de Kong pour la
(4, 8)-adjacence dari et la (6 18)-adjacence dar¥’. Mais il observe lui-méme que, par exemple,
la 8-adjacence dari&’ est inappropriée pour sa théorie de 'homotopie en donnamixemple de
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€Y (b)

Ficure 4.3 — Groupe fondamental de Boxer. (2) Un ensemble digitgb) Un ensemble digitaB. A et B
sont des courbes fermées simples en 4-adjacence. Il Begdst de fonction (41)-continue deA sur B car
toute fonction qui envoi\ sur B déconnecte deux points de Les ensembled et B ont donc des types
d’homotopie distincts.

lacet contractile en 8-adjacence et entourant un pixel dd {ligure4.4(a)). Par ailleurs, nous pen-
sons qu'il y a une erreur dans corollaire 4.19Rtexer (1999 utilisé dans la preuve du théoréme
d’'isomorphisme avec le groupe de Kong. Par exemple, le Beda figured.4(b) n'est pas (26)-
homotope a un lacet constant (dans I'ensemble formé paolassmoirs de I'image) alors qu'il est
immédiatement équivalent a un lacet constant eb§Badjacence pour 'homotopie de Kong.

@ -
C ./’\ /,
o - o PN
d b BONN
o o°
| _
@

€Y (b)

Ficure 4.4 — Groupe fondamental de boxer. (a) Le 8-laegb/c, d, a) est 8-contractile para(b, c,d,a) —
(a,a,d,a,a) — (a,a,a,a,a) (Boxer, 1999. (b) Ce 6-lacet n’est pas 6-contractile (quelle que satijacence
du fond qui n’intervient pas dans les définitions de lax)Zhomotopie de Boxer).

Grandis(2002 construit une théorie de I'hnomotopie sur un complexe sicigll abstrait. Ces
complexes simpliciaux peuvent étre, par exemple, despdmi’espace euclidien vus Afdirentes
échelles et qui définissent un simplexe dés lors qu'ils saffisament pres les uns des autres relati-
vement a un étalon (voir la figure5s).

Soit X un complexe simplicial abstrait. Undigne est une application simpliciale: Z — X ou 2z
est vu comme un 1-complexe dont les 1-simplexes sont lesgjair + 1}. Une lighe n’est donc rien
d'autre qu’une suitef{)icz de points deX tels que leg¢;, £i,1} sont des arétes d¢ (voir figure 4.6).
Les lignes sont munies d’une structure simplicialéont les simplexes sont les ensembles finide
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b C C
b b
a .d d
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e e e

(d) (e) ®

Ficure 4.5 — Complexes simpliciaux abstraits de Grandis. (a) UemiieE composé de cing points d¢.
Une partieA de E est un simplexe du complexe simplici} si Va,b € A,d(a, b) < £ ou d est la distance
euclidienne. (b—f) Des représentationskjepour cinq valeursde : ¢ = 3,6 = 2,6 = 14,6 = 1,6 = 05
(sur la figure (b)E. est 4-simplexe complet (avec toutes ses faces) et sur l@flgWE, est I'union d’'un
3-simplexe complet et d'un 2-simplexe complet se partapaaa aréte.

lignes tels que J,cx{¢i, ¢i+1} est un simplexe dX pour touti € Z. En particulier, une aréte du com-
plexe des lignes est un ensemble de deux ligads telles que, pour toute Z, {&;, a41, b, bj.1} est

un 3-simplexe deX. Un chemin est une ligne a support fini (constante sauf enrdetion intervalle
fini de Z) (en fait le support du chemin est défini modulo les transtestisurZ). Une homotopie de
chemins est alors un chemin (dans le complexe des ligne® daet chemins ayant les mémes ex-
trémités. La construction du groupe fondamental du conepiplicial s’en déduit naturellement.
Grandis montre I'isomorphisme de ce groupe fondamental eghii, au sens classique, de la réa-
lisation géométrique du complexe. La preuve se fait via e des lacets d'arétes du complexe
(voir 'annexeA.5). Il donne aussi une version simpliciale du théoréme dee8eifan Kampen (qui
permet de ramener le calcul du groupe fondamental d’un drieeam calcul du groupe fondamental
de sous-parties).

Ayalaet al. (2003 2004 définissent pour leur modéle cellulaire un groupe fonddalerés
proche de celui de Khalimsky. Laftiérence notable est que les fonctions qui remplacent les che-
mins de Khalimsky sont contraintes a associer a un pointrodeela droite de KhalimskyZ, une
cellule de dimension maximale dans le complexe sur lequelédmi I'objet (voir la figure4.7). De
cette facon les lacets de leur modeéle sont finalement des ldigitaux et peuvent étre comparés avec
ceux de Kong. Ayalat al. définissent également le groupe fondamental d'un ensenebdeltliles
considérées comme fond par rapport a un autre objet (sue&vamme principe que celui utilisé pour
la connexité, voir la sectioB.2). Ces groupes fondamentaux (objet et fond) sont isomorpbgs
groupes fondamentaux classiques des analogues contifins déns leur modéle (avec les fonc-
tions d’éclairage faible, le morphisme est uniguementstifjpour le groupe fondamental du fond).



4.1. Le groupe fondamental 41

C1 C3

a2 Gy

Ficure 4.6 — Homotopie de chemins dans le complexe simplicial albstie Grandis(2002). Les points
a,bi,c, i € [0,5], sont les sommets d'un complexe simplicial abstbitLes chemina = (ai)i5=0,b =
(bi)i5:0,c = (¢ ?:0 sont des parcours finis sur les arétes du complexe. L'hormetgp cheminsd, b, c) est
un parcours fini sur les arétes du complexe simplicial deseBg pour tout € [0, 4], {&, ai;+1, b;, bi+1} et
{bi, bi.1, G, Ci+1} appartiennent X.

La démonstration se fait ici aussi en utilisant le groupeldests d’arétes du complexe simplicial
associé au modeéle. Enfin, sous certaines conditions, Ajalh établissent une version digitale du
théoréme de Seifert-Van Kampen.

X2

Zo

(a) (b)

Ficure 4.7 — Fonctions d’éclairage et groupe fondamental. (a) Jetgles grands disques bleus) et son sup-
port en bleu. La fonction d’éclairage est la fonction quadrd tout le support (fonction d’éclairage maximale,
associée a la 8-adjacence). Un latet [0, 10] — Z? (en rouge) est tracé dans la partie éclairée. Une cellule
sur deux du lacet est une cellule de dimension maximale dgekoOn a en particulief,(0) = f1(10) = Xo,
f1(2) = xo. En vert, un laceff, : [0,8] — Z? avec en particuliefz(0) = f2(8) = X et f2(2) = x. Soit

g : [0,2] — Z2 la fonction constante égalexd. La concaténatiorf,.g, de f; et deg, est homotope & par
I'homotopieH : [0, 10] x [0, 6] — Z2 définie paH(.,0) = f1, H(t, 1) = fo(t) sit—i < 1, H(t,i) = f,(2+i) si
t—ie{234}, H(t,i) = fa(t—2) sit—i > 5 etH(., 2) = f,.g2. On en conclut que le lacds est homotope au
lacetf; au sens de Ayalat al. Le groupe fondamental de I'objet est isomorptie &) L'objet est maintenant
constitué par les disques blancs (la fonction d’éclairageajours la méme). Le fond a trois composantes
connexes dont les groupes fondamentaux sont triviaux (ggerde seul lacet non trivial du fond).
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Notons pour terminer que toutes les méthodes que nous axésenpees dans cette section, sauf
la méthode purement digitale de Kong, permettent d'eneiskgdéfinition de groupes d’homotopie
d’ordres supérieurs.

4.2 Les notions de point et d’'ensemble simples

Vouloir modifier une image digitale de fagon topologiquetnagutre conduit naturellement a la
notion densemble simpl&t tout particulierement deoint simple grossiérement un ensemble, ou un
point, sur lequel on peut modifier la valeur de I'image sandlifier « la topologie » de celle-ci. Bien
sdr, il est nécessaire de préciser ce qu'on entend par « eddifialeur de I'image » et par « modifier
la topologie ». Dans cette section, nous nous intéressdgeement a des images binaires et il n'y
a donc pas d’ambiguité sur ce qu’est une modification de kuvale I'image. Cependant, parce
que la littérature sur les images binaires oppose généealenm objet au fond, et que I'attention est
principalement portée sur 'objet, et parce qu’une étapsér depuis longtemps en pré-traitement
d’'image pour la reconnaissance de forme est 'amincissedefiobjet, les ensembles (ou points)
simples des images binaires sont définis généralement catesnensembles (ou points) de I'objet
susceptibles de passer au fond de I'image. Au chapjtreus verrons comment la notion de point
simple est abordée dans les images de labels.

4.2.1 Définitions dansz?

L'espace de dimension 2 a ceci de particulier que la défimilies points simples ne requiert que
I'utilisation de la notion topologique de connexité. Elleyp donc étre donnée naturellement dans le
cadre de la représentation de I'image digitale par un grdf#twacence.

Un des premiers critéres topologiques proposés pour laitigfirdes points simples d’une
image digitale 2D définie suz? et munie de lad, 12 — )-adjacenced € {4,8}) a été la conser-
vation du nombre de composantes connexes de I'objet et dii (@asenfeld 1970. Rosenfeld
donne une caractérisation locale d'un tel point simple gessrve que le fond n’ait qu'une seule
composante connexe (I'objet est donc sans trBonse(1988 montrera que cette condition sur le
nombre de composantes connexes du fond n’est pas néce§saimepoint de vue algorithmique,
Rosenfeld montre que les composantes connexes simpleorer@s (sans trou) de I'objet peuvent
étre réduites a un unique point par retrait glouton de paitgples (le choix du point simple a
retirer, lorsqu’il y en a plusieurs, n'a pas d'importanc@ans Rosenfeld 1973, il obtient un ré-
sultat semblable pour les objets possédant un trou : @amsuni de la (48)-adjacence, tout ob-
jet possédant un trou peut étre aminci en une courbe fermé@esipar retrait glouton de points
simples.Mylopoulos et Pavlidif1971) définissent la notion d’objets-équivalentgle prefixe « ¢ »
renvoyant aux composantes connexes) : deux oljetsX’ d’'une image digitale binaire interprétée
avec la (48)-adjacence sont c-équivalents si leurs composantesgesrsont en correspondance
bi-univoque de telle sorte que, si la composabtde X est en correspondance avec la composante
C’ deX’, il est possible de passer @ea C’ par suppression et ajout de points simples (en partant de
l'image digitale doniC est I'objet). Mylopoulos et Pavlidisnontrent que dang?, deux objets sont

3. Aux débuts de la topologie digitale, on parlait de psigpprimablg« deletable point ») avant que I'expression point
simple ne I'emporte.
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c-équivalents si et seulement si ils ont le méme nombre d@osamtes 4-connexes, chaque paire de
composantes connexes en correspondance ayant le mémeeramrtbous. Par ailleurs, chaque objet
4-connexe & trous est c-équivalent a un rectanglk ous ne contenant qu’un pixel du fond.

A priori, la simple conservation du nombre de composanten&es peut paraitre indisante
dans de nombreux contextes, par exemple dans un processaimcissement. Enfiet, on souhaite
généralement que les diverses composantes connexesesponodentRonse 1986 : si X est I'en-
semble des points de I'imag¥,|'objet de cette image & une partie simple d¥, la suppression de
Z dansY ne doit pas :

— couper une composante connexe de I'objet en plusieursazantes ;

— supprimer une composante connexe de I'objet ;

— réunir plusieurs composantes connexes du fond en une;seule

— créer une nouvelle composante connexe du fond.

Ces propriétés sont illustrées sur la figdt8. Comme deux points d€ \ Z qui appartiennent a la
méme composante connexe ¥ Z sont par définition reliés par wachemin dansy \ Z qui est
aussi une-chemin dang, ils appartiennent a la méme composante connexé @mnc, l'injection

i1 : Y\ Z — Yinduit, par passage au quotient, une applicatipentre les composantes connexes de
Y\ Z et les composantes connexesydée méme raisonnement vaut pour les composantes connexes
du fond : I'injectioni, : X\'Y — (X\Y)UZ induit une applicatiorp, entre les composantes connexes
deX\Y et celles deX\ Y)UZ. Les quatre conditions énoncées précédemment se trataisespar

la bijectivité des applicationg; ety,. Autrement dit, chague composante connex® deit inclure
exactement une composante connexeé’deZ et chaque composante connexe ¥eé\ (Y) U Z doit
inclure exactement une composante connexX der. Dans ce cas, Ronse dit gdeestfortement
supprimable(« strongly deletable »Ronsemontre que lorsque I'ensembEest 4-connexe, il est
fortement supprimable si et seulement si son retrait dgdtatbnserve le nombre de composantes
connexes de l'objet et du fond. En particulier, tout poim@ie (au sens de Rosenfeld) est fortement
supprimable. De plusRonsemontre que tout ensemble fortement supprimable peut &iré de
I'objet par suppression gloutonne de points simples.

4.2.2 Définitions danZz",n > 3

En dimension 3, la préservation des composantes connexiéasb et du fond n’est pas un
critére sidfisant pour la conservation de la topologie. Hieg la suppression d’un point, affortiori
d’un ensemble de points, dans un objet digital, peut crééunumel dans 'objet ou dans le fond (voir
la figure4.8(c—d)).

Par conséquent, plusieurs auteuvesg( Morgenthaler 1981Tsao et Fu 1982Toriwaki et al.
1982, Bertrand et Malandain 1994iéfinissent les points simples @& comme des points dont le
retrait de I'objet ne peut pas créer ou scinder une compesammnexe de I'objet ou du fond, ni dé-
truire ou réunir des composantes connexes de I'objet ou nidi foomme en 2D) et dont le retrait
ne peut pas créer ou ajouter un tunnel de I'objet ou du forakjuwh tunnel étant caractérisé par des
lacets non contractiles de I'objet ou du fondfiBrentes caractérisations locales des points simples
respectant les critéres précédents ont été proposéesspanterirs débouchant sur des algorithmes
efficaces d'« amincissement homotopique » 3D. Néanmoins gsitimes utilisés dans les preuves
de ces caractérisations locales ne sont pas définis de fagcisget constante comme par exemple
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(@) (b)

]

N

(© (d)

Ficure 4.8 — Compter les composantes connexes, ou les tunnelsflitepais a assurer une conservation
satisfaisante de la topologie. (a—b) Exemples d’aminoisses d’'un objet qui ne modifient ni le nombre de
composantes connexes de 'objet ni celui du fond mais quienmettent pas de relier « canoniquement» les
composantes de I'image modifiée a celles de I'image init{aleLe retrait des deux pixels gris de I'objet scinde
une composante connexe de I'objet en deux et supprime ureecaumhposante connexe de |'objet. (b) Le retrait
des deux pixels gris de I'objet réunit deux composantes exesmdu fond et crée une nouvelle composante
connexe du fond. (c—d) (D’apré®urey et Malgouyre2003 Si, quelle que soit la dimension, la modification
d’'un unique pixel ne peut pas changer le nombre de compaseotmexes de I'objet ou du fond (la preuve
de cette propriété donnée pour la 2D daashaud et Malgouyre@007) est valable en toute dimension), en
dimension 3, comme le montrent les deux figures (c) et (dithait d’'un seul voxel peut supprimer un tunnel
de I'objet et en créer un autre.

le nombre de tunnels de I'objet ou du fohdu encore la notion de déformation utilisée pour décider
si un lacet est contractile ou non. Cela peut conduire &etililes propriétés qui ne sont pas tou-
jours vérifiées comme I'égalité du nombre de tunnels de ¢bbj du fond (le groupe fondamental
d’'un nceud esE tandis que celui de son complémentaire dans I'espace déhetype de noeud
et, par exemple, celui du complémentaire du noeud de tréfisdpie trois générateurs liés par deux
relations).

S’appuyant sur la caractérisation des tunnels par lesedafslacetsong (1989 étend a la 3D
les critéres donnés p&onsepour la 2D de la fagon suivante. Un sous-ensenybdéune partiexX de
72 est simple pour cette partie si

— chaque composante connexeXdeontient exactement une composante connexe (¥ ;

4. «ltis actually quite hard to define a “tunnel” in such a wlag term “number of tunnels” have a precise meaning »
(Kong et Rosenfeld1989).
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— chaque composante connexe @&\(X) U Y contient exactement une composante connexe de
Z3\ X;

— pour chaque point € X\ Y, l'inclusioni : Z3\ Y — Z2 induit un isomorphisme des groupes

fondamentaux digitaux d& \ Y et deX;

— pour chaque point € Z3\ X, l'inclusion i induit un isomorphisme des groupes fondamentaux

digitaux dez3\ X etde g3\ X) U Y.

Fourey et Malgouyre€2003 montrent que lorsqu¥ est un singleton et lorsq est muni de la
(6,26) ou de la (266)-adjacence, la quatrieme condition est induite par t@s premieres. Comme
leur preuve utilise lesombres topologiquede Bertrand et Malandairils démontrent incidemment
gue cette caractérisation par les nombres topologiquisdastales quatre critéres ci-dessus.

Supposons qu’on ait défini une notion d’analogue contina dbjet digital,C : P(Z") — PR").
Une autre fagon de définir la simplicité est la suivante. Wssensembley’ d’'une partieX de Z",

n > 2, est simple poukX si I'analogue continu d&X \ Y, C(X \ Y) est un rétracte par déformation
de I'analogue continu de I'objet digita;(X). Cette définition a été envisagée pitditch (1969
(cité parKong et Rosenfeld1989 pourZ? en prenant comme analogue continu d’un pixeZdein
carré unitaire d&2. Les collapsus sont des types particuliers de rétractionrlakis et Mylopoulos
(1973 les utilisent, non pas pour définir leur notion de point demgansz" muni de la &-adjacence
mais plut6t pour justifiea posterioricette définition. Nous détaillons ci-dessous leur constnc

La based’'un pointx dans I'objetX (les objets sont des parties finies de I'espace) est I'enlgemb
des pointsy du (3' — 1)-voisinage de tels que le cube dork, y} est une diagonale soit tout entier
inclus dans l'objet (les cubes sont définis de la méme facenl@gicubes de Bertrand dans la sec-
tion 3.3). A chaque cube inclus danéest associé un polyédre cubiqueRieayant pour sommets
les sommets du cube et la réunion de tous ces polyédres esbiogrme un polyédrély associé a
X (on suppose que I'espace discret est plongé dans I'espatidien). La figure4.9illustre cette
définition.

La définition de la simplicité d’un point est récursive etlé a la définition d’ensemble discret
contractile (« shrinkable »). Un poink € X est simple pouiX si sa base danX est contractile.
Un ensembleY est contractile sl est un singleton ou sY posséde un point simphe pourY et
si 'ensembleY \ {y} est contractile. Cette définition récursive est valide qugsle cardinal de la
base de n'importe quel point d¢est strictement inférieur a celui déet, de plus, la dimension de
la base est strictement inférieure a celleXdeDeux objetsX et Y sontréductiblesl’'un a l'autre si
I'on peut passer de I'un & I'autre par une suite de retraitiagduts de points simples. A partir de 13,
Tourlakis et Mylopoulo®btiennent plusieurs résultats qui montrent la pertineledeurs définitions.

— Sixest simple pouiX alorsITy \ {x} est un collapsusdeIlx.

— SiXetY sont réductibles I'un a l'autrd]x etIly ont le méme type d’homotopie.

— Sixest simple pouK alors il existe une isotopie ambiante dans une « sph&fg(au sens to-
pologique)f du complémentaire, dari®¥', d’un voisinage régulier dEx a celui d’un voisinage
régulier delly \ {x} (voir la figure4.9).

Le dernier résultat entraine, par exemple, gu'un nceud fle méest pas réductible a une simple
boucle.

5. Voir 'annexeA.6.
6. Une isotopie ambiante daXsdeY aZ est une isotopié : X x [0, 1] — X telle queh(Y,1) = Z.
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L]

@) (b) (c)

(d) (e) ()

Ficure 4.9 — (@) En noir, un sous-ensemidini de Z2. (b) La base du point € X. Cette base n’est pas
contractile au sens dBourlakis et Mylopouloglonc le pointx n’est pas simple. (c) La base du poyng X.
Cette base est contractile donc le pgiest simple pouK. (d) Le polyédre cubiquBx associé X. (e) En gris,
un voisinage régulier d¥ et en blanc son complément dans la spt&r€f) En gris, un voisinage régulier de
X\ {y} et en blanc son complément dans la spt&re

Pour Kong et Rosenfeld1989, la notion de réductibilité n'est pas adaptée aux opératio
d’'amincissement car elle ne conserverait que le nombre agpasantes connexes, de tunnels et de
cavités sans lier les positions de cefélents éléments. Ce reproche nous parait en partie infondé.
Aucun retrait ou ajout de point simple ne peut supprimendsai ou faire appaitre un tunnel ou une
cavité puisque ce retrait, ou cet ajout, correspond a uagsdl, ou une expansion, sur le polyédre as-
socié. On a donc toujours une correspondance « canoniqueslendiférentes composantes et les
différents tunnels. Par contre, cette correspondance n'estiphnée par I'inclusion et lesftiérents
éléments topologiques peuvent étfieetivement géométriquement déplacés.

Kong (1997 utilise la structure cellulaire cubique &€ (induite par les points a coordonnées en-
tieres) et identifie les points de I'espace digital (les xailsxn-cubes fermés du complexe cellulaire.
L'espace digital est muni de la"(3- 1, 2n)-adjacence. Un point d’'un objetX est simple (pouiX)
si X\ {x} est un rétracte par déformation forte XlieDans ce cadre, Kong obtient une caractérisation
locale nécessaire etfisante d’'un point simple, valable jusqu’a la dimension 4¢basur la notion
d’attache(voir la figure4.10 : I'attache dexa X est I'ensemble des cubesRRinclus dans et dans
le polyedre cubiqueé Jyex,(x Y- L'attache est donc un complexe géometrique. Un xel estleisifet
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seulement si (la réalisation géométrique de) son attacbéjatlest connexe, le complément de cette
attache dans le bord du xel est également connexe et laédstique d’Euler de cette attache est 1.
L'espace étant muni d’'une structure cellulaire, le calauladcaractéristique ne pose pas de probléme
ici. Toutes les rétractions utilisées dans la preuve de cattactérisation sont des collapsus.

(@) (b)

Ficure 4.10 — Attache d’'une face dans un complexe. (a) En noir etigmiensembl& dans une image digitale
2D au sens d&ong (1997 (cette image correspond a celle de la figr@(a)). (b) En noir, les attaches dans
X des deux pixels gris de I'image (ce sont des complexes gémués). L'attache du pixel inférieur n’est pas
connexe donc ce pixel n'est pas simple. L'attache du pixe¢saur est connexe, de caractéristique d’Euler 1,
donc ce pixel est simple (en 2D, il est inutile de vérifier Egieme condition).

Dans le cadre des complexes simpliciaux abstfditsir annexeA.5), Bertrand(2007) reprend le
travail de Kong en posant qu’un simplexest un point simple du complexe simplickbi X collapse
sur le sous-complexe d& appelédétachementle x dansX, engendré par la suppressionxet de
ses faces ou, de maniére équivalente, si le complexe ergpadk collapse sur I'attache dea X.

Un simplexex € X est une facessentiellale X s'il est égal a I'intersection des simplexes maximaux
qui l'incluent : x = N{y € X* | x C y} ou X* désigne I'ensemble des simplexesXimaximaux pour
l'inclusion (voir figure4.11). L'ensemble des faces essentielles correspond au suggmfonctions
d’éclairage dAyalaet al. (1997). Les faces essentielles qui collapsent sur le complexereiig par
les faces essentielles de leur frontiere sont qualifiéesigeliéres Les autres forment laoyau
critique. Bertrand montre que tout complexe simplicial collapsessarnoyau critique. Les simplexes
maximaux de celui-ci peuvent étre de dimensions inféreareelle de I'espace ambiant mais un
complexe simpliciaX collapse également sur tout sous-complexe incluant scanentique et dont
les faces essentielles sont incluses dans ses propreefsmgielles ce qui permet d’envisager par
exemple des amincissements purement digitaux (c’esteasdins recours apparent a une structure
cellulaire) géométriquement bien équilibrés dafianuni de la (8 — 1, 2n)-adjacence. De plus, le
processus d’'amincissement peut étre réitéré jusqu'distgimur obtenir un squelette minimal (voir
la figure4.11).

4.2.3 Définitions dans un ensemble partiellement ordonné

Indépendamment des travaux précédents menés dans la cantégimformatique pour obtenir
des algorithmes de traitement d'image qui respectent lalage des objets et éventuellement du

7. La méthode s’adapte sangfaiulté aux complexes cubiques abstraits.
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Ficure 4.11 — Noyau critique d'un complexe. (a) Les faces essdgdielu complexe abstraX associé a
'ensemble digital de la figurd.9 (a) d’aprésBertrand(2007. (b) Le noyau critique d&, Xy = Critic(X)
(voir texte). (c) Le noyau critique d¥p, X; = Critic(Xg). Ce dernier est stable pour I'opérateur Critic :
X1 = Critic(Xl).

fond d’'une image digitale, d’autres études des propriétgsidgiques des ensembles finis, ou munis
d’'une topologie d’Alexandr® (voir section3.3), ont été conduits dans la communauté mathéma-
tique Stong 1966McCord 1966 Hardie et Vermeulen 199®saki 1999 Barmak et Minian 2007
Kukieta 201Q. Un des buts de ces travaux est d’obtenir une classificdtésrtypes d’homotopie des
complexes simpliciaux a I'aide d’espaces finis minimaux.réeherche de ces espaces minimaux
conduit tout naturellement a la caractérisation de poimgples. Cependant suivant les objectifs
poursuivis, les contraintes pour définir des points simpéesont pas les mémes. Hied, supposons
queZ" soit plongé dans un espace topologique, par exemple uneespHualaire, les points d&"
étant envoyés sur les cellules de dimensioBn traitement d'image, on cherchera les points simples
parmi ces cellules de dimensianparce que ce sont les seules qui sdfeaivement codées dans
I'image initiale. Par contre, si le but est d’obtenir un espaninimal, il n'y a aucune raison de s’'im-
poser cette contrainte. L'exemple des collapsus donnérawaa montre que finalement les deux
approches ne sont pas incompatibles.

Exemple 4.2.1.Pour illustrer les djférentes notions de points simples qui vont suivre, notarmmen
pour faire apparaitre leurs giérences de puissance, considérons I'exemple suivanpacesesi®,
'espace des complexes cubiques défini a la se@iBnll est muni de sa topologie d’Alexangfo
pour l'ordre partiel C. On choisit une facettegxde F3 et x une face de ¢ On définit alors les
ensembles X= F3\ {Xo} et X4 = Xg \ {x1}. Le but est de comparer du point de vue topologique les
espaces Ket X; et de voir si le point xpeut étre qualifié de simple pour telle ou telle définition.

Jusqu’a la fin de cette section, I'espacest un A-espace muni de sa topologie d’Alexaifitied
I'ordre de spécialisation associé est ngtévoir section3.3). L'ordre dual est noté. Lorsquex <y
etx # y (resp.x > y et X # y) nous écrivonx < y (resp.x > y). Nous utilisons aussi les notations
suivantes :

- xX'={yeX|x<yletx™ =x\{x} ={ye X| x<y};

- xt={yeX|y<xetx* =xt\{x}={ye X|y<x;

—x=xTuxtetxt* = xI\ {x}.
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Lorsquex! est fini pour tout poink € X, nous disons que I'espadeestlocalement finf.

4.2.3.1 Points unipolaires

Dans les années soixanf&tong(1966 a introduit la notion dgooint unipolaire® pour classifier
les espaces finis en fonction de leur type d’homotopie. Damsé@me article, et dans le méme but,
Stong définit aussi laoyau(« core ») d'un espace fini qui est le plus petit sous-ensexntdbe qui
lui est homotopiquement équivalent. La plupart des dédimgtiet résultats présentés dans cette sous-
section ont été donnés par Stong pour des espaces finis nuasnpétre directement étendus aux
A-espaces ou aux A-espaces localement finis.

Définition 4.2.2(Point unipolaire) Soit X un EPO. Un point x X est :
— bas-unipolairesi xX** a un maximum;
— haut-unipolairgf x™ a un minimum;
— unipolaires’il est bas-unipolaire ou haut-unipolaire.

Propriété 4.2.3(Stong 1966. Soit X un EPO et x un point unipolaire de X. Alors\Xx} est un
rétracte par déformation forte de X.

Au chapitre6 (propositior.2.8), nous établissons la réciproque de cette propriété.

Bertrand(1999 a montré que, dans des EPO localement finis et dénombralgleqoints bas-
unipolaires peuvent étre supprimés en paralile’est-a-dire , sk ety sont bas-unipolairess # y,
dansX alorsy est bas-unipolaire dan§\ {x}. Bien évidemment, nous avons la méme propriété avec
des points haut-unipolaires. Cela n’est plus vrai pour dstg unipolaires (en omettant le quali-
ficatif « bas » ou « haut ») comme le montre I'exemple de la figut® Cependant, nous donnons
la proposition suivante qui permet, par la suppression detgpaoinipolaires de méme hauteur, la
construction d’algorithmes d’amincissement paralleni@quilibrés.

Proposition 4.2.4. Soit x et y deux points unipolaires distincts dans X. Aloog, \sest unipolaire
dans X\ {x}, soit, pour I'un des deux ordres ou > sur X, X est haut-unipolaire, y est bas-unipolaire
et couvre x, et la fonctiop : X\ {x} = X\ {y} définie parp(2) = zsiz# y etg(y) = x est un
homéomorphisme.

Démonstration.Soit x # y deux points unipolaires dan&
— Six ety ne sont pas comparablgsest unipolaire danX \ {x} puisque la définitior.2.2des
points unipolaires ne fait intervenir que des points coraplas.
— Supposons maintenant gue y (le casx > y est similaire).

8. Dans la littérature sur les A-espaces on trouve deux téfisipour I'expression « localement fini ». Quand I'article
privilégie la vision topologique classique, I'expressi#signe le plus souvent le fait que les plus petits voisinageerts,
c'est-a-dire les ensembles, sont finis. Quand I'accent est mis plutdt sur la structugglafique, on trouve souvent la
définition que nous avons adoptée. Notre choix repose sosdiwation du comportement des algorithmes implantés qui
montre que, méme §i fineon ne s'interesse gu’aux points hauts de I'espace, la medllgficacité est obtenue lorsqu’on
utilise de la méme facon la relation d’ordre et son dual.

9. Stong les appelle « (co)linear points ». Plus récemnhéay,(2008 les nomme « beatpoints », dénomination reprise
parBarmak et MinianBertrand(1999 qui découvre ces points de fagon indépendante les appatipalar points ». Nous
avons adopté cette derniere dénomination.

10. Les hypothéses de finitude locale et de dénombrabilité eso fait inutiles et ne sont d’ailleurs pas utilisées par
Bertrand dans sa preuve.
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(a) (b)

Ficure 4.12 — Points haut-unipolaire et bas-unipolaire. (a) UrssespaceX de F3. (b) Le diagramme de
Hasse de&. La 1-facex est haut-unipolaire et la 2-fageest bas-unipolaire. Ni dansX \ {y} ni y dansX \ {x}
ne sont unipolaires.

e Siy est haut-unipolairey est unipolaire danX \ {x} car la définition4.2.2appliquée & ne
fait intervenir que I'ensemblg'™* qui n’est pas modifié lorsqu’on retivede X.
e Siy est bas-unipolaire, appelomge maximum deyt*. Alors, pour tout € X,

t<yoet<z 1)

* Si x # z, I'équivalence(l) reste vraie pour tout € X \ {x} doncy est unipolaire dans
X\ {x}.

* Si x = zetx est bas-unipolaire, on a clairement max(n (X \ {x}) = maxx‘*) doncy
est unipolaire danX \ {x}.

* Si x = z et x est haut-unipolaire, nécessairemgrest le minimum dex™ : pour tout
te X,

X<toey<t (2)

Nous définissons alors la fonctign: X \ {x} — X\ {y} parp(t) = tsit # yetp(y) =
x. Trivialement,p est une bijection et, dél) et (2), nous déduisons quge et 1 sont
croissantes, c’est-a-dire continues. m]

Définition 4.2.5(Noyau) Soit(X, <) un EPO. Une partie Y de X est moyaude X si Y n’a pas de
point unipolaire et 'Y est un rétracte par déformation foreeXl
Propriété 4.2.6(Stong 1966).
1. Tout EPO fini posséde un noyau.
2. Siun EPO a deux noyaux finis, ceux-ci sont homéomorphes.
3. Deux EPO a noyaux finis sont homotopiqguement équivalémts seulement si ils ont des
noyaux homéomorphes.

La question de I'extension de ces propriétés a des espduods #st ouverte. On saik(kieta,
2010 que si 'EPO n’a pas d’antichaine infinie et si chaque chadmet un supremum et un
infimum, les trois propriétés sont encore vraies (et le n@sidini)'l. D’'un autre coté la droite de

11. Kukieta montre également que I'extension des promi€té&t 3 aux EPO localement finis possédant un noyau
obtenue paArenas(1999 est erronée.
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Khalimsky a deux noyaux non-homéomorphes, elle-ménf@} évoir encadré).

La droite de Khalimsky n’a pas de point unipolaire mais est catractile... par retraits de points unipolaires.
La droite de Khalimsky n’a pas de point unipolaire ; elle emt@son propre noyau. Néanmoins, il est possible |de
construire une rétraction par déformation forte (déciit@pres) de la droite de Khalimsky s{fi} qui est donc aussi
un noyau dez. Ainsi, Z a deux noyaux non homéomorphes. La rétrackioconsiste a enlever les points unipolaire
de l'intervalle [-k, K] au temps;; . Plus précisément :

— H(k,t) = ksit est inférieur aﬁlﬂ, strictement sk est pair, au sens large sinon.

— H(k,t) = ¢, £ compris entre 0 inclus étexclu, sit est compris entr ,‘12 et w+1 strictement st est pair, au

sens large sinon.

H est une rétraction par déformation forte de la droite de idisldy sur{0}.
L'image réciproque du plus petit voisinagé} d'un point pair, strictement positif par exemple, €& x
[0, 25 [UIk, +eo[X] 55, 5[ et Iimage réciproque du plus petit voisinage— 1,k k + 1} d’'un point impair, stric-

tement positif, estk — 1, k, k + 1} x [0, £[U[k + 1, +oo[X] 5. [ (en posang = 1).

n

La propriétéd.2.6implique en particulier que pour obtenir un noyau d'un EPQ ilisuffit d’en-
lever les points unipolaires de fagon gloutonne. Le réssttea homéomorphe a tout autre noyau du
méme EPO. De plus, il est possible de privilégier un noyan Bguilibré spatialement en retirant
en paralléle tous les points bas-unipolaires puis tousdeggphaut-unipolaires, etc. jusqu’a stabi-
lité (Bertrand 1999 ou en retirant en paralléle les points de méme hauteur @pitipn 4.2.4). En
particulier, quand 'EPO est contractile, nous avons I®kaire suivant.

Corollaire 4.2.7. Si X est fini et contractile, il existe une sutg);_, (r € N) de points de X telle que
X = {xj}g=0 et, pour toutie [1,r], % est unipolaire dan$xj}'j:0. De plus, si x est un point unipolaire
de X, nous pouvons choisif % X.

Démonstration.Le fait que X est contractile signifie qu¥ est homotopiquement équivalent a un
point. CommeX est fini, X a un noyau et tout noyau déest un singleton (proprié#.2.6. Il n'est
pas dificile de voir que cela entraine qu’on peut construire de margéoutonne une suitex(;_,
(r € N) de points deX telle queX = {Xj}'}zo et, pour toui € [1,r], X est unipolaire dan{sq}'j:O. O

Considérons maintenant I'image binaire définie dans I'edlem.2.1 Toutes les 2-faces de
sont unipolaires dan%,. Donc, si dimk;) = 2, 'ensembleX; est un rétracte par déformation fort de
Xo. Sidim(x1) < 1, x; n'est pas unipolaire et il est facile de montrer gyen’est méme pas un simple
rétracte deXp. En dfet, x; appartient & au moins 9 paires de points connexes (25 sdkadimension
0) et toute fonction d&o dansX; qui laisse invariant les points d§ déconnecte nécessairement une
de ces paires. Cet exemple montre que les points unipokorggeu puissants dans les procédures
d’'amincissement ou d’expansion.

4.2.3.2 Pointg3-simples

La notion de poinB-simplea été introduite paBertrand(1999 dans le but de construire des algo-
rithmes d’amincissement topologiquement fondés dansdeeaes EPCBarmak et Minian(2008h
construisent, de fagon indépendante, la méme nétipour définir une opération de « collapsus »

12. En fait, Bertrand utilise une définiti@d hocdu type d’homotopie qui coincide avec la définition classigiX est
compact (ceci est une conséquence de notre propo$itibf) mais avec laquelle, par exemple, la droite de Khalimsky
n’est pas contractile, tandis que Barmak et Minian utilisgéfinition classique. Ici, nous utilisons la définitidagsique.
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dans les EPO finis qui corresponde a la notion classique tegpsak dans le complexe simplicial
associé.

Définition 4.2.8(point 8-simple) Soit X un EPO. Un point ¥ X est :
— basg-simple (dansX) si x* est contractile ;
— hautg-simple (dansx) si X'* est contractile ;
— B-simple (danX) s'il est basg-simple ou haug-simple.

Il est possible de définir la notion de pojgisimple sans introduire les points hgsimple et
hautg-simple comme le montre la propriété ci-dessous.

Propriété 4.2.9(Barmak et Minian20083. Soit X un EPO fini et x un point de X. L’'ensemblé x
est contractile si et seulement si*»ou X * est contractile.

La propriété suivante nous permet de vérifier que la notiopaiet 3-simple est une extension
de la notion de point unipolaire.

Propriété 4.2.10(Stong 1966. Soit X un EPO. Si X a un maximum, ou un minimum, alors X est
contractile. En particulier, pour tout x X, x' et X sont contractiles. De plus, pour toutexX, X
est contractile.

Nous donnons la preuve de cette propriété parce qu'elltifiibien, de par sa grande simplicité,
comment fonctionne la continuité dans les EPO.

Démonstration.Soit X un EPO possédant un minimum On définit ’homotopieH parH(x,t) = x
sit < 1etH(x, 1) = m(x € X). H est continue suX x [0, 1] car I'image réciproque d’'un ouved de

X ne contenant pas le minimumestU x [0, 1[ qui est clairement un ouvert déx [0, 1] et, puisque
mest le minimum deX, le seul ouvert d& contenanin estX lui-méme dont I'image réciproque est
bien évidemmenK x [0, 1].

Le cas ouX posséde un maximuril est analogue. On définil parH(x,0) = xetH(x,t) = M si

t # 0 et on remarque que tous les ouvertsXdsntiennentM puisque celui-ci est le maximum dée
L'image réciproque d'un ouveld de X est alordJ x {0} U Xx]0, 1] qui est égal &J x [0, 1]u Xx]0, 1]

et est donc bien un ouvert.

Notons que nous avons démontré un peu plus que la contéadélX. En dfet, H laisse le minimum
m, ou le maximumM, fixe doncH est une rétraction par déformation forte. Pour montrerxjuest
contractile, on étend la premiére homotopie pour rétraéteurx! puis la deuxiéme homotopie pour
rétracterx! sur{x}. o

Le fait que les points unipolaires sont des popsimples est une conséquence immédiate de la
propriété4.2.10car six est bas-unipolairex'* a un maximum et sk est haut-unipolairex™ a un
minimum.

Nous avons vu dans la sectidr.3.1(propriété4.2.3 que le retrait d’'un point unipolaire est une
rétraction par déformation forte. Cela n’est plus vrai pamipoints-simple comme nous pouvons le
vérifier en examinant le cas de I'ensemilede I'exemple4.2.1

— Sidim(x;) = 2, nous avons déja vu que est unipolaire, donc il est augsisimple (et dans ce

cas, X1 = Xo \ {Xo} est bien un rétracte par déformation forteXg.
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— Sidim(x)) = 1, le diagramme de Hasse a¢'* dans I'EPOX, est composé de quatre 2-
faces deFe incluantx; et des trois 3-faces de® incluantx; et distinctes dexy. Donc, x; ™
est clairement contractile par retraits successifs de sas 8-faces haut-unipolaires puis de
deux de ses 3-faces devenues bas-unipolaires apres lesuggmmessions précédentes et enfin
par suppression des deux derniéres 3-faces. Il vienixgest haujs-simple. Or, nous avons
montré a la fin de la section précédente (sedliéh3.) que, si dimk;) < 1, il n'existe pas de
rétraction deXg surXj.

— Sidim(x;) = 0, soientyp, y1, Y2 les trois 2-faces incluan et incluses dangg. Le lecteur peut
vérifier sur la figuret.13que ces trois faces sont unipolaires dagig et quex;™ \ {Yo, Y1, Y2}
est un noyau de; ™. Il s’en suit quex; ™ n’est pas contractile e n’est pag-simple.

() (b)

Xo
m
o o Yo V1 o o o Yo o o o

o

Ficure 4.13 — Une face nog-simple contre-intuitive. (a) Le sous-ensembié* de X, dans le cas ol
dim(x;) = O (voir texte). (b) Le noyau de; ™. (c) Le diagramme de Hasse ®B£*. Les faces sont parcourues
de bas en haut, de gauche a droite et de I'avant a I'arriére.

Bien que le retrait d'u-point dans un EPX ne soit pas généralement une rétraction, le théo-
réme suivant, établi par Barmak et Minian, assure que laregpjpn d'un poings-simple dans un
EPO fini correspond a une rétraction par déformation fortes decomplexe simplicial associéa

Théoreme 4.2.11(Barmak et Minian2008h. Soit X un EPO fini et x un point de X. S&(X) et
K(X\ {x}) les complexes simpliciaux associés respectivement a X gt}XSi x esp-simple alors :

— linclusion i: X\ {x} — X est une équivalence d’homotopie faible ;

— K(X) collapse surK(X \ {x}).

D’un point de vue algorithmique, les poingssimples ont de bonnes propriétés, analogues a
celles des points unipolaires, puisqu’ils peuvent étrieégen paralléle. Enfiet, six ety sont deux
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points appartenant &, de méme hauteur, le retrait du pokte I'ensembleX ne modifie pas les
voisinages stricts dg y'* ety™. De plus, comme nous l'avons vu précédemment, la conitéctil
peut étre vérifiée de fagcon gloutonne. Ainsi, un algorithiaenihcissement préservant la topologie
dans un EPO finf peut étre obtenu en répétant jusqu’a stabifitee retrait des pointg-simples de
hauteurk pourk variant de 0 & (la figure4.14donne un exemple d'un tel amincissement).

. "‘m; X

i
(a) (b)

Ficure 4.14 — Amincissement daii® par retrait de pointg-simples. (a) Limage originale. (b) Un squelette
obtenu par suppression de poigtsimples de méme dimension jusqu’a stabilité.

4.2.3.3 Pointsy-simples

Le fait que les faces de dimension 0 du patatne soient pas des poingssimples dans I'en-
sembleXy de I'exemple4.2.1 montre que la notion de poitsimple n'a pas encore la puissance
souhaitée pour des opérations d’amincissement topolegigns une image digitale.

Bertrand(1999 définit une famille de pointa-simplesqui prolonge celle des poinfssimples.
Formellement, la définition des poimissimples est proche de celle des points simples de Tourlakis
et Mylopoulos (voir sectiod.2.2 : un pointx dans un EPX est hautr-simple (resp. baa-simple)
si x™ (resp.x'*) est fi — 1)-contractile. Un ensembl¥ est p-contractilesi p = 0 etY est un
singleton, ou si la suite doublé(Z)i-o définie parYy = Y, Z est 'ensemble des points bas-
simples, ou I'ensemble des points hausimples deY; et Yi,1 = Y; \ Z (i € N), est constante et
égale a {y},0) a partir d'un certain rangy(est un point dey). La figure4.15montre que le point
x1 de I'ensembleXy de I'exemple4.2.1est 3-simple lorsque dim{) = 0. L'ensemblex;™ et son
diagramme de Hasse sont représentés sur la figiBPour le vérifier, il faut prouver qué = x;™*
est 2-contractile. Cet ensemble ne contient aucun poinRisasiple (tous les voisinages-bag*)
des pointsy du diagramme sont non connexes ou contiennent des cyckasgoptre les trois 2-

13. SiI'EPO n’est pas fini, cet algorithme peut ne pas termioenme le montre I'exemple de la droite de Khalimsky.
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faces notéeys, y», y3 sur le diagramme de la figue13 sont haut-1-simples donc également haut-
2-simples Lohou et Bertrand1999 sec. 3.1). Plus précisément, on a, avec les notationségtflici-
dessus pour la définition deecontractilité,Zg = {y1, Y, y3}. Le diagramme de Hasse de I'ensemble
Y1 = Yo \ Zg est représenté sur la figudel5(a) L'ensembleY; contient trois points bas-2-simples
(les trois faces d&g incluant les trois 2-faceg, y», y3) qui forment 'ensembl&;. Le diagramme de
Hasse de I'ensemblé, = Y; \ Z; est représenté sur la figudel5(b). Toutes les O-faces dé et six

de ses 1-faces sont haut-2-simples. L'ensenyblest représenté sur la figudel5 (c). L'ensemble

Y, contient trois faces 2-simples (car 1-simples) et 'endenipest un singleton (figuré.15(c-d)).
Une étude détaillée d'algorithmes d’amincissement atilida notion de poinb-simple peut étre
trouvée dansohou(2001).

La définition et les propriétés suivantes sont duBsiamak et Minian(20083.

Définition 4.2.12. Soit X un EPO. Un point x de X est un pojasimplesi 'EPO x* est homotopi-
guement trivial, c'est-a-dire s'il est connexe et tous sesiges d’homotopie sont triviaux.

La notion de point-simple est un extension de celle de pgirgimple puisqu’un espace contrac-
tile est bien évidemment homotopiquement trivial. En géhde contraire n'est pas vrai (et nous le
vérifierons en examinant notre exemple dans le cas ouxgim{ 0). Néanmoins, pour tout point
X, Si la longueur deX n'excéde pas 2 (c'est-a-dire pratiguement si I'image digiest de dimen-
sion 2), ou pour tout poink non minimal et non maximal si ditX) = 3, les ensembleg™ et
x* sont de dimensions inférieures ou égales a 1 et les pgisisiples coincident avec les points
B-simples Barmak et Minian20083.

Contrairement au cas des points unipolaires et des pgisteiples, il n’est pas possible de
définir 'ensemble des pointg-simples a partir de points bas et haytsimples. On a cependant
une condition sfisante qui permet de réduire la complexité moyenne de la relwheales points
y-simples.

Propriété 4.2.13(Barmak et Minian 20083. Soit X un EPO fini et x un point de X. Si*xou X*
est homotopiquement trivial alors 'ensemblé est homotopiquement trivial.

La propriété suivante assure que le retrait d'un pgisimple ne modifie pas les groupes d’homo-
topie et correspond a une équivalence d’homotopie simple [ps complexes simpliciaux associés.

Théoréme 4.2.14Barmak et Minian20083. Soit X un EPO fini et x X un pointy-simple. Soit
K (X \ {X})| et|K(X)| les complexes simpliciaux associés respectivement a X €XOn a :

— linclusion i: X\ {x} — X est une équivalence d’homotopie faible ;

— les ensembld¥((X \ {x})] et|K(X)| ont méme type d’homotopie simple.

LorsqueX est une partie finie d&2, le colt pour décider si I'ensembié* est homotopiquement
trivial n’est pas trés élevé. Erfet, K(x'*) est un complexe simplicial 2-dimensionnel qui est soit
une sphére soit un complexe réalisable d&hdJne alternative pour rechercher les pojgsimples,
en toute dimension, est de retirer les popusimples danse* jusqu’a stabilité. Si le résultat est un
singleton,x™* est faiblement homotopiquement équivalent a un point espi&e homotopiquement
trivial (théoréme4.2.1]). Néanmoins, cette méthode ne permet pas de conclure sitlédkoue.
Par ailleurs, le schéma proposé a la fin de la secati@®.2pour un amincissement homotopique
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Ficure 4.15 — Ensemble 2-contractile (voir texte). LensemYyest celui de la figurd.13(c). (a) Y1. (b) Yz.
(c) Ys. (d) Y. (e) Le singletoris.

par retraits de pointg-simples est encore valide : des poifptsimples de mémes hauteurs peuvent
étre retirés en paralléle. Sur la figutel6 nous donnons un exemple d’amincissement homotopigque
utilisant ce schéma sur une image 3-D.

Considérons a nouveau I'ensemiig de I'exemple4.2.1 Nous avons vu que; est un point
B-simple si et seulement si dixy) > 1. Supposons maintenant que dig)(= 0. Le complexe de
chainesK (x;™*) (voir section3.3) est représenté sur la figudel 7dans un espace de dimension 2 et
dans un espace de dimension 3. Il est clairement contractiEen quex™ est homotopiquement
trivial (théoreme3.3.1). Ainsi, x; est un pointy-simple et I'injectioni : X; — Xp est une équivalence
d’homotopie faible.
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M

(a) (b)

Ficure 4.16 — Amincissement par suppression de pojagmples sur une image 3D. (a) Un tore creux,
pincé et percé de cinq petits trous. (b) Le méme tore aprégplaression des poinjssimples, dimension par
dimension, jusqu’a stabilité.

(a) (b)

Ficure 4.17 — (a) Le pur 2-complexe simplicid(x;"*) dans un espace 2Dx(* est représenté sur la fi-
gure4.13(a)). Les grangmoyengpetits cercles sont les sommets associés a(2«/3-faces dex; ™. (b) Le
complexeX(x,™) dans un espace 3D. Les sept sommets associés aux 3-facg$ dent les coins du cube
et les sommets associés aux 1-faces sont aux centres dess2itacomplexe.






CHAPITRE 5

Topologie dans les images de labels

Les images de labels nécessitent une approche particaléngatiére de topologie. Erffet, si
les labels définissent des objets qui, individuellememévent de la topologie classique ou digitale,
'image de labels contient aussi une information sur leati@mhs de voisinage entre lesdrents
labels. Tout traitement d’'image multi-objets attentif &daologie doit donc a la fois surveiller les
objets mais aussi leurs inter-relations. Cela nécessif@étaser ce que sont ces relations entre les
différents labels, de trouver un modéle pour les représenten autére qui permette par exemple
d’affirmer, ou de vérifier, qu’'une transformation, un algorithroenserve la topologie de I'image
dans toute sa richesse. Une autriiclilté est de construire des algorithméBcaces pour le trai-
tement de ces images alors que le nombre de labels peut &ie Blar exempld,iu et al. (2009
mentionnent qu’ils utilisent un atlas comportant 137 lab€&n congoit que, sans optimisation, la
surveillance des relations entre ces 137 labels puisse@@mement colteuse. Malgré un besoin
croissant d’'outils intégrant des considérations topajogs de cet ordre, notamment dans le domaine
du traitement d’'images médicales, la littérature sur llogie des images de labels est, a notre
connaissance, encore peu fournie et essentiellementediédigs applications dans des domaines par-
ticuliers. L'approche la plus répandue ne considere quaui kabel & la fois, les autres labels étant
temporairement, et tour a tour, identifiés avec le fond dinmege binaire €.g.Pouponet al. 1998
Bazin et Pham 20Q7Ziu et al. 2009. Dans ce cas, soit les relations inter-labels sont percadsil
faut adjoindre une structure comme un arbre d'adjacencé&glerns pour les mémoriser au risque
de perdre certaines informations comme la présence deltuondes entrelacements. Méme dans
les cas ou la configuration topologique defélents objets de I'image permet facilement un traite-
ment binaire (dan#anginet al. 1995 Miri et al. 2008 les objets sont des sphéres concentriques),
guelgues questions se posent. Dans une image binaire, ibyn@alement un seul objet d'intérét et
un fond considéré comme une sorte d'« éther » sans importhroghoix du couple d’adjacences
peut donc se faire uniguement en fonction de I'objet. Patrepdans une image ayant deux labels (et
pas de fond), il y a deux régions d'intérét et le fait de muniné de la 6-adjacence et la seconde de
la 26-adjacence par exemple peut ne pas étre satisfaiseamisia nature des objets. Dalbri et al.
(2008 le choix se fait en fonction de la nature des objets (épaitandis que danslanginet al.
(1995 le choix semble plutét de nature algorithmique (si bienlguaéme objet peut étre traité avec
les deux adjacences). Beaucoup de méthodes utilisent notidio de colt (ou d’énergie), dépendant
du contexte applicatif, et un critére de simplicité pouaettier ou non un label donné a un point du
fond (Phamet al. 2010. Ainsi, les points vont du fond aux labels gice versamais pas d'un la-
bel a l'autre. Parfois, certains points peuvent acquéristatus indéterminé parce qu’aucun label ne
peut leur étre attribué sans briser une topologie définiiparconnaissance priori ou pour éviter
des intersections d'objets lorsque ceux-ci sont inteégrétl’aide de la 8-adjacence dans le plan ou
la 26-adjacence dans I'espace (voir fighré). Comme nous I'avons déja évoqué, la question des
adjacences a utiliser dans une image digitale de labelsnestiiculté récurrente. Enfiet, quand
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les objets de I'image sont traités un par un, jouant tour alouwle de « I'objet » d’'une image bi-
naire puis celui d’'une partie du fond, ils sont inévitabletneus sous des adjacencefi@ientes. Par
exemple, un objet peut avoir une composante connexe a um dtaprocessus utilisé et avoir deux
composantes connexes a un autre stade de ce processusuaarsigq changement n’est intervenu
concernant I'objet (voir figuré.1).

L]

]

Ficure 5.1 — Une image avec deux labels représentés respectivemenis et noir et un fond, représenté en
blanc. Si nous considérons le label gris comme I'objet dedie en utilisant la 8-adjacence pour I'objet et la
4-adjacence pour le fond, I'objet est un anneau. Les pix@ls florment alors une composante connexe finie
du fond (un « trou » de I'objet) tandis que les pixels blanasstituent la composante connexe infinie du fond.
Par contre, si nous considérons les pixels noirs comme fartizdjet de la figure (toujours avec le méme
couple d'adjacences obj&ind) et rejetons les pixels gris dans le fond de I'image,dmmiers doivent étre
regardés avec la 4-adjacence et ils apparaissent commedigancomposantes connexes, I'une a l'intérieur
de I'anneau noir et I'autre a I'extérieur.

Pour surmonter ce probléme, une solution est d'utilisetdase des images « bien composées »
de Latecki (voir chapitre2) puisque dans cette classe on utilise la méme relationatadpe pour
I'objet et pour le fond (nécessairement la 4-adjacence fesumages 2D et la 6-adjacence pour les
images 3D). De plus, lorsqu’une image de labels contientdefgurations interdites, un algorithme
permet de les « réparerSiqueiraet al. (2009. Cependant comme les labels sont réparés séquentiel-
lement dans cet algorithme, il est nécessaire d’attribugalablement un ordre sur les labels ce qui
peut étre trés arbitraire et biaiser le résultat.

L'approche deCointepast al. (200) prend davantage en compte la spécificité des images de
labels. Elle utilise une notion d'« ensemble d’homotopi&figmotopy set »), ensemble des labels
qui peuvent étre attribués a un point sans modification depaldgie de chaque label concerné et
de son complément dans I'image. Ici I'espace est de dimergiet les modifications topologiques
envisagées sont la création ou la suppression de compssataexes ou de tunnels dans un des
objets ou dans son complément. Un critére local permet adersawin label donné appartient ou non
a I'ensemble d’homotopie d’un point. Ainsi, un point peutinger de label et pas seulement passer
au fond owvice versa

Bazinet al. (2007) vont plus loin encore dans la prise en compte de la partitélldes images de
labels et demandent que tout changement de label sur unguéserve la topologie des labels modi-
fiés mais aussi des unions de deux labels en 2D et de trois lab@D (voir figures.2). Les auteurs
obtiennent ces valeurs en faisant le raisonnement suilvaritpologie est décrite par les caractéris-
tiques d’Euler des objets et de leurs unions. Or, en verturtheipe d’inclusion-exclusion vérifiée
par la caractéristique d’Euler (les objets considérésicameéenent a des complexes cubiques), celle-
ci peut étre calculée a 'aide des caractéristiques d&&reites intersections des objets considérés.
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En 2D, resp. 3D, il est shisant de s'intéresser aux intersections de 2 objets, redpe8pcar des
points ne peuvent apparaitre ou disparaitre que si desligient leurs caractéristigues modifiées.
Il est donc stfisant de surveiller les caractéristiques des unions de dgetsen 2D et des unions
de trois objets en 3D.

Cependant, il apparait que ces valeurs ne sont pfisasues. La figuré.2(c), extraite de
Bazinet al. (2007), fournit un contre-exemple en 2D qui montre la nécessite€atesidérer aussi
les unions de trois labels, sauf peut-étre avec des imagasbmposées.
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Ficure 5.2 — Topologie des labels et topologie de la partition. (ag inage avec quatre labels. (b) Le label
d’un seul pixel a été changé. Ni les topologies des labelgliésde leurs complementaires dans I'image ne
sont modifiées. Cependant, la topologie de la partitiontrpas conservée dans la mesure ou l'union 2
devient contractile, + 3 est séparé en deux composantes connexes en 4-adjacerdagel une composante
connexe, 2 3+4 perd une composante connexe en 4-adjacence. (c) Cet exesafité ddBazinet al.(2007).

Les auteurs observent que, si hous interprétons I'imagelav& 4)-adjacence, le pixel central peut passer du
label 3 au label 2 sans altérer la topologie des quatre l@belss six paires de labels (considérés tour a tour
comme des objets) mais ils ne prennent pas en considératoor 1 + 3 + 4 bien que sa topologie passe de
celle d'une balle a celle d’'un anneau.

Damiandet al. (2017) étudient les images de labels 3D avec une approche frentiésst-a-dire
gue les objets de I'image, et les relations de voisinage slelgiets sont entierement caractérisés par
les frontieres des objets. L'image est divisée en régiotmrhiexes, chacune étant associée a un label.
Par ailleurs, seule la 6-adjacence entre régions est prisersidération. Ainsi aucune intersection
d’objets, ou d’'unions d’objets, ne peut se produire. Poylatr un pixelx d’'une régionA a une
regionB, les auteurs demandent que les surfaces entre le x@tdh régionA\ {x} d’'une part et entre
x et la régionB \ {x} d’autre part soient homéomorphes a un disque. De plus, fpague régiorC
6-adjacente &, la frontiére entre la regioA et C avant la modification de I'image, resp. enBetC
aprés la modification, doit collapser sur la frontiére cgpandante apres la modification (resp. avant
la modification). Ces critéres sont repris dans la se@iéret sur la figure8.20 pour les comparer
avec nos propres critéres (chapi®e






Deuxieme partie

Déformations homotopiques des images
binaires : contributions






Introduction

Nous avons vu dans la premiére partie que plusieurs apm@diexistent pour traiter les ques-
tions d’ordre topologique dans des espaces finis tels que gqueusupportent les images digitales.
Schématiquement, elles sont au nombre de trois.

— Une premiére approche (cf. chapitge abandonnant la notion d’ensemble ouvert ou fermé,
rebéatit la topologie autour de la notion d’adjacence surnaplge, reformulant les notions de
la topologie classique au fur et & mesure des besoins de lmgoauté : connexité, surface,
anse (ou tunnel), déformation homotopique, etc.

— A l'opposé, plusieurs travaux, essentiellement dans fanconauté mathématique (cf. sec-
tion 4.2.3, supposent donnée I'existence d’'une structure topol@gigu algébrique, et uti-
lisent des résultats généraux de topologie pour déterf@agropriétés de ces espaces finis et
les classifier.

— Enfin, une approche intermédiaire (cf. chap8yenrichit 'espace support d’une image digi-
tale de fagon a pouvoir munir ce support d’'une topologiesitpge. Si I'espace est enrichi, il
reste néanmoins fini et certaines notions usuelles, comiteedse continuité, qui paraissent
trop inadaptées aux univers finis sont abandonnées, éllenteat au profit de notions simi-
laires entierement reconstruites

Nous nous sommes intéressés dans cette partie aux lieesesttrois approches. Le chapifre
se penche sur la notion de continuité a travers celle de ch@uid’'arc paramétré) dans un espace
topologique fini ou « discret » (plus précisément, un EPOusNétudions les relations entre ces
chemins et leurs supports géométriques et nous étudiotesndgyat les correspondances entre les
déformations continues de tels chemins et des modificagilgmsentaires des supports géométriques.
Le chapitre7 propose une mise en correspondance biunivoque, topolergigot neutre, entre les
images digitales définies sl et une classe d’'images « enrichies », définiesFSur

1. Voici, par exemple, ce qu'écriveiiickhardt et Lateck{1999) : « General topology deals mainly with continuous
functions. Such functions have no counterparts in disatetetures. However, it would be useful for many appliaagito
have such a concept as ‘discrete continuity’ ».






CHAPITRE 6

Chemins digitaux et chemins continus

Si les travaux dAlexandrdt (1937, et dans une moindre mesure Biekhoff (1937, sont plu-
tot bien connu en imagerie numérique (voir sect®8), et donc s'il est communément admis que
la finitude des espaces considérés n’est nullement incdvigatvec la définition d'une topologie
classique, ceux dilcCord (1966 et deStong(1966 ne sont presque jamais cités dans les articles
de topologie digitale. Cela explique peut-étre pourquosigiurs notions de topologie générale sont
systématiquement redéfinies pour étre adaptées aux imageded sans que la preuve de l'inap-
titude des définitions classiques a embrasser les paritéslalu monde discret ne soit clairement
apportée. C'est le cas en particulier de la notion fonctdlerde chemin, ea fortiori d’homotopie,
gui, a notre connaissance, ont toujours été remplacéeepaldiinitions « locales » a I'analyse et au
traitement d'image. |l est certain que dans ces domaine®lesidérations dfcacité algorithmique
sont primordiales et justifient I'utilisation de notionsésffiques, d’autant plus que ces notions sont
conformes a un cahier des charges (topologiques) largeapgnbuvé. Néanmoins, toute perturba-
tion d'une définition conduit a renoncer a un corpus de camagices et il n'est pas inintéressant
d’essayer de discerner les perturbations indispensablesliés qui pourraient étre évitées. Ces re-
flexions nous ont conduit a étudier les conséquences dbskditbn de la définition standard d’'un
chemin en topologie algébrique — une fonction continue idéefvalle [Q 1] vers I'espace considéré
— dans le domaine de la topologie digitale. Nous décrivossnages de ces chemins continus dans
un espace discret et les comparons avec les chemins utiasées auteurs tels qénalimsky et al.
(1990h ou Kovalevsky (1989 qui ont défini des topologies pour les images digitales sautefois
conserver la notion classique de chemin. Nous montrons egiditérentes définitions conduisent a
des notions véritablement proches. Notre premier résftitébremes.2.4 établit que, sous chaque
chemin continup, se trouve un autre chemin continu qui est constant par raoxcanous disons
un chemin finj dont I'image est incluse dans celle geet qui est égale @ en au moins un point
de chaque intervalle sur lequel ce second chemin est céonbtans étudions également les équi-
valences d’homotopie entre les chemins et décrivons lentreyparties discrétes que nous appelons
desdéformations Nous montrons que deux chemins finis ayant la méme imagehsambtopique-
ment équivalents et notre second théoreme (théo®hé&2 montre que deux chemins finis sont
homotopiquement equivalents si et seulement si 'imagéuttedst une déformation de I'image de
l'autre. Ainsi, nous retrouvons (et de fait étendons, pugsnous ne supposons pas que I'espace am-
biant est fini), sans l'utilisation d’'un ensemble d’argunsetle haut niveau, des résultats récemment
prouvés en topologie algébriquBdrmak et Minian2007) qui établissent que le groupe fondamen-
tal d’un espace digital est isomorphe au groupe obtenu enmsdérant les lacets de I'espace sous
un angle géométrique et non plus fonctionnel. Enfin, dansdé®16.3 nous comparons plusieurs
notions de points simples (voir sectidi?) faisant toutes appel a des déformations continues et uti-
lisables dans un EPO. Ces sortes de points simples somséstitians la partie sur les images de
label (partielll). Notre principal résultat dans cette section énonce gplint g-simple pour un
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sous-ensemble de I'espace des complexes cubifffiessty-simple pour I'ensemble complémen-
taire (théoremé.3.19.

6.1 Compléments sur les ensembles partiellement ordonnés

Nous donnons quelques propriétés topologiques des EPCQustprécisons notre terminolo-
gie et nos notations. On rappelle que la topologie que ndlisoas dans les EPO est la topologie
d’Alexandrdt (voir la section3.3) et que cette topologie admet pour base I'enserfdle x € X}.
En particulier,x” est le plus petit ouvert contenaxt

6.1.1 Continuité et connexité

Propriété 6.1.1 (Stong 196%. Soit XY deux EPO. Une fonction f X — Y est continue si et
seulement si elle est croissante.

Démonstration.(Stong suppose qu¥ et Y sont finis, mais il n'utilise pas cette hypothése dans sa
preuve.) Supposons guesoit continue. Soik; < X; deux points dan¥. Puisquef est continue,
f-1(f(x1)") est un ouvert et cet ouvert contieqt Donc, il inclut X!, le plus petit ouvert contenant
x1. En particulier,x, € f71(f(x1)"), c’est-a-diref(x;) < f(x»). Réciproquement, supposons gue
soit croissante. Soite Y etx e f=1(y"). Alors,y < f(X) et, pour toutx’ € xT, f(x) < f(x) car f est
croissante. Doncf(x") c y. Ainsi, xT ¢ f=1(y") pour toutx € f~1(y"), ce qui implique que ~1(y")

est un ouvert. La fonctiori est donc continue. O

Soit x ety deux points d’'un EPCX. Nous disons que ety sontadjacentssi I'ensemble(x, y}
est connexe. Une suiteg)[_, (r > 0) de points deX est unarc dansX (de % a x) si, pour tout
i € [1,r], x-1 etx sont distincts et adjacents. L'entieest lalongueurde I'arc (x);_,. Si pour tout
X, 1<i<r—1,x_1<X & % > X1, nous disons que I'arc estinimal®. Si pour toutx,y € X il
existe un arc dan¥ dex ay, nous disons quX estconnexe par points

Propriété 6.1.2. Soit X un EPO. Deux points dans X sont adjacents si et seutenigmnsont com-
parables.

Démonstration.On considérex ety, deux points deX, et on poseS = {x,y}. Si x ety ne sont pas
comparables alors ¢ y' ety ¢ xI. Donc,x" N'S = {x} ety’ NS = {y} sont deux ouverts disjoints de
S. Par suite, I'ensembl8 n’est pas connexe. Réciproquementy,sisont comparables, par exemple
X <y, tout ouvert contenant inclut X" donc contienty de sorte qu’il est impossible de sépageen
deux ouverts disjoints non vides. DoBast connexe. O

Lemme 6.1.3(Stong(1966). Soit X un EPO. Si x et y sont comparables, il existe un cheminae
y.

1. La définition d’'un chemin (« path ») p#&ovalevsky (1989 dans le cadre des complexes cellulaires correspond a
notre définition d’'un arc tandis que la définition d'un cherdigital (« digital path ») dé<ong et al. (1991) dans le cadre
de la topologie de Khalimsky correspond a notre définitiamdirc minimal.

2. Lalangue de Descartes est ici un peu confuse puisque hexivé par arc en topologie désigne la connexité a I'aide
de chemins.
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Démonstration.(Stong suppose quX et Y sont finis mais n'utilise pas cette hypothése dans sa
preuve.) On peut supposer, sans perte de généralité gueSoitp : [0, 1] — X la fonction définie
parp(t) = xsit < % etp(t) =ysit > % Vérifions quep est continue, c’est-a-dire gqueest un
chemin. Pour cela, il est fiisant de prouver que pour tout ouvert(z € X) , p~1(z) est un ouvert

de [Q1]. Six,y ¢ 1, alorsp~1(Z) est vide et par conséquent est ouvertx 8iz', z < x < y de sorte
quey € 7' et p~i(z") = [0, 1] est ouvert. Sk ¢ Z' ety € 2!, alorsp~(z') =]3, 1] qui est un ouvert de
[0,1]. O

La matiére pour la propriété suivante est aussi &nsg(1966).

Propriété 6.1.4. Soit X un EPO. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. X est connexe;
2. X est connexe par arc;
3. X est connexe par points.

Démonstration.Pour prouver que & 3, supposons qu¥ est connexe et prenons un poxie X.
Grace au lemmé.1.3 il est facile de montrer que I'ensembledes points danX qui sont reliés &
par un arc et son complémentaiB= X\ A, sont des ouverts. Commnxeest connexe e # (), B est
vide. DoncX est connexe par points. L'implication=3 2 provient directement de la définition d'un
arc et du lemmé.1.3 Limplication 2= 1 est vraie dans tout espace topologique. ]

Concrétement, la propriété précédente, signifie que, dafsP®, la définition de la connexité
de la topologie classique et la définition, a I'aide d’ardgisée en imagerie digitale conduisent aux
mémes composantes connexes.

6.1.2 Homotopie

Soit f, g deux fonctions continues d’'un espace topologitfueers un EPOX. Nous écrivons
f < gquandf(a) < g(a) pour touta € Y. Il est clair que la relatiorx est un ordre partiel sur
C(Y, X), 'ensemble des fonctions continues devers X. Pourxy, X2 € X,y1,¥2 € Y donnés, nous
posonsC(Y, X), = {f € C(Y,X) | f(y1) = X1, f(y2) = x2}. Contrairement a la plupart des textes qui
traitent de la topologie de I'ensemhi®Y, X) (Stong 1966Arenas 1999May 2008 Kukieta 2010,
nous n'utilisons pas ici la topologie compacte-ouvertelssifonctions continues mais la topologie
d’Alexandrdt sur I'EPO C(Y, X), <).

Proposition 6.1.5. Soit X un EPO et Y un espace topologique. Soff = C(Y, X), p’ < p, deux
fonctions continues comparables. Il existe une homotogetie p et ptelle que, pour tout ¥ Y,

p(y) = p'(y) = Yu € [0, 1], h(y, u) = p(y) = p’(y).

Démonstration.Considérons la fonctiot : Y x [0,1] — X définie parh(y,t) = p(y) sit < 1
eth(y,1) = p’(y). Nous montrons qui est une homotopie dg a p’. Soit x' un ouvert de la base
d’ouvert minimale deX. Alors,h™1(x") = p~1(x")x[0, 1[U p’~1(x")x{1}. Par ailleursy € p'~1(x") =
p(y) € X' = py) € X (carp’ < p) = y e pXxX. Par suitep~1(x") c p1(x") eth™(x") =
p1(x")x[0, 1[U p’~(x") %[0, 1]. Commep et p’ sont continuesp~1(x") et p’~1(x") sont des ouverts
et par conséquet1(x") est un ouvert, ce qui établit la continuité lle O



70 Chapitre 6. Chemins digitaux et chemins continus

Le corollaire suivant est une conséquence directe de laiptép.1.5(en prenanty = [0, 1]).
Elle est particulierement importante pour notre étude tdesnins dans les EPOs.

Corollaire 6.1.6. Soit X un EPO et @ deux points de X. Soit, p’ deux chemins dans X deaab
tels que p< p. Alors, p et psont equivalent,

Du corollaire précédent et de la propri€td.4 nous obtenons la propriété suivante.

Corollaire 6.1.7. Soit X un EPO et Y un espace topologique. Les composantesxamnde(Y, X)
(resp.C(Y, X),) sont incluses dans les classes d’homotopi€@eX) (resp.C(Y, X)4).

Démonstration.Soit f etg deux fonctions d€ (Y, X) (resp.C(Y, X)) appartenant a la méme com-
posante connexe. Des propriétd.4et6.1.2(appliquées a 'TEP@(Y, X) ou C(Y, X),), on déduit
qu'il existe une suite de chemingf[_, (0 < i < r) dansC(Y, X) (C(Y, X)) tels quegp = f, g = g
et, pour tout € [1,r], g_1,q sont comparables, et donc, grace a la propieéiés homotopiques.
Il vient que f et g sont homotopiques (4, g € C(Y, X), il existe une homotopié telle que, pour
toutt € [0, 1], h(.,1) € C(Y, X)4). O

Le corollaire précédent est démontré par Stong sous fororedgalité des classes d’homotopie
et des composantes connexes pour la topologie compactetewdeC(Y, X) et lorsqueX etY sont
des EPO finisKukieta (2010 montre que cette égalité peut étre étendue (toujours aviepologie
compacte-ouverte) a tout espace topologi¥us Y est un EPO, fini ou non, et plus généralement si
Y vérifie le premier axiome de dénombrabifité

Pour la démonstration d’'un des principaux résultats de epitk, le théorémeé.2.12 nous
avons besoin d’'un résultat analogue, sous forme d’'égpliidr; la topologie d’Alexandi® de 'EPO
C(Y, X). Le théorémes.2.12énonce que la notion d’homotopie de chemin peut étre tradigtfa-
con fidéle dans un EPO par une notion de déformation géométagla preuve repose sur le fait
gue 'homotopie de chemin se raméne peu ou prou a la comfpiggatss chemins. Or ceci est ac-
quis si les classes d’homotopie @g0, 1], X) sont les composantes connex#f0, 1], X) puisque la
connexité dans un EPO est équivalente a la connexité paisp8itong a montré que, poXrfini, la
topologie d’Alexandré de C(Y, X) est plus fine ou égale a sa topologie compacte-ouverte ppéds
cisement, l'intersection de tous les ouvertsGf¥, X) pour la topologie compact-ouverte, contenant
une fonction continué donnée, est’. Mais en général, il N’y a pas égalité entre les deux topekgi
(Kukieta 201Q qui releve I'erreur dArenas 199% ce propos). DandMazoet al, 2011, Property 6),
nous avons proposé ce corollaire, avec la topologie d'Aldxat de C(Y, X), sous la forme d'une
égalité des composantes connexes et des classes d’homditais la preuve comporte une erreur
et toute tentative de corriger cette erreur (tout en restans le méme schéma de preuve) est vaine
puisque la preuve proposée consiste a prouver qu’une hpiedto Y x [0, 1] — X induit une fonc-
tion continueh, : [0,1] — C(Y, X), définie parh,(t)(y) = h(y,t), ce qui est faux comme le montre
I'exemple suivant.

On prendY = [0,1] et X = {a, b} aveca < b. On considére alors 'hnomotopte: Y x [0,1] — X

3. voir 'annexeA.4.

4. Un espace topologique vérifie le premier axiome de dénapiliié si tout point de I'espace posséde une base
dénombrable de voisinages. Etant donné un poile I'espace, une famille de voisinages)dest une base de voisinages
dex si tout voisinage de inclut un voisinage de la base.
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définie pamh(y,t) = asiy < teth(y,t) = bsinon. D’un c6té, la fonctioh est bien continue car la pré-
image de I'unique ouvert non triviglb}, est I'ouvert{(y,t) | t <y} de [Q 1] x [0, 1]. D’'un autre c6té,
considérons par exemple la fonctiér= h(., %) 1Y — X. Lafonctionf appartient &(Y, X) carh est
continue. La pré-image par la fonctiti de 'ouvert T deC(Y, X) est égal 4t € [0, 1] | h,(t) > f},
c'est-a-dire dt € [0,1] | Yy € Y, h(y,t) > h(y, 3)}. Il est alors facile de voir que;*(f") = [0, 3] qui
n’est pas un intervalle ouvert de, [J.

Comme il n'y a pas d’'espoir de corriger notre erreur, et quasnwavons pas trouvé d'autre
schéma de preuve dans le cas général Yogst un espace topologique quelcongue), nous nous
sommes restreint au cas= [0, 1] qui est celui qui est requis pour le théoréme.12 Nous avons
trouvé un preuve de I'égalité des composantes connexes eflakses d’homotopie d&[0, 1], X)
qui utilise le théorémeé.2.4 Ce théoréme permet de remplacer, dans la méme classe ddmeo
un chemin quelconque par un chemin « fini » (le terme sera didirs la section suivante) beaucoup
plus simple a traiter. Notre résultat est présenté a la fia dedtior6.2.1(proposition6.2.7).

6.2 Chemins et arcs

Le but de la sectioB.2est de comprendre precisément comment un chemin se condpogein
EPO et, tout particuliérement, d’étudier le lien entre $eurages et les arcs définis a la sectioh 1
Dans le reste de ce chapitr&, €) est un EPOX n’est pas supposé fini, ni méme localement fini).

6.2.1 Chemins finis

Nous disons gu’une fonctiof : [0,1] — X estconstante par morceawil existe un hombre
fini d'intervalles (;)i_, (r € N) tel que f est constant sur chaquieet [0,1] = (J{_, li. Si pour tout
i € [1,r], sup(i-1) = inf(l;) et f(li.1) # f(l;), nous écrivonsf = Y _,x1;, ou{x} = f(l;) (le
symbole de sommation utilisé ici est simplement une naiatans signification particuliére).

Puisqu'un chemin est une fonction continue définie sud]@t puisque [01] est compact,
'image d’'un cheminp dans un EPOX est un sous-espace compactXleComme ce sous-espace
p(X) est recouvert par la famille d’ouvertzToxep(x), il est également recouvert par une partie finie
de cette famille. Donc, sX est un EPO localement fini (comme c’est le cas sur les EPO iinodél
sant les images digitales), tous les ouvettsx € p(X), sont finis et par suite, 'ensembpgX) des
points deX parcourus par le chemip est fini. Néanmoins, cela ne signifie pas quest constant
par morceaux ni que le mouvement dans I'espddéerduit par la fonctionp soit facile a concevoir.
Par exemple, soix < y deux points deX et p : [0,1] — {x,y} la fonction définie pap(0) = x,
(|72 2]) = 0 etp([2.521|) = (X} pour tout entier positif ou nul. La fonctionp est un
lacet enraciné ex dansX (la continuité dep est évidente cad, {y}, {x, y} sont les seuls ouverts
de {x,y}) mais ce chemin passe erety une infinité de fois et il est impossible de décrire le par-
cours dep immédiatement aprés= 0. Pour l'instant, contentons-nous de remarquer est plus
grand gue le chemin constapg : [0,1] — {x} et inférieur au chemimp; : [0,1] — X défini par
P1(0) = x p(]0.3]) = vh.p([3.1]) = {x}. Il est donc homotopiquement équivalent & ces deux
chemins (propriété.1.5.

Définition 6.2.1 (chemin fini) Un chemin p dans X est wrhemin finisi p est constant par mor-
ceaux : p= X|_q %1;,. La suite(l;)|_, est appelésuite des intervallede p et la suit€x);_, la trace
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de p. Un chemin fini esiguliers’il n'y a pas de singleton dans sa suite d'intervalles. Uritin
fini estminimal si pour tout x, 1 <i <r —1, dans latrace de p,ixs < X © X > Xi;1.

Proposition 6.2.2. La trace d’'un chemin fini est un arc, et tout arc est la tracendehemin fini
régulier.

Démonstration.Soitp = Y.i_, X1, (r > 0), un chemin fini. Si = 0, il est évident qug est un arc.
Sir > 1, considérons un entiére [1,r]. Lensemble{x_1, X} = p(li—1 U |;) est connexe puisque
li_1 U |; est connexe ep est continu. Doncy is an arc. Soify = (X){_, (r > 0) un arc. Sir = 0,

le chemin constanp défini parp([0,1]) = {xo} a pour tracey. Sir = 1, du lemme6.1.3et de sa
preuve, on déduit qu'il existe un chemin régulierxdea x;. Sir > 2, la concaténatiom; ... p; des
chemins régulierg; de x-1 a x (1 < i < r) est un chemin de trageet on peut facilement voir, de
par la définition méme de la concaténation, que la concabénde chemins réguliers est un chemin
régulier. O

Le lemme ci-dessous donne une condition nécessairdhsiasiie pour qu’une fonction constante
par morceaux soit continue, c’est-a-dire soit un chemirsyrebolex désigne la comparabilité dans
un EPO (voir 'annexdd).

Lemme 6.2.3. Une fonction constante par morceaux=p Y,_, X1, est un chemin dans X si et
seulement si pour toutd [O,r — 1], % < X1 et X < X1 © sup(l;) € ;.

Démonstration.Supposons que soit un chemin fini. Soit € [0,r — 1]. De la proposition6.2.2
nous obtenons; = Xi,1. SiX < Xi.1, alorsx ¢ x.1! (car, quand nous écrivons= Yi_o X1, nous
avonsx; # X1 par convention). Donc, 'ouvegt—*(x.1") inclut 'intervalle ;.1 mais pas l'intervalle
li. On en déduit que inf( 1) = sup(;j) n'est pas dans;,;, c'est-a-dire supl;) € I;. Si I'inegalité
X < X1 est fausse, alorg,, ¢ X' et 'ouvert p~2(x) inclut I'intervalle |; mais pas l'intervalldi, .
Ainsi, sup(j) n'est pas dan§. Par conséquent, nous avons I'équivalerceg x,1 < sup(li) € I;.
Réciproquement, supposons qu'il existe un ergier0 tel que toute fonctiofy;|_, x;1;; constante par
morceaux avec < sest continue quand, pour toug [O,r — 1], X =< X1 etx < X1 © sup(li) €
li. Soitp = 2?:(} x;1;; une fonction constante par morceaux telle que, pouriteyo, s|, x < X1 et
Xi < X4+1 © sup(li) € lj. Clairement, pour toute [0,s— 1], X =< X1 €t X < X1 < sup(li) € |
donc la fonction constante par morcegux= Zis;& X1, + Xslii.,, €st continue. Soit) un ouvert
dansX. Sixs, Xs:1 ¢ U, OUXs, Xs11 € U, alorsp™1(U) = p’~1(U) est ouvert. Sks € U etxs,1 ¢ U,
alors nécessairement I'inégalig < Xs.1 est fausse ce qui impliqgue que gy ¢ Is. Il vient que
ls.1 est un fermé ep~1(U) = p~1(U) \ Is.1 est ouvert. Sks ¢ U et Xs,1 € U alors, puisquexs et
Xsr1 SOnt comparablesss < Xs,1 et, par hypothése, siiR) € Is. On en déduit qués,; est ouvert et
p~1(U) = p~1(U) U ls,1 est ouvert. Comme, dans chaque cas, la préimage d’un ostem euvert,
p est continue. En observant que,ssk 0, la fonctionp est constante et par suite continue, nous
pouvons conclure par induction. O

Le théorémes.2.4est le principal résultat de cette section. flirme que tout chemip dans
un EPO est équivalent a un chemin fini dont la trace est « tshpr» de I'image de. Ainsi, ce
théoréme est le premier lien entre la notion fonctionnefl€ldemin et celle, discréte, d’arc.
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Théoreme 6.2.4.Pour tout xy € X et tout chemin p de x avy, il existe un chemin fini régulier mati
de xay, p tel que:

— p estinférieurap;

— latrace de pestincluse dans I'image de p;

— dans chaque intervalle | de la suite d'intervalles deipy a un réel t tel que {{t) = p(t).

Démonstration.Soit p un chemin dex ay dansX. Pour toutt € [0, 1], p~X(p(t)") est un ouvert qui
contientt. Soit J; la composante connexe gel(p(t)") contenant (J est un intervalle ouvert de
[0,1]). Comme [01] est compact et la famill@d); < 1o, 1) €St un recouvrement d’'ouverts de 19, il
existe une famille fini de [Q 1], telle que(J;); « A recouvre [Q1]. Si, pour certains couplést’ € A,
JnJv # 0etp(t) < p(t’), nous enlevons de A et nous remplacong par J; U Jv de sorte que nous
pouvons maintenantfiirmer queJ; N Jv # 0 = p(t) * p(t’) (notons que cela impliqgue quéne
peut pas appartenir &). Soit (;);_ la suite strictement ordonnée des réelsr\deur est le cardinal
de A moins un). Puisque quels que soi¢mtt’ on at’ ¢ J, les suites (infdy))i_, et (sup@))i_,
sont strictement croissantes t, N J;, # 0 pour touti € [1,r], nous avonsy, , N J,,, = @ pour
touti € [1,r — 1] . Finalement, pour chaque entiede I'intervalle [1 r], nous choisissons un réel
w; dansJ; , N J; et nous poson®ly = —oo, W41 = +00, P(Wp) = X, p(Wr+1) = Y. Nous avons en
particulier, pour tout € [1,r], p(ti—1) < p(w) et p(t) < p(w;). Nous posonsl,, = {0} U [0, 9
(autrement dithy, = {0} Sity = 0 etJy, = [0, 2[ sinon), Jw,., = {1jU]"52, 1] et, pouri € [1,r], si
.J_W, ¢ J_, N J;, nous remplagond,, par un intervalle ouverd tel quew; € J Jc Jw Ny, Ny
(voir la figure6.1). Nous définissons maintenant la fonctipn: [0, 1] — p([0, 1]) par :

| |
Jw.
| Wi |
I Ty | -
I f * T
| | |
1 L Jy T |
J \ = \
| | |
Il Il Il E—
ti W; ti+1

Ficure 6.1 — Preuve du théorenge2.4 Pour tout de l'intervalleJ,, on ap(t) > p(a). Les face9(t;) et p(ti+1)
ne sont pas comparables. Par contre, puisq@ppartient a la fois &, et aJ;,,, on ap(t) < p(w) > p(ti+1).

pwi) si tedy (0O<i<r+1),

PO={ 0 & tc et M ©<i <n)

Puisque[sup@w ), inf(Jw,,)] € J; et, pour tous € [0,1] etu € J;, p(t) < p(u), nous avons
clairementp’ < p. De plus,p’ est constante par morceaux. Nous avons dit auparavant que, p
touti € [1,r], p(ti-1) < p(w) et p(ti) < p(w;). Donc, afin de prouver la minimalité q# et, grace
au lemme6.2.3 sa continuité, nous devons encore examiner ses extrémigds-a-dire, comparer
P(wo) avecp(to) et p(tr) avecp(wi-1). Si p(to) = p(wo) = X, alorsp'(t) = p(to) = x sur [Qinf(J, )],
sinon p(tg) < p(wo) car O e J, et p(0) = p(wp) = x. De la méme fagon, J(t;) = p(Wrs1) =Y,
alorsp'(t) = p(tr) = y sur[sup@), 1], sinonp(t;) < p(wr.1) car 1€ J, et p(l) = p(wr.1) =Y.
Maintenant, nous pouvons conclure gofeest un chemin fini minimal d& ay. Comme pour tout
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i € [1,r], dw < J_, N &, nous avond c [sup@i_1),inf(Ji 1) < [sup@w). inf(Jw,,)] et p’ est
régulier. Puisquev; € Jy, ett; € [supQw), Inf(Jw,,)] (cart; ¢ J._, NnJ; ett; ¢ I N J; ), dans chaque
intervallel de la suite d'intervalles dg’, il existe un élémenttel quep’(t) = p(t). O

Il n'y a pas d’'espoir de trouver dans le cas général des cleefimis plus grand qu’un chemin
donné. Par exemple, considérons I'ERG= {x,y,zZ} oux < y,X < zety * z (X peut étre obtenu
par exemple comme sous-ensemble de I'es@@@amuni de I'ordre de spécialisation de la topologie
de Khalimsky). Soitp : [0,1] — X la fonction définie pap(t) = x sit appartient a 'ensemble de
CantorC (i.e., t a une écriture en base 3 sansfithi« 1 »),p(t) = ysit ¢ C et le premier « 1 » dans
une écriture déen base 3 est en position impaire aprés la virgo(g,= zsit ¢ C et le premier « 1 »
dans une écriture deen base 3 est en position paire aprés la virgule. La fongiiest continue car
piy) =14, 31Ul ZlUl %, SIU1E U1 %3, Z[U... est ouvert epi((2) =14, 3[U15, §[U. .
est ouvert. Or, tout ouvert de,[D] contenant O contient des nombre réels avec une écriturasn3
dont le premier « 1 » est en position paire ou impaire. Ainsicliemin fini plus grand qup devrait
avoir une valeur prés de 0 plus grande quet z. Une telle valeur n'existe pas dais Donc, il
n'existe pas de chemin fini supérieupaansxX.

Les deux lemmes techniques suivants et la propositi@ryseront utilisés dans les preuves de la
proposition6.2.11et du théoremé.2.12

Lemme 6.2.5.Pour tous xy € X et tous cheminsippy, p3 de x ay tels que p< pr et g3 < po, |l
existe trois chemins finis de x ay, § p1, P, < P2, P5 < ps, telsque p< p), et [ < py.

Démonstration.La preuve est voisine de celle du théoréén2.4 Cependant, nous avons besoin de
faire quelques changements pour obtenir les inégalitésasées. Pour tout € [0, 1], définissons
maintenant; comme un intervalle contenanét inclus dang;(pu(t)") N p;2(p2()") N p3(ps(®)?).
L'ensemble finiA est tel que &) < o €St un recouvrement minimal de [ (pour tout sous-ensemble
strict B de A, (J); < g ne recouvre pas [Q]) et les suitest();_,, (Wi);_, sont définies comme dans la
preuve du théorém@.2.4 Notons qu'’il n’est plus possible d'imposer qtie, ti ¢ J,_, N J; et par
conséquent, il est possible gpéti_1) = p(wi) ou p(t) = p(w;). Les fonctionsp,, k € {1,2, 3}, sont
définies par :

/() = pk(Wi) si tedy (0<i<r+1),
Pi(t) = { pk(ti) si te[sup@w),inf(dw.,)] (O<i<r).

Manifestement, nous avons toujoysis < px pour chaquek € {1, 2, 3} et, pour les trois fonctions, la
preuve de la continuité n'a pas besoin d’étre modifiée (saafrgpus remplagong(ti_1) < p(w;) et
p(ti) < p(w;) parp(ti—1) < p(w;) etp(t) < p(w;)). De plus, pour tout rédlde l'intervalle [Q 1], nous
avonst € Jy, pour un certaini € [0,r + 1] out € [sup@w), inf(Jdw,,)] pour un certain € [O,r].
Si, par exemplet € Jy, on ap;(t) = pi(w) < p2(wi) = p,(t) et, de mémepj(t) < p,(t). Le cas

t € [supQuw ), inf(Jw,,)] est similaire. Donc, les inégalitgg < p, et p; < p, sont vérifiées. O
Lemme 6.2.6.
— Soit p un chemin fini. Il existe un chemin fini réguliéapant la méme trace que p et inférieur
a celui-ci.

— Soit p < pz deux chemins finis. Il existe deux chemins finis réguligrspp < py, et g,
P, < p2, ayant respectivement les mémes traces quet p; et tels que p< p.
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Démonstration.

— Soit p un chemin fini non régulier. Soit € [0, 1] tel que{u} est un intervalle de la suite
d’intervalles dep. On notel, J les intervalles avant et apr@ég dans la suite d'intervalles de
(siu=0ouu =1, nous posonk= 0 ouJ = 0). Soitx le point deX tel quep(u) = x. D’aprés
le lemme6.2.3 x est inférieur aux valeurs desur les intervalle$ et J (car{u} est un intervalle
fermé). Par ailleursp étant continu, il existe un réel> 0 tel quep (Ju — &, u+ [) < x' et nous
pouvons choisie tel que b —&,u[N[0,1] € I,]u,u+ ¢[N[O0,1]) € J. Soitp% : [0,1] — X, la
fonction définie papi(t) = xsit € [u- 5, u+ 5] et p§(t) = p(t) sinon. Il est clair quepy; < p
et, du lemme5.2.3 nous déduisons qug; est un chemin fini (cap est lui-méme un chemin
fini) qui a la méme trace que. De cette fagon, nous pouvons retirer tous les singletoria de
suite d'intervalles dep pour construire un chemin régulief < p ayant la méme trace que

— Soit p; < pz deux chemins finis. Grace a la premiere partie de la preuwes savons qu'il
existe un chemin fini réguliep} < p; < p2. Nous modifions légérement la construction du
cheminp’ ci-dessus afin d’obtenir un chemj tel quep) < p,. Soitu € [0, 1] tel que{u} est
un intervalle de la suite d'intervalles g etl,, J, les intervalles avant et aprég dans cette
suite d'intervalles (su = 0, ouu = 1, nous posonk = 0 ou J, = 0). Soitx = p(u) ete un réel
strictement positif tel que(Ju—e,u+¢g[) € X', Ju—e,u[N[0,1] € I,]u,u+ &[N[0,1]) C J
et, soit Li—&, U], soit [u, u+&[ estinclus dans un intervalle de la suite d'intervallesptiéun tel
choix est possible ca; est regulier). Supposons, par exemple, qué - ¢ est inclus dans
un intervalle de la suite d’intervalle & (I'autre cas est similaire) et par conséquent 1,

J # 0, et il existe un poiny < x (car p; < pp) dansX tel quep; ([u,u+ &) = {y}. Posons

px - [0,1] — X, la fonction définie papg(t) = xsit € [u, u+ 5] et pg(t) = p(t) sinon. Comme
dans la premiere partie de la preuve, nous obtenongest continu et inférieur ou égalg.

De plus, nous avons aussj < p;. En faisant successivement cette construction pour tsus le
singletons de la suite d'intervalles @e, nous obtenons un chemin réguligrayant la méme
trace quep; et tel quep; < p), < p2. m|

Proposition 6.2.7. Les composantes connexes@§0, 1], X) (resp.C(]0, 1], X)) sont les classes
d’homotopie de2([0, 1], X) (resp.C([0, 1], X)4). De plus, si f et g sont deux chemins finis réguliers
homotopes dans X, il existe un arc de f a g déxf®, 1], X) ne comportant que des chemins finis
réguliers.

Démonstration.Nous avons déja montré avec le corollaird.7 que les composantes connexes de
'EPO C([0, 1], X) sont incluses dans les classes d’homotopieS(fi& 1], X). Réciproquement, soit
h: [0, 1]x[0, 1] — X une homotopie entre deux fonctiohetg deC([0, 1], X) (resp. avet(0,t) = X
eth(1,t) = x; pour toutt € [0,1]). Soitt € [0, 1]. Commeh est continue, pour towt € [0, 1], il
existe des intervalles ouventg c [0,1], 1y C [0,1] tels quey € Vy,t € Iy eth(Vy x ly) < h(y, t)".
La compacité de [A] implique qu'il existe un sous-espace fiide [Q 1] tel que{Vylyea €st un
recouvrement fini minimal de [Q]. Comme dans la preuve du théorée.4 on peut supposer
que si deux intervalle¥y etV, du recouvrement fini s’intersectent, aldiy, t) eth(z t) ne sont pas
comparables : si, par exemplgy, t) < h(z t), on remplace/y parVyuV,, Iy parlyNY; et on supprime
V, du recouvrement fini. A nouveau comme dans la preuve du tm&Bé2.4 nous choisissons un
réelw dans chaque intersectiofy NV, non vide ,z € A) et nous restreignons l'intervallé, de
facon a ce que son adhérence soit incluse ¥gmsV,. Les pointswg, wy .1, avecr = Card@) — 1, et
les intervallesvy,, Vy,,, sont définis comme dans la preuve du théorémet(en posank = h(0, t)
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ety = h(1,t)). On noteB la réunion deA et de I'ensemble des pointg, i € [0, r + 1]. Enfin, on
définit la fonctionh; : [0,1] — X comme la fonctionp’ de la preuve du théoreme (en remplacant
p parh(.,t)) et on pose) = (yeg ly- J: est un intervalle ouvert de [@] contenant. En particulier,
he < h(.,t) et, pour touty € B, on ah(y) = h(y,t). De plus, par définition des intervall®s et ly, et
par définition de la fonctiomy, pour toutu € J,z € [0, 1], il existey € B, z € Vy, hy(2) = hy(y) et
h(z u) € h(Vy x J) € h(Vy x ly) € h(y, )T = h(y)T. Autrement dit, on dy < h(., u) pour toutu € J.
Du recouvrement de [Q] par les intervalles ouvert, t € [0, 1], on extrait un recouvrement fini
minimal (J;)iec (C est une partie finie de [@]). Poson<C = {tyi_1}1<i<s avecs € N etty g < tpj41
sii < j. Dans chaque intervalle ouvedt, , N J,.,, 1 < i < s— 1, on choisit un réety et on
poseh, = h(.,t). On pose égalemeht = f ethys = g. La suite de chemindi{)o<i<2s €St un arc
dansC([0, 1], X) (resp.C([0, 1], X),) car, d’apres la construction des cheminst impair, pour tout

i €[0,29] hy > hgiy1 < hyiyo (Si deux chemins successifs sont égaux, on supprime l'ud&es).
Nous pouvons enfin conclure qu'il existe un arc dage, 1], X) (resp.C([0, 1], X)) de f aget donc
gue les fonctiond etg sont dans la méme composante connex€ (@@, 1], X) (resp.C([0, 1], X)«).
De plus, dans l'arch,)icjo,2s]» tous les termes d’indice impairs sont, par constructi@s, chemins
finis réguliers minimaux. Si un terme d’indic@air, 2< i < 2s-2, n’est pas un chemin fini régulier,
grace aux lemme8.2.5et 6.2.§ il est possible de remplacér_;, hj et hj,; par trois chemins finis

réguliersh’_,, hi eth! , telsqueh’ , <h_g, b <h,h  <h.eth  <h >h . O

Nous donnons ci-dessous une application du théoi®d qui compléte un résultat de Stong
(propriété4.2.3.

Proposition 6.2.8. Soit X un EPO et x un point de X. Le sous-espace{X est un rétracte par
déformation forte de X si et seulement si x est unipolaire.

Démonstration.Supposons qu¥ = X\ {x} soit un rétracte par déformation fort ¥e Alors, il existe
une homotopiéh : X x [0,1] — X telle queh(y,t) = y pour tout §,t) € Y x [0, 1], h(x,0) = x et
h(x, 1) # x. La fonctionh(x,.) : [0,1] — X est un chemin danX de x a h(x, 1). Donc, en vertu du
théoremes.2.4 il existe un chemin fini réguliep = Y){_, x1;,, r > 1, dexah(x, 1), inférieur ah(x, .)
et tel que dans tout intervallede la suite d’intervalles dp, il existe un élémertttel quep(t) = h(x t).
Soitt; € 11 verifiant p(t1) = h(x, t1) = X1 qui est un élément dé comparable X (proposition6.2.2).
La fonctionh(.,t1) : X — X est continue et, par conséquent, croissante (pro@iétd). Donc, pour
toutye Y,y<x=y< xpetx<y= x; <y(carh(.,tp) estla fonction identité suy). Commex;
est comparable & nous en concluons queest unipolaire (bas-unipolaire %i < X, haut-unipolaire
Si X < X;). La réciprogue est la propriéte2.3(démontrée par Stong). O

6.2.2 Arcs

Le théorémes.2.4signifie que chaque chemin dans un EPO est homotope a un cfiendant
la trace est un arc. En traitement d'images digitales, anté&’ésse généralement aux arcs et on
ignore I'aspect fonctionnel de la définition d’'un chemin dorsion lie les arcs avec les chemins d’un
analogue continu. Dans cette section, nous portons naéetiah sur les relations entre les arcs et
les chemins de 'EPO lui-méme.

Nous pouvons voir la trace (d’'un chemin fini) comme une fanctle 'ensemble des chemins
finis sur celui des arcs (propositidn2.2. Il est évident que cette fonction n’'est pas injective. La
proposition suivante précise les liens entre les anté¢gdaim méme arc.
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Proposition 6.2.9. Deux chemins finis dans X ayant la méme trace sont équivalents

Démonstration.Soit p = Yi_o X1, etp’ = X[_; X1y deux chemins danX ayant la méme trace (
est un entier naturel). Pour chague [0, r], nous désignons par; etg; (resp.o] etg/) les bornes
inférieure et supérieure des intervallegresp. J;). Grace au lemmé.2.3 nous savons que, pour
chaque € [0, r], les intervallesl; et J ont la méme formee; € li © of € Jietgi e lj © B € J.
Pour toutu € [0, 1], nous notong; , I'intervalle ayant la méme forme gueet J; et dont les bornes
sont (1- u)a; + ua] et (1- u)B; + us;. Du lemme6.2.3de nouveau, nous déduisons que la fonction
constante par morceayy = Y,i_o X1k, €st un chemin fini. Soi : [0, 1] x [0,1] — X la fonction
définie pam(t, u) = py(t). Nous avondi(t,0) = p(t) eth(t, 1) = p’(t) pour toutt € [0, 1]. Il est facile
de voir que, pour tout ouveld, h~1(U) est une union de trapézes ouverts, inclus days [ [0, 1],
dont les bases sont les segmemt$(U) x {0} et p~1(U) x {1}. Il vient queh est continue p et p’
sont équivalents. 0

Maintenant, une nouvelle question se pose : s'il n’est pigité de voir que la réciproque de la
proposition précédente est fausse (& moinsXjne soit un singleton, il y a dansdes chemins finis
équivalents qui ont des traces distinctes), que peut-enddis traces de deux chemins finis homo-
topes ? Pour répondre a cette question, nous avons begaiodliire des modifications élémentaires
sur les arcs qui sont illustrées par la figbr@ (voir aussiCointepaset al. 1998 Kong 2003.

Definition 6.2.10(étirement élémentaire, deformatioryn arc y = (x;);_, (r > 2) est unétirement
élémentaired’un arc y’ s'il existe j e [1,r — 1] tel quey’ = (xi){zo’#j, ou bien x_1 = Xj;1 et
X =0 {zo’#j_l#j. Un arcy est unedéformationd’un arc y’ s'il existe une suitey()?>_, d'arcs dans
X tels queyg = x, xs = x’ et pour tout i€ [1, ], soity; est un étirement élémentaire ge, Soityi_1

est un étirement élémentaire de

Nous appellerons également étirement élémentaire lddoramation entre un arc et un étirement
élémentaire de cet arc. Observons que si (X)i_, est un étirement élémentaire ge= (Xi)ir:O,i;tj’
nécessairement les trois poirmks 1, Xj, Xj+1 sont mutuellement comparableBarmak et Minian
(2007) définissent une notion similaire qui conduit aux mémes métions : un argy = (X);_,

(r > 2) estprés(« close to ») d’'un arg’ s'il existe trois entier§ < k < j’ dans l'intervalle [1r — 1]
tels quey’ = (Xi)ir:O,ie[j,j'] etXj <...<X>...=2XpouX;>...>2X%<...< Xj.

e — B —
(@) (b) (©)

Ficure 6.2 — Etirements élémentaires. (a) Un aansF?. Les fleches indiquent 'ordre dans lequel les points
de I'espace sont traversés. (b—c) Deux étirements élémentiey.

Proposition 6.2.11. Soit p p’ deux chemins finis ayant pour tracesty’. Siy’ est une déformation
dey, alors p et p sont équivalents.
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Démonstration.Soit p et p’ deux chemins finis dan$ ayant pour traceg et y’. Puisqu’'une défor-
mation est une suite d’étirements élémentaires et I'étpric@ de chemins est une relation d’équi-
valence, il est dfisant de prouver le résultat pour un étirement élémentaimesNupposons donc
quey’ est un étirement élémentaire gleet, grace au lemmé6.2.6 nous pouvons aussi supposer
quep et p’ sont réguliers. Posons= Y_g;,; %1, 0U Xi_qi.j_1ixj X1 €tp = Xi_gxly (2<ret

1 < j < r=1). Nous allons définir un chemin fipi ayant la méme trace qyeet comparable &'. Si
Xj-1 < Xj < Xj4+1 OU Xj31 < Xj < Xj-1, hous posongs(t) = p'(t) sit € Ui,j Ji et p1(J;) = {Xj-1}. Si-
non (X; < Xj-1 etX; < Xj;+1, OUXj-1 < Xj €tXj+1 < X;), SOita etf les bornes inférieures et supérieures
deJ;j (o # B carp’ est régulier) ey = "—;ﬁ. Nous posong(t) = p'(t) sit € Uiz Jis po(t) = Xj-1 Si

t € [a, v, pu(t) = Xj+1 Sit €]y, Bl et pa(y) = Xj-1 Si Xj-1 < Xji1, P2(¥) = Xj+1 Si Xji1 < Xj-1 (VOIr

la figure6.3). Dans chaque cas, nous déduisons du leBrag que p; est un chemin. Comme les
traces dep; et p sont les mémeg; et p sont équivalents. De plus, il est facile de voir que< p’

ou p’ < p1. Donc, p; et p’ sont équivalents et, par transitivitg et p’ sont équivalents. O

(c) (d)

Ficure 6.3 — Preuve de la propositién2.11 (a—b) Caj.1 < Xj < Xj-1 (le casxj_1 < Xj < Xj.+1 est similaire).
(c—d) Casxj-1 > Xj < Xj+1 (le casxj_1 < Xj > Xj+1 est similaire aved;, intervalle ouvert). Dans ce cas, il peut
arriver quUexj_1 = Xj1.

Nous pouvons maintenant montrer que la notion de déformatola contrepartie discréte de la
notion continue d’équivalence homotopique.

Théoreme 6.2.12.Deux chemins finis p et dans X ayant des tracgsety’ distinctes sont équiva-
lents si et seulement giest une déformation g¢.

Démonstration.Soit p et p/, p # p’, deux chemins finis équivalents daX¥slu pointa au pointb
etIl,p I'EPO des chemins dars dea ab. Commep et p’ sont équivalents, il existe un arc gea
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p’ dansll,p dont tous les éléments sont des chemins finis réguliers dpitign 6.2.7). Ainsi, pour
prouver que la trace de est une déformation de la trace pe il est sufisant de le faire pour deux
chemins finis dex a b, réguliers et comparableg,= Y[_,x1; etq = Zfzoyj 1, avecq < ¢ (et

g # ). Comme les deux chemins sont réguliers, on peut supp@ses,restreindre la généralité de
la démonstration, que les intervalleg0 < i < r) n'ont pas de borne commune avec les intervalles
Jj (0 < j < 9). Soit (ak)rk:f;*l la suite strictement croissante dont les éléments sontdegeb des
intervallesl; et Jj : @g = 0,ar4s1 = 1 et, pour toutkk € [1,r + 5], soit g, soit ¢, mais pas les
deux, change de valeur efy et aucun autre changement ne se produit. Poulktaltl, r + s], nous
deéfinissons les fonctions constantes par morcepet g, par ge(t) = q'(t) sit < a,, ok(t) = q(t)
sinon etop(t) = q/(t) sit < 5L, gi(t) = q(t) sinon (les fonctionsy et sont représentées sur la
figure 6.4 respectivement au voisinage des pointset &gkﬂ). En particulier,q; = qetqgr,s =
(carg’(0) = q(0) etq'(1) = g(1)). Nous appelongk et x, les traces dek etq, (k € [1,r + §]). Du
lemme6.2.3 nous déduisons facilement que les fonctigp®t g, sont des chemins finis dea b.
Nous voulons maintenant prouver que, pour foat[1,r + s], soit y« (resp.y«+1) est egal gy, soit

Xk (resp.yk:1) est un étirement eélémentaire gg ou l'inverse. La preuve consiste a examiner les
2 x 4 configurations relatives etq, d’une part et &, et o1 d'autre part. Ces huit configurations
sont représentées sur les figued et 6.5. Le lecteur peut vérifier facilement que dans tous les cas,
nous avons un étirement ou I'égalité (dans ces figures, noamsf(t~) et f(t*) les valeurs prises
par un chemin fini régulief sur les intervallest]- &, t[, ]t,t + £[ avece > 0 sufisament petit pour
que f soit constant sur chacun de ces intervalles. La partienggpiie de la preuve est apportée par
la proposition6.2.11 O

Pour continuer le parallélisme entre les chemins et leursohopies d'une part et les arcs et leurs
déformations d’autre part, nous introduisons maintenaetapération binaire sur les arcs, appelée
produit et notée «», définie parxXo, ..., %).(Yo,...,Ys) = (X0, ..., %, Y1, ..., Ys). Plus formellement,
nous avons la définition suivante.

Définition 6.2.13 (Produit (d'arcs)) Soity1 = (X)[_, etx2 = (Vi)q (1S > 0) deux arcs tels que
X = Yo. Le produit dey; et x> est I'arc notéyy.x» défini pary1.x2 = ()15 avec z= x sii<ret
Z =VYirSii>r.

Soitx un point deX. Il est facile de vérifier que « étre une déformation de, oeiégal a » est une
relation d’équivalence dans I'ensemble des arcg de& dansX. Nous notonsy] la classe d'équiva-
lence de I'argy et p(X, X) I'ensemble des classes d'équivalence. |l n'est pas plii€ith de vérifier
gue cette relation d’équivalence est compatible avec léyirgue nous venons de définir : le produit
de deux déformations des args et y» est une déformation de;.y2. Ainsi, nous pouvons définir
sans ambiguité le produit de deux classes d’équivalencéyvphfy2] = [x1.x2]- De plus,p(X, X)
muni de ce dernier produit est un groupe dont I'élément reest [K)] (la classe d’équivalence de
I'arc de x a x de longueur 0) et tel que l'inverse del)_] est [(xi)?:r].

Théoreme 6.2.14.Soit x un point de X. Le groupe fondamental de X ayant pourtplErbase x,
m1(X, X), est isomorphe au grouggX, X).

Démonstration.Grace au théorém@ 2.4 nous savons qu'il existe des chemins finis dans toutes les
classes der1(X, X) et, grace au théorént2.12 nous pouvons définir une fonctian: 71(X, X) —
(X, X) pare([p]) = [x] ou y est la trace de tout chemin fini équivalenp.ZDe la propositior6.2.1],
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Qg aptag4i Qg oot

(b)

(c)

(0773 aptagyi

(d)

Ficure 6.4 — Preuve du théoren@e2.12 Comparaison des chemigg et y;. () x« est un étirement €lémen-
taire dey, (selon quey(ay) = d'(ax) ou pas, nous utilisons un des deux cas de la définition divenéent
élementaire). (byk = x,. (C) x, est un étirement élémentaire ge (d) Siq'(a;) # q(ax), x; est un étirement
élémentaire dgy, sinonyk = ;.
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aptagy Ap11

(@)

Akt 11 Qp Q1 41

(b)

Qp Qi1 Op41

()
q/(al;rl) ql(al;rl)
q/(a/:rﬂ) ql(ak++1)
q(oky1) q(ari1)
(d)

Ficure 6.5 — Preuve du théorénge2.12 Comparaison des chemigg et yx.1. (a) vy, = xk+1. (b) Siq'(ak) #
a(a@y, 1), X, est un etirement élémentaire g 1, sinony; = xk:1. (C) et (d)x} = xk1.
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nous déduisons queest injective et de la propositidh2.2nous obtenons queest surjective. Enfin,
¢ est un morphisme car, de maniére évidente, la trace du predieux chemins finis est le produit
des traces de ces deux chemins finis. O

Remarque 6.2.15.Barmak et Minian(2007) ont démontré le méme résultat d’'une maniere tres dif-
férente et pour des EPO finis. lls établissent un isomorphisntrep(X, X) et le groupe des lacets
d’'arétes du complexe simplicigt(X) associé a X (voir sectio.3), puis utilisent I'isomorphisme
entre le groupe des lacets d'arétes d'un complexe simplatide groupe fondamental de sa réali-
sation géométrique (voir 'annex&.5). lls concluent en utilisant I'équivalence d’homotopidbfa
entre|K(X)| et X obtenue palMcCord (1966 (voir section3.3).

6.3 Simplicité

Dans la partie traitant des images de label (pdfite nous utiliserons plusieurs notions de point
simple parmi celles présentées a la secfich les paires libres, les points unipolaires et les pgiats
ouy-simples (voir les sections2.2et4.2.3. Nous établissons ici quelques éléments de comparaison
supplémentaires entre cestdrentes possibilités (d’autres éléments ont déja été datends la sec-
tion 4.2.3. Le principal résultat obtenu est le théorefa.12qui établit, sous certaines hypothéses,
gue lag-simplicité vis-a-vis de I'objet entraine fasimplicité vis-a-vis du fond.

6.3.1 Simplicité et dualité

L'étude des relations qu’entretiennent leffélients types de points simples avec la dualité est
nécessaire pour I'obtention du théorefa.12 Intuitivement, on peut dire que I'’échange du premier
plan et de I'arriere plan d’'une image conduit a échanger leerts et les fermés de la topologie et
que cela revient a prendre I'ordre dual dans un EPO (voiisest3).

Comme un point bas-unipolaire dans un ERPQ<) est un point haut-unipolaire dans I'EPO
(X, =), etinversement, on peut déduire du coroll&ir2.7et de la propriétd.2.3le corollaire suivant.

Corollaire 6.3.1. Un EPO fini(X, <) est contractile si et seulement si 'EPO dXl >) est contrac-
tile.

Du corollaire6.3.1, nous obtenons immédiatement la proposition suivante.

Proposition 6.3.2. Soit(X, <) un EPO et x un poing-simple de X. Alors, x egtsimple dans I'EPO

Comme, de maniére évidente, le compl@geX) (voir section3.3) des chaines d’'un EPX(<)
n'est pas modifié si nous prenons I'ordre dualXule théorémes.3.limplique que les groupes d’ho-
motopie de 'EPOX, <) sont isomorphes a ceux de son duglx). Nous en déduisons la proposition
suivante.

Proposition 6.3.3. Soit X un EPO et x un point-simple de X. Alors, x est un poiptsimple de X
muni de I'ordre dual et de la topologie duale.
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6.3.2 Complexes et simplicité

Dans toute la sectiof.3.2 X est un complexe cubique inclus d&fs En particulier, on a =
{y € F" | y C x} pour tout pointx € X. Le symboleLl désigne I'union disjointe.

Lemme 6.3.4.Soit X un complexe cubique ou simplicial et x une m-face deXrf < dim(X)).

(i) Soity une k-face de (< k < m). Dans XNy’ , il existe exactement mk faces qui couvrent
y et m- k faces couvertes par x.

(i) Soit x, xo deux faces de x telles que x couvieek X = X3 LI Xo. Soit Z 'ensemble des faces de
X qui intersectent a la foispet %. La fonctiond : Z — x;! définie parf(2) = zN x; est une
bijection etdim(9(2)) = dim(2) — 1 pour tout ze Z.

Démonstration.

(i) Sik = m, la premiere assertion du lemr8e3.4 est triviale. Nous supposons maintenant que
k<m
— SiX est un complexe simplicial, il y s+ 1 sommets dansetk + 1 sommets dang Donc,
il existe exactementng+ 1) — (k + 1) = m— k faces dex de dimensiork + 1, resp.m— 1,
incluanty : les facesy U {7}, resp.x \ {z}, oliz est un sommet appartenankay.
— SiX est unn-complexe cubique, nous pouvons poser, sans perte de Gignéra []1., |; ou
li € F] sii <m, I; € F5 sinon (voir la sectior8.3) ety = []{; Jiot® c J c Ijsii <m-k

etJ; = lj sinon. Il est évident que les seulésH1)-faces, resp.ni— 1)-faces, decincluanty
sont lesm — k facesz;, resp.zj, 1 < j < m- k définies pag; = []., Ki, resp.z; = [TiL; K/,
avecK; = Jisii # j etKj = I, resp. aveK/ = I if i # j etK; = J;.

(i) — SiXestun complexe simplicial, les hypothéses dithE& dim(X)—1 etx = x; LIXp entrainent
gue X, est un singleton (une 0-face). Alors, pour tawt Z, 8(2) = zN x; = z\ X. Donc,d
est une bijection dont l'inverse ! est définie paf~1(2) = zU x,. De plus, pour tout € Z,
dim(2 > 0 et le simplexen x; = z\ X a pour dimensiotk — 1.
— Si X est un complexe cubique, I'hypothége= x; LI xo entraine que dimg) = dim(x,) =
m-1. Comme ci-dessus, nous pouvons supposexgu§]’ ; I avecl; € F}sii <m,|j € F§
n

sinon,x = [17; 3t etx, = [T, J2avecdt = 2 =l sii#m 0 C I, C ImetIz = Im\ I

On voit alors facilement qu& = {ni"zl Ki | Ki = lisii > m etd c K; C Ij, sinor} et

0T, Ki) = [, K/ ouK}, = Ik etK’ = K; sinon. Doncg est bijective. De plus, de maniére
évidente, Card( | K/ € F1}) = Card(i | K; € F}}) — 1, c'est-a-dire din¢(2)) = dim@@ - 1. 5

Comme conséquence facile du lem8.4 on a le fait que la frontiére!* d’'un simplexe ou
d’une cellule def" n’est pas contractile car, pour tolkdacey de x, il existe au moins deux(+ 1)-
faces dex incluanty, sauf siy est maximal dans!*, et deux k — 1)-faces dex incluses dany, sauf
si y est minimal dans'*, et par conséquent* n’a pas de point unipolaire. Ainsk'* n'est pas
contractile (corollaired.2.7).

Corollaire 6.3.5. Soit X un complexe cubique ou simplicial. La frontiére d'winp de X n’est pas
contractile.

Définition 6.3.6. Un EPO X a lapropriété de la sphére percgiepour toute pair€x, y) de points de
X telle que x couvre y, I'ensemblé*X {y} est homotopiquement trivial.
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La proposition suivante montre que la propriété de la sppereée est satisfaite par tout com-
plexe cubique ou simplicial. Nous établissons une versiote fde cette propriété qui sera utilisée
dans la preuve du théorérbe3.12 Les étapes de la preuve sont illustrées par la fiGuge

Proposition 6.3.7. Soit X un complexe cubique ou simplicial et x un point de X.\8Bane face de x
couverte par x. Soit Y un sous-ensemble de I'adhérence dduiri y. Alors, X*\ Y est contractile.

Démonstration.Posonsm = dim(x) et Xo = x* \ Y (voir figure 6.6(a—b)). Sim = 1, la proposi-
tion 6.3.7 est triviale ¥p est un singleton). Supposons maintenant gug 2. On notey’ la face
opposée § dansx! : x = yLy. Onadimy’) = 0 si X est un complexe simplicial et diyij = m—1

si X est un complexe cubique. La preuve consiste a contrXgtsur {y’} par suppression de points
unipolaires. D’abord, nous retirons les facesXdequi sont sur la frontiere dg, dans 'ordre des
dimensions décroissantes. Pour toute2)-facez dey' \ Y, d'aprés le lemmé.3.4il y a deux
(m- 1)-faces dex incluantz dont I'une esly. Donc,z est haut-unipolaire dan et, grace aux pro-
priétés4.2.3et4.2.4 nous obtenons que 'ensemble = {z€ Xo | z ¢ y' ou dim@) < m— 2} est

un rétracte par déformation forte &@. Puisque, en accord avec le lemf8.4 toute ( — k)-face
dey est couverte par exactemdnfaces dex et park — 1 faces dey, nous pouvons itérativement
supprimer deXg toutes les faces propres gavec les mémes arguments que ceux gue nous venons
d'utiliser. Ainsi, Xp \ y* est un rétracte par déformation forte Xg (voir figure 6.6(c)). La seconde
étape consiste a supprimer les faceZde(Xo \ Y) \ y* dans I'ordre croissant de leurs dimensions
en montrant qu’elles deviennent successivement bas{airig® au cours du processus. Remarquons
gue, puisquex = y LY, toutes les O-faces desont soit dany, soit dansy’. Donc il n'y a pas de
O-face dan€. Notons également gugest précisément I'ensembfedu lemme6.3.4pourx; = y et

X =Yy si X est un complexe simplicial ou éventuellement= Yy etx, = y si X est un complexe
cubique. Supposons que nous ayons retirg tirites les faces de dimensions inférieures strictement
ak (1 <k <m-1) et considérons urlefacezde x appartenant &. Si X est un complexe cubique, le
lemme6.3.4(ii) assure qu'il existe darB* exactement unek( 1)-face dey’, précisémenzny’, et,

si X est un complexe simplicial, on a de maniére évidetten y'! = {y’}. Ainsi, zest bas-unipolaire
danszy = {t € Z | dim(t) > k} U y’* (les ensemble&; ety sont représentés sur la figuses(d-e)).

De cette fagon, nous pouvons itérativement supprimer sdatefaces d& ce qui prouve qug’* est

un rétracte par déformation forte &g. Commey’! est contractile (il posséde un maximuyr), le
résultat est établi. m]

Corollaire 6.3.8. Les complexes cubiques et simpliciaux ont la propriété dgplere percée.

Remarque 6.3.9.La proposition6.3.7est fausse si nous supprimons I'hypothéise(y) = dim(x)—1

et sidim(x) > 3. En gfet, quand la dimension m de x est supérieure ou égale a 3, pate face

y € xt avecO < dim(y) < m— 1, 'ensemble X= x'* \ {y} n’a pas de point unipolaire : d’'une
part dans I'espaceé", toute k-face couvr@k faces et, dans un complexe simplicial, toute k-face
couvre k+ 1 faces et, d’autre part, d’aprés le lemrfe8.4 toute k-face del est couverte par m k
faces de % Ainsi, toute k-face, ke [1,m— 1], dans X couvre au moin faces et toute k-face,

k € [0,m— 2], dans X est couverte par au moidfaces. Par conséquent, Y est son propre noyau et
n’est pas contractile. Un tel ensemble X est représentéasiiglire 6.7(a) dansF® avecdim(y) = 1.
Dans I'espacé®, quanddim(y) = 0, il est facile de vérifier que la suppression des points Unipes
dans X conduit a retirer leg-faces de Xincluant y et s’arréte aprés ces m étapes sur un noyau de
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e

(@)
(d)

FiGure 6.6 — Les principales étapes de la preuve de la propos$iti (a) Lensemblex* avec dimg) = 3.
En gris, le sous-ensemble(y est la 2-face de&). (b) LensembleXy = x'* \ Y. (c) LensembleZ U y't. (d)
Lensemble{ze Z | dim(2) > 2} U y''. (e) Lensemble/?.

(b) <)

(
()

Y (voir la figure6.7-(b)). Par contre, un simplexe de dimension 3 privé de I'uaesésD-faces est
contractile (par suppression des trdisfaces, puis des troig-faces, incluant l&-face manquante et
enfin des faces non maximales restantes).

€Y (b)

Ficure 6.7 — Noyaux des complexas* \ {y} quandx est une 3-face gtest (a) une 1-face ; (b) une 0-face.

La proposition6.3.7peut étre exprimée en termesglsimplicité : soitx un point dans un com-
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plexeX muni de l'ordrec, y une face propre dede dimension maximale & un sous-ensemble de
I'adhérence dg contenanty (y € Y C y!). Alors, le pointx estg-simple dansxX \ Y. Comme nous
'avons montré dans la remarq6e3.9 cela n’est plus généralement vrai si dyink dim(x) — 1.
Néanmoins, si on remplace fasimplicité par lay-simplicité, alors il est possible d’étendre le résul-
tat aux faces non maximales de la frontiérexate la fagon suivante.

Proposition 6.3.10. Soit X un complexe cubique ou simplicial muni de I'ordreSoit x un point de
X etY un sous-ensemble de la frontiére de x ayant un maximuwm winimum. Alors, le point x est
v-simple dans X Y.

Démonstration.Prouver quex esty-simple dans<\ Y revient & établir quel* \ Y est homotopique-
ment trivial.
— Premier casY a un maximum notg. La preuve se fait par récurrence sorla dimension de
X. Sim = 1, le resultat est évident. Nous supposons maintenamnqu@. Si dimf) = m-1,
nous appliquons la propositidh3.7. Si dimfy) < m—- 2, soitzune fn— 1)-face dex! incluant
y. Par hypothése de récurrene&: \ Y est homotopiquement trivial. Dong,est uny-point
dansx!* \ Y. Par suitex'* \ (Y U {z}) est faiblement equivalent@* \ Y (propriété4.2.14.
Or, en appliquant la propositidh3.7a x, z et au sous-ensemb¥eU {z} de I'adhérence dg on
obtient quex‘* \ (Y U {z}) est contractile. Donc, par transitivité,* \ Y est homotopiquement
trivial.
— Second casY a un minimum noté. La preuve se fait par récurrence sur le cardinalde
Si Cardly) = 1, c’est-a-direY = {y}, nous utilisons la premiere partie de la preuve pour
conclure. Supposons maintenant Cajd¢ 2. Soitz, z # y, une face dan¥ telle que dimg) =
min{dim(t) | t € Y\ {y}}. Onaz'* nY = {y}. On pose alorg = (x** \ Y)U {7} = x\*\
(Y \ {z8). Comme Card( \ {z}) < Card(Y), on déduit de I'hypothése de récurrence quest
homotopiquement trivial. Vérifions queest uny-point pourZ. On az'* N Z = z24* \ {y} qui,
d'aprés la premiére partie de la preuve est homotopiquelngial. Donc, z est un pointy-
simple dan<Z. Par conséquent, I'injection: x'* \ Y — Z est une équivalence d’homotopie
faible. Il s’en suit directement que* \ Y est homotopiquement trivial. O

La proposition suivante donne quelques éléments de compardans un complexe cubique ou
simplicial entre les paires libres et les points unipokives-simples.
Proposition 6.3.11. Soit X un complexe cubique ou simplicial et x un point de X.

(i) Si xe X est unipolaire, alors x est hagtsimple et il existe ¥ X tels que(y, X) est une paire
libre.
(i) Sixe X ests-simple, il existe yz e x'* tel que(y, z) est une paire libre.
(iii) Si (x,y) est une paire libre, y est haut-unipolaire et x est jasimple dans X {y}.

Démonstration.

(i) Soitx € X un point unipolaire. Puisquk est un complexe, on @ C X et par conséquenk
ne peut pas étre bas-unipolaire (imdace dans un complexe cubique ou simplicial couvre 2
oum + 1 faces). Doncx est haut-unipolaire, ce qui signifie qu& a un minimum, que nous
notonsy. Commex™ a un minimum, il est contractile (proprié#2.10 et x est hautg-simple.
De plus dimy) = dim(x) + 1 (carX est un complexe simplicial ou cubique)yeétant la seule
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face dex™ avec cette dimension, nous déduisons du lerBrBe{i) qu’il n’existe pas de face
z e x™ telle que dimg) > dim(y). Donc, §, X) est une paire libre dans.

(i) Soitx € X un points-simple. Alors,x™ est contractile (cak'* n’est pas contractile d’aprés
le corollaire6.3.5. Donc, soitx™ est un singleton, soit il existe un poigtunipolaire dans
x'* (corollaire4.2.7). Si x™ est un singletony}, (y, X) est une paire libre. S'il existe un point
y bas-unipolaire dans™ alors dimg) > dim(x) + 2. Or, d’aprés le lemmé.3.4a), il existe
dim(y) — dim(x) > 2 faces couvertes pafr qui incluentx ce qui contredit le fait qug est
bas-unipolaire. Donc, s'il existe un poigtunipolaire dans<'™, il est nécessairement haut-
unipolaire. En raisonnant comme dans la pafifiede la preuve, on peut alors montrer gu'il
existe une face dansx™ telle que ¢ y) est une paire libre dans.

(i) Soit (x,y) une paire libre. Le poink est le seul point dang'* doncy est haut-unipolaire et,
puisqueX est un complexe, dimf = dim(x) — 1. De plus, grace a la propositi@3.1Q nous
pouvons conclure queest bags-simple dansX \ {y} (carx‘* n (X \ {y}) = x** \ {y}). -

Nous avons vu dans la sectidt? qu’un critére usuel pour qu’'un poigtd’'un espace digitak
de dimension 3 soit qualifié de « simple », c'est-a-dire paur schématiguement sa suppression de
I'objet Y de I'image se fasse a topologie constante, esf{gliénclusioni : Y \ {y} — Y induise une
correspondance bi-univoque entre les composantes cadex®bjet avant et apres la suppression,
(i) inclusioni’ : X\Y — (X\Y)U{y} induise une correspondance bi-univoque entre les compssan
connexes du fond avant et aprés la suppresgion'inclusion i induise des isomorphismes entre
les groupes fondamentaux des composantes connexes de Bobnt et aprés la suppressidin)
l'inclusion i’ induise des isomorphismes entre les groupes fondamengsusothposantes connexes
du fond avant et aprés la suppressi#iorig et Rosenfeld1989. Fourey et Malgouyre$2003 ont
montré, a I'aide de la notion dhlacemenemprunté a la théorie des nceuds, que, dans des images
digitales 3D munies de la paire d’adjacence (6,26) ou (28,6%t inutile de considérer les groupes
fondamentaux du fond car leurs preservations est impligaédes trois premiéres conditions. Nous
démontrons un théoréme équivalent, valable en toutes diores) dans I'espace des complexes cu-
biques.

Théoréme 6.3.12.Soit X un EPO isomorphe & un complexe cubique et dont le dugge¢ement
isomorphe a un complexe cubique. Soit Y un sous-espacesfiepf et y un poing-simple dans Y.
Alors y esty-simple dangX \ Y) U {y}.

Avant de pouvoir démontrer ce théoréme nous devons étabtisultat préliminaire.

Lemme 6.3.13.Soit X un complexe cubique ou simplicial et x un point de X dedsion m. Soity
une k-face de x (k [0, m— 1]). L'ensemble kny' est homéomorphe a I'ensemble des parties d’un
ensemble dm - k) éléments (considéré comme un EPO pour I'inclusion) par undmmorphisme

¢ tel queCard(2)) = dim(z) — k pour tout ze x! N yT.

Démonstration.Soit V I'ensemble desk(+ 1)-faces dex appartenant &'. On a Card{) = m—k
(lemme6.3.4. Nous allons prouver par une récurrence finie gue y' est homéomorphe a I'en-
semble des parties dg #(V), muni de l'inclusion. Pour cela, on considére une suitl’( de faces
dey’ n x! telles que, pour tolt x; est de dimensionet, pour tout différent dem, x; c X1 (on a
en particulierx = y et xn = X). On noteV; I'ensemble desk(+ 1)-faces dex! N y™ (Vi = 0). La
figure 6.8illustre les notations utilisées dans la preuve.
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— Nous définissongg : !Ny = {y} — Vi pargk(y) = 0 (on a donc Cardfk(y)) = Card@) = 0).
— Soiti un entier supérieur ou égalkdet strictement inférieur &n. Supposons que nous ayons

défini un homéomorphisme; : x! Nny' — P(V;) tel que Cardf(2)) = dim(@ - k — 1 pour
toutz € x! Nny'. Par le lemme.3.4(i), il existe une face dansV telle queV,,1 = V; U {a}.
On appellex la face incluse dang;,; telle quex;; = X LI X (X est une O-face sK est un
complexe simplicial et uneface siX est un complexe cubique).
SoitY; 'ensemble des faces incluses daqg qui intersectent a la foig et x. Nous définis-
sons la fonctior; : Y; — x! par :

6i(2 = zN x;.

La fonctiond; est une bijection (lemme@.3.4(ii)). De plus,6i(2) € x! Ny si et seulement si
ze X1t ny' (cary C x).
Pour toute fac® dansx,1! Ny', nous posons :

¢i(b) si b estinclus dans;

¢iv1(b) = { {al U i(6i(b) sinon.

La fonctiongi 1 : Xic1t NyT — P(Vi,1) est bien définie car, $in’est pas inclus dang, alors
b €Y (b n’est pas inclus dang puisquey € b).
Inversement, pour tolt € £(Vi;1), NOUS POSONS :

| [ ¢@ SiZcV,
Yiz1(Z) = { 9i_1(90i_1(z \{a})) sinon.

La fonctiong;,1 est une bijection dont la fonction réciproque ¢st; .

Soitb une face dans;,1! Ny'. Sib € x!, Card(;,1(b)) = Cardf;(b)) = dim(b) — k — 1 par
I'hypothése de récurrence. Bi¢ x!, Card(i.1(b)) = 1+ Card;(6i(b))) = 1 + dim(8;(b)) —
k—1 = dim(b) — k-1 (pour la derniére égalité, nous utilisons le lemBriz4(ii)). De I'égalité
Cardgi,1(b)) = dim(b) — k — 1, nous déduisons qug.; est croissante (pour l'inclusion).
Puisqueyi,1 est une bijection<,oi‘+1l est aussi croissante et, grace a la propéetel, ¢;,, est
un homéomorphisme. O

Démonstration.(Preuve du théoréme6.3.12 Soity € Y c X un pointg-simple dansY. Alors
yi* nY ouy™ N'Y est contractile.

— Supposons qug* N'Y soit contractile. Grace au corollaife2.7, on sait qu'il existe une suite

de points )i_, (r > 0) telle quey* NY = {Xi}i_o et Xj est unipolaire dani;xi}i‘=0 pour
tout j € [1,r]. La preuve consiste a établir que est un pointy-simple dansy** \ {xi}ijz_é
pour toutj € [1,r]. Cela impliquera (par transitivité€) que l'injection gé* \ Y dansy!* \
{Xo} est une équivalence d’homotopie faible. Comyht \ {Xo} est homotopiquement trivial
(proposition6.3.10, on en deduira qug'* \ Y est aussi homotopiquement trivial, c’est-a-dire
guey est un pointy-simple dexX \ Y U {y}. _
e Supposons d’abord que est bas-unipolaire dar{\:;i}i':0 pour un certainj € [1,r]. On pose
Yj = xit* n {xi}ijzo. De la propositior6.3.1Q nous déduisons qug‘* \ Y; est homotopi-
quement trivial (calY; a un maximum). Comme;** N (y* \ (x})20) = ¥ \ Y;, x; est un

pointy-simple dans/* \ {xi}ij;é.
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Vi Y

Ficure 6.8 — (Preuve du lemn&3.13. Le pointx de X est un simplexe incluant le 3-simplexg; représenté
sur la figure. Iciy est une O-face de Le simplexex;,; est la réunion disjointe du 2-simplexg(qui contient
y) et de la O face<. L'ensembleV; est formé des 1-faces de contenanty. L'ensembleVi,; est formé des
1-faces dex,; contenany. L'ensembleVi,; est aussi la réunion d¢ et de l'aréte{a}. La 2-faceb de x;1
intersecte a la foig; etx. Son intersection aveg, c'est-a-direg;(b), est une aréte de.
e Supposons maintenant guesoit haut-unipolaire dar{sq}ijzo et posonsy = ij* N {xi}ijzo.
On remarque qué&; a un minimum. Grace au lemn&3.13 on sait qu'il existe un ho-
méomorphismep : y* N x;7 — P(E) ot E est un ensemble fini non vide. De la pro-
priété 6.1.1 (toute fonction continue entre deux EPO est croissanta)s miéduisons que
e(y** n x;™) estP(E) \ {0, E}, c’est-a-dire la frontiere du simplexe (abstrait) et que
¢(Y;) a un minimum (carYj a un minimum). Puis nous invoquons la proposit&8.10
pour dfirmer quep((y** N x;™) \ Yj) = E \ ¢(Y;) est homotopiquement trivial. Donc,
O ™) VY = ™ N {xi}ij;g) est homotopiquement trivial e est un point
y-simple dans/t* \ {xi}ij;&.

— Nous supposons maintenant qli& N Y est contractile. En prenant l'ordre inverse Sufpar
hypothése, X, 2) est également un complexe cubique), nous déduisons defagition6.3.2
quey est un poing-simple pourY et, du corollaire5.3.1queyt* N'Y est contractile. Ensuite,
de la premiére partie de la preuve, il vient guest un pointy-simple pour X\ Y)U{y} muni de
I'ordre 2 et nous en concluons, en invoquant la proposi6dh3 quey est un pointy-simple
pour X\ Y) U {y} avec 'ordre initial. m|

Remarque 6.3.14.Nous ne savons pas si le théoref®.12demeure vrai en toute dimension si on
remplace I'hypothése «y est un pojiisimple » par «y est un point-simple ». Cependant, si la
dimension de X est 2, les pointssimples sont des poingssimples, donc dans ce cas le résultat
reste vrai. De plus, nous avons veérifié, en testant toutesdegurations a I'aide d’un programme
informatique, que le résultat reste vrai daf I'espace des complexes cubiques de dimension 3. La
figure 6.9 fournit un contre-exemple du théorer@g.12dans le cas ou I'hypothése selon laquelle
I'espace X doit &tre un complexe pour I'ordre dual n’est pésfiée.

L'ensembleF" des complexes cubiques fournit un exemple essentiel delerengui est aussi un
complexe pour l'ordre dual. Remarquons qu'il N’y a pas deppéré analogue pour les complexes
simpliciaux.

Proposition 6.3.15. Pour tout n> 1, 'EPO (F", 2) est isomorphe a un complexe cubique.
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(@) (b)

Ficure 6.9 — Le théorémé.3.12est généralement faux quand I'EP®), £) est un complexe cubique mais
(X, =) n’est pas un complexe cubique. (a) Un complexe cubKjdent le dual n’est pas un complexe cubique
(a cause du bord de I'image). En noir un objetlansX. Le pointy est une 1-face d¥. En gris clair, le
complémentd& dansX, X\Y. (b) En noir, 'ensembl&\{y}. En gris clair, 'ensembleX\ Y)uU{y}. Clairement,

y est un poing-simple deY (y est haut-unipolaire dan§ maisy n’est pasy-simple pour X \ Y) U {y} car ce
dernier ensemble n’a pas le méme nombre de composantecesresX \ Y.

Démonstration.ll suffit de montrer que, darig’, le nombre de faces couvertes par, resp. couvrant,
une face de dimensiok est égal au nombre de faces couvrant, resp. couvertes paface de
dimensionn — k.
Soit x unek-face deF" (0 < k < n). Nous pouvons poser, sans perte de généraité,[T, I; ou
li € F} sii < ketlj € F§ sinon.
— Sik > 0, la facex couvre les face§]}! , J; telles qu'il existe un entief, 1 < j < k, avec
0 cJclisii=jetd = Iljsinon. Comme chaque ensembleieposséde deux sous-
ensembles propres non vides, tokitiace deF" couvre exactementfaces der".
— Sik < n, lafacex est couverte par les facg§. , Ji telles qu'il existe un entief, k+1 < j <n,

avecl; c JetJ € F] sii = j etJ; = | sinon. Comme chaque ensembleRjeest inclus dans
deux ensembles d€), toutek-face deF" est couverte par exactemenh2(k) faces de".
La conclusion est immédiate. O

6.4 Conclusion

Les résultats obtenus dans ce chapitre montrent que lanndé@hemin continu n’est pas trés
éloignée de la notion d’adjacence dans le graphe de conilitgrdlun EPO et que celle d’homotopie
possede sa traduction fidéle sur ce graphe. Ce rapprochemtemtes méthodes du continu et celles
du discret nous permettent d’enrichir la gamme des outilisahbles en topologie digitale, comme
par exemple en y intégrant les poiisimples ety-simples. Cela suppose cependant que I'espace
digital soit muni d'une relation d’ordre ce qui n’eatpriori pas le cas du support d'origine d’'une
image digitale. On devra donc, si I'on souhaite utiliserale outils, glisser des éléments « minces »
entre les points d&".



CHAPITRE 7

De I'espace digital a I'espace cellulaire

La topologie digitale est sans doute le cadre de travail s plilisé pour développer des ou-
tils de traitement d'image intégrant des considératiom®ltmiques. En fet, le support fectif
des images digitales est presque toujours une partig’dg, comme la topologie digitale est dé-
finie directement dang", les méthodes qui s’appuient sur celle-ci fournissent éssltats éga-
lement dan<Z" ce qui constitue généralement une propriété recherchéeldgsupart des appli-
cations. De plus, comme nous I'avons vu dans le chagitnene abondante litterature a déja été
consacrée a la conservation du type d’homotopie en tomoldigiitale, particulierement grace au
concept de point simpleBertrand et Malandain 1998ertrand 1996Malgouyres et Lenoir 20Q0
Fourey et Malgouyres 200&€ ouprie et Bertrand 2009Il n’est donc pas étonnant que relativement
peu d'applications intégrant des considérations relatiuetype d’homotopie aient été développées
dans un des cadres alternatifs présentés au chaittétons, a titre d’exempleCointepast al.
(200]) et Daragon et Coupri€2002 pour la segmentation d’'images basée sur les complexes cu-
bigues ou les EPO, oBertrand et Couprig2008 pour la squelettisation paralléle basée sur les
complexes cubiques. Dans le cadre de la topologie digitaldrouve au contraire de nombreuses
applications utilisant des méthodes garantissant la ceaitsen du type d’homotopie. Citons, sans
exhaustivité Hanet al. (2003, Bai et al. (2009 pour les modeles déformablddanginet al. (1995,
Dokladalet al. (1999 pour la segmentatiomktouf et al. (2002, Passatt al. (2005 pour la correc-
tion d'images ouraisanret al. (2011) pour la déformation d’'images.

Du fait de cet usage prépondérant de la topologie digitigheLit étre intéressant de garantir qu'il
existe une compatibilité entre la topologie digitale etdesres approches topologiques utilisées en
imagerie (et plus généralement avec la topologie classiqeda suppose, en particulier, de pouvoir
plonger une image initialement définie giirdans un espace plus riche (autorisant la définition d’'une
topologiestricto sens) tout en respectant I'interprétation de I'image donnédeahoix de la paire
d’adjacences darig’ et les caractéristiques topologiques qui en découlent, @gj, Kong et Roscoe
1985 Ayalaet al. 1997, Lachaud et Montanvert 2008layrangues et Lachaud 2002

Ici, nous nous intéressons a I'espace topologique des exapkubiqued”. Comme les com-
plexes sont définis comme des structures fermées pourdsiuei, les images définies sBf sont
le plus souvent associées a des images digitales définiég' suuni de la (3 — 1, 2n)-adjacence
(voir, e.g, Kong, 1997). DansBertrand et Coupri€1999, une méthode est proposée pour inclure
et étendre la topologie digitale dans le cadre des EPO, maiad des (8.8)- et (186)-adjacences
n'est pas considéré. Dadgalaet al. (1997, 2003 2004), les auteurs donnent une construction per-
mettant de plonger les objets @& dans un complexe polyédral en accord avec le type de coBnexit
digitale choisie (voir la sectio8.2). Cependant, ils ne prennent pas la topologie intrinseqbg a
mais utilisent cet espace comme un intermédiaire entrpd@s digitatZ" et I'espace euclidie®".
Cela les conduit, comme nous l'avons vu aux secti®@set 4.1, a définir des notions spécifiques
de connexité et d’homotopie dafS. Au contraire, dans ce chapitre, nous proposons de plomger u
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image digitale dans 'EPO des complexes cubiques, de fagoattie en correspondance les com-
posantes connexes et les types d’homotopie des objéts, deuni de la topologie digitale, et dé',
muni de sa topologie d’EPO pour l'inclusion.

Dans tout le chapitre, la lettredésigne une image digitale binaire:(Z" — {0, 1}) et la lettreu
désigne une image complexe binaite: " — {0, 1}). Comme dans les chapitres précédents, I'objet
(resp. le fond) de I'imagé : X — {0, 1} (avecX = Z" ouF") est I'ensembl@1({1}) (resp.6~1({0})).

Sia = (&), est un point d&" (& € Z pour touti € [1,n]), a désigne la facette dg" definie par
a=[]",{a.a + 1} (la fonction dez" versF" qui aa associeamet en correspondance bi-univoque
les points de&Z" et les facettes d&").

7.1 Images réguliéres

Dans cette section, nous introduisons une classe d'imdgéisjes suff", que nous associons
de maniére bi-univoque aux images binaires définiesZ8uNous étudions quelques unes de leurs
propriétés et nous établissons des résultats qui sertinéstilans la section.2 ou nous démontrons
le bien-fondé du modéle proposé. Schématiquement, le laat @ modéle est, premiérement, de
rendre explicite I'interprétation d’une image digitaleusetendue par le choix d'une paire d’adja-
cences dang" et, deuxiemement, de plonger une image digitale dans urtesppologique dans
lequel les notions de la topologie classique peuvent éteetdiment utilisées.

Siu est une image complexe, nous écrivong x 1(X) (resp. A yex 1(X)) pour le maximum (resp.
minimum) de I'ensembl§u(X) | x € X} et nous écrivons égalemear() v u(b) (resp.u(a) Au(b)) pour
V xetaby H(X) (resp. Axeaby #(X)). Notons que{Q, 1}, v, A) est un treillis booléen dont I'opération de
complémentation est notée: -0 =1 et-1 = 0.

Tout au long de ce chapitre nous fournissons des repréesastantuitives des points d&" en
utilisant diférentes boites rectangulaires pour des faces de dimermsfférentes. De plus, dai¥,
les points de I'objet sont représentés en noir tandis que defond sont représentés en blanc cerclé
de noir, ou ne sont pas du tout représentés, et, Bansous utilisons dférentes couleurs pour les
faces de I'objet en fonction de leurs dimensions (bleu c&43 vert : 2-faces ; jaune : 1-faces ; rouge :
0-faces) tandis que le fond n’est pas représenté.

7.1.1 Correspondance bi-univoque entre les images digitd et complexes

Quand deux faceg, h € F" couvrent une facd € F" et leurs plus petits voisinages ne s'inter-
sectent pasi.e., g' N h' = 0), nous disons qu’elle sompposéepar rapport & (voir la figure7.1).
Nous notons opd( I'ensemble de toutes les pairfgs h} avecg opposé & par rapport af . Intuiti-
vement, la face sert a « connecter localement » les fagesh. Quandf est une facette de®, on a
opp(f) = 0.

Définition 7.1.1 (image réguliéere) Soite : [1,n] — {-1,1} une fonction appeléénction de
connexité'. Une fonctionu : F" — {0, 1} est uneimage s-réguliére(ou simplement une@nage

1. Parabus de notation, nous noterons souvent une fonaioorthexité : [1,n] — {—1, 1} par la liste de ses valeurs,
c'est-a-dire en écrivani(i))., a la place des, comme par exemple dans la Iégende de la figudh,c). Nous utilisons
aussi le symbole «.» a la place d@) quand la valeur de(i) n’a pas d'influence sur le comportement de la fonction
vis-a-vis d'un objet donné, comme cela est fait par exematesda Iégende de la figured(a). Pour alléger les notations,
nous écrivons aussi= 1 (oue = —1) quande est une fonction constante, comme dans la Iégende de la fi{eed).
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(@) (b) (©)
Ficure 7.1 — Deux faces opposées datigpar rapport a une face: (a) de dimension 2, (b) de dimension 1,

(c) de dimension 0. (b—c) Les boites en pointillés montrénitdes paires de faces opposées par rappbirt a

réguliérg si pour tout me [1,n] et f e F ;. 0n a, récursivement :

u(f) = { Atabieopp(t) #(@) V u(b)  sig(m) =1
V abjcopp(t) (@) A u(b) i s(m) = ~1

Des exemples d'images réguliéres sont donnés sur la figRre

i
L mim
= m
i

(a) (b)

Ficure 7.2 — Deux images-réguliéres (a) suf?, avecs(2) = —1, (1) = 1, (b) surF?, avecs(3) = -1,&(2) =
e(1)=1.

Remarque 7.1.2. Pour chaque fonction de connexi¢e: [1,n] — {-1,1}, nous définissons la
fonctionZ, : {0,1}2" — {0, 1} qui envoie une image digitalé sur I'unique image complexe-
réguliereZ, (1) telle que, pour tout & Z", on a/.(1)(a) = A(a). Il est évident que, pour toute fonction
de connexité, la fonction, est une bijection entre 'ensemble des images digitéde$}Z" et le
sous-ensemble d6, 1} constitué des imagesréguliéres. De plus, par le choix de la fonction de
connexités, nous pouvons construire avec précision I'image régulétnie suff" pour représenter
la connexité désirée dang’' (voir la figure 7.3). En particulier, nous pouvons retrouver les paires
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n=2 n=3 ne N*

(4.8) (84) (6,26) (618) (186) (266)  (n,3"-1) (3'-12n)

e=-1 e=1 e=-1 eB)=-1 £3d)=1 e=1 e=-1 e=1
e2)=1 e2)=-1
eQ)=-1 D=1

Fig.7.3@) Fig.7.3d) Fig.7.4a) Fig.7.4a) Fig.7.4b) Fig.7.4(d)
Fig.7.5b) Fig.7.6@) Fig.7.6(c)
Fig. 7.6(b)

TasLe 7.1 — Correspondances entre les paires d’adjacencez8andes fonctions de connexité. La derniére
ligne du tableau renvoie aux figures illustrant la fonctiercdnnexité.

d’adjacence usuellésde Z" (voir les figures7.3 a 7.6 et la table 7.1). Dans la sectior7.2, les
correspondances données dans la tableseront justifiées par deux théorémes montrant que ces
correspondances permettent de préserver les composaobeexes et les groupes fondamentaux
des objets et des fonds des images.
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Ficure 7.3 — Imageg.(1) : F? — {0, 1} associées a une méme image digitaleZ? — {0, 1}.

Lorsque la fonctions est constante, la définition.1.1 peut étre simplifiée : quand = -1,
u(f) = 1 si et seulement gi(a) = 1 pour toute facetta incluant f et quande = 1, u(f) = 1 si
et seulement si il existe une facetténcluant f telle queu(a) = 1 (le case = —1 correspond a la
2n-adjacence dan&", tandis que le cas = 1 correspond a la (3- 1)-adjacence darig" : voir la
table7.1). On rappelle que, dans un EPO, la notatfdh désigne I'ensemble des points maximaux
(ici les facettes) supérieursfdcf. AnnexeB).

2. Si d'un cété, certaines de$ fonctions de connexités : [1,n] — {-1,1} permettent de retrouver les couples
d’adjacences standard (éventuellement de fagon appanreimmedondante, voir la figuré.4(c,d)), d’autres fonctions de
connexité ne peuvent étre associées a aucune paire d'adgscelassique, comme le montre I'exemple de la figusgl).
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¢ 9
@ &

(a)g:(,,,,—l) (b)(‘::(.,—l,l)
(©e=(-111) (de=1

Ficure 7.4 — Images:(1) : F® — {0,1} associées a une méme image digitale Z° — {0, 1}. (a) Avec
£(3) = -1, nous obtenons la 6-adjacence ddAs(b) Avece(3) = 1 ete(2) = -1, nous obtenons la 18-
adjacence darig’. (c, d) Avecs(3) = £(2) = 1, nous obtenons la 26-adjacence dahs

Proposition 7.1.3. Soitu : F" — {0, 1} une images-réguliére. Soit f une face dé'.
(i) Sivm> dim(f),e(m) = -1, alorsona:

u(f)= A\u@= \\ u@.

f<a acf™
(i) Sivm> dim(f),e(m)=1,alorsona:

u(f)=\/u@="\/ u@.

f<a acfT+

En particulier, sie = —1 (resp.e = 1) alors, pour tout fe F", u(f) = Agesr u(@) (resp.u(f) =
Vaetr+ 1(8)-

Démonstration.Nous donnons la preuve de la partigde la proposition, la preuve de la partig (
est en tout point similaire. La preuve se fait par récurrengd = n — dim(f) > 1. Quandk = 1 et
g(n) = -1, ily a deux facetteg, htelles quef ™ = {g, h} et opp(f) = {{g, h}}. Commes(n) = -1, on a
1(f) = Viabjeopp(r) #(@) Ap(b) = u(@) Au(h) = Aactr- u(@) = A t<ap(8). Supposons maintenant que,
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Q@

@)e = (1,-1,-1) () e =(-1,-1,-1)

Ficure 7.5 — La (trés petite) diérence entre les fonctions de connexité(1, —1) et (-1, -1, -1).

pour un certairk € [1,n—1], on aite(m) = —1 pour toutm > n—ketu(b) = Ap<a (@) = Agesr+ u(a)
pour toute facdo de dimensiom — k. Soit f un face de dimension — k — 1. De la définition7.1.1,
on obtientu(f) = \,anecopp(r) #(8) A u(b), et, en utilisant I'hypothése de récurrence, il vient silor

uhH=\/ [[ Ay(c)]A[Ay(c)U

{a,b}eopp(f) \\ceal+ cebl

puis,

why=\ /\ w

{ab}eopp(f) ceal+ubt+

Du lemmeC.0.1(ii) , on af™ = al* U b'™ pour toute paired, b) € opp(f). On en déduit que :

wHy=\/  N\u@= ) uo.

{a,b}eopp(f) cefT+ cefl+

En utilisant a nouveau I'hypothése de récurrence, nousiobtefinalement :

Ar@= /A N\ e = N pb) = u(h).

f<a f<abpeal+ befT+

7.1.2 Dualité

Maintenant, nous regardons comment la correspondanceg@epdans ce chapitre entre les
images digitales et les images complexes se comporte quargdpnenons le négatif d'une image,
c’est-a-dire quand nous intervertissons I'objet et le fdddus montrons que I'image complexe as-
sociée au négatif d'une image digitaleest le négatif de I'image complexe associée a I'image
pourvu que nous changions la fonction de connexiéh son opposéecs. Cette caratéristiqgue nous
permettra d'établir en une seule fois des propriétés vedapbur I'objet et pour le fond, ou comme
dans la propositior7.2.3 des propriétés pour une paire d'adjacenceg) et pour la paire inverse

(B, a).
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e @

@e=(.,1-1) (©)e=(.,-1-1)

v

(C)S = (17_17 1) (d)g = (—1,—1, 1)

Ficure 7.6 — (a,b) Un tore construit avec six 3-faces illustre comintes deux sortes de 6-adjacence sont
obtenues. Il y a deux 3-faces du fond qui intersectent leS-4aces du tore. Ces deux faces blanches sont
26-adjacentes mais dans (a) elles ne s'intersectent pasedfomd (car le tore est un tore a trou nul) tandis que
dans (b) leur intersection appartient au fond. De cetterfagans (a), nous modélisons la {8)-adjacence
tandis que dans (b) nous modélisons I2@-adjacence. (c,d) Deux objets construits a partir aes tnémes
facettes en utilisant deux fonctions de connexité qui peusepriori étre utilisées pour modéliser la 18-
adjacence (voir la figuré.4(b)). Sur (c) nous pouvons apercevoir une 0-face rouge titeois cubes. C'est

ce qui est attendu car le fond doit étre muni de la 6-adjacehwe(d), il y a un trou a la place de la O-face
rouge, ce qui n'est pas correct en 18-adjacence.

Soitd : X — {0,1} avec X = Z" ouF") une image. Nous définissonsnitage négativele 0,
=0 : X — {0,1}, par-6(x) = =(6(X)) = 1 — 6(x), pour toutx € X. Dans ce qui suits est une fonction
de connexité arbitraire.

Proposition 7.1.4. L'image négative d’une imageréguliére es{—«)-réguliére.
Déemonstration.Soit f € F}_;, avec 1< m < n. Supposons qu&m) = 1. Alors, nous avons :

)(F) = =) == N\ u@ v p().

{a,b}eopp(f)
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Des lois de De Morgan, nous en déduisons que :

—(u(@)) A ~(u(b))

(ab)eopp(f)

(=)(@) A ()(b).
(a.b)copp(f)

(=)(f)

Le cass(m) = —1 est similaire. Ainsi;-u est une image-{g)-réguliére. O

Soitu : F" — {0,1} une images-réguliére. Nous définissons l'image: : F" — {0, 1} par
(=u)(f) = u(f) pour toutf € F] etu est C&)-réguliere. La figure.7 illustre cette définition.

Proposition 7.1.5. Pour toute image-réguliere,u : F" — {0, 1}, on a I'égalité—(—u) = —(—p).

-

po——

U —— —(-p)
Démonstration.Soit f € Fi. On a G(=1))(f) = ~((=)(f)) = ~(u(f)) = (=)(f) = (=(=))(f).
De plus,—u et —u sont <)-réguliéres. Donc(—u) et —(—u) sonte-réguliéres (propositiofi.1.4).
D'ol, ~(—p) = —(=w). O

Des définitions et propositions précédentes, nous dédufasitement le résultat suivant.

Proposition 7.1.6. Pour toute image digitalel : Z" — {0, 1} et toute fonction de connexit :
[1,n] — {-1,1}, on al'égalité—(l.(1)) = {_c(=A).

1 —s

,:gl l:
L) —— Lo(=2)

Les propositiong.1.5et7.1.6sont illustrées par les figur@s7et7.8.

Remarque 7.1.7.Schématiquement, la propositi@nl.6signifie que les notions d’objet et de fond
peuvent étre échangées sans perte de généralité, pourvia guadre d’adjacence et la fonction de
connexité associée soient modifiées en conséquence.

7.1.3 Calcul direct des valeurs d’'une image réguliere

Intuitivement, on peut supposer qu’il existe un lien engenbmbre de facettes appartenant a
I'objet dans I'étoile d’'une face donnée et la valeur de I'gaan cette face. Il nous a paru intéressant
d’interroger ce lien. Enféet, partant d’une image digitale, cela peut nous permettrecdlérer le
calcul de l'image réguliére associée, sous réserve queenestit stfisament simple. Cela peut
nous permettre également d’'obtenir la valeur d’une imagengmoint donné sans devoir auparavant
calculer la valeur de cette image sur toutes les faces dalééde ce point. Cela peut simplifier la
comparaison entre les composantes connex&s éer".
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(d) —(=) = =(=p)

Ficure 7.7 — (a) Une image1, 1)-réguliéreu : F?> — {0, 1}. (b) Limage (1 -1)-réguliére-u. (c) Limage
(1, -1)-réguliére-u. (d) L'image 1, 1)-réguliére-(—u) = —(—w).

[ ]
/’\\ ‘//\\
O\/ ® < 0
/ ~ e / ~ 7
o) O
;e o/ N
- ~
e Ty . .
\// ~ 7

a
[ ]

(@) (b) =2 (aprés rotation)

(€) Ze(1) (d) £-e(=4) = =(£:(2))

Ficure 7.8 — (a) Une image digitale : Z> — {0,1}. (b) Limage négative-1 associatée a. (c) Limage
e-réguliere,(1) associatée d avece = (-1,-1,1). (d) Limage (&)-réguliere/_.(—-1) associée &A. Les
images (b,d) ont été tournées-&e/2 le long de I'axe vertical pour faciliter la visualisatior ¢H).
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(@) (0)e = (-1,-1,1) ©)e=(L1-1) d)e=(-1,1-1)

Ficure 7.9 — (a) Représentation symbolique d’un triedre associgedacef € F" telle que dimf) = n— 3.
Points noirs :flT+ ; points blancsf™ \ flT+ (voir texte). Les lignes pointillées symbolisent I'existe d'une
face de dimension - 1, intersection de deux facettes tle. (b—d) Exemples de triédres, avec trois fonctions
de connexité diérentes (une des facettes bleues est cachée).

Ainsi, le but de la sectioii.1.3est de trouver si la valeur d’'une imageaéguliere en un point est
une fonction des et du nombre de facettes appartenant a I'objet dans I'étoilpoint. DansF?, la
réponse est positive et facile. Dafy la réponse demande d’étudier minutieusement une configura
tion particuliére (représentée sur la figuté) et, comme nous allons le montrer, bien que la réponse
soit en fait négative, elle n’est pas loin d’'une réponsetpesiDans des espaces de dimensions supé-
rieures, la réponse est négative et les configurations deétidp nombreuses pour espérer obtenir
un résultat utile.

Soit f € F", avecn > 3. Si dim(f) = n - 3, 'EPO (f7,<) a un unique élément minimal, &
savoir f, et 8 éléments maximaux, les facettes forméhit. Du point de vue des adjacences, ces
facettes sont géometriguement organisées comme les 8 $srdimee structure cubique. Nous no-
tons ff* les facettes dé'* dont les valeurs sont égales a 1. Qua‘ﬁﬁl est organisé comme dans
la configuration représentée sur la figur&@) (modulo rotations et symétries), nous disons que
flT  est untriédre. Nous définissons deux fonctions, trés proches du cardigagssaires pour cou-
vrir le cas de la configuration du triedre : Ca(l) = 3 et Card(E) = 5, si E est un triédre, et
Card (E) = Card"(E) = CardE) sinon.

Pour chaque fonction de connexiténous définissons récursivement la fonctégmpar :

5.0 [0l — [1.27
0 1
. 26.() -1 sie(n—i)=1
I+l = {258(0 sig(n—i) = -1

Il est facile de vérifier, a I'aide d’'une récurrence, que,r@outme [0,n], on a:
m
So(m) =1+ Y (1—s(n—k+1)).2m*2,
k=1

La fonction§ est la réponse (partielle) au probléme soulevé en intramuct la présente section
comme le montre la proposition suivante.
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Proposition 7.1.8. Soitu : F" — {0, 1} une images-réguliére et f une k-face d&" (avec n— 3 <
k<n-1).

(i) SiCard (") > 6.(n- k), alorsu(f) = 1.
(i) Sip(f) =1, alorsCard (f]*) = 6.(n— k).

Démonstration.On posem = n—dim(f) = n—k (on adonc 1< m < 3). Sim = 1, alorsé.(m)

est égal a 1 quaned(n) = 1 et est égal a 2 quangn) = —1. Puisque, dans le cas = 1, fT*

contient exactement deux faces, qui sont des facettes éppgsr rapport &, les assertions) et

(i) sont trivialement vraies poun = 1. Maintenant, supposons que € [2,3] et que les deux

assertions soient vraies paur— 1. Comme la relation enti& (m) eté.(m— 1) dépend de la valeur

dee(n— m+ 1) (c'est-a-dire de(dim(f) + 1)), nous étudions séparément les deux possibilités.
— Premier case¢(dim(f) + 1) = -1.

o Si Card(ff*) > 6.(m) = 26,(m— 1), alors nous déduisons du lemBeD.2 qu’il existe
deux faceg eth, opposées par rapportfatelles que Carqtﬂ*) > 0.(m-1) et Carth) >
ds(m - 1). Comme la dimension des facgset h est supérieure ou égalera— 2, nous
avons Cardf]") = Card (gl*) et Cardh|*) = Card (hl"), ce qui nous permet d'utiliser
I'nypothése de récurrence pour obtei(ig) = u(h) = 1. En se souvenant qeédim(f)+1) =
=1, nous avong(f) = \/(abjeopp(r) (@) A u(b) > u(g) A u(h) = 1, et par suitg«(f) = 1, ce
qui prouve(i).

e Inversement, si(f) = 1, de la définitior¥.1.1, nous obtenons facilement gqu'il exigtg h} €
opp(f) tels queu(g) = u(h) = 1. Ainsi, en utilisant I'nypothése de récurrence, nousmdts
Card'(g]") = Cardg@l*) > 6.(m~- 1) et Card(h]") = Card@l*) > 6.(m - 1). Puisque
g et h sont opposées par rapportfanous déduisons du lemnt&0.1 que Card(l“) =
Cardgl") + Cardql"). Ainsi, Card (f/*) > Card(f]*) > 25.(m - 1) = 6,(m). L'assertion
(i) est donc vérifiée.

— Second caseg(dim(f) + 1) = 1.

o Si Card(ff*) > 6.(m) = 26.(m— 1) — 1, alors (c’est une conséquence du lemine. 1(ii))
dans chaque couple de faces opposées par rappbrtildexiste une faceg telle que
Caro”(g}*) = Carng) > 6.(m— 1). Donc, par I'hypothése de récurrence, dans chaque
couple de faces opposées par rappait dexiste une face dont la valeur est égale a 1. Par
conséquentu(f) = Aapjeopp) (@) V u(0) = Aapjeopp) 1 = 1. Ainsi, nous avons prouve
.

e Inversement, si(f) = 1, de la définition7.1.1 nous déduisons qu'il existe dans chaque
couple de faces opposées par rappoftune faceg telle queu(g) = 1 ce qui, avec I'hy-
pothése de récurrence, implique que Cég@l*) = Card@]*) > 6.(m—1). Nous déduisons
finalement du lemme€&.0.3que Card(fl“) > 26.(m-1)-1 = 6.(m) ce qui prouvei{). o

De la proposition/.1.8et de la définitiori7.1.1(requise quandlT+ est un triedre), nous déduisons le
corollaire suivant.

Corollaire 7.1.9. Soitu : F" — {0, 1} une images-réguliere et f une k-face d& (n-3 < k< n-1).
Alors u(f) = 1 si et seulement si I’ensemblé*fsatisfait la condition de cardinalité Cdonnée dans
la table7.2
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dim(f)=n-2
& (....1,1) (...,-1,1) (..,1,-1) (...,-1,-1)
Cs Card(f]") > 1 Cardf{")>2 Cardf,") >3 Card(*) > 4
dim(f)=n-3
& (...,1,1,1) (...,-1,1,1) (..,1,-1,1) (...,-1,-11)

Card(f,*) > 4
f/* nest pas un triédre

P (..,1,1,-1) (...,-1,1,-1) (..,1,-1,-1) ¢..,-1,-1,-1)

Card(f, ") > 5
ou f/* est un triedre

C.  Cardf/")>1 Card@]")>2 Cardf,")>3

Card(f/") =6 Cardf/")>7 Card([") = 8

£

TaBLE 7.2 — Conditions nécessaires eft@antes pour avoj(f) = 1 (voir le corollaire7.1.9.

7.1.4 Images réguliéres et ouvertiermés réguliers

Nous avons défini I'objet et le fond d’'une image réguligre F" — {0, 1} comme les sous-
ensembleg1({1}) et x~1({0}) de F". Nous montrons dans cette section qu’ils n‘ont pas de gartie
minces ni de trous minces (par « mince », nous voulons dirérdergion plus petite que I'espace
ambiant). Ce point est particulierement important en cantbn géométrique (voir par exemple a
ce propos la section 3.2 ddackmore et Peter2007)).

La premiére proposition —facile a démontrer par récurreregsure que, dans une région dont les
facettes ont toutes la méme valeur, I'image a une valeuttaotessur les faces de toutes dimensions.

Proposition 7.1.10. Soitu : F" — {0, 1} une image réguliere. Soit € {0,1} et f € F". Si, pour
chaque facette g dand™f, u(g) = », alorsu(f) = d.
Grace a la propositioid.1.10nous pouvons maintenant établir que l'interieur, resglH&rence, de
I'objet (ou du fond) d’une image réguliére est un ouvertprasm fermé, régulier (la définition des
ouvertgfermeés réguliers est rappelée en Annéxe).
Proposition 7.1.11. Soitu : F" — {0, 1} une images-réguliére. Soib € {0, 1}. Alors (u~1({d}))° est
un ouvert régulier euj;fl({b}))l est un fermé régulier.
Démonstration.Soit E un sous-ensemble d&. Les deux chaines d’'implications suivantes sont fa-
ciles a établir :

fe(BY =>flcE'=f"cE'= f*cE

dge f'*,geE=>dg> f,ge E° = f e (E°)*
Maintenant, nous prenoris = i ~1({b}). De la propositior.1.1Q nous obtenon$™ C E = f € E.

En prenant la forme contraposée de la proposifidn1Q on a aussf € E = 3ge f'*,ge E.Ona
doncE!° ¢ E c E°Y. On en déduit facilement que :

VY c Bl c ol = pol c U
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ol la derniére inclusion vient d& ¢ E'. On a donc I'égalité€!”" = E! ce qui signifie queéE’ est un
fermé régulier. La preuve de I'égalif®!” = E° est similaire. O

Quand la fonction de connexité est constante, la propasitib.11peut étre simplifiée car I'objet
et le fond de I'image sont dans ce cas des ouverts ou des fermés

Corollaire 7.1.12. Soitu : F" — {0,1} une images-réguliére. Sie = -1, alors u~1({1}), resp.
1~1({0}), est un ouvert, resp. un fermé régulier.sSt 1, alors u~2({1}), resp.u~1({0}), est un fermé,
resp. un ouvert, régulier.

Démonstration.Sie = -1, il est clairqueg 2> f = g'* c T+ = Anegt+ #(h) = Apesrs u(h) =
u(g) > u(f). Alors,g 2 f et f e u~1({1)) impliqueg € u~1({1}), c’est-a-direu~2({1}) est un ouvert.
Par suiteu~1({1}) = (u~1({1}))° est un ouvert régulier (proposition1.13). De la méme facon, si
e=1,gc fimpliqueu(g) > u(f). Donc,u1({1}) est un fermé régulier. Le résultat pqurt({0})
s'obtient par dualité (voir la remarquel.?). O

Remarque 7.1.13.Le fait que I'intérieur de I'objet et du fond d’une image rdigte sont des ouverts
réguliers peut étre étendu aux surfaces entre les objetsfend. En get, considérons une k-face de
F", 0 < k < n, qui est dans ungégion localement plange la surface dans une imageégulierep,
c’est-a-dire telle qu'il existe une paii@, b) € opp(f) verifiant d* c x~1({0}) et '+ < u~1({1}) (voir

la figure 7.10). Il est facile de montrer que toutes les i-faces; k< n, dans f qui ne sont ni dans

Ficure 7.10 — En vert : une région localement plane de la surface da@smages-réguliereu. La facef
(voir texte) est la O-face au centre de I'image. En rougehjéb En jaune : le fond.

a' ni dans B, sont aussi dans la région localement plane de la surfacedgticulier, dans chaque
paire de faces opposées par rapport a ne 1)-face de f \ (a' ub'), il y a une facette de I'objet et
une facette du fond. Donc, cés— 1)-faces sont toutes dans I'objet ou elles sont toutes darmntd f
(suivant la valeur de(n)). Maintenant, examinons a nouveau le cas de la k-face f.&définition
méme d’une image-réguliére, nous avons :
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— sigk+1)=1,
u(f) = [ A u(e) v M(d)] A (u(@) v u(b))
(c.d)eopp(f)\ifabh}
= { u(c) v u(d)] Al
(c.d)eopp(f)\ifabh}
= N\ HEvu@)
(c.d)eopp(f)\ifabh}
— sigk+1)=-1,

u(f) = [ u(c) V#(d)] vV (u(@) A u(D)

(c.d)eopp(f)\t{ab}}

{ u(c) A u(d)] vo
(c.d)eopp(f)\ifabh

=\ @ Aru@).
(c.d)copp(f)\i{ab)

Ces égalités prouvent que la valeur déf) dépend seulement des valeurs dsur les(k + 1)-
faces de T\ {a b} qui sont dans la région localement plane de la surface. Atspeut facilement
montrer par récurrence que(f) dépend seulement de la valeur &{@) et est égal au(g) pour tout
ge fT\ (a' ubm). Cela prouve que toutes les faces de la région localemenepde la surface dans
I'image u partagent la méme valeur.

7.2 Chemins et lacets

Dans cette section, nous étudions comment les fonctipdgfinies dans la sectiohl se com-
portent vis-a-vis des chemins da#8 et F". Les principaux résultats sont les théorenies.8 et
7.2.13 Le théoremer.2.8affirme que la fonctior?, induit une bijection entre I'ensemble des com-
posantes connexes de 'objet (resp. du fond) d’'une imagéalliqt : Z" — {0,1} et 'ensemble
des composantes connexes de I'objet (resp. du fond) degéméguliereu = (1) : F" — {0, 1},
la fonctione étant choisie en accord avec la paire d’adjacences utiliaBsZ". Le théoreme’.2.13
énonce qué, induit un isomorphisme entre le groupe fondamental digigal=*({1}) (resp.1~1({0}))
de point de basa (a € Z") et le groupe fondamental de*({1})) (resp.u({0})) de point de base.”

7.2.1 Composantes connexes

Nous expliquons ici comment nous associons a+amemin digital un arc darig" et nous mon-
trons que cette association respecte les composantesxesnde I'objet et du fond. Les notions
d’a-chemin (digital), d’arc et de chemin fini régulier dans unE$bnt définies respectivement aux
chapitre2 et 6 (sections6.1.1et6.2.1).
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Soit y ety’ deux arcs danB". Nous écrivons y < y’ s'il existe deux cheming < p’ dansF"
dont les traces soptet y’ (tous les chemins da® considérés dans la secti@r2 sont des chemins
finis réguliers).

Définition 7.2.1. Soitw une relation d'adjacence s&" ety = (p;)i_o (r > 0) unw-chemin dang.".
L'arc {(y) dansEF" est défini pac/(y) = (q; J{O avec, pour tout E [0, r], opi = fi et g = 0j-1 N Qj+1
si jestimpair (je [1,2r — 1]).

Il est évident que la suite de facégy) définie ci-dessus estfectivement un arc dari®’, et
celui-ci est lui-méme la trace d’'un chemin fini régulier d@igproposition6.2.2. Il est important
de noter que la fonctiorj de la définition7.2.1ne dépend pas de la valeur de Cependant, pour
comparer les relations de connexité dafiset dansF", nous avons besoin de préciser le lien entre
le choix de la paire d’adjacence ddi% et le choix de la fonction de connexité daris(le lecteur
reconnaitra la correspondance déja donnée dans landple

Définition 7.2.2. Soit (a,8) une paire d’adjacences sut". La fonction de connexité(a,p) :
[1,n] — {-1, 1} est définie par :

-1 si (@,B)=@n3"-1)
1 si (@,B)=3"-12n
(-1,1,-1) si n=3et(a,p) =(6,18)
(1,-1,1) si n=3et(a,pB) =(186).

(@, p) =

Dans la suite de la sectiah2, nous utilisons les notations suivantes qui ne seront féppeue
dans les énoncés des théorémes :

— (a,B) est une paire d'adjacences &ilr;
¢ est la fonction de connexitda, B) ;

b estun entier égalaOoul;
westégalarsib=1etestégal @sid=0;

— 1:Z" — {0, 1} est une image sut";

— p est'image suif" égale &,(1).

La proposition suivantefirme que la fonction” associe a un chemin dans I'objet (resp. dans
le fond), de I'image digitalel, un arc dans I'objet (resp. dans le fond) de I'image compjlexea
conséquence principale de cette proposition est que legesnaar la fonctiod,, des composantes
connexes de I'objet (resp. du fond) de I'image digitakont incluses dans les composantes connexes
de I'objet (resp. du fond) de I'image complepe

Proposition 7.2.3.L'image, par la fonction?, d’'un w-chemin dansi=({d}) est un arc dang~1({d}).

Démonstration.La preuve est donnée pour,3) = (3"—1,2n) et (n = 3 et (@, B) = (18,6)). Les cas
(@,8) = (2n,3" - 1) et h = 3 et (@, B) = (6,18)) s’obtiennent par dualité (voir la remarqnd.?).
— Cas{.8) =(3"-1,2n).
On ag(k) = 1 pour toutk € [1,n]. Siy = (p)i_, (r = 0) est una-chemin danst—1({1}),
du corollaire7.1.9et de la table7.2, on obtient directement qué&pi_1 N P;) = 1 pour tout

3. La notationy < x’ ne signifie pas que& est un ordre (c'est en fait un pré-ordre sur 'ensemble desnats finis
réguliers). Par exemple, aic b c ¢ sont trois faces distinctes @&, on vérifie facilement quea(c) < (a, b, c) < (& c).
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i € [1,r], c'est-a-dire que’(y) est un arc dang~({1}). Siy est ung-chemin dansi~1({0}),
alors dimfi"1 N {) = n— 1 et, par suiteu(pi_1 N B) = u(pi_1) v u(f) = 0v 0 = 0 pour tout
i € [1,r]. Il vient que (y) est an arc dang 1({0}).

— Casn=3et@,pB) =(1806).
La fonction de connexité est telle ques(3) = 1 eteg(2) = —1. Siy est un 18-chemin dans
A71({1}), alors toutes les faces gent une dimension supérieure ou égale & 1. Ainsi, & nouveau
grace au corollair@.1.9et a la table7.2, on trouve que«(pi_1 N P;) = 1 pour touti € [1,r] :
£(y) est un arc dang=%({1}). Siy est un 6-chemin dans({0}), nous utilisons la preuve du
cas @, 8) = (3" - 1,2n). O

La proposition suivante est évidente.

Proposition 7.2.4. La fonction/ est un homomorphisme pour le produit des chemins digitale et
produit des arcs : pour tous-cheminsy,y’ € Z", Z(y.y’) = £(y).L(Y').

L'injectivité de ¢ est évidente car deux-xels distinctsa,b € Z" sont associés a des facettes
distinctesa b € F". La proposition7.2.7 prouve la surjectivité dé modulo les déformations : tout
arcy ded ab dans I'objet (resp. dans le fond) d’'une image régulié(a) est la déformation d’un arc
{(y) pour un certain chemipndea ab dans I'objet (resp. le fond) de I'image digitalgétant entendu
gue la fonction de connexit€est correctement associée a la paire d’adjacences de €ir)abjous
établissons une version forte de la surjectivité, impliquges chemins dari®’, dont nous aurons
besoin dans la section suivante traitant des groupes fazmtanx. Le lemmé&.2.5est le point clef
de la preuve de la propositiah2.7.

Lemme 7.2.5.Soit p un chemin dans 1({d}) dont la trace es(f, g, h) avec f> g c h. Soitgab € Z"
deux xels det"1({d}) tels quead > f et hc b. Il existe unw-cheminy dansA=({v}) de a & b et un
chemin g, ¢= p, dont la trace es{(y).

Démonstration.La preuve est donnée poar= 1. Le casd = 0 est obtenu par dualité (cf. re-
marque7.1.7. Sia = b, nous posony = (a) etq = alp ) et le lemme est démontré. Supposons
maintenant que # b. On poseg’ = an b. Il existe trois intervalles inclus dans,[f] tels que
p=f1 +gl; +hlk. Puisquea> f >gchc b, nous avong c .
— Sie = -1, commeg € x~1({1}), nous obtenons de la propositi@rl.3que toutes les facettes
dansg’ ont pour valeur 1. Ainsi, il est trés facile de construire avtheminy = (di)ikzo,
1 < k < n, deaabdansa 1({1}) tel queg C d pour touti € [0,K]. De plus, nous pouvons
facilement définir un chemig dansu~1({1}) dont la trace esf(y) et tel queq > p.
— Sie = 1, & nouveau grace a la propositiéri.3 on ag’ € u1({1}) card e g etu(d) = 1.
Donc, nous pouvons poser= (a,b) (y est unw-chemin car iciw = 3" — 1) et définirq par
q(t) = asip(t) = f, q(t) = g’ si p(t) = getq(t) = bsip(t) = h.
— Sin=3ete = (1,-1,1), nous déduisons de la tafe2 que si dim{) > 1, alorsy’ € u~1({1})
et on conclut comme ci-dessus en posast(a, b) (ici, w = 18).
Sidim(@’) = 0, alorsg’ = g et, encore grace a la table2, nous savons qu'il existe au moins
une facette supplémentaicec # aetc # b, dansg'™ n x~1({1})). La figure7.11 montre la
configuration (modulo rotations et symétries). Nous posvalors posely = (a,c,b) et la
définition d’un chemirg plus grand quep ne pose pas de fiiiculté.
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Ficure 7.11 — Preuve du lemmg&2.5: casn = 3,¢ = (1,-1,1) etdim@’) = O (voir texte).

— Sin=3ete =(-1,1,-1), ce qui correspond &(B) = (6, 18), comme dans le cas précédent,
nous trouvons en consultant la taBl@ qu'il existe dangy™ N u~1({1}) sufisament de facettes
pour construire un 6-chemin dans'({1}) deaab:

Sidim(g) = 2, alorsg’ = g et nous posong = (a,b) (q peut étre défini comme dans le cas
e=1).

Sidim(g) = 1 (resp. dimg) = 0) alors il existe au moins trois (resp. six) facettes dafiwile
deg, parmi lesquelles étb,de sorte que nous pouvons facilement définir un 6-chendians
A71({1}) et un chemirg dansu~1({1}) dont la trace esf(y) et qui est supérieur ou égala

La figure 7.12 montre toutes les configurations minimales possibles (odiiations et sy-
métries) quand ding) = 0 ou dim@) = 1 (par minimales, nous entendons que I'étoilegde
dans I'objet contient au moins les faces représentées figuta). O

Dans la preuve de la propositi@n2.7nous utiliserons aussi le résultat suivant.

Lemme 7.2.6.Soit (X, <) un EPO. Le produit des chemins est compatible avec la relatiordre :
pour tout gab,c e X ettouschemins g p’deaabetgc g debac,onam<p.q.

Démonstration.Soitt € [0,1]. Sit < 1, alors, p.q(t) = p(2t) < p'(2t) = p.q(t). Sit > 3, alors
palt) =aq2-1)<q(2t-1)=p.q®. o

Proposition 7.2.7. Soit ab € Z". Soity un arc de la facetté a la facetteb dansy({d}) et p un
chemin dang1({d}) dont la trace esk. Il existe unw-cheminy de a a b dansi=%({d}) et un chemin
q dansu~1({d}), g > p, dont la trace est(y).

Démonstration.La preuve est donnée pobr= 1. Le casb = O est obtenu par dualité (cf. re-
marque7.1.7). Soity = (g)_, (r = 0) un arc de la facetta a la facetteb dansu({1}) et
P = Yi_oal; un chemin dont la trace egt La preuve se fait par récurrence syra longueur
dey. Sir = 0, la proposition est évidente. Supposons maintenant qu@paiété est vraie quand la
longueur dey est strictement inférieure a un entrep 2 (r = 1 est impossible). Soit € [1,r — 1]

le plus petit entier tel que; est un minimum local dg, c'est-a-dire tel queyi-1 D 0j C Qj+1
(souvenons-nous qup = aetqg = b sont des facettes) et sdite [ j + 1, r] le plus petit entier tel
guegk est un maximum local de, c’est-a-diregk_1 C gk O Ok:1. Soitt le centre de I'intervalldy et

¢ : [0,1] — [0, 1] la fonction bijective qui envoi¢ sur% et est lineaire entre O ekt entret et 1. On
apogt= (2!10 Qi1(2ap)(li’))-(2ir=k o 1(2¢_1)(|i~)) ou Ii=1isi0<i<k I, =1kn[0,t], Y =1kN [t, 1]
etl” =l sik < i < r. De la forme contraposée de I'assertion de la proposifidn1Q on déduit
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Ficure 7.12 — Preuve du lemme2.5: casn = 3,¢ = (-1,1,-1) et dim@) < 1 (voir texte). (a)g est une
1-face (en jaune)a &tb sont deux des trois 3-faces (en bleu). (bg-€st la O-face (en rougejetb sont deux
des six 3-faces (en bleu).

;|

(©)

qu'il existe un xelc € Z", tel quec € A71({1}) ety C & (si gk est une facette dB”, & = g). Comme
€L2p-1)07) *+ Dizke1 GiL2p-1)07) €St UN chemin de &b dont la longueur est strictement inférieure a
r, par hypothése de récurrence, il existeusnheminy® dec ab dansa~1({1})) et un chemirg® de
¢ abtel que/(y®) est la trace dg® etq® > Elp,-1)1r) + Liye1 Gil@e-1)r) = iy Gi 1(2¢, 17)-
D’un autre c6té, grace au lemnie2.5 nous pouvons définir dans({1}) un w-cheminy) dea a
. _ - 5 k ~ =1,
c et un chemin dang~*({1}), d® > &Ly + djLeaay + Eleaw = Sicotileam), oUl = Uz,
etJ = U:(:j+1 7, dont la trace est(yM). Finalement, nous posons= y.y@ etq = q¥.q?.
PuisqueZ est un morphisme (propositioh2.4), Z(y) est la trace de et, grace au lemme.2.6 on a
q> po ¢ tetpar conséquent,o ¢ > p. Il est clair queg o ¢ a la méme trace qug ce qui termine
la preuve. ]

Nous pouvons maintenant établir notre premier théorémaeffijume que la correspondance entre
les images digitales et les images régulieres proposée agankapitre conserve les composantes
connexes d’'une image digitale quelle que soit I'intergiétade I'image retenue par le choix d'une
paire d'adjacences classiques.

Théoréme 7.2.8.Soit (a, 8) une paire d’adjacences s@". Soite la fonction de connexité(a, B).
Soitd € {0,1}. SoitA : Z" — {0, 1} une image dang" etu = (1) I'image corespondante darf®'.

La fonction qui associe au xel@aZ" la facettea € F" induit une correspondance bi-univoque entre
les composantes connexesidé({d}) et les composantes connexesud&({bd})

Démonstration.Par les propositiong.2.3et 7.2.7, nous savons que deux poirasb dansZ" sont
dans la méme composante connexd d¢{d}) si et seulement si&étb sont dans la méme composante
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connexe de:1({d}). De plus, de la forme contraposée de I'assertion de la gitpo 7.1.10(et du
fait que, sif, g sont des faces d&" et f c g, alors (f, g) est un arc), nous obtenons qu’il n’existe pas
de composante connexe @e'({d})) sans facette. O

7.2.2 Groupes fondamentaux en dimension 2 et 3

Le but de cette section est de comparer le groupe fondameigital défini par Kong (voir
section4.1) pour des sous-ensembles A& n € {2, 3}, avec le groupe fondamental classique des
sous-espaces @&. Jusqu’a la fin du chapitré, la dimensiom de I'espace est restreinte a 2 ou 3.

D’abord nous montrons que lorsque deux chemins digitaukérivalents, les arcs correspon-
dants sont des déformations I'un de I'autre.

Proposition 7.2.9. Siy ety’ sont deuxw-chemins équivalents danis!({d}), alors I'arc £(y’) est une
déformation de I'ar@/(y) dansu~({d}).

Démonstration.La preuve est donnée pobr= 1. Le casb = O est obtenu par dualité (cf. re-
marque’.1.7). Puisque’ est un homomorphisme (propositidr2.4 et « étre une déformation de ou
égal a » est une relation d’équivalence, nous déduisonsdiitdtion de I'équivalence des chemins
digitaux (voir sectiord.l) qu'il suffit d’obtenir la conclusion du lemme pour deux chemins digitau
v,7' immédiatement équivalents. Cela revient a considéreragtyadansi~({1}) deaaa (a c Z"),
inclus dans un carré unitaire Bi= 2 oun = 3 etg = 26, ou inclus dans un cube unitaire, et a
montrer que’(y) est une déformaton de I'arc constaniNous appelon€ le carré, ou le cube, uni-
taire considéré. On peut supposer, sans restreindre |aadjéhéle la démonstration, que le laget
est élémentaire, c’est-a-dire que tous les pointg,d®rmis les extrémités sont distincts (sinon, on
applique autant de fois que nécessaire le résultat obtamlgmarcs élémentaires). Sila longueur de
v est inférieure ou égale a 2, alors la propriété a démontté&vetente. Maintenant, nous supposons
que la longueur dg est supérieure ou égale a 3. On ntéa face deF" située a l'intersection des
facettesh, b € C. Notons que I'are’(y) est inclus dansn’. Puisqu’au moins trois facettes distinctes
deC appartiennent a~1({1}), nous déduisons de la tatie2 que, sie = 3" -1 ou (1 = 3 eta = 18),
alorsm e u~1({1}) et nous pouvons trés facilement constrditme suite d’étirements élémentaires
de @) a/(y) °. Nous supposons maintenant que 2n. Pour terminer la démonstration, nous exami-
nons tous les lacets élémentaires qui peuvent étre casgdans un carré, ou un cube, unitaireztle
(modulo rotations et symétries). Le lecteur peut vérifiedadigure7.13que, dans chaque cas, I'arc
£(y) peut étre déformé (daps’({1})) en un arc constant en introduisant la facdans¢(y). O

Maintenant, nous nous intéressons a la réciproque de lagitimm 7.2.9 qui est plus diicile a
obtenir. Nous montrons d’abord (lemrie2.1Q que, si un arc dans({d}) est un étirement élémen-
taire d’'un autre arc dans*({d}), il existe un chemin digita}y dansA=1({b}) dont I''mage(y) est
supérieure aux deux arcs. Ensuite, nous prouvons (lem2ngl) que, siles images de deux chemins
digitaux dansi~1({b}) sont plus grands que le méme arc dan¥({b}), ces deux chemins digitaux
sont équivalents. De ces deux lemmes, il n'est pfiicidié de conclure (proposition.2.13.

4. On pourrait aussi invoquer I'existence d’'un minimum peur déduire la contractilité de’ N A71({1}) (pro-
priété4.2.10.

5. Si(y) = (f)i, (r = 2 etfy = f, = a) nous utilisons la suite d'étirements élémentairgy & (fo,m f) —
(fo,m, frg, fi) = ... = (fo,m fy, ..., o) —= (fo, f1,. .., fr).
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Ficure 7.13 — Preuve de la propositidii2.9 Nous utilisons I'ordre dual darf®' pour représenter le cayoéibe
unitaire : les facettes sont représentées par des poist§) e 1)-faces par des arétes et ainsi de suite. En
particulier, la facen (voir texte) est vue comme le carf& b, c,d} ou le cubegla, b, c,d, e, f, g, h}. L'arc £(y)

est dessiné en traits pleins. Comi€l) est une image réguliére, quelle que soit la fonction de egité

g, quand deux sommetg@-adjacents (qui sont en réalité des facettes) du polyégresenté sont sy(y),
I'aréte qui les relie appartient@ri({1}) et quand les quatre sommets d’un carré sontg, alors le carré
appartient a~1({1}). (a) Tous les sommets, et domcsont dang~1({1}). (b—d) Ces trois figures ne concernent
que le casd,B) = (6,18), c'est-a-dires = (-1, 1, —-1). Sur chaque figure, la longueur gest supérieure ou
égale & 6, donc, de la table2, on déduit quen € x~1({1}).

Lemme 7.2.10.Soit ab € Z". Soity ety’ deux arcs d& ab dansu1({d}). Siy’ est un étirement
élémentaire dg, alors il existe dang~1({d}) un w-cheminy de a a b tel que&(y) > y ets(y) > .

Démonstration.ll y a deux cas dans la définition d'un étirement élément&ies deux cas sont trés
voisins aussi nous ne donnons la preuve que pour 'un des @muyosey = (fi)l_, (r > 1) et
X = (fi):go.(fio, f, fi0+1).(fi){=i0+l avecip € [0,r — 1]. On peut supposer, sans perte de généralité,
que fio C fio+1-
— Casf C fig11.
On considére un chemip = Y|, il dont la trace est (un tel chemin existe d’apres la
proposition6.2.9). Gréace a la propositioi.2.7, nous savons qu'il existe un-cheminy dans
A71({d}) deaab et un chemirg dansu~2({d}) dont la trace esf(y) et tel queg > p. On posey =
max(i,) = inf(li,+1) (puisquefi, c fi 11, l'intervalle I;, est fermé a droite (propositidh2.3).
Soitd > 0 un reel tel qugy — 26 € Ij, ety + 26 € lj,41 (6 existe carp est régulier). On pose
p = 2:161 fily, + fi,L + 1 + fige1dir + Zir:io+2 fil,oul” =[y-48,y+4],sifc fyet
I =]y,y+d]sifiyc fcfigz, |l =1li,\I"etl” =lj,:1\I". Ainsi, p’ est continu et il est
manifeste que latrace gg esty’ etp’ < p.Onadong’ < p<q. Puis/(y) > yeti(y) > x'.
— Casfj;1 C f.
Toujours grace aux propositiols2.2et7.2.7, nous comengons par construireawstheminy’
dansi~1({d}) deaab et deux cheming’ = Z:io fil, +fL+ {:i0+1 fil;,, o dansu~%({b}) dont
les traces sont’ et/ (y’) et tels quey’ > p’. On posep = Z:‘;O fil;, + fige1dir + Z{:i0+2 fid);
oul” =1 U lj,.1. Alors, p est un chemin dont la trace gsetp < p’ < . D'ou, £(y’) > x et

() zx. O
Lemme 7.2.11.Soit ab € Z". Soity un arc de la facetté a la facetteb dansu1({d}) ety,y’ deux

w-chemins de a a b dans({d}) tels quez(y) > x et(y’) > x. Alorsy ety’ sont équivalents dans
A7H({v)).

Démonstration.Soit p, po, g, g quatre chemins dans({v})) dont les traces sont respectivemgnt
X, {(y), {(y) et tels quep < qetpo < ¢. Sip # po, puisque ces deux chemins finis reguliers ont
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la méme trace, les intervalles de leurs séquences d'ifliesvaont deux a deux homéomorphesi{le
intervalle de I'une des deux suites est fermé a gauche @eadpite) si et seulement siigintervalle
de l'autre suite est fermé a gauche (resp. a droite)). Dbegjste un homéomorphismg linéaire
par morceaux, tel qupp = p o ¢. On posey = qj o o L. Commeqy; > po, on aq’ > p. De maniére
évidente, la trace dg est{(y’). On pose aussp = Y/ fil,, g = X2,01; etq = X hilk
(r,s,t > 0). Nous prouvons le lemme par récurrencersuia longueur dg . Pourr = 0, le résultat
est évident. Supposons maintenant que la propriété estquaind la longueur de est strictement
inférieure ar (r > 2 carr ne peut pas étre egal a 1). Spit [1,r] le plus petit entier tel que;
est un minimum local dg, c’est-a-dire tel qudj_; > fj c fj.q1 (fo = aetf, = b sont des facettes
doncf; existe) et soif’ € [ j + 1,r] le plus petit entier tel quéj; est un maximum local de (voir la
figure 7.14 sur laquelle I'argy est représenté par une ligne rouge, I'afg) par une ligne pointillée
noire et l'arc/(y’) par une ligne noire pleine). $f = r, c’est-a-diref;, = b, alors/(y) etZ(y’) sont

I rgkzeo

I ]
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Ficure 7.14 — Les arcg (en rouge){(y) (en pointillés noirs){(y’) (en trait plein, noir) ek (en vert).

inclus dansf;’, doncy ety’ sont inclus dans le méme carré&2 dez" (si dim(f;) > n— 2) ou dans
le méme cube & 2 x 2 deZ" (si dim(fj) = n— 3). De plus, sh = 3, dim(f;) = 0, (a,8) = (6,26)
etd = 1 (ou @, B) = (26,6) etb = 0), alors nous déduisons de la propositibh.3qu’il n'y a pas de
facette ayant la valeur 4 b dansf;". Ainsi, en utilisant la définition de I'équivalence entresafins
digitaux, nous trouvons que les ancety’ sont immédiatement équivalents. Singh< r), on pose
Iy =1y,4 avec O< y < z < 1 (commef; est un maximum local, on déduit de la proposit®a.3
quelj est un intervalle ouvert de [@]). Soitk € [0, 5] et k" € [0, t] les entiers pairs définis par
ze JU 1 etze Ky UKy,a. Puisquep < g, p < g etgk, he € F) (en particulierJy et Ky sont
ouverts sur la gauche), la définition kletk” assure quey 2 fj € he et, par suite, qug; € ij pour
touti <keth; € ij pour touti < k” (voir les figures7.14et7.15. Si fj; € Fy, alors nécessairement

7| ] Kk’UKk’il‘}
\
Jp U Jil

a] —— ——E -
I ‘

p| 4—""F—pt—
H ; i

Ficure 7.15 — Positions relatives des intervalles J U Ji.1, Kie U Kii1 €t des réely, z, m (voir texte).
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Ok = hw = fj et nous posong; = (fj). Sinon (dimj) < n), nous posong; = (k. fj', k) (xg
est représenté en vert sur la figurd4). Dans les deux cagy est un arc dang~1({d}) donc, de la
proposition7.2.7, nous déduisons qu'il existe up-cheminyg dans1~1({d}) tel quel(yg) = xg (en
2D, comme dans I'exemple représenté sur la figuig on a nécessairemetity;) = x;). On pose
ensuite/(yg) = (&)L, (U > 0) eton aey = gk etey = hy. De plus,yg est un arc danSj/T qui estinclus
dansfjT de sorte qué(y,) est aussi un arc darf;;T. Soityo, y1 ety] lesw-chemins danga1({v)) tels
qued(yo) = (G)Kg £0n) = (@3, €1¢(ry) = ()L, ON posey” = yo.vy.; (les arcs(yo), {(v)

et (y}) sont représentés sur la figurel). Puisque/(y”’) = {(y0).-{(yvp)-(hw, ..., M), il difféere de
() = (ho,...,he).(he, ..., h) seulement dani;jT. Ainsi, quelle que soit la relation d’adjacence,
on peut conclure comme ci-dessus que les gfosty’ sont équivalents.

¢(70) - T <06)
\:LJ@;;JK

—/

|

|
——/ O
4

Ficure 7.16 — Les trois arcs définissafiy’”’).

Pour pouvoir utiliser I'hypothése de récurrence, nous @&ims maintenant trois nouveaux chemins.
Pour cette définition, nous devons choisir un nombreméelly, 2 N(JU ;1) N(Ke UKk 41). Un tel
nombre existe cal U Jy.1 et K U K41 Sont ouverts a gauche et contienne(toir la figure7.15.

Le premier chemin est obtenu a partirplen enlevant toutes ses faces avhnet en les remplagant
par la facett@) : p1 = gkLjo,+ fjr Ly.4 +(P)[z1) Ol la notation p); désigne la restriction de la fonction
p a l'intervalle | (p; est représenté par une ligne rouge sur la figuit§). Comme nous enlevons au
moins deux facesf§ et f;) et comme nous ajoutons juste une face, la longueur de la ti@p; est
strictement inférieure & Nous devons vérifier que tous les nouveaux chemins sonligéguCela
implique d’examiner le premier intervalle dapg, ;). Cet intervalle esty, 7 (car Jy,4 = 1 donc
p(2) # fj) et n'est pas un singleton. Le second cherginest obtenu d’une fagon similairepa : on
enléve & toutes ses faces avagy, de sorte que la trace dg est{(y1) : g1 = OkLjo,m + (Dm1 (1
est représentée par une ligne pointillée noire sur la figut@. Le premier intervalle dansiljmz;
est soit associé g (et dans ce cas doit étre réuni avecrif), soit associé &k.1 Sim € J,1. Mais
dans ce dernier cas, par définition kiez est aussi dandyx,;1 de sorte que le premier intervalle de
(9)m1) Ne peut jamais étre un singleton. Le troisieme chegpiast obtenu de’ en enlevant toutes
les faces avartte et en ajoutant avartte les faces de I'ar¢(y;) avec, pour le choix des intervalles,
la contrainte quey; doit étre égal &y, et py sur [Q Y[ : ] = Okljoy + Zi“:lalKi/ + (9 )imy ou les
intervallesK; sont supposés bien définis pour assurer la contingjt@gt représenté par une ligne
noire pleine sur la figuré.17). La trace dey; est((yp).¢(yy) = {(¥,.v7)- Le premier intervalle dans
(dy)im1 est soit associé i, = e, (et dans ce cas doit étre réuni a¥€y), soit associé &1 mais
dans ce cas, comme ci-dessa®st aussi dans cet intervalle de sorte que le premier itleema
peut jamais étre un singleton. Ainsi, nous avons trois cheméguliersps, g:,q; €gaux ap,q,q’
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Ficure 7.17 — Les traces des trois chemms(en rouge)q; (en pointillé) etq; (en noir).

sur [m, 1] si bien queqy > py etq; > pg sur [m, 1]. Les trois chemins sont identiques d@ sur
[0,y[. Sur [y,m[, p. = fj qui est une face incluse dagg, la trace deg; sur l'intervalle [y, m[. De
plus, la facefj est incluse dans toutes les faces(@g), la trace deq;. Ainsi, g1 > py etq; > py
sur [Q 1]. Nous pouvons maintenant appliquer I'hypothese de rénge : lesv-cheminsy; ety;.y;
sont équivalents. Par suite, lescheminsy = yo.y1 ety” = yo.y;.¥; sont équivalents. Comme nous
avons prouvé auparavant gquéety’ sont équivalents, nous pouvons finalement conclureycpie’
sont équivalents. 0

Proposition 7.2.12.Soit ab € Z". Soity ety’ deuxw-chemins de a a b dans*({d}). Si l'arc £(y’)
est un déformation dans*({d}) de I'arc £(y), alorsy ety’ sont équivalents dans({d}).

Démonstration.Soity, " deuxw-chemins dea a b dansi~1({d}) tels ques(y’) est un déformation
de {(y). Par définition, il existe un entier> 0 et une suiteS d’arcs dang:1({d})) (avecu = (1)
ou ¢ est la fonction de connexité associéendd), S = (xo = Z(),. ... xi».---xr = (), telle
que, pour toui € [1,r], soit x; est un étirement élémentaire ge, Soit yj_1 est un étirement
élémentaire dg;. Du lemme7.2.1Q nous déduisons qu'il existe une suig de w-chemins dans
A7H(0)), Sp = (40, - -. Vi - - > ¥r41) tels queyo = ¥, yr1 = ¥ €t, pour toui € [1,r], Z(3i) = xi-1 et
(yi) = xi. Enfin, par le lemm@&.2.11, nous obtenons que, pour tawt [1,r + 1], yi_1 est équivalent
avi. On en conclut que est équivalent &’. O

Soita € A71({d}). Soitrp(171({d}), a) le groupe fondamental digital de1({d}) avec point de
basea etp(u1({d}), &) le groupe des arcs daps!({d}) ded ad, modulo les déformations.
Grace aux propositions.2.3et 7.2.9 nous pouvons valablement définir la fonctiopar :

{r m@),8) - p().8)
[¥] = O]

ou [0] dénote la classe d'équivalence @¢pour la relation d’équivalence sur les chemins digitaux
deZ" du c6té gauche et pour les déformations sur les aré® de coté droit). La propositioid.2.4
s'interpréte alors comme Ifarmation que’ est un morphisme. La propositidn2.12établit I'injecti-
vité deZ. Comme deux chemins comparables sont équivalents (coeddld .6, la proposition7.2.7
prouve la surjectivité dé. Nous en concluons que les deux groupgél1({d}), a) etp(u1({d}), 8)
sont isomorphes et, puisqpé:~1({d}), &) et 7(u~1({d}), &) sont isomorphes (théorénte2.14, nous
pouvons énoncer le théoreme suivant.
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Théoreme 7.2.13.Soit(a, 8) une paire d'adjacences si". Soite = 7(a, 8) la fonction de connexité
associée da,p). Soita : Z" — {0,1} une image danZ" etu = (1) 'image correspondante
dansF". Pour tout ae 171({b}), le groupe fondamental digital d&2({d}) avec point de base a est
isomorphe au groupe fondamental de I'EP©O{({d}), ) avec point de basa.

7.3 Conclusion

Nous avons proposé umodus operanddour plonger une image digitale binaire muni d’'une paire
d’adjacences standards dans I'espace des complexes esbijjous avons vérifié en particulier que
ce plongement préserve les composantes connexes et leugegrfondamentaux, tant dans I'objet
que dans le fond de I'image. De plus, ces plongements onéétéside fagon a pouvoir étre étendus a
d’'autres sortes d’'images, en particulier aux images dédaBenous pouvons transporter la partition
associée a une image de label dans un espace topologiquaeteklyi des complexes cubiques,
nous aurons alors a notre disposition une palette d’outffssants pour contréler de fagcon robuste la
topologie de chaque élément de la partition initiale et @etitipns plus grossiéres gu’elle engendre.



Troisieme partie

Modeles topologiques et points simples
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CHAPITRE 8

Les calques

8.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d'étudier la topologie des imagellaks en suivant I'idée qu’un
processus qui préserve la topologie d’'une image de labélsattserver non seulement la topologie
des labels pris isolément mais aussi la topologie de leumnsar(voir sections), ce qui revient a
exiger que de tels processus ne modifient pas les caraduéeisttopologiques des éléments d’'une
partition donnée d&" ni de toute partition plus grossiére que la partition ihétid&En d’autres termes
encore, nous faisons I'hypothése que les véritables objiet®rét d'une image de labels, plus que
les éléments d’'une partition, sont les éléments de I'enkedds parties de la partition.

Nous avons adopté un point de vue assez théorigue afin deipoouerir une large palette de
situations. Dans le modele proposé, toute paire d’adjacde@" peut étre utilisée pourvu qu’elle
soit modélisable dans un EPO (voir le chapifjeil n'y a pas d’hypothése sur la topologie initiale
des objets (nous n'utilisons pas de connaissanmeaori) et les intersections d’objets sont acceptées.
Les comparaisons topologiques entre les images utiliségtiivalence homotopique faible entre
espaces finis (qui correspond a I'équivalence homotopigus ks espaces continus). Pour éviter les
inconvénients rencontrés lorsqu’on utilise des pairedjd@nces diérentes sur le méme objet (voir
section5), nous plongeons I'espace digital dans un espace muni dapwdogie classigue, un EPO
dont les points maximaux sont les points de I'image digit@le premier plongement du support de
'image nous conduit & plonger également les labels de genaitiale dans un ensemble de labels
enrichi par des labels « composites », plus précisémentutatnsillis atomique dont les atomes sont
les labels initiaux. De cette fagon, nous pouvons étendrege digitale initiale sur I'EPO qui lui
est associé enflectant des labels étendus aux points supplémentaires etpaowons définir des
modifications graduelles de I'image bien adaptées a la coatéen de la topologie.

Le chapitre est organisé comme suit. La secBahintroduit le modéle proposé pour la prise
en charge topologique des images de labels. Nous y décrivamsotion degpoint simple pour un
label permettant une modification locale de I'image tout en coreggrles groupes d’homotopie des
objets d'intérét de I'image (pour étre plus précis, nousnaves équivalences d’homotopie faible).
Quand I'EPO est I'espace des complexes cubiques, I'utisales points simples permet également
la préservation des groupes d’homotopie des complémestdies objets. De plus, des modifica-
tions peuvent étre menées en paralléle sous certainegioosdiconduisant ainsi a des algorithmes
d’amincissement ou de croissance de régions spatialerreanéquilibrés. La sectio8.3s'intéresse
aux images dans lesquelles les ensembles de points quinporteanéme label sont des ensembles
fermés (au sens topologique), comme c'est le cas avec dgegmtgitales interprétées en (B§-
adjacence. Dans ce cas, nous définissons une modificatimerdidire inspirée des collapsus de la
topologie combinatoire, appel@upequi, en plus de conserver la topologie des objets, maintient
leur caractére fermé. La secti@¥ s’attache auimages réguliereslans lesquelles le label d’'un
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point de I'EPO est déterminé par les labels des points maxiradués au dessus de lui. Les images
réguliéres sont associées de maniére bi-univoque aux swkgjeales définies s&" et, dans un cer-
tain sens (voir le chapitré), partagent leurs composantes connexes et groupes fontamevec
celles-ci. Nous donnons des conditiongfisantes pour utiliser les coupes a l'intérieur de la classe
des images réguliéres (autorisant ainsi des aller-reenire Z" et 'EPO associé). La sectidhb
conclut le chapitre.

8.2 Images de calques

Soit L un EPO fini avec un élément minimal, naté et tel que deux éléments distincts dans
L\ {.L} ne sont pas comparables. Nous écrivohgpourL \ { L} et nous définissonscomme étant le
cardinal deL*. Les éléments de* sont appelés legroto-labels Le diagramme de Hasse de 'EPO
L est représenté sur la figuBel. Uneimage de labels digitalest une fonction définie s@" (ou sur
une partieZ deZ") et a valeurs dank.

Soitl € L*, un proto-label efl une image de labels digitale. L'ensemhte({l}) est lesupportdu
proto-labell (dans I'image de labels digital®). L'union des supports de tous les proto-labels est le
domainede I'imageA. L'ensemblet=1({1}) est lefond de I'imageA. Le fond et les supports forment
une partition de la partig deZ" considérée.

T PR le
1
Ficure 8.1 — Diagramme de Hasse de I'ensemble des ldbeldl;}_, U {L} (voir texte).

Pour munir I'ensemble discret d’'une topologie, nous I'enrichissons en ajoutant des paiiet
dimensions strictement inférieuresalont le réle est de lier les xels adjacents et de conféiér a
une structure d’EPO. Typiquement, I'espace que nous obseators est I'espace des complexes
cubiquesF", ou tout EPO associé a une décomposition cellulaire ded@sPlus généralement, les
images de labels digitales considérées dans ce chapitréé&fanies sur un EPO localement fidX, (<)
(nous ne voulons lier les points @8 qu’a un nombre fini de voisins). Par conséquent, les ensamble
x'* etx\* qui apparaissent dans les définitions des pgpgssimples sont toujours finis. Cela nous
permet d'utiliser tous les résultats de la secdoP.3 De plus, nous supposons que le plongement de
Z dansX met en correspondance bi-univoque les pointZ deec les points maximaux dé Dans la
suite de ce chapitre, nous identifions les pointZ @wec leurs images danset nous appelonsels
les points maximaux dx.

Le fait d’enrichir I'espace digital initial avec des facesadimensions non maximales pour obtenir
a la fois un espace topologique et une structure algébrigmgs conduit naturellement a faire de
méme avec I'ensemble des labels afin de pouvoir attribuefeanes servant de lien entre les xels des
labels qui symbolisent ces liens. C’est pourquoi nous ong I'ensemble des labels dans un treillis
atomique T, <) dont le minimum est associélaet dont les atomes sont associés aux proto-labels de
L (qui seront aussi appelésbels atomiquéds Les définitions et propriétés utilisées dans ce chapitre
et relatives aux treillis sont rassemblées dans I'anege
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Dans la suite du chapitre, nous identifions les élémentsaiec leurs images dais Le maxi-
mum deT est notéT. Un label est un élément d&. Etant donné un ensemble de proto-lakeide
plus petit treillisT incluantL estT = LU{T}. C’est le treillis utilisé paRonse et Agnug2005 2008
pour définir des opérateurs morphologiques sur les imagézbdts digitales. Le plus grand treillis
atomigue dans lequel nous pouvons plongesst I'ensemble des partig¥L*) (avec le plongement
naturel qui associ@ a L et le singletor{l} & tout proto-label).

La facon d'attribuer des labels & des pointsXgui ne sont pas maximaux est évoquée dans
Kovalevsky(1989), Ayalaet al. (1997). Dans le chapitr€, nous avons proposé umodus operandi
pour étendre &" une image digitale binaire initialement définie siit. Cette méthode peut étre
appliquée également aux images digitales de labels apoéspdongé I'ensemble des proto-labels
dans un treillis. C’est ce que nous ferons a la se@idnMais auparavant, pour rester dans un cadre
plus général, nous posons simplement la définition suivante

Définition 8.2.1(Image de calques)Soit X un EPO localement fini et T un treillis atomique.
— Uneimage de calquesst une fonctiom : X — T.
— Soit | un atome de T. L'image binairg, notée aussi A |, définie par :

e Xoo— {4l
X = u(x)Al
est appeléealque(deu).

La figure8.2montre quelques exemples d’images de calques.

ges 2
N

o 90 m\‘\'
(a) (b)

Ficure 8.2 — Images de calques. Les proto-labels spmtb (représentés en rouge, vert et bleu). Les autres
labels sont obtenus en utilisant la synthése additive délsers €.9, le label{r, b} est représenté en magenta)
sauf T qui est représenté en noir etqui est représenté en blanc. ga)est un sous-ensemble @#é. T est
I'ensemble des partiegB({r, g, b}). Notons que dans cette image, les points maximaux n’ontqeessla méme
dimension. (b)X est construit sur un pavage hexagomatst 'ensemble des parti@X(r, g, b}). Les labels des
points non maximaux sont calculés avec la regle qui seliaégidans la sectidh4: un label est le supremum
des labels des points maximaux du voisinageX(epst construit sur un pavage semi-régulier. Les labels sont
calculés avec la méme regle que pour (b) nfarsest plus I'ensemble des partie$ = {L,r,g,b, T}.

La proposition suivante montre gueest le supremum de tous ses calques.

Proposition 8.2.2.Siu : X — T est une image de calques et lensemble des atomes de T, alors
u est le supremum de ses calques :
M= \/ Hi

leL*
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Démonstration.Soit x un point dans<. SoitA C L* I'ensemble des atomes dequi sont inférieurs
ou égaux qu(x). Alors, u(x) = \/zaa carT est atomique. Soit € L*, un atome dan3. On a

wADX) = u) Al = (Vaepd) AL Il est clair que g A 1)(X) = | si et seulement di € A et
(uADX) = Lsietseulement dig A (u(x) Al =1 équivaut d < u(x) qui équivaut d € A). Par
consequentu(X) = Vaca@ = Vaca(X) A @) = Vi (u(x) A1) = Viers (u A D(X). o

Nous avons vu que, lorsqu’une image de labels digilaleZ ¢ Z" — L est donnée, nous
construisons une image de calqyes X — T telle que les labels des points maximauxXi€es
xels) sont les atomes de (les proto-labels) ou le label du fond. Quand une image de calques a
cette propriété, nous disons que I'imagemse Siles labels des xels désont tous des proto-labels,
c’est-a-dire des atomes de nous disons que I'image estrictement pure

Soitu : X —» T unimage de calques et T un label. Lesupport de t dang est le sous-ensemble
(thy deX egal a{x € X | u(x) At # L}. Quand il n’y a pas d’ambiguité, nous disons assgiport de
t a la place de support dedlansu et nous écrivonst) a la place det),. Le support d’'un proto-label
(dans une image de calques) est le sous-ensemi{eddet les points ont un label supérieur ou égal
a ce proto-label.

Le support d’un label # L est la réunion des supports des proto-labels apparteriant a

xethyouXrtzLe el l<uX)Ate el* |l <tetxe ).

Le support du label. est 'ensemble vide. Leosupport de t dana (ou le cosupport de)test le
complément danX du support d¢ dansu. Nous le notons{t)ﬁ ou (t)°. La figure 8.3 illustre ces
définitions.
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Ficure 8.3 — Supports dans une image de calques. (a) un image desalqat le domaine et et dont le
codomaine est I'ensemble des parfles: P({b,r}) = {0, {b}, {r}, {b, r}} muni de I'inclusion. Les points ayant
le label{b} sont représentés en bleu, ceux ayant le |&jedn rouge et ceux ayant le labél r} en magenta.
Les points du fond (label = 0) sont représentés en blanc avec un bord noir ou ne sont pEseapes. (b)
En bleu, le support du labgb}. (c) En rouge, le support du labg}. (d) En magenta, le support de= {b, r}.

Nous avons dit dans la secti8il que si 'on souhaite conserver toutes les relations topqles
dans une image de labels digitale, c’est-a-dire aussi eiemelations intra-labels que les relations
inter-labels, il est important, quand offectue un changement de label en un point de I'image, de
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maintenir la topologie de toute union de supports. Dansmagé de calques, les supports des labels
sont les sous-ensemblesXeui correspondent exactement aux unions des supportsateslabels
dans I'image digitale. Par conséquent, les supports dedslale T sont les ensembles dont nous
devons pouvoir assurer l'invariance topologique. Celasnoanduit a poser la définition suivante,
illustrée par la figure.4.

Définition 8.2.3 (Point simple pour un label)Soitu : X — T une image de calques. SoietT
un label. Un point xe X est unpoint simplepour (le label) t si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

(i) pourtout label ue T tel que ua u(X) # L etuA t = L, x est3-simple pour I'ensembléu) ;

(ii) pourtoutlabel ue T tel que tnu(X) = L etuAt # L, X esiB-simple pour 'ensembléu) U {x}.
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Ficure 8.4 — Simplicité dans une image de calques. (a) Une imagelgieasa dont le domaine edt? et dont

le codomaine est I'ensemble de parfles P({r, g, b}) muni de I'inclusion. Les labels sont représentés comme
sur la figureB.3plus les labelsg, b}, {r, g} qui sont représentés respectivement en cyan et jaune. hexpest

la O-face au centre de la figure. Nous avp(§ = {b}. Nous voulons tester si le poirest simple pour le label

t = {r}. lly a deux labelsi tels queu A u(x) # L etuAt = L : {b} et{g, b}. (b) En bleu, 'ensembl&™ N ({b})

qui est contractile. (c) En cyan, 'ensembie N ({g, b}) qui est contractile. Ainsi, le résultat de la premiére
partie du test (c'est-a-dire le test de la conditigrde la définition8.2.3 est positif. Maintenant, considérons
les labelsu pour lesquelsi A u(X) = L etuat £ L :{r}et{r,g}. (d) En rouge, 'ensemblg’™ n ({r}) qui est
contractile. () En jaune, 'ensembt& n ({r, g}) qui n’est pas contractile (il a deux composantes connexes).
Le résultat de la seconde partie du test (c’est-a-dire tedta condition i) de la définition8.2.3 est donc
négatif. On en déduit que le poirtn’est pas simple pour le labél} (donner le labelr} a x réunirait deux
composantes connexes du lafregy}).
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Dans la premiére condition de la définition précédente, ypstheses A u(x) # L etuAt= L
signifient quex est dans le support dedansu mais qu'il ne sera plus dans ce support si I'image est
modifiée en donnant le labeh x. De méme, dans la seconde condition, les hypothésgg x) = L
etuat # L, signifient quex n’est pas dans le support delansu mais qu'il appartiendra a ce support
si I'image est modifiée en donnant le lab@ x. Dans chaque cas, en demandant xjgeit 3-simple
pour les ensemblgsl),, ou{u), U {x}, nous nous assurons qu'il existe une équivalence d’horietop
faible entre chaque support avant et aprés la modificatiofindage u et, siX = F", que les co-
supports seront aussi faiblement homotopiquement égumitsa(voir plus loin la propositioB.2.7).
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Dans une image binaire (c'est-a-dire avee {L, T}), la définition8.2.3revient a demander que
soitB-simple dangT) ou quex soitB-simple dangT) U {x}, suivant quex est dans I'objet ou dans
le fond. Observons aussi que tout point dan¥({t}) est simple pour le labe!

Puisque I'EPOX est localement fini, les ensemblgs et x}* sont finis. Donc, en accord avec
le corollaire4.2.7, nous pouvons tester la simplicité d'un poite X en supprimant de maniére
gloutonne les points unipolaires dans les ensemBies Y etx'* NY avecY = (uyouY = (uyU{x},
pour toutu € T. Quand le treillisT est distributif, la proposition suivante nous permet dderer le
test de simplicité en réduisant temporairement la taill& éa identifiant les atomes dequi ne sont
pas « présents » dap$x’) avec le labelL. Notons que si le treilli§ est distributif ety est défini
a partir d'une image de labels digitake: Z € Z" — L comme suggéré dans l'introduction de la
section8.2, alorsT est un treillis fini, atomique et distributif dont les atorsemt identifiés avec les
éléments dé&.*, c’est-a-dire qud est I'ensemble de partig®(L*).

Proposition 8.2.4. Soitu : X —» T un image de calques, x un point de X ett un label de T.
Soit Ly 'ensemble des atomes de T qui sont inférieurs ou égaux & ansroa label deu(xt) et
¢ : T — T lafonction définie pap(u) = \/{a€ Ly | a < u}, pour toutue T.

(i) Si le point x est simple pour t daps alors t € ¢(T) et x est simple pour t dans 'image
pou:X— go(T).

(i) Inversement, si le treillis T est distributif, siet ¢(T), et si x est simple pour t dans lI'image
@ o u, alors le point x est simple pour t daps

Démonstration.

— (i) Nous supposons gueest simple pout dansu. Supposons quie¢ ¢(T). Alors, il existe un
atomea ¢ L tel quea < t (sinont = ¢(t) € ¢(T)). Ce labela est tel quea A u(X) = L (par
definition dea etLy) etaAt # L. Maisx ne peut pas étig-simple pour 'ensembléa),, U {x}
carxt* n (a), est vide (par définition da etLy). Donc, nous avons une contradiction avec la
simplicité dex pourt dansu. Il vient quet € ¢(T). Montrons maintenant gueest simple pour
t dans I'imagep o u. Pour cela nous testons les deux conditions de la défirtia:2
e Condition {). Soitu un label dansy(T) tel queu A ¢(u(X)) # L etuat = L. Puisque,

trivialement,e est réduit a l'identité suu(xt), on au A u(x) = u A (X)) # L. Comme
x est simple pout dans I'imageu et queu A u(X) # L etuAt = L, on en déduit que
ests-simple pour I'ensembléu),. Nous avons déja observé que les imagesy oy sont
égales sux’. Notons de plus que |g-simplicité implique seulement un sous-ensemble de
x!. Donc, x ests-simple pour 'ensembléu),o,.
e Condition {i). De la méme maniére, quancdest un label de(T) tel queu A p(u(X)) = L et
UAt# 1, nous concluons comme ci-dessus gusts-simple pour I'ensembleu) ., U {X}.
Ainsi, x est simple pout dansy o u.

— (ii) Nous supposons maintenant guest simple pout dansg o u avect € ¢(T). Montrons
guex est simple pout dans I'imageu en testant les deux conditions de la définit®8.3
e Condition {). Soitu un label deT tel queu A u(X) # L etu At = L. Parla définition dey,

onauAu(x) = e(UAu(x)). Donc,p(uA u(x)) < uetp(uau(xX) < u(X). Alors, puisquep est
une ouverture (voir I'annexB.2), on ap(UA u(x)) < ¢(U) ete(uAu(X) < p(u(X)). Par suite,
uA u(X) = eu A u(x) < e(u) A p(u(x). On en déduit que(u) A p(u(x)) # L. On a aussi
o(u) At = g(U) A ¢(t), car une ouverture est idempotente etp(T), etp(u) A o(t) < UAT,
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car une ouverture est anti-extensive. Donc, on obtignl At = L. Commex est simple
pourt dansy o u, ¢(U) A p(u(X)) # L etep(u) At = L, nous en déduisons guxeests-simple
pour 'ensemblép(u)),., ce qui implique que ests-simple pour 'ensembléu), (en efet,
X N U, = XN (U)o, Car d'un cotép o u(y) A ¢(U) < u(y) A uetd'un autre coté, tout
atome inférieur &(y) A u avecy € x'* est un atome dé, donc est invariant pap et par
suite est aussi inférieurg@o u(y) A p(U)).

e Condition {i). Quandu est un label dang tel queu A u(X) = L etuat # L, 0ona
o(u) A p(u(X)) = L (cary est anti-extensive). Supposons maintenantfseit distributif.
Il est facile de vérifier alors quies ¢(T) implique queu At € ¢(T) (tout atome inférieur ou
égal at est dand.y). llvientque L # UAt = p(UA L) < ¢(U) A @(t) = ¢(u) A t. Nous en
concluons, comme précédemment, oguests-simple pouruy, U {X}. O

Contre-exemple 8.2.5Proposition8.2.4). La figure8.5illustre le fait que la propositior8.2.4 est
généralement fausse dans un treillis non distributif.

— //T\b\ Y e
(a) o) ()

Ficure 8.5 — Contre-exempld.2.5 (a) Une image de calques: X — T. (b) Le diagramme de Hasse @e

(T n'est pas distributif). Les labels, r, g, b, y, T sont représentés respectivement en blanc, rouge, veut, ble
jaune et noir. La 2-face jaunen’est pas simple pour le lab&lcar le labeb est tel quegAay = L etgA T # L
maisx n'est pag-simple pourg) U {x}. (c) Limage de calqueg o u : X — ¢(T) (¢ est définie dans I'énoncé
de la propositior8.2.4. Dans cette image, le poirtest simple pour le labet.

Nous revenons maintenant sur les propriétés topologiquesecvées lorsque nous modifions un
point simple pour un label dans une image de calques.

Définition 8.2.6. Soitu, v : X —» T deux images de calques.
— Si, pour tout label € T, (t), et(t), sont faiblement homotopiquement équivalents, nous disons
gue ces images soatuivalente®t nous écrivong ~ v.
— Si, de plus(t); et(t); sont faiblement homotopiquement équivalents pour teuflt, nous
disons que les images sdnttement équivalentes

Nous écrivong: + (X, t) pour I'image égale @& sauf enx, ou sa valeur egt
Avec ses définitions, nous avons le résultat suivant.

Proposition 8.2.7. Soitu : X — T une image de calques. Soit X un point simple pour le label t.
Alors, u etu + (%, t) sont équivalentes, fortement équivalentes si X'.

Démonstration.Soit v I'image u + (X, t). Soitu un label. Par définition de I'image les supports
(uy, et(u), sont égaux, sauf éventuellementerPar conséquent, sit(A u(x) = L etuAt = 1)
ou UAu(X) # Letuat # 1), alors(u), = (u),. Dans les autres cas, par la définiti®2.3 x



124 Chapitre 8. Les calques

estp-simple pour(u), (si X € (u),) ou x ests-simple pour(uy, U {x} (si X ¢ (u),). Donc,(u), est
faiblement homotopiquement équivalents,. Si X = F", nous déduisons du théore®id.12quex
esty-simple pour(u)fj (si x € (u),) ou x esty-simple pour(u)fj U {x} (si x ¢ (u),). Par suite{u)S et
(uyg sont faiblement homotopiquement équivalents (propré2el 4. O

La prochaine proposition est une conséquence directe dieitidés 4.2.8et8.2.3 D’un point
de vue applicatif, c’est une propriété qui n'est pas a négligr elle autorise I'écriture d’algorithmes
paralleles d’amincissement, ou de croissance, dans lggesme calques en modifiant simultanément
les labels des points simples de méme hauteur dans 'EPO.

Proposition 8.2.8. Soitug : X — T une image de calques. Soi# {T un label et Y= {yi}!‘=0 (k>1)
un ensemble de points de méme hauteur, simples pour le laklers, pour tout ie [1,K], y; est un
point simple pour le label t dans I'image = puj_1 + (yi_1, t).

La figure 8.6 fournit un exemple d’amincissement et de croissance d’bal kan’utilisant que
des points simples pour des labeals: t (amincissement) ou pour le labie{croissance) en traitant
les points de méme hauteur lors du méme parcours de I'image.

(a) (c)

Ficure 8.6 — Amincissemeygxpansion de labels dafi$ par modifications de points simples. (a) Une image
de calques définie sii¥ et a valeurs dars = P(L*) ouL* contient 6 proto-labels. (b) Le label vert clair a été
réduit par retrait de points simples dans son support, dioarpar dimension, jusqu’a stabilité. (c) Le méme
label a été étendu par ajout de points simple a son supperendion par dimension, jusqu’a stabilité.

8.3 Images a supports fermés

Dans cette section, nous nous intéressons aux images desaai peuvent étre associées a des
images de labels digitales munies de 1a+3L, 2n)-adjacence ((3- 1)-adjacence pour les objets as-
sociés aux proto-labels et{(Radjacence pour le fond éventuel). Cette paire d’adjaeenorrespond
a des objets fermés dans I'espace contRanse 1985 ce qui hous a conduits a étudier les images
de calques dans lesquelles le support de chaque label estrué.fNous appelons ces images des
images (de calques) a supports fermés proposition suivante montre que les images de calques a
supports fermés sont les applications décroissanteX,dg vers (T, <). Autrement dit, les images
de calques a supports fermés sont les applications costawi, >) vers (T, <) (propriété6.1.1).
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Proposition 8.3.1. Soitu : X — T une image de calques. Les supports des labels danst fermés
si et seulement si est une application décroissante @€ <) vers(T, <).

Démonstration.Supposons que, pour toue T, (t) est un fermé deX. Soit X,y deux points deX
tels quey < x. Siu(X) = L, on atrivialemen(x) < u(y). Nous supposons maintenant gjufe) = L.
Pour tout atome € T et tout pointz € X, on a de maniére évidente< u(2 @ ) ra=a &
u(@ Aa# L e ze (a). Or, puisquet) est fermé ey € x!, x e (t) = y e (t). On a donc pour tout
atomea, a < u(x) = x e (a8 = y € (@ = a < u(y). CommeT est atomique, on en déduit que
p(x) < p(y).

Réciproquement, supposons qusoit décroissante. Sdiun label etx un point dansgt)°. Alors,
pour touty € X, on au(y) < u(x) (caru est décroissante) et, par suitdy) At < u(X) At = L,
c'est-a-direy € (t)°. Nous en concluons qué C (t)¢ pour toutx € (t)¢. Donc,(t)¢ est un ouvert et
par suite(t) est un fermé. O

8.3.1 Coupes

Dans la sectior8.2 nous avons donné des conditionghisantes pour gu’'une modification élé-
mentaire d'image de calques préserve la topologie. Maamtigrsi nous voulons travailler dans la
classe des images a supports fermés, nous devons chershmmditions qui non seulement main-
tiennent la topologie mais aussi le caractére fermé deosisp@r, ceci n’est pas garanti si on utilise
des points simples comme on peut le voir sur la figlie

y—!!.l.
[ ]

JIHIN

(a) (b)

Ficure 8.7 — Points simples etimages a supports fermés. (a) Unesitnsigpports fermés: F2 — P({r, g, b}).
Les labels sont représentés comme sur la fi§u2el e pointy, qui a pour labeli(y) = {r, b}, est simple pour
le label{b}. (b) 'imageu + (y, {b}) n'est plus une image a supports fermés (le support du labglern’est pas
fermé).

Dans un EPO, un ensembleest fermé si et seulement si , pour tout point F, les points
inférieurs ax sont aussi dank. C’est une propriété analogue a celle que I'on trouve damsden-
plexes simpliciaux ou toute face d'un simplexe est encores de complexe. Or, il est bien connu
gue I'ensemble des complexes simpliciaux est fermé pourdiapsus : le collapsus d’'un complexe
simplicial est un complexe simplicial. De plus, les collap préservent » la topologigvhitehead
1939. C’est pourquoi hous avons adapté cette notion de cokbaggx images de calques afin d'étre
en mesure de conserver a la fois la topologie des supposdaratdractere fermé. Schématiquement,
nous avons trouvé que cette adaptation pouvait étre obtamdemandant aux supports de certains
labels dans 'EPGI d’étre contractiles (o est le point dont nous voulons modifier le label).

Proposition 8.3.2. Soitu : X — T une image a supports fermés. Soit X deux points dans X. Les
affirmations suivantes sont équivalentes.
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Ficure 8.8 — Trois images de calqueB? — P({r, g, b}). Les labels sont représentés comme sur la figuze

(a) (x,y) est un paire libre pour le lab¢b} : le seul labelu tel quey € (u) et x ¢ (u) est{r} et 'ensemble

x* n({r}) est clairement contractile. (by,(y) n’est pas une paire libre po(h} car{{r})n x! n’est pas connexe
(cet ensemble contient la O-face en magenta et les deux O faces en noir).xg) €st libre pour le label
{b} (comme il N’y a pas de labei tel quey € {uy et x ¢ {uy, la définition8.3.3se rameéne ici a la définition
classique d’'une paire libre dans un complexe).
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(i) Pour tout ue T tel que ye (uy, X' N (uy est contractile.
(i) Pourtoutue T tel que ye {(u) et x¢ (U, X estB-simple pouru) U {x}.
(iii) Le point x est simple pour le labgd(y).

Démonstration.(i) = (ii) Soitu un label tel quey € (uy etx ¢ (u). Alors, xX* N ((uy U {x}) = xF N (u)
est contractile par hypothése. Doncests-simple pour I'ensembléu)y U {x} (définition 4.2.8 et
propriété4.2.9.

(i) = (iii) D’abord, nous observons que, puisguest un image a supports fermgest décroissante
(proposition8.3.1). Donc,u(X) < u(y) et, par suiteu A u(X) < u A u(y) pour toutu € T. Il vient gu'il
n'existe pas de labeltel queu A u(X) # L etu A u(y) = L. Siuest un label tel qua A u(x) = L et
uA u(y) # L, par hypothesex estg-simple pouruy U {x}. Donc,x est simple poup(y).

(iii) = (i) Soitu un label tel quey € (uy. Alors, soitx € (uy et, puisque I'ensemble’ est contractile
dans tout EPO (proprié#.2.10, il I'est en particulier dans 'EPQuy), c'est-a-dire qued N (u) est
contractile, soitx ¢ (u) et, par hypothésex estg-simple pour(u) U {x}, c’est-a-direx’ N (u) =
xM* N ((uy U {x}) est contractile. o

Définition 8.3.3(Paire libre) Soitu : X — T une image a supports fermés et fT un label. Une
paire (x,y) de points dangt) est unepaire libre pour le labd si x est le seul point dang) tel que
y < X et les assertions de la propositi@i3.2sont satisfaites par la pairéx, y).

Le labelt impliqué dans la définitioB.3.3ne peut pas étre le label car(t) contient au moins
les deux points de la paire libre éty) et(1) = 0. Nous illustrons cette définition sur la figuses.
La proposition suivante est I'analogue de la proposi8dh4pour les paires libres.

Proposition 8.3.4. Soitu : X — T une image de calques. Soit t un label gt deux points dan&).
Soit L, 'ensemble des atomes de T qui sont inférieurs ou égaux a msmo élément de(x'). Soit
¢ . T — T lafonction qui envoie le label u sur le labg(u) = \/{a € Ly | a < u}. Si la paire(x,y)
est libre pour t dang: alors (x, y) est libre pour t dans I'image a supports fermgs u : X — ¢(T).
Inversement, si le treillis T est distributif €t,y) est un paire libre pour t dans I'image o u, alors
la paire (X, y) est libre pour t dang:.
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Démonstration.D’abord, remarquons que la définition Hg donnée ici revient a celle de la propo-
sition 8.2.4 En dfet, tout atomea inférieur ou égal a un élémen(z), z > x, est inférieur ou égal a
u(X) car iciy est décroissante (propositi@n3.1). Donc les deux définitions coincident.
Maintenant, supposons qug,Y) est libre pourt dansu. Puisquey est une ouverture (voir I'an-
nexeB.2) et puisqu’une ouverture est croissanie,u est décroissante et par sug@st une image a
supports fermés (propositid@3.1). De plusp est anti-extensive dong2) At = L = gou( At =L
et n'est rien d’autre que lidentité sur(x)’ (en particuliere(u(x)) = w(x)). Donc,y™ N (Opou =
yr* N(t), = {x}. Or, par la définitior8.3.3et la propositior8.2.4 nous trouvons que est simple pour
le labelu(y) dans I'imagep o 4. On en conclut quex(y) est une paire libre pourdans I'imagep o .
Inversement, supposons que le treillissoit distributif et que X,y) soit libre pourt dans I'image
¢ o u. Commeyp(u(y)) = u(y), nous déduisons de la définiti@3.3et de la propositior8.2.4que x
est simple pour le label(y) dans I'imageu. De plus, soiz un point dang/™ tel queu(2) At # L.
Commeyu est décroissante, tout atome Tanférieur ou égal au(z) est inférieur ou égal a(y) et
appartient par conséquent@a Donc,¢(u(2) = u(2) ete(u(2) At # L. Puisque, par hypothése, {)
est une paire libre de I'image o u, nous avong = x. Ainsi, y™ N (Hhu = {X} et (x,y) est une paire
libre pour le labet dansu. m|

La définition des paires libres dans une image de calquesesixiension de la notion de paire
libre dans les complexes : Xi est un complexe simplicial ou cubique,: X — T une image de
calques etX, y) une paire libre pour le labéldansu, alors &, y) est une paire libre pour le complexe
(t),. La proposition suivante montre que la definiti8r8.3 se ramene a la définition classique de
paire libre quand les deux points dans la paire partagenétaenrabel.

Proposition 8.3.5. Soitu une image a supports ferméss tT un label et(x, y) une paire de points
dans(t). Siu(x) = u(y) et y™* n(t) = {x}, alors(x, y) est une paire libre pour le label t.

Démonstration.Puisqueu(X) = wu(y), il N’y a pas de label € T tel quey € (u) et x ¢ (u) donc
I'assertion(ii) de la propositiorB.3.2est satisfaite. O

La proposition8.3.6 énonce quelques petites propriétés des paires libres iuitadiles par la
suite.

Proposition 8.3.6. Soitu une image a supports fermés; T un label ef(x, y) une paire libre pour t.
Alors, x est un élément maximal dafbs y est haut-unipolaire dand) et y < x dans X.

Démonstration.Le pointx est un élément maximal d& carx est le seul point dans) tel quex <'y.
Le pointy est haut-unipolaire pour la méme raison. Enfin, congthest un ferméx! est inclus dans
(t) et il n’existe pas de point darf® entrex ety cary’ N (t) = {x,y}. D'oUy < X. O

La définition suivante introduit la notion dmupe Schématiquement, une coupe du labahns
une image a supports fermgsonsiste a supprimer le laltedur une paire librex, y) pourt. Bien s,
afin de maintenir les frontiéres entre les supports, le ldbgldoit se déplacer vers les autres points
de x\* et les labels « derriére la frontiére », c’est-a-dire lelsloley™ \ {x}, doivent remplacet
sur {x,y}. La figure8.9 illustre cette définition. La figur&8.10 montre que les coupes sont de peu
d’intérét dans un treillis qui n'est pas distributif car gyt arriver que le label censé étre supprimé
par la coupe soit encore présent dans la coupe.
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Définition 8.3.7 (Coupe) Soitu : X — T une image a supports ferméss T un label et(x,y) une
paire libre pour le label t. L'image de calques; : X — T définie par :

Vieyin\x (2 Size (XY}
pyr =1 u@vuly)  sizex*\{y)
u(2 sinon

est unecoupe de eny dansyu (si y™* \ {x} = 0, nous posong(x) = u(y) = L).

x_HIEIR , BHEIE

i
—=/a/m v+ Eimlm H

(@) (b) ()

Ficure 8.9 — Coupe dans une image de calques. (a) Une imayec une paire librex(y) pour le label{b}
(voir la figure8.8(a)).
(b) La coupey’ = uy - La paire &', y’) est libre pouib} dansy’. (c) La coupgu;,,{b,.

L /N L H
e U4 g HIRE
u N N

(@) (b) (c)

Ficure 8.10 — Coupe stationnaire avec un treillis des labels nanlai¢if. (a) Une image a supports fermés
u: X — T. Le diagramme de Hasse dleest représenté en (B) ('est pas distributif). Les labels,r,g,b, T
sont représentés respectivement en blanc, rouge, vartebieir. (c) La coupg’ = uy, qui est égale #.

La notion de coupe est une extension aux images de calques rition de collapsus pour
les complexes. Quand est un complexe simplicial ou cubique EBtest distributif, la proposition
suivante montre qu’une coupe pour le labebt un collapsus pour le support et en particulier si
T ={1, T}, c'est-a-dire quang est une image binaire, une coupe n’est rien d’autre qu’uasls.

Proposition 8.3.8. Soit ug et u; deux images a supports fermés définies sur un complexe X et a
valeurs dans un treillis distributif T. Soite T un label. Sy, est une coupe de pour t, alors(t),,
est un collapsus dé),,.

Démonstration.Soit g une image a supports fermés, ) une paire libre de pour le labelt et
u1 la coupeuy;. De la définition8.3.3 nous avons immédiatement que la paikgy) est libre pour
I'ensemble(t),, et de la définitiorB.3.7, nous avons que les supportstdiansyg et i sont égaux
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sauf éventuellement daxs. Commeug est une image a supports fermgsest inclus dangt),, et,
puisqueu1(2) = uo(2) Vuo(y) pour tousz € xH\ {x, y}, I'ensemblext\ {x, y} est encore inclus dar§,,
Le label des pointg, y dans I'imageus st/ ,eyix\(x to(2). Puisquex est le seul point dan),, Ny
et que nous supposons ici qlieest distributif, on qui(X) At = u1(y) At = Vaeyey g Wo(d A ) =
V zeyts\(x L = L. Donc, nix niyn'est dangt),, et(t),, = (t),,\{x,y}. On en conclut que le complexe
(t),, est un collapsus dg),,. O

Quand le treillisT est distributif, la proposition suivante permet de précigeels supports sont
modifiés par une coupe. Si le treillis n'est pas distributif, cette proposition est fausse (veir |
contre-exempl&.3.10.

Proposition 8.3.9. Soit T un treillis distributif e« : X — T une image a supports fermés. Jaity)
une paire libre pour le label € T etyuy; la coupe de t en y dans. Pour tout label ue T dont le
support ne contient pas y, on@a),,, = (U),.

Démonstration.Soit u un label tel quey ¢ (u), et, puisqueu est une image a supports fermés,
X ¢ (u),. De la définition8.3.7, nous avongu(2) = w(2) pour tout pointz € (uy, qui n'est pas
dansx!. Commeyu est décroissantg,(z) < u(y) pour toutz > . Donc, V zeyia\x #(2) < pu(y). Ainsi,
Hyt(Y) AU = pyt(X) AU = (Vaeyiny g #(2) AU < ply) Au= L, c'est-a-direx,y ¢ (u),,. Enfin, pour
tout pointz € X** \ {y}, py+(2) = (2 vuly) dolize (U, (c’est-a-direuy(y) AU # 1) si et seulement
size (u), (carT est distributif). O

Contre-exemple 8.3.1(QProposition8.3.9. La figure 8.11illustre le fait que la propositior8.3.9
est généralement fausse dans un treillis non distributé.dlus, cette figure montre que le nombre
de composantes connexes des supports n'est pas conseru@eapoupe dans un tel treillis. Par
conséquent, ce contre-exemple est aussi un contre-expayréde théoreme.3.13quand le treillis
n'est pas distributif.

—{r g.b.t}

{r,g} \
/N / N

\\//}

(@ (b) (©)

II“II

Ficure 8.11 — Contre-exempl®.3.10 (a) Une image a supports fermgs: X — T avecT =

{0,{r}, {g}, {b}, {t}, {r, g}, {g,b},{r,g,b,t}}, muni de I'inclusion. (b) Le diagramme de Hasse He T n’est
pas distributif comme on le voit en calculaf;, b} A ({t} v {b}) et (g,b} A {t}) vV ({g,b} A {b}. Les labels
{r},{g}, {b}, {r, g}, {g, b}, {r, g, b, t} sont représentés respectivement en rouge, vert, blewg,jayan et noir. (c)
La coupeuy,q. Dans l'imagey, le support de est vide. Mais, dans la coupgg, le support d&, n’est plus
vide (il contient les trois points en noir).
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Comme nous I'avons dit au début de la sec®0B.], le prinipal avantage des paires libres et des
coupes sur les points simples pour labels est de permetiffiectuer des modifications des images
de calques avec contraintes topologiques tout en restastl@@lasse des images a support fermés.

Proposition 8.3.11.Soitu : X — T une image a supports ferméss T un label et(x, y) une paire
libre pour le label t. Alors, la coupgy, est une image a supports fermés.

Démonstration.Soit (x,y) une paire libre pour un labé¢ldans un image. Par hypothésey est a
supports fermés, donc décroissante (proposBi@nal). Montrons queuy; est aussi decroissante. Soit
a, b deux points danX tels queb < aet, par conséquent, tels qué) < u(b). La preuve est conduite
par exhaustion.
— Sib ¢ xt alorsa ¢ x!. Il vient queuyt(b) = u(b) etuy(@) = u(a). Dans ce cas, de maniere
évidente, on @y (a) < uy(b).
— sibe {xyletag x alorsa € y™ \ {x} etuy(d) = (@) < Vzeyi\x #(2) = pyi(b). Donc,
Hy(a) < pyr(b).
— Sia,b € {x,y} alorsuyt(a) = uy(b).
Remarquons qu'’il est impossible d’avdire {x,y} eta e x' \ {x,y} carx < y dansX (proposi-
tion 8.3.9.
— Sibe '\ {xy} eta ¢ x* alorsuy(a) = u(a) < p(b) < u(b) v u(y) = py(b).
— Sibe xt\ {x,y} eta € {x,y}, alorsyy(a) = Vzeyin\x 14(2) < u(y) (caru est décroissante) et
u(y) < p(b) V u(y) = py(b), doncpy(8) < pye(b).
— Siabe xt\ {xy}, alorsuy(@) = u(8) v u(y) etuy(b) = u(b) v u(y), d'0l y(2) < paya(b).
Dans chaque cas, on a bigyx(a) < uy(b). Donc,uy; est décroissante. O

Quand une image de calquesst obtenue a partir d’'une image de labels digitale (défunieise
partie deZ") par la procédure que nous avons décrite au début de lars8c®acette image est pure
(u(x) est un proto-label, ow, pour tout xelx). Les coupes conservent la pureté sous une hypothese
qui est satisfaite, par exemple, par les pseudo-variétés €évg, Spanier 1991

Proposition 8.3.12.Soitu : X — T une image a supports fermés, pure (resp. strictement pHod)
t € T un label et(x, y) une paire libre pour le label t. Si tous les points de X couwedr un xel sont
couverts par exactement deux points de X et ces deux pointtsla® xels alorg:,; est pure (resp.
strictement pure).

Démonstration.Si x n'est pas un xel, alors les xels deont le méme label dans,; que dang: (car
seuls les points dg! voient leur label modifié). Sk est un xel, alors, d’aprés I'hypothése, il existe
un xelz de X tel quey™ \ {x} = {z}. Par conséquent (définitidh3.7), uy(X) = u(2) etu(z) est un
atome oulL caryu est pure (resp. un atome gaest strictement pure). m|

8.3.2 Equivalence homotopique

Le théoréme8.3.13 montre que les composantes connexes et les groupes d’hamatont
conservés par les coupes a condition que le domaine de Eiradda propriété de la sphére per-
cée (voir sectiorb.3.2 et que le codomaine soit distributif. La figuel2illustre la suite des mo-
difications de l'image décrite dans la preuve. Le contrargie 8.2.5 montre que le nombre de
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composantes connexes n'est pas conservé quand le codomestepas distributif et le contre-
exemple8.3.14montre que le type d’homotopie n'est pas conservé quamda pas la propriété
de la sphére percée.

Théoreme 8.3.13.Soitu : X — T une image a supports fermés(gfy) une paire libre pour le
label t € T. Si X a la propriété de la sphere percée et si le treillis T distributif, la coupeuy est
équivalente a et, si X=F", uy; est fortement équivalentea

x _HIEIE
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Ficure 8.12 — Les quatre étapes de la preuve du théor@Bd4.3 (a) Limage initiale a supports fermés
1 avec une paire librex(y) pour le label{b} (voir la figure 8.8(b)). (b) Limageu + (x, u(y)). (c) La plus
petite image a supports fermeéssupérieure ou égale @+ (x, u(y)). (d) Limage v + (y, {r}). (e) Limage
Hyoy = (v + (. Ar) + (X Ar}).

Démonstration.

1. Par la définitior8.3.3 x est simple pour le label(y) dans 'imageu. Donc,u’ = u + (X, u(y))
est équivalent @& (fortement équivalent X = E") d’apres la propositio.2.7.

2. Soity la plus petite image a supports fermés supérieure ou égaléCammeu est une image
a supports fermés, est définie pav(z) = u(2) v u(y) siz < xetv(2) = u(2) sinon. Nous allons
montrer quer est équivalent @&’. Pour cela, grace a la propositi8rR.8 il suffit d'établir que
les pointsz € x'* avec méme hautels; (ouk est un entier strictement inférieur a la hauteur
de x), sont simples pour le labe(z) dans I'imageuy définie pany(a) = v(a) sia € x\* et la
hauteur de a est strictement supérieuke &t uy(a) = u(a) sinon.

Considérons donc un poigidansx'* tel quev(z) # u(2), c'est-a-direu(y) £ u(2). Notons que
k(2 = w2 etuk(X) = u(y) par définition deux. Soitk la hauteur dez. Vérifions quez est
simple pourv(z) dansuk. Soitu un label tel quez € (u), etz ¢ (u),, (Siz ¢ (), oUZ € (W),
alors le support de dans I'imageuyx + (z v(2)) est égal au support dedans I'imageuy car
u < v par définition de etuy(2) = u(2)). Dez € (u), etz ¢ (u),,, nous obtenons. # v(z) Au =
W@ vuy)Aru= (@ Vvuy) Au= (@ V() Au = (@ Au)V (uX) Au) = ) Au

(la derniere égalité provient de¢ (uy,,, d'ou ux(z) A u= 1). Donc, on ax € (u),,. Comme
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z ¢ (u), (carz ¢ (u),) ety est déecroisante, aucun point damiar’est dans le support de
dansyu. De plus, commey = u surX \ x!, aucun point dang' \ x! n’est dans le support de
dansuy. Ainsi, ZI* 0 (u),, a un élément maximak, et est donc contractile (proprié#2.10.
Il vient que,z ests-simple pouru),, U{z}. Cela prouve queest simple pour le labelz) dans
I"image ux. De proche en proche, on arrive de cette fagcon a montrer guméges ety’ sont
équivalentes, fortement équivalenteXsstF".

. Soitu = Ve #4(2). Nous montrons maintenant qyeest simple pour le labal dans

I'image v. Souvenons-nous qudy) = u(y) etu < u(y) caru est décroissante. Alorgj A u <
wAv(y) pour toutw € T. Soitw un label tel quavAv(y) # L etwAu = L. De maniére évidente,
pour toutz € y™ \ {x}, on au(2) < uet, par suitew A u(z2) < wAu = L. Donc,y™ n{w), C {x}.
Or, x appartient dw), puisquev(x) = u(y) = v(y). On en déduit quey™ A (w), = {x} ety
estB-simple pour le support d& dans I'imagev. Il vient quey est simple pour le label dans
I'image v et que les images+ (y, u) etv sont équivalentes, fortement équivalenteX si F".

. Enfin, montrons que est simple pour le label = \/ iy #(2) dans I'imagey’ = v + (y, U)

dans laquelle le label deestv(X) = u(y). On a montré auparavant quea u < w A u(y) pour
toutw € T. Soitw un label tel quev A u(y) # L etw A u = L. Puisquev est décroissante et
X € (W),, on ax* C (w), et par conséquent* N (w),, = x* \ {y}. Or, par hypothéseX a
la propriété de la sphére percée. Doxi¢, \ {y} est homotopiquement trivial etest un point
y-simple pourw),.. De plus,x‘* N (w)$, = {y} est clairement contractile de sorte guest un
pointg-simple (et donc aussi un poiptsimple) pourkw)S,. Donc, (propriétet.2.14 pour tous
labelsw, (w),, et(w), . (xu) sont faiblement homotopiquement équivalent&ef, et<w>§,+(w)
sont faiblement homotopiquement équivalentsyssst tel quev A u(y) = LouwA U # L, les
équivalences ci-dessus sont des égalités). Il est claifiquage v’ + (X, u) est égale a la coupe
pyt. Donc,uy ety” sont équivalents (fortement équivalents(si F").

Par transitivité,; etu sont équivalents (fortement equivalentst F"). O

Contre-exemple 8.3.14ThéorémeB.3.13. La figure8.13illustre le fait que le théorém8.3.13est
généralement faux si 'EPO X n’a pas la propriété de la sptpeée.

Il E P

(a) (b)

Ficure 8.13 — Contre-exempig.3.14 (a) Une image: : X — P({r,g}). Dans I'EPOX, les pointsz etZ sont
identifiés. De ce faitX n'a pas la propriété de la sphére percgée ( {y} est un anneau). Le support ¢
est contractile (il a un maximunx). (b) La coupeuy,q. Le support ddg} est un anneau (il n’est donc pas
contractile).
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8.4 Images de calques régulieres

Nous nhous intéressons maintenant aux images de calquasuitessa partir d'images de labels
digitales. La particularité de ces images de calques esllgs’sont entierement déterminées par
leurs valeurs sur les xels (les points maximauxXdeui sont aussi — par identification — des points
dez").

CommeX est localement fini, pour tout pointe X I'ensemblex’™ = max(x') est non vide et
fini. Donc, nous pouvons définir les labels des pointX@d'aide des labels des éléments maximaux
de X.

8.4.1 Images réguliéres et régularisées

Définition 8.4.1 (Image de calques régulierelyne image de calquas: X — T est undmage (de
calques) réguliérei, pour tout xe X,

p() =\/ uy)

yext+

Supposons que, comme dans l'introduction de la se@idnles xels deX soient identifiés aux
points d’'une parti& deZ" et que les atomes et le minimum du treillissoit identifiés aux éléments
d'un EPOL composé d’'un élément minimal, et de¢ proto-labels non comparables. Alors, nous
pouvons définir une fonctiort : L — TX de la fagon suivante : étant donnée une image de labels
digitaled : Z — L, £(1) : X — T est la seule image réguliére telle que, pour toutxel X,
LX) = AX) (plus exactement;(2)(i(X)) = j(A(X)) oui et j sont respectivement les plongements
deZ dansX et deL dansT).

La proposition suivante établit que la classe des imagesiéégs est incluse dans la classe des
images a supports fermés.

Proposition 8.4.2. Soitu : X — T un image de calques réguliére. Alogsest une image a supports
fermés.

Démonstration.ll est clair que, pour tous pointsety dansX, on ay < x = x'* c y™* = u(x) <
u(y). Donc, un image de calques réguliere est décroissanter efufia est une image a supports
fermés (propositiord.3.1). O

Larégulariséed’'une image de calquesest I'image réguliér@’ qui coincide aveg sur tous les
xels deX. Siu est une image a supports fermég/eest sa régularisee, algu§(x) = \/yea+ 1'(Y) =
Vyext+ u(y) < u(x) (caru est decroissante) pour toxte X. Il est facile de voir que la régularisée
d’'une image a supports fermés est la plus petite image a ggdpanés qui coincide avecsur les
xels deX.

En général, les calqueg; d'une image réguliére ne sont pas réguliers (voir le contre-
exempleB.4.4). Cependant, si nous régularisons ces calques, nous tregue toute image réguliére
est un supremum d’images binaires régulieres.

Proposition 8.4.3. Soitu : X — T un image de calques réguliere. Soft Lensemble des atomes de
T. Alorsu = \/ e+ 14 OU, pour tout le L*, i dénote la régularisée du calque.



134 Chapitre 8. Les calques

Démonstration.Nous montrons d’abord qu’'un supremum d’images régulieseségulier :

[V uf](x)= =\ \/ wo=\ \Vum="\/ [v Mf}(y).

leL* leL* leL* yexT+ yexT+ leL* yexT+ leL*

L'image /e +) 1/ €st donc réguliere. Or, de maniere évidepf€y) = w(y) pour tout xely et ainsi,
VteLs) 4 (¥) =V geLr) 1i(y) pour tout xely. Par la propositio.2.2 nous avong = \/ e+ - Donc,
u et\/ e~y i) SONt des images régulieres qui coincident sur les xel @#les sont donc égales.o

Contre-exemple 8.4.4Proposition8.4.3. La figure8.14montre que si le treillis T n'est pas distri-
butif, le calqueu; = 4 A l, ol est une image réguliere et | est un atome de T, peut étre natieég

-1 B

HIEN UL

HINIE 0]
€Y (b)

Ficure 8.14 — Contre-exemple.4.4 (a) Une image régulierg : X — T avecT = {0, {r},{g}, {b}, {r, g, b}}
muni de l'inclusion (les label®, {r}, {g}, {b}, {r, g, b} sont représentés respectivement en blanc, rouge, vart, ble
et noir).

(b) Le calquey n'est pas régulier.

8.4.2 Images réguliéres dans un treillis booléen

Dans cette section, nous supposons que le tra@ilkst booléen. Pour toute pairtey) de labels,
nous posons\ u=tA u®ouu® estle complément dedansT.

La proposition suivante montre que la réduction du nombiatlaids, en identifiant certains labels
avec le fond, conserve la régularité des images.

Proposition 8.4.5.Soitu : X — T une image réguliére etd T un label. Alors, I'image:At : X — t!
définie, pour tout x X, par (u A t)(X) = u(X) At est réguliére.

Démonstration.Soit x € X. Alors, @ A )(X) = u(x) At = (Vyex= #0)) At = Vyext- () A ) =
Vyext+ (1 A 1)(Y). Donc, 'imageu A t est réguliere. O

Appliguée aux proto-labels, la propositi8m.5affirme que les calques sont réguliers.
Avec la proposition suivante, nous montrons que la fonctigrermute avec la réduction du
treillis T at!, pour tout labet € T.

Proposition 8.4.6. SoitA : Z € Z" — L une image de labels digitale. Alotspour tout te T,
LD At=2(Ant).
1. La notation est un peu abusive ici. En fait, puisggel, nous devrions définit A t par @ A t)(2) = A(2) si A(2) est

un atome souset (2 A t)(2) = L sinon. Bien sar, on &(1)(2 At = (1 A t)(2), pour tout xelz, carZ(2)(2) = A(2) est un
atome (un proto-label).
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En d’autres termes, on a le diagramme commutatif suivant :

LZ 5 TX

-
u— uAnt

TX

/l|—>/1/\t‘
LZ

Démonstration.Puigue les imageg(1) At etZ(1 At) sont réguliéres (propositioddi4.5et définition
de/?), il suffit de montrer que ces deux images sont égales sur les x&sSt&t x un xel. On a d'un
cOteZ(AA)(X) = (A AD(X) = AX) At et, de 'autre coté ) At)(X) = Z(AD)(X) At = A(X) At. Donc,
LAADX) = (¢(A) AY(X). o

Aprés avoir réduit le nombre de labels en prenant 'infimuracaun label particuliet, nous
pouvons considérer les labels restants comme un uniquie ladxe&sultat est une image binaire dont
le support es{t). En partant d’'une image de labels digitale, la propositigimagite montre que cette
opération peut étre faite avant ou aprés I'utilisation d@fection/. En combinant cette proposition
avec la propositior8.4.6 et les resultats établis au chapienous obtenons que les composantes
connexes et le groupe fondamental de toute image digitasrbiobtenue en considérant seulement
une union particuliére de labels dans une image de labeimldigont isomorphes a ceux obtenus
par la méme opération dans une image de calques.

Dans la propositior8.4.7, le treillis T n’a pas besoin d’étre booléen.

Proposition 8.4.7.Soit1 : Z — L un image de labels digitale. Soit.B: Z — {1, T} I'image binaire
définie par BA(2) = L si A(2) = 1L et BA(2) = T sinon. Soit B/(1) : X — {1, T} I'i'mage binaire
définie par B/(1)(2) = L si£(1)(2) = L et B£(1)(2) = T sinon. Alors, B/(1) = £(B.A).

Démonstration.La preuve consiste a montrer queBLZ (1) est régulier et 2. les fonctior./(4) et
£(B.A) coincident sur les xels de.
1. Soitu : X — T une image régulieréB.u : X — {1, T} I'image binaire définie paB.u(z) = L
siu(2) = L etB.u(2) = T sinon etx un point deX non maximal. On aB.u(xX) = L © u(X) =
L& Vyearp(y) = L @ Vye X uy) = L & ¥y e X", Bu(y) = L & Vyexr- Bu(y) = L.
Nous pouvons directement conclure dRig est régulier.
2. Soitxunxel. OnaB.Z(A)(X) =L o)X =L o A(X) =L o BAX) =L < (BAKX =
L. Donc,B.Z(1) = £(B.2) sont égales sur les xels deet, comme elles sont réguliéres, elles
sont égales. -

Le lemme suivant donne une fagon de régulariser localenmeninobage a supports fermés. Nous
utiliserons ce lemme dans la secti®d.3 pour régulariser une image de calques aprés une coupe.

Lemme 8.4.8.Soitu : X — T une image a supports fermés,la régularisée de: . Soit(x,y) une
paire libre pour le label t= () \ ¢/(X) telle queu(x) = u(y). Alors, la coupeuy; est egale au sur
X\ {x y}etay sur{x,y}.



136 Chapitre 8. Les calques

Démonstration.Puisqueu(x) = u(y) etu est décroissantgy) < u(2) pour toutz € x'. Or, pour tout
pointz € x* \ {y}, par la définitionB.3.7, uy1(2) = u(2) v u(y) et par suiteuy(2) = u(2). De nouveau
par la définitionB.3.7, uy.+(2) = u(2) pour tout pointzdansX \ xt. Donc,uy; est égal & surX\ {x, y}.
Comme &, y) est une paire libre pour(x), nous en déduisons que: L. En particulier,x n'est pas
un xel (par définitiony’ coincide aveg: sur le xels dex). Alors :

= H'(X) = Vaexrs WD < Vaexrr u(d) < \/zeyT*\{x},u(Z) = pyt(X);

= Vaeyx #(2 < u(y) = u(x) (caru est décroissante) ;

— puisque X, y) est une paire libre pour aucun poiniz € y™ \ {x}, z # x, n’est dans le support

du labelt; donc,uy1(X) At = (V ey M@) At = Viaeyin (@ A ) = L.

Le treillis T est distributif, donc il est modulaire. Alors, comm&Xx) < uy+(X) < u(X) etuy(X) At =
L, on obtient . (X) = uye(X) A () = pye(X) A €V 12/ (9) = () AV ' (X) = 1/ (X).

En ce qui concerne le point, on auy(y) = pyt(x) = p'(X) < @'(y) = Vaypru(@ <
V geytoyg 1@ = tya(y). D'OU, faya(y) = 1/ (y). o

8.4.3 Xels digitalement simples

Une coupe dans un image réguliere est rarement réguliereexemple, la coupe de la fi-
gure8.9(b) n'est pas réguliére car la 1-face en dessous el en magenta au lieu de rouge. Cepen-
dant, comme la plupart du temps le domaine de I'image igitégt un sous-ensemble A8, il est
souhaitable que I'image obtenue a la fin d'un traitement adsi définie sur ce sous-ensemble de
Z". Malheureusement, il n’est pas correct (d’un point de vp®lmgique) d’extraire une image de
labels digitale d’'une image de calques en ne gardant quelsgpar exemple, sur la figuB9(b),
le support du labelg, b} est connexe grace notament a une 1-face en magenta maiplartsde
ce label est déconnecté dans I'image de labels digitalenobten ne conservant que les xels de
l'image de calques). Pour réaliser proprement cette didradl est nécessaire d'utiliser I'inverse de
la fonction/, la fonction utilisée pour construire une image de calquaréirg’une image de labels
digitale. Comme’ est une bijection entre les images de labels digitales @nleges réguliéres, il est
nécessaire de perfectionner les coupes afin d’obtenir ulrpoutr modifier localement une image de
facon topologiquement neutre dans la classe des imagess(ptyrréguliéres.

Définition 8.4.9(Xel digitalement simple) Soitu : X — T une image pure et réguliere et t un label
de T, atomique ou minimal. Un xelexX estdigitalement simple pours'’il existe une séquence de
coupes(ui)i_q, I = 0, 0l o = u, pj est une coupe dang_; pour toutie [1,r], ur est réguliére,
ur(X) =t etu(y) = ur(y) pour tout xel y distinct de x.

La figure8.15illustre la définition précédente.

Dans la suite, nous n'imposons pas a I'espAadétre un complexe cubigue ou simplicial. Ce-
pendant, nous empruntons plusieurs notions aux complEges. disons qu’une paire,(y) de points
d'un sous-espac¥ de X est unepaire libre combinatoire pour i x est le seul point d¥ stricte-
ment supérieur & Si'Y est un sous-espace Meet s'il existe une suite K, yi)){_,, I > 0, de paires
de points deX telle que'X =YU ngo{xj,yj} et, pour touti € [O,r], (Xx,V;) est une paire libre
combinatoire poul U Ulj:O{Xj,yj}, nous écrivonsK \, Y.

Siu : X — T est une image réguliere un xel dansX ett un label dansT, nous posons
Att(x,t) = x** N (t),, ol 'imagey’ est la régularisée de+ (x, L). Les points de Att,t) sont les
points qui « attachent » le x&lau support dé (voir la figure8.16).
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!!III
O

(b) (©) (d)

Ficure 8.15 — Xels digitalement simples, ou non, dans une image lwdaéguliére. (a) Une image pure
et réguliereu : F2 — P({r,g,b}). Les labels sont représentés avec les conventions de fa 8¢ (b) Une
coupey’ pour le labekb} dansu. Limage u est pure mais n’est pas réguliere. (c) Une coupeur le label
{b} dansy’. L'imagev est pure et réguliere. Le xel bletau centre de est digitalement simple pour le label
{r} dans I'imageu car u et v coincident sur tous les xels @& sauf enx. (d) Une image pure et réguliére
u B2 — P(ir,g,b,t}). Le proto-label est représenté par des boites arrondies. Le xebblaucentre de
n’est digitalement simple pour aucun proto-label, car dubattribue le label rouge ou vert, on déconnecte le
support dgb} de celui de(t} et si on lui attribue le proto-labél cela crée un trou dans le laljelg, b}.
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Ficure 8.16 — Attache d’un xel dans une image de calques régulig@yeJife image régulierg : F? —
P({r, g, b}). (b) Lensemble Attg, {b}). (c) Lensemble Attg, {r}).

Soit L* 'ensemble des atomes deett un label. On pose CargJ(= Cardue L* [u<t})) =
Card¢! N L*). Lentier Cardf) est le nombre de proto-labels (c’est-a-dire le nombreodiais) dont
le labelt est le supremum.

La proposition suivante fournit une conditionfBsante pour qu’un xet soit digitalement simple
pour un atomé € T, ou pourt = L, dans une image pure et réguligrePour que le xel soit digi-
talement simple, il sfiit qu'il existe une paire librex, y) pour le labelu(x) avecy € (t) (condition
(i), qu'il soit possible de passer de a Att(x, u(X)) par retraits de paires libres (combinatoires) de
facon a ce que les points dont le label est inférieur ou égéhlael dey soient retirés en premier
(condition (ii)) et qu'aucun point dans! \ Att(x, u(x)) n'ait plus d’un proto-label distinct de ceux
dey (condition (iii) ). La preuve consiste a régulariser pas a pas (grace au le&w#h& les labels
des points dex \ {x,y} dans I'imageuy,,(x, €n commencant par les points dont le label est inférieur
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ou égal a celui dg. La figure8.17illustre ces étapes. Le contre-exemfld.11montre que dans la
proposition8.4.10la condition(iii) n'est pas nécessaire. Cette condition est utilisée darstmde
partie de la preuve pour s’assurer que dans toutes les [libites considérées les deux points par-
tagent le méme label. Notre contre-exemple est construélidgefacon que cette propriété reste vraie
alors que la conditiofiii) n’'est pas satisfaite.

Proposition 8.4.10.Soitu : X — T une image pure et réguliére dont le codomaine T est booléen e
dont le domaine X est tel que si un point est couvert par unisdt couvert par exactement deux
points de X et ces deux points sont des xels. Soit t un labsligie ou minimal de T et x un xel de
X n'appartenant pas au support de t.

Si:

(i) il existe un point ye x! tel queu(y) = u(x) v t et(x, y) est une paire libre pour le label(x) ;

(i) x5\ (YN O\ T )N) U At(x 1() N Att(x, 1(X)
(i) pour tout point ze x* \ Att(x, u(x)), Card@u(2) \ u(y)) < 1;
alors le xel x est digitalement simple pour le label t.

I mo=n
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Ficure 8.17 — Etapes de la preuve de la proposiBof10 (a) Limage de calques et (x,y) = (Xo, Yo), une
paire libre poup(x). (b) Limage de calqueg; et (x;,y1), une paire libre (combinatoire) pour I'ensemiate,
{x, y} dont les faces ne sont pas dans Rit{x)) et dont les labels sont inférieurs ou égayxy). (c) L'image
de calqueg, = uye1 et (X2, ¥2) = (Xes1, Yie1), UNe paire libre (combinatoire) pour 'ensembate\ U'j‘:o{xj,yj}
dont les faces ne sont pas dans Ati(x)). (d) Limage de calqueg’ = u;.

Démonstration.on posety = u(X) (tp est un atome d&). Des hypothéses s et u, on déduit que

t = u(y)\to. Soitus la coupeuyy,. PuisqueX, y) est une paire libre pour le labg| c’est aussi une paire
libre combinatoire pour 'ensemblgy). Soit (%, i)){_, une sequence de paires libres combinatoires
dex' aA = Att(x to) tel quexo = X Yo = y et UK 1%, i} = (X N g Y(u(y)!) \ A aveck e [0, r].

Par la définitior8.3.7, u1(h) = t sih € {x, y}, u1(h) = u(h) v tsih e x' \ {x,y} etus(h) = u(h) sinon.

En particulier,tg v t < u1(h) pour tout pointh € x! \ {x,y} (caru est décroissante). Par définition de
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k, pour tout pointh € U!‘Zo{xi,yi}, ui(h) = w(h) vt < to v t. Ainsi, u1(h) = tg v t pour tout point
he Uik:l{xi,yi}. En particulier,ui(x1) = u1(y1). Notons que, puisque est réguliérep; = ¢’ v vq
ol est la régularisée de, etvi(h) = tgsih e x' \ ({x,y} UA) etvy(h) = L sinon ¢1 = u1 \ i).
D'autre part,X; € (to),, et (to)y, NY1") \ Xt = ((to), Ny1") \ x* est vide caw; ¢ A. Donc, (i, Y1),
qui est une paire libre combinatoire dafis, {x, y}, est aussi une paire libre combinatoire dapy,, .
Donc, par la propositio8.3.5 {X;,y1} est une paire libre pour le labg). La coupeus = (u1)y, 1
vérifie ua(h) = ' (h) sih € {xq,y1} etuz(h) = ua(h) sinon (lemmeB.4.8. De cette facon, de proche
en proche, nous trouvons que les pairgsy(), 1 < i <k, sont libres poutp dans I'imageu; = ¢’ Vv,
otvi(h) = to pour touth € x* \ (AU U'Zp{Xj, y;}) etvi(h) = L sinon.

La paire 1., Yk+1) est dansct \ u({to,to v t}) donc on ato v t < u(Xe1) = p(Xee1) V
etto Vt < uk(Yke1) = u(Ykr1) V t. Or, Cardfu(X+1) \ (to V 1)) = Cardfu(yks1) \ (to V1)) < 1 (hy-
pothése(iii )). Donc, nécessairement, on a Caidk,1) \ (to V1)) = Cardfu(yki2) \ (o V1) = 1.
Puisqueux(xk:1) < uk(Yks1), caru est une image a supports fermés et la coupe d’'une image a sup-
ports fermés est une image a supports fermés (propoSt®ail, on aux(Xk+1) = ux(Yis1). Par
conséquent, nous pouvons en déduire comme ci-dessusiqugyi(;1) est une paire libre dans
pourty et que la coupgy,1 est égale @ V vy,1 avecvi,1(h) = to pour touth € x! \ (AU U‘szo{xj,yj 3]
etvi(h) = L sinon. Nous faisons le méme raisonnement avec chaque gay@ pourk + 2 <i <r.
La derniére coupe e avecy, = u’ V vy ol v (h) = to pour touth € x \ (AU ngo{xj,yj}) et
vr(h) = L sinon. On adone; = L etu, = i’ ce qui achéve la preuve. O

Contre-exemple 8.4.1XProposition8.4.10. La figure8.18 montre que dans la propositidh4.1Q
la condition (iii) n'est pas nécessaire.

Couprie et Bertrand2009 ont établi une propriété de « confluence » des collapsus dans
complexe cubique en dimension 2, 3 ou 4 :x&i \, Att(x,(t)) et X est un complexe tel que
Att(x, (t)) ¢ X c x, alorsx! \, X si et seulement sK \, Att(x,(t)). Grace a cette propriété,
nous pouvons appliquer la propositi8.10pour tester si un xek € F" (n < 4) est digitalement
simple pour un labdl en utilisant la méthode gloutonne décrite dans I'algorégiimBien sdr, si cet
algorithme retourne « faux », cela veut seulement dire qubypothéses de la propositi8.10ne
sont pas toutes satisfaites et, puisque cette proposigidounnit que des conditions Sisantes, le xel
testé peut néanmoins étre digitalement simple. La figur®donne des exemples d’'images obtenues
a partir de la méme image de labels digitale en appliqualgofsihme a des fins d’amincissement
ou de croissance du support d’'un label.

8.5 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre plusieurs moyens pdaliientocalement une image de
labels en respectant non seulement la topologie de chaoelentais aussi la topologie de la partition
dans ce sens que les topologies des unions de labels deilpant aussi conservées (suivant le
choix dfectué pour le treillis de labels). Ici la conservation dedpologie est comprise comme
I'existence d'une équivalence d’homotopie faible : quamdpeint x est retiré d’'un ensemblX,
linclusioni : X\ {x} — X met en correspondance bi-univoque les composantes candeXe\ {x}
et X, et induit des isomorphismes entre les groupes d’homotigsedeux espaces.
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EENER. OSSN

TAESNL ""q.‘.'\\ TSNS

(d) (e) (f)

Ficure 8.18 — La condition sur le nombre de labels dans la propos#tié.10n’est pas nécessaire. (a) Une
image réguliere: : X — P({r, g, b, €}) avec quatre proto-labetsg, b, e représentés respectivement en rouge,
vert, bleu et gris. Les notations sont celles de la preuveagedposition8.4.10 Le xel x est au centre de
limage. Son label esh = {€}. (b) L'image de labels digitale associé@ &dansz3). (c) La coupeus = pyy,.

(d) La coupguz = (u1)y, 1,- (€) La coupers = (u2)y,1,- (f) La coupeus = (u3)y, 1, qui est réguliere. Donc, le xel

x est digitalement simple. Cependant, gm(g) = \/{r, 9, b, e}, donc la conditior{iii) de la propositior8.4.10
n'est pas satisfaite.
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i,
b

(9) (h) @ 0

Ficure 8.19 — Amincissemefexpansion de labels dafi$ a I'aide de I'algorithmel. (b) Une image de labels
digitale 1o : Z? — L (le fond n’est pas représenté). (e) Limage réguljgee/(1o) : F2 — P(L*). (d) Limage
réguliéreu; obtenue de en appliquant I'algorithmé pour réduire le label vert. (a) La pré-imagie= ¢~ (u1).

(f) Limage réguliéreu, obtenue de en appliquant I'algorithmé pour étendre le label vert. (c) La pré-image
A2 = {Huz). (g—i) Le méme detail dans les imaggs 11, 12. (j) Une part du détail ci-dessous dans I'image
1. Notons que le carré vert isolé n’est pas digitalement snmolur le label brun : le changement de label
remplirait un trou dans le label brun.
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Algorithme 1 Test de la simplicité digitale d’'un xel.

EnTREE : X Un Xel ety une face dectels que la pairex y) est libre pour le labet
SortiE : UN booléen
Y — xb\ Att(x, (1))
T «{ze Y| Cardu(2) \ u(y)) > 1}
siT # 0 alors
retourner faux
fin si
Z—{zeY|u@ < uy)}
tant que d(h, i) € Z x Z tel que §, h) paire libre dan¥ faire
Z—Z\{hh},Y<Y\{hhN}
fin tant que
. SiZ # ( alors
retourner faux
. fin si
: tantque A(h,h) € Y x Y tel que b, i) paire libre dan¥ faire
Y « Y\ {hHh}
. fin tant que
. siY # 0 alors
retourner faux
. fin si
: retourner vrai

S e e N o
© © N o U~ WNPREP O

Considérons maintenant a nouveau les modéles les plusgu@gipour traiter les images de
labels évoqués dans l'introduction. En prenant pdutespace des complexes cubiqués la no-
tion de point digitalement simple, nous permet de travaillens la classe des images 3D « well
composed » en ajoutant une condition supplémentaire dalgetithmel : tout proto-label sur une
1-face du xel en cours de traitement doit étre présent suraasmne des deux 2-faces du xel testé
qui le couvrent (en 2D, aucune condition supplémentairetmiécessaire). L'exigence trouvée dans
Bazinet al. (2007) de préserver la topologie de toute union de deux ou troeldadst clairement sa-
tisfaite dans notre modéle puisque nous conservons ladgigotie toute union de labels quanebst
I'ensemble des parties des proto-labels. De plus, nousvarseque I'algorithmel interdit d’avoir
plus de trois labels dans le voisinage d’un point adjaceneatraité (mais ce xel est un point de
pas dez3). DansDamiandet al.(2011), les auteurs fournissent huit figures, cing en 2D et troB@n
pour illustrer leur definition de la notion de point simplendaune image de labels. Sur deux d’entre
elles, toutes les conditions requises sont satisfaitespaiiht est simple. Sur les six autres, au moins
une des conditions requises n'est pas satisfaite et le pst pas simple. Nous avons testé nos
propres conditions sur cet ensemble d’exemples et nous almanu les mémes conclusions (voir la
figure8.20. Ainsi, il semble que nous soyons capables avec les m&hwdposées dans ce chapitre
d’embrasser plusieurs approches précédentes tout endsamh un cadre permettant d'écrire des
énonceés topologiques précis et d’en établir les preuves.
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fEE &R
(©) (d)

(b)

(e) (f) (9

Ficure 8.20 — Comparaison entre « ML-simple points » et xels digitents simples. Nous reprenons les
images utilisées pdvamiandet al. (2011 pour illustrer la notion de « ML-simple point» dans une iraatg
labels digitales afin de comparer cette notion avec notrprpmootion de point digitalement simple dans une
image de calques réguliére (nous avons omis la premiéresigheigamiandet al. (2011 qui est trés similaire

a la seconde). Ces sept images de calques doivent étre éaresccomme étant définies &lirpour les ML-
simple points ou suE" pour les points digitalement simples. Dans ce dernier oass Supposons que les
images sont régulieres, de sorte qu'il est inutile de repries les faces de dimensions non maximales. lly a
guatre proto-labels représentés en rouge, vert, bleu ®tlgrivoxelx est le voxel central (en bleu). Le test
consiste a vérifier si le voxelest (ML ou digitalement)-simple pour le label rouge. Notqos les ML-simple
points doivent étre utilisés avec la 8)-, ou la (6 18)-, adjacence. (a)est ML-simple Damiandet al, 2017

et on peut vérifier facilement queest digitalement simple. (b) & (g)n’est pas ML-simpleDamiandet al,
2010 etxn’est pas digitalement simple (ces vérifications ne posantlp dificulté et sont laissées au lecteur).
On peut observer que sur la figure (f), le label gris n’est pesgm compte pour décider qua’est pas un ML-
simple point. Probablemeridamiandet al.ont choisi d’ajouter un quatrieme label ici pour mettre eidémnce

le fait que le changement de label du voxel central (du bletoage) pourrait modifier la topologie du label
vert. Il n’en va pas de méme avec les points digitalementlsisnp cause du label gris, ni la conditi@ihni la
condition(iii) de la propositior8.4.10ne sont satisfaites. Par contre, si I'on remplace le labglgar le label
vert, x devient digitalement simple.






CHAPITRE 9

Les revétements

9.1 Introduction

Au chapitre7, nous avons défini un plongementd&dansF" muni de bonnes propriétés topolo-
giques (schématiquement, il conserve les composantegxeset les groupes fondamentaux) avec
l'intention de I'utiliser pour traiter les images de lahdlsdée est de calculer les valeurs de I'image
sur les faces de dimensions non maximaleBtavec les opérateurs infimum et supremum. Ainsi, le
calcul peut étre fait aussi bien sur une image binaire (doabtiomaine eg0, 1}) que sur une image
de labels sous la condition que son codomaine soit muni dstmieure de treillis (par exemple en
ajoutant un minimum et un maximum a I'ensemble des labelsjc&a ce plongement, nous avons
pu définir des transformations locales, a topologie cotestanr les images de labels dont les objets
sont interprétés a I'aide de la'(3 1)-adjacence (chapiti@®. Par topologie constante, nous entendons
gue les objets définis par la partition initiale du supportideage par les labels, ou de toute partition
plus grossiére, gardent leur classe d’homotopie faibkederla transformation.

Malheureusement, ce plongement ne peut pas étre utiligfieblavec d’autres relations d’ad-
jacence sans des inconvénients majeurs. La fi§ukdournit un exemple trés simple qui met en
évidence le fait que le modéle des calques exposé au ch8piter permettre un traitement topo-
logique des images de labels doit étre amélioré si I'on stellp@uvoir utiliser les plongements de
Z" dansF" définis au chapitré avec d’'autres adjacences que la paire §26tout en maintenant
I'exigence de pouvoir contrdler la topologie des unionsatels.

OoCc— ocCcCc—/] o

. i1}
(a) (b)

Ficure 9.1 — DeZ? aF? avec des labels et des objets ouverts. (a) Une image digidédinie surz? (avec
deux labels, rouge et vert, et un fond blanc).

(b) Le plongement de I'image dansF? obtenu en appliquant la régle (voir la tald) définie au chapitr@
pour la (4 8)-adjacence : le label d’'une face Beest I'infimum des labels des facettes de I'étoile de cette,fac
I'ensemble des parties de I'ensemble des labels étant neusa dtructure de treillis booléen pour 'inclusion.
On voit notamment que, sur I'image considérée ici, cettéeragribue le label du fond a toutes les faces de
dimensions 0 et 1. De maniére évidente, les topologies detsleouge et vert sont identiques dans les images
(a) et (b). Mais si on identifie les deux labels, la topologienduveau label, rouge-ou-vert, n’est plus la méme
sur les deux images.

La solution pour résoudre le probléeme illustré par la figuen'est pas dficile a trouver : les
labels doivent étre identifiés da8, avant le plongement dai#s. La figure9.2 montre I'application
de cette idée au cas de I'exemple de la figlwe Dans ce chapitre, nous construisons un nouveau
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modéle basé sur cette idée. Ce modeéle a un codt plus élevéreairadnais il permet d'étendre sur
F" une image de labels initialement définie &liret interprétée avec une paire d’adjacences autre

que (266).

(@) (b) (©

o e ) Y — R | | e Y — o | | R s [ ) — R o |
B == [ == @ B === B === @8 B = [ === B

() (e) ®

Ficure 9.2 — L'imageA de la figure9.1 est composée de trois objets d'intérét représentés suglaes (a—
c) : le label rouge, le label vert et la réunion de ces deuxidallRegarder I'imagea sous I'angle topologique
revient & scruter la topologie de ces trois objets. Les imags mémes objets plongés d&hgavec la régle
décrite dans la lIégende de la fig@d) sont représentées sur les figures (d-f). En procédant tkefegbn,
nous évitons I'artefact de la figugel

9.2 Revétements

Comme dans le chapit& nous plongeons I'espace digif&l, ou une partie de celui-ci, dans un
EPOX muni de sa topologie d’'Alexandfto Cependant, nous nous limiterons ici aux plongements de
Z" dansF". L'ensemble des labels de I'image initiale, les proto-latet le fond, sont enrichis d’'un
certain nombre de supremums qui définissent les partititbussgoossiéres dont nous souhaitons ob-
server la topologie (pour la conserver, ou éventuellensemtddifier). L'ensemble de ces supremums,
appelés simplement labels, forment un treillis atomique<§, dont les proto-labels sont les atomes
et dont le fond initial, noté., est le minimum (le maximum dE est notér).

Chaque label d& définit une image binaire, ufeuillet, « couvrant » I'image de labels digitale.
Ce feuillet est défini suF" et son objet est celui que I'on souhaite obtenir lorsqu’@ntiie tous les
atomes inférieurs ticomme sur la figur8.2(c).

Finalement, on définit unevétement{d’'image de labels) comme une fonction qui envoie une
facex € F" sur 'ensemble des labels dont les feuillets contienxeddns leur partie objet. Ainsi, le
codomaine d’'un revétement est le sous-ensei@hblde I'ensemble des parties @adont les éléments
sont les ensembles hauts Tec'est-a-dire les partieA deT tels quea € Aeta < bimpliqueb € A
Les éléments dg+ sont appeléfibres La figure9.4illustre cette définition.

Définition 9.2.1. Soit n> 1 un entier. Soif(T, <) un treillis atomique dont le minimum est naté
Un revétement: est une fonction dg" versGr = {Uieat! | AC T} (@vec ot = 0). Lefond deu
est 'ensemble des faces Betel queu(x) = 0 et le supportde u est 'ensemble des faces Betel
queu(x) # 0. Pour tout te T, lefeuillet i est I'image binaire définie sE" par uy(X) = 1sit € u(X)
etui(X) = 0 sinon. Soit x une face d€'. L’ensemble des labels gdg€x) est lafibre au dessus de x.

Dans toute la suite de ce chapitte, désignera I'ensemble des atomeslde
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Puisque nous supposons que le treilli®st atomique, et puisque clairement, pour tous labels
to,....tp, peN,ona (\/ip:0 ti)T = ﬂipzo t;7, tout élément du codomairgr d’un revétement peut étre
exprimé comme une union d’intersections :

Gr = {U BLE: gP(L*)}

AeB teA

o0 Uncp Nieat! = 0 et Mept! = LT = T. De cette fagon, les revétements peuvent étre codés
avec des arbres de hauteur 2 dont les feuilles sont desdestaes atomes deet dont les nceuds
correspondent aux opératelset () (concrétement, on peut utiliser des chaines de champssje bit
Avec cet encodage, on peut extraire le feuillet’'un revétement: en testant pour chaques F", si

un sous-arbre de(x) (de hauteur 1) est inclus dans le lahdli-méme codé par un arbre de hauteur
1 (voir la figure9.3).

N o o
t/ \u \|/ t/L\v t/ \u
(a) (b) (c)

Ficure 9.3 — Codage des fibres et des labels dans un revétementillisdes labels du revétementcontient
les atomes, u, v. (a) L'arbre codant la fibrg(x) = (t" nu") U V'. (b) L'arbre codant le labél=t v u Vv v. (c)
L'arbre représenté est un sous-arbre«g et un sous-graphe du ladedoncx appartient a I'objet du feuillet

Mi-

Soitt € T, un label. Lensemblé), = u; 1({1}) est lesupportdet dans I'image:. Nous observons
que, par la définitio.2.1et la définition d'un support, les expressions (t),, ui(X) = 1 ett € u(X)
sont synonymes. Nous écrivo(t$;, pour I'ensemblé" \ (t),. Quand il n'y a pas d’ambiguité, nous
écrivons aussit) et(t)° au lieu de(t), et (t)ﬁ. La figure9.4montre les supports d’'un revétement avec
huit labels (notons que si le fond n'est pas représentéy iupas de dférence entre la représentation
du feuillety et celle du supporit),,).

De la définition9.2.1nous déduisons immédiatement gupour toutt,u e T,

Intuitivement, cette propriété exprime le fait que si, paeraple, nous identifions deux labelset

b, en créant un nouveau labeel b, toute face dans le support de I'un de ces deux labels sesa aus
dans le support du nouveau lalaeV b. En particulier, le support deest égal au support du label
dansu car T est supérieur a tous les labelsTeAutrement dit, on &T)¢ = 4 ~1(0). La réciproque de
I'implication (9.1) est fausse comme on peut le voir en considérant le revétement — Go(ab)
defini paru({0}) = {{a}, {a, b}}, u({1}) = {{a}, {b}, {a, b}} etu(X) = 0 si x # {0} et x # {1}. En dfet, on

a alorsup < uiq alors quela) et{b} ne sont pas comparables.

1. Rappelons que nous utilisons I'ordre ponctuel pour lestfons. Ainsi,u < g signifie w(X) < uu(X) pour tout
X e X.
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Notons qu'il existe un lien évident entre I'ordre ponctgebur les images binaires et I'ordre
ponctuelc sur les revétements :
uCvoeVteT, u <. (9.2)

Quand un revétement est construit a partir d’'une image dadaligitale, les valeurs de I'image
sur les facettes d&" ne sont pas des fibres quelconques@e Quand un revétement est tel
que toute facette dB" a une image«(x) qui appartient a 'ensemblg’ | t € L*}, resp.{t’ | t €
L*} U {0}, resp.{t’ | t € L*} U {0, T}, nous disons que le revétement sisictement purresp.pur,
resp.faiblement purLa raison pour laquelle nous définissons la pureté faillel@s a I'utilisation
de la dualité dans la suite du chapitre (voir secBch 3.

Nous définissons maintenant le type d’invariance topologique nous allons utiliser avec les
revétements.

Définition 9.2.2. Soit n> 1 un entier et T un treillis atomique. Sgifv : F" — Gt deux revétements.
— Si, pour tout label € T, (t), et(t), sont faiblement homotopiquement équivalents, nous disons
gue les revétemengset v sontéquivalentset nous écrivong ~ v.
— Si, de plus{t); et(t); sont faiblement homotopiquement équivalents pour towl lamous
disons que les revétemenigt v sontfortement équivalents

9.2.1 Revétements réguliers

Dans cette section, nous décrivons comment nous calcworaddur d’'un label sur une face de
F" de dimension strictement inférieurana partir des valeurs de I'image sur les facette§'te
Soite : [1,n] — {-1,1} une fonction de connexité. Rappelons qu’'une fonctianF" — {0, 1}
est une image (binaire)}regulieresi pour toutme [1,n] et x € F}_,, on a, de fagon récursive,
u(x) = { /\{a,b}eopp(x),u(a) vV u(b) S? g(m =1
\/{a,b}eopp(x)/l(a) Au(b) sig(m)=-1

Nous étendons cette définition aux revétements de la fageanse (la figure9.4 illustre cette
définition).

Définition 9.2.3 (revétement régulier)Soit n> 1 un entier, T un treillis atomique et : [1,n] —
{-1, 1} une fonction de connexité. Un revétementF" — Gt este-régulier(ou, plus simplement,
réguliep si pour tout te T, le feuillety; est une image (binaired-réguliére.

Etant donné une fonction de connexitéle (revétement) régularisé’un revétemenj est le
revétement-réguliery’ qui coincide aveg sur les facettes dé". Soit x une facette dé&" etk €
[0, n] un entier.Le revétement régularisé d'ordre k erd&u est la fonction qui coincide aveg sur
les faces dex! de dimensions supérieures ou égal@es-& et qui coincide aveg sinon.

Un revétement régulier peut étre défini directement, saresdapel aux feuilletg;, t € T.

Proposition 9.2.4. Soit T un treillis atomique et : [1,n] — {-1, 1} une fonction de connexité. Un
revétement : F" — Gt este-régulier si et seulement si, pour toutexF,, ;, me [1,n] :
u(x) = { m{a,b}eopp(x),u(a) Uub) siegm=1
U{ab}eopp(x)ﬂ(a) Nub) si e(m)=-1
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Ficure 9.4 — Un revétement défini surF® et a valeurs dans I'ensembigr pour T = £({1,2,3)). Le
support deu est inclus dans un parallelépipeBede dimensions X 2 x 3. Le revétement est régulier
pour la fonction de connexité = (1, -1, 1) (cette fonction de connexité est associée a lagt8djacence
dansZ3, d’aprés la table7.1, page94). (a) Les fibres des facettes dedécrites de I'avant vers l'arriére.
Toutes ces fibres sont dafid | t € L*} U {0, T} doncu est faiblement pur. (b—i) Les feuillejg pour

t = {1},{2}, {3}, {1, 2},{2, 3}, {3, 1}, {1, 2, 3} (le dernier feuillet fait apparaitre le support, et le fodd,I'image
). Le feuilletu, (ou L est I'élément minimal du treilli§, c’est-a-dire la partie vide de I'ensemlle 2, 3})
n'est pas représenté. Il ne contient qu’une seule facedtte (@tuée en dessous de la 2-facgur la figure (b))
avec toutes ses 2-faces. Les fibres des 2-fageg sont respectivements 17T u 27, 17 et la fibre de la 0-face
west T n 2" (qui est égal &1, 2)7).
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Démonstration.Supposong(m) = 1 et prenons une facede dimensiorm — 1. Alors, par la défini-
tion 9.2.3 on au(X) = Aabjeoppe #(@) V u(b) pour tout labet € T. Par conseéquent, on a:

teu(x) o wm(¥)=1
& V{a b} € opp(),u(a) = 1 ouwu(b) = 1
& V{a b} € opp),t € u(a) U u(b)
& te ﬂ u(a) U u(b).

{a.bleopp()

Le case(m) = —1 est similaire. O
Nous utiliserons le lemme suivant quand nous aurons a méggides revétements.

Lemme 9.2.5.Soit T un treillis atomique et : [1,n] — {-1, 1} une fonction de connexité. Soit
u,v : " - Gt deux revétements gf, v’ leurs régularisés d'ordre k en x (& [1,n], x € Fp). Si
ucv alorsy’ Ccv.

Démonstration.Soity € F". Vérifions queu’(y) € v'(y). Siy ¢ x!, ou si dim§) < n-k - 1, alors
W) = uly) etv(y) = v(y). On en conclut, de maniéere évidente, qu€) est inclus dans’(y).
On suppose maintenant que x!. La preuve est conduite par récurrence (finie et décroissant
la dimension dey. Siy = X, le resultat est immédiat. 8i— k < dim(y) < n- 1, de la premiére
partie de la preuvey(¢ x') et de I'hypothése de récurrence, nous déduisonsut{@ec v/(z) pour
toute facez qui couvrey. Donc,u’(y) = (Napjeoppgy) 4’ (@) U /(D) S Niabjeoppg) V' (@) U V'(0) = V(Y)
si s(dim(y) + 1) = 1 etp'(y) = Ujabieoppp) 2@ N #/(0) € Niatieopp) ¥ @ U V() = v'(y) si
g(dim(y) + 1) = —1. Dans les deux cas, nous trouvons gug)  v'(y). O

9.2.2 Simplicité

Dans cette section, nous définissons une transformatiafelotun revétement qui n'altére pas
la topologie de I'image. Schématiquement, I'idée est gaasdin revétement, une face est simple
pour un ensemble de labelss’il est posible de remplacer dans I'imagéa valeur actuelle dg(x)
parS sans « changement topologique ».

Cela nous conduit a la définition suivante.

Définition 9.2.6 (Face simple) Soit n > 1 un entier, T un treillis atomique et : F" — Gt un
revétement. Soit & Gt une fibre. Une face & F" estsimple pour (la fibreB si les deux conditions
suivantes sont vérifiées :

(i) pour tout label ue u(x) tel que u¢ S, x esp-simple pour I'ensembléu) ou pour I'ensemble
(WU {x;

(i) pour tout label u ¢ u(x) tel que ue S, x estB-simple pour I'ensembléu) U {x} ou pour
'ensemble(u)©.
La proposition suivante justifie la définitich2.6

Proposition 9.2.7. Soit n> 1 un entier, T un treillis atomique ¢t : F" — Gt un revétement. Soit
S € Gt une fibre et e F" une face simple pour S. Alors, les revétemgratu +(x, S) sont fortement
équivalents.
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Démonstration.On posey = u + (X, S). Soitu € T un label.

— Siue u(x)etue S, ousiu ¢ u(x) etu ¢ S, alorsquy, = (U)y.

— Siu e u(x) etu ¢ S, alorsx € (u), etx ¢ (u),, c’est-a-dire(u), = (u), \ {x}. Comme, par
la définition9.2.6 x estp-simple pour 'ensemblgu),, ou pour I'ensemblgu)® U {x}, nous
pouvons conclure que les ensemb{ey, et (u), d’une part, el(u)ﬁ et(u)S d’autre part, sont
faiblement homotopiquement équivalents (théoremesll 4.2.14et6.3.129). Autrement dit,
les revétementg et v sont fortement équivalents.

— Siu ¢ u(x) etu € S, alorsx ¢ (u), etx e (u),, c'est-a-dire{u), = (u), U {x}. Comme, par
la définition9.2.6 x estp-simple pour I'ensembléu), U {x}, ou pour I'ensembl€&u)®, nous
concluons a nouveau que les ensembjigs et (u), d’'une part, et(u)jj et (u)S d’autre part,
sont faiblement homotopiquement équivalents. Les revétésu et v sont donc fortement
équivalents. O

La proposition suivante nous permet de construire desitiigoes d’amincissement ou de crois-
sance paralléles.

Proposition 9.2.8. Soit n> 1 un entier, T un treillis atomique @iy : F" — Gt un revétement. Soit
{Si}ik:0 (k = 1) un ensemble de fibres d& et{xi}ik:0 un ensemble de faces de méme dimension telles
que, pour tout ie [O,K], % est simple pour Sdansyu. Alors, pour tout ie [1,K], x est une face
simple pour $dans le revétement défini itérativement pag; = ui_1 + (X, Sj).

Démonstration.Une facex € E" est simple si, par la définitioB.2.6 x estp-simple pour certains
ensembles. Or, la définition degasimplicité n'implique que des faces comparables ayatest-a-
dire des faces incluses dans, ou incluantinsi, la simplicité d’'une face n’est paffectée par un
changement fait sur une autre face de méme dimension. O

9.2.3 Dualité

Gréace a I'ordre dual sur le treilli$ et & la complémentation da#¥T), nous pouvons définir
le dual d’'un revétement. Nous verrons que cette dualité nies d’autre qu’un échange du fond et
de I'objet dans chaque feuillet d'un revétement. Cetteitbuakt compatible ave la régularité — le
dual d'un revétemeng-régulier est un revétement£)-régulier — et avec la simplicité - une face est
simple pour un ensemble de lab&8gans un revétement si et seulement si elle est simple pour le
complément d& (dansP(T)) dans le revétement dual.

Nous notonsft le sous-ensemble de(T) formé par les ensembles bas Tec’est-a-dire les
compléments des éléments ge¢ dansP(T). F1 est le sous-ensemble de I'ensemble des parties
P(T) dont les éléments sont les partiesle T telles quea € A eta > bimpliqueb € A, c’'est-a-dire
F1 = Gt~ oUT* est le treillisT muni de son ordre dudl

Définition 9.2.9. Soit n > 1 un entier, T un treillis atomique et : F" — Gt un revétement. Le
revétement dualeyu est le revétemeniu : F" — F7 défini pour tout x F" par —u(x) = u(X)°.

Notons que les revétements et leurs duaux sont des élémegpacdes de fonctions fiérents,
respectivementdr)F et (F/7)F", mais ces espaces sont tous les deux inclus daf9)F".

2. Gt et¥F7 sont respectivement I'ensemble des ouverts et des fermégaeologie d'Alexandrff surT.
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La proposition suivante fournit quelques propriétés éldmiees des revétements duaux. Dans
cette proposition, nous utilisons I'opératetmpour les images binaires défini au chapitre étant
donnée une image binaige: F" — {0, 1}, 'image négative-0 est définie pard(x) = 1 — 6(x) pour
tout x € F". La confusion entre les deux opérateurs de dualité, nosuch-, n'est pas possible car
ils opérent sur des typesttfirents.

Proposition 9.2.10.Soit n> 1 un entier, T un treillis atomique ¢t: F" — Gt un revétement.
(i) L'opérateur - est involutif :=—u = u.

(i) Le fond du revétement duaju estu=%(T).

(iii) Pour tout label te T, (t), = (t);.

(iv) Pour tout label te T, (=u); = = (uy).

(v) Soite une fonction de connexité. Si le revétememste-régulier, alors son duabu est(-¢)-
régulier.

(vi) Sile treillis T est fini et distributif, le dual d’un ret@ment faiblement pur, resp. fortement pur,
est faiblement pur, resp. fortement pur.

(vii) Siv est un revétement fortement équivalept, alors —v est fortement équivalent-au.

Démonstration.Soitt € T un label etx une face dé™".
() Evident.
(i) u()=0eux)=T.
(i) x ety oteuX) ot ¢ u(x) & x¢t),.
(iv) Des définitions du revétement dugk, de I'image negative:(u;) et de la propriété précédente,
nous deduisons que)i(X) =1 & xe(t)-, © X & (), © w(X) =0 o (=(u))(x) = 1.

(v) Sile revétement: este-régulier, alors, de la proposition.1.4 nous déduisons que tous les
feuillets —u, t € T, sont (&)-réguliers. Donc-u est (&)-régulier.

(vi) Comme iciT est fini, atomique et distributiff est 'ensemble des parties d'un ensemhle
T = P(A). Soitx une facette d&". Siu est strictement pur, il existe un élément A tel que
u(x) = {@’. Dot —u(X) = {te P(A) |agti={teT|tcA\({a). Parsuite, dan¥*, on a
—u(X) = b oub = A\ {a} est un atome d&*. Nous pouvons en conclure qug est strictement
pur. Siu est faiblement pur, nous pouvons aussi avoir I'égal(td = 0 ou I'égalitéu(x) = T.
Alors, =u(X) = T ou—u(x) = 0.

(vii) Siu ety sont fortement équivalents alors, pour tout labé,, est faiblement homotopiquement
équivalent Xt), et(t); est faiblement homotopiquement équivalerit)q, donc, d'apregiii) ,
<t>‘iﬂ est faiblement homotopiquement équivalert)d, et(t)-,, est faiblement homotopique-
ment équivalent &)-,. On en conclut que les revétemenis et —v sont fortement équivalents.

O

Dans la proposition précédente, I'assert{@h montre qu’'une face est dans le fond du revéte-
ment dual-u si et seulement si cette face est dans tous les objets déstiedu revétement. De
I'assertion ¥), on déduit que le revétement dual du regularisé d’un revéigu est le regularisé (re-
lativement & la fonction de connexité opposée) du revétethe deu. Notons enfin que I'assertion
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(vi) est fausse si on omet I'hypothése sur la distributivitélf d®ar exemple, avet = {1,a,b,c, T}
ol a, b, c sont des atomes, on a'J® = {a, T} = {1, b, ¢} qui n'est pas égal & avect atome deT *
(ici, les atomes d&@* sont les atomes dE).

Proposition 9.2.11. Soit ne {2, 3} un entier, T un treillis atomique et : F" — Gt un revétement.
Soit Se Ft une fibre et x une face d&'. Alors, x est simple pour la fibre S dans le revétement dual
—u Si et seulement si , dans le revétemegnk est simple pour le complément de S d&(§) (qui
appartient agr).

Démonstration.La proposition9.2.11est une conséquence immédiate de la définBi@n O

9.3 Revétementd-réguliers et calques réguliers

Le but de cette section est de comparer les notions de regéterat d'image de calques dans
le but de pouvoir utiliser ces derniéres, qui sont beaucooipsrcomplexes, lorsque les revétements
sont 1-réguliers et, par dualité; X)-réguliers (rappelons que ces deux types de régularitéasso-
ciés respectivement aux couples d'adjacencis 32n) et (2h, 3" — 1) deZ"). Nous verrons que, Si
le treillis T est distributif, les revétements 1-réguliers sont la teéidn, dans le cadre théorique des
revétements, des images de calques régulieres définiespitref.

Dans toute la sectiom est un entier supérieur ou égal a ITe¢st un treillis atomique.

9.3.1 Revétement associé a une image de calques

On considére une image de calquest” — T. A l'image de calqueg, on associe le revétement
®u défini, pour toutx € E", par :

Qu(X)={teT |u(X)At+ 1} (9.3)

La fonction®u est bien un revétement car on a clairememt u(x) ett < u = u € u(x), donc
u(X) € Gt pour toutx € F". De plus, I'égalité 9.3) assure que les supports des labels sont identiques
dans les deux images :

(Dgu = (t),, pour toutt € T.

Un exemple de revétement associé a une image de calquededdila fonctior® se trouve sur
la figure9.6. Notons que dans le revétemedy, les éléments minimaux des ensembles non vides
®u(x) sont des atomes. Efffet, siu(X) At # L, il existe un atome € T tel quea < u(x) At <t, car
T est atomique. Alorsa € ®u(x) ett € a' (et, de maniére évidente, ne peut pas étre un élément de
®u(x)). Nous écrivongz3 pour le sous-ensemble d& dont les éléments non vides sont des parties
deT dont les éléments minimaux sont des atomg¥ := {UaeA al|Ac L*} ou, par convention,
Uaeo al =0.

Nous donnons ci-dessous quelgques propriétés du revéteneati relation avec les propriétés
de I'image de calques.

Proposition 9.3.1. Soitu une image de calques ®}: le revétement associé.
— Siu est a supports fermés, alogg est a supports fermés.
— Siu est strictement pure, resp. pure, al@g est strictement pur, resp. pur.
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— Siu est réguliére et si le treillis T est distributif, alogsu estl-régulier.

Démonstration.
— Siu est a supports fermés est décroisante (propositi@s3.1). Alors, on a :

XCy=u(¥) zuly) = VteT,u(X) Atz puly) At= eu(x) 2 euly).

Puis, pour tou inclus dansy, on ay € (t)g, = t € Qu(y) = t € ®u(X) = X € (t)g,. Donc,
(t)ey €St fermé.
— Siu(x) est un atome, alorson a :

tegu(X) @ u() At Lo u)At=uX) o uX)<teteu®)'.

D’ol, ®u(x) = u(X)'.
Siu(x) = L, alors@u(X) ={te T| L At+# L}. Donceu(x) = 0.
— Pourtout € T ettoutxe F",on a:

u(X)=1 & u(X)At+L

& [ \/ y(y)] At# 1L  caruAtestréguliére

yexT+

& \/ (uy) At)# L carT estdistributif

yext+
e Jyextuy)At# L
Ay e X, @u(y) = 1
o \/emy)=1

yext+

)

Cela montre que les feuilletsu; sont 1-réguliers (proposition.1.3. Par conséquent, le revé-
tementgu est 1-régulier. O

9.3.2 Image de calques associée a un revétement

Inversement, partant d'un revétement, il n'est pas togjquossible de définir une image de
calgues qui partage les mémes supports. Cela est d0 au éaidaqs une image de calques, tout
point qui n'est pas dans le fond est dans le support d'au mgiretome (car une image de calques
est le supremum de ses calques). Mais dans un revétemdatpompriété n'est généralement pas
vérifiée comme on peut le voir sur la figude2 avec la 1-face centrale, ou sur la figl@&é avec la
O-facew et le labelt = {1, 2}.

Néanmoins, lorsqu’un revétemenest a valeurs dang$ (ce qui implique en particulier qu'au-
cune face n’a pour valedr), nous pouvons définir une image de calg@gsdont les supports sont
€gaux a ceux de de la fagcon suivante (avec la conventigr) = 1) :

ou(®) = \/ (9 N L*.

C'est-a-direpu(x) est le supremum des atomesuqg), ou L si u(x) est vide (voir aussi la figure.5).
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Les revétements obtenus a partir d’'une image de labelsligiiuni de la (83— 1, 2n)-adjacence
ou a partir d'une image de labels digitale muni de Ia, @ — 1)-adjacence et de la dualité, a condi-
tion que le fond soit remplacé par un proto-label dans ceigleaas, fournissent des exemples de
revétements a valeurs dag$ (voir la figure9.5).

Nous donnons ci-dessous quelques propriétés de la forgti@m relation avec les propriétés de
la fonctiong.

Proposition 9.3.2. Soitu un revétement a valeurs dag§ eteu 'image de calques associée.
— Si T est distributif, alorgt)e,, = (t),, pourtoutte T.
— Siu est pur, resp. strictement pur, alors I'imagg est pure, resp. strictement pure.
— Siu estl-régulier, alors I'imagesu est réguliére.

Démonstration.
— Sit = 1, alors(l), = 0 par hypothese etL)s, = 0 pour toute image de calques (voir
pagel20).
Sit#1,0ona:

XeEMey © Su(X)At#L

(\/a;)/\t;tL oU,u(x):Ua;T (a atome)

=
|

& \/(ai At)# L carT est distributif

& Hli,ai At# L

& di,g <t car lesag; sont des atomes

o teu(X

o  Xe(t),.

— De la définition de I'image de calques, on a immédiatement :
e Siu(x) = t" avect atome deT alorseu(x) = t.
e Siu(x) =0, alorsu(x) = L.

— Soitx € Fj}, avecm € [0,n — 1]. On rappelle que/ @ = L. Par définition de I'imagey, on a
d’'une partgu(X) = \V AouAest'ensemble des atomesdg) et d’autre part)/ye o+ du(y) =
\/ Bou B est 'ensemble des atomes des facettes de I'étoibe de
Montrons queA et B sont égaux.
Soitaun atome dd.On a:

acA & acul¥

© (¥ =1
o \/ ua(y) =1 carug est 1-réguliere et par la propositi@inl.3
yext+

& Ayextualy) =1
Jyex*,aepu(y)

()

< aeB.
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Donc,@u(x) = VA=V B = Ve Bu(y)-
On en déduit que 'image de calques est réguliére. O

Comme les images de calques et les revétements sont erigieedéterminés par les supports
des labels et que, sous I'hypothése de distributivité dllisr&, les fonctions: € TF' — gu € (g?)]Fn
etu e (g?)F” — @u € TF" conservent les supports, les deux fonctisnst @ sont inverses I'une de
lautre :
sile treillis T est distributif,

— @®(®u) = u pour toute image de calque

— ®(®u) = p pour toute revétemenia valeurs dang?s.
Ainsi, lorsque le treillisT est distributif, nous avons une correspondance bi-uniw@mire les images
de calques et les revétements a valeurs gghgt cette correspondance conserve les supports, la
pureté et la régularité. De plus, nous avons la propriétéaate.

Proposition 9.3.3. Soit T un treillis distributif. Les applications : (G1)f" — TF et® : TF' —
(G1)F" forment une adjonction.

Démonstration.|l faut montrer® que®u C v & u < ®v pour toute image de calquas F" — T et
tout revétement : F" — Gr.
— (sens=) On supposeu C v. Soitx un point deF" et A 'ensemble des atomes deinférieurs
ou égaux au(X). Si A = 0, c’est-a-dire su(x) = L, alors clairement(x) < @v(x). SiA # 0,
on au(x) = \V AcarT est atomique. Or, de maniére évideres ®u(X). Il vient, en utilisant
I'hypothése, queél C v(X) puisA C v(X) N L*. Donc,u(X) = V A<V v(X) N L* = @v(X).
— (sens=) On supposg < @v. Soitt un label appartenant@u(x), c'est-a-dire tel qua(x) At #
L. Alors I'hypothése implique que(x) A t < @v(X). Il vient que tout atome inférieur ou égal
au(x) Atestinférieur ou égal @v(x) = \/ u(X) N L*. La distributivité deT entraine alors
gue tout atome inférieur ou égaL@x) A t appartient au(x) N L*. L'atomicité deT permet de
conclure queu(x) A t < ®v(X). O

9.4 Revétements réguliers sur®

Dans la suite de ce chapitre nous nous intéressons aux irdéfjeies suirs.

Nous avons vu a la sectigh3que les revétements 1-réguliers peuvent étre transformiésages
de calques et traités avec les outils correspondants (amsnsoie treillis T est distributif), c’est
pourguoi hous ne nous occuperons pas ici de la fonction deex@® constante, égale a 1. Comme
le dual d’un revétement1)-régulier est un revétement 1-régulier, et comme la pugst conservée
par passage au dual (a condition encore que le trdillsoit distributif) nous pouvons également
ignorer les revétements-{)-réguliers* (les figures9.5 et 9.6 donnent un exemple de modification
d’'une image {1)-réguliére par passage au dual puis a I'image de calguesiés).

Ainsi, dans cette section, nous nous concentrerons sueVétements—{1, 1, —1)-réguliers et
sur leurs revétements duaux, {1, 1)-réguliers. Nous donnerons des conditionfiisantes pour

3. Voir 'annexeB.2.

4. 1l convient de noter toutefois que le traitement deda)frégularité est tout a fait possible dans le cadre degeevé
ments et bien plus simple que ce qui va étre présenté danidalsice chapitre. En particulier, aucune définitioriygees
de 1-face n'est nécessaire.
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modifier localement un revétement régulier de telle fagomlgunouveau revétement, qui néfdie
du premier revétement que sur I'adhérence d'une 3-faceesoore régulier et fortement équivalent
au revétement initial.

9.4.1 Revétement$-1, 1, —1)-réguliers

Avec les trois lemmes suivants, nous modifions successiveleg faces d’'une facette d'un re-
vétement €1, 1, —1)-régulier de fagon a ce que le résultat soit fortementvédgnt au revétement
initial. Nous commencons par modifier la facette et ses 8gac

Lemme 9.4.1.Soit T un treillis atomique ai : F® — Gt un revétement-1, 1, —1)-régulier. Soit
x une facette d& et S € Gt une fibre strictement incluse dapéx) telle que x est simple pour S.
Alors le régularisé d’ordre 1 en x du revétement (x, S) est fortement éqgivalenta

Démonstration.Par la propositiord.2.7, le revétement’ = u + (X, S) est fortement équivalenta
Soitv le régularisé d'ordre 1 erdeyu’. Comme, de maniére évidenj€, C u et u est régulier, on
déduit du lemm®.2.5quev C u. Soitt un label tel quer #  si un tel label existe (sinon, le résultat
est acquis). Alorsy; n'est pas régulier. En particuligr; # p. Par suitey{(X) # wu(X) et, comme
par I'équivalenced.2) de la pagel48 u(x) < ui(X), on auf(x) = 0 etu(X) = 1. Soitz € F tel que
vi(2) # p{(2). Par la définition méme de z est une 2-face incluse damet par I'équivalence9.2),
v(2) = 0 etu(2) = uf(2) = 1. Puisque € (t), ete(3) = -1, la seule facette de? \ {x} qui inclut z
est aussi dand),. Donc,z est haut-unipolaire aussi bien dafs, que dangt);. Comme des faces
unipolaires de méme dimension peuvent étre suppriméegaiteim donnant naissance a un rétracte
par déformation forte (propositiof.2.4, nous en déduisons qyp, et(t),,, resp(t)$ et (t)ﬁ,, sont
faiblement homotopiquement équivalents. Ainsi, les revintsy’ et v sont fortement équivalents
et, par transitivité, les revétement®t v sont fortement équivalents. O

On pourrait poursuivre la régularisation en continuant aelifrer les faces de dimension par
dimension. Toutefois, cela nécessite d'imposer des donditres restrictives sur les faces de dimen-
sion 1 et nous avons constaté expérimentalement que la#tfalges d’amincissement obtenus alors
sont peu ficaces. Nous sommes donc obligés d’'étudier précisémentffésedtes configurations
des 1-faces et des O-faces aprés I'application du le®wshd. Le fait que les revétements soient a
valeurs dans un ensemble de fibres et non de labels compkguedup cet examen des configura-
tions locales et nous a conduit a poser un certain nombretddors et définitions qui sont exposées
ci-aprés. La figur®.7 détaille les notations utilisées dans la suite de cettéosect

Nous définissons maintenant trois prédicats qui perméttf@entifier des conditions favorables
pour la modification de la fibre d'une 1-face et éventuellerdm 'une de ses O-faces dans le
lemme9.4.3 Dans ces prédicatx est une facette d&* et a une 1-face dex et les notations;
et a].J sont celles décrites sur la figudey.

Jko € (0,1}, Vke {ko, 2.3}, u(¥) Nul@e) Np(@s) € SUu@) Upulag) (9.4)
Tko. ki €{0.1,2.3), ko # ki, VK € {ko. ka),  u(X) N pu(@z) N pu(@s) N pu(ey) € SUp(ar)  (9.5)
ko€ (2.3, Vke (0L ko),  u(¥) Nu(@) Nu(@s) CSUu@) UuE)  (9.6)

Les trois prédicats précédents permettent de définir typisstde 1-faces dans une cellule donnée.
Une 1-facey incluse dans une facetieest detype 1(resp.type 2 type 3 si:
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Ficure 9.5 — (a) Une image de label digitalequi doit étre interprétée avec la, @)-adjacence, c’est-a-dire
guetous les objets représentés par les labels et leurs unions dd@tenregardés avec la 4-adjacence tandis
que le fond doit étre regardé avec la 8-adjacence. |l y a deato{abels r etv. (b) Le fond est remplacé par
un nouveau labeh. (c—h) Les feuillets non-triviaux (non constants) du reméntu, (—1)-régulier, associé
al. Le codomaine du revétememest constitué des ensembles hauts du trefftgr(v, b}), ). Les feuillets
sont représentés dans I'ordre wy, pn, trv, tvb, tor- (i-N) Les feuillets du revétement dugl. Ce revétement
est 1-régulier. (0) Limage de calqueg—u). Cette image est pure et réguliere (son codomaine estillestre
(P(fr.v. b}), 2) = (P({c,m, j}), 9).
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Ficure 9.6 — (Moir aussi la Iégende de la figlBe). (a) Limage de calques = &(—u) + (X, ¢) (la facettex de
la figure9.5(0) est digitalement simple (voir la secti@mw.3 pour le labelk dans I'image de calques(—y)).
(b—g) Les feuillets non triviaux du revétememt. (h—m) Les feuillets non triviaux du revétemes(tdv). (n)
Limage de labels digitale extraite d€®v). (0) Le label factice est supprimé.
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Ficure 9.7 — Notations. On considére une facettéde F® (en bleu, rendue en fil de fer) et une 1-facde x
(au centre, en jaune). Alorag est un alias de la facette(ap = X), a; est la facette de I'étoile da telle que
a; N X = aetay etag sont les deux autres facettes de I'étoilead®©n suppose que toutes les O-facexde
voient attribuer un numéro égal a 1 ou a 2 de facon a ce que eHlaface dex inclut une O-face portant le
numéro 1 et une 0-face portant le numéro 2. On abfee {1, 2}) la O-face dea portant le numéro(en rouge).
Enfin, on noteal), al, a, &, les quatre facettes de I'étoile dequi ne sont pas dans I'étoile dede fagon a ce
quea‘j partage une 2-face aveg (i € {1,2} etj € {0, 1,2, 3}).

— le prédicat 9.4) (resp. 0.5), (9.6)) est vrai poura = y et pour un certairp € {1, 2} (resp.
ge{l 2}, re{l,2}),et

— le prédicat 9.5) (resp. 0.6), (9.4) est vrai poua =yetq=3-p(respr=3-q9,p=3-1r).
La figure9.8 montre des 1-faces de type 1 et 3 et expligue succinctementilons des définitions
précédentes.

Trois 1-facesy, y',y” incluses dang, sontassociéesi elles ont une O-face en commun, appelée
le sommete I'association, et le prédica.6), dans lequet est le numéro porté par le sommet (voir
la [égende de la figur@.?), est vrai pour deux d’entre elles, de types 2 ou 3.

Pour terminer la régularisation du revétement (x, S) commencée avec le lemn®e4.1, nous
allons changer les valeurs des fibres au-dessus des 1-fates @faces dans le régularisé d’ordre
1 enx de u en trois étapes : d’abord nous traitons les 1-faces « ordimai (de type 1 ou 2), puis
les configurations impliquant les 1-faces de type 3 et ledfex@s et nous terminons avec les O-faces
« ordinaires ».

Lemme 9.4.2.Soit T un treillis atomique &gt : F® — Gr un revétement-1, 1, —1)-régulier. Soit x
une facette d&3 et S € Gt une fibre strictement incluse dapéx) telles que x est simple pour S.
Soitv le régularisé deu + (X, S) en x. Alors, le revétement égalvésur les2-faces de x et sur ses
1-faces de type 1 ou 2 et égaligartout ailleurs est fortement équivalent au revétement

Démonstration.PuisqueS c u(x), on av C u. Soitvy, le régularisé d’'ordre 1 de+ (x, S) enx. Par

le lemme9.4.], v, est fortement équivalentia Grace a la propositio.2.8 il nous siffit de montrer
gue toute 1-facg de type 1 ou 2 est simple poufy) dans le revétement;.

Soity une 1-face dexde type 1 ou 2. On & (y) = u(y) par définition des1. Siu(y) = v(y), le résultat
est trivial. On suppose donc quéy) # v(y). Soitt un label tel quey € (t),, ety ¢ (t),, c’est-a-dire

w(y) = w(y) ('inverse,y € (t), ety ¢ (t),,, estimpossible cari(y) = u(y) etv € u). Alors, grace a la
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(a) (b)

Ficure 9.8 — Prédicats sur les 1-faces (les notations sont cellds figure9.7). La figure représente une
partie d’'un feuillety; d'un revétement (seules les facettes et trois faces importantes pour notpop sont
représentées). Le revétemergst le régularisé de = u + (x, S) avecS c u(x) (S € Gr) ou x est la facette
rendue en fil de fer bleu. En jaune, on voit une 1-faake X et, en rouge, les 0-facgs (en haut) et? (en
bas). Ces deux O-faces peuvent étre dans I'objet ou dansdediofeuillet. Les cubes bleusg ihclus) sont des
facettes du suppott), et les facettes rendues en fil de fer gris sont dans le fonduillete(nous ne pouvons
montrer ici qu’un feuillet du revétement mais notre but ésbladle trouver des conditions portant sur la totalité
des feuillets). Considérons un lalielppartenant a(x) \ S (sit ¢ u(x) ou sit € S, le feuillet correspondant
n'est pas modifié par le changement de fibre au dessus:de = y;). Nous nous intéressons au casyou
change de statut lorsqu’on passe de I'imagd'imagey : y € (t), ety ¢ (t), (I'inverse ne peut pas se produire
carS c u(x)). Puisque la fonction de connexité estdck (-1, 1, —1), d’'aprés la tabl&.2, ce changement de
statut se produit si et seulement si il y a exactement traoistfas du suppott), quiincluenty, dont la facette

X (dans le revétement il N’y a que deux facettes du supportdgui incluenty cart ¢ S). Par ailleurs, pour
assurer la Iégitimité topologique du changement de statuts souhaitons quesoit g8-simple, c’est-a-dire
quey™, ouy**, soit contractile. Or, lorsqug n’est pas dang),, le sous-ensemblg* du supportt),.(xs
n'est pas contractile car il a deux composantes connexag(tontenant la facetig et l'autre la facetteys).

Il est donc nécessaire dans ce cas de s'intéresser a lasfeuty, {y!, y?} N (t),..(xs). Clairement, celle-ci
est contractible si et seulement si une seule des deux B8-&stelans le support. Le rdle des trois prédicats
est précisément de décrire toutes les configurations podeaoucher favorablement (c’est-a-dire permettant
la modification de la fibre au-dessusyla topologie constante). (a) Cas d’'une 1-fgae type 1. En accord
avec la table7.2, le prédicat 9.4) assure que la O-face concernée YRji est dans le support du labetlans

le revétement: + (X, S) et le prédicat 4.5) assure que I'autre O-face ¢&* (ici y') n’est pas danét),..(xs)-

Le cas d'une 1-face de type 2 est similaire. (b) Cas d’'unecéyale type 3 (c’est celui qui pose probléme).
Ici, les prédicats .4) et (9.6) nous disent que les deux O-faggset y? sont danst),.(xs). Donc,y n'est
pasg-simple. L'idée est alors de supprimer une de ces deux Gsfacant de supprimerpuis de supprimer

la derniére O-face dg On peut intuiter que la suppression d’une des deux O-fapglons-13/, puis dey
puis de I'autre 0-facef, implique des conditions sur les 1-facesxdgui incluenty' pour que le processus
se termine sans buter sur une 0-face, ou une 1-face, « pr&aen. C'est ce qui nous a conduit a définir des
associationgle 1-faces.



162 Chapitre 9. Les revétements

régularité deu, x € (t),, X € (t), (en d’autres termes,e u(x) \ S). Puisqueu est 1, 1, —1)-régulier,
nous déduisons de la tabfe2 que(t), contient exactement trois facettes inclugaiont I'une esix.
— Sit € u(y1), alors il est évident que les ensembyé$ N (t),, ety™ N (t)$ sont contractiles
(voir figure 9.9(a)). Alors,y estg-simple pour les ensemblés,, et(t); U {y}.
— Maintenant, nous supposons dueu(y:). Alors,t € u(X) Nu(y2) Nu(ys). Commet € u(x)\ S,
des prédicatsy(4), ou (9.6), et 9.5), nous déduisons que :
o te y(yl'f) pour au moins trois valeurs distincteslde
o te y(y‘lj) pour au plus deux valeurs distinctestdg # p).
Par suite, par la tabl@.2, on trouve que/P € (t), etyd ¢ (t),. Ainsi, YN (ty,, = {yP) et
v n (t)s, = {y%} sont contractiles et ests-simple pour les ensembléy,, et(t)S U {y}.
Nous pouvons maintenant conclure guest simple pour(y) dans le revétement. O

(a) (b)

Ficure 9.9 — Preuve du lemm@.4.2 Le trou au centre de la figure correspond a la 1-facEn rouge :

y™* (), Envert:y™ n(t)S . (@)t € u(y1), c'est-a-direy; € (t),,. Dans cette configuration, il est évident que
y™* n(t),, ety™ Nty sont contractiles. ()¢ u(y1). Ici, les deux ensembles ont deux composantes connexes.
Dans cette configuration, il faut étudier I'ensemile N (t),, pour décider sy estp-simple dans I'ensemble

(s

Aprés avoir régularisé les faces de dimension 2 et les faeedirdension 1 de types 1 et 2,
nous nous intéressons aux faces de type 3. Comme nous l'ditatens la Iégende de la figu@es,
le traitement de ces 1-faces est plus compliqué et néceasitgularisation de certaines O-faces
auparavant (les sommets des associations). C’est I'objetndme suivant.

Lemme 9.4.3.Soit T un treillis atomique &t : F® — Gt un revétement-1, 1, —1)-régulier. Soit

x une facette d&2 et S € Gr une fibre strictement incluse dapéx) telle que x est simple pour S.
On suppose que les seules associations dans la face x iraplitois faces de types distincts et que
toutes les faces de type 3 sont en association.3eitégularisé de: + (X, S) en x etvs le revétement
égal av sur les faces de dimensions supérieures ou égales a 2, siackes de dimension 1 de type
1, 2, 3 et sur led-faces sommets d'associations et égal aur toutes les autres faces. Alors, le
revétements est fortement équivalent au revétement

Démonstration.

On notev; le revétement égal asur les 2-faces de et sur ses 1-faces de type 1 ou 2 et égal a
partout ailleurs. Le revétemens est fortement équivalent;ad’aprés le lemm®.4.2 Nous allons
modifier en paralléle le revétementsur les sommets de toutes les associations de 1-facepuds,
dans un second temps, sur toutes les 1-faces de type 3.

1. Soitu, v etw trois faces associées, respectivement de types 1, 2 ettdr 80f1, 2} I'entier tel
quew” (= u* = v*) est le sommet de I'association. w®) # vo(W*), nous considérons un label
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t tel quet € vo(w?) ett ¢ v(w?) (I'inverse,t € v(w*) ett ¢ v(w) est impossible car C u et
vo(W¥) = u(w®)). Comme dans la preuve du lemr@el.2 on at € u(X) \ S et nous déduisons
de la table7.2 que(t), contient exactement six facettes incluaritdont 'une estx. Notons que,
pour toute facez € (W*)™, z # w, on av(z) = v2(2) (caru etv sont de type 1 et 2). Toutes
les configurations (modulo rotations et symétries)\wdé* n (t), contenant cinq facettes sont
représentées sur la figueelO (elles sont triees dans 'ordre lexicographique décroissg?2,2),
(2,1), (2,0), (1,1), etc. — du critere égal aux dimensiorssidiersections d& avec les deux autres
facettes du fond). Notons que, comme les configurations repmésentées modulo rotations et
symeétries, il n'est pas possible de préciser les positieggactives des facesv etw sur la figure
et nous les désignopns par les lettoes d ({b, ¢, d} = {w, u, v}).

— Dans les configurations (b, c, e), la contractilité @&){* N (t),,, qui est égal a®)™ N<(t), ou
a (@)™ N, uiw, etde ()™ N (DS, qui est égal ag®)™ N (1S ou & (W)™ NS\ {wy,
est facile a établir.

— Dans la configuration (d), d'apres la figures, u(X) Nu(dz) Nu(ds) ett ¢ Suu(d;)Upu(dg). Donc,
le prédicat 9.6) n'est pas vérifié par la 1-facdpourr = «. De la définition des associations
nous en déduisons que la fageest de type 1. Il vient quex(d) = v(d) et la figure9.10(d)
représente donc exactement les ensembigs{ N (t),, et W)™ N (t)7,. On vérifie aisement
sur la figure que ces ensembles sont contractiles.

— Dans la configuration (f), on trouve, grace ala figure, qoerp = b et poura=c,ona:

o teu(X)Nnu(@)nuag)ett¢ Supu(a) Uu(ay) pourk = 2 ou pourk = 3, et

o teu(X) Nnu(@)nu(@z) Nu@y) ett ¢ Su u(a) pour trois valeurs de.

Par suite, nib ni ¢ n'est de type 1 (les prédicat8.4) et (9.5 ne peuvent étre vérifiés ni en
prenant p,q) = (1,2) ni en prenant,q) = (2,1)). Donc,u = d etw est égal & ouc. De
plus, dans tous les cas, nous déduisons de la 7TaBlguew < (t), doncw e (t),,. Alors, nous
pouvons vérifier sur la figur@.10f) quew™ N (t),, = we™ N (t), U {w} etw?™ N (1S, \ {w}
sont contractiles.

— Le cas de la configuration (g) est similaire a celui de la goméition (d) 1 € u(X)Nu(c2) Nu(cs)
ett ¢ S U u(cy) U u(cy). La facec ne vérifie donc pas le prédica®.6) pourr = «, ce qui
prouve que est la face de type 1 de 'associatifc, d}. On conclut comme dans le cas de la
configuration (d).

Donc, dans toutes les configurations, la O-faceests-simple pour 'ensemblét),, (et en fait

égalemenp-simple pour I'ensemblét);, U {w’}). Nous en concluons que” est simple pour

v(W®) et (proposition9.2.§ que le revétement, égal av sur les sommets des associations de
1-faces et a, partout ailleurs, est fortement équivalenia

2. Nous nous intéressons maintenant aux 1-faces de types3edegvétement;,.

Soity une 1-face de type 3 dam$ et le numéro porté par le sommet de I'association a laquelle
appartienty. En dfet, une 1-face de type 3 ne peut pas appartenir a deux assosisdi tel était

le cas, cette 1-face devrait vérifier les prédicatd)(et (9.6) pour (p,r) = (1,2) et (p,r) = (2,1).

Or, clairement, ces deux prédicats ne peuvent pas étredgdpifir une méme 1-faeeavecp =r.
Donc,a est bien déterminée et la 0-fage® n’est pas un sommet d’association (ce qui implique
quevy(y* ) = u(y*)).

Siv(y) # v,(y), nous considérons un laktetlel quet € v;(y) ett ¢ v(y) (rappelons que nous avons
v(y) € u(y) = vo(y)). Alors, t € u(X)\ S et, d'apres la tablé.2, le supportt), contient exactement
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trois facettes incluang, dont 'une esi.
— Sit € u(y1), comme dans la preuve du lem@&.2 en examinant la figur.9, nous trouvons
que les ensemblgg* N (t),, ety’™ n ((1)S,) sont contractiles.
2

— Sit ¢ u(y1), on examing/**. Notons que dans ce cas, on a nécessairetenty,) N u(ys).

e LaO-facey” est un sommet d’association. Domg(y*) = v(y*) par definition du revétement
v,. En particulier,y” appartient &t),, si et seulement si , dan$),, I'étoile dey” contient
au moins 7 facettes dont I'une esfcf. table7.2). Or ici le supportt), contient exactement
trois facettes incluang (dont x). D’autre part,y vérifie le prédicat 9.6) pourr = @ ett €
u(X) Npy2) Nnu(ys) \ (SUp(yi)). Donc, dans le suppott),, I'étoile dey* contient exactement
trois facettes qui ne sont pas dans I'étoileydiévient que, danst),, il y a au plus six facettes
dans I'etoile de/*. On en déduit qug® n'appartient pas &),,.

e Comme la 1-face est de type 3, elle vérifie le prédic&.4) pourp = 3 — a. Or, d’'apres ce
qui a été dit auparavartte u(X) N w(y2) N u(yz) ett ¢ S U u(y1). On en déduit quee y(yf)
pour au moins trois valeurs distinctes kleDonc, la 0-face/®~ appartient &t), (toujours
d’aprés la tablg.?) et par suite/®~* appartient gt)y,.

Finalementy!* n (t)y, est le singletoriy®~*}, donc est clairement contractile. On peut en conclure
quey est simple pour(y) dans le revétement, et, grace a la propositiod.2.§ quevs est forte-
ment équivalent &, et par suite a. -
Pour terminer la régularisation du revétement(x, S) commencée avec le lemrfed. ], il reste
a modifier les 0-faces qui ne sont pas des sommets. Finalenmers obtenons le résultat suivant.

Théoréme 9.4.4.Soit T un treillis atomique i : F® — Gt un revétement-1, 1, —1)-régulier. Soit
x une facette d&2 et S € Gr une fibre strictement incluse dapnéX) tel que x est simple pour S.
Si,

(i) toutes lesl-faces de x sont de type 1, 2 ou 3,

(ii) toutes lesl-faces de x de type 3 sont en association,
(i) les seules associations dans x impliquent trois fadesypes distincts,

alors le régularisé de: + (x, S) en x est fortement équivalent au revétement

Démonstration.On notey le régularisé de + (x, S) enx etvs le revétement défini dans I'énoncé du
lemme9.4.3(v3 est fortement équivalentd. Les seules facesdeF? telles quevs(2) # v(2) sont des
O-faces dex qui ne sont pas sommet d’'une association. 3aite 0-face de telle quevs(2) # v(2)
ett un label tel quez € (t),, etz ¢ (t), (on av(2) € u(2) = v3(2)). Comme dans les preuves des
lemmes précédents, on trouve dqueu(x) \ S et que, d’aprés la table2 il y a 6 facettes au dessus
de z dans I'objet du feuillejs; dont I'une estx (donc 5 facettes dans I'objet du feuillets);). Nous
pouvons alors examiner I'ensemble des configurations lplessfmodulo rotations et symétries) sur
la figure9.10 Notons qu'iciz™ n (t),, = zI* N (t), (par définition dev3 et par I'hypothésdi) du
théoréme). On vérifie sur la figure que tous les ensentbles (t),, sont contractiles sauf dans la
configuration (f) ou cet ensemble a deux composantes cosn@xea déja montré dans la preuve du
lemme9.4.3que, avec cette configuration, les 1-fabegtc ne sont pas de type 1. Dorxetc sont de
type 2 ou 3. Soitr le numéro porté par la O-faada € {1, 2}). Comme le prédicat(4), resp. 0.5),
n'est pas vérifié pabp etc lorsqu’on donne , resp. &, la valeura (t met en défaut les inclusions),
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(@

Ficure 9.10 — Configurations du plus petit voisinage d’'une O-fagesdane image binaire-(, 1, —1)-réguliére
contenant cing facettes (Preuve du lenBn 3. (a) La facen” et les trois 1-faces dequi incluentw® (dont
I'une estw). (b—g) Lensemblew®)™ dans le feuillet;. La partie & gauche de chaque figure représente I'objet
du feuillet et la partie a droite représente le fond du fetilLe feuillet §,); coincide avec le feuillet; sauf
événtuellement sur la fase(on peut avoiw € (t),, etw ¢ (t),, mais pas l'inverse). Sur la figure (d), I'objet a
un trou si on lui ajoute la 1-facet, sur la figure (f), 'objet a deux composantes connexes.
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on en déduit que le prédica.p) est vérifié pab etc avecr = a. Donc,{b, ¢, d} est une association.
Par conséquent,est un sommet d’association ce qui contredit I'nypothé¢s + v(2). m|

La figure9.12donne un exemple de I'utilisation du théoréfd.4sur un revétement pur avec
S = (. Dans cet exemple, il y a trois proto-labels), j, représentés en rouge, vert et jaune, et le
treillis est I'ensemble des parti€¥{r, g, j}). Il est donc distributif. Dans ces conditions (revétement
pur, treillis distributif, fibreS = 0), on vérifie que le prédicad(4) est vrai si et seulement si
— parmi les facetteg, a, ag, une (au moins) est dans le fond du revétement ou a la méme fibre
queay, ou
— les facettes etal et au moins une des deux facetefset al’ ont la méme fibre qu'une des
facettesx, ap ou as.
On obtient des critéres semblables pour les deux autrekpted
La proposition suivante permet de réduire le nombre de tiestprédicatsy(4)-(9.6) & dfectuer
pour déterminer le type d’une 1-face lorsqu’on utilise lédiemed.4.4

Proposition 9.4.5. Soit X un ensemble. Soit B, C trois sous-ensembles de X. Alors, soit £ et
les inclusions AY B € C et AC C U B sont toutes les deux vraies, soitgAC et une inclusion est
vraie si et seulement si l'autre est fausse.

Démonstration.Si A C C, il est évident queA N B € C et A C C U B sont toutes les deux vraies.
Maintenant, nous supposons gliez C. Soitx € A\ C. Si hous supposons gu#en B ¢ C, nous
trouvons quex ¢ B. Donc,A ¢ C U B. Inversement, si nous supposons @gue C U B, nous trouvons
quex e Betdonc queAn B ¢ C. O

Dans I'implantation du théorénte4.4 nous utilisons la propositio®.4.5quand nous fectuons
les tests des prédicat8.4)-(9.6), en prenanf = u(X)Nu(azx) Nu(ag), B = ,u(aE) etC = Suu(ay). En
effet, si, par exemple, pour e {1, 2}, on au(X) Nu(az) Nu(ag) £ SUu(ag) Uy(aE) pour un certairk,
alors le lemmé.4.5nous dit que, premiéremeAtn’est pas inclus dans, puis que, si en remplacant
p parg = 3- p, nous obtenons l'inclusion(x) Nu(ax) Nu(ag) € SU u(ay) Uy(a‘k‘) pour trois valeurs
dek (le prédicat 9.4) ou (9.6) est vérifié), nous n'aurons pas I’inclusip(»()m,u(az)mu(ag)m,u(ag) c
S U u(aq) pour ces trois valeurs de(le prédicat 9.5) ne sera pas Vérifi€) et inversement.

On considére maintenant deux revétements {, —1)-réguliersu; etu,, etx une facette d&2
telle queus(x) # ua(X) etuy etu, coincident sur les autres facttes Jfe L'idée pour passer d’un
revétement & l'autre est la suivante (voir la figr&1 pour une illustration dang? de cette idée). Si
les deux revétements réguliers sont topologiquement &lguits, il doit exister deux facettes, xo
dans le voisinage detelles que dinX N x1) = dim(XN x2) = 2 etui(X1) = u1(X) etuz(X2) = u2(X)
(sinon,{x} serait une facette isolée dans le support de chaque lathety, An pose = w1 (X) Nu2(X),
qui est une fibre au-dessus de la 2-facex; dans le revétement et au-dessus de la 2-fagen x,
dans le revétement,, et, en partant dg; et deuy, nous testons avec le théoré@e.4 si nous
pouvons étendre la fibre S au-dessu.dgi le test réussit, nous pouvons passer du revétement
revétemenj, en préservant la topologie.

Le corollaire suivant applique cette idée en s’appuyantestiréoréemed.4.4

Corollaire 9.4.6. Soit T un treillis atomique. Sojty, u» : F* — Gr deux revétements-1, 1, -1)-
réguliers tels qu'il existe une facette x Beavecui(x) # u2(X) etus etu, coincident sur les autres
facettes dé,
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Ficure 9.11 — Modification d'un label dans un revétemeri,(1, —1)-régulier. (a) Un revétemeantrégulieru;
ol ¢ est constant, égal-al, et le treillisT est I'ensemble des parti@X(r, g}). Les fibreg?, g" et (r v g)' sont
représentées respectivement en rouge, vert et jaune. (bdv@tement-régulieru,. Les deux revétements
coincident sur les facettes &é sauf sur la facette. L'ensembleS est la fibre au-dessus des 1-fagesx; et
XNX2:S =(rvag)'. (c) Le régularisé dg; + (x,S) = u2 + (X, S).

Si les hypothéses suivantes sont vérifiées,

(i) il existe une fibre S strictement incluse dan$x) et u»>(X) telle que x est simple pour S dans
les deux revétemenys etu,,

(i) les revétementg; etu, vérifient les hypothéses du théorétné.4
alors les revétemenjset v sont fortement équivalents.

9.4.2 Revétement$l, -1, 1)-réguliers

Les revétements (%1, 1)-réguliers sont les duaux des revétements {, —1)-réguliers (propo-
sition 9.2.1G(v)). Ainsi, nous pouvons utiliser les résultats de la secti@t@dente pour obtenir des
résultats similaires pour les revétements-(1, 1)-réguliers.

Nous définissons maintenant trois prédicats qui correspuralix prédicatsd(4), (9.5) et (9.6)
utilisés dans la sectioh.4.1 Dans ces prédicats,est une facette de® eta une 1-face de.

Jko €{0,1}, Yk e {ko, 2,3}, SN pu(ag) Npu(ag) S u(X) Up(a) Upuas)  (9.7)
Tko, ki €{0,1,2,3}, ko # ki, VK € {ko, ki), SN pu(ar) € pu(x) Up(az) Uu(ag) Uu(@y)  (9.8)
Alko €{2,3},Vke (0,1, ko},  Snu(ar) Nu(@) S u(¥) Upu(a)Uu@s) (9.9)

Il est clair que le prédicat(7), resp. 0.8), resp. 0.9), est vérifié par une 1-facgincluse dans
une facettex de F® si et seulement si la fagevérifie le prédicat 9.4), resp. 0.5), resp. 0.6), dans
le revétement-u a condition de remplacer la fibi® de Gt par la fibreS® de 7. Nous pouvons
maintenant définir les types des 1-faces d'un revétementl(1)-régulier de la méme maniere que
ceux d’un revétement(l, 1, —1)-régulier.

Une 1-facey incluse dans une facetieest detype 1(resp.type 2 type 3 si:

— le prédicat 9.7) (resp. 0.8), (9.9)) est vrai poura = y et pour un certairp € {1, 2} (resp.

ge{l,2},re{l,2}),et
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(a) (b)

(d)

(©)

Ficure 9.12 — Amincissement des labels d'un revétemefs {, —1)-régulier. (a) Une image de labels digitale
A. (b) Les labels ont été amincis en utilisant le théor&ded appliqué au revétement{, 1, —1)-régulieru
associé a, avecS = 0. Nous montrons I'image digitale associée au revétementenu. (c,d) Les feuillets

Mrouge €1 Vrouge
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(9) (h)

Ficure 9.12 — (COI”ItII”IUée) (e,f) Les feul”eﬁﬁ)ugeuaune et Vrougerjaune (g,h) Les feulllet$lver[+Jaune et Vvert+jaune
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— le prédicat 9.8) (resp. 0.9), (9.7)) est vrai poua =yetq=3-p(respr=3-9,p=3-r).
Trois 1-facesy,y,y” incluses dang, sontassociéesi elles ont une 0-face en commun, appelée le
sommetle I'association, et le prédica.9), dans lequet est le numéro porté par le sommet, est vrai
pour deux d'entre elles, de type 2 ou 3.

Théoréme 9.4.7.Soit T un treillis atomique. Sait : F* — Gt un revétemer(tl, -1, 1)-régulier. Soit
x une facette d&2 et S une fibre incluant strictemetx) et telle que x est simple pour S.
Si
() toutes lesl-faces de x sont de type 1, 2 ou 3,
(i) toutes lesl-faces de x de type 3 sont en association,
(iii) les seules associations dans x impliquent trois fadesypes distincts,
alors le régularisé de: + (x, S) en x est fortement équivalent au revétement

Démonstration.Puisqueu est un revétement (21, 1)-régulier, le revétementu est 1,1, -1)-
régulier etx est simple pous® dans le revétemenriu (proposition9.2.11. Nous observons aussi que
S¢ e F7 et queS© est inclus danswyu(X). Il est évident alors que I'imagseu vérifie les hypothéses du
théorémed.4.4car si une facg vérifie le prédicat9.7) (resp. 0.8), (9.9)) dans I'imageu, elle vérifie
le prédicat 9.4) (resp. 0.5), (9.6)) dans I'image-u. Donc, le revétementu est fortement équivalent
au régularisé (relativement a la fonction de connexité, {, —1)) du revétementyu + (x,S°) =
-(u + (X, S)). Par conséquent, le revétemenest fortement équivalent au régulariséde (x, S)
(proposition9.2.16(v), (vii)). O

Nous considérons maintenant deux revétementst u», (1, —1, 1)-réguliers e une facette de
F3 telle queus(X) # ua(X) etus et us coincident sur les autres facettesie Le corollaire suivant
fournit des conditions sfisantes pour que les revétememiset u, soient fortement équivalents.

Corollaire 9.4.8. Soit T un treillis atomique. Soji1, s : F° — Gt deux revétementd, -1, 1)-
réguliers tels qu'il existe une facette x Beavecui(x) # u2(X) etus etu, coincident sur les autres
facettes dé .

Si les hypothéses suivantes sont vérifiées,

() il existe une fibre S incluant strictememi(x) et u>(X) telle que x est simple pour S dans les
deux revétemenjs etuy,

(i) les revétements; etu, vérifient les hypothéses du théoréné.7,
alors les revétemenjsety sont fortement équivalents.

Sur la figure9.13l'image de labels digitale (identique a celle de la figlr&2) est interpretée
avec la (186)-adjacence et ainsi est associée a un revétement pyr-df (3-régulier (qui n'est pas
représenté). Le méme algorithme que celui utilisé pour lad§.12est appliqué sur ce revétement
(avec les adaptations nécessaires pour tenir compte dgefmamt de fonction de connexité) pour
amincir tous les labels. Le résultat montre une faiblesda deéthode suggérée dans le commentaire
qui précéde le corollair®.4.6 et illustré par la figuré.11 (cette méthode est utilisée dans l'algo-
rithme que nous avons implanté). Le voxglvoir la figure) ne peut pas étre supprimé car il n'a pas
de 6-voisin ayant le méme label. Parfois, il est possibleagazirner ce manque de puissance de
I'algorithme en utilisant des marqueurs (des voxels quiaigaht pas étre modifiés) pour guider le
déroulement de I'algorithme comme sur la figure (€) ou, geaaa seul marqueug sur la figure),
nous avons pu mener plus loin le processus d’amincisseniarvétement.



9.4. Revétements réguliers suF® 171

e

(a) (b)
X
X ——
(© (d)

Ficure 9.13 — Amincissement des labels d’'un revétement {11)-régulier. (a) Une image de labels digitale
A. (b) Les labels ont été amincis en utilisant le critére dotbied.4. 7appliqué suv, le revétement (-1, 1)-
régulier associé a I'image. Nous montrons I'image de labels digitale associée au eevétu obtenu. (c)
Une autre vue du résultat ou nous pouvons apercevoir un xapglbloque le processus d’amincissement car
il n’a pas de 6-voisin portant le méme label. (d) Le méme dtlgare a été utilisé sur le revétementnais le
voxel xp a été préalablement marqué (il ne peut pas étre modifié pgotithme) pour éviter que le voxel

ne tombe dans la configuration de la figure (c).
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9.5 Conclusion

Dans une image de labeks: Z" — L, les supports des proto-labels (les blocs de la partition
totale ou partielle de I'espace associée a la segmentatiaii’ohage de labels est issue) engendrent
un treillis atomique A,, U, N). Ce treillis A; et son dualA-,; contiennent tous les ensembles dont
les topologies définissent conjointement la topologietden tant qu'image de labels. Grace aux
notions présentées dans ce chapitre, nous pouvons asad@meage 1 munie d’'un couple d'adja-
cence standard un revétementel que chaque ensemhbiie= (I1), U {I2), U ... (k). du treillis A,

(leslj sont des proto-labels), ou chaque enseniSleu dualA_,, est envoyé sur un sous-ensemble
(Vi v... I, deF", ou sur son complémentaire dafs régulier (au sens ou son intérieur et son
adhérence sont des ouvgitsmés réguliers), dont les composantes connexes sontr@sgondance
bi-univoque avec celles d& ou deE®, et dont les groupes fondamentaux sont isomorphes a ceux des
composantes connexes Heou deE°. De cette fagon, tous les ensembles dont nous voulons scru-
ter la topologie (les éléments dg et deA_,) sont plongés dans un espace topologique, en accord
avec le choix d’'une paire d’adjacences. La notion de facelsifmour une fibre nous permet alors de
caractériser des modifications locales du revétement gsiepvent I'ensemble desfiirentes com-
posantes connexes et tous leurs groupes d’homotopie unelies théoremek4.4et9.4.7, et leurs
corollaires, peuvent étre implantés directement dahgour permettre le changement de label d’'un
xel dans I'image de labels.
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Conclusions et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons proposé un cadre conceptugdpoadélisation topologique des
imagesn-aires définies sur des ensembles finis et, plus généralementies ensembles discrets.
Afin de permettre la prise en compte des relations topol@gidptra-labels et inter-labels nous avons
muni ceux-ci d’'une structure de treillis atomique dont lemr@es sont les labels initiaux, les proto-
labels. Ainsi, a la partition initiale de I'image en labelmus pouvons associer une collection de
supports (chapitr8), ou d'images binaires (chapit8, chacun étant associé a un label particulier du
treillis. En procédant de cette facon, la prise en compta tgplologie inter-(proto-)labels procede de
la topologie classique ensembliste (intra-label) si laspsupport est muni d’'une structure topolo-
gique. Cette structure peut étre obtenue en plongeanalesgiscreZ" dans I'espace des complexes
cubiquesF" et en faisant appel a la notion d’'image réguliére introdaitechapitre7. A l'intérieur
de ce cadre, nous avons essentiellement porté notre attentr les déformations homotopiques en
introduisant en imagerie digitale les notions de pgihtsmple ety-simple empruntés a la topologie
algébrique aprés avoir prouvé la compatiblité de I'appeoalyébrique classique (a temps continu)
avec celle a temps discret utilisée généralement en tojgottigjtale (chapitres).

Nous achevons ce manuscript avec plusieurs interrogadidiesprit qui peuvent constituer de
futurs axes de travail.

e En premier lieu, nous avons implanté en machine I&&mintes notions définies dans le mé-
moire pour les tester sur quelques petits exemples (dedatd quelques milliers de pixels ou
voxels). Cela nous a permis par exemple de corriger les presiconditions shisantes que
nous avions obtenues pour la modification locale d’'un renéte¢ dans un espace de dimen-
sion 3 (cf9.4.7) dont la puissance était trop faible. Néanmoins, ces testont pas diisants
et nous souhaiterions étudier la complexité et l'intérétigue de nos propositions dans des
applications « réelles ».

¢ Nous souhaiterions étudier les conséquences de la riestritet 'espace ambiant a une surface.
Quelles propriétés nouvelles pourrions-nous obtenir ?dtiqoulier, nous nous demandons si
le théoremes.3.12 qui est énoncé pour I'espace des complexes cubiques neapqas étre
étendu a des surfaces telles que celles définieEyoet al. (1996).

e Evako(2011) a décrit récemment des notions de type d’homotopie et da ganple dans
un graphe. Ces notions font appel a des déformations élé@mesnen ce qui concerne le type
d’homotopie et a des voisinages contractiles en ce qui enades points simples, ce qui les
rend proches d’'une part des déformations que nous décrdams la sectiors.2.2 pour des
graphes de comparabilité et d'autre part deédénts types de points (points unipolairgs,
simples ety-simples) utilisés dans notre travail. Il serait intéressie mener une comparaison
des deux points de vue.

e Comme nous l'avons dit dans la partiesection4.2, en dimension 2 un ensemble simple
se réduit a une « somme » de points simples, c’est-a-direngerisemble simple peut étre
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supprimé d’'un objet par retrait séquentiel de points sisiplgela n'est plus vrai a partir de
la dimension 3Passatt al. (2007, 2008, Passat et Maz2009, Mazo et PassgR010) : il
existe des ensembles simples qui ne contiennent aucungioipte. Comment transposer les
travaux précédents sur les ensembles simples (tous censtaitf le premier, dans le cadre des
complexes cubiques avec des points simples définis a I'adeoliapsus) dans le cadre des
EPO en utilisant, et en comparant, leffélients types de points simples utilisés dans notre
mémoire ? Comment étendre ces ensembles simples aux imatgsets ?

Nous avions envisagé de consacrer un chapitre a la défidtapérateurs morphologiques
pour les images binairesrégulieres puis pour les revétements en s’appuyant suésedtats
deRonse(2006. Nous n'avons pas pu mener a terme ce travail faute de tebabs peut étre
un autre axe de travail sur les images de labels.
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ANNEXE A

Topologie

Nous rappelons quelques définitions et propriétés de tgmolidilisées dans notre travail. Le lecteur sou-
haitant obtenir plus de détails sur une notion particul@erra consulter un ouvrage de topologie générale
comme par exempldunkres(1999, Viro et al.(2008 ou un ouvrage de topologie algébrique contiagcher
(2002, Maunder(1996, May (1999, Spanie(1994.

A.1 Définition

Soit X un ensemble dont les éléments seront appelés des pointtobiegiesur X est une collectiori/
de sous-ensembles e appelésuverts tels que :

i 0, X sont des ouverts;
ii toute intersection finie d’ouverts est un ouvert;
iii toute union d’ouverts est un ouvert.

Le complément danX d’un ouvert est appelé tarmé De la définition précédente, on déduit que toute union
finie de fermés est un fermé et que toute intersection de feasun fermé. Un ensemble d’ouverts est une
base d'ouvertsle la topologie si tout ouvert de la topologie est une uniaudérts de la base. Un ensemble
d’ouverts est ungré-base d’'ouvertsle la topologie si 'ensemble des intersections finies desnside la
pré-base est une base de la topologievdisinaged'un pointx € X est un sous-ensemble deincluant un
ouvert contenart.

L’ adhérenceY (notée aussi A)) d’un sous-ensembl¢ C X est le plus petit fermé incluait L interieur
Y° d’'un sous-enesmblé C X est le plus grand ouvert inclus davisC’est aussi I'union de tous les ouverts
inclus dansyY. Adhérence et intérieur sont des notions duales. figt,eon aY° = X\ (X—\Y) etY = X\

(X\Y)°. Un ouvertY estrégulier s'il est égal a I'intérieur de son adhérenée £ (Y)°) et un fermé est
régulier s'il est égal & I'adhérence de son intérier=£ Y°).

Pour tout sous-ensemb¥ec X, I'ensemblelfy = {U NnY | U € U} est une topologie su¥ appelée la
topologie induitepar U surY. L'ensemble{®, X} est une topologie suX appelée topologitiviale ou indis-
créete L'ensembleP(X) de tous les sous-ensemblesXiest une topologie qui est appelée topoladjgcréte
en mathématiques. Ici, nous I'appellerons topoldgtalement discrétear dans le domaine des sciences de
I'image le mot discret renvoie seulement au caractére fimiénombrable de I'espace.

A.2 Fonctions continues et classification des espaces topgilques

Soit X, Y deux espaces topologiques (c'est-a-dire des espaces giunetopologie). Une fonctiot :
X — Y estcontinuesi la préimage de tout ouvert deest un ouverkK. En particulier, si la topologie sifa une
baseB et la préimage de tout ensembleB@st un ouvert d&, alorsf est continue. Sf est bijective eff et
-1 sont toutes les deux continues, alérast unhoméomorphismet les espaceX et Y sonthoméomorphes

SiY est un sous-ensemble HeY est unrétractede X s'il existe une fonction continue, appelétraction,
r : X — Y telle quer(y) = y pour touty € Y. Une fonction contine : X x [0,1] — X est uneétraction par
déformation (forteki, pour toutx dansX, y dansY on ar(x,0) = x, r(x, 1) € Y etr(y, 1) = y (et, pour tout
dans [Q1], r(y,t) = y). Si une telle fonction existeéy, est unrétracte par déformation (forteje X.
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QuandyY n’est pas un sous-espaceXdl existe une notion similaire a celle de rétraction. Deomdtions
continuesf, g : X — Y sonthomotopes'il existe une fonction continue, appelée@motopieh : Xx[0,1] - Y
telle queh(x,0) = f(X) et h(x,1) = g(x) pour toutx € X. Si de plus, pour toute valeur dela fonction
h(.,t) est un homéomorphimse, on dit gdieet g sont isotopes eh est une isotopie. Les espacéset Y
sonthomotopiguement équivalen(su ont le mémeype d’homotopigs'il existe deux fonctions continues
f: X > Yetg:Y — X, appeléegquivalences d’homotopitelles quego f est homotope a la fonction identité
idx et f o g est homotopique aid Si X etY sont homéomorphes, ils sont homotopiquement équivalétast
donné un homéomorphismeentreX etY, ¢ ety~! sont des équivalences d’homotopie entretY. Linverse
est faux en général (par exemple, une boule est homotopentedquivalente — mais pas homéomorphe — a
un point). Un espace topologique esntractiles’il a le type d’homotopie d’'un point.

A.3 Attributs topologiques

Un espace topologiqué estconnexes’il ne peut pas étre partitionné en deux ouverts non videsian
de deux sous-espaces connexeX déntersection non vide est connexe. Llagsnposantes connexésX sont
les sous-espaces connexesdmaximaux (pour l'inclusion). Tout poirt de X appartient a exactement une
composante connexe. Les composantes connexes d’un esfioeent donc une partition d¢. Notons aussi
gue I'image d’'un connexe par une application continue eshere.

Soit x1, X deux points deX. Un cheminde x; a x; dansX est une fonction continue : [0, 1] — X avec
7(0) = x; etn(1) = x2. Un espaceX estconnexe par arcsi pour toute pairexs, X2) de points deX, il existe
un chemin deq a x; dansX. Un espace connexe par arcs est connexe.

Un espaceX estcompacti de toute collection d’ouverts recouvrafitc’est-a-dire dont I'union est (une
telle collection est appeléecouvrement on peut extraire un sous-recouvrement fini. L'image d'’ampact
par une application continue est encore un compact.

Un espaceX satisfait l'axiome de séparationgl(ou, plus simplement, est wspace §) si pour toute
paire k1, X2) (X1 # X2) dansX il existe un ouvert d&X qui contient un élément de la paire et pas l'autre. Il
est équivalent de dire qug n’appartient pas a I'adhérence e} ou x, n’appartient pas a I'adhérence de
{x1}. Si, pour toute pairexq, X2) (X2 # X2), il existe deux ouverts d¥, I'un contenantx; et pasxp, I'autre
contenank; et pas, ou, ce qui revient au mémen’'appartient pas a I'adhérence gg} et % n’appartient pas
al'adhérence déx;}, c'est-a-dire, si pour toute € X, {x} est fermé, alorX est unespace T. Lesespaces de
Hausdoyf, ouespaces 7, commeR" muni de sa topologie usuelle, ont une propriété plus foreuxdgoints
distinctsx; et x, possédent toujours des voisinages distincts (il existe dewerts dex, I'un contenantx,,
l'autre contenank,, qui ne s'intersectent pas). Toli-espace esk; et toutT;-espace eslk.

Unen-variété topologiquest un espace de Hausffatans lequel tout point posséde un voisinage homéo-
morphe a un ouvert de".

A.4 Topologie algébrique

Soit X un espace topologique. Deux chemms| dansX sontéquivalents’ils ont les mémes extrémités
(c’est-a-direp(0) = q(0) etp(1) = q(1)) et s'ils sont homotopes par une homotdpielle queh(0, u) = p(0) =
g(0) eth(1,u) = p(1) = q(1) pour toutu € [0, 1]. Il est facile de vérifier que cette relation entre chenasis
réellement une relation d’équivalence. On équjtjour la classe d’équivalence du chenpirSi p, g sont deux
chemins danX tels quep(1) = q(0), on définit le produit de ces deux chemins paq par :

[ p@y site [0, 3],
(p'qxt)‘{ o2t-1) site[L1]

Ce produit est compatible avec la relation d’équivalencdesichemins définie juste auparavant et on écrit
[p] - [d]l = [p-d] Soitx un point deX. Un lacetenraciné ernx est un chemin danX qui part dex et fini en
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x. Le produit de deux lacets enest un lacet ex et I'ensembler; (X, x) des classes d’équivalences des lacets
enracinés el est un groupe pour ce produit. Il est appelgieupe fondamentale X (avecpoint de base x

ou le premier groupe d’homotopide X. Si X est connexe par arcs, le group€X, X) ne dépend pas du point
de base (c’est-a-dire pour tous poimty € X, m1(X, X) et r1(X,y) sont isomorphes). On définit les groupes
d’homotopie d'ordres supérieurs en remplacant les laga@caés erx par des applications continues de
[0, 1]" versX qui envoient la frontiere do-cube surx. Le produit de deux applications de ce type est défini en
identifiant deux faces des denxcubes :

: _[ putz.t) o site(0.3],
(p q)(tl,...,tn)—{ a2t - 1,t,...,t)  site[2,1].

Par convention, I'ensemble des composantes connexes alg notény(X, x), mais il est dépourvu d’'une
structure de groupe.

Soit X etY deux espaces topologiques avec les points deasg Une application continué: X —» Y
est uneéquivalence d’homotopie faibi les morphismes, : (X, X) — w1 (Y, y) définis parf([p]) = [f o p]
sont tous bijectifs fy est seulement une bijection, pas un morphisme). Deux espadesontfaiblement
homotopiquement équivalergsl existe une suite d’'espace® = X, Xz,..., X = Y (r > 1) et une suite
d’équivalences d’homotopie faiblg_; — X; ou X; — Xi_; pour touti € [1,r]. Deux espaceX etY
faiblement homotopiquement équivalents ont des grougesnabtopie isomorphes.

Deux espaces homotopiquement équivalents sont faibldmemtopiquement équivalents (I'inverse n’est
pas vrai en général mais le théoréme de Whiteh®dtitehead(1949ab) montre que cela est vrai dans un
espace qui est la réalisation géométrique d’un complexel{®@onexeA.5).

Le théoréme de Jordan est un aspect important de la topalegié. Il peut étre obtenu en utilisant les
notions d’homotopie et de groupe fondamental.

Théoréme A.4.1. DansR?, une courbe fermée simple C sépare I'espace (muni de sadgigalsuelle) en
deux composantes connexes dont I'une est bornée et I'aatrelra courbe C est la frontiére de ces deux
composantes connexes.

Ce résultat se généraliseRa (n > 1) sous le nom de théoréme de Jordan-Brouwer (I'image aos
injective de la sphérg,,_; dansR" sépare cet espace en deux composantes connexes dont ' boergse et
l'autre non et qui ont pour frontiére I'image en question).

A.5 Complexes simpliciaux

Un complexe simplicial abstraést un ensembli de sous-ensembles non videxppelésimplexesd’un
ensemblé&/, tel que tout sous-ensemble non vide d'un simplexe est uplska et tout élément dé appartient
a au moins un simplexe. Les élementsWisont appelésommetsUn sous-ensemble (propre) non vide d’'un
simplexe est unéace (propre) du simplexe considéré. Ldimensiond’'un simplexe fini est le nombre de ses
sommets moins uhet la dimension d’'un complexe est le maximum des dimensiersed simplexes si un tel
maximum existe. Un&-face(k € N) d'un simplexe est une face du simplexe de dimenkion

Des points dR" sontgéométriguement indépendasittoutek-variété d@fine deR" (k < n) contient au
plusk + 1 de ces points. Le simplexgéométriqueesngendré par un ensemble de points géométriquement
indépendants est I'enveloppe convexe de ces points et @esoat lessommetdu simplexe géométrique.
Unek-faced’un simplexe (géométrique) est un simplexe engendré&gammets du simplexe. Usomplexe
simplicial (géometrique) Kest un ensemble de simplexes d&igel que toute face d’un simplexe deest
un simplexe d&K et toute intersection de deux simplexeskdest un simplexe d&. Lesfacesdu complexe

1. Certains auteurs ne font pas cette restriction et aauepémsemble vide comme simplexe. Nous utilisons cette
possibilité dans la propositich3.13
2. L'ensemble vide a donc pour dimensief lorsqu’il est considéré comme un simplexe.
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sont les faces de ses simplexes. Le sommets d’un complekkEes@ommets de ses simplexes. Les sommets
d’'un complexe ne sont généralement pas indépendantgaligation geometriquék| d’un complexeK est
I'union de ses simplexes munie de la topologie dont les ehlefiermés sont les parties dont I'intersection
avec chaque simplexe est une partie ferméBHeComme une union de fermés n’est pas toujours un ferme,
cette topologie peut étrefiiérente de la topologie usuelle #8. Cependant, si le complexe dstalement
fini, c’est-a-dire si chaque sommet appartient & un nombre fisirdplexes, cette topologie correspond a la
topologie usuelle d&". Lessimplexes ouvertde|K| sont les intérieurs de sésfaces k > 1) et ses O-faces.
Chaque poinkk de |K| appartient a un unique simplexe ouvert engendré par des stsam. .., v (k > 1)

et il existe un uniqué-uplet O, ..., by dans [Q1]¥ tel quex = Z:‘:o bi vi. Etant donnée une applicatidn
entre 'ensemble des sommets de deux compl&esdK’, la fonction|%(f)| qui associe a chaque point

X = 2!‘:0 bi vi de|K] le pointy de|K’| défini pary = 2!‘:0 b f(v) estl'application simpliciale associée. Cette
application est continue.

Laréalisationd’un complexe simplicial abstraik est un complexe simplicial géométrique dont les som-
mets sont en correspondance bi-univoque avec les sommdtsetielont les simplexes sont engendrés par
les images des sommets Ke Tout complexe simplicial abstrait de dimensiopeut étre réalisé dafig™**
Hilton et Wylie (1960.

Un chemin d'arétes dans un complexe simpli¢faést une suite de sommets du complé&xéelle que
deux sommets consécutifs appartiennent a une méme 1-facendplexe. Un lacet d’arétes est un chemin
d’arétes dont le premier et le dernier sommets sont ideasiq@e premier et dernier sommet esideine ou
le point de basalu lacet. Deux chemins d’arétes samimédiatement équivalenss'un est obtenu a partir
de l'autre en insérant un sommet, de sorte que le sommetiaséc les deux sommets entre lesquels il est
inséré engendrent une 2-face du complxédeux chemins d’aréteg et g sontéquivalentss'il existe une
suite (), (r € N) telle quepo = p, pr = g et px est immédiatement équivalenig 1 pour toutk € [1,r].
Cette relation est réellement une relation d'équivalendersemble des classes d’équivalences des lacets
enracinés en un méme somnsemuni du produit f);_,.(P))>, = (p)iZSoup = pisii <retp’ = p_, si
i > r, estun groupe, appelé groupe des lacets d'arétes du caaplea point de base. Il est isomorphe au
groupe fondamental, avec point de basde la réalisation géométrique du complé&éSpanier(1999).

A.6 Complexes polyédraux

La notion de complexe polyédral généralise la notion de derepsimplicial. Un exemple de complexes
polyédraux particulierement important pour les imagestaligs est celui des complexes cubiques dont les
sommets sont des points @e.

Une polyédreouverfermé de dimensiom est une intersection, non vide et bornée, d’'un nombre fini de
demi-hyperplans ouveyfermés d’'un plarR de dimensiorm de I'espace euclidieR" (m < n). Lintersection
d’'un hyperplan dé&k avec I'adhérence d’un polyedReest une ih — 1)-facede P si cet hyperplan n’intersecte
pas l'intérieur deP. Une (m— 1)-face deP est elle-méme un polyédre (de dimensior 1). Unek-face d'une
(m- 1)-face d’'un polyedr® est unek-face deP. Lessommetsl'un polyédre sont les O-faces de ce polyedre.

Un complexe polyédral kst un ensemble de polyédres d&figel que toute face d’un polyedre #eest
un polyédre de&K et toute intersection de deux polyédreskiest un polyédre d&. Lesfacesdu complexe
sont les faces de ses polyédres. Le sommets d’'un complekkes@ommets de ses polyédres.réalisation
géométriqual’un complexe polyédrd est la réunion de ses polyedres.

Les définitions et propriétés suivantes concernent aussilbs complexes polyédraux que simpliciaux
(qui sont des types particuliers de complexes polyédraux).

Un sous-complexe d’'un complekeest un complexe dont les sommets sont des sommeédsatieont les
polyedres sont des polyedresideUnesubdivision Kk d’'un complexe polyédrd{; est un complexe polyédral
qui a la méme réalisation géométrique deet tel que chaque face d& est incluse dans une face He.

La subdivision barycentrique Xd'un complexe polyédraK; est la subdivision d&; dont les sommets sont
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les isobarycentres des facesklget telle qu'une facd de K, a pour sommets l'isobarycentre d'une fagxe
deK; et 'ensemble des sommets d’'une facegdees complexes sont des EPO pour l'inclusion. feeette

d'un complexeK est une face maximale (pour I'inclusion). Un complexepst si toutes ses facettes ont
méme dimension. Btoiled’'une facef est 'ensemble des faces du complexe qui incluerious la notons

f1. L adhérencel’une facef, ou d’un ensembl& de faces, est 'ensemble des faces incluses (au sens large)
dansf, ou dans une face dg. Nous les notong! et E!. Ladhérence d’une face est un complexe et tout
complexe ayant un maximum est I'adhérence de son maximurfieh&'’'un sommets est I'ensemble des
faces du complexe qui sont incluses dans une face de I'é@eilg et qui ne contiennent pasLe lien est un
complexe.

Un complexe est une-sphére combinatoirg’il existe un homéomorphisme linéaire par morceaux entre
la réalisation géométrique de ce complexe et la fronticwa golyedre de dimensiam+ 1. Un complexe est
unen-variété combinatoirsi le lien de chaque sommet est une-(1)-sphére combinatoire.

Une paire libre du complexeK est une paire de face$,) telle quef est la seule face du complexe
incluantg (autrement dit, I'étoile dg ne contient qud et g). Si (f, g) est une paire libre d&, 'ensemble
K\{f, g} estuncollapsus élementaideK. S'il existe une suitel;);_, de sous-complexes detels queKo = k
etK; est un collapsus dij_; pour touti € [1, r] alors on dit queK; est un collapsus d€ (ou queK collapse
surK;), ou queK est une expansion d&, et on noteK; \, Kz. SiKj Y\, Ky, alors la réalisation géométrique
|K2| de K, est un rétracte par déformation forte de la réalisation gdoque|K;| de K; (voir la figureA.1).

S'il existe une suite:c(i){zo de sous-complexes detels queKy = k etK; est un collapsus élémentairelde;,
g

N

/

(@) (b) (©) (d)

Ficure A.1 — (@) Un complex«K et (f, g), une paire libre d&. (d) Le complexeK’ = K\ {f, g} qui est un
collapsus élémentaire dé (b),(c) Deux instants dans une rétraction par déformdte deK surK’.

ou Kj_; est un collapsus élémentaire Hg pour touti € [1,r], alors on dit queK et K, ont le méme type
d’homotopie simple. Deux complexes de méme type d’hometepnple ont des réalisations géométriques
gui ont le méme type d’homotopie.

Le voisinage régulied’'un sous-complex& (d’une subdivision) d’un@-variété combinatoird/ est un
sous-complexe (de cette subdivision)Meyui est aussi une-variété et qui collapse sig.

La caractéristique d’Eulefou caractéristique d’Euler-Poincajéd’'un complexeK, fini, de dimensiork,
ayantn; faces de dimension(1 < i < k), est le nombrg/(K) défini pary(K) = no — ny + no... + (=1)ng.
Cette caractéristique ne dépend que de la réalisation géque&du complexe et on I'étend aux espaces
topologiques quelconques en remplagant le nombidalaes par le rang di§ groupe d’homologie singuliére
(voir e.g.Maunder(1996). De plus, si deux espaces ont le méme type d’homotopiessggent chacun des
caractéristiques d’Euler bien définies, alors celles-ot sgales.






ANNEXE B

Ordres et trelllis

B.1 Ensembles partiellement ordonnés

Soit X un ensemble. Une relation binaire sXirest unpré-ordresi elle est reflexive et transitive. Si de
plus, elle est antisymétrique, alors c’est uakation d'ordre (partielle) Un ensemble partiellement ordonné
ou EPQ, est un coupleX, <) dans lequel la relatiog est une relation d’ordre su¢. La relation>, définie sur
X parx > y si et seulement si < x, est une relation d’ordre partielle skrappeléeelation d’ordre duale On
dit que deux pointx ety de X sontcomparablesi x < y ouy < x. Si, pour toute pairex(y) d’éléments deX,

X ety sont comparables, la relatianest unerelation d’ordre totalesur X.

Nous écrivonx < y quandx < y etx # y et nous posons :

- xI={yeX|x<yjetx* =x"\{x} = {ye X|x<y};

—xt={yeX|ysxetx* =xt\ (x} ={ye X|y< x}.

Si x ety sont comparables, nous écrivons y; sinon, nous écrivons * y. L'ensemble des points comparables
avec un poink donné est not&! (X! = x! U xT), et nous posong™* = x!\ {x} = x'* U x™. Un pointx € X est
minimalsi x = {x} etmaximalsi x" = {x}. Etant donné un point € X, 'ensemble des points maximaux de
X" est noté'*. Un pointx € X est leminimumde X si x = X et est lemaximunmde X si x! = X.

Un EPO estocalement finisi pour chaque point de X, il y a un nombre fini de points comparables
avecx. Unechainede X est un sous-ensemble totalement ordonn&dene antichaine dX est un sous-
ensemble dX dont deux éléments quelconques ne sont pas comparablesidueeurd’'une chaine est son
nombre d’éléments moins un. lengueurd’'un EPOX est la longueur maximale d’une chaineXisi un tel
maximum existé. Un sous-espac¥ de X est unensemble basesp.haut de X si pour touty € Y et tout
XE€ X, X<V, respy< x entrainex € Y.

La hauteurd’un pointx € X est la longueur de'. Si x < y et il n’existe pas de poirt dansX tel que
X < z <y, ondit quey couvre xet on écritx < y. Le diagramme de Hasg#e la relatiorx est le graphe orienté
de la relationk (voir la figureB.1).

e(3)
d(2)
. c(1)
b (1) /
~~
a (0)

Ficure B.1 — Le diagramme de Hasse d’'un EPO defini par I'ensetfable c, d, e} muni de la relation d’ordre
{(a,a),(a,b),(ac),(ad),(e),(bb),(b,d),b,e),(cCc),(ce),(dd),(d,e),(ee)} Entre parenthéses, nous in-
diquons la hauteur des points. La longueur de cet EPO est 3.

1. Certains auteurs définissentltmgueur d’une chaine comme son nombre d'éléments. Par ailleurgnigukbur
maximale d'une chaine d¢ est aussi appelée kauteurde X.
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SoitX et X’ deux EPO. Une applicatign: X — X’ est un isomorphisme (d’ensembles ordonnég)est
bijective et sip et sa réciproque sont croissantes.

B.2 Treillis

Untreillis est un EPO dans lequel chaque pagd] d'éléments a un supremum, natéb, et un infimum,
notéaAb. Par exemple, I'ensemble des fermés réguliers (voir AnAekemuni des opératiols VG = FUG
etF A G = (F nG)° est un treillis. De méme, I'ensemble des ouverts réguliets gtre muni d’une structure
de treillis en posarf v G = (m) etFAG=FNG.

Un treillis est borné s’il posséde un plus grand et un plui etment. Tout treillis fini est borné. Dans un
treillis qui posséde un plus petit élément, ablomeest un élément qui couvre I'élement minimal. taillis
atomiqueest un treillis ayant un plus petit élément et dans lequalgbautre élément est le supremum d’un
ensemble d’atomes. Un treillis @sbdulairesi x < zimpliquexV (YA Z) = (xVy) Az Un treillis estdistributif
SixV(yAz = (xVy)A(XxV 2, ou, de maniere équivalente,sih (yV 2) = (XA Y) V (XA 2). Tout treillis
distributif est modulaire. Dans un treillis borné, un élémeest lecomplément’un élementx si I'infimum
de x ety est I'élément minimal et le supremum deety est I'élément maximal. Un treillis estooléens’il
est distributif et si chaque élément a un complément. Danseillis booléen, le complément est unique. Un
treillis fini distributif est booléen si et seulement si it @omique. Les treillis des fermy@siverts réguliers
deR" sont des exemples de treillis booléens qui ne sont pas ates\{gour la simple raison qu’ils n'ont pas
d’atomes).

Soit T un treillis. Une fonctionp : T — T est uneouverturesi ¢ est anti-extensiveg(x) < x pour tout
xeT)ete(X) <y = ¢(X) < ¢(y) pour toutx,y € T. Une ouverture est croissante £ y = ¢(X) < ¢(y))
et idempotenteq o ¢ = ¢). Etant donné un sous-ensemiilede T, la fonctiongs : T — T definie par
ea(X) = VV{ae Al a< x} estune ouverture.

Soit T et T’ deux treillis. Deux applicationg : T — T’ et¢’ : T’ — T forment une adjonction si
e(X) <y o X< ¢ (y) pourtousx € T ety e T'. Dans ce casy est un isomorphisme (d’ensembles ordonnés)
entre les treillisy’ (T’) ety(T) dont la réciproque egt'.



ANNEXE C

Propriétés combinatoires des complexes
cubiques utilisées au chapitre/

Lemme C.0.1. SoitO < m< n. Soit fe F},. On a:
(i) Card(f'*) = 2™,
(i) Pour {g1, 02} € opp(f). fT* = g;™ LI g™ (oL dénote I'union disjointe).

Démonstration.

— (i) Nous pouvons supposer, sans perte de généralitéf gue ], li ou l; € F} sii < metl; € F5
sinon. De maniére évidente, pour tdufm+ 1 < i < n) il existe deux 1-cubes dalﬁ% incluantl; et par
conséquent, il y un2™ produits[ T, li X [T, Ji oUl; € J; € F} pour touti € [m+ 1, n].

— (i) On applique la premiére partie du lemme aux trois faices, g2 : il y un 2™ facettes dang’ et
2"-m-1 facettes dang;” comme dang,’ . Comme, par définition de la fonction opp,’ N g,' =
nous pouvons conclure quét = g;™ Lig,'™. m]

Les deux lemmes suivants utilisent les définitions des fonstCard et Card données dans la secti@mnl.3

Lemme C.0.2. Soit f une k-face dang" (k € [n—3,n-1]) et E un ensemble de facettes dars Si
Card (E) > 2r (r € [1,2"%1]), alors il existe deux faces, ly € F", opposées par rapport a f, telles que
CardEng’) >retCardEnh’) >r.

Démonstration.On posem = n — dim(f) = n— k. En utilisant la dualité sur I'ordre daii®, on trouve que
I'assertion de ce lemme est une conséquence de 'asseuivante que nous allons prouver : «fsest une
facette deF™ et E est un ensemble de ®-faces dand! qui ne sont pas dans la configuration représentée
sur la figureC.1(k), alors il existe une facette de la frontiére tlequi contient exactememtéléments dé ».
Comme le résultat est évidentrai= 1 et que nous avons restreint notre lemnme & 3, nous pouvons passer
en revue toutes les configurations, modulo rotations, syeséet dualité €.g, choisir six points parmi huit
revient a en choisir deux). Ces configurations, poue 2 etm = 3, sont représentées sur la fig@e et la
seule, portant la lettre (k), dans laquelle aucune facetta drontiére def! ne contient la moitié des points,
correspond a la configuration d’un triédre (voir secfioh.3. O

Lemme C.0.3. Soit f une k-face dari®' (k € [n - 3,n—1]) et E un ensemble de facettes dahs<il existe
n — k faces qui couvrent f et dont les étoiles contiennent au snofacettes de E (e [1,2"]), alors
Card'(E) > 2r - 1.

Démonstration.Comme dans la preuve du lemr@e0.2 on peut utiliser la dualité dari®' pour remplacer
I'assertion de ce lemme par I'assertion suivante que ndussgbrouver : « st est une facette d&" (1 < n < 3)

et E un ensemble de 0-faces daristel qu'il existen facettes des'* qui contiennent, chacune, au moins
faces deE (1 < r < 2™1), alors CardE) > 2r — 1 our = 3 etE est dans la configuration représentée
sur la figureC.2(b) (dans ce cas, Cad( > 2r — 2)». Sir = 1, la propriété est triviale, de méme que
dans le cas ou deux desfacettes des'* qui contiennent faces deE sont paralléles (enfiet deux faces
paralléles ne partagent pas de O-faces donc, dans ce cad&Lar@r). Par conséquent, dans la suite de la
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e —— *——9 o ——e
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(a) (b) (©)
® _ -~ * o — ® _
./\ \/‘ ./\ ‘/. O/\ ‘/‘ ./\ \/‘ ./\ \/
\‘\\' ! \\\\O ! \\\\‘ ! \‘\\' ! “‘\o !
Il | ;o |l Pl
| & — | & — | &~ | &~ | &~
ST ST ST ST ST
o/ o/ o/ o/ o/
(d) (e) ® @) (h)
[l o — ol ol
- - e e -0 s -0 < -e - e
e _| s e _| s e _| s o | s e _| s
| \\c ! | \" : | \‘Q : | \\' ! | \\c ‘
Il [ I Il Il
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o/ o/ o o/ —
(i) ) (k) 0 (m)

Ficure C.1 — Configurations (modulo rotations, symétries et délitilisées dans la preuve du lem@e.2
(voir texte). (a—c) Configurations en dimension 2 ; la ligtene indique la facette de dimension 1 qui satisfait
la propriété. (d—m) Configurations en dimension 3; les ligpleines entourent la facette de dimension 2 qui

satisfait la propriété.

o o A e g

| /‘\’\"’ |/.\‘\<‘s |/‘\’\" |/o\‘\"

oo ¥ — L Vg LIV Ly
() (b) ©) () ©

Ficure C.2 — Configurations utilisées dans la preuve du lenth@e3 (voir texte). Points noirs : faces de
Arétes noires : arétes des facettes du cube qui contiennenbisr faces deE. (a)n = 2 etr = 2. (b—d)
n=3etr =3.(e)n=3etr =4.

démonstration, nous supposons que toutes fasettes partagent une méme O-face. De plusflitsliétudier

les configurations minimales, c’'est-a-dire, les ensemiblgsi satisfont I'hnypothése alors qu’aucun de leurs
sous-ensembles propres ne le fontnSi 2 etr = 2, il n’existe qu’une telle configuration minimale (modulo
rotations et symeétries), représentée sur la fighiéa). Quanch = 3, soitb, f,| les trois facettes de'* qui
contiennent faces deE, t la O-face contenue dans ces trois facettess, gtz les O-faces contenues dans
exactement deux de ces trois facettes (sur la figudh—e),b, f,| sont situées dessous, devant et a gauche,
respectivement). 3i= 2 les deux premieres 0-faces Beontenues dartsne peuvent pas étre partagées avec
f etl (mais peuvent étre partagées avem aved). Donc, il existe au moins une troisiéme faceitléansf ou

[, impliquant qur Cardf) > 3. Sir = 3, la seule configuration minimale avicx, y, z} C E est représentée sur

la figureC.2(b) et la seule configuration minimale, modulo rotationgcw E et Card(x,y,z N E) = 2 est
représentée sur la figu&2(c). Le cas Cardg,y, z} N E) = 1 est impossible. La seule configuration minimale
avect ¢ E est représentée sur la figuge(d). Sir = 4, la seule configuration minimale est représentée sur
la figure C.2(e). Le lecteur peut facilement vérifier sur les figu@&b—e) que dans chaque cas I'assertion
donnée au début de la preuve est vérifiée. O
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