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Soutenue à Cachan le 4 Décembre 2009 devant le jury composé de :
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3.4 Écoulement incompressible d’un fluide visqueux . . . . . . . . . 26
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Dans cette partie, nous regroupons les travaux d’assimilation des méthodes numériques

nécessaires à l’interaction fluide-structure. Le premier chapitre concerne la mécanique

des fluides et les méthodes numériques associées. La grande diversité des comportements

des fluides et des types d’écoulements impose de faire des hypothèses fortes, que nous

expliquerons. Le caractère particulier des équations régissant les écoulements requiert

certaines précautions quand à leur résolution.

Le deuxième chapitre recense les méthodes basées sur une séparation d’échelles.

Celle-ci peut être analytique au niveau des inconnues du problème, fondée sur le ca-

ractère périodique du matériau, ou totalement arbitraire. La séparation d’échelle peut

également être liée à l’emploi d’une méthode de décomposition de domaine pour résoudre

le problème initial.

Enfin, le troisième chapitre détaille certaines méthodes pour l’interaction fluide-structure.

Nous essaierons d’établir une classification des méthodes de couplage, et des méthodes

permettant le dialogue entre les deux milieux.
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Chapitre 1

Méthodes Éléments Finis pour les

fluides

Après quelques considérations générales sur la modélisation des

écoulements, tant au niveau mathématique que numérique, ainsi que

sur les méthodes de discrétisation utilisées pour les milieux fluides, ce

chapitre présente les techniques adaptées à chaque type d’équation en

mécanique des fluides (diffusion, convection, dynamique) pour une

résolution par éléments finis. Enfin, une courte section s’intéresse au

cas des écoulements à surface libre, et plus généralement, à ceux

incluant une interface.
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2.2 Équations de conservation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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3.2.4 Exemple de mise en œuvre . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2.5 Contrôle de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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3.4.6 Problème de Navier-Stokes non stationnaire . . . . . . . 31
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4.2.1 Méthode de volume de fluide . . . . . . . . . . . . . . . 33
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1 Introduction

1.1 Modélisations des écoulements

La description mathématique d’un écoulement commence par le choix d’un niveau

d’approximation [82], qui détermine la précision avec laquelle seront évalués l’ensemble

des paramètres du problème, paramètres qui contiennent toute l’information disponible.

Un milieu peut par exemple être décrit à l’échelle atomique, microscopique ou macro-

scopique, cette dernière amenant à considérer le milieu comme un milieu continu. Les

échelles de temps et d’espace sont alors choisies de manière à prendre en compte tous les

phénomènes dynamiques présents dans le problème considéré. Le choix d’une descrip-

tion des efforts termine la modélisation effectuée : on peut par exemple négliger les effets

visqueux, ou choisir un modèle à viscosité non constante, ou bien négliger les effets de

convection. Ces choix sont guidés par des nombres sans dimensions, caractéristiques de

l’écoulement considéré : nombre de Reynolds Re, de Froude Fr. . .

Un fluide est dit parfait, par opposition à un fluide visqueux, si les effets de viscosité

n’interviennent pas dans la description de son mouvement. En dehors de cas très particu-

liers (Hélium à très basse température), il s’agit d’une approximation, valide pour les très

grands nombres de Reynolds. Les régimes d’écoulement envisagés dans cette thèse n’ont

pas un nombre de Reynolds suffisant pour justifier cette approximation, souvent utilisée

en aérodynamique.

Un fluide newtonien est caractérisé par une viscosité indépendante de la vitesse de

cisaillement et du temps, par le fait que dans un écoulement de cisaillement simple (par

exemple entre deux plans possédant des vitesses différentes), les seules contraintes sont

des contraintes de cisaillement, et qu’elles disparaissent lorsque l’écoulement est arrêté.

La partie déviatorique du tenseur des contraintes est alors une fonction linéaire du ten-

seur taux de déformation (voir Figure 1.1). De nombreux exemples de comportement non

newtonien se trouvent dans la vie courante : le sang est un fluide dont la viscosité diminue

lorsque le taux de cisaillement augmente, il est dit rhéofluidifiant. À l’inverse, on peut

observer une viscosité qui augmente avec le taux de cisaillement : il s’agit de la famille

des fluides rhéoépaississants, dont fait partie le sable mouillé. Le dentifrice est un cas par-

ticulier, puisqu’il possède un contrainte seuil, en dessous de laquelle aucun écoulement ne

se développe : c’est ce qui l’empêche de sortir tout seul du tube. Il entre dans la catégorie

des fluides de Bingham, comme la peinture ou le ketchup.

L’hypothèse d’incompressibilité concerne l’écoulement et non pas le fluide. Elle per-

met de simplifier l’équation de conservation de la masse. Comme nous le verrons par la

suite, elle requiert des précautions particulières lors de l’emploi de méthodes numériques.

Dans ce travail, la description retenue est celle d’un fluide visqueux newtonien en

écoulement incompressible. Nous prenons en compte les effets de convection et de visco-

sité, ce qui conduit aux équations de Navier-Stokes.
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FIGURE 1.1 : Contraintes dans un fluide en fonction du taux de

déformation

1.2 Modélisations numériques des équations de la mécanique des fluides

Une fois les choix de la description du milieu et de la description des efforts faits,

un modèle mathématique du problème est établi, dans notre cas les équations de Navier-

Stokes pour un écoulement incompressible. La résolution numérique doit alors fournir

une solution, approchée, au système d’équations différentielles mises en jeu avec une

précision suffisante.

L’exigence de précision impose de prendre en compte lors de la résolution toutes

les échelles présentes dans l’écoulement, c’est à dire d’utiliser des discrétisations spa-

tiales et temporelles au moins aussi fines que les plus petites échelles que l’on veut

capturer. Cela peut parfois conduire à de grandes difficultés, en particulier lorsque des

échelles très différentes sont présentes, par exemple dans le cas d’écoulements turbulents.

Ainsi, considérant les rapports entre les échelles les plus petites et celles contenant le

plus d’énergie, la résolution directe d’un problème d’écoulement turbulent demande des

efforts numériques rapidement hors de portée, évoluant comme le cube du nombre de

Reynolds [175].

Certaines approches permettent d’éliminer certaines échelles du calcul, et ainsi de

réduire le coût des simulations d’écoulements turbulents. Elles reposent sur une séparation

des échelles entre échelles macroscopiques d’une part, qui seront résolues numériquement,

et les échelles microscopiques d’autre part, dont l’interaction avec les premières sera

prise en compte par un modèle. Ces modèles, qui ajoutent un terme dans les équations

résolues, contiennent uniquement une représentation statistique des petites échelles. Le

choix de l’inconnue macroscopique définit la méthode : l’approche Reynolds Averaged
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Numerical Simulation (RANS) [118] calcule uniquement une moyenne statistique de

la solution. En séparant l’inconnue en une moyenne statistique et une partie fluctuante

(v(x, t) = v̄+ v′(x, t)), v′ étant représentée par un modèle de turbulence, l’inconnue du

problème devient v̄. Cette moyenne ne permet bien évidemment pas une description fine

des phénomènes en jeu. En calculant uniquement une valeur moyenne et quelques modes

basse fréquence, on obtient la méthode URANS (Unsteady Reynolds Averaged Numeri-

cal Simulation), [124]. Par rapport à la méthode RANS, la partie fluctuante v′ est toujours

représentée par un modèle de turbulence, mais la résolution prend en compte les contri-

butions de modes dit cohérents, ṽ, en plus de la moyenne : v(x, t) = v̄+ ṽ(x, t)+ v′(x, t).
Une autre manière de réduire la taille du problème est de le résoudre en projection sur une

base de fonction adéquates, comme les modes de Fourier, ou une base de fonctions op-

timales, comme celles obtenues en utilisant la POD [11]. Enfin, l’approche Large-Eddy

Simulation (LES) calcule uniquement les modes à basse fréquence présents dans la solu-

tion [175].

Dans le cas d’écoulements turbulents, on voit donc que le choix de l’approche des

équations de Navier-Stokes est un compromis entre la précision des résultats et l’effort

numérique pour les obtenir. Dans ces travaux, nous restons dans un régime laminaire

pour les écoulements étudiés. Les approches décrites ci-dessus utilisent des modèles de

turbulence afin de prendre en compte l’effet des petites échelles (que l’on pourrait qualifier

de ”micro”) sur les grandes. Elles introduisent une échelle ”micro” uniquement par son

comportement homogénéisé, qui ne permet de déterminer l’évolution de l’écoulement que

par des grandeurs moyennes ou contenant une information réduite. Étant donné qu’elles

concernent la modélisation de la turbulence, elles ne seront pas décrites plus en détail au

chapitre 2, bien que l’on puisse les qualifier de multi-échelles.

1.3 Discrétisation du problème continu

L’obtention d’une solution numérique des équations continues d’un problème de-

mande de restreindre l’espace des solutions – en général de dimension infinie –, à un

espace de dimension finie dans lequel les fonctions sont représentées par leur valeur sur

un ensemble de points.

1.3.1 Différences finies

À la différence des autres méthodes décrites ci-après, les différences finies sont basées

sur une version discrète des opérateurs différentiels. Les dérivées partielles par rapport

aux variables d’espace et de temps sont approchées à l’aide de développements de Taylor,

afin d’en obtenir une expression faisant intervenir les valeurs des inconnues aux nœuds

voisins et la taille de maille :
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10 Méthodes Éléments Finis pour les fluides

∂F(u)

∂x
=

F(u)i+1−F(u)i−1

xi+1− xi−1
+O(δx2)

∂�

∂x
≃

�i+1−�i−1

xi+1− xi−1

L’ordre de précision obtenu dépend de la combinaison des développements de Taylor

choisie pour construire la version discrète de l’opérateur de dérivée. L’inconvénient de

cette méthode réside dans le traitement des domaines de forme complexe.

1.3.2 Volumes finis

Les volumes finis sont basés sur la vérification de la forme forte des équations, en

moyenne, sur un petit volume que l’on appelle aussi élément. En transformant les intégrales

sur le volume en intégrales de bord, on peut exprimer la variation de l’inconnue (attachée

au volume) en fonction de flux sur le bord de ce volume. Ces flux dépendent des valeurs

des inconnues sur l’élément courant et les volumes voisins, et font intervenir des calculs

d’intégrales sur le bord de chaque élément. Ces calculs d’intégrales sont relativement

simples, puisque les inconnues sont supposées constantes par volume : ils font interve-

nir des calculs d’aire et de normales, qui dépendent uniquement de la géométrie. Dans

le cas de problèmes dépendants du temps, le choix d’une approximation pour l’évolution

temporelle des flux permet de définir des schémas explicites ou implicites.

Les volumes finis sont très utilisés en mécanique des fluides, par exemple dans des

codes commerciaux (Fluent) cependant, l’existence d’outils pour la méthode des éléments

finis au laboratoire nous a fait préférer cette dernière.

1.3.3 Méthodes sans maillage

Une communauté relativement large développe des méthodes dites sans maillage,

c’est à dire qui ne font pas appel aux notions d’élément et de fonction de forme telles

qu’employées avec les éléments finis. Les inconnues sont alors attachées à des particules

matérielles, et la formulation évidement lagrangienne des équations évite tout terme de

convection, mais déplace la difficulté vers d’autres points.

Dans la méthode des particules hydrodynamiques lissées (SPH) [63, 142], les pro-

priétés d’une particule dépendent de celles de ses voisines, dans une région limitée de

l’espace. Cette méthode donne de très bons résultats pour les problèmes à surface libre,

mais pose problème pour la prise en compte de conditions aux limites.

À partir d’un nuage de particules, une triangulation [99] du domaine défini par exemple

par la méthode α-shape [40] permet de définir un ensemble d’éléments polygonaux, sur

lesquels sont construits des fonctions de forme de type éléments finis. Cette méthode

est appelée méthode éléments finis sans maillage (MFEM) [97, 100], et utilise la même

démarche que la méthode particulaire des éléments finis (PFEM) [4, 98, 152], par exemple

appliquée avec succès aux écoulements de plusieurs fluides [101].
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1.3.4 Méthodes éléments finis

Dans un souci de compatibilité maximale avec les outils et méthodes existant au la-

boratoire, nous choisissons de résoudre les équations gouvernant les écoulements par une

méthode éléments finis. Cette méthode, si elle a été crée pour les solides, est utilisée dans

le domaine des fluides, notamment sous l’impulsion des travaux de Zienkiewicz [210].

Une méthode de type éléments finis sans maillage impose en effet de reconstruire les

éléments à chaque pas, et les autres méthodes sans maillage sont jugées trop éloignées

pour être facilement couplées aux éléments finis utilisés pour la partie solide.

2 Équations de la mécanique des fluides

2.1 Description du mouvement

La description mathématique des écoulements de fluides repose sur le choix d’une

description de la cinématique. Parmi les trois (lagrangienne, ALE et eulérienne) utilisées

en mécanique des milieux continus, la troisième est ici préférée pour des raisons de sim-

plicité.

La description lagrangienne, principalement utilisée en mécanique des structures, asso-

cie chaque nœud à un point matériel, qu’il suit lors du mouvement. Elle permet un suivi

aisé des interfaces et des frontières, mais nécessite souvent un remaillage du domaine

suite aux importantes distorsions de celui-ci, par exemple dans les cas de simulation de

procédés de formage ou de crash. Ce peut être un choix très efficace, par exemple dans le

cas de calcul de modes de ballottement dans un réservoir [180].

Les algorithmes ALE sont très utilisés pour les problèmes d’écoulements faisant inter-

venir des frontières mobiles ou souples. L’idée clef de la description ALE est de donner

à la grille Éléments Finis un mouvement indépendant de celui du milieu, cela en vue de

combiner les avantages des descriptions lagrangienne et eulérienne.

La description eulérienne est la plus utilisée en mécanique des fluides. Chaque nœud

correspond à un point fixe et le milieu est en mouvement par rapport à la grille d’interpola-

tion. Cette description facilite le traitement des grandes déformations du fluide, et s’avère

indispensable pour la simulation des écoulements turbulents. En contrepartie, le suivi des

interfaces requiert un traitement particulier, explicite ou implicite, abordé en section 4 de

ce chapitre.

2.1.1 Descriptions lagrangienne et eulérienne

La mécanique des milieux continus utilise généralement deux domaines : le domaine

matériel RX constitué des points matériels X et le domaine spatial Rx constitué des points
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12 Méthodes Éléments Finis pour les fluides

x. Le point de vue lagrangien consiste à suivre les points matériels lors de leur mouve-

ment. Pour cela on utilise une grille dont les nœuds suivent en permanence les mêmes

particules du milieu. Les coordonnées matérielles X permettent de repérer la configu-

ration de référence RX . Cette configuration peut être la configuration initiale (formula-

tion lagrangienne totale), ou une configuration plus proche de la configuration actuelle,

généralement à la configuration au précédent incrément de temps ou de chargement (for-

mulation lagrangienne réactualisée). Le mouvement du milieu introduit un lien entre les

coordonnées matérielles et spatiales, définit par l’application φ :

φ : RX → Rx

(X , t) 7→ (x, t)

L’expression du gradient de la transformation permet de définir la vitesse :

∂φ

∂(X , t)
=

(
∂x

∂X
v

0 1

)

v(X , t) =
∂x

∂t
|X

La description eulérienne permet d’examiner l’évolution des quantités attachées aux

particules passant par une région fixée de l’espace. La vitesse à un nœud du maillage à

l’instant t correspond à la vitesse de la particule coı̈ncidant avec ce nœud à l’instant t,

sans aucun lien avec la configuration de référence X . La dissociation du maillage et du

milieu en mouvement introduit des termes de convection dans les dérivées matérielles.

Les dérivées temporelles matérielle et spatiale sont alors reliées par la formule :

∂ f

∂t
|X =

∂ f

∂t
|x + v ·∇ f ou

d f

dt
=

∂ f

∂t
+ v ·∇ f (1.1)

2.1.2 Description ALE

Dans la description ALE du mouvement, la référence n’est ni le domaine spatial Rx

ni le domaine matériel RX . Un troisième domaine, appelé domaine de référence Rχ, de

coordonnées χ est utilisé. Il est relié au autres par les applications Φ et Ψ, liées par φ =
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Φ◦Ψ−1 (figure 1.2). Le calcul de leurs gradients permet de définir les vitesses v, v̂ et w :

∂φ

∂(X , t)
=




∂x

∂X
v

0 1




∂Φ

∂(χ, t)
=




∂x

∂χ
v̂

0 1




∂Ψ−1

∂(X , t)
=




∂χ

∂X
w

0 1




FIGURE 1.2 : maillages : lagrangien RX , eulérien Rx et ALE Rχ

w est la vitesse de la particule dans le repère matériel RX . Par dérivation de φ = Φ ◦
Ψ−1, on obtient :

c = v− v̂ =
∂x

∂χ
w (1.2)

c est la vitesse de la particule vue dans le repère spatial Rx. Les vitesses c et w sont égales

si et seulement si
∂x

∂χ = I, c’est à dire quand le mouvement du maillage est une translation,

sans déformation ni rotation.
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14 Méthodes Éléments Finis pour les fluides

Relation fondamentale en ALE Afin d’exprimer les équations de conservation en

formulation ALE , il faut exprimer la dérivée temporelle totale (ou dérivée matérielle) en

fonction de la dérivée dans le repère de référence Rχ :

d f

dt
=

∂ f

∂t
|X =

∂ f

∂t
|χ +

∂ f

∂x
c =

∂ f

∂t
|χ + c ·∇ f (1.3)

2.2 Équations de conservation

2.2.1 Conservation de la masse

La conservation de la masse stipule que la masse contenue dans un volume de fluide

que l’on suit dans son mouvement reste constante au cours du temps. Elle s’écrit :

0 =
dM

dt
=

d

dt

∫
V

ρdV

En utilisant la dérivation sous le signe somme et le théorème de Gauss-Ostrogradski on

obtient :

∂ρ

∂t
+∇ ·ρv = 0 (1.4)

soit encore
dρ

dt
+ρ∇ · v = 0 (1.5)

2.2.2 Conservation de la quantité de mouvement

L’équation traduisant la conservation de la quantité de mouvement relie la variation

de la quantité de mouvement d’une portion de fluide aux forces qui s’appliquent sur cette

portion de fluide. La variation de quantité de mouvement du fluide contenu dans un vo-

lume V s’écrit :

d

dt

∫
V

ρv dV =
∫

V

∂ρv

∂t
+∇ · (ρv⊗ v) dV

=
∫

V
ρ

dv

dt
dV sachant que

∂ρ

∂t
+∇ ·ρv = 0

Le fluide est soumis à un chargement volumique b et la contrainte de Cauchy dans le

milieu est σ. L’équilibre s’écrit alors :

∫
V

ρ
dv

dt
dV =

∫
V

ρb dV +
∫

V
∇ ·σ dV

Cette relation est valable pour tout volume Vt , on obtient l’équation de mouvement sous

forme locale :

ρ
dv

dt
= ρb+∇ ·σ (1.6)
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Instabilités liées aux Éléments Finis 15

2.2.3 Forme ALE des équations de conservation

La forme ALE des équations est facilement obtenue en partant de leur forme en

dérivée totale, et en la développant selon :

∂ f

∂t
|X =

∂ f

∂t
|χ +

∂ f

∂x
c =

∂ f

∂t
|χ + c ·∇ f

On obtient alors, pour la conservation de la masse :
∂ρ

∂t
|χ + c ·∇ρ = −ρ∇ · v et pour

conservation de la quantité de mouvement : ρ(∂v

∂t
|χ + c ·∇v) = ∇ · σ + ρb. La forme

ALE des équations de conservation fait toujours apparaı̂tre un terme de convection et

leur résolution entraı̂ne les mêmes difficultés que la forme eulérienne.

3 Instabilités liées aux Éléments Finis

Le problème des instabilités liées à l’utilisation d’une méthode Éléments Finis est

expliqué sur des exemples simples. Chaque terme est analysé séparément, selon un plan

similaire à d’autres exposés plus complets : [39, 210].

3.1 Une équation elliptique : problème de convection stationnaire

La forme particulière des équations de conservation exprimées dans un formalisme

eulérien rend leur résolution par une méthode Éléments Finis délicate. La présence d’un

terme de convection se traduit par un terme additionnel de diffusion négatif, ce qui peut

revenir à résoudre exactement une équation à diffusion plus faible, nulle ou négative. Dans

ces deux derniers cas, la solution est instable. L’observation des équations résultant de la

discrétisation permet d’introduire des termes correctifs.

3.1.1 Définition du problème

Forme forte Soit le transport d’une quantité scalaire u(x) dans un domaine Ω par les

phénomènes de diffusion et de convection. La frontière est séparée en ∂Ω= ΓN∪ΓD selon

que l’on impose la valeur de l’inconnue u ou du flux
∂u

∂n
. Le problème est défini par les

équations suivantes :

a ·∇u−∇ · (ν∇u) = s dans Ω (1.7)

u = uD sur ΓD

n ·ν∇u = h sur ΓN

n est la normale sortante à Ω. Le premier terme est celui de convection, le second celui de

diffusion.
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Forme faible Les espaces des champs cinématiquement admissibles S et cinématiquement

admissibles à zéro S0 sont classiquement définis par : S = {u∈H 1(Ω)| u = uD sur ΓD} et

S0 = {u ∈H 1(Ω)| u = 0 sur ΓD}. La formulation variationnelle du problème (1.7) s’écrit

alors : Trouver u ∈ S tel que :

∫
Ω

w(a ·∇u)dΩ−
∫

Ω
w∇ · (ν∇u)dΩ =

∫
Ω

wsdΩ ∀w ∈ S0

soit, en utilisant le théorème de la divergence :

∫
Ω

w(a ·∇u)dΩ+
∫

Ω
∇w ·ν∇udΩ =

∫
Ω

wsdΩ+
∫

ΓN

whdΓ ∀w ∈ S0 (1.8)

3.1.2 Approximation de Galerkin

La résolution numérique de l’équation (1.7) introduit un nombre de Péclet numérique,

par analogie avec celui défini pour l’équation de la chaleur. Il caractérise le rapport des

phénomènes de diffusion (a) et de convection (ν) pour une taille de maille h.

Pe =
ah

2ν

Approximation linéaire par morceau en 1d Dans le cas d’un problème mono-dimensionnel

et d’une interpolation linéaire par morceaux sur un maillage supposé régulier de pas h, la

forme discrète de (1.8) donne, avec s = 1 et pour tout nœud non situé sur un bord :

a
u j+1−u j−1

2h
−ν

u j+1−2u j +u j−1

h2
= 1

soit : (
a

2h
−

ν

h2
)u j+1 +

ν

h2
u j− (

a

2h
+

ν

h2
)u j−1 = 1 (1.9)

Afin de comprendre la source des instabilités, considérons la solution exacte de 1.7,

avec s = 1 et γ = a/ν :

u(x) =
1

a

(
x−

1− eγx

1− eγ

)

Cette solution exacte correspond à la relation de récurrence :

α1u j−1 +α2u j +α3u j+1 = 1

avec α1 =−a(1+cothPe)/(2h) α2 = a(cothPe)/h α3 = a(1−cothPe)/(2h) . On peut

alors identifier un coefficient de viscosité ν̃ tel que la solution numérique corresponde à

la solution exacte : νnumer = ν+ ν̃ = ν+βνPe et β = cothPe−1/Pe.

a
u j+1−u j−1

2h
− (ν+ ν̃)

u j+1−2u j +u j−1

h2
= 1 (1.10)
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Asymétrie du gradient discret L’ajout de viscosité (1.10) est équivalent à écrire :

1−β

2
(a

u j+1−u j

h
)+

1+β

2
(a

u j−u j−1

h
)−ν

u j+1−2u j +u j−1

h2
= 1 (1.11)

et donc à remplacer a
u j+1−u j−1

2h
par

1−β

2
(a

u j+1−u j

h
)+

1+β

2
(a

u j−u j−1

h
).

La discrétisation du terme de convection apparaı̂t comme un somme pondérée des flux

à droite et à gauche du nœud j, décentrant le schéma. C’est la base des méthodes dites
≪ upwind ≫.

Méthode de Galerkin et viscosité négative De manière équivalente, la forme discrète

(1.9) donne la solution exacte d’un problème, dont la viscosité serait : νGalerkin = ν−

ν̃
sinh2 Pe

P2
e

. Lorsque le nombre de Péclet augente, la viscosité numérique diminue et peut

devenir négative. Pour Pe ≃ 1.35, νGalerkin = 0 et dans ce cas l’existence d’une solution

stable n’est pas garantie.

Oscillations de la solution Galerkin L’équation (1.9) permet de trouver deux constantes

telles que u j = C1 +C2

(
1+Pe

1−Pe

) j

. Pour Pe > 1, cette solution numérique de l’équation

de convection-diffusion homogène est évidemment oscillante.

La figure 1.3 présente la solution du problème (1.6) pour s = 1, x ∈ [0,1], et 10

éléments. Les courbes pleines correspondent à la solution obtenue par la méthode de Ga-

lerkin, les courbes interrompues à la solution exacte. La qualité de la solution approchée

dépend fortement du nombre de Péclet, et si celui-ci est trop grand, la solution devient

oscillante.

3.1.3 Expressions asymétriques du gradient discret

Lorsque la convection devient le phénomène dominant (grand nombre de Péclet), la

solution approchée obtenue par la méthode de Galerkin est de mauvaise qualité. Ceci est

dû à l’utilisation d’une expression symétrique de la dérivée spatiale, alors que le problème

est intrinsèquement non-symétrique, à cause du vecteur a. Il est alors naturel de chercher

à améliorer la solution numérique en augmentant le coefficient de viscosité, ou en utilisant

une expression asymétrique de l’opérateur gradient. Ces deux idées aboutissent en fait au

même résultat.

Approximation upwind du terme de convection Upwind, littéralement ≪ sous le vent≫ désigne

un type de méthodes utilisant une expression décentrée du gradient au nœud j. Selon le

sens de la vitesse de convection, on ne considère qu’un coté du nœud, celui en amont :

a jux(x j) =





a j

u j−u j−1

h
si a j > 0

a j

u j+1−u j

h
si a j < 0

(1.12)
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18 Méthodes Éléments Finis pour les fluides

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

x

u

Pe=5

Pe=0.9

Pe=0.5

Galerkin
exacte

FIGURE 1.3 : Solutions du problème de convection (1.6)

En écrivant le développement de Taylor autour du nœud j, on constate que pour a j ≥ 0 une

méthode de type upwind remplace a jux(x j) par a j

u j−u j−1

h
= a jux(x j)−

a jh

2
uxx(x j)+

O(h2). Le terme supplémentaire est analogue à un terme de viscosité. Un schéma d’up-

wind ajoute donc une viscosité ν̃ = a jh/2 au problème initial. Ceci permet effectivement

de compenser la diminution de viscosité engendrée par la méthode de Galerkin, mais cette

valeur est excessive. La valeur optimale obtenue par comparaison avec la solution exacte

est en effet plus faible : ν̃opt = βa jh/2.

Fonctions de forme asymétriques Constatant la viscosité numérique trop importante

apportée par les schémas upwind, [80] propose d’utiliser des éléments possédant une in-

terpolation asymétrique des inconnues. En donnant plus de poids à l’élément situé du coté

amont du nœud, on peut aboutir à une méthode de Galerkin donnant de bons résultats en

1D. Malheureusement, employées sur des cas pluri-dimensionnels, ces méthodes abou-

tissent également à une viscosité numérique trop importante. Le même effet de dissymétrie

peut être obtenu en modifiant la position des points d’intégration des éléments en fonc-

tion du nombre de Péclet [90]. Bien que donnant de bons résultats en 1D, cette méthode

introduit trop de diffusion dans les directions orthogonales au courant dans les cas pluri-

dimensionnels.

Équivalence des deux solutions Dans le cas d’une interpolation linéaire par morceaux,

l’approximation upwind du terme de convection est équivalent à l’ajout d’une viscosité
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supplémentaire ν̃ dans l’équation continue, lui même équivalent à utiliser un élément

upwind dont les fonctions de forme sont asymétriques :

∫ L

0
wau,x +w,x(ν+ ν̄)u,x dx = 0 ∀w

⇔
∫ L

0
(w+ ν̄w,x)au,x +w,xνu,x dx = 0 ∀w

⇔
∫ L

0
w̄au,x + w̄,xνu,x dx = 0 ∀w avec w̄ = w+ ν̄w,x

La figure 1.4 présente les résultats obtenus en utilisant une approximation décentrée

du terme de convection. L’approximation Upwind introduit une diffusion excessive. La

méthode Streamline Upwind, qui utilise des fonctions de forme asymétriques, obtient des

résultats bien meilleurs, sur cet exemple unidimensionnel.
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exacte
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FIGURE 1.4 : Solutions du problème (1.6) obtenues avec des

approximations asymétriques du terme de convection

3.1.4 Méthodes de stabilisation classiques

Si dans le cas 1D des méthodes simples aboutissent à de bons résultats, il n’en est pas

de même en 2D ou 3D. L’ajout de viscosité numérique doit intervenir uniquement dans

la direction du courant (c’est à dire dans la direction du vecteur a). Les techniques de

stabilisation les plus répandues ajoutent à la forme faible (1.8) des termes qui augmentent
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la diffusion dans les zones où la solution présente un fort gradient mais qui s’annulent si

la solution est suffisamment régulière. Ces schémas sont appelés consistants parce qu’ils

ne modifient pas l’ordre de l’approximation de Galerkin. Ils assurent qu’une solution de

l’équation différentielle est aussi une solution de la forme faible. Pour cela, les termes

supplémentaires doivent être fonction du résidu de l’équation différentielle et calculés sur

l’intérieur des éléments.

Le problème de convection, diffusion et réaction consiste à trouver u tel que

Lcdr(u) = a ·∇u−∇ · (ν∇u)+σu = s (1.13)

Comme pour le problème de convection-diffusion, a est le champ de convection, ν le coef-

ficient de diffusion et σ un coefficient de réaction. Lcdr est la forme linéaire de convection-

diffusion-réaction. Pour ce problème, on défini le résidu :

R (u) = a ·∇u−∇ · (ν∇u)+σu− s = Lcdr(u)− s (1.14)

Les méthodes de stabilisation s’écrivent alors sous la forme générale suivante :

Trouver u tel que :

∫
Ω
(wa ·∇u+ν∇w∇u+wσu)dΩ

+∑
e

∫
Ωe

P (w)τR (u) dΩe =
∫

Ω
w · sdΩ+(w,h)ΓN

∀w ∈ S0 (1.15)

Le choix de P (w) définit la méthode de stabilisation. La méthode SUPG (Streamline

Upwind Petrov-Galerkin) [19] est très utilisée et correspond à P (w) = a ·∇w, tandis que

P (w) = Lcdr(w) = a ·∇w−∇ · (ν∇w)+σw définit la familles des méthodes GLS (Galer-

kin Least Square) [93].

La figure 1.5 présente les résultats obtenus avec les méthodes SUPG et GLS, pour le

problème (1.13). Dans ce cas, la méthode GLS obtient le meilleur résultat.

Choix du paramètre de stabilisation Le choix du paramètre de stabilisation a suscité

de nombreux travaux, démontrant l’existence de paramètres optimaux en 1D pour des

éléments linéaires et quadratiques [39]. La valeur suivante sera employée dans la suite :

τ =

(
2||a||

h
+

4ν

h2
+σ

)−1

3.1.5 Méthodes de stabilisation originales

Les méthodes de stabilisation pour les problèmes de transport dominés par la convec-

tion sont encore un domaine de recherche actif. Parmi les alternatives aux méthodes clas-

siques, la méthode FIC (Finite Increment Calculus) vérifie l’équation (1.6) sur un volume

de dimension finie, ce qui revient à lui substituer une équation d’ordre supérieur. Selon
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FIGURE 1.5 : Solutions du problème (1.13) obtenues avec les méthodes SUPG et

GLS. a = 1, ν = 10−2,σ = 10

ses créateurs, cela permet de retrouver les paramètres de stabilisation optimaux [151]. La

variational multiscale method (VMS), proposée par [88], sépare une échelle dite soluble

(par éléments finis) et une échelle dite ”micro”, qui n’est pas contenue dans l’approxi-

mation éléments finis. Avec certaines hypothèses sur la solution à l’échelle micro, cette

décomposition aboutit à une forme similaire aux méthodes de stabilisation classiques,

avec P (w) =−L∗cdr(w), L∗cdr étant l’opérateur adjoint de Lcdr. Cette méthode est appelée

SGS (Sub-Grid Scale) et donne des résultats très proches des méthodes SUPG ou GLS.

3.2 Une équation hyperbolique : problème de convection non station-

naire

3.2.1 Définition du problème

Par rapport à la section précédente, les problèmes traités ici font intervenir le temps.

L’accent sera donc mis sur la discrétisation temporelle du problème continu :

ut +∇ · f (u) = s(x, t) dans Ω×]0,T [ (1.16a)

u(x,0) = u0(x) dans Ω à t = 0

u = uD sur Γin
D×]0,T [

− f ·n = h sur Γin
N×]0,T [

Où f est le flux de u. On peut généralement exprimer ce flux en fonction de u : f = au.

Si a est à divergence nulle, on peut écrire le problème sous forme d’une équation de
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22 Méthodes Éléments Finis pour les fluides

convection :

ut +a ·∇u = s(x, t) dans Ω×]0,T [

u(x,0) = u0(x) dans Ω à t = 0

u = uD sur Γin
D×]0,T [

−au ·n = h sur Γin
N×]0,T [

Les équations ci dessus décrivent le transport de la quantité scalaire u par le champ de

vitesse a.

Remarque 1 : Conditions aux limites Pour un problème hyperbolique les

conditions aux limites ne peuvent être définies que sur la portion de la

frontière sur laquelle le flux est entrant. La frontière est donc décomposée en

deux parties, selon le signe de a ·n : ∂Ω = Γin∪Γout , Γin = {x∈ Γ | a ·n < 0}
et Γout = {x ∈ Γ | a ·n > 0}.

3.2.2 Discrétisation temporelle

Les méthodes en θ sont une famille de méthodes pour l’intégration des équations

différentielles du premier ordre, qui dérivent de la même expression :

u(tn+1)−u(tn)

∆t
= θut(t

n+1)+(1−θ)ut(t
n)+O((1/2−θ)∆t,∆t2)

Pour certaines valeurs de θ, cette méthode est connue sous un autre nom : Euler (θ = 0),

Euler rétrograde (θ= 1), Crank-Nicholson (θ= 1/2). Seuls les schémas avec θ≥ 1/2 sont

inconditionnellement stables. Employés pour l’équation de convection non stationnaire,

ces schémas donnent :

u(tn+1)−u(tn)

∆t
+θa ·un+1 = θsn+1 +(1−θ)sn− (1−θ)a ·∇un

D’autres méthodes (Lax-Wendroff, Leap-Frog) permettent d’atteindre des ordres supérieurs,

en exprimant par la dérivée seconde en temps du développement de Taylor en fonction

de dérivées spatiales. Les méthodes de Taylor-Galerkin, basées sur un développement de

Taylor de exp(−a∆t ∂·
∂t
) permettent également d’atteindre des ordres plus élevés.

3.2.3 Discrétisation spatiale par méthode de Galerkin

Équation intégrale La forme faible de l’équation (1.17a) s’écrit :

∫
Ω

wut dΩ+
∫

Ω
w(a ·∇u) dΩ =

∫
Ω

ws dΩ
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Les espaces de fonctions admissibles et admissibles à 0 sont définis par :

V =
{

w(x) ∈H 1(Ω) | w(x) = 0 sur Γin
D

}

St =
{

u | u(·, t) ∈ L2(Ω), t ∈ [0,∞[ et u(x, t) = uD sur Γin
D

}

et la forme faible du problème 1.16 est : pour tout t ∈]0,T [ et w ∈ V , trouver u ∈ St tel

que :

∫
Ω
(w ·u,t +wa ·∇u)dΩ+(w,ua ·n)Γout =

∫
Ω
(w · s)dΩ+(w,h)Γin ∀w ∈ S0 (1.17)

3.2.4 Exemple de mise en œuvre

Le problème suivant illustre la difficulté à résoudre numériquement une équation de

transport. Soit un domaine Ω = {x,x∈ [0,1]} et un champ de convection a = ex uniforme.

Le problème de convection sans terme source s’écrit :

∂u

∂t
+a ·∇u = 0

En Γin = {x = 0}, on impose u = 1. Deux conditions initiales différentes sont testées :

u(t = 0) = H(0.1− x)

u(t = 0) = 0.5∗ (1+ cos(10πx))∗H(0.1− x)

H est la fonction de Heaviside, la première condition initiale est une fonction discontinue

en espace, alors que la seconde est continue. Le maillage contient 100 nœuds, et le pas

de temps est dt = 10−3. Deux schémas sont utilisés pour la résolution, Euler implicite et

Taylor-Galerkin d’ordre 2. La figure 1.6 présente les solutions obtenues. La forme de la

solution u a clairement une importance. Pour un schéma temporel fixé, plus les gradients

de la solution sont forts, plus celle-ci se dégrade rapidement. La solution est alors d’aug-

menter l’ordre de précision de l’intégration temporelle. Le résultat de ce test est à retenir

pour la section 4, lors du choix d’une fonction auxiliaire.

3.2.5 Contrôle de la solution

Un aspect important de la résolution des équations de convection est la précision du

schéma d’intégration temporelle. Cependant, la présence de discontinuités dans la so-

lution peut générer des perturbations numériques. La solution exacte du problème peut

être discontinue, même pour des problèmes linéaires, dans le cas de conditions aux li-

mites discontinues, ou lors de l’avancée d’une fonction level-set discontinue par exemple.

Dans certains cas, les oscillations numériques de la solution peuvent contredire la phy-

sique (masse volumique négative par exemple). Pour traiter de tels problèmes, les schémas

numériques doivent contrôler l’allure de la solution.
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FIGURE 1.6 : Transport d’un scalaire u. Solutions à t = 0.03 et t = 0.4

Certains schémas conservent la monotonie de la solution. Il ne peut ainsi pas ap-

paraı̂tre d’oscillations. Ces schémas introduisent en général une dissipation sur l’ensemble

du domaine, ce qui est préjudiciable à la précision de la solution [69].

La solution physique d’une équation hyperbolique scalaire ne permet pas l’apparition

de nouveaux extremums. Ainsi, la variation cumulée TV (u) = Σi|ui+1− ui| de l’incon-

nue u ne peut augmenter. C’est ce qu’assurent les schémas dits TVD (Total Variation

Disminishing) [78]. Ils peuvent être vus comme des schémas aux différences centrées,

auxquels on ajoute une dissipation calibrée de manière à assurer la monotonie sans com-

promettre la précision. Les méthodes modernes utilisent une dissipation numérique non

linéaire dépendant du comportement local de la solution.

3.3 Une équation parabolique : problème de convection-diffusion non

stationnaire

Les problèmes envisagés dans cette section font intervenir à la fois la diffusion, la

convection et la dépendance temporelle. Ce sont des problèmes paraboliques, alors que

les sections précédentes concernaient des problèmes elliptiques (convection-diffusion sta-

tionnaire) ou hyperboliques (convection non stationnaire). La présence de viscosité dans

le problème régularise le comportement de l’écoulement, qui ne comporte pas de zones

de discontinuités. Les conditions aux limites doivent être fixées sur l’ensemble du bord du

domaine. Cependant, des zones à forts gradients peuvent exister, et la présence conjointe

des opérateurs de dérivée temporelle et de double dérivée spatiale impose d’adapter les

méthodes de stabilisation et de discrétisation pour obtenir des schémas à la fois précis et

stables.
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3.3.1 Définition du problème

À partir des données d’un champ de vitesse a, d’un coefficient de diffusion ν, d’une

réaction σ, d’un terme source s, et de conditions initiales u0, trouver u(x, t) tel que :

ut +a∇u−∇ · (ν∇u)+σu = s dans Ω×]0,T [ (1.18)

u(x,0) = u0(x) dans Ω pour t = 0 (1.19)

u = uD sur ΓD (1.20)

ν(n∇)u = h sur ΓN (1.21)

3.3.2 Discrétisation temporelle

La présence d’une double dérivée en espace restreint le choix des méthodes possibles

pour la discrétisation temporelle. En effet, selon l’ordre des fonctions d’interpolation em-

ployées, l’évaluation des dérivées spatiales est limitée, et par là même celui des dérivées

temporelles. Les schémas les plus courants sont les méthodes θ, les méthodes de Runge-

Kutta, et les approximations de Padé de l’opérateur ∂ ·/∂t.

Schémas multi-pas Les schémas multi-pas sont souvent utilisés pour l’intégration en

temps des problèmes non stationnaires. Ils sont basés sur la séparation de l’opérateur

contenant les dérivées spatiales en une somme de plusieurs opérateurs, ici l’opérateur

de convection et celui de diffusion-réaction. Cette séparation permet de choisir les algo-

rithmes les plus adaptés pour traiter chacun des pas. L’évaluation des pas intermédiaires

peut ainsi passer par l’utilisation d’un schéma dédié aux problèmes hyperboliques (ex.

Taylor-Galerkin d’ordre 3) pour la phase de convection puis pour la phase de diffusion

(ex. Cranck-Nicolson) [38].

3.3.3 Exemple de mise en œuvre

Le problème suivant illustre la résolution d’une équation de convection diffusion non

stationnaire. Soit un domaine Ω = {x,x ∈ [0,1]} et un champ de convection a = ex uni-

forme. Le problème de convection-diffusion sans terme source s’écrit :

∂u

∂t
+a ·∇u+ν∇ ·∇u = 0

En x = 0, on impose u = 0. La condition initiale est :

u(t = 0) = 0.5∗ (1+ cos(10πx))∗H(0.1− x)

Le schéma temporel utilisé est le schéma de Taylor-Galerkin d’ordre 2, et la discrétisation

spatiale est effectuée avec des éléments d’ordre 1. La figure 1.7 présente les résultats ob-

tenus. On constate qu’il existe un domaine de stabilité de la méthode. Pour un nombre de

Courant donné, la présence de viscosité (Pe faible) régularise la solution (premier graphe).

Pour un nombre de Péclet faible, la convection devient négligeable. Pour un pas de temps
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donné, il existe cependant limite inférieure pour le nombre de Péclet (graphe central),

exprimée par la condition CFL (Courant Friedrich Lévy) pour l’équation de diffusion

pure : 2ν∆t ≤ h2. Enfin, pour les grands nombres de Péclet (faible viscosité), la stabilité

est limitée par le schéma d’intégration en temps, comme le montre le troisième graphe.
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FIGURE 1.7 : Convection et diffusion d’un scalaire u

3.4 Écoulement incompressible d’un fluide visqueux

Les écoulements incompressibles de fluides visqueux sont régis par les équations de

Navier-Stokes, dont la résolution numérique fait apparaı̂tre deux difficultés. La première

vient du terme de convection non linéaire, la seconde du problème de point selle résultant

de l’action de la pression comme un multiplicateur de Lagrange sur la condition d’incom-

pressibilité.

3.4.1 Tenseur des contraintes pour un fluide newtonien

Dans un fluide au repos, les contraintes de cisaillement sont nulles et le tenseur des

contraintes est sphérique et s’écrit : σ = −pI, avec p la pression dynamique. Dans un

fluide en mouvement, la viscosité engendre des contraintes de cisaillement, et la pres-

sion est définie à partie de la trace du tenseur des contraintes, invariante par rotation. On

décompose alors le tenseur en partie sphérique et partie déviatorique :

σ =−pI + s (1.22)

Pour un fluide newtonien, la partie déviatorique s du tenseur des contraintes σ dépend

linéairement du tenseur des déformations ∇v :

σ =−pI +µ∇Sv+λTr(∇v)I =−pI +µ∇Sv+λ(∇ · v)I
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où µ est la viscosité dynamique et λ le second coefficient de viscosité. Pour un écoulement

incompressible, ∇ · v = 0 et la relation ci-dessus se réduit à la loi de Stokes :

σ =−pI +2µ∇Sv (1.23)

3.4.2 Équations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes décrivent l’effet dynamique des forces extérieures et

intérieures (pression et viscosité) sur un fluide newtonien. La conservation de la masse et

de la quantité de mouvement s’écrivent alors, pour un fluide de masse volumique ρ :

ρ(vt +(v ·∇)v) = ∇ ·σ+ρb dans Ω×]0,T [ (1.24a)

∇ · v = 0 dans Ω×]0,T [ (1.24b)

Normalisation par la densité Dans le système (1.24), l’équation de conservation de la

quantité de mouvement (1.24a) peut être divisée par la masse volumique pour obtenir :

vt +(v ·∇)v = ∇ · (−
p

ρ
I +2ν∇Sv)+b dans Ω×]0,T [ (1.25a)

∇ · v = 0 dans Ω×]0,T [ (1.25b)

Dans la suite, p désignera la pression cinématique c’est-à-dire le quotient
p
ρ apparaissant

dans (1.25a). ν est la viscosité cinématique du fluide.

3.4.3 Problème de Navier-Stokes stationnaire

La formulation des problèmes de Stokes ou Navier-Stokes en utilisant les inconnues

de vitesse, pression et champ de contrainte (1.24) permet d’employer par la suite n’im-

porte quelle relation de comportement. Ici, le fluide est supposé newtonien et la relation de

comportement (1.23) s’applique. On peut donc éliminer l’inconnue σ des équations pour

obtenir une formulation en vitesse et pression. L’hypothèse d’un écoulement stationnaire

permet d’éliminer la dérivée temporelle du champ de vitesse dans les équations suivantes,

et par conséquent d’éliminer dans un premier temps les difficultés liées à la gestion du

temps. Le problème est de trouver les champs de vitesse v et de pression p tels que :

−2ν∇ ·∇Sv+(v ·∇)v+∇p = b dans Ω (1.26a)

∇ · v = 0 dans Ω (1.26b)

v = vD sur ΓD (1.26c)

−pn+ν(n · v)v = t sur ΓN (1.26d)

Ces problèmes sont des problèmes d’équilibre sous contrainte. Plusieurs méthodes existent

pour traiter l’incompressibilité, ici la pression agit comme un multiplicateur de Lagrange

pour imposer la condition (1.26b). La forme faible des équations (1.26) est obtenue par

intégration par parties sur le domaine Ω, après multiplication par les champs tests adéquats.
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Espaces d’admissibilité L’équation (1.26c) définit l’espace d’admissibilité pour le champ

de vitesse :

v ∈CA = {v ∈ H1(Ω)|v = vD sur ΓD}

Le champ test correspondant w appartient à l’espace vectoriel associé :

w ∈C0 = {w ∈ H1(Ω)|w = 0 sur ΓD}

La seule condition portant sur la pression est qu’elle soit de carré intégrable, soit :

p,q ∈ L2(Ω) (1.27)

Forme faible du problème Trouver (v, p) ∈CA×L2 tels que ∀ (w,q) ∈C0×L2 :

∫
Ω
(2ν∇Sw ·∇Sv)+w · v∇v)− p∇ ·w)dΩ =

∫
Ω
(w ·b)dΩ+(w, t)Γ∫

Ω
(q∇ · v)dΩ = 0

Formulation par Éléments Finis En choisissant une interpolation pour les champs de

vitesse et de pression, le problème s’écrit de manière matricielle :

(
K +C(v) G

GT 0

)(
v

p

)
=

(
f (v)
0

)
(1.28)

Les sous-matrices K, C, G et GT correspondant respectivement aux opérateurs de diffu-

sion, convection, gradient et divergence.

3.4.4 Traitements particuliers liés à l’hypothèse d’incompressibilité

Les formulations en variables primitives (vitesse et pression), appelées formulations

mixtes présentent des difficultés numériques : la pression est un multiplicateur de La-

grange destiné à imposer ∇ · v = 0. Le problème est alors un problème de point selle, qui

nécessite certaines précautions numériques. En remplaçant le multiplicateur de Lagrange

par un terme de pénalisation, on peut éliminer la pression des équations et se ramener à

un problème de minimum, plus simple à résoudre. En utilisant des éléments mixtes dont

les interpolations de la vitesse et de la pression sont judicieusement choisies, le problème

reste un problème de point selle, mais est de rang plein. Enfin, il est possible de résoudre

le problème avec les mêmes fonctions de forme pour les deux inconnues, en ajoutant un

terme de stabilisation à la forme faible des équations. Les solutions calculées avec deux

dernières méthodes sont comparées sur la figure 1.9. Le problème résolu est le problème

de Stokes ((1.26) dans lequel on néglige le terme de convection) entre deux plans pa-

rallèles.
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Pénalisation En choisissant un paramètre λ grand, l’équation ∇ · v = 0 peut être rem-

placée par ∇ · v = − p
λ , ce qui, injecté dans l’équation de conservation de la quantité de

mouvement, donne :

−2ν∇ ·∇Sv+(v ·∇)v−λ∇(∇ · v) = b

La matrice résultant de la discrétisation par éléments finis du terme λ∇(∇ · v) = λ∇2v

a la même structure que celle obtenue pour le terme de viscosité. Par conséquent, la

pénalisation doit imposer Kλv= 0 sans imposer v= 0. Pour cela, la matrice Kλ est évaluée

avec un nombre de points de Gauss inférieur à celui utilisé pour calculer la matrice de vis-

cosité, afin d’être de rang inférieur.

La présence du terme de pénalisation entraı̂ne néanmoins des difficultés : trop faible,

la condition d’incompressibilité n’est pas imposée, trop élevé, il détériore le conditionne-

ment de la matrice. Cette méthode n’est donc pas retenue pour ces travaux. Il faut cepen-

dant remarquer que dans le cas où les degrés de liberté en pression coı̈ncident avec les

points de Gauss utilisés pour le calcul de Kλ, on montre l’équivalence entre cette méthode

de pénalisation et l’utilisation d’éléments mixtes [90]. Les références [64, 94, 129, 192]

contiennent un exposé détaillé de la méthode, et des détails concernant l’implantation.

Interpolation mixte vitesse-pression On peut montrer que si la matrice G est de rang

plein, la matrice du problème (1.28) est non-singulière. Pour assurer cela, les interpola-

tions de vitesse et de pression doivent vérifier certaines conditions, connues sous le nom

de condition LBB (d’après Ladyzhenkaya, Babus̆ka et Brezzi) ou condition inf-sup. Une

condition nécessaire mais non suffisante est que l’espace de recherche de la pression soit

de dimension inférieure à celui de la vitesse. La stabilité est en général évaluée par des

tests numériques ([8, 17]), étant donné la complexité de la preuve mathématique. Si l’in-

terpolation choisie ne vérifie pas ces conditions, le champs de vitesse pourra converger

mais la pression restera oscillante. Les interpolations des champs de vitesse et de pression

les plus courantes sont illustrées sur la figure 1.8.

Stabilisation PSPG Une autre alternative à l’emploi d’éléments mixtes est d’ajouter

un terme dans l’équation d’incompressibilité permettant d’utiliser la même interpolation

pour les champs de vitesse et de pression. Cette méthode est connue comme stabilisation

PSPG [193], elle est en effet analogue à une technique de stabilisation, puisqu’il s’agit

d’ajouter à la formulation faible une pondération du résidu :∫
Ω
(q∇ · v)dΩ−∑

e

τPSPG(∇qh,R (vh))Ωe
= 0

3.4.5 Stabilisation de la formulation Éléments Finis

Le terme non linéaire et non symétrique de convection impose de stabiliser la for-

mulation de Galerkin standard. Comme dans le cas d’une équation de convection, plu-

sieurs choix sont possibles, parmi lesquels on pourra mentionner les techniques classiques
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Tri3+bulle / Tri3

Tri6/ Tri3

Qua8 / Qua4

FIGURE 1.8 : Paires d’interpolations vitesse-pression définissant des

éléments compatibles LBB

FIGURE 1.9 : Solutions (vitesse et pression) du problème de Stokes

obtenues avec les éléments Tri3-Tri3, Tri6-Tri3, Tri3-Tri3 + PSPG
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basées sur une pondération du résidu : SUPG ([19, 96, 95]), GLS ([92]), LS ([156]) ou

SGS ([91]). On pourra trouver une discussion concernant ces méthodes dans [23] ou

consulter les travaux de Hughes [91] qui établit un lien entre fonctions bulles et stabilisa-

tion.

3.4.6 Problème de Navier-Stokes non stationnaire

Une grande partie des remarques faites dans le cas stationnaire s’appliquent dans le cas

où la dérivée temporelle de la vitesse n’est pas négligée. Seules les différences importantes

seront soulignées. Les équations de Navier-Stokes s’écrivent :

∂v

∂t
−2ν∇ ·∇Sv+(v ·∇)v+∇p = b dans Ω

∇ · v = 0 dans Ω

v = vD sur ΓD

−pn+ν(n · v)v = t sur ΓN

v(t = 0) = v0 tel que ∇ · v0 = 0

Les espaces d’admissibilité sont les produits des espaces précédemment définis par l’in-

tervalle [0,T ] :

v ∈CA = {v ∈ H1(Ω)|v = vD sur ΓD}× [0,T ]

w ∈C0 = {w ∈ H1(Ω)|w = 0 sur ΓD}× [0,T ]

p,q ∈ Q = L2(Ω)× [0,T ]

Les espaces contenant les solutions approchées sont construits de la même manière, et la

fomulation faible aboutit à : Trouver (vh, ph) ∈Ch
A×Q tels que ∀ (wh,qh) ∈Ch

0×Q :

∫
Ω
(wh ·

∂vh

∂t
+2ν∇Swh ·∇Svh)+wh · vh∇vh)− ph∇ ·wh)dΩ =

∫
Ω
(wh ·b)dΩ+

∫
Γ

wh · t dΓ
∫

Ω
(qh∇ · vh)dΩ = 0

Le problème matriciel associé comporte donc une matrice de masse, en plus des matrices

déjà détaillées. Son expression dépend bien entendu du schéma temporel choisi.

3.4.7 Méthodes de discrétisation à pas fractionné

Les méthodes à pas fractionné permettent d’éviter le problème de point selle en séparant

le traitement des différents opérateurs des équations. On pourra consulter [21, 191, 192]

pour un exposé détaillé de ces méthodes.
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Projection de Chorin-Temam Le principe de la projection de Chorin-Temam est de

calculer séparément les champs de vitesse et de pression, en introduisant une vitesse in-

termédiaire qui est projetée sur l’espace des fonctions à divergence nulle :

premier pas : calculer vn+1
int par :





vn+1
int −vn

∆t
−ν∇2v∗∗+(v∗ ·∇)v∗∗ = bn+1 dans Ω

vn+1
int = vn+1

D sur ΓD

(1.29)

Les vitesses v∗ et v∗∗ doivent être choisies en fonction du traitement à apporter à la non

linéarité :

v∗ = v∗∗ = vn Euler explicite

v∗ = vn et v∗∗ = vn+1 semi-implicite

v∗ = v∗∗ = vn+1 Euler implicite

second pas : calculer vn+1 et pn+1 par :





vn+1−vn+1
int

∆t
∇pn+1 = 0 dans Ω

∇ · vn+1 = 0 dans Ω

n · vn+1 = n · vn+1
D sur ΓD

(1.30)

4 Écoulements incluant une discontinuité

Les exemples d’écoulements nécessitant de prendre en compte une discontinuité sont

nombreux. La discontinuité peut être due à la présence de deux fluides aux propriétés

différentes, de particules solides au sein de l’écoulement ou d’une frontière mobile. Il est

alors nécessaire de distinguer au moins deux parties du domaine. Cette distinction peut se

faire de manière explicite, l’interface est alors décrite explicitement par les nœuds qui lui

sont attachés. C’est le cas par exemple des méthodes ALE [148] ou éléments finis espace-

temps [54], pour lesquelles le domaine se déforme au cours du temps. Pour ces méthodes

le suivi de l’interface entre fluides est très semblable au suivi d’une interface fluide-solide,

puisque la position des nœuds correspond à la position de l’interface. La ségrégation peut

également être implicite, faisant appel à une fonction auxiliaire, définie sur le maillage,

ou les éléments, contenant au minimum une information permettant d’identifier le côté de

l’interface courant. Les descriptions eulériennes du mouvement ont recours à ce type de

méthode, les nœuds du maillage étant fixes, ils ne peuvent suivre une interface mobile.
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4.1 Méthodes explicites

Ces méthodes décrivent l’interface par la position des particules qui s’y trouvent. L’in-

terface est donc contenue dans le maillage utilisé, et son mouvement impose d’utiliser une

formulation à maillage mobile. L’avantage d’une formulation lagrangienne [6, 146, 169]

est que le problème d’écoulement est auto-adjoint. Cependant, les distorsions importantes

du maillage peuvent faire préférer une méthode ALE [15, 83, 168], dont l’implantation

est plus compliquée, mais qui permettent une plus grande latitude de mouvements. De ce

point de vue, les méthodes particulaires (PFEM, MFEM), en reconstruisant la connec-

tivité à chaque pas ont un avantage certain. Cependant, pour les raisons déjà évoquées,

nous préférons une méthode éléments finis. Les méthodes explicites faisant appel à un

maillage mobile, seules les méthodes implicites (à maillage fixe) sont présentées ici.

4.2 Méthodes implicites

4.2.1 Méthode de volume de fluide

La méthode VOF (Volume Of Fluid) [84], est très populaire dans les simulations

d’écoulements à surface libre. L’information auxiliaire utilisée est le taux de remplis-

sage de chaque cellule du maillage. L’évolution de celle-ci est régie par une équation

de convection. La résolution de cette équation de transport peut être effectuée par le

schéma numérique utilisé pour les équations de l’écoulement, ce qui permet d’intégrer

la méthode VOF en réutilisant des schémas déjà développés. L’information de position

de la surface libre étant contenue uniquement au niveau élémentaire –dans les cellules

dont le taux de remplissage est compris entre 0 et 1– la description de la surface libre

sera d’autant plus précise qu’il y aura peu d’éléments impliqués (ils formeront alors une

bande étroite autour de la frontière). La résolution numérique de l’équation de transport

s’accompagne en général d’une diffusion excessive, ce qui provoque un élargissement de

la bande d’éléments partiellement remplis, nuisant à la précision du repérage. Plusieurs

stratégies existent pour éviter cela, on pourra consulter de manière non exhaustive les tra-

vaux suivants : donor-acceptor [84], la méthode SLIC [22] ou la méthode VOF sélective

[184]. Leur principe est de contrôler la variation du taux de remplissage des éléments

entre deux pas de temps, en agissant sur les flux entre éléments de la fonction auxiliaire.

Malgré des travaux récents [189, 190], le calcul de la courbure de la surface est tou-

jours un problème. Néanmoins, la méthode VOF est l’objet de développements nouveaux

[105, 106, 127, 128].

4.2.2 Méthode de marqueurs de cellules

La méthode MAC (pour Marker And Cell) [76, 77, 200] est issue de travaux antérieurs

sur la méthode PIC [43] et emploie des particules imaginaires pour marquer la surface

libre. C’est une méthode utilisant les différences finies, ainsi les volumes élémentaires

sont désignés par ”cellules”. Les particules fictives sont transportées par l’écoulement,

et si une cellule en contient au moins une, elle est considérée comme remplie de fluide.
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L’incompressibilité de l’écoulement, malmenée par la méthode MAC, est assurée dans

une variante, nommée SMAC [1]. Certaines limitations furent levées par d’autres travaux,

[32, 166] concernant les pas de temps limités, et [85, 147] pour les conditions en effort

sur la surface libre. Les récentes évolutions de la méthode MAC permettent de calculer

précisément les normales et courbures à l’interface [186]. Cependant, cette méthode est

attachée aux différences finies, et les calculs de la géométrie de l’interface font intervenir

de nombreuses opérations pour chaque cellule [138].

4.2.3 Méthode des lignes de niveau (Level-Set)

Dans cette méthode, une fonction auxiliaire scalaire φ permet de repérer deux fluides

et l’interface entre ceux-ci. Présentée à l’origine par Osher et Sethian [155], plusieurs

livres exposent en détail la méthode et ses applications [154, 181, 183]. À une constante

près, on peut supposer que l’interface correspond à la ligne de niveau 0 de φ :

φ(x, t)





> 0 ∀x ∈Ω1

= 0 ∀x ∈ Γ
< 0 ∀x ∈Ω2

(1.31)

L’avantage de ce type de méthode est un calcul très simple des normales et courbures de

l’interface :

n =
∇φ

||∇φ||
κ = ∇ ·n (1.32)

L’interface évoluant avec l’écoulement, les valeurs de la fonction φ doivent être trans-

portées par le champ de vitesse v :

∂φ(X , t)

∂t
= 0 ∀x ∈ Γ soit

∂φ(x, t)

∂t
+ v ·∇φ = 0 (1.33)

Le choix de la fonction distance (signée) à l’interface pour φ permet de simplifier encore

le calcul de la normale (n = ∇φ), et d’obtenir de meilleurs résultats qu’avec d’autres

fonctions discontinues (Heaviside, . . .) [144].

La résolution numérique de l’équation de transport ci-dessus est sujette aux erreurs

déjà décrites, d’autant plus qu’aucune diffusion ne vient limiter les instabilités. En présence

de fortes variations de la courbure de l’interface, ou de forts gradients dans le champ v,

le transport de φ peut être compliqué, et les propriétés de φ sont éventuellement per-

dues [20]. Le schéma numérique peut également faire apparaı̂tre du bruit ou de forts

gradients, qui sont préjudiciables pour l’ensemble de la résolution. Une ré-initialisation

est donc parfois nécessaire. Plusieurs méthodes existent : Crossing Times [153] Fast Mar-

ching Method [182, 188]. Nous retenons une approche variationnelle [12]. Les références

[108, 167, 207] contiennent un exposé de travaux récents utilisant la méthode level-set.

L’inconvénient majeur de cette méthode est sa difficulté à conserver la masse (ou de

manière équivalente, le volume dans le cas d’un écoulement incompressible). La méthode

des lignes de niveau particulaires (Particle Level-set) [42] combine une fonction auxiliaire

et des particules lagrangiennes pour corriger ce défaut.
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5 Conclusions pour ces travaux

La simplicité d’un maillage fixe pour la discrétisation des équations de la mécanique

des fluides est un avantage certain face aux méthodes dont le maillage est mobile et

potentiellement progressivement dégradé. Les oscillations et instabilités associées aux

méthodes à maillage fixe sont efficacement corrigées par l’emploi de techniques de sta-

bilisation du schéma numérique, qui permettent d’obtenir une solution de qualité. La

présence d’un terme de convection dans les équations décrivant le type d’écoulement

considéré ici est associée à la méthode SUPG. La présence de discontinuités dans les

champs inconnus est écartée, soit par le caractère de l’écoulement, soit par le choix de

fonctions continues. Lorsque le problème considéré fait intervenir une dérivée temporelle

des inconnues, celle-ci sera approchée par une méthode θ. Au moins pour ces travaux, la

précision est jugée suffisante. L’approche de problèmes d’interaction fluide-structure par

une description eulérienne du fluide introduit a priori une interface dans l’écoulement,

et donc une fonction auxiliaire. Le caractère particulier de cette interface, dont on dis-

pose d’une description lagrangienne, permet de s’affranchir du traitement difficile d’une

équation de convection pure.
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Chapitre 2

Méthodes multi-échelles

Le but de ce chapitre est de faire l’inventaire des méthodes

multi-échelles adaptées ou adaptables aux problèmes d’écoulement et

d’interaction fluide-structure. Pour cela, nous explorons tant les

méthodes développées pour les milieux fluides que celles destinées aux

solides. Ces méthodes sont regroupées en quatre groupes : celles

basées sur la théorie de l’homogénéisation classique, les méthodes

basées sur un enrichissement local puis les méthodes multigrilles et

enfin les méthodes dérivant d’une décomposition de domaine.
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1.2.3 Résolution de l’échelle fine . . . . . . . . . . . . . . . . 42

1.2.4 Prise en compte de l’effet des petites échelles sur les
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2 Méthodes multigrilles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.1 Cycle en V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.2 Cycle en W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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1 Méthodes basées une décomposition analytique de la

solution

Les trois méthodes décrites ci-dessous sont basées sur une séparation analytique des

inconnues, que l’on peut attacher à une séparation d’échelles. Cette séparation peut être

effectuée dans le but d’accéder à une échelle supérieure, c’est le cas de la théorie de

l’homogénéisation. Inversement, la séparation d’échelles peut aussi être réalisée dans le

but d’accéder à une échelle plus fine. La méthode variationelle multi-échelle considère

ainsi que la solution éléments finis n’est pas exacte, et doit être complétée d’un champ

qualifié de microscopique, champ dont l’action au niveau macroscopique est de prendre en

compte les phénomènes ayant lieu à plus petite échelle, par exemple la turbulence. Enfin,

les méthodes d’enrichissement, peuvent être vues comme des méthodes multi-échelles.

Elles associent en effet une description macroscopique du milieu, et une description que

l’on peut qualifier de microscopique, puisqu’attachée à un phénomène éminemment local

tel qu’une fissure.

1.1 Méthodes d’homogénéisation du matériau

Ces méthodes ne sont exactes que dans deux cas, celui d’un matériau parfaitement

aléatoire ou d’un matériau parfaitement périodique. Dans le premier cas, la méthode auto-

cohérente [81] consiste à trouver un matériau homogène tel que l’homogénéisation de ce

matériau et d’une inclusion aboutisse au même matériau homogène.

Le cas des matériaux composites est à rapprocher du cas des matériaux périodiques.

Leur constitution en empilement de plis, eux mêmes constitués de fibres et de matrice

permet de distinguer des volumes élémentaires représentatifs, juxtaposés pour former le

matériau. La méthode asymptotique [176] est une méthode exacte et fournit la solution

exacte dans le cas d’un milieu infini. Le résultat est néanmoins correct pour un milieu fini

si l’on exclut une zone de quelques volumes élémentaires représentatifs (VER) près des

bords.

La séparation des échelles est réalisée sur la variable de position : OM = X + y, où X

repère la position du VER, et y la position dans le VER. Ces deux variables ont donc un

ordre de grandeur d’écart, noté ε, rapport de la taille du VER à la longueur caractéristique

de la structure : ε = l
L

. On réalise ensuite un développement asymptotique du champ de

déplacement u :

u(X ,y) = u0(X ,y)+ ε u1(X ,y)+ ε2u2(X ,y)+O(ε2)

Toutes les fonctions sont considérées comme périodiques en y, de période l, suite à l’hy-

pothèse de périodicité du matériau. On calcule alors les dérivées spatiales en effectuant
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une mise à l’échelle (Y = 1
ε y) :

∇�=
∂�

∂X
+

1

ε

∂�

∂Y

ε = εX +
1

ε
εY

∇·= ∇ ·X +
1

ε
∇·Y

La résolution de l’équation d’équilibre ∇ ·σ+ f = 0 (σ est le tenseur des contraites et f

sont les efforts imposés) donne, suivant les ordres de ε :

∇ ·Y KεY (u0) = 0 (2.1)∫
VER

(εY (u1)+ εX(u0))KεY (u
∗) = 0 ∀u∗y-périodique (2.2)

condition d’existance de u2 :

∫
VER

(∇ ·X K(εX(u0)+ εY (u1)) = 0 (2.3)

Les problèmes (2.1)-(2.3) sont de la forme :

∇ ·Y KεY (ui)+gi = 0 (2.4)

Ces problèmes admettent une solution ui si et seulement si < gi >= 0, <> désignant la

moyenne sur un VER.

Le problème en ε−2 (2.1) admet clairement une solution. Celle-ci est un déplacement

de solide pour la variable Y , limité à une translation par l’hypothèse de périodicité. On a

donc u0 = u0(X) et on note ε0 = εX(u0).
Le problème en ε−1 (2.2) admet une solution car : < ∇ ·Y KεX(u0) >= 0 et par

périodicité de Kε0 et antipériodicité de n,
∫

∂VER KεX(u0) · n = 0. On peut donc trouver

un u1(X ,Y ) tel que : ∫
VER

(KεY (u1)+KεX(u0)) : εY (u
∗) = 0 ∀u∗ (2.5)

On peut encore exprimer un opérateur de localisation reliant la déformation εY (u1) à la

déformation macroscopique εX(u0) :

εY (u1) = HεX(u0) (2.6)

La condition d’existence d’une solution u2 au problème en ε0 (2.3) fournit :

< KεY (u1)+KεX(u0)>+< f >= 0 (2.7)

ce qui est un problème macroscopique concernant le déplacement u0 :

< K(Id +H)ε0 >+< f >= 0 (2.8)

Le problème (2.7) est l’expression de l’équilibre des contraintes macroscopiques,

définies comme une moyenne sur le VER de la contrainte locale au premier ordre :

σM =< σm >=< Kεm >=< KεY (u1)+KεX(u0)> (2.9)

σM =< K(Id +H)ε0 > (2.10)
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1.2 Méthode variationelle Multi-échelle

La méthode variationelle Multi-échelle (en anglais Variational Multiscale Method

ou VMS) initiée dans [88, 91] propose un cadre général pour les phénomènes multi-

échelles. Les inconnues sont a priori décomposées en parties macro et micro, l’une des

deux échelles étant supposée non résoluble numériquement sur la grille employée pour la

discrétisation du problème. En ceci elle peut être vue comme une méthode d’enrichisse-

ment de la solution éléments finis (macro) par une information plus riche apportée par la

résolution de l’échelle micro.

Appliquée aux problèmes de mécanique des fluides, cette méthode permet d’obtenir

une expression des paramètres de stabilisation intervenant dans les méthodes de stabilisa-

tion classiques, en capturant l’effet d’échelles infra-maillage sur l’échelle ”macro”, celle

des éléments finis. Plus de détails concernant l’application aux écoulements incompres-

sibles (laminaires et turbulents) figurent dans [72].

1.2.1 Équation scalaire de convection-diffusion-réaction

L’équation de convection-diffusion-réaction (CDR) d’un champ φ par le champ de

vitesse a, la diffusion ν et la réaction σ s’écrit :

a∇φ+ν∇ ·∇φ+σφ = 0

La forme faible associée est : Trouver φ tel que :

Bcdr(φ
∗,φ) = (φ∗,a∇φ)Ω +(∇φ∗,ν∇φ)Ω +(φ∗,σφ)Ω = (φ∗, f )Ω +(φ∗,h)Γh

(2.11)

Où (φ∗,φ)Ω désigne le produit scalaire sur Ω et Bcdr(φ
∗,φ) est la forme bilinéaire de

convection-diffusion-réaction. On note CA et C0 les espaces d’admissibilité et d’admissi-

bilité à zéro dans lesquels on cherche les champs φ et φ∗ respectivement.

1.2.2 Séparation de deux échelles

L’espace des solutions est arbitrairement séparé en un espace de dimension finie C M
A et

son complémentaire C m
A . L’espace de dimension finie est l’espace engendré par l’approxi-

mation par éléments finis de l’équation (2.11) et correspond à l’échelle macroscopique,

supposée vérifier les conditions aux limites de Dirichlet. On note alors φ ∈ CA sous la

forme φ = φM + φm et φ∗ ∈ C0 sous la forme φ∗ = φM∗+ φm∗. Dans la suite, on utilise

des approximations sur des espaces de dimension finie φh et φh∗ qui seront notées φ et

φ∗ par souci de clarté. En introduisant cette décomposition dans (2.11) et en utilisant ses

propriétés de linéarité, on obtient un sous problème à résoudre pour chacune des échelles :

problème macro : Bcdr(φ
M∗,φM)+Bcdr(φ

M∗,φm) = (φM∗, f )Ω +(φM∗,h)Γh
(2.12a)

problème micro : Bcdr(φ
m∗,φM)+Bcdr(φ

m∗,φm) = (φm∗, f )Ω +(φm∗,h)Γh
(2.12b)
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En procédant à une intégration par parties sur les intégrales sur les éléments, on peut

réécrire le système ci-dessus sous la forme :

Bcdr(φ
M∗,φM)+(L∗cdrφ

M∗,φm)+(v · (aφM∗+ν∇φM∗),φm)Γh

= (φM∗, f )Ω +(φM∗,h)Γh
(2.13a)

(φm∗,Lcdrφ
M +Lcdrφ

m)+(φm∗,n · (ν∇φM +ν∇φm))Γh

= (φm∗, f )Ω +(φm∗,h)Γh
(2.13b)

1.2.3 Résolution de l’échelle fine

La séparation des échelles permet d’envisager différentes manières de résoudre le

problème associé à l’échelle micro : éléments finis hiérarchiques, fonctions de Green (ou

une approximation), fonctions bulle. L’utilisation de fonctions de forme hiérarchiques

(polynômes d’ordre k et kM pour l’échelle macro) définit une échelle micro dont les

fonctions de forme sont des polynômes d’ordre km compris entre k et kM. L’intérêt de

la méthode est alors limité, puisqu’il faut stabiliser les problèmes discrets obtenus, de la

même manière que décrite précédemment (Chapitre 1 Section 3.1).

méthode h méthode p fonction bulle
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M

J

CM

MJ

CJ

CMJ

N

VMS.pdf฀฀฀4/09/09฀฀฀16:55:32VMS.pdf฀฀฀4/09/09฀฀฀16:55:32

FIGURE 2.1 : Solutions d’enrichissement pour la VMS

Solution par fonction de Green L’équivalent continu de l’élimination de φM dans

(2.12a) est un projecteur noté Pm sur l’espace des inconnues micro C m
A dans (2.13) :

PmLcdrφ
m =−Pm(Lcdrφ− f ) dans Ω (2.14a)

φm = 0 sur Γg (2.14b)

n ·ν∇φm =−n · (ν∇φ−h) sur Γh (2.14c)

En utilisant la fonction de Green associée à l’opérateur PmL∗cdr avec des conditions aux

limites nulles, on peut écrire formellement la solution à l’échelle micro comme la convo-

lution de cette fonction de Green avec Lcdrφ
M− f , soit en notant M cette opération :

φm = M (Lcdrφ− f )
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Ceci permet d’éliminer φm de l’équation en φ, du moins formellement. Le problème mi-

cro ainsi obtenu dépend uniquement du résidu à l’échelle macro. Si l’on suppose que

la solution du problème est contenue dans l’espace macro, la solution micro doit en ef-

fet être nulle. Cette démarche pose un problème à l’échelle micro qu’il faut résoudre,

de manière approchée. Plusieurs solutions sont alors envisageables, comme l’utilisation

d’une approximation de la fonction de Green ou de fonctions bulles. L’approximation de

la fonction de Green offre la possibilité de restreindre celle-ci au support d’un élément, et

par conséquent d’obtenir un effet local des petites échelles sur les grandes. Les fonctions

bulles confèrent également une influence locale à l’échelle micro, et permettent, sous cer-

taines conditions [72], de résoudre un nombre fini de problèmes indépendants au niveau

micro, pour en calculer l’influence sur l’échelle macro.

1.2.4 Prise en compte de l’effet des petites échelles sur les grandes

La séparation d’échelles effectuée par la VMS permet d’introduire, du moins formel-

lement, l’effet des petites échelles sur les plus grandes, sans nécessiter de calcul explicite

des premières. Par ce formalisme, la VMS permet d’établir un lien avec les méthodes de

stabilisation classiquement employées en mécanique numérique des fluides. Dans la suite,

on suppose que l’échelle la plus petite, appelée micro, n’est pas résolue.

Méthodes stabilisées Toutes les méthodes stabilisées classiques peuvent s’écrire selon

le même schéma, dans lequel on ajoute à la forme faible de l’équation concernant l’échelle

résolue (macro) une pondération du résidu (à l’échelle macro) : Trouver φ ∈ C M
A tel que

∀φM∗ ∈ C M
0

Bcdr(φ
M∗,φM)+∑

elts

(Lstab
cdr φM∗,τe(Lcdrφ

M− f ))Ωe
= (φM∗, f )Ω +(φM∗,h)Γh

(2.15)

Le choix de l’opérateur Lstab
cdr définit la méthode (voir section 3.1) :

– SUPG : Lstab
cdr = LC opérateur de convection [19]

– GLS : Lstab
cdr = Lcdr opérateur de convection-diffusion-réaction [93]

– USFEM : Lstab
cdr =−L∗cdr adjoint de l’opérateur Lcdr [49]

En comparant (2.15) et (2.13), on peut trouver τe à partir :

– de la fonction de Green g′e : τe =
1

|Ωe|

∫
Ωe

∫
Ωe

g′e(x,x0)dΩedΩ0

– ou de la fonction bulle LRFB : τe =
1

|Ωe|

∫
Ωe

L−1
RFB(x0) dΩedΩ0

1.2.5 Bilan

La VMS offre la possibilité intéressante de calculer les paramètres de stabilisation.

Dans le cas des équations de Navier-Stokes, la démarche présentée est applicable à une

version discrète en temps et linéarisée du problème [72, 73].
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1.3 Méthodes SDA et X-FEM

Ces deux approches sont basées sur un enrichissement local de la cinématique par

des fonctions discontinues permettant de prendre en compte la présence d’une fissure

traversant le maillage. La Strong Discontinuity Approach (SDA) emploie un enrichisse-

ment interne aux éléments, ce qui permet d’éliminer les inconnues supplémentaires du

problème éléments finis et de les traiter comme des variables internes [150]. La eXtended

Finite Element Method (XFEM) enrichit l’interpolation continue éléments finis classique

par des degrés de liberté supplémentaires attachés à des fonctions de forme décrivant des

discontinuités ou une solution asymptotiques locales [139, 140].

Si ces méthodes introduisent indubitablement une échelle supplémentaire dans le cal-

cul (en général celui de la fissure), elles restent des méthodes d’enrichissement local, des-

tinées à décrire des discontinuités internes (fissures, interfaces, trous) tout en employant

un maillage continu, sur lequel ces phénomènes sont repérés implicitement.

2 Méthodes multigrilles

La résolution d’un problème de mécanique par une méthode numérique conduit à

résoudre des problèmes linéaires de la forme Ax = f . Les méthodes itératives de re-

laxation (Gauss-Seidel, Jacobi, Gradient Conjugué) sont alors plus intéressantes que les

méthodes d’inversion directe. Cependant, elles produisent un amortissement inégal sur

les modes du résidu. Ainsi, les modes à hautes fréquences ont une erreur qui décroı̂t

plus rapidement que les modes du demi-spectre inférieur. Ces derniers pénalisent donc

la convergence de la méthode itérative. Les méthodes multigrilles initiées par [51, 187]

utilisent plusieurs grilles de tailles caractéristiques différentes, afin de transformer les

modes à basse fréquence sur la grille fine en modes à fréquence plus élevée sur la grille

grossière, qui seront plus rapidement filtrés par la méthode de résolution. Pour plus de

développements, on pourra consulter [18, 196] Elles sont très employées en mécanique

des fluides, par exemple pour des écoulements laminaires bidimensionnels [136], turbu-

lents [137] ou compressibles [117].

Les méthodes itératives sont basées sur la décomposition de la matrice A en deux sous-

matrices M et N : A = M−N telles que M soit inversible. L’inversion directe de A est

remplacée par des itérations : un+1 = M−1(Nun + f ). En introduisant l’erreur en+1 =
un+1−un, on obtient : en+1 = M−1N(un−un−1) = Ben et par récurrence, en+1 = Bne0.

2.1 Cycle en V

Les méthodes multigrilles emploient en général plus de deux grilles. La démarche

reste la même que pour deux grilles, nous exposerons ici la méthode pour deux grilles,
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indicées h pour la plus fine et H pour la plus grossière. La résolution d’un système linéaire

sur la grille fine (obtenu par exemple par éléments finis) suit alors l’algorithme suivant :

Si (niveau = H) Alors

résoudre AHuH = fH (méthode directe)

Sinon
relaxer Ahuh = fh

calculer le résidu rh = fh−Ahuh

projeter fH = Rrh

appeler MG(niveau - 1, AH ,vH = 0, fH)

injecter vh = PvH

corriger uh = uh + vh

relaxer Ahuh = fh (facultatif)

Fin Si

Algorithme 1: MG(niveau, Ah,vh = 0, fh)

Les opérateurs R et P dans l’algorithme 1 sont des opérateurs de restriction et de pro-

longement, qui permettent de passer d’une grille vers le niveau supérieur (plus grossier)

ou inférieur (plus fin).

2.2 Cycle en W

L’efficacité de la résolution par relaxation dépend de l’initialisation de la méthode. En

partant de la grille grossière, on peut calculer à moindre coût une solution approchée qui

sera utilisée pour initialiser la relaxation sur la grille de niveau inférieur. Cette démarche

correspond au cycle en W :

initialiser fk,∀k
Si (niveau = grossier) Alors

résoudre AHvH = fH

Sinon
injecter vh = PvH

appeler MG(niveau - 1, Ah,vh, fh)

appeler FMG(niveau - 1, Ah,vh, fh)

Fin Si

Algorithme 2: FMG(niveau, A,v = 0, f )
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2.3 Définition des opérateurs sur l’ensemble des grilles

La définition des opérateurs A sur les grilles grossières divise les méthodes multigrilles

en deux catégories :

– multigrille géométrique : l’opérateur est recalculé sur chacune des grilles

– multigrille algébrique : l’opérateur est calculé sur la grille fine, et les versions

”grossières” sont calculées par composition avec les opérateurs de restriction et

de prolongation.

2.4 Parallélisation des méthodes multigrilles

Dans une optique parallèle, les méthodes multigrilles peuvent intervenir comme sol-

veurs locaux à l’intérieur d’une méthode de décomposition de domaine de type Schwarz

additive [35]. La condensation du problème initial sur les inconnues d’interface fait inter-

venir les compléments de Schur associés à chaque sous-domaine. Le système condensé

n’est jamais résolu directement, mais par une méthode de type Krylov. Ainsi, la résolution

ne fait intervenir que des produits matrice-vecteur entre le complément de Schur et les

inconnues d’interface. L’évaluation de ces produits requiert la résolution de problèmes

linéaires posés sur les inconnues internes aux sous-domaines, résolutions effectuées par

une méthode multigrille. Dans cette démarche, le méthode multigrille est employée comme

solveur linéaire itératif à la place d’un solveur direct, l’influence de sa convergence étant

l’objet de discussions plus avancées dans [36].

Une autre manière de conjuguer multigrille et parallélisme consiste à paralléliser les

résolutions sur les grilles grossières [57]. Cette méthode obtient des temps de calcul plus

courts que la précédente, au moins pour des nombres réduits de sous-domaines [36].

3 Méthodes basées sur une décomposition de domaine

3.1 Décompositions de domaine avec recouvrement

Dans [159], une méthode de décomposition de domaine avec recouvrement de type

Schwarz est proposée pour résoudre le problème de Stokes stationnaire. Le système dis-

cret linéaire non défini issu de la discrétisation des équations est résolu par un algorithme

de Krylov, dont le préconditionneur est obtenu par résolution de problèmes de point selle

locaux (sur les sous-domaines avec recouvrement) et d’un problème de point selle global.

Cette méthode obtient une convergence indépendante à la fois de la taille de maille locale

et du nombre de sous-domaines.

3.2 Décompositions de domaine sans recouvrement

Les méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement reposent sur une par-

tition du domaine en sous-domaine disjoints, reliés par des interfaces.
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Les liens sur ces interfaces distinguent trois familles de méthodes : les méthodes

primales (ex. BDD, [130]) imposent la continuité du déplacement a priori alors que

les méthodes dite duales (ex. FETI, [48]) recherchent des inter-efforts équilibrés. Les

méthodes mixtes ne requièrent aucune continuité ab-initio. La résolution du problème

est en général itérative, et nécessite la transmission d’une information globale pour être

efficace, en particulier pour converger indépendamment du nombre de sous-domaines.

Cette information est en général basée sur l’imposition de la continuité d’une partie des

déplacements, des efforts, ou des deux à la fois.

Décomposition en sous-domaines La décomposition d’un domaine Ω en N sous-domaines

ΩE,E∈E , fait apparaı̂tre les interfaces entre deux sous-domaines Γi j,i, j∈E , la frontière

ΓE du sous-domaine ΩE constituée de l’union des interfaces entre ΩE et ses voisins et

éventuellement d’une partie de ∂Ω, et l’interface de la décomposition de domaine, Γ,

constituée de l’ensemble des interfaces entre deux sous-domaines. La figure 2.2 illustre

ces notations.
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W3

C

M

J

CM

MJ

CJ

CMJ

N
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FIGURE 2.2 : Notations pour la décomposition de domaine sans

recouvrement

Pour cet exposé, les modèles, interpolations et discrétisations sont choisis identiques

de chaque côté des interfaces. Dans ce cas, les relations au travers de l’interface sont

des relations nœud à nœud. Dans le cas contraire, l’utilisation d’une méthode mortar

permet d’écrire les conditions de continuité et d’équilibre au niveau discret, mais com-

plique inutilement l’exposé. La communication entre les sous-domaines fait apparaı̂tre

quelques opérateurs : l’opérateur de trace, noté t est une projection d’un sous-domaine
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sur sa frontière, sa transposée est l’injection correspondante :

tE : ΩE → ΓE

uE → ub,E

tT
E : ΓE → ΩE

ub,E → ub,E sur ΓE ,0 ailleurs

Les opérateurs d’assemblage non signé A et signé As permettent d’écrire les relations

d’équilibre et de continuité. Dans le cas choisi de discrétisation compatibles, ils sont

formés de 0,1 et −1.

Problème décomposé Le problème discret est décomposé en :

KEuE = fE + tT
E λE pour tout E ∈ E (2.16)

∑
E∈E

As
EtEuE = 0 (2.17)

∑
E∈E

AEλE = 0 (2.18)

λE représente les efforts exercés par ses voisins sur le sous-domaine ΩE . Ils doivent être

équilibrés (équation 2.18), et interviennent dans l’équation d’équilibre par sous-domaine

(2.16). La continuité des déplacements fait intervenir les opérateurs d’assemblage signés

(2.17).

3.2.1 Une méthode de condensation primale : BDD

En supposant un unique champ de déplacement ub = ∑E AT
Eub,E sur l’interface Γ, les

méthodes primales vérifient automatiquement l’équation (2.17). La recherche des champs

d’inter-effort satisfaisant (2.18) est effectuée en condensant les problèmes locaux (2.16) :

λb,E = Sp,Eub,E − fc,E (2.19)

Sp,E = Kbb,E −Kbi,EK−1
ii,EKib,E (2.20)

fc,E = fb,E −Kbi,EK−1
ii,E fi,E (2.21)

∑
E

AEλb,E = 0 (2.22)

∑
E

AE(Sp,Eub,E − fc,E) = 0 (2.23)

Spub = fc (2.24)

Sp = ∑
E

AESp,EAT
E fc = ∑

E

AE fc,E (2.25)

L’équation (2.24) n’est pas résolue directement, mais par un algorithme itératif. L’uti-

lisation d’un préconditionneur améliore grandement l’efficacité de l’algorithme. Pour
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cela, une construction classique du préconditionneur est de réaliser une somme pondérée

des inverses des contributions par sous-domaine, la pondération permettant de prendre en

compte les éventuelles hétérogénéités entre sous-domaines [107]. Il faut alors calculer les

inverses des compléments de Schur primaux par sous-domaine, qui sont les compléments

de Schur duaux. Ceux-ci font intervenir des résolutions de problèmes de Neumann, avec

des efforts imposés sur l’ensemble du bord du sous-domaine. Ces problèmes n’ayant pas

toujours de solution, une condition supplémentaire est imposée, qui permet d’assurer que

le résidu multiplié par le préconditionneur appartient bien à l’image de Sp. Cette méthode

est alors appelée ”Balancing Domain Decomposition” [130].

Le calcul du préconditionneur fait intervenir des pseudo-inverses. Afin d’éviter ces

calculs, la méthode BDD peut être modifiée de manière à relâcher la continuité des in-

connues primales sur un grand nombre de nœuds d’interface. La continuité est toujours

imposée pour un petit nombre de nœuds, en général les coins des sous-domaines, et la

continuité totale n’est obtenue qu’à convergence. Ceci permet d’assurer que les problèmes

de Neumann locaux ont une solution unique. Cette méthode est appelée ”Balancing Do-

main Decomposition under Constraints”, BDDC [34]. Une application pour le problème

de Stokes (problème de point selle) est détaillée dans [122].

3.2.2 Une méthode de condensation duale : FETI

Dans les méthodes duales, le problème d’interface est résolu en postulant un champ

d’effort unique, assurant la vérification de (2.18). En exprimant les champs de déplacement

à partir de l’équilibre local (2.16), l’équation de continuité est transformée en problème

condensé sur les champs d’effort aux interfaces :

ub = Sd(bp +As,T λb)+Rbαb (2.26)

AsSdAs,T λb +AsRbαb = bd (2.27)

La résolution de (2.16) sur chaque sous-domaine fait intervenir des problèmes de Neu-

mann. On a alors recours aux inverses généralisées, et la solution est déterminée à une

combinaison de déplacements de solides rigides αb près, notée Rbαb. Pour avoir une so-

lution, ces problèmes doivent avoir un chargement équilibré, condition qui s’écrit comme

l’orthogonalité du chargement et du noyau de la matrice de rigidité :

RT
b (bp +As,T λb) = 0 (2.28)

En utilisant les notations classiques, le problème devient :

[
Sd G

GT 0

](
λb

α

)
=

(
−bd

−e

)
(2.29)

La méthode est appelée FETI pour Finite Element Tearing and Interconnecting [48].

Le problème (2.29) est résolu par un solveur itératif. Le préconditionneur, de la même

manière que pour la méthode BDD est obtenu à partir de contributions locales pondérées.

La condition de compatibilité (2.28), devenue GT λb+e= 0 traduit l’équilibre des champs
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d’efforts d’interface λb avec les chargements extérieurs e. Le choix d’une initialisation λ0

et d’un projecteur P tels que λb = λ0+Pλ∗ et PG = 0 fait apparaı̂tre un problème grossier

d’équilibre des efforts pour le calcul de λ0 [71].

3.2.3 Méthode de condensation mixtes

Les méthodes mixtes sont un cadre large pour les méthodes de décomposition de

domaine. Au lieu d’utiliser les inconnues primales ou duales pour condenser le problème

décomposé, l’inconnue d’interface µE est une combinaison linéaire de ces deux dernières,

homogène à un effort :

µE = λE,b + kEuE,b (2.30)

Le paramètre kE peut être interprété comme une rigidité d’interface. Dans le cas d’in-

terfaces parfaites pour un problème d’élasticité, la méthode peut être interprétée comme

l’ajout de ressorts entre les sous-domaines. Ce paramètre régularise les problèmes lo-

caux, dispensant du calcul des inverses généralisées mais doit être choisi avec soin puis-

qu’il conditionne la convergence de l’algorithme itératif (non préconditionné) utilisé pour

résoudre le problème condensé. Le choix pour kE du complément de Schur du complé-

mentaire du sous-domaine considéré, s’il aboutit à un problème grossier très simple (on

obtient une matrice identité), n’est pas judicieux dans un cadre de calcul parallèle. Di-

verses stratégies visent alors à calculer un opérateur proche du complément de Schur,

à moindre coût, par exemple en ne considérant qu’une bande d’éléments extérieurs au

sous-domaine [160].

La régularisation des compléments de Schur locaux supprime les problèmes globaux

(au niveau du préconditionneur ou de l’initialisation) des méthodes BDD et FETI. La

transmission d’information entre les sous-domaines se fait alors uniquement de voisin

à voisin, retardant la convergence. Il faut alors introduire un autre problème grossier,

par exemple basé sur les modes de corps rigides [46] ou une base macroscopique de

déplacements et de déformations d’interface [113].

3.2.4 Approche micro-macro et méthode LaTIn

Partition du domaine L’approche micro-macro présentée dans [110, 114] repose sur

la partition du domaine (ou structure) en sous-structures et interfaces, que l’on considère

comme des entités mécaniques à part entière. Ainsi, chacune possède ses propres va-

riables, en général les champs de déplacement et de contraintes sur les sous-structures,

alors que les interfaces possèdent des distributions d’efforts et de déplacements, qui confèrent

un caractère mixte à la méthode. Ces interfaces permettent de relier les sous-structures

entre elles et aux frontières sur lesquelles sont imposées les conditions aux limites du

problème.

Séparation d’échelles Contrairement aux méthodes multi-échelles qui introduisent une

séparation d’échelles sur l’ensemble des inconnues (VMS, SDA, XFEM), la séparation
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d’échelles s’effectue au niveau des interfaces uniquement, par le choix d’une base macro-

scopique, adaptable au problème considéré. Les espaces micro et macro, et les projecteurs

associés sont définis de manière à créer des sous-espaces supplémentaires au sens de la

forme travail. Classiquement, on choisit les parties linéaires des quantités d’interface. Ce

choix peut être adapté au problème considéré, il intègre par exemple une discontinuité

pour les problèmes de fissuration [74].

Problème macroscopique Le problème à l’échelle macro permet de transférer une in-

formation globale à l’ensemble de la structure. Il est issu de l’imposition de l’équilibre

statique efforts macroscopiques. Dans le cas de la dynamique, ce problème macrosco-

pique doit être adapté pour assurer la continuité des parties macroscopiques des vitesses,

et l’équilibre des efforts [149].

Stratégie itérative de résolution La résolution du problème décomposé est effectuée

de manière itérative. L’ensemble des équations du problème est décomposé en deux groupes,

l’un contenant les équations locales éventuellement non linéaires (comportement matériau,

comportement des interfaces), définissant un espace noté Γ et l’autre contenant les équations

linéaires éventuellement globales (admissibilité des champs, relations d’équilibre, équilibre

des parties macroscopiques des efforts d’interface), qui définissent un espace noté Ad .

Chaque itération de la méthode consiste alors à partir d’une solution sn de l’espace Ad ,

à construire une solution intermédiaire sn+1/2 appartenant à Γ, puis une solution sn+1

dans Ad . Ces deux étapes constituent des problèmes bien posés grâce à l’introduction de

directions de recherche (figure 2.3).

Ad

G

k-
k+

sref sn+1/2

sn
sn+1

FIGURE 2.3 : Stratégie itérative de résolution : une itération

La méthode micro-macro a été appliquée aux problèmes de tenue des pièces en matériaux

composites [104] et à la propagation de fissures (MSXFEM [74]). Dans le but de traiter

des problèmes de tenue de structures composites sous chargement fluide, la partie solide

du problème d’interaction fluide-structure sera traitée par cette méthode. Cependant, elle
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n’est pas directement applicable aux problèmes de mécanique des fluides, pour plusieurs

raisons. La première est que la séparation des équations en un groupe d’équations locales

non-linéaires et un groupe d’équations linéaires globales n’est plus possible, du fait du

terme de convection dans les équations de Navier-Stokes. La seconde est que le problème

macroscopique est construit en imposant un équilibre statique des efforts macro sur les

sous-structures, prenant en compte le comportement homogénéisé de celles-ci. Dans le

cas d’un fluide, ce comportement n’est plus linéaire, ce qui rend impossible l’application

du problème macro.

3.3 Application aux problèmes types de la mécanique des fluides

Les hypothèses formulées pour ces travaux amènent à résoudre un problème de point

selle non symétrique et non linéaire sur l’ensemble du domaine. Cette section fait le bilan

des possibilités envisagées sur la base des méthodes de condensation classiques BDD et

FETI.

3.3.1 Problème de point selle

Problème de Stokes Le problème de Stokes incompressible et stationnaire, posé sur le

domaine Ω, avec des conditions aux limites de Dirichlet sur l’ensemble de la frontière,

est posé par les équations :

−ν△v+∇p = f dans Ω (2.31)

−∇ · v = 0 dans Ω (2.32)

v = vd sur ∂Ω (2.33)

Avec les notations utilisées au chapitre 1. La condition de compatibilité portant sur les

données du problème impose
∫

∂Ω vd · ndS = 0. Pour simplifier, dans la suite, on choisit

vd = 0. Ce problème est un problème de point selle : Trouver (v, p) ∈ H1(Ω)d ×L2(Ω)
tels que :

a(w,v)+b(w, p) =< f ,w > ∀w ∈ H1(Ω)d (2.34)

b(v,q) = 0 ∀q ∈ L2(Ω) (2.35)

avec :

a(w,v) =
∫

Ω
ν∇v∇w (2.36)

b(v,q) =−
∫

Ω
q∇ · v (2.37)

Une version discrète du système (2.34)-(2.35), obtenue par éléments finis, aboutit à un

système matriciel de la forme :

[
A BT

B 0

][
v

p

]
=

[
f

0

]
(2.38)
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avec v et p des approximations des champs de vitesse et de pression, appartenant à des

sous-espaces de dimensions finies W et Q de H1(Ω)d et L2(Ω). Les éléments employés

pour la discrétisation sont bien sûr supposés vérifier la condition inf-sup.

Une adaptation de la méthode BDDC pour le problème (2.38) est décrite dans [122].

Nous détaillerons ici l’adaptation de la méthode FETI réalisée dans [121].

Décomposition du problème Le domaine Ω est décomposé en N sous-domaines ΩE ,

sans recouvrement. Γ désigne l’ensemble des interfaces entre sous-domaine, c’est à dire

l’ensemble des frontières des sous-domaines moins celles correspondant au bord de Ω.

Les espaces W et Q sont alors les sommes directes d’espaces WE et QE contenant res-

pectivement les champs de vitesse nuls sur ∂ΩE et les champs de pression à moyenne

nulle sur ΩE , et d’espaces WΓ et Q0 contenant les champs de vitesse sur Γ et les pres-

sions constantes par sous-domaines, dont la moyenne sur Ω est nulle. Le choix pour WΓ

dépend de la méthode employée, pour une méthode primale, l’inconnue de vitesse est

continue entre les sous-domaines, et WΓ est l’espace des fonctions continues sur Γ. Les

algorithmes de type FETI utilisent une inconnue de chaque coté de l’interface, et WΓ peut

s’écrire comme somme directe d’espaces contenant des fonctions définies sur ∂ΩE . Enfin,

FETI-DP scinde WΓ en somme directe de sous-espaces indépendants par sous-domaines

et d’un espace contenant les vitesses aux coins des sous-domaines ΩE , voir la figure 2.4.

primale duale recondensée

C

M

J

CM

MJ

CJ

CMJ

N

wgama.pdf฀฀฀4/09/09฀฀฀15:22:33wgama.pdf฀฀฀4/09/09฀฀฀15:22:33

FIGURE 2.4 : Degrés de liberté de WΓ

Problème condensé aux interfaces Avec cette décomposition des espaces contenant

les champs de vitesse et de pression, le problème (2.38) s’écrit :




AII BT
II AΓI 0

BII 0 BIΓ 0

AΓI BT
IΓ AΓΓ BT

0







vI

pI

vΓ

p0


=




f
I

0

f
Γ

0


 (2.39)

que l’on peut aisément condenser sur les inconnues vΓ et p0 :

[
SΓ BT

0

B0 0

][
vΓ

p0

]
=

[
f ∗

Γ
0

]
(2.40)
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FETI un niveau Le problème de Stokes est donc réduit à la résolution de (2.40), avec

vΓ ∈WΓ et p0 ∈Q0. Les degrés de liberté pour vΓ sont indépendants de chaque coté d’une

interface, la contrainte de continuité s’écrit :

BΓvΓ = 0 (2.41)

Le problème peut donc s’écrire comme un problème de point selle sous contrainte de

continuité, ou comme un problème de minimum, sous les contraintes BΓvΓ = 0 et B0vΓ =
0. En introduisant un multiplicateur de Lagrange µ pour assurer la première, p0 étant le

multiplicateur associé à la seconde contrainte, le problème s’écrit :

[
SΓ BT

B 0

][
vΓ

λ

]
=

[
f ∗

Γ
0

]
(2.42)

avec B = [B0,BΓ] et λ = (p0,µ). La démarche habituelle de FETI est alors directement

applicable :

vΓ = S+Γ ( f ∗
Γ
−BT λ)−Rα (2.43)

sous les conditions BvΓ = 0 et RT ( f ∗
Γ
−BT λ) = 0 :

[
BSΓBT BR

RT BT 0

][
λ
α

]
=

[
BSΓ f ∗

Γ
RT f ∗

Γ

]
⇔

[
F G

GT 0

][
λ
α

]
=

[
f

λ
f

α

]
(2.44)

Ce système est résolu par un gradient conjugué, avec comme projecteur :

P = I−G(GT G)−1GT (2.45)

FETI deux niveaux Cette méthode ajoute une contrainte au problème (2.44), qui est

CT P(Fλ− d) = 0. Celle-ci revient à rendre les sauts de vitesse sur les interfaces ortho-

gonaux aux colonnes de la matrice C, que l’on peut choisir de telle sorte à assurer la

continuité des vitesses aux coins des sous-domaines par exemple.

FETI-DP La méthode FETIDP [45, 46] impose la continuité des champs de déplacement

sur un petit nombre de nœuds d’interface à chaque itération. Il s’agit d’une méthode de

recondensation, où le problème condensé sur les inconnues d’interfaces est recondensé

sur un nombre d’inconnues plus petit. Avec la méthode FETI-DP, les champs de vitesses

sont continus aux coins des sous-domaines et l’espace WΓ est la somme directe de l’es-

pace des degrés de liberté de coin WC et de l’espace des fonctions discontinues sur le reste

de Γ, W∆ : WΓ = WC ⊕W∆. La méthode introduit deux contraintes pour v∆ : B∆v∆ = 0

qui correspond à la continuité de v sur les interfaces et QT
∆B∆v∆ = 0 qui correspond à la

continuité en moyenne le long des interfaces. Seule la seconde condition est imposée à

chaque itération, la première n’est vérifié qu’à convergence. Le problème est condensé

sur les inconnues vC, p0 et µ, multiplicateur associé à la condition QT
∆B∆v∆ = 0.
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3.3.2 Cas non symétriques

Dans le cas de matrices de rigidité non symétriques pour les sous-domaines, l’algo-

rithme de gradient conjugué n’est plus valable. On a alors recours à un algorithme adapté :

[120, 174].

3.3.3 Traitement des non-linéarités

La non-linéarité du problème global peut être traitée par un algorithme de New-

ton. Dans ce cas, les problèmes linéaires tangents sont résolus par une des méthodes

de décomposition de domaine décrite dans les sections précédentes [7, 47]. Pour les

équations de Navier-Stokes, [120] propose d’appliquer une méthode FETI-DP sur le

problème linéarisé. Celui-ci étant non symétrique défini positif, l’algorithme itératif uti-

lisé est GMRes. Dans le cadre de la mécanique des solides, les résolutions successives

de problèmes linéaires pour un même pas de Newton a donné lieu à une réutilisation des

espaces de Krylov déjà construits. On parle de solveurs à mémoire, comme GIRKS (Ge-

neralized Iterative Reuse of Krylov Subspaces) [171], SRKS (Selective Reuse of Krylov

Subspaces) [70] ou GKC (Generalized Krylov Correction) [170]. Le traitement de non-

linéarités concentrées dans certains sous-domaines (flambage par exemple) est possible

par des itérations non-linéaires locales (à l’intérieur de chaque sous-domaine) à l’intérieur

de chaque pas de Newton global [25, 161].

4 Conclusions pour ces travaux

Le traitement de l’interaction fluide-structure envisagé au chapitre suivant est un trai-

tement partitionné. Alternativement, les problèmes posés sur le milieu solide et fluide sont

résolus, soumis à des efforts ou des déplacements venant de l’autre milieu. La méthode

employée pour résoudre le problème fluide est libre, à condition de retourner un champ

d’effort sur l’interface. On pourrait donc envisager n’importe laquelle des méthodes décrites

dans ce chapitre. Cependant, la taille des calculs envisagés nous oriente vers une méthode

de décomposition de domaine. La méthode LaTInest utilisée au laboratoire pour la résolution

de nombreux problèmes de mécanique des solides. Nous espérons tirer profit des quan-

tités d’interface mixtes de cette méthode pour la résolution de problèmes de Navier-

Stokes, formulés en variables mixtes de vitesse et de pression. La compatibilité maximale

des méthodes de résolution pour le solide et le fluide, ainsi que le caractère mixte des

méthodes, devraient constituer des atouts pour le traitement de l’interaction.
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Chapitre 3

Méthodes pour l’interaction

fluide-structure

Deux problèmes distincts se posent aux cours de la résolution d’un

problème d’interaction fluide-structure : la gestion de l’intégration

temporelle et la gestion des échanges de champs entre les milieux

fluide et solide. Une formulation monolithique du problème permet une

avancée en temps intégrée à chaque résolution. Une stratégie

partitionnée, plus souple au niveau des solveurs, devra prendre en

compte la stabilité du schéma temporel. Les schémas explicites,

semi-explicites et implicites présentent en effet des caractéristiques

différentes, tant du point de vue de la stabilité que de la précision.

L’échange de champs au travers de la frontière physique solide-fluide

requiert un dialogue entre deux représentations numériques

habituellement incompatibles. L’emploi d’un maillage fluide mobile

permet de suivre le solide dans son mouvement, au prix d’un effort

numérique supplémentaire : trouver le champ de vitesse non physique

à lui imposer. Les méthodes à superposition de maillage proposent un

alternative à la méthode ALE , en actualisant à chaque pas les

éléments concernés par le couplage.
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2.3 Amélioration des conditions d’interface . . . . . . . . . . . . . . . 66

3 Conclusion pour ces travaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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1 Stratégies de couplage

Les résolutions de problèmes d’interaction fluide-structure sont traditionnellement

réparties en deux groupes. Les méthodes dites monolithiques tout d’abord, traitent l’en-

semble du problème d’un seul bloc, garantissant le respect des conditions d’interface à

tout moment. La résolution simultanée de toutes les équations est de plus profitable à la

stabilité du système. En contrepartie, le système est plus complexe à résoudre, du fait de

sa taille d’une part, et d’un conditionnement potentiellement mauvais, dû à la présence

de matériaux aux propriétés physiques très contrastées. L’assemblage de deux problèmes

a priori complexes donne un problème d’interaction plus complexe encore. Du fait de

leur faible flexibilité, les méthodes monolithiques ne sont pas détaillées plus avant. On

pourra consulter les références [14, 29] pour des exposés plus complets ou Bazilevs et

al. [9] pour une application aux écoulements de sang dans les veines et [79] pour de

grands déplacements de la structure. Les formulations par éléments finis espace-temps

sont également employées pour la discrétisation de tels problèmes [86, 195].

Les méthodes appelées méthodes partitionnées, d’autre part, résolvent les équations as-

sociées au fluide et au solide séparément, puis les couplent par un algorithme adéquat. De

cette manière, la configuration du domaine fluide ne change pas pendant la résolution de

problème fluide, et les efforts appliqués à la structure sont constants pendant la résolution

du problème solide. Cette approche permet une construction modulaire de la résolution,

les codes de résolution pouvant être dédiés à l’un ou l’autre problème, voire même utilisés

en tant que boı̂te noire [103]. Dans la suite de cette section, on considère un problème d’in-

teraction fluide structure, discrétisé en éléments finis, dont la solution s’écrit, de manière

très générale :

F(X) =

[
H f (x f ,u(xs))
Hs(xs,σ(x f ))

]
= 0 (3.1)

H f et Hs sont les versions discrètes des équations dans Ω f et Ωs, généralement non

linéraires. De manière équivalente, et tout aussi générale, on peut considérer que le cou-

plage consiste à trouver la position de l’interface et les efforts transmis, respectivement

obtenus en résolvant les problèmes solide et fluide, dont le comportement est noté Fs et

Ff : {
u(xs) = Fs(σ(x f )

σ(x f ) = Ff (u(xs))
(3.2)

1.1 Méthodes partitionnées par point fixe

Le système (3.2) n’est pas résolu directement, mais par une méthode itérative. Le

problème de la discrétisation en temps est supposé résolu en employant par exemple le

même schéma d’intégration pour les deux milieux. Il ne reste alors plus que le problème

de la précision et de la convergence du schéma itératif utilisé pour obtenir la solution

du problème couplé, à un pas de temps donné. Les indices à droite désignent les pas de

temps.
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Schéma partitionné explicite La solution au pas de temps n + 1 dans chaque do-

maine dépend uniquement des variables à l’instant n dans l’autre sous-domaine. Les

résolutions sur les domaines fluide et solide, à l’intérieur d’un même pas de temps, sont

indépendantes, et la communication entre les deux domaines n’a lieu qu’aux piquets de

temps tn, comme l’illustre la figure 3.1. Il existe plusieurs déclinaisons de ce genre de

schéma, aussi appelé schéma de couplage faible, on pourra consulter par exemple les

références [44, 52, 53].

Même si la dépendance vis-à-vis des variables ”internes” au domaine considéré est

implicite, c’est à dire que le schéma d’intégration temporelle à l’intérieur d’un domaine

physique est implicite, le schéma global résultant est explicite, ce qui grève la stabilité et

la précision de la résolution. En effet, la précision est au plus d’ordre un en temps, et le

schéma est conditionnellement stable. De plus, ce type de schéma ne vérifie en général

pas les lois de conservation au niveau global. Ces raisons font en général préférer une

méthode implicite [131, 132, 134].

Ce type de schéma est également appelé Jacobi par bloc, ou Schwarz additif pa-

rallélisable, par analogie avec la terminologie employée en décomposition de domaines

[185]. Dans le cas où chaque solveur n’est appelé qu’une seule fois par pas de temps, cette

méthode revient à un schéma de point fixe explicite [135].

tn tn+1tn-1

tn tn+1tn-1

tn tn+1tn-1

(#i)

FIGURE 3.1 : Schéma partitionné explicite

Schéma partitionné semi-explicite En considérant le schéma précédent comme un

schéma de Jacobi par blocs, la version Gauss-Seidel par blocs, obligatoirement séquentielle,

est dérivée en avançant un domaine avant l’autre lors de l’intégration temporelle (fi-

gure 3.2). Le terme correspondant en décomposition de domaine serait un algorithme

de Schwarz multiplicatif séquentiel.

Méthodes de relaxation Les deux schémas décrits ci-dessus peuvent ne pas converger

sans une technique de relaxation, dont on peut montrer qu’elle assure la convergence dans

certains cas [141, 143]. Un coefficient de relaxation constant est la plus simple des solu-

tions, mais n’est bien sûr pas optimal, que ce soit vis-à-vis du nombre d’itérations ou de

la garantie de la convergence. Les méthodes les plus performantes calculent le coefficient

de relaxation applicable à chaque itération, à l’aide d’une partie ou de l’ensemble des

itérations passées [109]. La meilleure méthode est bien entendu celle qui permet d’appro-

cher au mieux le jacobien du problème (3.2).
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tn tn+1tn-1

tn tn+1tn-1

tn tn+1tn-1

(#i)

FIGURE 3.2 : Schéma partitionné semi-explicite

Les méthodes dites de couplage faible sont très utilisées pour les problèmes d’aéro-

élasticité ou de thermo-mécanique [44, 52, 164, 165]. Il est à noter que dans certains

cas, des coefficients de relaxation très importants doivent être utilisés, montrant ainsi les

limites de ces schémas [56].

Schéma partitionné implicite En introduisant une dépendance implicite vis à vis de

toutes les variables dans la résolution des équations de chaque sous-domaine, on aboutit à

un schéma d’intégration temporelle implicite, dont les résolutions fluide et solide peuvent

avoir lieu en parallèle (figure 3.3).

Ce type de schéma est habituellement désigné par schéma de couplage fort, et per-

met d’obtenir les mêmes résultats qu’une approche monolithique, même s’il s’agit d’un

schéma partitionné [133]. Ce résultat justifie les nombreux travaux sur de tels algorithmes,

de manière non exhaustive, on pourra consulter [102, 119, 173, 201, 202].

La différence par rapport aux méthodes monolithiques tient au fait que lors des résolu-

tions sur chaque domaine, les informations concernant l’autre domaine ne sont pas dis-

ponibles, ou du moins à jour, et un processus itératif de résolution est nécessaire. C’est

pourquoi on désigne aussi le schéma partitionné implicite comme itératif, par opposition

à la méthode monolithique, jugée directe. Ces qualificatifs ne concernent pas les solveurs,

mais bien l’obtention de la solution du problème couplé.

tn tn+1tn-1

tn tn+1tn-1

tn tn+1tn-1

(#i)

FIGURE 3.3 : Schéma partitionné implicite
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1.2 Méthodes de Newton

L’application d’une méthode de Newton-Raphson au système (3.2) donne à chaque

itération k, pour le pas de temps n :

[
Id−∂uFs ∂σFs

∂uFf Id−∂σFf

][
∆uk+1

n

∆σk+1
n

]
=−

[
uk

n−Fs(u
k
n,σ

k
n
)

σk
n
−Ff (u

k
n,σ

k
n
)

]
(3.3)

Méthodes de Newton par blocs En général, on ne dispose que des solveurs par sous-

domaine, c’est à dire d’un moyen de calculer les termes blocs-diagonaux de l’équation

(3.3). L’accès aux blocs extra-diagonaux, qui font intervenir des dérivées croisées n’est

pas possible. Cependant, un tel système est souvent résolu par une méthode de Krylov, et

seuls les produits des matrices blocs avec un vecteur sont nécessaires [59]. En utilisant les

différences finies, ces calculs sont possibles uniquement à partir des solveurs sur chaque

sous-domaine [134].

Méthodes de Quasi-Newton par blocs Ces méthodes résultent de l’application d’un

algorithme dit ”quasi-Newton” pour résoudre l’équation (3.3). Ces algorithmes sont très

similaires à celui de Newton-Raphson, mais diffèrent par la construction d’approxima-

tions successives de la matrice tangente, au lieu de l’évaluer. L’algorithme BFGS permet

de faire cela sans faire appel aux matrices jacobiennes par bloc, mais uniquement à par-

tir des résidus des équations. La résolution nécessite ainsi uniquement des appels aux

solveurs sur chaque domaine. Degroote et al. proposent, dans [29], une technique pour

construire une approximation de l’inverse de la matrice jacobienne, ce qui permet d’éviter

la résolution du problème tangent à chaque itération de Newton. D’autres méthodes de

Newton approchées sont proposées par Tezduyar [195] ou Dettmer et Peric̆ [31].

2 Méthodes d’interface

Les déplacements de la structure délimitent le domaine sur lequel s’étend l’écoulement.

La simulation numérique du milieu fluide doit donc être capable de prendre en compte un

domaine dont l’étendue est variable. On peut alors distinguer deux types de méthodes,

celles qui emploient un maillage mobile, qui pourra se déformer afin de suivre les mou-

vements du solide, et les méthodes à maillage fixe, pour lesquels on devra employer un

maillage couvrant toute l’étendue potentielle de l’écoulement. Parmi ces dernières, on

peut distinguer celles utilisant des multiplicateurs de Lagrange pour imposer les condi-

tions de coupage –Méthode du domaine fictif et ses adaptations– de celles qui n’en uti-

lisent pas –Frontière Immergée, Éléments finis Immergés–. Enfin, certains auteurs em-

ploient une combinaison de maillages fixes et mobiles.
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2.1 Méthodes à maillage fluide mobile

Les méthodes autorisant un mouvement du maillage fluide, ou le remaillage du do-

maine possèdent l’avantage certain de permettre une juxtaposition permanente des frontières

fluides et solides. Cela permet un échange aisé des champs le long des interfaces de cou-

plage, particulièrement dans le cas de maillages compatibles.

2.1.1 Méthode ALE

La plus répandue de ces méthodes est la méthode arbitrairement lagrangienne ou

eulérienne, abrégée en ALE, qui permet un mouvement des nœuds du maillage fluide, et

donc leur attribue une vitesse [37, 89]. La méthode ALE n’est pas spécifique aux fluides,

elle est également employée en mécanique des solides [87, 172], par exemple pour des

problèmes de localisation [3]. La vitesse des nœuds peut être choisie de manière à ba-

layer tout l’intervalle entre la méthode eulérienne (pour laquelle la vitesse est nulle, le

maillage étant fixe) et la méthode lagrangienne (pour laquelle la vitesse du maillage est

la vitesse matérielle, les nœuds étant attachés aux particules). Le calcul de cette vitesse,

qui est équivalent au calcul de la nouvelle position des nœuds peut se faire suivant deux

stratégies. La première vise à limiter les distortions dans le maillage, qui sont source d’er-

reurs, la seconde à adapter le maillage au problème considéré, en concentrant par exemple

les éléments dans les zones à fort gradient.

Stratégies de régularisation de maillage Les méthodes ALE utilisent en général une

description lagrangienne de la frontière –au moins dans la direction normale à celle-ci–

et une description eulérienne loin des zones mobiles, avec une étendue de taille variable

entre ces deux parties [83, 87, 125, 126]. Dans les cas où la position de l’interface est

elle-même une inconnue du problème –par exemple dans le cas de surfaces libres [15]–

une description lagrangienne de celle-ci est préférée. Plusieurs techniques permettent

de régulariser un maillage. À partir des données sur l’interface, on peut appliquer une

méthode de maillage (transfinite mapping method [205]), résoudre une équation de la-

placien [124] ou un problème d’élasticité [2, 10] ou encore appliquer un algorithme de

régularisation de maillage [65, 177].

Stratégies d’adaptation de maillage Ces stratégies permettent d’adapter le maillage

à la solution cherchée, ce qui permet par exemple de prendre en compte le caractère

directionnel de l’écoulement ou de concentrer les éléments dans les couches limites [75,

145]. Ces stratégies d’adaptation nécessitent un estimateur d’erreur leur fournissant une

donnée en entrée.

Applications particulières Pour une application au cas d’interaction particulier que

représentent les parachutes et manches à air, Tezduyar et ses collaborateurs ont développé

des méthodes adaptées, qui illustrent le besoin de techniques spécifiques pour chaque

problème d’interaction fluide-structure. En particulier, les tissus ne sont pas étanches, et
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leur perméabilité à l’air joue un rôle important dans le vol du parachute. Cette porosité

est prise en compte par une méthode homogénéisée, HMGP [102]. La géométrie de la

structure, ou son auto-contact –contact de deux parties initialement séparées– posent cer-

tains problèmes lors de l’emploi de méthodes ALE. La méthode FSI-GST régularise la

géométrie de la structure, et la méthode SENCT gère les cas d’auto-contact [178].

2.2 Méthodes à maillage fluide fixe

Dans le cas où la description du mouvement du fluide est purement eulérienne, on

doit coupler une description en général lagrangienne du solide, avec un maillage fluide

sous-jacent. Là encore, les méthodes dépendent de l’application visée. Dans le domaine

biomédical, les parois des artères ou les globules rouges peuvent être considérés comme

des solides incompressibles. Un couplage volumique –ou surfacique, dans le cas d’études

en 2D– entre le fluide et le solide n’est donc pas pénalisant.

Méthodes des frontières immergées Développée par Peskin pour l’étude d’écoulements

autour de valvules cardiaques, cette méthode emploie une formulation lagrangienne pour

le solide, et une formulation eulérienne pour le fluide [162]. Celui-ci est décrit par une

méthode de différences finies, avec des conditions aux limites périodiques. Le solide est

quand à lui supposé totalement immergé, et constitué d’une réseau de fibres unidimension-

nelles, occupant un volume nul. Son influence sur le fluide est décrite par des distributions

d’efforts sur les nœuds du réseau de fibres, transférées au fluide par des approximations

de la fonction δ de Dirac. Cette méthode, adaptée à l’étude de l’interaction entre le sang et

des valvules ou le muscle cardiaque [163], à la nage de vers aquatiques [50] ou à d’autres

applications [33, 62, 209] ne semble pas adaptée à notre étude. En effet, la modélisation

très simple de la structure ne permet pas une analyse fine des contraintes s’y développant,

or c’est un des buts recherchés ici.

Méthode des éléments finis immergés IFEM Cette méthode, dont on trouvera un ex-

posé dans [208], partage beaucoup d’éléments avec la méthode des frontières immergées

étendue EIBM [203]. Ces deux méthodes proposent de coupler un solide totalement

immergé avec un écoulement, discrétisé sur une grille fixe sous-jacente. Les nœuds la-

grangiens du solide sont couplés au fluide par des distributions de forces, mais cette

fois l’approximation de la fonction δ de Dirac est approchée par les fonctions de forme

RKPM, beaucoup plus régulières, qui permettent une plus grande précision. Ces fonc-

tions de forme sont également employées pour l’interpolation des champs de vitesse.

La discrétisation des équations sur le solide, qui peut occuper un volume non nul dans

l’écoulement, est faite par éléments finis, assurant un calcul précis des efforts internes.

Le fluide est discrétisé en éléments finis (IFEM) ou éléments spectraux (EIBM). Cepen-

dant, la formulation du couplage, qui force les champs de vitesse du solide et du fluide à

être égaux sur l’ensemble du domaine fluide, impose une cinématique incompressible au

solide, ce qui peut être trop restrictif.
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Méthode du domaine fictif Cette méthode propose comme les précédentes de super-

poser un maillage fixe pour résoudre les équations du milieu fluide et un maillage mobile

pour celles du solide. La partie du domaine fluide recouverte par le solide est appelée

domaine fictif. Les équations de la mécanique des fluides peuvent y être résolues, mais

le résultat obtenu n’a pas d’intérêt en lui même, puisqu’il correspond à une zone où il

n’y a pas d’écoulement physique. Le couplage entre les deux domaines est effectué par

des multiplicateurs de Lagrange, soit sur l’interface fluide-solide γ [68], soit sur la totalité

du domaine solide ω [67]. La procédure est décrite dans le cas où les mouvements du

solide rigide sont connus à priori, par conséquent le seul problème à résoudre est celui de

l’écoulement avec une inclusion solide mobile.

équation du mouvement
∂v

∂t
+(w ·∇)v−2ν∇ ·∇Sv+∇p = b dans Ω\ω(t)

équation de continuité ∇ · v = 0 dans Ω\ω(t)
CL en déplacement v = vd sur Γ
CL en déplacement v = vs sur γ(t)

CI v(t = 0) = v0 dans Ω\ω(t)

Comme vs est la vitesse d’un solide rigide, ce champ est à flux nul sur γ(t), ce qui impose

que vd le soit aussi sur Γ. Le problème précédent est équivalent (au sens ou les restrictions

de v et p à Ω\ω(t) sont les mêmes) à : Trouver v, p,λ tels que ∀w,q,µ :

∫
Ω

w ·
∂v

∂t
+w · (w ·∇)v+2ν∇Sv∇Sw− p∇ ·wdΩ+

∫
γ(t)

λ ·wdS =
∫

Ω
bwdΩ (3.4a)

∫
Ω

q∇ · vdΩ = 0 (3.4b)
∫

γ(t)
µ · (v− vs)dS = 0 (3.4c)

v = vd sur Γ (3.4d)

v(t = 0) = v0 dans Ω (3.4e)

L’intégration temporelle est effectuée par séparation des opérateurs [68], ce qui permet

d’obtenir trois sous-problèmes simples respectivement associés à l’incompressibilité, la

convection-diffusion et l’influence des multiplicateurs de Lagrange.

La procédure de couplage décrite ici permet d’imposer un champ de vitesse du so-

lide vers le fluide, et donc d’utiliser les algorithmes de couplage décrits dans la section

précédente. Cette méthode semble particulièrement adaptée au transport de particules ri-

gides par l’écoulement [66]. Elle a également été adaptée à des problèmes d’interaction

fluide-structure où la structure est déformable [5, 13, 28, 206]. Dans le cadre de la simu-

lation de valves cardiaques, l’introduction d’un maillage adaptatif permet d’accroı̂tre la

précision des calculs [197, 198].
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2.3 Amélioration des conditions d’interface

L’intérêt porté à la précision des résultats obtenus à proximité de l’interface fluide-

solide peut motiver des améliorations des méthodes évoquées ci-dessus. Ainsi, [61] établit

une comparaison entre deux stratégies d’amélioration. La première est une adaptation de

la méthode de domaine fictif couplé à des multiplicateurs de Lagrange précédemment

décrite dans [60] employant un raffinement adaptatif du maillage. La seconde emploie une

zone de transition dans un formalisme ALE autour du domaine solide, et une méthode de

domaine fictif avec multiplicateurs de Lagrange, pour assurer le couplage entre la zone

ALE et le reste du domaine fluide. Cette stratégie peut être vue comme une stratégie de

domaine fictif avec multiplicateurs de Lagrange, où le couplage a lieu entre une grille

fluide fixe, et un domaine mobile, constitué de l’union du maillage solide lagrangien,

entouré d’un maillage fluide ALE . Ces deux derniers domaines sont également couplés

par des multiplicateurs de Lagrange. La figure 3.4 résume ces deux stratégies.

W
g(t)

w(t)
G

(a) solution ALE

W g(t)

w(t)
G

(b) adaptation du maillage fluide

FIGURE 3.4 : Stratégies d’amélioration
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3 Conclusion pour ces travaux

Le choix d’une grille fixe pour la résolution du problème fluide impose d’utiliser une

méthode de couplage entre maillages superposés pour l’interaction fluide-structure. Pour

notre étude, on peut craindre que la simulation de la partie fluide comprenne trop d’erreur,

et dégrade également les résultats obtenus pour le solide. En effet, les interpolations uti-

lisées pour les champs de vitesse et de pression sont continues au travers des interfaces, ce

qui peut dégrader les prise en compte des conditions aux limites pour l’écoulement [199].

Dans ce cas, il faudrait envisager d’enrichir les interpolations utilisées.
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Deuxième partie

Vers une méthode multi-échelle pour le

couplage fluide-structure

Thèse d’Étienne Vergnault - Vers une approche multi-échelle pour l’interaction fluide-structure





Chapitre 4

Méthode de décomposition de domaine

pour les écoulements incompressibles

inspirée de la méthode LaTIn

Ce chapitre présente une méthode de décomposition de domaine pour

traiter la partie fluide des problèmes d’interaction fluide-structure. La

partition du domaine en sous-domaines et interfaces conduit à une

résolution itérative du problème initial, alternant une étape sur les

sous-domaines et une étape sur les interfaces. La convergence de cette

stratégie sans problème macroscopique est d’autant plus lente que le

nombre de sous-domaines est grand.
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1 Rappel du problème fluide

Nous rappelons dans cette section les équations de Navier-Stokes, puis expliquons les

choix faits pour leur résolution. Ces choix sont présentés hors du cadre de la décomposition

de domaine mais seront bien sûr maintenus lors de la résolution des problèmes sur les

sous-domaines. L’exposé est accompagné de remarques pratiques concernant l’implanta-

tion dans un code éléments finis.

Ce code est basé sur la librairie LMTpp. Il s’agit d’une librairie développée au la-

boratoire, principalement par la cellule logicielle (H. Leclerc, R. Pasquier) dont le but

est de faciliter les développements des doctorants du laboratoire. Pour cela, elle propose

des outils de base (création et lecture de maillages, formulations, outils d’assemblage et

de résolution, sauvegarde de résultats, . . .) qui permettent d’avancer rapidement dans ces

étapes obligatoires dans l’écriture d’un code, et facilitent l’obtention de premiers résultats.

Il s’agit d’une plate-forme orientée objet, écrite en C++/Python, à laquelle chacun peut

contribuer via un système de gestion de contributions, git. Son avantage est donc double,

car elle permet de tester plus facilement des méthodes et des idées, et de pérenniser les

développements des doctorants, une fois ceux-ci stabilisés.

1.1 Formulation continue du problème de Navier-Stokes

Considérons un écoulement non stationnaire homogène et incompressible d’un fluide

visqueux occupant un domaine Ω borné par ∂Ω. L’écoulement est soumis à des conditions

aux limites de Dirichlet vd sur ∂vΩ et à des efforts surfaciques f sur ∂ f Ω = ∂Ω\∂vΩ. Les

efforts volumiques comme la gravité sont supposés sans effet sur le problème. Leur prise

en compte ne modifie pas les résultats et les conclusions qui suivront. Le problème est

formulé avec les inconnues de vitesse v et de pression cinématique p.

Les équations du problème sont la conservation de la masse, l’hypothèse d’incompres-

sibilité, la conservation de la quantité de mouvement, la relation de comportement d’un

fluide newtonien, les conditions aux limites en vitesse et en effort, et enfin les conditions

initiales :

∇ · v = 0 sur Ω

∂v

∂t
+(v ·∇)v = ∇ ·σ sur Ω

σ =−pI +σ
D
=−pI +2ν∇Sv

−pn+2ν∇Sv ·n = f sur ∂ f Ω

v = vd sur ∂vΩ

v(t = 0) = vo

vo doit être solénoı̈dal pour être compatible avec l’hypothèse d’incompressibilité. Il

n’est pas nécessaire de préciser les conditions initiales pour la pression.
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Hormis les conditions aux limites, les équations ci-dessus sont appelées équations de

Navier-Stokes, et s’écrivent sous la forme :

∂v

∂t
+ v∇v−2ν∇ ·∇Sv+∇p = 0 (4.1)

∇ · v = 0 (4.2)

1.2 Formulation faible du problème de Navier-Stokes

La vérification en moyenne des équations (4.1) et(4.2) sur le domaine Ω s’écrit, en

notant les fonctions test w et q :

∫
Ω

w · (
∂v

∂t
+ v∇v−2ν∇ ·∇Sv+∇p)+q∇ · vdΩ = 0 (4.3)

soit, après intégration par parties :

∫
Ω

w ·
∂v

∂t
+w · v∇v+2ν∇Sw∇Sv− p∇ ·w−q∇ · vdΩ =

∫
∂Ω

w · f dΓ (4.4)

Choix des espaces d’admissibilité L’équation du problème au sens faible ne fait inter-

venir que des dérivées de premier ordre et pour le champ de vitesse uniquement. La solu-

tion du problème est cherchée sur un intervalle de temps noté [0,T ], les espaces définissant

les champs admissibles sont donc classiquement :

v ∈ V = {v ∈ H1(Ω)d|v = vd sur ∂vΩ}× [0,T ]

w ∈ V0 = {w ∈ H1(Ω)d|w = 0 sur ∂vΩ}× [0,T ]

p,q ∈ Q = L2(Ω)× [0,T ]

L’emploi d’une stabilisation de type SUPG fait cependant intervenir des dérivées du se-

cond ordre pour le champ de vitesse. Il faudrait donc en théorie restreindre les espaces V
et V0 à {v ∈H2(Ω)d|v = vd sur ∂vΩ}× [0,T ] et {v ∈H2(Ω)d|v = 0 sur ∂vΩ}× [0,T ] res-

pectivement. En pratique, ces problèmes sont résolus sur des espaces de dimension finie

engendrés par des fonctions polynomiales, et donc appartenant à H2(Ω). Ces restrictions

sont distinguées des espaces de dimension infinie par un exposant h.

Dans le cas où les conditions aux limites de Dirichlet couvrent l’ensemble de la

frontière du domaine, la pression est déterminée à une constante près, qui est fixée en

imposant une moyenne nulle à la pression, ou une pression nulle en un point donné du

domaine. L’espace de recherche correspondant est alors Q0 = (L2(Ω)/R)× [0,T ].

Discrétisation temporelle Dans le cas de problèmes d’évolution, l’intégration tempo-

relle est réalisée par un schéma trapézoı̈dal, aussi appelé schéma de Crank Nicholson ou

θ-méthode, θ = 1/2.
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Restriction dans le cas d’un écoulement stationnaire Le problème de Navier-Stokes

est un problème d’évolution. Cependant, dans certains cas, le problème stationnaire cor-

respondant possède une solution. Cette solution peut être obtenue comme la limite, lorsque

le temps tend vers l’infini, d’une solution du problème non stationnaire. Ce n’est pas

l’approche que nous avons retenue ici. Nous préférons la calculer directement, comme

solution de l’équation stationnaire écrite sous forme faible :

∫
Ω

w · v∇v+2ν∇w : ∇v− p∇ ·w−q∇ · vdΩ =
∫

∂Ω
w · f dΓ (4.5)

Afin de ne pas surcharger les notations, lorsqu’il y sera fait référence, les espaces d’ad-

missibilité seront notés de la même manière que dans le cas non stationnaire.

1.3 Résolution de l’équation non-linéaire

Le terme de convection est non linéaire, il faut donc décider d’une méthode pour

résoudre l’équation de conservation de la quantité de mouvement. Lorsque l’on cherche

une solution non stationnaire, une des possibilités est d’employer un schéma d’intégration

explicite. Le terme de convection apparaı̂t alors au second membre, et l’équation à résoudre

est linéaire. Cependant, cette méthode n’est pas valable dans notre cas, puisque nous

voulons chercher les solutions du problème stationnaire directement. Nous comparons

donc deux possibilités différentes pour linéariser l’équation 4.1. Dans la suite les indices

désignent les pas de temps, et les exposants correspondent aux itérations de la méthode

de linéarisation, à l’intérieur d’un pas de temps. Nous exposons uniquement la traite-

ment de l’équation non linéaire, la condition d’incompressibilité étant linéaire. Mis à part

dans le cas d’un traitement explicite du terme de convection, l’utilisation d’un schéma

d’intégration fait apparaı̂tre un terme de convection dans le membre de gauche de (4.1),

pondéré par un coefficient dépendant du schéma d’intégration choisi. Pour simplifier l’ex-

posé, nous supposons que ce coefficient est unitaire, le déroulement de la méthode est le

même si ce n’est pas le cas. En notant v,tn une approximation de ∂v/∂t au pas de temps n,

par exemple (vn− vn−1)/∆t, nous cherchons donc les solutions de :

v,tn + vn∇vn−2ν∇ ·∇Svn +∇pn = 0 (4.6)

1.3.1 Linéarisation par itérations de Picard

Une stratégie répandue pour la résolution des problèmes de Navier-Stokes est de

linéariser le problème en remplaçant le terme de convection à un pas de temps fixé vn ·∇vn

par v
j−1
n ·∇v

j
n, réalisant ainsi un algorithme de point fixe, aussi appelé itération de Picard.

On obtient alors une équation linéaire, dont le terme de convection est fixé.

v
j
,tn + v j−1

n ∇v j
n−2ν∇ ·∇Sv j

n +∇p j
n = 0 (4.7)

L’emploi d’une stabilisation SUPG n’ajoute pas de terme non-linéaire, puisque le résidu

de l’équation (4.7) dépend linéairement des champs inconnus. À chaque pas du processus
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itératif, il faut résoudre un problème de type : Trouver v, p ∈ V ×Q tels que, ∀w,q ∈
V0×Q :

(
w,v

j
,tn + v j−1

n ∇v j
n

)
Ω
+
(

ν∇Sv j
n,∇

Sw
)

Ω
−
(

p j
n,∇ ·w

)
Ω
−
(
q,∇ · v j

n

)
Ω

+∑
e

τSUPG(v
j−1
n ∇w) · (v

j
,tn + v j−1

n ∇v j
n +∇p j

n−ν∇ ·∇Sv j
n) =

(
f ,w
)

∂Ω

1.3.2 Problème tangent résultant de la linéarisation du problème stabilisé

L’ajout des termes de stabilisation introduit des termes non-linéaires supplémentaires

dans la formulation. On peut alors appliquer un algorithme de Newton à l’équation sta-

bilisée, comme par exemple dans [41]. Cette manière de faire impose de calculer plus de

dérivées pour construire l’opérateur tangent.

L’équation 4.6 définit un résidu non linéaire RNL, dont on note la partie bilinéaire RL :

RNL(v, p) = v∇v+RL(v, p) = 0 (4.8)

La forme faible associée à (4.8) s’écrit : Trouver v, p∈V ×Q tels que, ∀ w,q∈V0×Q :

RNL(v,w, p,q) = (w,v∇v)+RL(v,w, p,q) = 0

Où RL est la forme faible issue de RL. RNL n’est pas une forme bilinéaire, mais correspond

à la vérification de (4.8) au sens faible. Le champ de convection étant ici v, la stabilisation

de ce problème par la méthode SUPG amène à résoudre : Trouver v, p ∈ V ×Q tels que

∀ w,q ∈ V0×Q :

RNL(v,w, p,q)+∑
e

τSUPG(v∇w) ·RNL(v, p) = 0 (4.9)

Le problème tangent de (4.9) s’écrit : Trouver v j+1 = v j + ∆v, p ∈ V0 × Q tels que

∀ w,q ∈ V0×Q :

(w,v j+1
n ∇v j

n + v j
n∇v j+1

n −2v j
n∇v j

n)+RL(v
j+1,w, p,q)

+∑
e

τSUPG

(
∆v∇w ·RNL(v

j
n, p j)+ v j

n∇w ·RL(∆v)+ v j
n∇∆v+∆v∇v j

n

)
= 0 (4.10)

Remarque 2 : Une troisième méthode serait de stabiliser l’équation ob-

tenue par application d’un schéma de Newton-Raphson à l’équation (4.6).

La stabilisation du problème est alors délicate. Il faut en effet stabiliser le

problème linéaire effectivement résolu, et non pas le problème non linéaire.

Nous n’avons pas obtenu de résultat convenable avec cette méthode, proba-

blement à cause du terme source v
j
n∇v

j−1
n introduit par l’opérateur tangent

de v∇v.
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FIGURE 4.1 : Problème de Navier-Stokes (Re = 40) : convergence des

stratégies de linéarisation

Les performances des deux solutions exposées ci-dessus sont illustrées sur le problème

de Navier-Stokes présenté en fin de section. Pour le problème stationnaire, et un nombre

de Reynolds modéré (Re = 40), la linéarisation de l’équation stabilisée est plus efficace

que la méthode de point fixe. Elle est aussi plus complexe à mettre en œuvre. L’utilisation

de la librairie LMTpp réduit considérablement la difficulté, nous choisissons d’employer

cette méthode dans la suite.

Remarque 3 : Solveur multifrontal non symétrique Le problème éléments

finis est non symétrique, nous utilisons la librairie UMFPACK [27] pour

inverser les systèmes linéaires à chaque pas de l’agorithme de Newton.

Choix du paramètre de stabilisation Pour des interpolations d’ordre un, une analyse

de l’erreur permet d’établir la dépendance de τ vis à vis des paramètres du problème :

a = ||v||,h,ν. Ainsi, selon [24], la valeur optimale de τ est :

τ = (
1

θ∆t
+

2a

h
+

4ν

h2
)−1 (4.11)

L’absence de paramètre optimal pour des interpolations d’ordre supérieur, à part les résul-

tats mentionnés dans [58], explique certainement le recours quasi-systématique à des in-

terpolations de degré un, et par conséquent, l’emploi de la méthode de stabilisation PSPG.
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Numériquement, l’expérience semble montrer que pour un ordre p, il faut employer un

paramètre proche de τ/p.

1.4 Discrétisation par Éléments Finis

Éléments mixtes de Taylor-Hood Comme précisé au premier chapitre, des éléments

triangles combinés à des fonctions de forme linéaires et quadratiques pour la pression

et la vitesse respectivement vérifient la condition inf-sup. Il n’est donc pas nécessaire

d’utiliser une méthode de stabilisation supplémentaire.

Remarque 4 : Implantation avec LMTPP

Dans LMTpp, un type unique d’élément est associé au maillage et à la for-

mulation. Sur un type d’élément, l’interpolation est définie en associant un

degré de liberté à chaque nœud. Nous choisissons des triangles à 6 nœuds, le

champ de vitesse est ainsi quadratique, ce qui est recherché, mais le champ

de pression également, ce qui n’est pas souhaité. Nous avons donc défini

une nouvelle interpolation faisant intervenir les trois degrés de liberté som-

mitaux pour la pression, et ajouté un terme au résidu r, afin de bloquer les

degrés de liberté associés aux nœuds milieux (figure 4.2). Pour des raisons

de visualisation des résultats, on comprend facilement qu’il est plus judi-

cieux de réaliser un blocage Tri3, bien que cela ne change pas les résultats

obtenus pour les degrés de liberté sommitaux.

x

h

n2

n1n0

p0

p1

p2

p3

p4

p5

n3

n4n5

Tri6 bloqué sur 0
Tri6 bloqué sur Tri3
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xn3

n4n5p3
p4p5
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x
p3

x

h
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n5 p3

p4
p5p0

p1

p2

interpolation Tri6
interpolation Tri3

FIGURE 4.2 : Blocage de degrés de liberté excédentaires

Éléments finis linéaires L’utilisation d’interpolations polynomiales de même ordre pour

les inconnues de vitesse et de pression conduit à des éléments qui ne vérifient pas la condi-

tion inf-sup. Il est cependant possible de contourner cette condition par l’ajout d’un terme

de stabilisation supplémentaire [194]. Le paramètre τp est choisi tel que : τp =
h2

12ν
.
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FIGURE 4.3 : Cas test d’illustration : écoulement autour d’un cylindre.

Géométrie du problème

Test des interpolations vitesse-pression Pour isoler la difficulté liée à l’incompressi-

bilité, nous considérons le problème de Stokes, qui peut être obtenu à partir du problème

de Navier-Stokes. À faible nombre de Reynolds, le terme de convection du problème de

peut en effet être négligé. Les deux problèmes sont des problèmes de point selle, puisque

l’écoulement est incompressible. Les considérations numériques du traitement de l’in-

compressibilité s’appliquent donc aux deux problèmes. Considérons le problème d’un

écoulement autour d’une section circulaire, tel que décrit sur la figure 4.3. La vitesse en

entrée est imposée horizontale, et parabolique en y. La figure 4.4 présente les champs de

vitesse et de pression obtenus pour différentes solutions éléments finis. L’emploi d’in-

terpolations de même ordre (éléments triangles et fonctions de forme linéaires) génère

des oscillations dans le champ de pression, visibles principalement en amont du cylindre.

Le champ de vitesse est néanmoins correct. La stabilisation du problème par la méthode

PSPG ou l’emploi d’une interpolation adéquate (éléments triangles et fonctions de forme

quadratiques et linéaires) permettent d’obtenir un champ de pression juste. Les deux so-

lutions aboutissent au même résultat.

2 Résolution du problème par décomposition du domaine

Le domaine Ω occupé par l’écoulement est décomposé en N sous-domaines disjoints

ΩE∈E et en interfaces ΓEE ′ , selon la figure 4.5, chacun ayant ses propres variables et

équations [112]. On note �E la restriction de toute quantité � à ΩE . Sur le sous-domaine

ΩE , les variables sont donc vE et pE , champs de vitesse et de pression. Sur l’interface

ΓEE ′ , le champ W EE ′ est la trace de vE , et FEE ′ est la composante normale du tenseur des

contraintes σE .

2.1 Formulation continue du problème décomposé

Pour être solutions du problème, les champs sur les sous-domaines et sur les interfaces

doivent vérifier les conditions d’admissibilité sur les sous-domaines et les relations de

comportement d’interface.
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FIGURE 4.4 : Problème de Stokes : champs de vitesse et de pression.

haut : éléments Tri3Tri3. milieu : éléments Tri3Tri3 et stabilisation

PSPG. bas : éléments Tri6Tri3 compatibles LBB
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FIGURE 4.5 : Décomposition en sous-domaines et interfaces

Conditions d’admissibilité par sous-domaine Le champ vE doit être égal à la vitesse

d’interface sur le bord du sous-domaine :

W E = vE |∂ΩE

Il doit également vérifier les conditions initiales dans le cas de problèmes d’évolution :

vE |t=0 = vE,0

Le champ de contraintes de Cauchy σ
E

doit équilibrer les efforts d’interface FE et les

efforts d’inertie :

∂vE

∂t
+ vE∇vE +∇ ·σ

E
= 0

et vérifier la relation de comportement d’un fluide newtonien :

σ
E
=−pEI +2ν∇S(vE)

Comportement des interfaces L’interface ΓEE ′ entre ΩE et ΩE ′ génère une relation de

comportement entre W =W EE ′ , W ′=W E ′ , F =FEE ′ et F ′=FE ′E qui sont des restrictions

de W E , W E ′ , FE et FE ′ respectivement. Le problème de Navier-Stokes fait intervenir

uniquement des interfaces parfaites, pour lesquelles la relation de comportement s’écrit :

W =W ′

F =−F ′

Remarque 5 : Conditions aux limites Les conditions aux limites sont prises

en compte comme une relation de comportement particulière :

– pour une interface à vitesse imposée : W =W d

– pour une interface à effort imposé : F = Fd
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Reformulation du problème Avec les définitions ci-dessus, le problème posé sur l’en-

semble du domaine Ω s’écrit :

Trouver (vE , pE ,W E ,FE)E∈E tels que :

1. (vE , pE ,W E ,FE) est admissible sur ΩE

2. (W E ,FE) vérifie le comportement des interfaces

Les deux points définissent deux espaces, à l’intersection desquels se trouve la solution

recherchée. Le calcul de cette solution est réalisé de manière itérative, et exposé dans la

section 3.

2.2 Formulation faible du problème décomposé

La formulation faible associée au problème décomposé correspond à la vérification en

moyenne des équations de Navier-Stokes sur chaque sous-domaine. Le problème éléments

finis correspondant est construit de la même manière que décrite en début de chapitre. Les

conditions d’interface sont également vérifiées de manière faible.

Espaces d’approximation sur les interfaces Sur L’interface ΓEE ′ , les champs de vi-

tesse W et d’effort F doivent être choisis avec soin. Le champ d’effort F appartient en

effet à H−1/2(ΓEE ′), il n’est donc pas forcément continu. En élastostatique, l’interpola-

tion des champs d’effort est choisie compatible avec la trace du champ de contrainte sur le

bord des sous-domaines. Ainsi, pour des éléments linéaires, le champ F est constant par

élément d’interface. En pratique, cela génère des modes oscillants sur l’interface, dont

l’énergie est très mal évaluée. La convergence de la stratégie étant évaluée à partir des

quantités d’interface, ces modes pénalisent également la convergence. Ces modes sont

décrits plus précisément dans [115]. La figure 4.6 illustre la présence d’oscillations de

l’effort normal dans une zone à fort gradient [158]. Pour remédier à cela, les bords des

sans surdiscrétisation avec surdiscrétisation2 3 4 5 6
0
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100
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 x 
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sansavec surdi-scrétisation

FIGURE 4.6 : Oscillations de l’effort normal sur une interface,

d’après [158]
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sous-domaines doivent posséder une description plus fine que les interfaces. En pratique,

deux techniques sont possibles. Les éléments de bord des sous-domaines peuvent être

divisés en plusieurs éléments, ou posséder une interpolation d’ordre plus élevé. On parle

respectivement de sur-discrétisation h ou p. La figure 4.7 illustre ces deux méthodes. Dans

notre cas, la méthode p est bien sûr préférée, puisqu’elle est automatiquement réalisée

par l’emploi d’éléments Tri6-Tri3. Bien entendu, la surdiscrétisation ne concerne que le

champ de vitesse, dont les dérivées spatiales interviennent dans le tenseur des contraintes.

Le champ de pression, linéaire par élément n’a pas besoin d’être enrichi. Cependant, nous

Tri3

Tri6

méthode h méthode p

sous-domaine

int
erf

ac
e

FIGURE 4.7 : Sur-discrétisation des éléments sur le bord des

sous-domaines

n’avons pas observé de différence avec l’emploi d’interpolations linéaires et de quantités

d’interfaces constantes par élément. Ainsi, ceci ne constitue pas un critère significatif

pour le choix des approximations sur les sous-domaines. Les quantités d’interface sont

maintenues constantes par élément d’interface. Les champs W E et FE appartiennent à des

espaces notés WE et FE respectivement.

Espaces d’approximation sur les sous-domaines Les problèmes posés sur chaque

sous-domaine sont soumis à des conditions aux limites de Robin, les espaces d’admis-

sibilité pour les champs de vitesse et de pression n’ont donc d’autre contrainte que de

contenir des fonctions suffisamment dérivables et intégrables, on choisit :

vE ,wE ∈ VE = {vE ∈ H1(ΩE)
d}× [0,T ] (4.12)

pE ,qE ∈ QE = L2(ΩE)× [0,T ] (4.13)

Dans la suite, VE et QE désignent des sous-espaces de dimension finie des espaces ci-

dessus, associés aux éléments Tri6-Tri3 ou Tri3-Tri3.

Conditions d’admissibilité par sous-domaine Le champ vE doit être égal à la vitesse

d’interface W E sur le bord du sous-domaine. Il en est de même pour les champs virtuels
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Méthode de décomposition de domaine pour les écoulements incompressibles inspirée de la
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wE et W ∗E :

∫
∂ΩE

(W E − vE) ·F
∗
E dΓ = 0 ∀F∗E ∈ FE (4.14)

Après intégration par parties, et injection de la relation de comportement, l’équation de

conservation de la quantité de mouvement et l’équation de conservation de la masse sur

ΩE s’écrivent : Trouver (vE , pE) ∈ VE ×QE tels que (wE ,qE) ∈ VE ×QE

∫
ΩE

wE · (
∂vE

∂t
+ vE∇vE)+2ν∇SvE : ∇SwE − pE∇ ·wE dΩ =

∫
∂ΩE

FE ·W
∗
E dS (4.15)

∫
ΩE

−qE∇ · vE dΩ = 0 (4.16)

3 Stratégie itérative de résolution mono-échelle

La méthode LaTIn[112] est à l’origine une méthode de résolution générale pour les

problèmes non-linéaires d’évolution. Elle a été appliquée à un grand nombre de problèmes.

Nous retenons ici deux points de cette méthode :

– la séparation des difficultés

– la stratégie itérative de résolution

Le premier point consiste à regrouper les équations selon leur caractère. Il s’agit en

général d’un groupe contenant les équations linéaires éventuellement globales, et d’un

second groupe contenant les équations locales, éventuellement non-linéaires. Le second

point consiste à construire des solutions vérifiant alternativement l’un des groupes d’équa-

tions, définissant ainsi une stratégie itérative à deux étapes. Dans le cas du problème de

Navier-Stokes résolu par décomposition de domaine, le premier groupe contient les condi-

tions d’admissibilité sur les sous-domaines, et le second les relations de comportement des

interfaces.

La figure 4.8 illustre l’application de la stratégie itérative à la méthode de décomposi-

tion de domaine pour le problème de Navier-Stokes. Il faut à chaque étape construire une

solution dans l’espace Ad ou Γ, en partant d’une solution de Γ ou Ad . Ainsi posés, ces

problèmes n’ont pas de solution unique. On doit ajouter les contraintes de direction de

recherche, notées Z+ et Z− pour fermer les problèmes.

3.1 Étape sur les interfaces

À l’étape sur les interfaces, on ne cherche que les champs d’interface vérifiant les re-

lations de comportement et la direction de recherche Z+, à partir des champs (W E ,FE) ∈
Ad :

∫
∂ΩE

z−1(F̂E −FE)− (Ŵ E −W E) ·F
∗
E dΓ = 0 ∀F∗E ∈ FE (4.17)
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Stratégie itérative de résolution mono-échelle 85
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FIGURE 4.8 : Représentation schématique de la stratégie itérative

Choix des directions de recherche L’opérateur z est en général choisi local, c’est à dire

qu’il n’introduit pas de dépendance globale entre les différentes interfaces du problème.

Ainsi, l’équation (4.17) peut être vérifiée en chaque point de Gauss des éléments de l’in-

terface :

(F̂E −FE)− z(Ŵ E −W E) = 0 en chaque point de Gauss

Des travaux récents ont montré, dans le cas de l’élastostatique, que la direction de

recherche optimale z
opt

est la rigidité du complémentaire de ΩE condensé sur ∂ΩE . Le

calcul du complément de Schur n’étant pas envisageable, on peut calculer cet opérateur

sur un voisinage de ΩE uniquement. Toujours dans le cas de l’élastostatique, le problème

macroscopique propageant les résultantes et les moments sur les interfaces, les direc-

tions de recherche n’ont qu’un effet local. On montre également qu’une approximation

grossière du complément de Schur est suffisante [116].

Dans notre cas, nous distinguons la direction suivant la normale n à l’interface et les

directions tangentes pour écrire :

z = znn⊗n+ zt(I−n⊗n) (4.18)

Selon la tangente à l’interface, l’expression de la trace du champ de contrainte donne :

F t = 2µ∇Sv · t. Nous choississons donc zt = νρ/h, avec h la taille locale de l’élément.

Selon la normale à l’interface, une étude paramétrique (voir le chapitre 5) montre que le

meilleur choix pour zn est compris dans l’intervalle [5ρν/L;50ρν/L], L étant la taille de

l’interface. Nous prendrons par la suite zn = 10ρν/L.

Calcul des champs d’interface On peut à présent introduire le comportement d’une

interface parfaite

Ŵ E = Ŵ E ′ et F̂E =−F̂E ′
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pour déterminer complètement les champs Ŵ E et F̂E :

Ŵ E = Ŵ E ′ =
1

2
(W E +W E ′)−

1

2
z−1(FE +FE ′) (4.19)

F̂E =−F̂E ′ =
1

2
(FE −FE ′)−

1

2
z(W E −W E ′) (4.20)

Remarque 6 : Conditions aux limites Un avantage certain de la méthode

est de prendre en compte les conditions aux limites dans le même formalisme

d’interface. Ainsi les problèmes sur les sous-domaines jouxtant le bord du

domaine sont posés de la même manière que sur les sous-domaines situés

à l’intérieur. Rappelons que les conditions aux limites correspondent à des

comportements particuliers d’interface :

– pour une interface à vitesse imposée :

Ŵ E =W d et F̂E = FE + z(W d−W E)

– pour une interface à effort imposé :

F̂ = Fd et Ŵ E =W E + z−1(Fd−FE)

3.2 Étape sur les sous-domaines

En partant d’une solution (Ŵ E , F̂E) sur les interfaces composant le bord de chaque

sous-domaine, on cherche une solution (vE , pE ,W E ,FE) sur chacun des sous-domaines.

Cette solution doit vérifier les conditions d’admissibilité (4.14) (4.15-4.16) et la direction

de recherche :

(FE − F̂E)+ z(W E −Ŵ E) = 0 ∀x ∈ ∂ΩE (4.21)

Soient donc à résoudre dim(E) problèmes indépendants par sous-domaines, avec des

conditions aux limites mixtes. La résolution de ces problèmes est évidemment réalisable

en parallèle. Ces problèmes s’écrivent : Trouver (v, p) ∈ VE ×QE tels que ∀(w,q) ∈
VE ×QE :

∫
ΩE

wE · (
∂vE

∂t
+ vE∇vE)+2ν∇SvE : ∇SwE − pE∇ ·wE −qE∇ · vE dΩ

+
∫

∂ΩE

zW E ·W
∗
E dS =

∫
∂ΩE

(F̂E + zŴ E) ·W
∗
E dS (4.22)
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Remarque 7 : Choix des directions de recherche pour les interfaces de

condition aux limites On remarque que dans le cas d’une interface à ef-

fort imposé, le choix z = 0 permet d’imposer exactement l’effort. De même,

dans le cas d’une interface à vitesse imposée, la limite z = kI, k 7→∞ permet

d’imposer exactement la condition de Dirichlet. En pratique, nous choisis-

sons des paramètres très petits ou très grands devant les directions de re-

cherche habituelles (4.18), avec un rapport de l’ordre de k f act = 106. Ceci

permet de réaliser un compromis entre le conditionnement des matrices et

l’imposition des conditions aux limites. Si celles-ci ne sont vérifiées exacte-

ment qu’à convergence, l’importance de k f act permet d’assurer une erreur

très faible sur les interfaces de condition aux limites par rapport aux autres

interfaces.

Assemblage des directions de recherche Le calcul de la matrice du problème 4.22 est

effectué par la librairie LMTpp pour ce qui concerne les intégrales sur Ω. Les contribu-

tions liées aux intégrales sur les interfaces sont ajoutées ensuite. Elles forment le second

membre de l’équation, et ajoutent un terme à la matrice du problème, pour les degrés de

liberté situés sur le bord. Contrairement à la méthode LaTInoù les matrices de rigidité

par sous-domaine sont calculées puis stockées, il faut ici recalculer la matrice à chaque

itération et pour chaque pas de l’algorithme de Newton. Nous stockons donc des matrices

relatives à l’interface, qui sont la représentation discrète des opérateurs de trace de d’injec-

tion, permettant de passer des degrés de liberté sur le bord d’un sous-domaine aux points

de Gauss des éléments d’interface (notée N), et de calculer les intégrales sur l’interface

(notée M). Ainsi :
∫

∂ΩE

zW E ·W
∗
E dS =W ∗(·NT · zM ·N) ·W

3.3 Indicateur de convergence

L’indicateur d’erreur classiquement utilisé dans la méthode LaTInest l’erreur selon la

direction de recherche Z−. Celui-ci permet de mesurer la distance entre deux solutions

consécutives appartenant aux espaces Γ et Ad , sn+1/2 et sn+1 :

η2
CR =

∑E∈E ||W E −Ŵ E ||
2
W,∂ΩE

+ ||FE − F̂E ||
2
F,∂ΩE

∑E∈E ||W E +Ŵ E ||
2
W,∂ΩE

+ ||FE + F̂E ||
2
F,∂ΩE

(4.23)

||Ŵ ||2W,∂ΩE
=

∫
∂ΩE

Ŵ · zŴ (4.24)

||F̂ ||2F,∂ΩE
=

∫
∂ΩE

F̂ · z−1F̂ (4.25)

Certains travaux ([104, 158]) ont montré que cet indicateur est sensible aux paramètres

de directions de recherche et à la localisation de l’erreur sur une interface lorsque le
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problème en comprend un grand nombre. Pour les interfaces de contact, le problème est

crucial puisqu’un même niveau d’erreur ne garantit par une solution de même qualité.

Cependant, le problème que traitons ici ne comprend que des interfaces parfaites, l’indi-

cateur d’erreur ηCR est donc conservé.

3.4 Remarques sur l’algorithme

Contrôle de la convergence La convergence de la stratégie a été démontrée dans [111],

sous certaines conditions.Afin de garantir la convergence dans le cas d’hypothèses moins

restrictives que celles de la démonstration, on introduit habituellement une étape de re-

laxation. À l’itération LaTInk, la solution sk issue de l’étape sur les sous-domaines est

relâchée selon :

sk← µsk +(1−µ)sk−1

µ est le facteur de relaxation, compris entre 0 et 1. Un choix habituel est µ = 0.8.

Initialisation L’algorithme est initialisé par une solution de Γ, la plus simple à calculer

étant la solution nulle, hormis les conditions aux limites.

4 Exemple : écoulement de Poiseuille

Soit un écoulement plan, supposé infini dans la direction normale à ce plan, avec les

conditions aux limites décrites figure 4.9. Le domaine est décomposé en n sous-domaines

de hauteur H = 0.41 et de longueur l = L/n.

Wv=vd p=0

y

x

H

L0 0

FIGURE 4.9 : Écoulement de Poiseuille

L’écoulement de Poiseuille est un exemple dégénéré d’application des équations de

Navier-Stokes. En effet, le terme non-linéaire disparaı̂t complètement. Le problème tra-

duit l’équilibre entre le gradient du champ de pression et les efforts visqueux.

L’application de la stratégie décrite ci-dessus, avec différentes décompositions, montre

clairement que le nombre d’itérations pour atteindre un niveau d’erreur donné dépend du
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FIGURE 4.10 : Méthode MoS : propagation de l’information à travers le

domaine en fonction des itérations

nombre de sous-domaines employés. Dans ce cas particulier certes défavorable, les sous-

domaines sont alignés dans la direction de l’écoulement. Ainsi, à la première itération,

seul le premier sous-domaine possède des conditions aux limites non nulles. À l’issue

de cette itération, les deux premières interfaces seulement portent des champs non nuls.

Chaque itération supplémentaire propage l’information d’un sous-domaine dans la direc-

tion de l’écoulement, ce qui pénalise la convergence. La figure 4.10 permet de comprendre

ce phénomène de propagation. Pour les premières itérations, l’évolution des variables le

long de la ligne médiane est dessinée. Pour ce calcul, L= 1 et on utilise 10 sous-domaines.

La figure 4.11 montre que la décroissance de l’erreur au fur et à mesure des itérations est

d’autant plus faible que le nombre de sous-domaines utilisés est important. Dans la suite,

nous appellerons cette méthode ≪méthode mono-échelle ≫ ou méthode MoS.

Conclusion Cet exemple, aussi simple soit-il, montre un obstacle pour les méthodes

de décomposition de domaine : l’utilisation d’un nombre élevé de sous-domaines ralentit

d’autant la convergence. Le problème grossier associé à chaque méthode de décomposition

de domaine permet de corriger ce défaut, en introduisant une condition globale, por-

tant sur l’ensemble des sous-domaines ou des interfaces. C’est l’objet du chapitre sui-

vant, qui propose de restreindre l’espace Γ en utilisant l’hypothèse d’incompressibilité de

l’écoulement.
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FIGURE 4.11 : La méthode mono-échelle MoS n’est pas extensible
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Chapitre 5

Problème macroscopique basé sur la

conservation de masse au niveau global

La stratégie de décomposition de domaine décrite au chapitre

précédent possède un taux de convergence dépendant du nombre de

sous-domaines. Nous allons donc chercher à éliminer ce défaut, en

construisant un problème appelé problème macroscopique, qui permet

un échange d’information entre toutes les interfaces du problème à

chaque itération. Deux manières de construire ce problème sont

exposées. Seule celle faisant intervenir à la fois les parties

macroscopiques des efforts et des vitesses, exploitant ainsi le caractère

mixte de la méthode de décomposition de domaine proposée permet

d’obtenir l’extensibilité, c’est à dire une convergence indépendante du

nombre de sous-domaines employés.
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4.1 Dépendance vis à vis des directions de recherche . . . . . . . . . . 103

4.2 Initialisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.3 Orientation des interfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
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1 Incompressibilité de l’écoulement

L’hypothèse d’écoulement incompressible impose, au niveau local :

∇ · v = 0

Imposer cette contrainte au champ v est équivalent à choisir comme espace de recherche

un sous-espace de H1(Ω), qui ne contient que des champs solénoı̈daux, que l’on note ici

Vdiv. La décomposition problème sur les sous-domaines fait intervenir les champs W E ,

qui sont la trace des champs vE sur le bord des sous-domaines. Ces champs WE ne sont

donc pas quelconques, mais appartiennent à un sous-espace de H1/2(∂ΩE) contenant les

projections sur les interfaces de champs à divergence nulle sur ΩE .

Nous désignerons par VΓi,i∈I l’espace contenant les champs W i définis sur l’interface

Γi,i∈I et par WE l’espace contenant les champs W E définis sur ∂ΩE .

Sur un même sous-domaine, les espaces VΓi,i∈IE
ne sont pas indépendants. Au contraire,

leur produit engendre l’espace WE qui possède la propriété suivante :

∫
∂ΩE

W ·n dS = 0 ∀W ∈WE

Où n est la normale sortante au sous-domaine. En revanche, les espaces WE sont indépendants

les uns des autres, puisque l’on n’a postulé aucune continuité a priori des champs W entre

deux sous-domaines.

Il est alors naturel d’imposer que les champs d’interface Ŵ construits à l’étape sur les

interfaces appartiennent au même espace, et par conséquent que :

∫
∂ΩE

Ŵ ·n dS = 0 ∀E ∈ E (5.1)

Les champs Ŵ sont continus entre deux sous-domaines. Ils appartiennent donc à une res-

triction de l’espace engendré par le produit des WE notée H
1/2

div (Γ). La définition de cet

espace fait intervenir l’ensemble des frontières de la décomposition de domaine. Nous

n’utiliserons d’ailleurs pas d’expression explicite des champs de V∂ΩE ,E∈E , mais unique-

ment les contraintes qu’ils doivent vérifier.

Remarque 8 : Notations allégées Pour ne pas alourdir les notations,

lorsque cela est possible et qu’il n’y a pas d’ambiguı̈té, l’indice E désignant

les inconnues sur le sous-domaine ΩE est abandonné. Sur l’interface ΓEE ′ ,

on remplace W E et W E ′ par W et W ′ respectivement.
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94 Problème macroscopique basé sur la conservation de masse au niveau global

2 Séparation d’échelles

La condition (5.1) fait intervenir uniquement les parties moyennes des champs Ŵ sur

les interfaces, c’est à dire la partie macroscopique, telle que définie ci-dessous :

Ŵ
M
= Ŵ Mn0 =

1

mes(Γ)

∫
Γ

Ŵ ·n0 dS n0

Ŵ = Ŵ Mn0 +Ŵ
m

n0 est une normale à l’interface considérée. Ce choix est arbitraire, on choisit la normale

sortante au premier sous-domaine adjacent. On a ainsi :∫
Γ

Ŵ ·n0 dS = mes(Γ)Ŵ M

2.1 Découplage des composantes

La séparation des composantes micro et macro des quantités d’interface définit deux

sous-espaces supplémentaires au sens du produit scalaire (Ŵ , F̂)Γ =
∫

ΓŴ · F̂ :∫
Γ

Ŵ · F̂ dS = mes(Γ)Ŵ MF̂M +
∫

Γ
Ŵ

m
· F̂

m
d S

soit : (Ŵ , F̂)Γ = (Ŵ
M
, F̂

M
)Γ +(Ŵ

m
, F̂

m
)Γ

Cette séparation d’échelle permet de condenser le problème (5.1) sur une seule in-

connue par champ. Par rapport à la résolution sans séparation d’échelle, le nombre d’in-

connues est diminué d’un facteur égal au nombre de nœuds de l’interface, soit environ

L/h.

Remarque 9 : Directions de recherche Ces paramètres ne couplent pas

les échelles définies ci-dessus, et les équations des directions de recherche

peuvent être écrites pour chacune des échelles indépendamment de l’autre.

3 Construction du problème macroscopique

Nous avons vu que la condition (5.1) restreint l’espace des champs Ŵ à l’espace conte-

nant les traces de champs à divergence nulle sur chaque ΩE , que l’on notera H
1/2

div (Γ),
Γ étant l’ensemble des interfaces. L’étape sur les interfaces doit donc être modifiée de

manière à tenir compte de ce changement d’espace. Une première solution est d’ajouter

une étape de projection sur H
1/2

div (Γ). Une seconde solution est de prendre en compte la

restriction de l’espace dès le début de l’étape sur les interfaces. De la même manière que

le champ vE est choisi dans H1(ΩE) et non pas dans H1
div(ΩE) grâce au multiplicateur de

Lagrange p, on peut choisir Ŵ E dans H
1/2

div (Γ), et imposer (5.1) à l’aide d’un multiplica-

teur de Lagrange.
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3.1 Projection sur l’espace des champs macroscopiquement admis-

sibles

Au niveau d’un sous-domaine, l’espace des champs Ŵ admissibles est l’espace H
1/2

div,E
défini par :

H
1/2

div,E = {Ŵ E ∈ H1/2(∂ΩE)|
∫

∂ΩE

Ŵ E ·n dS = 0}

Nous avons vu que la restriction n’affecte que la partie macroscopique des champs Ŵ ,

nous pouvons donc définir un espace d’admissibilité pour les parties macro :

H
1/2,M
div,E = {Ŵ M

E ∈ H1/2(∂ΩE)| ∑
i∈IE

Ŵ M
E mes(Γi)n ·n0 = 0}

Remarquons que les espaces H
1/2,M
div,E ne sont pas indépendants entre eux puisqu’on a

postulé que le champ Ŵ M est unique sur une même interface. De la même manière, ces

espaces ne sont pas indépendants des conditions aux limites, puisque la partie macro-

scopique des vitesses imposées intervient dans le bilan de flux. Ainsi, la projection sur

l’espace des champs macroscopiquement admissibles doit prendre en compte les condi-

tions aux limites et l’ensemble des sous-domaines. En désignant par ID,E l’ensemble des

interfaces appartenant à ∂ΩE ∩ ∂vΩ, et par ID celles de ∂vΩ, on peut écrire la projection

sous la forme suivante :

Trouver BM,∀i ∈ I \ ID rendant stationnaire le lagrangien :

∑
i∈I\ID

1

2
||B̂

M
−Ŵ

M
||2Γi

dS+ ∑
E∈E

µE

(∫
Γ∈IE\ID,E

B̂
M
·n dS+

∫
Γ∈ID,E

Ŵ
M
·n dS

)
(5.2)

Interprétation On peut interpréter l’étape de projection (5.2) comme une modifica-

tions des directions de recherche. La partie micro des vitesses d’interface et la totalité

des efforts (parties micro et macro) ne sont pas modifiés par rapport à la méthode mono-

échelle MoS. Schématiquement, le traitement apporté à la partie macro des vitesses est

une projection orthogonale sur l’espace (noté ΓpMuS) des champs à flux nul sur chaque

sous-domaine (figure 5.1). Ainsi, la direction de recherche pour la partie macro des vi-

tesses, initialement locale, est modifiée pour devenir globale. Les champs d’effort n’étant

pas modifiés, nous qualifions cette méthode de partiellement multi-échelle, ou méthode

pMuS.

Illustration : Considérons un écoulement entre deux plans, décomposé en deux sous-

domaines. Le problème comporte trois interfaces verticales, et quatre interfaces horizon-

tales 5.2. Ces dernières n’interviennent pas dans les bilans de flux, puisqu’on y impose

une vitesse nulle.

L’étape sur les interfaces pour ce problème consiste donc à :

– Calculer les champs Ŵ et F̂ comme au chapitre précédent.
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Ad

Gz-
z+

sref

sn
sn+1

GpMuS

WM

BM

FIGURE 5.1 : Méthode pMuS : modification de la direction de recherche

macroscopique

W1 W2

G0 G1 G2

interface à vitesse imposée
interface à effort imposé

interface parfaite
interface hors problème macro

n0n0n0 v=vd
p=0

FIGURE 5.2 : Nomenclature du problème d’illustration
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FIGURE 5.3 : Méthode pMuS : propagation de l’information à travers le

domaine en fonction des itérations

– Projeter les champs Ŵ sur l’espace des champs macroscopiquement admissibles.

Ce qui correspond à :

F̂1 = F1 + z(Ŵ d−W 1) Ŵ 1 = Ŵ d (donnée)

F̂2 = 1/2(F2−F2′)− z/2(W 2−W 2′) Ŵ 2 = 1/2(W 2 +W 2′)− z−1/2(F2 +F2′)

F̂3 = 0 (donnée) Ŵ 3 =W 3− z−1(F3 + F̂3)

puis :

Ŵ 2 = Ŵ
m

2 +Ŵ
M

d Ŵ 3 = Ŵ
m

3 +Ŵ
M

d

Le problème macroscopique permet donc de vérifier l’équilibre des flux de Ŵ à chaque

itération. En particulier, à la première itération, Ŵ 3 = Ŵ
M

d alors que sans ce problème,

Ŵ 3 = 0. Le problème macroscopique par projection permet donc une transmission d’in-

formation à l’ensemble des interfaces, dès la première itération. Les champs d’effort ne

sont cependant pas modifiés à la première itération. À la seconde itération, on obtien-

dra des champs F̂ différents de la méthode mono-échelle, suite à l’étape sur les sous-

domaines. La figure 5.3 représente l’évolution des variables le long de la ligne médiane

pour les premières itérations. Pour ce calcul, L = 1 et on utilise 10 sous-domaines. On

remarque qu’il existe un gradient de pression dans chaque sous-domaine, et que dès la

seconde itération, tous les sous-domaines possèdent des champs d’interface non nuls.
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Remarque 10 : Unicité de la solution Dans le cas particulier ci-dessus,

le problème macroscopique par projection est trivial, puisqu’au plus deux

interfaces par sous-domaine sont concernées. La condition (5.1) suffit à elle

seule à déterminer les B̂M. En général ce n’est pas le cas, et il existe plu-

sieurs solutions à l’équation (5.1). La solution choisie est celle qui minimise

l’écart par rapport à Ŵ M, ce qui permet de prendre en compte la physique

du problème.

3.2 Restriction a priori des espaces des vitesses macroscopiques

Le découplage des composantes normales et tangentielles d’une part et micro et macro

d’autre part permet de décomposer le problème résolu à l’étape sur les interfaces :

Trouver Ŵ , F̂ tels que :∫
Γ
((F̂−F)− z(Ŵ −W ))Ŵ

∗
= 0 ∀Ŵ

∗

en deux problèmes indépendants :

Trouver F̂
m
,Ŵ

m
tels que :∫

Γ
((F̂

m
−Fm)− z(Ŵ

m
−W m))Ŵ

m∗
= 0 ∀ Ŵ

m∗
(5.3)

Trouver F̂M,Ŵ M tels que :∫
Γ
(F̂M−FM)− zn(Ŵ

M−W M))Ŵ M∗ = 0 ∀ Ŵ M∗ (5.4)

Le problème (5.3) peut être résolu de la même manière que précédemment, soit point

de Gauss par point de Gauss. Il est toujours possible de paralléliser cette résolution.

Le problème (5.4) doit être résolu sur H
1/2

div (Γ), ce qui est équivalent à le résoudre sur

H1/2(Γ), en imposant la contrainte par un multiplicateur de Lagrange. Il y a autant de

contraintes que de sous-domaines, on associe donc un multiplicateur à chaque sous-

domaine, pour obtenir le nouveau problème d’interface pour les quantités macrosco-

piques : Trouver F̂M,Ŵ M,µE tels que : ∀ Ŵ M∗,µ∗E

∑
E∈E

∫
∂ΩE

((F̂M−FM)− zn(Ŵ
M−W M)) ·Ŵ M∗+

∫
∂ΩE

µEŴ M∗n0 ·n = 0 (5.5)

∑
E∈E

∫
∂ΩE

µ∗EŴ Mn0 ·n = 0 (5.6)
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Modification de la direction de recherche par interface Ici, l’équation des directions

de recherche est écrite de manière vectorielle, en effet la séparation d’échelle est définie

par le choix d’une normale par interface, notée n0. L’équation de flux fait intervenir n,

qui est la normale sortante au sous-domaine. Les produits scalaires n · n0 changent ainsi

de signe selon le coté de l’interface considéré. En considérant une interface en particulier

dans l’équation (5.5), on obtient le système suivant :

(F̂M−FM)− zn(Ŵ
M−W M)+µEmes(Γ)n ·n0 = 0

(F̂ ′
M
−F ′M)− zn(Ŵ ′

M
−W ′M)+µE ′mes(Γ)n′ ·n0 = 0

dans lequel on peut introduire la relation de comportement, et la convention n = n0 =−n′

pour aboutir à :

(F̂M−FM)− zn(Ŵ
M−W M)+µEmes(Γ) = 0

(−F̂M−F ′M)− zn(Ŵ
M−W ′M)−µE ′mes(Γ) = 0

Cas particuliers des conditions aux limites Dans le cas d’interfaces de conditions aux

limites, qui n’ont qu’un seul sous-domaine pour voisin, on obtient :

z−1
n (F̂M−FM)− (Ŵ M−W M)+µEmes(Γ) = 0

Pour les interfaces appartenant à ∂1Ω, Ŵ M est une donnée, dans le cas d’interfaces appar-

tenant à ∂FΩ, c’est F̂M. En pratique, on ne conserve qu’une inconnue dans le problème

macro, F̂M ou Ŵ M respectivement.

Interprétation Ici aussi, le problème macroscopique peut s’interpréter comme une mo-

dification des directions de recherche macroscopique. Cette modification concerne à la

fois les champs de vitesse et les champs d’effort, la méthode est donc entièrement multi-

échelle, nous la désignerons comme méthode MuS. La figure 5.4 illustre schématiquement

la modification des directions de recherche de la méthode MuS : les champs d’interface

sont recherchés dans un espace noté ΓMuS, la différence entre l’espace Γ et l’espace ΓMuS

étant uniquement au niveau des parties macroscopiques des champs. Si les directions

de recherche des parties macro sont maintenant globales, les parties micro sont toujours

traitées par des directions de recherche locales en espace.
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sn
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GMuS

FIGURE 5.4 : Méthode MuS : modification des directions de recherche

macro

3.2.1 Exemple

On note li = mes(Γi) la longueur de l’interface Γi. En reprenant l’exemple précédent

comportant deux sous-domaines, le problème matriciel s’écrit :




1 0 0 0 l1 0

0 1 −zn 0 −l2 0

0 −1 −zn 0 0 l2
0 0 0 −zn 0 −l3
0 0 l2 0 0 0

0 0 l2 −l3 0 0







F̂M
1

F̂M
2

Ŵ M
2

Ŵ M
3

µ1

µ2



=




z−1
n FM

1 +(Ŵ M
1 −W M

1 )
z−1

n FM
2 −W M

2

z−1
n F ′M2 −W ′M2

z−1
n (F̂M

3 −FM
3 )−W M

3

l1Ŵ M
d

0




Les champs d’interface solution de ce système s’écrivent :




F̂M
1

F̂M
2

Ŵ M
2

Ŵ M
3


=




FM
1 + zn(Ŵ

M
1 −W M

1 )−µ1l1
1
2
(FM

2 −FM
2′ )−

zn

2
(W M

2 −W M
2′ )+

µ1+µ2

2
l2

Ŵ M
d

Ŵ M
d




L’équilibre macroscopique des flux est respecté, et les multiplicateurs sont liés au défaut

de flux sur chaque sous domaine. L’information de flux est donc propagée de la même

manière qu’en utilisant la méthode de projection. Cependant, la partie macroscopique des

efforts est modifiée, ce qui propage en plus une information en effort. Cette double trans-

mission d’information assure un meilleur comportement à la méthode, comme l’illustrent
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FIGURE 5.5 : Méthode MuS : propagation de l’information à travers le

domaine en fonction des itérations

les exemples suivants. La figure 5.5 représente l’évolution des variables le long de la

ligne médiane pour les premières itérations. Pour ce calcul, L = 1 et on utilise 10 sous-

domaines. On remarque qu’il existe un gradient de pression dans chaque sous-domaine

et sur l’ensemble du domaine, contrairement à la méthode pMuS. Ceci est dû à la partie

macroscopique des efforts d’interface. La propagation d’information a maintenant lieu

sur tous les sous-domaines, à chaque itération.

3.3 Structure du problème macroscopique

Le problème macroscopique fait intervenir une inconnue par interface de condition

aux limites, et deux inconnues par interface interne. Chaque interface de bord apporte une

équation, et les interfaces internes, deux. Il y a de plus une équation supplémentaire par

sous-domaine. Soient nsd le nombre de sous-domaines, nie et nii le nombre d’interfaces

situées sur le bord de Ω et à l’intérieur. Le problème est donc de taille nMuS = nie + 2 ·
nii+nsd . La matrice du problème macroscopique est constitué par l’assemblage par blocs

des matrices Kz, Bµ et D correspondant respectivement aux équations sur les interfaces, à

la contribution des multiplicateurs de Lagrange et à la condition de flux nul sur le bord

des sous-domaines (figure 5.6). La matrice Kz est carrée (nie + 2 · nii)× (nie + 2 · nii),
tridiagonale et non symétrique, constituée des blocs

[
1 −zn

−1 −zn

] [
1
] [

zn

]
(5.7)

selon le type d’interface. Les matrices B et D sont rectangulaires de taille (nie +2 ·nii)×
nsd et nsd× (nie +2 ·nii) respectivement. La ligne i de B contient des zéros, sauf pour les

colonnes correspondant aux sous-domaines voisins de l’interface Γi. La ligne e de D est
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102 Problème macroscopique basé sur la conservation de masse au niveau global

KMuS=

nie+2nii nsd

Kz Bm
D 0

=

FIGURE 5.6 : Structure du problème macroscopique

aussi formée de zéros, sauf pour les colonnes correspondant aux interfaces appartenant à

∂Ωe. KMuS peut donc être construite simplement par une boucle sur les interfaces et sur

les sous-domaines, en utilisant le repérage préalable des ≪ voisins ≫.

3.4 Exemple à n sous-domaines

La méthode MuS assure la propagation d’une information à l’ensemble des sous-

domaines, à toutes les itérations. En effet, dès la première itération, l’équilibre des flux

est vérifié pour chaque sous-domaine. La partie macroscopique des efforts induit un gra-

dient de pression dans l’ensemble du domaine, ce qui n’était pas le cas avec la méthode

de projection a posteriori. Ceci permet de réduire le nombre d’itérations à convergence,

et surtout d’obtenir des taux de convergence indépendants du nombre de sous-domaines,

comme le montre la figure 5.7

3.5 Conclusion sur la méthode de décomposition de domaine

Sur un exemple aussi simple que l’écoulement de Poiseuille, seule la méthode MuS

incluant le problème macroscopique par restriction a priori de l’espace des parties ma-

croscopiques des champs de vitesse sur les interface possède la propriété d’extensibilité

numérique. Les équations de directions de recherche, qui sont les moins fiables, ont été

relâchées, pour imposer une équation au sens physique fort, l’incompressibilité. Ceci a

permis la prise en compte du caractère macroscopique à la fois en vitesse et en effort sur

les interfaces. Les parties macroscopiques des efforts contiennent l’effet d’une pression

macroscopique. En effet, si l’on considère le sous-domaine ΩE , sur chacune de ses in-

terfaces, les quantités F̂M contiennent le terme µEn · n0. À l’étape sur les sous-domaines

suivante, les efforts exercés sur ce sous-domaine contiendront donc un terme de pres-

sion uniforme sur le bord du sous-domaine −µEn. La méthode MuS tire tout le profit du
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FIGURE 5.7 : Convergence des trois méthodes : mono-échelle Mos,

projection pMuS et multi-échelle MuS

caractère mixte de la méthode de décomposition de domaine.

4 Remarques sur la méthode multi-échelle

4.1 Dépendance vis à vis des directions de recherche

En étudiant l’influence du paramètre zn sur le taux de convergence, on remarque qu’il

existe une valeur optimale - c’est à dire une valeur pour laquelle l’erreur est minimale,

pour un nombre d’itérations donné - pour chaque problème.

La méthode est testée sur le problème de Poiseuille, avec différentes valeurs de la

viscosité, de la vitesse imposée, ou de la distance entre les plans fixes et différents nombre

de sous-domaines. La figure 5.8 présente l’erreur obtenue pour 25 itérations, en fonction

d’un paramètre sans dimension, les directions de recherche étant homogènes à ρν/L. Dans

l’intervalle [5ρν/L,50ρν/L], la convergence est beaucoup plus rapide, ce qui permet de

choisir les directions de recherche dans la suite.

4.2 Initialisation

L’algorithme de résolution mono-échelle est initialisé par une solution de Γ, la solu-

tion nulle, hormis les conditions aux limites. On peut initialiser l’algorithme multi-échelle

de la même manière, dans ce cas, la première étape sur les sous-domaine sera identique

à celle effectuée en mono-échelle : les seules solutions non nulles seront sur les sous-

domaines situés contre une interface de condition aux limites. On peut également penser

à calculer une solution (Ŵ , F̂) qui soit solution du problème macroscopique. Cela re-

vient à initialiser l’algorithme par une solution de Ad (nulle), puis à réaliser une étape

sur les interfaces incluant le problème macroscopique. Celui-ci prend en compte les par-

ties macroscopiques des conditions aux limites. La première étape sur les sous-domaines
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FIGURE 5.8 : Erreur ηCR en fonction d’une direction de recherche sans

dimension

comporte alors un problème non trivial sur chaque sous-domaine : il s’agit de résoudre un

problème de Navier-Stokes avec des quantités d’interfaces macroscopiques uniquement.

4.3 Orientation des interfaces

Dans les exemples précédents, les interfaces de la décomposition de domaine sont

orientées selon des directions parallèles ou orthogonales à la direction principale de l’écou-

lement. Il est alors naturel de considérer un nouveau cas test, pour lequel les lignes

de courant sont orientées de manière quelconque par rapport aux interfaces. Pour cela,

considérons un domaine carré, au travers duquel on force un écoulement qui doit le tra-

verser selon sa diagonale. Les dimensions du problème sont données sur la figure 5.9.

Le carré est décomposé en 25, 49, ou 100 sous-domaines carrés , dont les cotés sont ho-

rizontaux et verticaux. On impose une vitesse horizontale parabolique sur les interfaces

d’entrée, dont la valeur maximale est Umax = 0.3m/s. La viscosité est fixée à ν = 0.2m2/s,

ce qui donne un nombre de Reynolds de Re = 30.

La figure 5.10 montre les champs de vitesse et de pression, les lignes de courant

et le profil de vitesse le long des interfaces de la décomposition de domaine, pour 100

sous-domaines, aux itérations 1 et 20. Dès la première itération, un écoulement traverse

tous les sous-domaines, et l’ensembles des interfaces porte un flux non nul. Les pro-

fils de vitesse dessinés ne sont pas continus, puisqu’il s’agit des champs Ŵ issus de
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l’étape sur les interfaces. À l’itération 20, les profils de vitesse sont continus. La figure

5.11 montre l’évolution de l’indicateur d’erreur en fonction des itérations. Pour les trois

décompositions utilisées, cette évolution est la même, démontrant la performance de la

méthode dans le cas d’interfaces inclinées par rapport à l’écoulement.

1m

0.2
m

sortie

entrée

v=0
1m

0.2
m

v=0

v=
0

v=
0

FIGURE 5.9 : Dimensions du problème

5 Exemple : écoulement autour d’un cylindre

L’étude d’un écoulement autour d’une section circulaire est un cas test répandu pour

l’évaluation des schémas numériques mis en œuvre. Il s’agit d’un exemple très docu-

menté dans la littérature, on pourra consulter par exemple les références suivantes : [16,

30, 55, 157, 179, 204]. Le nombre de Reynolds caractérise l’écoulement, et permet de dis-

cerner plusieurs régimes. À Reynolds faible, l’écoulement est laminaire, et les lignes de

courant restent attachées au cylindre. Pour un Reynolds plus élevé, les lignes de courant

se détachent du cylindre, et il se forme une zone de recirculation à l’arrière de celui-

ci. L’écoulement est toujours laminaire. Lorsque le nombre de Reynolds augmente en-

core, des tourbillons se détachent du cylindre. L’écoulement devient ensuite turbulent.

Ces régimes sont représentés sur la figure 5.12.

La géométrie du cas test utilisé ici est représentée sur la figure 5.13. Un cylindre

de diamètre D = 0.1m est placé dans un tunnel de hauteur H = 0.41m et de longueur

L = 2.2m. La vitesse de fluide est imposée à droite, selon une loi parabolique (5.8) dans

la direction horizontale, et nulle dans la direction verticale. La section de sortie est laissée

libre. En pratique, le choix d’une condition aux limites pour cette partie de la frontière n’a

que peu d’influence sur les résultats.

vd =Umax×
4y(H− y)

H2
ex (5.8)

La viscosité cinématique est ν = 10−3m2/s, et la densité ρ = 1kg/m3. Le nombre de Rey-

nolds est défini par Re = U∞D/ν, avec U∞ = 2Umax/3. Ces données sont choisies de
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106 Problème macroscopique basé sur la conservation de masse au niveau global

FIGURE 5.10 : Champs de pression et de vitesse calculés avec 100

sous-domaines, aux itérations 1 (en haut) et 20 (en bas)

0 10 20 30 40 50 itérations10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

100 sd
49 sd
25 sd

ind
ica

teu
r d

’er
reu

r h
CR

FIGURE 5.11 : Indicateur d’erreur en fonction du nombre d’itérations,

pour trois décompositions différentes
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Re<5 : écoulement laminaire attaché 5<Re<40 : formation de tourbillons

40<Re<90 et 90<Re<140 : détachement des tourbillons
l’allée de Von Karman est laminaire

150<Re<300 régime de transition turbulente
300<Re<3.105 écoulement turbulent

3 105<Re<3.5 106 régime de transition
la couche limite devient turbulente 

3.5 106<Re allée de Von Karman turbulente

FIGURE 5.12 : Schématisation des régimes d’écoulement en fonction du

nombre de Reynolds Re d’après [123]
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FIGURE 5.13 : Géométrie du cas test
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manière à comparer les résultats obtenus ici et ceux exposés dans [179].Les coefficients

de portance et de traı̂née sont définis à partir des efforts s’exerçant sur le cylindre :

cD =
2FD

ρDU2
∞

cL =
2FL

ρDU2
∞

5.1 Écoulement stationnaire autour d’un cylindre

Lorsque le nombre de Reynolds est suffisamment faible, l’écoulement est stationnaire

et laminaire. Pour ce premier exemple, il est fixé à Re = 20. Plusieurs décompositions du

domaine sont utilisées. La figure 5.14 montre la convergence de la méthode multi-échelle.

L’évolution de l’indicateur d’erreur LaTInηCR pour une résolution sans problème ma-

croscopique est affichée à titre de comparaison. La transmission d’information à chaque

itération permet d’obtenir des courbes de convergence proches pour les deux décompositions

employées. Les courbes sont en effet parallèles dans une première partie du graphique.

Leur pente est ensuite plus faible, et la convergence la plus lente correspond au plus

grand nombre de sous-domaines. Ceci peut s’expliquer par la présence de plus d’inter-

faces dans la zone de recirculation, où le motif local de l’écoulement n’est pas capturé par

le problème macroscopique.
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FIGURE 5.14 : Écoulement stationnaire autour d’un cylindre : indicateur

d’erreur en fonction des itérations

Les figures 5.15 et 5.16 montrent les résultats du calcul avec 22 et 88 sous-domaines

aux itérations 1 et 15 (pour laquelle ηCR ≤ 10−3). Les lignes de courant sont représentées

en surimpression du champ de vitesse, et le profil de vitesse est dessiné sur l’ensemble

des interfaces, en superposition du champ de pression. On constate que visuellement, il

n’existe plus de discontinuité entre les sous-domaines.
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FIGURE 5.15 : Champs de pression (haut) et de vitesse (bas) à l’itération

1
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FIGURE 5.16 : Champs de pression (haut) et de vitesse (bas) à l’itération

15
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Coefficients aérodynamiques Les coefficients calculés ici sont proches de ceux présentés

dans [179]. Le tableau 5.9 présente les valeurs numériques obtenues et celles prises

comme référence.

type de calcul cD cL ∆p lr
décomposition de 88sd 5.65 0.013 0.1183 0.85

domaine 22sd 5.64 0.015 0.12 0.85

référence
borne basse 5.57 0.011 0.12 0.85

borne haute 5.59 0.011 0.12 0.85

(5.9)

Les valeurs obtenues ici ont un écart relatif de quelques pour-cent avec les références.

6 Écoulement non stationnaire autour d’un cylindre

Lorsque l’on impose une vitesse plus importante, les tourbillons formés à l’arrière

du cylindre se détachent de celui-ci, de manière périodique. Un nombre de Reynolds

de Re = 100 est caractéristique de ce régime d’écoulement. Le problème est non sta-

tionnaire, et le paramètre de stabilisation SUPG doit être adapté pour tenir compte du

schéma d’intégration temporelle employé. À chaque pas de temps, le problème de Navier-

Stokes est résolu par la méthode multi-échelle proposée. Il s’agit donc d’une résolution

incrémentale, chaque problème est résolu jusqu’à convergence avant de passer au pas de

temps suivant.

L’intégration temporelle est réalisée par un schéma de Crank-Nicholson et l’expres-

sion du paramètre de stabilisation est :

τSUPG =

(
2

∆t
+

2||v||

h
+

4ν

h2

)−1

Le pas de temps employé pour les calculs présentés ci-dessous est de ∆t = 20ms, et les

conditions initiales correspondent au fluide au repos (v = 0, p = 0). Le débit à travers la

section d’entrée est progressivement augmenté de Umax = 0 à Umax = 1.5 sur une période

de 50 pas de temps. Le calcul est ensuite poursuivi pendant 7 secondes.

Le détachement tourbillonnaire caractéristique du régime d’écoulement considéré est

effectivement reproduit numériquement, comme le montrent les figures 5.17 et 5.18. La

première présente les champs de vitesse et de pression calculés à t = 8s, la seconde

l’évolution des coefficients aérodynamiques en fonction du temps. Les lignes de cou-

rant montrent clairement la présence de tourbillons dans le sillage du cylindre. La se-

conde figure montre que le lâcher de tourbillons est un phénomène pseudo-périodique,

après un régime transitoire jusqu’à t = 5s. On peut extraire un nombre de Strouhal de la

courbe 5.18. Celui-ci est défini à partir de la fréquence des oscillations du coefficient de

portance par :

St =
D f

2Umax/3
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En réalisant la transformée de Fourrier de l’évolution du coefficient de portance, on peut

évaluer le nombre de Strouhal à St = 0.293. L’écart par rapport à la valeur expérimentale

St = 0.29 ([179]) est de seulement 1%.

FIGURE 5.17 : Champ de vitesse à t=8s, avec 88 sous-domaines
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fonction du temps, avec 88 sous-domaines
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Chapitre 6

Interfaces mixtes pour l’interaction

fluide-structure

Ce chapitre présente la mise en œuvre des choix effectués au chapitre

3. Une méthode de domaine fictif est utilisée pour coupler le problème

d’écoulement et le problème de mécanique des milieux continus, en

utilisant des interfaces mixtes. La méthode est testée sur le problème

d’écoulement autour d’un cylindre, en utilisant un solide rigide

encastré, puis sur un problème d’écoulement partiellement obstrué par

un clapet.
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Dans ce chapitre nous détaillons le couplage entre un écoulement et un solide, le long

d’une frontière commune Γc. Le fluide occupe un domaine fixe noté Ω, dont la frontière

est notée ∂Ω. Le solide occupe un domaine mobile ω dont la frontière est Γc∪ ∂ω, avec

Γc∩∂ω = /0. Ces deux domaines peuvent se superposer, sur tout ou partie de leur étendue.

On note Ω+ la partie de Ω non recouverte par ω, et Ω− la partie recouverte par ω. La

figure 6.1 précise les notations utilisées au cours de ce chapitre.

W
GcdnW dfW

dw

w

FIGURE 6.1 : Schématisation d’un problème d’interaction

fluide-structure

1 Interfaces mixtes

Le couplage est traité de manière similaire à la méthode de domaine fictif [67, 198,

206], en utilisant des interfaces mixtes. Les interfaces de couplage possèdent donc les

mêmes champs que les interfaces parfaites reliant deux sous-domaines, c’est-à-dire un

champ de vitesse W et un champ d’effort F . Le domaine Ω+ est le la partie réelle de

l’écoulement, et Ω− sa partie fictive.

Ces interfaces mixtes sont utilisées pour imposer les conditions aux limites sur les

bords du maillage fluide au chapitre 4. Nous proposons ici d’étendre leur champ d’action

à l’imposition de conditions à l’intérieur du maillage fluide, le long de l’interface fluide-

solide. Elles représentent des conditions aux limites pour la partie réelle de l’écoulement,

le long d’une ligne qui n’est pas comprise dans le maillage. Pour simplifier, nous sup-

posons qu’il n’existe qu’un seul sous-domaine fluide sur lequel a lieu le couplage. Ceci

permet d’alléger les notations : Ŵ Γc
et F̂Γc

représentent les champs sur l’interface de cou-

plage. La majorité des algorithme de couplage utilisent une vitesse imposée par le solide

(Ŵ Γc
= Ŵ s). À partir des champs Ŵ Γc

et F̂Γc
sur l’interface fluide-solide, l’étape sur les

sous-domaines traversés par une interface de couplage doit être modifiée pour prendre en

compte cette interface supplémentaire.
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1.1 Étape sur un sous-domaine fluide

Nous décrivons ici les modifications apportées à l’étape sur les sous-domaines fluides

traversés par l’interface de couplage. Sur les autres sous-domaines fluides, cette étape

n’est pas modifiée, et nous renvoyons le lecteur au chapitre 4 section 3.2. Dans la suite,

l’indice E désigne les champs sur le bord du domaine Ω, et l’indice Γc
les champs sur Γc.

Puisqu’on ne considère qu’un sous-domaine de couplage, l’indice E est abandonné pour

les champs de pression et de vitesse.

En partant d’une solution (Ŵ E , F̂E) sur les interfaces composant le bord du sous-

domaine et de (Ŵ Γc
, F̂Γc

), on cherche une solution (v, p,W E ,FE ,W Γc
,FΓc

). Cette so-

lution doit vérifier les conditions d’admissibilité (4.14) (4.15-4.16) et les directions de

recherche :

(FE − F̂E)+ z(W E −Ŵ E) = 0 ∀x ∈ ∂Ω (6.1)

(FΓc
− F̂Γc

)+ z(W Γc
−Ŵ Γc

) = 0 ∀x ∈ γ (6.2)

Le problème s’écrit : Trouver (v, p) ∈ VE ×QE tels que ∀(w,q) ∈ VE ×QE :
∫

Ω+
w · (

∂v

∂t
+ v∇v)+2ν∇Sv : ∇Sw− p∇ ·w−q∇ · v dΩ (6.3)

+
∫

Ω−
w · (

∂v

∂t
+ v∇v)+2ν∇Sv : ∇Sw− p∇ ·w−q∇ · v dΩ (6.4)

+
∫

∂ΩE

zW E ·W
∗
E dS+

∫
Γc

zW Γc
·W ∗Γc

dS (6.5)

=
∫

∂ΩE

(F̂E + zŴ E) ·W
∗
E dS+

∫
Γc

(F̂Γc
+ zŴ Γc

) ·W ∗Γc
dS (6.6)

Remarque 11 : Partie fictive de l’écoulement La partie de l’écoulement

correspondant à Ω− est une partie fictive. L’écoulement qui s’y développe

n’a pas d’intérêt pour la simulation. Ainsi, certains auteurs [60] proposent

de retirer les nœuds de Ω− du calcul, réduisant ainsi la taille du problème.

Nous choisissons de les conserver, aux dépens du coût de calcul certes, mais

au bénéfice de la simplicité d’implantation : la connectivité du maillage ne

change pas, et la taille des matrices reste constante.

1.1.1 Calcul des intégrales sur Γc

La particularité des interfaces de couplage est que leur maillage n’est pas un sous-

maillage du sous-domaine fluide concerné. Ainsi, si pour les interfaces de décomposition

de domaine, le calcul des intégrales sur l’interface fait intervenir des calculs sur le bord

des éléments du sous-domaine, ce n’est plus le cas ici. La figure 6.2 illustre la différence

entre les interfaces parfaites internes au fluide et les interfaces de couplage utilisées pour

l’interaction avec le solide.
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W ^ F ^ 

F F'

W'W

W ^ F ^ 

W'W

F F'

FIGURE 6.2 : Interface mixte entre un sous-domaine fluide et un autre

sous-domaine fluide ou un solide

1.2 Mise en œuvre dans un code C++

Comme cela est fait pour les interfaces de décomposition de domaine, on doit donc

fournir aux objets interfaces de couplage des matrices permettant d’effectuer le pas-

sage des maillages fluide et solide aux quantités d’interface, et de calculer l’intégrale

de ces dernières. Ces matrices sont calculées à partir de la matrice d’un problème de

minimisation : Connaissant u, Trouver U sur Γc et u sur Ω réalisant le minimum de

Ep(U ,u) =
∫

Γc
||U−u||2 dS revient à résoudre le problème matriciel :

[
A B

BT C

][
u

U

]
= 0

Bien sûr ce problème n’admet par une solution unique pour U donné. Au contraire, pour

u donné, il existe une solution unique, déterminée par :

U = M−1C−1BT u = Nu (6.7)

Avec M la matrice d’intégration sur l’interface. Les quantités d’interface étant constantes

par élément, c’est une matrice diagonale contenant les mesures des éléments. On possède

dès lors une expression du lien entre U et u, vecteurs contenant les valeurs nodales de U

et u.

Matrice de rigidité liée aux directions de recherche Le calcul de la matrice du problème

6.3 est effectué par la librairie LMTpp pour ce qui concerne les intégrales sur Ω. Il faut

ensuite ajouter les contributions des interfaces. Nous avons vu au chapitre 4 que ces contri-

butions intervenaient au second membre, et sous forme d’une matrice de rigidité pour les

degrés de liberté d’interface. Le formalisme est ici le même, et les interfaces de couplage

donnent lieu à des matrices de rigidité de la forme :

KΓc
= NT ·M ·N (6.8)
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Remarque 12 : Fonctions génériques pour le calcul des matrices de

trace La librairie LMTpp permet d’effectuer ce calcul très simplement,

puisqu’il s’agit d’obtenir la matrice ≪ de rigidité ≫ du problème de mini-

misation. Celle-ci est la somme des contributions de chaque élément de Γc.

Ainsi, pour un type d’élément d’interface et un type d’élément sur le sous-

domaine fluide, la dérivation symbolique permet d’obtenir une expression

générique des termes de cette matrice, en fonction de la position des nœuds

de chaque élément. On dispose alors d’une fonction par paire d’éléments

(interface/sous-domaine) permettant de calculer les matrices BT et C.

Réduction du coût numérique Les matrices de passage N doivent être calculées à

chaque changement de position du domaine solide. Leur calcul implique l’appel d’une

fonction sur chaque élément d’interface, qui balaie les éléments du domaine fluide. La

matrice générée est de taille n f ×ni, avec n f et ni le nombre de nœuds des maillages fluide

et d’interface, respectivement. Le maillage fluide étant potentiellement relativement fin au

voisinage de l’interface, la taille de la matrice N peut être conséquente. Le calcul de la

matrice KΓc
de rigidité associée à la direction de recherche sur l’interface n’est donc pas

envisageable à chaque assemblage du problème fluide. Nous choisissons donc de stoker

cette matrice, mais le temps nécessaire à l’assemblage reste important. Ce coût numérique

peut être grandement réduit, en ne retenant que les nœuds du maillage fluide intervenant

effectivement dans le calcul de la matrice N. Ainsi, sa taille est réduite à ñ f ×ni, et celle

de KΓc
à ñ f × ñ f au lieu de n f × n f . L’assemblage dans la matrice de rigidité du sous

domaine est alors effectué en utilisant le repérage des nœuds fluide ayant servi au calcul

de N. La figure 6.3 illustre ces propos.

N M

NT

nf

ni

N M

NT

ñf

ni

fluide fluideinterface interface

coût numérique réduit

FIGURE 6.3 : Réduction du nombre de nœuds utilisés lors des calculs

d’interface
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1.3 Choix des directions de recherche

Les directions de recherche, qui sont, rappelons-le, des paramètres de la méthode de

décomposition de domaine, sont le reflet de l’influence des sous-domaines voisins sur

l’interface considérée. Dans le cas d’une interface parfaite entre deux sous-domaines du

même milieu, les directions de recherche sont choisies identiques sur les deux côtés d’une

interface. Pour les interfaces portant les conditions aux limites, elles sont choisies de

manière à imposer les données du problème. Cette latitude dans le choix des directions

de recherche permet de traduire un comportement différent de chaque côte d’une même

interface dans le cas du couplage. Sur le côté correspondant au fluide, on choisit une di-

rection de recherche identique aux interfaces à vitesse imposée. Sur le côté correspondant

au solide, on choisit la direction de recherche comme pour les interfaces à effort imposé.

1.4 Repérage des interfaces

Les interfaces de couplage ont un côté en commun avec un domaine (ou sous-domaine)

fluide et l’autre avec un domaine solide. Ce dernier est décrit dans un formalisme la-

grangien, ce qui permet à chaque instant de connaı̂tre sa position. Cette information est

partagée avec le côté de l’interface correspondant, dont on peut ainsi actualiser les in-

formations de maillage. Cette description lagrangienne de l’interface est utilisée pour

construire une fonction level-set sur le domaine fluide situé de l’autre côté. Cette fonction

ne sert qu’à distinguer les parties réelles et fictives de l’écoulement, et est actualisée à

chaque pas à partir de la position de l’interface. En effet, l’utilisation d’une équation de

transport pour l’interface est impossible. Dans les schémas partitionnés pour le couplage

fort, le champ de vitesse sur l’interface est déterminé itérativement. Il ne peut pas être

utilisé pour déplacer la fonction level-set pendant la procédure itérative, puisque celle-ci

a lieu à un pas de temps fixé. Il pourrait par contre servir pour calculer la position de

l’interface au pas de temps suivant. La position de la structure, et par conséquent de l’in-

terface est connue à chaque itération. Il suffit donc de contruire une fonction distance à

cette interface sur le maillage fluide. La figure 6.4 illustre l’actualisation de la fonction

distance φ sur le maillage fluide.

f=0.05
f=0.15
f=0.25
f=0.35

f=0.05
f=0.15
f=0.25
f=0.35

configuration initiale configuration déformée

solide

fluide

FIGURE 6.4 : Actualisation des lignes de niveau sur le maillage fluide
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2 Solide en grandes transformations

Dans un problème d’interaction fluide-structure, ce sont les déformations du solide

qui modifient le domaine sur lequel s’étend l’écoulement. Hormis dans le cas de solides

très élancés, une modification importante du domaine fluide, est donc engendrée par une

déformation du solide en contradiction avec l’hypothèse des petites perturbations. Nous

exposons ici rapidement la formulation du problème solide, en dehors du cadre HPP.

2.1 Description du mouvement

Soit C0 la configuration initiale du matériau, dans laquelle une particule X occupe

la position X . Après déformation, la particule occupe la position x dans la configura-

tion Ct . La configuration C0 est également appelée configuration non déformée, et, sauf

spécification contraire, sert de configuration de référence CR . La configuration Ct est

appelée configuration déformée, ou configuration courante. La description matérielle ou

description lagrangienne choisit la configuration initiale comme référence pour la des-

cription du mouvement (CR = C0 ). Le mouvement est décrit par la fonction φ : x = φ(X , t)

2.2 Mesures des déformations

Les mesures des déformations sont basées sur le tenseur gradient de déformation F :

dx = FdX , soit F = ∇
X

x. Ce n’est cependant pas une mesure des déformations, en effet

pour un mouvement de solide rigide (x = R X + c), il n’est pas nul (F = R) alors que le

mouvement ne produit aucune déformation.

Les tenseurs des déformations de Green-Lagrange et d’Euler-Almansi décrivent les

déformations dans les configurations de référence et déformée, respectivement :

Green-Lagrange : E =
1

2
(FT ·F− I)

Euler-Almansi : e =
1

2
(I−F−T ·F−1)

2.3 Mesures des contraintes

Trois mesures des contraintes existent : le teneur des contraintes de Cauchy, σ, le

tenseur de contrainte nominal, P et enfin le second tenseur de Piola-Kirchhoff, S.

Leur utilisation dépend de la configuration choisie pour décrire les efforts et les nor-

males. La figure 6.5 précise les notations utilisées. Soit P un point du domaine, situé sur

une surface de normale n et de mesure dΓ. Les efforts sur cette surface et la normale à

cette surface sont reliés par les tenseurs des contraintes. Dans la configuration courante,

la relation s’écrit avec le tenseur des contraintes de Cauchy σ :

f = dΓt = n σdΓ (6.9)
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P0 P

configuration initiale, W0

n0

f

dG0 dG

n

f

F-1f

configuration courante, W

FIGURE 6.5 : Vecteurs forces et normales

Le transport de cette relation dans la configuration de référence donne, avec P le tenseur

des contraintes nominales :

f = dΓ0t0 = n0 PdΓ0 (6.10)

Attention, le tenseur P n’est pas symétrique, et la relation est valable uniquement avec le

vecteur normale à gauche. Le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff est défini

par :

F−1 f = dΓ0F−1t0 = n0SdΓ0 (6.11)

En écrivant que n=F n0 et dΓ= JdΓ0, on obtient les relations entre les différents tenseurs

de contraintes :

σ = J−1F S FT = J−1F P

S= JF−1σ F−T = P F−T

2.4 Relation de comportement

La réponse de matériaux élastiques soumis à de grands déplacements ou de grandes

transformations peut être modélisée par une loi de comportement de Saint Venant - Kirch-

hoff, qui est une généralisation de l’élasticité linéaire au cas des grandes transformations.

L’énergie potentielle élastique est donnée par :

W int =
1

2
λ(Tr(E))2 +µTr(E2) = S : E (6.12)

La contrainte est donnée par :

S= λTr(E)I +2µE (6.13)
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2.5 Formulations Lagrangiennes

Les deux formulations lagrangienne et lagrangienne réactualisée diffèrent par la confi-

guration de référence choisie pour écrire le principe des puissances virtuelles. Ce choix

conditionne les tenseurs à employer pour décrire les déformations et les contraintes.

La formulation lagrangienne s’écrit sur la configuration initiale, avec le tenseur de

Green-Lagrange et le second tenseur de Piola-Kirchhoff. Le système obtenu est non-

linéaire, à cause de la non-linéarité des tenseurs.

Les formulations lagrangiennes réactualisées écrivent le principe des puissances vir-

tuelles non pas sur la configuration initiale, mais sur une configuration de référence plus

proche de la configuration déformée. Le choix pour CR n’est pas unique, on peut choisir

la configuration déformée Ct (inconnue, que l’on approche par itérations) ou la dernière

configuration connue Ct−1. C’est le choix que nous faisons dans la suite.

Les différentes configurations sont indicées 0 pour la configuration initiale C0 , 1 pour

la configuration de référence dans laquelle on écrit l’équilibre CR =C1 et 2 pour la confi-

guration déformée C2 =Ct (voir la figure 6.6).

2.5.1 Principe des puissances virtuelles

Le principe des puissances virtuelles s’écrit, dans la configuration C1 :

∫
Ω1

S : E∗ dΩ1 =
∫

Ω1

f ·u∗ dΩ1 +
∫

∂Ω1

t ·u∗ dΓ (6.14)

E∗ est le tenseur test des déformations de Green-Lagrange réactualisé :

E∗(2
1φ) =

1

2

(
∂X∗2
∂X1

T ∂X2

∂X1

+
∂X2

∂X1

T ∂X∗2
∂X1

)
=

1

2

(
∂u∗

∂X1

T

+
∂u∗

∂X1

+
∂u

∂X1

T ∂u∗

∂X1

+
∂u∗

∂X1

T ∂u

∂X1

)

S est le second tenseur de Piola-Kirchhoff réactualisé :

S=1
0 σ+2

1 S

avec : 1
0σ =C 1

0e =
1

2
C

(
I−

∂X0

∂X1

T ∂X0

∂X1

)
et : 2

1S=C 2
1E =

1

2
C

(
∂X2

∂X1

T ∂X2

∂X1

− I

)

Linéarisation du tenseur de Green-Lagrange Dans le cas où C1 et C2 sont proches,

on peut faire l’hypothèse de linéarité en u = X2−X1 pour le tenseur des déformations de

Green-Lagrange entre les états 1 et 2 :

2
1E =

1

2

(
∂X2

∂X1

T ∂X2

∂X1

− I

)
≃

1

2

(
∂u

∂X1

T

+
∂u

∂X1

)
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Dérivations spatiales La formulation lagrangienne réactualisée fait intervenir des dérivées

par rapport à X1, il est plus simple en pratique de dériver par rapport aux coordonnées de

l’élément de référence, et de multiplier par le jacobien de la transformation ξ 7→ X1(ξ, t),
voir figure 6.6.

temps t

x

y

x2

x1
0

2

1

élément de référence, W

X1(x)

X2=f(X,t)

X2(x,t)

0
2

1

configuration
de référence, W1

0

2
1

configuration courante, W2

FIGURE 6.6 : Relations de composition pour dériver

2.6 Formulation Lagrangien total et réactualisé dans LMTpp

À partir de l’expression (6.14), et des expressions des tenseurs test de Green-Lagrange

et de Piola-Kirchhoff, les formulations en Python s’écrivent de manière intuitive. En La-

grangien réactualisé, il faut cependant actualiser la position de la structure, et donc inter-

venir également au niveau de la résolution du problème, dans la partie C++.

Algorithme de Newton Le problème (6.14) est non linéaire. Il est résolu par un algo-

rithme de Newton tangent. Il faut remarquer que ce problème n’inclut pas les conditions

aux limites sur ∂ω, l’assemblage des directions de recherche doit avoir lieu à chaque

itération de Newton, puisque la matrice de rigidité est recalculée.

La figure 6.7 compare les courbes effort-déplacement obtenues avec la formulation

lagrangienne, les hyptohèses HPP et la solution analytique [26] dans le cas d’une poutre

en compression.

3 Algorithme partitionné pour le couplage

Coupler deux problèmes, l’un posé sur le milieu fluide et l’autre sur le solide, sans

se préoccuper de la manière dont ils seront résolus, permet d’envisager tout type d’algo-

rithme de couplage partitonné : faible [53, 201] ou fort [202, 201, 102, 119]. La particula-

rité de notre approche est de pouvoir utiliser une méthode de décomposition de domaine
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FIGURE 6.7 : Courbes effort-déplacement pour une poutre en

compression axiale (crédit : K. Saavedra)

multi-échelle pour résoudre la partie fluide, et des interfaces mixtes pour assurer le cou-

plage. Afin de simplifier l’exposé de la méthode, considérons le couplage entre une struc-

ture solide et un domaine fluide, ainsi Γc est une unique interface, alors que dans le cas

où l’un au moins des domaines physiques est décomposé, Γc est constitué de l’ensemble

des interfaces de couplage Γci j entre le sous-domaine fluide ΩEi et le sous-domaine solide

ΩE j.

Dans un premier temps la structure est résolue de manière directe, sans décomposition

de domaine. Cela permet de considérer indifféremment des solides rigides ou subissant de

grandes transformations. L’algorithme de couplage choisi n’est cependant pas restrictif,

et une méthode de décomposition de domaine peut être envisagée pour le solide.

Le problème d’équilibre pour le solide s’écrit : Trouver u tel que∫
ω
S(u) : E∗ dΩs =

∫
ω

f ·u∗ dΩs +
∫

∂ω
t ·u∗ dΓ+

∫
Γc

F̂ f ·u
∗ dΓ (6.15)

Soit sous forme matricielle, après discrétisation par éléments finis :

Ksu = Fs,ext +NsMsF̂s (6.16)

avec la condition de Neumann : F̂s =−Ff

Le problème d’équilibre pour le fluide s’écrit :

K f (v)

(
v

p

)
= Ff ,ext
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avec la condition de Dirichlet : Ŵf =Ws

L’algorithme de couplage est constitué des pas suivants :

– résoudre le problème fluide, avec la condition Ŵf =Ws :

K f (v)

(
v

p

)
= Ff ,ext +N f M f Ff (6.17)

Ff = F̂f + z
s
(Wf −Ŵf ) (6.18)

– calculer les champs sur l’interface fluide-solide :

F̂−Ff + z(Ŵf −Wf ) = 0 (6.19)

F̂−Fs + z(Ŵs−Ws) = 0 (6.20)

– résoudre le problème solide, avec les efforts F̂s =−Ff :

Ksu = Fs,ext +NsMsFs (6.21)

Fs = F̂s + z(Ws−Ŵs) (6.22)

– actualiser la position du solide ω et de l’interface Γc :

dn+1 = µdn+1 +(1−µ)dn (6.23)

– si la convergence est atteinte, passer au pas de temps suivant

Choix de la base macroscopique pour le couplage Dans le schéma choisi, les échanges

de champs entre solide et fluide ont lieu du solide vers le fluide pour la vitesse et du fluide

vers le solide pour les efforts. Le solide agit donc comme une condition aux limites en

vitesse pour le fluide. Il est donc possible d’extraire la partie macroscopique de la vi-

tesse de l’interface Γc pour l’injecter dans le problème macroscopique pour le fluide.

Réciproquement, il sera possible, pour la méthode de décomposition de domaine solide,

d’extraire les résultantes et moments le long de Γc, qui sont les parties macroscopiques

des champs d’effort intervenant dans le problème macroscopique.

4 Exemples

4.1 Écoulement autour d’un cylindre

Le problème exploité au chapitre précédent pour illustrer les performances de la méthode

de décomposition de domaine est réutilisé ici pour tester le transfert de champs par les

interfaces mixtes de couplage. Ceci permet de plus de comparer les solutions obtenues

en considérant le problème comme un problème d’écoulement seul (méthode MuS), ou

comme un problème d’interaction avec un solide rigide (méthode MuS+FSI).
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128 Interfaces mixtes pour l’interaction fluide-structure

Dans le cas d’un écoulement stationnaire, la procédure de couplage avec un solide ri-

gide immobile se résume à imposer une vitesse nulle sur l’interface de couplage. Les

figures 6.9 et 6.8 comparent les résultats obtenus après 50 itérations de la méthode de

décomposition de domaine, pour les méthodes MuS et MuS+FSI. On peut constater que

l’allure générale des champs de vitesse et de pression est identique dans les deux cas. Les

différences sont concentrées sur les éléments bordant l’interface Γc, et sont dues à l’uti-

lisation d’interpolations continues. C’est un des inconvénients classiques de la méthode

de domaine fictif, qui peut être traité par un enrichissement local des interpolations, par

exemple X-FEM [60].

FIGURE 6.8 : Champs de pression. Méthode MuS en haut, méthode

MuS+FSI en bas

FIGURE 6.9 : Champs de vitesse. Méthode MuS en haut, méthode

MuS+FSI en bas

Remarque 13 : Domaine fictif On peut constater que la décomposition uti-

lisée avec la méthode MuS+FSI est bâtie de telle sorte qu’il n’y ait pas d’in-

terfaces de décomposition de domaine dans la partie fictive de l’écoulement.

Ainsi, l’indicateur de convergence n’est pas influencé par ce qu’il s’y passe.
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4.1.1 Précision des résultats

Pour évaluer la précision des résultats obtenus avec la méthode de couplage, nous

comparons les coefficients aérodynamiques avec ceux obtenus au chapitre précédent,

lorsque le cylindre était une frontière du domaine fluide. En utilisant la même partition

du domaine, on peut ainsi évaluer l’erreur introduite par l’utilisation de la méthode de

domaine fictif pour imposer une vitesse nulle sur le bord du cylindre. Le tableau 6.24

présente les résultats obtenus. On peut constater que la précision est moins bonne avec

la méthode de domaine fictif, mais que les résultats obtenus sont globalement bons. Les

éléments utilisés au voisinage de l’interface ont néanmoins une taille deux fois inférieure

pour la méthode MuS+FSI, comme le montrent les maillages dessinés sur la figure 6.10.

type de calcul cD cL ∆p lr
MuS 88sd 5.65 0.013 0.1183 0.85

MuS+FSI 88sd 5.70 0.018 0.1186 0.80

référence

borne basse 5.57 0.011 0.12 0.85

borne haute 5.59 0.011 0.12 0.85

(6.24)

MuS+FSI

MuS

FIGURE 6.10 : Maillages utilisés à proximité de l’interface. MuS+FSI

en haut, MuS en bas

4.2 Écoulement partiellement obstrué par un clapet

Considérons un écoulement entre deux plans parallèles, partiellement obstrué par un

clapet. Le clapet est supposé avoir un comportement élastique.La vitesse sur l’interface

d’entrée est choisie de manière à conserver un nombre de Reynolds faible (de l’ordre de

10), pour assurer un écoulement stationnaire.

Cet exemple permet de valider les procédures décrites ci-dessus : couplage par le biais

d’interfaces mixtes, choix des directions de recherche, actualisation des matrices de trace

N et algorithme itératif de couplage. La figure 6.11 trace l’évolution du déplacement de

l’extrémité du clapet en fonction des itérations de l’algorithme de couplage. Rapidement,

une configuration proche de la configuration d’équilibre est atteinte. La figure 6.12 montre

la configuration déformée à convergence. Sur le solide en configuration déformée est

affichée la contrainte de Von Mises, et sur la partie réelle de l’écoulement, le champ de
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vitesse (en module). La variation de position du solide entre la configuration initiale et la

configuration déformée est importante. Il faut donc estimer a priori la zone dans laquelle

celui-ci se trouvera, de manière à raffiner le maillage fluide à cet endroit. Un maillage

sous-jacent trop grossier dégraderait en effet la solution.

La résolution de la partie fluide par décomposition de domaine impose une étape

supplémentaire lors de l’actualisation des matrices de trace N sur les interfaces. En fonc-

tion du déplacement du solide, certains éléments de Γc sont en effet situés ≪ au des-

sus ≫ d’un sous-domaine qui n’est pas le même que dans la configuration initiale. Cela

revient à considérer l’interaction de chacun des sous-domaines fluides avec la partie de

l’interface de couplage qui lui correspondait uniquement. La figure 6.13 illustre ceci : la

portion du solide ayant traversé une interface de la décomposition du domaine fluide n’est

pas prise en compte dans le couplage. L’actualisation des objets interface de couplage est

donc plus longue, puisqu’il faut mettre à jour les différentes parties Γci j de Γc.
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dé
pla

ce
me

nt 
ho

riz
on

tal

0

0.5

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0 2 4 6 8 10 12 14

FIGURE 6.11 : Déplacement de l’extrémité du clapet en fonction des

itérations de couplage

5 Conclusion

La méthode de domaine fictif testée ici en combinaison avec des interfaces mixtes

peut donner de bons résultats. Il faut cependant employer un maillage fluide fin au niveau

de l’interface et dans le cas d’une interface mobile, cela alourdit considérablement les

calculs. Dans le cadre d’un schéma de couplage partitionné, l’augmentation du temps de

résolution du problème fluide se cumule au fur et à mesure des itérations. Nous pensons

donc qu’il faudrait réexaminer l’hypothèse de grands déplacements de la structure pour

décider de l’amélioration à apporter au problème d’interface. Cette amélioration peut être

envisagée par exemple sous forme d’un enrichissement local qui permettrait d’utiliser
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FIGURE 6.12 : Configuration à convergence (itération 13)

configuration initiale

FIGURE 6.13 : Calcul avec actualisation partielle des interfaces
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des éléments plus grossiers, parce qu’ils incluent la discontinuité sur l’interface. On peut

également penser à adopter une méthode ALE pour les sous-domaines concernés par le

couplage.
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La motivation initiale de ce travail de thèse vient du besoin de simulations réalistes de

la tenue de réservoirs composites. Les modèles aptes à de réelles simulations prédictives

intègrent nécessairement les principaux mécanismes de dégradation des matériaux em-

ployés. Pour les composites stratifiés utilisés de façon de plus en plus massives par l’in-

dustrie aéronautique, ces mécanismes ont une taille caractéristique inférieure au dixième

de millimètre.

De nombreux travaux dans ce domaine ont été menés au laboratoire, tous utilisent et

adaptent une méthode de décomposition de domaine mixte. Ce type de méthode permet

en effet la conduite de calculs volumineux, en exploitant l’architecture parallèle des cal-

culateurs modernes. Ces travaux ont permis d’obtenir des codes dédiés particulièrement

performants, par exemple pour la simulation multi-échelle du délaminage [104].

Les défis posés pour nous par la simulation de réservoirs en composite sont multiples.

La complexité du problème lui-même et les difficultés liées d’une part à la simulation des

fluides et d’autre part aux problèmes d’interaction fluide structure sont les principaux défis

pour des non-spécialistes. Le pari à l’origine de la thèse est qu’il était possible de propo-

ser et d’implanter une méthode multi-échelle efficace, basée sur les outils développés au

laboratoire. En effet la méthode de décomposition de domaine mixte utilisée au labora-

toire possède a priori des atouts pour la simulation d’écoulements incompressibles, qui

sont des problèmes mixtes. L’intérêt pour nous étant d’utiliser des formalismes voisins et

donc des outils voisins, même si des méthodes probablement plus performantes ont été

développées par les spécialistes. Les interfaces portant à la fois des champs de vitesse

et d’effort étaient également a priori adaptées pour les problèmes d’interaction fluide-

structure.

Nos travaux ont donc été orientés selon deux axes principaux, concernant respecti-

vement la résolution d’un problème fluide par décomposition de domaine et la prise en

compte de l’interaction de l’écoulement avec une structure.

Le fait de ne pas avoir encore travaillé sur les fluides constituait bien évidemment

un obstacle considérable et une partie importante du travail a consisté à assimiler et à

programmer dans un environnement logiciel avancé des outils et méthodes classiques

dans le domaine. Nous proposons alors une méthode de décomposition de domaine pour

les écoulements incompressibles de fluides visqueux possédant deux attributs originaux.

Cette décomposition est tout d’abord inspirée de la méthode LaTIn, dont elle reprend la
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stratégie itérative de résolution. Le caractère du problème étant très différent des problèmes

traités par la méthode LaTInjusqu’alors (élasticité, plasticité, viscosité), il nous a fallu ap-

porter plusieurs modifications à la méthode. En particulier, nous avons vu que la sépara-

tion des difficultés traditionnellement effectuée doit être adaptée pour tenir compte du ca-

ractère non-linéaire des équations de Navier-Stokes. Le formalisme itératif de recherche

de la solution est néanmoins conservé, avec la construction de deux espaces dont l’inter-

section est la solution du problème.

Le problème macroscopique utilisé en élastostatique n’est pas valable dans notre cas.

En effet, il est basé sur l’équilibrage des efforts macroscopiques, qui introduit une cor-

rection de la solution sur les sous-domaines. La non-linéarité des problèmes par sous-

domaine rend impossible cette correction. Nous proposons un problème macroscopique

original basé sur la condition d’incompressibilité de l’écoulement. Ainsi, paradoxalement,

cette hypothèse qui ajoute une difficulté numérique au problème devient un atout pour la

convergence de la méthode de décomposition de domaine .

Les premiers travaux sur le couplage fluide structure en décomposition de domaine

sont plus récents et moins aboutis. Cependant un certain nombre d’outils ont été dévelop-

pés qui ont permis d’obtenir des résultats prometteurs. Nous abordons le couplage par une

méthode de domaine fictif, permettant d’envisager sans difficulté de grands déplacements

de la structure. Son implantation a permis de démontrer sa faisabilité. Néanmoins, la

finesse de la discrétisation du milieu fluide nécessaire à proximité de l’interface contribue

à augmenter les temps de calcul.

Il est alors nécessaire d’envisager une partition du domaine fluide y compris dans la

zone d’interaction. Dans le cas de grands déplacements de la structure, on peut se poser

la question de la pertinence d’une discrétisation fine dans toute la zone potentiellement

concernée par le couplage. De plus, pour les applications envisagées les déplacements

avant rupture restent petits. Une partie des choix effectués dans ce chapitre sur le traite-

ment du suivi des interfaces vont sans doute être amenés à évoluer de façon à assurer une

précision satisfaisante des efforts d’interface.

Les perspectives ouvertes par ce sujet nouveau au laboratoire sont nombreuses. D’un

point de vue strictement numérique, la stratégie de décomposition de domaine proposée

permet de réaliser un grand nombre d’opérations en parallèle. Le code éléments finis doit

donc être parallélisé, ce qui contribuera grandement à réduire les temps de simulation,

jusqu’ici effectuée de manière séquentielle. Seul le problème macroscopique n’est pas,

en l’état, parallélisable. Si l’on considère sa taille très réduite comparée aux problèmes

sur les sous-domaines, l’emploi d’un solveur direct n’est pas un handicap. Le découplage

des échelles proposé permet en effet de réaliser les résolutions aux échelles micro et ma-

cro en parallèle. Les calculs à de l’étape sur les interfaces peuvent ainsi être distribués

sur plusieurs nœuds. Bien évidemment l’extension au 3D des outils est nécessaire mais

l’expérience avec les méthodes pour les solides a montré qu’il n’y a pas là de points

bloquants.

Ces différents aspects feront l’objet de travaux ultérieurs et nous espérons que les ef-

forts faits pour intégrer l’ensemble des outils dans la plate-forme LMTpp permettront as-

Thèse d’Étienne Vergnault - Vers une approche multi-échelle pour l’interaction fluide-structure



Conclusion 135

sez rapidement de proposer des outils et méthodes permettant de simuler de façon efficace

et précise le comportement jusqu’à rupture de pièces composites dans un environnement

pour partie fluide.

Bien qu’assez spécifiques de nombreuses demandes industrielles dans ce domaine

existent, la complexité des phénomènes mis en jeu, tant au niveau physique que numérique

en fait un terrain particulièrement propice à des travaux de recherches. Les problèmes

d’interaction fluide-structure ne se limitent pas loin de là, à la problématique abordée ici,

et il n’est pas impossible que cette thèse ouvre pour le laboratoire un terrain de recherche

fertile dans le futur.
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