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Introduction

La méthode scientifique, qui choisit, explique,
et ordonne, admet les limites qui lui sont
imposées par le fait que I'emploi de la méthode
transforme son objet, et que par conséquent la
meéthode ne peut plus se séparer de son objet.

HEISENBERG

Les moteurs de recherche aujourd’hui

EPUISquelques années, I'Internet, et le Web en particulier, obt de profondes transfor-
mations liées a de multiples changements d’ordres de guantieujours plus de données
sur toujours plus de machines sont accessibles a toujawssljhternautes. L'économie électro-
nigue s’est également développée, et ce qui n’était hierlpsentreprises commerciales qu’une
simple vitrine expérimentale est devenu, souvent au pegshis malheureux, un secteur écono-
mique a part entiere. Ces mutations ont généré de nouvealpoctaments aussi bien au niveau
des internautes que des administrateurs de site.

Du cété des internautes, le probléme qui est apparu corssaeperer au milieu des mil-
liards de pages disponibles. Lutilisatdlambdaveut avoir les moyens d’accéder a toutes les
ressources offertes par le Web, et les méthodes habitabegyation par hyperliens a partir
d’un portail, connaissance de la bonne adresse par des mey#a-Web) ne suffisent plus.

Du cété des sites se pose le probleme symétrique de la it&iklh site, si bien congu soit-il,
n'a de valeur que s'’il est fréquenté, tel I'arbre qui tombegda forét. Ce probleme de la visibilité
a de multiples facettes, qui sont les mémes que pour la Mi&idans le monde réel. La visibilité
du site personnel de Monsieur Durand est pour lui 'ass@raegouvoir étre connu ou contacté
par les personnes qui le désirent. La visibilité d’un siteawercial représente de I'argent. Etre
plus visible que ses concurrents permet d’acquérir uneeieuglientele a leurs dépens, ce qui,
dans un marché encore limité mais en pleine expansion, estamdition quasi-nécessaire de
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10 INTRODUCTION

survie.

Si les deux problémes de I'accessibilité et de la visib#ibit symétriques, ils ne font pas
forcément bon ménage. Si un internaute veut manger des psnsm@rincipale préoccupation
va étre de trouver des pages Web qui parlent de pommes, woisnendent. De son coté, le
site d’'un amateur de poires va vouloir se faire connaitreigketnaute mangeur de pommes, si
possible avant gu’il n’ait trouvé un site de pommes, pouagssde le faire changer d’avis et de
le convertir a la poire.

Les moteurs de recherche ont pour but premier d’assurerdé&sibilité d’'un maximum de
pages Web aux internautes. Concrétement, parmi le plus ghaixipossible de pages, le moteur
doit renvoyer les pages répondant aux besoins de l'intéznae besoin étant exprimé au travers
d’'unerequéte Mais ils sont de fait devenus aussi le principal média dibite pour les sites.

Ce placement stratégique, a la croisée de l'internaute etejdast du moteur de recherche la
piece maitresse du Web actuel, et il n’est pas étonnant dgweila sociét€&oogle qui possede
— a ce jour — le quasi monopole du secteur des moteurs de mwharst maintenant cotée en
bourse.

Connaitre le Web

Une des premieres qualités pour un moteur de rechercheaatidune base de données
conséquente, autant d’'un point de vue quantitatif que dauntgle vue qualitatif. Dans la partie
| nous nous proposons de mettre en évidence la problémajicriposent ces bases de données
constituées par les moteurs de recherche.

Nous commencons tout d'abord par tenter de définir le Webugecgmme nous allons le
voir lors du chapitre 1, n’est pas aussi facile qu'on potteapenser de prime abord. Ceci fait,
nous pourrons au cours du chapitre 2 étudier ces sous-elesetbNeb que sont lesawls Les
crawls sont naturellement munis d’une structure de grapbenqus détaillerons lors du chapitre
3. Nous essaierons en particulier de mettre en perspeetive@tiele du nceud papillon, dont les
conclusions sont trop souvent mal interprétées, et noudrarons I'existence d’'une trés forte
organisation en sites des pages Web liée a I'arbre de déaitmopales URLs. Nous verrons en
particulier que la structure canonique des sites permealdeler en temps linéaire une bonne
approximation d’'une certaine décomposition en sites dhapige du Web.

Trouver les bonnes pages

Plus que la taille de sa base de donnée, c’est la facon donbteunde recherche va s’en
servir qui va déterminer son efficacité. Alors que pour urpiéte donnée, la base de données
va souvent contenir quelques dizaines de milliers de pagaeptibles de fournir une réponse
adaptée, l'internaute va rarement aller au delaldesu 20 premiéres réponses renvoyees par
le moteur. Il est donc nécessaire d’opérer un tri parmi Ipsmées possibles afin d’extraire, de
maniere automatique, les quelques pages les mieux ada@piéesrequéte donnée.
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INTRODUCTION 11

Les moteurs de recherche de premiere génération utilisdésmeéthodes de pertinence lexi-
cale et sémantique afin de réaliser ce tri: les premieresspagwoyées étaient celles qui, du
point de vue de l'analyse sémantique, se rapprochaienuke g# la requéte. Mais assez vite,
le classement par pertinence a été dénaturé par le besoisibdite des sites. Beaucoup de
sites se sont mis a étoffer le contenu sémantique de leues@atiaide de techniques plus ou
moins rusées et plus ou moins honnétes, par exemple en gygahala page de texte blanc sur
fond blanc. Trés souvent, au lieu d’étre renvoyé sur lesphageplus pertinentes, l'internaute se
retrouvait alors sur des pages qui n'ont rien a voir avec gaéte, mais dont la volonté d’étre
visible est tres grande.

Pour contrer ces techniques, de nouvelles méthodes derrlassont été introduites, dans le
but d’inférer I'importance des pages Web a partir de la stinecde graphe formée par les pages
connues. C’est I'une de ces familles de méthodes de classdp®eRageRanks, qui sera étudiée
dans la partie Il.

Le chapitre 4 rappellera quelques bases théoriques surd@ses de Markov, et développera
plus particulierement certains liens entre la théorie daplges et celles des processus stochas-
tiqgues nécessaires a une bonne compréhension du PageRattiafie 5 sera I'occasion de
présenter un bestiaire quasi-exhaustif des algorithnassigues de PageRank. Nous présente-
rons en particulier une vision du PageRank unifiée en termmedfirétation stochastique, et
mettrons en évidence les point communs, différences, agastet inconvénients des différentes
méthodes.

Enfin, au cours des chapitres 6 et 7, nous présenterons g@geddgorithmes de PageRank
originaux dont nous pensons qu'’ils peuvent apporter dedi@amions significatives aux algo-
rithmes existants.

L'algorithme BackRankconc¢u au départ pour modéliser I'utilisation de la touBlaek pos-
sede quelques effets secondaires intéressants, commenvezgence plus rapide que les algo-
rithmes classiques et 'absence de problemes liés a l@istde pages sans lien.

FlowRankest un algorithme qui essaie de prendre en compte de mameréefréle des
pages internes, des pages externes et du floapeans un calcul exact du PageRaBlowRank
est une adaptation pratique BlwRankinspirée d’'un autre algorithme de calcul décomposé du
PageRank.

Tous ces algorithmes sont autant d’outils potentiels gyant but de faciliter I'arbitrage entre
accessibilité et visibilité, mais ils permettent aussieéasre une meilleure idée des mécanismes
qui entrent en jeu lorsque I'on veut modéliser un comporterachastique sur le Web.

Publications

Voici la liste a ce jour des publications de mes travaux. PMatMV02, MV03b] corres-
pondent aux travaux sur les graphes du Web qui sont a la balsepdetie | de ce mémoire.
[BMO3, MB04] sont quant & eux le point de départ du chapitre & ¢comme [MV03a, MV04]
pour le chapitre 7. Les travaux de classification des PageR#unkhapitre 5 ainsi que les ana-
lyses détaillées des algorithmBsickRanket BlowRanksont trop récents et n‘ont pas encore

11



12 INTRODUCTION

fait I'objet de publication. Enfin, [MR04] est un rapport deherche sur une modélisation des
problemes de téléchargement dans les réseaux pair-aajpainhjointement avec Julien Reynier.
C’est un sujet prometteur, mais qui a encore besoin de migst pourquoi je I'ai simplement
mis en annexe (Annexe C page 159).

Tous ces documents sont téléchargeables sur

http://www.lirmm.fr/“mathieu
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Chapitre 1

Qu’est-ce que le Web ?

Je parlerai par exemple de I'Esprit et du « dé-
miurge » en me gardant bien de définir trop pré-
cisément ce que j'entends par la: parce que je
ne sais pas clairement. .. Dans cet état affreux de
notre ignorance, faut-il vraiment définir si préci-
sément?

RémyCHAUVIN, la Biologie de 'Esprit

1.1 Genese du Web

Sources Une histoire de réseaux [Gen04].

ERSle début des années 1960, alors que dans le ciel passait wiguaun oiseau qu’on
V appelait Spoutnik), les Etats-Unis décidérent de mettrpaint une forme de réseau dé-
centralisé capable de résister a une attaque nucléaireéjuirdit un ou plusieurs de ses centres
nerveux. C'était 'année soixante-deux.

Quelques années plus tard, ce projet est dedRPANET Nous sommes en 1969 et quatre
universités américaines sont reliées par ce réseau d’'wepbnouveau. A partir de ce moment,
ce réseau n'a cessé de grossir et d’évoluer, jusqu’a deverju’on appelle aujourd’hui Inter-
net!, c’est-a-dire un formidable réseau de réseaux.

1. Le terme Internet a été introduit, semble-t-il, en 1974, Yincent Cerf et Bob Kahn. Notons au passage
gue internet et Internet ne veulent pas dire la méme chose! é5t un nom commun désignant une structure de
méta-réseau, I'autre est un nom propre pour LE méta-régédisant le protocole TCP/IP.
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18 Chap. 1 — QY'EST-CE QUE LEWEB ?

En 1972, la chartUP (AcceptabldJsePolicy) interdit a toute structure commerciale de se
connecter sur le réseau.

En 1984, le cap de 1000 machines est franchi &H&N(Centre européen de recherche nu-
cléaire) rejoint Internet. Six ans plus tard, en 1990, adies le nombre d’ordinateurs connectés
atteint les 300 000, le plus grand site Internet au mondeeadst du CERN, futur berceau du
Web, un vaste ensemble mondial de documents dits hypestektieypermedias distribués sur
Internet.

Cette méme année 1990, I'AUP cesse d’exister, ouvrant laavoequi deviendra quelques
années plus tard Bulle Internet

En 1991, Tim Berners-Lee du CERN introduit le concept de WorldaNiVeb (www), que
I'on traduit parfois en frangais par Imile. Le World Wide Web est la partie d’Internet ou la
méthode de navigation est 'HyperTexte, et le protodutp (HypefText TransfertProtocol).

La philosophie thttp réside dans les liens ditg/pertextegjui relient les pages entre elles et
qui permettent de naviguer quand on les sélectionne. Or gdark Web » — avec une majus-
cule — méme s'il s’agit en réalité du « World Wide Web » ou « W3 ».

1.2 Une définition du Web

A l'origine, comme nous venons de le voir,\\debétait caractérisé a la fois par un protocole
(le http) et un langage (ladtml, Hypermext MarkupLanguage), le premier servant a diffuser des
« pages » (des fichiers) écrites dans le second, et integprdtecoté client par des navigateurs
Web Browsers.

De nos jours, on peut se poser des questions sur la validaétteedouble caractérisation :

e Le html est un langage facile & apprendre permettant d’écrire desntents structurés
et reliés entre eux par des hyperliens. De fait, il n’est pitilssé aujourd’hui exclusive-
ment a traversttp, et on le retrouve sur de nombreux autres supports (CD-ROM)-DV
ROM...) a des fins aussi nombreuses que variées (docunoenmtatiseignement, encyclo-
pédie, aide...).

e Afin de délivrer du contenu multimedia, ldtp est prévu pour servir tout type de fichier.
Images, sons, vidéos, textes sous divers formats, arctexésutables...sont ainsi ac-
cessibles grace au protocdidp, dans un esprit plus ou moins éloigné de la conception
originelle de navigation hypertexte. Cette tendance au t«tip » aboutit a des situations
parfois paradoxales. Ainsi, pour transférer des fichie@n(e gros), il existe une certaine
tendance a délaisser le protocole adéqudtfld-ile TransfertProtocol) au profit denttp.
Comme le montre le tableau £,1il semble que les fichiers traditionnellement transférés
parftp le soient maintenant par pair-a-pair, mais ausshpigr(par exemple, la plupart des
serveurs de téléchargementssderrceforge.nesont sousttp).

2. Un grand merci a Philippe Olivier et Nabil Benameur, derpaoiavoir

18



1.3 — ACCESSIBILITE DUWEB 19

e Certains documents qui ne sont pas des docuniémigpermettent une navigation par hy-
perliens : documents propriétaires (Acrobat PDF, Flaghou.nouveaux langageSvML,
XML...).

Année| http ftp p2p
2001 | 13 % 10 % 35%
2002 | 14 % 2% 50 %
2004 | 20 % | négligeable| 65 %

TAB. 1.1 —E volution des traficsittp, ftp et p2p(en pourcentage du volume)

On entrevoit la difficulté de trouver une « bonne » définitianvileb. Par un souci de sim-
plicité plus que tout autre chose, tout au long de ce mémuings continuerons a définir le Web
selon sa double caractérisation initiale. Ainsi, nous depmnsWebl'ensemble des documents
écrits enhtml et disponibles sur Internet par le protocbkp. Nous sommes conscients du ca-
ractére extrémement restrictif de cette définition, maé$qons travailler sur un ensemble bien
défini et largement étudié plutdt que de rechercher une sxiidé dont il n’est pas dit qu’elle
puisse étre atteinte.

1.3 Accessihilité du Web

A Tintérieur du Web que nous venons de définir se pose maamiele probléme de la visi-
bilité et de I'accessibilité des pages. Que pouvons-voMebet comment y accéder? Plusieurs
structurations du Web basées sur ces questions de vésililéccessibilité et d’indexabilité on
éte proposees.

1.3.1 Profondeurs du Web

Michael K. Bergman, en 2000, propose la métaphore de la pdefanpour distinguer les
différentsWebgBer00]. On distingue ainsi :
The Surface Web : la surface duNeh selon Bergman, est constituée de I'ensemble des pages
statiques et publiquement disponibles.
The Deep Web : a I'inverse, leWebprofond consiste en des sites web dynamiques et des bases
de données accessibles par interface Web.
Cette vision duNebreste assez manichéenne. Danny Sullivan [Sul00] propaséoisieme
sorte deWeh The Shallow Weh constitué par exemple de pages dynamiques publiquement
disponibles, comme celles denternetMoviesDataBase http://www.imdb.com), OU encore
celles du sitewttp://citeseer.ist.psu.edu/.

3. Pour rester fidéle a I'analogie de Bergman, on pourraiuira Shallow Welparespace prochele préfére le
terme demarécagequi traduit assez bien I'effet de cette zone du Web sur laslers.
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20 Chap. 1 — QY'EST-CE QUE LEWEB ?

1.3.2 Visibilité du Web

Chris Sherman et Gary Price proposent dans leur ouvidgelnvisible WeldSP0O1] une
approche basé sur la visibilité par les grands moteurs derele. L'équivalent dSurface Web
est chez Sherman et Price 'ensemble des pages indexéesspapteurs de recherche. Selon
eux, le reste du Web se décompose alors en 4 catégories::

The Opaque Web : les pages qui pourraient étre indexées par les moteursquaige le sont
pas (limitation d’'indexation du nombre de pages d’un siteégdience d’'indexation, liens
absents vers des pages ne permettant donc pas un crawling).

The Private Web : les pages webs disponibles mais volontairement excludspaebmasters
(mot de passe, metatags ou fichiers dans la page pour queokedwinoteur ne l'indexe
pas).

The Proprietary web : pages accessibles seulement pour les personnes algdjirsttanets,
systéme d’identification. ..). Le robot ne peut donc pas ¥dec

The Truly Invisible Web : contenu qui ne peut étre indexé pour des raisons technifaes
exemple, format inconnu par le moteur, pages générées dynament (incluant des ca-
racteres comme? et &). ..

1.3.3 Web accessible

Chacune des deux approches que nous venons de voir a segasagttaes inconvénients.
S'il est vrai que la définition de Bergman est assez séduigdhte c6té, un Web statique acces-
sible par clics, de I'autre un Web dynamique atteignablgueinent par requétes), elle ne décrit
pas de maniére réaliste le Web actuel. L'approche de Shegtrfarice, a savoir une discrimina-
tion selon I'indexabilité par les moteurs de recherchepkst souple, mais n'associe a mon avis
pas toujours les bonnes causes aux bons éffets

Une troisieme approche, utilisée par [BB98, HHMN99, Dah(8il, tine sorte de synthese
des modéles cités a I'instant. C’est le modéle du \Aetessible

Définition 1
Le Web accessible est I'ensemble des pages Web susceptidtlespointées par un hyperlien.
Plus précisément :
e Ceci est équivalent a considérer comme faisant partie du \6edsaible toute page ac-
cessible simplement en tapant la bonne adresse (égalegsghée par le terme URL,
Uniform Ressourcé. ocator[BMC94]) dans un navigateur.

e Les pages dynamiques ne possédant pas de variable cadtwiea-dire dont les éven-
tuelles variables sont transmises dans 'URL, font parti&\ei accessible.

4. Par exemple, I'ensemble des pages dynamiques accsessibfrlishttp://www.liafa.jussieu.fr/
~fmathieu/arbre.php[GLMO02] devrait logiqguement appartenir au Wepaque alors que la catégorisation de
Sherman et Price semble les destiner a étre complétemésiblav. .
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1.4 — INTERMEZZO: LA PAGE QUI POINTAIT VERS TOUTES LES PAGES 21

Par convention, nous allons exclure certaines pages de aéfinition du Web accessible :
e Les pages d’erreur renvoyées par un serveur (erdexegar exemple) ;
e Les pages dont I'accés par des robots est interdit pabbots . txt ;

e Les pages protégées par login et/ou mot de passe (mémerselogiot de passe peuvent
étre donnés dans 'URL).

Cette définition a bien évidemment elle aussi ses défautexXeanple, elle ne prend pas du
tout en compte le probléme des doublons (comment considérer pages au contenu stricte-
ment identique — par exemple deux URLSs correspondant au méhierfphysique ?), ni celui
de la dynamicité temporelle des pages et de leur contenus{go#ie I'accessibilité de la page
d’accueil d’'un journal ? L'accessibilité d’'une page quiveie I'heure et la date ?). En toute ri-
gueur, nous devrions ainsi parler de Web accessible a uanirtstet accepter d’identifier une
page a son URL malgré les redondances inévitables. Méme b@amicoup de zones d’ombre
persistent. Ainsi, certains administrateurs mal intemi&s ne renvoient pas le méme contenu se-
lon que le demandeur de la page soit humain ou non, afin de érolegpmoteurs de recherche;
d’autres renvoient des pages adaptées au navigateué gidid’internaute ; d’autres encore vé-
rifient que l'internaute est bien passé par la page d’acewaiit de naviguer a I'intérieur du site,
et le renvoie a la page d’'accueil si ce n’est pas le cas; enfiause des problemes de routage,
il est tout a fait possible qu’a un instahtun serveur soit tout a fait visible d’une adresse IP et
inaccessible d’'une autre. En plus de l'instadbivent donc étre aussi définis 'adresse d’ou est
émise la requéte ainsi que toutes les informations traesngians la requétstp.

1.4 Intermezzo: la page qui pointait vers toutes les pages

Au cours d’une discussion avec Jean-Loup Guillaume et Matthatapy, dans ce haut lieu
de la recherche scientifigue qu’est la salle de la machindé& akors que nous polémiquions
abondamment sur le modéle doeud papillorproposé par Brodest al. [BKM T00]°, une idée
farfelue est tombée du gobelet: et si nous mettions en plaegage Web capable de pointer
vers toutes les autres?

Apres avoir été d’'abord écrite par Matthieu Latapy, doritrggris le code, c’est une version
un peu améliorée de la page initiale qui est maintenant dibfsurhttp://www.liafa.
jussieu.fr/~fmathieu/arbre.php [GLMO2].

Le principe de cette page est celui d’'une machine a écrirplutft d’'une machine a cliquer.
Pour atteindre une page donnée, il suffit de cliquer segsetine a une, I'adresse obtenue étant
gardée en mémoire grace a une variable passée en parametrEURL. La page vérifie dy-
namiquement si cette adresse a un sens (si elle fait parti@etuindexable), et si c’est le cas,
un hyperlien est inséré vers cette adrésta figure 1.1 est une capture d’écran dedme qui
pointe vers toutes les pagad’ceuvre. Aux limitations de longueur d’'URL pres (et aux bugs

5. Voir la section 3.2 page 36.
6. La page qui pointe vers toutes les pagisne aussi le PageRank de Google (note de 0 a 10) quand il est
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22 Chap. 1 — QU'EST-CE QUE LEWEB ?

% Tout le Web - Graphe du Web - Mozilla Firefox 2= _ [of x|

Fle Edit View Go Bookmarks Tools Help

& -8 ) B htp//wwviafa jussieu bre. phpzpr p:/ freusuelirmm. fr/ =]

- RO QO - | @ WA » |

¥ Tout le Web - Graphe du Web |\'Q]Recherche Google: raton laveur | (x]
Tout le Web

A partir de cette page, vous pouvez construire, caractére par caractére, n'importe quel URL. A chaque fois que vous
cliquez sur un caractére ci-dessous, celui-ci s'ajoute a la fin de la suite de lettres déja construit. A chaque étape, la page
contiendra un lien vers cette suite de lettres. Si celle-ci est un URL valide, on obtient de cette fagon un lien vers la
page correspondante. On peut done atteindre absolument n'importe quelle page Web a partir de la page initiale.

Vous avez pour l'instant construit : http://www.lirmm.fr/

Cette page a l'air d'exister, et Google lui attribue une note de PageRank de 7 /10. Vous pouvez cliquer sur le lien ou
ajouter un caractére en cliquant ci-dessous.

Tous les caractéres (attention : vous pouvez construire avec ces caractéres des mots qui ne respectent pas la syntaxe
du HTML et done peuvent produire des effets indésirables...) :

Supprimer le demier caractére...

Tout effacer...

Retour 4 la page principale...

[oone I ==

FiG. 1.1 —Capture d’écran déa page qui pointe vers toutes les pagagpleine action

de gestion des caractéres d’échappement qui n’ont pasecéécorrigés), le réle de la page, a
savoir étre reliée par hyperliens a virtuellement touteepdigWeb indexable, est atteint.

Cette page est avant tout ludique, mais elle permet de presedrelistances quant a bon
nombre d’idées recues:

e Le but premier de cette page était de porter une petite pigoieeclinterprétation qui est
généralement faite du modéle du noeud papillon, et il a étérjsgatteint.

e Elle permet de prendre avec un minimum de recul toutes lemafions sur la structure du
Web. Aprés tout, je peux affirmer connaitre une partie du Webviton 256" pages,
a un facteurl0'° prés, oln est le nombre maximal de caractéres que peut contenir une
URL". Ce résultat, de loin supérieur a toutes les estimations tdlladu Web avancées

disponible. Elle ne fait pas encore le café, hélas.
7. Le protocole HTTP 1.1 ne spécifie pas de taille maximaleRLcf [FGM™99]). n est donc a priori aussi
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jusqu’a présent (voir section 2.2), permet aussi d'affirqueziques statistiques étonnantes :

— Le degré moyen dWeb que je connaisst de257 — ¢, e étant une perturbation due
auxvraiespages. De plus, contrairement a tout ce que I'on pensaiistiakilition des
degrés ne suit pas une loi de puissance, mais ressemble ineDigac.

— Il existe une composante fortement connexe davi¢ele que je connaigt toute page
duWeb que je connaisppartient de maniére quasi-certaine a cette composante.

Bien sdr, il ne faut pas prendre ces résultats pour argent temipJe serais le premier a
juger suspicieux un article affirmant queWebfait plus d’'un gogol de pagésou que les dis-
tributions a queues lourdes n’existent pasplege qui pointe vers toutes les pagesst qu’une
idée du samedi sofrqui a été mise en application et j’en suis parfaitement denscMais elle
a l'avantage de nous montrer en pleine lumiere I'immensit&b accessible (et en particulier
I'impossibilité de I'indexet?) et de nous inciter a bien comprendre que tous les résuitats s
fiants que I'on peut avoir sur M/ebportent en fait sur des crawls qui représentent une parténfim
duWeb indexablen terme de nombre de pages.

Pour en conclure avec determezzpprécisons qu’en terme de théorie de l'information, nous
doutons que Ipage qui pointe vers toutes les pageses pages dynamiques valent plus que les
guelques lignes de code qui se cachent derriere.

grand que I'on veut. Dans les faits, chaque serveur a unteliimée, de I'ordre de quelques kilo-octets. D’ailleurs,
il fut un temps ou envoyer une URL de plus 8lko était une facon efficace de planter un sentésrr. .

8. Le gogol est un nombre valan®'®. Il n’honore pas I'écrivain russe Nicolas Gogol (1809-1858ais a été
choisi en 1938 par le neveu du mathématicien américain Etitassner (1878-1955), Milton, alors 4gé de 9 ans.
Notons qu’en anglais, gogol se dit. .. googol ! Le nom du a&éhoteur de recherche est directement dérivé du nom
inventé par Kassner, il existe d'ailleurs un contentieuxeeGoogle et les héritiers de Kassner. Enfin, signalons que
le nombre représenté par wrsuivi d'un gogol de) s’appelle gogolplex.

9. J’'emprunte ce conceptidée du samedi soid Michel de Pracontal. C'est « le genre d’idées dont les cher-
cheurs discutent parfois pendant leurs heures de loiains,tsop les prendre au sérieux »I(lPOSTURE SCIENT#+
FIQUE EN DIX LECONS legon 7).

10. Pour fixer les idées, en faisant un parcours en large@mgk qui pointe vers toutes les pagesison de 10
pages par seconde, il faudrait environ 100 millions d'asrgeir arriver a écrirénttp://free.fr. Quant a I'adresse
http://www .lirmm.fr, 'Age de l'univers est largement insuffisant pour qu’unatotuisse la trouver uniguement
en parcourant l@age qui pointe vers toutes les pages
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Chapitre 2

Chalutiers et tailles du Web

Le monde est de taille moyenne.
Michel HOUELLEBECQ Lanzarote

La taille ne fait pas tout. La baleine est en voie
d’extinction alors que la fourmi se porte bien.

Bill VAUGHAN

Il faut cacher la profondeur. Ot ¢a? A la surface.
Hugo vonHOFMANNSTHAL

M AINTENANT que nous avons défini un cadre sur lequel travailler (le Welessible), la
guestion de savoir quels objets nous allons étudier se pase point vue mathématique,
le Web accessible peut étre infini dénombrable — selon la RA® FBGM99] — ou fini —
car il n’existe qu’un nombre fini de serveurs et que chacurs¢us une taille limite d’URL.
Il répond en tout cas a une certaine définition physiciennéim@i, qui est celle que nous
utiliserons ici:grand devant le nombre d’atomes de l'univeke Web accessible contient en
effet beaucoup de nids de pages quasi-infinis. La page qoteweers toutes les pages, bien
sr, mais aussi des serveurs mal configurés, ou méme desaiteserciaux qui essaient, en
créant unanfinité de pages, d’augmenter leur PageRank (voir partie 1l sectionpage 136).
Pour donner une exemple concret, lors de la présentatioeudeaiticleExtrapolation methods
for accelerating PageRank computatidit$iMGO03b], les auteurs ont raconté comment une de
leur expérience a été perturbée par un site allemand qupa@c@0 % des pages qu'’ils avaient
indexées. Vérification faite, le site en question était t& gornographique qui espérait grace a
une infinité de pages étroitement reliées entre elles amdon classement dans les moteurs de
recherche (principe dd3ee For All, aussi appelé&rm linksou pouponniéres
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26 Chap. 2 — GIALUTIERS ET TAILLES DU WEB

En conclusion, il est impossible d’'indexeut le Web accessible, de méme que parler de sa
taille n’a plus de serls En I'absence d’accés physique aux serveurs, les seulegéstangibles
gue nous ayons a notre disposition sont donaclasvls c’est-a-dire les zones du Web effec-
tivement découvertes, et éventuellement indexées, paemtesprises commerciales (moteurs
de recherche) ou des institutions publiques. L'objet delapitre sera de définir précisément
les crawls, de donner des ordres de grandeurs, et de voir dans quelleanksst possible de
comparer desrawlsou de mesurer une certaine qualité.

2.1 Les chalutiers du Web

Lescrawleurs ouspiders ouagentssont les chalutiers qui parcourent le Web afin de générer
ces morceaux de Web appet&awls Il y a deux principaux types de crawleurs: les crawleurs
statiques et les crawleurs dynamiques. Le principe de asusrhwleurs statiques est le méme:
a partir d'un ensemble de pages initial, ils analysent IggeHiens contenus dans ces pages, es-
saient de récupérer les pages pointées par ces hyperlieissiede suite, pour récupérer ainsi
une partie sans cesse croissante des pages du Web acc€dsiojee page n’estpriori récupé-
rée qu’une seule fois, et on arréte le procédé quand on elgtimement voulu (suffisamment de
pages récupérées, croissance devenue negligeable. .ciawkstatiqueque I'on obtient alors
est constitué de:

e un ensemble de pages connues, qui est la réunion de I'ersemtidl et de I'ensemble
des pages découvertes;;

e un ensemble de pages indexées, sous-ensemble de celuiggsscpanues constitué des
pages effectivement parcourues par le crawl ;

e un ensemble d’hyperliens issus des pages indexées etqoista les pages connues.

Un crawleur dynamique, lui, n’est pas prévu pour s’arrétetis pour parcourir perpétuelle-
ment le Web et revisiter périodiguement les pages qu’il agau [APCO03].

Ce que nous appelons crawleur est en fait I'ensemble des mdygiciels et matériels per-
mettant de réaliser un crawl. Qu’est-ce qui va faire qu’'lawdeur va produire un certain crawl
et pas un autre?

La date a laquelle le crawl démarre.
L'ensemble des pages de départ.
La stratégie d’exploration des nouvelles pages (dans qdet oécupérer quelles pages?).

Les limitations techniques : bande passante, capacitéodkagfe et de traitement, temps
disponible. ..

1. On remarquera que si, il y a quelques années, estimetléadai\Web était un sujei la mode(voir [BB98,
Mur00, LG98, LG99, Ber00Q]), plus personne ne s'y aventuguéiedeux ans, et le point de vue évoqué ici semble
aujourd’hui partagé (voir notamment [Dah00, EMTO04]).
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2.1 — LES CHALUTIERS DUWEB 27

Ceci est valable pour tous les types de crawleurs, méme sipasiiquement, seules les
stratégies d’exploration et les limitations techniquegejat un réle important pour les crawleurs
dynamiques.

2.1.1 Création de 'ensemble des pages initial

Il va de soi que le choix d’un bon ensemble de départ est fordtahpour I'efficacité d’'un
crawleur. Pour des raisons commerciales, il est difficilebténir les ensembles de départ des
grands moteurs de recherche. Beaucoup de gens s’accorgemdeat pour estimer que les
grands moteurs de recherche utilisent:

e un sous-ensemblaen choiside I'ensemble des pages obtenues par les crawls précédents

[CGMP98]. Les pages d’accueil daanuaires en particulier, semblent étre des candidats
de choix pour faire partie de 'ensemble initiale [Cra] ;

e des nouvelles pages soumises par I'un des nombreux progédé&erencemengxistants
(parfois payants) ;

e il est possible que soient également utilisées quelqudmitpees plus ou moins rusées
pour découvrir des nouvelles pages, comme analyser leslésgserveurs Web, ou essayer
de remonter I'arbre des URLs des pages « isolées » (rumewrsunéifférentes pages du
sitehttp://www.webrankinfo.com).

Pour conclure avec le choix de 'ensemble initial, signalgne c’est cet ensemble qui dé-
termine en grande partie la structure de nceud papillon draphe du Wel{voir section 3.2
page 36).

2.1.2 Stratégies d’exploration

Un crawleur idéal qui pourrait récupérer et traiter une itéinle pages par unité de temps
n'aurait pas de souci pour obtenir tout le Web théoriqueratietgnable par hyperliens a partie
de I'ensembile initial. Toutes les méthodes de parcoursussttiden largeur ou en profondeur par
exemple) aboutiraient & un méme résultat optimal. Mais flawlers réels sont limités par leur
bande passante, leur capacité de traitement ainsi que |lbraeate requétes par serveur et par
minute, qui doit tenir compte autant des regles de politgasedu risque d’étre banni.

Toutes ces contraintes font que, a un instant donné, on pastderer qu’il existe une li-
mite finie au nombre de pages qu’un moteur de recherche gréatsndexer, et il semble que
ce nombre ait toujours été, quelque soit le moteur de rebberonsidéré, assez inférieur aux
estimations finies du Web Indexable [Ber00, LG98, LG99, HHMNBB98].

Chaque moteur possede donc une barriére physique au nompagee qu’il peut indexer.
Par exemple, pour et d’apres Google, cette barriere estiden4 milliards de documents. La
stratégie d’exploration (couplée avec le choix de I'endemtbitial) va décider quels seront ces 4
milliards de pages, et donc dans une large mesure quelléasgualit€ d’un crawl. Un moteur

2. Au sens vague...
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28 Chap. 2 — GIALUTIERS ET TAILLES DU WEB

de recherche dont les agents se perdraient dans les poapEsei autregages qui pointent vers
toutes les pagemurait sGrement peu de succes. C’est pourquoi certains nsptemmeAltaVista

et Teoma évitent la pratique dibeep CrawF, alors que d’autres, comme Google, répertorient
les pouponnieres dans une liste noire.

La stratégie peut aussi modifier négativement la barriare dioteur de recherche, si elle ne
cherche pas a optimiser les ressources disponibles. Papixea cause de la limite du nombre
de requétes par site, la bande passante prise par I'explodtun serveur est souvent minime
devant la bande passante disponible, d’ou la quasi-né&elskplorer plusieurs serveurs en pa-
rallele. Pour les mémes raisons, il vaut mieux toujoursrawoserveur rapide parmi les serveurs
gue I'on est en train de questionner.

Toutes ces contraintes « physiques » prises en compte, tingdis principalement deux
philosophies dans les stratégies d’exploration connues.

e Traditionnellement, les moteurs de recherche employaemible-t-il une exploration de
type parcours en largueuyrles pages découvertes en premier étant explorées prierita
ment (sous réserve des contraintes décrites ci-dessus) [BRM

e Des méthodes d’exploration inspirées des marches aléste@ développent également
(voir [HHMN99] et, dans une certaine mesure, la stratégez=dyde [APC03]). Ces mé-
thodes présentent I'avantage de récupérer plus facilelegepages importantes au sens du
PageRank [HHMN99], voire d’estimer le PageRank de maniéramiyaque [APCO03]. Les
liens entre PageRank et marche aléatoire seront développéde! la partie 1.

2.2 Tailles et évolutions des crawls

Maintenant que le concept de crawl a été grossierementexplnous allons donner quelques
statistiques sur les ordres de grandeur considérés lofsquearle de crawl pour les principaux
moteurs de recherches.

2.2.1 Selon les organisateurs

Ces données ont pour la plupart été obtenues sur [etsite //searchenginewatch. com/.

La figure 2.1 présente les tailles revendiquées des cinqumsotke recherche milliardaires
a la date du 2 septembre 2003. Si on étudie I'évolution rdseedes différents moteurs de
recherche, on peut distinguer plusieurs grandes péricalésualeversement, qui correspondent
a des périodes de compétition intense entre les moteursyuaeses du Crawkont représen-
tées en détalil figure 2.2. Chacune de ces guerres s’est sadédepou les vainqueurs par le
franchissement d’une barre psychologique.

Entre décembre 1997 et juin 1999 a lieu la premguerre du Craw| a l'issue de laquelle
AltaVista dépasse la barre des 150 millions, talonné degmaéslorthernLight (figure 2.2(b)).

3. LeDeep Crawlconsiste a essayer de récupérer le maximum de pages wehtd'dosné.
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Fic. 2.1 —Nombre de pages revendiquées par différents moteurs dercbeha la date du 2
septembre 2003

La deuxiemeguerre du crawl(septembre 1999 — juin 2000) est marquée par un match serré

entre Altavista et AllTheWeb, qui se conclut par la victofrerasante de. .. Google, qui va se
développer jusqu’a dépasser le milliard et demi de pagesdiguées, ce qui impose un nouveau
standard (figure 2.2(c)).

La troisiéme guerre (juin 2002 — décembre 2002) débute papurt passage d’AllTheWeb
en téte de course. Google et Inktomi ripostent presquetayssi en I'espace de six mois fran-
chissent le cap des 3 milliards de pages web. Quelques mmdaid, AllTheWeb se remet au
diapason (figure 2.2(d)).

Actuellement (été 2004), Google affirme indexer plus de 4ianils de pages, mais le champ
de bataille s’est déplacé. La bataille entre Google et Ydljoosous-traitait avec Google jus-
gu’en février 2004, et qui depuis utilise la base de donnéektimi) essaie de se faire plus
subtile, le but étant d’avoir les résultats « les plus com@nsibles et les plus pertinents ». Ya-
hoo préparerait d’ailleurs sa propre version du PageRankodglé, le WebRank.

2.2.2 Selon la police

Tous les chiffres que nous venons de voir sont ceux annoredsgmoteurs de recherche
eux-mémes. Comme nous sommes dans un contexte de concumemoerciale, il est légitime
de s’interroger sur la fiabilité de ces chiffres, avec le poie de définir une méthodologie
adéquate.

Le site SearchEngineShowdowBea], administré par Greg Notess, propose une méthode
d’estimation grossiére de la taille effective des moteersettherche. Le principe est d’effectuer
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FIG. 2.2 — Guerres du Crawl. Légende: AV=AltaVista, ATW=AIITheWeb, EXeite,
GG=Google, GO=GO/Infoseek, INK=Inktomi, LY=Lycos, NL=Nonthd.ight, TMA=Teoma.
Unité : 1 million de pages (figure 2.2(b) et 2.2(c)) ou 1 mitliale pages (figure 2.2(a) et 2.2(d)).

plusieurs requétes parallélement sur les différents metirecherche que I'on veut comparer,
et de postuler que le nombre de réponses renvoyées par amaded est en premiére approxi-

mation proportionnel au nombres d’'URLS connues par le matewecherche. Sil'on connait la

taille réelle d’un des moteurs, on peut alors par une singgéerde trois estimer la taille réelle

des autres moteurs. Or, en décembre 2002, il était pos®llerthaitre la taille exacte du moteur
AllITheWeb simplement en soumettant la requétg.all:http*.

La figure 2.3 compare les tailles revendiquées et estiméela paéthode de Greg Notess
de plusieurs moteurs de recherche. On peut facilemennglisdr trois catégories de moteur de
recherche, qui montrent autant les éventuelles exagasaties moteurs que le biais introduit par
les requétes:

Les réalistes : Google AllTheWebet WiseNutont des valeurs estimées et revendiquées extré-

4. Merci a Greg Notess, webmaster du site SearchEngine®howde m’avoir communiqué cette méthode,
méme si elle ne marche plus aujourd’hui. La requéteall :http ne marche en effet qu’avec les moteurs utilisant
la technologie Fast, laquelle n’est plus utilisée par lesds moteurs depuis Ig" avril 2004 (et ce n’est pas un
canular...).
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2.2 — TAILLES ET EVOLUTIONS DES CRAWLS 31

mement proches, et tendent a prouver que la méthode d'déstmmaésente une certaine
fiabilité.

Les sites qui voulaient trois milliards : Les estimations des taille de HotBot et MSN Search
sont en nette contradiction avec les valeurs revendiqliégagit de moteurs basés sur la
technologie Inktomi. Selon Inktomi, tous les ordinateuwnsyfant leur base de données ne
sont pas accessibles en méme temps, et donc on ne peut jacedera la totalité de la
base. De plus, il est possible que les partenaires d’Ink{pioiBot et MSN Search dans
le cas présent) nutilisent qu’une partie de la base de des)rEbur des raisons pratiques
ou commerciales. Pour Greg Notess, ces estimations rdfldben la portion de la base
de données réellement disponibles au moment ou les requétége faites. Il est évident
gue le biais de la méthode de Notess nous empéche de fairffideat@ons catégoriques,
mais I'on ne peut s’empécher de soupconner le chiffre de indlliards d’étre une réponse
publicitaire aux trois milliards de Google (rappel: nousnsees a la fin de la troisieme
guerre du Craw).

Les modestes :AltaVista, Teoma, NLResearch et Gigablast semblent regemdi beaucoup
moins que leur taille réelle, ce qui ne semble guere logig@pres Greg Notess, I'ex-
plication de ce paradoxe vient de la facon de comptabilesgphges connues, mais non-
indexées. En effet, les sites que nous avons appéddistessemblent revendiquer leurs
URLs connues, indexées ou non, alors quareslestese restreignent aux pages effecti-
vement indexées. Quand on sait que les pages non-indexgéseantent au moins 25 %
des pages connues, mais moins de 1 % des réponses aux régséteses SearchEngi-
neShowdowy on a un début d’explication du phénomene.

2.2.3 remarques personnelles

Avant de continuer plus loin, je voudrais mettre en avant anstat personnel de I'ex-
tréme volatilité des chiffres avancés par les moteurs deerebe. Par exemple, alors que le
nombre d’'URLs revendiquées par Google est de quatre m#ljdadrequéte « the®%promet
5 840 000 000 pages. D’un autre c6té, il est en théorie possible de caeri@ihombre de pages
connues pour un domaine précis (par exemt® en employant une requéte du typite:tld.

En faisant cette opération sur 'ensemble des TLDs, on @degiquement tomber sur pres de
six milliards de pages, voire plus. Cependant, I'expériame@ous en donne qud9 485 183

(2 0,26% présooglene donnant que 3 chiffres significatifs). Il faut conclurecegs deux tests
soit gu’au moment des expériences, Google indexait au nio§d® 000 000 pages et au plus
749 485 183, soit que plus de 5 milliards de pages indéxées n'appasdinpas a des TLDs
existant, soit que les chiffres annoncés par Google do&teafpris avec un minimum de réserve.

5. Il existe cependant des requétes ne renvoyant que des paigedexées. Je recommande ainsi, $dosgle
la requétesite:.xxx, qui renvoyait, en aolt 2004, 765 pages non-indexées (cagxistantes, le TLD .xxx n'existant
pas lors de I'expérience), dont seulement 495 pertinentes.

6.http://www.google.com/search?hl=fr&ie=UTF-8&safe=off&q=the&btnG=Rechercher&lr=
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FiG. 2.3 —Tallles estimées et revendiquées de différents moteuectienche
au 31 décembre 2002 (source : [Sea))

Le nouveau moteur de recherche ghoodonne lui aussi des résultats parfois étranges.
Ainsi, j'ai pu constater que le nombre de résultats pouviiteshdre du rang a partir duquel on
désirait voir les résultats. Ainsi, alors que la requétgite a crépes” donne7480 réponses si
on affiche le0 premieres pages, ce nombre tombB& &) si on demande les pages1 a 1000,
avec une décroissance réguliere. Expérimentalementfféaetice peut atteindre 5% du chiffre
annonce.

Il faut enfin ne pas oublier de parler du probléme des doublemeffet, la plupart des grands
moteurs considerent pour leurs index et algorithmeswuey.domain.com/, domain.com/,
et www.domain.com/index.html sont des pages différentes. Le regroupement est faafs-
teriori, en utilisant des méthodes de hashage pour identifier lessgdgntiques (qu&oogle
appelle pudiquementages a contenu similaiyeEn résumé, les doublons sont comptés dans le
nombres de pages trouvées, mais ne sont pas renvoyés degymleses (sauf demande explicite
de l'utilisateur). Pour fixer les idées, le tableau 2.1 pnésdes résultats de quelques requétes
pour lesquelles il est possible de connaitre le nombre desplagrs doublon's Par convention,
nous avons choisi de définir le nombre de pages revendigaé¥alpoocomme celui revendiqué
lorsque I'on demande les derniéres pages.

7. CommeYahooet Googlene renvoient que le$000 premiéres réponses a une requéte, il n’est possible de
compter les doublons que lorsque le nombre de pages unigui@$égieur al000. Il suffit alors de demander les 10
derniéres réponses pour avoir les informations voulues.
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2.3 — MESURES SUR DES CRAWLS 33

Pages revendiquées Pages uniques
Requéte Google| Yahoo Google| Yahoo
Anticonstitutionnellement 752 795 442 485
Raton laveur 18200 23500 801 | > 1000
"Pate a crépée* 2690 1630 591 489
"Pate a crépes"” 7900 5950 745 971
Webgraph 9040 8180 603 759

TAB. 2.1 —Pages revendiquées ou pages a contenu similaire ?
Quelques exemples a la date du 28 aolt 2004.

aNotons que d’'aprés [Betit Robert il faut écrirepate a crépest nonpate a crépes

2.3 Mesures sur des crawls

L'étude et la comparaison des différents crawls est un sidjltat a traiter. D’un coté, il y
a les crawls commerciaux issus de moteurs de recherchege@éuvent guére étre accessibles
gu’au travers de requétes publiques faites sur les motexrsnémes, lesquelles requétes sont
trés souvent bridées. De l'autre, les laboratoires de rebkeoffrent souvent des tailles plus
réduites et des méthodes de crawl extrémement variées. Je ciuces disparités, il peut étre
difficile de comparer différents résultats, voire de sagbis sont comparables. L'objet de cette
section est de répertorier difféerentes méthodes d’évaluakes crawls, dans le cas de données
privées et celui de données publiques.

La méthode d’estimation des tailles réelles proposée peg Eotess (cf section 2.2.2) peut
également servir de mesure de qualité de crawl. En dénotrlbearéponses faites a 25 requétes
représentatives, on mesure en effet en quelque sorte laitgapain moteur a répondre a ces
requétes, transformant en quelque sorte le biais des eje@@tmesure de qualité.

2.3.1 Techniques de chevauchement (overlap)

Ce systeme de comparaison par requétes est utilisé de mphisngoussé dans la méthode
de comparaison par chevauchement, introduite par BharabeeBen 1998 [BB98] et reprise
par Lawrence et Giles [LG98, LG99].

Le principe du chevauchement est le suivant: arriver a neegmntre deux moteurs le che-
vauchement de leurs index respectifs. Par exemple, si ohdsterminer qu’une fractiop
d'un index A est dansB, et si une fractiory de B est dansA4, alors on peut en déduire que
|AN B| =p|A| = ¢q|B|, et ainsi avoir le rapport de taille entre les index :

|Al ¢

Bl p
Tout le probleme est d’estimeret ¢ en I'absence d’index librement accessible au public.
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C’est la gu’intervient I'échantillonnage par requéte : daguétes créées par un générateur aléa-
toire le plus uniforme possible, sont soumises & un moteahaijue fois, un des réponses parmi
les 100 premieres est choisie au hasard, et on vérifie, panéiéedes plus ou moins strictes, si
cette réponse est dans l'index de I'autre moteur.

Par rapport a la méthode de Notess, deux autres sourcessiéehiglus du biais di au choix
des requétes et des biais standards d’échantillonnagensaduites :

Le biais de classementEn choississant uniquement les échantillons parmi les 1@Mipres
réponses (contrainte imposée par les moteurs de recheughmé@me), les classements
(les importances) des pages considérées sont statisequ@hs élevés que la moyenne.

Le biais de vérification Il n’y a pas de méthode parfaite pour contréler I'appartesatiune
page donnée a un index. Les différentes méthodes propoaé&haprat et Broder sont
basées sur I'analyse d’'une requéte censée définir la pags @titeres de validation vont
dele moteur renvoie la bonne pagde moteur revoie un résultat non vide

Les mesures par chevauchement ont eu leur heure de gloimuesides guerres du Crafvl
(voir section 2.2), mais si elles ont 'avantage d’intraguin formalisme rigoureux, le colt en
biais et la relative complexité de la méthode font que la wattde Notess reste tres compétitive.

2.3.2 Echantillonnage par marche aléatoire

Une variante intéressante de la méthode d’échantillonda@harat et Broder a été proposée
par Henzingeet al.[HHMN99] : plutdt que de mesurer un moteur a I'aide d’un aueorincipe
est d'utiliser comme metre-étalon un crawl personnel isSsnedmarche aléatoire. Cette marche
aléatoire ne fournit pas un échantillonnage uniforme deggepaVvel§, mais un échantillonnage
qui, aux biais statistiques pres, obéit a la distributiopmadabilité associée a la marche aléatoire.
Cette distribution sur les pages Web, plus connue sous le moRadeRank (Voir la partie I,
va permettre, en mesurant a I'aide des techniques de chiexagat la fraction des échantillons
connus du moteur, d’estimer la quantité de PageRank contimsdes pages connues du moteur.

Le biais spécifiqgue de cette méthode est que derriere I'éitlbanage par marche aléatoire
se cache un crawl implicite, le crawl que I'on obtiendrail@ssant tourner la marche aléatoire
suffisamment longtemps. On mesure donc le PageRank du moelioq veut tester par rapport
au PageRank sur ce crawl virtuel. En particulier, toute dieece entre les stratégies de crawl
de la marche aléatoire et du moteur sont néfastes pouruliétrah de ce dernier: si le moteur a
indexé des parties du Web que la marche aléatoire, pourséiweaisons techniques, n’a jamais
effleurées, ces parties ne compteront pas dans I'évaludtibinverse, si certains sites sont vo-
lontairement évités par les moteurs (des pouponnierexparme, voir page 25), cette omission
sera sanctionnée dans I'évaluation.

8. De la a dire que certains articles ont surtout servi & reoig’ AltaVista avait la plus grosse basse de donnée,
il N’y a qu'un pas que je franchirai section 3.2. ..
9. Choisir une page Wedu hasardest impossible, le Web indexable étant infini.
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Chapitre 3

Graphes et structures du web

La vie est un papillon éphémeére arborant les ailes du paeadox
BENOIT GAGNON

Les sites ne changent pas daspect comme les hommes
changent de visage.

TACITE

Un bon site Web est toujours en construction.
ANONYME

M AINTENANT gue les concepts de Web et de crawl ont été précisé, nouss altmnvoir

étudier ce qu'il est possible d’en dire. Ce chapitre étansaoré aux structures, il convient
de placer une structure canonique sur les crawls que I'onétadier. Une des structures les plus
simples et les plus naturelles dans le cas des crawls du Wdh sBucture de graphe. Les
graphes du Web, dont une définition est donnée section Jitlussujet d’étude fréquent. Aprés
avoir analysé de maniére critiqgue I'un des modeles les mlnaws, le modele du nceud papillon
(section 3.2), nous mettrons en évidence dans le reste gitrehimportance de la structure en
sites dans les graphes du Web.

3.1 Graphes du Web : définition

Considérons un crawl'. Ce crawl est constitué d’'un ensemble d’'URLSs, dont certaineété
visitées, et d’autres simplement détectées a travers |gerligns des pages visitées. Il contient
aussi I'ensemble des hyperliens des pages visitées. Otiexppgraphe du crawd’ le graphe
orientéG = (V, E), ouV est I'ensemble des pages du crawl, visitées ou non, et tahcarc
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e € F relie une page a une page si, et seulement si,contient un hyperlien pointant veys
Par convention, les ancresont ignorées, et les liens multiples ne rajoutent rien aplyg (si
une page possede deux hyperliens pointant vgrie graphe aura toujours un seul arciders
7). De méme, les liens d’'une page vers elle-méme ne serontiganpcompte.

Par abus de langage, nous utiliserons souvent le tgraphe du Welpour désigner un tel
grapheG. Il conviendra de toujours se rappeler qu'il s’agit tou@en fait de graphes de crawls.

3.2 Le nceud papillon revisité

La structure en nceud papillon du graphe du Web est aujourdthmise par beaucoup de
monde, et est treés souvent évoquée par des articles scjeasfiCF02, APC03, LM04, RGMO03,
ANTTO1, LM04, KHMGO03a] ou de vulgarisation [GL02], de maraéarfois totalement hors de
propog. Je considére pour ma part que le modéle du nceud papilloplisjap mal aux graphes
dynamigue en général, et aux graphes du Web en particulige €&tion, dont les idées viennent
de [Mat01], va essayer de justifier cette prise de positie@ssayant de distinguer mythe et réalité
afin de dégager le véritable intérét de I'arti@eaph Structure in the Web

3.2.1 Le modele du nceud papillon

Graph Structure in the WelBKM +00] est un article qui a été présenté lors d@48¢ confé-
rence internationale sur le World Wide Web. L'article esddaur 'analyse de deux crawls four-
nis par le moteur de recherche AltaVista, un crawl de 203an#l de pages daté de mai 1999 et
un de 271 millions de pages d’octobre 1999. L'analyse dotungqurs résultats sur la structure
du graphe du web, le plus novateur étant la découverte dimnetsre en nceud papillon :

e Environ un quart des pages considérées appartiennent seuleeet méme composante
fortement connexe, appelée noyau ou SCC (Bnangly ConnectedComponent).

e Un autre quart est formé de pages a partir desquelles ongjeurdre le noyau, l'inverse
n’étant pas vrai. C’est la composante IN.

e A linverse, prés d’'un quart des pages sont accessiblesti garnoyau, la réciprogue
étant fausse. Ces pages forment la composante OUT.

e Les pages qui sont accessibles a partir de IN, ou qui permetteccéder a OUT, et qui
n’appartiennent ni a IN, ni & OUT, ni a SCC, forment les tenes(TENDRILS) et repré-
sentent aussi pres d’un quart des pages.

1. Les ancresanchorg permettent de pointer vers une partie spécifique d’une Yade

2. Par exemple, il est affirmé dans [LM04] et [KHMGO03a] que #rat al. utilisent le modéle du nceud papillon
pour accélérer leur calcul de PageRank [ANTTOL1]. Vérifmadifaites, Araset al. citent bien le modéle du nceud
papillon, et proposent une méthode de calcul de PageRagk Isas. . . I'écriture del sous une forme triangulaire
par blocs déduite de la décomposition en composantes fenteconnexes (cf théoréme 6). En particulier, le seul
apport du modeéle du nceud papillon est I'existence d'un blagahal plus gros que les autres (la SCC).
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e Les quatre quarts que nous venons d’évoquer forment enOftdes pages du crawl, soit
la plus grande composante connexe. Les 10% restant sonbaigmsantes déconnectées
du reste et de taille moindre.

Tentacules

/ 21,5 % \

Noyau (SCC)

27,2 %

Composantes déconnectées QQ

—_—
Q
8,3 % J

FIG. 3.1 —La structure en nceud papillon

Cette structure est couramment représentée par un schéitarsid celui de la figure 3.1.
La forme de nceud papillon obtenue a partir des composant€3GR et OUT donne son nom
au modeleljow tie.

De cet article est resté auprés de beaucoup de monde l'idéeeqdécoupage en quantité a
peu prés égales en composante IN, SCC, OUT et tentacules astecatique du Web : c’est le
modele du nceud papillon.

3.2.2 Faiblesses du modele du nceud papillon
Existe-t-il encore?

Le principal inconvénient du modéle du nceud papillon, dgst selon toute vraisemblance,
il ne représente plus la réalité. Le graphe du Web, c’esteile graphe du Web accessible, ne
peut pas avoir une structure de noeud papillon équilibrésgpii contient entre autres lpage
qui pointe vers toutes les pagés section 1.4 page 21). Il faut donc considérer que ce neodel
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s’applique aux graphes issus de gros crawls du Web (c’esled’s I'opinion des auteurs.
Seulement, on constate que:

e Aujourd’hui, la plupart des grands crawls sont I'ceuvre deeurs de recherche.

e Ces moteurs recensent les sites qu’il découvrent (par ctapdoréférencement) dans des
annuairesdirectories.

e Les annuaires font de toutes évidence partie du noyau du Web.

Que peut-il donc se passer pour une page qui, pour un crawleddait partie de la compo-
sante IN, ou des tentacules, ou méme des composantes dégmse

e Sila page ou un de ses ancétres est indexé par les annuliires, etrouvale factosoit
dans le noyau, soit dans OUT.

e Une page fait partie du crawl parce que un de ses ancétrest fagstie de I'ensemble
initial de crawl. Si aucun ancétre de la page n’a été mis alaire, on peut douter qu’un
ancétre soit conservé dans I'ensemble initial de crawl. Egmsnce, au prochain crawl, la
page disparaitra.

En conclusion, oui, il peut y avoir une composante IN, ou desposantes déconnectées, mais
ces composantes sont forcément transitoires, a cause m&nreldtions entre crawlers et an-
nuaires. Il faut également tenir compte du fait que les graw/ls actuels possedent une part
non négligeable de pages non-indexées (au moins 25 % d’apeestude de 2002 [Sea], 75
% d’aprés un article de 2004 [EMTO04]), qui viennent automuatiment grossir la composante
OUT. Pour toutes ces raisons, j'ai tendance a douter trésnfient que plus de 2 (37?) milliards
de pages indexées par Google ne fassent partie ni du noyde JT.

Un modele peu robuste

Une question que I'on peut se poser est de savoir si les pareswdnsidérés sont pertinents
pour I'étude des graphes du Web. D’un c6té, nous avons leds;rqui essaient de parcourir
tant bien que mal un Web dynamique aussi bien spatialementeguporellement, et qui ont
souvent uroverlaptrés faible entre eux [BB98]. De I'autre, des définitions coniiheensemble
des pages qui accedent au noyau, mais ne sont pas acceskldetui-ci Est-il raisonnable de
faire cohabiter des crawls tres variables et des définifpmusrobustes ? Un exemple concret :
imaginons gqu’un individu peu scrupuleux s’empare de I'emsle des pages initiales des crawls
d’AltaVista et mette les liens vers ces pages sur sa page SVelette page est dans le noyau,
cela signifie I'’écroulement de toutes les composantes sureQTTA.

3. « This suggests that our results are relatively inseesiti the particular crawl we use, provided it is large
enough. »pp. cit.
4. C’est d'ailleurs ce phénomene d’écroulement qui tend@x@guire aujourd’hui avec les annuaires.
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Contrairement a ce qu’affirme les auteyrs suffit donc d’'une page, pas si grosse qué,ca
pour mettre a mal le modéle du nceud papillon. On est en faité&sepce d’'une lacune métho-
dologique : en face de données sur lesquelles l'incertisida dynamique est tres grande (les
graphes du Web), cela n’a pas de sens de considérer deslemnatrémement dépendantes
des conditions initiales comme des constantes univess&lmur les méme raisons, considérer le
diamétre de la composante connexe n’est guére pertindattieément, sur les 2 crawls d’Alta-
Vista étudiés, il reste a peu prés constant (aux alentous8@e mais en y regardant de plus pres,
des indices semblent montrer que le diameétre de 500 est dél@nioue guirlande, peut-étre une
page mal configurée ou un piége a robots qui aurait échappkitees.

Une expérience non reproduite

A ma connaissance, I'expérience de [BKBD] n’a pas été reproduite sur des grands crawls
depuis. Les seules expériences réelles menées sur le nobdeteud papillon portent donc sur
deux crawls propriétaires d’AltaVista, peu espaceés et dasisemblablement basés sur la méme
technologie (ce qui peut expliquer certains artefacts cer@tonstance du diamétre). De plus,
si on compare la taille et les dates de ces deux crawls (m&, 283 millions de pages, octobre
1999, 271 millions de pages) avec les figures 2.2(b) et 2(@é&x)e 30), on arrive a la conclusion
gue les crawls utilisés étaient certainement expérimantau

Dans [DKM"01], on trouve pourtant que la structure en nceud papilloaresfigure fractale
de la structure du Web, c’est-a-dire que I'on retrouve détiileur des sites et des communautés
le méme modele de nceud papillon que sur le graphe tout datigrregardant de plus prés, on
s’apercoit que la structure globale de noeud papillon esisajrat que les proportions de IN,
OUT, et SCC observeés dans les sous-graphes sont extrémeamabtes, ce qui va dans le sens
des remarques précédentes.

3.2.3 Le modele du nceud papillon dans un contexte sociologique

Pour bien comprendre le succes du modéle du noeud papilkst,ihportant de se replacer
dans le contexte. Nous sommes au début de 'année 20@ullealnternetest encore en pleine
croissance, et des articles apparaissent indiquant goedliesirs de recherche ne font plus face a
la croissance du Web [Bra97, LG99, Ber00]. La société Alta\éstemporté la premiéfguerre
du Crawl (voir page 30 ainsi que les conclusions de [BB98]) en dépassaitc0 millions de

5. « The structure that is now unfolding tells us that it isatekly insensitive to the particular large crawl we
use. For instance, if AltaVista’s crawler fails to include®e links whose inclusion would add one of the tendrils to
the SCC, we know that the resulting change in the sizes of SGT&NDRIL will be small (since any individual
tendril is small). Likewise, our experiments in which we falLthat large components survived the deletion of nodes
of large in-degree show that the connectivity of the web sdient to the removal of significant portions ep. cit.

6. Il semble que I'ensemble de départ des crawls d’'AltawistBépoque était constitué de quelques centaines de
pages. Une page dmokmarkgeut sans probléme contenir quelques centaines d’hypsrlie

7. « Beyond a certain depth, only a few paths are being exgphl@med the last path is much longer than any of
the others. »gp. cit.
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pages indexées, mais il lui manque I'assurance que cettaenigtion de taille va lui permettre
de rattraper I'évolution du Web. Dans cette optiqGeaph Structure in the Wetombe a point
nommeé. En effet, quelle est la morale de l'article?

¢ |l existe une structure globale du Web (avec un grand W).

e Cette structure est invisible si on considére une portiop pretite du Web, mais il existe
un seuil au-dela duquel la structure d’'un crawl est la stimectlu Web.

e Les crawls d’AltaVista sont assez grands pour posséderndetste du Web.

En sommeGraph Structure in the Wetgpond a une attente a la fois existentielle (Peut-on
comprendre le Web?) et commerciale (Notre crawl est le \We€m)pourrait presque le voir
comme un mécanisme issu des lois de I'offre et de la demantielirite, la question de savoir
si ses bases scientifiques sont solides ou non devient ssmanck qui est peut-étre un début
d’explication au succeés de cet article.

3.2.4 Conclusion

Le modéle du nceud papillon a tres certainement eu un sens @emhale sa découverte,
mais ce sens n'est pésWeb a une structure de nceud papilldrexprime plutét une situation
particuliere ou a cause de Bulle Internet les nouvelles pages arrivaient trop vite pour que le
Web puisse les assimiler. Mais aujourd’hui, deux phénomédoet que I'on est plus dans ce
cas: d’'une part, |[8ulle a éclaté. La création de nouveaux sites se fait rare, et dstagdus
a un développement de sites existants qu'a I'apparitionalinuée de sites non répertoriés (cf
section 3.3.2), ce qui est un début d’explication au fait lgugtructure en nceud papillon se re-
trouve dans les graphes des sites [DKD]. D’autre part, les moteurs de recherche ne font plus
seulement qu’indexer le Web, ils en modifient continuelletma structure par I'intermédiaire
des annuaires. Ces deux effets conjugués au manque de sseudtemodele font qu'il est peu
probable que les grands crawls commerciaux aient encorénaenproportion de IN, tentacules
et autres composantes deconnectées que celles trouvé&aSrdah Structure in the Web

On retiendra quand méme que Bro@erl. ont mis en évidence I'existence d’'un important
noyau de pages toutes connectées les unes aux autres ugitsicpmportement protectionniste
de certains sites commerciaux qui s’incluent totalemensda composante OUT. On retien-
dra également que la proportion de composante IN dans Iégmpn crawl est une certaine
indication de la difficulté d’'un grand graphe structuré aajater a une expansion rapide.

3.3 Role des serveurs et des sites dans la structure du graphe
du Web

La notion de site est fondamentale dans 'organisation db.\War exemple, beaucoup de
moteurs de recherche ont pour politique de ne renvoyer gutumbre limité de pages par site
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(avec une optiomplus de pages venant du méme siigponible). Une bonne décomposition en
sites a de nombreuses applications, qui vont des méthodesale du PageRank [KHMGO03a,
MV04] a des méthodes de compression efficaces des crawls [RSWGLD'D2].

3.3.1 Serveurs Web, sites et communautés

Les concepts de serveur Web, site et communauté sont saeveontrés dans la littérature,
avec des définitions parfois contradictoires. Nous allemdi@ter ici ce que nous entendrons par
serveur, site et communauté.

Serveur réel Un serveur Web réel se définit comme une machine physiquéspréannectée a
Internet et identifiée par une adresse IP, qui renvoie un dedé&ponse 200 et une page
Web en retour d’une requétdtp demandant la racind)(sur le port 8G. Le site Web
physigue associé au serveur consiste en toutes les pagegé®h I'adresse IP considérée.

Serveur virtuel Les adresses IP n’étant pas illimitées, des solutions oétrélenvisagées pour
économiser les adresses. Une de ces solutions est 'enwkemdeurs virtuels. Les ser-
veurs virtuels, introduits avec la norrhiép 1.1 permettent a une méme adresse IP de se
comporter comme plusieurs serveurs différenciés par ldresae DNSHostnamg Ce
procédé est par exemple utilisé fhiage pour I'hébergement des pages personnelles de ses
clients, ou au Japon, ou les ressources en adresses IPesdithitées. Du point de vue de
I'utilisateur, un serveur virtuel est indicernable d’umaaur réel, si ce n'est qu’on ne peut
pas remplacer I'adresse DNS par I'adresse IP.

Site logique Un site Web logique est constitué d’'un ensemble de pagesnfierit reliées par
hyperliens. Intuitivement, un site se caractérise par engime homogénéité de style (im-
posée par |&Vebmastéret une navigation aisée au sein des pages du site. L'étigdsdtde
sera I'objet des sections 3.3.3 et 3.3.4.

Communauté La notion de communauté est en quelque sorte orthogonaladgtitan de site.
Une communauté est un ensemble de pages reliées par uhdaidr@dun. La recherche de
communautés est au cceur de 'algorithiid S de Kleinberg [Kle98] ainsi que du projet
CosmoWellBBMO3].

3.3.2 Evolution du nombre des serveurs

Il est plus facile d’estimer le nombre de serveurs Web (réeldrtuels) que le nombre de
pages Web.

Pour dénombrer les serveurs réels, il « suffit » de faire umagtehttp sur toutes les adresses
IP possibles. Or, si on oublie les adresses IPv6, qui restastre relativement négligeables, il

8. Le port 80 est le port standard du protocole http. D’aupeds sont plus ou moins couramment utilisés,
comme le port 443 pour le http sécurisé ou le port 8080 pourewesr secondaire, mais nous n’en tiendrons pas
compte ici.
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FIG. 3.2 —Serveurs Web physiques (adresses IP)

n’y a que2?? adresses possibles, soit environ quatre millidr@e travail a été effectué par le
Web Characterization Proje¢dOLB*02], sur la période 1998-2002, et les résultats concernant
le nombre de serveurs sont représentés figure 3.2. Le nomebserdeurs physiques uniques
est le nombre de serveurs physiques diminué des doublas;adire des serveurs renvoyant
exactement le méme contenu qu’un serveur préecédemmedt test

La principale remarque que I'on peut faire quant a ces @sférst I'observation d’une stag-
nation du nombre de serveurs physiques depuis 2001. Ceajteasitan peut s’expliquer par la fin
de labulle Internet En effet, le Web a cessé d’étre une nouvelle technologik, jgtupart des
acteurs universitaires, commerciaux et sociaux susdegptie s’intégrer au Web I'ont déja fait.
D’aprés leWeb Characterization Projectl ne se crée presque pas, voire plus de serveurs Web,
la croissance se fait individuellement au niveau des sesveu

9. ll'y en a en fait moins si on enléve certaines adressssrvées les adresses militaires par exemple - qui ne
sont pas censées héberger de serveur Web accessible. L{ix#xnetAssignedNumbersAuthority) est I'orga-
nisme chargé de gérer les tranches d’adresses disponiblemoOn peut ainsi éliminer environ 48 % des adresses
disponibles.
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FiG. 3.3 —Serveurs Web virtuels (noms de domaines)

L'étude des serveurs virtuels a été réalisée par le\steraft[NetO4]. Elle consiste a réper-
torier 'ensemble des adresses DNS déclarées (comme W&/Biés[WhoO04]), et a tester par une
requétenttp I'existence d’un serveur sur chacune des adresses obtenues

L'évolution des serveurs Web virtuels, d’aprigtcraft [Net0O4], montre une progression
constante a peu prés linéaire du nombre de serveurs Weblsigdatifs au cours des 4 dernieres
années (cf figure 3.3). Ce n’est en tout cas a priori pas unggssign géométrique.

3.3.3 Approche intuitive et visuelle de la notion de site structure

Le concept de site est selon nous fondamental dans la seuwiuNVeb. Ses applications sont
nombreuses:
¢ Evaluation plus précise du degré d’aboutissement d’unid@aur chaque site, quelle est
la quantité de pages visitées?)
e Distinguer des liens purement navigationnels de liens parinents (liens de confiance
en d’autres sites).
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e Permettre a certains moteurs de recherche de ne renvoyereqau deux pages par site,
afin d’éviter une monopolisation des réponses a une requéte.

o Affinement du facteuzapdans les calculs de PageRank (voir partie Il, section 5.3j ain
que [BMPW98, HHMN99])

e Algorithmes de PageRank basés sur la structure de siteqtilighe FlowRank, présenté
partie Il, chapitre 7, ainsi que son « concurrent » BlockRarntkN4G03a])

La plupart du temps, les sites sont approximés par les seryAda99]). Mais la réalité
peut parfois étre plus complexe. Des gros sites peuvenseesur plusieurs serveurs, alors
gu’inversement un serveur peut héberger plusieurs sitgeXemple, on aurait envie de regrou-
per www.microsoft.com et download.microsoft.com et dedessidérer comme faisant partie
d’'un méme site. A 'inverse, tous les hébergeurs de sitesopeels n’utilisent pas les domaines
virtuels, une grande partie met les sites dans les répestdiun serveur unique.

Toutes ces considérations nous aménent a nous poser legoguistia définition d’'un site
logique. Les internautes (humains) n’ont en général aucablgme pour savoir ce qu’est un
site, ce qui constitue en quelque sorte une définition eqyeEri mais n’est guere rigoureux et
ne se préte guere a 'automatisation. Notons que les siten&és a la main par lemnuaires
rentrent dans cette définition.

Le Web Characterization Project [OEB2] propose quant a lui la définition sémantique
suivante :

[A Web Site (Information Definition) is] a set of related Wedgps that, in the
aggregate, form a composite object of informational refeea Informational rele-
vance implies that the object in question addresses a naialtmformation need.

[Un site Web logique est] un ensemble de pages similairegpauieur réunion,
forment un objet composite délivrant une information pentite. Cette information
pertinente implique que I'objet en question réponde a unibesinformation non-
trivial.

A cette caractérisation sémantique, Li, Kolak, Vu et Taksunperposent dans [LKVT00] une
approche structurelle pour définir proposent la notiodal®aine logique

A logical domain is a group of pages that has a specific sermagiation and a
syntactic structure that relates them.

Un domaine logique est un groupe de pages qui possedent latierreséman-
tique spécifique et une structure syntaxique qui les relie.

Se basant sur cette définition, ils définissent un ensemhieglies (sémantiques et structu-
relles) pour identifier des sites.

Plus modestement, notre approche est de voir ce qu’il esttgesie réaliser en ne considé-
rant que le coté structurel des pages. Nous nous limitons @dfune part la structure de graphe
induite par les hyperliens, d’autre part la structure emeades URLs qui fait apparaitre des clus-
ters naturels sur les graphes des crawls. En effet, treeaguwn site logique obéit a des regles
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hiérarchiques au niveau des URLs (Uniform Resource LocaBW&C94]), la plus commune
étant I'existence d’un préfixe commun caractéristique.

my-company

download

(index.htm) (warning.htm) (download.cgi) (indexhtml) (index.html)

ﬂndex.htm) Gndex.htHD @inks.htm
’Eits

—— oA
Gndex.hww@

FIG. 3.4 —Les URLs: un arbre de décomposition naturel pour les gragheseb

Cette structure d’arbre de décompositidsur les graphes{ustered graphsa été introduite
par Fenget al.dans [FCE95] comme un outil de représentation des grandbegaa principale
utilisation est donc de permettre de dessiner des graphesudiére a laisser apparaitre I'éven-
tuelle hiérarchie existante, et on emploie surtout lesesrlde décomposition dans les domaines
ou des structures de diagrammes implicites ou explicitissesx!.

Tout le probléme est alors de trouver pour un graphe donmniéréade décomposition qui
offre la meilleure représentation structurelle [Bri02].ri3de cas des graphes du Web, 'arbre
des URLs offre un arbre de décomposition intrinséque.

10. Merci a Fabien de Montgolfier de m’avoir rappelé le teartae de décomposition
11. On pensera par exemple aux arbres de décomposition amedul
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Definition

SoitG(V, E') un graphe. Un arbre de décomposition(élest la donnée d’un arbf€ dont les
feuilles correspondent aux sommétsChaque noeud intermedeT” définit un cluster (ensemble
de sommets)/r(n). Ce cluster est constitué de I'ensemble des sommelg derrespondant
aux feuilles du sous-arbre déde racinen. Par exemple, le cluster associé a la racing dsst
'ensemblel tout entier.

Un bon exemple de l'utilisation des arbres de décomposit#itte modélisation des relations
humaines. Il existe en effet un graphe assez naturel deéoreldumaines, ou les sommets sont
des personnes et ou une perso@npointe vers une personre si A connaitB). Un arbre de
décomposition qui peut compléter de maniére pertinenterajghg est celui de la localisation
géographique : monde, pays, (état), ville, quartier, rue,.

Graphes du Web et arbre de décomposition des URLS

Les URLs offrent une structure naturelle d’arbre de décomtipassur les graphes du Web.
L'ensemble des serveurspeut étre représenté par un arbre dont la racinenesp, les nceuds
de profondeurl les TLDs', suivis des noms de domaines proprement dits et éventugilem
des sous-domaines. Chaque serveur, qui est une feuillerdecl’des noms de domaine, héberge
une hiérarchie de pages identique a la structure du systérfiehiers physique correspondant.
La réunion des arbres des fichiers dans I'arbre des servenred’arbre de décomposition des
URLs.

Par exemple, TURLhttp://smith.mysite.org/linux/index.html se décompose en
http, org, mysite smith linux et enfinindex.htm| formant ainsi un chemin qui part de la racine
jusqu’a la feuille correspondante dans 'arbre de décoitipogvoir figure 3.4).

On peut éventuellement s’interroger sur la pertinence denoencer la décomposition par
le domaine de premier niveau (TLD). En effet, il existe desroasites qui, pour avoir une
meilleure visibilité, se déploient sur plusieurs TLD¢m et les ccTLDs des pays d'implanta-
tion, de maniére assez classique). Nous préférons quan@ mé@mserver le tri par TLD, d’'une
part parce que cela correspond a la philosophie initialendess de domaines, d’autre part parce
gu'’il existe aussi des noms de domaine pour lesquels le Tlahgh beaucoup de choses. Le
lecteur majeur et averti pourra par exemple constater Uféeehce sémantique certaine entre le
contenu du sitdttp: //www.france2.fr et celui dehttp://www.france2.com...
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Starting URLs

| 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6
Pointed URLs % 104

FiG. 3.5 — Matrice d’adjacence dé.10* de pages parmi un crawl demillions de pages defr

Voir la structure des sites

Etant donné que d’'une maniére générale, les webmasteisréstarganiser leurs sites, on
peut s’attendre a ce que le concept de site Web soit intimeraké@ a celui 'arbre de décom-

12. Pour simplifier, nous nous limiterons aux serveurs ifléatpar leur nom de domaine DNS et utilisant le port
80.

13. TLD: Top Level Domain, ou domaine de premier niveau. Les TLDs sont diviséderix catégories: les
domaines génériques de premier niveau (gTLD) et les domaleepremier niveau qui sont des codes de pays
(ccTLD). Les TLDs sont gérés par '|ANAKttp://www.iana.org).
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position des URLs. Nous en avons eu confirmation en obseraaaptrésentation graphique de
la matrice d’adjacenc#/ du graphe d’'un crawl d’environ 8 millions d’'URLisées dans l'ordre
lexicographiquede .fr fait en juin 2001 dans le cadre de I'action de recherche aadipé Soleil
Levant[LevO1].

Nous avons représenté une petite partie de ce crawl (60 Qfspéigure 3.5, et quelques
zooms sur des sous-parties intéressantes figure 3.6. Lagpeeoonstatation est que la matrice
d’adjacence peut de toute évidence se décomposer en dewestéd = D + S, ou D est une
matrice diagonale par blocs, et Stest une matrice (trés) creuse.

Les sites (et les sous-sites) apparaissent en effet comsneadees qui coincident avec les
nceuds de I'arbre des URLs. Avec un peu d’habitude, on arrivmen& deviner la structure
profonde des sites d’aprés I'aspect carré correspondant. Par exemple, les pages a fort de-
gré sortant (typiguement, la carte du site) se traduisentipa lignes horizontales, alors que
celle a fort degré entrant (les pages d’acceuil) sont cériaées par des lignes verticales. Des
carrés « bruités », c’est-a-dire avec des points préseuatenstructure pseudo-aléatoire (cf fi-
gure 3.6(c)), sont souvent le signe de pages de documentatévactives (des dictionnaires par
exemple). Remarquons enfin que la structlre S peut présenter un caractere récursif, comme
le montre le bloc de la figure 3.6(d).

3.3.4 Proposition d’algorithme de partitionnement en sites

Nous allons essayer, avec seulement la connaissance chegrages URLs d’un crawl, de
générer le plus simplement possible une partition du grapineefléte la notion de site. Notre
approche differe donc de celle employée par [LKVTOOQ], quptoie également un ensemble de
régles sémantiques pour définir les sites.

Modeéle formel

Structurellement, nous pensons qu’un site se définit commeasemble de pages étroitement
reliées entre elles par des liens navigationnels, commblsdenconfirmer les représentations de
la matrice d’adjacence (cf figure 3.5).

Cela nous amene a essayer de définir une fonction qui mesural&eqd’'une partition
en site par rapport au taux de liens navigationnels. Cettetitom f, : 8 partition deG —

f(8) € R doit atteindre un extremum lorsq¥eapproche (dans un sens a préciser) ce que nous
aimerions appeler partition en sites. Une fois une telletion trouvée, la méthode standard
pour partitionnelGG consiste a construire une partition initiale des URLs (a@laptla situation
considérée), puis a effectuer des ajustements locaux geayer d’optimisey (S).

Choix de la fonction f

Comme le facteur le plus important selon nous pour estimerpamgtion en sites est le
nombre de liens navigationnels, il apparait logique dedfarune fonctiorf; qui dépende ex-
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plicitement de;, nombre de liens internes.

de typemincutou maxcuj. Pour éviter d’avo

essayer d’avoir une décomposition fine, il nous semble ggaleimportant d’essayer de maxi-

Il faut également tenir compteatabre de sites:
en effet, celui-ci n’est pas fixé a I'avance (sinon, on sefaits le cadre classique d’algorithmes

ir comme extremum la partition trivigle et pour
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0 page isolé} index.htm)
|

FIG. 3.7 —Page isolée FIG. 3.8 —Site structuré

miser le nombre de sitgs Nous avons donc deux parametres globaux, le nombre de stds
nombre de liens interneset la fonctionf que nous recherchons doit vérifier a la fogé) >0

et (%) > 0. Plusieurs formules simples sont a priori possibles :
01

o f:(pi)—ap+i,a€eR.
Cette solution ne sera pas retenue ici, principalement garede choix dex nécessite
pour étre judicieux d’étre égal au nombre moyen de liens pgepce qui laisse peu de
jeu. En effet, siv est plus grand que ce nombre, on risque de se ramener a maxirtos
a intérét a isoler des pages), alors que s’il est plus peiit;, |2s mémes raisons, seuta
compter.

o f:(pi)—pi® aeR.
Cette solution présente I'avantage d’étre plus souple ppgucest du rapport entyeet:.

e f:(p,i) — p™, oul|E| est le nombre total de liens.
Cette derniere solution est délibérément dépourvue de gammar on a ainsi une guan-
tité qui a une interprétation intuitive : pour une partitid/@pourvue de liens externes, on
aurait f(p,i) = p. D'une maniére généralg, reste du méme ordre de grandeur guen
s’en approchant d’autant plus que la cohésion interne asidg: Nous appellerons donc

la quantitépﬁ l'indice de site, qui peut s’interpréter comme le nombre essisolés
équivalent.

Probléme des pages isolées

Le cas des pages de degré entrant 1 et de degré sortant nulpoessEbleme. Si elles peuvent
parfois représenter un site isolé réduit & une page unique€f3.7), on constate expérimentale-
ment que dans la plupart des cas ce sont des pages crawléeapmaisitées (voir section 2.1)
ou des pages terminales de sites structurés (figure 3.8). [@unt de vue structurel, et en I'ab-
sence de toute autre considération, il nous semble légder&assurer que les pages de degré
entrant 1 et de degré sortant nul soient rattachées au sitepdgie parente. Cela se traduit, au
niveau de la fonctiorf (p, i) introduite précédemment, par I'inégalité suivante :

(Vp,i) f(p—1,i+1)> f(p,1) (3.1)
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Cette inégalité, si on essaie de I'imposer a notre foncfi¢ce qui est nécessaire si I'on veut
que f(p, 1) suffise a réaliser la partition), pose le probléme suivamitet partition de parametre
(p, i) telle que

p<|E|—i+1 (3.2)

est moins performante que la partition triviale :

fp i) < f(1,[E])

Hélas, la relation 3.2 est vérifiée des que le graphe est genBaine maniere générale, pour
un graphe composé decomposantes connexes et|dg arétes, on aura forcément pour toute
partition de paramétr@, i) l'inégalité

f(p,i) < f(k,|E])

Bilan: Il n’existe aucune fonction universellp, ;) maximale pour une partition en site non
triviale respectant les pages terminales.

Deux approches sont alors envisageables pour contourr@ob&me, ainsi que les autres
du méme genre que I'on pourrait rencontrer en essayantreiaffiotre modeéle :

e Continuer a chercher & maximisgfp, i) en imposant des regles externes, ce qui revien-
drait par exemple a travailler sur un sous-ensemble dediabte des partitions du graphe.
C’est I'approche employée pour la partie structurelle deéfandion de domaines logiques
utilisée par [LKVTO0O].

e Remplacep oui par de nouvelles variables qui prennent en charge le prabigplicite-
ment. C’est cette approche que nous allons étudier.

Altération des variablesp et

Une premiére idée consisterait a pondérer le poids dessatéttelle sorte que les liens vers
des pages isolées soient plus difficiles a rompre. Ainsi,idée assez classique et naturelle est
de prendre un poids inversement proportionnel au degrargr(cf [KIe98]). Hélas, la nouvelle
variablei’ introduite présente de nombreux inconvénients, surtoeitesiest I'unique altération
introduite :

En premier lieu, on peut considérer le cas de deux sites (auistiitif) reliés entre eux par
une aréte unique (figure 3.9). Si l'algorithme est congu meupas séparer les pages terminales,
c’est-a-dire s’il respecte la relation 3.1, il sera obligefdsionner les deux sites, ce qui n’est pas
forcement I'effet désiré.

En outre, si'on regarde les deux exemples de sites 3-rédiés figure 3.10, on aimerait que
la décision de fusion des sites, toutes choses étant égalaglpurs, soit la méme dans les deux
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cas. Avec des poids sur les arétes dépendant du degré eoglargera difficile, puisque la force
de liaison varie du simple au triple entre les deux cas.

Une altération par pondération des partitions suivantti@ile est une autre solution. D’'une
maniére générale, si I'on considére une partiion= | J/_, P, et une fonction de pondération
h : N* — R, on peut définir la nouvelle variabf¢ = >?_, h(|F;|). La solution la plus simple,
gue nous retiendrons ici, consiste a affecter un poids nupauitions monoatomiques (ce qui
revient en fait & travailler sup, :) en imposant comme régle I'interdiction des partitions mono
atomiques). Le choix d’'autres fonctiohsne sera pas traité ici, mais on peut espérer en choisis-
sant la bonne fonctioh un certain contréle sur la distribution des partitions, geemple éviter
la formation de trop gros sites en affaiblissargur les grandes valeurs.

Fonction f choisie

Compte tenue de toutes les remarques que nous venons dadaise;hoisissons de prendre
comme fonction d’évaluation la fonctiofi qui a une partitiors = (5y,...,5,) de G associe

p,\%l, ou: est le nombre de liens internespet= 37_, 1(|S;|), avech = X2, 1oo[-

Estimation d’'une partition par site a I'aide de I'arbre de décomposition des URLs

Maintenant que nous possédons une foncfiahévaluation d’une partition se pose la ques-
tion de réaliser une partition efficace. Une méthode ineiie base sur I'hypothése suivante,
confortée par I'observation des figures 3.5 et 3.6 : L'asgtitre URL des pages refléte I'archi-
tecture des sites, et donc les blocs soptiori des sous-arbres ou union de sous-arbres de I'arbre
du Tree-Graph. Au lieu d’avoir a choisir une partition patmites celles possibles, on pourra se
limiter pour le choix des candidats aux candidats coindideec la structure d’arbre.

Cette solution n’est pas parfaite, et il y aura toujours deditigieux. Ainsi, dans des confi-
gurations en poupée russe, le choix du niveau de partitigreares lié au choix des fonctions
f eth. Par contre, des configurations en cinq de dé (un site egadetis un autre au niveau de
la matrice d’adjacence, voir figure 3.11), difficiles & déan@utomatiguement avec seulement la
matrice d’adjacence (qui porte pourtant plus d'informatiue le graphe seul), ne poseront pas

52



3.3 — ROLE DES SERVEURS ET DES SITES DANS LA STRUCTURE DU GRAPHE DMEB 53

gt we o ma o i
3000 M wai . A, G e L . ]
ﬁN Y B4
aooof : i BE G -td = Y
so00f + 1 0 ab = 11
PRI PR R

N

6000 v

7000}

8000 | . o i
I R S 3 N ™
9000 g

1 N e
a w \ s e
P AR | ru

3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

URLSs triées par ordre lexicographique

FIG. 3.11 —Le cing de dés: un bloc est intercalé au milieu d’'un autre

de problemes avec I'arbre de décomposition pour peu queatésscoincident avec 'arbre (ce
qui est le cas sur tous les exemples testés).

Nous allons donner un exemple d’algorithme simple pourcéffer une partition intelligente
et rapide des URLs a 'aide de l'arbre-graphe : le parcourssgedlr filtré (algorithme 1).

Définition 2
On appellera céne lexicographique d’'une URL le cluster désdans I'arbre de décomposition
des URLs, au nceud interne péere de la feuille correspondadfa. len question.

Les avantages de ce découpage initial sont les suivants :

e On évite d’'amalgamer comme un seul site deux ensemblesrtsékgs dans I'arbre mais
n'ayant aucun lien direct dans le graphe. Ainsi, les sitess«dpersos » ne sont pas fusion-
nés sous le seul label du fournisseur d’espace (free, vuoildtjmania. ..); de méme, la
page d’'un chercheur dans un laboratoire ne fera partie ewalgitaboratoire que si elle est
référencée par ce dernier, ce qui nous semble satisfaisant.

e Alinverse, des sites hébergés sur plusieurs serveurssdisww.inria.fr et www-rocg.inria.fr
par exemple) sont traités comme une seule et méme entite.

Il reste hélas des cas que l'algorithme que nous proposopsemel pas en charge. Ainsi,
certains sites sont a cheval sur plusieurs serveurs n‘awoun lien de parenté dans l'arbre
lexicographique tel que nous I'avons défini (site persogugrtentre plusieurs hébergeurs, site
commercial se déclinant ercom, . fr, .de...).
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Algorithme 1: Algorithme de Parcours en Largeur Filtré (plf)

Données
Un ensemble d’'URLSs ainsi que le grapfieassocié.
Résultat
Une partition en sites d&, chaque site possédant une page d’entrée.
début
Aucun sommet n’est marqué
tant que Il reste un sommet non marqué
faire
Choisir un sommet non marqué parmi ceux de plus faible hadtns I'arbre de
décomposition
Effectuer un parcours en largeur sur le graphe a partir deroenet en ne tenant
pas compte des arcs sortant du cone lexicographique
Etiqueter I'ensemble des sommets obtenus d’aprés le soderdpart, qui sera
appelépage d’entréalu site
si Un sommet faisant déja partie d’un site est rencotftré
alors
| Fusionner les deux sites
fin

fin
fin

Résultats

Nous allons comparer ici la partition obtenu par parcoursegeur filtré aux partitions quo-
tientées par serveur, par répertoire a profondeur 1 et partadre a profondeur 2 (ce qui corres-
pond typiquement a des coupures a hauteur 3, 4 et 5 dansfFgraphe). L'étude a été faite sur
le crawl de 8212791 URLs defr daté du 15 juin 2001. Par abréviation, nous appellerons ces
partitions plf, serveur, 1-rép et 2-rép.

Observons d’abord comment se répartissent les différgatetions. La figure 3.12 montre
les distributions des tailles des différentes partitidbe. observe que guelque soit la méthode
utilisée (plf, serveur, 1-rép ou 2-rép), les partitionsevtutes se répartissent suivant une loi de
puissancé’, c’est-a-dire que le nombre de blocs de taillest de I'ordre dex%. Les valeurs des
exposants (estimés par régression linéaire) sont indsogeies le tableau 3.1.

La loi de puissance est une loi considérée comme caraa@asies réseaux sociaux et des

14. cette situation ne se rencontrant que si les deux sonsmetsreres.

15. Par abus de langage, nous appellerons souvent loi depuoestout phénomene qui, représenté sur une échelle
loglog, donne une courbe formant approximativement une droitdaiteue le nombre d'échantillons considérés
soit fini, et la sensibilité des estimations aux valeurséwrgs fait qu'il serait plus juste de se contenter de parler de
phénoméne gueue lourdgheavy tai).
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FiG. 3.12 —Distribution des partitions en fonction de leur taille, sume double échelle loga-
rithmique
Légende : plf en rouge, serveur en bleu, 1-rép en vert, 2-n§pene

Partition | serveur| 1-rép| 2-rép| plf
o 1.32 1.75 | 1.89 | 1.59

TaB. 3.1 —Coefficients des loi de puissance des différentes partitions

activités humaines. Le fait de rencontrer une telle loi dauos les cas étudiés, a défaut de prouver
guoi que ce soit, montre que du seul point de vue de la réiparties pages (sans tenir compte des
hyperliens), les quatre répatrtitions étudiées sembleatdmpatibles avec la structure humaine
du Web.

Remarquons également I'importance des « sites » de taillesldfnnées de la figure 3.12
viennent des partitions avant toute optimisation), et péla particulierement pour la partition
plf. L'explication est assez logique : les partitions ddéléal contiennent entre autres toutes les
erreurs qui n'ont pas été supprimées du crawl : erreur 4xguedans I'écriture de 'URL...La
partition plf isole plus d’erreurs que les autres par cartsion, puisqu’une URL isolée dans le
cone lexicographique d’'un site sera isolée par plf, a I'ggpdes autres partitions.

Enfin, comparons la qualité du découpage en site des dit&partitions, a I'aide de I'indice
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p i B pTE
serveur| 39305| 27241| 0.9517| 16629
plf 289539| 58094| 0.9218| 24624

1-rép | 182942| 137809| 0.7851| 10831
2-rép | 250869| 189698| 0.7012| 5025

TAB. 3.2 —Tableau des caractéristiques des différentes partitioraaoptimisation

de site défini par la fonctiori. L'optimisation est dans un premier temps minimale : lesssite
taille 1 sont fusionnés avec le site avec lequel ils sontus pés (le plus souvent, la liaison est
unique).

Les résultats sont reportés dans le tableau 3.2. On renrarque plf, dont les résultats pour
p’ comme pour sont a mi-chemin entre serveur et 1-rép, obtient de loin Iélene indice de
site.

Optimisation des partitions

Les résultats précédents proviennent de partition qui Becblent pas priori a maximiser
l'indice de site. On peut se contenter de ces résultatspsiuvbit simplement 'indice de site
comme une indication de qualité, mais on peut aussi cheecleemaximiser. Nous allons donc
Voir ce que donnent une optimisation locale par mélangs, jgihet avec plf. Le principe de cette
optimisation est simple : pour chacun des sites définis gaardtion que I'on veut optimiser, on
tente d’ameliorer I'indice de site en le remplagant par leotéposition locale (serveur, 1-rép,...)
qui donne le meilleur indice de site. Il s’agit donc d’'un aigfame glouton, et le résultat obtenu,
gui est un maximum local, peut dépendre de I'ordre dans ldgsisites sont traités.

/

. T
P % p 1Bl

optimisation sans plf, parcours|1107884 0.5’3‘,76 52341
optimisation sans plf, parcours|2113148| 0.9340| 52487
optimisation avec plf, parcours 1121963| 0.9338| 56165
optimisation avec plf, parcours 2118386| 0.9372| 56845

TAB. 3.3 —Tableau des caractéristiques des différentes partitigpresioptimisation

Les résultats sont présentés dans le tableau 3.3. Deuxupamdifférents des partitions ont
ete effectués, pour se rendre compte des fluctuations qheiledu parcours peut générer, ainsi
gue de leur importance. Les principaux résultats que I'an peer de ce tableau sont :

e Un net regain général de l'indice de site, les donnéest i étant proches des valeurs
maximales techniquement possibles par cette méthode.
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e L'optimisation avec plf reste meilleure dans tous les caslapptimisation sans plf, méme
si la valeur ajoutée est plus faible que pour les partitiongds.

e Les fluctuations d@’ et dei dans les quatre cas semble montrer qu’il risque d’étre idific
de déterminer a I'avance le meilleur parcours d’optim@a(probléme da a I'utilisation
d’un algorithme glouton).
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Deuxieme partie

Algorithmes de classement de pages web .
les« PageRank»
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Chapitre 4

Les chaines de Markov

Always buy an unowned property if it is an orange pro-
perty (always block this group if you can).

MR. MONOPOLY Strategy Wizard

AVANT d’attaquer I'objet central de cette partie, a savoir le@ydRank(s), il nous semble
nécessaire de faire un rappel théorique des techniquesoggeations utiliser tout au long
des pages a venir.

Andrei Markov (1856-1922), mathématicien russe, est cqrowr avoir défini et étudié les
processus stochastiques discrets sans mémoire, égaleonentsous le nom dehaines de Mar-
kov. Cet outil du début du siecle dernier est fondamental poupcendre I'idée du PageRank,
c’est pourquoi nous allons brievement rappeler les résussentiefs

4.1 Deéfinitions

On appelleprocessus aléatoire, ou stochastique, disareensemble de variables aléatoires
Xy, aveck € N. X, peut par exemple représenter la position sur le plateawd®#ye joueur de
Monopoly a I'instantk.

Les chaines de Markov discrétes sont des cas particuligmodessus stochastique discret a
valeur discréete dont le futur ne dépend que du présent (paashe€) : les états précédant I'état
présent ne jouent aucun réle. Si on appélld’ensemble des valeurs (ou états) que peuvent
prendre les variablé&,, la caractérisation mathématique d’'une chaine de Markbhégslité,
pour touty € V,

Vk e N, P(X), = j| Xy =i, 1 € [0,k = 1]) = P(Xi = j[Xp—1 = p—1)

1. Pour une information plus compléte sur I'ceuvre de Markowourra se reporter a [She88, SC96].
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En d’autres termes, la probabilité d’étre dans I'étatl'instantk ne dépend que de la valeur
prise a I'instant — 1, et pas des valeurs antérieur@griori, cette probabilité peut ne pas étre la
méme selon l'instant considéré. La chaine de Markov peut donc se définir par ldspitités
de transition entre deux états a un instant

pi; = P(Xi = jlXpo1 = i)

Dans tout ce mémoire, nous nous restreindrons au cas oudeahjlités de transitions ne
dépendent pas de l'instahtconsidéréLa chaine de Markov correspondante est alors dite ho-
mogene.

Si V' est fini (nous prendrons aloi§ = [1,n]), il est commode de considérer la matrice
des transitions! = (p; ;)1<ij<n- A €St une matrice stochastique par ses lignes, c’est-a-dé@e q
Vi eV, Z}Ll A; ; = 1. Ceci est di au fait que le processus est compléetement fetrgéeesi
I'on est dans I'état a l'instantk — 1, alors on sera danis a I'instantk.

La matrice de transitioml permet d’obtenir I'évolution de notre processus. En efegn
appellez” le vecteur représentant la distribution des états a |'iﬂslsté(x;? = P(Xy = j)), alors
la proposition suivante donné en fonction de:® et deA.

Proposition 1
x® = (AY)*20, out est I'opérateur de transpositién.

Preuve : Il suffit de montrer que, pour uk > 1 quelconque, on a* = A'z*~!; la proposition
1 n’est alors que I'application d’une récurrence immediagerésultat voulu vient du fait que :

(A2 = Y pgat =) PXE = XM =) P(X =)
=1 =1

= Y PX'=j XM =i)=P(X"=j) =2}
=1

4.2 Cote graphe, c6té matrice

Nous venons de voir que les matrices stochastiques sont yamaola fois élégant et com-
pact de rendre compte de I'évolution d’'une chaine de Markwis ce n’est pas le seul. La

2. Dans tout ce mémoire, nous allons user et abuser de I'®pérde transposition. Pourquoi ne pas travailler
directement sur la matric®! et ainsi ne pas faire intervenir? D'une part parce qu'il est plus confortable de
considérer qu'un coefficient; ; représente I'action desur j que celle dg sur:. D’autre part parce que mes restes
de classes préparatoires font que je préfére travailldeswecteurs colonne plutdt que sur les vecteurs ligne. Enfin
parce que c’est généralement la notation d’usage dangiatiire existante.
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représentation en terme de graphe orienté pondéré estgalées utile, et il est confortable
de pouvoir passer de I'une a l'autre suivant les besoins.

A toute matriceM = (m;;)i<i ;<. de taillen, il est possible d’associer un grapbé )
orienté pondéré a sommets, dont les arétes sont 'ensemble des couplgsels quen; ; # 0,
pondérées chacune par leur coefficient associé.

Réciproguement, a tout graphe orienté pondéré peut comdspta matriceV/ définie par:

le poids de I'arétéi, j) si elle existe.
K 0 sinon.

Dans le cas d’'un graphe dont les arétes sont non pondérées,@msidérant comme impli-
citement de poid$, on retrouve la matrice d’adjacence.

Parfois, le passage de la vision matricielle a la reprétentsous forme de graphe se limite a
une simple réécriture : ainsi, si la caractérisation d’urarite stochastiqueM = (m; ;)i<ij<n
est

Vi€ [1,n],) miy; =1,
j=1
celle d'un graphé&s = (V, E') représentant une chaine de Markov homogéne est

Yv eV, Ze%w = 1.
Il arrive cependant que les deux approches correspondantemt a deux visions subtilement
différentes d’'un méme probléme. Ainsi, dire qu’'une matpositive M est irréductible revient
a dire que

V(i,7) € [1,n]% 3k € N, (M*),; > 0.
Au niveau du graphé; correspondant, cela revient a dire que pour tout couple ohersds
(1, 7), il existe un chemin (de longued) relianti aj. En d’autres termes, le caractere irréductible
de la matrice se traduit par la forte connexité du graphe.
Enfin, signalons qu’une chaine de Markov est ditgodiquesi la matrice correspondante est
irréductible et apériodique.

4.3 Evolution d’une chaine de Markov homogéne

Afin d’étudier I'évolution a long terme d’'une chaine de Markon peut se demander s'il est
possible d’avoir des propriétés de convergence. Or, céeiogglis grace au théoreme suivant.

3. Lorsque cela n'est pas précisé, nous entendons par enatiochastique une matrice stochastique par ses
lignes, c’est-a-dire une matrice positive telle que la s@ndi@ chacune de ses lignes soit égale a
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Théoréme 1 Soit A une matrice stochastique.

(a) Le rayon spectral del estl, et c’est une valeur propre.

(b) SiA estirréductible, alors il existe un unique vecteur de ptobg P vecteur propre del!
pour la valeur proprel, et P est strictement positif, c’est-a-dire que toutes ses cames
sont strictement positives.

(c) Si A estirréductible et apériodique, alors toutes les valewsppes autres qué sont de
module strictement inférieur &

Preuve :
1

(a) 1 est valeur propre, associée au vecteur prdpre| .

1
De plus, siI'on considére un vecteur= (z;);<;<, quelconque, nous avons toujours

[Az] o < [lA]2]ll < Il »

avec la conventiofe| = (|z;|)1<i<n-
Ceci implique que toute valeur propre deest inférieure d.

(b) Si A est irréductible, alors on entre dans le cadre du théorenteed®n-Frobenius (voir
I'annexe page 151), qui assure qu'’il existe, & homothétis,pm unique vecteur progrde
A' pour la valeur propré. Ce vecteur étant strictement positif, on peut aprés nosatadin
le considérer comme un vecteur de probabilité.

(c) D’apres le théoreme de Perron-Frobenius, est une valeur propre dé vérifiant|\| = 1,
alors )\ est une racind—ieme de 'unité, oul est la cyclicité ded. Si A est apériodique, on
a alors forcémenk = 1. Toutes les valeurs propres deautres que ont donc une norme
strictement inférieure a 1.

OJ

Grace au théoreme 1, il est maintenant possible de cont@itenportement asymptotique
d’'une chaine de Markov homogeéne.

Théoréme 2 Soit A une matrice stochastique irréductible apériodique ddeail représentant
une chaine de Markov homogene. Si on appElle vecteur de probabilité propre droit dé’
pour la valeurl (son existence ainsi que son unicité sont garanties parderttme de Perron-
Frobenius), alors

(AH* — P1,,

k—o0

ou 1, est le vecteur ligne de taille ne comportant que des

4. En fait, il y a deux vecteurs propres, un droit et un gaulehgauche ded étant le droit ded? et vice versa.
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Preuve : Il s'agit d’une simple application de la méthode de la puisgaou méthode de Jacobi.
En effet, commd est valeur propre de dimensidanon peut décomposet’ sur I'espace propre
engendré paP d'une part et sur I'espace associé aux autres valeurs grapmatre part (qui
n’est pas forcément un espace propre). Ainsi, il existe uatioe de passadg inversible telle
que

Al =T. _ Q T,

0

ou () est une matrice de rayon spectral strictement inférieurlasiv@leurs propres dg@ sont
celles deA saufl). Le rayon spectral d& impliqgue queQ” converge de maniére géométrique
vers0. (A!)* converge donc de maniere géométrique vers :

1 0 --- 0 1 0 --- 0
: 0 k -1 0 -1
klggoT : Q T =T. : O T
0 0

Cette matrice, que nous appelleratfs, est de fait une projection, puisqué’_)? = A?_.
L'espace de projection est de dimensiqgrtar la matrice est de rarig Comme par passage a la
limite, on aA._P = P, la droite de projection est celle engendrée Parl’_ est également une
matrice stochastique (car limite de matrices stochassiqian particulier, sé; est le vecteur de
probabilité stre en, défini par(e;), = dF, alors

(A )1,
Aioei = : = P,
(At In.i
dou A, = P.1. O
Le comportement asymptotique de la chaine de Markov honsoggesociée est alors donné
par le corollaire 1:

Corollaire 1
Soit Py une distribution initiale de probabilité quelconque. Latdbution des états a l'instaht
P, = (AY)* P, converge, quani tend vers l'infini, versP.

Preuve : Pour toute distribution de proabilité, on a(A")*P, — = (At JPh=P1lP=P. O

Pour le lecteur désireux de se familiariser avec les anpjrwde I'étude asypmtotique des
chaines de Markov, la section suivante est consacrée a titeegmalyse des probabilités dans le
jeu de MonopolyM.
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4.4 Intermezzo: Le Monopoly™ selon Markov

Sources : [Ste96, Col, Gau96]

A peu preés tout le monde connait le jeu du MonopBljeu

de plateau qui consiste a acquérir des propriétés, comstitu
des monopoles appelés lotissements (ensembles de proprié-
tés de la méme couleur), construire des maisons, puis des
hotels, et ultimement ruiner tous ses adversaires.

Il y a une certaine stratégie au Monopoly. Comme dans la
vraie vie financiére, tout est question de négociations, de
prise de risque et de retour sur investissement. Quel est le
réle des chaines de Markov dans le Monopoly ? Une des
sources de revenus (et de ruine!), la principale en fin de jeu,
est I'obligation a chaque tour de payer un loyer au posses-
FIG. 4.1 —Plateau de Monopol seur (s'il existe) de la propriété ol son pion s'arréte.

Une question a se poser est: quelles sont les chances derteurhéne case donnée? Si
certaines cases sont plus probables que d’autres, on cathpiren qu’elles auront un intérét
stratégique accru. On peut voir I'évolution de la positioandjoueur au fil des lancers de dés
comme une chaine de Markov. lan Stewart [Ste96] associe guehétat-case 11 transitions
possibles correspondant aux résultats possibles d’'uredale dés, de 2 a 12. La probabilité
de chaque transition est celle d’obtenir le résultat avexaks. lan Stewart conclut que la
matrice stochastique représentant la chaine de Markovrestante, et que la distribution de
probabilité asymptotique est la distribution uniforme f&it si on regarde de plus pres les regles,
on s’apercoit que tous les états ne sont pas equivalentseda glistribution de probabilité limite
n’est pas forcément équiprobable.

4.4.1 Brefrappel des regles et notations

Par convention, on considérera qu’il y a 41 cases: cela va dadeDépart (huméro 0) a
la caseRue de la PaiXnuméro 39), la casBrison ayant le numéro 40, la casimple Visite
ayant le numéro 10. Le tableau 4.1 récapitule les difféeecdses, avec le nom et la couleur de
lotissement éventuelle.

Une partie commence sur la cd3épart A chaque tour, le joueur lance deux dés. Au bout de
trois doubles consécuitifs, le joueur va en prison. S’il terabr une cas€hanceou bienCaisse
de Communautél tire une carte dans la pile correspondante, et ce tiragewentuellement
suivi d’'un effet immédiat au niveau de la position. Quand ehen prison, on peut en sortir
gratuitement en faisant un double dans les trois tours questucelui de 'emprisonnement,
sinon on doit payer pour sortir. On peut sortir avant la fintdeis tours en payant.
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N° | Nom Groupe | N° | Nom Groupe
0 | Case Départ 21 | Matignon rouge
1 | Belleville brun 22 | Carte Chance
2 | Caisse de Communauté 23 | Malesherbes rouge
3 | Lecourbe brun 24 | Henri-Martin rouge
4 | Imp0Ots 25 | Gare du Nord
5 | Gare Montparnasse 26 | Saint-Honoré jaune
6 | Vaugirard bleu clair| 27 | Bourse jaune
7 | Carte Chance 28 | Cie des Eaux
8 | Courcelles bleu clair| 29 | La Fayette jaune
9 | République bleu clair| 30 | Allez en Prison

10 | Simple visite 31 | Breteuill vert

11 | La Villette violet 32| Foch vert

12 | Cie Electricité 33 | Caisse de Communauté

13 | Neuilly violet 34 | Capucines vert

14 | Paradis violet 35 | Gare Saint-Lazare

15 | Gare de Lyon 36 | Carte Chance

16 | Mozart orange | 37 | Champs-Elysées bleu foncé

17 | Caisse de Communauté 38 | Taxe de Luxe

18 | Saint-Michel orange | 39| LaPaix bleu foncé

19 | Pigalle orange | 40| Prison

20 | Parc Gratuit

TAB. 4.1 —Listes des cases du MonopBfy

Voici la liste détaillée des cart&shance 1 envoie en prison, 1 envoie vers I'avenue Henri-
Martin, 1 envoie vers boulevard de la Villette, 1 envoie Varsue de la Paix, 1 envoie vers la
gare de Lyon, 1 envoie sur la case DépalRetulez de trois caseldy a 9 autres carte€hance
qui n'ont aucune influence sur la position

Voici maintenant la liste détaillée des car@aisse de Communauté Retournez a Belleville
1 envoie en prison, 1 envoie sur la case Départ, 1 possitiditéer une cart€hance(alternative
avec une amende). Il y a 12 autres ca@assse de Communauggi n’'ont aucune influence sur
la position.

4.4.2 Matrice des transitions

A cause des régles, tous les états n’ont pas les méme toassitiinsi, toute transition vers la
case 30Allez en Prisopdoit en fait étre remplacée par une transition vers la cAgBdson). De
méme, il faut considérer pour toute transition vers less@éanceou Caisse de Communauté
les éventuelles redirections. Il y a aussi le probléme dabléds : le processus stochastique utilise
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68 Chap. 4 — LES CHAINES DEMARKOV

une mémoire (nombre de tours en prison ou nhombre de doubtsgcatifs déja faits) et n’est
donc pas un vrai processus de Markov. Mais comme la mémdifines (3 lancers), on peut
Se ramener a un processus sans mémoire en considérant ee aspa3 étafs 120 états du
type (4, j)ic[o,40,jej0,2 FEPrésentanktre sur la case en ayant déja faifj doubles consécutifet

3 étatsprisonreprésentant les trois tours que I'on peut passer en prilsfaiut d’ailleurs noter
gue silI'on paie, comme on a souvent intérét a le faire en didbphrtie, on ne passe qu’un tour
en prison, et les transitions sont donc modifiées. Il fautdmmnsidérer les transitions pour une
stratégieprisonet celle pour une stratégiiberté®.

20 40 60 80 100 120
T

M |

100~ H -
.-. 0.05

120— h - |

FIG. 4.2 —Matrice des transitions (stratéggison dans I'espace
(case,nombre de doubles) + (prison,nombre de tours)

On arrive ainsi a écrire, pour chacune des 2 stratégiesdinésis, une matrice stochastique

5. Une solution alternative, proposée par [Col], consistetamer pour chaque case la probabilité d'y étre arrivé
par 2 doubles consécutifs.
6. D’autres facteurs peuvent également altérer les prbtdshile transitions :

e La carteTirez une Carte Chance ou Payez une Amende dgqui propose deux stratégies.

e Les cartesSortez de prisorgui, si elles sont conservées par les joueurs, augmeggtement les probabi-
lités de tirer une carte de déplacement.

L'effet de ces variations étant relativement faible, noosspermettons de ne pas les prendre en compte ici.
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décrivant la stratégie en question. La figure 4.2 représenge de maniére graphique la matrice
correspondant a la stratégigson

4.4.3 Probabilités asymptotiques et conclusion

16 L I stratégie liberté
Stratégie prison

Probabilité asymptotique (%)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9101112131415151718192021222324252627282930313233343536373839407
Cases

FIG. 4.3 —Probabilités asymptotiques du jeu de MonopHly

Une fois la matrice des transitiorscalculée, grace au corollaire 1, on sait qu’il suffit d’itére
P, = A'P,_, (P, étant par exemple la distribution équiprobable) pour auoi convergence
vers la distribution asymptotique. Il n’y a alors plus queaenir dans I'espace4+ 1 cases pour
avoir des résultats exploitables, lesquels sont représéigure 4.3. Pour compléter cette étude, il
faudrait maintenant prendre en compte les prix de ventesdbyers pour avoir un temps moyen
de retour sur investissement, sans oublier de considépeueoir d’achat, mais cela n’est plus
du ressort des matrices de MarKoContentons-nous pour conclure de ces quelques remarques :
e La caseAllez en prisora une probabilité nulle, puisqu’on n'y reste pas.

e De méme, les casd&3hanceet Caisse de Communautdt une probabilité assez faible, a
cause des cartes de déplacement immédiat.

7. Pour avoir une idée des résultats que I'on obtient, vail][@ttention, les résultats correspondent au jeu de
monopoly international, qui comporte des cartes différemte la version francaise.
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e Les deuxiéme et troisieme quarts du plateau ont globaledesrobabilités plus grandes,
a cause de la sortie de prison. Cela confére un intérét ceréair propriétés qui s'y
trouvent (les groupes orange et rouge en particulier).

e Paradoxalement, on a plus de chance d’atterrir sQolmpagnie d’Electricité&n choisis-
sant de rester en prison. Pourquoi ce résultat contretifrtudvec la stratégidiberté, la
probabilité de tomber dessus en sortant de prison esy/8le Avec la stratégigrison
cette probabilité devierit/36 + 21/36 + 221/36. ..

4.5 Matrices (sous-)stochastiques : cas général

Au cours des chapitres suivants, nous aurons parfois effades matrices présentant une
périodicité, ou qui sont non irréductibles, ou encore sstoshastiques lesou n’étant pas for-
cément exclusifs. Nous nous proposons donc d’étudier lié@adu corollaire 1 sous ces diffé-
rentes hypotheses.

45.1 Matrices non irréductibles

Intéressons-nous tout d’abord au casde (a; ;)1<i ;< €St stochastique, mais non irréduc-
tible. Cela veut dire que le graphe correspondant (V, E) n’est pas fortement connexe. Consi-
dérons alors la décomposition en composantes fortemenegen dé& : G = ((C4, ..., Cy), E).
Chaque composanté. a exactement une des deux propriétés suivantes:

FIG. 4.4 —Exemple de graphe non fortement connexe

e Soitdi € C.,j ¢ C.,a;; > 0. La composante et ses états sont alors dits transitoires.
e SoitVi € C.,j ¢ C.,a;; = 0. La composante et ses états sont alors dits récurrents.

8. Dans ce cas, on ne peupriori plus parler de chaine de Markov associée.
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Si I'on quotienteG selon ses composantes fortement connexes, le graphe déduié un
ordre partiel sur les composantes (car il n'y a pas de cjrdaiht les composantes récurrentes
sont les maxima.

Par exemple, dans le graphe de la figure 4.4, il y a quatre ceampes fortement connexes,
C1, Cy, C5 etCy. C; et(C5 sont transitoires, alors que, et C, sont récurrentes.

Nous allons maintenant réordonner les éfd@t€omme suit: d'abord leg,; états transi-
toires (toutes composantes confondues), puig edats d’une premiere composante fortement
connexe récurrente,. .., jusqu’ay états de la derniere composante fortement connexe récur-
rente. Dans ce réarrangement des états, la matrice stioglgaassociée (que nous continuerons
d’appelerA) s’écrit maintenant :

T FE
R, O 0
A= 0 0 ,
: 0
0 -+ 0 Ry

ouT est une matrice sous-stochastique, non stochastiquelldé:taF une matrice positive non
nulle de taillek; x Zle k;, et lesR; des matrices stochastiques irréductibles de tajlle

Théoreme 3 Soit A une matrice stochastique réduite selon ses composantesfent connexes
transitoires et récurrentesi est de la forme

T F
=(0 k)
ou 7" est une matrice sous-stochastique, non stochastique,iltee &g £ une matrice positive
non nulle de taillek, x 3¢ | k;, et

R, 0 0
R = 0 ,
0
0 0 Ry

les R; étant des matrices stochastiques irréductibles de tajlle
Si toutes les matrice®; sont apériodiques, alors les puissances itéréesidmnvergent.
Plus précisément, on a:

Akk—><8 ; ),avec
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Re 0 - 0

Re=| " T 7
. e 0
0 -+ 0 Ry

Riso = lim RY = P,o.1;,,

k—o00

ou P, est le vecteur de probabilité de tailke vérifiant R P,, = P;., et

F = (Idy, — T) 'ER..

Corollaire 2

Pour toute distribution de probabilité surV, (A)* Py converge quant tend vers l'infini, et le
vecteur limite est une distribution de probabilité appaate a 'espace & dimensions engendré
par le plongement canonique des, dansV’.

Remarque 1
Quand tous les$; ne sont pas apériodiques, il n’y a pagpriori de convergence. La technique
que nous allons voir en 4.5.2 permet quand méme de s’asswe@onvergence a moindre colt.

Preuve : On constate tout d’abord que

=0

k
A ( T E )’“ _ [ ™ S TER
Lemme 1
TF —— 0, et la convergence est géométrique.

k—o00

De plus,(Idy, — T) est inversible, et son inverse vau},~ | T*.

En effet, étudions de plus pres la structurddélous allons réordonner les états par composantes
fortement connexes, en commencant par celles qui, dansafhgrquotienty/C, n'ont pas
d’aréte entrante (composantes ultra-transitives), etianttpar éloignement selon la distance
aux composantes ultra-transitives. La matficest alors de la forme::

Ty Gz - Gy
T — 0 . Giﬂ' ,
: ., Glfl,l
0 0 T
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ou lesT; sont des matrices irréductibles sous-stochastiques,tnohastiques (par convention,
la matrice unidimensionnell@ est considérée comme irréductible). D’aprés 4.5.3, chaupe
trice 7; de la diagonale principale a un rayon spectrd;) strictement inférieur 8. Comme
la structure d€” est triangulaire, le rayon spectral @eestp(7") = max;<;<; p(T;) < 1. Ceci
assure qué™ converge géométriquement veéxs

Commel n’est pas valeur propre d& (Idy, — T') est inversible. Or, pour tout, on a:

k
(Idy, —T)Y TV = Idy, — T*, d'ou
=0
k
> T = (Idy, — T)7'(Idy, — T*).
=0
On en déduit que

k
lim T7 = (Idy, — T)7*,
k—o00 s
ce qui acheve la démonstration du lemme.
Revenons a notre démonstration. Il est maintenant acqui@’qu:e—> 0. Avec I'hypothése
d’apériodicité desk;, nous avons aus$t* —— R...

k—o0
Il nous reste a prouver que

k
> T'ER* —— (Idy, = T) " ERx.
i=0 o
Or,ona

k k k
> T'ER*' =) T'ERy+» T'E(R"' - Ry).
=0 =0 =0

Le premier terme converge vet&d,, — T) ' ER,,. Quant au deuxiéme, on a:

h [k/2) 5
Y T'E(R*'—Ry)| < D _T'ER" -Ry)|+| Y  TE[R"™-R)
i=0 i=0 i=[k/2]+1

Le premier des deux termes de droite tend Veiscause de la convergence géométrique de
Rk ver R, le deuxiéme a cause de la convergence (également géamétquf:O T*. Ceci
assure la convergence vérdu terme de gauche. C.Q.F.D.
O
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4.5.2 Matrices périodiques

Si une matrice stochastiqueest périodigue, il n'y aa priori pas de convergence. On peut
par exemple penser a la matrice circulante

1sij=(i+ 1)[n],

C = (cij)<ij<n, AVEE; ; = {O sinon

Les différentes itérations d€ décrivent une orbite de taille correspondant aux racines
n-iemes de l'unité, et il N’y a en particulier pas convergeauaesens classique, bien qu’il existe
une convergence au sens de Cés%@j(f:o C' converge).

La convergence au sens de Césaro pourrait nous permettréraleves la direction propre
associée a la valeur propre positive maximale, mais ce pashécessaire : comme le montre le
théoreme 4, il est possible de se ramener a une convergetassiqae ».

Théoreme 4 SoitA une matrice stochastique irréductible de tailleéventuellement périodique.
Soit P I'unique vecteur de probabilité tel qué’ P = P. Pour touta €]0, 1[, on a

(A" + (1 — a)ld)f — P.1,

k—o0

Corollaire 3
Soit Py un vecteur de probabilité quelconque. Si on pBse («A + (1 — «)Id), alors

(BY*Py —— P

k—oo

Preuve : La matrice B définie parB = (aA + (1 — «)Id) est stochastique, irréductible, et
apériodique, a cause de la présence de circuits de longuéiif)* converge donc ver§.1,,
ou @ est I'unique distribution de probabilité vérifiam'@Q = . CommeB'P = (aA' + (1 —
a)ld)P =aP+ (1 —a)P=P,onaP = Q.

C.Q.F.D.

4.5.3 Matrices sous-stochastiques

Le cas des matrices strictement sous-stochastiques samhtai simple a résoudre :

Théoréme 5 Soit A une matrice sous-stochastique, non stochastique, irtddaae taille n.
Alors les puissances itérées de cette matrice tendenters

AF — 0.

k—o0
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Preuve : A estinférieure et non égale a une matrice stochastiqueuctidte. D'apres le (d) du
théoréme de Perron-Frobenius (voir page 151), son rayarirapest strictement inférieur g

ce qui assure le résultat, a savoir, si on appeleerayon spectral, une convergence dominée par
une suite géomeétrique de raispn O

Remarque 2

Une matrice sous-stochastique mais non stochastiquesporrd a une chaine de Markov mal
définie, dans le sens ou toutes les transitions possibles pas été données. Par analogie avec
les automates, on parlera de chaine de Markov inconplBtans ce cas, pour toute distribution
Py de probabilité,(A')*P, — 0, résultat peu satisfaisant en termes d’informations sitiee

k—oo
probleme est crucial dans le cadre des calculs de PageRde&,seflutions poug compléters
une matrice sous-stochastique seront données plus efs d&tas le chapitre 5.

Remarque 3

Le théoréme 5 peut en fait s’appliquer a toute matrice stachastiqueA inférieure et non
égale a une matrice stochastique irréductible. Nous appel de telles matrices des matrices
sous-irréductibles.

Cependant, comme nous le verrons lors du chapitre 5, I'étada daleur propre maximale
d’'une matrice sous-irréductible ainsi que de I'espace ngragsocié est importante pour I'étude
du PageRank, c’est pourquoi nous allons développer un peu.

Valeur propre maximale et espace propre associé d’une mate positive°

Théoréme 6 Soit A une matrice positiv¥.

Soient(C1, ..., Cy) la décomposition en composantes fortement connexes dheytaps-
socié aA.

On définit le rayon spectrgh(C;) d’'une composanté’; comme étant le rayon spectral de
Ac,. On appellera composante pseudo-récurrenté&deute composanté; vérifiant :

e p(C;) estmaximal V1 < j < k, p(C;) < p(C;).

e les composantes accessibles a partir@eont un rayon spectral strictement inférieur :
VC; C1C:Y, p(C)) = p(Cy) = C; = C.

Alors:

(a) Le rayon spectral del est égal au rayon spectral maximum des composantes fortemen
connexes dé/.

9. En effet, tout comme avec les automates, il est possibbeapléter notre chaine de Markov en rajoutant un
étatpoubellerecevant ledéfaut stochastiquees autres états, et pointant srement vers lui-méme.
10. Bien que I'étude que nous allons faire nous intéresse émat du point de vue des matrices sous-irréductibles,
elle est en effet valable pour toute matrice positive.
11. PourC C V, le filtre deC', noté(C, est 'ensemble des pages Weaccessibles a partir de.
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(b) 1l existe une valeur propre maximale qui est positiveegt’la seule si les composantes
pseudo-récurrentes sont apériodigues). La dimensionapdice propre associé est alors
égal au nombrel de composantes pseudo-récurrentes.

(c) SiC; est une composante pseudo-récurrenteifal existe un vecteur propre positif de
support]C; associé a la valeur propre maximale.

Corollaire 4

S’il existe une seule composante pseudo-récurigptet si tous les sommets sont accessibles de
cette composanté, = V), alors les espaces propres associés aux valeurs propxesales >
sont de dimension 1, et il existe un vecteur propre positffigigoorty” associée a la valeur propre
maximale positive. On dira alors queest pseudo-irréductible.

Preuve : La preuve est en fait trés similaire a celle du théoréme 3 lggunatrices stochastiques
non-irréductibles, méme s’il n’est plus possible d’avairésultat de convergence des puissances
de A. Grace al'ordre partiel induit par le graphe quotient despgosantes fortement connexes, il
est possible de rendré triangulaire par blocs selon les composantes fortemenmtecas : quitte

a se placer dans la bonne permutation, on peut écrire

AC1 T12 e le
A - (.) - h : ’
e T Tk
0 - 0 A

ou lesT;; sont les matrices de transition entre composainéts.

Cette décomposition triangulaire assure que le rayon speltsrA est égal au rayon spec-
tral maximum des différentes composanées En fait, en appliquant le théoréeme de Perron-
Frobenius sur chacune des composantes fortement conilexgsarait qu’il existe une valeur
propre) > 0 égale au rayon spectral, et que sa multiplicité est égal®anbre de composantes
de rayon maximal.

Si C; est pseudo-récurrente, alors la multiplicité Xdeans A est1. Il existe donc a ho-
mothétie prés un unique vecteur propreassocié a\ dansAj,. Commef C; est stable par
A', le plongement de dansV est un vecteur propre dé’. Par construction, on a également
Ag,xo, = Mg, D'aprés le théoréme de Perron-Frobenius appliquésyy les composantes
dex, sont strictement positives a homothétie pres. De procheaahe, I'égalitéA’, » = Az
montre quer est strictement positif.

Pour chaque composante pseudo-récurrenté,dieexiste donc un vecteur propre positif de
support[C; associé a.

Il reste @ montrer qu’il n'existe pas de vecteur propre assac\ en dehors de I'espace
engendré par leg vecteurs propres associés aux composantes pseudo-réesriésuffit pour

12. Le pluriel est employé ici pour les éventuelles péribééc En cas d’apériodicité, il n’y a bien sir qu’une seule
valeur propre maximale.
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cela de constater que toute composante de rayon maximalseow@-récurrenté’; génere une
structure triangulaire dans I'espace associé &l existe une composante pseudo-récurrérite

avecC; C1C;, alorsAyc, contient (dans une base adaptée) un bloc de la f rna\e /; ) avec

1 # 0, ce qui montre qu’il n'est pas possible d’associer un vegbeopre de\ aC;.
C.Q.F.D.
O

4.5.4 Cas général: conclusion

Nous venons de voir gu’on peut s’arranger pour trouver uorédlgne de convergence méme
si la matrice n’est ni apériodique, ni irréductible. Nota@asiplement que dans ce dernier cas,
il 'y a pas unicité. En revanche, si la matrice est soushststique, mais non stochastique, le
vecteur asymptotique sera nul partout sauf sur d’évemsielbmposantes fortement connexes
récurrentes a l'intérieur desquelles la matrice est stiaee. La complétion canonique, qui
consiste a rajouter un état « poubelle », n'est pas satisfi@<ar elle ne change pas fondamen-
talement le résultat: I'état « poubelle » récupére les friibds perdues au niveau des compo-
santes sous-stochastiques, mais les valeurs sur les éteds que I'étapoubellene sont pas
modifiées. Heureusement, les divers algorithmes de cadcBageRank que nous allons étudier
maintenant vont nous fournir d’autres méthodes de congpi@iur trouver a coup sOr un vecteur
ayant toutes les propriétés désirées, qui s’appellerawede PageRank.
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Chapitre 5

PageRank, une maniere d’estimer
'importance des pages web

Lorsqu’un chercheur veut publier une communication
dans une revue spécialisée, il doit passer par des comi-
tés de lecture qui évaluent la qualité de son travail selon
des critéres précis. Pour passer a la télévision ou dans un
journal, il suffit d’avoir une bonne histoire a raconter.

Michel DE PRACONTAL, 'imposture scientifique

Surfer sur internet c’est comme pour le sexe: tout le
monde se vante de faire plus qu’il ne fait. Mais pour le
cas d’Internet, on se vante bien plus.

Tom FASULO

Omnes Viae ad Googlem ducent

E CHAPITRE va essayer de poser les bases a la fois intuitives, axionestigt théoriques
des méthodes de classement de tilageRankmises en valeur par le célebre moteur
de recherch&oogle[Go098]. Ce travail fastidieux dsurveym’a été grandement facilité par
Mohamed Bouklit, qui en débroussaillant, avec l'aide d’Aldean-Marie, le terrain avant moi
[BouO1, BIJM02], m'a permis d’avoir toutes les références ssares.

Il existe deja un certain nombre deirveysa propos du PageRank (cf [BGS02, BGSO03,
LMO04]), mais nous avons jugé ce chapitre nécessaire, cagsiente 'ensemble des PageRanks
sous un méme point de vue, celui de l'interprétation stdanaes, et met en évidence quelques
résultats de convergence gu’on ne trouve pas ailleurs

1. Tout au moins pas appliqués aux PageRanks.
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5.1 Une aiguille dans un océan de foin...

On trouve (de) tout sur le web, a peu prés tous les usagersdauéont d’accord la-dessus.
Savoir si I'information que je recherche existe sur la tailest plus crucial. De nos jours, le
probléme est devenilComment trouver la page que je recherche?

e En connaissant, d'une maniére ou d’'une autre, I'adressaeastiqn. Par exemple, en lisant
sur un paquet de farine I'adresse d’un site qui donne deiesate cuisine, en recevant un
mail d’un ami qui recommande d’aller visiter une adresse,welen ayant I'adresse dans
sesBookmarks. .

e En naviguant (surfant) sur le web, a partir d'une adressewenSi par exemple je re-
cherche une page qui parle des ratons laveurs, et si je sommaite de zoologie, partir de
ce site peut étre une bonne fagon de trouver la page que jeheher

e En utilisant un moteur de recherche. Celui-ci, en échangeedaquéte c’est-a-dire d’'un
ensemble de mots essayant de décrire plus ou moins préciséenque je recherche, va
nous donner une liste de pages susceptibles de répondrie aemptéte. D'apres [LG99],
l'utilisation des moteurs de recherche concerne 85 % desiatites.

Requéte Google Yahoo
PageRank 1410 000 807 000
Raton laveur 18 100 25 300

Amazon 107 000 000 66 600 000
Pate a crépes 46 300 30900
Pate a crépe 22 800 47 000

TAB. 5.1 —Nombre de réponses fournies par Google et Yahoo a quelqueétesy(aolit 2004)

Tout le probleme des moteurs de recherche est d’arrivenvayenles pages que l'utilisateur
recherche. Seulement, les réponses a une requéte donnémgeemt souvent par centaines,
voire par milliers, comme le montre le tableau 5.1. D’'un autre coté, les utiisa se lassent
vite, et on estime que 90 % des utilisateurs ne dépasserd pasrhiére page de résultats.

Le but des moteurs est donc d’arriver a afficher dans les dirgt wremieres réponses les
documents répondant le mieux a la question posée. Dangiqu@aaucune méthode de tri n’est
parfaite, mais leur variété offre aux moteurs la posséitie les combiner pour mieux affiner
leurs résultats. Les principales méthodes de tri sont igarsies :

Tri par pertinence Le tri par pertinence est la méthode de tri la plus ancienteus utilisée.
Elle est basée sur le nombre d’occurrences des termes dehlercbe dans les pages,
de leur proximité, de leur place dans le texte [Sal89, YLYL.9®alheureusement, cette

2. Le probléme est en fait moins crucial si on élimine les daub— voir tableau 2.1 page 33 — mais il reste
important.
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méthode présente lI'inconvénient d’'étre facile a détoypaedes auteurs désireux de placer
leurs pages en téte de liste. Pour cela, il suffit de surchéagege de mots importants,
soit dans I'en-téte, soit en lettres invisibles a I'intérieu corps de la page.

Etude de TURL On peut également donner de I'importance a une page endordgison URL.
Par exemple, selon le contexte, les URLs appartenaibpu_evel Domain.com pour-
raient avoir plus d'importance que les autres, de méme quUERLs contenant la chaine
de caractérehome [LKVTOQ]. Il a également été suggéré que les URLs de faiblddwau
dans l'arbre-cluster étaient plus importantes que leea€GMP98].

Liens entrants Le comptage de citations consiste a attribuer aux pagesropertance pro-
portionnelle aux nombres de liens vers cette page connute @éthode a largement été
utilisée en scientométrie pour évaluer I'importance dddipations [SP63].

PageRank Comme nous allons le voir, le PageRank est une sorte de géaéialirécursive du
comptage de citations.

5.2 Les deux axiomes du PageRank

Le PageRank, introduit par Brigt al.en 1998 [PBMW98], est la méthode de classement qui
a fait la spécificité du moteur de recheradBeogle[Go098]. Il s'agit en fait d’'une adaptation
au Web de diverses méthodes introduites par les scienteshéepuis les années 1950. Deux
meéthodes scientométriques en particulier doivent étreudes :

Le comptage de citationsEn 1963, Price publidittle Science, Big Sciend&P63]. Dans ce
livre, premier ouvrage majeur traitant de ce qui deviendus pard la scientométrie, il
propose de mesurer la qualité de la production scientifigiéieeg entre autres, a une tech-
nique trés simple, le comptage de citations : une des manirenesurer la qualité d’'une
publication est de dénombrer le nombre de fois ou cette qatiin est citée.

Modélisation markovienne Les chaines de Markov, décrites dans le chapitre 4, pemeiba
seulement de jouer au Monop®H; mais aussi de modéliser I'évolution d’une population
répartie entre plusieurs états a condition d’arriver anmestiles probabilités de transition

3. Cela fait maintenant quelques dizaines d’années qu’'uweau domaine de la recherche est apparu qui se
consacre a I'étude de la production intellectuelle humadies principales branches de cette méta-science sont:
Bibliométrie définie en 1969 comme « I'application des mathématiques etrdghodes statistiques aux livres,

articles et autres moyens de communication ».

Scientométrie on peut la considérer comme la bibliométrie spécialiséecamiaihe de I'Information Scientifique
et Technique (IST). Toutefois, la scientométrie désignend’'maniere générale I'application de méthodes
statistiques a des données quantitatives (économiquesihes, bibliographiques) caractéristiques de I'état
de la science.

Infométrie terme adopté en 1987 par la F.I.D. (International FedarasioDocumentation, IFD) pour désigner
I'ensemble des activités métriques relatives a I'infoliorgtcouvrant aussi bien la bibliométrie que la scien-
tométrie.
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entre états. Par exemple, Goffman propose en 1971 I'étutiéwidution de la recherche
dans différents sous-domaines de la logique a I'aide denebaie Markov [Gof71].

Voyons maintenant comment Brét al. ont adapté ces concepts a I'estimation de I'impor-
tance des pages Web.

5.2.1 Une page importante est pointée par des pages importantes

Tranposée telle quelle aux graphes du Web, la méthode dutagende citations revient a
dire que 'importance d’'une page est proportionnelle a sgréentrant, c’est-a-dire au nombre
de pages qui la citent a travers un hyperlien:

I(wv)=) 1,

w—v

ouw — v signifiew qui pointe surn.

Bien que cette mesure puisse effectivement étre utiliséegstimer I'importance des pages
[CGMP98], elle se trouve en partie dénaturée par I'inexistatiun contrdle de qualité. En effet,
lorsqu’un chercheur veut publier une communication daresremue spécialisée, il doit passer
par des comités de lecture qui évaluent la qualité de soaitiselon des critéres précis. A cause
de cela, le fait méme d’étre publié donne un minimum d’'imgoce aux articles considéres,
et on a une certaine garantie que les citations que recoiapreipne sont pas complétement
fantaisistes. Dans le cas du Web, ce garde-fou n’existe gaause du faible colt intellectuel
et matériel d’'une page Web, n'importe qui peut pointer véirmporte quoi sans que cela ait
forcément un véritable sehsPar exemple, pourquoi ne pas créer une multitude de pades vi
de sens, mais qui me citent par des hyperliens, pour augneehéavi ma propre importance ?

Brin et al. proposent de contrer ce probleme par une description iigéewuds I'importance :
Qu’est-ce qu'une page importante ? C’est une page pointéggsagpages importantes. Concre-
tement, si une pageest pointée pak pages, ..., v, 'importance dev doit étre définie par:

1) = fo(I(0), ., I(vy) (5.2)

Il nous reste a définif, et résoudre I'équation (5.1).

5.2.2 Le surfeur aléatoire : le hasard fait bien les choses

Une image d’Epinal du Web est le principe de la navigationhyaerliens : pour trouver ce
gu’il cherche, I'internaute va naviguer de page en page etiden clic jusqu’a I'arrivée a bon
port. Bien s(r, ce n’est pas ce qui se passe en pratique, aotardes raisons techniques (il n’est

4. Apres tout, ne dit-on pas qui trouve de tout sur le Wéb
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pas toujours possible de rejoindre une pagepartir d’'une page) que sociales (utilisation des
moteurs de recherche, lassitude de l'internauté. . .)

Brin et al. ont eu pour idée de modéliser le comportement de l'intemaligueur par une
chaine de Markov. Tout ce qu'il fallait, c’était trouver jebabilités de transitions d’une page a
une autre. Une des maniéres les plus simples de voir lesskesde considérer qu’une fois sur
une page donnée, l'internaute va cliquer de maniére échapte sur un des liens contenu dans
cette page:

—Slv—>w ]
Pow = 4 d(V) , oud est le degré sortant.

0 sinon

Ceci est la base du modeéle du surfeur aléatoire. PoureBiaih, étant donné que les graphes
du Web refletent une architecture volontaire et réflechie pleges intéressantes doivent étre
structurellement facile d’acces, tout comme une ville éstitdint plus accessible par le réseau
routier gu’elle est importante. Donc, comme le surfeurtaliéase laisse guider par le réseau des
hyperliens, statistiquement, il devrait tomber d’autdossouvent sur une page que celle-ci est
importante. D'ou I'idée de définir 'importance d’'une pageMpar la probabilité asymptotique
de se trouver sur cette page dans le modele du surfeur agatoi

5.2.3 Cohérence des deux interprétations

Maintenant que nous avons défini deux facons de considémgrditance d’'une page, consta-
tons qu’elles se recoupent et désignent le méme phénomermrdfeg dans le modele du surfeur
aléatoire, il est possible d’estimer la probabilité asystigtie de présence sur une pagen
fonction de celles des pagesqui pointent vers :

P) = 3 o Plw) 5.2)

w—v

On peut constater qu’on a bien une relation de transfertpbitance comme celle définie
par I'équation (5.1), et que (5.2) obéit en plus a un princpeconservation : une page donnée
transmet lintégralité de son importance, celle-ci étaguigblement répartie entre les diffé-
rentes pages pointées. La probabilité, vue comme une ianpme}f se transmet donc a travers les
hyperliens a la maniére d’un flot.

5.3 Les modeles classiques

Bien gu’on parle souvent du PageRank au singulier, il existeéafité une multitude de
PageRank(s). Nous allons voir ici comment, a partir du maith&erique du surfeur aléatoire que

5. Cf [CP95, TG97, CMO01, WMO04, MFJR04].
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nous venons de décrire, plusieurs variations ont été inireglafin de s’adapter a la réalité des
graphes du Web. Ce travail darveya déja été effectué pour I'ensemble des PageRank(s) issus
de processus rendus explicitement stochastiques [BGSO02)BE&BI04], mais nous voulons ici
prendre également en compte les modeles sous-stochastique

5.3.1 Casidéal

Dans le cas ou le graphe du Web= (V, E) que 'on veut étudier est apériodique et forte-
ment connecté, les principes vus dans la section 5.2 stamit directement : en effet, il s'agit
de rechercher une distribution de probabilité Buérifiant :

P(w)
, P(v) = — 5.3
Yo eV, P(v) éd@@ (5.3)
Ceci revient a trouver la distribution asymptotique de lacbae Markov homogéne dont la
matrice de transition est:

| )
—— St — 7,
A = (a;;)ijev, aveca; ; = d(i) (5.4)
0 sinon.

Comme vu lors de la section 4.3, la suite de distribution

Pn+1 = AtPn:

initiée par une distribution de probabilité quelcondyé, converge géométriquement vers I'unique
distribution P vérifiant

P=AP,

c’est-a-dire vérifiant la relation (5.3).
Cette distribution de probabilit® est appelée PageRank.

Remarque 4
Comme précisé dans notre définition de graphe du Web, lesdiane page vers elle-méme ne
sont pas comptés. D'apres [PBMW98], cela permet deidifier » le calcul du PageRank.

Remarque 5

Si le graphe n’est pas fortement connexe, d’apres le theo8ihy a quand méme convergence,
mais ni unicité (la dimension de I'espace des solutionsgedtaii nombre de composantes forte-
ment connexes récurrentes), ni garantie que le supportstgution soit égal & (en particulier
s'’il existe des composantes transitoires). L'existenqgeatidicité(s) peut en revanche empécher
la convergence, mais le théoreme 4 indique comment il estlplesde contourner le probléme.

6. Trés souvent, on prend comme vecteur de probabilitéinitie distribution deapZ — voir section 5.3.3.
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5.3.2 Renormalisation simple

La plupart du temps, un graphe du Web n’est pas fortementexenil existe en particulier
un nombre non négligeable de pages sans lien, qui sont sopatges ne contenant effective-
ment aucun lien, soit tout simplement des pages connues,maiindexées. Les lignes de
correspondant a ces pages sans lien ne contiennent donesg0ged A est donc strictement
sous-stochastique. En conséquent, la suiteflesa convergef vers un vecteur nul en dehors
des éventuelles composantes fortement connexes réassntlesquelled est stochastique
Pour éviter ce probléme, on pourrait envisager d’enlevamrgivement toutes les pages sans liens
jusgu’a obtenir une matrice stochastique, avec l'incoremrde considérer un graphe plus petit
gue le graphe initial. Une autre approche, proposée par [PB8JV¢Bnsiste a renormalisét,

a chaque itération :

1

——A'P,.
[ACP ],

PnJrl =
Ce procédé itératif est une méthode de la puissance ([St@@43pit donc qu'il va convergér
vers un vecteur propre associé a la plus grande valeur pdepte Deux cas sont alors a consi-
dérer:

e Sila matriceA est sous-irréductible, alors sa valeur propre maximalstestement in-
férieure a 1. D’'aprés le théorémé,@’espace propre associé est de dimensipol d
est le nombre de composantes pseudo-récurrentes, et soortsagt celui engendré par
'union des filtres des composantes pseudo-récurrentess [@acas particulier ol est
pseudo-irréductible, 'espace propre est une droite, etidte un vecteur propre associé
strictement positif : grace a la renormalisation, tout sespaalors comme dans le cas d'une
matrice stochastique irréductible.

e Si la matriceA n’est pas sous-irréductiblé; contient au moins une composante forte-
ment connexe récurrente sur laquefleest stochastique. La valeur propre maximale de
A est doncl, ce qui signifie que la renormalisation ne va rien changegaultat initial :
le vecteur propre sera une combinaison linéaire des vecf@opres sur les différentes
composantes fortement connexes sur lesqudllest stochastiqué.

Processus stochastique équivalent

L'utilisation de matrices sous-stochastiques fait que lperd I'interprétation naturelle du
surfeur aléatoire. Il est cependant parfois possible dept&ter la matrice en une matrice sto-

7. Sous réserve d'apériodicité. Voir la section 4.5.2 pagpaur les éventuelles périodicités.
8. Compte tenu de la fagon dont le graphe est construit, mutgosante fortement connexe récurrente non
réduite a un élément induit un processus stochastique.
9. Voir page 75.
10. En d’autres termes, les composantes fortement connexasentes.
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chastique équivalente, c’est-a-dire de trouver une neasticchastiqué’ vérifiant :
e ALB
e si A'P = \P, avec\ maximal, alorsP = B'P

S'il existe un unique vecteur de probabilimaximal pourA’, la plus simple fagon de défi-
nir une telle matrice3 est de considérer le défaut stochastiqueldesi A est sous-stochastique,
on définit le défaut stochastique decomme étant le vecteur= 1’ — A.1". La matrice

B=A+s.P!

est bien une matrice stochastidlisupérieure a4, et il est facile de voir ques‘P est une
distribution de probabilité homogeneq donc égale &.

La matriceB présente I'avantage de donner une interprétation staghasiu procédé de re-
normalisation simple : asymptotiquement, le surfeur aléasuit a chaque étape un lien suivant
les probabilités données pdr Quand il ne sait pas quoi faire, zppevers une autre page selon
la distribution de probabilité qui est vecteur propre maadine A.

Par contre, des que I'espace propre maximal a une dimengp@mnisure d, le probleme est
délicat, voire trés délicat dans le cas de composantes pséadrrentes dont les filtres ont une
intersection non nulle. Nous limiterons par conséquentenétiude des processus stochastiques
équivalents aux cas d’unicité du vecteur propre maximal.

5.3.3 Complétion stochastique

Afin de remplacerA par une matrice stochastique, et d’éviter a travers unelsingmor-
malisation d’établir un processus stochastique équivalen contrélé, une idée naturelle est
d’ajouter des transitions aux pages sans liens. Une dededipossibles consiste a modéliser
I'emploi de la toucheBack et sera I'objet du chapitre 6. Une autre méthode, propddée
tialement par [PBMW98] (sous la forme de l'algorithme 2) etdéde entre autres par [LM04],
consiste a définir une distribution de probabipt défaut” surl/, et a s’en servir pour modéli-
ser le comportement du surfeur aléatoire quand il arriveisapage sans lien. Concrétement, on
va remplacer dand chaque ligne nulle (qui correspond donc a une page sanglna ligne
A

Ce procédé peut se généraliser pour compléter toute matsestochastique : La complé-
tion parZ de A est alors la matrice stochastique

A=A+s.7t.

11. SiA est sous-stochastiqueBtune distribution de probabilité slit, par construction(A + s. D?) est toujours
une matrice stochastique.
12. Sans le savoir? Voir remarque 6.
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Algorithme 2: PageRank : modele par complétion stochastique (d’aprés [PB3J)W9

Données
e une matrice sous-stochastiqgdesans périodicité ;
e une distribution deapZ recouvrante ;
e un réele.
Résultat
Un (le siA est sous-irréductible) vecteur propre de probabffitde A* associé a la valeur
proprel.
début
PO = Z
répéter
P, = A'P,
= ||Pn||1 - ||Pn+1||1
Poy1 = Poy1 + 12
0 =[Py = Posally

jusqu'a d < e

fin

Choix de Z et interprétation

Z représente le comportement du surfeur aléatoire loréfjoe précise pas ou il doit aller,
c’est-a-dire tous les changements de page qui ne sont pasldigsige des hyperliens (adresse
tapée manuellemenBookmarksrequéte dans un moteur de recherche...). Généralement, on
choisit pourZ la distribution uniforme :

1
VU € V, Z(p) = E’

qui représente umapn’importe ou et au hasard sur le Web connu.

Il a également été proposé de « personnalisgr motamment par [PBMW98]. Par exemple,
il est possible de se restreindre aux pages d’accueil des §itune part, cela évite de donner
implicitement aux sites une mesure partielle d'importapagortionnelle au nombre de pages
crawlées (voir section 7.5 page 136). D’autre part, celat@béne certaine intuition naturelle :
guand on rompt la navigation par hyperliens ppappersur autre chose, il est probable qu’on
va commencer par une page d’'accueil. Cette intuition estroo@é par de nombreuses études
qui démontrent I'existence de pages qui jouent le réle debshbupour les utilisateurs réels
[CP95, Kle98, WMO04, MFJRO04].

Une autre personnalisation envisageable est de prendré&Zpme distribution d’importance.
Cela peut étre une estimation précédente du PageRank, maisedzas de la complétion sto-
chastique, ce n’est pas forcément un choix tres heureusgplaisymptotiquement, cela revient a
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considérer un processus stochastique équivalent a urrerraligation simple (voir section 5.3.2),
et napporte donc rien de mieux. On préférera donc souvemtuire estimation d'importance
(par exemple le degré entrant).

Irréductibilité de A

On dira d’une distribution de probabilité qu’elle est recouvrante si son suppgt veérifie
Txz = V. C’est une condition naturelle a imposer a toute distrilvutiezap puisqu’elle garantit
gue toutes les pages connues sont potentiellement adesssivés uzap La distribution uni-
forme est évidemment recouvrante. Il en est de méme de fibdisdn sur les pages d’accueil si
toutes les pages connues d’'un site sont accessibles adeddipage d’accueil. C’est aussi le cas
de la distribution par importance si, et seulement si, olge pages d& ont un degré entrant
non nul.

Théoréme 7 Soit Z une distribution de probabilité recouvrante, dtune matrice strictement
sous-stochastique. La complétion parde A est irréductible si, et seulement si, est sous-
irréductible.

Preuve : Si A est sous-irréductible, alors de toute pagde V, il est possible d’accéder a
une page présentant un défaut stochastique y,. En effet, soitB une matrice stochastique
irréductible telle qued < B, et un chemin reliant € V aw € yx, dans le graphe induit pds.
Soit ce chemin existe dars, et on a ce qu'on veut, soit il n’existe pas, ce qui impliquéaqu
moins une des pages du chemin présente un défaut stochastique, et dore v .

A est donc irréductible, puisque que n’'importe quel couplpatges est relié dans le graphe
induit par au moins un chemin passant par

Réciproguement, sil n’est pas sous-irréductible, il existe au moins une compesfrte-
ment connexe stochastique strictement inférieuve &ette composante se retrouve inchangée
dansA, ce qui prouve quel n'est pas irréductible.

C.Q.F.D. O

Conclusion

La complétion stochastique permet d’avoir une convergeeceune unique distribution de
probabilité de support” des queA est sous-irréductible, alors que dans le cas de la renaermali
sation simple, il faut quel soit pseudo-irréductible, ce qui est plus restrictif. Evareche, s'il
existe des composantes fortement connexes stochastejuEm¢ récurrentes), la complétion ne
change pas fondamentalement le résultat.

5.3.4 Source de rang : facteuzap

Afin de régler le probleme de I'irréductibilité, Brigt al. [PBMW98] proposent une autre in-
corporation de la distribution d&pZ. lls remplacent en effet par(A+«.(Z.1)"), et cherchent
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soudre:

g_)/
(O

r

P=c(A"+a.Z1).P (5.5)

Si xz = V, on a alors la garantie d’opérer sur une matrice positiéirctible et apério-
dique, puisque le graphe sous-jacent est une clijue théoréme de Perron-Frobenius assure
donc la convergence du processus itératif vers le vectepr@massocié a la valeur propre maxi-
male. Par contre, sauf 8i.Z.1 < Z.s', la nouvelle matrice n’est pas stochastique, ni méme
sous-stochastique, ce qui rend l'interprétation en termeuwifeur aléatoire délicate. Afin de
pouvoir plus facilement donner une interprétation au pgsas itératif, Brin et Page normalisent
la matrice en prenant la moyenne pondéréedpe A et de(Z.1)" :

A A=dA+(1—d).(21)

La nouvelle matrice obtenué possede la (sous-)stochasticitéAleet elle est irreductible et
apériodique. S est stochastiqued correspond au cas idéal de la section 5:8.1.e vecteur
propre maximal, que nous appellerons PageRank avec fazdguest alors obtenu par I'algo-
rithme 3. Ce vecteur représente la derniere version acadérdigPageRank présentée par Brin
et Page avant que les méthodes de classement de Google ermdmtiun secret industriel. C'est
a lui qu'on fait généralement référence lorsque I'on padé’dgeRank.

Remarque 6

A titre d’anecdote, signalons dans ['article fondateur digéRank ([PBMW98]) une légére
confusion : I'algorithme 2 est proposé pour résou&®). Méme s'il est précisé que l'introduc-
tion dey. peut avoir un léger impact sur l'influence dé>, le qualificatif« lIéger» peut relever
de I'euphémisme : dar($.5), Z permet d’avoir une matrice apériodique irréductible. Omaal
la garantie d’un unique vecteur propre strictement pogttif revanche, dans l'algorithme 2, on
travaille implicitement sur la complétion pdrde A, et nous venons de voir que l'influence de
est quasi-nulle dés quen’est pas sous-irréductibfe(théoreme 7). Heureusement, la confusion
a disparu dans les articles suivants, notamment avec laatisation du facteuzrap[BP98]. En-
core que. .. Langville et Meyer, dans [LM04], proposent peundre la matrice irréductible une
méthode de type complétion stochastique (voir sectiodped.tombent six ans plus tard dans la
méme illusion d’irréductibilité, puisque comme nous I'ago/u dans la section 5.3.3, il ne suffit
pas forcément de rajouter les clics manquants pour ren@drenatrice irréductible.

13. Si Z est simplement recouvrante, lirréductibilité est toupgarantie, puisqu’on peut aller de n'importe
guelle page vers n'importe quelle autre pageune page d& z. En revanche, on n'a plus forcément apériodicité (il
existe des contre-exemples simples, par exemple un arbnetie complété sur sa racine), méme si empiriquement,
le probléme ne se pose pas pour les graphes du Web.

14. Les cas oul est strictement sous-stochastique seront étudiés e dighaila section 5.4

15. « The use ofif] may have a small impact on the influence &1 », op. cit.

16. Rappelons qu'il suffit pour cela de deux pages qui ne gotrgue I'une sur I'autre
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Algorithme 3: PageRank : modele par ajout d’'un facteap(d’apres [BP98])

Données
e une matrice stochastiqué;
une distribution deapZ recouvrante ;
un coefficient deapd €]0,1[ ;
e un réele.

Résultat R
Le vecteur propre de probabilifé de A* associé a la valeur propre maximale.
début
Py=27
répéter
Po1=dAP, +(1—-d).Z
0= HPn - Pn+1||1

jusquad < e

fin

Interprétation

LorsqueA est stochastique, la double interprétation?ﬁest assez simple:

Transfert d'importance : avec le factezap les pages ne transmettent qu’une fractibde
leur importance. En contrepartie, chaque page voit attribuer un PageRank Minimal
d’Insertion (PRMI) égal &1 — d).Z(p).

Surfeur aléatoire : & chaque étape du processus stochasliquit parA, le surfeur aléatoire
va cliquer au hasard sur un des liens sortants, avec unelplitdod, ou zapperavec une
probabilité(1 — d) quelque part sur le graphe en selon la distribution

5.3.5 Choix ded

Avant d’aller plus loin, il convient de parler du choix du parétred et des raisons qui
ont poussé a faire ce choix. Pour commencer, précisons @tied rémpirique universelle et
inaltérable :d vaut0, 85, a0, 05 pres. Depuis les débuts du PageRankj5 a en effet toujours
été la valeur de référence, et & ma connaissance, les cplatigues de PageRank suivant le
modele de source de rang vu lors de la section 5.3.4 utilisefgurs und compris entrd), 8 et
0,9.
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Compromis convergence/altération du graphe

D’apres le théoreme 8, si est stochastique, ce que I'on peut supposer quite a effeatige
complétion, les valeurs propres deautres qud sont inférieures & en valeur absolug. Cela
garantit aux algorithmes 3 et 4 une convergence géométdguaison au plus égaled On
a donc intérét a choisif le plus petit possible...sauf que pldsest petit, plus l'influence du
zap qui est une composante extérieure au graphe intrinseqWgetiy est grande. Ud petit
altére, voire dénature le graphe sous-jacent. Choisir egriandi garantissant une convergence
raisonnable semble donc un bon compromis. Or, les limitattechniques font que le nombre
d'itérations réalisables par un moteur de recherche co@augleest de I'ordre de la centai®
d = 0, 85 offre une précision d@0—® au bout del 14 itérations,10~!! au bout del56 itérations,
et semble donc étre heuristiquement le compromis rechekshéffet, comme nous le verrons
dans la section 5.5 page 99,8 correspond au seuil de différenciation d’un graphe du Wah d’
million de pages, alors que) ! est le seuil de différenciation pour un milliard de pages.

Théoreme 8 Soit A une matrice stochastique. Biest un vecteur propre dat associé a\ # 1,
alors x est un vecteur propre dé’ et A'a = dA'z. En particulier,|A\| < d.

Preuve : Commel est vecteur propre gauche déassocié d, on a

1At = 1z
= M.z
Comme\ # 1, 1.z = 0, d’ou
Aty =
= (dA"+(1—-d).(Z.1)x
= dA'x

OJ

Remarque 7

Dans [KHMGO03b] se trouve une preuve du fait que toute valeppie autre qué (qui est simple
pourﬁ) estinférieure d. Dans [LMO04], il est montré en plus que les valeurs propresiséaires
deA sont égales a fois celles deA (les multiplicités da étant comptées comme secondaires), et

17. Si A posséde plus d’'une composante fortement connexe réayiezgt une valeur propre.
18. Il faut en effet recalculer le PageRank périodiquemeinavec plusieurs milliards de pages a traiter, chaque
itération prend un temps non négligeable.
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les auteurs affirment que leur preuve est plus compacte eeledKHMGO3b]. Le théoreme 8

montre en plus que les vecteurs propres secondairéds stnt ceux del!, et nous affirmons que

notre preuve est plus compacte que celle de [LMO04]. Il neerphts qu’a trouver un théoreme
plus précis que le théoreme 8, avec une preuve plus compacte.

Améliorer le modeéle du surfeur aléatoire

L'interprétation du facteuzapen terme de surfeur aléatoire, avec a chaque étape une pro-
babilité d de suivre un lien, fait que la longueur des chemins suiviseetiuxzap suit une loi
géométrique de raisah En particulier, la longueur moyenne d’un chemin entre deapvaut

ikd’fﬂ—d) - id"‘ - %1
k=0 k=1 N

Pourd = 0,85, cela donne une longueur moyenne entre deapssuccessifs d’environ
5,67. On peut interpréter cela comme le nombre moyen de liens gue surfeur aléatoire va
suivre avant de se lasser etzipperailleurs. A titre de comparaison, différentes études dofjne
suivant I'époque et la méthode employée, des nombres vanae3 et 10 [CP95, WM04]. Dans
[MFJR*04], il apparait que la taille moyenne desils ° est de. .5, 6! Pourtant, on trouve dans
ce méme article que l'usage des liens de navigations ragigseulememt2, 5% des moyens
d’acces aux pages. De plus, aucune des études citées n’a nsdence une répartition selon
une loi géométrique.

On conclura donc que le choix podrde 0,85 peut s’interpréter comme une maniere de
modéliser le comportement des surfeurs, mais qu'il ne faatfprcément considérer cette mo-
délisation comme realiste.

Conclusion

Nous venons de voir des raisons justifiant le choix 0,85. J'aimerais conclure par une
anecdote concernant I'étude du PageRank a l'intérieur duwsit'INRIA (cf annexe B). Afin de
calculer le PageRank local, j'ai testé difféerentes valeerg dt constaté expérimentalement les
effets obtenus.

e Quandd est trop petit, le classement par PageRank se rapproche slerpplus du clas-
sement par degré entrant. En effet, prendigetit revient, nous I'avons vu, a réduire la
longueur du chemin moyen parcouru par le surfeur aléatoine eleuxzaps Intuitive-
ment, on réduit ainsi la portée de la vision du surfeud A 0, 7, il ne « voit » qu'a2, 33
pages, et poui = 0,5, la portée du surf est d'une page. On se rapproche donc de la
version non-récursive du PageRank, le comptage de lienantsitfpondéré par). Plus

19. Untrail (séquence) commence a chaque fois qu’un utilisateur tap& &b a la main, utilise seBookmarks
ou tout autre liste pré-établie pour accéder a une URL.
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formellement, il est facile de constater que la distributstationnaire est égale, a I'ordre
lend,aZ +d.At.Z. Si Z est la distribution uniforme (ce qui est le cas par défaugnet
particulier pour I'étude du PageRank de I'INRIA), quahé- 0, avecd # 0, le classement
induit par la distribution stationnaire est égal au classgtrpar degré entrant.

e Quandd est trop grandﬁ tend versA, et le vecteur propre maximal se rapproche d’un
vecteur propre maximal dg. En particulier, le PageRank se met a se concentrer sur les
composantes fortement connexes récurrentes et autreass@dgageRank (voir la section
7.5 sur le réle modérateur dadans I'auto-amplification du PageRank d’une composante).
Plus que le probleme de la convergence (la taille du sitel N&IA autorise suffisamment
d’itérations pour toujours obtenir un point fixe) se pose flebfeme dit des « puits de
rang » : le PageRank est « absorbé » par un sous-ensemble degiagedonne donc pas
forcément la distribution que I'on souhaiterait.

Ces constatations faites, j'ai essayé de minimiser I'ingoaré d’un couple de pages peu per-
tinentes, mais possédant un fort degré entrant et situéssutiafort « puit de rang ». Cette mi-
nimisation (manuelle) a été atteinte poutl = 0,9. De mon expérience personnelle, il apparait
donc que le choix dé est surtout motivé par des raisons structurelles, mémehli initial de
Brin et Page semble avoir été motivé par la modélisation diesualéatoire [PBMW98, BP93].

5.4 Source de rang et matrices sous-stochastiques

Dans le modele avec source de rang vu lors de la section dué,avons vu que si I'ajout
d’'un facteurzapassocié a une distribution recouvrattegarantit I'irréductibilité deA, la sto-
chasticité ded reste celle ded. LorsqueA est sous-stochastique, il faut donc s’adapter, et nous
allons voir dans cette section les principales solutiongssageables.

5.4.1 Modele hybride : facteurzap et renormalisation

A est pseudo-irréductible (puisqu’elle est irréductibléne premiere méthode envisageable
pour obtenir un point fixe est donc d'appliquer la méthodeadehormalisation simple (cf sec-
tion 5.3.2) a la matricel.

L'interpréetation en terme de surfeur aléatoire est la méoedgns le cas ol est stochas-
tique, a ceci pres qu'il faut compléter le défaut stochastideA par un zap selon la loi définie
par le vecteur propre maximal de probabilité associge a

5.4.2 Complétion et source de rang u-compensation

La complétion stochastique étant un moyen relativemenplsird’assimiler toute matrice
sous-stochastique a une matrice stochastique, il esegg@nt d’hybrider la méthode de complé-
tion stochastique avec une méthode de yg@eou ajout d'une page virtuelle (voir section 5.6).
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On évite ainsi de devoir renormaliser a chaque itératiooned une plus grande cohérence en
terme d'interprétation stochastique. De plus, si on chais¢ distribution de complétion égale a
la distribution dezap Z, on obtient un algorithme trés simple (I'algorithme 4) igarithme de
u-compenAsation. L'interprétation est tout aussi simplehaqeie étape du processus stochastique

décrit parA, le surfeur aléatoire va cliquer au hasard sur un des liertargs (s'il en existe),
avec une probabilitd. Dans tous les autres cas, il va zapper seion

Algorithme 4: PageRank p-compensation (d’aprés [KHMGO03a])

Données
e une matrice (sous-)stochastigde
une distribution deapet de complétior¥ recouvrante ;
un coefficient deapd €]0,1[ ;
e un réele.
Résultat .
Le vecteur propre de probabilifé de A associé a la valeur propre maximale.
deébut
Ph=2Z
répéter
P, =d.A'P,
p=1Fally = [[Pgally
Poy1 = Popr + 2
o= HPH - Pn+1||1

jusqu'a d < e

fin

5.4.3 PageRank non-compensé

L'algorithme de PageRank non-compensé consiste a caléylar= dA'P, + (1 — d)Z,
exactement comme dans I'algorithme 3, sans se préoccupeera@ormalisation. On obtient un
vecteur strictement positif, qui peut servir a définir un &Rgnk, comme le montre le théoreme
9 et 'interprétation qui s’en suit.

Théoreme 9 Soit A une matrice sous-stochastiqueun facteur dezap 0 < d < 1, et Z une
distribution de probabilité recouvrante pour le graphe unicpar A.

La suiteP,,; = dA'P,+ (1 —d)Z converge géométriquement, avec une raison inférieure ou
€gale ad, vers un unique point fix2, quelque soit le vecteur initidP,. P est un vecteur stricte-
ment positif, et pour toute complétiohde A4, si P est la distribution de probabilité associée a

A, onaP < P, avec inégalité totalement stricte sauf4est stochastique (i.el = A).
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Plus encore, si le graphe induit posséde deux composamtesient connexes dont les filtres
sont disjoints, alors on a

P =sup {X > 0/VA complétion de4, X < P}

Preuve : CommeVX € R", ||A'X||, < ||X]||,, 'applicationX — dA'X + (1 — d)Z estd-
lipschitzienne. Elle posséde donc un point fixe unique \egseél toute suitel,, ., = dA*X,, +
(1 — d)Z converge géométriquement, avec une raison inférieure ale ég*°.

Ce point fixeP vérifie P = dA'P + (1 — d)Z, et vaut donc :

P=(1-4d) i(dAt)’fZ (5.6)

k=0

En particulier, il est strictement positif, puisque commest recouvrante, pour tout dans
V, il existev dansy z, k dansN tel que((dA)*) >0, etdonc

P(w) > (1—4d) ((dA)*) Z(v) >0

VW

Considérons maintenant une complétidrde A et le PageRanl’ associé. La différence
entreP et P vaut:

JAP — dA'P
= dAY(P — P)+d(A— A)'P

= d (i(d/lt)’“) (A— AP

k=0

N
|
@)
Il

CommeP est strictement positif,A — A) P est strictement positif sur le support de complé-
tion et nul en dehors.

On peut en conclure que la différenPe— P est positive. Plus précisément, cette différence
est strictement positive sur le filtre du support de compitégit nulle en dehors. Si il existe deux
complétions a filtres disjoints, alors en considérant ces demplétions on déduit donc que

P =sup {X > 0/VA complétion de4, X < P}

C.Q.F.D.
0

20. Notons au passage que dans le cad @3t stochastique, nous avons la une preuve trés simple devare
gence de raisod, mais le théoréme 8 donne quand méme plus d’informations. ..
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Interprétation du modéle non-compensé

QuandA est sous-stochastique, le modéle compensé conservegliétation de transfert
d’'importance du modele aveap: il existe un PageRank Minimum d’Insertion (PRMI) de valeur
(1 — d)Z, et chague page redistribue une pade son PageRank, a condition qu’elle le puisse
(degré sortant non nul).

Dans les modéles compensés, le PRMI est augmenté par campdétienormalisation de
maniere a ce que le flot transitant sur I'ensemble des pagasuge distribution de probabilité,
en dépit des pertes dues aux pages sans lien.

Le vecteurP obtenu par I'algorithme non-compensé peut s’interprétenroe la part de
PageRank qui ne dépend pas du flot de complétion choisi powepaT une distribution de
probabilité.

5.4.4 Comparaison : algorithmesu-compensé ou non-compenseé ?

Il existe un lien trés fort entre I'algorithme-compensé et I'algorithme non-compenseé: ils
donnent le méme résultat, comme le montre le théoreme 10.

Théoréme 10 Soit A une matrice sous-stochastiqueune distribution recouvrante. $t est le
PageRank obtenu par-compensation (cf algorithme 4), £tle PageRank non-compensé, point
fixe de I'applicationX — dA*X + (1 — d)Z, alors P est homogéne &.

Preuve : Par passage a la limite, il est facile de voir qoieérifie

P=dA"P+puZ,0lpu=1—||dA"P||,

On en déduit
P=p) (dA)'Z (5.7)
k=0
Les équations 5.6 et 5.7 nous dorfite- d) P = pP. O
Convergence

Les tests que nous avons pu effectuer montrent que avec be dadZ comme distribu-
tion initiale, il n’y a aucune différence significative emtia convergence de I'algorithme ge
compensation et celui non-compensé. La convergence estemdeux cas tres rapide lors des
premiéeres itérations, et se stabilise ensuite vers unescgerce de raisan(cf boucle principale
de la figure 5.1).
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Vitesse des itérations

La u-compensation doit calculer le paramétr& chaque itération, alors que la non-compensation
n’en a pas besoin. Est-ce que cela a une grande influencesqearfermances?

e Sila matriceA ne tient pas en mémoire, le facteur limitant dans le calautéitération est
la multiplication deA® par P,,. Le temps utilisé pour compenser est alors négligeabla, et |
vitesse des itérations n’a alors aucune influence dans Ig ehtre les deux algorithmes.

e Enrevanche, sii, ou méme simplement la matrice d’adjacence, tient en mé&mleical-
cul et I'incorporation de: prend une durée comparable a celle du calcul4dg. En
fait, tout calcul de norme alourdit de maniére non-négljede calcul d’'une itération,
et méme le calcul du paramétre de convergendeminue considérablement les perfor-
mances. On aboutit ainsi a I'algorithme SpeedRank (algoeth), qui calcule le Page-
Rank non-compensé en estimant grossiérement le nombreatlttgs nécessaires a une
bonne convergence. Nos expériences ont mis en évidenceiu@aitesse de plus de
300% sur les itérations entre SpeedRank et I'algorithme 4, ce guipense plus que lar-
gement la Iégére sur-estimation du nombre d’itérationgssaires pour converger.

En terme de performances, I'algorithmecompensé est donc a proscrire si I'on travaille sur
des « petits » graphes. On s’étonnera au passage que Katralantilisent lau-compensation
dans leur algorithme BlockRank [KHMGO03a], qui est justemeadésur la décomposition du
PageRank sur des petits graphes. Pour des spécialisteptimidation du calcul de PageRank
(cf [KHMGO3h]), il est curieux de passer a c6té d’'un gain desse dg00%. . .

Effeuillage-Remplumage

En pratique, les algorithmes de PageRank sont rarementapgplsur le graph@ = (V. E)
tout entier. On utilise tres souvent une technique dite feudlage-remplumage » : le Page-
Rank est d’abord calculé sur le graflfe Er), ou R est 'ensemble des sommetsidgossedant
au moins un lien sortantR, Er) est appelé graphe effeuillé, ou encore rafle. Une fois qu’'une
bonne convergence est atteinte, on procéde au « remplumamyese replace sur le grapbeet
on effectue quelques itérations de PageRank avec le PagefaRlcemme estimation initiale.

Le probleme est que le PageRank sur le graphe effeuillé nastfgrcément une bonne
estimation du PageRank sty comme le montre la figure 5.1 : & cause du remplumage, lafacte
de convergencé est quasiment réinitialisé. Si on veut de nouveau atteitedi@ndition de
convergence) < ¢), il faut effectuer presqu’autant d’itérations qu’en pattde la distribution
Z.

La méthode d’effeuillage-remplumage présente quand ménrgérét si on limite le nombre
d’itérations de la phase de remplumage : comme la boucleipale se fait sur la rafle, les
itérations sont plus rapides. Quant au vecteur final, biercgune soit pas un vecteur stationnaire,
il est & mi-chemin entre le PageRank sur la rafle et celuGsuat le fait que ce soit ce vecteur
qui est utilisé en pratique semble indiquer que le classeqenl’on obtient est digne d’intérét.
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Algorithme 5: SpeedRank : calcul rapide du PageRank dans le cas ou la maadjaognce
tient en mémoire vive

Données

e La matrice d’adjacenc#/ d'un graphez = ((RUS), E') quelconqueR étant 'ensemble
des sommets de degré sortant non nul ;

e une distribution de probabilit& recouvrante ;
e un coefficient deapd €0, 1[ ;

e un réele.
Résultat
Avec une précision d’au moins un vecteurP homogeéne au PageRapkcompensé sur
G.
début
rP=2z
4 siv € R,
C:v— d(U)
0 sinon.
Y=»01-d)Z
pour i variant del & 112((2))
faire
‘ P = M'(C.x P)+Y (.x :produit terme a terme)
fin
fin

En quoi la description de la méthode d’effeuillage-rem@ge nous aide-t-elle a comparer
les algorithmegi-compensé et non-compensé ? Nous avons démontré que lealdetithmes
convergeaient vers le méme vecteur, a homotéthie prés. dlars également remarqué que
les vitesses de convergence étaient quasi-identiquesvanahe, rien ne prouve que les deux
convergences suivent le méme chemin. Expérimentaleniesgmble au contraire que ce ne
soit pas le cas: en limitant le remplumage a 4 itérationssrayons observé que le classement
u-compenseé n’était pas identique au classement non-compens

Pour estimer cette différence, nous avons calculé le clobeswent a% : on considere les
pages situées dans le premier centieme du classermarhpensé, et on regarde quelle fraction
de ces pages appartient également au premier centiemesseriant non-compensé. Le che-
vauchement a% s’est avéré étre une trés bonne méthode pour estimer laetiffé entre deux
PageRank(s) (voir section 6.4.2). Sur les échantillons @us mavons examinés, le chevauche-
ment al% entre algorithmeg-compensé et non-compensé valit8%.

S’il n’existe aucune différence entre flacompensation et la non-compensation au niveau du
comportement asymptotique, I'arrét de I'algorithme avamvergence génere donc des diffé-
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rences au niveau du classement. Outre les considératinsdees que nous venons de voir, le
choix d’'un algorithme a la place de 'autre peut également i@fluencé par les quelques pour
cents de différence entre les deux classements, mais lmétigdle qualitative sort du sujet de ce
mémoire.

5.5 Convergence en normé et convergence du classement

Dans tous les algorithmes de PageRank que nous avons pgsemténe dans tous ceux que
nous allons présenter, nous utilisons comme critére deecgexce la convergence en norine
d’une suiteP, de vecteurs positifs. Ainsi, lorsque qu’une source de rasgaeée a un facteaap
d est utilisée et que le critere de convergenest atteint, nous savons que I'erreur par rapport au
vecteur limite est d’au plug=;. Pourtant, seul le classement induit panous intéressa priori,
puisque l'intérét principal du PageRank est de fournir umediimportance sur les pages Web
considérée¥.

21. Dans la réalité, les choses sont légérement différehéeslassement renvoyé pour une requéte donnée est
vraisemblablement le résultat de la confrontation de plursi estimations d'importances, la pertinence et le Page-
Rank étant les principales d’entre elles. Connaitre le Ragk quantitatif des pages peut alors avoir un intérét.
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5.5.1 Distance de Kendall normalisée

Une premiere solution est de comparer a chaque itératiaridesements induits, et d’arréter
lorsqu’il n'y a plus de changement. On peut également dé&fimér distance sur les classements
et remplacer la convergence en noringar une convergence sur les classements. Une distance
assez classique sur les classements est la distance dé&fardie symétrique, ou distance de
KendallP?: si o, et o, sont deux classements, présenté sous la forme de permstadiors la
distance de Kendall entre ces deux permutations est le momimimum d’inversion de deux
éléments conjoints nécessaires pour passer de I'une eel’daut peut montrer que cette distance
est invariante par translation et que la distance d’une p&tiono a l'identité est:

dist(0,id) =Y Xa(i>o()

1<j

La distance entre deux permutationset o, est donalist(oy, 02) = dist(o; 0 05", Id).
Comme la plus grande distance possibl€ ..., entre deux permutations de tailleest celle
entre deux classements inversés, a se@ﬁéﬁl—), on pourra si I'on veut un critére de convergence

indépendant de la taille du classement considérer la distd@ kendall normalisée péist ...
Les applications pratiques de I'étude de la convergenom daldistance de kendall sont en-
core a I'étude, nous nous conterons donc dans ce mémoirétdeaearte introduction théorique.

5.5.2 Densité de PageRank

Par un simple raisonnement d’ordre de grandeur, il est plesgiétablir un lien entre et la
convergence du classement. Le point de départ est I'étudepghort entre le classement d’'une
page et son PageRank. La figure 5.2 représente ce lien pounuietes de PageRank que nous
allons étudier plus en détail : le PageRanrkompensé standard aveapuniforme surl/, ainsi
que le PageRank-compensé avec technique d’effeuillage-remplumagaptiniforme surR.

Le facteur dezapd vaut évidemmen, 85.

La régularité des courb&snous incite a considérer la densité mésoscopique de pages a u
PageRank donné: on cherche a savoir quel est le nombrde pages dont le PageRank est
compris entrey etp + dp. On se place pour cela a I'échelle mésoscopique, c’esteagdie I'on
supposelp < p etdN > 1. Expérimentalement, nous avons constaté que I'hypothé&se-m
scopique était tout a fait réaliste sur des graphes de plusmillion de sommets. Nous avons
également observeé qu'il existait, pour chaque modeéle defRagk, une fonctiop, relativement
indépendante du graphe du Web considénglle que, sih est le nombre de pages du graphe,

22. Merci a Francois Durand et & son rapport de maitrise[Blyr@ur m’avoir fait connaitre la distance de Kendall.

23. Pour chacun des deux PageRanks étudiés ici, nous n’emorEsenté qu’une seule courbe, mais expérimen-
talement, les autres échantillons étudiés générent deBemaxtrémement similaires.

24. Dans le cas du PageRank avec effeuillage-remplumagjeestevalable pour une proportion de pages sans lien
donnée. Empiriguement, cette constante est souvent uriantde crawl.
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FIG. 5.2 —Lien entre le classement d’'une page et son PageRank

dN
% ~ n?p(np) (5.8)

p est la densité mésoscopique normalisée (indépendantaaldda du graphe) typique du
modele de PageRank considéré. La figure 5.3 montre des mesg&smentales de corres-
pondant aux deux modéles étudiés ici. Pour le PageRanK sareczapuniforme, on constate
guep est d’autant plus fort que le PageRank est faible, avec une@dnémement dense autour
du PageRank Minimum d’Insertion : un grand nombre de paget pi@sque pas d’autre source
de PageRank que &mp

Pour le PageRank sut remplumé sui/, la nullité du PageRank en dehors Berovoque
une discontinuité de la densité mésoscopique : au-dessBagiRank Minimum d’Insertion, la
densité présente un profil semblable a celui rencontré darasldu PageRank avespuniforme,
avec un maximum plus faible. En dessous du PRMI, le profil deitfecorrespond aux pages
sans lien — qui ne regoivent donc pas le PRMI — dont le PageR&uokeast inférieur au PRMI.
La comparaison des profils de densité des deux modéles naites dnpenser que I'utilisation
d’'une source deapuniforme de suppork au lieu deV permet d’étaler le PageRank des pages
sans lien de faible PageRank au lieu de le concentrer autdRR§.
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p(np)

BN
10° +  PageRank surV ~ i
PageRank sur R remplumé sur V
10—10 — ‘_2 1 . I . .
10 10 10 10 10

np

FiG. 5.3 —Densité mésoscopique normalisée de pages en fonction éirRBag

5.5.3 Seuil de différenciation

La densité nous fournit un seuil minimum de différenciati@turel : pour différencier les
pages dont le PageRank se situe autouyr, dest nécessaire d’avoir pour chague page une préci-
sion de PageRank d’'au moi@% (aun facteue prés). Ce seuil de différenciation correspond
a un cas idéal ou les PageRanﬁs des pages seraient réeguhéerépeaties, et ou la différence
de PageRank entre 2 pages consecutives s F n'p . Il nous fournit un ordre de grandeur de la
précision a atteindre pour espérer avoir le bon cl)asseneelﬁageRank.

Il reste arelier la précision sur une page a la précisgur 'ensemble des pages. Expérimen-
talement, nous avons constaté que pour 'immense majaiédges de PageRapkl'erreur
était inférieure &e, mais qu'il existait quelques pages qui dépassaient cettared’'un ordre de
grandeur.

Si I'on ne tient pas compte de ces pages atypiques, on obsiditn veut se placer sous le
seuil de différenciation, la relation

1 .
pe < ———, c'est-a-dire
n?p(np)
1

= nlnp)plnp)
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Tout comme pour la densité mésoscopique normalisée, Iatltﬂ@n— ne dépend pas de
n, mais juste du modéle de PageRank. Nous I'appellerons %dlﬁérenuatlon normalisé. La
figure 5.4 montre ce que vaut ce seuil de différenciation pEsideux PageRanks considérés ici.
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FiG. 5.4 —Seuil de différenciation normalisé

Interprétation

Pour un PageRank donné, plus le seuil de différenciationedgt plus il sera difficile de
différencier les pages. On constate, comme l'intuitionaiedait prévoir, que la différenciation
la plus difficile est toujours située au niveau du PageRankrim d’Insertion. Avec urzap
uniforme surV/, elle vaut envirori0~!, soit une valeur préconisée dinférieure a:-. Silezap
est uniforme suRk, le seuil minimum pout est simplement dg.

Nous suggérons donc, comme choix pratiques dians les algorithmes de PageRank, de
prendree = 10% si le zapest uniforme sum?, ¢ = ﬁ s’il est uniforme su/ (nous rajoutons
un facteurl0 de sécurité, soit une quinzaine d’itérations padut 0, 85). Restreindre lgapsur
les pages sans lien permet donc une différenciation plideaau prix d’'une dépréciation des
pages sans lien de faible PageRank par rapport aux pageseas} tie faible PageRafk

Remarque 8
L’étude du seuil de différenciation que nous venons deséationne une explication a la conver-
gence rapide du classement des pages de fort PageRank garertabbservée. En effet, on ob-

25. Pour les pages sans lien de fort PageRank, le fait degiecevmon un PRMI a relativement peu d’'importance.
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serve sur la figure 5.4 que le seuil de différenciation estibeap plus facile a atteindre pour
les pages de fort PageRank. Ainsi, pour les pages dont le PakeRtau moing00 fois plus
grand que le PageRank moyen, le seuil normalisé M\, soit selon le modele entrd et60
itérations de gagnées par rapport a une différenciatiofengemble des pages.

Remarque 9

Nous avons signalé I'existence de quelques pages pouriss)lierreur de PageRank était bien
supérieure @e. A cause de ces pages atypiques, nous pouvons étre a peefiaiis gue méme
avec le facteur( de sécurité que nous avons choisi, le classement ne serdglagtent stabilise.
Avoir un classement stabilisé sur toutes les pages demaalebup plus de précision que pour
avoir un classement stabilisé sur la plupart des pagee constatation, confirmée par un projet
d’étudiants de l'université de I'Indiana [KL], met en évid® la nécessité de considérer une
distance sur les classements (la distance de Kendall)rsizEait travailler sur une convergence
du classement.

5.6 Modeles avec page virtuelle

L'ajout d'un facteurzapest parfois appelé méthode d’irréductibilité maximale)siee sens
ou siyz = V, alors le graphe sous-jacent devient une clique. Il estestureproché a cette
méthode d’étre trop intrusive et de dénaturer la structurgraphe du Web. La méthode de
complétion, en rajoutant z| . | xs| liens fictifs, peut aussi étre considérée comme intrusive.

Une alternative est d’employer des méthodes dites d’istilité minimale?®, c’est-a-dire
d’ajouter une page virtuelle qui va jouer le role de « hub ».y@e tde méthodes est entre autres
employé par [APC03, TomO03].

5.6.1 Page virtuelle dezap

Le principe de la page virtuelle dmpest simple : rajouter ung: + 1)°™° page, pointée et
pointant vers toutes les autres, et controléedpetr/.

Formellement, sA est une matrice stochastique (éventuellement complééepnsidere la
matrice

A ( detl (1 —Od)f )

Le vecteur asymptotique de probabilité correspondanttgena par I'algorithme 6.

26. Cf [Tom03].
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Algorithme 6: PageRank : modele avec page virtuelle

Données
e une matrice stochastiqué;
une distribution deapZ recouvrante ;
un coefficient deapd €]0,1[ ;
e un réele.
Résultat
Le vecteur propre de probabili{@, v) de A! associé a la valeur propre maximale.
début
Choisir un vecteur positif de taille P, et un réel positif, tel que
répéter
P,y =d.A'P, +v,.Z
Upt1 = (1 —d) ||Pn||1
0 = [|1Pn = Posally

jusquad < e

fin

5.6.2 De l'utilité de la page virtuelle

Le théoreme 11 (voir page 106) montre griori, des quel > 0, 5, l'utilisation d’'une page
virtuelle dezapne change strictement rien par rapport au rajout d’'un facep aussi bien au
niveau du vecteur asymptotigtfeque de la convergence (les valeurs propres autred goat
inférieures anax(d, 1 — d) en valeur absolue).

Pourquoi donc employer une page virtuelle, puisque lesaqmsa’irréductibilité maximale
et minimale débouchent sur exactement la méme chose ? Elafaitge virtuelle peut présenter
un avantage pratique a certains problémes techniquesnteésdors des calculs de PageRank. II
peut étre par exemple intéressant d’avoir tout le PageRan&misoncentré sur une page unique
au lieu d’étre immédiatement redistribué selon

Ainsi, dansAdaptive on-line page importance computatj®C03], le PageRank se calcule
par un systéme d’écoulement dashqui réalise tres approximativement une itérationddéar
un principe d’ergodicité, I'historique du cash augmenterpchaque page de maniere propor-
tionnelle & son PageRank. L'avantage de cette méthode eatidime estimation précise du
PageRank & moindre co(t. En particulier, il suffit d’'un octet page pour gérer I'écoulement
du cash En revanche, il est assez délicat de répaitir d) fois un nombre stocké sur un octet
a travers toutes les pages de C’est la qu’intervient la page virtuelle. En lui donnant wae
pacité decashplus importante, la gestion diapdevient plus facile. Cela autorise de plus une
plus grande adaptativité de la redistributibnque I'on peut faire évoluer dynamiquement selon

27. En effet, a un poids dg — d) sur la page virtuelle prés, les vecteurs propres maximanixidentiques.
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certains besoins [APCO03].

Théoréme 11 Soit A une matrice stochastique. Commeest stochastique, irréductible et apé-
riodique, on sait quel est une valeur propre singuliere et dominante. Plus préoes#, si
(X, (P,v)) vérifie A'(P,v) = \(P,v), alors on est dans I'un des 3 cas suivants:
e SoitA = 1, et (P, v) est alors homogéne @, (1 — d)), ol P est la distribution de proba-
bilité telle queP = A!P.
e SoitA=d— 1.
e Soit A\ ne vaut nil, ni d — 1. P est alors un vecteur propre dé’, v est nul, et on a
At(P,0) = (dA*P,0). En particulier,|\| < d.

Preuve : Il est facile de vérifier quéP, (1 — d)) est vecteur propre dé' associé 4 :

At<1fd> - ((1%gﬂ-§j><lfd)
dA'P+(1—d).Z
-7,

B P
- \1-4d
Si\ = 1, (P, v) est donc bien homogéng &, (1 — d)).

P
Si A # 1, alors nous savons (cf preuve du théoréme 8)(due; . < )) =0, dou
(%

(P A z\ (P

A(J :(u—@10)<)
dA'P +vZ

(1—-d)1.pP

B dA'"P +vZ
(d—1)w

AP
n AU
2 cas sont alors a considérer :

e SoitA = (d—1). On est vraisemblablement en présence d’'une valeur projoeluite par
I'ajout de la page virtuelle. Nous ne chercherons pas a &ppdo ce cas.
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e SoitA # (d — 1). Puisque\v = (d — 1)v, on av = 0 et \P = dA'P.
C.Q.F.D.
0J

Remarque 10

La preuve du théoreme 11 est dans le méme esprit que pourdethé 8. Nous voulons en
particulier étre plus compact que la preuve donnée dans fIJM& nous affirmons que notre
théoreme, en plus d’étre plus complet, est juste. En efltngLM04], la valeur propre étrangére
introduite par I'ajout de la page virtuelle €. Nous affirmons dans le théoréme 11 qu’elle vaut
en fait(d — 1). Une confirmation rapide par 'exemple est donnée par l&tleb valeurs propres
de

A= ( 0’185 0’015 ) , qui sontl et — 0, 15.

5.6.3 Page virtuelle de complétion

Une variation intéressante du modele de la page virtuelimmgiede supprimer le facteur
zapet d’avoir quand méme une matrice irréductible : mettre ilssl vers la page virtuelle au
méme niveau que les liens réels: quand on se trouve sur ueespag considére qu'il existe
d(v) + 1 liens sortants (avec la page virtuelle) et que le choix esipégbable. La page virtuelle
redistribue quand a elle son PageRank selon une distribrg@muvrante?.

Concretement, la matrice basique des transitions est meddie considére la nouvelle ma-
trice

— — _sii—,
A=(a;;)ijev,aveca, ; = ¢ d(i)+1 (5.9)
0 sinon.

Par constructionA est sous-irréductible, puisque son défaut de stochasficdéfini par

T(i) = --=— aV pour support. La matrice de transition sur lepages réelles plus la page

d(i)+1
~ A T

virtuelle est alors:

La matrice obtenue est stochastique, irréductible et agiéuie, la convergence est donc
acquise. Nous avons également les résultats suivantsqaipmhs et adaptation des théorémes 6,
7et1l):

e dans le pire des cas, la raison de la convergencgie%ﬁ

28. Erratum: depuis la version du 20 octobre 2004 (aprés ission du présent mémoire aux rapporteurs), I'ar-
ticle de Langville et Meyer trouve aussi- 1 comme valeur introduite, et la preuve est beaucoup plusdége
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e il est équivalent de considérdret A, complétion patZ de A. On peut donc tout aussi bien
utiliser l'algorithme 2, en remplacant par A.

Algorithme 7: Algorithme hybride : page virtuelle de complétionyetompensation

Données

e une matrice d’adjacenc¥® d’un graphe quelconque ;
une distribution de probabilit& recouvrante ;

e un coefficient deapd €]0, 1[;

e un réele.
Résultat

=~t
Le vecteur propre de probabilifé de A associé a la valeur propre maximale.
début

P() == Z
T=1/M1 +1)) (1./ : inverse terme a terme)
répéter

P,1 =d.MYT.x P,) (.x : produit terme a terme)
= ||Pn||1 - ||Pn+1H1

Pn+1 :Pn-l-l_'_,UZ

0 = [P0 = Posally

jusquad < e

fin

Il faut noter que le fait de supprimer le factelin’est pas forcément un avantage : dans ce
modele il n’est pas possible de contréler la convergence eomportement du surfeur associé.
Sil'on veut garder I'idée du lien virtuel qui vaut un lien téen aura intérét a considérer un mo-
dele hybride avec source de rang, par exemple basé surrlthlpe 4 (PageRank-compensé).
Ce nouveau modele correspondra a I'ajout d’'une source deswangne complétion del (la

matrice implicite est alo@). On obtient ainsi I'algorithme 7.

5.6.4 Erratum

Pour en finir avec les pages virtuelles, signalons que davi®4l, un modele de complétion
stochastique par page virtuelle incorporant le fackeynest proposé. Malgré tous mes efforts, je
n’ai hélas pas réussi a voir comment la matrice de transitssociée,

< (1 flé)zt (1 _dd)s ) , OU s est le défaut stochastique de(pas ded),
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peut étre stochastique si on ne supprime gaalors que les auteurs affirment qu’elle l'est.
Comme il est dit explicitement qu’on obtient une irrédudiiéigrace a cette matrice et que
dans le processus stochastique équivalent, arappequ’a partir des pages sans liéhge me
permets d’émettre quelques doutes sur la rigueur de ce modél

5.7 Gestion des ressources physiques

Avant de clore ce chapitre, je voudrais mettre en avant gaslgonsidérations techniques
fondamentales. Le lecteur aura peut-étre remarqué quiadesialgorithmes présenté ne fait ja-

mais intervenir explicitement les matrices dont on caldeileecteur propre maximalel( A, A

et A). C’est un phénomeéne général : si on veut que toutes les coaste |'algorithme puissent
tenir en mémoire viv&, il est nécessaire de réfléchir un minimum. En effet, il faussuvenir
que A est une matrice creuse contenant éléments non nuls, aliest le degré moyenl. étant
relativement constant (entfeet 11 selon la prise en compte des pages non visitées et I'éven-
tuel filtrage des liens), cela fait approximativement unketéinéaire enn, ce qui est a la fois
beaucoup compte tenu des tailles des graphes considérégsghimum si on veut utiliser la
structure du Web. Les matrices implicites générées par l&imp et usage du facteaapsont
loin d'étre creuses, et leur taille peut étrerénOn voit ici I'intérét d’user d’astuces de réécriture
dans les algorithmes de PageRank afin de ne jamais faireeniede matrice moins creuse que
A.

Personnellement, jeffectue mes expériences de PageRanlsamplement la matrice d’ad-
jacence, stockée sous forme de matrice logique creéogiedl sparse matrixet quelques vec-
teurs de taillen: D : ¢« — d(i), Z,s,T...Les algorithmes 5 et 7 donnent des exemples du trai-
tement effectif des algorithmes. Il est ainsi possible didr jusqu’a 8 millions de sommets sur
un PC domestique avec 1 Go de mémoire vive, en conservaesttasg constantes en mémoire
et en réalisant un minimum d’opératichsPour aller plus loin, il faut utiliser des techniques de
compression transparente du graffhe

29. Ce qui ne garantit en général pas I'irréductibilité,ezharque 6.

30. Il est possible, voire nécessaire pour les trés graragshgs, d’effectuer des calculs de PageRank sans charger
toutes les constantes en mémoire vive et avec des accéeslisgtimisés [APCO03], mais chercher a minimiser la
taille des constantes reste trés important quand on veatuiaialgorithme de PageRank.

31. Cela peut paraitre peu quand on sait qu’'un Go de mémeigermet de stocker le PageRanki@g millions
de pages en double flottant. Il faut cependant toujours geelapdu gain colossal que I'on obtient quand la matrice
d’adjacence est en mémoire vive.

32. Voir par exemple le projet Webgraph [BV].
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Chapitre 6
BackRank

- You've got to come back with me!
- Where?
- Back to the future.

Back to the Future

La vraie nouveauté nait toujours dans le retour
aux sources.

EdgarMORIN, Amour, poésie, sagesse

ousvenons de voir les principes théoriques généraux qui régisss différents algorithmes
de PageRank. En particulier, il est apparu que le problema clenhplétion stochastique et

celui de la diffusion du PageRank peuvent, voire doivent &tités indépendamment. Dans
ce chapitre, qui est le prolongement d’'une série d’articlescrits avec Mohamed Bouklit
[BMO03, MB04], nous allons étudier une maniére d’effectuerdeplétion stochastique tout en
perfectionnant le modéle du surfeur aléatoire : prendreoempte la possibilité qu’a I'utilisateur
de pouvoir a tout instant de sa navigation revenir en argéfiee a la touchBackde son navi-
gateut. Comme nous allons le voir, I'algorithme de PageRank qui tésid cette modélisation
présente de nombreux avantages par rapport aux PageRassig ués.

6.1 De I'importance de la toucheBack

En 1995, Catledge et Pitkow publient une étude dans laguelfgarait que la touchack
représentd1% de I'ensemble des actions de navigation recueilbe$y(des actions étant 'usage
d’hyperliens) [CP95]. Une autre étude, par Tauscher et Gexgndatant de 1997, rend compte

1. Je présente par avance mes plus plates excuses aux déemheséa langue francaise, mais j'avoue préférer
I'anglicismeBackapage précédente
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de50% d’hyperliens et d&0% de Back[TG97]. Citons enfin une étude plus récente (2004) de
Milic et al.[MFJR"04], dont les principaux résultats sont portés dans le daifiel

Hyperliens 42,5% | Bookmarks 2,9%
ToucheBack 22.7% | URL écrite ala main 1,6%
Nouvelle session| 11,2% | Page de démarrage| 1, 1%
Autres méthodées| 10, 7% | ToucheActualiser 0,5%
Formulaires 6,6% | ToucheForward 0,2%

TAB. 6.1 —Etude statistique des modes de navigation des surfeurs (@aprés [MFJR 04])

aChargements dynamiques, redirections automatiques,létorpautomatique d’adresse. ..

De toutes ces études, il semble émerger un certain recutaploi de la touch®&ackentre
1995 et 2004, mais selon [CMO01], il faut tenir compte des é&imhs survenues pendant cet
intervalle?, ainsi que de changements dans les protocoles expérimanthses.

L'autre information intéressante que nous donnent cefebiést le fait que dans tous les cas,
on constate que I'emploi de la toucBackarrive tres largement en deuxiéme position, derriere
I'utilisation des hyperliens qui reste le mode de navigapavilégié. Il faut en particulier retenir
gue selon toutes les études, pa@uclics sur un hyperlien, il y a au moink utilisation de la
toucheBack Pourtant, I'utilisation de la touch®ackn’a pas d’équivalent dans les PageRank(s)
« classiques », alors que des modes de navigation quarmtent moins importants comme les
URLSs tapées a la main et I@&okmarkspeuvent étre pris en compte dans les algorithmes de
calcul a travers le vecteur dap

Méme si I'on ne sait pas vraiment a ce jour si un modele plushgralu surfeur réel donne
forcément un meilleur PageRank, I'importance de la touBhek dans le comportement des
internautes réels nous est apparu comme une motivatiosantti pour étudier les possibilités
de I'incorporer dans un nouveau modéle de PageRank.

6.2 Travaux antérieurs et contemporains

Kleinberg, dans l'algorithme HITS [Kle98], utilise ausaifnatrice des liens entrants, et tra-
vaille donc sur un modéle ou remonter les hyperliens estigitganent pris en compte. Néan-
moins, le but de I'algorithme HITS n’est pas de modéliseplacheBackmais de voir le graphe
du Web comme une superposition de « hubs » et d'« autorité&spremiers pointant vers les
secondes.

2. Al'échelle du Web, s millions de pages représentent une brindlennées représentent une éternité. Dans
cet intervalle, I'ergonomie des navigateurs a évollg@kmarkscomplétion automatique des URLS, consultation
de I'historique...), de méme que le comportement des iateas a été modifié par I'omni-présence des moteurs
de recherche. Ainsi, plutét que de revenir en arriére, rertaréferent relancer dans leur moteur de recherche la
requéte qui a permis d'accéder a la page d’ou ils viennent.
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D’un autre c6té, Fagiat al,, dans [FKK"00] proposent une étude trés compléte de I'influence
de I'introduction de retours arrieres dans une marche @téatet proposent une modélisation
stochastique du surfeur aléatoire tenant compte de la¢®mtk Dans ce modele une chaine de
Markov initiale classiqueest considéree, a laquelle on adjoint un historique de d&patinie
des pages visitées. A chaque pagest associée une probabilité:) de revenir en arriére, a
condition que I'historique soit non vide. Les principaugulats obtenus sont:

e Suivant les probabilités de retour arriére, le processuségtee transitoire (asymptotique-
ment, la page de départ est « oubliée » et fini par ne plus influeta distribution de
probabilité) ou ergodique (les retours arrieres raméresttfeur infiniment souvent sur
la page de départ), avec une transition de phase entre Ies deu

e Dans le cas particulier ou la probabilité de retoaune dépend pas de la pageqask 0, 5,
le processus converge vers la méme distribution que la eltErMarkowvclassique(sans
retour possible).

e Les autres cas sont caractérisés, différents types de rgemee sont considérés, et les
valeurs limites (si elles existent) sont données.

Le principal inconvénient du modéle de Fagihal. est le codt prohibitif du calcul des
distributions asymptotiques.

Dans [Syd04], Sydow propose de réduire la complexité ertdimiila taille de I'historique.
Il introduit ainsi un modeéle ou seule la derniére page véséét conservée en mémoire (on ne
peut pas utiliser deux fois de suite la toudd@ck), et ou la probabilité d8ackest uniformé.
L'algorithme résultant présente des performances corbjega celles d’'un PageRank standard,
en termes de vitesse de convergence et de besoin en ressdieadassement obtenu par la
distribution de probabilité asymptotique reste simila@imelui d'un PageRank standard, avec des
différences significatives au niveau du classement desspigainantes.

Par rapport a I'algorithme de Sydow, notre prise en compte tteicheBackprésente I'avan-
tage de supprimer de nombreux problemes liés aux PageRasssgtles (complétion stochas-
tique, effeuillage et remplumage, vitesse de convergence)

6.3 Modélisation de la touchaéBack

Adoptant une approche similaire a [Syd®4iious choisissons d’introduire la possibilité de
revenir en arriére avec un historique limité. Potentie#ampour ramener un processus stochas-
tigue a mémoiren a une chaine de Markov sans mémoire, on peut étre amené adéamamnsi
'ensemble des chemins de longueurdansG. Dans le cas ou: = 1, qui est celui que nous

3. Avec les graphes du Web, tout algorithme dont la com@esst supérieure @, ou a la rigueum log n, est
considéré comme prohibitif.

4. Comme I'historique est limité, la distribution limiteast pas forcément égale a la distribution du modeéle
classique, méme pour < 0, 5.

5. A moins que ce ne soit Sydow qui ait adopté une approchéssiend la notre, les recherches ayant été menées
indépendamment, et chacun ayant découvert les travauauted’lors de la treizieme conférenaAvw
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allons étudier, I'espace de travail canonique est I'enserldes hyperliens. Nous allons intro-
duire deux modeles intuitifs de touclBack pour le cas oun = 1, et montrer que pour I'un
d’entre eux, il est possible de réduire I'espace de trawi’d V. Nous verrons également que
ce dernier cas est compatible avec I'emploi d'un facteyr

6.3.1 Modeéle réversiblé

Dans ce modéle, nous supposons qu’'a chaque étape, |tatilrspeut soit choisir un lien
sortant de la page ou il se trouve, soit appuyer sur la toBelt& ce qui va le ramener a I'étape
précédente. La touchzackest considérée comme un hyperlien comme les autres. Enuditti
la probabilité d'utiliser la touch8ackest la méme que celle de cliquer sur un lien donné, s'il
en existe au moing, et vautl en I'absence de lien sortant. Nous pensons que cette agproch
présente deux avantages par rapport au choix d’'une prabathé retour uniforme fait dans
[Syd04]:

e Intuitivement, il semble logique que 'usage de la touBlaekdépende du choix disponible

sur la page considérée, c’est-a-dire du nombre de lienargertCeci est partiellement
confirmé par les comportements observé dans [MBJR

e Tout comme la page virtuelle de complétion introduite darselction 5.6.3, la touchzack
gue nous venons de modéliser assure une échappatoire masiesipages sans liens, et
crée une forme de complétion stochastique.

Précisons enfin que le ternméversibleest di au fait que deux emplois consécutifs de la
toucheBacks’annulent.

Formellement, le processus stochastique que nous veniotr®duire peut se décrire ainsi:
pour chaque € V, nous définissong, (v) comme la probabilité de présencewea I'instantn.
Nous introduisons également le termRg (w, v), pourw,v € V, probabilité d'étre passé de
av entre les instants — 1 etn. P’°(w,v) est non nul dés quev, v) ou (v, w) est dans?, et il
existe une relation treés simple entfg et P :

P,(v) =Y P(w,v), (6.1)
ouw « v signifiew pointé par ou pointant vers. On remargue que l'usage de la toudhack
implique de travailler sur le graphe non-orienté induit @ar

De la méme fagon, il est possible d’écrire une équation gguatriles termes’% | (w,v) : si
(w,v) € E, pour aller dew av entre les instants etn + 1, on peut soit suivre le lien qui relie
aw (il faut pour cela étre ew a I'instantn et choisir parmi leg(w) + 1 possibilités), soit utiliser
la toucheBack (il faut alors étre allé de a w entre les instants — 1 etn, et choisir parmi les
d(w) + 1 possibilités). Siw, v) ¢ E, mais(v,w) € F, alors la transition de v ne peut étre

6. Le concept de réversibilité a une signification bien m&@&@n modélisation markovienne, mais nous I'em-
ployons ici simplement pour décrire un certain comportenaen’utilisateur, et il conviendra donc ne pas se mé-
prendre sur le sens de « réversible ».
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effectuée queial'emploi de la touchéBack Il n'y a pas de transition dans les autres cas. Nous
pouvons donc écrire :

| W<Pn<w> + PyP(v,w)) si (w,v) € B,
Frtaln ) =0 Bl g0 € Bt ¢ B (62
| 0 sinon.

Grace aux équations (6.1) et (6.2), il est possible de e¥alis processus itératif de calcul de
P,, que I'on pourra par exemple initier par la distribution

— si
Pt (w,v) = { |E]|
0 sinon.

(w,v) € E,

SiG' = (V, E') est le graphe non-orienté induit p&r il semble donc nécessaire d'utiliser
|V| + |E’| variables, contréV/| pour le PageRank standard. En injectant (6.1) dans (6.3t il e
possible de réduire le nombre de variableg’d, mais cela reste trés important. Ceci nous a
amené a considérer le modele Backirréversible'.

6.3.2 Modele irréversible

Dans ce nouveau modeéle, nous supposons qu'il n'est pashposgditiliser la toucheBack
deux fois d’affilée : celle-ci est grisée apres utilisatiein| faut d’abord utiliser au moins une fois
un lien réel avant de pouvoir en faire usage a nouveau. Bieplggeeomplexe en apparence, ce
modele présente des avantages certains sur le modéleilnéyers

e |l est plus proche du comportement de la touBaekdes navigateurs réels, qui se désactive
effectivement lorsque I'historique est épuisé. Lusaged touchd3ackapres épuisement
de I'historique dans le modele réversible se rapprochedadisisage de la touchHerward
dans les navigateurs réels. Or, si I'on en croit [MEOR] (cf tableau 6.1), le réle de la
toucheForward reste relativement anecdotique.

¢ |l est compatible avec l'introduction effective d’un fasteap(cf 6.3.3).

e Le calcul de la distribution asymptotique, méme avec urefaaap ne nécessite pas plus
de ressources gque dans le cas d’un PageRank classique{gf 6.4.

e L'emploi de la touchdackintroduit forcément une sorte d'« effet de serre » au nivessu d
pages sans liens, qui peut s’avérer génant (effet simaaiedui des composantes fortement

7. Il est peut-étre possible de réduire le nombre de vasab|& |, comme nous allons le faire avec le modéle
irréversible, mais nous n'avons pour l'instant pas fors®ltcette réduction, et laissons donc le modéel&dek
réversible a un stade purement descriptif.
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connexes récurrentes décrites dans le chapitre précédemtodele irréversible réduit cet
effet par rapport au modéle réversible. Considérons I'exenp la figure 6.1 : une page
posséde liens, I'un vers une page sans lignl'autre vers une page d’échappement d’ou
tout le graphe est accessible. Sile surfeur aléatoire srikat ere, il va forcément revenir
enl par la touchéBack Retourner a nouveau @rva alors créer un début d’effet de serre,
or le retour er2 se fait avec une probabilit?dans le modéle réversible (2 cas favorables
sur 3), contre% dans le cas irréversible : la probabilité de rester « coine@ > est plus
faible dans le modéle irréversible.

FIG. 6.1 —ToucheBacket effet de serre : role de I'(ir)réversibilité

Afin de calculer I'évolution dans un tel modele, nous allartsaduire :

Phi(w,v): probabilité¢ d'aller de la page a la pagev entre les instants — 1 etn a l'aide
d’hyperlien.

P*(v): probabilité d’étre arrivé sur la pagea I'instantn par I'emploi de la touch&ack

Il est possible de décrirB" , (w, v) en fonction de la situation a I'instant: pour suivre le
lien qui va dew av, soit on est arrivé & en suivant un lien réel, et il faut choisir pardiw) + 1
possibilités, soit on est arrivé empar la toucheBack ce qui a grisé cette derniere et limite les
possibilités &l(w). Nous avons ainsi, polt, v) € E,

hl b
(w.0) = S Pl 0) | Bl (w) 63)
dlw)+1 d(w)

On remarquera que comme — v, il 'y a aucune ambiguité a effectuer une division par

d(w). On notera également que le sommet d’arrivééntervient en aucune facon dans I'expres-

sion deP™ | (w,v). Si R est 'ensemble des pages possédant au moins un liéhletsemble
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des pages sans lien, on parlera donc a partir de maintenatjt de), avecw € R, plut6t que de
P! (w,v), avec(w,v) € E.

De méme, pour étre arrivé sur une paggrace a la touchBack il faut précédemment étre
allé dev vers une page pointée pamw grace a un hyperlien, puis avoir choisi la toudbeck
parmilesd(w) + 1 possibilités. En particulier, on ne peut pas étre arrivéusier page de& par
la toucheBack et Pi*(v) est nul pourn € S. Pourv € R, nous pouvons écrire :

@ Phl
Pla(v Z it +1 (6.4)

ouw « v signifiew pointé parv.
Si on définit laBackattractivité d’'un sommet appartenant & par

1
)= T

il est alors possible de réécrire les équations (6.4) e (@@me suit:

P (v) = a(v) P (v) (6.5)
sz( )
Brii(v) OS] Z PM(w e (6.6)
En fusionnant (6.5) et (6.6), on obtient I'équation (6.7)
P = g 2 P + G P 67

Et le PageRank dans tout ¢ca? La probabilité de présence eragee pst la somme de la
probabilité d’y étre arrivé par la touchgacket de celle d’y étre arrivé en suivant un lien. En
posant, par conventio® (v) = 0 pourv € S, on a:

P.(v) = PP()+ ) Pil(w)

w—v

— Phl + Z Phl

w—v

6.3.3 Incorporation du facteur zap

L'ajout de la toucheéBackirréversible nous garantit un processus stochastiquequeesoit
le graphe initial, a la seule condition que le support de $ridhution initiale ne contienne au-
cune page sans lien. Le probleme des impasses a courtecdistamme la page de la figure
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FIG. 6.2 —Composante fortement connexe récurrente créée par la tddable

6.1, est résolu, mais les problemes d’irréductibilitéersprésents. Pire encore, la toudseck
transforme les impasses a moyenne et longue distance srdpuiang (cf figure 6.2).
Il est donc nécessaire d’introduire dapdans le processus. Nous avons choiszapclas-

sique, avec un facteuret une distributior?. Nous imposons que le fait de « zapper » désactive

la toucheBack: aprés urzap il n’est pas possible de revenir en arriere. Cela présesaritage
pratiqgue de ne pas avoir a considérer toutes les transitigplicitement générées par fmap a
savoir(V x xz) C E.On peut aussi interpréter ce choix au niveau de la modiélisdt! surfeur :

selon le tableau 6.1, beaucoupzbpsréels correspondent en fait au démarrage d’une nouvelle

session, et donc a un historique remis a
Maintenant que le cadre est défini, il est possible de rééfitév), pourv € R:

ib (4
Pl (v)=d (ﬁ Z PM(w) + Pgll(f)))> (6.8)

w—v

De la méme fagon, nous pouvons récrire la probahitjfév) de se trouver a un instantsur
une pager avec un historique nul. En posant, par conventi®fi(v) = 0 pourv € S, on a:

P, (0) = da(o) P (v) + (1 - d)Z(v) (6.9)

Etla, un probleme se pose: que se passe-tyi}siS # @? Nous allons avoir une probabilité
non nulle d’étre dans une page flesans retour en arriére possible. Dans cette situation umec
probabilité(1 — d), notre surfeur va « zapper » ailleurs, et avec une probadilit il ne saura
pas quoi faire!
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Nous envisageons deux méthodes pour contourner ce probléme

e ChoisirZ tel quexz NS # J. Puisque la seule condition que I'on demande a une distribu-
tion dezapest d’étre recouvrante, c’est tout a fait possible. Uneibligion sur les pages
d’accueil conviendra, a la condition qu'il n’existe pas @ge d’accueil d’un site réduit a
une page sans lien. On peut aussi choisir de prendre labdistm uniforme suiR définie
par

siv € R,
Z(v) = { |R|

0 sinon.
e Compléter le processus stochastique a la volée. On connefietifa probabilité de ne pas

savoir quoi faire entre les instant®tn +1:d Y, ¢ P(v). Il suffit alors de répartir cette
probabilité, par exemple erapselonZ. L'équation (6.9) devient alors::

Pl (v) = d.a(w)PMw) + [(L—d)+d Y _PPw)| Z(v) (6.10)

vES

6.4 Algorithme pratique : BackRank

Nous venons de définir un processus stochastique, qui gudeetaurzapest irréductible et
apériodique. Le théoréme de Perron-Frobenius s’appligue®tet nous permet d’affirmer que
des itérations successives des équations (6.9) et (6.8t@averger vers un point fixe unique (a
renormalisation prés). Les conditions initiales peuvemtgxemple étre une distribution selgn
avec un historique nul{® = Z et P} = 0).

6.4.1 Optimisation

Nous supposerons ici que nous avons chgigél queZ(v) = 0siv € S.
D'apres (6.9) et (6.8)P"  (v) peut se définir récursivement, paue R par:

Pia() = gy 1 2= B + g (@B @)+ (- dZ0)  (6.)

w—v

L'équation (6.11) est une récurrence a deux termes, donaibrgs’elle converge vers un
point fixe. Comme seul le point fixe nous intéresse, on peut lerapP’ | par P en gardant

8. On notera au passage que nous n'avons pas besoin d’'égli@tement la matrice des transitions associée,
qui est une matrice carrée de taillé| + |E|. Il nous suffit de savoir que cette matrice existe et que e&Hstqui
régit implicitement notre processus.
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une convergence vers le méme point fixe (méthode de GaudshS€in obtient ainsi I'équation
(6.12).

d d
Bri(v) = a0 +1 > PMtw)+ ) (d-a(v) Py (v) + (1 = d)Z(v)) (6.12)

On remarquera au passage que les itérations se font sumesete de degré sortant non
nul: il y a un effeuillage implicite, semblable a ce qui setjgpae pour les PageRanks standards
(cf section 5.4.4).

Apres que le vecteuP” a convergé vers un vecteit, il reste a effectuer le « remplumage »
pour obtenir la distribution asymptotique de préseRce

w—v

P(v) = > P"(w)+ P*v)
= > P'Mw)+da(v).P"(v)+ (1 —d)Z(v) (6.13)
Nous avons maintenant tous les éléments constitutifs @tithmeBackRanKalgorithme 8
page 125). On remarquera au passage qu’il n’'y a pas besdhedlieer de renormalisation,
puisqu’il y a convergence vers un point fixe.

6.4.2 Résultats

Une fois un algorithme complétement défini, il faut le sounea I'épreuve du feu. Afin d’ef-
fectuer des comparaisons, il nous fallait un baril de lesXiyet c’est le PageRank-compensé
défini dans l'algorithme 4 qui a été choisi. C’est en effet Ig¢Rank le plus simple garantissant
un contréle stochastique total, mis a part le PageRank nopensé bien sfir La technique
d’effeuillage-remplumage a été rajoutée par souci d’'éqoér rapport a BackRank, qui la réa-
lise implicitement, et aussi afin d’étre plus réaliste (tlagnéthode qui semble étre employée en
pratique pour les calculsff-line sur de trés gros graphes, et BackRank est congu pour supporter
de trés gros graphes.). Pour les deux algorithmes, nous gresY] = 0, 85 (sauf indication
contraire) etZ est la distribution uniforme sur la raffe.

Le test a porté sur un crawl de 8 millions d’'URLs qui, pour ddésams techniquée$ est
scindé en deux échantillons denillions d’'URLS.

Convergence

Un des premiers criteres de viabilité d’un algorithme destfgageRank est sa vitesse de
convergence. La figure 6.3 compare, sur une échelle semidbmique, la valeur du paramétre

9. Nous avons gardé la compensation pour rendre les corapasaplus simples, puisqu’ainsi les deux concur-
rents fournissent une distribution de probabilité.
10. Les algorithmes tournent sous Matlab.
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de convergencé au bout den itérations. Pour BackRank, la condition< 1079 est atteinte

au bout de’7 itérations dans les deux échantillons, alors que pour PadeRdaut entre126

et 127 itérations. Nous avons mesuré la raison de la décroissa@uradgrique observéeld—1°,

et trouvé0, 844 pour le PageRank standard (la convergence est toujoursemférad, mais
tend asymptotiquement ved$ contre(, 809 pour BackRank. Nous supposons que cet écart, qui
explique les performances de BackRank, est du au fait qu'#é&eice de PageRank, BackRank
utilise implicitement une méthode de Gauss-Seidel p&ti€lr, il a été montré que I'utilisation
d’'une méthode de type Gauss-Seidel améliore considérabtdmconvergence d’un PageRank
[ANTTO1].

Nous nous devons de préciser que les algorithmes utilisésaax jeux de réécriture pré's
exactement ceux décrits dans cet ouvrage. En particdgeméthodes de la puissance employées
sont vraiment des méthodes de la puissance. Pour une étugdegphpléte des performances de
convergence de BackRank, il faudrait étudier comment il sepoote soumis aux nombreuses
méthodes d’accélération de la convergence qui existenT[RN, Hav99, KHMGO03b].

Pour conclure cette étude de la convergence, précisonsuglesséchantillons considérés,
une itération de BackRank prend en moyensecondes contiesecondes pour PageRank. Cette
différence vient du fait que toutes les constantes de cajcobmpris la matrice d’adjacence,
tiennent en mémoire vive. Lacompensation a donc un colt non négligeable dans undatérat
En fait, méme par rapport a un PageRank non-compensé avewmgsti ded, BackRank ne
présente qu’un faible surcodt, de I'ordre ©&.

Le remplumage

La finalisation du calcul du PageRank, que nous appelons tenggle, est une phase assez
peu décrite. Selon [PBMW98], aprés convergence du PageRatkgaphe restreint aux som-
mets de degré sortant non nul, les pages sans lien sontgagoatl processusans affecter les
choses de maniére significatifeMais afin d’attribuer a ces nouvelles pages une importahce,
faut bien réaliser au moins une itération de PageRank, cenpliue de modifier la plupart des
constantes. Dans notre essai, nous avons choisi d’effeptaére itérations sur le graphe complet
apres convergence sur le graphe effeuillé. Outre desigésaplus lentest secondes, sachant
gu’environ50% des pages des échantillons étaient des pages sans lieojsiate, comme dans
la section 5.4.4 page 97, la réinitialisation du paraméf{ie figure 6.3) : au bout de quatre ité-
rations, on est au méme niveau qu’apres huit itérations teudale principale, c’est-a-dire loin
d’'un état stationnaire. ..

Pour BackRank, le remplumage est beaucoup moins probléreatgusqu’il se limite a
I'application de (6.13)une seule et unique foi$nutile donc de démarrer une nouvelle série
d'itérations. Précisons quand méme pour étre honnéte qsguad se rapporte " et nonP,
les variations suP’ peuvent étre plus grandes quéExpérimentalement, il semble effectivement

11. L'algorithme 4 a été réécrit suivant le modele de I'aitione 6.
12. « without affecting things significantly sp. cit.
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Variation & entre deux itérations
[E=Y
o

Boucle principale| — hy, T,
-10 .,
10 't O  Remplumage - 1
+ BackRank
10_12 I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140

Itérations

FIG. 6.3 —Convergences comparées de BackRank et d’'un PageRank standar

que lorsqué’ est aux alentours de)~1°, les variations au niveau de sont de I'ordre del0—°
(Iégérement inférieures en fait). Ce résultat reste matgrigatius qu’acceptable, surtout au regard
des variations dé0~! générées par le remplumage du PageRank.

Classement

Les performances techniques ne sont que la moitié desasiteévaluation d’'un algorithme
de type PageRank. Il faut aussi tester la pertinence du aesgepar importance induit par la
distribution de probabilité obtenue. Une premiére appeaginsiste & comparer quantitativement
les résultats renvoyés par BackRank et ceux renvoyés parédaal de référence. La figure 6.4
présente une telle comparaison, en donnant le pourcentégomgegs communes awpremieres
pages renvoyées respectivement par BackRank et PageRanks@meotes fluctuations impor-
tantes sur les toutes premieres pages. Au fur et a mesure qumribre de pages considérées
augmente, le chevauchement se stabilise, pour arriver sal@er relativement stable de845
lorsque le nombre de pages considérées s’approché&die la taille de I'échantillon40000
pages). Cecitend a prouver que BackRank offre des résultais mssches de ceux renvoyes par
PageRank, avec quelques spécificités.

Ce chevauchementd4 stabilisé valan®), 845 pour les deux échantillons nous a intrigués.
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FiG. 6.4 —Mesures de chevauchement entrerlggemiéres pages de BackRank et de PageRank

En étudiant le phénomene de plus prés, nous avons remareuetquix de chevauchement@
est une variable qui ne dépend queddsur nos échantillons en tout cas). La figure 6.5 montre
ce lien entrel et chevauchementid; pour0 < d < 1. On remarquera en particulier que :

e Le chevauchement est une fonction décroissanté @ retrouve I'idée, évoquée dans la
section 5.3.5, du réle lisseur du facteaap

e En particulier, le chevauchement tend vérorsqued tend vers0, ce qui signifie que
BackRank tend, tout comme PageRank, vers la distribution maédmtrant (cf 5.3.5).

e Le chevauchement tend vei8’ lorsqued tend versl, ce qui semble indiquer que Back-
Rank est intrinsequement a moitié différent (ou a moitié dabib?) du PageRank stan-
dard. Il ne faut cependant pas oublier que lorsdue 1, le classement est sclérosé par
les puits de rang et n’a plus forcément de sens. Vérificatimmselques URLSs faite, ce
chevauchement d&)% veut en effet seulement dire que BackRank ne se fait pas piéger
sur exactement les méme puits que PageRank.

Nous sommes conscients de ne donner ici quelques indicesglalité du classement par
BackRank. En toute rigueur, une validation complete néaasditd’'incorporer BackRank dans
un moteur de recherche et d’effectuer une série de testsigiastion sur une population témoin.
A défaut, nous nous contenterons d'utiliser le lecteur cerpopulation témoin, qui pourra com-
parer dans les listes 1, 2, 3 et 4 les 10 premieres pages grwpar BackRank et PageRank sur
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Chevauchement & 1% de BackRank et PageRank
°

FiG. 6.5 —Influence du facteuzapdans le chevauchementi &

les deux échantillons considérés. On remarquera par egaquplla page principale du CNRS est
classé par BackRank, mais pas par PageRank (en fait, elle®®8),ors que pour I'Education
Nationale, c’est I'inverse (page classée égalemetfite] nais par BackRank cette fois).
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Algorithme 8: BackRank : modéle de PageRank avec toughaekirréversible

Données
e une matrice d’'adjacencll d’'un graphe quelconqu@ = (V, E), avecV = (RU S), ou
R est 'ensemble des pages avec lisrcelui des pages sans lien ;
e une distribution deapZ sur R recouvrante ;
e un coefficient deapd €0, 1[;
e un réele.

Résultat
Le vecteur de PageRarkdu modéleBackirréversible avezap
début
D= M1
T=1/(D+1)
A=M.T
T="1Txg
D = Dpg
C=1./D
B=d.Cx Ag
Y=d(1-d)C.x Z
N = Mg
RQ =dCx 7
répéter
R,i1 =T.x (N'R,) + B.x R,
Rn—l—l = an—H
Rn+1 = Rn+1 —|— Y
0 = || Rns1 — Rn”1
jusqua d < e
R,i1 — R, 1surV (nul surS)
P=MPR,1+dAX Ryi1+(1—d)Z

fin
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Liste 1 Echantillon 1: les 10 pages les plus importantes selon BadkRan

http:
http:
http:
http:
http:
http:
http:
http:
://ec.grita.fr:80/isroot/fruitine/blank.html
http:

http

//messagerie.business-village.fr:80/svc/jpro/search
//server.moselle.cci.fr:80/Fichier/index.html
//messagerie.business-village.fr:80/svc/jpro/aide
//backstage.vitaminic.fr:80/add_artist.shtml
//backstage.vitaminic.fr:80/
//vosdroits.service-public.fr:80/Index/IndexA.html
//emploi.cv.free.fr:80/index.htm
//server.moselle.cci.fr:80/Fichier/listenaf.html

//www.adobe.fr:80/products/acrobat/readstep.html

Liste 2 Echantillon 1: les 10 pages les plus importantes selon PadeRa

http:
http:
http:
http:
http:
http:
http:
http:
http:
http:

//backstage.vitaminic.fr:80/
//backstage.vitaminic.fr:80/add_artist.shtml
//forums.grolier.fr:8002/assemblee/nonmembers/
//server.moselle.cci.fr:80/Fichier/listenaf.html
//server.moselle.cci.fr:80/Fichier/index.html
//messagerie.business-village.fr:80/svc/jpro/search
//www .adobe.fr:80/products/acrobat/readstep.html
//mac-texier.ircam.fr:80/index.html
//mac-texier.ircam.fr:80/mail.html
//bioscience.igh.cnrs.fr:80//current/currissu.htm

Liste 3 Echantillon 2: les 10 pages les plus importantes selon BadkRan

http:
http:
http:
://www.ima.uco.fr:80/
//www.info-europe.fr:80/europe.web/document.dir/actu.dir/

http

http:
http:
http:
http:
http:
http:

//www.fcga.fr:80/
//www.moselle.cci.fr:80/Fichier/index.html
//www.lhotellerie.fr:80/Menu.htm

//www.moselle.cci.fr:80/Fichier/listenaf.html
//www .machpro.fr:80/sofetec.htm
//www.cnrs.fr:80/

//www.quartet.fr:80/ce/
//www.gaf.tm.fr:80/espace-pro.htm
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Liste 4 Echantillon 2 : les 10 pages les plus importantes selon PadeRa

http:
http:
A
http:
http:
http:
http:
http:
http:
http:

http

//www
//www

/ /v

//www.
//www.
//www.
/ /W,
//www .
//www.

.moselle.cci.fr:80/Fichier/index.html
.moselle.cci.fr:80/Fichier/listenaf.html

lhotellerie.fr:80/Menu.htm

1dlc.fr:80/
1ldlc.fr:80/contact.shtml

.machpro.fr:80/sofetec.htm
education.gouv.fr:80/default.htm
infini.fr:80/cgi-bin/lwgate.cgi
proto.education.gouv.fr:80/cgi-bin/ELLIB/Lire/Q1
dma.utc.fr:80/71debraux/Genealogie/Whole_File_Report.html
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Chapitre 7

Décomposition fine du PageRank

Je composerai jusqu’a la décomposition
SergeGAINSBOURG

It's a psychofrakulator. It creates a cloud
of radically fluctuating free-deviant chao-
trons which penetrate the synaptic relays.
It's concatenated with a synchronous trans-
port switch that creates a virtual tributary.
It's focused onto a biobolic reflector. And
what happens is that hallucinations become
reality and the brain is literally fried from
within.
Mystery Men

"OBJETde ce chapitre, qui est une extension de [MV03a] et de [MVédf d’'étudier com-

ment le PageRank se comporte en regard de la structure deésenfee lors de la partie
I, section 3.3. Nous allons montrer qu'’il existe une décositim naturelle du PageRank en
deux terme, le PageRank interne et le PageRank externe. Cett@mpigsition permet de mieux
comprendre les roles joués par les liens internes et extelhee premiere application est un
algorithme d’estimation du PageRank local a l'intérieurrd&ite. Nous allons également mon-
trer quelques résultats quantitatifs sur les possibitiféertes a un site d’augmenter son propre
PageRank.

Plus précisément, la section 7.1 présente sommairemedifiésentes contributions exis-
tantes quant a I'utilisation de la structure en sites du Waly palculer un PageRank. La section
7.2 précise quelles seront les hypothéses et conventidisges. Les notions de PageRank in-
terne et externe seront introduites lors de la section 7ap@iquées a un algorithme théorique
décomposé de PageRank dans la section 7.4. Enfin, aprés esfitié pans la section 7.5 de
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130 Chap. 7 — [ECOMPOSITION FINE DUPAGERANK

I'étude des variations locales du PageRank pour introdeifadteurzapdans notre modélisa-
tion, nous donnerons dans la section 7.6 des algorithmdisalples aux graphes réels.

7.1 Travaux antérieurs et contemporains

Sur I'ensemble des études publiées sur le PageRank, seelgsgsiunes essaient de prendre
avantage de la structure de site. [KHMGO03a] donne une métpodr calculer rapidement une
bonne approximation du PageRank a I'aide d’une partitiorites.s

Bianchiniet al. décomposent le PageRank en liens internes, liens entramts sortants et
fuites [BGS03, BGS02]. Cette décomposition permet entre sudfegpporter une certaine com-
préhension de la maniére dont un site peut changer son pPagreRank, tout en donnant des
résultats de stabilité du PageRank face a des changemestaddrncture en liens internes d’'un
site.

Enfin, Arasuet al. ont montré qu’un calcul de PageRank sur le graphe quotieidé &es
serveurs convergeait plus vite que sur les pages, et entusevipe en prenant en compte la
multiplicité des liens (cf [ANTTO1]).

Par rapport a ces travaux, notre approche consiste a gtdim@mme dans [BGS03, BGS02],
une décomposition exacte en flots du PageRank, avec des Bgpsthlus flexibles sur la dis-
tribution dezap De cette décomposition, nous déduisons un algorithme-destnibué exact
de calcul de PageRank, que nous hybridons avec l'algoritmmgopé dans [KHMGO03a] afin
d’obtenir un algorithme semi-distribué rapide et avec papuroximations.

7.2 Hypotheses

Nous avons vu qu’une définition structurelle d’'un site pau@re un ensemble de pages
étroitement reliées entre elles par des hyperliens. Latstreien blocs de la matrice d’adjacence
(cf figures 3.5 et 3.6, pages 47 et 49) nous permet d’espéreondreuses méthodes pour
décomposer un graphe du Web en sites, et la section 3.3 pageudCen donne une. Pour la
suite de ce chapitre, nous supposerons donc que notre gilapiveb est muni d’'une partition
qui permet de le décomposer en sites, ntée(S,, ..., Sx), aveck > 1.

Dans un premier temps, nous nous placerons dans le cas idéalgpaphe du Weld: =
(V, E) considéré est fortement connexe et apériodique. Nous seppts également I'absence
de lien d’'une page vers elle-méme.

Comme il a été vu lors de la section 5.3.1, si 'on considéredgioe A définie par

1 .
——F SI V—W,
A = (ay7w)v7wev, aVECaww — d(’lj) ,
0 sinon.

on sait qu’il existe une unique distribution de probabjlitétéeP, vérifiant

130
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P=A'P (7.1)

Nous allons chercher a mettre en évidence les liens éhétsS.

7.3 PageRank interne, PageRank externe

7.3.1 Notations

Pourv dansV/, nous désignons péf(v) I'élément deS tel quev € S(v). Nous définissons
égalements: V x V — {0, 1} comme suit:

1siS(v) = S(w),
0 sinon.

58(1),10) = {
Nous appelleronsls la restriction ded aux éléments internes aux composantes de

AS = (av,wés(vy w))v,wEV

Nous avons également besoin de définir le degré intérriieesp. degré externé.) d’'un
sommety comme son degré sortant dans le graphe induitsgay (resp. induit pagv} U (V'
5()))-

Nous sommes maintenant en mesure de définir les notions @RkBakyinterne et externe, et
de les relier au PageRartkdéfini par I'équation (7.1).

e Le PageRank entrant interd; (resp. PageRank entrant exterg) d’une pages deV'
est la probabilité, lorsque le surfeur aléatoire est ermméggtationnaire, de venir ana
partir d'une page dé'(v) (resp. a partir d’'une page dé~ S(v)). De cette définition sont
déduites les équations (7.2) et (7.3):

P, = ALP (7.2)
P. = (A—Ag)')P=P—P, (7.3)

e Le PageRank sortant interif&; (resp. PageRank sortant exterig) d’'une pagev deV'
est la probabilité, lorsque le surfeur aléatoire est emmégstationnaire, d’aller dea une
page deS(v) (resp. a une page dé~. S(v)). Les équations (7.4) et (7.5) formalisent cette
définition:

Py = (Agll)x P (7.4)
P. = ((A—Ag)1)x P=P—P, (7.5)
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132 Chap. 7 — [ECOMPOSITION FINE DUPAGERANK

7.3.2 Lois de conservation

On peut définir un PageRank (éventuellement interne, sartansur un site5 comme étant
la somme des PageRanks de ses pag¢s) = > . P(v). Cette convention étant prise, nous
pouvons énoncer les lois de conservation interne et extéunesite :

Théoreme 12 SoitS un site. Les PageRanks entrant externe et sortant exterqesdat égaux :

P..(S) = P, (S) (loi de conservation externe) (7.6)
Il en est de méme des PageRanks entrant interne et sortameant

P.;(S) = P,(S) (loi de conservation interne) (7.7)

Preuve :
Commencgons par prouver la loi de conservation interne (&quét.7)):

Pa(S) = > Pa(v) Z 3 ;“ (7.8)

vES UES w—v, WES

= > Y d = Py(w (7.9)
weS ve—w, veES weS

= Pyu(S) (7.10)

Ensuite, les équations (7.3) et (7.5) nous permettentidé&cr

P:Pee+Pei:Pse+Psi (711)

L'équation (7.11) associée a la loi de conservation int€rng) nous donne la loi de conser-
vation externe :

Pse(S) = Pee(s) +P6Z(S) - PSZ(S) = Pee(S)

O
La loi de conservation externe (7.6) nous montre qu’un sistitue, a travers le PageRank
sortant externe, exactement le PageRank qu’il recoit (IleRagk entrant externe). Comme di-
sait Lavoisierrien ne se perd, rien ne se crée, tout se transfor8id’on considere le flot de
PageRank sur le graphe quotigHfs, il y a donc conservation du flot (cf figure 7.1). Cette
remarque est a la base du calcul décomposé du PageRank.

Remarque 11

Une autre facon, peut-étre plus simple, de prouver le tiéeré2 aurait été de considérer di-
rectement le PageRank en tant que flot stationnaire. Il et @ladent que le flot sur tout sous-
ensembles deV est également stationnaire. Nous avons préféré 'appnoetiecielle car c’est
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FIG. 7.1 —Loi de conservation du PageRank exterrig.(S) = Ps.(S5)

celle que nous continuerons d’utiliser par la suite, mémegs essaierons toujours d’interpréter
les résultats en terme de flot quand cela sera possible.

7.4 Deécomposition du calcul du PageRank

7.4.1 Relation entre PageRank externe et PageRank

A partir des équation (7.2) et (7.3), nous pouvons écrire4jué = P — P.., et donc que
P.. = (Id — A%)P, ouId estla matrice identité.

Lemme 2 La matrice(/d — A%) estinversible.

Preuve : Il nous suffit de montrer quels est sous-irréductible. Cela prouvera que son rayon
spectral est strictement inférieud §théoréme 5, remarque 3), et donc quié — A%) est inver-
sible.

Raisonnons par I'absurde : dis n'est pas sous-irréductible, il existe au moins une compo-
sante fortement connexe stochastique dans le graphe dssitias associé ds. Cette compo-
sante est forcément interne a un site puisqu’il n'y a au@mdixterne. Elle existe donc aussi dans
A, qui ne peut alors étre irréductible que si la composant® éstit entier, ce qui est impossible
(nous avons fait I'hypothése queétait irréductible et qu8 contenait au moins deux sites).

O

Le lemme 2 nous permet alors d’exprimércomme une fonction du PageRank entrant ex-
ternef,. .

P=(Id— AL)'P, (7.12)
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134 Chap. 7 — [ECOMPOSITION FINE DUPAGERANK

Pour calculer le PageRank d’un sieil suffit donc de connaitre sa structure interne, a travers
la matriceAg, et le PageRank entrant externe qu’il recoit des autres.

Remarque 12

La matrice(1d — AL)~' = "7 (A%)*, qui est tout commels une matrice diagonale par blocs,
peut s’interpréter comme la matrice de transition de tasisiiemins internes possibles. En effet,
pourv,w €V, (Ag)’;j’w représente la probabilité d’aller deaw par un chemin de longuetr
qui ne suit que des liens internes (en particuligg)® ,, = 0 si S(v) # S(w).)

7.4.2 Matrice de transition du PageRank externe

Nous voulons formaliser l'intuition d’'une propagation dageéRank de site a site donnée
par la loi de conservation du PageRank externe (cf figure &tltypuver une description des
relations entre les différentes composantes’de En combinant les équation (7.3) et (7.12),
nous obtenons:

P = (A— Ag)'P = (A— Ag)'(Id — AL) ' P,, (7.13)

Nous pouvons ainsi définir la matrice de transition du PagkRaterne :

Al = (A — Ag)'(Id — AL~
Cette matrice posséde quelques propriétés tres intéressant
Lemme 3 La matrice A, est stochastique.

Preuve :
A, est de toute évidence positive, il nous suffit donc de momfuerla somme de chaque
colonne deA! vautl. Pour cela, nous commencons par rééctire

e

At — i At At At)k—l—l)
k=0

= A+ (A(4Y" - (49)")

k=1

= A'+ A'M — M, avecM =) (Af)"

k=1
Considérons la sommg, de la colonne del’ M associée a la page:
SD3) DRSS o] 0 DR RIS wiTs
ueV veV veV \ueV veV
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Ainsi, la somme de chaque colonne de&\/ — M est nulle, ce qui montre qué, est sto-
chastique, puisque la somme de chaque colanuaut) A;w =1. O

Lemme 4 SoitV;,; I'ensemble des pages sans lien entrant extern&, gtcelui des pages pos-
sédant au moins un lien entrant externe. Si I'on réordonsekges selo(\V;,,;, Ve.:), alors A,

peut s’écrire
0 T
A(:‘ - ( 0 A~e ) 1]

ou A, est une matrice stochastique irréductible.

Preuve : Les colonnes déA — As) correspondant a des pageslde sont nulles. Il en est donc
de méme de celles d&., ce qui montre quel, peut s’écrire sous la forme

0 T
Ae_(o Ae>

A, est stochastique, puisque I'est. Il reste & montrer qu’elle est irréductible. Consatér
deux sommets et w de V,,;, et un cheminC = v,...,w qui méne dev & w dansG. Soit
10,11, - - -, ix_1, ix |a SUite de sommets obtenue en ne conservant@ape les sommets dé
(i = v etiy, = w). Alors,ig, i1, . .. ,ix_1, 1, €St Uun chemin dans le graphe induit p{ar En effet,
entrei;_; etq, il existe un sous-chemin deconstitué d’un chemin interne&(i;_ ), puis d’'un
saut externe menantia D’apres la définition del., nous avons donc

Ae(ilflyil) = Ae(isz'z) >0

io,41,---,1x_1, 1 €St donc bien un chemin dans le graphe induit@grce qui montre que
A, estirréductible.
C.Q.F.D.
O

A, posséde donc un PageRank unique, qui est nulsuiret est égal au PageRank desur
V... Sous réserve d'apériodicité, il peut étre calculé de nmaniérative. Seuls les coefficients
de 4, sont nécessaires pour calculer ce PageRank. Bien que nousms’pgs fait de recherches
poussées d’estimation de la taille Ug;, les quelques analyses que nous avons pu effectuer,
autant sur des crawls que sur des logs de serveurs (en partiweux de I'INRIA) semblent
indiquer que 'on peut espérér,,,| < 0.1|V|.

1. Ce résultat est naturel : une page qui n'a pas de lien érgxéerne ne peut pas recevoir du PageRank entrant
externe.
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7.4.3 Calcul décomposé théorique du PageRank

A partir de (7.12) et de (7.13), nous pouvons établir une od&hhéorique semi-distribuée
de calcul du PageRank.

e Chagque site5 calcule, a partir de son blads de la matrice des transitions interngs,
son bloc(7d — A%)~! de la matricg Id — A%)™.

o Les différentes lignes dé, peuvent alors étre reconstituées et centralisées.

e Le PageRank externg; associe aA. est alors calculé (il faut ici faire une hypothese
d’apériodicité surA,).

e Chaque site S obtient son propre PageR&ftk), v € S, en appliquanf’(v),v € S, a sa
matrice(/d — AL)~L.

Lemme 5 Le vecteurP’ ainsi obtenu est homogene au PageR&mkssocié .

Preuve : CommeA est irréductible, il nous suffit de montrer quéP’ est égal aP:

AP = AY(Id— AY)'P!
= (A'— AL (Id — AY) ™' P + AL(Id — AL)~'P!
= AP+ ((Id— Ag)™' — (Id — Ag)(Id — Ag)™") P,
= P+ ([Id— A" —Id) P,
= P+P —-P =P

C.Q.F.D.

7.5 Intermezzo : modifier son propre PageRank

Avant d’attaquer la piéce centrale de ce chapitre, I'athare FlowRank, nous voulons mon-
trer que notre décomposition du PageRank permet d’explidames quelle mesure un site peut
modifier son propre PageRank, ce qui sera I'occasion d’infreckn douceur le facteaapdans
notre modele.

Les résultats que nous allons présenter prennent du selas sidcepte I'idée qu’un site
modifie trés difficilement son PageRank externe, alors quo’ist tout autrement du PageRank
interne. De fait, les échanges de PageRank entre sites soit¢ment surveillés par Google,
qui n’hésite pas a sanctionner les sites qui échangentatesdans le seul but d’augmenter leur
PageRank externe. De telles usines a PageRank, bagtséelinksou pouponniéresse voient
généralement gratifiées d'un PageRank nul, et se retrouwsd classées derriére toutes les
autres pages

2. Notons que cette politique a été I'objet de nombreux mopposant Google a des sociétés de référencement.
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7.5.1 Coefficient d’'amplification

Considérons un sit§ € §, son PageRank(S) et son PageRank entrant exterRe(.5).
Nous définissons le coefficient d’amplificatiorde S comme le rapport entre PageRank et Page-
Rank entrant externe::

_ P9
a(S) = P (S)
PuisqueP = (Id—A%L)~'P,., a(S) dépend seulement de la structuresdet de la distribution

du PageRank externe sfF.
La seule connaissance denous donne une estimation dés) :

Lemme 6 Un encadrement du coefficient d’amplificatio(S) est

1 1
— <aS) < —— 7.14
l—w ™ () = 1-Q ( )
aveCw = min,cg ‘Z((” and) = max,cg d(”))
Preuve : Sil'on considere I'espace vectoriel associé,gour tout vecteur élémentaieg, v €
S, nous avonsg|Ag(e,)||, = Ci;((:)), et doncw || X ||, < ||AsX]||; < Q|X]||, pour tout vecteur
X > 0 défini surs.

On en déduit la premiére inégalité de (7.14):

=Y P) = > (A (Pe)

vES keN

o0

1
Z [Peell; = m——Fee(S5)

1 =0

ainsi que la seconde::

=> P)=

vES

> (ALK(Pu)

keN

- 1
z:: ”PeeHl:mPee(S)

1

La conséquence de (7.14) est que dées@Que 1, rien n'empéche un site d’amplifier arbi-
trairement un PageRank. Dans le cas limite.ot 1 (site sans lien sortant externe, par exemple
un site commercial n’ayant pas envie que 'internaute &iblie ailleurs), on a une amplification
infinie et un phénomene de court-circuit. Nous retrouvorghiEnomeéne bien connu du puits de
rang (cf [PBMW98]), vu cette fois du point de vue de I'amplificat: un ensemble de pages

En dépit de soupgons quant a I'impartialité de Google qubsidgit de définir une pouponniere, la société Google
n'a jamais été reconnue coupable : un moteur de rechercésecias résultats comme il I'entend.

3. Notons que cette distribution peut dans une certainemaéste influencée par des modifications de la structure
de.S. Mais comme nous l'avons vu, des variations trop importaptvent étre le signe d’une pouponniére.

137



138 Chap. 7 — [ECOMPOSITION FINE DUPAGERANK

sans lien sortant va absorber et accumuler tout le PageR&rkexecu jusqu’a épuisement du
flot.
Heureusement, la sur-amplification est controlée par ketazap

7.5.2 Introduction du facteur zap

Nous allons a partir de maintenant quitter le cadre idé&F @8t fortement connexe et apério-
dique pour considérer un graphe du Welguelconque. Il nous faut donc en particulier choisir
guel modele de PageRank adopter, et notre choix s’est namesit porté sur le PageRank non-
compensé avec factemap Grace au théoréme 10, nous savons en effet que c’est un enodéel
strictement équivalent au PageRarkompensé généralement utilisé, a la différence prés qu'il
permet de travailler avec un flot @apconstant.

P est donc maintenant I'unique vecteur vérifidght dA'P + (1 — d)Z, Z étant une distri-
bution recouvrante et le facteurzap

Nous avons également besoin d'étiqueter le flozdp Nous pourrions le répartir en flot
externe et interne, selon quedapnous fasse sortir du site ou I'on est ou non, mais nous avons
jugé plus judicieux de considérer le flot dapcomme un flot externe dans sa totalité, et de
séparer le flot externe en flot externe de clic et flot externeage Nous allons continuer a
réserver les termes de PageRank externe entrant et PageRameesortant au flot externe de
clic, et nous allons par analogie avec I'électricité défiteux nouveaux flots de PageRank liés
auzap: le PageRank induit, not&,,,;, qui est la probabilité de venir sur une page paap et le
PageRank dissipé, nofé;,, qui est la probabilité de quitter une page paap

Nous avons maintenant un bestiaire constitué de six PagesRaunklut6t de six flots, qui sont
récapitulés dans le tableau 7.2 (rappetst le défaut stochastique, définit pae 1° — A.1°).

flot entrant sortant
interne P.; = dALP P, =d(Agl").x P
externe (clic)| P,, = d(A — Ag)'P | Py, = d((A — Ag)1").x P
externe tap Ppna=(1—-d)Z | Pus=(1—-d)P+dsx P

FIG. 7.2 —Les six flots de PageRank dans le modele non-compensé

On remarquera au passage qtie- P.; + P.. + Pi,q = Psi + Psi + Pus.

Les lois de conservation interne et externe sont toujouebies. Nous ne chercherons pas
cette fois a le prouver par un calcul matriciel, et nous naugenterons de les justifier par le fait
gue I'on est présence d’un flot stationnaire. En particuléeloi de conservation externe sur un
site S s’écrit maintenant :

P..(S) 4+ Pina(S) = Psc(S) + Puis(S) (7.15)

4. Méme si le modéle non-compensé fait que I'on ne devrag phrler de probabilité, nous nous permettrons
sporadiqguement de continuer a utiliser ce terme, méme & flas correct de parler de flot.
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L'équation nous donne un résultat intéressant : si unsip@ssede un PageRank supérieur

aZ(9), son PageRank sortant externe est inférieur a son PageRaaktentterne, avec égalité
si, et seulement sP(S) = Z(S) ets(S) = 0. Cela signifie qu’un sit& ne peut espérer avoir

un PageRank supérieur au PageRank par défasiy qu’a la condition de donner moins que ce

gu'il recoit.

7.5.3 Zap et coefficient d’'amplification

Avec l'introduction du facteuzap I'équation (7.12) devient maintenant

P = (Id — dAY) ™ (P.. + Pna)

L'encadrement vu lors de la section 7.5.1 est toujours V@lab remplacanti par dA et

P,.. par le PageRank entrant externe tatal + P4, €t en posant par conventi%%) = 0 si
d(v) = 0. On obtient ainsi le lemme 7.
Lemme 7 Le facteur d’amplificationy’ défini para/(S) = % verifie
L sy <t (7.16)
(0] . .
1—dw — —1—-dQ

Preuve : On procéde exactement comme pour la preuve du lemme 6. Sidosidére un site
fixé S, et si I'on restreintP,. et P, a leurs valeurs suf, la premiére inégalité s’obtient en
ecrivant

P(S) = Y P)=

veES

> " (dAGH(Pec + Pina)

keN

1
0o

> (dw)k(”PeE||1+ “Pmd“l)
k=0
1

1—dw

v

(Pee(S) + Pznd(S))

et la deuxieme de maniere similaire :
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P(S) = Y P)=

< (dQ)* (| Peclly + | Prnall,)
k=0
1

< —n
1—dQ

Z (dAg)k(Pee + Pmd)

keN

1

Pee(S) =+ Plnd(S))

Valeur numérique

Pour un site réel, il est tout a fait possible d’aveir= 2 = 0 (site dépourvu de lien in-
terne), ou au contraire = 2 = 1 (site sans lien externe, et dont toutes les pages possadent a
moins un lien). Ainsi, le coefficient d’amplification peutnex entrel (le site ne tire aucun profit
du PageRank gu'il recoit) qti—d (utilisation maximale du PageRank recu). Comihest une
constante universelle qui va0i85, on en conclut qu'a PageRank entrant externe total fixé, le
PageRank d’un site peut selon sa structure varier avec wuf%t Par exemple un site trés mal
structuré peut en se restructurant avoir un nouveau Pageigah& envirors66% ° fois I'ancien
PageRank.

Robustesse du PageRank

Bianchiniet al. [BGS02, BGS03] montrent que I'effet que peut produire un sitde Web
est controlé par le PageRank de ce site. Plus précisémeéant) soinsidere un graphe dynamique
entre deux instantsett + 1, ils ont prouvé que:

2d

UEZV [Pi(v) = Pra(v)] < T— ;ms) (7.17)

Ce résultat peut également se déduire du lemme 7: si urb siteange entre ett + 1, la

plus grande variation relative possible est celle ou 'osspaden’(S) = 1 aa/(S) = .
Cette modification de la structure du site, qui correspond @dation d’'un puits de rang, ne
pouvant se faire qu’au détriment du PageRank externe, etdloRageRank entrant externe, on

a alors forcémen®,., > P..,,,, d'ou une variation d’au plu§f—dP(S). Comme Bianchinet al.
travaillent ici dans un modele compensé (la somme des PagelRanconstante), une variation

de %P(S) dansS génére la méme variation hors 8ece qui nous donne l'inégalité (7.17).

5. Ce joli chiffre est une preuve supplémentaire de la nétéadavoir 0,85 comme valeur dd.
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7.5.4 Amplification d’'une page donnée

Pour un site, I'intérét du PageRank est avant tout d'étrdlgar les internautes. En parti-
culier, 'administrateur d’un site sera vraisemblabletmanins intéressé par un PageRank élevé
sur tout son site que par un PageRank trés élevé sur quelques, paire sur une page. Mieux
vaut donc concentrer son PageRank sur une page d’accuerbfjéteéplutdt que de le répartir
entre plusieurs pages spécialisées. Nous allons donalévesle probleme suivant: considérons
un siteS den + 1 pages alimenté par un PageRank entrant extBrneComment maximiser le
PageRank d’'une page donngec S?

La réponse n’'est pas difficile une fois que I'on a remarquélgséructure optimale est celle
ou toutes les pages deautre quey, pointent vers), (et seulement,) etv, pointe sur au moins
une autre page dg. vy récupere ainsi, aux dissipations pres, tout le PageRankuties gpages,
et récupére son propre PageRank a un factépres, ce qui est le maximum possible dans un
graphe ou, rappelons-le, les liens d’'une page vers elleemm@ sont pas pris en compte. On a
alors

B Pe€<1}0) Z(’UQ) Pee(v) Z(U)
P(vo)—1_d2+1+d+d§(1_d2+1+d> (7.18)
vV

Dans le cas particulier o est la distribution uniforme, on obtient ainsi

P..(5) 1+nd
P) <=5 T aray
avec égalité si, et seulement si, tout le PageRank entraarnexést concentré suy, c’est-a-dire
Pee(‘S) = Pee(UO)'

On déduit de tout cela quelques stratégies pour ameélioread¢eRank d’'une page, qui
recoupent les recommandations que I'on peut trouver suondreux sites destinés a I'amélio-
ration de son PageRank:

e Demander aux administrateurs d’autres sites de toujourggupdans la mesure du pos-
sible, sur la page principale plutét que sur une page spéeifiventuellement, mettre des
scripts qui redirigent vers la page d’accueil tout accése’page extérieure au site

e Toujours penser a mettre des liens de retour vers la pageu#cet limiter autant que
possible la profondeur du site (et donc la dissipation). Diencas particulier des sites
a frames, mettre des balisesoframe> a l'intérieur desquelles la structure en étoile est
explicitement représentée.

Concluons enfin par quelques remarques valablgsesit la distribution uniforme :

(7.19)

e Avec la stratégie optimale, un site formé simplement de dsages qui pointent I'une
sur I'autre possede un PageRank qui est au moins égal au PageRgen, méme si le

PageRank entrant externe est nBlz,) > ‘—‘14

6. Cette recommandation est a prendre avec précautiongda fdont Google considere les redirections n’est
pas trés claire. De plus, cela peut rendre la navigation srevigonomique pour I'internaute.
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e Sil < n < |V] (par exemple un site qui génére dynamiquement des pagesupiogur
vg, COmme un site de consultation d’'une base donnée avec desligres que des formu-
laires), le rappor% vaut approximativemeni%n. Il est donc possible d’augmenter
linéairement son PageRank syr Dans la réalité, ceci est valable a condition que les ro-
bots de Google prennent la peine d’explorer toutes les pagegue le but de toutes ces
pages ne soit pas uniqguement d’augmenter son PagéRank

7.6 Cas réel: FlowRank et BlowRank

L'objectif de cette section est d’adapter le calcul théeeiyu lors de la section 7.4.3 aux
situations réelles.

7.6.1 Relations a I'équilibre avec le facteurap

Maintenant que nous avons eu le temps de nous familiarigerlas flots induits et dissipés,
Nous pouvons réécrire les équations vues au cours de lars&dii.

Avec l'introduction du facteuzap I'équation (7.12), qui décrit le lien entre PageRank eritran
externe et PageRank, devient comme nous I'avons vu

P=(Id—dAY) P+ (1—d)Z) (7.20)

La relation d’équilibre du PageRank externe, équivalentatpibtion (7.13), s’obtient quant
a elle en fusionnant (7.20) avec la définition/dg. On obtient ainsi :

P. = dA'P..+ Z,, avec (7.21)
AL = (A— Ag)'(Id — dAL) " et
Z. = d(1—d)AZ

Lemme 8 Le rayon spectral del. est inférieur al.

Preuve :

La preuve est similaire a celle du lemme 3 : nous montronsfehgefeA, est sous-stochastique
(au sens large). Nous allons pour cela montrer que le rayectrsp ded A, est inférieur &d.
CommeA, est positive, il suffit, d'aprés le théoreme de Perron-Fnakse de montrer que pour
tout vecteurX positif, [|[dAL X ||, < d||X|,. Pour cela, nous commengons par rééatité:

7. A mon grand regret, Google n’a pas encore fini d’explorgraige qui pointe vers toutes les pagessection
1.4 page 21), ce qui explique que cette derniere n’ait pasrenm PageRank maximal. ..
8. Dans le cas contraire, attention & la sanction.
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dAL = ) (dA'(dAg)" — (dAE)T)
k=0
— dA' + Z (dA'(dAL)*F — (dAY)")

k=1

= dA'+dA'M — M, avecM =) (dAL)*

k=1

Considérons maintenant un vectetrmpositif. Commed AL X, dA'X, dA'M X et M X sont
tous des vecteurs positifs, on a

0= HdAiXH1 - HdAtX||1 + HdAtMXH1 — [MX],
Le rayon spectral del’ étant inférieur &, on a||dA'M X||, < ||[MX]||,, d’ou

Jaatx]), < [leacx]|, < afx,
C.Q.F.D. -

Remarque 13

Linégalité ||dA'M X ||, < || MX]||, utilisée dans la preuve du lemme 8 est trés grossiére. Dans
la pratique, on peut donc légitimement s’attendre a ce quay/ten spectral dd. soit plus petit
quel, et donc que I'équation 7.21 permette de trouberavec une raison de convergence plus
petite qued. Les résultats présentés par Arasial. (cf [ANTTO1]) vont dans ce sens et nous
autorisent a espérer une convergence tres rapide en gratiqu

Application : estimation du PageRank d’un site

Pour 'administrateur d’un sit8, pouvoir estimer I'importance de ses pages sans faire appel
a une aide extérieure ni chaluter le Web indexable peut atreidtérét certain. Par exemple,
cette importance pourrait étre incorporée a un moteur deerebe interne. Or, d’aprés (7.20), il
suffit pour cela d’arriver a estimer le PageRank entrant egteursS.

En effet, si on définit la fonctiospeedRank(M, X'), inspirée de I'algorithme 5 page 98,
comme une fonction qui renvoie, polif positive de rayon spectral strictement inférieug at
X positif, le vecteur” vérifiantP = dM'P + X, alors

Pg = SpeedRank (Ag, ((Pee) g+ (1 — d) Zg))
Pour estimer ce PageRank entrant externe, deux approclasssont possibles :

e Nous avons vu que le PageRank est cense, dans une certaime jegsayer de représenter
le comportement des internautes réels (cf section 5.2.2 ay On peut alors prendre,
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comme estimation du PageRank externe entrant, le nombrécdedls de I'extérieur du
site vers une page du site, mesuré a partir de I'analyse dsslloserveur Web.

e Grace, ou a cause, du factelyie classement par degré entrant est une approximation du
classement par PageRank (cf section 5.3.5 page 90). En auntgoteombre de références
externes associé a chaque page, obtenu la aussi grace aalyseates logs du serveur
Web, on obtient donc une autre estimation/¢le

Une fois que I'on a une estimation d&..)s, il faut I'équilibrer par rapport &s. Une ma-
niére, parmi beaucoup d’autres, de réaliser cet équildesy de faire une moyenne pondérée
des deux vecteurs. On pourra par exemple renvoyer comnmeadistn normalisée du PageRank
surS

(Pee)s Zs
Ps = SpeedRank (AS, <d— +(1—d)r—="
[[(Fee)slly 1Zs]l;
On remarquera au passage que la source de rang est alordisé@enaa quelque soit I'en-
vergure du sites considéré. Comme il s’agit juste d’estimer I'importanceatiek des pages a
l'intérieur de S, cela ne pose aucun probleme.

7.6.2 Une premiére approche : FlowRank

Nous avons maintenant toutes les données en main pour wioastlgorithme FlowRank.
Constatons tout d’abord que grace au facteayy P.. est complétement défini par I'équation
(7.21), alors que I'équation (7.13) garantissait seuldrd&btenir un vecteur homogeéne. Afin
d'éviter d’inverser explicitement les matricesl — dAg), pourS € 8, nous allons avoir recours
a la fonctionSpeedRank définie préecédemment. Grace a cette fonction, toutes lesingafjue
nous avons besoin de connaitre peuvent étre calculées:

e (A — As)'SpeedRank(Asg,e,), Ol e, est le vecteur valant sur v, 0 ailleurs, donne la
colonne ded! associée a. Ce calcul peut se limiter, en entrée comme en sortie, auxspage
deV.,;. On obtient ainsi la matric&,,; x V..; que nous avons précédemment appelge
et que nous continuerons par abus d’'écriture a appeleNotons également que ce calcul
peut s’effectuer localement au sein de chaquete € S.

e 7, vaut quant a luid(1 — d)(A — Ag)* SpeedRank(As, Z). Ce calcul peut lui aussi étre
réparti sur 'ensemble des sites. Notons dfieest nul en dehors dg.;, nous pouvons
donc nous contenter de considéger restriction deZ, a V..

e Une fois calculéA, et Z., il est possible de calculé?.., restriction deP.. V.., : P.. =
SpeedRank(A,, Z.).

e Le PageRank non-compensé est alors donnéparSpeedRank(As, (P.. + (1 — d)Z)).
Encore une fois, cette étape peut se faire a I'échelle dien si
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Toutes ces opérations sont résumées dans I'algorithmeeQlag
L'algorithme FlowRank posséde de nombreux avantages :

e En fractionnant les calculs de SpeedRank au niveau desaiteda possibilité de stocker
la matrice en mémoire vive, ce qui permet un calcul extrénmmagpide, d’autant plus
rapide que SpeedRank ne fait aucun calcul de norme.

e Mis a part le calcul deP.., qui est global, tous les autres calculs peuvent étre effeaie
maniere décentralisée a I'échelle des sites. Il est airssipe de paralléliser une grande
partie des calculs.

e Pour prendre un compte la mise a jour d’'un site donné, il rpastnécessaire de relancer
l'intégralité de I'algorithme (contrairement au cas d’gaithme totalement centralisé).
Il suffit de relancer les calculs de SpeedRank au niveau desitgiestion, et de réactuali-
saterP,.. Utiliser les précédentes valeurs comme valeurs initiades les SpeedRank peut
rendre I'opération trés rapide.

Mais il a aussi des inconvénients. Ainsi, il faut effectaér+ 1 + |V,,,| calculs de Speed-
Rank. Méme si SpeedRank, comme son nom lindique, est tredeapé nombre reste éleve.
De méme, le calcul d&.. est un SpeedRank sur une matritg,;| x |V..|. Si cette matrice ne
tient pas en mémoire vive, on perd une grande partie deréhf@atiqgue du calcul décomposé.
Pour résoudre ces problemes, nous allons nous inspireradarithme concurrent du nétre,
I'algorithme BlockRank

7.6.3 Algorithme distribué de Kamvar et al. : BlockRank

Parallelement a nos travaux sur la structure en blocs desegsalu Web [MV02, MV03b] et
les applications possibles au PageRank [MV03a, MV04], Karaval. ont fait des recherches
trés similaires. Dans [KHMGO03a], ils utilisent une décorsition en sites pour proposer un algo-
rithme semi-distribué de calcul d’'une estimation du Pag&R&hockRank. Cet algorithme est
basé sur le calcul d’'un PageRank local, qui avec nos notatising PageRank sutg, et d’un
PageRank de site, basé sur une matrice sous-stochastiquedk®Bhk, notéd3, définie sur le
graphe quotient:/$. L'estimation du PageRank d’'une pagest alors donnée par le produit du
PageRank local de par le PageRank d€(v), également appelé BlockRahkBien que Flow-
Rank et BlockRank se ressemblent au premier coup d’ceil, ileedishportantes différences que
nous voulons souligner :

e Aux erreurs introduites parprés, FlowRank donne le PageRank non-comp®nsénon
une approximation. Ainsi, le probleme de sous-estimatiofPdgeRank des pages princi-
pales rencontré avec I'algorithme BlockRank [KHMGO03a] ne eseppas. Il y a évidem-
ment un prix & payer au niveau de la complexité de I'algoréhm

9. Pour les détails complets, voir [KHMGO03a].
10. Rappelons encore une fois que du point de vue théoritjmg; a strictement aucune différence entre le
PageRank non-compensé et le PageRackmpensé traditionnellement utilisé.
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e La clé de volte de FlowRank est le PageRank non-compensélgetitame SpeedRank
qui en découle, alors que BlockRank reste sur I'idée du PageRamknpensé, qui est
trois fois plus lent sur les « petits » graphes.

e Si le PageRank local dans un sifevaut, & normalisation préSpeedRank(Ag, Zs), la
matrice globale de FlowRank,, et celle de BlockRank3, n'ont quasiment aucun point
commun. Par exempld3 possede des transitions d’'un site vers lui-méme. On camnatat
aussi qu’'alors que FlowRank utilise wap externeZ, adapté &=, le PageRank suB
utilise unzapuniforme.

7.6.4 Algorithme hybride : BlowRank

Le principal avantage de BlockRank sur FlowRank est ce passadé.d ak = |8| rendu
possible par les approximations. Ce gain se fait tout autant [@ nombre de calculs locaux
que pour la taille de la matrice globale. Nous sommes dortésate réduired, & une matrice
k x k. Pour cela nous devons réduire I'information de flot exté&inen scalaire par sit8, en
remplagant par exemplé’..)s par P..(.S). Il nous faut alors définir la facon dont le PageRank
entrant externe est injecté a l'intérieur de chaque siteisNmipposerons donc que chaque Site
est muni d’une distribution de probabilité qui estime larilisition du PageRank entrant externe.
Cette distribution, que nous noterohk;, pourra étre la distribution uniforme s, ou plus
finement une distribution sur les pages d’entrée du sitesqat les plus susceptibles d'étre
pointées.

Nous pouvons maintenant considérer l'algorithme hybridenBRank (algorithme 10 pa-
ge 148), qui differe de FlowRank par une réorganisation irépatu flot externe a I'entrée de
chaque site : tout se passe comme si a I'entrée de chaquie $t@geRank entrant externe (par
clic) était collecté et redistribué seldpy.

On obtient ainsi un algorithme qui ne nécessite Zieappels locaux 8peedRank, plus un
appel global sur une matridex k, ce qui le place en terme de performances au méme niveau
gue BlockRank, alors que les approximations faites sont me@ae qui permet d’obtenir un
PageRank moins perturbé par rapport au modele global.
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Algorithme 9: FlowRank : calcul décomposé du PageRank non-compensé

Données
e un graphe duwelyy = (V, E) ;
e une partition en sites d&, § = (5,...,S5k) ;

e une distribution de probabilit& recouvrante ;
e un coefficient deapd €0, 1[;
e unréele;
e une fonctionSpeedRank, inspirée de I'algorithme 5, telle quB = SpeedRank(M, X)
vérifie P = dM'P + X, avec une précision
Résultat
Le vecteur de PageRank non-compensé assacie 4, d).
début
Ae = Ovigs x| Vea
pour Chaque sites de s faire
CalculerAg, sous-matriceS| x |S| de Ag
CalculerAg, sous-matriceS| x |V,.:| de(A — As)
Zs, = d(1 — d) A% SpeedRank(Ag, Zs)
pour Chaque page deS NV, faire
‘ (Al),., = AL SpeedRank(Ag, e,)
fin

fin
Z. = ZSGS Zs.
P.. = SpeedRank(A,, Z.)
pour Chaque site5 de S faire
‘ Ps = SpeedRank(Ag, (Pee)s + (1 — d)Zs)

fin

fin
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Algorithme 10: BlowRank : approximation a la BlockRank de I'algorithme FlowRank

Données
e un graphe duwelyy = (V| F) ;
e une partition en sites d&, 8 = (.54, ..., Sk), chaque sit& étant associé a une distribution

de probabilitéDy ;
e une distribution de probabilit& recouvrante ;
e un coefficient deapd €0, 1[ ;
e unréele;

e une fonctionSpeedRank, inspirée de 'algorithme 5, telle quB = SpeedRank(M, X)
vérifie P = dM'P + X, avec une précision
Résultat
Une estimation du vecteur de PageRank non-compensé assoti€ al).
début
Be = Ogxi
pour Chaque site5 deS faire
Ag = (Ayw), pourv etw danssS
(As)or = > Ay, pourv e SetT # S

w«—v
weT

Zs, = SpeedRank(Ag, (1 — d)Zs)
Zs, = dAsZs,

Bs = SpeedRank(Ag, Dg)
(B!).s = A4Bs

fin

Ze = ) 5es 25

P.. = SpeedRank(B,, Z,)

pour Chaque site5 deS faire
‘ Ps = P..(S)Bs + Zs,

fin

fin
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Conclusion

Internet est le rendez-vous des chercheurs, mais aussi ce-
lui de tous les cinglés, de tous les voyeurs et de tous les
ragots de la terre.

Alain FINKIELKRAUT

Au bout de ces quelques années de these, il m’apparait quempeéhension des graphes du
Web, des PageRanks et des mécanismes qui les régissent adpieardée depuis mes timides
débuts ou, suivant une piste que m’avait tracée Daniel Kebherchais a détecter dpsints
chaudsdu Web ; compréhension que je me suis efforcé de faire pardagecteur au long de cet
ouvrage. Cette conclusion récapitule le travail déja fa#tisnaussi celui qui reste a faire.

Le premier chapitre a présenté cette réalisation humaitesigie Web. Définir ce dernier a
génereé plus de problemes que de solutions, et face aux feslfgrettes de la toile électronique,
nous avons d{ limiter notre champ d’étude a ce que nous appedéale Web indexable.

Nous avons ensuite considéré teawleurs ces chalutiers du Web qui parcourent sans cesse
le Web indexable afin d’alimenter des bases de données, Bt @tadié les tailles des plus
grandes de ces bases, celles des moteurs de recherchevbiasigia particulier mis en évidence
les précautions qu’il était nécessaire de prendre face hifixes annonceés par les moteurs de
recherche commerciaux, qui semblent parfois fantaisistes

Nous nous sommes alors attardés sur quelques aspects dectarstde graphe induite par
les hyperliens : la structure en nceud papillon, et les maasanterprétations qui en sont parfois
faites; la structure en sites, qui est intimement liée dtaide décomposition des URLs. Nous
avons laissé de coté quelques aspects structurels aborrétadiés par ailleurs, comme la
répartition des degrés entrants et sortants [AJB99, BA990BBdu encore la structure en pe-
tit monde des graphes du Web [Ada99, Kle99, PLHO1]. Ces asplien qu’intéressants, ne
rentrent pas dans le cadre de cette théese.

La deuxieme partie est rentrée dans le vif du sujet, les rdéthde classement de type Page-
Rank. Nous avons commencé au cours du chapitre 4 par effegtelgjues rappels sur les chaines

149



150 CONCLUSION

de Markov, leur représentation a I'aide de matrices stdithass, et I'application du théoréme de
Perron-Frobenius aux matrices stochastiques pour tralesedistributions stationnaires. Nous
avons également étudié quelques résultats de convergeucdgs matrices sous-stochastiques.
Tous les résultats présentés au cours de ce chapitre orettamement été maintes fois présen-
tés dans la littérature, mais nous avons choisi de les reateen@fin d’introduire un formalisme
abondamment utilisé par la suite, par exemple pour dé@#enatrices sous-stochastiques. La
roue a certainement été réinventée plus d’'une fois au ceurs dhapitre, mais nous avons ainsi
eu I'assurance que la taille des dites roues était la bonne.

Au cours du chapitre 5, nous avons défini les principes gémérai régissent le PageRank,
poseé la problématique et répertorié les algorithmes lesgdissiques. Nous avons voulu nous dé-
marquer des autres états de I'art qui existent sur le sujetBaBJIM02, BGS02, BGS03, LM04]
par un éclairage différent, avec notamment une unificat®la double interprétation — stochas-
tique et en termes de flots — associée aux différents algoeish Certains problemes soulevés
par ce chapitre auraient mérité une étude plus approfondie jespere avoir prochainement
I'occasion de réaliser. Il en est ainsi du lien entre la cagpeece du classement d’'un PageRank
et celui de sa distribution, qui est traité dans la sectién 5.

Les deux derniers chapitres ont ensuite été I'occasion@septer de nouveaux algorithmes
de PageRank. Le lecteur aura ainsi découvert I'algoritBackRankqui modélise la possibilité
pour un surfeur de revenir en arriére au cours de sa naugdtiious avons montré que cet
algorithme n’était pas plus compliqué a mettre en placemalgorithme de PageRank classique,
tout en présentant de nombreux avantages pour ce qui estdevargence et de la gestion des
pages sans lien. Enfin, aprés avoir abandonné l'interpitatochastique du PageRank pour
une décomposition en flots, nous avons introduits deux idhgoes de calcul de PageRank basés
sur la structure fortement clusterisée des graphes du Wehlgoerithme exact-lowRank un
algorithme approché, inspiré de I'algorithiBeockRankproposé dans [KHMGO3aBlowRank
La décomposition sur lagquelle se basent ces algorithmesedawoie a un large éventail de
méthodes d’estimation semi-distribuées et locales duRRage

L'étude de ces algorithmes est loin d’étre terminée, ilaegicore a les tester sur de trés
grands graphes et, pourquoi pas, & les incorporer a un maéetecherche réel. A la date ol
j'écris ces lignes, je réalise avec Mohamed Bouklit des egpées sur les graphes disponibles
sur le site du projeWWebGraph[BV], dont le plus grand fait 118 millions de sommets. Les
résultats, tres prometteurs, vont dans le méme sens quépEsentés dans ce mémoire.
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Annexe A: Théoreme de Perron-Frobenius

En 1907, Oskar Perron (1880-1975) a publié une théorie déscamstrictement positives,
gue Georg Ferdinand Frobenius (1849-1917) a étendu en 1908, et 1912 au cas des ma-
trices positives au sens large.e théoréme de Perron-Frobenius, qui résume cette théstie
en quelque sorte la piéce centrale de la plupart des algwihle convergence des matrices sto-
chastiques, et en particulier des algorithmes de PageRanls &lvons donc cru intéressant de
mettre une démonstration en appendice, car en plus de gdaacinvergence des algorithmes,
le concept de flot est inhérent a la preuve (lemme de promamgdd la stricte inégalité).

Soit A = (a, j)1<i j<n UN€ Matrice carrée positive de tailleirréductible. Alors, il existe une
valeur propre ded, notéer, strictement positive, qui a les propriétés suivantes::

(a) Il existe un vecteur propre gauche et un vecteur proie associés a strictement positifs.
(b) pour toute valeur proprede A, |\ < r.
(c) L'espace propre associé &st de dimensiom.

(d) Pour toute matricé3 positive inférieure &, et pour toute valeur propre de B,
avec égalité seulementdi= B.

(e) si %A a la cyclicitéd, alors les valeurs del de moduler sont exactement lesw’,j =
27 . s . .
1,...,d, avecw = e"a , et les espaces propres associés sont de dimehsion

Preuve : Pour démontrer le théoreme de Perron-Frobenius, noussabesoin du lemme sui-
vant, que nous appellerons lemme de propagation de laesimiggalité.

Bl <,

Lemme 9 Si A est une matrice positive irréductible de taille et siz ety sont deux vecteurs
positifs tels que: < y, avec au moins une composante pour laquelle il y a inégdliige, alors
n—1 Ak n—1 Ak
oo A < 7 ARy,

En effet, soiti une composante pour laquelle il y a inégalité stricte. ConmamedtriceA est
irréductible, pour chaque composaritél existek € [0,n — 1] N N tel que(A4*);; > 0. On en
déduit quedtz < Ay, avec inégalité stricte ep En utilisant I’opérateu[}j;é AF on s'assure
gue chaque composante « bénificiera » par propagation dedi shégalité présente enEn
d'autres termesy ;) AFx < 7770 Ay,

1. Helmut Wielandt - 1910-2001 - expose en 1950 une approleisespnple du probleme, qui est celle utilisée
de nos jours.
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ANNEXE A : THEOREME DEPERRON-FROBENIUS

Grace a ce lemme, nous pouvons maintenant aborder la déat@mrsproprement dite.

(a) Considérons I'ensembledes vecteurs positifs d&* de normel (on prendra la norme: si

(b)
(©)

n
T = (v3)1<i<n |7]l; = D2 |2i)-
=1

Pour chaque del’, on pose

py = sup{z € R/zy < (Ay)}

A I'évidence, ., est un réel positif, puisque minoré paet majoré pan || Av||__. Considé-
rons maintenant = sup p.,. r est un réel (fini) strictement positif, car on a I'encadremen
~yel

MiN<i<n D 1< jcp @i
n

Pour montrer que est une valeur propre, considérons une sijtg,cy d’éléments dd"

telle quey.,,, converge vers. Commel’ est compact, il est possible (théoréme de Bolzano-

Weierstrass) d’extraire une suite,,)).cn qui converge vers un vecteyy, € I'.

Yo €St un vecteur propre (a droite) de associé a la valeur. En effet, nous avonsy,, <

Av.. Siil n’y a pas égalité, alors d’apres le lemme 9,

0<

<r<nAf,

(Y Ar) < A AM)
k=0 k=0

, ce qui contredt le caractére maximal de

On adono, = Av., Cce qui démontre que,, est un vecteur propre (droit) dg associé a

r. Le caractere strictement positif gg, est assuré par le lemme de propagation de la stricte
inégalité.

En raisonnant aved’, on trouve une valeur propreassociée a un vecteur propre gauche
de A strictement positif. Pour prouver (a), il nous suffit de neniquer = s. Quitte a
interchangerd et A’, supposons < s. Il suffit alors de prendre # 0 tel queAr = sz3 et

de constater que|z| = |Az| < A|z|, ce quiimpose < r, d'ou I'égalité.

La preuve est la méme que pour montrer que- s. Si Az = Ax, avecr # 0, alors

A x| = [\x| = |Az| < Alz|, doU |\ < r.

Le fait quer soit une valeur propre simple se démontre aussi grace audatarpropagation
de la stricte inégalité. En effet, si I'espace propre estideedsion supérieure a 2, il existe
un vecteur propre, non homogéne a.,. Le vecteury, + (max;<;<,(—2%-))7 est éga-

o1,

lement un vecteur propre associé.&ar construction, il est non nul, positif, et une de ses

2. Quitte & normalisef>";—5 A*) Yoo .-
3. s est valeur propre dd, il existe donc un vecteur propre droit associé.
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composantes au moins est nulle. Par propagation de leestrégalité,, — 1 itérations ded
vont rendre cette composante strictement positive, cesjuiantradictoire et démontre que
r est une racine simple.

(d) Méme preuve que (b): siz = Bz, avecx # 0, alors|f||z| = |fz| = |Bz| < Blz| <
Alz|,dou|g| <.

Cas d'égalité |3| = r impose|s| |x| = r|z| = Blz| = A|z|. |z| est donc strictement
positif, puisque homogeneya,. (A— B) est une matrice positive qui vérifiel — B) || = 0,
donc(A — B) = 0.

(e) Quitte & considérerA, on peut supposer que= 1. Considérons la relation d’équivalence
sur les composantes suivante : deux composanétg sont équivalentes si il existe une
composanté: telle quea;; et a; ; soient strictement positifs, ou une composahntelle
quea;; eta;,; soient strictement positifs. Alors, la cyclicité deest égale au nombre de
classe d'équivalence dans les composantes. En effet, ligitd/ce A correspond a la cy-
clicité sur le graphe sous-jacent (les sommets correspordex composantes et les arétes
aux coefficients:; ; non nuls). Comme le graphe est fortement connexe (puisquatiacm
est irréductible), cette cyclicité se trouve en mettantsdarméme classe d’équivalence les
successeurs et les antécédents de chague composantes.

Soiently,...,[;_1 les classes d’équivalence pour la relation antécédetsseur, rangées
dans I'ordre de succession.

e Si \ est une racineg—ieme de l'unité, alors\ est valeur propre del, et un vecteur
propre associé est= (x;)1<i<n, avec
_ -k i
T; = A ’}/ooi,SHE[k
En effet, pour dans/,, on a

n n
_ _ —k+1
(Az); = §:az‘7j%‘—§ @i g A Yooj
=1

j=1

= A Z iYoo) = AN i = AT
j=1

e Soit A une valeur propre de module etz un vecteur propre associé. On écrit alors :

|z = [Az| < Alz|

En fait, il y a forcément égalité, sinon par le lemme de prapiag de la stricte in-
égalité,1 ne serait plus valeur propre maximale. Notons au passaggerfjest homo-
géne &y,.. Pour des nombres complexes, la valeur absolue d’'une soriasteégale

a la somme des valeurs absolues que si tous les élémentsuyispomt méme phase.
Comme les coefficients dé sont positifs, cela implique que tous les antécédents d’'une
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composante donnée depar A ont méme phase. Or, par construction, les successeurs
ont aussi méme phase. On peut en déduire que toutes les cmgmws’'une méme
classe d'équivalence ont la méme phase. De plug(/si est la phase de la compo-
santely, alorsp(k — 1)/¢(k) = \. Par cyclicité, et en utilisant la convention d’écriture

I, =1,,ona:

A est donc une racingé—iéme de l'unité.

Remarquons enfin que compte tenu de tout ce qui a été dit, leuracest colinéaire
au vecteury défini par

Yi = X " yois Sii € I

L'espace propre associé\est donc de dimension C.Q.F.D.

154



155

Annexe B : Petite etude du PageRank sur le
site de 'INRIA

A partir d’'une capture du graphe du sitetp : //www.inria.fr, nous avons appliqué un
algorithme de type PageRank pour voir quelles étaient lespaai obtenaient le plus fort clas-
sement. Plusieurs observations intéressantes sont a&gparu

e Lajustification de I'ablation, dans le calcul du PageRank,fdailles du graphes (entendre
par feuille nceud de degré sortant nul).

e |l est apparu vital d’enlever les liens d’'une page vers gliane, car cela provoque un
phénomene de résonance. Sur le graphe de I'INRIA, avant dégeoa cette modification,
le PageRank était largement dominé par

http ://www.inria.fr/DR :/multimedia/Bsv-fra.html,

qui cumule le r6le de page autoréférencée et de racine dits pu

e Le choix de I'importance du « click aléatoire » s’avére pridial : s'il est trop petit, les
puits ou quasi-puits vont absorber tout le PageRank. S’itreptgrand, I'aspect itératif
du PageRank va disparaitre, et le classement sera a peu pkssement selon le degré
entrant. Dans le cas de I'INRIA, un click aléatoire d¥t a chaque itération parait un bon
compromis.

Résultats |l semble assez intéressant d’analyser les dix premieressU&ivoyées par notre
algorithme de PageRank (voir tableau B.1). On constate quegtoétant bien sdr corrélé au
classement des degrés entrant, il s’en démarque signiéoant (comparer les tableaux B.1 et
B.2).

Au niveau de la pertinence, les pages renvoyeées par noteRaag apparaissent bien trou-
vées dans leur ensemble (page d’accueil en premiere pges pe type « index » ou « plan »),
a I'exception notable de deux pages:

http ://www.inria.fr/rapportsactivite/RA94/RA94 .kw.html et
http ://www.inria.fr/rapportsactivite/RA94/RA94.pers.html.
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URL (http ://www.inria.fr/...) PR local | PR Google| De
index.fr.ntml 25,3 9/10 608
rapportsactivite/RA94/RA94 .kw.htm| 18,7 6/10 327
actualites/index.fr.html 18,6 8/10 367
fonctions/plan.fr.html 18,4 8/10 297
valorisation/index.fr.html 18,2 8/10 302
travailler/index.fr.ntml 18,2 8/10 312
recherche/index.fr.html 18,2 8/10 297
publications/index.fr.html 17,9 8/10 294
inria/index.fr.html 17,9 8/10 229
rapportsactivite/RA94/RA94.pers.html 17,6 6/10 320

TAB. B.1 —Les dix premiéres URLs de www.inria.fr d’aprés un PageRandlld€omparaison
avec Google.

URL (http ://www.inria.fr/...) De
index.fr.html 608
index.en.html 391

actualites/index.fr.html 367

rapportsactivite/RA94/RA94.kw.htm| 327
rapportsactivite/RA94/RA94.pers.htmiB20

travailler/index.fr.html 312
valorisation/index.fr.html 302
fonctions/recherche.fr.html 299
fonctions/annuaire.fr.html 297
fonctions/plan.fr.ntml 297

TAB. B.2 —Les dix URLs possédant le plus fort degré entrant

Apres vérification, et comme on pouvait s’y attendre, cexgages s'averent étre les deux
principaux nceuds d’'un quasi-puits, a sawgipportsactivite/RA94/. Ces deux pages, pre-
sentant a la fois un fort degré entrant et étant dans un quési- paraissent tres difficiles a
écarter simplement a I'aide d’'un PageRank local.

Comparaison avec Google Google attribue un classement de 9/10 a la page d’accuéiNde |
RIA et de 8/10 aux autres dix premiéres pages du PageRankddtception de

http ://www.inria.fr/rapportsactivite/RA94/RA94 .kw.html et
http ://www.inria.fr/rapportsactivite/RA94/RA94.pers.html,
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qui se voient attribuer la note de 6/10. Deux principalesareues :

e Les deux pageRA94 avaient un PageRank local quasi-égal aux autres pages,tiexcep
faite de la page d’accueil. Le PageRank global de Google airdugs isoler. On peut
avancer comme explication I'existence probable de nombliens de pages extérieures
vers les pages de type « index », alors qu'’il est fort probgbliéexiste tres peu de pages
extérieures pointant ver\94.

e La note de 6/10 attribuée a

http ://www.inria.fr/rapportsactivite/RA94/RA94 .kw.html et
http ://www.inria.fr/rapportsactivite/RA94/RA94.pers.html.

reste élevée, certainement plus élevée que ce que 'onaibuBeaucoup de pages d'ac-
cueil de sites considérés comme plus intéressants n’ortgEsnote.
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Annexe C: Persistence et diffusion des
fichiers dans les réseaux pair-a-pair

L'impossibilité de finir de télécharger des fichiers est uhesion fréquente dans les réseaux
pair-a-pair de partage de fichiers. Si parfois ce problémmbkeintrinséquement lié a la nature du
réseau, il semble que méme des réseatetligentsvis-a-vis du téléchargement peuvent aboutir
a une situation ou toutes les parties du fichier sont dispesgauf une.

Nous proposons un modeéle simple et évolutif de partage defscui peut s’appliquer a
tous les protocoles de téléchargement par blocs, comme dork&int. Les simulations montrent
que le cas ddichier manquanpeut se produire méme pour des fichiers populaires, et dbnnen
guelques pistes théoriques.

Ces nouveaux résultats permettent une autre approche da@grpes de télechargements
dans les réseaux de partage de fichiers, et de nouvellesgstsasont proposeées.

C.1 Introduction

A P2P file-sharing network is an interface that permits thehexge of data between users
arriving and departing independently. P2P issues can Bsifitd in three categories :

e dynamical management of subjacent overlay networks[SMK ZKJ01, RFH 01, HJS 03];
e publication and search of shared content{KRRO01, CS02];
e downloading protocols.

The last domain, downloading protocols, seems less stubadthe two others. However,
countless people have downloading issues every day. Ipéper we focus on the “unfinished
download” case.

For example, imagine you want to download your favorite Xiwlistribution. For more effi-
ciency, you use three of the most popular file-sharing so@taj&azaA, MLDonkey MIDonkey[FPO03]
and BitTorrent[Coh03]. Downloads start, no problem to be sgemleave for a week. When you
come back, none of your downloads is finished, downloadimylis all you got are those mes-
sages:

KaZaA 415312kb/714204kb downloaded;
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more sources needed

eDonkey 64/65 parts downloaded;
last seen complete: a long time ago

Bittorrent 99,7Y% downloaded; connected to O seeds;
also seeing 0.997 distributed copies

The KaZaA message is not so surprising knowing that KaZaAspeely upload finished
downloads. As long as there exists a user sharing the whe)elfilvnloads go oh but once this
(these) user(s) quit(s), all is over. The cases of eDonkeyBattorrent are more interesting. To
allow partially downloaded content to be shared, theseopod$ broke files into smaller blocks.
Experience shows it is not just bad luck if the download séags at the last block.

In the next section, we introduce the approach and the diffeassumptions used in our
model. Section C.3 shows interesting results coming fronukitions of the model. In section
C.4 we present some stability results for simulations of Cl8s fighlights a frequent issue in
real file-sharing networks, calledissing blockssue. Section C.5 compares the different upload
strategies and gives characteristics of safe states, wheedata can potentially survive forever. ..

C.2 Model

The whole point of this article is to study the sharing of agterfile in a totally connected
overlay network, which we catbrrent We suppose the implicite existence of a server that orga-
nizes the users but does not possess the file itself. ThisditBittorrent protocol, as users must
connect to a so-callelackerto participate Peersare users that want to download the file, and
that can potentially share partial conteBeedsare users that share the whole file. To resume, a
torrent is made up of seeds and peers trying to get a file split i blocks.

Study of such strategies is often complex due to subjacésurner’s dilemma. The problem
is indeed to minimize the downloading time for each user anghdximize the probability that
the file stays in the network even for low request frequendiés former is an individual opti-
mization but the latter benefits to the whole community, aoth lmptimizations are made with
detriment of the other. To simplify the problem we will make tfollowing assumptions :

e Most models are download-oriented: the peers try to dowhldacks they need from
peers or seeds they know. We choose an upload approach, pdeneand seeds decide
which block they upload and to whom it is uploaded. Even iied not exactly reflect the
reality, we think it makes strategy clearer without altgrpractical activity.

e Everyone that can upload a block to somebody will do so. Omgeegnareality is more
complex ([Coh03] uses a choking algorithm to stimulate theharges), but we have a
good approximation. Peers and seeds often choose a maxipi@adubandwidth and a

1. Note that as we will see, downloads in KaZaA are less effidigan in the two others which allow partially
downloaded content to be shared.
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maximum number of connections and stay stuck to these maximae show in section
C.4, this leads to an interesting result, called “torpor” vengpload can sometimes severely
injure a torrent.

C.3 First simulations

In this section, we supposg& and P are fixed. It can be interpreted as the worst case of
peer behavior: a given number of philanthropic seeds aresgupto greedy peers that leave as
soon as their download is finished and are instantly replageather greedy peers waiting in a
gueue. We want to study how that sort of torrent depends osedhbds. In other word we want
to investigate the chance that the networks keeps distbepies of the file even if no seed is
present.

C.3.1 Strategies

The state of a torrent at a given moment can be representeddaycal 7' = (¢, x)1<p<p
1<k<K
matrix where :

1 if userp possesses the bloék
p,k = :
0 otherwise

Anytime a block upload is finished, according to our assuomgti the uploader must choose
another couplépeer block) and begin another upload. Strategies in our model resunteaies
gies in the choice method. We propose the following strategi

Globally random strategy In GRS, each uploader chooses a coyplé:) at random.

Block then peer decompositionThe uploader chooses the block it will upload, then the peer
that will receive it.

Peer then block decompositioninverse as above.

Decompositions strategies vary with the sub-choice metiedpropose two basic methods:
uniformly random choice, that is self-explicit, and postidiscrimination choice, where you
choose the rarest block or the poorest peer in term of dowrpoagress. For simplicity, we call
decomposition strategies by initials. For example, BRPDieggsameans &lock is Randomly
chosen, then thBeer is selected using positi@scrimination.

2. We remark that a decomposition strategy that uses randdoath choices is not equivalent to the globally
random strategy.
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60
nz =12576

FiG. C.4 —“torpor” state in a globally random upload strategy

C.3.2 Results

We chooseS = 1 and P = 100 and K = 120. Everyone has the same upload bandwidth,
SO we can say the time to upload one block is the time unit. Btie download/upload is
infinite®: the number of blocks a peer can get in a time unit is not bodinde

Simulations using the GRS starting withempty peers (the deployment phase) tend towards
two different stationary states, that we will cadifestate andorpor state. Both states are roughly
equiprobable. In safe state, seeds are unnecessary arektisespffice themselves for themselves
to keep the torrent alive. In torpor, there is a block possssly by the seed (most of the time
no peer possesses it), all the peers are waiting forevehé&missing block and contaminating
the newcomers. If the seed quits in a torpor state, the todies. Figure C.3 shows the matfix
in a typical stable state and figure C.4 shows a typical torfate glines represent peers; libe
stands for the seed).

3. Actually, for most people using ADSL, this ratio is 4 or &tér, we will give results for such ratios.
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100W/\/WVW/\/W\/
80 1

Fic. C.5 —Population of each block in a stable state

Other strategies converge towards either a stable stateogoar state :
e BRPR and PRBR converge towards a torpor state.
e other strategies tends towards a safe state.

We note that all the safe states are not identical. Paragiléterthe average block density or
the download speed can vary, as discussed in section C.5.

C.4 “torpor” characteristics

Torpor is a dangerous state where the torrent can not liveowitseed. This is why we want
to deepen the whereabouts of this state.

C.4.1 Torpor apparition

The appearance of torpor in the deployment of a torrent istimely easy to understand. All
safe states imply all the blocks having on average the samstg¢as shown by figure C.5). On
the contrary, torpor means having a very rare block and therstalmost totally spread. In the
growing phase, the obligation of upload leads to a geomgitagression of every block uploaded
by the seed(s). This leads to strong irregularities of tleelotistribution in the earlier times. If
this irregularities are not correctly smoothed by the scdajé upload strategy, the death of the
torrent can occur during the earlier cycles. This is why BRP&RRBR strategies always lead
to torpor and positive discriminant strategies always leashfe states : the first ones do nothing
about the block distribution while the last ones are all alsmuity. We can then wonder why
a safe state can be reached using GRS. Intuitively, the answiesit GRS is partially positive
discriminant : the probability for a block to be downloaded is basically proportional to the
number of peers needing this file, and the probability for @r peo receive a block is roughly
proportional to the number of blocks it needs.
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C.4.2 Torpor robustness

In torpor state, we call “patients” peers having all the blocks butrthgsing one. Because
of the contagion of the patients, a torpor can be irremediakén using the smartest strategy,
assuming peers that are able to upload do so. For examplesifl andr = +o0, atorpor will
be stable as long @ > K. The time to “heal” a patient is then greater or equal thartithe to
contaminate a newcomer. This result spreads wind.S unspecified, and a sufficient (but not
necessary) condition for stability, independent from tinategy, is :

P> S+S(K—1)(1+%) (C.22)

Démonstration: A torpor is necessary stable when the contaminating powpatiénts is grea-
ter than the “healing” power of seeds. The number of newcerpatients can contaminate in a
time unit isKL_'l, whereP’ is the number of patients. Seeds can heal at ifigsdtients per time
unit. Healed patients (newcomers) nefépll + 1 time units to be recontaminated.
As long asKL_'1 > S, the torpor is stable (note th&t can vary at each time unit). The healing
bound impliesP — P’ < S(% + 1). These two inequalities lead to (C.22).
O

With the assumptioeveryone that can upload a block to somebody will dgostients will
always perform good strategies to contaminate other p@ershe other hand, the healing stra-
tegy of seeds must be highly precise to be efficient (eachreestiheal a patient with each time
unit). Thus we can say that (C.22) is a precise stability bdandtrategies using positive discri-
mination first (whether it is on the peers or the blocks), e/larpor stability in random oriented
strategies is much more important.

C.4.3 The missing block in real networks

Although our model is upload-oriented, it captures a phesmarthat occurs in real peer-to-
peer sharing networks. For now, we can only give intuitiasans for that. In eDonkey networks,
users trying to get a file are waiting in a queue, and once theircomes, they are granted one
(or more) blocks. As far as we know, the choice of the blockaisdom (except possibly for
the first and the last block, for previewing purpose). Theugugystem is priori independent
from the number of blocks users possess (although it may &s&lge there is a slightly negative
discrimination due to the fact that “old” peers are moreljik® have at the same time many
blocks and good positions in queues). Thus we would say e®ottknsferts can be seen as a
RPRB strategy. Knowing how this strategy is sensible to togi@momenons, we may have an
interpretation of torpor in eDonkey.

For Bittorrent networks, apparition of torpor seems mor@ssing, as the strategy is globally
a block-oriented positive discrimination. Then again, \ae only rely on empiric observations
to suppose torpor can happen whiemends toward O (after a first rush, the torrent becomes less
attractive). In future work, we will introduce a flexible messus for arriving of newcomers and
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try to verify this hypothesis. However, equation C.22 shdwat tvhen a torpor occurs, healing
can be fastidious or even impossible. A frequent strategyhf® original seed of a torrent (the
user that first offered the file to be shared) when downloadsstpping is to re-seed, that is
to reintegrate the torrent the time for new seeds to appean, to leave. The problem is real
patients are often almost as miserly as the patients of odwlem@hat means they stay in the
torrent a few moments after the download is complete, thaweleThen we can imagine the
following situation : after a torpor, the original seed diss to reintegrate the torrent. Rapidly,
many patients become “seeds”, so the original seed quiisvioed the torrent is alright. But if
the torpor is not completely healed, the odds are high forehgaining patients to contaminate
the torrent again once the “seeds” are gone.

Importance of the last block

We can wonder if it is that important if there is a block miggikvith Error-Correcting Codes
(ECCQ), it is possible to share files that can be completed withlbthe blocks. But ECC alone
can not solve the problem for long: knowing a missing blockaseptable, peers will start to
behave consequently. So ECC allow a torrent to function ipalonWVe just consider a virtual
torrent with K’ — 1 blocks. And what happen if this virtual torrent goes in tarpo

The conclusion of this section is that the missing block isal issue in P2P networks today,
and that a real optimization of the transferts strategiesesbeneficial.

C.5 Efficiency of upload strategies

We now want to compare the different strategies seen in CrBather domains than stability,
such as average download speed, original diffusion, dgmsit robustness teery greedy peers

C.5.1 Average download speed

The global download speed is bounded by the sum of uploadadtits. For &S, P) torrent
with uniform upload bandwidtli/, the average download speed can not be greaterithan =
%U. Simulations show that whenever a safe state is reachedyge/elownload speed tends
towards this limit.

If the torrent goes in torpor, average download speed caedsehed: it is a good approxi-
mation to say that only seeds can trigger the end of a downlDaags if there is one seed and
if the theoretical minimum average time between 2 finishedrdoad is inferior to a time unit,
peers are going to stay idle (without uploading) part of threet More precisely, witht' seeds,
the average download speed is boundeehby( 22 D, 00, Dinas).-
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C.5.2 Speed of Deployment

The deployment is the very dangerous phase of a torrentelbtlginal seed leaves before
it ends, the game is over. Moreover, the original seed oftentsvto minimize its upload time.
For both reason, deployment must be fast. The minimum timeléployment is the time for
the original seed to upload each block one time, th&f isme units. It is achieved if a positive
discrimination on blocks is used.

Linear strategy

Sharing a file linearly (from the first to the last block) lik@KaA protocol is not a good idea
from a torpor point of view. Even if peers do not quit as soothay get their last block, the last
blocks of the file are very likely to miss sooner or later. Thalgy of deployment in a linear
strategy is also far from optimal, whatever the peer styaieg

¢ If the original seed allow every peers to download its blabéployment will takeP. K
time unit (assuming all peers are treated equally).

e The original seed can restrain the peers allowed to downrfimed it to a subset of size
@ < P, so time for deployment will b&. K time units.

¢ In KaZaA networks where you cannot share a file until you catghy possess it, achie-
ving the minimum deployment times implies to upload to onhe@eer. If the original
seed quits after that, you come back to the original statemxhe original seed is know
a new seed whose reliability is unknown.

Random block strategies

Strategies where blocks are chosen at random are not restigrbin fact, the moré is
important, the more the original seed has to upload, as shyvtine following theorem:

Théoréme 13 Givenasef’ = {1, ..., k}, the mean time to choose one block of each in a random
choice repeated i’ is equivalent td: In(k).

Démonstration: let 7}, be the stopping time (in number of draws) when in the sequefhce
number chosen each symHoP, ...k is at least one time. Then

E(Ty) = > Ti(w)

Let’s look the evolution of the process:
1. afirst number is chosen (with probability 1)
2. with probability(1/k)" £-1 it is chosen; times before other one is taken.
3. with probability(2/k)"2 %2 one of both is chosei times before an other one is taken.
4. ..
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5. with probability(1 — 1/k)%-1 one of thek — 1 last ones is chosei_; times before the
last one is taken.
for one of those trajectori€, = k + iy + i3 + ... + ix_1. Thus

E(Ty) = ) ((k: iy iy e i)
1101

(1//@)1'1%...(1 _ 1/k)i“%>

E—1 1 i s
=~z > (/R =2/ k)

1.2

(Z(k +11+9+ ...+ Zk*l)(l _ 1/]{)%,1)
- % | Z (1/k)"...(1 — 2/k)*2.

. : , 1
((k —1 + 21+ 290 + ... +’Lk,2)m

£ (i) (1 - 1R

ik—1

Notice that

S+ X = )X = ()

it also true inR for X = = with |z| < 1. Thus

1 . 1
1—1/k 71— (1—-1/k)
(/k+1/(k—1)+..+1/1)
(In(k) + 7 +€(k))

E(Ty) =1+

k
k

with ¢(k) tending toward$ and- is the Euler constant.

C.5.3 Density

In Bittorrent, the number of distributed copies seen andvkeessye download are often consi-
dered as indicators of wealth. As said before, each blockdafa state has roughly the same
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FiG. C.6 —Average download speed
in the download progress in a positive peer discriminatioategy

density, so the two parameters are basically proportioses figure C.5). From this point of
view, peer-oriented discriminant strategies seem to behets most of the earlier blocks are
possessed very fast. But as we see in next paragraph, haeimigtest density is not always a
good thing.

C.5.4 Robustness taery greedy peers

Very greedy peer6/GP) are peers wanting to get their file as soon as possilole¢rat are
likely to trick the torrent to do so.

VGP and positive discrimination

Positive peer discrimination helps new users to get bloakeef. It increases the probability
that the uploaded blocks can be uploaded many times. By cmtisin this leads to stable states
where the repartition of blocks has a small standard dewvigin PDB(DR) it is close to 0).
Intensity of users arrivals is maximal, because users clrad@lmost every time. The problem
is that the peers wait a very long time at the end to get thetiblack (see figure C.6 for download
speed during download progress), and that it is profitabddéat by announcing that you have to
download a number of blocks larger than your real one. \Kitk- 60 and P = 120 (parameters
of figure C.6), declaring 2 missing files instead of 1 incredisesiverage download speed by 86,
thus increasing the average effective download speed d@sihélock by 43.

VGP robust strategies

Let f(k) be the average speed download of peers possekditarks. A strategy is robust
regarding VGP if asking for blocks you already have is notdfien
A random-block strategy is VGP-robustfithas the following property :

168



C.5 — EFFICIENCY OF UPLOAD STRATEGIES 169

Fic. C.7 —Average download speed in the download progress : GRS-stabée ¢

f(k)
K~k

increases (C.23)

Démonstration: A peer possessing; blocks and declaring, < k; blocks will have a average
download speed of (k,) with a proportionf= of useful blocks if the block strategy is random.
Thus lying is not profitable iff (k1) > %=k f(k,). This is the case if the functioh — L%
increases.

OJ

We remark that this result stay true in a discriminant-blisic&tegy if the state is safe, because
all the block have roughly the same density. In a torpor stéteseeds, this result is false : lying
allow the VGP to get the missing block faster than expectéith, eavy cost for the torrent (one
of the few who possesses the missing block leaves sooner).

We verify easily that positive peer-discrimination doeg fufill (C.23) for £k = K — 1.
Contrary, in GRS, the download speed (in a safe state) is ligsacaaffine function of (see
figure C.7) that fulfill (C.23). This linearity can be intuitiyeexplained if we arbitrary change
the number of blockg a given peep, possesses (all other parameters being unchanged). The
average speed download fpg will be obviously proportional to théd — & missing blocks.
Unlinearities noted in figure C.7 comes from random fluctueiand retroactions that have
been neglected.

The conclusion of the study of VGP is that positive peersugd strategies are not robust, and
that it is better to sacrifice some density and homogenesty figure C.8 for a typical download
distribution in GRS) to gain robustness. Especially whehdbas not harm the global download
speed, as we have seen.
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15 . . . . .
0 20 40 60 80 100 120
Users (sorted by download progress)

FiG. C.8 —Repartition of download progresses among users in GRS

C.6 Future work

We think it is possible to study the stability of GRS and thebataility of torpor during
deployment using a mean field theory. That should give a bagerrpose new strategies. We
also want to improve our model using variable upload bantiwashd departing and arriving of
peers ([SGGO02] gives precious information about real ithstions). This will allow to make our
model more accurate and to verify some hypothesis such aptherrition of torpor during the
decline of the torrent and the difficulty to reseed. Lastlg think about analyzing logs from
eDonkey servers and Bittorrent trackers to validate our mode

C.7 Conclusion

We gave a rather precise and intuitive survey of missingkblesues. We showed that a
block-oriented discriminant strategy is more efficientrttlarandom strategy, so we could say
Bittorrent behaves better that eDonkey from this point oiwieastly we saw that peer-oriented
discrimination is less important, it can even be damagesdgarding to bad social behavior.
These results could be used to enhance existing protoaolexBmple, a tracker aware of torpor
issue could anticipate it and reseeding could be more eféect
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Résumé

L'application des mesures d’'importance de type PageRankgephes du Web est le sujet
de cette these, qui est divisée en deux parties. La prenmgoeluit une famille particuliere de
grands graphes, les graphes du Web. Elle commence par deefioition de Web indexable, puis
donne quelques considérations sur les tailles des pordieneb effectivement indexées. Pour
finir, elle donne et utilise quelques constatations surtlesires que I'on peut observer sur les
graphes induits par ces portions de Web.

Ensuite, la seconde partie étudie en profondeur les meslimgortancea la PageRank.
Aprés un rappel sur la théorie des chaines de Markov estrjiéesane classification originale
des algorithmes de PageRank, qui part du modele le plus sioger’'a prendre en compte
toutes les spécificités liées aux graphes du Web. Enfin, desaon algorithmes sont proposés.
L'algorithmeBackRanlutilise un modele alternatif de parcours du graphe du Web pogalcul
de PageRank plus rapide. La structure fortement clustedisggraphes du Web permet quant a
elle de décomposer le PageRank sur les sites Web, ce quilest g les algorithmesSlowRank
et BlowRank

Mots clés
graphes — Web — arbre de décomposition — matrices sousastmples
PageRank — surfeur aléatoire — algorithmes — Retour arriecgs-dfimportance

Abstract

The purpose of this thesis is to apply PageRank-like meason&b graphs. The first part
introduces the Web graphs. First we define the notion of iadiexWeb, then we give an insight
on how big the effective crawls really are. Finally, we netand use some of the structures that
exist on the portions of the Web known as Web graphs.

Then, the second part study deeply the PageRank algorithftes. sAremainder on Markov
chains theory is given an original classification of PageRdg&@rithms. From a basic model, we
incorporate all the specificities needed to cope with red @raphs. Lastly, new algorithms are
proposed. BackRank uses an alternative random surfer mgde#iding to a faster computation.
The highly clustered structure of Web graphs allows a PagelBanomposition according to
Web sites, and is the reason for introducing the algorithlowRank and BlowRank.

Keywords
graphs — WWW — decomposition tree — substochastic matrix
PageRank — random walk — algorithms — backoff process — impoetflows
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