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1.1 Simulation numérique en ingénierie pétroliére

La modélisation de bassin et de réservoir sont des techniques clefs dans 'industrie pétroliére.
D’un c6té, la modélisation de bassin permet de décrire 1’évolution des systémes pétroliers, a
des échelles d’espace et de temps géologique, pour ainsi déterminer le remplissage sédimentaire
des bassins afin de jauger au mieux la localisation, la composition et le volume d’huile piégée.
De son co6té, la simulation de réservoir aide & la mise en place d’un schéma d’exploitation afin
d’optimiser la production & moindre cofit.

Au dela des stratégies pétroliéres, de multiples mesures et engagements politiques interna-
tionaux sont pris afin de réduire les émissions de gaz a effet de serre. L’une des solutions
envisagées est le stockage géologique du gaz carbonique ou dioxyde de carbone (CO2). Pour
assurer la faisabilité, et surtout la sécurité a long terme de tels projets, il est nécessaire d’étre
capable de simuler les effets d’une injection massive de CO3 ainsi que son stockage en sous-sol
sur une longue période.

Ces trois grands défis industriels, a4 savoir la modélisation des bassins, des réservoirs et du
stockage géologique du COo, illustrent la nécessité de savoir simuler des écoulements composi-
tionnels polyphasiques en milieux poreux hétérogénes anisotropes. On entend par écoulement
compositionnel polyphasique un écoulement formé de plusieurs phases et de plusieurs consti-
tuants. A titre d’exemple, la conception et le monitoring d’un site de stockage géologique du
CO2 nécessite de savoir simuler, dans un milieu poreux par nature hétérogéne anisotrope, des
écoulements polyphasiques (eau, huile, gaz) aux échelles proches puits, réservoir et bassin afin
de prédire l'injectivité des puits, la migration du COs et sa dissolution dans les phases eau
et huile. Une telle simulation numérique est une tache ardue qui repose sur une discrétisation
idoine d’un domaine décrit par de fortes contraintes naturelles, et sur la conception de schémas
numériques adaptés a la fois aux équations régissant ces écoulements, au maillage, et aussi
aux propriétés du milieu poreux.

La discrétisation spatiale des réservoirs et des bassins pétroliers est ainsi contrainte de suivre les
couches géologiques de facon a représenter avec précision les hétérogénéités majeures. Dés lors
les maillages peuvent contenir des faces non nécessairement planes, ni convexes. Les mailles
peuvent étre trés aplaties et déformées pour suivre la géométrie des couches géologiques,
voir méme dégénérées localement dans le cas d’érosions comme illustré sur la Figure 1.1 Au
voisinage des puits, la singularité de la pression oblige a raffiner localement. En conclusion, les
méthodes numériques employées doivent pouvoir s’appliquer & des maillages non structurés
pouvant inclure des mailles polyédriques quelconques.

Dés lors, une méthode numérique de simulation compositionnel polyphasique vise & détermi-
ner en tout point du maillage et a tout instant des grandeurs caractéristiques de 1’écoulement.
La modélisation doit, par exemple, permettre de décrire la variation spatiale et temporelle
des pressions et saturations des phases présentes, ainsi que la disparition et 'apparition de
celles-ci. La formulation du modéle est ainsi régi par un systéme d’équations non linéaires
aux dérivées partielles faisant intervenir des lois de conservation et des relations thermodyna-
miques. L’un des verrous majeurs de ce genre de modéle est la complexité de sa discrétisation
et les temps de simulation qui en découlent. La précision, la stabilité et le cotit de telles simu-
lations dépendent de fagon essentielle du choix d’approximation des flux de diffusion darcéens
du systéme d’équations.

14
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FIGURE 1.1 — Exemple d'un maillage avec érosions.

1.2 Contexte et objectifs de la thése

L’industrie pétroliére a depuis plusieurs années étudié et développé des techniques de mo-
délisation utilisant la méthode des volumes finis pour discrétiser des flux diffusifs de type
Darcy. L’une des premiéres techniques utilisée est le schéma dit ”a deux points”, noté schéma
TPFA pour Two Point Flux Approximation [30], qui tient son nom de l’approximation du
flux & travers une face & l'aide des valeurs discrétes aux centres de ses deux mailles adja-
centes. Cette approche, simple et naturelle, présente néanmoins une carence de convergence
sur maillages généraux pouvant introduire d’importantes erreurs de simulation. Malgré cela,
le schéma TPFA reste encore trés utilisé actuellement pour son faible cotit et sa robustesse,
et surtout par défaut de méthodologies alternatives améliorant la précision avec un surcotit
raisonnable en termes de temps calcul et de robustesse. Toutefois, les travaux récents de la
communauté ont mis ’accent sur la construction de nombreux nouveaux schémas. Les plus
prometteurs ont été sélectionnés et mis au point sur la plate-forme Arcane [39].

L’objectif de cette thése est d’étendre les connaissances actuelles sur le comportement de
certains schémas volumes finis et plus particuliérement dans le cadre des écoulements poly-
phasiques en milieux poreux hétérogénes anisotropes. La finalité de notre travail a donc été
d’améliorer par rapport a I’état de I’art actuel la précision des schémas numériques d’approxi-
mation des flux de diffusion pour des applications en contexte polyphasique compositionnel
en milieux poreux hétérogénes anisotropes, tout en garantissant,

e une solution précise, méme dans le cas de fortes anisotropies et de discontinuités avec
possibilité de trés forts contrastes d’hétérogénéité d’une maille & I'autre,

e la performance des calculs en termes de temps CPU et de parallélisation associé a la
robustesse et l'efficacité de la résolution des systémes non linéaires et linéaires des mo-
déles polyphasiques. L’exigence d’efficacité sur ces sujets est trés forte dans le domaine
des géosciences,

e une approximation des flux stable, compacte, de préférence linéaire (pour ne pas amplifier

la non-linéarité issue du modéle polyphasique), et convergente méme dans le cas de
mailles trés aplaties, déformées et non convexes,
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e 'emploi d’'un modéle d’écoulements compositionnels polyphasiques d’une conception
générique vis & vis des flux discrets, et tenant compte de toute la gamme de miscibilité
possible des composants dans les phases ainsi que la disparition et de 'apparition de
celles-ci.

Dans le cadre de cette thése, nous nous sommes intéressés tout particuliérement aux applica-
tions dans les régions proches puits. En effet, en ingénierie de réservoir ou dans le cadre du
stockage géologique du CO9, la prise en compte des puits est déterminante pour la précision
de la simulation. Les zones proches puits sont caractérisées par une variation logarithmique
de la pression et un probléme d’échelle entre le rayon du puits, de 'ordre d’une dizaine de
centimeétres, et les mailles du réservoir, de 'ordre d’une centaine de métres. Les méthodes ac-
tuelles sont basées sur des solutions analytiques monophasiques proches puits et des indices de
productivité développés par D. Peaceman [42, 43|. Malgré les hypothéses d’une grille rectan-
gulaire uniforme en milieu homogéne, ’approche de D. Peaceman reste trés largement utilisée
dans l'industrie pétroliére. Cependant, cette technique ne peut étre utilisée pour la prise en
compte précise des hétérogénéités comme cela est notamment le cas pour les puits déviés et
les hétérogénéités stratifiées. De plus, les procédés d’aujourd’hui utilisent des puits & géomé-
trie complexe. Construire un modéle numérique robuste implique donc de prendre en compte
ces spécificités. Une approche possible est de construire un maillage idoine, maillage dont la
géométrie implique 'utilisation de méthodes numériques adaptées. De précédents travaux ont
été effectués dans le cadre de la these de S.S. Mundal [40, 41] dans un contexte 2D. Il sera ici
question d’étendre I’étude & la dimension 3 ainsi qu’au cadre polyphasique. L’objectif étant
de déterminer le meilleur couple maillage-schéma pour la simulation proche puits.

Du fait de la nature indicative du sujet, les résultats obtenus au cours de cette thése peuvent
s’appliquer aussi bien & la simulation bassins et réservoirs mais également au stockage géolo-
gique du COas.

1.3 Plan du manuscrit

Ce manuscrit s’organise en deux grandes parties contenant chacune deux chapitres.

Partie I. La premiére partie est consacrée & des méthodes numériques utilisées pour des
problémes d’ingénierie pétroliére.

Le premier chapitre présente différents schémas applicables a la discrétisation des flux darcéens.
Ainsi, aprés avoir introduit un probléme modéle caractéristique, nous présentons dans un
premier temps les schémas volumes finis multi-points centrés aux mailles disponibles dans
la plate—forme Arcane. Il s’ensuit une bréve discussion sur ’état de 'art actuel en matiére
de méthode de discrétisation. Dans un second temps, nous exposons les nouveaux schémas
gradient, nommés HAG et VAG. Le schéma HAG est un schéma centré aux mailles alors
que le second est centré aux noeuds et dont plusieurs versions sont détaillées. Pour clore ce
chapitre, nous montrons a travers une large gamme de cas tests monophasiques les propriétés
numériques de ces schémas.
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Le second chapitre est axé sur la simulation des écoulements compositionnels polyphasiques
en milieux poreux. Nous exposons la formulation et la discrétisation de tels écoulements dans
un cadre général, & nombres de phases et de constituants quelconques. Le code prototype ainsi
associé a été implémenté sur la base de flux numériques darcéens linéaires avec inconnues aux
mailles comme cela est le cas des schémas présents sous Arcane. Cependant nous avons pu
aisément utiliser ce méme code pour la mise en ceuvre de la méthode VAG. Cette constatation
nous a ainsi permis de conclure ce chapitre par des tests numériques comparatifs entre le
O-schéma, méthode volume fini multi-point centré aux mailles, et la nouvelle méthode VAG,
schéma gradient centré aux nceuds. Les cas tests mis en place dans ce manuscrit sont issus de
problématiques liées au stockage géologique du COq.

Partie II. La seconde partie, rédigée en anglais, est consacrée & une étude théorique de
méthodes employées au cours de cette thése.

Le premier chapitre se fonde sur un article accepté pour publication dans la revue M2AN écrit
avec Robert Eymard et Raphag¢le Herbin. Ce papier introduit la notion de schéma gradient,
méthode de discrétisation des flux darcéens. Un cadre théorique est présenté pour établir, sous
des hypothéses explicitées, la preuve de convergence de telles méthodes. Puis les nouveaux
schémas HAG et la premiére version de VAG sont présentés. Des tests numériques concluent
ce papier.

Le second chapitre consiste en un article soumis pour publication et écrit avec Robert Eymard
et Roland Masson. La problématique étudiée ici est celle de l'effet d’axe ou GOE (Grid Orien-
tation Effect). L’effet d’axe est un phénomeéne de digitation numérique qui se produit lors de
la simulation de deux fluides de viscosités différentes sur des maillages & dominante structurée
tels que les maillages CPG (Corner Point Geometry) utilisés en ingénierie de réservoir. La
méthode proposée ici pour réduire ce phénoméne est basée sur la modification du stencil des
flux a l'aide de la notion de chemin. Une estimation L ainsi qu’une preuve de convergence
basée sur une inégalité BV-faible sont présentées. Des tests numériques illustrent 'efficacité
de la méthode.
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2.1 Motivation et Contexte

Ces travaux s’intéressent tout particuliérement a la classe de schémas dits de volumes finis pour
approximer un flux diffusif de type Darcy. L’esprit d’une méthode dite de volume fini est de
subdiviser le domaine en volumes de controle et & intégrer une équation de conservation sur ces
derniers. La finalité de cette technique est d’évaluer les flux sur les bords de ces volumes. Dés
lors, le flux entrant dans un volume donné est identique au flux sortant du volume adjacent,
ces méthodes sont donc dites conservatives.

L’introduction a souligné I'importance pour les applications pétroliéres de développer des
outils numérique de simulation capables de tenir compte des fortes contraintes imposées par le
milieu naturel. Un schéma numérique ad-hoc doit donc respecter le cahier des charges suivant :

e Stabilité et Robustesse. Produire une solution discréte stable en norme L?, robuste
vis-a-vis de la variation de caractéristiques tel que le ratio d’anisotropie d’aspect et/ou
de perméabilité, tout en évitant de générer des singularités algébriques.

e Convergence. Disposer d'un cadre théorique démontrant la convergence du schéma sur
cas généraux pour garantir une solution précise en dépit de fortes valeurs d’hétérogénéi-
tés, ratios d’anisotropie et d’aspect.

e Performance. Avoir un stencil compact. L’expression du flux numérique ne doit faire
intervenir qu’un nombre limité d’inconnues discrétes afin de réduire au mieux ’'occupa-
tion mémoire et minimiser les échanges pour les applications paralléles.

e Linéarité. Une expression linéaire des flux est préférable pour la mise en ceuvre des
écoulements polyphasiques.

Chronologiquement, 'une des premiéres techniques utilisée est le schéma TPFA pour Two
Point Flux Approximation [30]. Le flux & travers la face d’'un volume de controle donné est ex-
primé & ’aide des valeurs discrétes des deux mailles adjacentes. L’approche TPFA satisfait les
conditions de linéarité et de performance, performance qu’il est d’ailleurs difficile d’égaler
tant 'expression du flux est minimale. Cependant, son principal défaut, la convergence qui
est établie sous réserve stricte d’orthogonalité du maillage avec les directions du tenseur de
perméabilité, hypotheése faisant fréquemment défaut face a la complexité des maillages bassins
et réservoirs. A titre d’exemple on peut citer les réservoirs fracturés, les érosions sédimen-
taires ou les grilles localement raffinées prés des puits. De multiples travaux de recherches ont
ainsi permis, en I'absence de méthode universelle, la genése d’une vaste gamme de nouveaux
schémas volumes finis visant & remplir pleinement ce cahier des charges mais rendant vain
tout objectif d’exhaustivité. Nous ne présentons donc, dans la section suivante, que les mé-
thodes sélectionnées sous la plate-forme Arcane [39] et qui feront par la suite 'objet de tests
numeériques.
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2.1.1 Probléme Modéle

Le probléme introduit ci-aprés est qualifié de probléme modéle pour son adéquation avec
I’équation de Darcy intervenant dans la formulation des écoulements compositionnels poly-
phasiques en milieux poreux exposée dans le chapitre 3.

Modéle continu

Soit Q C R? un domaine polyédrique borné, ot d est la dimension, et f € L?(2) un terme source.
On cherche une approximation du potentiel @ (pression, température, ...) solution faible du
probléme,

{ _div(AV‘z = fsur Q (2.1)

% = 0 sur 002 ’

ot A est une fonction mesurable de €2 dans M;(R), ensemble des matrices de taille d x d, et
tel que ses valeurs propres soient incluses dans l'intervalle [\, A] avec 0 < A < A.

On introduit la forme bilinéaire suivante,
Va,o € HY(Q), a(a,7) = / Az)Vau(z) - Vo(z) de. (2.2)
Q

Alors @ est solution faible du probléme (2.1) si,

u€ HQ)
{ a(@@)(): Jo f(@)o(z)de, Vo e H(Q). (2.3)

L’existence et I'unicité d’une telle solution est un résultat connu [30].

Modéle discret

Une discrétisation admissible de I'espace €2 au sens des volumes finis, dénotée D et illustrée
sur la Figure 2.1, est donnée par le quadruplet D = (M, F,P,V) o1,

e M est I'ensemble des volumes de controle recouvrant 2. Pour tout K dans M, on note
| K| sa mesure;

e F est 'ensemble des faces tel que F = Fipt UFext 0U Fint est 'ensemble des faces internes
et Fext est Pensemble des faces frontiéres. Pour tout o dans F, on note |o| sa mesure.
Pour une maille K de M, on note par Fx l'’ensemble de ses faces, et ngi , la normale
unitaire & la face o de Fx sortante de la maille K. Et Fg désigne ’ensemble des faces
connectées au sommet s;

o P est I'ensemble des centres des mailles, P = (k) g - On note alors dg o la distance
euclidienne entre le centre i et la face o de la maille K ;
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FIGURE 2.1 — Notation pour la discrétisation en espace.

e V = Vit U Veyt est 'ensemble des sommets du maillage. Pour une maille K de M, on
note alors Vi 'ensemble de ses sommets. Et par analogie, pour une face ¢ de F, on note
par V,, 'ensemble de ses sommets.

Les notations ci-dessus permettent de définir ’espace Xp des fonctions constantes par maille,
espace contenant notre solution approchée. Pour u € Xp, on a u(x) = ux pour tout x € K.

2.1.2 Formulation Volumes Finis

On cherche donc u € Xp, approximation de @, & 'aide d’'une méthode volumes finis. Pour se
faire on intégre 1'équation de diffusion (2.1) sur chaque volume de controle K € M. Puis on
applique la formule de Green pour exprimer l'intégrale d’une divergence sur un volume comme
intégrale sur un bord. Ainsi ’équation (2.1) sur le domaine discret s’écrit,

= /Ava.nmds:/ f(@)dz, VK € M, (2.4)
o K

c€FK

ol Fx est, pour rappel, I’ensemble des faces appartenant & la maille K.

Un schéma volumes finis vise a expliciter un flux numérique, noté Fk ,, partant de la maille
K & travers la face o € F, approximation de,

Fre o (u) ~ / AV - n, ds. (2.5)

On peut & présent formuler le probléme volumes finis comme suit,

Trouver u € Xp tel que — Z Fk o (u) :/ f(x)de, VK € M. (2.6)
cEFK K
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Comme souligné en préambule, les méthodes volumes finis sont conservatives, le flux numé-
rique doit vérifier,
Fro(u)+ Fro(u) =0 pour o=K]|L. (2.7)

La formulation faible ou formulation variationnelle discréte, équivalente a (2.6)-(2.7), s’écrit
alors,

Trouver u € Xp tel que ap(u,v) = Z / f(x)v(x)dx, Yve Xp. (2.8)
Kem”’KE

oll ap est une forme bilinéaire définie sur Xp x Xp par,

ap(u,v) = > Y Fro(u)(1e(v) = vk)

KeM oceFk
(2.9)
= 22 Fre-wk) = > > Fro(wuk
KeM oceFrgNFrLCFint KeM oc€FgNFext

ol v, est I'opérateur trace de reconstruction a la face o,

vgdr s +vrd .
KCLo LTKo sio e Fx NFr, C Fint,
dL,O’+dK,0'

Yo (v) = (2.10)
0 sio € Fext.

2.2 Les schémas disponibles dans la plate—forme Arcane

Ces derniéres années ont vu apparaitre des nouveaux schémas visant & s’affranchir des carences
du schéma TPFA. Cette section introduit les schémas volumes finis qui sont disponibles sur la
plate-forme Arcane [39]|. Ces méthodes appartiennent a la famille des schémas MPFA (Multi-
Point Flux Approximation) et peuvent étre pergues comme une extension du schéma TPFA ;
extension dite multi-points car 'approximation du flux local & travers une face donnée fait
intervenir des mailles additionnelles aux deux mailles adjacentes a la dite face. La notion de
voisinage, dénommé stencil, est dépendante du schéma considéré. Cette classe de schémas pré-
sente de surcroit I'intérét de ne faire intervenir que des inconnues aux mailles, caractéristique
trés recherchée dans I'industrie pétroliére. Le développement en 3D des schémas cités ci-apres
au sein de la plate-forme Arcane s’inscrit dans les travaux de thése de Léo Agelas [8].

2.2.1 O-schéma

Les idées relatives au O-schéma ont été introduites séparément par Aavatsmark et al. [1, 2, 3, 4]
et Edwards et al. |27, 28] au milieu des années 90. En guise de préambule, la version historique
du O-schéma est briévement présentée, puis une version généraliste, plus récente, est décrite.

Le concept historique est de considérer un volume d’interaction entre mailles partageant un
sommet donné. L’objectif est alors d’expliciter des sous-flux sur chaque sous-face incluse dans
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ce volume. Le flux global & travers une face s’exprimera alors simplement comme la somme des
sous-flux aux sous-faces concernées. Un sous-flux est déterminé a 'aide d’un gradient constant
par sous-maille. Les sous-mailles sont esquissées pour former une partition du volume d’in-
teraction. Ces gradients, et par conséquent les sous-flux, s’expriment en fonction d’inconnues
discrétes a la fois aux centres des mailles, et sur les sous-faces. Ces valeurs aux sous-faces
sont dites intermédiaires car, sous réserve que le probléme soit algébriquement bien posé, elles
sont éliminées par propriété de conservativité des sous-flux. Le O-schéma est donc bien un
schéma cell-centered, les inconnues discrétes étant aux centres des mailles & partir desquelles
s’expriment, linéairement, les flux.

En se référant aux notations de la Figure 2.2, la méthode précédemment décrite peut se
schématiser comme suit,

1. définition d’un wvolume d’interaction, illustré en pointillés, entre mailles partageant le
sommet s,

2. partition du volume d’interaction en sous-mailles K%,

3. construction du gradient (Vu)j constant sur la sous-maille K® a I'aide des valeurs
discretes, ux au centre xx de la maille, et u? sur les sous-faces au point S de o €
Fr N Fs,

4. formulation du sous-flux F}, (u) aux travers des sous-faces en fonction de (Vu)3,
5. élimination des uj par conservativité des sous-flux F} (u) + F} (u) =0,

6. résolution du probléme volumes finis (2.6) sur les inconnues (ug)Kem,

Trouver u € Xp tel que — Z Z Fg 5(u) :/ f(x)dx, VK e M. (2.11)
c€FK 8€EVs K

ol V, CV est 'ensemble des sommets de la face o.

Cette approche du O-schéma n’est valable que pour des maillages usuels; la méthode étant
batie sous I’hypothése que chaque noeud s € Vi, d’'une maille K € M, est connecté & exac-
tement d faces de la maille K, c’est & dire si card(Fp) = d ot Fj, = Fg N Fs et d est la
dimension du probléme considéré.

Une généralisation & des maillages quelconques, avec preuve de convergence, le tout en trois
dimensions, a été présentée par Agélas et al. [14, 13]. L’idée se fonde sur une approche hybride
de la formulation variationnelle discréte (2.8) du probléme volumes finis. Les grandes lignes
de la méthode sont décrites ci-aprés.

Cette formulation étendue du O-schéma reprend le méme processus géométrique, renvoyant

ainsi aux notations de la Figure 2.2 pour sa description. Les paramétres de la méthode sont
donc les suivants,
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(a) Sous-maille et inconnues discrétes (b) Parameétres du schéma

FIGURE 2.2 — [lustration des éléments géométriques pour le O-schéma.

centre de maille zx et point de continuité x3. Notons que ce choix peut influer sur
les propriétés de la méthode, & titre d’exemple, la symétrie sur maillage tétraédrique
démontré notamment a la section 7 de [13]. Sur un tétraédre, la symétrie est obtenue
avec xx centre de gravité et & barycentre des trois noeuds de la face o avec les poids
% au sommet s et i aux deux sommets restants de o,

redistribution de la mesure d’une face o, notée |o|, entre ses sous-faces connectées aux

sommets s €V, vérifiant ainsi,

o] = > |o®| avec |o®| > 0. (2.12)
SEVO

I en découle que la mesure | K| de la maille KeM est également redistribuée,

1
K= 3K avee K =5 3 [0l (2.13)

SEVK 0'6.7'—;“(

La définition du schéma volumes finis est alors basée sur la reconstruction de deux gradients
constants par sous maille K® pour s € V. Le premier gradient (Vpu)9 est consistant au sens
ou il est exact pour les fonctions affines,

(Vouwi = ) (uf —uk) gk (2.14)

oEFE

avec gy €RR? des vecteurs ad-hoc donnés pour tous o € F - Le second gradient (6@11)% est
quant & lui construit pour avoir une propriété de convergence faible,

1
| K|

(Vpu) = 7 1ot (uh — ug)n o (2.15)

oeF§
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Ces gradients (2.14) et (2.15) permettent d’expliciter une forme bilinéaire ap définie sur Hp X
Hp, ou Hp est 'ensemble des fonctions constantes par mailles et, d’oil le nom de formulation
hybride, aux points de continuités,

ap(uv) = 3 ZrKS\(<vDu>§<-AK<%v>i{+ S RS %,gw)), (2.16)

KeM seVg c€FKNFs
ot Ax est la valeur moyenne de A sur la maille K, A = ﬁ Jre M) dee.
Dans (2.16), la forme bilinéaire est stabilisée par Rj , fonction résiduelle du gradient (2.14),
qui présente la propriété de s’annuler si card(F}) = d permettant ainsi de prouver I'équiva-

lence de cette formulation au O-schéma usuel présenté en préambule.

Le probléme volumes finis s’écrit alors sous sa forme variationnelle (2.8),

Trouver u € Hp tel que ap(u,v) = Z / f(x)v(x)dx, Yve Hp. (2.17)
Kem’E

Pour retrouver la formulation flux du probléme, la forme bilinéaire (2.16) peut s’écrire de
maniére équivalente,

aD(”v U) = Z Z Z Z (T[‘S()U,U’(ui - UK)(U;; - UK)

KeM se€Vi o€Fg o'€F5

(2.18)
=2 2 2 PRl —v))
KeMoeFk s€Vs
ou le sous-flux F Ko Sexprime donc par,
FIS(,O'(U) = Z (TIS()U,U’ (uK - ’U,g), (219)

o'€Fg

a l'aide des coefficients (T} ), dit de transmissivité. En reproduisant la méthodologie du
O-schéma usuel, les valeurs discrétes aux points de continuité peuvent étre, sous réserve que le
probléme soit bien posé, éliminées par conservativité des sous-flux. Le probléme volumes finis
admet alors uniquement des inconnues discrétes aux mailles et on retrouve la formulation flux

du probléme volumes finis explicitée en (2.11).

Le stencil d’une maille K est donné par I'ensemble des mailles connectées & un noeud de K,
SK:{L€M|VKHVL7£®}.

Pour une grille topologiquement, Cartésienne, le stencil du O-schéma est donc de 9 mailles en
deux dimensions, et 27 mailles en trois dimensions.
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2.2.2 L-schéma et G-schéma

Le G-schéma, détaillé par Agélas et al. [9], est une extension du MPFA L-schéma introduit par
Aavatsmark et al. [6] et notamment discuté en trois dimensions dans [5]. Voici une esquisse
des idées relatives a leurs constructions.

Considérons tout d’abord la famille G de tous les groupes de faces possibles telle que pour
G € G, G soit une paire de faces (o,0’), appartenant & une maille donnée K, appelée maille
primaire, et reliée & un sommet s de K. Pour chaque élément GG de G, on note alors Mg
I'ensemble des mailles L vérifiant Fr, NG # (). A titre illustratif, sur la Figure 2.3(a), on a
G ={0,0'} et Mg ={K, L1, Ly} avec K maille primaire.

(a) gradients constants par mailles pour (b) exemple d’ensemble G, pour une
un groupe donné G = {o,0’} face o donnée

FIGURE 2.3 — Illustration des éléments géométriques pour le L- et G-schéma.

Pour un groupe donné G € G, un gradient constant par maille (Vpu)g est alors reconstruit
sur chacune des mailles L € M a ’aide d’une interpolation linéaire par morceaux qui vérifie
la continuité du potentiel u ainsi que celle du flux & travers les faces o € G. En pratique cela
revient & résoudre un systéme linéaire local sur le vecteur (VD’U,)?{, pour la maille primaire K
de Mg,

A% (Vpu)§ = BY, (2.20)

sous réserve que la matrice A® soit inversible. Les gradients (Vpu)¢¥ des mailles L de Mg
restantes sont alors déduits de (Vpu)%. Des sous-flux conservatifs sont alors explicités comme
suit pour toutes les mailles L € Mg,

FE(u) = |o|AL(Vpw)§ - no. (2.21)

Le flux numeérique global Fg ,(u) est alors formulé comme une combinaison convexe linéaire
des sous-flux F’ gg(u) sur I’ensemble G, C G de tous les groupes possibles G contenant o,

Fro(u)= Y 05 Fg (u). (2.22)
GeGo

Un exemple d’ensemble G, est schématisé sur la Figure 2.3(b). Différentes stratégies peuvent
étre appliquées pour calculer les poids . D’un coté, le L-schéma est obtenu & partir d’'un seul
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G _ 1
groupe G pour chaque face o et chaque sommet s de o. La pondération est fixe a 6 =~

ou Ny est le nombre de sommets de o. Cette alternative a été choisie pour réduire la taille du
stencil et améliorer la propriété de monotonicité du L-schéma par rapport au O-schéma. De
I’autre coté, le G-schéma considére tous les groupes GG possibles et les poids 9? sont sélectionnés
pour améliorer la propriété de coercivité du schéma.

2.2.3 Schéma GradCell

La construction du schéma GradCell, décrite par Agélas et al. [10], se base sur la formulation
variationnelle (2.8) du probléme volumes finis. La forme bilinéaire discréte du schéma, ap
définie sur Xp x Xp, s’exprime & ’aide des deux gradients constants par mailles et de termes
résiduels de stabilisation,

ap(u,v)z Z |K|AK(VDU) VD’U K + Z Z

KeM KeM 0'6.7:K Ko

(W) R o (v).  (2.23)

Les gradients sont construits & ’aide de la formule de Green et de l'opérateur trace de recons-
truction 7, (.) formulé en (2.10),

(Vpu)k = Z lo|(Iko(u) — uk)nK o,
_ 1 Mo (2.24)
(Vou)k = == Y [0](Yo(u) — uk)ni,,.

’K‘ ocFK

L’opérateur 7,(.), défini au point x,, s’exprime linéairement a 'aide des valeurs ux et uy, aux
deux mailles adjacentes de 0 = K|L. L'opérateur Ik ,(.) calcule une interpolation de type-L
au point x, faisant intervenir les mailles partageant une face avec K.

Les flux sont alors déduits de la forme bilinéaire par (2.9). Cette méthodologie du schéma
GradCell conduit a 'obtention d’un stencil utilisant les voisins des voisins d’une maille K. Pour
une grille topologiquement Cartésienne, le stencil est donc de 13 mailles en deux dimensions
comme reproduit sur la Figure 2.4, et 21 mailles en trois dimensions ce qui est moindre que
le stencil & 27 points du O-schéma.

FIGURE 2.4 — Stencil du schéma GradCell sur une grille 2D topologiquement Cartésienne.
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2.3 Discussion

Les schémas présentés précédemment appartiennent a la famille des schémas volumes finis dits
cell-centered car ils présentent ’avantage de ne faire intervenir que des inconnues aux mailles.
De surcroit, ces méthodes ont la caractéristique d’expliciter le flux darcéen comme fonction
linéaire des inconnues. Ces particularités, centré, linéarité et compacité, rendent cette classe
de méthode tres appréciée au sein de la communauté pétroliére. Cependant ces schémas ne
sont pas symétriques et donc conditionnellement coercifs et convergents.

Parallélement on peut citer comme seconde classe de méthode celle des schémas symétriques
et centrés mais c’est au prix de la perte de la compacité car ils présentent un stencil en voisin
des voisins par les noeuds (38, 11, 31].

Enfin, il existe une troisiéme classe de méthode regroupant les schémas symétriques, compacts
mais leur particularité est de comporter des inconnues supplémentaires aux faces ou aux noeuds
ce qui explique leur faible écho dans la communauté pétroliére du fait de la taille accrue des
systémes & résoudre en polyphasique tout particuliérement. On retrouve dans cette famille
les schémas Volumes Finis Hybrides (VFH) [36] connue aussi sous le nom de Mimetic Finite
Difference schemes (MFD) [19], ou encore les schémas (DDFV), pour Discrete Duality Finite
Volume [15, 25, 24].

Cet état des lieux, aussi rapide que partiel, pointe du doigt la difficulté de combiner centré,
symeétrie, linéarité et compacité. Il n’existe pas de schéma universel qui réunisse ces propriétés.

2.4 Nouveaux schémas gradient

Cette section s’articule autour d’un travail réalisé avec Robert Eymard et Raphaéle Herbin
ot I'on introduit la notion de schéma gradient |32, 37| également détaillé au chapitre 4. Deux
nouveaux schémas vérifiant ce concept y sont présentés et briévement décrits ci-aprés. Le
premier est nommé VAG pour Vertex Approximate Gradient, le second HAG pour Harmonic
Approzimate Gradient. Ces deux schémas concentrent les avantages des schémas type MPFA,
en particulier le stencil compact, et les propriétés de symétrie et de convergence du schéma
SUSHI [31].

2.4.1 Notion de schéma gradient

Pour illustrer cette notion de schéma gradient, on reprend le probléme modéle décrit au début
de ce chapitre et les notations associées, sous-section 2.1.1. On recherche donc une approxi-
mation de la fonction # solution de,

u € H}(Q) et Vo € H&(Q),/ A(x)Vu(x) - Vo(x)dx = / f(x)v(x)de, (2.25)
Q Q
par un schéma gradient qui peut se lire,

trouver U € Xp, VV € Xp, / A(x)VpU(x) - VpV(x)de = / f(x)IpV(x)de, (2.26)
Q Q
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oullp : Xp — L2(Q) est un opérateur de reconstruction qui associe & U € Xp une fonction
up € L?(Q); Vp : Xp — L?(2)? est un opérateur de reconstruction d’un gradient discret &
partir des valeurs U € Xp; I'index D référant a la discrétisation de 'espace €.

2.4.2 Schéma VAG

Le schéma VAG est un schéma hybride qui considére a la fois des inconnues discrétes aux
centres des mailles mais également des inconnues aux nceuds du maillage. En se basant sur
la définition d’un schéma gradient (2.26), les principaux ingrédients du schéma VAG sont les
suivants,

1. Pensemble des inconnues discrétes Xp est I'espace des vecteurs réels de dimensions finis
contenant toutes les familles de réels U = ((ux)kem, (us)sey), tel que ug = 0 si s €
Vext ; les inconnues aux mailles (ux ) germ pouvant étre éliminées localement, ce schéma
posséde un stencil compact ;

2. lopérateur Ilp : Xp — LQ(Q) associant & U € Xp la fonction constante par morceaux
up € L?(Q) égale & ug sur chaque maille K € M ;

3. la reconstruction du gradient discret Vp : Xp — L?(Q)? dont différentes expressions
ont été développées dans le cadre du benchmark 3D [33, 35| et sont exposées ci-apreés.
Le premier gradient, construit & partir de la formule de Stokes, est constant sur chaque
maille du maillage, nommé maillage primal en distinction des constructions suivantes,
et requiert une stabilisation. Les second et troisiéme gradients sont définis constants sur
des sous-mailles, respectivement des octaédres puis des tétraédres, et sont naturellement
stables.

En préambule, pour chaque face o, on définit le point x,, qui est le barycentre d’une com-
binaison de poids non-négatifs 3, s des éléments V, incluant tous les noeuds de la face, et la
valeur discréte auxiliaire en ce point, noté u,, est définie par,

Uy = Z Bo,sUs avec Z Bo,s = 1.

SEV, s€Vs

Gradient stabilisé sur maillage primal

Pour une face 0 € F, on note 7 toute sous-face triangulaire admettant pour sommets x,, s
et s/, ou s et s’ sont deux nceuds consécutifs de o. Le barycentre x, d’une sous-face 7 peut
donc s’expliciter par la combinaison barycentrique suivante,

T, = Z Br.s8 avec Z Brs = 1,

s€Vs s€EVs

ou frs > 0 pour tout s € V,. Puis on définit 8, s = 0 pour tout s € V' \ V,. La valeur u, au
point x, est alors calculée par u, = > seV, Br.sus. Soit K € M une maille donnée de la grille.

32



On note par T 'ensemble de toutes les sous-faces des faces de K. Dans un premier temps, on
définit, pour U = ((ur)kem, (us)sey), une approximation du gradient sur la maille K par,

VKU = Z ‘T| (’U,T — UK)'I’LKJ- = Z (us - UK)bK,S7 (227)

1
|K| T€ETK sEVk
avec,

1
bK,s = W Z ﬁT,S‘T| ngr,
TETK

et oll nx » est la normale unitaire & la sous-face 7 a travers K, et |7|, | K| sont respectivement
les aires et volumes de 7 et K. Cependant ce gradient discret peut étre nul sans que U soit
constant, on doit donc le stabiliser. Pour ce faire, on considére {Ks,s € Vi } une partition
arbitraire de K, qui n’a nullement besoin d’étre précisé, mais satisfaisant |Kg| = %, ou Nk

est le nombre de noeuds de K, on introduit,
Rk U =us —ug — VKU - (s — xk).
On définit alors, pour un réel v > 0 donné, la constante Vg ;U sur la sous-maille K,
Vi sU=VigU+vRksUbg .
Un gradient constant par sous-mailles Kz est alors explicité par,
VpU(x) = Vg sU pour tout x € K.

C’est ce schéma qui a été initialement imaginé et qui répond au nom de “VAG”.

Gradient constant par morceaux sur sous—mailles octaédriques

Pour une face donnée o d’un volume de contréle K et pour un nceud quelconque s de o, on
note respectivement par s~ et st les noeuds précédent et suivant s sur la face o (pour une
orientation arbitraire de o). On considére alors 'octaédre, dénoté par Vi , s et illustré sur la
Figure 2.5(a), dont les nceuds sont Ay = ¢, Ay = x,, A3 = %(s_—ks), As =8, Ag = %(s++s)
et Ay = %(accﬁ—s). Notons que tous les octaédres sont disjoints et que la fermeture de leur union
est (). Les valeurs discrétes de U aux nceuds de Vg , 5 sont respectivement u1 = ug, u2 = U,
ug = 3(ug- +Us), us = Us, Us = 5(Ug+ + Us) et us = 1(uy + us). Les diagonales principales
de Vi 45 sont donc (Ai, As), (A2, As) et (Asz, Ag). On considére alors I'approximation du
gradient suivante,

3
Aip14; Aip2A;
VK,J,SU:Z(UH—S_W) F18iva A Airativs —, (2.28)
i—1 Det(Aip1Aita, Air2Aiys, AiAii3)

avec Ay = Ay et Ag = As. Un gradient constant par morceaux est alors explicité par,
VpU(x) = Vi sU pour tout € € Vg 5 6.
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(a) octaedre (b) tétraedre

FIGURE 2.5 — Les sous—mailles pour la reconstruction des gradients discrets.

Par souci de clarté, on note a présent V au lieu de Vi, 4, et par suite Fyv 'ensemble des 8
faces triangulaires de V et V; I'’ensemble des 3 sommets de chaque face triangulaire 7 de V,
qui vérifient

1 1
vKﬁvSU = m Z |T‘nV,‘r(§ Z Us)- (2.29)
TEFV sEV,

Ecrit sous cette forme, on remarque alors que ce gradient (2.29) peut étre vu comme le gradient
(2.27) appliqué a la sous-maille V en prenant comme valeur a la face 7 € Fy la valeur moyenne
aux sommets s € V,.

Pour le calcul des résultats numériques du Benchmark 3D présenté dans la sous-section 2.5.3,
on définit un gradient constant par maille VU comme suit,

|K‘VKU = Z Z |VK,O',8| VK,O',SU‘

cEFK SEV,

Ce schéma sera par la suite nommé “VAGR?”. Pour la démonstration des propriétés mathéma-
tiques de ce gradient, dont la convergence, on se référe au formalisme des schémas gradients
introduit au chapitre 4 en suivant la méthodologie détaillée dans le cadre du schéma VAG.

Gradient constant par morceaux sur sous—mailles tétraédriques

Pour une face donnée o d’un volume de controle K et pour une paire quelconque de sommets
consécutifs (s, s’) de o, on considére le tétraédre, noté Vi , s o et illustré sur la Figure 2.5(b),
dont les sommets sont Ay = £g, A1 = x,, Ay = s et A3 = s’. Notons que tous les tétraédres
sont disjoints et que la fermeture de leur union est . Les valeurs discrétes de U aux sommets
de Vi 55, sont respectivement ug = ug, u1 = uy, uz = us et uz = uy. On considére alors
I'approximation suivante du gradient,

AgAip1 N AgAipo
Det(Ag A1, AgAiys, AgAs)

(2.30)

3
vK,U,s,s’U = Z(Uz - UU)
=1
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ou Ay = Ay et A5 = As. Un gradient constant par morceaux est alors explicité par,
VpU(x) = Vi g5 U pour tout * € Vig s 5 4.

Remarquons que l'égalité (2.29) s’applique également dans ce cas en considérant V comme
notation synthétique de Vi , 5 o. Soulignons enfin que ce gradient (2.30) est équivalent aux
éléments finis conformes P1 appliqués sur la sous-maille tétraédrique. La différence est dans

lopérateur de reconstruction IIp qui, pour ce schéma utilise les valeurs aux mailles, alors que
les éléments finis P1 utilisent les valeurs aux nceuds.

2.4.3 Schéma HAG

Le schéma HAG peut étre vu comme une version 3D & stencil compact du schéma SUSHI
[31] et précédemment introduit en 2D par Agélas et al. dans [12]. Ce schéma s’inscrit dans

la volonté de construire des schémas cell-centered, compact et symétrique. Pour atteindre cet
objectif, la recette de HAG se base sur les ingrédients suivants,

. c’est un schéma gradient au sens de (2.26), donc symétrique;

. par analogie au O-schéma, introduction d’inconnues auxiliaires aux sous-faces et d’un
gradient constant par sous-maille;

I'interpolation linéaire & la face est harmonique au sens de [12]| et & deux points pour la
compacité;

le gradient discret est faible et consistant pour la convergence.

A
h
\

FIGURE 2.6 — Construction d’une sous—maille K¢ d’un volume de controle.

Le domaine de simulation maillé, la Figure 2.6 illustre le sous-maillage et les notations associées

pour une maille hexaédrique. Ce sous-maillage est construit en suivant les étapes décrites ci-
apres,
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1. pour chaque face o (méme non plane), un point, noté y, est choisi suivant la méthode
dite harmonique présentée dans [12]. Cette méthode permet d’exprimer la valeur au
point y, par une combinaison linéaire consistante des valeurs aux points xx et xy, les
centres des deux mailles K et L adjacentes a la face o ;

2. pour chaque aréte e du maillage, un point, noté y., est choisi tel que la valeur en ce
point puisse s’exprimer comme une combinaison linéaire des valeurs aux points Yo, , Yo

! chacune étant des faces d’une

et i, , ol e est une aréte commune aux faces o, et o,

méme maille K, ;

3. la sous-maille K est alors donnée, pour une maille K et I'un de ses nceuds s € Vi, par
le polyédre ayant pour sommets T, 8, Yo,, Ye,, ¢ = 1,...,n, ol les faces et les arétes
de K partageant le sommet s sont respectivement o; et e;, i = 1,...,n (dans le cas
général, n = 3 sur maillage standard) ; ’ensemble des faces de cette sous-maille est noté
par Fg s; on note alors, pour tout o € Fk s, par K I'élément d’'une partition de K
vérifiant,

S| =

o'€FK,s
Le schéma HAG est alors défini en suivant le concept de schéma gradient (2.26),

1. I'ensemble des inconnues discrétes Xp est 'espace des vecteurs réels de dimensions finis
contenant toutes les familles de réels U = ((ug) ke, (to)ocr), tel que u, = 0 si o est
une face de bord ; le processus permettant de réduire cet espace d’inconnues hybride aux
inconnues centrées aux mailles est le suivant ; si o est une face de Kg interne & K, alors
la valeur u, peut s’éliminer en I'exprimant comme une combinaison linéaire consistante
des valeurs ug, a I’aide de ’expression consistante aux points y, et y. ; cependant si le
point y, n’est pas sur la face o, alors o est toujours considérée comme une face hybride
et u, reste une inconnue supplémentaire au regard des inconnues centrées aux mailles ;

2. lopérateur Ilp : Xp — LQ(Q) associant & U € Xp la fonction constante par morceaux
up € L?(Q) égale & ug sur chaque maille K € M ;

3. la reconstruction d’un gradient discret Vp : Xp — L%(Q)? constant par sous-maille,
VpU(x) = Vi ;U pour tout € K,

ou V% U résulte d'un gradient sur le sous-maillage stabilisé comme suit,

ZO”E]’—K’S ‘OJ|

Vi sU=VEksU+p K|

(UU — UK — vK,su : (ya - a:K))nKS,O‘v
avec Vg U dérivant de la formule de Stokes et s’écrivant ainsi,

|Ks|VisU = Z lo|(te — uK)NK, o

O’G.FK’S

Dans la formule précédente, 8 est un réel positif dont la valeur a été fixé a 1 en pratique.
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2.5 Résultats numériques

Cette section regroupe différents tests numériques 3D qui ont été réalisés. Ces études ont
permis d’apprécier la convergence des différents schémas présentés au début du chapitre sur
une large gamme de cas tests. Les différents résultats sont classés comme suit,

1. Etude de la convergence de ’ensemble des schémas cités ci-avant dans le contexte d’une
simulation monophasique sur maillage proche puits. Ces résultats ont été publiés dans
les proceedings du congrés ECMOR-XII [18], 12th European Conference on the Mathe-
matics of Oil Recovery, et sont ici complétés par de récents résultats obtenus avec la
méthode VAG;

2. Dans la continuité de la mise en ceuvre de cas tests dits métiers, le nouveau schéma VAG
a été étudié sur des maillages bassins réalistes. Ce type de grille est un exemple idoine
pour illustrer 'amélioration apportée par la version révisée de VAG, nommée VAGR ;

3. A T'occasion du 6éme congrés FVCA, Finite Volumes for Complex Applications 6, un
benchmark 3D pour des problémes de diffusion a été mis en place par Raphaéle Herbin
et Florence Hubert [35]. Les résultats obtenus avec VAG et VAGR y ont été présentés;

4. Lors d’un séjour au CIPR - Centre for Integrated Petroleum Research - Université de
Bergen, Norvége, une série de cas tests a été étudiée avec Haakon Haegland pour com-
parer les schémas MPFA O et L & la méthode VAG. On présente ici une partie de ce
travail collaboratif et plus particuliérement un cas test hétérogéne anisotrope qui a été
mis en ceuvre sur différents types de grilles.

2.5.1 Simulation proche puits

Comme exposé dans le chapitre 1.2 introductif, la simulation des écoulements au voisinage des
puits est une tache complexe. Ce travail porte sur un modéle proche puits basé sur des maillages
3D qui sont judicieusement raffinés autour du puits, et sur I’emploi de schémas numériques
ad-hoc. La premiére étape de la discrétisation est donc de créer un maillage radial qui est
exponentiellement raffiné jusqu’a la frontiére délimitée par le bord du puits. Ce raffinement
radial implique de construire un maillage de transition entre la grille radiale et la grille CPG
(Corner Point Geometry) du réservoir a l'aide, soit d’hexaédres, soit de pyramides et de
tétraédres, comme illustré sur la Figure 2.7. Cette zone de transition permet de coupler la
simulation proche puits a celle sur 'ensemble du réservoir.

On cherche ici a réaliser une simulation monophasique sur ces maillages a I'aide des différents
schémas décrits dans ce manuscrit pour ainsi apprécier et comparer la qualité des différentes
approximations.

Solution analytique et domaine de simulation.

Pour cette étude comparative, on considére une ligne droite I, de R? située dans le plan
20z incliné d’un angle 6 avec I'axe x, et un cylindre circulaire W de rayon r,, axé suivant
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FIGURE 2.7 — Maillages proches puits

l, symbolisant le puits. Soit A un tenseur de perméabilité anisotrope et homogéne, supposé

diagonal suivant les directions cartésiennes x,y, z. Ses termes diagonaux sont dénotés dans la
suite Az, Ay et A..

Une solution analytique P, est décrite dans |7] pour un probléme de Darcy monophasique sur
le domaine infini R? \ W vérifiant,

—div(AVP.) = 0 sur R3\ W, (2.31)

avec une condition de pression imposée P, et une condition de débit imposé ()., au bord puits.

Pour construire la solution analytique & ce probléme, ’idée est de jouer sur des transformations
géométriques et des changements de variables pour ainsi se ramener & un probléme trivial.
La premiére étape - appelé "stretching" (étirement des azes) - consiste en une transformation
affine permettant de supprimer la difficulté liée & I’anisotropie. Dans le systéme de coordon-
nées transformé, le milieu est donc isotrope permettant ainsi de passer de I’équation de Darcy
a I’équation de Laplace. Durant le "stretching" I’angle du puits 6 a été modifié; un calcul
géométrique permet d’expliciter €', nouvel angle d’inclinaison. Le pourtour du puits a égale-
ment été transformé, le cylindre W n’est plus circulaire mais elliptique. Aprés ’anisotropie, la
seconde difficulté du probléme initial (2.31) reste donc la déviation du puits. Pour y remédier,
on effectue une rotation d’angle —¢’ autour de ’axe y pour aligner le puits dans la direction
horizontale. A ce stade, il faut donc résoudre 1’équation de Laplace avec des conditions aux

limites sur le bord de 'ellipse puits. L’idée est de passer au systéme de coordonnées elliptiques
(p, ¢) ou le probléme initial (2.31) devient,

0’P.  92P
e e _ RQ _
9,2 + 95 0 sur R\ {(p,9) | p = puw}

P, =P, sur p = py

La solution & ce probléme, indépendante de ¢, est,

Pe(p):Pw+C(p_pw)

ou C est une constante dépendante de @, et A déterminée par intégration.
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Pour définir un domaine de simulation borné €2, le domaine infini R3 \ W est découpé en
un parallélépipéde, illustré sur la Figure 2.8, suivant les directions cartésiennes z,y, z et de
longueurs respectives L, Ly, L.. Deux familles de grilles raffinées sont construites sur ce
domaine en se basant sur une zone radiale hexaédrique de rayon r. exponentiellement raffinée
a partir du bord puits, Figure 2.7(a). Chaque famille correspond alors & un type de maillage
de transition utilisé pour raccorder la partie radiale et I’extérieur du domaine. La premiére est
hexaédrique pure, Figure 2.7(b) ; la seconde est hybride, Figure 2.7(c), constituée de pyramides,
connectées a la partie radiale, et de tétraédres.

FIGURE 2.8 — Domaine de simulation. Figure Benchmark 3D - FVCAG6.

Soit P, la restriction de P, a €; P, est solution du probléme de Darcy monophasique, aux
conditions limites de type Dirichlet, suivant,

(2.32)

Résultats numériques.

Ce probléme (2.32) et sa solution analytique sont utilisés pour étudier la convergence des
schémas Arcane O, L, G et GradCell (section 2.2), et les nouveaux schémas HAG et VAGR
(section 2.4). Le choix de présenter les résultats pour VAGR et non VAG se justifie par les
observations faites lors de la comparaison de ces deux méthodes sur le test équivalent du
Benchmark (sous-section 2.5.3), ot VAGR était donc le plus précis.

L’erreur de la solution discréte P € Xp est mesurée selon Uerreur L? discréte suivante,

_ o Ykem | Kl(Px — Pe(x))?
| P— P72 =
> kemr | K|

Les erreurs sont tracées en fonction de h, pas du maillage, défini ici comme le diamétre de
la plus grande maille de la zone radiale, et du nombre d’éléments non nuls dans matrice du
systéme linéaire global qui est égal au produit du nombre d’inconnues par la taille du stencil
du schéma.
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Les tests ont été réalisés avec les données suivantes,

L,=30m, L,=30met L, =15 m,

o 7y =10 cm et r. =5 m,
o 0 =-70°
e Po=1let Qyu=1,
Az
Az = Ay et Ay = —.
[ ] ye 5

Le tenseur A est donc homogéne, légérement anisotrope dans le direction z et non alignés avec
I'axe du puits.

Pour les maillages hybrides, la convergence des différents schémas est représentée sur la Figure
2.9. Observons tout d’abord que le schéma VAGR est le plus précis. La vitesse de convergence
est de lordre de h? pour toutes les méthodes. Notons également que le O-schéma présente
de bons résultats, a la fois en termes de précision que de vitesse de convergence. Cependant,
le principal inconvénient du O-schéma sur ce type de maillage est son trés grand stencil. Par
conséquent, il est le plus cotiteux en termes d’occupation mémoire et de temps CPU. En effet,
il est connu que sur grilles tétraédriques, le O-schéma présente un stencil de 'ordre d’une
centaine de mailles; alors qu’en comparaison le schéma VAGR admet environ 5 fois moins
d’inconnues, tout en ayant un stencil plus petit. Au regard du nombre d’éléments non-nuls de
ces deux schémas, cette observation est illustrée sur la Figure 2.9(b).

0.1

0.1

O-schema £ O-schema -3
G-schema G-schema
GradCell GradCell %
VAGR @ X VAGR -G
0.01 ¢ - 1 0.01 ¢ @ 1
O o, \
53]
3 8 o, 3&
5 0.001 ¢ E @ 0.001 ¢ . ﬁ E
5 5 L%
i o.
Ray . 2
Oe o S|
0.0001 o,,o 1 0.0001 | S"'o E
1e-05 L 1e-05 - .
0.1 1 10 10000 100000 1e+06 1e+07
h nombre d’elements non nuls

(a) (b)

FIGURE 2.9 — Erreur L? en pression - maillages hybride

La convergence du L-schéma n’est pas tracée pour cette famille de maillage hybride en raison
d’un échec lors de la construction des flux numériques. En effet, au moins une des matrices
AC | issue des systémes locaux (2.20) intervenant dans la construction des gradients locaux, est
singuliére. Le G-schéma, plus souple, évite ce probléme en ne tenant pas compte des groupes
G conduisant & des matrices singuliéres A9 dans les combinaisons convexes linéaires (2.22)
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définissant les flux. En utilisant cette astuce, les résultats obtenus avec le G-schéma sont assez
proches de ceux du O-schéma, en particulier sur les maillages grossiers.

Malgré une convergence quadratique, I'erreur du schéma GradCell est clairement la plus im-
portante, et pour toutes les grilles. Néanmoins, par rapport aux schémas centrés aux mailles
O et G, le schéma GradCell a 'avantage d’avoir un stencil plus petit, ce qui conduit donc &
une réduction de I'occupation mémoire et du temps CPU. Cependant GradCell reste bien plus
coliteux et moins précis que le schéma centré aux nceuds VAGR. En effet sur des maillages
tétraédriques, I'utilisation d’un schéma nodal permet de réduire d’un facteur 5 le nombre de
degré de liberté en comparaison aux méthodes centrées aux mailles. A ce sujet, la Figure 2.9(b)
montre trés clairement qu’a précision donnée, le schéma VAGR est de loin celui qui génére la
matrice la plus creuse. Sur cette famille de maillages, VAGR est donc le schéma le plus précis
et le plus efficace.

Notons que la mise en ceuvre du schéma HAG tenant compte des pyramides est un travail
toujours ouvert.

0.1

0.1

O-schema £ O-schema -1
L-schema L-schema
G-schema G-schema
GradCell % GradCell %
HAG o % % HAG o
0.01 b ¥ = 0.01 b B x
N N
y [
- X < &2 %
3 2 g 3 -1
2 X e 2 &% *
() [}
0.001 X m,;_g 1 0.001 | S *
ﬂ,@‘ﬂs %1.,_ B
0@ (R
0.0001 + 0.0001 : .
0.1 1 10 10000 100000 1e+06 1e+07
h nombre d’elements non nuls

(a) (b)

FIGURE 2.10 — Erreur L? en pression - maillages hexaédriques

Pour la famille de maillages hexaédriques non structurés, la convergence des différents schémas
est représentée sur la Figure 2.10. Le taux de convergence est & nouveau d’ordre 2 pour
tous les schémas. Les schémas en O et L ont le méme comportement, leurs courbes d’erreur
sont quasiment confondues. Le schéma VAGR offre une fois encore la plus petite erreur, en
particulier sur des maillages fins. Si 'on compare HAG aux schémas O et L, HAG est plus
précis mais uniquement sur les maillages grossiers. Cela peut s’expliquer par le fait que la
probabilité d’obtenir des faces planes augmente avec le raffinement du maillage. En outre,
HAG définit des sous-cellules a faces triangulaires, rendant le schéma HAG moins sensible aux
faces gauches que les schémas O et L.

La Table 2.11 montre que le nombre d’inconnues hybrides introduit par le schéma HAG est
négligeable au regard du nombre d’inconnues centrées aux mailles.

Les schémas G et GradCell présentent le méme comportement sur les deux familles de maillages
hexaédriques et hybrides. En effet, les résultats obtenus sur les maillages hexaédriques avec
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le G-schéma sont assez proches des schémas O et L, mais son erreur reste légérement plus
importante. Le schéma GradCell a de nouveau 'erreur la plus élevée sur toutes les grilles, bien
que son taux de convergence soit optimal. Son stencil reste encore le plus petit, mais de peu
sur ce type de maillage hexaédrique.

maillage 1 2 3 4 5 6 7
# mailles 890 | 2232 | 5016 | 11220 | 23210 | 42633 | 74679
f faces hybride | 0 32 0 0 24 40 44

FIGURE 2.11 — Nombres d’inconnues hybrides introduits par le schéma HAG.

Enfin, comme 'on pouvait s’y attendre, le nombre d’éléments non nuls du systéme linéaire
global des différents schémas sont similaires comme illustré sur la Figure 2.10(b).

Bilan

A précision donnée, les maillages hexaédriques associés & des schémas centrés aux mailles
conduisent & une réduction de I’encombrement mémoire et du temps CPU, en comparaison
avec les grilles hybrides. Cette observation n’est plus véridique pour un schéma nodal tel
que VAGR. Notons que, & zone radiale équivalente, les maillages hybrides aboutissent & une
erreur L? en pression plus faible. Mais & degrés de libertés équivalents, la valeur de I'erreur
est semblable entre les deux familles de maillages alors que, & 'exception de VAGR, le cofit
est bien plus important sur les maillages hybrides.

Les résultats obtenus avec les nouveaux schémas HAG et VAG sont trés prometteurs, ils sont
plus précis que le O-schéma et ils devraient étre plus robustes en raison de leur coercivité
inconditionnelle. Pour HAG, le colit supplémentaire dii aux inconnues aux faces hybrides est
négligeable dans cette étude.

Sur maillages hybrides, le L-schéma échoue en raison de systémes linéaires locaux singuliers
nécessaires a la construction des gradients discrets. Le G-schéma arrive & contourner cette
difficulté, mais reste moins précis que le O-schéma. Le schéma GradCell est toujours le moins
précis et méme si son stencil est en moyenne 4 fois moins dense sur grille hybride il reste moins

efficace que VAGR.

2.5.2 Bassin sédimentaire

Ces tests permettent de comparer, sur des maillages bassins, les nouveaux schémas VAG
(2.27) et VAGR (2.28) aux schémas existants tels que le schémas deux points TPFA, le O-
schéma (sous-section 2.2.1) et un schéma Volumes Finis Hybrides noté VFH [26]. Sur ce type
de grille, la difficulté pour les schémas réside dans les érosions qui conduisent & des mailles
hexaédriques dégénérées comme illustré au chapitre introductif sur la Figure 1.1(b), les forts
contrastes d’épaisseurs d’une couche géologique a 'autre, et de forts pendages. A noter que le
O-schéma utilisé pour ces tests dégénére en TPFA localement sur certaines mailles dégénérées
comme cela est le cas lorsque des nceuds sont joints par uniquement deux faces dans la maille.
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Le schéma TPFA sur ces maillages n’est pas consistant, il sert ici de référence pour évaluer
l'amélioration des schémas en termes de précision et leurs surcotits en temps CPU.

On considére de le probléeme de diffusion, introduit précédemment, sous-section 2.1.1, sur
Q C R3, de frontiére 99 suivant,

—div(AVa) = f sur ©,
U = ugq sur 05,

ou u est Iinconnue et ug une condition limite de type Dirichlet. Le tenseur A est égal a
la matrice identité I et est donc isotrope homogéne sur le domaine 2. La solution réguliére
appliquée comme condition aux limites de type Dirichlet non-homogéne sur ’ensemble des
frontiéres du domaine 052 est donnée par,

(:c +y+z
z "\ 2000
u(r,y,z) = —— +e

(@.5:2) = 5500

On donne ci-aprés les erreurs L? et L™ relatives sur les solutions aux mailles et le temps CPU
additionnant le temps CPU du calcul des coeflicients de transmissivité des schémas et de
I'assemblage de la matrice globale. Notons que dans un contexte polyphasique, les coeflicients
de transmissivité des schémas ne sont pas systématiquement re-calculées comme expliqué au
chapitre 3.3.2 suivant.

Le centre des mailles est donné par le milieu des isobarycentres des deux faces supérieure et
inférieure de la maille, ce qui garantit la propriété d’étoilement.

e Maillage 1. Le premier test est réalisé sur un maillage bassin de 8601 mailles, dont 6%
de mailles dégénérées, illustré sur la Figure 2.12. Les résultats obtenus sont regroupés dans la
Table 2.1.

FIGURE 2.12 — Maillage bassin 1 - 8601 mailles - La couleur représente la lithologie.

TPFA | O-schéma | VFH | VAG | VAGR

erreur L2 aux mailles 0.16 0.019 0.0085 | 0.047 | 0.023
erreur L°° aux mailles 0.33 0.06 0.0235 | 0.11 0.053
CPU schéma + assemblage | 0.012 0.38 0.24 0.43 0.32

TABLE 2.1 — Résultats maillage 1
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Remarquons tout d’abord que le schéma hybride VFH est le plus précis et le schéma TPFA le
moins. La précision du schéma VFH & un cotit en temps CPU et encombrement mémoire. De
méme, le colit minimaliste du schéma TPFA, aussi bien en mémoire qu’en temps d’exécution,
se paye en précision. Au dela d’illustrer le dur équilibre entre précision et cofit, ce cas test
montre "amélioration faite en termes de temps CPU et de précision par la version révisée
VAGR versus le schéma initial VAG ; 'erreur est divisée par un facteur deux. L’amélioration
en temps CPU vient du fait que la triple boucle sur les sommets nécessaire & VAG pour calculer
les coefficients de transmissivité est remplacée dans le cadre du schéma VAGR par une boucle
sur les faces puis trois boucles sur les sommets de la face. La méthode révisée VAGR apparait
finalement comme un bon compromis précision/temps calcul.

e Maillage 2. Le second test a été réalisé sur un maillage bassin de 53279 mailles, dont 9%
de mailles dégénérées, illustré sur la Figure 2.13. Les résultats obtenus sont regroupés dans la
Table 2.2.

FIGURE 2.13 — Maillage bassin 2 - 53279 mailles - La couleur représente la lithologie.

TPFA | O-schéma | VFH | VAG | VAGR
erreur L? aux mailles 0.068 0.035 0.013 | 0.18 | 0.033
erreur L aux mailles 0.23 0.21 0.05 | 0.27 0.13

CPU schéma + assemblage | 0.07 2.65 1.45 | 2.54 1.90

TABLE 2.2 — Résultats maillage 2

Une seconde fois, le schéma hybride VFH est le plus précis. En outre, on ne peut pas manquer
de remarquer que le schéma VAG est moins précis que le schéma TPFA. Cette constatation a
fait partie des ingrédients motivant le développement d’une version alternative sans terme de
stabilisation. Ainsi les résultats obtenus avec la méthode VAGR présentent une nouvelle fois
ce schéma comme un bon compromis précision /coft.

e Remarque sur erreur aux nceuds de VAG(R). Le choix du calcul de I'erreur L? avec
les valeurs aux centres des mailles, et non aux sommets, rend ces résultats un peu pessimistes.
Notons également que pour le schéma VAG, la valeur du paramétre de stabilisation =y fixée
a 5 semble optimale pour minimiser 'erreur aux mailles, mais cette observation ne semble
plus vérifiée si 'on regarde 'erreur aux nceuds. Ces observations s’appuient sur les erreurs aux
nceuds calculées et résumées dans les Tables 2.3 et 2.4.
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VAG (y=5) | VAG (y=2) | VAGR
erreur L2 aux noeuds 0.036 0.012 0.008
erreur L*° aux nceuds 0.086 0.047 0.03
TABLE 2.3 — Résultats maillage 1
VAG (y=5) | VAG (y=2) | VAGR
erreur L2 aux noeuds 0.17 0.065 0.014
erreur L*° aux nceuds 0.26 0.15 0.08

TABLE 2.4 — Résultats maillage 2

2.5.3 Benchmark 3D

Ce benchmark 3D a été mis en place a 'occasion du 6°™° congrés FVCA par Raphac¢le Herbin
et Florence Hubert ; les résultats ont été centralisés dans [35] d’ou est directement reproduit
la description, ci-aprés, des cas tests et des sorties demandées. On présente ici les résultats
obtenus avec le schéma VAGR, version révisée de VAG. Toutes les informations relatives a ce
benchmark sont disponibles sur internet & ’adresse,

http://www.latp.univ-mrs.fr/latp_numerique/?q=node/4

Le probléme considéré équivaut au probléme modéle introduit en préambule du chapitre, sous-
section 2.1.1, que nous rappelons succinctement. Soit Q@ C R3, de frontiére 9Q = Q \ ©Q, on
considére le probléme de diffusion suivant,

—div(AVa) = f sur Q,
u = ugq sur 05,

ou u est 'inconnue et uq une condition limite de type Dirichlet.

Cas tests et maillages

Les cas tests sont résumés dans la Table 2.5, ol sont spécifiés pour chacun, le domaine €2, les
notations du tenseur A et de la solution exacte. Le nom des différentes familles de maillages
est également formulé. Les données indexées dans la Table 2.5, tel que tenseurs ou solutions
exactes, sont décrites ci-aprés, cas test par cas test. Les maillages sont illustrés sur la Fi-
gure 2.14.

Résultats numeériques

On présente ici les résultats obtenus avec le schéma VAGR. Dans I'implémentation numérique,
les valeurs ug sont localement éliminées, et les inconnues du systéme linéaire sont donc les
valeurs ug. Les résultats obtenus pour un cas test donné sont présentés dans deux tables.
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Cas test Domaine Tenseur _S olution Maillages
Az, y, 2) u(z,y,2)
Tetrahedral (B)
Test 1 " Voronoi (C)
Anisotropie légére Cube unité M@,y 2) | @y, 2) Kershaw (D)
Checkerboard (I)
Test 2
Hétérogénéité Cube unité Ao(z,y,2) | ua(z,y,2) Prism (F)
et anisotropie
Test 3 Déterminé
Grilles aléatoires par le maillage As(@,y,2) u3(@,, 2) Random (AA)
Test 4
Test Puits Oy Ag(z,y,2) | ua(z,y,2) Well (BB)
Test 5 Cube unite | As(w,y,2) | us(z,y,2) | Locally refined (H)
Localement raffinés Hbe e 5\T: Y 2 UsiT, ¥, 2 ocally reine

F. Prism

TABLE 2.5 — Les cas tests.

C. Voronoi I. Checkerboard

AA. Random

BB. Well

H. Locally refined

FIGURE 2.14 — Les différents maillages.

La premiére Table 2.6 référe a des données relatives a la taille du probléme discret produit
par le schéma et des informations sur la qualité de 'approximation numérique. En particulier,
les valeurs minimales et maximales aux centres des mailles sont comparées entre solution exacte

et discréte, et une estimation de normg ~ [, [[Vu|| permet d’évaluer les possibles oscillations

de I'approximation que 'on calcule numériquement dans le cas de la méthode VAG & l'aide
de la formule,

normg = Z |K| |[VKU]|.
KeMm
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i numéro du maillage
nu nombre d’inconnues du systéme linéaire

nmat nombre d’éléments non-nuls dans la matrice

umin valeur minimale de la solution discréte aux centres des mailles

uemin | valeur minimale de la solution exacte aux centres des mailles

umax valeur maximale de la solution discréte aux centres des mailles

uemax | valeur maximale de la solution exacte aux centres des mailles

normg | norme L' du gradient discret

TABLE 2.6 — Premiére table de résultats.

La seconde Table 2.7 fournit des informations sur la précision du schéma a travers divers
calculs d’erreurs dont la vitesse de convergence sera, pour tous, exprimée en fonction de nu,
le nombre d’inconnues du systéme linéaire.

i numéro du maillage

nu nombre d’inconnues du systéme linéaire

erl2 erreur relative de la solution en norme L?

ratiol?2 vitesse de convergence de erl2 entre les maillages i et i-1
ergrad erreur relative du gradient en semi-norme H'

ratiograd | vitesse de convergence de ergrad entre les maillages i et i-1

ener erreur d’énergie relative de la solution

ratioener | vitesse de convergence de ener entre les maillages i et i-1

TABLE 2.7 — Deuxiéme table de résultats.

En notant par |- | la norme Euclidienne, les erreurs listées dans la Table 2.7 sont calculées
comme suit pour la méthode VAG,

1/2
erl2 = (( Z | K| (ug — U(CCK))2> / ( Z K|U($K)2>> )

KeM KeM

1/2
ergrad = (( Z ‘K| ‘VKU — Vu(a:K)’2> / ( Z ‘K’ |Vu(xK)|2>> ,

KeM KeM

1/2
ener = (( > K[| VKU - VMW)%) / ( > K| \VU(va)\%>> :

KeM KeM

avec, pour tout K € M, |£]3 = Agé - €, VE € R3.
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e Test 1.

sur ’ensemble des frontiéres du domaine 9X2 :

ui(z,y,2z) = 1+ sin(7z) sin <7r <

A1<I',y,2!) =

Famille de maillages : Tetrahedral

1
0.5
0

v+

05 1

o)) (e (++3))

On considére un tenseur A anisotrope homogéne sur le domaine €2, et une solution
réguliére, notée u;, appliquée comme condition aux limites de type Dirichlet non-homogéne

i nu nmat umin uemin umax uemax normg
1| 488 6072  5.77E-02 2.03E-02 1.95E+00 1.99E+00 1.77E-+00
2| 87 11269 1.88E-02 6.84E-03 1.97TE+00 1.99E+00 1.78E+00
3| 1601 21675 2.19E-02 9.13E-03 1.98E+00 1.99E+00 1.79E+00
41 2997 41839 1.13E-02 5.52E-03 1.99E+00 2.00E+00 1.79E+00
5| 5692 81688 8.73E-03 1.49E-03 1.99E+00 2.00E4+00 1.79E+00
6 | 10994 160852 3.63E-03 1.83E-03 1.99E+00 2.00E+00 1.80E+00
i nu erl2 ratiol2 ergrad ratiograd ener ratioener
1| 488  1.76E-02 - 2.30E-01 - 2.28E-01 -
2| 87 1.02E-02 293E+00 1.79E-01 1.35E+00 1.77E-01 1.35E-+00
3| 1601 6.79E-03 1.94E400 1.44E-01 1.06E+00 1.42E-01 1.08E+00
4| 2997 4.44E-03 2.03E+00 1.13E-01 1.14E+00 1.11E-01 1.17E+00
5| 5692 2.79E-03 2.18E+00 9.02E-02 1.06E400 &8.89E-02 1.03E-+00
6 | 10994 1.75E-03 2.13E+00 7.04E-02 1.13E+00 6.92E-02 1.15E+00
Famille de maillages : Voronoi
i nu nmat umin uemin umax uemax normg
1] 146 9936 7.54E-02 1.56E-01 2.15E+00 1.86E+00 1.14E-+00
2| 339 16267 -3.42E-01 1.79E-01 1.95E+00 1.81E+00 1.43E+00
3| 684 37194 8.40E-04 2.67E-02 2.02E+00 1.93E+00 1.60E+00
4| 1227 71069 -9.54E-02 1.20E-02 2.06E4+00 1.91E+00 1.66E-+00
512023 127883 -1.78E-02 3.85E-03 2.06E+00 1.97E+00 1.70E+00
i| nu erl?2 ratiol2 ergrad ratiograd ener ratioener
1] 146 1.82E-01 - 3.96E-01 - 4.05E-01 -
2| 339 1.87E-01 -843E-02 2.49E-01 1.65E+00 2.53E-01 1.68E+00
3| 684 9.92E-02 2.70E+00 1.55E-01 2.02E+00 1.62E-01 1.90E+00
4| 1227 7.15E-02 1.68E+00 1.19E-01 1.35E+00 1.23E-01 1.42E+00
5| 2023 4.74E-02 247E+00 9.56E-02 1.33E+00 9.92E-02 1.29E+00
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Famille de maillages : Kershaw

i nu nmat umin uemin umax uemax normg
1 729 15625  7.80E-02 3.03E-02 1.96E+00 1.96E+00 1.56E-+00
2 | 4913 117649  1.72E-02 1.06E-02 1.98E+00 1.99E+00 1.68E+00
31 35937 912673 -2.58E-04 1.75E-03 1.99E+00 2.00E+00 1.74E-+00
4 | 274625 7189057 -2.64E-04 T7.14E-04 2.00E4+00 2.00E4+00 1.78E+00
i nu erl2 ratiol2 ergrad ratiograd ener ratioener
1 729 9.17E-02 - 4.91E-01 - 4.84E-01 -
2 | 4913 5.53E-02 7.96E-01 3.09E-01 7.28E-01 2.84E-01 8.40E-01
31 35937 297E-02 9.38E-01 1.74E-01 8.70E-01 1.54E-01 9.22E-01
4 | 274625 1.22E-02 1.31E+00 7.40E-02 1.26E+00 6.44E-02 1.29E-+00

Famille de maillages : Checkerboard

nu nmat umin uemin umax uemax normg
97 2413 -9.81E-02 1.54E-01 2.08E+400 1.85E+00 1.34E-+00
625 22585 -1.90E-01 4.01E-02 2.19E4+00 1.96E+00 1.70E+00
4417 188641  -6.12E-02 1.01E-02 2.06E+4+00 1.99E+00 1.78E+00
33025 1529617 -1.70E-02 2.54E-03 2.02E+00 2.00E+00 1.79E+00
254977 12295153 -4.33E-03 6.36E-04 2.00E+00 2.00E+00 1.80E+-00

U W N

nu erl2 ratiol2 ergrad ratiograd ener ratioener
97 3.25E-01 - 4.37E-01 - 3.97E-01 -
625 1.11E-01 1.73E+00 1.50E-01 1.72E+00 1.52E-01 1.54E+00
4417  3.01E-02 2.00E+00 5.73E-02 147E+00 6.09E-02 1.41E+00
33025 7.92E-03 1.99E+00 2.51E-02 1.23E+00 2.77E-02 1.18E-+00
254977  2.03E-03 2.00E4+00 1.18E-02 1.11E+00 1.32E-02 1.08E+00

T W N e

e Test 2. On considére un tenseur Ay continu et hétérogéne sur le domaine €2, et une solution
réguliére, notée uo, appliquée comme condition aux limites de type Dirichlet non-homogéne
sur I'ensemble des frontiéres du domaine OS2 :

y? 422+ 1 —zy -z
Ao(z,y,2) = —xy 2?4+ 22 +1 —yz
—xz —yz 2+ y2 +1

us(z,y, 2) = r3y*z + xsin(2rr2) sin(2rry) sin(272)
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Famille de maillages : Prism

i nu nmat umin uemin umax uemax normg

1] 3080 99634  -8.73E-01 -8.41E-01 1.10E+00 9.84E-01 1.53E+00
2 | 20160 710894 -8.25E-01 -8.39E-01 1.04E+00 1.01E+00 1.66E+00
3| 63240 2301754 -8.52E-01 -8.59E-01 1.05E+00 1.03E+00 1.69E+00
4 | 144320 5340214 -8.53E-01 -8.57E-01 1.04E+00 1.03E+00 1.70E-+00
i nu erl2 ratiol2 ergrad ratiograd ener ratioener
1| 3080 1.66E-01 - 1.40E-01 - 1.38E-01 -

2| 20160 4.26E-02 2.17E+00 3.71E-02 2.13E+00 3.64E-02 2.13E+00
3| 63240 1.93E-02 2.08E+00 1.67E-02 2.10E+00 1.63E-02 2.10E400
4 | 144320 1.10E-02 2.05E+00 9.44E-03 2.06E+00 9.25E-03 2.07E+00

e Test 3. On considére un tenseur A3 anisotrope et homogeéne sur le domaine, et une solution
réguliére, notée uz. Les maillages sont le résultat d’une perturbation aléatoire des nceuds du
cube unité. Cette transformation implique que les nceuds ne sont plus localisés sur le bord
du cube unité, la condition limite obtenue en appliquant us est donc de type Dirichlet non-

homogeéne.

1 0
Ag(l',y,Z) = 0 1 0
0 0

0

103

us(z,y,z) = sin(27x) sin(27y) sin(27z)

Famille de maillages : Random

i nu nmat umin uemin umax uemax normg
1] 125 2197  -1.51E+00 -7.55E-01 1.68E+00 6.98E-01 1.53E-+00
21 729 15625 -1.13E+00 -9.39E-01 1.21E+00 9.24E-01 2.99E+00
31 4913 117649 -1.08E+00 -9.85E-01 1.06E+00 9.82E-01 3.44E+00
4 135937 912673 -1.01E+00 -9.96E-01 1.01E+00 9.96E-01 3.56E-+00
i nu erl?2 ratiol2 ergrad ratiograd ener ratioener
1 125 1.15E+00 - 6.19E-01 - 6.26E-01 -
2 729 2.56E-01 2.56E+00 2.02E-01 1.90E+00 1.81E-01 2.11E+400
31 4913 5.93E-02 2.30E+00 8.04E-02 1.45E+400 5.30E-02 1.93E+00
4 | 35937 1.49E-02 2.09E+00 3.45E-02 1.28E+4+00 1.74E-02 1.68E+00
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e Test 4. Ce cas test est semblable a celui présenté auparavant dans la sous-section 2.5.1. Le
domaine est donné par 4 = P\W, ot P est le parallélépipede |—15,15[x]—15, 15[x]—7.5,7.5]
et W est un cylindre incliné de rayon r,, = 0.1. L’axe du puits est une ligne droite située dans
le plan z0z, passant par l'origine, inclinée d'un angle § = —70° avec 'axe x comme illustré
sur la Figure 2.8. Le tenseur A4 est homogéne et légérement anisotrope dans le direction z,

1 0 0
Ay=10 1 0
0 0 02

Nous rappelons que la solution exacte uy est détaillée dans la littérature [7] et précédemment
commentée en sous-section 2.5.1.

Famille de maillages : Well

i nu nmat umin uemin umax uemax normg
1| 1248 27072 3.89E-01 4.29E-01 5.32E+00 5.32E+00 1.68E+03
2 | 2800 65184  2.41E-01 2.50E-01 5.33E+00 5.33E+00 1.65E+03
3| 5889 143079 1.55E-01 1.57E-01 5.33E+00 5.33E+00 1.64E+03
4 1 12582 314964 1.18E-01 1.20E-01 5.33E4+00 5.33E+00 1.63E+03
5| 25300 645210 9.03E-02 9.09E-02 5.34E+00 5.34E+00 1.63E+03
6 | 45668 1178094 7.27E-02 7.30E-02 5.34E+00 5.35E+00 1.63E-+03
7179084 2055600 5.69E-02 5.68E-02 5.36E+00 5.36E+00 1.63E+03
i nu erl?2 ratiol2 ergrad ratiograd ener ratioener
1| 1248 6.47E-03 - 5.78E-02 - 9.35E-02 -
2| 2800 2.71E-03 3.23E+00 2.54E-02 3.05E400 2.34E-02 3.08E-+00
3] 5889 1.19E-03 3.31E+00 1.23E-02 2.93E400 1.15E-02 2.85E-+00
4| 12582 8.42E-04 1.37E+00 7.99E-03 1.91E+00 7.31E-03 1.79E-+00
5125300 4.47E-04 2.72E4+00 5.10E-03 1.71E400 4.95E-03 1.68E-+00
6 | 45668 2.02E-04 4.03E+00 3.55E-03 1.83E+00 3.47E-03 1.80E-+00
7179084 1.75E-04 7.84E-01 3.26E-03 4.76E-01  3.19E-03  4.56E-01

e Test 5 Le domaine © = [0, 1]3 est découpé en quatre sous-domaines §2 = U;l:lﬂi, qui sont
définis par,

Q1 = {(z,y,2) € 0,1]? tel que y < 0.5, z < 0.5}
Qo = {(,y,2) € 0,1]? tel que y > 0.5, z < 0.5}
Q3 = {(z,9,2) € [0,1]3 tel que y > 0.5, z > 0.5}
Qs = {(z,9,2) € [0,1]3 tel que y < 0.5, z > 0.5}
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Le tenseur Aj et la solution exacte us sont donnés par,

. ) 1 2 3
a, OZ 0 agc 1 1 1 1
As(z,y,2) = | 0 ay O | for (z,y,2) € Qi avec = i7" 91 [ 0.01 | 100
0 0 a al [ 0.01 100 | 10 | 0.1
us(z,y,2) = a;sin(27z) sin(27y) sin(27z) @ | 01 10 | 100 | 0.01

Le tenseur As est donc discontinu aux interfaces d’hétérogénéités. La solution us est quant &
elle construite pour étre continue et assurer la conservation du flux a travers ces dites interfaces.
A noter qu’une nouvelle fois, la condition aux limites est de type Dirichlet non-homogéne.

Famille de maillages : Locally refined

i nu nmat umin uemin umax uemax normg

1 60 1148 -7.39E+02 -1.00E+02 7.39E+02 1.00E+02 1.24E-+01

2| 305 6825  -7.82E+01 -3.54E+01 7.82E4+01 3.54E+01 5.20E+01

3| 1881 46025  -9.90E+401 -7.89E+01 9.90E+01 7.89E+01 8.60E+01

4113073 335601 -9.99E+01 -9.43E+01 9.99E+01 9.43E+01 9.56E+01

5| 97185 2557793 -1.00E+02 -9.86E+01 1.00E+02 9.86E+01 9.80E+01
i nu erl?2 ratiol2 ergrad ratiograd ener ratioener
1 60 6.39E4-00 - 1.60E+00 - 8.27E+00 -
2| 305 1.19E+00 3.10E+00 5.97E-01 1.82E+00 6.01E-01 4.84E-+00
3] 1881  2.55E-01 2.55E+00 1.86E-01 1.92E+00 1.80E-01 1.99E-+00
413073 6.10E-02 2.21E+00 5.96E-02 1.76E+00 4.78E-02  2.05E+00
5| 97185  1.52E-02 2.08E+00 2.24E-02 1.46E+00 1.26E-02  2.00E+00

Commentaires sur les résultats

Les résultats obtenus a 'aide (2.27) (VAG) au lieu de (2.28) (VAGR) sont systématiquement

moins précis, sauf pour le test 5, oll nous avons obtenu les résultats suivants :

i nu nmat umin uemin umax uemax normg

1 60 1148 -7.65E+02 -1.00E+02 7.65E+02 1.00E+02 6.76E+01
2| 305 6825  -7.73E+01 -3.54E+01 7.73E+01 3.54E+01 4.65E+01
3| 1881 46025  -9.02E+01 -7.89E+01 9.02E+01 7.89E+01 8.19E+01
4 113073 335601 -9.72E+01 -9.43E+01 9.72E+01 9.43E+01 9.43E+01
5 | 97185 2557793 -9.93E+01 -9.86E+01 9.93E+01 9.86E+01 9.77E+01
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nu erl?2 ratiol2 ergrad ratiograd ener ratioener
60 6.71E4-00 - 7.32E+4-00 - 2.90E+01 -
305 9.53E-01 3.60E+00 6.91E-01 4.36E+00 6.76E-01  6.93E-+00
1881  1.49E-01 3.05E+00 2.24E-01 1.85E+00 2.20E-01  1.85E+00
13073 3.27E-02 2.35E+00 6.17E-02 2.00E+00 5.95E-02  2.03E-+00
97185 T7.98E-03 2.11E+00 1.73E-02 1.90E+00  1.54E-02  2.02E+00

T W N -

Les résultats obtenus avec (2.30) sont trés similaires & ceux affichés par (2.28) (VAGR). A
la fois pour (2.27) (VAG) et (2.28) (VAGR), nous avons choisi le gradient conjugué de la
bibliothéque ISTL comme solveur avec ILU(0) comme préconditionnement avec une tolérance
fixé a 10719, Les constatations suivantes ont été observées en termes de temps calcul, en
utilisant (2.27) (VAG) (on peut conjecturer des observations similaires pour VAGR).

1. Sur le quatriéme maillage type Kershaw et le test 1, on obtient, en utilisant le solveur
gradient conjugué de la bibliothéque PETSc, les temps CPU suivants : avec ILU(2), 33s,
avec ILU(1), 17s, avec ILU(0), 10s, et avec Jacobi, 11s, ce qui montre que le précondition-
nement ILU(0) semble étre le plus rapide dans cette configuration. Notez que ce temps
calcul est fonction de 'ordonnancement des inconnues. Pour ces tests bench, nous avons
utilisé un algorithme récursif de décomposition de domaine, qui est le plus efficace avec
des solveurs directs, et les temps de calcul respectifs avec PETSc CG+ILU(0) et ISTL
CG+ILU(0) sont de 10.3 et 11.2 secondes. En utilisant I’algorithme de Cuthill-McKee
inverse, nous obtenons respectivement 4.4 et 15.3 secondes avec PETSc CG+ILU(0) et
ISTL CG+ILU(0).

2. Les temps calcul, pour le solveur type gradient conjugué de la bibliothéque PETSc
associé au préconditionneur ILU(1), pour le test de 1 sur les maillages tétraédriques 2
a 5, ont été a peu preés égaux a 0.01, 0.03, 0.04, 0.08 et 0.16 secondes, illustrant ainsi la
possibilité d’appliquer cette méthode sur des maillages beaucoup plus gros.

2.5.4 Heétérogénéité et Anisotropie

On présente ici une partie des résultats obtenus lors d’un travail collaboratif réalisé au CIPR
(Centre for Integrated Petroleum Research, Université de Bergen, Norvége) avec Haakon Hae-
gland. L’objectif de la collaboration était de comparer les schémas MPFA O et L 4 la méthode
VAG. L’étude présentée ci-aprés se base sur un cas test hétérogéne anisotrope extrait de la
littérature [5] et mis en ceuvre sur différents types de grilles.

On considére donc un probléme équivalent au probléme modéle introduit en préambule du
chapitre, sous-section 2.1.1, que nous rappelons succinctement. Soit @ C R3, de frontiére
00 = Q\ Q, on considére le probléme de diffusion suivant,

—div(AVa) = f sur €,
u = uq sur 08,

ou u est I'inconnue et uq une condition limite de type Dirichlet.
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Pour le test qui nous intéresse ici on considére Q = Q; U Qy, avec ©; = [0, 1]x]0, 0.5]x[0, 1]
et Qo = [0,1]x[0.5, 1]x[0, 1]. On spécifie alors deux tenseurs de perméabilité A; et Ay définis
respectivement sur les sous-domaines €2y et {29 par,

r+1 T r r+1 —r T
A = r  r+1 ro, A= —r r4+1 —r |,
T T r+1 r —r r+1

pour un paramétre r € R™. La solution analytique est donnée par,
U(.fU,y, Z) = y(2y2 - 3(T + 1)($ - 2)2)7

On applique alors comme condition aux limites uq = u sur 9§2. On peut alors vérifier que le
terme source du probléme est nul, f = 0, et que le ratio d’anisotropie est donné par 3r + 1.
Les différentes valeurs de r considérées dans les tests numériques qui suivent sont résumées
dans le tableau suivant :

Parameétre r 0| 3 | 33 | 333 | 3333
Ratio d’anisotropie | 1 | 10 | 100 | 1000 | 10000

Les simulations numériques ont été réalisées sur différents types de grilles. On considére tout
d’abord une discrétisation cartésienne uniforme du domaine Q = [0,1]3. Puis des grilles py-
ramidales, tétraédriques et prismatiques sont construites & partir des ces premiéres grilles
hexaédriques. En effet, pour une grille pyramidale chaque hexaédre est découpé en 6 pyra-
mides. Pour une grille tétraédrique chaque hexaédre est découpé en tétracdres. Et enfin, une
grille prismatique est obtenue en découpant chaque hexaédre en 2 prismes.

Différents schémas numériques ont donc été comparés. D’un coté la schéma VAGR présenté
dans la sous-section 2.4.2, et de 'autre les schémas MPFA O et L. que I'on a briévement décrit
dans la section 2.2. Notons cependant que dans le cas présent différentes versions du O-schéma
sont considérées. En effet, rappelons que pour une maille K € M, un sommet s € Vg et une
face 0 € Fk, la méthode en O considére un point, noté =3, dit point de continuité. C’est
dans la définition de ce point de continuité que les variantes du O-schéma se différencient. On
considére la formule suivante,

z; = (1-n)b;+ns, 0<n<l, (2.33)

ou b3 est l'isobarycentre de la face 0. On note alors O(n) le O-schéma associé a la définition
(2.33). La méthode “classique” est alors O(0) pour laquelle il n’y aura qu'un seul de point
de continuité sur chaque face, puisque tous les points de continuité se confondent avec l’iso-
barycentre de la face. Mais pour la méthode O(1/4), on aura autant de points de continuité
que de sommets; cette méthode permet d’obtenir une version symétrique du O-schéma sur
un maillage tétraédrique. Notons enfin que le schéma en L testé ici utilise le O-schéma sur les
bords du domaine, de ce faite on distinguera les schémas L(0) et L(1/4) qu’on associe donc
au O(n) correspondant.

On étudie alors, pour chaque type de grille, la convergence de I'erreur L? relative en fonction
du degré de liberté des schémas, c¢’est-a-dire le nombre de mailles pour les schémas O et L, et
le nombre de nceuds pour la méthode VAG.

54



Maillages hexaédrigues. On considére 5 grilles hexaédriques. Le nombre de mailles est donné

dans le tableau ci-dessous,

=5

keglerror)
|
=

Maillages tétraédriques. On considére 4 grilles tétraédriques. Le nombre de mailles est donné

grille 1] 2 3 4 5
f mailles 64 | 512 | 4096 | 32768
aniso=1 aniso=10 anisoe=100
}—EL—KM ol 0|
B0) [ o
(sl E
=Ly |
Ly &
= Val
2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
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FIGURE 2.15 — Erreur L? - Grilles hexaédriques.

dans le tableau ci-dessous,
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grille 1 2 3 4
f mailles | 48 | 384 | 3072 | 24576
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FIGURE 2.16 — Erreur L? - Grilles tétraédriques.
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Maillages pyramidales. On considére 4 grilles pyramidales. Le nombre de mailles est donné
dans le tableau ci-dessous,

grille 1 2 3 4
f mailles | 48 | 384 | 3072 | 24576

anigcm1 anigo=10 Anigom=100
o o o
-1 -1 -1 ﬁ‘: A
T =00 | T =0 | = b & 0[]
£ —ofiia] £ s 0 114) E_z 01l
= —=-Liny = —=-Lia) = —=Lim)
£ vag | =2 1 vag | & B VaG
-3 -3 ® -3
.
-4 . -4 -4
2 3 4 i 2 3 4 i 2 3
log(DEF) log(DOF) log(DGF)
aniso=1000 anigo=10000
0 % 0 < &
\ SN,
AN e
-1 o "—_U\ *.:-.___‘_‘_ -1 = -E—'_ﬁ-""'-_\
= s, =50 = -=-0(0)
g, BB o] E ——0(1/4}
¥ ¥ |eln | & -=-Lin)
£ VaG £ Vald
-3 -3
_a -4
z 3 1 z 3
logiDOF) legiDOF)

FIGURE 2.17 — Erreur L? - Grilles pyramidales.

Maillages prismatiques. On considére 4 grilles prismatiques. Le nombre de mailles est donné
dans le tableau ci-dessous,

grille 1 2 3 4
f mailles | 16 | 128 | 1024 | 8192

anisom1 aniso=10 anisg=100
] 0| [x (3 —_——
-1 -1 B -
T -=-0in) | = —=-0{0) = " ﬂ"'--.ﬂ -0
£ —-oitia] E o 014} E_a — (1
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FIGURE 2.18 — Erreur L? - Grilles prismatiques.
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Commentaires.

Pour les résultats obtenus sur grilles hexaédriques, représentés sur la Figure 2.15, on remarque
dans le cas isotrope, en haut a gauche, que le schéma VAG est exacte. Puis lorsque le ratio
d’anisotropie augmente, on peut noter que le schéma en L présente des difficultés de conver-
gence alors que les méthodes VAG et O conservent leurs vitesses de convergence. Notons que
le O schéma est le plus précis sur ce cas, ce trés bon résultat, déja observé dans [5], reste
encore mal compris a ce jour. Les bonnes propriétés du schéma VAG peuvent s’expliquer par
sa symétrie.

Pour les tests sur grilles tétraédriques, représentés sur la Figure 2.16, les résultats du schéma
L(1/4) sont absents car la méthode échoue suite a des singularités dans la construction des
gradients locaux. D’ailleurs, les résultats présentés par la méthode L(0) sont trés mauvais,
illustrant ainsi les problémes du schéma en L sur ce type de maillage. Enfin le O-schéma
présente de bons résultats tant que la ratio d’anisotropie reste inférieure a 100, ratio pour
lequel la méthode O(1/4) est meilleure que O(0), ceci est certainement du a la propriété de
symétrie du schéma O(1/4) sur tétraédres. De son coté, le schéma VAG est trés robuste,
puisque se convergence semble insensible & ’anisotropie; de plus, étant un schéma centré aux
nceuds, VAG présente des degrés de libertés (DOF) inférieures aux méthodes O et L et semble
donc moins cotiteux.

Des observations similaires peuvent étre faites sur les grilles pyramidales, Figure 2.17, et
prismatiques Figure 2.18. En effet, la méthode L(1/4) est encore en échec, et le schéma L(0)
perd sa convergence avec ’augmentation du ratio d’anisotropie. Les méthodes O(0) et O(1/4)
convergent jusqu’a un ratio d’anisotropie de 100. Une nouvelle fois la méthode VAG est la
plus précise et efficace ; sa symétrie inconditionnelle semble lui offrir une insensibilité au ratio
d’anisotropie et son aspect schéma centré aux nceuds lui procure un nombre d’inconnues
inférieur & celui des schémas centrés aux mailles.

2.6 Conclusion

L’introduction 2.1 a présenté un cahier des charges illustrant le souhait de trouver une mé-
thode numérique réunissant les qualificatifs suivants : convergence, stabilité, robustesse,
performance et enfin linéarité. Ce chapitre a briévement rappelé les schémas volumes finis
existants et introduit les nouvelles méthodes HAG et VAG, VAGR. En croisant ce cahier des
charges avec les différentes études numériques réalisées, de premiéres observations peuvent
étre établies.

La famille des schémas MPFA centrés aux mailles, regroupant notamment les schémas O,
L, G, vérifie bien des critéres mentionnés mais malheureusement ces méthodes ne sont pas
symétriques et donc conditionnellement coercives et de ce fait peuvent rencontrer des difficul-
tés de convergence. Les différents tests numériques ont ainsi mis en évidence le manque de
robustesse du O-schéma face & des problémes présentant de forts ratios d’anisotropie de per-
méabilité et /ou d’aspect. Le L-schéma est quant a lui en échec sur des maillages tétraédriques
par singularité de matrices locales nécessaires a la reconstruction des gradients discrets. Le G-
schéma, qui reprend les idées du L, arrive a contourner ce probléme mais pas ceux mentionnés
pour le O-schéma.
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De nouveaux schémas ont été présentés : VAG, VAGR et HAG.

Le schéma HAG est un schéma centré aux mailles, compact et symétrique. Cependant face
a des problémes a fort ratio d’anisotropie et/ou d’aspect, ce schéma introduit des inconnues
additionnelles hybrides pouvant accroitre le cotit mémoire. De plus sa mise en ceuvre complexe
peut étre un frein a tout développement industriel. A noter que 'expression des flux numériques
issus de HAG, en vue d’une application aux écoulements polyphasiques, reste a étudier.

Enfin le schéma VAG est également un schéma symétrique, compact disposant d’'un cadre
théorique rigoureux pour sa preuve de convergence. De plus, cette méthode, et plus particu-
lidrement la version révisée dénotée VAGR, a montré des résultats numériques prometteurs.
VAGR apparait donc comme un schéma applicable avec succés a une vaste gamme de cas tests
pour un bon compromis précision/coiit. Associé & une mise en ceuvre trés lisible, ces carac-
téristiques font du schéma VAGR un candidat potentiel pour des applications industrielles.
Cependant cette méthode n’est pas une méthode volume fini. De ce fait la question de la
définition de flux numériques, qu’on souhaite linéaires, et de leurs applications au contexte
polyphasique se souléve. Ce point crucial pour les applications pétroliéres a donc été étudié
et une solution est proposée et testée dans le chapitre suivant, section 3.4.

58



Chapitre

Simulation des écoulements compositionnels
polyphasiques en milieux poreux
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3.1 Motivation et Contexte

Beaucoup d’applications issues de 'industrie pétroliére utilisent la simulation d’écoulements
compositionnels polyphasiques en milieu poreux hétérogéne anisotrope. A titre d’exemple on
peut citer la simulation de réservoir, outil d’aide & la mise en place d’un schéma d’exploita-
tion pétroliere, la modélisation de bassin, utile pour estimer ’huile piégée dans les couches
sédimentaires, ou encore, plus récemment, la simulation de I'injection et du stockage du CO9.

De part leur nature, ces écoulements s’appliquent & des domaines & la géométrie sophistiquée.
Par conséquent leur simulation numérique s’opére sur des grilles de discrétisation complexes
tel que les maillages avec érosions, failles, ou localement raffinés autour des puits.

Dés lors, une méthode numérique de simulation compositionnelle polyphasique vise & détermi-
ner en tout point du maillage et a tout instant des grandeurs caractéristiques de 1’écoulement.
La modélisation doit, par exemple, permettre de décrire la variation spatiale et temporelle des
pressions et saturations des phases présentes, ainsi que la disparition et I’apparition de celles-ci.
La formulation du modéle est ainsi régie par un systéme d’équations non linéaires aux dérivées
partielles faisant intervenir des lois de conservation et des relations thermodynamiques.

L’un des points clefs de ce genre de modéle est la complexité de sa discrétisation et les temps
de simulation qui en découlent. La précision, la stabilité et le coiit de telles simulations dé-
pendent de fagon essentielle du choix d’approximation des flux de diffusion darcéen du systéme
d’équations, typiquement donné par div(AVFP,) ou A est le tenseur de perméabilité et P, la
pression de la phase «, et discuté au chapitre 2 antérieur.

Les sections suivantes décrivent ainsi la formulation et la méthode de discrétisation des écou-
lements compositionnels polyphasiques retenue dans la cadre de cette thése ; méthodologie qui
s’applique a ’ensemble des schémas présentés au chapitre 2 précédent et mise en ceuvre sur
différents tests numériques dont la description clot ce chapitre.

Le modéle présenté ci-aprés est considéré a température constante ; dans le cas contraire, la
température est une inconnue supplémentaire, il faut alors ajouter I’équation de conservation
de I’énergie pour clore le systéme d’équations.

3.2 Formulation du modéle d’écoulement

Le terme formulation d’'un modéle d’écoulement désigne le fait de définir le jeu d’inconnues
et le systéme d’équations de ce modéle.

3.2.1 Discussion

Plusieurs formulations sont proposées dans la littérature. On distinguera les formulations qui
couplent ou découplent le systéme des équations de conservation aux équations de fermetures
locales comprenant la conservation du volume poreux et ’équilibre thermodynamique.
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En ce qui concerne les formulations couplées, ’état de 'art réalisé par Hui Cao dans sa thése
[20] pour un écoulement triphasique constitue une trés bonne référence. On distingue ainsi
deux types de formulation, celle de Coats et celle dite en masse. Ces formulations différent
dans le choix des inconnues. La plus populaire est la formulation de type Coats [22, 23] et
détaillée dans la sous-section suivante 3.2.2. Les inconnues sont la pression, les compositions
et les saturations des phases présentes. L’autre type de formulation couplée considére comme
jeux d’inconnues la pression et des quantités globales tel que le nombre total de moles. Dans
la formulation de type Coats, les inconnues sont les variables naturelles ce qui rend explicite,
et donc plus simple, le calcul de la Jacobienne 1a ou d’autres type de formulation viennent
augmenter la non-linéarité du probléme par des calculs de dérivées composées. Cependant, le
jeu d’inconnues d’une formulation de type Coats, dépend des phases présentes et peut donc
étre différent en chaque point du domaine en espace. Ce constat est important et constitue le
principal inconvénient d’une telle formulation.

Ces formulations couplées ont ’avantage de bien capter I’apparition et la disparition des phases
mais le terme de transport étant discrétisé a ’ordre un, ces méthodes sont trés diffusives sur
des fronts de type traceur.

Il existe des méthodes découplées [44] qui résolvent typiquement une équation en pression qui
donne le champ de vitesse totale, puis des équations en saturation, composition étant donné ce
champ de vitesse. L’inconvénient est qu’il faut faire des itérations de point fixe pour assurer la
conservation du volume dans le cas compressible. On peut également citer dans cette catégorie
les méthodes des streamlines [17] ou plus récemment les méthodes multi-échelles [45].

3.2.2 Formulation de type Coats

Dans le cadre de cette thése c’est donc la formulation générique des écoulements polyphasiques
compositionnels de type Coats [22, 23, 11] qui a été sélectionnée.

Notations pour les ensembles phases/composants

On considére un systéme & Ne composants et Ng phases, ot 'on dénote par & I’ensemble
des phases et C ’ensemble des composants. Par souci de généricité, on considére le cas oil les
composants peuvent ne pas étre présents dans toutes les phases. Ainsi, pour chaque composant
1 € C, on définit donc I'ensemble ®; supposé non vide, de cardinalité Ng,, des phases le
contenant. Et on note C,, défini par,

Ca:{iEC|OéE(I)i},
I’ensemble supposé non vide, de cardinalité N¢,, des composants de la phase o € .

Une description schématique du systéme peut s’écrire a 1’aide de la matrice binaire composant-
phase,
M = [ma,i]aeé,iec € {Oa 1}N¢XN67
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et définie comme suit,

— 1 sile composant i est dans la phase «
*'" 1 0 sinon.

Les ensembles ®; et C,, définis précédemment peuvent alors se réécrire de maniére équivalente
a laide de la matrice M par,

Co=1{i €Clma; =1} #0,

et
@i:{a€P|mO{7i:1}7§@.

Notations qui sont résumées ci-apres,

(1€C)
(o € ®) 1 lo].1
M = 0 1 11 —=C,
: (3.1)
1 1 0
1
D,

Comme souligné dans la sous-section précédente 3.2.1, le jeu d’inconnues est dépendant des
phases présentes. Cette observation nous améne a considérer la notion de contexte. Le contexte,
noté I, est un vecteur a N, composantes, donné par,

I'e {0’ 1}Nq> \ {(Ov U ’0)}7

ou la a-iéme composante, notée I[a], de I vaut donc 1 si la phase o € ® est présente, 0 sinon.
Par commodité, on associe de fagon bijective au contexte I le numéro Ny défini par,

Ng
I'— Ny => Ifa] 27",
a=1
et donc & valeur dans [1,2%® — 1].
L’ensemble des phases présentes, noté ®; et de cardinalité Ng,, est donc défini par,

O, ={acd|Ia] =1}

De ce fait, pour chaque contexte I, on note ®, = ®; N ®; I'ensemble des phases présentes oil
le composant ¢ est présent, de cardinalité N‘Iﬂ} .

62



Jeu d’inconnues et équations du systéme

A contexte donné I, les inconnues du systéme sont donc, la pression, les saturations et com-
positions des phases présentes o« € ®;. Pour les déterminer, le systéme d’équations prend en
compte,

~+ la conservation de la masse de chaque composant,
~ la conservation du volume poreux,
~ I’équilibre thermodynamique des phases.

Pour décrire ces équations, il est nécessaire d’introduire les grandeurs suivantes dont les unités
sont données dans le systéme international,
e (! la fraction molaire du composant i € C, dans la phase a € ®;,

e S, la fraction volumique de la phase o« € ®;. S est le vecteur des Ng saturations avec
So=0sia¢ Py,

e P la pression de référence pour la thermodynamique, en [Pal,
e P, = P+ P.(S,x), o € ® les pressions des phases ot P, (S, ) sont les pressions
capillaires par rapport & la pression de référence qui dépendent de la saturation et de

lespace géométrique, en [Pa],

o (o(P,C,) et pa(P,Cy) les densités molaires et massiques de la phase o € ®7, respecti-
vement en [mol/m?] et en [kg/m?],

e 1o (P,Cy) la viscosité de la phase a € @y, en [Pa.s],

e f1(P,C,) la fugacité du composant i € C, dans la phase o € @y,
e ¢ la porosité du milieu,

e A le tenseur de perméabilité du milieu, en [m?],
e k- (S) est la perméabilité relative de la phase «,

e g le champ de pesanteur, en [m/s?],

° 51 ={jecC \CDJI = (0} est, pour le contexte I donné, 'ensemble des composants présents

uniquement dans des phases absentes, de cardinalité NEI'

Remarque : dans le cas général les densités, la viscosité et la fugacité d’une phase a donnée dé-
pendent de la pression de phase P, ; cependant on supposera ici que ces grandeurs s’expriment
en fonction de la pression de référence P.
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x Conservation de la masse des composants

On note m; le nombre de moles du composant ¢ € C par unité de volume. Il est considéré
comme une variable indépendante pour un composant ¢ € C;y et sinon il est égal a,

mi=6¢ Y (o Sa Ch

acd?
L’équation de conservation s’écrit alors,
. <CY k’f‘a 7 _ 3
oym; + div Z C,Va| =0, i€, (3.2)
aEd? Ha
ol V, est donné par la loi de Darcy,
Vo=-A(VP, —p.g), «ac ;. (3.3)

Ta

Le rapport M, = est appelé mobilité de la phase a.

e

x Conservation du volume poreuzx

La conservation de volume poreux se traduit par la somme des saturations égale & un, ce qui
signifie que tout le volume poreux est saturé par les phases en présence,

> Su=1 (3.4)

x Equilibre thermodynamique des phases

En chaque point du domaine, les lois d’état thermodynamique gouvernent les transferts de
masse entre les phases,

fé:fé, icCeta,pedl,
' (3.5)
ji: C%ﬁzrl, a e ;.

1€Cq

Au cours d’une simulation, du fait de cet équilibre thermodynamique, les phases peuvent
apparaitre ou disparaitre. Ainsi, 'ensemble ®; est, en chaque point du domaine et & chaque
itération en temps, une inconnue qui est déterminée par un calcul de flash thermodynamique.
Ce flash est un calcul algébrique qui admet en entrée pression P et compositions totales du
mélange 7,

®; = Flash (P, 2) (3.6)

Cette opération est discutée par la suite, dans la section annexe 3.7 en fin de chapitre.
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Bilan

La formulation de type Coats présente donc 'avantage de s’exprimer en fonction des variables
naturelles des lois d’état et des lois hydrodynamiques. Pour rappel, son inconvénient est de
devoir gérer un jeu d’inconnues dépendant du contexte.

Les inconnues sont les suivantes,

e ensemble des phases présentes @y,

e pression P,

e saturations des phases présentes S, ,a € Py,

e fractions molaires des composants dans les phases présentes C% ,a € ®1,i € Cq,

e nombre de moles par unité de volume des composants présents que dans les phases
absentes m; ,i € Cj.

Ces inconnues sont donc au nombre de 2 + Ng, + Z Ne, + NC~I.
acd;

En regroupant les équations (3.2)-(3.4),(3.5) et (3.6) le systéme global s’écrit,

akr 3 .
Oymy; + div Z C7"0}1VQ =0, 1e€C

fha
> Sa= 1,

acd; (37)
Flash (P, Z) = @y,
Z ng = 17 ac q)fa
i€Ca ‘ A
fé:fé, ieCeta,fed) tel que a # .

aedy

ot V,, est donné par la loi de Darcy de la phase a € ®; défini en (3.3).

Pour s’assurer que le probléme est bien posé, il est facile de vérifier que le nombre d’inconnues
est égal au nombre d’équations,

Ne¢ lois de conservation des composants,

1 équation de conservation du volume poreux,

Ng, équations bilan sur les concentrations molaires,

1 flash thermodynamique,

Z (Nq)} —-1) = Z Ne, — (Ne — NC~I) égalités des fugacités.
ieC/Cy ac®y
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3.3 Discrétisation du modéle

Une discrétisation du domaine géométrique de simulation €2 est construite a l'aide de,

e M un ensemble des volumes de controle recouvrant 2. Et pour tout volume de controle
X dans M, on note | X| sa mesure, xx son centre et X sa frontiére;

e F lensemble des interfaces des volumes de controle. On distingue F = Fint U Foxt
avec Fint I’ensemble des interfaces internes et Foy I’ensemble des interfaces au bord du
domaine €. Pour tout o dans F, on note @, son centre. Pour un volume de controle X
de M, on note par Fx ’ensemble de ses interfaces. Pour o € Fiy, il existe donc deux
volumes de controle X et Y de M connectés a o, on note alors 0 = X|Y Dinterface
et nxy la normale unitaire sortante de X, donc orientée vers Y. Pour o € Feyt, il
existe donc un volume de controle X et un élément de bord b connectés & o, on note
alors 0 = X|b I'interface et m x|, la normale unitaire sortante de X, donc orientée vers
I’extérieure.

En outre, si 'on considére une simulation sur une échelle de temps [0, T¢|, on découpe cet
intervalle en une suite finie strictement croissante de réels {t, }o<n<n tel que tg = 0 et ty = T.
On note le pas de temps par At" =" — "1,

3.3.1 Jeu d’inconnues et équations discrétes

On présente ici I'équivalent discret de la sous-section précédente 3.2.2 qui décrit le jeux d’in-
connues et les équations du probléme continu.

Inconnues

Les inconnues explicitées dans le modéle continu sont discrétisées par une valeur discréte pour
chaque volume de controle X € M, valeur qui peut étre vue comme une valeur moyenne sur
X ou une valeur au point xx. Ces inconnues discrétes sont donc & déterminer sur ’ensemble
des volumes de contréle et & chaque itération en temps. Concrétement pour un volume de
controle X € M et un temps discret ", pour 0 < n < N,on peut alors identifier, de maniére
analogue au cas continu, I’ensemble des inconnues discrétes comme suit,

e ensemble des phases présentes @rn,

e pression P¥,

e saturations des phases présentes S; y ,a € Pz,

e fractions molaires des composants dans les phases présentes C’fx’z{ ;o € Py i € Co,

e nombre de moles par unité de volume des composants présents que dans les phases
absentes mZX b€ C[;(.
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Equations

Les équations régissant le probléme continu sont réécrites dans le contexte discret.

x Conservation de la masse des composants

Pour discrétiser une équation de conservation, on intégre cette équation continue sur un volume
de controle X et sur I'intervalle de temps de t*~! 4 #". On a donc pour un composant i € C/C m,

t" )
/ / Oym; — div | Y Sa Fry CiA(VPy — pag)| | dzdt =0. (3.8)
tn=1JX

’ «
ae@}n H
X

Puis & l'aide du théoréme de Gauss, on exprime de maniére équivalente 'intégrale de la
divergence contenue dans (3.8) comme 'expression de flux sur la frontiere 9.X,

e a kr 1
@/ (i —mi~hae - > / / [ Sa by CiA(VPy — pag) -m|dsdt =0. (3.9)
X aeqt JtnTHIOX Ha

En considérant 'approximation d’une inconnue au temps t" comme une fonction constante
par morceaux sur les volumes de contréle, on obtient pour tout X € M,

R D S A

oeFx aecbj',*
Xa(o)

CCY kra
1%

«

CiA(VPy — pag) -n>dsdt =0, (3.10)

que l'on peut réécrire de facon succincte mais équivalente par,

n n—1
(mi,x -—m; x ) i -
’X’ At + Z Z UOI,Xa(g) Fa,X|Y =0, (3'11)
o=X|YEFx acdi,
Xa(o')

oll * est un indice en temps arbitraire pouvant valoir n pour une méthode totalement implicite
ou n—1 pour une méthode implicite en pression mais explicite en saturation et composition,
nommeée IMPES. Par souci de lisibilité, seule la méthode totalement implicite est considérée
dans la suite.

La notation X,(,) désigne le volume de controle en amont de I'interface o par rapport a la
phase a. Cette notion, ainsi que les termes d’accumulation m; -, de flux F7 Xy et de transport

amont U;’qﬁ( sont détaillés ci-aprés.
s a(o)
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~~ Terme d’accumulation

On appelle terme d’accumulation, I'approximation du nombre de moles dans un volume de
contréle X d’un composant ¢ au temps t”, et il est défini, pour ¢ € C/C[;{, par,

mix = ¢k Z Ca.x Sa,x Cﬁ;,’}, (3.12)

OCE‘:I)IS?,( nNd,

ou ¢’ est la valeur moyenne de la porosité sur le volume de contréle X au temps t". Rappelons
que si le composant ¢ n’est présent que dans des phases absentes, c’est & dire si 7 € CI;(, du
volume de contréle X, alors la quantité m[' i est une variable indépendante.

~» Flux diffusif de Darcy

On dénote donc par F Xy le flux numérique de la phase « entre les deux volumes de controle
X et Y, approximation de 'intégration de la loi de Darcy sur U'interface X|Y,

axly & - /_X|YA [V(P"+ Peo(S™ x)) — phh 5 8] - nx)y ds, (3.13)

ot p, , est la densité massique de la phase o moyennée & l'interface o = X[Y au temps ¢".
Une expression est proposée ci-aprés dans (3.16)-(3.18).

Un élément clef de la simulation des écoulements compositionnels polyphasiques est donc la
discrétisation des flux diffusif darcéen (3.13) par une méthode de volumes finis, famille de
schéma préalablement introduite au chapitre 2 précédent, sous-section 2.1.2. Comme discuté
& la section 2.3, plusieurs méthodologies sont bien siir possibles. On peut par exemple citer
les schémas volumes finis hybrides tel que le schéma SUSHI employé pour des écoulements
diphasiques dans les travaux de thése de O. Angelini [16]; mais ces schémas ne seront pas
retenus ici pour nos applications réservoir a cause du surcott introduit par les inconnues aux
faces. En effet, ce travail est axé sur les schémas multi-points volumes finis linéaires, pour ne
pas augmenter la non-linéarité du systéme global, et centrés aux mailles, pour ne considérer
qu'un nombre limité d’inconnues; de tels schémas ont été présentés dans la section 2.2. Mais
on discutera, dans le chapitre suivant comment réutiliser, sans modifications, le cadre de ce
travail pour des simulations polyphasiques & 'aide d’'un schéma gradient tel que le schéma
VAG, sous-section 2.4.2, qui est lui centré aux nceuds.

Dans le contexte d’un schéma multi-points volumes finis linéaires centrés aux mailles, les
volumes de controle sont donc tout naturellement les mailles et les flux numériques, donc
calculés aux faces de celles-ci, peuvent s’écrire linéairement en fonction des inconnues discrétes
aux mailles. On rappelle que dans ’esprit des volumes finis, les flux de phases sont conservatifs
a linterface, c’est a dire,
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On distingue dans la suite, les flux aux faces internes (i) et aux faces de bord (ii) du domaine.
(i) Fluz de phase sur les faces internes.

On considére donc une face interne o € Fiy, tel que 0 = X|Y ot X et Y sont les deux mailles
adjacentes a cette face. Alors ’approximation multi-points du flux de Darcy (3.13) est donnée
par,

Fiay = > Ty [P0+ PalSt @) = by g e (3.15)

EENx‘y

ol (T§|y)eee Ny est une famille de réels, appelés coefficients de transmissivité, vérifiant
ZEGEN)qy Tgy = 0 et ou Nxy est le stencil du schéma a la face 0 = X|Y. Ce stencil
comprend des mailles mais peut également inclure des faces de bord. Ainsi dans la somme sur
e écrite en (3.15), I’élément e peut tout aussi bien référer a une maille qu’a une face de bord.
On peut noter que pour le schéma TPFA donne Nx|y ={X,Y}.

La densité moyennée ,027 Xy & I'interface est définie par,

Pa(P%,Ch x) Sp x +pa(PY.Cpy) Shy

P Xy = (3.16)
X SextSay

Les densités des mailles X et Y sont pondérées par les saturations pour assurer la continuité
de celle-ci a 'interface X|Y lors du changement de phase. Notons cependant que pg’ Xy n’est
pas continue a 537 x = S&Y = 0, mais son produit avec la perméabilité relative k,_ ( ;‘(a(a>)
présente dans le terme de transport amont défini ci-aprés, I'est puisque &, (0) = 0.

Notons finalement que ces flux (3.15) ne sont calculés que pour a € ¢ 1p U®pp car dans le cas
contraire le terme de transport devant le flux, noté U_"y iy €St nul.

(i) Fluzx de phase sur les faces de bord.

On considére donc ici une face de bord o € Feyt, tel que o = X|b ot b est une face de bord
connectée a la maille X. Alors 'approximation multi-points du flux de bord de Darcy (3.13)
est donnée, de fagon analogue au flux aux faces internes, par

Fg,X|b = Z T)ab [sz + Pea(Se, xe) — pZ,X\b g we] ) (3.17)
GENX“,

ol (T§|b)eee Ny, est la famille des coefficients de transmissivité vérifiant - . Nxio T)?‘b =0
et o V. x|b est le stencil du schéma a la face de bord o = X |b. Une nouvelle fois ce stencil peut
inclure a la fois des mailles et des faces de bord. Ainsi dans la somme sur e écrite en (3.17),
I’élément e peut tout aussi bien référer & une maille qu’a une face de bord. On peut noter que
pour le schéma TPFA donne Ny, = {X,b}.

De maniére similaire & I’expression considérée pour les faces internes (3.16) et par conséquent

vérifiant les mémes remarques de continuité, la densité moyennée p Xp SUr la face de bord
b

est définie par,

Pa(P%, Cy x) Sy x +pa(BCpy) Say

o= (3.18)
Xl Sex TS5
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Cette parenthése ouverte sur les flux de bord est 'occasion de discuter des différentes condi-
tions aux limites appliquées. Dans ce travail, deux types de conditions aux limites ont été
traitées,

e Condition de type Dirichlet avec pression imposée sur la face de bord et spécification
des fluides entrants. On note F2, I’ensemble des faces de bord ol une telle condition

est imposée. Pour o = X|b” € FL, on spécifie, pour tout temps ¢", I'état complet
des fluides entrant dans le réservoir, bien sir la valeur de pression P/, imposée, mais

également I'ensemble des phases présentes @7 , les saturations S7,, et compositions
b 5

CZ,bD pour « € @?bD, permettant ainsi d’expliciter le flux de bord Fg PE

e Condition de type Neumann homogéne, c’est a dire flux nul sur la face de bord. On note

FN. I'ensemble des faces de bord ol une telle condition est imposée. Pour o = X |[bY €

ext
FN., on a donc F" pv = 0 pour toute phase a. Dans ce cas de figure, la pression a

o, X]|
la face Py est donc une inconnue a déterminer a l'aide de la condition de flux nul.

D’un point de vue pratique, pour ne pas introduire d’inconnues sur ces faces de bord,
nous approximons la pression sur une telle face de bord par P/, ~ P%. Notons que ces
valeurs de pressions n’interviennent que pour les flux contenant dans leur stencil une
telle face de bord.

~» Terme de transport amont

On dénote donc par Ug/;( - le terme de transport amont du constituant ¢ de la phase o au
temps t" & partir de la maille X ; il est défini par,
n n n
UZ',TL — ga (PXa(o') ) Ca’Xa(o-) ) kra (SXa(o-) ) Ci,TL
*Xa(e) Ma(P)%a(a) O xo) o
ol X, (o) désigne le volume de controle en amont de 'interface o € Fx par rapport au flux de
la phase a.. Pour 'expliciter on considére donc un volume de contréle X € M et une interface
o € Fx de celui-ci. Deux configurations sont alors possibles, (i) o est une interface interne et
appartient donc & Fiyg, ou bien (ii) o est une interface de bord et appartient donc & Fext.

o (3.19)
a(o)

e (i) Sio € Fint, alors il existe un volume de controle adjacent & X également connecté a o
tel que o = X|Y. Alors si le flux FSX\Y? défini en (3.15) est positif, on prend X, = X,
sinon X, ,) =Y.

3 n
X si Fa,X|Y > 0,

Y sinon.

Vo = X‘Y € Fint , Xa(a) = { (320)

e (ii) Si 0 € Fext, On peut méme se restreindre a o € ]—"gt puisque le terme de transport

ne sera pas calculé pour une interface de bord soumise a une condition aux limites de
type Neumann homogéne. On peut écrire 0 = X|b ou X est la maille et b sa face de
bord. Alors si le flux FS,X\b? défini en (3.17) est positif, le flux est sortant et on prend
Xa(o) = X, sinon le flux est entrant et on a X,(5) = b.

X i Fm 0
Vo = X‘b < ]:D Xa(a) = { ot a,X1b >

3.21
ext b sinon. ( )
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Rappelons que le signe du flux dépend de la convention d’orientation de la normale définie ici
en début de section 3.3.

x Conservation du volume poreuzx

La discrétisation de 'équation de conservation du volume poreux (3.4) s’écrit sur chaque
volume de controle X € M par,

Y oSix=1, (3.22)

aG‘I)I;L(

avec Sy, ¢ = 0 pour « ¢ Q.
x Equilibre thermodynamique des phases

Sur chaque volume de controle X € M, les équations d’équilibre thermodynamique (3.5) sont
discrétisées comme suit,

Ja(PE.Co ) = [i(P%.Chx), i€Ceta,fedun,

. (3.23)
Z oZ,X =1, a € (I)[;z{ .
1€Cq

Bilan

A chaque itération en temps t" pour n > 0, et dans chaque volume de controle X € M, le jeu
d’inconnues discrétes est dénoté Xget défini par,

5
Px
xp=| Shx,a€®p avec S} x =0, ¢ Py | . (3.24)

CZ&,&E@[}L{JGCQ

mZX 1€ C];L(

Par la suite, on notera X ¢ les inconnues X'y en excluant les variables indépendantes m;'
pour i € C};{. On note également par X" = {X%, X € M} et X" = {X%, X € M}.

A chaque itération en temps t", et dans chaque volume de controle X € M, le jeu d’équations
est quant & lui donné par,

e le systéme des N¢ équations de conservations (3.11) de type EDPs dénoté,
R x (X")=0,i€eC, (3.25)
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avec

(mZX — mz}l)
Rix (") = |X]|

Atn

i,n n
+ Z Z Uavxa(o') Faley

o=X|YE€FinNFx acdi,

Xa(o)
. +
+ Z Z U;’T;( ( gleD> Fluz de bord sortant
X[pPerFD, aE@”LI;L(
+ Z Z U(%D ( SX‘bD>_ Flux de bord entrant

D D i
XpPeFD, ae(bf,?p
e et des équations, dites de fermeture, que sont la conservation du volume poreux (3.22)
et les lois thermodynamiques (3.23) dénotées,

Ly (X") =0. (3.26)

e ct pour finir un flash thermodynamique & pression P% et compositions totales données
Z%, pour déterminer I'inconnue

@y = Flash (P, Z%). (3.27)
Cette opération algébrique est discutée dans la section annexe 3.7 qui clot ce chapitre.

Pour conclure ce bilan, soulignons enfin que la propriété de convergence de ce schéma amont
a été prouvée pour des cas simples, typiquement en diphasique, notamment dans [21, 29].

3.3.2 Algorithme de résolution du systéme

On présente ici les outils clefs et les grandes lignes de l'algorithme de résolution du systéme
précédemment décrit. C’est un prototype codé en Fortran qui a été utilisé. Tout comme pour
la présentation de la méthode, 'implémentation a été faite suivant une méthode fully implicit
en temps pour éviter la contrainte d’une condition CFL sur le pas de temps. Ainsi, pour alléger
les notations, l'index en temps sera omis dans la suite de cette sous-section.

Preprocessing — graphe des coefficients de transmissivité

La discrétisation des équations de conservation (3.11) a mis en évidence I'importance de 1'ap-
proximation des flux de Darcy (3.13). Une méthode de discrétisation de ces flux de phases a
été présentée suivant la méthodologie des schémas volumes finis centrés aux mailles. Ainsi une
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expression linéaire des flux numériques (3.15)-(3.18) a été obtenu a 'aide des coefficients de
transmissivité,
U)?\Y)eee/\/xw ,o0=X|Y € F.

La valeur de ces coefficients dépend de la grille de discrétisation M, du tenseur de perméabilité
A et bien str du schéma employé, mais est totalement indépendante du reste du probléme.
Ce constat réalisé, il est donc possible de calculer ces coefficients de transmissivité en pre-
processing, en totale autonomie du code d’écoulement & qui I'on fournit donc en entrée, un
graphe des coefficients de transmissivité. L’'intérét est double. D’un c6té, cela évite de recalcu-
ler le schéma au cours de la simulation, et de ’autre, le code d’écoulement gagne en généricité
puisque indépendant du schéma volumes finis retenu pour la discrétisation des flux darcéens.

Linéarisation et gestion des inconnues

On constate que le systéme décrit dans la sous-section précédente 3.3.1, issu de la discrétisation
du probléme d’écoulement & résoudre sur chaque volume de controle, est fortement non linaire.
Pour linéariser le probléme on utilise une méthode de Newton, associée & une possible méthode
de relaxation pour limiter les incréments, mais avec un méme coefficient de relaxation sur tous
les volumes de controle et pour toutes les inconnues. D’un point de vue pratique, le systéme
linéaire issu de la linéarisation de Newton est résolu & 'aide préconditionneur ILUO seul ou

combiné & AMG et du solveur itératif GMRES.

Rappelons que la méthode de Newton implique de calculer la Jacobienne du systéme. C’est
dans ce calcul que le formulation de type Coats [22, 23| présente un grand intérét. En effet,
les inconnues sont les variables naturelles ce qui rend explicite, et donc plus simple, le calcul
de la Jacobienne.

Le systéme linéaire issu de la linéarisation de Newton peut étre réduit. Cette opération est
appelée préélimination car cela s’effectue avant ’assemblage pour ne pas stocker la Jacobienne
compléte et gagner en temps CPU. L’idée est de séparer le jeu d’inconnues Xx de chaque
volume de controle en inconnues primaires X% et secondaires X'y en éliminant les équations
de fermeture locales et les inconnues secondaires par complément de Schur & la fois pour la
Jacobienne et le second membre.

Les inconnues m; x pour i € Cr, sont toujours primaires mais les équations de conservations
et de fermeture n’en dépendent pas. On ne les fait donc pas intervenir dans la préélimination
et les dérivées des lois.

L’opération de préélimination est propre a chaque volume de controle X et dépend ainsi du
contexte Ix. On part des dérivées des équations de fermeture par rapport aux inconnues PCS
(Pression, Saturations, Compositions),

OLx

0Xx’
Le choix des inconnues primaires/secondaires répond alors a une démarche algébrique devant
garantir I'inversibilité de la matrice,

OLx
0Xy
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On peut alors établir un lien entre les incréments des inconnues primaires et secondaires,
S _ ASP gyP s
dXy = Ay dXy + BY,

avec,

ASP — aLX - a[_fX
X X3 XL

. (oLx\"

Une méthode possible pour réduire le systéme linéaire peut étre alors d’assembler la Jacobienne
et le second membre en respectant le découpage des inconnues en primaires et secondaires,
puis d’utiliser la complément de Schur & l'aide des matrices définies par (3.28). En comptant
les termes d’ordre le plus élevé, on peut estimer la complexité de cette méthode au coiit du
calcul des matrices (3.28) plus,

(3.28)

S 2Nk (N%)2 V%, (3.29)
XeM

pour le complément de Schur, ot Ny est le stencil du volume de contrdle X et N% et N§
sont respectivement les nombres d’inconnues primaires et secondaires de X.

Une seconde méthode, plus performante, est d’éliminer les inconnues secondaires au moment
du calcul des dérivées des lois. Considérons ainsi une loi &,(Xx), on calcule et stocke les
matrices des dérivées primaires Aﬁ? et ng avec,

Aéa — a§0‘ _ 8§a S,p
Xoxy oxy TN

(3.30)
o _ 08
BY = — 82\’2;( B%.
On réalise cette opération pour les trois combinaisons &, suivantes,
( Coc(PXa Ca,X) Sa,X Ca,Xa
kra(S
bo =1 Gul(Py,Cay) BB 0 (3:31)
[a
\ IOOé(PX7 Coc,X)7

pour toutes phases o € @, . Puis on assemble directement la Jacobienne et le second membre
réduit. La complexité de cette méthode englobe le cotit du calcul des matrices (3.28) (donc
sans surcoiit & ce niveau), plus le calcul des dérivées et surtout le calcul des matrices (3.31)
sur chaque volume de controle estimé &,

> 6Ns, N% N%, (3.32)
XeM

ce qui est clairement inférieur a la complexité de la premiére méthode (3.29).
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Gestion des changements de phase

La mise a jour du contexte de chaque volume de controle X se fait dans le Newton. Dans la
mesure ot le jeu d’inconnues dépend directement du contexte, cette étape de ’algorithme est
trés importante. Ainsi aprés chaque incrémentation du Newton, sur chaque volume de controle
X, on regarde,

e si toutes les phases sont présentes, alors la phase a disparait si S§ < 0,

e sinon, on réalise un flash thermodynamique (3.27) pour tester I’équilibre des phases.

Opération que 'on peut schématiser par une boucle sur les volumes de controle X € M
mettant & jour les inconnues et les contextes comme suit,

( O, + {a € ®|S,x >0},
S
Sax ¢ ——2X  aedp,
- > Ssx
si Py, =@ ey
C + Projecti Co.x, e Py,
a,X rojec 10n{U2[]| Z Ul _ 1} a,X o Ix
1€Cq
(:ISIX, C~’a,X, 5017)() = Flash thermodynamique - cf. 3.7,
(I)IX — &)[X,
sinon Oa.x
Sa,X < gac,X = C—a~7 ac <I>va
ey, X
BEP 4,8
COhX — 604,X, o€ (I)[X.

Le flash thermodynamique est un calcul algébrique qui admet en entrée pression, et composi-
tions totales du mélange. Cette opération est discutée par la suite, dans la section annexe 3.7
en fin de chapitre.

Séquencement de I’algorithme

On présente ici les grandes étapes de résolution de l'algorithme du code d’écoulement. Le
graphe des coefficients de transmissivité, associé au schéma, est calculé indépendamment en
preprocessing.
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10.
11.
12.

13.
14.
15.

Numérotation des inconnues et des équations.

Pour chaque contexte I = 1,---,2¥® — 1 possible, on numérote les inconnues Xz et les équations de

fermeture (conservation du volume poreux et lois thermodynamique) ;

Initialisation

Définition de I’état initial en pression, saturation, composition, contexte & l'intérieur du domaine mais
également sur les bords avec en outre la définition des conditions aux limites. Les termes d’accumulation
sont également initialisés ;

Boucle en temps

Le pas de temps peut étre redécoupé en cas d’échec de ’algorithme de Newton aprés un nombre d’ité-
rations maximal fixé

Boucle de l’algorithme de Newton

. Calcul de l’initialisation du Newton

Calcul des lois et des dérivées pour chaque volume de contréle X de contexte I = Ix.

—  Calcul du résidu des lois thermodynamique et de fermeture ainsi que leurs dérivées

par rapport aux inconnues PCS,
_ dLx /5
Lx(Xx) et TXX (Xx)

—  Choix des N% inconnues PC'S primaires. On note dX% l'incrément des variables
primaires.

—  Calcul des matrices de préélimination (3.28) tel que, dXy = A}’ dX% + B ,
oil dX5 est I'incrément des variables secondaires.

0
—  Calcul des &, et de ( 3 ) pour les différentes combinaisons (3.31) et des

0X%
matrices (3.30) A5 et BY tels que d¢ = ASdX% + BY:.

Calcul des flux

Calcul des flux a ’aide du graphe des coefficients de transmissivité du schéma. On en déduit les volumes
de controle amonts pour les interfaces internes et si le flux est entrant ou sortant pour les interfaces de
bord ;

Calcul des termes d’accumulations m; x

Calcul des résidus.

Test d’arrét du Newton avec les résidus de conservation et de fermeture.
Assemblage de la jacobienne
Préconditionnement et solveur

Incrémentation du Newton

Calcul des incréments des inconnues primaires, puis des inconnues secondaires. Mise a jour de ’ensemble
des inconnues. Gestion des contextes.

Fin de la boucle Newton
Mise a jour des termes d’accumulations en fin de pas de temps.

Fin de la boucle en temps
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3.4 Application au schéma VAG

D’un c6té, nous avons donc un code pour la simulation des écoulements compositionnels
polyphasiques dont le développement a été axé pour la gamme des schémas volumes finis
centrés aux mailles comme souligné dans la sous-section 3.3. D’un autre c6té, nous avons
le schéma gradient nommé VAG 2.4.2 dont une série de tests monophasiques a montré sa
robustesse et son bon compromis précision/coit (sous-section 2.5). De ce fait, la question de
la mise en ceuvre du schéma VAG pour des simulations polyphasiques s’est posée. Cependant,
cette méthode n’est pas un schéma volumes finis, donc comment réutiliser & moindre frais le
code d’écoulement avec le schéma VAG? A I'image de la conception du code d’écoulement,
I'idée clef est donc de construire un graphe des coefficients de transmissivité pour le schéma
VAG, c’est a dire définir des volumes de controle et calculer des flux linéaires entre ces volumes.
Une solution, introduite dans [34], est proposée ci-aprés.

3.4.1 Présentation de la méthode

Le schéma VAG(R) a été décrit dans le chapitre précédent a la sous-section 2.4.2; ainsi nous
nous concentrons ici sur 1'utilisation de ce schéma pour la simulation des écoulements poly-
phasiques en se référant au cadre décrit dans la section 3.3. Rappelons juste que le schéma
VAG(R) est basé sur une formulation hybride nceud-maille, les inconnues aux mailles pouvant
étre éliminées faisant de cette méthode un schéma centré aux nceuds. De ce fait, un choix na-
turel pour la définition des volumes de controle, au sens défini en préambule de la sous-section
3.3.1, est de prendre en compte & la fois les mailles et les nceuds de la grille de discrétisation
du domaine géométrique 2. Ainsi, si 'on considére un maillage de €2 dont la définition com-
prend naturellement un ensemble de mailles, noté G, et un ensemble de sommets, noté V ; alors
I’ensemble des volumes de controle, toujours noté M, pour la méthode VAG polyphasique est
donné par I'union M = G U V. De ce fait, il faut définir,

e le flux linéaire F,, x|y de la phase a entre deux volumes de controle X et Y de M,

e un volume poreux & chaque volume de controle X de M.

Pour toutes mailles K € G, on note Vi I'ensemble des Ny, nceuds de K. Et pour tout nceud
s € V, on note Gg, I’ensemble des Ng, mailles connectées & s. On dénote par 4 les coordonnées
du sommet s € V. On distingue V = Vipt U Vext avec Vipe ’ensemble des noeuds internes et Veyt
I’ensemble des noeuds au bord du domaine €. Par souci de lisibilité, on omettra dans cette
section l'indice de discrétisation en temps.

Flux numérique

On souhaite donc définir les flux de la phase «, noté F,, x|y, entre volumes de controle voisins,
c’est & dire,

~> entre une maille X = K € G et ses sommets Y = s € Vi,

~» entre un nceud X = s € V et les mailles qui lui sont connectées ¥ = K € Gs.
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N’existant pas d’interface physique entre une maille et I'un de ses sommets, on comprend que,
contrairement au cas des schémas volumes finis, le flux numérique F, x|y calculé par VAG
ne peut pas étre vu comme 'approximation de lintégrale sur l'interface X|Y de la vitesse
de Darcy (3.13). Pour définir ces flux, on regardera plutot du coté de la formulation faible
d’un probléme de diffusion introduite dans (2.3). L’idée est alors de déduire les flux de la
forme bilinéaire issue de la formulation faible discréte comme cela a été écrit pour les schémas
volumes finis en (2.9).

Pour atteindre cet objectif, on introduit, pour toute maille K € G et un nceud s € Vg un
gradient discret local,
VD(PK@Y) (S R3.

et un opérateur de reconstruction discret,
HD(P KVQ) (S R,

avec,
PK,a = (PK,s,a)SEVK = {ps,mpK,a}SGVKa

oll pso et pi o sont, respectivement, la valeur discréte de la pression de phase o au nceud
s et & la maille K. Se référer a la présentation du schéma VAG, sous-section 2.4.2, pour
une définition rigoureuse du gradient, dont plusieurs constructions ont été proposées, et de
Iopérateur de reconstruction.

Alors, pour rappel, le probléme variationnel discret (2.26) sur la maille K € G peut s’écrire
comme suit,

/K Ax)Vp(Prao) Vp(Qr.a) = /K F(@)Ip(Qk.o)dx, VPr o, Qxo € RVE, (3.33)

ou f est un terme source. On peut alors réécrire le terme gauche de I’égalité (3.33) précédente,
en introduisant les matrices locales (A;%S )s.s'cVy » qui sont définies par la relation suivante,

/ A VD(PKQ) v’D(QKa Z Z ASSPKS’ aQKson VPKOHQKQ RVK (3 34)

s€Vk s'eVi

Le flux de phase «, entre la maille X = K € G et 'un de ses sommets Y = s € Vg est alors
donné par,

Foxpy = Fars=— 9 AR (s — PK.a)- (3.35)

s'eVk

On déduit alors le flux de phase « entre un nceud X = s € V et 'une des mailles qui lui est
connectée Y = K € G par conservativité,

Fa,X|Y = Foc,s\K = _Fa,K|S' (3'36)

On peut également écrire le flux (3.35) sous la forme plus détaillée,
Forls= » AR [(pk = por) + (pea(Sk:@x) = poa(Se @) = paxis (8- Tx +8 )] -

s'EVk

(3.37)
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Le flux numérique (3.37) s’exprime donc linéairement comme fonction des inconnues discrétes
aux volumes de controle et peut donc s’écrire sous la méme forme que les flux des schémas
volumes finis multi-points (3.15)-(3.17), comme démontré via l’expression suivante, équivalente
a (3.37) mais plus synthétique,

Fo ks = Z T[§|3 [pe + Pea(Se, ®e) — Pa,K|s 8" me] ) (3.38)
eENK|s

ot le stencil est simplement donné par N, K|s = K U Vi et les coefficients de transmissivité

sont définis par,
Z A;’s si e=K,
Re=q " (3.39)
—A?{’sl si e=s" € Vg,

et vérifient donc bien Z T)'ay = 0.
EGGNx|y

On voit donc clairement que les flux numériques calculés a I'aide du schéma VAG respectent
le formalisme décrit précédemment dans la section 3.3, rendant ainsi possible I’écriture d’un
graphe des coefficients de transmissivité pour coupler la méthode VAG au code d’écoulement.

En outre, on peut souligner les relations remarquables suivantes. Ainsi, si 'on injecte la dé-
finition des matrices locales (3.34) dans la formulation faible discréte (3.33), et en sommant
sur les mailles K € G, on obtient,

Z Z Z A?S, PK,s’,a Qlﬁs,a = Z /Kf(:c) HD(QK@)C].:B7 \V/PK,OUQK,a S RVK.

Keg seVgk s'eVk Keg
(3.40)

D’un coté, pour un neeud s € V, si l'on considére le vecteur Qi o = {¢s,a: 9K ,a}scv, avec
toutes ses composantes nulles sauf gs , fixée a un, alors en utilisant la définition des flux (3.35),
I'égalité (3.40) s’écrit,

- Z Fo ks = Z /Kf(iﬁ) Ip(Qk,a =0 sauf gsq = 1)de. (3.41)

Kegs Kegs

De fagon analogue, pour une maille K € G, si I'on considére le vecteur Qi o avec toutes ses
composantes nulles sauf gx o fixée & un, alors I’égalité (3.40) s’écrit,

Z Fokjs = /Kf(ﬂc) Hp(Qk,a =0 sauf qr o = 1)dz. (3.42)

seEVk

Si 'on considére, comme mentionné dans la sous-section 2.4.2, qu’en pratique l'opérateur
IIp(QK,a) retenu est un opérateur d’ordre un, qui associe & Qg o la fonction constante par
morceaux égale & qx o sur K, alors les équations (3.41) et (3.42) peuvent respectivement
s’écrire,
Y Fukis=0, VseV, (3.43)
Kegs
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et
F = 7‘ x)dx VK € §. 44
E o,K|s / ( ) s g (3 )

seEVK

On conclut cette discussion sur les flux numériques du schéma VAG par un commentaire sur
les flux internes et de bord. Pour une maille K € G, le flux F,, ks sera tout naturellement
considéré comme un flux interne si s € Vi N Vipt. Inversement, le flux F, |, sera considéré
comme un flux de bord si s € Vi N Vext. Dans le cas d’un flux de bord F,, s, si s appartient
a un bord du domaine £ ou une condition de Dirichlet est imposée, alors on fixera tout
simplement la valeur de pression discréte au noeud ad-hoc. Et si s appartient & un bord ou
une condition de type Neumann homogéne est imposée, alors on traite celui-ci comme un
volume de controle et la condition & la limite sera naturellement satisfaite.

Redistribution du volume poreux

On vient de voir que la méthode VAG polyphasique considére comme volumes de controle a
la fois les mailles et les nceuds de la grille de discrétisation ; or c¢’est sur ces volumes que les
équations régissant ’écoulement sont approximées. En particulier, on constate que le modéle
discret doit nécessairement associer & chaque volume de contréle un volume poreux qui sera
saturé par le fluide au cours de la simulation. Par construction géométrique, le volume poreux
est défini uniquement sur les mailles, on propose donc ici une méthode pour le redistribuer sur
les noeuds de la grille. L’un des point clef est la prise en compte des hétérogénéités qui sont par
nature trés présentes et parfois trés contrastées. En ingénierie de réservoir, la discrétisation
spatiale est souvent réalisée tel que les mailles suivent les couches géologiques, les noeuds
pouvant ainsi se retrouver a l'interface de milieux de perméabilités trés différentes. Pour ces
neceuds “4 cheval” sur une hétérogénéité, il est important d’extraire le volume des mailles issues
de la région a plus forte perméabilité comme illustré sur la Figure 3.1. Dans le cas contraire,
en utilisant une redistribution équirépartie aux nceuds par exemple, on risque de générer des
flux non physiques entre une zone perméable et une barriére adjacente.

F1GURE 3.1 — Redistribution du volume poreux a un nocud localisé sur une hétérogénéité entre
un milieu perméable (en blanc) et une barriére géologique (en gris).

Passons maintenant & la description de la méthode. Le probléme est donc de définir un volume
poreux pour tous X € M ou X peut étre une maille X € G ou un nceud s € V. On note par,

és’K:/K@(m)da:, (3.45)
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le volume poreux total de chaque maille K € G. En pratique, il est approximé, en se référant
aux notations de la section 3.3, par,

Dy ~ |K|ox. (3.46)

Pour atteindre notre objectif, on va donc prendre un peu de ce volume poreux des mailles pour
I’associer aux nceuds. Afin d’obtenir une méthode de redistribution systématique et efficace,
on définit un premier indicateur de la transmissivité entre K et s par

Brs = Y. A% >0, VK €G,. (3.47)

s'eVk

Puis, on définit une transmissivité relative qui sera d’autant plus grande que la région est
perméable,

- B
Bks = —  VseV, VK € Gs. (3.48)

Z BL,s

LegGs

On pondére par la suite ces coefficients (3.48) par une petite valeur globale w €]0, 1[. Le volume
poreux total (3.45) peut alors étre redistribué entre tous les volumes de controle X € M, par
la formule suivante,

WZ§K7‘95K si X=s€V,
Kegs
bx(w) = (3.49)
d;K(l—wZEK,S)siX:KEQ.
seEVk

La méthode de redistribution présentée est donc systématique, prend en compte les possibles
hétérogénéités et elle est conservative puisque, par construction, elle vérifie,

Y ox(w) =) Pk, (3.50)

XeM Keg

et satisfait @x > 0 pour tout volume de controle X de M, cela & condition que le facteur w
soit choisi suffisamment petit.

Remarque sur la valeur du paramétre w. Soulignons que différentes valeurs de w ont
été testées sans influence sur la précision de la solution numérique mais pour des valeurs trop
faibles, la convergence de l'algorithme de Newton est plus difficile, nécessitant de découper
le pas de temps, augmentant ainsi le cotit en temps CPU de la simulation. L’idéal est de
trouver une valeur de w garantissant une homogénéité des volumes minimaux aux mailles et
aux nceuds tout en veillant & calculer des volumes positifs. Ainsi pour toute valeur w, il existe
sp € Vet Ky € G tel que,
D, (w) = mingey Ps(w),

et
Pk, (w) =mingeg Pr(w).

On va donc chercher wy tel que,
@So(wo) = @KO(WO). (351)
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La fonction $4,(w) est continue, strictement croissante et la fonction @k, (w) est continue,
strictement décroissante ; en soulignant que @4, (0) < Pk, (0) < P4, (1), on obtient donc 'exis-
tence et I'unicité de wy €]0, 1[.

On a alors wy > 0, ce qui implique P4, (wp) > 0 par construction et P, (wp) > 0 par définition
de wp. On a donc @x (wp) > 0 pour tout volume de controle X.

D’un point de vue pratique, en remarquant que sy est indépendant de w, on a,

So = argminsev Z BK”SQSK.
Kegs

Puis, connaissant sg, ’égalité des volumes poreux,
bg(w) = P (w), VK € G, Yw €]0,1],

s’écrit a laide de (3.49),

P
= = — — —, VK € G.
i Y Brs+ Y. Brs,®L
s€Vk Legs,

wso (K)

On peut donc déterminer Ky vérifiant (3.51) par,
Ky = argming g Pk (ws, (K)),

on en déduit,
wo = ws, (Kp)-

3.4.2 Bilan

Une méthode permettant d’utiliser le schéma VAG pour des simulations polyphasiques a été
présentée. La définition des volumes de controle a la fois aux mailles et aux nceuds, et la
construction de flux numériques linéaires, ont permis de développer une approche qui respecte
le formalisme précédemment introduit pour la discrétisation des écoulements. Cela nous per-
met donc de réaliser des tests sans aucune modification sur le code d’écoulement pour ainsi
étendre au cas polyphasique les comparaisons type O-schéma et VAG. A ce propos, la section
suivante propose divers cas tests pour tenter de valider la méthode.

Notons que comme en monophasique, les inconnues aux mailles peuvent étre éliminées du
systéme linéaire global issue de la méthode de Newton pour ainsi se ramener & un schéma a
27-points sur grille topologiquement cartésienne.

Le schéma VAG est donc un schéma centré aux nceuds applicable au contexte polyphasique.
La méthode proposée ici ne nécessite pas de maillage dual et prend en compte les éventuelles
hétérogénéités. Ce dernier point fait parfois défaut sur d’autres méthodes centrées aux nceuds
qui construisent des mailles duales centrées autour des nceuds et pouvant donc, dans le cas
hétérogéne, inclure & la fois du milieu perméable et imperméable...
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Notons que de part sa construction centrée aux noeuds, le schéma VAG est trés compétitif en
termes d’occupation mémoire, et par conséquent en temps CPU, sur des maillages avec des
tétraédres car le nombre de degrés de liberté est ainsi réduit d’un facteur cinq par rapport a
des méthodes centrées aux mailles tel que le O-schéma.

Un dernier commentaire sur la version de la méthode VAG utilisée pour les tests numériques
qui suivent. Différentes méthodes, en référence a la construction du gradient discret, ont été
proposées dans la sous-section 2.4.2, notamment celles dénommées VAG et VAGR. Ces deux
derniéres versions ont été testées en polyphasique sans différences significatives.

3.5 Reésultats numériques

On présente ici différents cas tests polyphasiques. En I'absence de solution analytique, la
qualité des simulations est jugée par comparaison de méthodes numériques, classiquement le
O-schéma et la méthode VAG. Les deux premiers cas tests sont plutot des cas schématiques
pour mieux appréhender la qualité de la méthode VAG. Les deux derniers cas tests sont quant
& eux plutot des cas métiers axés sur la simulation d’écoulements compositionnels sur grilles
proches puits 3D. Pour 'ensemble de ces tests, différentes valeurs de w de la formule (3.49) de
répartition du volume poreux de la méthode VAG, ont été testées et discutées ci-aprés.Tous
les tests ont été réalisés sans pression capillaire.

3.5.1 Propagation de front de type traceur

En remarquant que les flux numériques calculés par le schéma VAG 3.4 ne sont pas, contraire-
ment aux flux darcéens des schémas volumes finis, I’approximation d’un flux analytique, il est
impossible de calculer une erreur discréte sur ces flux. Il est cependant naturel de s’interroger
sur la précision de la vitesse de 1’écoulement lors d’une simulation polyphasique a I'aide de
VAG. Pour tenter d’apporter une réponse partielle & cette question, on considére ici un cas
test diphasique analytique du type traceur a la simplicité optimale.

On considére donc dans ce premier cas diphasique immiscible, la propagation d’un traceur,
phase gaz noté g, a travers un réservoir { = [0, 1]3 saturé d'un phase liquide, noté . La gravité
est négligée, le tenseur A équivaut a la matrice identité et toutes les propriétés (porositeé,
viscosité, densité) sont fixées constantes a un.

De ce fait, ’écoulement est régi par le systéme simplifié d’équations,

AP =0,
P

57(Sa) + div[Sy VP) =0,
S =1-25,.

On impose une condition de pression P; sur le bord x = 0 et P, sur le bord x = 1 avec P, > P»
de telle sorte que le gaz soit injecté sur le bord gauche. Une condition de flux nuls est imposée
aux frontiéres restantes. La solution en pression P est alors donnée par,

P(I’,y,Z):(PQ—Pl)$+P1.

83



Et la saturation en gaz S, satisfait donc une équation de transport, dont la solution est,

1 six g Pl—PQ t,
Sg(x,t):{ 0 sinon. ( )

On a utilisé dans les tests numériques qui suivent deux types de maillages. Le premier est un
maillage hexaédrique cartésien constitué de 32 x 32 x 32 mailles dans les directions x,y, z. Le
second est un maillage tétraétrique, précisément le 4°™¢ maillage de la famille de grille (B)
issue du Benchmark 3D 2.5.3 et comptant 15266 mailles.

Les résultats obtenus a l'aide de la méthode VAG sont comparés a ceux du O-schéma (qui
dégénére en TPFA sur la grille hexaédrique).

La Figure 3.2 représente, pour chaque maillage, la saturation de gaz en fonction de x € [0, 1],
a l'instant oul le gaz a parcouru la moitié du réservoir. On représente la solution analytique et,
pour comparaison, les solutions discrétes obtenues avec les deux schémas & 'aide des couples
de valeurs (z, Sy i) pour toutes mailles K avec zx la coordonnée en = du centre de la maille
et Sy i la valeur discréte de la saturation en gaz calculée par le schéma.

T
solution

Saturation
Saturation

(a) Maillage hexaédrique (b) Maillage tétraédrique

FIGURE 3.2 — Propagation du front de gaz sur un cas traceur - (zx, Sy i), VK € G - Schéma
VAG pour w = 0.001

Les résultats présentés sur la Figure 3.2 montrent tout d’abord que, sur chaque maillage, les
solutions discrétes des deux schémas coupent la solution analytique au point (%, %) illustrant
ainsi que la vitesse du front est correcte dans tous les cas. Sur le cas hexaédrique, Figure
3.2(a), les solutions du O-schéma (ou TPFA) et de VAG sont confondues. Cependant sur le
cas tétraédrique, Figure 3.2(b), on remarque que le schéma VAG est plus diffusif. Au moment
de la rédaction, cette observation n’est pas clairement justifiée. Cependant, comme souligné
dans la sous-section Bilan de 2.5.3, du fait d’étre un schéma centré aux noeuds, le schéma VAG
posséde un nombre de degrés de liberté réduit d’un facteur cinq par rapport a des méthodes
centrées aux mailles tel que le O-schéma. Le stencil du schéma VAG est quasiment réduit de
moitié sur un maillage de type tétraédrique par rapport a celui du O-schéma. Cela pourrait
expliquer la plus grande sensibilité du schéma VAG a la diffusion numérique sur ce type de

maillage en comparaison au O-schéma.
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Pour clore ce cas test, signalons que les résultats de la Figure 3.2 ont été obtenus pour la
valeur w = 0.01 dans la formule (3.49). D’autres valeurs de w ont été testées, 0.05, 0.1, 0.2 et
0.3 (cette derniére valeur correspond approximativement a wg (3.51)). On a constaté une trés
légére amélioration de la solution lorsque w croit, mais rien de significatif. Notons également
que pour la méthode VAG, on utilise, pour le sorties graphiques, les saturations discrétes aprés
redistribution de la matiére entre une maille et ses nceuds,

Sgx «— (1-w Z Bi.s )Sg K T w Z EK,SS;S, VK € G, Vn > 0.

seEVk seVk

Ce post-processing s’effectue donc au prorata de la redistribution du volume poreux (3.49).

3.5.2 Injection de CO9 immiscible dans un réservoir hétérogéne

Ce second exemple est un cas d’injection de CO9 gazeux, considéré non miscible, dans une
phase liquide, via un puits localisé au milieu d’un réservoir isotrope et hétérogéne de taille
de 2 = [~100,100] x [0, 50] x [0,45] m®. On dénote dans la suite par les indices g et [, les
propriétés des phases gaz et liquide. La gravité est négligée.

Le réservoir est divisé en trois couches de 15 m d’épaisseur chacune comme illustrée sur la
Figure 3.3(a). Les couches supérieures et inférieures sont considérées comme des barriéres, donc
faiblement perméables. De son coté, la couche médiane s’apparente donc au milieu perméable.
Le rapport de perméabilité est de 10%.

_‘Z
T

(a) Maillage et hétérogénéités. En (b) Coupe 2D zz en y = 25. Le carré
rouge la zone perméable, en vert les bleu localise la perforation du puits
barriéres imperméables. d’injection.

FIGURE 3.3 — Configuration du cas test d’injection de gaz dans un réservoir hétérogéne.

Une grille cartésienne grossiére comprenant 100 x 10 x 15 mailles dans les directions z, y, z est
utilisée pour la simulation. On impose une condition de pression Py o.q sur les bords x = 4100
et une condition de flux nuls aux frontiéres restantes. Le puits est constitué d’une perforation
localisée au milieu du réservoir, dans la zone perméable, comme affiché sur la Figure 3.3(b).
Le terme source du puits est discrétisé a 1'aide de I'indice de Peaceman [42]. On impose une
condition de pression Ppyits au puits tel que Ppuits > Phora pour assurer l'injectivité.

Un intérét de ce test réside dans 'hétérogénéité du tenseur de perméabilité permettant ainsi
de valider la méthode de répartition du volume poreux utilisée pour le schéma VAG 3.4. Sur
ce point, une formule différente de (3.48), avec une répartition du volume poreux de fagon
équirépartie a été regardée,

- 1
Biw = ~——, VK € G, (3.52)
Ng

v
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Il a été possible d’obtenir des résultats acceptables avec (3.52) mais pour une valeur de w
de (3.49) qu’on peut qualifier d*hasardeuse”. En effet avec une telle formule, la précision des
résultats est fortement dépendante de w rendant cette approche imprécise et, par conséquent,
inutilisable. On représente ainsi sur la Figure 3.4, ’évolution au cours du temps de la masse
de gaz dans la zone la moins perméable du réservoir, noté (mg(t”))n>0 (3.53), d’'un coté en
utilisant une répartition du volume poreux fonction des transmissivités (3.48), de lautre de
fagon équirépartie (3.52). Pour ces deux approches les valeurs suivantes de w ont été testées,
0.03, 0.1 et 0.3. Notons qu’ici, en post-processing, on réaffecte & la maille la masse de gaz
contenue 4 ses noeuds et cela au prorata du volume poreux, i.e. des coefficients EK’,,,

(3.53)

my(t") = > pg(PR.Cry) O | (1—w > Brs)Sigx+w Y BraSy,

K Ebarrieres sEVK seVk

On remarque alors trés clairement sur la Figure 3.4(b) qu’avec la formule équirépartie (3.52),
le gaz s’échappe en trop grande quantité dans la zone la moins perméable qui ne joue ainsi
plus son réle de barriére géologique, ceci est d’autant plus vrai que w est grand.

20 . T . 1800 T T T
TPFA ~wwee A TPFA -
18 | vAG - 0.3 ] | VAG - 0.3
VAG - 0.1 ~e y 16001 yag - 0.1 e
16 | VAG - 0.03 e VAG - 0.03
1400
14 -
N -~ N 1200 F
o] o]
o 12 o
o o 1000
T 10t kS
2 2 800 |
%} 8 | 0
a a -
= . = 600 PRt
6 - =
4 b .",.1 — 200 F ___,.-~-""".‘m,
,-"" Bl . e a
2 e I ] 200 | et
0 Tt L 0 -
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

(s)
(b) Volume redistribué selon (3.52).

Temps (s)

(a) Volume redistribué selon (3.48).

Temps

FIGURE 3.4 — Masse de gaz dans la zone la moins perméable du réservoir en fonction du temps.

De lautre c6té, on peut noter sur la Figure 3.4(a) que les résultats obtenus par VAG lorsque la
formule idoine (3.48) est utilisée sont indépendants, en termes de précision, de la valeur de w.
Notons que dans le cas présent, 'homogénéité des volumes minimaux aux noeuds est obtenue
pour wy ~ 0.3 (3.51). Enfin aucune influence de w sur le temps CPU n’a été ici observée
puisque le pas de temps est trés petit en comparaison au pas d’espace.

Les résultats ainsi obtenus de la méthode VAG classique (3.48) sont donc comparés avec ceux
obtenus a 'aide du schéma deux-points (TPFA) qui se justifie parfaitement sur ce type de
grille réguliére A-orthogonale.

On observe sur la Figure 3.5 le front de saturation de gaz aprés quelques itérations en temps.
Notons tout d’abord sur la Figure 3.5(b) que le schéma VAG ne génére aucune “fuite” de
gaz dans la zone imperméable assurant ainsi le sens physique des résultats de la méthode.
En second lieu, on ne peut pas manquer d’observer la différence d’aspect des fronts de gaz
fournis par les deux schémas. Pour le schéma VAG, le front est clairement radial ce qui est le
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(a) schéma TPFA (b) schéma VAG

FIGURE 3.5 — Front de saturation gazeux, tel que Sq > 0.1%, aprés un faible temps d’injection.

comportement attendu autour d’un puits. En revanche, le front calculé par le schéma TPFA
est trés étalé dans les directions x, y. Cette diffusion numérique le long des axes du maillage est
un phénomeéne connu sous le nom d’effet d’axe, ou Grid Orientation Effect (GOE) en anglais.
Cette digitation numérique est étudiée plus en détails au chapitre 5 mais mentionnons que cela
apparait lorsqu’on injecte un fluide gazeux de viscosité inférieure au fluide en place dans le

réservoir. Le cas test mis en place rentre dans cette configuration puisque 1’on a pris e 10.
Hg
-
P .00 u n
0.797
i -
-0 . el .
(a) schéma TPFA (b) schéma VAG

FI1GURE 3.6 — Coupe en z = 22.5 m - Saturation de gaz en fin d’injection.

.00
0.750
| 0500

0250
-

(a) schéma TPFA (b) schéma VAG

F1GURE 3.7 — Coupe en y = 25 m - Saturation de gaz en fin d’injection.

Ce phénoméne apparait encore plus clairement sur les profils de saturation de gaz en fin
d’injection comme illustré sur les coupes horizontale et verticale des Figures 3.6 et 3.7. Le
GOE est ainsi trés important pour le schéma TPFA alors que son effet est pour ainsi dire
invisible sur les résultats obtenus avec la méthode VAG. De tels résultats peuvent s’expliquer
par la construction des flux. Les flux de VAG ont des connectivités mailles-noeuds donc dans
les directions diagonales. En outre, aprés élimination des inconnues aux mailles, le schéma
VAG est un schéma centré aux nceuds avec un stencil & 27-points. De son coté, le schéma
TPFA a un stencil a 7-points centrés sur les mailles et calcule des flux a travers les faces du
maillage donc dans les directions verticale et horizontale.

Ce cas test est donc trés intéressant pour valider la méthodologie développée pour 'application
du schéma VAG a des écoulements polyphasiques. En effet, les résultats obtenus illustrent la
robustesse de la méthode (3.48) de redistribution du volume poreux et les propriétés du schéma
VAG pour lutter contre 'effet de maillage (GOE).
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3.5.3 Injection de CO9 miscible sur grille proche puits

L’écoulement considéré dans ce troisiéme test prend en compte deux composants (HyO et
CO9) et deux phases (liquide et gaz dénotées respectivement par [ et g). On considére que le
constituant CO9 est miscible dans la phase liquide. Le milieu est anisotrope mais homogéne
avec un tenseur de perméabilité diagonal dans les directions z,y, z. Le CO9 est injecté & partir
d’un puits dévié dans un réservoir saturé par la phase liquide.

A notre connaissance il n’existe pas de solution analytique & ce probléme. L’étude sera donc
orientée vers la comparaison des résultats entre la nouvelle méthode VAG et le O-schéma mais
également sur la possible influence du type de grille sur ces résultats. Dans la famille des
schémas volumes finis, on a retenu le O-schéma pour les trés bons résultats qu’il a fournis sur
le cas analytique monophasique 2.5.1.

Le modéle d’écoulement se formule 3.2 & l'aide des équations suivantes. On rappelle tout
d’abord les équations de conservation (3.2) des deux composants, écrites ici a ’aide des densités
massiques et non molaires,

HyO - 5; (6p1SICY2°) + div [—pzcﬁzok”f’) A(VP — mg)} =0,

0
COy = o (@mSICT™* + dpySy)
k. kr, (S
raiv [P~ pg) -, 2 a (v~ ) <0,
i Hg
ou
e la porosité égale ¢ = 0.1,
2

e le champ gravitaire g est tel que || g [|= 10 kg.m.s™2,
e (! dénote la fraction du composant i dans la phase «,

e les densités et viscosités des phases [ et g sont respectivement p; = 1000 kg/m?, pg = 500
kg/m3, py = 3. 1074 Pa.s et py = 3. 107° Paus,

e la permeéabilité relative est choisie “en croix”, i.e. ky_(Sa) = Sa,

e le tenseur de perméabilité A est diagonal dont les valeurs sont A\, = A, = 1. 10713 m?
(A = o
e = —.
©10

Le probléme est donc fermé par I’équation de conservation du volume poreux (3.4) et les lois
d’équilibre thermodynamique (3.5),

S; + Sg =1,
C20 4 0002
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ainsi que,

{ (C/?—=C) <0, S;>0,

(C2 — 08, =0, (3:54)

otl C est la solubilité ; dans les tests numeériques, elle est fixée constante a 0.05. On discute de
(3.54) dans la section annexe 3.7 consacrée au flash thermodynamique.

Pour réaliser les simulations, on réutilise les grilles proches puits 3D présentées au chapitre
précédent 2.5.1. On dispose donc de deux types de grilles, hexaédrique et hybride comme
illustré sur la Figure 2.7.

Le CO9 est donc injecté a partir du puits dévié sous forme gazeuse & l'intérieur du réservoir
saturé par la phase liquide de composition initiale CZHQO = 1. Des conditions aux limites de type
Neumann homogéne sont imposées sur les faces nord et sud du domaine. Et des conditions de
type Dirichlet sont imposées sur les autres frontiéres en distinguant les frontiéres extérieures
du domaine et le bord puits. La condition de pression hydrostatique suivante est imposée sur
les bords extérieurs, et réutilisée pour 'initialisation du réservoir,

L, —x

P(z,y,2) =P, I

X
Py
- 27 ol gl =

avec P; = 240 1075 Pa, P, = P, — 1 107 Pa et (=,y, z) € [-15,15] x [~15,15] x [-7.5,7.5].
Les saturations et compositions initiales du réservoir sont celles d'une phase liquide pure, i.e.
Sp=1cet CZH 29 = 1. Le fluide entrant sur les frontiéres extérieures est également du liquide
pur en HyO.

Pour compléter la description du cas test, une condition de pression hydrostatique est égale-
ment imposée le long du bord puits,

P(x,y,2) = Pye1 — pg || 8 || 2,

avec Pyen = 250 1015 Pa. Pour rappel, le fluide injecté est du gaz pur en COg9 vérifiant donc
Sg=1let C7? =1.

Le temps final de simulation est fixé & 4 heures de sorte que la phase gaz ait atteint les
bords extérieurs du domaine. Aprés plusieurs tests numériques, et afin d’obtenir une bonne
convergence en temps, le pas de temps est fixé constant a 150 secondes pour chacune des
grilles ainsi que les deux schémas. La convergence en espace a été regardée en préambule
comme montrée dans les proceedings du congrées ECMOR-XII [18] pour le O-schéma.

Dans la suite on présente les résultats obtenus pour chaque schéma sur les grilles les plus
fines, le maillage hexaédrique & 74679 mailles, et le maillage hybride & 77599 mailles. Sur la
Figure 3.8 a été tracé, en fonction du temps, le taux de variation de la masse totale de CO9
dans le réservoir. En termes de post-processing, la masse de CO9 est calculée en parcourant
I’ensemble des volumes de controle, c’est-a-dire les mailles pour le O-schéma et, noeuds plus
mailles pour la méthode VAG.

On remarque que les courbes du schéma VAG sur les deux types de grilles sont quasiment
confondues et se situent entre celles du O-schéma laissant ainsi percevoir une plus grande
sensibilité du O-schéma au type de maille.
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FIGURE 3.8 — Taux de variation de la masse totale de CO9 dans le réservoir en fonction du
temps.

La Figure 3.9 représente, dans une vue en coupe, la fraction massique de CO9 dans la phase
liquide aprés 3 heures de simulation obtenue avec les deux schémas sur la grille hybride.
En comparant les deux sorties graphiques 3.9(a) et 3.9(b) on peut noter que la vitesse de
propagation semble similaire pour les deux schémas. Remarquons également que pour le O-
schéma le front est légérement indenté. Cette forme est due aux flux maille-maille et non
maille-nceud comme cela est le cas pour VAG.

(a) O-schéma (b) schéma VAG

FIGURE 3.9 — Fraction de CO9 dans la phase liquide aprés 3 heures de simulation. Maillage
hybride. Coupe en z = 0 m.

Pour compléter I'étude de ce cas test, signalons une nouvelle fois que les valeurs w = 0.01 et
w = 0.05 de la formule (3.49) ont été testées sans influence significative sur le résultat aussi
bien en termes de précision que de temps CPU. L’absence d’impact sur la convergence du
Newton s’explique par le fait que nous ayons fixé un pas de temps constant trés faible nous
assurant ainsi que les tous petits volumes calculés aux nceuds associés aux mailles proches du
puits ne seront pas une difficulté. Le cas test suivant 3.5.4 utilise ces mémes grilles mais avec
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un temps de simulation beaucoup plus important, nous amenant ainsi & considérer de plus
grands pas de temps, nous verrons l'influence de w.

Finalement, la Table 3.1 résume le nombre d’inconnues aux mailles et aux noeuds pour chaque
maillage. Comme discuté dans 2.5.3, du fait d’étre un schéma centré aux nceuds, le schéma
VAG posséde un nombre de degrés de liberté réduit sur maillage comprenant des tétraédres
par rapport & des méthodes centrées aux mailles tel que le O-schéma.

inconnues mailles inconnues nocuds
grille hexaédrique 74 679 74 800
grille hybride 77 599 - dont 28 704 tétraédres 37 883

TABLE 3.1 — Nombres d’inconnues aux mailles et aux nceuds pour chaque type de grilles
proches puits.

3.5.4 Asséchement et précipitation de sel par injection de CO9

Ce test s’inspire d’observations réelles faites notamment dans le cadre du projet européen
CO2ReMoVe. Parmi les sites & 1’étude, on trouve Snohvit, soit Blanche Neige en frangais,
qui est un champ de gaz situé dans la mer de Barents a 140 kilométres au nord-ouest de
Hammerfest, en Laponie norvégienne, voir carte Figure 3.10(a). Le gisement contient un certain
pourcentage de COqy (entre 5 et 8), qui est extrait lors du traitement du gaz. Alors qu’en régle
générale, le CO9 ainsi produit est simplement rejeté dans I’atmosphére, a Snohvit, pour réduire
I'impact du projet en termes d’effet de serre, il est, depuis 2008, réinjecté dans une formation
souterraine, 'aquifére salin de Tubaen, a raison de 700000 tonnes par an. Cependant une perte
d’injectivité est observée qui pourrait s’expliquer par la précipitation de sel minéral le long
des puits, altérant ainsi leur capacité d’injection.

Snahvit

SNCHVIT
5

(a) localisation du champ (b) transport et traitement du gaz
FIGURE 3.10 — Champ de gaz Snohvit. Images Statoil.

Pour modéliser ce phénomeéne on considére un écoulement avec trois composants (HoO, CO9,
sel) et trois phases (liquide, gaz et minéral dénotées respectivement par [, g et m). Les consti-
tuants HoO et CO9 peuvent étre présents dans les phases [ et g et le sel dans les phases [ et
m. Le milieu est considéré isotrope homogéne. On cherche donc & simuler ’asséchement et la
précipitation de sel dans un aquifére salin par injection de COq via un puits dévié.
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Le modéle d’écoulement se formule & 'aide des équations suivantes. Tout d’abord les équations
de conservation (3.2) des trois composants,

ky (S,
Hy0 - %qﬁ (PSICI?0 + pgSyCy°) + div [mCF”WW +p9Cy QOifg)Vg] =0,
l g
kr (S,
COy (‘g)t (1SIC% + pgSyCy©?) + div [PJCzCOQ krlﬁ(LSl)Vl + pgCy? — glf o) Vg] =0,
! g
. 9 sel : sel k”‘l(sl) _
sel : 8t¢ (plSlC’l + pm5m> + div [pzcl 7 V| =0,

ou V,, pour @ = [ ou g, est la vitesse de Darcy (3.3). La diffusion du sel dans la phase liquide
est négligée. Le probléme est classiquement fermé par des équations de conservation,

S+ Sy + S = 1,
Cleo + Cl002 + Clsel — 1’
Cy20 + 0P =1,

et des lois d’équilibre thermodynamique décrites par un flash triphasique détaillé dans la
section annexe consacrée au flash thermodynamique 3.7.

Pour réaliser les simulations, on réutilise les grilles proches puits 3D présentées au chapitre
précédent 2.5.1. On dispose donc de deux types de grilles, hexaédrique et hybride comme illus-
tré sur la Figure 2.7. Tout comme dans le test précédent 3.5.3, les simulations ont été réalisées
sur les grilles les plus fines de chaque famille. L’objectif est donc de comparer les résultats
entre la nouvelle méthode VAG et le O-schéma mais également sur la possible influence du
type de grille.

Le jeu de données est issu d’un calage entre expériences de laboratoire et tests numériques
réalisé par Roland Masson et Yannick Peysson. Ce jeu de données est le suivant,

e la porosité est égale & ¢ = 0.2,

e le champ gravitaire g est tel que || g ||= 9.81 kg.m.s 72,

e le tenseur de perméabilité A est diagonale constant a 1. 10712 m?,

e les densités et viscosités de la phase liquide sont calculées par corrélation et celles de
la phase gaz par interpolation linéaire en pression. La densité du minéral est fixée a
pm = 2173 kg /1.

e les perméabilités relatives des phases o = [, g sont de type Van Genuchten,

_ fmax (SO‘_ST’O‘> si S’Va S [Sr,aa 1]

kr,a(Sa) = ne 1- Sr,a
0 sinon,
avec les saturations réduites,
~ S ~ S
S, = Jg_ S , 3.55
I 5,45 T8, 45 (3:55)



et les données suivantes,

S0 =03, k"t =1, =05,

Tl

Srg =00, KM =1, e, =2

Remarque. Il est nécessaire de calculer des saturations réduites §a pour a = [, g (3.55) pour
prendre en compte la vraie porosité ¢ qui est donnée par ¢ = ¢(1 — S,,). Nous avons alors
I’égalité gZ)Sa = ¢S, qui garantie la cohérence des équations de conservations. De méme la
conservation du volume poreux est clairement vérifiée puisque S, + Sg = 1 par construction.

Le COg9 est donc injecté a partir du puits dévié a I'intérieur de I’aquifere salin. Des conditions
aux limites de type Neumann homogéne sont imposées sur les faces nord et sud du domaine.
Et des conditions de type Dirichlet sont imposées sur les autres frontiéres en distinguant les
frontiéres extérieures du domaine et le bord puits. La condition de pression hydrostatique
suivante est imposée le long du bord puits,

P(x,y,2) = Pyen — pg || 8 1| 2,

avec Pyen = 300 1015 Pa. Pour rappel, le fluide injecté est du gaz pur en COg9 vérifiant donc
Sg=1cet C’;O2 = 1. Une condition de pression hydrostatique est également imposée sur les
bords extérieurs, et réutilisée pour I'initialisation du réservoir,

P(xayvz):Pl_pl ”gH 2,

avec P = Py — 5 101 Pa. Les saturations et compositions initiales du réservoir sont les
suivantes, S; =1, C’lH 20 = 0.84 et CZH 29 = (.16. Le fluide entrant sur les frontiéres extérieures
est défini de la méme fagon.

Le temps final de simulation est fixé a 8 jours de sorte a voir apparaitre du minéral dans la
moitié de la zone radiale. Le pas de temps initial est fixé a 10 secondes, le pas de temps maximal
a 10000 secondes et la marche en temps est de 20%. On utilise cette méme discrétisation en
temps pour chacune des grilles et chacun des schémas. Le résultat du O-schéma sur la grille
hybride n’a malheureusement pas pu étre obtenu, en effet le dimensionnement des tableaux
nécessaires a la simulation était trop important.

Sur la grille hexaédrique la simulation calculée par le O-schéma nécessite 111 itérations en
temps et 4 échecs de pas de temps ont été observés. Le nombre moyen d’itérations de Newton
par pas de temps réussi est de 5 et le nombre moyen d’itérations du solveur GMRES par
Newton est de 34. D’un autre c6té, pour le schéma VAG sur cette méme grille hexaédrique, nous
avons dans un premier temps testé la valeur w = 0.05 pour la formule (3.49) de redistribution
du volume, ceci aux vues des bons résultats obtenus sur les cas précédents. Cependant avec
cette valeur de w, la simulation avec VAG est trés cotiteuse en temps CPU puisqu’elle nécessite
664 itérations en temps, 165 échecs de pas de temps ayant été observés. Le nombre moyen
d’itérations de Newton par pas de temps réussi est de 9 et le nombre moyen d’itérations
du solveur GMRES par Newton est de 36. Ce surcoiit en itérations en temps s’explique par
la nécessité d’utiliser une toute petite échelle de temps pour saturer les tous petits volumes
poreux associés par la méthode VAG aux nceuds des premiéres mailles du bord puits. Pour
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contourner ce probléme, nous avons calculer la valeur de wy (3.51) assurant une homogénéité
dans les volumes minimaux aux nocuds et aux mailles. On a ainsi trouvé wg =~ 0.4. Les
résultats de la simulation avec w = 0.4 pour VAG sont alors beaucoup plus performants. En
effet, 141 itérations en temps ont été comptabilisées ainsi que 13 échecs de pas de temps. Le
nombre moyen d’itérations de Newton par pas de temps réussi est descendu & 7 et le nombre
moyen d’itérations du solveur GMRES par Newton est toujours de 36. Il est important de
souligner qu’entre ces deux valeurs de w, ’amélioration de la performance ne s’est pas faite au
détriment de la précision. En effet, la qualité des approximations fournies par le schéma VAG
est équivalente dans les deux cas puisque les courbes des quantités en temps, en cumulée et en
taux (comme celles illustrées sur la Figure 3.11) se superposent. Sans surprise, des observations
similaires ont été faites lors de la mise en ceuvre du schéma VAG sur la grille hybride. Les
résultats présentés ci-aprés pour la méthode VAG le sont donc pour w = 0.4.

Sur la Figure 3.11 a été tracé, en fonction du temps, I’évolution du taux de variation de la
masse d'un constituant dans le réservoir, le constituant CO9 dans les phases liquide et gaz
d’un coté 3.11(a) et le sel dans la phase minéral de l'autre 3.11(b). Notons qu’en termes de
post-processing, ces masses sont calculées en parcourant ’ensemble des volumes de controle,
c’est-a-dire les mailles pour le O-schéma et, nceuds plus mailles pour la méthode VAG. On
remarque tout de suite que toutes les simulations convergent vers la méme solution. Les oscil-
lations observées sur la Figure 3.11(b) est un phénoméne bien connu du a l'apparition de la
phase minérale dans les volumes de controle successifs lorsque que le composant sel atteint sa
solubilité.

- T r 0.025
O-schema - hexaedre N
VAG - hexaedre ---o
% VAG - hybride *
2 % 1 0.02
4 e
&
% b
N ) 5
8 1.5 Y 2 0.015 |
) R —~
¢ :
N
3 1 £ 9 o.01
il ¥
L3 X
Iy 5
e;%?e}( 5
0.5 ees. 0.005
Soses O-schema - hexaedre —=—
VAG - hexaedre -
VAG - hybride -
0 o# / ) .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Temps (J) Temps (J)
(a) COg9 dans les phases liquide et gaz (b) sel dans le minéral

F1GURE 3.11 — Evolution du taux de variation de la masse totale d’'un composant dans le
réservoir en fonction du temps.

La Figure 3.12(b) montre le front de saturation de la phase liquide en fin de simulation,
illustrant ainsi I’asséchement autour du puits. Le dépdt de sel autour du puits est quant & lui
illustré par la Figure 3.12(b) ou 'on peut observer le front de saturation en minéral, tel que
Sm > 0.1%, également en fin de simulation. Ces résultats sont ceux obtenus avec la méthode
VAG sur le maillage hexaédrique.
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(a) saturation résiduelle de la phase liquide S, (b) saturation en minéral S, supérieur a 0.1%

FIGURE 3.12 — Fronts de saturations en fin de simulation.

3.6 Conclusion

Ce chapitre décrit une formulation générique des écoulements compositionnels polyphasiques
en milieux poreux. La méthode adoptée pour la discrétisation du modéle a initialement été
développée pour la famille des schémas volumes finis linéaires centrés aux mailles.

Cependant nous avons montré qu’il est possible d’adapter le schéma VAG & ce formalisme,
qui est pourtant un schéma gradient centré aux noeuds, et cela sans avoir & définir de maillage
dual. Pour ce faire, les volumes de contréle sont définis & la fois comme les mailles et les
neeuds du maillage. Il est alors possible de définir des flux numériques entre ces volumes. Un
point clef de la méthode est alors d’associer un volume poreux & chaque volume de controéle.
Une méthode de redistribution du volume poreux total conservative et robuste vis & vis des
hétérogénéités a été proposée. Cette méthodologie nous a donc permis de mettre en ceuvre
le schéma VAG sur des écoulements polyphasiques, nous permettant ainsi de poursuivre la
comparaison des schémas, schéma volumes finis multi-points et schéma gradient VAG, entamée
au premier chapitre.

Les résultats obtenus par le nouveau schéma VAG sur les différents cas tests sont satisfaisants
aussi bien en terme de précision, encombrement mémoire et temps CPU notamment sur des
maillages tétraédriques ou les noeuds sont en nombre largement inférieur en comparaison des
mailles.

Pour valider la méthode des tests complémentaires doivent étre fait. A titre d’exemple, on peut
citer les cas tests type SAGD - Steam Assisted Gravity Drainage - ol 'inconnue température
doit étre considérée. Dans un premier temps, il peut également étre envisageable d’approfon-
dir la physique des cas tests existants notamment en prenant en compte les phénomeénes de
capillarité.

Enfin en termes de développement informatique, I’élimination des inconnues aux mailles dans

le systéme linéaire issu de la méthode de Newton est un point qui reste encore a accomplir
pour ainsi réaliser des comparaisons en termes de performance plus rigoureuses.
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3.7 Annexe — Flash thermodynamique

Le flash thermodynamique est un outil indispensable pour la simulation des écoulements com-
positionnels polyphasiques car il permet, & pression, température et composition du mélange,
données de déterminer les phases en présence, ainsi que leurs compositions. Par conséquent le
flash est fondamental pour la formulation de type Coats 3.2 retenue puisque le jeu d’inconnues
dépend des phases présentes.

Pour définir rigoureusement le flash, nous devons introduire, Z* la fraction molaire totale d’un
composant i € C,

R e A
ZQGCI)I CO!S(X
avec Z' = 0, i € Cr et vérifiant SiecZt=1.

En pratique, on calcule, sur chaque volume de controle X € M, les fractions molaires totales
comme suit, en tenant compte des m; x des composants j € Cy,,

2oty nw; CalPxs Cax)Sax O x + Xjee, gy M X
Zjec Zaeélxmq:.j Ca(Px, Ca,X)Sa,XCZy’X + Z]EEIX mj x

)

74 =

qu’on projette sur un simplexe comme suit,
Zx = Projectiongy>o s, . v,=1}4X;
oil Zx dénote le vecteur des (Z%);.

Le flash thermodynamique peut alors étre vu comme une boite & outils définie par,
Flash [P, T, (Z");] = I, (CYay, (0a)a -

Les données d’entrée sont donc la pression P, la température T (qu'on omet par la suite
car on travail en isotherme), et la composition totale du mélange (Z¢);. Et en sortie, le flash
renvoie l’ensemble des phases présentes I, leurs compositions (C)qa.; et les fractions molaires
du mélange dans les phases (6, )q.

Il existe plusieurs modéles thermodynamiques pour ce flash. On peut citer a titre d’exemple
le flash avec égalité des fugacités qui sont calculées a 1'aide d’équation d’état (EOS). Mais une
méthode trés répandue est le flash thermodynamique par constante d’équilibre. Ce modéle est
historique et empirique s’appuyant sur des tables de valeurs. C’est cette approche que nous
avons retenue.

Le flash thermodynamique n’est pas générique, sa résolution étant étroitement liée au cas test,
c’est pourquoi nous associons la présentation des flashs utilisés & celle des cas tests mise en
place 3.5. On présente ainsi dans un premier temps les généralités d’un flash diphasique et
sa mise en ceuvre sur les cas tests diphasiques étudiés 3.5.1-3.5.2-3.5.3. Nous terminerons par
le flash triphasique et notamment le cas particulier correspondant au dernier test numérique
3.5.4.
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3.7.1 Flash diphasique
Généralités

On considére donc un écoulement diphasique, les phases sont notées oy et asg, et & N¢ consti-
tuants. On suppose donné les compositions totales Z¢, i € C, vérifiant 0 < Z' < 1 et
Y ice Z' = 1, et les constantes d’équilibre K. Ces valeurs K’ dépendent généralement de
la pression P et sont évaluées par interpolation via des tables empiriques ou par calage avec
un modéle aux EOS. On suppose K > 0, pour tout i € C. On cherche alors & déterminer 6,

et 0,,, et les compositions Cgl, C’éz, 1 € C, tel que,

032 — Kngq =0,¢7€(C, équilibre thermodynamique,

Z C’él =1 bilan des concentrations dans la phase oy,
i€C
(3.56)
Z C’fm =1 bilan des concentrations dans la phase as
ieC

L 9(11031 + 9012032 = 7', ieC, équilibre matériel,

avec C’gl >0et 032 > 0. Nous avons donc 2N¢ + 2 équations indépendantes et également
2N¢ + 2 inconnues. Le contexte I étant déterminé selon les signes de 6,, et 0,,. Notons

d’ailleurs que ces relations impliquent 6, +6,, = 1; on note ainsi pour simplifier par la suite
0 =0q,.

On autorise les cas K* = 0 pour les constituants ¢ absents de la phase as et K* = 400 pour
les constituants ¢ absents de la phase a;.

On définit alors 'ensemble, C = {i € C|K® # 1 et Z* # 0}. Alors si I'ensemble C est vide, on a
C’él = CZYQ = 7' pour tout i € C, et I'état des phases est indéterminé, 6 est donc quelconque
dans l'intervalle fermé [0, 1].

D’autre part, si C # @, alors on considére la fonction de Radchford Rice définie par,

F(9) = ; m (3.57)

Alors le systéme d’équations (3.56) équivaut & déterminer 6 vérifiant F/(6) = 0. Cette fonction
F (3.57), illustrée sur la Figure 3.13, a N¢ poles données par 6; = ﬁ, pour i € C tel que
soit 9@ S 0 ou 01 Z 1.

On note alors,

: 1
K™ —gup K*, et = -——,
ieC 1 — Fomax
Kmin — jpf g et 0 :é
iec P71 — g
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F(v)

=1(1-Ki™

v
=0

F{0)

F(v)

F(1)

FIGURE 3.13 — Représentation graphique de la fonction de Radchford Rice.

On regarde alors la méthode dite du flash étendu qui consiste a ne pas se limiter a l'intervalle
[0,1] pour déterminer € solution de F(f) = 0. Cette méthode permet d’assurer la bonne
continuité de toutes les grandeurs utilisées lors d’'un changement de contexte en conservant
I’égalité,

Co, —K'Ch, =0,1€C.

On considére ainsi trois configurations possibles selon les valeurs de 6y et 6.

e Sify>1 (ie si K™ < 1) alors le flash étendu n’a pas de solutions Cgl et CéQ positives
qu’a la limite # — —oo et le flash donne un état monophasique a;

0 = —o0,
Ci, =27 ieC.

e Sinon si §; < 0 (i.e. K™ > 1) alors le flash étendu n’a de solutions C, et C?,, positives
qu’a la limite 8 — 400 et le flash donne un état monophasique as

0 = +o0,
Ci,=27"ieC.

e Sinon ’équation de Radchford Rice posséde une solution unique dans l'intervalle [0y, 01 ]
pour laquelle Cgl et CéQ sont tous deux positifs. Une méthode de Newton sur F' converge
ainsi dans l'intervalle [fp, 61] ont F' est continue décroissante.

6 = l'unique solution de F'(#) = 0 dans l'intervalle [6p, 01],
, A

Cl =
T (Ki—1)g+1

Ci, = KiCi, .
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Application aux cas tests diphasiques

Les deux premiers cas tests 3.5.1 et 3.5.2 considérent un écoulement diphasique immiscible.
Dans un tel contexte, le flash est trivial car il n’y pas d’équations d’équilibre. On détermine
le contexte, i.e les phases en présence en regardant les saturations.

Le troisiéme cas test 3.5.3 est, rappelons-le, diphasique liquide [ - gaz g, avec la miscibilité du
CO9 dans la phase liquide. L’équilibre en diphasique [-g est donc le suivant,

Cyo? = K2 = C, équilibre thermodynamique,
Sy >0, présence de gaz.

En monophasique [, on a donc simplement,

Cf? <K% =C
Sy =0.

Le contexte monophasique g n’est pas considéré car on suppose la phase liquide [ toujours
présente. Il a donc été possible de réécrire simplement 1’équilibre thermodynamique de 1’écou-
lement par la contrainte de complémentarité (3.54) qui ne nécessite pas de calculer les com-
positions totales Z¢, i € C.

3.7.2 Flash triphasique
Généralités

On considére donc un écoulement triphasique, les phases sont notées a1, oo et ag, et & N¢
constituants. On suppose donné les compositions totales Z%, i € C, vérifiant 0 < Z' < 1 et
Y icc Z' =1, et les constantes d’équilibre K > 0, pour tout ¢ € C. On cherche alors a

ozka ’
déterminer les (A4 ) et les compositions (CY)a, i € C, tel que,

C(’;Z QWIC’L =0,7€(C, équilibre thermodynamique,

Cfm Ko, C’Z =0,7€(C, équilibre thermodynamique,
Z C’él =1 bilan des concentrations dans la phase aq,
1eC
Z 032 =1 bilan des concentrations dans la phase as
1eC
Z C’ég =1 bilan des concentrations dans la phase ag
1eC

GQICZ + OQQCZ + 90630Z = 7! ieC, équilibre matériel,
(3.58)
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avec toutes les concentrations C% > 0. Nous avons donc 3N¢ + 3 équations indépendantes et
également 3N¢ + 3 inconnues. Le contexte I étant déterminé selon les signes des (6,)q. Notons

d’ailleurs que ces relations impliquent 0y, + 04, + 0oy = 1.

Une approche possible est alors d’éliminer I'inconnue Cy,, par,

Zz'
Ons (K2 oo — 1)+ 00y (KE,,, — 1)+ 1

Qa3 asa

-
Co, =

Le probléme se raméne donc a résoudre la systéme final suivant,

. ) )
. ) (K& P 1)22
Foy (0 00) =S CL —S"Cf =0 = | il ,
1( 1 3) lezc 1 ZEZC 2 9a3(K&2a3_1)—|—9a1(K}12&1—1)+1
. . (Ki .. —1Z
Ey,(0a,,04,) = c. - c: =0= . 293 . )
3( ! 3) 'LEZC s ZGZC oz 9043 (Ké@ozg - 1) + 60&1 (KtZ:vza1 - 1) +1

Un algorithme semblable & celui du flash diphasique permet alors de résoudre le systéme aux

inconnues 0y, et Oy, puis d’en déduire le calcul de C,_, puis de Cf, et de C%,..

Application au test numérique

On décrit ici le flash triphasique mis en place pour le dernier cas test 3.5.4. On rappelle qu’il
s’agit d’un écoulement & trois composants (H9O, CO9, sel) et trois phases (liquide, gaz et
minéral dénotées respectivement par [, g et m). Les constituants HyoO et CO9 peuvent étre

présents dans les phases [ et g, et le sel dans les phases [ et m.

On a donc trois constantes d’équilibre K;fo, K;IOQ et K¢ qui vérifient,

05120 = K;fo CZHQO si présence des phases [ et g,
CZCO2 = Kl(;oz Cgco2 si présence des phases [ et g,

Cfel = Kl si présence des phases [ et m.

Les valeurs K;lzo = K120 = (.025, K;;02 = K2 = (.03 et K°¢ = 0.39 ont été fixées pour
les expériences numériques. Notons que les constantes d’équilibres K* sont constantes et donc

indépendantes de la pression P.
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Le flash triphasique & pression P, et compositions totales ZH2°, Z%2 Zs€l données, est régi
par le systéme d’équations suivant,

2120 = g, C20 4 g, C12°,
702 = g, G902 + 6, CF°2,
Zsel — 0[ Clsel 4 em’

Oy + 0, + O = 1,

CZHQO + CZC02 + Clsel =1
Cg2° + 0y =1,

(120 — [H20 CleO
g )
ClCOZ — KCOQ CC02
g )
I _ l
Clse — Kse ,

G2 >0, ¢/ > 0, G3¢ > 0,
CH20 > 0, €592 > 0.

Il est possible d’expliciter la solution analytique a ce probléme. Par souci de clarté on note
alors,
1 — K H20 (1 _ Ksel)

1 _ KHQO KC02

D002 _

La solution analytique est alors donnée par,
( Clsel — Ksel’
C;OQ = DCoz
01002 — KC02 DCOQ7

CngO - 1- Ksel _ KCO2 DCOQ,

L C;go — KH20(1 o Ksel _ KCO2 DCOQ)‘

On supposera alors que les constantes d’équilibre sont telles que la positivité des compositions
soit vérifiée. Les fractions (0y)a=i,g,m peuvent alors se déduire de ces concentrations. Les fron-
tiéres de la zone triphasique sont donc données par les droites représentées sur le diagramme
de phase (Z°°2, Z*¢!) illustré sur la Figure 3.14 et passant par,

© 0p=1,0,=0,=0 = FE5=(Z°2=K%2 D2 zs = [5l)
° Qg: 1,0,=0,, =0 — Ej3 (ZCOQ :DCOQ7Zsel :0) ’

° 91:1’9g29m20 — (ZCOQZO,ZSEl:]_),
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Les frontiéres des zones diphasiques sont alors déterminées en résolvant les trois flashs étendus
diphasiques. Par la suite, on réutilise abusivement les mémes notations.

Le flash diphasique liquide—gaz est régi par le systéme d’équations suivant,
Z%0 =4, C’;QO +0; CZHQO,

Zcolz = 99 C;;Oz + 6, CZCOZ,

Z°% =0, C7%,

0; + 9g =1,

OleO + Cl002 + Clsel =1
Oy 4+ 0P =1,

CHQO — KHQO ClHQO
g )
CO2 __ CO2 CO2

Cyo? = K2 C§°2,

\

La solution de ce flash est obtenue a ’aide I’équation de Radchford Rice (3.57) que 1'on peut
expliciter comme suit,

F(60)) = 0% 4 0; [011,0(1 — Z2°) + 600, (1 — Z9°2)] 4 Suy00c0, 2°%,

K™20 1
71 — KHQO et 5002 — 7[{_002 — 1
analytiquement I’équation du second degré F'(6;) = 0. On en déduit donc simplement 6, ainsi
que les compositions des phases,

avec Opyo = La fraction 6; est donc déterminée en résolvant

CHQO _ ZHQO
! 91 =+ 99 KH20
ZHQO KHQO
CHQO —
9 01 =+ 99 KH20
CCO2 B ZCOQ
97 g K% 49,
CCOQ B ZCOQ K002
LT 9, Ko + 4,

Clsel -1 CIHQO _ CZCOQ.

La frontiére de la zone diphasique liquide—gaz est alors donnée par les points,

(1 _ KHQO) KCOQ
1 _ KHQO KC02

.9[:1’9!]:0 — ElZ(ZCO2: ,ZSElZO),

1 — K20
09921,9520 — EQZ(ZCOQ—

I _
e 2 = 0),
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Le flash diphasique gaz—minéral est régi par le systéme d’équations suivant,

( ZHQO — gg C;‘IQO’
702 = §, C°2,
Zsel — 0m7

H2O CO2 __
[ C?°+ g2 =1
La solution de ce flash est triviale et est donnée par,

( eg — ZHQO + ZCOQ
em — Zsel

CHQO B ZH20
9" = Zwmo § Zoox

0002 B ZC02
9 = Zmo 1 zc0s"

La frontiére de la zone diphasique gaz—minéral est alors donnée par les points,

©0,=1,0,=0 = (2002:1,Zsel:0)’

e 0, =1, Qg:() — (2002:0,Zsel:1).

Le flash diphasique liquide—minéral est régi par le systéme d’équations suivant,

4 ZHQO — 9l CIHQO’
702 — ¢, CZCOQ,
Zsel — 91 Clsel + Hm,
0+ 6, =1,

l _ l
Clse = K¢l

CleO + ClCOQ + Clsel =1.
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La solution de ce flash est triviale et est donnée par,

1— Zsel
9[ - 1— Ksel
O =1 — 0,
ZHQO
CH2O —
l 01
ZC02
CCOQ —
l 0[
Clsel — Ksel'

\

La frontiére de la zone diphasique liquide-minéral est alors donnée par les points,

e 0,=1,0,=0 = E;=(Z°" :O,Zsel:Ksel),

e 0,=10=0 = (ZCO2:O’Z56l:1).

FIGURE 3.14 — Diagramme de phases dans I'espace (Zco,, Zsait)-
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Small stencil 3D schemes for diffusive flows
in porous media

This chapter consists of an article accepted for publication in the journal M2AN, written with
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In this paper, we study some discretization schemes for diffusive flows in heterogeneous
anisotropic porous media. We first introduce the notion of gradient scheme, and show that sev-
eral existing schemes fall into this framework. Then, we construct two new gradient schemes
which have the advantage of a small stencil. Numerical results obtained for real reservoir
meshes show the efficiency of the new schemes, compared to existing ones.

4.1 Introduction

Underground engineering simulations often involve computations of the flow on meshes that
are adapted to the geological layers. This geology fitting is likely to produce a number of com-
plex geometrical features, such as faults, vanishing layers, slanted wells, highly heterogeneous
permeability fields. . . The resulting grid cells may feature non-planar faces and they are defined
in most cases by 8 vertices; they can be locally defined by 7, 6 or 5 vertices for layers which are
not present over the whole domain. These grid cells are often called generalised hexahedra. For
instance Figure 4.1 presents a typical near-well mesh used in reservoir engineering; the mesh

Figure 4.1: Near-well grid : radial mesh without (left) and with transition zone (right).

on the right features distorted cells, high contrasted sizes and non-conforming connections
between the radial part (on the left) and the Cartesian part.

Since most of the coupled phenomena which occur in underground flow involve diffusion terms,
we focus in this paper on the following simple diffusion problem posed on an open bounded
subset 1 C R3, with boundary 9Q = Q \

—div(A(z)Va) = f in Q,
% = 0 on 092,

where @ is an unknown field (temperature, pressure, ...), A(x) is a linear operator which is
usually self-adjoint, and with eigenvalues belonging to [A\,A], 0 < A < X, and f € L?(Q) is a
volumetric source term.

Hence we wish to approximate the function u solution of the weak form of the problem, that
is:

u € Hy(Q) and Vo € H}(Q), /ﬂ A(x)Viu(x) - Vi(x)de = /Qf(:n)v(a:)da: (4.1)
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The discretization of Problem (4.1) by a finite volume method requires the approximation of
the diffusion flux @ ,(u) through any face o of a control volume K, defined by @ (1) =
— [, M=z)Viu(x) - ngo(x)ds(x), and ng () is the outward unit normal vector to o at the
point . An intense research activity has recently been devoted to the numerical approximation
Pg, of Pk (), particularly in the oil engineering framework, where such problems are of
utmost importance; we refer for instance to the various schemes presented at the FVCA5 and
FVCAG6 benchmarks [25, 23].

In the case where A is a heterogeneous isotropic diffusion operator, if the mesh satisfies a
standard orthogonality condition, then the continuous flux ®x , (%) through the interface o
between the control volumes K and L may be consistently approximated by the two points
approximation ®g , = 7k 1 (ux — ur), where ug and uy, are the approximate values of u at
points £x and 7, and where 7 1, depends on the geometric properties of the mesh and on A
via the harmonic mean value of A between K and L. The standard orthogonality is satisfied
in the particular case of rectangular meshes (2D or 3D), or acute angle triangular meshes (note
that this does not generalise to 3D tetrahedra), Voronol meshes (2D or 3D). An advantage
of the above two point approximation is that it provides monotonicity properties, under the
form of a local maximum principle. The mathematical properties of the resulting scheme are
extensively studied in [18| for example.

Unfortunately, it is seldom possible to use a two point flux in the general case. Indeed,
the natural diffusion operators involved in underground flows are in general heterogeneous,
accounting for the geological constitution of the layers by sedimentation processes. Further-
more, the geometry of the grid cells resulting from the design of the above depicted 3D mesh
does not satisfy the aforementioned orthogonality condition needed for the consistency of the
two point approximated flux with Vi - ng ..

In order to obtain a consistent approximation in the general case, a first idea is to use more than
two points in the approximation of ®k ,(u), but in a careful way so as to keep a conservative
flux. This has been the object of several studies [24], [18, Chapter 3], [14], [1] .

However these schemes usually fail to meet two properties which are of some interest in
practice, namely symmetry and positive-definiteness. Indeed, except in some particular cases,
multi point schemes are not symmetric; recall that the symmetry of the matrices allows for
important savings in computing time; moreover, except again in some particular cases, there
is no evidence that the matrix obtained with these coefficients is positive definite, and that
convergence properties can be expected; in fact, there exist particular meshes on which these
methods lead to noninvertible linear systems.

In order to obtain a consistent approximation of the diffusion flux, a second idea is to use a
gradient-type scheme. The construction of such a scheme is based on a non-conformal approxi-
mation of the weak formulation of the problem. In this sense, it relates to nonconforming finite
element methods. Defining the set Xp o of all families of discrete unknowns, for u € Xp o, we
denote by Vpu € L?(2)? a discrete gradient and by IIpu € L?(£2) a reconstruction of a space
function. Then Problem (4.1) is approximated by the scheme

u € Xpy, Vv e Xpy, /QA(:B)VDU(w) -Vpu(x)de = /ﬂf(w)Hpv(w)dw. (4.2)
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In Section 4.2, we present the properties which are sufficient for the convergence of the scheme
(4.2). We also give examples of gradient schemes, among which the SUSHI scheme, whose
discrete gradient is obtained using the Stokes formula and relies on the use of auxiliary un-
knowns u, located on the interfaces o between control volumes and a stabilisation in order
to obtain a coercive scheme. A drawback of such schemes is the difficulty to eliminate the
auxiliary unknowns u, algebraically, in order for the diffusion terms to be only expressed with
respect to the unknowns ug [5], leading to unacceptable computational costs in the engi-
neering framework. Therefore, the scheme can be modified, defining the auxiliary unknowns
Uy as linear interpolations of the unknowns ux meeting some properties with respect to the
diffusion operator A(x) (see [20]). Then the scheme becomes cell-centred, but the stencil of
the corresponding term B; j, becomes too wide.

This analysis leads us to the construction of two new 3D schemes: a hybrid vertex scheme and
a cell centred scheme, which we present in this paper. Both meet the advantages of multi point
schemes (in particular, a stencil with at most 27 points) and the symmetry and convergence
properties of the SUSHI scheme.

The first one, detailed in Section 4.3, follows the idea proposed in [21] of introducing vertex
unknowns, which we adapt to general meshes using the discrete gradient introduced in [20].
Note that the same type of idea was also used in [10]. It is applicable to any polyhedral mesh,
whether the faces of the control volumes are planar or not. Its main characteristics are the
following:

1. the discrete unknowns are the values ug at the centre of the control volumes and the
values ug at the vertices, allowing to express the auxiliary unknowns u, (used in the
discrete gradient) as linear interpolations of the unknowns us,

2. after a local elimination of the cell unknowns, we get a small stencil on the interior
vertices which is 27-point on structured hexahedral meshes,

3. it provides the exact solution if A is piecewise constant in polygonal sub-domains and
u is affine in each of these sub-domains (this property is sought in the multi-point flux
approximation schemes given for instance in [2]),

4. the scheme is always a gradient scheme in the sense developed in Section 4.2 and thus
the scheme is well posed, leads to a symmetric positive definite matrix, whatever the
geometry and the diffusion operator, and the approximate solutions converge to the exact
solution of the problem as the grid size tends to 0, for general heterogeneous anisotropic
diffusion problems.

Even though this scheme yields a 27-point linear system on the vertex unknowns, it does
not lead to a 27-point linear system on the cell unknowns themselves, which is required in
some situations. Hence a second scheme, proposed in section 4.4, extends to the 3D case the
2D scheme which was presented in [6]. Its implementation presents a few new difficulties,
which have to be overcome. As in the 2D case, the scheme is based on the so-called harmonic
averaging points, which allow for a consistent 2-point interpolation on an interface o between
two neighbouring control volumes K and L, of any function u whose regularity properties are
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those of a solution of the diffusion problem. This study is recalled in Section 4.4.1. Such an
interpolation is then used to construct a discrete gradient on the subcells which are delimited
by a cell centre, a cell vertex and the two (in 2D) or four (in 3D) harmonic average points
of the edges (in 2D) or faces (in 3D) corresponding to the vertex. This discrete gradient is
the same (on the subcells) as the one which is used in the SUSHI scheme [20], and therefore,
the convergence analysis of the resulting scheme is analogous to that of the SUSHI scheme.
However, thanks to the use of the harmonic points and the subcells, its stencil is much smaller.
The full scheme is presented in Section 4.4.2. Its main characteristics are the following:

1. it may be used on a large class of non-regular polyhedral meshes,

2. it again provides the exact solution if A is piecewise constant in polygonal sub-domains
and w is affine in each of these sub-domains,

3. it leads to a 27-point scheme in the case of quadrilateral meshes which are not too
distorted (in a sense involving the diffusion matrix A),

4. it is shown to be a gradient scheme.

Numerical results are provided in Section 4.5, followed by a short conclusion in Section 4.6.

4.2 Approximate gradient schemes

The approximate gradient schemes are written on the weak form of the diffusion problem.
From the set of discrete unknowns, a function and a discrete gradient are reconstructed: they
are defined almost everywhere and are expected to be an approximation of the unknown func-
tion of the problem and its gradient. In order for the scheme to be consistent and convergent,
the discrete gradient and the reconstruction operator must be carefully chosen with respect
to one another. We first give the definition and convergence properties of a gradient scheme
and then give some examples of existing schemes that can be seen as gradient schemes.

4.2.1 Definition and properties

Definition 4.2.1 (Approximate gradient discretization and gradient scheme) Let Q be a bounded
open domain of R?, with d € N*. An approzimate gradient discretization D is defined by
D= (XD,07 hp, HD, VD), where:

1. the set of discrete unknowns Xp g is a finite dimensional vector space on R,

2. the space step hp € (0,+00) is a positive real number,

3. the mapping llp : Xpo — L?(2) is the reconstruction of the approzimate function,

4. the mapping Vp : Xpo — L%(Q)? is the reconstruction of the gradient of the function;
it must be chosen such that ||Vp - [|L2qye is a norm on Xp .
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Then the coercivity of the discretization is measured through the norm Cp of the linear
mapping Ip, defined by
IIpv
Cp = max m. (4.3)
veXp,0\{0} || Vvl 2 ()

Note that (4.3) yields the following “discrete Poincaré" inequality:

HHDUHLQ(Q) < CDHVDvHLz(Q)d, Vv € Xpp.

The strong consistency of the discretization is measured through the interpolation error
function Sp : HE(Q) — [0,4+00), defined by

1
Sp(e) = min (IMpv = w3z + IVo0 = Velliaga) s Vo € HY(Q),  (44)
D,0

ve

The dual consistency of the discretization is measured through the function Wp: Hgiy () —
[0,400), defined by

1

Ww- — max T~
p(®) ueXp o\{0} [|Vpull 20

/Q (Vpu(x) - p(x) + lpu(x)dive(x)) de

, Ve € HdiV(Q)'
(4.5)

If D = (Xp,0, hp,IIp, Vp) is an approximate gradient discretization, we shall say that (4.2)
s a gradient scheme.

The following lemma may be seen as the so-called "Strang second lemma”, which was intro-
duced in the framework of non nonconforming finite element approximations [29]. We give its
formulation in the present setting (along with its proof, which is quite simple).

Lemma 4.2.2 (Control of the approximation error) Let ) be a bounded open domain
of R, with d € N*, let f € L*(Q) and let A be a measurable function from Q to the set Mg(R)
of d x d matrices, such that for a.e. © € Q, A(x) is symmetric, and such that the set of its
eigenvalues is included in [\, N, where 0 < A < X. Let u € H}(Q) be the solution of (4.1)
(remark that since f € L?(2), one has AVU € Hgiy(2)).

Let D be an approximate gradient discretization in the sense of Definition 4.2.1. Then there

exists one and only one up € Xp, solution to the approximate gradient scheme (4.2), which
moreover satisfies the following inequalities:

(Wp(AVT) + (X + X)Sp(n)), (4.6)

>~ =

|Vu — VD'U/DHLQ(Q)d <

and

1 —
|w — HDUDHL2(Q) < X(CDWD(AVE) + (CpA +A)Sp(w)). (4.7)
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PROOF. Assume that u € Xp satisfies (4.2); taking v = u in (4.2) and using (4.3), we get

/ A@)Vpu(w) - Vpu(a)de = / f@)Tpu(x)de < [|fllz2@Cpl Voull 2. (48)
Q Q
This leads, thanks to the hypotheses on A, to

AVoullpzye < [ fllrz2Co; (4.9)

hence, taking f = 0 yields Vpu = 0. Thanks to the hypotheses on the approximate gradient,
VD - [l2()a is @ norm on Xp g, we thus get u = 0. Remarking that the discrete system (4.2)
leads to a square linear system, we therefore obtain the existence and uniqueness of u € Xp g
solution to (4.2).

Let us take in (4.5), ¢ = AVT € Hg;y(2). We then obtain, for a given v € Xp,

< HVD’UHLQ(Q)CI Wp(AVa),

/Q(va(zc) - A(x)Vu(x) + Mpv(x)div(A(x)Va)(x))de

which leads, since @ is the solution to (4.1), to

S ||VD’UHL2(Q)¢1 WD(AVH)

/Q (Vpo(e) - A@)Va(z) - Tpo(x) f(z))de

Since up is the unique solution to (4.2), we get

< ||VDUHL2(Q)4 Wp(AVa).

/ AVpu - (Vﬂ — VDU,D)dm
Q

Defining
—_ . 2 _v2
Ppu = argvglxlgo(!\ﬂpv ullz2 () + IVov = Va2 qg)a),

and thanks to (4.4), we get

/QAVDU . (VDPDE — VDUD) de| < HV’DUHLQ(Q)d WD(AVE) + /QAVD’U . (VDPDE — Vﬂ)d.’l?
< [ Voull e (WD(AW) M|V Pl — wummd)
< ||V'D’U”L2(Q)d (WD(AVE) + XSD(E)) .

Choosing v = Ppu — up yields
AV (Ppt — up)|| 2y < Wp(AVE) + ASp (7).
Remarking that ||Va — Vp Ppii| 12y« < Sp(u), we obtain (4.6). Using (4.3), we get
AMp Ppt — Hpup||r2(q) < Cp(Wp(AVT) + ASp (),
which yields (4.7), since |[u — Ilp Ppul|12(qye < Sp(u). U
We deduce from (4.6) and (4.7) the following convergence result:
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Corollary 4.2.3 (Convergence) Under the assumptions of Lemma 4.2.2, let F be a fam-
ily of gradient discretizations in the sense of Definition 4.2.1, which satisfies the following
assumptions:

(P1) there exists Cp € R such that Cp < Cp for any D € F,
(P2) for all o € H}(Y), Sp(y) tends to 0 as hp — 0,
(P3) for all ¢ € Hgiv(2), Wp(¢p) tends to 0 as hp — 0.

For D € F, let up € Xpy be the solution to the approzimate gradient scheme (4.2), then
Hpup converges to @ in L*(Q) and Vpup converges to Va in L*(Q)? as hp — 0.

Remark 1 (Error estimate) In the case where @ and A are sufficiently regular, we get for the
SUSHI scheme [20] and for the schemes presented in this paper, that Wp(AVu) < Chp and
Sp(u) < Chp, where C > 0 only depends on the regularity of the mesh.

The following lemma can be used for the practical verification of the assumptions (P2) and
(P3) of Corollary 4.2.3.

Lemma 4.2.4 Let Q be a bounded open domain of R, with d € N*. Let F be a family
of approximate gradient discretizations in the sense of Definition 4.2.1 Then, for any dense
subspace R of H}(SY), the two properties:

lim Sp(e) =0, Yo € R, (4.10)
hDHO
and
lim Sp(u) =0, Yu € H}(Q), (4.11)
hp—0

are equivalent. Furthermore, if there exists Cp > 0 such that the following uniform discrete
Poincaré inequality holds:
Cp <Cp, VD € F, (4.12)

then, for any dense subspace S of Hgiy(Q2), the two properties:

lim Wp(p) =0, Ve €S, (4.13)
thHO
and
lim Wp(U) =0, YU € Hgiy(Q), (4.14)
hDA)O

are equivalent.

PROOF. Let us prove that if (4.10) is satisfied then limy, o Sp(u) = 0 for all u € Hg(Q).
Let ¢ > 0 and ¢ € R, such that [|u — ¢[|g1(q) < . Thanks to (4.10), there exists 7 > 0 such
that, for all D € F with hp <1, then

min (|[Ipv — ‘PH%Z(Q) + IVpv - VSOH%P(Q)d) <e

'UGXD’O
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Let us denote by
_ : 2 2
Ppp = arg min ([[IIpv — (P”LQ(Q) + Voo — VSDHLz(Q)d)-
vEXD o

We then get

This proves that Sp(u) < 2, hence showing limy, o Sp(u) = 0, which proves the first
equivalence.

Let us now prove that, under hypothesis (4.13), for all U € Hg;y(2), limy,,_,o Wp(U) =
0. Let ¢ € S such that |U — ¢||p,, (@) < & which means that |U — ¢| 2 < € and
|[divU — divep||12(0) < €. Thanks to (4.13), there exists > 0 such that, for all D € F with
hp <n, then, for all v € Xp,

/Q(va(a:) ~p(z) + Hpv(z)dive(x))dz| < el|Vpoll 2y
Thanks to the triangle and Cauchy-Schwarz inequalities, we have:

< el[Vpollrzqye + el Vvl p2 ) + l[Hpvl L2 (o)

/Q(va(a:) -U(z) + Hpv(x)divU (x))dx

Thanks to Hypothesis (4.12), we get

/Q(VDU(:B) -U(x) 4+ Hpv(x)divU (x))dx

<(2+ CP)EHVDU||L2(Q)(1.

Therefore Wp(U) < (2 + Cp)e, hence showing (4.14). O

4.2.2 Examples

Let us first notice that standard conforming finite element discretizations may be seen as
approximate gradient discretizations. Indeed, let V;, C H}(£2) be the usual finite element
space spanned by the basis functions ¢1,...¢pn; the space Xp is then RN and for u =
(w1,...,un) € Xpo, lIpu = Zf\il u; i, and Vpu = Zf\;l u; V; = VIIpu. Hence

Wp(p) =0 for all ¢ € Hgiv(£2). (4.15)

Note that in fact, an approximate gradient discretization is conforming if and only if (4.15)
holds.

Let us now turn to the case of the non conforming P1 finite element discretization on simplicial
meshes. In this case, the basis functions of the finite element space V}, are associated with the
N internal faces of the mesh, and V}, is spanned by the basis functions 1, ... N which are
piecewise affine and continuous at the centre of gravity of the faces. In this case, the space
Xp, is again RN and for v = (u1,...,uy) € Xpyo, lIpu = Zf\il u;;, but Vpu cannot be
defined as in the conformal case; it is only piecewise defined as the gradient of Ilpu. It is
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possible, under some geometrical conditions on the mesh (see e.g. [17]), to get from classical
results that for all ¢ € (C1(R?))?4, Wp () < hpClp.

The SUSHI scheme [20] is explicitly defined through the space Xp g, the reconstruction opera-
tor IIp and the discrete gradient Vp. The fact that Wp tends to 0 may be proved in a similar
way to that of the proof of Lemma 4.3.1 below. Note that the SUSHI scheme is also part of
the Mimetic Mixed Hybrid family [16]; however, in the general form of mimetic schemes, we
do not know how to include the stabilisation term (which is needed for the coercivity of the
scheme) in the gradient term in order to write the scheme under the form (4.2).

The DDFV scheme, see [26, 15, 9] for the two dimensional case and (27, 12, 13, 28, 7, 11, 8| for
the three dimensional case, may also be seen as a gradient scheme. Consider the case where
the domain €2 is the union of octahedra which are the so-called diamond cells (such a cell is
depicted in Figure 4.2). Octahedral meshes may be obtained from general hexahedral meshes
by introducing an internal point to each hexahedron. We show in Figure 4.2 a locally refined
face of hexahedral cell where we depict a octahedron constructed with an internal point of the
cell and the barycentre of the four points of a face. (Here and throughout the paper, unless
otherwise stated, “barycentre" will refer to a barycentre with equal weights.) With such a
construction, we can easily take into account boundary conditions and heterogeneous media
(each octahedron is homogeneous). The unknown at the centre of the internal faces (point
B in right side of Figure 4.2), may be easily eliminated. Let us define the space Xpg as is
Xp,o = {(us)sev}, where V denotes the set of vertices of the octahedral mesh M. Referring
to Figure 4.2, we define a discrete piecewise constant gradient by its value on the octahedron
K:

1
Vpu(w) = 1 ((uB —wA)CD x EF + (up — uc)EE x AB + (up — up)AB x (713) V€ K,
K
(4.16)
where A = Det(zﬁ , C"ﬁ, ﬁ ). Let O be a well chosen point in K, for instance the barycentre
of the six vertices A, B,C,D,E and F. For the vertex F', we denote by ogpr the union of
the four triangles OAC, OCB, OBD and ODA, and we denote by Vi r the subset of K of

all points which are on the same side of ogp as F. We proceed similarly for the five other
vertices. The reconstruction operator is then defined for & € K by:

HDu(w) = (uAlVK,A (:U) + uBlVK,B (:U) + uClVK,C (w) + uDlVK,D (m) + uElVK,E‘ (w) + uFlVK,F (m))

1
3
where 1y is the characteristic function of the set V. With these definitions, (4.2) is a DDFV
scheme.
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Figure 4.2: Left: A generic octahedral cell for the DDFV scheme - Right: An example of
construction of an octahedron from a locally refined face of a hexahedron

4.3 A small-stencil hybrid vertex scheme

As stated in the introduction, the general idea of the small-stencil hybrid vertex scheme is
to introduce a discrete gradient along the same line of thought as that of [19] (this discrete
gradient depends on cell and faces unknowns), and to use this discrete gradient to build a
discrete bilinear form. The specific point here is to express the face unknowns used in the
discrete gradient as linear combinations of the vertex unknowns of the cell. It is then possible
to algebraically eliminate the cell unknowns to obtain a linear system involving the vertex
unknowns only.

4.3.1 Construction of the scheme

In this section, we provide a definition for all discrete quantities involved in Definition 4.2.1.
We consider generalised polyhedral meshes of 2. Let M be the set of control volumes, that
are disjoint open subsets of € such that UKGMF = . Let hp = maxgen hi, where hy
denotes the diameter of the cell K. For all K in M, i denotes the so-called “centre" of the
control volume K under the assumption that K is star-shaped with respect to xg. Let F
denote the set of faces of the mesh; we do not assume that these faces are planar, hence the
term “generalised polyhedral". We denote by V the set of vertices of the mesh. Let Vg, Fr,
V, respectively denote the set of the vertices of K € M, faces of K € M, and vertices of
o € F. For any face 0 € Fg, we have V, C Vk.

We assume that A is constant on all K € M, and we denote by Ak its value in K.

We define the set Xp as the set of all real families u = ((ux)kem, (us)sev), and Xpo C Xp
as the set the families u = ((ux)Kem, (us)sey) such that us = 0 if s is a boundary vertex.
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Each face o € F with vertices {s € V,}, is decomposed into planar subfaces 7; there are
several ways to obtain such a decomposition, possibly using auxiliary interior vertices which
are then defined as barycentric combinations of the original vertices s € V, with non-negative
weights; these auxiliary vertices are not in V,. Once these triangular subfaces are chosen,
the centre of gravity x, of each subface 7 can then be expressed by the following barycentric

combination:
Tr = Z 57,55 with Z /BT,S =1,
s€V, s€EVs

where 3,5 > 0 for all s € V,. We then define 8,5 = 0 for all s € V\ V,. Next, we reconstruct
a value u; at the point @, by ur = 3 oy, Brsus.

We denote by T the set of all subfaces of the faces of K and by dg r the Euclidean distance
between i and 7. The definition of a consistent expression for the approximation of the
gradient, see [20], relies on the following consequence of the Stokes formula

1
T > Irl(@, — zx)nk, =1d,
TETK
which implies
> bra(s—xx)' =1d, (4.17)
SEVK
where 1
bK,s = m Z /BT,8|T‘ Nk r. (418)

T7€TK

The equality (4.17) suggests the following constant value as an approximation of the gradient
on cell K.

1
Vi = W Z I7| (ur —ug)ng; = Z (us — uk)br,s, Vu € Xp.

Te€TK sEVk

However, it is readily seen that this approximate gradient will not yield a gradient scheme:
the coefficient of ux in the above expression is zero; moreover it may be equal to zero on all
cells for a non constant set of unknowns (us)sey (checker-board modes). In fact, on a regular
grid, it resumes to the centred gradient.

Let (Mg s)scv, be a partition of K such that |Mg s| = |K|/Nk, where Nk is the number
of vertices of K (there is no need to define this partition precisely). We first introduce the
following consistency error:

Rk su=1us —ug — Vigu- (s —xg),
and we define, for a given v > 0, the constant value Vg su in Mg 4:
Visu=Viu+vRksu bk s, Vu € Xp. (4.19)
In the numerical implementation, v was set to 5, after some sensitivity tests.

We now define a piecewise constant gradient by Vpu(x) = Vi su for a.e. € Mg q.
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Let us then define the reconstruction operator Ilp. If we wish the scheme to be a finite volume
scheme, we choose the piecewise constant reconstruction operator defined by: II%u(z) = ug
for a.e. € K. In the case where second order convergence is observed at the points x g, the
piecewise affine reconstruction defined by Ilpu(x) = ux + Vgu - (x — xk) for ae. * € K
yields a better approximate solution. We shall only perform the convergence analysis with
this latter choice since the analysis for the former choice is simpler.

4.3.2 Implementation of the scheme

We remark that Scheme (4.2) may also be written

find u € Xpo, Y € Xpo, 3 Y IMgolAxVisuVisv= Y / (v + Viv - (& — zg)) f(x)dz.
KeM seVi Kem’K

From Section 4.3.1, we get that Vg su can be written under the form

Viau= Y (ug — ux)gis,

s'eVk
with
gks = brs — VK s(5 — ch)tst/ + 705,50k s (4.20)
Defining
A;{’S = Z ’MK,S”‘AKgf(,s” . g?(’s//,
s"eVk
we get that
K,s|AKVEK,;sU: VKU = ;és ('LLS — UK)('US’ — Uk).
| M| AV v A
KeM seVi KeM seVg s'eVi

Considering the test function v € Xp o such that the only non zero component of v is v =1,
the above expression leads to a linear equation which only depends on ux and ug for s € Vg,
hence allowing a local elimination of ug. Then a linear system on all ug, s € V is obtained by
the elimination of all the cell values ug, resulting in a 27-point stencil on a hexahedral mesh.

4.3.3 Mathematical properties

Lemma 4.3.1 (Gradient scheme properties of the vertex scheme) LetD = (Xp g, hp,Ilp, Vp)
be a discretization in the sense of Definition 4.2.1 with Xp o, hp,lp,Vp defined in section

4.8.1, then, for a fixed vy, the scheme (4.2) is a gradient scheme in the sense of Definition

4.2.1, and therefore there exists a unique solution to (4.2). Furthermore, if F is a family of

such discretizations for which there exists 0 > 0 such that, for all D € F:

dic -

0 < dL < 1/6 for all neighbouring cells K and L and for all T € T N T,
L,7

di,r > 0hg for all grid cells K € M and T € Tk,

Nk < %, for all grid cells K € M,

hi|bk.s| > 0, for all grid cells K € M and s € V.

(4.21)
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the property (P1) of Corollary 4.2.3 is satisfied. Moreover,
Sp(p) < Cuhp, Vo € C3(Q),VD € F, (4.22)
where CZ(QY) is the set of C* functions which vanish on 0, and

Wp(p) < Cyohp, Ve € (CLRY)? VD € F. (4.23)

Therefore properties (P2) and (P3) of Corollary 4.2.3 are satisfied: the scheme (4.2) is con-
vergent and an error estimate holds in the case of reqular solutions.

PRrROOF. We first need to prove that there exists C'p not depending on the discretization D,
such that
HHDUHLQ < CPHVDUHLQ )ds Vv € Xpo,

which shows that Cp remains bounded by Cp.

From the discrete Sobolev embeddings proved in [20, Lemma 5.3], we have the following
discrete Poincaré inequality:

M0l z2() < Cillellp, Vo € Xpy, (4.24)

where II%v is the piecewise constant reconstruction of v defined by: I%v(z) = v for ¢ € K,
Cy > 0 depends on Q and 0 only and || - ||1,p is the discrete H' norm defined by:

o= 3 3 e —on)

KGM TETK

Let us then show that [|[v]l1,p < Cal|[Vpv| 12y for any v € Xp o, where Cy only depends on

2, 6 and . Thanks to the fact that |Mg s| = ‘ , we have
/ |Vpu|? de = Z Z |VKU + YRk sv st|
KeM SEVK

But, thanks to (4.17), we get:

Z Rk sv bis = Z (vs — VK )bK.s — Z (s — wK)bksVKv =Vgv—Vgv=0, (4.25)

seVk seVk seVk

and therefore:

K
/Q|VDU’2 dx = Z |K| ‘VKU|2+ Z ’]\fll72(RK7sv)2|bK7s|2

KeM SEVEK

Since for all a,b € R, and p > —1 we have (\/&7 —byT+p)? > 0, we obtain (a — b)?

o a? — ub?, and therefore,
1+p

(Ri.sv)? > _HKs

2 2 2
Vg — U — Virv|“ls — zkl?,
> 1+MK,S( s —Vk)" — pK,s| V]| K
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for any pg s > 0. Defining pug s > 0 by
- MK,S’Y2‘3 - xKP’bK,syz =0,

we obtain

1 |K| (vs —vi)?
Vpu(x)*de > 7 > D N e
Q 1+maX§5§;{MK’S KGMSGVK ’S—IL’K|

and therefore, thanks to the regularity assumption (4.21),

— up)2
/Q’VDU(:B)’Qdm C Z Z ’]ff(}l’S—SUKK‘l (4.26)

KeM seVgk

where C'1 € Ry depends only on § and . Now, since we have

( _UK Z BTS s_vK))Z S(Z BT,S)(Z 67,3(7)3_7)1( Z BTS S_UK> ,

seVk seEVk seEVK seVk
we get
Pliip= > > gaem@r—vl< D D gy 2. fralvs —vk)’,
$K T K,T
KeMteTk KeM TETK SEVEK
and therefore
2 . |7]
] (vs —vE)” with Ok s = Z 575 )
KeM scVyg TeTk KT

Again thanks to the regularity assumption (4.21), we have Ck s < 02% where Cy €

Ry only depends on 6. Together with (4.26), this yields that there exists C3 € R, only
depending on 2, # and ~ such that
[oll,p < CslIVpol 12 (9)a,
and therefore, thanks to (4.24):
Ipol 220y < C1C2||Vpoll 20y

Thanks to (4.25), we get that

1
Vkv = / Vpu(x)de, (4.27)
K| Jx
and therefore, by the triangle inequality:
[TIpv[ 120y < 1115, vllp2() + ho||Voull 2
From the two above inequalities, we conclude the proof of (P1).
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Property (P2) is a consequence of the Stokes formula, the proof is similar to that of |20,
Lemma 4.3]. Let us now prove (P3). Let ¢ € (C1(R%))? be given, and let v € Xp. Let us
compute

T = [ (Vpv(@) - pla) + Tipo(e)dive(a))da,

Denoting by @ the average value of ¢ in K, . the average value of ¢ on 7 and P 4 the
average value of ¢ in M s, we get T1 = T + T3 + T with

=2 2 =3 v Y Iring. B

KeM seVk KeM TETK

and Ty = / Viv- (x — zg)dive(x)de.
KeM

We have To = T + Tho with

Ty = Z Z VKU Pr s and Toy = Z Z 77RKsUst PK.s

KeM SEVK KeM seVg
We get
Ty = Z|K|VKU ‘PK_Z Z|T r— VK)NKT Pk
KEM KGMTETK

Remarking that if 7 is on the boundary of 2 then v, = 0 and that otherwise v, appears in
two opposite terms from the two neighbouring cells sharing 7, we have

T3 = Z Z (v —vr)|T|nEK T - P

KEM TETK

we get

Tn+Ts= Y > (v —vo)lrlnk, - (@, —Px).

KeMteTg

Hence, thanks to the Cauchy-Schwarz inequality
|T21 + T3| < W/ |Q‘”U||1’DhDC(P. (4.28)
We then use (4.25), and we get
K| o
Ty = Z Z NiK’YRK,sU bi,s (Px,s — PK)-
KeM seVg
This leads to |T22‘ < |T221| + |T222|7 with
T |K’ — b Prs— @
221 = Z Z vk )bk s - (Prs — PK);
KeM SEVK

and

K _ _
Thoo = Z Z |]V"YVKU : (S - xK)bK,s ) (SOK,S - ()OK)'
KeM seVg K
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Using the Cauchy-Schwarz inequality and (4.26), we conclude that
(Ta| < hoCl| Tl 2y (4.29)
Turning now to T and using (4.27), we may write:
Ty < ho||[Vpu| 2 (oelldivel| L2 (q)- (4.30)

From (5), (6) and (4.30), we get (4.23), which concludes the proof. [J

Let us now verify the following consistency property, that is useful to assess the precision of
the scheme on coarse meshes often used in the industrial setting: if the continuous problem
admits an exact piecewise affine solution, then its interpolate is the solution to the scheme.
This property is automatically satisfied when using a conforming approximation such as the
P1 finite element scheme, but it must be checked for nonconforming approximations.

Lemma 4.3.2 (Exact solution on piecewise affine functions) Letu = ((ux)xem, (Us)scy) €
Xp such that for all K € M, there exists G € R with

ﬁs—ﬂKz(s—xK)t-GK, VK e M, Vs € Vg, (4.31)

and, such that for any T € T NTy, included in the interface between two neighbouring blocks
K and L,

AKGK-TLKJ—FALGL"I’LLJ = 0. (4.32)
Then u is the unique solution of the discrete diffusion problem with non homogeneous Dirichlet

boundary conditions (existence and uniqueness follow from Lemma 4.3.1):

ue Xpo+1u, Yoe Xpy, / A(x)Vpu(zx) - Vpu(x)de = 0. (4.33)
Q

PROOF.

From the definition (4.20) of 9}9(/,37 we have:
Z g?(/,s = NKbK,s’ - ’YbK,s’ + 'YbK,s’ = NKbK,s’~ (4~34)
seVk
We also have, thanks to (4.17) and (4.31),
Z (Us — ﬂK)g?(/,s = Z br s (s — xk) G

S’EVK S’EVK

- Z b[gs(s — mK)tbes/(Sl — mK)tGK + ’be,S(S — a:K)tGK = GK (4.35)
s'EVk

Let us write the discrete operator associated to an interior vertex s:

Be= Y 3 A (ay—ax)= Y. Y. > (M| Axgi a9 o (e — ).

KeM s'eVg KeM s'eVik s""eVi
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We then get, using (4.35), that

= Z Z AKQKS// Gk,

KeM s“GVK

and then, using (4.34),

K
Es = Z E\[’AKNKbK,s -Gk.
Kem K

Now we get, setting ng , = 0if 7 ¢ Tk, defining T' = (Jc s T and using (4.18) and (4.32),

Ee= Y Ax > Braltlni, -G =Y Brsltl Y Axng, Gg =0,

KeM T€TK TeT KeM

Hence the discrete operator applied to this particular solution and associated to an internal
vertex is indeed equal to O.

Let us now check that the discrete operator applied to this particular solution and associated
to a control volume is also equal to 0.

— Z Z A;SI /—UK Z Z Z |MK5”‘AKng” ng”( /—’LLK)

8s€EVEK s'eVi 8€EVEK 8’V 8"V
then, using (4.35),

Z Z AKng” GKa

SEVK s"EVK

which gives, using (4.34),

K
Ex=-)Y_ LV[JAKNKbK,s -Gk,

seVk

and then, thanks to (4.18),

Kk =—IK[AkGKk - > brs=—-AxGr- > Y Brolr| ni.s,

SEVK T7€TK SEVEK

and finally
EK = —AKGK . Z |7'| Ngr = 0.

TETK

O

Remark 2 In the above proof, we showed in fact that Wp(AVa) = 0, where U € H'() is the
piecewise affine solution of the non-homogeneous continuous problem. Furthermore, naturally
extending the definition of Sp to HY(Q), we also have Sp(u) = 0.
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4.4 A small-stencil cell-centred scheme

Because of the heterogeneity of A and the possible coupling with a transport equation, it is
often not advisable to apply the above hybrid vertex scheme to the dual cells whose vertices
are the cell centres, which would seem to be the simplest approach. Therefore our aim is
to again define a scheme by (4.2) and suitable discrete quantities (discrete space, discrete
reconstruction, interpolation and gradient), under the constraint that the scheme should be
cell centred after the elimination of auxiliary unknowns.

Again, in order for the stencil to remain small (and in particular 27-points on hexahedral
structured meshes), the discrete gradient on one given cell should only depend on the values
of the cell and its immediate neighbours. Following the idea of the MPFA O-scheme, the most
natural strategy is to build some subcells whose vertices are the cell centre, a cell vertex, and
some additional points, chosen thanks to suitable properties with respect to the location of the
discontinuities of A. This is the purpose of the definition of the so-called “harmonic averaging
points".

Using the notations of Section 4.3.1, we furthermore assume that, for all s € Vi, there exist
exactly three faces in Fx and three edges in £k having s as a vertex, and for all e € £, there
exist exactly two faces in Fx having e as an edge.

4.4.1 Harmonic averaging points

In this section, we recall the construction of the so-called harmonic averaging points, presented
in [6]. The idea is to be able, as in the isotropic case, to express the value of u at some point
of the interface between two control volumes as a convex combination of the two values of u
at the control volume centres. In the case of an homogeneous medium, this point is simply
the intersection between the segment formed by the two cell centres and their interface, and
the value of w is its linear interpolation. In the case of an heterogeneous isotropic medium,
this point is obtained by a harmonic averaging procedure, using (4.37) below, and the value
of u is also the harmonic average of the values of u at the two cell centres, using (4.39). Let
us then see how we may obtain such a point in the heterogeneous anisotropic case. Consider
two domains K and L of R? with different diffusion matrices (or permeabilities) Ax and Az,
separated by a planar interface o as depicted in Figure 4.3, and let xx € K and xp € L.
Let di » (resp. dr,) denote the orthogonal distance from zx (resp. zr) to 0. We seek some
point y, in o where there exists ax , > 0 and o, > 0 with ax, + ar s = 1 such that the
relation u(y,) = axcu(xx) + ar su(xr), holds for any function w such that:

1. w is affine in both K and L,

2. w is continuous on 0 = 0K NJL,

3. the relation
AxVu(zg) -ngr +ALVu(zr) -npg =0, (4.36)

holds, where ng, denotes the unit vector, normal to o, oriented from K to L.
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Figure 4.3: Construction of a particular point at the interface

Let Ay A denote the set of all functions which satisfy the three above properties; notice that any
function u € A, A is solution to a non homogeneous diffusion problem —div(A(x)Vu(x)) =0
for a.e. x € KUL.

Therefore, the sought point y, exists and is given by the following formula (see [6]):

_ ALdroYr + Axdr oYK + dK,odr,o (A — A%)

o ) 4.37
ALdg o+ Akdr o (437)
where, denoting by P(x, o) the orthogonal projection on o of any point x, we set
Yk = P(xk,0), Ak =ngr-Axngrn, Ay =Agnkgr— Agknkr, (4.38)
yr =P(xr,0), Ap=mngr-Arngr, X =Arngr — Aingr. '
Then the following averaging formula holds:
ALdx & Akdr o
ulyy) = MLKo@L) T ARdLou(@E) Ag. (4.39)

AMdi,e + Akdr o

The verification of this relation relies on the fact that the set of all functions u € A, A whose
values at & and xj, are imposed is an affine set of dimension 2; indeed, the degrees of freedom
of such a function u are for instance the two components of the gradient g of the restriction
of u to 0. We can then show that

A di sulxr) + Agdp, u(x -
u(y) = 22 K’/\L(dKL)JF;;dLL’ ( K)+g (Y —yo), Yy €0,

which shows (4.39).

4.4.2 Definition of the scheme

As in the case of the vertex scheme, we build a piecewise constant discrete gradient. Let us
first define a submesh (Mg s) ke m,sev, by the following steps:
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1. define harmonic averaging points in the faces o € F;
2. define the “centres” of the edges of the mesh (ye)ecs;

3. define the subcells Mg s of the submesh.

Let us now describe in details each step, all of them referring to Figure 4.4.

A
C N

Figure 4.4: Construction of the submesh M  of a control volume

4.4.2.1 Definition of harmonic averaging points on the faces

Since we do not assume the faces to be planar, the construction of the harmonic averaging
points on the faces are somewhat more tricky than in the 2D case. Let us denote x, the
barycentre of the vertices s € V,, and n, an average unit vector normal to o (it can be
defined as the average of normal vectors to all triangles defined by x, and two consecutive
vertices s, s’ of o). Let 0 € F be an interface between the two control volumes K and L.
We consider the plane P,, containing the point x,, orthogonal to n,. We assume that the
geometry of the mesh is sufficiently regular, so that:

1. the two points i and xj are not on the same side of P,;

2. the harmonic averaging point y, € P,, defined by (4.37), is such that, denoting by s;,
i =1,...,N, the ordered vertices of o (setting j = i+ 1 for i < N, and j = 1 for
i = Ny, the determinant of the three vectors s; — Yo, s; — Y5, Ny is strictly positive) the
determinants of the three vectors s; — y,, s; — ¥y, and £k — y, have all the same sign,

opposite to that of the determinants of the three vectors s; — y,, 8; — Yy, and T, — Yo

The second assumption may not be satisfied in practice in case of a large aspect ratio or large
anisotropy ratio. In this case, it is advisable to add a face unknown, as was done in the 2D
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case [6]. In Table 4.5 below, we show the number of face unknowns (the so-called hybrid face
unknowns) that were added during the implementation the scheme.

We then denote by ak , and o, the two coefficients issued from (4.39):

Akdr o ALdK o
= y (8% o = .
ALdi o+ Akdr o b ALdg o+ Akdr o

(4.40)

QK o

4.4.2.2 Definition of the “edge centres”

For a given edge e € £, we consider the subset M, of all K € M, such that e € £x. For any
K € M., let 0 and ¢’ be the two faces of K such that e is an edge of o and ¢’. Assuming that
the points €, Yy, and y, are not aligned (this is the case for any reasonable mesh), we can
consider the unique plane containing the three points xx, y, and y,: its intersection with
the straight line containing e is exactly equal to a unique point, denoted yx .. We denote by
K. an element of M., such that the point yg, . is the closest to the middle of e. We then
assume that yx, ., denoted y, for simple and called the “centre” of e, belongs to e (see Figure
4.4).

The corresponding faces o and ¢’ are then denoted o, and o), to which we associate two
coefficients . and (. such that:

ye :wKe +Be(y0'e _wKe)—i_Bé(yO'é _wKe)' (441)

4.4.2.3 Definition of the submesh

Let us now consider, for K € M and s € Vi, the three faces 0;, i = 1,2, 3 and the three edges
e;, © = 1,2,3 having s as a vertex. We assume that e; is a common edge to the faces o; and
oj, where j =i+ 1 for ¢ = 1,2 and j = 1 for 7 = 3. We then define Mg , as the polyhedron
such that:

1. its vertices are g, 8, Yy, and y,,, for i = 1,2, 3;

2. its “hybrid" faces (which will lead to the definition of hybrid unknowns in the sense
of [20]) are the triangles with vertices s, yo,, Ye;, and s, Yo,s Ye;, where j =i+ 1 for

1 =1,2 and j = 1 for ¢« = 3; the set of these 6 triangular faces is denoted by ]?K,s; we
then denote by y= the centre of gravity of such a triangular face 7;

3. its “barycentric" faces (which will lead to the definition of barycentric unknowns in the
sense of [20]) are the triangles with vertices Tx, Yo,, Ye; and Tx, Yo, Ye,, Where j = i+1

for i = 1,2 and j = 1 for i = 3; the set of these 6 triangular faces is denoted by JEK,S;
we then denote by y;z the centre of gravity of such a triangular face 7.

It results from this definition that the volume My s has 8 vertices and 12 triangular faces. We
finally define the set Fr s = Fr s U Fk s
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4.4.2.4 Definition of the discrete unknown space

Setting F= UKGM,SGVK .7?K’3 and F = UKEM,SEVK j-:Ks, we define the set Xp g as the set
of all real families u = ((ux)Kem, (Uo)oer, (Ue)eee, (Uz)~ 7, (U7)=. 7) such that:

1. for all exterior face o € F, u, = 0, for all exterior face T € F , u= = 0, for all exterior
edge e € &, ue = 0;

2. for all interior face o € F, interface between the two control volumes K and L, using
(4.40),
U = 0K cUK + ar cUL;

3. for all interior edge e € £, and K, defined as in Section 4.4.2.2. Then, using (4.41),
Ue = UK, + Be(uae - UKE) + ﬁé(uoé - UKE);
4. for all “barycentric" triangular face 7 € F with vertices K, Yo, Ye Set

1
Uz = g(UK + Uy + ue).

Hence the degrees of freedom of Xp are the values ug, for K € M, and the values u,, for
o € Fint, which are the interior faces of F.

4.4.2.5 Definition of an approximate gradient and of a reconstruction operator

We first define, for all u € Xp g, for all K € M and s € Vk:

1
|MK,3’

7 Irl(ur — uk)nf (4.42)

TE]'—K,S

vK,su =

where n7, . is the unit normal vector, outward to Mg s, to the triangular face 7. As in the
vertex centred case, this expression yields a consistent expression of the gradient. In order to
enhance the stability of this gradient, we define

}qu:uT—uK—VK,Su'(yT—wK), V1 € Fk s, (4.43)
and
.
Vi st = Vi su+vRg Suin}( s (4.44)
5 ) ’MK7S| )

where v > 0 is a positive coefficient, whose standard value is 1 in the numerical tests. We then
denote by (M}—<7S)T€fK’s a partition of M ¢ such that |M}'<,s| = |Mg s|/Nk s, where N s is
the number of elements of Fx s; note that again, this partition does not need to be defined
precisely. We then define Vpu by the constant value Vi st in M .

As in Section 4.3, the piecewise constant reconstruction HOD’U is defined as the function equal
to vk in each K, and the piecewise affine reconstruction is defined by Ipu(x) = ux + Vi su-
(x —xk) for a.e. x € Mg for all K € M.
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4.4.2.6 Definition and implementation of the scheme

Problem (4.1) is again approximated by (4.2), which can also be written in the framework of
this scheme

find u € XD70, Yv € XD,O,

DY D IME ARV u- Vo= Y Z/ (vk + Visv- (& — xx)) f(z)de.

KeM se€Vk TEFK s KeM sevy ? MK
(4.45)
Let us now detail the equations resulting from Scheme (4.45).

We first define the linear forms FJ; ., only depending on (u, — ug) , such that the

T'EFK,s

YooY IMEARVEiu- Vi = > Figu(vg —or) (4.46)

sEVK TG}—K”S TG}—}QS

relation

holds for all real values (u; — uk)rer,, and (v — VK )reF . Assume that 7 is a common
face to Mk s and My, s. Then the equation, resulting from setting v = 1 and all other degrees
of freedom equal to 0, is

Fisu+Ffgu=p (f), (4.47)

where

-

[TInk s - (& — k) f(z)dz + TIngs - (& —zp)f(z)de.

|MK73’ MK,s ML,s

Note that if we use II% instead of Ilp, p"(f) = 0 and therefore the flux conservation of the
external faces is ensured. Since there are as many equations (4.47), as there are triangular
faces having s as a vertex, it is possible to eliminate all the unknowns uz, expressing them
with respect to all (ux)rxem,, where Mg denotes, for a given s € V, the subset of all K € M
such that s € Vi. We indeed show in the next section that the system (4.47) is invertible.
Let us now study the stencil of the scheme. Using the definition of the space Xpp, due to
the definition of harmonic averaging values at the faces and due to the interpolation u. at the
point y., we can write, for v € Xp o and for a given triangular face 7 € Fx s,

Z Bz rvr, (4.48)

LeM.

where e € £ is an edge such that y. is a vertex of 7, and where we denote M, the set of all
L € M such that e € £,. Note that the condition

Z Bz =1

LeM.

holds in the case where the control volume K has no vertex on the boundary of the domain.
An important consequence is that, if V., = {s, s’} (see Figure 4.4), then

Me CMsmMs’.

We then set 8z, =0 for all L € (M;UMy)\ M..
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It results from this relation that the equation, obtained by setting vg = 1 in (4.45) and all
other degrees of freedom equal to 0, reads

Z Z Fesu+ Z F gu — Z Z Bz FLgu | = pr(f), (4.49)

s€Vi \ PeFi FeFK,s LeMszeFy o

where

1 T . p—
() = | 1@ = 3 5 fie] iR (o e e

Note that if we use II% instead of IIp, we get pi(f) = [i f(x)dz. From (4.49), we get that
(4.45) is indeed a symmetric 27-point stencil scheme in the case of a structured mesh.

4.4.3 Mathematical analysis

Lemma 4.4.1 (Gradient scheme properties and invertibility of the local systems)

Let D = (Xp,0, hp,lp,Vp) be defined in the present section 4.4, then, for a fized ~y, the
scheme (4.2) is a gradient scheme in the sense of Definition 4.2.1, and therefore there exists
a unique solution to (4.2). Furthermore, the local systems (4.47) are invertible.

PRrROOF. The proof of this lemma follows the first steps of the proof of Lemma 4.3.1. We first
remark that, for any u € Xp,

M
[ivou@pia= 3 5 ¥ RVl

KeM seVkg Te€Fk s

The following property (which is similar to (4.25)) holds

3 7] 3 7] 7|
RTK,su ‘MK ’n}—(,s - (UT - UK) |MK ‘n}-{,s - ’MK | (yT - wK)(n;ﬂs)th,su
,8 \8 ,8

TEFK,s TEFK,s
=Vgksu— Vi su=0.
(4.50)
It implies
| Mk s| | Mk, 7\
Z TS |V7I-(,su‘2 = |MK,S’ |VK,SU|2 + Z Ts VRTK,SU‘M ’ :
TEFK,s 8 TEFK,s 8 K,s
As in the proof of Lemma 4.4.1, we again have, for a value uj- , chosen later, that
M
(Risuw)® 2 =2 (ur —ug)® — p o[ Vi sul’lyr — zx|*. (4.51)
) 1 _|_ /-‘LK78 ’
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We define pj . > 0 by

1— 4" 2 _ 2 |T‘
1 sV Yr — TK| (IMK,S

2
> =0, VK € M.

This proves, introducing C), as the maximum value of all KK s

/ |Vpu(zx)|*dz >
Q

o= 3 Yy el Z )

_ 2°
KeM seVg TE]‘—K ’y :BK|

1
Il p, (452)
“w

where:

A first consequence of (4.52) is that the local system of equations (4.47), written for all
T € Uge M, FK,s; whose unknowns are the values uz, is invertible. Indeed, assume that all

ug =0 for all K € M and u, = 0 for all 7 & Uy, ]?K,s. We multiply (4.47) by —uz, and
sum the resulting equation on 7 € UKEMS .7?;(73. We get

Z Z —uTFKSu—O

KeMs TE-/—'K,s

For this particular choice of u € Xp g, we get from (4.46) that

Z Z - Uz FKsU— / A(z)Vpu(x) - Vpu(z)de.

KeM; TE]'—K s

From (4.52), we then prove that (ur —ug) = 0 for all K € M, s € Vg and 7 € Fg 5. This

implies in particular that uz = 0 for all 7 € |J, M. ]?K,S, thus proving the invertibility of
system (4.47).

A second consequence of (4.52) is that ||Vp - [|2(q)e is a norm on Xp g, which concludes the
proof. U

This scheme may then be shown to be convergent and exact for piecewise affine solutions
with the same tools as those developed in Section 4.3, thanks to the fact that the barycentric
extrapolations involved in the definition of the scheme are all defined through the values taken
within the closure of the same cell.

4.5 Numerical results

In this section, some test cases have been done in order to compare the exact solution and the
approximate solutions obtained with MPFA O and L schemes and the new gradient schemes
which we denote by VAG for the Vertex Approximate Gradient scheme, and HAG for the
Harmonic Approximate Gradient scheme. Several tests are taken from the FVCA Benchmark
3D [23]|. Therein additional results on the VAG scheme are presented for a larger family of
numerical tests and for several criteria of comparison.
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4.5.1 Randomly distorted Cartesian meshes

A family of uniform Cartesian meshes of the domain € = [0,1]? of step size h is considered.
A displacement of maximum length % is applied in the xyz-directions to each node of the
Cartesian meshes as exhibited in Figure 4.6(a).

Homogeneous case. The right hand side f and the Dirichlet boundary condition are such
that the exact solution is u(z,y, z) = sin(nx)sin(wy)sin(rz). Two different diffusion tensors
Aq=diag(1,1,100) and Ay=diag(1,1,1000) are considered. Tables 4.1 and 4.2 below exhibit
the discrete L? norm of the error between the exact solution and the approximate solutions
obtained with MPFA O and L schemes and the new gradient schemes.

mesh 1 mesh 2 | mesh 3 | mesh 4
VAG Scheme | 4.57e-02 | 1.23e-02 | 2.85e-03 | 7.18e-04
HAG Scheme | 7.58e-02 | 2.28e-02 | 7.29¢-03 | 1.79e-03
O Scheme 8.04e-02 | 2.30e-02 | 5.31e-03 | 1.38e-03
L Scheme 2.76e-02 | 9.83e-03 | 2.53e-03 | 7.07e-04

Table 4.1: L? norm of the error for A; and randomly distorted Cartesian meshes.

mesh 1 mesh 2 | mesh 3 | mesh 4
VAG Scheme | 4.59¢-02 | 1.24e-02 | 2.91e-03 | 7.39e-04
HAG Scheme | 7.81e-02 | 2.46e-02 | 9.76e-03 | 2.77e-03
O Scheme 9.70e-01 | 1.85e-01 | 8.92e-01 | 9.02e-01
L Scheme 2.40e-02 | 9.98e-03 | 4.01e-03 | 1.94e-03

Table 4.2: L? norm of the error for Ay and randomly distorted Cartesian meshes.

In Figure 4.5 the L? norm of the error is plotted as a function of h. Observe first that the
smallest errors are obtained with the L scheme or the VAG scheme. Comparing the Figures
4.5(a) and 4.5(b), we clearly see the failure of the O scheme when the anisotropy increases
while the L scheme, the VAG scheme and the HAG schemes remain convergent. This is due
to the loss of coercivity of the O scheme when a large anisotropic ratio is combined with
a distortion of the mesh. Note that for these tests, harmonic points were found for all the
interfaces with the HAG scheme, so that no additional hybrid unknown was required.

Heterogeneous case. The test case presented here is described in [3]. We still consider a
family of randomly perturbed grids of the domain Q = Q;UQs where Q1 = [0, 1] x[0, 0.5] x [0, 1]
and Q9 = [0,1] x[0.5,1] x [0, 1]. Notice that the perturbation is applied in the xy-directions on
each nodes except at y = 0.5 such that the discontinuity is planar as shown in Figure 4.6(b).
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Figure 4.5: L? pressure error function of h - randomly distorted Cartesian meshes.
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Figure 4.6: Randomly distorted hexahedral mesh for h = %.

The right hand side is f = 0 and the Dirichlet boundary condition are given by the exact
solution u(z,y, z) defined by

T+ y+ zin Oy,
u(x,y,z) = 3
(@y,2) x—g—i—z—{—zinﬂg.

The following permeability tensors A; and Ay are respectively assigned to the subdomains 24
and QQ,

211
A; = diag(1,1,1) and Ag= |1 2 1
11 2

As expected, the VAG and HAG schemes provide the exact solution if A is piecewise constant
in polygonal sub-domains and u(z,y, z) is affine in each of these sub-domains.
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4.5.2 Near-well meshes

As we mentioned in the introduction, in reservoir engineering, a proper well modelling re-
quires an accurate multiphase flow simulation which takes into account the singular pressure
distribution in the well vicinity and the large difference of scales between the wellbore ra-
dius and the reservoir dimension. In this example, we consider the numerical simulation of a
single-phase flow in near-well regions for a deviated well. The medium is homogeneous, but
anisotropic. An analytical solution of this problem is described in [4] for a diagonal diffusion
tensor in the xyz-coordinate system. Diagonal elements are denoted as A,, A, and A..

The near-well model proposed here is based on 3D meshes that are refined around the well
as illustrated in Figure 4.1. The first step of the discretization is to create a radial mesh that
is exponentially refined down to the well boundary. This radial local refinement requires a
matching mesh between the radial grid and the reservoir Cartesian (or “corner point geome-
try") grid using hexaedra.

Given A, = Ay = nA., two anisotropy ratios n are tested, n = 5 and n = 20. The discrete
equation is solved as a Dirichlet problem, with the analytical solution imposes both on the
wellbore boundary and the outer boundary. Figure 4.7 exhibits the discrete solution. It can
be noticed that the isobars shade into ellipses away from the circular wellbore.

Figure 4.7: Solution computed with the near-well mesh 4 and n = 5.

Tables 4.3 and 4.4 below exhibit the error measured in L? norm between the exact solution and
the approximate solutions obtained with the MPFA O and L schemes and the new gradient
schemes.

The new gradient schemes are more accurate than the O and L schemes, particularly on
coarse meshes. For finer meshes, the non planarity of the faces diminishes, and therefore the
behaviour of the schemes is more uniform. On coarse meshes, the fact that the VAG and
HAG schemes define subcells with triangular subfaces makes them less sensitive to the non
planarity problems than the O and L schemes.
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mesh 1 mesh 2 mesh 3 | mesh4 | mesh 5 | mesh 6 mesh 7

VAG Scheme | 4.82¢-03 | 2.02¢-03 | 8.56e-04 | 5.54e-04 | 2.99e-04 | 1.47e-04 | 1.52e-04
HAG Scheme | 3.80e-03 | 1.90e-03 | 9.21e-04 | 5.46e-04 | 3.86e-04 | 2.70e-04 | 2.34e-04
O Scheme 7.49e-03 | 3.00e-03 | 1.31e-03 | 7.88e-04 | 4.70e-04 | 2.94e-04 | 2.04e-04
L Scheme 7.34e-03 | 2.95e-03 | 1.33e-03 | 8.03e-04 | 5.00e-04 | 3.44e-04 | 2.34e-04

Table 4.3: L? norm of the error for n = 5 and near-well meshes.

mesh 1 mesh 2 mesh 3 | mesh 4 | mesh 5 mesh 6 mesh 7

VAG Scheme | 5.50e-03 | 2.42e-03 | 1.04e-03 | 6.57e-04 | 3.22e-04 | 1.37e-04 | 1.25e-04
HAG Scheme | 4.82e-03 | 2.32e-03 | 1.17e-03 | 6.14e-04 | 3.94e-04 | 2.63e-04 | 2.01e-04
O Scheme 9.25e-03 | 3.71e-03 | 1.63e-03 | 9.66e-04 | 5.69e-04 | 3.55e-04 | 2.44e-04
L Scheme 9.03e-03 | 3.62¢-03 | 1.65¢-03 | 9.83e-04 | 6.07e-04 | 4.23¢-04 | 2.84¢-04

Table 4.4: L? norm of the error for 7 = 20 and near-well meshes.

In Figure 4.8, the L? norm of the error is plotted as a function of h, where h is the diameter of
the largest cell in the radial part of meshes. Comparing the Figures 4.8(a) and 4.8(b), we see
that the gradient schemes are more robust when the ratio of anisotropy increases especially
on the finest mesh. The rate of convergence is h? for all schemes.
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Figure 4.8: L? pressure error function of h - near-well meshes.

Table 4.5 below shows that the number of hybrid unknowns introduced by the HAG scheme
is negligible compared to the number of the cell-centred unknowns.
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mesh 1 | mesh 2 | mesh 3 | mesh 4 | mesh 5 | mesh 6 | mesh 7
f control volumes 890 2232 5016 11220 23210 42633 74679
# hybrid faces 0 32 0 0 24 40 44

Table 4.5: Number of hybrid unknowns introduced by the HAG scheme with near-well meshes.

4.6 Conclusion

In this paper, a simple theoretical framework for the study of gradient schemes was shown
to include some classical schemes along with two new schemes which were specially designed
to obtain small stencils. Thanks to this theoretical framework, these two schemes are shown
to be symmetric, coercive and convergent. A numerical comparison with classical multi-point
schemes on realistic industrial 3D cases allows to check the numerical performance of the
schemes.

The robustness of such schemes gives them a large advantage over schemes whose coercivity
properties are not shown nor numerically verified on some very heterogeneous anisotropic re-
alistic cases. Their symmetry properties allow the use of conjugate gradient methods, whereas
BICGStab or GMRES methods are needed in the case of non-symmetric methods. Moreover,
their small stencil is adapted to domain decomposition techniques and parallelization.

On going research includes the numerical study of the use of these new schemes for industrial
compositional /chemical multi-phase flows in porous media, which occur in reservoir engineer-
ing, CO2 storage studies and environmental studies. Recently, we implemented the VAG
scheme in the framework of multiphase flow [22| with promising results. This implementation
is based on exchange terms between vertices and cells, thus showing that there is no need to
identify a real control volume interface to compute the Darcy fluxes.
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The numerical simulation of two-phase flow in a porous medium may lead, when using struc-
tured grids, to the apparition of the so-called Grid Orientation Effect (GOE). We propose in
this paper a procedure to eliminate this phenomenon, based on the use of new fluxes with a
new stencil in the discrete version of the convection equation, without changing the discrete
scheme for computing the pressure field. A mathematical study, based on a weak BV inequal-
ity using the new fluxes, shows the convergence of the modified scheme in a particular case.
Finally, numerical results show the efficiency and the accuracy of the method.

5.1 Introduction

In the 1980’s, numerous papers have been concerned with the so-called grid orientation effect,
in the framework of oil reservoir simulation. This effect is due to the anisotropy of the
numerical diffusion induced by the upstream weighting scheme, and the computation of a
pressure field, solution to an elliptic equation in which the diffusion coefficient depends on the
value of the convected unknown. This problem has been partly solved in the framework of
industrial codes, in which the meshes are structured and regular (mainly based on squares and
cubes). The literature on this problem is huge, and is impossible to exhaustively quote; let us
only cite [4, 5, 8, 12, 13] and references therein. In the 2000’s, a series of new schemes have
been introduced in order to compute these coupled problems on general grids |1, 3, 6, 10].
But, in most of the cases, the non regular meshes conserve structured directions, although
the shape of the control volumes is no longer that of a regular cube. This is the case for
the Corner Point Geometries [11] widely used in industrial reservoir simulations. The control
volumes which are commonly used in 3D reservoir simulations are generalised “hexahedra”; in
the sense that each of them is neighboured by 6 other control volumes. In this case, the stencil
for the pressure resolution may have a 27-point stencil, using for instance a Multi-Point Flux
Approximation (MPFA) scheme, see [1]. Nevertheless, selecting a 27-point stencil instead of
a 7-point stencil for the pressure resolution has no influence on the Grid Orientation Effect,
which results from the stencil used in upstream weighted mass exchanges coupled with the
pressure resolution.

In order to overcome this problem, we study here a new method consisting in changing the
stencil of the convection equation, without modifying the pressure equation. This method
is presented on a simplified problem, modelling immiscible two-phase flow within a porous
medium. Let Q C R? (with d = 2 or 3) be the considered bounded open connected space
domain, with a regular boundary denoted by 9€2. We consider the following two-phase flow
problem in €2,

ur — div(k1(u)AVp) = max(s,0)f(c) + min(s,0) f(u)
(1 —u)y — div(ke(w)AVp) = max(s,0)(1 — f(c)) + min(s,0)(1 — f(u)), (5.1)
flu) = ) |

ki (w) + ka(u)’

where, for @ € Q and t > 0, u(x,t) € [0,1] is the saturation of phase 1 (for example water),
and therefore 1 — u(a,t) is the saturation of phase 2, k; is the mobility of phase 1 (increas-
ing function such that k1(0) = 0), k2 is the mobility of phase 2 (decreasing function such
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that k2(1) = 0), the function s represents a volumic source term, corresponding to injec-
tion/pumping fluids into the domain, p is the common pressure of both phases (the capillary
pressure is assumed to be negligible in front of the pressure gradients due to injection and
production wells) and A(x) denotes the permeability tensor (that is defined by a symmetric
positive definite matrix which may depend on the point € €2). The volumic composition of
the injected fluid is tuned by the function ¢, assumed to vary between 0 and 1. We assume that
there is no flow across the boundary, which corresponds to homogeneous Neumann boundary
conditions.

We may see System (5.1) as the coupling of an elliptic problem with unknown p and a nonlinear
scalar hyperbolic problem with unknown wu,

dive=s with v=—(ki(u)+ ko(u))AVp,

ug + div(f(u)v) = max(s,0)f(c) + min(s,0) f(u).

Let us now consider a coupled finite volume scheme for the approximation of Problem (5.1),
written under the form (5.2):

(5.2)

n+l _ n+l
Z FK,L =Sk
L,(K,L)eS

n+1 n+l1

K] (it =)+ > () FEEH S — ) (P D) =
L,(K,L)eS
TM((sEFD () = (D f(u)).
In the above system, we denote by K, L the control volumes, by |K| the measure of K
(volume in 3D, area in 2D), by S the initial stencil of the scheme, defined as the set of
pairs (K, L) having a common interface denoted K|L, by n the time index, by 7" the time
step (7" = "1 — "), by u% the saturation in control volume K at time t", by s’}{ﬂ the
quantity %n ftt:“ J5 s(z, t)dazdt and by cnKJrl the quantity ﬁ tt:H S5 ez, t)dadt. The flux
F}?Ll = (FITZFLI)H) — (Fﬁ}l)("’) is a generally implicit approximation of the flux fK\L v-ng rds
at the interface K|L at time step n (where ng 1, is the unit normal vector to K|L oriented
from K to L), and, for all real a, the values a™) and a(7) are non-negative and such that
at) —al=) = a. The value m is set to n in the case of the “IMPES” scheme (IMplicit in
Pressure and Explicit in Saturation), and to n + 1 for the implicit scheme.

We refer to [1, 3, 6, 10| for possible expressions of F}?Ll allowing for the computation of an
approximate pressure field; in this paper, we consider that these expressions are the data used
in the definition of new fluxes dedicated to suppress Grid Orientation Effects. Hence Section
5.2 of this paper proposes a general method for defining a new stencil S and new fluxes F\ITFLI
verifying at least the two following properties. We require that the flux continuity holds 7

Fptt+ il =0, (K, L) € 5,
and that the balance in the control volumes is the same as that satisfied by the fluxes
(Fi') (k. Lyes:
SoOFp = > Rl VK e M.
L,(K,L)eS L,(K,L)esS
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With these new fluxes and stencil, we write the following new scheme:

K] (i =)+ > (@ EEH ) - f) (B )
L,(K,L)eS (5.3)

T (s S = (85T F(ug)).-
The present method is illustrated by the example of the design of a nine-point scheme, starting
from a five-point scheme. This new scheme is mathematically analysed in Section 5.3 in the
particular case where f(u) = u and ki(u) + ka(u) is constant, allowing for the fluxes to not
depend on the time. Then numerical results show in Section 5.4 the efficiency of the method.
A first test case, where Problem (5.1) has a radial analytical solution, allows for assessing
the accuracy of the method, and a second test case which is a simple 3D case with three 2D
layers shows the possibility to implement the scheme in industrial reservoir simulators. A

short conclusion is finally proposed.

5.2 Mesh, stencils and fluxes

5.2.1 Construction of the new fluxes

This section is devoted to the method of construction of the new fluxes, using the old ones.
Let us first precise the definition for the admissible discretizations which will be considered
here.

Definition 5.2.1 We assume that Q C R, with d € N\ {0} is a bounded open connected
domain. We say that D = (M, F,S) is an admissible discretization of € if,

1. The set M of the control volumes is such that all elements of M are disjoint open
connected subsets of 0 with reqular boundary, and such that Q = Urenm K. The d-
dimensional measure of K (resp. ) is denoted by |K| (resp. |Q|) and the diameter of
K is denoted hy. We denote by hp the mazimum value of (hi)kem-

2. The interior faces of the mesh o € Fiy are obtained by K N L := K|L, for all pairs of
neighbouring control volumes K € M and L € M. They are assumed to be planar, with
constant unit normal vector n 1, oriented from K to L. The exterior faces of the mesh
0 € Fext are obtained by o = K N O, for all control volumes K € M. The set of all the
faces of the mesh F is defined by F = Fint U Fext- The d — 1-dimensional measure of
o € F is denoted by |o|, assumed to be strictly positive. For all K € M, it is assumed
that there exists a subset of F, denoted by Fg, such that 0K = Uae]-‘K 0.

3. The stencil S is the set of all pairs (K,L) such that K € M, L € M\ {K} and
|K|L| > 0.

We then define
hKZ cF ‘U’
Or = #_
PERENT K]
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For an admissible discretization D = (M, F,S), we consider a real family (Fk 1)k, 1)es>
which satisfies the following symmetry property:

FK’L+FL7K:O, V(K,L)GS. (5.5)

For any (K, L) € S, we assume that is defined a non empty set ﬁIQL (called the set of the
paths from K to L) such that

1. For all P € 73;(, L, there exist m € N\ {0} and a set of m different control volumes
{Ki,...,Kp} C M with K1 = K and K,,, = L such that

P:{(KZ’,KZ'_H),Z':1,...,m—1}.

2. For any P = {(K;, K;11),i=1,. -1} € 73K7L, we denote by P* the inverse path
from L to K, defined by P = {( ,+1,Ki),i =1,...,m —1}. We assume that, for all
(K,L)e S, Prx = {P*,P e Pxyr}.

3. The new stencil S C M2, defined by

(K,L)ES,PGﬁK’L
satisfies therefore that for all (K,L) € S, (L,K) € S.

4. We denote by 65 the maximum between:

e the ratio between the diameter of the reunion of all control volumes of a given path
and the minimum diameter of the control volumes of the path,

e the number of elements in a path.

This may be written as

. diam(U, 7, yyep(1 U J))
I'Ilin([”])ep(min(h]a hJ))

5 4P),(K,L) € S,P € Px.p}. (5.7)

= max{max(

For all (K,L) € S, let ( KL) , be a family such that

PP
V(K,L)€ S, YPePrr, FL Frr>0, (5.8)
V(K,L)eS, Y Ffp=Fku (5.9)
PE’]SK,L
and R
V(K,L)€ S, VP € P, Fi=-Ff,. (5.10)
We define the families (ﬁK,L, ﬁl(;r/%)(}( 1)ed by
(I, J) e
F(+) Z Z &1y max (Ff 1,0
(K,L)eS pepr L (5.11)

Fry= (+)+FJ D FR

(K,L)eS PE’PK’L
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where f}i] is such that GDJ =1if (I,J) € P and 5}3 = 0 otherwise. We finally define, for a

given v € [0, 1], the families (ﬁLJ, F(Jr))(l 7)ed used in the new convection scheme (5.3) by
WI.J) € 8, PO GuES. P and Bry = B - P — Y B, (12)
where the function G, is defined by
1
Vv €10,1],¥(a,b) € (RT)?, G,(a,b) = max(a — b, i(a —b+v(a+0)),0). (5.13)

The function G, is designed in order to minimise G, (a,b) + G, (b,a) (hence introducing the
smallest additional numerical diffusion) under the constraints G, (a,b) > 0 (for monotonicity
purposes), G,(a,b) — G,(b,a) = b — a (hence ensuring the conservativity) and G,(a,b) +
Gy(b,a) > v(a+ b) (this property is using for controlling the fluxes <ﬁK7L>(K,L)e§ from the
weak BV inequality). Indeed, it is straightforward to check that the continuous function
Gy (a,b) ensures the following property: if |a —b| > v(a+b), we have G, (a,b) = max(a —b,0)
and G, (b,a) = max(b—a,0). Otherwise, we have G, (a,b) = 1(a—b+v(a+b)) and G, (b,a) =
2(b—a+v(a+1b)). Therefore we get

(Gy(a,b),G,(b,a)) = argmin{c+d, (c,d) € R")? c—d=a—b, c+d>v(a+b)},

V(a,b) € (RT)2,vv € [0,1].

(5.14)

We can then deduce that

(K,L)eS PE/PK,L

Remark 8 If the fluzes Fir, are computed using a MPFA scheme (i.e. there exist coefficients
(Q%L)MGM such that Fx.1, = Y yrem a]\K/{LpM and Y yrem Q%L =0), and z'fFII;L = W[I;LFKL
with wII;L >0 and ZPEﬁK,L wI?L =1, we get, using (5.15), Fr 7 = rrem ?i%,pM with

ary = Z Z LW LORL,

(K,L)es PG'PK,L

Sath= Y Y ek Y ai=0.

Mem (K,L)ES PcPy Mem

and

Besides, if we let v = 0, the relation

ﬁl(j_]) = maX(ﬁj,J, 0)

holds, which leads to a standard upstream weighting scheme coupled with a MPFA scheme
for the pressure, which may be implemented in standard codes with a simple modification of
the stencils and transmissivities. Note that the value v = 0 is excluded in the mathematical
analysis provided in Section 5.3, but that the numerical tests given in Section 5.4 show that
this value seems to be efficient in practice. On the contrary, for v > 0, which is assumed in
the mathematical analysis, the expression of the new fluxes cannot be obtained from a simple
MPFA expression.
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Remark 4 If we let Pi 1 = {Po} with Py = {(K,L)} (which leads to S =S5), the new fluzes
are identical to the initial ones, independently of v chosen in [0,1].

Let us provide an example of application of this method.

5.2.2 Example: construction of a 9-point stencil scheme

We apply the method described in Section 5.2.1 to 2D structured quadrilateral meshes, which
implies that the initial stencil S is the five-point stencil. For a given pair of neighbouring
control volumes (K, L), we define 73K,L by 73K,L ={P;,i=0,...,4} with Py = {(K, L)} and
P, = {(K,M;),(M;,L)} for i = 1,2,3,4 (see Figure 5.1). Then we define (FI};,L)PeﬁKL as
follows. For a given w > 0 (the value for w is chosen at 0.1 in the numerical examplesj, we
take

F2, = (1 —4w)Fy , for Py = {(K, L)},
Fli = wFg, for P = {(K,M;),(M;, L)}, Vi =1,2,3,4.

Then the new stencil S is the classical nine-point stencil (see Figure 5.1), defined by

S=SU{(K,L) € M?, K and L have a common point }.

This method is illustrated by Figure 5.1, in which the double solid arrows represent the
initial connectivity of the five-point stencil S and the double dashed arrows represent the new
connectivity of the nine-point stencil S.

Figure 5.1: Five and nine point stencils on a structured quadrilateral mesh.
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Assuming that this procedure has been applied to the whole mesh, let us give two examples

of computation of }NWI(J]% resulting from (5.11):

ﬁf(:’% = (1 —4w)max(Fk,0)
“+w (max(FKMl y 0) + HlaX(FM27L, 0) + maX(FK,MS, 0) + max(FMAhL, 0))
F[(;FK/IQ = w(max(Fg,1,0) + max(Fr,p,, 0) + max(Fk ,, 0) + max(Far, s, 0)).

The values F I(<+2 are then obtained using (5.12).

5.2.3 Properties of the new fluxes

We may now state the following result.

Lemma 5.2.2 (New stencil and fluxes) Let Q C R?, with d € N\ {0} be a bounded open

connected domain. Let D = (M,F,S) be an admissible discretization of S in the sense
of Definition 5.2.1. Let (Fk 1)k 1)es be such that (5.5) holds. Let (Pk L)x,1)es, S and
(Fl};L)(K L)es, PeP such that (5.6)-(5.10) hold. Let (ﬁK,L, }?}({2)(]( L)ed be defined by (5.11),
let v € [0,1] be given and let (ﬁLJ,ﬁI(j}))(LJ)eS? be defined by (5.12). Then the following
properties hold:
V(I,J) €8, vFy; < B+ B, (5.16)
Z F\K,L = Z FK,La VKEM, (5.17)
L,(K,L)€§ Lv(KvL)ES
and
> max(hg,hp)|Frol <05 Y max(hi, hy)|Fi . (5.18)
(K,L)eS (K,L)es

PROOF. We get (5.16), using the properties (5.14) of the function G, defined by (5.13).

Let us turn to (5.17). For a given I € M, by reordering the sums, we can write that

PONEIFEED DEND DEND DI #25 SEND DD DI r ) 3

J(I,J)eS J(1,0)eS (K,L)ES pePy (K,L)ES PePyk 1,

where x7.p = Z §£J is equal to 1 if there exists J € M such that (I,J) € P (therefore
J(I,J)eS

I # L), and to 0 otherwise. Note that, for (K,L) € S with K # I and for P € 73K,L with

xr,p =1, wehave I # L, (L,K) € S, P* € 73L7K and x7 p+ = 1. So, using (5.10), we obtain

> > xipFip=0.

(K,L)eS s.t. K#I PePg g,
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Therefore we can write, using (5.9),

oo Fy= > > xupFli= Y. > Ffi= > Fi

J,(I,J)€§ L,(I,L)GS PGﬁ[,L L,(I,L)GS PEﬁ[,L L, IL €S

which proves (5.17). Finally, let us prove (5.18). Thanks to (5.11), reordering the sums and
using (5.7) and (5.8), we obtain

Z maX(h[,hJ)ﬁ]’J = Z maX hI,hJ Z Z fIJ’FKL‘

(1,7)eS (1,7)eS (K,L)ES PePr 1,
< 973 Z Z max hK, hL
(I,0)es (K,L)eS PePx L.
=05 > max(hg,hy) > #PIFg,]
(K,L)es PePk 1,
<6% > max(hg,hr) Y
(K,L)es PePk 1,
Z max(hK,hL)|FK,L].
(K,L)eS

5.3 Convergence analysis in a simplified case

For the sake of the mathematical analysis, we only consider Problem (5.1) in the case where
f(u) = u and where the function kj(u) + ko(u) is constant. Indeed, the analysis of Problem
(5.1) in the case k1(u) + k2(u) not constant is an open problem, and the case of a general
function f may be studied using the methods of |7]. Hence the mathematical study is focused
on the convergence of the new approximate scheme for the following problem on Q x (0,7):

dive = s, (5.19)
u + div(uwv) = max(s,0)c + min(s, 0)u in 2 x (0,7), (5.20)

together with the initial condition
U = Ujp; I €, (5.21)

under the following hypotheses, denoted (H) in this section:

Definition 5.3.1 (Hypotheses (H))

1. Q is a bounded open connected subset of R, T > 0 is the period of observation.
2. We assume that v € C1(Q) is such that v -naq =0 on Q. We denote by s = divw.

3. We assume that ¢ € L= (2 x (0,400)) and uin; € L>(§2), where the functions ¢ and win;
are essentially bounded by 0 and 1.
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Then Problem (5.20)-(5.21) is considered in the following weak sense:

+o0o
/ / (upr + uv - Vo + (max(s, 0)c + min(s, 0)u)p)dedt + / Uini () @(x, 0)de = 0,
0 Q Q

Vo € C®(RY x R), p=0in R? x [T, +o0).
(5.22)

5.3.1 Approximation by an upstream weighting scheme

We first extend the definition 5.2.1 to space-time discretizations.

Definition 5.3.2 Let Q C RY, with d € N\ {0} be a bounded open connected domain and
let T > 0 be given. We say that D = (M, F,S, N, (t")n=o,..N) is an admissible time-space
discretization of Q x (0,T) if

1. (M, F,S) is an admissible discretization of S in the sense of Definition 5.2.1,
2. N € N\ {0} and (t")p—o... N is a real family such that tg =0 < t!'... < tN =1.

We then denote 7" = t"T1 —t" forn =0,...,N — 1. We continue to use D as index for all
quantities depending only on the space discretization.

Assuming Hypotheses (H), let D = (M, F,S, N, (t")n=0,..,n) be an admissible time-space
discretization of {2 (0,T') in the sense of Definition 5.3.2. Let (Fk 1)(x,r)es be such that (5.5)
hold. We then denote, for o € Fi such that 0 = K|L, Fg , = Fg 1, and for 0 € Fi N Fext,
Fg s = 0. We assume that (Fg 1)k 1)es satisfies the following discrete conservation property

N Fro= Y. Frrp=sk, VKeM, (5.23)
o€FK L,(K,L)eS
where we denote
SK :/ s(x)dx, VK € M, (5.24)
K

Let S, (ﬁK,L)(K,L)eS and (FI?L)(K,L)GS,PeﬁK,L such that (5.6)-(5.10) hold. Let (ﬁK,L, ﬁl((fz)(K,L)eL?
be defined by (5.11), let v € (0, 1] be given (the value v = 0 is excluded, since some bounds
in Lemma 5.3.4 and Theorem 5.3.5 are obtained with respect to 1/v, see also Remark 3) and

I o+
let (Fp., F{})) 1.5y be defined by (5.12).
The implicit version of the upstream weighting scheme devoted for approximating (5.22) on
[0, T] writes

n+1

Uu —ul
K=
+ Z (ﬁf(;%u?{“ — ﬁé@u%“) + S(K_)u?;rl — sg)c?{+1 =0, (5.25)
LeM

VYn=0,...,N—1, VK € M,
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letting F I(T,) = 0 for pairs of control volumes (I, .J) ¢ S, and where

tn+1
it = / c(x,t)dxedt, Vn =0,...,N — 1, VK € M, (5.26)
K ! o Jx
sgj) :/ max(s(x),0)dz, sK /max ,0)de, VK € M, (5.27)
K
and
1
ufe = / Uini(x)dz, VK € M. (5.28)
K| Jk

5.3.2 Estimates

In this section, one proves the existence and uniqueness of the discrete solution, as well as an
L™ estimate and a weak-BV inequality.

Lemma 5.3.3 (L estimate and existence, uniqueness of the discrete solution)

Under Hypotheses (H), let D = (M, F,S,N, (t")n=0,..N) be an admissible time-space dis-
cretization of Q x (0,T) in the sense of Definition 5.3.2. Let (Fk 1)k 1)es be such that

(5.5), (5.23) and (5.24) hold. Let (Pk.L)(k,L)es, S and (FI?L)(K,L)GS,PeﬁK,L such that (5.6)-
(5.10) hold. Let (FKL,F[(;%)(KL) 5 be defined by (5.11), let v € (0,1] be given and let
(FIJaF( :

)(I nes be defined by (5.12). Let (u}) kemn=0,...N be such that (5.25)-(5.28) hold.
Then

0<u% <1, Vn=0,...,N, VK € M. 5.29
K

Moreover, there exists one and only one (u}) ke mn=o,...,.N such that (5.25)-(5.28) hold.

PROOF. We prove the lemma by induction. Using Definition (5.28) for u%, we have 0 <
ul, <1, for all K € M. Let us assume that, for a given n =0,...,N — 1, (u%)genm is given
with 0 < u < 1, for all K € M. Let us prove that, for a given (uj:') e such that (5.25)
holds, then 0 < uTIL(H <1, for all K € M.

Let us multiply (5.25) by 7". We get,

|K| (upt =)+ Z +L)u7}{+1 Z +[)(u’£+1+7"sg{) wl_r sg()c?;rl =0, VK e M,
LeM LeMm
(5.30)
Using (5.17) and (5.23), we have,
STEH -FID) 45 — s =0, vK e M (5.31)
LeM

Multiplying (5.31) by 7"u/%! and subtracting from (5.30), we obtain

K| (u n+1_uK )+ 7 Z F(+) n+1 n+1)+7_n (+)(unK+1 CnK+1):0’ VK € M. (5.32)
LeM
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Let K; denote some cell where the maximum of (uxt!) geq is reached (K7 is not necessarily

unique). We suppose that u’}él > 1, thus,

o |Ki|(ufd! —uf) >0,
° Fg})ﬁ( }L('H uTL"H) > 0 by using (H),

o st (it = ¢5it) 2 0 by wsing (5.26) and (1),

This is in contradiction with (5.32) for K = K7, which proves that, for all K € M, v < 1.
By using a similar argument on the minimum of u’}(“, we prove that u}‘(“'l >0, forall K € M,
hence concluding that 0 < u?(ﬂ <1, for all K € M.

We now remark that, for U = (u}‘(ﬂ) Kem satisfying (5.25), then U is solution to a linear
system under the form AU = B, where A is a square matrix. Let U be such that AU = 0.
Since the arguments used above remain true if uf = 0 and Cn+1 =0, for all K € M, we

conclude that all components of U are bounded which implies U = 0. Hence the matrix A is

invertible, which proves that there exists one and only one (uj™) ke aq satisfying (5.25). This

concludes the proof. [J

Lemma 5.3.4 (Weak BV-inequality)

Under Hypotheses (H), let D = (M, F,S,N, (t")n=0,..N) be an admissible time-space dis-
cretization of Q x (0,T) in the sense of Deﬁm’tion 5.3.2. Let (Fk L)k L)es be such that

(5.5), (5.23) and (5.24) hold. Let (731( L)(K,L)eS S and (FL )(K L)es,PePr.s such that (5.6)-
(5.10) hold. Let (FKL,F(+))(KL) & be defined by (5.11), let v € (0,1] be given and let

(ﬁ]J,ﬁI(j}))(I 7)ed be defined by (5.12). Let (u}) ke mn=o,...N be such that (5.25)-(5.28) hold.

Then there exists Cgy > 0, only depending on €, s and T such that :

Z Z FKL n+1 n+1)2 < CBV‘ (533)

(K,L)eS Y

PROOF.

Let us multiply (5.32) by u’;(“, sumonn=0,...,N—1land K e M. Weget T1 +15 =0

with
Z Z |K| n+1 n) TIL(Jrl

n=0 KeM

and

ZTn Z (Z F(H n+1 uerl) n+1+5(+)( ?(Jrl cnKJrl)u?(Jrl).
n=0 KeM

LeM
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Using the relation

( n+1

up T —ufu = B Ug

we can rewrite 17 as 11 = T3 + Ty with

n+1 __ 1( n+1

1( n+1

) +2 K _UTIL()Z_

Z Z|K| n+l n)

n=0 KeM

and

To= 5 371K ()2 - (@)

KeM

Similarly, we can rewrite T5 as To = T5 4+ T with

D ol Dol

n=0 KeM \LeM
and
= ) ()
3y (3
n=0 KeM \LeM
Gathering by faces and using (5.16), we get

> Y Pl —upty? =

KeM LeM

Y

Taking this relation into account in the expression of 75, we obtain

rlk\?

{K,L}CM

Again gathering by faces, we now write

KeM LeM

N—
Z Z FKL( n+l

L

— (WH?) 4 s ((WEh)? — (et

(P + B

w\t w\
to)

KLUK

Z
Z n+1

U))

n+1 + Z

KeM

ST R () — (upthy?)
+

KeM LeM

1
§(U?<) )

n+1 n+142 (+)/, n+1 n+1\2
up =y ) s (U =)

K

)( n+l _ un—i—l

Up L

AR

n+1 n+1
—Ck

)2
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)2
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which leads to

Z: Z (SK n+1 Sg)(crf(—kl) )

KeM
Gathering the above relations, we get T5 + Ty + 15 + T = 0 with

T3207

1 1
Ty > ) Z K| (uy)* > —§|Q\7

KeM
v N—
Z Z Z FKL n+1 TL+1) ’
n= {K,L}CcM

and

T6>_7Z S s ety __%Tzsgﬁ.

<|Q|+T/max (z), O)dm),

We then obtain

N-—1
2 :Tn § : FKL n+1 uzle)

n=0 {K,L}CM

t\l\?

which concludes the proof. [

5.3.3 Convergence study

It is now possible to give a convergence proof for the scheme in the linear case. This proof
could be extended to the nonlinear scalar hyperbolic case by following the methods proposed
in [7], based on the convergence to the unique entropy process solution. Let us also note that,
referring to Remark 4, the present mathematical analysis applies (with v > 0) to an upstream
weighting scheme written with the initial fluxes.

Theorem 5.3.5 Under Hypotheses (H), let D = (M, F,S, N, (t")n=0,..N) be an admissible
time-space discretization of  x (0,T) in the sense of Deﬁnitz’on 5.3.2. Let (Fk,1)(k,L)es be

such that (5.5), (5.23) and (5.24) hold. Let (73}( L)(K,L)eS S and ( KL)(KL)GS PePr
that (5.6)-(5.10) hold. Let (FK L7FI((+£)(K L)es be defined by (5.11), let v € (0, 1] be given and

let (ﬁLJ,F(JF))(I Nes be defined by (5.12). Let (u})kemn=o,. N be such that (5.25)-(5.28)
hold and let up be the function defined by

such

up(z,t) = uitt, for ae. (v,t) € K x (t",#"*), ¥n=0,...,N -1, VK € M.  (5.35)

We assume that

) m(K|L)

2

hic, h

lim max(hr, ht) (FKL—/ v-nK,Lds> = 0. (5.36)
(K,L)eS IK,L
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Then, as hp — 0 and max7" — 0 while v remains fized, Op and 0z remain bounded, up
converges for the weak-x topology of L>°(2x (0,T)) to the unique function u € L*(Qx (0,T"))
satisfying (5.22).

Remark 5 Condition (5.36) is naturally satisfied if Fx 1 = fO'K v - ng rds. More interest-

ingly, it also holds if Fi 1, is obtained using a finite volume scheme for the approzimation of
Problem divv = s with v = —AVp and Neumann boundary conditions (see [7], pp. 996-1012).

PROOF. In order to prove Theorem 5.3.5, we consider a sequence (D;,)men of admissible
time-space discretizations, such that hp,_ (denoted by h,, in the following) and max, (7))
tend to zero as m — oo. We assume that, for each m, the families implicitly indexed by
m: (FrL)kn)ess S, (Pk.L)(k 1)es and (FII;,L)(K,L)ES,PeﬁKL satisfy the hypotheses of the
theorem with the same value v € (0, 1), while 6p,, and 05 remain bounded as m tends to cc.
We denote u,, = up,, for all m € N.

Let us prove the convergence of the sequence (u,)men to the weak solution u of Problem
(5.22) for the weak-x topology of L>(€Q2 x (0,T")), for all T'> 0. The classical argument of the
uniqueness of this limit suffices for concluding the proof of the theorem.

We first notice that, thanks to Lemma 5.3.3, we get the existence of a subsequence, again
noted (Um,)men, which converges to some function v € L*°(Q2 x (0,7")) for the weak-* topology
of L*°(Q x (0,T)) as m — +o00. The aim of this proof is to show that u satisfies (5.22).

Let p € C°(R? x R) be such that ¢ = 0 in R? x [T, +00). In this proof, we denote by C, an
L*> bound of first and second derivatives of ¢. Let m € N. In the following, we drop some
indices m, using the notations D = D,,,. We define ¢’ by

Pt = ’K‘/ (z,t")dzdt, VK € M, ¥n=0,...,N.

Let us multiply (5.32) by go”“, sum over K € M and n =0,...,N — 1. We obtain T7(m) +
Tém) =0, with

Z Z ’K| n+1_uK) 'r[z(—&—l

n=0 KeM
and

N—-1
Tg(m) — Z - Z (Z F(+) n+1 n+1)90nK+1 Sg)( nKJrl CnK+1)90nK+1> )

n=0 KeM \LeM
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Let us study T( ™) Thanks to o(x,tV) = p(x,T) = 0, we have

" = Z SR uk (R = of) = D K| ubeok
n=1 KeM KeM
N—-1 ¢+l
:—ZZuZH/ /«ptmtdwdt—ZuK/ (z,0)dx
n= OKGM KeM
//ummtwtmtdmdt—ZuK/ (x,0)d

KeM

Using the weak-x convergence of (uy,)men to u, we deduce that

+o0o
lim T(m = / / u(x, t)pr(x, t) dedt — / Uini(x)p(x,0) de = 0.

m——+00

Let us now prove the convergence of the sequence (Ts(m))meN to Ty defined by
+oo
—/ / (uv - Vo + (max(s,0)c 4+ min(s, 0)u)p) dadt.
0 Q
To this purpose, let us define Tl(gl ) by

400
Tl(gn) = / /(um'v -V + (max(s, 0)cp, + min(s, 0)uy,)p) dedt,
Q
with
cm(zr,t) =t for ae. (2,t) € K x (t",¢"1), ¥n=0,...,N — 1, VK € M,

where cK is defined by (5.26). Using the weak-x convergence of (uy,)men to u, we deduce
that
lim Tl(0 m) _ =Ty.

m——+00

We then define TI(I”) by
N—-1
TH" = Z / (upv - Vo(z, t") 4 (max(s, 0)c/st! + min(s, 0)uls ™) p(z, t)) de.
n=0

Since |[Vp(x,t") = Vo(zx,t)| < C,max(7") and |p(x,t") —p(x,t)| < Cpmax(1"), we get that

Tim_ ‘Tf{ﬁ’ - Tf’{”)‘ = 0. (5.37)
(m) T(m | = 0. Using v-V = div(pv)—(max(s,0)+min(s,0))e,

we may write T1(1 ™) under the form

Tl(;n = Z Z ulptt Z / x,t")v(x) - nk  ds()

n=0 KeM oeFK
(e — /max Jo(x, t")da:)

Let us prove that lim,,, 0 |17
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Let us now define Tl(gl ) by

Z >t X et [ @) maadste)de+ 6 - e )

n=0 KeM oEFK

n+1 / x, tn dS
7o T ol

We have, for all n € [0, N] and all K € M,

with

/ o(x, t")v(x) - nk sds(x) — cp?“ / v(x) - nk  ds(x)
— [t~ e ) 0(@) - v0) - ads(a)

Vy = ki‘/av(:c)ds(ar:)

Using the regularity properties of v and ¢ (we denote by C, a bound for the derivatives of
v), we get that

where we set

< C,Cyhiklol.

/ (@, )0 (x) g pds (1) — i+ / (@, o) - i ds(x)

Since we may write

‘/ max(s(x),0)p(x, t")dx sg()cp?;rl < thng),
K

we get from (5.4)
)Tf’l") - Tl(;n)‘ < hnTC, (CUOD 12| + 2/§2max(s(a:),0)d:n> .

We then define Tl(gn) (recalling that Fg , = Fg 1, for 0 = K|L else Fg , = 0 for 0 € Fext) by

N-1

n n+1 n+1 (+) n+l n+1 n+1
T Z Z oo Fro+ s (Cx )%
n=0 KeM ceFK

We have

T1(3 - Z Zun+1 Z §0n+1 FKU - |O-"UJ : nK,g)-

ocEFK

Using (5.23) (which implies ) 7 (Fk o — |o|vs - 1K o) = 0), we get

Ty - 15 = Z Zu”“Z n o (B — [ofvg - Tuc),

oEFK
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which leads to

(T -T2 < ¢2 Z "5SS Jolhx ZT“ZZ (Fro - lo|vo - i o)? |

K o€eFk K UEJ:K
hence providing
h
(15" =T < CeT*0pI00 32 3 {4 (Fico = lofos - mucs ),
K oeFk

which tends to zero thanks to (5.36). Gathering by pairs of control volumes (each one appears
once in the summation), we have

N—
T T =3 S (! Y (FLReRT - Fer !+ Froeith).
n=0 {K,L}CM

setting go”“ ntloif (K, L) € S else gp”“ = L + It (recall that Frp = 0 if

Por.L
(K,L) ¢ S). Let us prove that lim,, \TB ) _ Tl(gn | = 0, result which completes our proof.
Since ﬁl(;r[), — ﬁéﬁ% = ﬁK,Lv we get Tém) — Tl(gn) = Tl(zn) + Tl(gL) with

N-1
=37 D (Y (FLR - el - FL - o),
n=0 {K,L}ycM

and
T =3 S (W - Y (Fr - Fro)eit

We may write
T <Oy Y i —up | max(hue he)(Fi + Fig)
SO YT St i) e

Turning to the study of Tl(gn), we get T1(5 m) - Tl(m) Tl(;n ) with

N-1

T =" Y () Froeit
n=0 {K,L}cM

and

Tl(;n) = Z 7" Z (uptt — u}fH)F L(p"“



Remarking that, for P € 73[(7 L, we have
1 1 1 1
St ) = (- ),
(I,J)epP

and that
> Fii=Fru,
PEﬁK,L

we get that

N-1

ZEET 3D VD VD WA R

n=0  (K,L)€S pePy , (I,J)EP

Besides, we have

P
K,L-

(m) 1 = n n+1 n+1 n+1
Ty =9 T Z )F JPI,
n=0  (1.))eS
1 = n n+1 n+1 P P n+1
5 T ) Z Z fl,JFK,LSDI,J,
n=0 LJ)E (K,L)eS PEﬁK,L

which leads, thanks to §£J =1if (I,J) € P else f}i] =0, to

N—-1
RS DD D VD SN s
n=0

(K,L)eS PEPKL (I,J)eP

Hence

(K,L)eS PEPK . (IL,J)eP

We have \g@??l - ¢1}(+£| < Cp0pmax(hr, hy). Therefore we get

‘Tls ]< pZT Z Z Z luptt — u’}“\ max(hj,hj)]F};L],

(K,L)eS PEPK,L (I,J)epP

which may also be rewritten as

n+1

Z Yoo Y it =Y ek

P
FK,L'

) Fi.r.

‘Tl(gn)‘ < 07’ Z T Z n+1 — u’£+1| max(hK, hL)ﬁKJ,.

(K,L)eS
Hence we get, setting Cy = Cy + Cp05

N-1

’Tém) - Tl(;n)| < Cl Z " Z \u’;(ﬂ - u}j—i_l’ max(hK,hL)ﬁKvL.

n=0  {K,L}CM
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Thanks to the Cauchy-Schwarz inequality and defining T1g by

N-1
ngﬂ = Z T Z max(hg, hr)Fr 1,
n=0  {K,L}CM

we have, thanks to Lemma 5.3.4,

N-1
m m m n n n ~ m CBV
e L S S
n=0 {K,L}CM

)

It now suffices to show that Tl(;n remains bounded. Using (5.18), we have

Tf?) < 9723 Z max(hK, hL)‘FK7L|-
{K,L}CM

We then remark that

2

max(hg, hr)

Z max(hK,hL)]FK,L S Z max(hK,hL)]aK7L| Z (FK’L)Q

(K,L)eS (K,L)eS (K,L)eS

lor Ll

The term 3y )5 max(hr, hp)|ok, .| is bounded by 20p|Q2|, and the term 3° ¢ 7)o %K’FL)(FKL)Q

lox,L
remains bounded thanks to (5.36) and to the bound 26p|Q|||v||%, on 2ok pyes max(he, hr) ok L (Vo -

ng, )%, This achieves the proof that

lim (T{™ —T&V) = 0.

m—o0

Gathering all the above results completes the proof that

lim T{™ =Ty,

m——+00

and therefore the proof that u satisfies (5.22). O

5.4 Numerical results

5.4.1 A 2D case with radial symmetry

Let us consider Problem (5.1) on Q = (0,1)? with the following data:

k?l (u)

baa) =02, k) = (1= )%, ) =

A source term is imposed at each linear segment [A, B] of the boundary, equal to — |m\ /(27),
where ACB is the angle between the segments [C, A] and [C, B] and C has coordinates (3, 3)
(see Figure 5.2). A punctual source term, equal to 1, is imposed at the point C. Then there

164



AAcB

Figure 5.2: Geometry of the radial circular test.

exists a unique entropy weak analytical solution (p,u) only depending at each time on the
distance r between & and C, called the Buckley-Leverett solution in the framework of oil
engineering (recall that, for a nonlinear problem without an entropy criterion, there exists
an infinity of weak solutions in the general 1D case; in this 2D case, there may exist weak
solutions without radial symmetry):

)
r 1
p(rt) = /m a3 (a5, 0)) & Fa(u(s, 1)) 5 PO

where the value of the pressure is fixed at pg at the distance rg to point C.

We first consider the case p = 10. For the above solution, a circular discontinuity with height
@ is located at the circle with centre C' and radius R(t) = /ot/m (for t = 0.2 and p = 10,
we have R(t) ~ 0.37). We use an IMPES scheme in a prototype running under SCILAB
environment. At each time step, we use a standard 5-point scheme for solving the pressure
equation, providing the values F}ZFLI. We then compute the new fluxes ﬁ}gf, following the
method described in Section 5.2.2. The strategy for determining the time step is based on a
desired maximum variation of saturation between two time steps. This desired variation has
been set to 0.2 for all run, except the modified scheme with v = 1, where we had to set this
variation to 0.1 for stability reasons. The mesh is composed of 412 squares with side h = 1/41

for all runs. The results are shown in Figures 5.3 to 5.6.

We observe in Figure 5.3 a very small dependence of the pressure isovalue lines on the GOE
in this case. The profiles using the initial or the modified scheme show both a high radial
symmetry for the approximated pressures (see Figure 5.4). Although the analytical pressure
tends to infinity as r — 0, the approximate pressures are greater, for the distances to C
considered here, than the analytical ones, due to the fact that the approximate saturations
are lower than the analytical ones in the neighbourhood of the point C. On the contrary, we
see in Figure 5.5 a significant dependence of the isovalue lines on the GOE. We first remark
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00 o 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 o.s 1.0 00 o 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 oo 1.0

Figure 5.3: Contours of pressures at ¢ = 0.2 (u = 10) with the initial (left) and modified
scheme (right) with v = 0.1, w = 0.1.

2.5 2.5,

O0s T T . G0 0w 0. 0w os "Yos 0. 0. 0. 60 s o. J-  os

Figure 5.4: Profiles of pressures (pg set to 0 at distance ro = v/2/2) at t = 0.2 (u = 10) with
the initial scheme (left) and the modified scheme (right) with v = 0.1, w = 0.1: analytical
solution (red), profile along median axis (blue), diagonal profile (black).

1.0 1.6 1.0q

X 00
0.0 o1 oz 0s 0w as o o7 os o 10 00 o1 oz o3 s os oe o7 o os 10 00 o1 o2 o3 oa os o6 o7 o8 oo 10

Figure 5.5: Contours of saturations at ¢ = 0.2 (u = 10) with the initial (left), modified scheme
(middle) with v = 0.1, w = 0.1, modified scheme (right) with v =1 w = 0.1.

that the value w = 0.1 leads to much better results than w = 0 (initial scheme). We also
remark that the value v = 1 leads to a solution where the numerical diffusion is slightly more
important than with v = 0.1 or v = 0 (let us remark that the solutions obtained with v = 0.1
and v = 0 cannot be graphically distinguished, which enhances the possibility to use v =0 in
practical cases).
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Figure 5.6: Profiles of saturations at ¢ = 0.2 (u = 10) : analytical solution (red), profile along
median axis (blue), diagonal profile (black); initial scheme (top left), v = 0 w = 0.1 (top
right), v = 0.1 w = 0.1 (bottom left), » =1 w = 0.1 (bottom right).

We have then considered the case p = 200. The same observations as above hold, with a
higher discrepancy between the initial and the modified scheme (see Figures 5.7 and 5.8). In
order to get stable results, we had to set the desired variation of saturation to 0.05.

1.0 1.0
0.4 0.4
0.55 0.55
0.5] 0.5] 04
0.3
0.2
0.15 0.15
Values 0.125 Values 0.125
0.1 0.1 0.1 0.1
from center from center
to bound: 0.08 to bound: 0.08
N o boundary 0.02 N o boundary 0.02
0.0 T T T T T 1 0.0 T T T T T 1
00 o1 o2 03 04 05 o6 07 o0& o35 10 00 o1 o2 03 04 o5 o5 07 0.8 o3 1.0

Figure 5.7: Contours of saturations at ¢ = 0.05 (u = 200) with the initial (left) and the
modified scheme (right) with v = 0.1, w = 0.1.
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Figure 5.8: Profiles of saturations at ¢ = 0.05 (x = 200) : analytical solution (red), profile
along median axis (blue), diagonal profile (black); initial scheme (left), » = 0.1 w = 0.1 (right).

5.4.2 A 3D test case with three layers

The numerical tests presented here are inspired by [9]. The domain is defined by
1 = [-0.5,0.5]x[—0.5,0.5]x[—0.15,0.15].

The permeability A(x),x € Q is equal to 1 if the distance from x to the vertical axis 0z is
lower than 0.48, and to 1073 otherwise (see Figure 5.9), which ensures the confinement of the
flow in the cylinder with axis 0z and radius 0.48. The density ratio is equal to 0.8. We use
Corey-type relative permeability, k1 (u) = u* and ko = (1 — u)?/100. At the initial state, the
reservoir is assumed to be saturated by the oil phase. Water is injected at the origin by an
injection well. Two production wells, denoted by P, and P», are respectively located at the
points (—0.3cos%, —0.3sin%,0) and (0.3cos%, —0.3sing,0)

A prototype of an industrial code written in FORTRAN, based on an implicit scheme, is used

for obtaining numerical results with two Cartesian grids, the second one deduced from the

first one by a rotation of angle § = & with axis Oz. The number of cells in each direction

(x,y,2) are N; = N, = 51 and N, = 3 (which means that the three wells are numerically
taken into account as source terms in the middle layer of the mesh).

Figure 5.9: The two meshes used. In red, the highest permeability zone, in blue the lower
permeability zone. Squares indicate wells.

At each time step, we use a the MPFA L-scheme [2] for solving the pressure equation, providing
the values F ;. Then the method described in section 5.2.2 is used for the definition of new
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stencils, selecting w = 0.1 for all faces which are inscribed in the cylinder. The parameter v
is taken equal to 0, allowing to implement the scheme in standard industrial codes by only
modifying the stencil of the MPFA scheme (see Remark 3).

The same value for the time step is used for all the computations, which are stopped once a
given quantity of water has been injected. Note that, in the mesh depicted on the right part
of Figure 5.9, the line (P2, O) becomes the Oy axis of the mesh.

4 8.4 8,4
182 g9t 8.2
8.8 —
8.7 —
4 8 a.6 - EY
@ e — g
a.4
8.3 —
1-8.2 @2 - {-8.2
8.1 —
{-0.4 -8.4
8.4 8.2 8 8.2 8.4 8.4 -6.2 8 6.2 8.4
(a) 8 =0, stencil S (c) 6 = %, stencil S
8.4 { 0.4
a2 6.9 — 4 8,2
8.8
8.7
@ 1 8 8.6 48
8.5
0.4
8.3 —
-8.2 g2 1-8.2
8.1 ——
{-8.4 L {-0.4
-8.4 -8.2 8 8.2 0.4 8.4 -8.2 8 8.2 8.4
(d) 8 =0, stencil S (f) 0 = %, stencil S

Figure 5.10: Water saturation contours u at the same time.

We see on Figure 5.10 the resulting contours of the saturation. We observe that the results ob-
tained using the method described in this paper look very similar in the two grids, whereas the
ones obtained using the initial five-point stencil are strongly distorted by the Grid Orientation
Effect.

5.5 Conclusion

In this paper we have considered the nonlinear system of PDEs resulting from the conservation
equations of two incompressible immiscible phases flowing within a porous medium. This
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system, which may also be seen as the coupling of a diffusion equation with respect to the
pressure and a convection equation with respect to the saturation, is shown in practical cases
of mobility contrast, to lead to the apparition of the so-called Grid Orientation Effect (GOE).
We propose a new procedure to overcome this phenomenon, based on the modification of
the stencil of the discrete version of the convection equation, without modifying the pressure
equation.

Some theoretical results (such as the L™ estimate and the convergence of the new scheme by
using the weak BV-inequality) are obtained in a simplified case and some numerical results,
including the comparison with an analytical solution, show the efficiency and the accuracy of
the method in the non-simplified one.

For some values of the parameters of the method, we obtain a natural version of the nine-
point schemes defined some decades ago on regular grids, whose advantage is to apply on the
structured but not regular grids used in reservoir simulation, in association with Multi-Point
Flux Approximation finite volume schemes. In this case, it may be immediately implemented
in standard industrial codes by a simple modification of the stencils.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives
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6.1 Bilan

L’objectif global de nos travaux était d’étudier certaines méthodes numériques pour les écou-
lements polyphasiques dans le contexte de I'ingénierie de réservoir, méthodes devant répondre
& un cahier des charges dressé par les fortes contraintes des milieux naturels considérés que
sont les sous-sol géologiques. Un rapide état de 'art des schémas de discrétisation a permis de
souligner la difficulté d’établir une méthode idéale dont I’écriture reste a ce jour un probléme
ouvert.

Notre étude a permis d’introduire les nouveaux schémas HAG, VAG et VAGR, développés et
implémentés en 3D. Le schéma HAG est un schéma centré aux mailles, compact et symétrique.
Cependant face a des problémes a fort ratio d’anisotropie et/ou d’aspect, ce schéma introduit
des inconnues additionnelles hybrides pouvant accroitre son cotit mémoire. Enfin le schéma
VAG, et sa version révisée VAGR, sont des schémas avec inconnues aux mailles et aux nceuds,
inconditionnellement symétriques et compacts puisque les inconnues aux mailles sont éliminées
algébriquement. Coté mise en ceuvre, celle du schéma HAG est trés complexe et peut étre ainsi
un frein a tout développement industriel contrairement aux schémas VAG et VAGR, dont les
implémentations sont beaucoup plus aisées. Ces trois schémas, HAG, VAG et VAGR, cadrent
avec le tout récent formalisme des schémas gradients décrit dans ce manuscrit et qui permet
de définir un cadre d’étude théorique.

Pour jauger ces nouvelles méthodes nous avons dans un premier temps réalisé des séries de
tests numériques, avec solution analytique, pour comparaison avec la famille des schémas li-
néaires multi-points (MPFA) centrés aux mailles. Cette famille MPFA a un fort écho dans
la communauté pétroliére et regroupe notamment les schémas en O, L et G. L’inconvénient
majeur de des méthodes MPFA, sur des problémes généraux, est 'absence de symétrie, elles
sont donc conditionnellement coercives et convergentes. Nos différents tests numériques ont
ainsi mis en évidence le manque de robustesse du O-schéma face & des problémes présentant de
forts ratios d’anisotropie de perméabilité et/ou d’aspect. Le L-schéma est quant a lui en échec
sur des maillages tétraédriques par singularité de matrices locales nécessaires a la reconstruc-
tion des gradients discrets. Le G-schéma, qui reprend les idées du L, arrive & contourner ce
probléme mais pas ceux mentionnés pour le O-schéma. Concernant les résultats obtenus avec
nos nouvelles méthodes, VAGR ressort comme un schéma prometteur applicable avec succés a
une vaste gamme de cas tests pour un bon compromis précision/cotit. Notons que nous avons
également pu comparer le comportement numérique des schémas VAG et VAGR & une gamme
de méthodes nettement plus riche grace au benchmark 3D proposé a l'occasion du congrés

FVCAG.

L’étape suivante de notre travail a été d’étendre ces comparaisons numériques & la simulation
des écoulements compositionnels polyphasiques en milieux poreux. Pour y parvenir nous pro-
posons dans ce manuscrit une formulation générique de ces écoulements pour un nombre de
phases et de constituants quelconques. Nous avons alors choisi d’articuler la discrétisation qui
en découle, particuliérement pour 'approximation des flux de diffusion darcéens, autour des
schémas volumes finis linéaires multi-points (MPFA) centrés aux mailles. Notre implémenta-
tion est ainsi basée, d’une part, sur un préprocesseur, dépendant du schéma de discrétisation
des flux darcéens, qui génére un graphe dit des coefficients de transmissivité ; et d’autre part,
d’un code prototype fortran pour le développement du coeur du module d’écoulement. Nous
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avons par la suite constaté qu’il est également possible d’adapter le schéma VAG(R) a cette
mise ceuvre méme si celui-ci est, rappelons-le, un schéma gradient centré aux noeuds. Pour ce
faire, les volumes de contréle sont définis & la fois comme les mailles et les noeuds du maillage.
Il est alors possible de définir des flux numériques entre ces volumes. Un point clef de la
méthode est alors d’associer un volume poreux & chaque volume de controle. Une méthode
de redistribution du volume poreux conservative et robuste vis a vis des hétérogénéités a été
proposée.

Les résultats obtenus par le nouveau schéma VAG(R) sur les différents cas tests sont satis-
faisants aussi bien en termes de précision et performance notamment sur des maillages tétra-
édriques ot les nceuds sont en nombre largement inférieur en comparaison des mailles. Nous
montrons tout d’abord sur un cas simple découplé, constitué d’un front de type traceur, que
la vitesse de propagation du front obtenue avec VAG(R) est semblable & celle du O-schéma.
Puis, nous avons mis un place un cas test hétérogéne, sur maillage grossier, qui illustre 1’effi-
cacité du choix de notre méthode de redistribution du volume poreux aux nceuds. Enfin, des
derniers cas tests, sur maillages proches puits, donnent un apercgu des résultats prometteurs
du schéma VAG(R) pour des applications métiers. Le dernier cas d’étude notamment présente
une physique plus complexe et est inspiré d’observations de terrains. Nous considérons en effet
un écoulement triphasique (liquide, gaz et minéral) & trois constituants (HoO, CO9, sel) qui
simule 'asséchement et la précipitation de sel dans un aquifére salin par injection de COq
miscible via un puits dévié comme cela a été observé, par exemple, dans une exploitation de
gaz en mer de Barents. Soulignons enfin que ces tests numériques nous ont permis d’observer
efficacité du schéma VAG(R) contre Veffet d’axe.

L’effet d’axe, également noté GOE (pour Grid Orientation Effect), est un phénoméne de digi-
tation numérique qui se produit lors de la simulation de deux fluides de viscosités différentes
sur des maillages & dominante structurée tels que les maillages CPG (Corner Point Geometry)
utilisés en ingénierie de réservoir. Nous proposons dans le chapitre 5 une méthode pour ré-
duire ce phénoméne basée sur la redistribution des flux dans les directions diagonales a 'aide
de la notion de chemin. Nous avons explicité, pour cette méthodologie, une estimation L
ainsi qu’une preuve de convergence basée sur une inégalité BV-faible. Des tests numériques té-
moignent de 'efficacité de la méthode. Le premier cas test est basé sur une solution analytique
et illustre que les hypothéses théoriques requises pour la convergence semblent pouvoir étre,
dans la pratique, relachées sans influence sur la qualité de la solution numeérique. Le second
cas test correspond & une configuration somme toute classique dans la communauté pétroliére
pour tester un algorithme anti-GOE.

6.2 Perspectives

Au sujet des méthodes de discrétisation d’'un flux de diffusion type loi de Darcy, le schéma
HAG peut faire 'objet de réflexions supplémentaires, d’une part, sur son extension & des
mailles quelconques et, d’autre part, sur I’expression de flux numériques pour son application
a la simulation des écoulements polyphasiques.

De son coté, le schéma VAG a déja fait I'objet de plusieurs améliorations et tests numériques
aux résultats prometteurs, y compris en polyphasique. Cependant des tests supplémentaires
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doivent étre envisagés pour conforter (ou non) nos premiéres conclusions. On pourrait par
exemple mettre en place des cas d’études en simulation de réservoir plus complexe. Dans un
premier temps, une possibilité peu coiiteuse serait de reprendre certains des cas présentés
dans ce manuscrit en y incorporant les phénoménes de capillarité. L’étape suivante serait
alors de prendre en compte d’autres phénomeénes physiques comme, par exemple, introduire
la thermique. Une piste pour des travaux futurs peut également étre de tester le schéma VAG
sur des maillages non structurés. Il est important, au travers de tests supplémentaires, de bien
comprendre 'impact des paramétres de VAG (tels que la redistribution du volume poreux) sur
les résultats aussi bien en termes de précision que de temps CPU ; pour ce faire un passage au
2D permettrait une meilleure maitrise de la visualisation et de la convergence des solutions.
Enfin, en termes de développement informatique, I’élimination des inconnues aux mailles dans
le systéme linéaire issu de la méthode de Newton est un point qui reste encore a accomplir
pour réaliser des comparaisons plus rigoureuse.

Pour finir, la méthode anti-GOE introduite en fin de manuscrit a été présentée et implémentée

pour des maillages généraux, y compris en 3D. Ainsi une bonne perspective pourrait étre de
mettre en place des nouveaux cas tests comme, par exemple, sur des grilles de type Kershaw.
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Résumé. Cette thése est consacrée a I’étude de méthodes numériques pour la simulation des écou-
lements polyphasiques en milieu poreux, en vue de leur application & des problémes d’ingénierie pé-
troliére ou environnementale. Nous présentons une formulation générique du modéle d’écoulements
a4 nombre quelconque de composants présents dans un nombre quelconque de phases. Dans notre
approche Papproximation des flux diffusifs (issus, par exemple, de la loi de Darcy) s’appuie sur de
nouveaux schémas, appelés schémas gradient, qui ont plusieurs avantages sur les schémas industriels
standard : ces derniers, qui sont des schémas volumes finis multi-points centrés aux mailles, ne sont
généralement pas symétriques et convergent difficilement sur des cas a forts rapports d’anisotropie.
Nous montrons en revanche que les schémas gradient conduisent naturellement a des approximations
symétriques et convergentes. Parmi cette classe de schémas, nous étudions plus particuliérement le
schéma VAG qui fait intervenir des inconnues au centre des mailles et aux sommets du maillage. Ce
schéma conduit a la définition de flux entre le centre d’une maille et ses sommets, qui sont utilisés
pour généraliser la méthode VAG au contexte polyphasique. Des tests numériques montrent alors que
ce schéma est robuste, et conduit & un trés bon compromis précision/cott, ce qui en fait un candidat
idoine pour les applications industrielles. Nous présentons notamment un cas test, basé sur des obser-
vations de terrains, d’injection et de dissolution de CO2 dans la région proche d’un puits foré dans un
aquifére salin. Nous montrons alors que le schéma numérique permet de simuler I'asséchement et la
précipitation de minéral observée en pratique. Un chapitre de la thése est enfin consacré a ’étude pra-
tique et théorique d’une méthode numérique générique pour controler 'effet d’axe lors de 'utilisation
de schémas industriels.

Mots clefs : schémas volumes finis, schémas gradient, schéma VAG, écoulements polyphasiques en
milieu poreux, effet d’axe.

Abstract. This thesis is focused on numerical methods dedicated to the simulation of multiphase flow
in porous media, involved in petroleum or environmental engineering. We present a generic formulation
of the flow model which is able to take into account any number of components within any number of
phases. In our approach the approximation of the diffusive fluxes (mainly resulting from Darcy’s law)
is based on new schemes, called gradient schemes, which show several advantages over the standard
industrial numerical schemes : these schemes, which belong to the class of the cell-centred Multi-
Point Flux Approximation finite volume schemes, are not symmetric and may lead to difficulties of
convergence in the case of high anisotropy ratios. We indeed show that gradient schemes are naturally
providing symmetric and convergent approximations. We particularly study the Vertex Approximate
Gradient scheme (called the VAG scheme), whose discrete unknowns are the values at the cell centres
and at the vertices of the mesh. This scheme implies the definition of fluxes between the centre of a
given cell and its vertices, used for the extension of the scheme to multiphase flow. Numerical tests
show the robustness and the accuracy of the method for a low computational cost, which enables
the use of the VAG scheme in an industrial framework. A test case, based on experimental data of
injection and dissolution of CO2 in the near-well region within a saline aquifer, shows the aptitude
of the scheme for reproducing drying and salt precipitation, which are practically observed. Finally, a
chapter of the thesis is devoted to the theoretical and practical study of a general numerical method
for controlling Grid Orientation Effect in industrial simulators.

Keywords : finite volume schemes, gradient schemes, Vertex Approximate Gradient scheme, multiphase
flow in porous media, Grid Orientation Effect

Laboratoire d’accueil : UMR CNRS 8050 LAMA Université Paris-Est Marne-la-Vallée
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