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CUBULATIONS DE VARIETES HYPERBOLIQUES COMPACTES

Résumé

Cette thése est une contribution au domaine des cubulations de groupes hyperboliques au sens de
Gromov. Nous nous intéressons au cas particulier des groupes fondamentaux de variétés hyperboliques
réelles compactes. La philosophie inspirée dans ce domaine par les travaux de M. Sageev est que si un
groupe hyperbolique posséde suffissamment de sous-groupes de codimension 1 quasi-convexes, alors il
agit géométriquement sur un complexe cubique CAT(0) de dimension finie. Nous démontrons un critére
précis de cubulation pour les groupes fondamentaux de variétés hyperboliques compactes, a ’aide de
constructions d’espaces & murs quasi-isométriques a 1’espace hyperbolique réel.

Nous nous restreignons par la suite au cas particulier de la dimension 3 et plus particuliérement
aux 3-variétés hyperboliques compactes virtuellement fibrées sur le cercle. Nous exploitons alors une
construction de surfaces immergées incompressibles dites coupées-croisées due a D. Cooper, D. Long
et A. Reid dans une telle 3-variété M pour fabriquer des sous-groupes de surface de son groupe fonda-
mental G. En raffinant des arguments de J. Masters et en exploitant la structure de l’application de
Cannon-Thurston, nous parvenons & construire des sous-groupes de surfaces quasi-convexes de G en
quantité suffisante pour que leurs ensembles limites permettent de séparer toutes les paires de points
distincts du bord du revétement universel de M. En conséquence de cette construction, G agit géomé-
triquement sur un complexe cubique CAT(0) de dimension finie.

D. Wise souléve alors la question de savoir si ce groupe G peut agir géométriquement et également
virtuellement co-spécialement (au sens de F. Haglund et D. Wise) sur un complexe cubique CAT(0).
Une réponse positive résoudrait les conjectures selon lesquelles G est large et le premier nombre de
Betti virtuel de M est infini. Nous faisons remarquer que pour obtenir une réponse positive a cette
question, il suffit de trouver une surface coupée-croisée virtuellement plongée dans un revétement fini
fibré sur le cercle de M. Nous concluons en présentant des conditions algébriques, puis géométriques et
cohomologiques suffisantes pour qu’'une surface coupée-croisée donnée soit virtuellement plongée.

Mots-clefs : Espaces & murs, Complexes cubiques CAT(0), Groupes hyperboliques, 3-variétés hyperbo-
liques compactes virtuellement fibrées sur le cercle, Sous-groupes de surface, Surfaces coupéees-croisées

CUBULATIONS OF CLOSED HYPERBOLIC MANIFOLDS
Abstract

This thesis contributes to the study of geometric actions of word-hyperbolic groups on finite dimen-
sional CAT(0) cube complexes. We are mainly interested in the case of fundamental groups of closed
hyperbolic manifolds. The philosophy coming from pioneer work of M. Sageev is that a hyperbolic
group with sufficiently many quasi-convex codimension one subgroups acts geometrically on a finite
dimensional CAT(0) cube complex. We prove a precise criterion for cubulation in the case of closed
hyperbolic manifolds, by constructing spaces with walls quasi-isometric to real hyperbolic space.

We next focus on the case of three dimensional closed hyperbolic manifolds which are virtually
fibered over the circle. In this setting, we use a construction of incompressibly immersed cut-and-cross-
join surfaces due to D. Cooper, D. Long and A. Reid that yields surface subgroups of the fundamental
group G of the 3-manifold M. By expanding on work of J. Masters and using the structure of the
Cannon-Thurston map, we are able to build many quasi-convex surface subgroups of G whose limits
sets may be used to separate any pair of distinct points in the boundary of the universal cover of M.
As a consequence, G acts geometrically on a finite dimensional CAT(0) cube complex.

D. Wise then asks if it is possible that G acts both geometrically and virtually co-specially (in
the sense of F. Haglund and D. Wise) on a CAT(0) cube complex. A positive answer would solve the
long-standing conjectures that G is large and M has infinite virtual first Betti number. We then explain
why finding a virtually embedded cut-and-cross-join surface in a finite cover of M would be enough to
solve this problem. Finally, we give some algebraic and then geometric and cohomological sufficient
conditions for a given cut-and-cross-join surface to virtually embed.

Keywords : Spaces with walls, CAT(0) cube complexes, Hyperbolic groups, Closed hyperbolic
3-manifolds virtually fibered over the circle, Surface subgroups, Cut-and-cross-join surfaces
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Introduction

Les travaux de la présente thése s’inscrivent au croisement de la théorie géométrique des groupes et de
la topologie de petite dimension. La théorie des groupes est la branche des mathématiques qui explore
le concept de symétrie; le géométre des groupes est plus précisément le mathématicien qui tente de
réaliser certaines symétries données comme des isométries d’'un espace métrique aux propriétés qu'’il
juge intéressantes. L’étude de la géométrie d’un groupe a travers de tels espaces modéles permet bien
souvent d’obtenir en retour des propriétés algébriques du groupe considéré et cette démarche est au
coeur de cet ouvrage.

Modéles géométriques

On dit qu’un groupe G de type fini agit géométriguement sur un espace métrique localement compact
(X,d) ¢'il est muni d’une action par isométries a la fois propre et cocompacte sur X. Par exemple, on
peut munir le groupe G d’une partie génératrice finie et symétrique S et construire le graphe de Cayley
I'(G, S) associé : les sommets de I'(G, S) sont les éléments de G et il existe une aréte entre deux sommets
g et h si, et seulement si, g~'h € S. Le groupe G agit alors géométriquement par translation & gauche
sur I'(G, S )(0) (pour la distance combinatoire usuelle sur ce graphe). On voit alors le groupe G lui-méme
comme un espace métrique, ce graphe de Cayley étant un modéle de la géométrie de ce groupe.

Définition. Soit G un groupe de type fini. Nous dirons qu’un espace métrique localement compact
(X,d) est un modéle géométrique pour le groupe G ¢l existe une action géométrique de G sur X.

Deux modéles géométriques différents d’un groupe G donné sont quasi-isométriques, i.e. leurs pro-
priétés géométriques a grande échelle sont comparables. Mais il est tout de méme parfois possible de
trouver un modéle géométrique d’un groupe G permettant d’obtenir plus de propriétés sur le groupe G
qu’a l'aide de I’étude de I'un de ses graphes de Cayley.

Les groupes que nous étudions dans cette thése sont des groupes hyperboliques au sens de Gromov,
généralisant les groupes libres et les groupes agissant classiquement géométriquement sur les espaces
hyperboliques réels.

Rappelons qu’un espace métrique géodésique est dit d-hyperbolique si, pour tout triangle géodésique
T = [z,y] U [y, 2] U [z, ], on a l'inclusion [z,y] C Vs([y, 2] U [z, z]) (ou Vs désigne le d-voisinage d’une
partie). Un groupe G de type fini est dit hyperbolique au sens de Gromov (ou simplement hyperbolique)
s’il existe 0 > 0 et un graphe de Cayley I'(G, S) de G qui muni de la distance combinatoire usuelle soit
d-hyperbolique (et cette notion ne dépend pas de la partie génératrice finie fixée).

Cubulations

Les espaces métriques parmi lesquels nous chercherons des modéles géométriques de groupes donnés
sont des objets combinatoires introduits par M. Gromov sous le nom de complezes cubiques CAT(0) et
généralisant la notion d’arbre simplicial. Ces objets sont des CW-complexes simplement connexes dont
les cellules modelées sur les cubes standards de ’espace euclidien sont recollées par des isométries le
long de leur faces, et possédant une propriété combinatoire de courbure négative ou nulle : les links de
sommets doivent étre des complexes simpliciaux de drapeaux. Ces complexes sont munis de la distance
combinatoire usuelle sur leur 1-squelette.

Les groupes de type fini qui admettent une action non-triviale sur un complexe cubique CAT(0) sont
exactement ceux qui possédent un sous-groupe de codimension 1 (i.e. un sous-groupe dont au moins
un voisinage fini disconnecte un graphe de Cayley). Ce résultat fondateur da & M. Sageev admet une
version plus précise dans le cas des groupes hyperboliques.



Théoréme (M. Sageev, [Sag95]). Un groupe hyperbolique possédant un sous-groupe de codimension 1
quasi-convere admet une action par isométries, sans point fize global et cocompacte sur un complexe
cubique CAT(0) de dimension finie.

L’action obtenue dans le résultat de M. Sageev n’est cependant pas toujours propre. Il faut parfois
plus d’un seul sous-groupe de codimension 1 quasi-convexe dans un groupe hyperbolique pour étre
en mesure de trouver un modéle géométrique cubique CAT(0). La philosophie générale de cette thése
consiste & penser que si un groupe hyperbolique posséde suffisamment (en un sens & préciser) de sous-
groupes de codimension 1 quasi-convexes, alors il admet un modéle géométrique qui est un complexe
cubique CAT(0).

Définition. Un groupe G de type fini est dit cubique CAT(0) s’il admet une action par isométries,
propre et cocompacte sur un complexe cubique CAT(0) de dimension finie.

La problématique de cette thése est la suivante. Etant donné un groupe G hyperbolique au sens de
Gromov, on souhaite savoir si G est cubulable, i.e. admet un modéle géométrique qui est un complexe
cubique CAT(0). Nous somme particuliérement intéressés par le cas des groupes hyperboliques a un
bout que sont les groupes fondamentaux de variétés hyperboliques compactes.

Cubulations spéciales

Trouver un modéle géométrique cubique CAT(0) pour le groupe fondamental d’une variété hyper-
bolique compacte n’apporte aucun corollaire algébrique non déja établi pour ce groupe. Pour obtenir
des résultats de structure originaux pour de tels groupes, il faut les identifier au groupe fondamental
d’un complexe cubique compact & courbure négative ou nulle qui est de plus spécial, au sens défini par
F. Haglund et D. Wise ([HWOT]).

Les propriétés essentielles des complexes cubiques sont celles de leurs hyperplans immergés. Dans un
complexe cubique compact a courbure négative ou nulle, ces hyperplans peuvent présenter un certain
nombre de pathologies : la non-séparation, ’auto-intersection, ’auto-osculation et 1’inter-osculation.
Lorsque ces comportements ne se présentent pas, on dit que le complexe cubique est spécial (les com-
plexes cubiques CAT(0) sont par exemple spéciaux).

Les groupes fondamentaux de complexes cubiques spéciaux sont virtuellement sous-groupes de
groupes d’Artin a angles droits (i.e. de groupes de présentation (si,...,sn | [s;, ;)™ = 1) ou
m;; € {0,1} pour 1 < 4,5 < n). En particulier, ces groupes sont larges dans le cas non-abélien
(i.e. se surjectent virtuellement sur un groupe libre non-abélien). Cette derniére propriété n’étant pas
du tout connue en général pour les groupes fondamentaux de variétés hyperboliques compactes en
dimension > 3, il peut étre intéressant de chercher a I’établir via les complexes cubiques spéciaux.

Définition. On dit qu'un groupe G est cubique spécial, ou plus simplement spécial, s’'il existe un
complexe cubique X compact connexe a courbure négative ou nulle et spécial ainsi qu’un isomorphisme
G~ ™1 (X) .

La problématique qui dominera la troisiéme partie de cette thése est alors la suivante. Si M est
une variété hyperbolique compacte de dimension trois, le groupe fondamental de M est-il virtuellement
cubique spécial ?

Organisation

Cette thése est découpée en trois parties dont les thématiques sont les suivantes :

1. Dans la premiére partie, nous établirons deux critéres géométriques qui suffisent & assurer que le
groupe fondamental d’une variété hyperbolique compacte est cubique CAT(0).

2. Dans une seconde partie, nous démontrons via notre critére de cubulation que les groupes fonda-
mentaux de 3-variétés hyperboliques compactes virtuellement fibrées sur le cercle sont cubiques
CAT(0). L’ingrédient principal de cette cubulation est I'existence de nombreux sous-groupes de
surface quasi-convexes, obtenus par des constructions de surfaces dites coupées-croisées.

3. Dans la troisiéme partie, nous présentons des tentatives de démonstration de l’existence dans
les 3-variétés fibrées sur le cercle d’au moins une surface coupée-croisée virtuellement plongée.
Nous expliquons pourquoi un tel résultat entrainerait que les groupes fondamentaux de 3-variétés
hyperboliques compactes virtuellement de Haken sont virtuellement cubiques spéciaux.



Critéres de cubulation

Dans la premiére partie de cette thése, nous rappellerons le fonctionnement du procédé de cubulation
des espaces a murs de B. Nica ([Nic04]). Tout espace & murs séparé, vu comme un espace métrique, est
canoniquement isométriquement plongé dans 'ensemble des sommets d’un complexe cubique CAT(0).
Ce plongement naturel permet d’étendre toute action d’un groupe sur un espace & murs en une action
sur un complexe cubique CAT(0).

Nous démontrerons que des propriétés raisonnables imposées au plongement de ’espace & murs
dans son complexe cubique dual permettent de garantir que les actions géométriques d’un groupe sur
un espace & murs s’étendent en une action géométrique sur un complexe cubique CAT(0). Les espaces
a murs possédant cette propriété seront dits géométriqguement cubulables.

Définition. Un espace & murs séparé (X, M) dont le graphe des ultrafiltres quasi-principaux C!(X)
est localement fini et tel que le plongement isométrique X — C(X) soit quasi-surjectif est dit géo-
métriquement cubulable.

Notre stratégie pour cubuler un groupe donné consistera donc a démontrer que celui-ci agit géomé-
triquement sur un espace & murs géométriquement cubulable.

Quasi-hyperplans

Nous fabriquerons alors des espaces & murs dans I’espace hyperbolique réel, généralisant les situations
classiques de murs provenant d’hyperplans totalement géodésiques. Nous introduirons une notion de
quasi-hyperplans, qui seront des parties (uniformément) quasi-convexes de H™ dont un voisinage fini
disconnecte H™. Nos murs seront obtenus en considérant les composantes de bord de ’enveloppe convexe
de telles parties. A une famille uniformément localement finie de tels quasi-hyperplans, nous associerons
un espace a murs dual.

Nous introduirons alors une hypothése de séparation & grande échelle pour les familles de quasi-
hyperplans, imposant une certaine forme d’équirépartition aux murs correspondant. Sous cette hypo-
thése de séparation asymptotique, nous montrerons que les espaces & murs considérés sont géométri-
quement cubulables.

Théoréme (Espaces & murs géométriquement cubulables). Soit L > 0 et H une famille unifor-
mément localement finie et asymptotiquement séparante de L-quasi-hyperplans de H™. Alors ’espace a
murs séparé dual a H est géométriquement cubulable. Le graphe médian C*(X) est de plus uniformément
localement fini et le complexe cubique associé est donc de dimension finie.

Les groupes opérant géométriquement sur de tels espaces & murs seront alors cubiques CAT(0).

Critéres de cubulation des réseaux uniformes de Isom(H"™)

Nous montrerons alors que la présence d’une quantité suffisante de sous-groupes de codimension 1
quasi-convexes dans le groupe fondamental d’une variété hyperbolique compacte permet de construire
un espace & murs géométriquement cubulable sur lequel le groupe fondamental de la variété agit géo-
métriquement.

Nous obtiendrons le critére de cubulation formulé ci-dessous.

Théoréme (Cubulation par les quasi-hyperplans). Soit I' < Isom(H") un réseau uniforme.
On suppose qu’il existe une famille (T-invariante et) asymptotiquement séparante de quasi-hyperplans
T-cocompacts de H". Alors T' est cubique CAT(0).

Nous établirons ensuite que ce critére de cubulation est équivalent & un autre critére formulé au
bord du revétement universel de la variété.

Théoréme (Cubulation par séparation des paires de points du bord). Soit I' < Isom(H")
un réseau uniforme. On suppose que pour tous x,y € O H™ distincts, il existe un sous-groupe de
codimension 1 quasi-convere X < T' dont l’ensemble limite A(X) sépare x et y dans Do H™. Alors T est
cubique CAT(0).

Ce dernier théoréme est en général le critére appliqué pour démontrer en pratique qu’une variété
hyperbolique compacte est cubique CAT(0) (nous mettrons en ceuvre cette démarche dans la seconde
partie pour traiter le cas des 3-variétés hyperboliques compactes virtuellement fibrées sur le cercle).



Application au cas des variétés arithmétiques

Nous raffinerons ce critére dans le cas des variétés arithmétiques. La propriété de densité du com-
mensurateur nous permettra d’affirmer qu’il suffit dans ce cas de disposer d’un seul sous-groupe de
codimension 1 quasi-convexe pour obtenir une cubulation.

Théoréme (Critére de cubulation des variétés hyperboliques compactes arithmétiques).
Soit T’ un réseau uniforme arithmétique de Isom(H™). Si T’ posséde un sous-groupe de codimension 1
quasi-convexe, alors I' est cubique CAT(0).

Ce dernier résultat, combiné au récent théoréme de M. Lackenby ([Lacl0]) démontrant I’existence
de sous-groupes de codimension 1 pour les 3-variétés hyperboliques arithmétiques, permet d’obtenir le
corollaire suivant.

Corollaire (Cubulation des 3-variétés hyperboliques compactes arithmétiques). Soit M une
3-variété hyperbolique compacte et arithmétique. Alors w1 (M) est cubique CAT(0).

Cubulations de 3-variétés hyperboliques compactes

Dans la seconde partie de cette thése, nous nous intéressons plus précisément au probléme de la cu-
bulation des groupes fondamentaux de variétés hyperboliques compactes de dimension 3. Pour réaliser
une telle cubulation, il est nécessaire de disposer de nombreux sous-groupes de codimension 1 quasi-
convexes.

Or en dimension 3, les sous-groupes de surface (i.e. les sous-groupes isomorphes au groupe fonda-
mental (a1,b1,...,a4,bq | [a1,b1]...[ag,by] = 1) d’une surface compacte connexe orientable de genre
g > 2) sont des sous-groupes de codimension 1.

Si M est une 3-variété hyperbolique compacte connexe, on espére donc que 71 (M) contient de nom-
breux sous-groupes de surface quasi-convexes, en particulier une collection suffisante pour que leurs
ensembles limites au bord de M permettent de séparer toutes les paires de points distincts.

Au démarrage de cette thése, le résultat d’existence de sous-groupes de surface de M. Lackenby dans
le cas arithmétique a beaucoup motivé les travaux de la premiére partie de cette thése. Par ailleurs,
il existait également une autre classe de 3-variétés pour laquelle I'existence de sous-groupes de surface
quasi-convexe était établie. Il s’agit des 3-variétés compactes connexes virtuellement fibrées sur le cercle.
D. Cooper, D. Long et A. Reid ont en effet démontré que les groupes fondamentaux de telles 3-variétés
contenaient toujours un sous-groupe de surface quasi-convexe ([CLR94]). Leur résultat avait d’ailleurs
récemment été amélioré par J. Masters, qui a démontré dans ce cas l'existence de trés nombreux sous-
groupes de surface quasi-convexes ([Mas06]). Ces résultats d’existence nous ont incité a vérifier qu’il
est possible d’appliquer I’'un de nos critéres de cubulation a cette classe de 3-variétés.

Le probléme posé dans cette seconde partie est donc de démontrer que les groupes fondamentaux de
3-variétés hyperboliques compactes connexes virtuellement fibrées sur le cercle sont cubiques CAT(0).

Surfaces immergées incompressibles et quasi-convexité

Si M est une 3-variété hyperbolique compacte connexe, I’existence d’un sous-groupe de surface de
m1(M) équivaut a celle d’'une immersion mi-injective S — M d’une surface S de genre g > 2 dans
M. Dans le cas des 3-variétés fibrées sur le cercle, I'inclusion de la fibre est un exemple de plongement
m1-injectif d’une surface dans M. Cependant, le sous-groupe de surface correspondant n’est pas quasi-
convexe et ne peut donc pas étre utilisé pour cubuler.

Cette situation particuliére décrit essentiellement tous les sous-groupes de surface non quasi-convexes
du groupe fondamental d’une 3-variété hyperbolique compacte.

Théoréme (F. Bonahon [Bon86], A. Marden [Mar74], W. Thurston [Thu86b]). Soit M une 3-
variété hyperbolique compacte conneze et v : S 3 M une immersion w1 -injective d’une surface compacte
conneze orientable S de genre g > 2 dans M. Alors soit 1.(71(S)) est quasi-convexe dans w1 (M), soit

il existe un revétement fini M de M auquel v se releve en une application homotope a linclusion d’une
fibre pour une certaine fibration de M sur le cercle.

Le corollaire essentiel de ce théoréme est qu'un sous-groupe de surface de 71 (M) est quasi-convexe
dés que son ensemble limite ne remplit pas la sphére a l'infini 0., M.



Sous-groupes de surface quasi-convexes des 3-variétés fibrées sur le cercle

On s’intéresse maintenant au cas des 3-variétés hyperboliques compactes virtuellement fibrées sur
le cercle. Si M est une telle variété, il est connu depuis longtemps que 71 (M) contient un sous-groupe
de surface quasi-convexe.

Théoréme (D. Cooper, D. Long, A. Reid, [CLR94]). Soit M une 3-variété hyperbolique compacte
conneze virtuellement fibrée sur le cercle. Alors m (M) contient un sous-groupe de surface quasi-conveze.

Ce théoréme est démontré dans le cas des 3-variétés fibrées sur le cercle a l'aide de constructions
d’immersions -injectives S — M que l'on appelle des surfaces coupées-croisées. A I'aide de ces
surfaces, il est possible de démontrer en fait que (M) contient de trés nombreux sous-groupes de
surface quasi-convexes.

Théoréme (J. Masters, [Mas06]). Soit M une 3-variété hyperbolique compacte connexe virtuelle-
ment fibrée sur le cercle. Alors il existe une suite 3; < w1 (M) de sous-groupes de surface quasi-convexes
d’épaisseurs non-magjorées (I’épaisseur étant la distance entre les composantes de frontiére du ceur de
Nielsen du sous-groupe).

Ce dernier résultat et les arguments constructifs qui aboutissent & sa démonstration constituent
réellement le point de départ des travaux de la seconde partie de cette thése.

Surfaces coupées-croisées

Nous fixerons désormais une 3-variété hyperbolique compacte connexe fibrée sur le cercle M, (vue
sous la forme M, = (F x [0,1])/((x,0) ~ (¢(z),1)), ot F est une surface compacte connexe orientable
de genre g > 2 et v un homéomorphisme pseudo-Anosov de F'). Notre objectif sera de construire suffi-
samment de sous-groupes de surface quasi-convexes dans le groupe fondamental 7; (M) pour pouvoir
appliquer notre critére de cubulation.

Suivant D. Cooper, D. Long, A. Reid et J. Masters, nous présenterons une méthode de construction
de surfaces S 3+ M, immergées (mais non plongées) de maniére m-injective et partout transverse au
flot connues sous le nom de surfaces coupées-croisées (ces surfaces sont réellement 1'objet central de
cette these).

Ces surfaces coupées-croisées sont obtenues & partir d’'une courbe fermée simple ¢ de la fibre F
disjointe de son image par . On peut dans ce cas découper la fibre le long de ¢ et ¢(c), et utiliser le flot
de M, pour recoller de maniére croisée les quatre composantes de bord ainsi créées par deux anneaux
plongés de M. On obtient le plus souvent une surface connexe orientable S = S(c, ¢) immergée dans
M, de méme genre que la fibre F' (et également homologue a la fibre).

Etant donné un relevé S de S au revétement universel F' x R de M, on peut considérer la projection
<I>(§) de ce relevé sur F (on @ : FxR — Festla projection sur le premier facteur). Ce projeté permet
de caractériser la quasi-convexité de 71(5), via le résultat suivant.

Théoréme (D. Cooper, D. Long, A. Reid, [CLR94]). Soit S — M, une surface immergée de
maniére partout transverse au flot et S un relevé de S dans F x R. Alors S est quasi-conveze dans
F xR si, et seulement si, ®(S) # F.

A Daide de ce critére, nous proposerons de nombreuses constructions de sous-groupes de surface
quasi-convexes dans M, généralisant les constructions existantes de J. Masters. Pour vérifier alors que
notre critére de cubulation s’applique & cette situation, nous aurons besoin d’une description précise
des ensembles limites des sous-groupes correspondant aux surfaces coupées-croisées.

Ensembles limites de sous-groupes de surfaces coupées-croisées

Pour développer une image de ’ensemble limite d'un sous-groupe de surface coupée-croisée, nous
aurons besoin de deux outils essentiels dont le premier est le projeté ®(S) introduit ci-dessus. Le
second est 'application de Cannon-Thurston qui étend contintment linclusion F = F x {0} — FxR
au bord en une application équivariante surjective et a fibres finies CT : &xﬁ — GOOMT/,. Cette
application identifie deux points de 8()0? exactement lorsque ceux-ci sont extrémités d’'une méme feuille
(éventuellement singuliére) de 'un des feuilletages F (stable) ou Fu (instable) de F associés & la
monodromie pseudo-Anosov .



L’action par relevés de puissances de la monodromie de 7 (.5) sur F se restreint en une action libre
sur le projeté <I>(§) Lorsque S est quasi-convexe, il existe cependant un ensemble non-vide de points
de l'adhérence P(S) de ®(S) dans F fixés par des éléments de m1(S) (il existe en fait exactement un
tel point pour chaque composante connexe de la frontiére de <I>(§)) Cet ensemble permet de localiser
précisément ’ensemble limite du sous-groupe de surface, via I’application de Cannon-Thurston. Nous

obtiendrons en particulier le résultat suivant.

Proposition. L’mage réciproque par lapplication de Cannon-Thurston de ’ensemble limite de m1(S)
dans O M, est formé de Uadhérence de ®(S) dans O F et des extrémités dans O F des feuilles de

Fs ou F* contenant l'un des points adhérents & ®(S) fizés par un élément de w1 (S).

Le complémentaire dans 8. F de 'image réciproque CT(A(m1(S))) est de plus naturellement
partitionné en deux parties qui permettent de comprendre exactement les images réciproques des com-
posantes connexes du complémentaire de A(m1(5)) dans 0o M.

En effet, les composantes connexes de la frontiére de <I>(§) dans F sont des droites contenues dans
des feuilles de F* ou F*. Nous les appelons les cotés du projeté <I>(§ ). Les points de (’“)ooﬁ dont 'image
par application de Cannon-Thurston n’est pas dans A(m(S)) sont donc situés soit a lextérieur d’un
cOté stable, soit & lextérieur d’un coté instable. Nous obtiendrons alors une description permettant
de caractériser les paires de points du bord séparés par I’ensemble limite du sous-groupe de surface
considéré.

Proposition. Soient p,q € d-F. Alors A(m1(S)) sépare CT(p) et CT(q) dans 8OOM; si, et seulement

si, p et q sont situés au-deld de deux cotés £ et ¢’ de ®(S) de stabilités opposées et de plus p et q¢ ne

sont pas adhérents & une feuille de F* ou Fu contenant l'un des points adhérents a <I>(§) fixés par un
élément de w1 (5).

Cubulation des 3-variétés hyperboliques compactes virtuellement fibrées sur le cercle

La compréhension des ensembles limites de surfaces coupées-croisées nous guidera pour proposer
des constructions relativement souples de surfaces coupées-croisées quasi-convexes dans une suspension
M,,. Nous proposerons des constructions permettant de réaliser effectivement la séparation des paires
de points distincts du bord et obtiendrons le résultat suivant.

Théoréme (Séparation des paires de points distincts du bord). Soit M une 3-variété hyperbo-

lique compacte virtuellement fibrée sur le cercle. Alors pour toute paire de points distincts p,q € 8OOM,
il existe X < w1 (M) un sous-groupe de surface quasi-convexe de m (M) dont ’ensemble limite sépare

p et q dans Oso M.
En particulier, ’application de notre critére de cubulation fournit le corollaire suivant.

Corollaire (Cubulation des 3-variétés hyperboliques compactes virtuellement fibrées sur

le cercle). Soit M une 3-variété hyperbolique compacte connexe virtuellement fibrée sur le cercle. Alors
w1 (M) est cubique CAT(0).



Plongements virtuels de surfaces coupées-croisées

Pour finir cette thése, nous initions un programme de recherche dont le but final est de démontrer
que toute 3-variété hyperbolique compacte connexe virtuellement de Haken a un groupe fondamental
virtuellement spécial (cette conjecture est formulée par D. Wise).

Un tel résultat entrainerait par exemple que les groupes fondamentaux de telles 3-variétés sont larges
(i.e. possédent un sous-groupe d’indice fini qui se surjecte sur un groupe libre non-abélien). Il en dé-
coulerait en particulier que toutes les conjectures classiques formulées pour les 3-variétés hyperboliques
compactes sont vérifiées dans le cas des variétés virtuellement de Haken (voir le tableau récapitulatif
6.2.9 de l'introduction de la troisiéme partie).

Cubulations spéciales, a priori

Nous avons vu précédemment que pour cubuler une 3-variété hyperbolique compacte, il suffit de
disposer d’une grande quantité de sous-groupes de surface quasi-convexes. Pour obtenir une cubulation
spéciale, il convient de rajouter d’autres hypothéses aux sous-groupes de surface utilisés pour cubuler.
Les propriétés essentielles pour obtenir une cubulation spéciale sont la séparabilité et la malnormalité.

Les travaux de F. Haglund et D. Wise sur les groupes hyperboliques possédant une hierarchie quasi-
convexe et malnormale permettent de raffiner notre critére de cubulation général pour les variétés
hyperboliques compactes (le théoréme énoncé ci-dessous n’est pas démontré dans cette thése mais fait
partie du folklore sur les cubulations spéciales).

Théoréme (Critére de cubulation spéciale, d’aprés F. Haglund et D. Wise, [HWO09]). Soit
I’ <Isom(H"™) un réseau uniforme. On suppose que pour tous x,y € OoH™ distincts, il existe un sous-
groupe de codimension 1 quasi-conveze, séparable et malnormal ¥ < T' dont ’ensemble limite A(X)
sépare x et y dans O H". Alors T' est virtuellement cubique spécial.

A priori, il nous faudrait alors reprendre en détail I’étude des sous-groupes de surfaces coupées-
croisées des variétés fibrées et étudier leurs éventuelles propriétés de séparabilité et de malnormalité
pour pouvoir avancer vers une cubulation spéciale. Cependant, des résultats récents et profonds de D.
Wise viennent changer complétement le paysage de ce programme de recherche.

3-variétés hyperboliques virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe

D. Wise introduit la classe des 3-variétés hyperboliques compactes qui possédent au moins une
surface plongée de maniére m-injective correspondant & un sous-groupe quasi-convexe. Pour ces variétés,
il est alors capable de trouver un modéle géométrique virtuellement cubique spécial.

Définition. Soit M une 3-variété hyperbolique compacte connexe. On dit que M est de Haken de
maniére quasi-conveze s’il existe une surface compacte connexe orientable S de genre g > 2 et un
plongement mi-injectif S —— M tel que le sous-groupe de surface correspondant soit quasi-convexe
dans 71 (M).

Théoréme (D. Wise, [Wis09]). Soit M une 3-variété hyperbolique compacte connexe virtuellement
de Haken de maniére quasi-conveze. Alors w1 (M) est virtuellement cubique spécial.

Les arguments de D. Wise reposent sur une étude fine des groupes hyperboliques possédant une
hiérarchie quasi-convexe. De tels groupes sont en fait virtuellement cubiques spéciaux. Or une telle
hiérarchie existe automatiquement, d’aprés des travaux de W. Thurston, sous I’hypothése virtuellement
de Haken de maniére quasi-convexe.

La question & résoudre pour aboutir & un modéle géométrique virtuellement cubique spécial est
donc réduite a la conjecture virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe formulée ci-dessous.

Question Une 3-variété hyperbolique compacte connexe virtuellement de Haken est-elle également
virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe 7

Dans la troisiéme partie de cette thése, nous étudions cette question dans le cas des 3-variétés
hyperboliques compactes virtuellement fibrées sur le cercle (ce sont exactement les variétés virtuellement
de Haken qui ne sont pas tautologiquement virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe). Pour
ces variétés, nous essaierons d’apporter une réponse positive a la question posée ci-dessus en exploitant
les constructions de surfaces coupées-croisées étudiées dans la seconde partie.



Cubulation spéciale via les surfaces coupées-croisées

Nous considérons & nouveau une 3-variété hyperbolique compacte connexe fibrée sur le cercle M.,,.
Au cours de la seconde partie de cette thése, nous avons fabriqué de trés nombreuses surfaces coupées-
croisées quasi-convexes dans des revétements finis de M. Les résultats de D. Wise permettent d’affirmer
qu’il suffit de démontrer que ces surfaces coupés-croisées sont virtuellement plongées pour conclure que
M, est virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe.

Il n’est en fait méme pas nécessaire de se retreindre au cas des surfaces coupées-croisées quasi-
convexes. Des arguments développés par D. Cooper, D. Long et A. Reid ([CLR94]) permettent d’affirmer
que si M, posséde une surface coupée-croisée qui n’est pas quasi-convexe, alors vbi (M) > 1 (ot vb,
désigne le premier nombre de Betti virtuel). Des travaux de W. Thurston garantissent sous cette derniére
condition que M, est virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe. Autrement dit, nous venons
de justifier la proposition suivante, au coeur de la démarche de cette derniére partie.

Proposition. Soit M une 3-variété hyperbolique compacte. Supposons qu’il existe un revétement fini M
de M quu est fibré sur le cercle et une surface coupée-croisée S & M qui est virtuellement plongée dans
M. Alors M est virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe (et donc m (M) est virtuellement
cubique spécial).

Nous proposerons alors d’étudier la possibilité de relever les immersions définissant les surfaces
coupées-croisées en plongements en passant a des revétements finis. Nous formulerons tout d’abord
les conditions suffisantes d’apparence trés faibles pour qu’une surface coupée-croisée soit virtuellement
plongée.

Proposition. Soit S une surface coupée-croisée dans une 3-variété fibrée sur le cercle M. Alors S est
virtuellement plongée dans M dés que l'une des conditions suivantes est satisfaite :

(i

) le sous-groupe m1(S) est contenu dans un sous-groupe propre d’indice fini de my(M).
(#9) il existe un sous-groupe d’indice fini I' < m (M) tel que m (M) # T.m1(S).
(iif)
(iv)
Nous obtenons également des résultats d’existence de surfaces coupées-croisées virtuellement plon-
gées sous certaines conditions géométriques et cohomologiques.

le sous-groupe 71 (S) Ny (F) est contenu dans un sous-groupe propre d’indice fini de m (F).

il existe un sous-groupe d’indice fini ¥ < 71 (F) tel que w1 (F) # X.(m1(S) N7 (F)).

Proposition. Soit M, une 3-variété hyperbolique compacte connexe virtuellement fibrée sur le cercle
de monodromie ¢ possédant un point fize dans la fibre F. On considére une surface coupée-croisée
S = S(c, ) immergée dans M, (en particulier cN(c) =0).

(1) SicUp(c) est séparante dans F, alors S est virtuellement plongée dans M.
(ii) Sic= p?(c) dans H(F,Z/2Z), alors S est virtuellement plongée dans M.

(iii) (Généralisation de (ii)) S’il existe n > 2 tel que cN " 1(c) =0 et ¢ = p"(c) dans H*(F,Z/27),
alors S est virtuellement plongée dans M.
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Critéres de cubulation



Introduction de la premiére partie

Dans la premiére partie de cette thése, nous étudions les liens pouvant étre tissés entre le monde des
groupes de type fini et celui de la géométrie combinatoire & travers les structures connues sous le nom
de complexes cubiques CAT(0) (introduites par M. Gromov, voir [Gro87]). Ces objets sont des CW-
complexes simplement connexes dont les cellules modelées sur les cubes standards des espaces euclidiens
sont recollées par des isométries le long de leur faces et qui possédent une propriété combinatoire de
courbure négative ou nulle : les links de sommets doivent étre des complexes simpliciaux de drapeaux.

Les arbres simpliciaux sont des exemples de complexes cubiques CAT(0) et 1’étude des actions de
groupes sur les complexes cubiques CAT(0) de dimension 1 est donc un domaine déja trés développé
des mathématiques, via notamment la théorie de Bass-Serre (voir [SB77]). En dimension supérieure,
les complexes cubiques CAT(0) se révélent étre remarquablement adaptés a I’étude de certains groupes
hyperboliques au sens de Gromov.

Les travaux pionniers de M. Sageev (voir [Sag95] et [Sag97]) mettent en évidence un lien entre actions
non-triviales sur des complexes cubiques CAT(0) et la présence de sous-groupes remarquables dits de
codimension 1 dans n’importe quel groupe de type fini. L’existence de tels sous-groupes généralise en
fait la notion de scindement de la théorie de Bass-Serre et M. Sageev démontre que cette propriété
caractérise les groupes pouvant agir non-trivialement sur un complexe cubique CAT(0).

En analysant plus précisément cette dualité entre actions de groupes sur des complexes cubiques
CAT(0) et sous-groupes de codimension 1 dans le cas des groupes hyperboliques, M. Sageev démontre
le résultat suivant : tout groupe hyperbolique possédant un sous-groupe de codimension 1 qui est de
plus quasi-convexe agit sur un complexe cubique CAT(0) de dimension finie avec quotient compact.

Cubuler des groupes ...

Ce résultat souléve assez naturellement la question de savoir quels sont les groupes hyperboliques
qui possédent un sous-groupe de codimension 1 et parmi ceux-ci, quels sont ceux qui agissent (par
isométries) proprement et cocompactement sur un complexe cubique CAT(0) de dimension finie.

Définition. Un groupe G de type fini est dit cubiqgue CAT(0) s’il admet une action par isométries,
propre et cocompacte sur un complexe cubique CAT(0) de dimension finie.

Cubuler un groupe consiste a lui trouver un modéle géométrique qui soit un complexe cubique
CAT(0) de dimension finie (on dira également qu'un groupe est cubulable lorsqu’on peut le cubuler).

De nombreux travaux de recherche récents étudient cette question et tentent d’établir des conditions
suffisantes applicables & certaines classes de groupes permettant d’envisager une cubulation (voir par
exemple [BW10] ou [BHW11], également [HW10| pour des généralisations aux groupes relativement
hyperboliques, ou encore [Gur06] pour les groupes CAT(0), [NRO3] et [Cap06] pour les groupes de
Coxeter, [Wis04] pour les groupes a petite simplification .. .).

Les travaux de cette premiére partie s’inscrivent dans la directe continuité de ceux de M. Sageev
dans le cas des réseaux uniformes du groupe d’isométries de I’espace hyperbolique réel (dans cette classe
de groupes hyperboliques a un bout, on trouve les groupes fondamentaux de variétés hyperboliques
compactes). Nous présenterons deux critéres de cubulation pour de tels groupes hyperboliques qui
auront vocation & étre appliqués dans la seconde partie de cette thése dans le cas de la dimension 3.

...via les espaces 4 murs

Le point de départ des constructions que nous présenterons est le procédé de cubulation des espaces
a murs décrit par B. Nica (voir [Nic04]) et qui généralise la construction de M. Sageev de complexe
cubique CAT(0) dual & un sous-groupe de codimension 1 d’un groupe de type fini.

Cette construction associe a chaque espace muni de murs, i.e. d’un systéme raisonnable de partitions
en deux morceaux, un plongement canonique vers un complexe cubique CAT(0) dans lequel les murs
deviennent des hyperplans. Ainsi, dés qu’un groupe agit sur un espace en préservant une famille de
murs, il agit automatiquement sur un complexe cubique CAT(0) dual & la donnée de ces murs.

Nous décrirons précisément cette construction au chapitre 1.3, mais sans entrer dans les détails tech-
niques, nous souhaitons tout de méme présenter intuitivement quelques exemples classiques (révélateurs
de phénoménes parfois pathologiques liés & cette construction et qui guiderons le cadre de travail que
nous fixerons dans ce mémoire). On rencontre en effet trés couramment la situation d’espaces munis de
murs pour lesquels on peut facilement voir le complexe cubique CAT(0) dual.
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Quelques pavages classiques

Cette situation se produit par exemple lorsque ’on considére des groupes opérant sur des pavages
d’espaces classiques. On obtient par exemple de tels pavages en faisant agir un groupe d’isométries par
réflexions sur une famille convenable d’hyperplans totalement géodésiques dans les plans euclidien et
hyperbolique. L’espace a murs associé a de tels pavages est en fait donné par le (’ensemble des sommets
du) graphe dual du pavage (muni de la distance combinatoire). Ce graphe dual est donc plongé dans
un complexe cubique CAT(0) par la construction de B. Nica, parfois de maniére trés visuelle.

Les pavages arborescents (i.e. ceux dont le graphe dual est un arbre) fournissent de premiers exemples
manifestes de complexes cubiques CAT(0) duaux & des espaces & murs, comme par exemple le pavage
du plan hyperbolique par triangles idéaux et son groupe de réflexions associé.

FIGURE 0.0.1 — Le complexe cubique CAT(0) dual a 'espace & murs associé au pavage du plan hyper-
bolique par triangles idéaux est ’arbre régulier trivalent.

Le pavage carré du plan euclidien muni de son groupe de translation Z? est un autre exemple, dont le
graphe dual peut étre rempli par des carrés pour former un 2-complexe carré qui est le complexe cubique
CAT(0) dans lequel se plonge I'espace a murs. Le groupe Z? agit proprement et cocompactement sur
ce complexe cubique CAT(0).

FIGURE 0.0.2 — Le complexe cubique CAT(0) dual a I’espace & murs associé au pavage du plan euclidien
par des carrés est le complexe carré standard de R2.

Dans le plan hyperbolique, on peut également considérer le pavage classique par pentagones (ou
bien un n-gone avec n > 5) réguliers a angles droits sur lequel agit un groupe de Coxeter a angles
droits. Le graphe dual & ce pavage permet également de munir le plan hyperbolique d’une structure de
complexe carré CAT(0) (la condition sur les links de sommets est remplie car il y a au moins 4 carrés
autour de chaque sommet) sur lequel le groupe de Coxeter agit proprement et cocompactement.
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FIGURE 0.0.3 — Le complexe cubique CAT(0) dual a l’espace & murs associé au pavage du plan hy-
perbolique par des pentagones a angles droits est un complexe carré CAT(0) régulier dont les links de
sommets sont de longueur 5.

Dans les cas présentés ci-dessus, il n’y a essentiellement pas de différence entre ’espace & murs
considéré et le complexe cubique qui lui est dual. La situation peut toutefois ne pas étre aussi favorable.

Considérons par exemple le pavage du plan euclidien par triangles équilatéraux. Le graphe dual &
ce pavage par hyperplans est le graphe plan trivalent a faces hexagonales.

AVAVAVAVAVAIIE S ois s s i issss
VAVAVAVAVAVAN e‘%'e‘ge‘%'e‘ge‘ge‘%’
V'V NV N\ XA LA A

e
PP PP

‘:'Z‘:'Z‘Z'Z‘:'Z‘X'Z‘:‘
VA AWAWAWANRY SIS

F1GURE 0.0.4 — Le graphe dual au pavage par triangles équilatéraux du plan euclidien ne fournit pas
directement un complexe cubique CAT(0). Il faut lui adjoindre des cubes tridimensionnels.

Pour comprendre le complexe cubique CAT(0) dual, on observe que trois murs de départ formeés
par les médiatrices d’'un hexagone deviennent trois hyperplans deux & deux sécants dans un cube
tridimensionnel du complexe d’arrivée. Autrement dit, la complétion canonique d’un hexagone en un
complexe cubique CAT(0) consiste & attacher deux tripodes aux triplets de sommets alternés pour
former le 1-squelette d’un cube, que ’on compléte ensuite en un vrai cube de dimension 3.

L0
]

F1GURE 0.0.5 — La complétion cubique du graphe hexagonal tétravalent aboutit a la division cubique
usuelle de I'espace euclidien.
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Pour le pavage considéré, il faut donc effectuer cette opération pour chaque hexagone du plan
euclidien. Ce faisant, on crée un graphe qui posséde de nouveaux hexagones qu’il faut & nouveau
compléter de la méme maniére, puis a nouveau, ...

La complétion du graphe trivalent hexagonal du plan euclidien en un complexe cubique CAT(0)
aboutit au final au complexe cubique standard de l’espace euclidien tridimensionnel. La structure
obtenue est donc trés différente de celle de 'espace & murs de départ. La cubulation ne se fait pas dans
ce cas a distance de Hausdorff finie, contrairement aux exemples précédents.

Utiliser les propriétés de quasi-convexité des espaces hyperboliques

Les situations qui nous intéressent sont plutét du premier type : on souhaite pouvoir obtenir des
résultats de quasi-isométrie entre 'espace & murs de départ et le complexe cubique CAT(0) dual. 11 est
donc préférable que la construction du complexe dual ne parte pas de maniére incontrélée a l’infini.
Sous de bonnes hypothéses, le fait de travailler dans un espace hyperbolique au sens de Gromov permet
souvent de domestiquer ces phénomeénes d’explosion a l'infini (que 'on controle moins facilement dans
un cadre seulement CAT(0)).

Les exemples classiques que nous avons passés en revue sont par ailleurs bien plus structurés que
les espaces a murs généraux : nous aurions pu les qualifier d’espaces avec hyperplans totalement géo-
désiques.

En effet, les murs étaient toujours définis par des hyperplans dans les cas étudiés, mais nous pouvons
relaxer cette condition et autoriser des déformations de ces hyperplans, voire les remplacer par des
parties quelconques dont la seule propriété est d’avoir un voisinage qui sépare l’espace ambiant en au
moins deux composantes non-bornées. Pour ne pas trop s’éloigner tout de méme des exemples modéles
et réussir & faire marcher nos constructions, nous nous restreindrons toutefois & des murs définis par
des parties quasi-convexes.

Sous ce type d’hypothéses, nous fabriquerons des espaces a murs quasi-isométriques a leur complexe
cubique CAT(0) dual. A I'aide de ces espaces & murs, nous pourrons alors formuler des critéres naturels
de cubulation pour les réseaux uniformes de Isom(H").

Principaux résultats de la premiére partie et organisation

Le premier chapitre de cette thése présente les notions centrales pour ce texte de complexes cubiques
CAT(0) et d’espaces & murs. Nous exposons rapidement certaines parties des articles [Sag95]|, [Sag97]
et [Nic04], sans présenter de résultat original (autre que le corollaire 1.3.17).

Dans une premiére partie, nous rappelons les définitions des notions de sous-groupe de codimension 1
d’un groupe de type fini et de groupe semi-scindable. Nous exposerons alors les résultats fondamentaux
de M. Sageev établissant la correspondance entre les groupes semi-scindables et ceux opérant de maniére
essentielle sur un complexe cubique CAT(0). Dans le cas des groupes hyperboliques, M. Sageev démontre
que l'existence d’un sous-groupe de codimension 1 quasi-convexe suffit & garantir que le groupe ambiant
agit avec quotient compact sur un complexe cubique CAT(0) de dimension finie.

Dans une seconde partie, nous adopterons le point de vue plus général des espaces & murs, développé
par B. Nica. Nous expliquerons la construction générale d’un plongement canonique d’un espace a murs
séparé vers un complexe cubique CAT(0) défini via la notion d’orientation cohérente des murs (ou
ultrafiltre). Plus précisément, la construction de B. Nica propose une maniére naturelle de compléter
un espace a murs en un graphe médian. La derniére étape établissant que les graphes médians sont
exactement les 1-squelettes de complexes cubiques CAT(0) est un résultat plus ancien de V. Chepoi.

Nous introduirons enfin la classe des espaces & murs géométriquement cubulables, i.e. ceux qui se
plongent dans un complexe cubique CAT(0) localement fini et & distance de Hausdorff finie. Nous
montrons alors que les groupes opérant géométriquement sur de tels espaces & murs sont cubiques
CAT(0) (voir corollaire 1.3.17).

Corollaire (Obtenir un groupe cubique CAT(0)). Soit G un groupe discret agissant géométri-
quement sur un espace & murs géométriguement cubulable. Alors G est cubiqgue CAT(0).
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Le second chapitre est alors consacré a la présentation d’un procédé de construction original d’es-
paces & murs géométriquement cubulables a 'aide de la géométrie de I'espace hyperbolique réel H"™.
Nous introduirons une notion de quasi-hyperplans généralisant les hyperplans totalement géodésiques
permettant de définir des partitions de H” en demi-espaces dont 'un est convexe. A une famille loca-
lement finie de tels quasi-hyperplans, nous associerons donc un espace & murs et munirons H" d’une
pseudo-distance de murs.

Nous montrerons que sous une hypothése de séparation a grande échelle (exprimant que deux points
de H" suffisamment éloignés sont séparés par au moins un mur), les espaces & murs ainsi construits
sont géométriquement cubulables (voir théoréme 2.2.1).

Théoréme (Espaces & murs géométriquement cubulables). Soit L > 0 et H une famille unifor-
mément localement finie et asymptotiquement séparante de L-quasi-hyperplans de H™. Alors l’espace a
murs séparé dual a H est géométriquement cubulable. Le graphe médian C1(X) est de plus uniformément
localement fini donc le complexe cubique associé est de dimension finie.

La derniére moitié de ce chapitre est alors consacrée a ’application naturelle de ces constructions au
cas des variétés hyperboliques compactes. Nous formulerons deux critéres de cubulation pour de telles
variétés, exprimant que si leur groupe fondamental contient une quantité suffisamment grande de sous-
groupes de codimension 1 quasi-convexes, alors il est cubique CAT(0). Nous obtiendrons les résultats
suivants de cubulation pour les réseaux uniformes de Isom(H™) (voir théorémes 2.3.5 et 2.3.13).

Théoréme (Cubulation par les quasi-hyperplans). Soit I' < Isom(H") un réseau uniforme.
On suppose qu’il existe une famille (T-invariante et) asymptotiquement séparante de quasi-hyperplans
T-cocompacts de H". Alors T est cubiqgue CAT(0).

Théoréme (Cubulation par séparation des paires de points du bord). Soit ' < Isom(H")
un réseau uniforme. On suppose que pour tous T,y € O H" distincts, il existe un sous-groupe de
codimension 1 quasi-convere ¥ < T' dont ’ensemble limite A(X) sépare x et y dans oo H™. Alors T est

cubique CAT(0).

Nous concluons enfin par une application de ces critéres dans le cas des variétés hyperboliques
compactes arithmétiques. La densité du commensurateur permet dans ce contexte de démontrer que
I’existence d’un unique sous-groupe de surface quasi-convexe suffit pour que le groupe ait un modéle
cubique CAT(0). Nous obtenons le critére suivant (voir théoréme 2.4.1).

Théoréme (Critére de cubulation des variétés hyperboliques compactes arithmétiques).
Soit T un réseau uniforme arithmétique de Isom(H™). Si T’ posséde un sous-groupe de codimension 1
quasi-convexe, alors T' est cubique CAT(0).

Un théoréme d’existence de sous-groupes de codimension 1 quasi-convexes en dimension 3 de M.
Lackenby (voir [Lacl0]) nous permet donc d’obtenir le corollaire ci-dessous (voir corollaire 2.4.2).

Corollaire (Cubulation des 3-variétés hyperboliques compactes arithmétiques). Soit M une
3-variété hyperbolique compacte arithmétique. Alors w1 (M) est cubique CAT(0).

Nous présenterons alors une conclusion générale qui invite & pousser plus loin ces constructions
de modeéles géométriques cubiques CAT(0) pour les groupes fondamentaux de variétés hyperboliques
compactes, en se dirigeant plus particuliérement vers les complexes cubiques spéciaux de F. Haglund
et D. Wise.
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16 1.1. COMPLEXES CUBIQUES CAT(0)

1.1 Complexes cubiques CAT(0)

Les complexes cubiques CAT(0), introduits par M. Gromov ([Gro87]), forment la classe d’objets com-
binatoires au coeur de cet ouvrage. Ils sont a l'origine de nombreux développements récents en théo-
rie géométrique des groupes, tout particuliérement pour 1’étude des groupes hyperboliques. Les com-
plexes cubiques CAT(0) sont des CW-complexes simplement connexes et a courbure négative ou nulle
construits en recollant des cubes euclidiens le long de leurs faces par des isométries (voir paragraphe
1.1.2 pour une définition plus précise) et jouent a ce titre le role d’analogues multi-dimensionnels des
arbres.

L’idée centrale de la théorie géométrique des groupes est de dégager des propriétés algébriques des
groupes en les faisant agir convenablement sur certains espaces métriques bien choisis. Dans le cas des
groupes agissant sur les arbres, cette idée améne a la théorie de Bass-Serre dans laquelle un groupe de
type fini est dit scindable s’il peut s’écrire de maniére non-triviale comme un produit libre amalgamé ou
une extension HNN. Cette propriété algébrique de scindement est caractérisée par le fait que le groupe
admette une action sans inversions et sans point fixe global sur un arbre (voir [SB77]).

Question Que dire plus généralement des propriétés algébriques d’un groupe agissant (non-
trivialement, en un sens a définir) sur un complexe cubique CAT(0) ?

Cette question a été explorée par Michah Sageev ([Sag95] et [Sag97|) qui dans sa thése a dégagé
de nouveaux liens entre une propriété de scindement faible des groupes et la possibilité d’agir non-
trivialement sur un complexe cubique CAT(0). Son étude aboutit, dans le cas des groupes hyperboliques,
a un résultat (voir théoréme 1.1.14) qui constitue le point de départ de cette thése. Nous détaillerons
les liens entre les groupes hyperboliques et leurs sous-groupes de codimension 1, en particulier dans le
cas de sous-groupes quasi-convexes.

1.1.1 Sous-groupes de codimension 1 et semi-scindements

Une notion située au coeur de cette thése est celle de sous-groupe de codimension 1 d’un groupe de type
fini. Pour présenter ce concept, rappelons que le nombre de bouts d'un CW-complexe localement fini X
est par définition le supremum pris sur toutes les parties compactes K C X du nombre de composantes
connexes non-bornées de X \ K. Il s’agit donc d’un élément de N U {+o0}, noté e(X).

Définition 1.1.1. Soit G un groupe de type fini et I' un graphe de Cayley de G associé a une partie
génératrice finie. Pour un sous-groupe H < G, le nombre de bouts de la paire (G, H) est le nombre de
bouts du graphe quotient I'/H obtenu sous I’action naturelle par translation a gauche de H sur I'. Ce
nombre, indépendant du choix de partie génératrice finie, est noté e(G, H).

Cette définition contient en particulier le cas du sous-groupe trivial H = {1}, pour lequel on retrouve
la notion classique du nombre de bouts e(G) = e(G, {1}) d’un groupe G de type fini. Il est classique que
le nombre de bouts d’un groupe de type fini appartient & 'ensemble {0, 1,2} U{+o00}. Plus précisément,
on a les équivalences suivantes :

1. Le nombre de bouts de G est nul si, et seulement si, G est un groupe fini.
2. Le nombre de bouts de G vaut 2 si, et seulement si, G est virtuellement isomorphe a Z.

3. Le nombre de bouts de G est égal a 400 si, et seulement si, G est le groupe fondamental d’un
graphe de groupes de groupes d’arétes finis (voir [Sta71]). Autrement dit, G admet dans ce cas
une action sans inversions, sans point fixe global et & stabilisateurs d’arétes finis sur un arbre
simplicial et est donc en particulier scindable.

Dans tous les autres cas, le nombre de bouts de G vaut donc 1. Nous nous intéressons principalement
a des groupes de cette derniére catégorie, comme par exemple les groupes fondamentaux de variétés
hyperboliques compactes (de dimension > 2) ou plus généralement les groupes hyperboliques a un bout.

Le nombre de bouts d’une paire (G, H) posséde une interprétation topologique a I’aide du revétement
associé & H d’un espace de groupe fondamental G.

Lemme 1.1.2 (Interprétation topologique du nombre e(G, H), voir [Sag95] théoréme 2.2). Soit
G un groupe de présentation finie et H < G un sous-groupe de G. Si X est un CW-compleze fini tel
que m(X) ~ G et Xy = X/H est le revétement de X associé & H, alors e(G,H) = e(Xp).
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Sous-groupes de codimension 1

La notion de sous-groupe de codimension 1, introduite par C. Houghton puis étudiée entres autres
par P. Scott et M. Sageev (voir [Hou74], [Sco77] et [Sag95]), est alors définie en termes de nombre de
bouts relativement & ce sous-groupe.

Définition 1.1.3. Soit G un groupe de type fini et H < G un sous-groupe de G. On dit que H est un
sous-groupe de codimension 1 de G si e(G, H) > 1.

Exemples

1. Le groupe Z" est de codimension 1 dans Z"t! pour tout n € N* au méme titre qu'un tore T
contenu dans un tore T"*! est une sous-variété de codimension 1.

2. Si G est le groupe fondamental d’une surface connexe compacte orientable, alors pour tout sous-
groupe H de G isomorphe & Z, on a l'égalité e(G, H) = 2.

3. Plus généralement une immersion mi-injective d’une variété de dimension n dans une variété de
dimension n + 1 fournit typiquement un sous-groupe de codimension 1 (voir par exemple l'intro-
duction de la seconde partie pour le cas des sous-groupes de surface des groupes fondamentaux
de 3-variétés compactes).

L’existence d’un sous-groupe de codimension 1 est une condition plus faible que l'existence d’un
scindement. En effet, si un groupe G s’écrit comme produit libre amalgamé ou extension HNN au-
dessus d’un sous-groupe H, alors e(G, H) > 1.

Définition 1.1.4. Soit G un groupe de type fini. On dit que G est semi-scindable s’il existe un sous-
groupe H < G de G tel que e(G,H) > 1.

L’objet de larticle de M. Sageev ([Sag95|) est alors de montrer que les groupes semi-scindables sont
exactement ceux qui agissent non-trivialement (en un certain sens) sur un complexe cubique CAT(0).

1.1.2 Complexes cubiques CAT(0) et hyperplans

Nous définissons maintenant les complexes dont il est question dans cette thése, formés a partir de
recollement de cubes modéles de I'espace euclidien.

Notons I = [-1,1] C R. Un cube euclidien de dimension n € N, ou n-cube, est ’ensemble produit
I™ (avec pour convention I° réduit & un point). Un cube de dimension n contient en particulier de
nombreux cubes de dimensions inférieures, par restriction d’une ou plusieurs coordonnées & 'une des
valeurs +1. Les cubes de dimension n — 1 ainsi contenus dans un n-cube sont appelés les faces de ce
n-cube. Pour les dimensions 0, 1,2, on parle aussi respectivement de sommets, d’arétes et de carrés.

On peut alors essentiellement définir les complexes cubiques comme les espaces formés en recollant
entre eux des cubes euclidiens par des isométries le long de leurs faces (sans hypothése de finitude
locale).

Définition 1.1.5. Un compleze cubique X est un CW-complexe dont les cellules sont paramétrées
par des cubes euclidiens et tel que pour tout n-cube o : I —s X (") T'application de recollement
do : OI" — X1 goit un homéomorphisme sur son image dont les restrictions aux faces de I
sont des isométries de I" ™! (post-composées avec un (n — 1)-cube de X).

FIGURE 1.1.1 — Un complexe cubique.
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Pour formuler une condition de courbure négative ou nulle adaptée a cette classe d’objets combina-
toires, il nous faut tout d’abord définir le link d’un sommet.

Définition 1.1.6. Soit X un complexe cubique et v un sommet de X. Le link de v dans X est le
complexe multi-simplicial dont les sommets sont les arétes de X contenant v et dans lequel un n-uplet
(e1,...,en) engendre un (n — 1)-simplexe pour chaque n-cube de X contenant les arétes eq, ..., ep,.

FIGURE 1.1.2 — Le link d’un sommet.

Les complexes cubiques qui nous intéressent sont ceux qui sont simples, au sens ou le link de
chaque sommet est un complexe simplicial. En particulier, il n’existe alors pas de bigone dans les
links de sommets sous cette condition, ce qui signifie qu’il n’est pas possible que deux carrés distincts
s’intersectent le long de deux arétes consécutives.

Définition 1.1.7. Un compleze de drapeaux est un complexe simplicial dans lequel pour toute collection
Vg, - - ., Uy, de sommets deux & deux adjacents, il existe un n-simplexe d’ensemble de sommets vg, . . ., Up,.

Autrement dit, un complexe simplicial est de drapeaux si, lorsque l'on voit le 1-squelette d’un
simplexe, il y a effectivement un simplexe. Un tel complexe est donc déterminé par son 1l-squelette.
Nous sommes alors en mesure de formuler la condition de courbure négative ou nulle pour les complexes
cubiques.

Définition 1.1.8 (voir [Gro87]). Un complexe cubique X est dit a courbure négative ou nulle si pour
tout sommet v € X le link de v dans X est un complexe simplicial de drapeaux. Un compleze cubique
CAT(0) est un complexe cubique connexe et simplement connexe & courbure négative ou nulle.

Ainsi, dans un complexe cubique & courbure négative ou nulle, si ’on voit la structure d’un coin de
cube, alors il doit effectivement exister un cube qui compléte ce coin.

link x (v) link x (v)

FIGURE 1.1.3 — Complétion des coins de cubes dans un complexe cubique CAT(0).

Exemples
1. Les complexes cubiques CAT(0) de dimension 1 sont les arbres simpliciaux.

2. Si X est un complexe carré (i.e. un complexe cubique de dimension 2) simplement connexe dont
I’espace sous-jacent est homéomorphe & un plan, alors la condition de courbure négative ou nulle
signifie exactement que les links de sommets sont des cercles de longueur minorée par 4. Autrement
dit, il existe au moins 4 carrés autour de chaque sommet.
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Sur un complexe cubique donné, on peut, de maniére cohérente, munir chaque cube de la distance
euclidienne habituelle et considérer une distance de longueur via les chemins qui intersectent chaque
cube le long d’un segment géodésique. Sur un complexe cubique CAT(0) au sens défini ci-dessus, on
obtient alors une distance géodésique qui est CAT(0) au sens classique (voir [Gro87]).

Toutefois, cette distance ne nous préoccupera guére et nous renvoyons par exemple a [BH99| pour un
traitement général des complexes polyédraux CAT(0). La structure métrique qui nous intéresse sur un
complexe cubique CAT(0) provient de la distance de longueur sur son 1-squelette obtenue en déclarant
que les arétes sont isométriques a l'intervalle [0, 1], ou la restriction de cette distance a ’ensemble des
sommets.

Hyperplans

Les propriétés des complexes cubiques CAT(0) qui nous intéressent le plus sont en fait celles de
leurs hyperplans, que nous présentons a présent.

Définition 1.1.9. Deux arétes d’'un complexe cubique sont dites élémentairement paralléles si elles
forment les arétes opposées d’un carré de X. Le parallélisme est la relation d’équivalence sur I’ensemble
des arétes de X engendrée par la relation de parallélisme élémentaire. Un mur de X est la donnée d’une
classe d’équivalence d’arétes paralléles.

FIGURE 1.1.4 — Une classe d’équivalence d’arétes paralléles dans un complexe cubique.

A cette notion combinatoire de parallélisme peut-étre associée une construction concréte d’hyper-
plans dans le complexe cubique X. Un hyperplan d’un cube I"™ est I'intersection de I™ avec un hyperplan
de coordonnée de R™ (i.e. de la forme I* x {0} x I""*=F avec 0 < k < n — 1, donc identifiable & un
cube I"71). Les arétes de I"™ duales & un tel hyperplan sont les arétes de I"™ qui sont perpendiculaires
a cet hyperplan (donc de la forme {£1}* x I x {£1}"~1=F),

Etant donnée une classe d’équivalence de parallélisme d’une aréte e € X1, on considére la collection
H des hyperplans de cubes de X qui sont duaux & une aréte de X paralléle a e. Cette collection peut
étre munie d’une structure de complexe cubique ainsi que d’une immersion a valeurs dans la premiére
subdivision barycentrique cubique de X. On dit alors que H est un hyperplan (immergé) du complexe
cubique X (voir [Sag95] pour plus de détails).

FIGURE 1.1.5 — Un hyperplan dans un complexe cubique et les arétes qui lui sont duales.

On énonce alors les propriétés essentielles des hyperplans des complexes cubiques CAT(0).

Proposition 1.1.10 (Hyperplans d’un complexe cubique CAT(0), voir [Sag95] théorémes 4.10
et 4.11). Soit X un compleze cubique CAT(0) et H un hyperplan (immergé) de X. Alors H est tout
d’abord plongé dans X, i.e. un cube de X intersecte H selon au plus un hyperplan de ce cube. De plus,
H est également un complexe cubique CAT(0) et son complémentaire X \ H dans X posséde exactement
deuzr composantes connezes.
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1.1.3 Complexe cubique CAT(0) dual a un sous-groupe de codimension 1

M. Sageev développe une construction systématique de complexe cubique CAT(0) dual a la donnée
d’un sous-groupe H de codimension 1 d’un groupe G de type fini.

Le complexe cubique CAT(0) X ainsi construit est de plus muni d’une action par isométries de
G pour laquelle le sous-groupe H agit comme le stabilisateur d’un hyperplan de X. Pour formuler la
bonne notion de non-trivialité d’une action de groupe sur un complexe cubique CAT(0), nous avons
alors besoin de quelques définitions supplémentaires.

Un automorphisme d’un complexe cubique CAT(0) est un homéomorphisme de 'espace topologique
sous-jacent qui en restriction & chaque cube est une isométrie vers un autre cube. Une action d’un
groupe G sur un complexe cubique CAT(0) X est la donnée d’un morphisme de groupe de G dans le
groupe d’automorphismes de X (en particulier, on considére des actions par isométries).

Soit X un complexe cubique CAT(0), H un hyperplan de X et Y et Y’ les composantes connexes
de X \ H. On dit qu’'une action d’un groupe G sur X est essentielle relativement 4 H s’il existe un
sommet v € X tel que ’ensemble {9 € G| gv €Y} et son complémentaire dans G contiennent tout
deux une infinité de représentants de classes distinctes de G modulo Stabg(H). Une action d’un groupe
G sur X est dite essentielle si elle est essentielle relativement & un hyperplan de X.

Théoréme 1.1.11 (Semi-scindements et actions essentielles sur des complexes cubiques
CAT(0), voir [Sag95| théoréme 3.1). Soit G un groupe de type fini. Alors G est semi-scindable si, et
seulement si, il existe une action essentielle de G sur un compleze cubique CAT(0).

Remarque Dauns le cas des complexes cubiques CAT(0) de dimension finie, une action essentielle n’est
rien d’autre qu’une action avec une orbite non-bornée (voir [Sag95]). De plus, méme sans hypothése de
locale finitude du complexe cubique, ’existence d’une orbite bornée suffit en dimension finie a garantir
lexistence d’un point fixe global, d’aprés un résultat de M. Bridson (voir [Sag97| et [Bri91]).

Des résultats postérieurs de V. Gerasimov (voir [Ger97] théorémes 1 et 2) assurent en fait que les
groupes de type fini qui ont un sous-groupe de codimension 1 sont exactement ceux qui admettent une
action sans point fixe global sur un complexe cubique CAT(0).

Sous-groupes de codimension 1 quasi-convexes des groupes hyperboliques

Nous étudions maintenant le cas des groupes hyperboliques au sens de Gromov. Dans ce contexte,
Pexistence d’un sous-groupe de codimension 1 quasi-convexe fournit un complexe cubique CAT(0)
dual muni d’une action cocompacte. Nous commengons par quelques rappels sur la quasi-convexiteé.

Soit (X, d) un espace métrique. Pour toute partie non-vide ¥ C X et tout point € X, on note
d(z,Y) = ylél}f/d(x, y) la distance de z & Y. Pour tout K > 0, on définit alors le K-voisinage de Y dans X,

Ve(Y)={ze X |d(z,Y) < K}.

Définition 1.1.12. Soit (X, d) un espace métrique géodésique. Une partie Y C X est dite K -quasi-
conveze si pour tout segment géodésique v de X dont les extrémités appartiennent a Y, v est contenu
dans le K-voisinage Vi (Y') de Y. Une partie 0-quasi-convexe de X est dite conveze.

On définit alors la notion de sous-groupe quasi-convexe d’un groupe G de type fini via un graphe
de Cayley, vu comme graphe métrique dans lequel les arétes sont isométriques a Uintervalle [0, 1]. Cette
notion ne dépend pas de la partie génératrice choisie lorsque le groupe ambiant est hyperbolique.

Définition 1.1.13. Soit G un groupe de type fini. Un sous-groupe H < G de G est dit quasi-convexe
si ’ensemble des sommets appartenant & H d’un graphe de Cayley I' de G est une partie quasi-convexe
deT.

La construction de complexe cubique CAT(0) dual & un sous-groupe de codimension 1 fournit le
résultat suivant pour les sous-groupes de codimension 1 quasi-convexes des groupes hyperboliques.

Théoréme 1.1.14 (Action cocompacte sur un complexe cubique CAT(0), voir [Sag97| théoréme
3.1). Soit G un groupe hyperbolique et H un sous-groupe de codimension 1 quasi-convexe de G. Alors
G agit par isométries avec quotient compact sur un complexe cubique CAT(0) de dimension finie.

Ce théoréme est une premiére étape de recherche d’un modéle géométrique dans la classe des com-
plexes cubiques CAT(0) pour un groupe hyperbolique donné. L’action obtenue n’est cependant pas
toujours propre.
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Exemple Considérons une surface S connexe compacte orientable de genre g > 2 et une géodésique
fermée simple v dans S. Alors le lacet « définit un élément de 71 (.S) (on suppose fixé un point base
de S sur ) qui engendre un sous-groupe de codimension 1 de 71(S). Ce sous-groupe Z est de plus
quasi-convexe dans le groupe hyperbolique 7 (S).

On considére alors au revétement universel S de S la collection des relevés de la géodésique vy, qui
forment un pavage arborescent dont les chambres sont des domaines convexes non-bornés de S. L’arbre
simplicial 7 dual & ce pavage est alors le complexe cubique CAT(0) dual au sous-groupe de codimension
1 quasi-convexe (y) de 71 (.5).

L’action de 71 (S) sur ce complexe cubique CAT(0) est induite par I’action naturelle de mq(.S) sur
S , qui préserve le pavage considéré. Cette action est cocompacte sur 'arbre 7 (le graphe quotient est
une boucle), mais n’est pas propre, car les stabilisateurs de sommets sont infinis.

La construction de M. Sageev de complexe cubique CAT(0) dual & un sous-groupe de codimension 1
d’un groupe de type fini peut étre étendue a une famille finie de sous-groupes de codimension 1. Ceci peut
parfois permettre d’obtenir de meilleures propriétés de I'action du groupe considéré sur un complexe
cubique CAT(0).

Exemple On considére une surface S comme dans l’exemple précédent et une famille ~1,...,v; de
géodésiques fermées simples de S telles que S\ (71 U -+ U~g) soit une collection de disques ouverts.
Alors le complexe cubique CAT(0) de dimension finie dual & la famille de sous-groupes de codimension
1 quasi-convexes (1), ..., (k) de m1(S) est naturellement muni d’une action par isométries de 71 (S)
qui est cocompacte et également propre (ce résultat deviendra clair dans la suite de cette theése).

On aboutit a l'aide de ces exemples a la philosophie générale qui guide les travaux de la premiére
partie de cette thése. Dans un groupe hyperbolique, 'existence d’un sous-groupe de codimension 1
quasi-convexe ne suffit pas en général a obtenir un modéle géométrique dans la classe des complexes
cubiques CAT(0). Cependant, I’existence d’une collection suffisamment grande (dans un sens & préciser
selon le contexte) de sous-groupes de codimension 1 quasi-convexes peut suffire.

Définition 1.1.15. Un groupe G est dit cubique CAT(0), ou plus simplement cubique, s’il admet une
action par isométries propre et cocompacte sur un complexe cubique CAT(0) de dimension finie.

Question Quels groupes hyperboliques sont cubiques CAT(0) ?

Pour conclure cette section d’introduction, signalons que la construction de M. Sageev a motivé de
nombreux travaux de recherche pour étudier les groupes agissant sur les complexes cubiques CAT(0).

G. Niblo et L. Reeves montrent par exemple que les groupes de Coxeter de type fini admettent une
action propre par isométries sur un complexe cubique CAT(0) de dimension finie et localement fini.
Ils prouvent de plus dans le cas des groupes de Coxeter hyperboliques (caractérisés par G. Moussong,
[Mou88]) ou & angles droits que cette action est cocompacte (voir [NRO3]).

Daniel Wise démontre également que les groupes de petite simplification C’(1/6) ont un modéle
géométrique dans la classe des complexes cubiques CAT(0) (voir [Wis04]).

Nous allons expliquer au cours de la section suivante que les complexes cubiques CAT(0) surgissent
en fait a partir de n’importe quelle action d’un groupe sur un espace a murs (voir [Nic04] ou [CN05]),
ce qui rend cette situation extrémement courante.

Cependant, il existe tout de méme des classes de groupes connues qui ne peuvent pas agir de maniére
non-triviale sur un complexe cubique CAT(0), comme par exemple, & 'opposé du spectre des groupes
possédant la propriété de Haagerup, les groupes possédant la propriété (T') de Kazhdan (voir [NR97]
et [NR9g)).

1.2 Espaces & murs

Nous présentons maintenant la notion d’espace & murs, introduite par Frédéric Haglund et Frédéric
Paulin (voir [HP98]). Cette courte section expose les définitions usuelles sur les espaces & murs vus
comme espaces métriques ainsi que sur les actions de groupes discrets sur des espaces a murs. Le lien
entre les espaces & murs et les complexes cubiques CAT(0) sera alors mis en évidence lors de la section
suivante.
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1.2.1 Systémes de murs

Soit X un ensemble non vide. Un mur sur X est la donnée d’une partition de X de la forme {Y,Y°}.
Si M est une famille de murs sur un ensemble X, un demi-espace de X (relativement a M) est une
partie Y C X telle que {Y,Y ¢} € M. On note M l’ensemble des demi-espaces de X relativement a M.
On dit également qu'un mur {Y, Y} sépare deux points z,y € X si [{z,y} NY| =1 (ou, de maniére
équivalente, |{z,y} NY¢| = 1). Etant donnée une famille de murs M sur X et deux points =,y € X,
on notera M(z,y) Uensemble des murs de M qui séparent x et y.
On observe alors la propriété élémentaire suivante.

Lemme 1.2.1. Pour x,y,z € X, on a Uégalité M(z,y) = M(z,2)AM(z,y).

Les espaces & murs sont alors définis via une condition de finitude des ensembles de murs séparant
deux points donnés.

Définition 1.2.2. Un systéme de murs sur X est la donnée d’une famille M de murs sur X contenant
le mur trivial! {(), X} et telle que, pour tous z,y € X, on ait la condition |[M(z,y)| < co. Un espace a
murs (X, M) est la donnée d’un ensemble non vide muni d’un systéme de murs.

1.2.2 Distance de murs

Dorénavant, X est un ensemble non vide muni d’un systéme de murs M. Pour z,y € X, on pose :

w(z,y) = [M(z,y)|-

La propriété énoncée par le lemme 1.2.1 entraine que w est une pseudo-distance sur X, appelée pseudo-
distance de murs sur X.

Définition 1.2.3. Un espace a murs (X, M) est dit séparé si w est une distance sur X, alors appelée
distance de murs sur X.

Définissons sur X une relation d’équivalence ~ par la condition z ~ y <= w(z,y) = 0. Alors la
famille de murs M/~= {{Y/~,Y°/~} | {Y,Y°} € M} est un systéme de murs sur le quotient X/ ~.
En effet, si x ~ y, alors pour tout mur {Y,Y*°} € M, on a {z,y} C Y ou bien {z,y} C Y°.

Définition 1.2.4. L’espace a murs (X/~, M/~) est séparé et est appelé le séparé de I'espace & murs
(X, M). De plus, la distance de murs sur X/ ~ est bien la distance quotient par la relation ~ de la
pseudo-distance de murs w sur X.

Le systéme de murs M/ ~ étant canoniquement en bijection avec M, il sera souvent par la suite
noté simplement M, lorsque cela ne soulévera aucune ambiguité.

1.2.3 Action d’un groupe discret sur un espace a murs

Définition 1.2.5. Soient (X, M) et (X', M’) deux espaces a murs. Une application f : X — X' est
un morphisme d’espaces a murs si, pour tout demi-espace Y’ € M', f=1(Y') € M. Un automorphisme
d’espaces G murs est une bijection f : X — X telle que f et f~! soient des morphismes d’espaces & murs.

Etant donné un espace & murs (X, M), on note Aut ((X) le groupe des automorphismes de (X, M).
Une action d’un groupe G sur (X, M) est la donnée d’un morphisme de groupes de G dans Aut g (X).
Autrement dit, les éléments de G induisent des permutations de X et de M. En particulier, un groupe
G agit par isométries sur I’espace pseudo-métrique (X,w).

Définition 1.2.6. Une action d’un groupe discret G sur un espace a murs (X, M) est dite :

1. métriguement propre, ou plus simplement propre, si, pour toute boule B C (X,w) :

Hg € G| g.BNB# 0} < co.
2. cocompacte s’il existe une partie finie K C X telle que :

X=|JgK
geG

3. géométrique si elle est a la fois propre et cocompacte.

1Le choix d’inclure le mur trivial est une commodité pour la définition & venir des morphismes d’espaces & murs. De
plus, ce mur apparait systématiquement dans les contextes ou la notion de murs convexes a un sens (voir les graphes
médians dans la section suivante).
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1.3 Cubulation des espaces & murs

Nous présentons maintenant le lien entre espaces & murs et complexes cubiques CAT(0), tel qu’exposé
par B. Nica (voir [Nic04]), & qui sont dus les résultats de cette section. Ce lien généralise la construction
de M. Sageev de complexe cubique CAT(0) dual & une famille de sous-groupes de codimension 1 d’un
groupe de type fini. Nous allons passer en revue cette construction de sorte & introduire les notations et
définitions qui seront utilisées systématiquement par la suite. Tous les espaces & murs considérés seront
séparés.

1.3.1 Graphes médians

Tous les graphes considérés seront simpliciaux et, sauf mention du contraire, connexes. Ils sont alors
munis de la distance combinatoire usuelle, pour laquelle les arétes sont isométriques a I'intervalle [0, 1].

Définition 1.3.1. Soit G un graphe et z,y € GO, L’intervalle géodésique entre x et y, noté [z,y] est
la réunion des sommets de G appartenant & un quelconque segment géodésique reliant = a y.

Définition 1.3.2. Un graphe G est dit médian si, pour tous z, 7, z € G0, on a l’égalité :
[z, 9] N[y, 2] N [z, 2] = 1.
Dans ce cas, on note m(x, y, z) P'unique point de [z, y] N [y, z] N [z, z], appelé médian des points z,y, z.

Une propriété cruciale des graphes médians est que ceux-ci possédent des demi-espaces convexes
naturels qui leur conférent une structure d’espace a murs.

Définition 1.3.3. Soit G un graphe médian. Une partie Y € GO est dite conveze si, pour tous z,y € Y,
on a linclusion [z,y] C Y. Un demi-espace de G est une partie convexe Y C G () dont le complémentaire
(dans G(©) est également convexe. Un mur conveze sur G est une partition G = {Y,Y*°} avec Y, Y®
convexes.

Proposition 1.3.4 (Graphe médian implique espace 4 murs, voir [Nic04] proposition 3.6). Soit
G un graphe médian et M la famille des murs convezes de G. Alors (GO, M) est un espace & murs
Sépareé.

1.3.2 Ultrafiltres sur un espace a murs

Définition 1.3.5. Soit (X, M) un espace & murs. Un ultrafiltre sur (X, M) est une famille o de
demi-espaces de (X, M) telle que :

(¢) pour tout Y € M, soit Y € o, soit Y € o, mais {Y,Y*} ¢ o,
(i) siY €oet Y € M sont tels que Y C Y/, alors Y’ € 0.

Autrement dit, un ultrafiltre sur (X, M) est la donnée d’une orientation cohérente des murs. Certains
ultrafiltres s’identifient aux points de X, via la collection des demi-espaces contenant un point donné.

Définition 1.3.6. Un ultrafiltre principal sur (X, M) est un ultrafiltre de la forme :
o, ={Y eM|zeY}, avec z € X.

Définition 1.3.7. Le graphe des ultrafiltres d’un espace a murs (X, M) est le graphe G dont les sommets
sont les ultrafiltres sur (X, M) possédant une aréte entre deux ultrafiltres o et 7 si, et seulement si :

loAT| = 2.
Le graphe des ultrafiltres d’un espace & murs n’est en général pas connexe mais posséde une com-
posante connexe privilégiée contenant une copie de ’espace & murs de départ.

Proposition 1.3.8 (Composante principale, voir [Nic04| lemme 4.3). Les ultrafiltres principauz sur
(X, M) sont tous contenus dans une composante connexe de G sur laquelle la distance combinatoire d,

1
est donnée par la formule d.(o,7) = §|0'AT|.
Définition 1.3.9. La composante connexe de G contenant les ultrafiltres principaux sur (X, M) est

appelée composante connexe principale de G et notée C*(X). Les sommets du graphe C!(X) sont appelés
ultrafiltres quasi-principauz sur (X, M).
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1.3.3 Cubulation des espaces murs

Le lien entre les espaces & murs et les complexes cubiques CAT(0) va essentiellement découler de la
proposition suivante.

Proposition 1.3.10 (Le graphe médian des ultrafiltres quasi-principaux, voir [Nic04| proposi-
tion 4.5). Le graphe C1(X) est un graphe médian.

Le graphe C'(X) des ultrafiltres quasi-principaux est donc, d’aprés la proposition 1.3.4, un espace
a murs. Il y a de plus une correspondance bijective entre les murs de X et les murs de C!(X).

Proposition 1.3.11 (Compatibilité des murs, voir [Nic04] proposition 4.6). Pour Y € M, posons
Hy = {0 €CY(X) | Y € c}. Alors l’application :

{Y,;Y°} — {Hy,Hy<}
réalise une bijection entre l’ensemble des murs de X et l’ensemble des murs convezes de C(X).
On peut alors énoncer que tout espace & murs se plonge canoniquement dans un graphe médian.

Théoréme 1.3.12 (Plongement canonique d’un espace 4 murs dans un graphe meédian, voir
[Nic04] proposition 4.8). Soit (X, M) un espace a murs séparé. Alors lapplication injective :

Cxl X < Cl(X)
r = Oy

est un morphisme d’espaces & murs séparés et un plongement isométrique de (X, M) dans (C*(X), M).
De plus, tout sous-graphe de C*(X), médian et contenant Cx(X), est égal a C*(X).

1.3.4 Espaces a murs géométriquement cubulables

Voyons maintenant comment le plongement C'x permet de transporter les actions de groupes.

Proposition 1.3.13 (Extension des automorphismes d’espaces a murs, voir [Nic04] proposition
4.11). Soit f : X — X un automorphisme d’un espace a murs (X, M). Alors il existe un unique
automorphisme d’espaces @ murs f, : C1(X) — CH(X) tel que fo o Cx = Cx o f.

L’application Aut g (X) — Aut(C1(X)) permet d’étendre toute action ¢ : G — Aut g (X) d'un
groupe G sur un espace a murs (X, M) en une action ¢, : G — Aut(C1(X)) en posant . (g9) = ¢(g)«-

Les résultats de cette section énoncés jusqu’ici sont dus a B. Nica. Pour compléter cet exposé, nous
énongons les hypothéses raisonnables permettant de transporter les actions géométriques de groupes
discrets & travers ce procédé de cubulation.

Proposition 1.3.14 (Actions géomeétriques et cubulation). Soit (X, M) un espace & murs tel que :
(i) le graphe C*(X) soit localement fini,

(1) le plongement isométrique Cx : X < CY(X) soit quasi-surjectif (i.e. la distance de Hausdorff
entre Cx (X) et C1(X) est finie).

Alors, pour toute action géométrique ¢ : G — Autp(X) d’un groupe discret G sur (X, M), laction
induite ¢, : G — Autp(CH(X)) de G sur (C1(X), M) est également géométrique.

Démonstration. Soit K C X une partie finie telle que X = U g.K et D une constante de quasi-
geG
surjectivité de Cx. Pour o € C!(X), il existe o, € X tel que w(o,0,) < D. Soit alors g € G tel que
g.0, € K. Comme G agit par isométries sur C}(X), on a w(g.0,9.0,) = w(0,0,) < D. Par finitude de
K et locale finitude de C!(X), le D-voisinage Vp(K) de K dans C*(X) est un ensemble fini tel que de
plus C1(X)©) = U g.-Vp(K). Donc l'action de G sur C*(X) est cocompacte.
geG

Soit maintenant K € C'(X)(© compact. Par locale finitude, K est fini. Si g € G vérifie p(g).. KNK # 0,
alors il existe x € Vp(K) N X tel ¢(g)«(0x) € Vp(K) N X, ie. gx € Vp(K)N X. En particulier,
g-WVp(K)NX)N(Vp(K)NX) # 0. L’action de G sur X étant propre, g appartient & un ensemble fini.
L’action induite de G sur C*(X) est donc propre. O

Définition 1.3.15. Un espace & murs séparé (X, M) dont le graphe des ultrafiltres quasi-principaux
CY(X) est localement fini et tel que le plongement isométrique Cx : X — C1(X) soit quasi-surjectif
est dit géométriqguement cubulable.
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1.3.5 Graphes médians et complexes cubiques CAT(0)

Pour compléter le lien entre espaces & murs et complexes cubiques CAT(0), il ne reste alors plus qu’a
présenter I’équivalence entre la classe des graphes médians et celle des complexes cubiques CAT(0).

Tout d’abord, le 1-squelette d’une complexe cubique CAT(0) est toujours un graphe médian. Ré-
ciproquement, a partir d’'un graphe médian, on peut fabriquer un complexe cubique par un procédé
inductif en attachant un n-cube a chaque (n — 1)-squelette de n-cube que l'on rencontre. On obtient
alors un complexe cubique CAT(0).

De plus, les hyperplans d’un complexe cubique CAT(0) permettent de définir une structure d’espace
4 murs sur un tel complexe. L’équivalence entre ces deux classes d’objets combinatoires a été démontrée
par V. Chepoi (voir [Che00]).

Théoréme 1.3.16 (Graphes médians et complexes cubiques CAT(0)). Tout graphe médian
est, de maniére unique, le 1-squelette d’un complexe cubique CAT(0) et les structures sous-jacentes
d’espaces a murs sont compatibles.

La conjonction des résultats des théorémes 1.3.12 et 1.3.16 et de la proposition 1.3.14 fournit ’énoncé
ci-dessous, qui est au coeur de la démarche de la premiére partie de cette thése.

Corollaire 1.3.17 (Obtenir un groupe cubique CAT(0)). Soit G un groupe discret agissant
géométriquement sur un espace & murs géométriqguement cubulable. Alors G est cubique CAT(0).

Le chapitre 2 sera consacré a la présentation de procédés de fabrication d’espaces & murs géomé-
triquement cubulables grace a la géométrie de I'espace hyperbolique réel H”, puis a I’étude d’actions
géométriques de réseaux uniformes de Isom(H") sur de tels espaces a murs.
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2.1 Familles asymptotiquement séparantes de quasi-hyperplans

On se place jusqu’a la fin de ce chapitre dans l’espace hyperbolique réel H" de dimension n > 2.
Nous allons présenter dans cette section et la suivante une maniére de construire des espaces & murs
géométriquement cubulables a ’aide de familles de murs bien choisis sur H". Ces constructions seront
alors appliquées a la section 2.3 au probléme de la cubulation des variétés hyperboliques compactes.

2.1.1 Propriétés de convexité

Commengons par quelques rappels indispensables sur les notions de plongements quasi-isométriques,
de quasi-convexité et d’enveloppes convexes dans 'espace hyperbolique réel (voir [GALH90]).

Définition 2.1.1. Soient (X,d) et (X', d’) deux espaces métriques et f : X — X’ une application.
Pour A > 1 et C > 0, on dit que f est un (A, C)-plongement quasi-isométrique si, pour tous z,y € X :

AHd(z,y) - O < d'(f(2), f(y) < Md(z,y) + C.

On dit que f est un plongement quasi-isométrique si f est un (A, C')-plongement quasi-isométrique pour
certains parameétres (A, C). On dit de plus que f est quasi-surjective si la distance de Hausdorff entre
f(X) et X’ est finie. Enfin, une quasi-isométrie est un plongement quasi-isométrique quasi-surjectif.

Lemme 2.1.2 (Images de plongements quasi-isométriques a but hyperbolique). Soit (X,d)
un espace métrique géodésique, (X', d") un espace métrique géodésique hyperbolique au sens de Gromov
et f: X — X' un plongement quasi-isométrique, alors f(X) est une partie quasi-convexe de X'.

Nous définissons également ’enveloppe convexe d’une partie de I’espace hyperbolique réel.

Définition 2.1.3. Soit Y C H". On appelle enveloppe convexe fermée de Y dans H" I'intersection des
parties convexes fermées de H" qui contiennent Y. On note cet ensemble Convyn (Y') ou plus simplement
Conv(Y') lorsque cela ne souléve aucune ambiguiteé.

Remarque Lorsque Conv(Y) # H", il existe un demi-espace fermé! de H" contenant Y et Conv(Y))
est précisément l'intersection des demi-espaces fermés de H™ qui contiennent Y.

On a alors la propriété de stabilité suivante pour les enveloppes convexes de parties quasi-convexes.

Lemme 2.1.4 (Stabilité de ’enveloppe convexe des parties quasi-convexes). Soit Y C H”
une partie L-quasi-convexe. Alors Y et Conv(Y') sont & distance de Hausdorff finie. Plus précisément,
il existe K = K(L) > 0 tel que Conv(Y) C Vi (Y).

Les résultats de ce paragraphe n’ont rien de spécifique a ’espace hyperbolique réel et valent en
remplacant H™ par n’importe quel espace métrique géodésique hyperbolique au sens de Gromov.

2.1.2 Quasi-hyperplans de H"

Définition 2.1.5. Soit L > 0. Un L-quasi-hyperplan de H" est 'image d’un plongement quasi-
isométrique f : H"~! — H" tel que f(H""!) soit L-quasi-convexe et Conv(f(H"~1)) C Vi (f(H""1)).
Un quasi-hyperplan de H™ est I'image d’un plongement quasi-isométrique H? 1 — H".

Remarques

1. Pour cette généralisation de la notion usuelle d’hyperplan totalement géodésique (qui sont des
0-quasi-hyperplans particuliers), on ne requiert nullement la continuité du plongement quasi-
isométrique de H” ' dans H". Un L-quasi-hyperplan de H" peut étre une partie discréte.

2. Si f:H" ! — H" est un plongement quasi-isométrique, alors il existe L > 0 tel que f(H"~!)
est L-quasi-convexe et donc également K > 0 tel que Conv(f(H" 1)) C Vi (f(H"!)) (d’aprés
les lemmes 2.1.2 et 2.1.4). Donc f(H""!) est un max(L, K)-quasi-hyperplan, et cette constante
ne dépend que des constantes du plongement quasi-isométrique f.

!Les demi-espaces fermés de H" sont les adhérences de composantes connexes de complémentaires d’hyperplans de H™.
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La propriété de séparation suivante est alors cruciale pour toute les constructions & venir.

Lemme 2.1.6 (L’enveloppe convexe d’un quasi-hyperplan est séparante). Soit H un quasi-
hyperplan de H™. Alors H" \ Conv(H) posséde deux composantes connezes.

Démonstration. 11 existe L > 0 tel que H soit L-quasi-convexe et H C Conv(H) C V(H) ce qui
a2 _ ) X . . .
implique? que O~ Conv(H) = O H. De plus, 'hypothése de plongement quasi-isométrique garantit que

h h
O H "R 9 HP—1 "R §n=2 Ay final, 9. .H" \ 05,Conv(H) posséde deux composantes connexes

car une sphére S"~2 plongée dans S*~! est toujours séparante d’aprés le théoréme de Jordan-Brouwer.
En passant & 'enveloppe convexe dans H", le résultat suit. O

Fixons une famille H = {H,}aca de L-quasi-hyperplans de H™. L’objectif de ce paragraphe est

alors de construire un espace a murs dual & cette famille H.

—
Notations Pour a € A, considérons C, ’enveloppe convexe fermée dg‘Ha dg}s H™ et Q(;_et QF les
deux composantes connexes de H" \ C,. Notons également Q, = H" \ Q7 et Qf = H" \ QF, et enfin

= — = —
Q, =0, NQ, et QF =QF NnOQT.
Propriétés de convexité
. H H . .
1. Les parties Q] et QT sont des convezes fermés de H™. On a de plus les inclusions :
— = = =
Q, cQl et QF Cc Q.

On dira donc que les partitions H" = Q7 U Q. et H* = QF U QL sont des murs converes-
concaves de H", notion plus souple que celle de murs convexes (i.e. partition en partie convexe
de complémentaire convexe).

[e]
2. La frontiére topologique de C, est 9C,, = C,, \ Co = Q; UQT. De plus, le cas Q, = QF apparait
exactement lorsque H, est un hyperplan totalement géodésique de H™. Les hypersurfaces 2 et

_) <_
QF sont appelés murs géométriques associés aux partitions H” = Q7 U Q] et H* = QF U QF.

FIGURE 2.1.1 — Deux murs convexes-concaves {1, et QF associés & un quasi-hyperplan H,.

Les partitions M, = {Q,,Q,} et M} = {QF, Qf} pour @ € A définissent alors une famille de
murs M = {0, H"} U {M_, M} },ca sur H". Nous allons alors imposer une condition naturelle a la
famille H de quasi-hyperplans fixée au départ pour que cette famille de murs soit un systéme de murs.

Définition 2.1.7. Soit H un ensemble de parties de H". On dit que H est uniformément localement
fini dans H™ si, pour tout rayon R > 0, il existe N(R) € N* tel que, pour toute boule B C H" de rayon
R, on ait la condition de finitude |[{H € H | BN H # 0}| < N(R).

2Si X est une partie de H", alors 9o X désigne l'intersection avec la sphére a 'infini de H” de I’adhérence de X dans
la compactification usuelle de H™ par les classes d’équivalence de rayons quasi-géodésiques pour la relation de distance
de Hausdorff finie.
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Lemme 2.1.8 (Locale finitude uniforme et systémes de murs). Soit H une famille uniformément
localement finie de L-quasi-hyperplans de H™. Alors (H™, M) est un espace & murs (a priori non-séparé).

Démonstration. Il suffit de prouver que ’hypothése de locale finitude uniforme force la famille de murs
géométriques {Q7, QF }oea & étre également uniformément localement finie. A cet effet, fixons R > 0.
L’hypothése assure l'existence d’un entier ng € N* tel que, pour toute boule B C H" de rayon R + L,
on ait [{a € A | BN H, # 0}| < ng. Soit By C H"™ une boule de rayon R. Comme C, C Vr(H,) pour
tout a € A, on a I'implication By N (Q; UQT) # 0 = V1 (By) N H, # 0, d’out au plus ng indices «
possibles. La famille de murs géométriques est donc également uniformément localement finie. ]

Définition 2.1.9. Soit H = {H, }oc4 une famille uniformément localement finie de L-quasi-hyperplans
de H". L’espace & murs (H", M) est appelé espace & murs dual & H et son séparé (X, M) est appelé
espace & murs séparé dual a H.

Remarque Il ne faut pas croire que I'espace a murs séparé dual a une famille H correspond d’une
quelconque maniére & ’espace des composantes connexes du complémentaire de la réunion des murs
géométriques dans H". Ce serait effectivement le cas si ces murs étaient convexes, mais dans notre
situation il est possible que deux telles composantes connexes distinctes ne soient séparées par aucun
mur, comme le suggére le schéma ci-dessous.

FI1GURE 2.1.2 — Une configuration de deux composantes connexes distinctes non-séparées.

Le but des paragraphes suivants est de dégager des conditions suffisantes naturelles pour que I’espace
a murs séparé dual a une famille uniformément localement finie de L-quasi-hyperplans de H™ soit géo-
meétriquement cubulable. Pour des raisons de commodité, nous travaillerons cependant essentiellement
avec l'espace a murs non-séparé (H", M).

Remarque La construction de 'espace & murs dual & une famille uniformément localement finie H
de L-quasi-hyperplans de H" est canonique, au sens ou elle ne fait intervenir aucun choix.
2.1.3 Séparation a grande échelle et quasi-isométrie

Dans ce paragraphe, nous introduisons une hypothése de séparation a grande échelle garantissant que
Pespace & murs séparé dual & une famille de L-quasi-hyperplans de H" est quasi-isométrique a (H", d).

Définition 2.1.10. Soit X un espace topologique et Y, Y7,Ys C X. On dit que Y sépare (topologique-
ment) Y7 et Y3 si Y7 et Y5 sont contenus dans des composantes connexes distinctes de X \ Y.

Propriétés de séparation
1. Pour z,y € H"” et o € A, le convexe C, sépare = et y au sens topologique si, et seulement si :
— _ —
(z,y) € Q x QF ou bien (y,2) € Q, x Q.
2. Soient z,y € H" et o € A. Si le convexe C, sépare x et y, alorsﬂ;,ﬂj} C M(z,y) car on

+— T
peut supposer, quitte a permuter x et y, que (z,y) € Q, x QF C Q) x Q.

Nous pouvons alors formuler une hypothése de séparation a grande échelle qui se révélera cruciale
pour que 'espace a murs séparé dual a H soit géométriquement cubulable.
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Définition 2.1.11. Soit H = {H, }aca une famille de L-quasi-hyperplans de H". On dit que la famille
H est £-séparante si, pour tous x,y € H™ tels que d(x,y) > ¢, il existe a € A tel que C,, sépare x et y.
On dira alors que H est asymptotiquement séparante s’il existe £ > 0 tel que H soit ¢-séparante.

Remarques

1. En termes géométriques, I’hypothése de séparation asymptotique signifie que tout segment géodé-
sique suffisamment long de H™ traverse au moins un convexe C,, le long d’un sous-segment strict,
ce qui vu de loin ressemble & la situation d’une géodésique coupant un hyperplan en un point.

2. Cette hypothése garantit que les composantes connexes du complémentaire dans H” de la réunion
des murs géométriques sont de diamétres uniformément majorés.

3. Une autre reformulation de cette condition est le fait que le nombre de murs séparant deux telles
composantes connexes tend vers 400 lorsque la distance dans ’espace hyperbolique entre ces
composantes tend vers +oo (voir proposition 2.1.14). Il s’agit donc d’une condition de propreté
qui impose une compatibilité & grande échelle entre distance de murs et distance hyperbolique.

Avant de démontrer la quasi-isométrie annoncée, nous énongons une derniére propriété de séparation
liée & la convexité des ensembles utilisés pour séparer.

Notation Pour z,y € H" (ou 0,,H") distincts, nous noterons [z, y| le segment géodésique reliant x
ayet|z,yl=[z,y] \ {z,y} son intérieur.

Lemme 2.1.12 (Prolongement de la séparation). Soient 2’,y' € H" et o € A tel que C,, sépare
x ety Alors, pour tout (x,y) € H" tels que [',y'] C [z,y], le convere C,, sépare également x et y.

Démonstration. Par convexité, Cy, N [z, y] est un segment contenant C, N [2’,y']. D’aprés 'hypothése,
Co N [2/,y'] est un segment contenu dans |z’,y'[, donc dans ]z,y[. Ainsi, Cy N [z, y] est un segment
non-vide contenu dans ]2/, y’[. Comme de plus C, sépare =’ et ¢/, on obtient que C,, sépare x et y. [

FIGURE 2.1.3 — Prolongement de la séparation a l’extérieur du convexe.

Notons alors w la pseudo-distance de murs sur 'espace & murs (H", M) et également la dis-
tance de murs sur 'espace & murs séparé (X, M). Rappelons que par définition, 1’application quotient
m : (H",w) — (X,w) est une isométrie entre espaces pseudo-métriques, i.e. w(w(z), 7(y)) = w(z,y)
pour tous z,y € H™.

La notion de quasi-isométrie entre espaces pseudo-métriques se formule & l'identique de celle de
quasi-isométrie pour les espaces métriques.

Définition 2.1.13. Soient (X, d) et (X', d’) deux espaces pseudo-métriques. Pour A > 1 et C > 0, on
dit qu’une application f : X — X' est une (A, C)-quasi-isométrie si f est quasi-surjective et, pour
tous z,y € X :

A ld(z,y) = C < d'(f(2), f(y)) < Ad(z,y) +C

On dit que f est une quasi-isométrie si f est une (A, C')-quasi-isométrie pour certains parameétres (A, C).



32 2.2. CUBULATION DES FAMILLES DE QUASI-HYPERPLANS DE HY

Proposition 2.1.14 (Quasi-isométrie entre ’espace hyperbolique et ’espace & murs dual).
Soit H une famille uniformément localement finie et asymptotiquement séparante de L-quasi-hyperplans
de H". Alors Uapplication identité (H",d) — (H",w) est une quasi-isométrie.

Démonstration. Soient x,y € H" tels que d(z,y) = D > 0 et v : RT — H" l'unique rayon géodésique
tel que v(0) = x et v(D) = y.

Etape 1 : On démontre une majoration de la forme w(z,y) < Ad(z,y) + C en subdivisant [z,%] en
segments de longueur 1 et en utilisant I’hypothése de locale finitude uniforme.

Par locale finitude uniforme, il existe n; € N* tel que, pour toute boule B C H" de rayon 1, on ait
Hae A| BN(Q,UQL) # 0} < ny. Pour tout j € J ={1,...,[D]+1}, on a donc également I'inégalité
o€ Al (=10 (2008 £ 0} <.

Par ailleurs, si M = {Qf,Qi} € M(x,y) alors nécessairement QX N [z,y] # 0. La remarque

précédente assure donc, puisque [z,y] € U v([j — 1,4]), que w(z,y) < 2n1([D]+1) < 2n1(d(x,y) +1).
JjeJ

Etape 2 : On démontre une minoration de la forme w(z,y) > A~'d(x,y) — C en subdivisant [z, %] en
segments d’une longueur £ choisie telle que la famille H soit ¢-séparante.

Si D < ¢, alors on a trivialement la minoration w(x,y) > 0 > ¢~!d(z,y) — 1. Nous démontrons alors
la méme inégalité sous ’hypothése que D > /.

Pour 0 <5 < [%], posons 7y, = (j¢). Par hypothése, pour tout 1 < j < [%], il existe a; € A tel
que Cy; sépare v;_; et ;. D’aprés le lemme 2.1.12, C,,; sépare également x = v(0) et y = v(D) car
[z,y] = [7(0),v(D)] D [yj—1,7,]. I reste simplement & démontrer que j # k = a; # oy, pour conclure
que w(z,y) > [2] > 71d(z,y) — 1.

Orsi aj = oy avec 1 < j < k < [£2], alors [v;_1,7;] C [vj-1,%-1] C [vj-1,%]. D’aprés le lemme
2.1.12, C,,; sépare donc 7,1 et y,—1 ainsi que ;1 et v,. Ceci contredit le fait que Cy; = C,, sépare
par définition y;_1 et vg. O

Corollaire 2.1.15 (Quasi-isométrie entre 1’espace hyperbolique et ’espace & murs séparé
dual). L’espace hyperbolique réel (H",d) et l’espace ¢ murs séparé (X,w) dual & la famille H sont
quasi-isomeétriques.

Démonstration. La composée de l'identité (H",d) — (H",w) avec l'isométrie (H",w) — (X, w) est
d’apres la proposition 2.1.14 une quasi-isométrie surjective entre (H", d) et (X,w). O

2.2 Cubulation des familles de quasi-hyperplans de H"

Fixons L > 0, H = {Ha }aca une famille uniformément localement finie et asymptotiquement séparante
de L-quasi-hyperplans de H". Nous démontrons alors que l'espace & murs séparé (X, M) dual a H est
géométriquement cubulable.

Rappelons que le procédé de cubulation des espace & murs de B. Nica décrit en section 1.3 permet de
plonger canoniquement ’espace & murs (X, M) dans un graphe médian (C'(X), M) dont les sommets
sont les ultrafiltres quasi-principaux sur (X, M). Nous noterons w la distance de murs sur C*(X)®,
pour laquelle on rappelle que si o, 7 € C1(X)©®, alors w(o, 7) = oA

Théoréme 2.2.1 (Espaces 4 murs géométriquement cubulables). Soit L > 0 et H une famille
uniformément localement finie et asymptotiquement séparante de L-quasi-hyperplans de H™. Alors [’es-
pace & murs séparé dual a H est géométriquement cubulable. Le graphe médian C'(X) est de plus
uniformément localement fini donc le complexe cubique associé est de dimension finie.

Nous démontrons donc d'une part que le graphe C(X) est uniformément localement fini, et d’autre
part que le plongement canonique Cx : X — C!(X) est quasi-surjectif.
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2.2.1 Projections sur les quasi-convexes des espaces hyperboliques

Pour prouver la quasi-surjectivité de la cubulation, nous utiliserons un lemme sur les propriétés générales
des projections sur les parties quasi-convexes dans les espaces d-hyperboliques (voir [Gro87]).

Lemme 2.2.2 (Projection sur les parties quasi-convexes). Soit (X,d) un espace métrique géodé-
sique §-hyperbolique et Y C X une partie non-vide et L-quasi-conveze. Alors pour tousx € X etp €Y
tels que d(x,p) = d(z,Y), pour tout y € Y et pour tout segment géodésique [z,y] on a :

d(p, [z, y]) <36+ L.

FIGURE 2.2.1 — Projection sur une partie L-quasi-convexe dans un espace é-hyperbolique.

Démonstration. Soient x, p, y et [z, y] comme dans I’énoncé. On choisit deux segments géodésiques [z, p),
[y, p]. Soit alors z € Vs([z,p]) N[z, y] N Vs([y,p]). Soit a € [x,p] tel que d(a,z) < et b € [y,p] tel que
d(b,z) < 6. Comme Y est L-quasi-convexe et b € [y, p], il existe ¢ € Y tel que d(b, ¢) < L. Remarquons
que d(a,p) = d(x,p) — d(xz,a) < d(z,p) —d(z,c) +d(a,c) < d(a,c) car c € Y et d(z,p) = d(z,Y). Mais
alors, d(z,p) < d(z,a) + d(a,p) <d+d(a,c) <6+ (20 + L) =30 + L. O

2.2.2 Quasi-surjectivité et locale finitude de la cubulation

Pour démontrer la quasi-surjectivité du plongement isométrique Cy : X — C*(X), nous allons rai-
sonner dans ’espace hyperbolique H™ plutét que dans ’espace & murs séparé X. Nous identifierons un
point & € H™ et I'ultrafiltre principal o, € C'(X) via les applications :
n id n Cx 1
H",d) — MH"w) — (X,w)— (C(X),w).

quasi—isom. isom. isom.

Nous identifierons également un mur abstrait M = {ﬂ, .7\_4> } € M et le mur géométrique de la forme
QF dont il provient, ce qui permet de voir les murs comme contenus dans H".

Fixons un point z € H*, un mur M € M et un point p € M tel que d(z,p) = d(x, M). La propriété
principale que nous démontrons dans ce paragraphe est que si la distance d(z,p) est suffisamment
grande, alors la plupart des murs de M (x,p) sont disjoints® de M (il s’agit d'une conséquence de la
locale finitude uniforme et des propriétés de quasi-convexité du paragraphe précédent).

Lemme 2.2.3 (Quasi-convexité uniforme des murs géométriques). Il existe K > 0 tel que si
H,, est un L-quasi-hyperplan, alors les murs géométriques QF sont K-quasi-convezes.
Démonstration. Le quasi-hyperplan H,, et les murs QF sont en effet & distance de Hausdorff majorée

par L donc K = 2L convient. O

Fixons alors § > 0 tel que l'espace métrique (H™,d) soit §-hyperbolique. L’hypothése de locale
finitude uniforme justifie l'existence d’un nombre ny € N* tel que, pour toute boule B C H" de rayon
30+ L+ K, onait [{MeM|BnM# 0} < no.

Lemme 2.2.4 (Le cas exceptionnel des murs séparant x et p intersectant M). Soit x € H”,
MeMetpe M tel que d(x,p) = d(x, M). Alors :

{M" € M(z,p) | M' 0 M # D} < ng

30n pourra comparer ceci & la propriété de murs paralléles dont il est question dans [Gur06].
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Démonstration. Choisissons y € M’ N M et z € M’ N [x,p]. Par application du lemme 2.2.2 pour
(Y,x,p,y) = (M, z,p,y), il vient d(p, [z, y]) < 36+ L. Mais, par K-quasi-convexité de M’, on a également
[z,y] C V(M) donc d(p, M') < 30 + L + K. Par définition de ng, le résultat suit. O

FIGURE 2.2.2 — Cas exceptionnel : murs sécants.

Lemme 2.2.5 (Le cas générique des murs séparant x et p disjoints de M). Soit x € H",
M e M, pe M tel que d(z,p) = d(z, M) et o € CH(X) tel que M € M(o,0,). Alors :

{M' e M(z,p) | M'NM =0} C M(0,0).
— <
Démonstration. Supposons par exemple que M € o et © € M'. Comme M € M(o,0,), on a alors

x € M. L’hypothése M N M' = ) et le fait que z € M N M’ entrainent I'inclusion M D> M’ et donc
SYPOLIES —
également M’ D M. Ceci force donc M’ € o et donc M’ € M(o,0,). Les trois autres cas se traitent de

maniére similaire, aucune propriété de convexité des murs n’ayant été utilisée. O
_>
Meo P
M
Vi
M’ M
Y

xeﬁﬁ]\?

FIGURE 2.2.3 — Cas générique : murs disjoints.

Corollaire 2.2.6 (La plupart des murs séparant x et p séparent o et o). Soit x € H",
MeM,pe M tel que d(z,p) = d(xz, M) et 0 € C1 (X)) tel que M € M(o,0,). Alors :

|IM(z,p) " M(0,0,)¢| < ng et |[M(x,p) N M(o,0,)] > w(x,p) — ng.
Démonstration. D’aprés le lemme 2.2.5, M(z,p) N M(0,0,)¢ C {M' € M(z,p) | M' N M # 0}. Le
lemme 2.2.4 permet donc de conclure. O

Ces résultats établis, nous pouvons maintenant démontrer la propriété essentielle suivante. Fixons
a nouveau £ > 0 tel que la famille H soit ¢-séparante.
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Proposition 2.2.7 (Approcher un ultrafiltre quasi-principal). Soient z € H", 0 € C'(X)©),
M e M(o,0,) et pe M tels que d(z,p) = d(x, M) > 2nol et p € M. Alors w(o,0,) < w(o,0y).

Démonstration. On rappelle que M(o,0,) = M(0,0,)AM(z,p). On a donc :

(Mo, 02) AM(,p)|
[(M(0,02) N M(z,p)°) U (M(0,04)° N M(z,p))|
(M(o,05) N M(z,p)| + [M(0,02)° N M(z,p)|
w(o,05) — [M(o,05) N M(z,p)| + [M(0,0,)° N M(z, p)|
w(o,0,) 4+ (ng — w(z,p)) +no
w(o,o.) +2ng + 1 — £~ 1d(z, p)

)

).

w(o, op)

(%)

(%)

w(o,04) 4 2ng — 2ng
w(o, oy

A INIA

L’inégalité (x) utilise les résultats du corollaire 2.2.6, tandis que I'inégalité (xx) provient de l'inégalité
w(x,p) > ¢~1d(x,p) — 1 obtenue dans la démonstration de la proposition 2.1.14. O

Nous pouvons enfin de démontrer que C'(X) est un graphe uniformément localement fini et que le
plongement Cy : X — C!(X) est quasi-surjectif pour compléter la démonstration du théoréme 2.2.1.

Proposition 2.2.8 (Quasi-surjectivité de la cubulation). Soit L > 0, H une famille uniformément
localement finie et asymptotiquement séparante de L-quasi-hyperplans de H" et (X, M) ’espace & murs
séparé dual @ H. Alors le plongement isométrique Cx : X — C1(X) est quasi-surjectif. Les espaces
métriques (H",d) et (C1(X),w) sont donc quasi-isométriques.

Démonstration. Par locale finitude uniforme, il existe N € N* tel que, pour toute boule B C H" de

rayon 2ngl, on ait la majoration [{M € M | BN M # (}| < N. Soit alors o € C1(X) et z € X tel que

w(o,0,) = mi)r(l w(o,0y). Le lemme 2.2.7 assure que si M € M(o,0,), alors B(z,2nol) N M # (). Ceci
ye )

implique que w(o,0,) < N et donc que Vy(Cx (X)) = C1(X)©. 0

Proposition 2.2.9 (Locale finitude uniforme du graphe C!(X)). Soit L > 0, H une famille
uniformément localement finie et asymptotiquement séparante de L-quasi-hyperplans de H" et (X, M)
Iespace a murs séparé dual ¢ H. Alors le graphe médian C*(X) est uniformément localement fini.

Démonstration.

Etape 1 : On montre que le sous-graphe plein engendré par X dans CY(X) est un graphe uniformé-
ment localement fini. Pour z,y € H" tels que d(x,y) > 2¢, on a w(x,y) > £~ d(z,y) — 1 > 1, donc
w(z,y) > 2. Autrement dit si w(z,y) = 1, alors d(z,y) < 2¢. Soit N’ € N* tel que pour toute boule
B C H"™ de rayon 2¢, on ait la majoration [{M € M | BN M # (0}| < N’. Nous venons de montrer que
la valence des sommets du sous-graphe plein sur X est majorée par N’.

Etape 2 : Rappelons que la proposition 2.2.8 fournit l'existence d’un entier N € N* tel que

CH(X)© = | B(og, N). 1l suffit donc de démontrer par récurrence sur k € N* que toute boule
rzeX

de C'(X)(© de rayon k centrée en un point z € X est finie, de cardinal majoré par N (k).

Fondation : Soit z € X, 0 € CHX)©® tel que w(o,0,) = 1. Sl existe M € M(0,0,) tel que
d(x, M) > 2ngl, alors le lemme 2.2.7 assure que o est principal. Sinon, d(x, M) < 2ngf pour tout
M € M(o,0,) et donc M(o,0,) est de cardinal majoré par N. Au final, o appartient a un ensemble
fini de cardinal majoré indépendamment de z.

Heérédité : Supposons le résultat acquis pour k > 1 et démontrons le pour £+ 1. On considére x € X,
o€ CY{X) tel que w(o,0,) = k + 1. Supposons qu'il existe M € M(o,0,) tel que d(z, M) > 2ngl.
Alors le lemme 2.2.7 fournit y € X tel que w(o, 0y) < k et o appartient donc a un ensemble de cardinal
majoré par N (k). Sinon, d(z, M) < 2ngl pour tout M € M(o,0,) et M(0o,0,) est de cardinal majoré
par N. Au final, o appartient & un ensemble fini de cardinal majoré indépendamment de x. O

Remarque Le théoréme affirme que le complexe cubique CAT(0) dual & H est de dimension finie,
mais cette dimension n’est pas en général égale & la dimension n de ’espace hyperbolique ambiant.
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2.3 Critéres de cubulation de variétés hyperboliques compactes

L’objectif de cette section est d’énoncer une condition suffisante pour que le groupe fondamental d’une
variété hyperbolique compacte de dimension n, ou plus généralement un réseau uniforme I' du groupe
Isom(H™) soit cubique CAT(0).

Nous allons pour cela dégager des conditions naturelles sous lesquelles ’espace & murs dual & une
famille I"-invariante de quasi-hyperplans de H™ est géométriquement cubulable.

2.3.1 Quasi-hyperplans I'-cocompacts

Fixons I' un réseau uniforme dans Isom(H"). L’hypothése de locale finitude uniforme pour une famille
I'-invariante de fermés de H"™ est fortement reliée & la notion de I'-cocompacité.

Définition 2.3.1. Soit F' une partie fermée de H" et 3 = Stabr(F). On dit que F' est I'-cocompacte

sl existe une partie compacte K C F' telle que F' = |J o(K).
oeD

Proposition 2.3.2 (Fermés I'-cocompacts et locale finitude). Soit F' C H" une partie fermée et
I'-cocompacte. Alors la famille {y(F)},er est uniformément localement finie.

Démonstration. Soit B C H™ une boule de rayon R > 0, v € T tel que v(F)NB # et K C F

un compact tel que F' = U o(K). Remarquons qu’il existe 79 € I tel que v9(B) C Vryp(K)
o€&Staby (F)

ou D est le diameétre de H"/I'. Alors vp o ¥(F) N Vr4+p(K) # (. 1l existe donc o € Stabp(F) tel que
Yooyoo(K)NVrip(K) # 0. Ainsi,

Yooyoo € Mpip={y €T |7 (Vrip(K)) N Vrip(K) # 0}.

L’ensemble Mgy p est de plus fini par propreté de 'action de I" sur H” et son cardinal est majoré par
une quantité qui ne dépend que du rayon R de B. Comme de plus o stabilise F', on obtient que v(F)
appartient & la famille finie {7517’(F)}7/6A4R+D. O

Corollaire 2.3.3 (Locale finitude uniforme des familles I'-cofinies). Soit H une famille
I'-invariante et T'-cofinie de quasi-hyperplans T'-cocompacts de H™. Alors H est uniformément loca-
lement finie dans H™.

Remarque Si H est une famille I'-invariante et uniformément localement finie de quasi-hyperplans
de H"™, alors elle est nécessairement I'-cofinie. En particulier, il existe L > 0 tel que les éléments de H
soient des L-quasi-hyperplans de H" (i.e. I'uniforme quasi-convexité est automatique).

Nous allons par la suite chercher a fabriquer des quasi-hyperplans I'-cocompacts de H" pour pouvoir
fabriquer une famille I'-invariante et uniformément localement finie de quasi-hyperplans de H". La
proposition suivante fournit une méthode particuliérement commode de construction de tels quasi-
hyperplans.

Proposition 2.3.4 (Construction de quasi-hyperplans I'-cocompacts). Soit ¥ un sous-groupe
quasi-convere de I' isomorphe a un réseau uniforme du groupe Isom(H"~1). Alors toute orbite de ¥
dans H™ est un quasi-hyperplan I'-cocompact de H".

Démonstration. Fixons un point O dans H™. Les hypothéses garantissent l'existence d’une quasi-
isométrie surjective ¢ : H" ! — ¥, d’un plongement quasi-isométrique y : ¥ — I' et d’une quasi-
isométrie orbitale ¢ : I' — H" telle que p(y) = v(0). La composée @ oy o : H* ™1 —s H" est
donc un plongement quasi-isométrique d’image égale & la Y-orbite de O dans H". Ce quasi-hyperplan
H = X.0 est bien sir I'-cocompact (on pourrait méme dire I'-coponctuel). ]
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2.3.2 Critére de cubulation dans H™

Nous sommes maintenant en mesure de formuler les conditions naturelles permettant d’affirmer qu’un
réseau uniforme de Isom(H™) est cubique CAT(0).

Théoréme 2.3.5 (Cubulation par les quasi-hyperplans). Soit ' < Isom(H") un réseau uniforme.
On suppose qu’il existe une famille T'-invariante et asymptotiquement séparante de quasi-hyperplans
I'-cocompacts de H". Alors I' est cubique CAT(0).

On notera la disparition, par rapport a la section précédente, de I’hypotheése de locale finitude uni-
forme de la famille H, ainsi que celle d’uniforme quasi-convexité des quasi-hyperplans. Ces hypothéses
cruciales pour obtenir un espace & murs géométriquement cubulable sont en fait récupérables a 1’aide
des hypothéses de I'-invariance de H et de I'-cocompacité des quasi-hyperplans.

Proposition 2.3.6 (Passage a une famille I'-cofinie). Soit H une famille T-invariante et asymp-
totiquement séparante de quasi-hyperplans I'-cocompacts de H". Alors H contient une sous-famille H'
qui est I'-invariante, asymptotiquement séparante et de plus I'-cofinie.

Remarque Une famille H’ fournie par la proposition ci-dessus est nécessairement uniformément
localement finie et ses éléments sont uniformément quasi-convexes, d’aprés la proposition 2.3.2.

Démonstration. Soit D le diamétre de H"/T" et O une origine dans H". On fixe une constante ¢ > 0
telle que la famille H soit ¢-séparante. Notons K l’ensemble des paires de points =,y € H" tels que
d(z,y) = £ et le milieu du segment [z, y| appartienne a la boule fermée de centre O et de rayon D. Ce
sous-ensemble de H"™ x H" est compact (car fermé et contenu dans B(O, D + ¢) x B(O, D + ¢)).

Etape 1 : Pour (z,y) € K, il existe par hypothése un quasi-hyperplan H, , € H tel que Conv(H, ,)
sépare x et y. Il existe donc également e, , > 0 tel que Conv(H, ,) sépare les boules B(x,e,,) et
B(y,¢e4,y). Considérons alors le recouvrement ouvert :

K= |J (B(ery) x B(y,esy))NK.
(z,y)eK

De ce recouvrement, on extrait un recouvrement fini :
m
K = U (B(T“ 5%,!/1) X B(yi7 6-1/77?/1)) NK.
i=1

Soit (z,y) € K. Alors il existe ¢ € {1,...,m} tel que (z,y) € B(2,€a,.4,) X B(Yi,ex,,y,) et donc
Conv(H,, 4,) sépare x et y.

Etape 2 : Posons alors Ho = {H,, 4, }1<i<m et H' = {y(H)}yer.men,- Alors H' est une sous-famille
I-invariante et ['-cofinie de H. Montrons qu’elle est de plus f-séparante. Soient z,y € H" tels que
d(x,y) > £. Considérons un sous-segment [2',y'] C [z,y] tel que d(z’,y’) = £ et v € T tel que le milieu
du segment [y~1(z’),7~1(y')] soit contenu dans B(O, D). Alors par construction, il existe H € Hy tel
que Conv(H) sépare v~ 1(z) et v~ (y/). Alors v(Conv(H)) = Conv(y(H)) sépare 2’ et y'. D’aprés le
lemme 2.1.12, la condition [/, y'] C [z, y] garantit que Conv(y(H)) sépare x et y. O]

Nous sommes alors en mesure de terminer la démonstration du théoréme 2.3.5

Démonstration du théoréme 2.3.5. Soit ‘H une famille I'-invariante et asymptotiquement séparante de
quasi-hyperplans I'-cocompacts, que 'on suppose I'-cofinie via la proposition 2.3.6 . La famille de
quasi-hyperplans étant I'-invariante, il en va de méme de la famille de murs géométriques et ’action
par isométries de T' sur H” induit une action de T' sur 'espace a murs (X, M) dual & H. D’apreés le
corollaire 2.1.15 , on a une quasi-isométrie I'-équivariante (H", d) — (X,w). Comme ’action de T sur
H™ est propre et cocompacte, on en déduit que I' agit également géométriquement sur I'espace & murs
(X, M). Le théoreme 2.2.1 et le corollaire 1.3.17 permettent alors de conclure. O

Conclusion Le probléme de la cubulation d’un réseau uniforme I' < Isom(H™) a donc été réduit
a la construction d’une famille (I-invariante et) asymptotiquement séparante de quasi-hyperplans
I'-cocompacts de H".
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2.3.3 Quasi-hyperplans généralisés et variante de la construction d’espace
a murs

Nous allons maintenant proposer quelques critiques sur la démarche suivie depuis le début de la section
2.1 permettant la fabrication d’espaces & murs géométriquement cubulables et la cubulation de réseaux
uniformes de Isom(H"™). Rappelons qu'un quasi-hyperplan H est une partie quasi-convexe de H" égale
a I'image d’un plongement quasi-isométrique de H?~! dans H". Cette condition assure que I’enveloppe
convexe fermée de H dans H" sépare H” en exactement deux composantes connexes. Dans toutes les
constructions effectuées, nous n’avons en fait utilisé que le fait que Conv(H) disconnecte H".

Définition 2.3.7. Un L-quasi-hyperplan généralisé (resp. quasi-hyperplan généralisé) de H™ est une
partie H C H" L-quasi-convexe (resp. quasi-convexe) telle que H" \ Conv(H) soit disconnexe.

Nous avons ensuite défini deux murs géométriques dans H™ & 'aide d’un quasi-hyperplan H,, a
savoir les composantes de frontiére des composantes connexes de H" \ Conv(H,,), que nous avions notés
QF et Q, (avec éventuellement égalité de ces deux murs si H, est un hyperplan totalement géodésique
de H™). Le choix d’associer deux murs a un quasi-hyperplan était uniquement dicté par une préférence
esthétique et un souhait de présenter une construction affranchie de toute forme de choix arbitraire.

Il aurait été tout aussi judicieux de ne considérer que I'un des deux murs QF ou Q. Nous affirmons
que toute les constructions et toutes les démonstrations des sections 2.1 et 2.2 et des paragraphes 2.3.1
et 2.3.2 demeurent exactes si & chaque quasi-hyperplan H,, on choisit de n’associer que 'un des deux
murs QF ou Q.

Définition 2.3.8. Soit alors H une famille uniformément localement finie de L-quasi-hyperplans gé-
néralisés de H”. Pour tout H € H, on définit un mur géométrique en choisissant arbitrairement une
composante connexe de la frontiére de H" \ Conv(H). L’espace & murs (X, M) alors obtenu est appelé
espace o murs dual & la famille H.

Remarque La seule différence par rapport au cas des quasi-hyperplans est que la construction d’un
espace & murs dual a une famille de quasi-hyperplans généralisés n’est pas canonique, elle implique un
choix de mur arbitraire. En effet, pour un tel quasi-hyperplan généralisé H, I'ensemble H" \ Conv(H)
peut posséder une infinité de composantes de frontiére.

Tous les résultats des sections 2.1 et 2.2 et des paragraphes 2.3.1 et 2.3.2 se reformulent alors &
I’identique dans ce nouveau contexte. En particulier, les théorémes 2.2.1 et 2.3.5 deviennent.

Théoréme 2.3.9 (Espaces 4 murs géométriquement cubulables). Soit L > 0 et H une famille
uniformément localement finie et asymptotiquement séparante de L-quasi-hyperplans généralisés de H™.
Alors tout espace & murs dual & H est géométriquement cubulable.

Théoréme 2.3.10 (Cubulation par les quasi-hyperplans généralisés). Soit I' < Isom(H") un
réseau uniforme. On suppose qu’il existe une famille T'-invariante et asymptotiquement séparante de
quasi-hyperplans généralisés T'-cocompacts de H". Alors T est cubique CAT(0).

Question Pourquoi préférer 'usage des quasi-hyperplans généralisés a celui des quasi-hyperplans ?

D’aprés la proposition 2.3.4, toute orbite d’un sous-groupe d’un réseau uniforme de Isom(H™) a
la fois quasi-convexe et isomorphe & un réseau uniforme de H" ™! est un quasi-hyperplan de H". De
tels sous-groupes sont des cas particuliers de sous-groupes de codimension 1 quasi-convexes de I'. La
définition de quasi-hyperplan généralisé a été introduite dans le but d’étendre la proposition 2.3.4 &
tous les sous-groupes de codimension 1 quasi-convexes d’un réseau uniforme de Isom(H").

On propose ci-dessous une caractérisation des sous-groupes de codimension 1 quasi-convexes des
réseaux uniformes de Isom(H™) via la non-connexité de leur ensemble ordinaire.

Proposition 2.3.11 (Caractérisation des sous-groupes de codimension 1 quasi-convexes).
Soit T' < Isom(H™) un réseau uniforme et ¥ < I' un sous-groupe quasi-conveze. Alors ¥ est un sous-
groupe de codimension 1 de I' si, et seulement si, I’ensemble limite A(X) disconnecte OxH™.

La démonstration de la proposition 2.3.4 s’adapte alors aux sous-groupes de codimension 1 pour
fournir le résultat suivant.
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Corollaire 2.3.12 (Construction de quasi-hyperplans généralisés I'-cocompacts). Soit & un
sous-groupe de codimension 1 quasi-convexe de I'. Alors toute orbite de ¥ dans H" est un quasi-
hyperplan généralisé I'-cocompact de H™.

Nous allons utiliser cette généralisation au paragraphe suivant pour énoncer un critére de cubulation
en termes de ’existence en abondance de sous-groupes de codimension 1 quasi-convexes, généralisant
ainsi dans ce cadre le théoréme 1.1.14 de M. Sageev qui a servi de point de départ pour ce texte.

2.3.4 Critére de cubulation au bord de H"

Pour conclure cette partie de présentation de critéres de cubulations des réseaux uniformes de Isom(H"),
on propose de constater ’équivalence du critére de cubulation énoncé par le théoréme 2.3.10 avec un
critére formulé au bord de H", énoncé indépendamment par N. Bergeron et D. Wise (voir [BW10]).

Théoréme 2.3.13 (Cubulation par séparation des paires de points distincts du bord). Soit
I < Isom(H™) un réseau uniforme. On suppose que pour tous x,y € Do H™ distincts, il existe un sous-
groupe de codimension 1 quasi-conveze ¥ < T' dont I’ensemble limite A(X) sépare x et y dans JxoH™.
Alors T' est cubique CAT(0).

Démonstration. Pour x # y € 0, H", fixons ¥, , < I' un sous-groupe de codimension 1 quasi-
convexe tel que A(X;,) sépare z et y dans O H" et notons H,, = 3,,.0. Il suffit d’aprés le
théoréme 2.3.10 de montrer que la famille I'-invariante de quasi-hyperplans généralisés I'-cocompacts
H = {y(Hqzy)}yer zryco mr est asymptotiquement séparante. Fixons une origine O dans H" et notons
d~ la distance visuelle basée en O sur 0, H" (distance pour laquelle les boules seront notées By).

Etape 1: Pour z # y € 0, H", fixons €z,y > 0 tel que A(X, ) sépare B (x,2e4.,) et Boo(y,2€4,y)-
Posons = 4arctan(e™?) ou D est le diamétre de H" /T et Ky = {2,y € 0..H" | do(x,y) > 0}. Le
choix de la valeur de 0 est précisément celui qui permet d’identifier cet espace compact Ky a celui des
géodésiques (orientées) bi-infinies de H™ qui intersectent la boule B(O, D). Du recouvrement ouvert :

Ky = U (B(mvam,y) X B(y, 51‘,y)) N Ko,
(‘T#y)eKﬂ

extrayons un recouvrement fini :
m
Ko = U(B(mi,ei) x B(yi, i) N K.
=1

Posons alors ¢ = min ¢; (on supposera également que ¢; < 9 pour tout 1 <i < m).
1<i<m 2

Etape 2 : Pour z € 9, ,H" et £ > 0, notons C, . = Convgn (B (z,¢)) et posons :

log.= sup d(Cpr,Cye).
(w,y)EKe

FIGURE 2.3.1 — Distance maximale entre deux géodésiques bordant les e-voisinages de points de Kjy.



40 2.3. CRITERES DE CUBULATION DE VARIETES HYPERBOLIQUES COMPACTES

Alors ly. € R, car la fonction (z,y) — dun(Cye,Cy-) ne dépend que de l'angle d(z,y), de
surcroit continfiment, et que do(z,y) € [0, 7] lorsque (z,y) € Ky. Montrons alors que la famille H est
précisément (24 . )-séparante.

Etape 3 : Soient a,b € H" tels que d(a,b) > 2¢y.. Supposons tout d’abord que le milieu ¢ du
segment [a, b] appartient a la boule B(O, D). Notons e, boo € OsoH™ les extrémités de la géodésique
bi-infinie contenant [a,b], avec la convention a €las,b]. Par hypothése, (Geo,bss) € Kp, donc qu’il
existe 1 < i < m tel que aoo € Boo(i,6;) €t boo € Boo(¥iy€i). On a alors Buo (oo, &) C Boo(®i, 2¢;)
et également Bo(boo, i) C Boo(yi, 2€;). Notons a’ (resp. b') Vorigine du rayon Cy__ ¢, NG00, boo| (Tesp.
Ch. e;Naso, boo[). Comme 2¢; < 0, Cy .,NB(O,D) = Cy .,NB(O, D) = . On en déduit que ni a’ ni b’
n’appartient & B(O, D) et donc que ¢ €]a’, b'[. Ensuite, par définition de ¢y ,, on a d(a’, V) < ly ., < lg .
(car € < g;). On a alors les inégalités :

c0,€i

(%) (%)
max(d(a’,c),d(V/,c)) < lg. < min(d(a,c),d(b,c))

FIGURE 2.3.2 — Fabrication d’une constante de séparation.

L’inégalité () découle des propriétés d(a’,b) < lg . et ¢ €]a’, V'], tandis que U'inégalité (s*) découle
de I'hypothése d(a,b) > 20y, car c¢ est le milieu de [a,b]. Nécessairement, a € Cq., C Cy, 00, €t
également b € Cy ., C Cy, 2c,. Enfin, il existe un quasi-hyperplan H; = H,, ,, tel que 0 H; sépare
Boo(xi,2¢;) et Boo(yi,2¢;). On en déduit que Conv(H;) sépare Cy, 2., et Cy, 2c, et donc sépare en
particulier a et b.

Etape 4 : Soient a,b € H" tels que d(a,b) > 2¢y.. Fixons v € T tel que le milieu du seg-
ment [y~ !(a),y"!(b)] appartienne & la boule de centre O et de rayon D. D’aprés 1'étape précé-
dente, il existe un quasi-hyperplan généralisé H tel que Conv(H) sépare v~ !(a) et y~1(b). Alors
~v(Conv(H)) = Conv(y(H)) sépare a et b. La famille H est donc f-séparante pour ¢ = 2(g .. O

Remarque Les critéres de cubulation 2.3.13 et 2.3.10 sont en fait strictement équivalents. Pour le
voir, supposons qu’il existe une famille H I'-invariante et {-séparante de quasi-hyperplans généralisés
I'-cocompacts de H™. Fixons alors x,y € Os.H" et 2’,y’ € H" tels que d(z',y’) > £ et [2',y'] Clz,y[.
Alors il existe H € H tel que Conv(H) sépare 2’ et y’'. On en déduit que O, H sépare z et y dans
OxH™. Ainsi, le sous-groupe de codimension 1 quasi-convexe Stabr(H) de I' a un ensemble limite qui
sépare z et y dans O, H".
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2.4 Application aux variétés arithmétiques

Pour clore cette partie concernant les critéres généraux de cubulation des variétés hyperboliques com-
pactes, nous étudions le cas trés instructif des variétés arithmétiques. Nous allons voir que si un réseau
uniforme arithmétique de Isom(H™) contient un seul sous-groupe de codimension 1 quasi-convexe, alors
nos critéres de cubulation s’appliquent, car il existe automatiquement de trés nombreux sous-groupes
de codimension 1 quasi-convexes dans ce cas.

Théoréme 2.4.1 (Critére de cubulation des variétés hyperboliques compactes arithmé-
tiques). Soit T' un réseau uniforme arithmétique de Isom(H™). Si T posséde un sous-groupe de codi-
mension 1 quasi-conveze, alors T' est cubique CAT(0).

Nous verrons dans I'introduction de la seconde partie de cette thése qu’en dimension 3, I'existence
de sous-groupes de codimension 1 quasi-convexes des groupes fondamentaux de variétés arithmétiques
est établie depuis peu par M. Lackenby (voir [Lac10]). On obtient donc le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.2 (Cubulation des 3-variétés hyperboliques compactes arithmétiques). Soit
M une variété hyperbolique compacte arithmétique de dimension 3. Alors m (M) est cubique CAT(0).

Mentionnons pour finir que dans le cas arithmétique, des énoncés de cubulation ont déja été formulés
par N. Bergeron, F. Haglund, et D. Wise (voir [BHW11]). Le théoréme 2.4.1 y est démontré pour les
variétés hyperboliques compactes arithmétiques de type simple, i.e. celles construites & partir de formes
quadratiques en toute dimension. Ce résultat est également une conséquence du théoréme 2.4.1, car ces
variétés H™ /T possédent des hyperplans totalement géodésiques et I'-cocompacts.

Une autre approche est présentée dans [HW09| ot est démontré le fait que les groupes fondamentaux
de variétés hyperboliques compactes arithmétiques de type simple sont en fait virtuellement cubiques
spéciaux (voir I'introduction de la troisiéme partie de cette thése pour la définition de ce renforcement
de la propriété cubique CAT(0)).

2.4.1 Commensurateur et densité

Fixons dans cette partie un réseau uniforme I' dans Isom(H™). Nous commengons par rappeler la
deéfinition du commensurateur d’un tel réseau dans Isom(H") pour formuler la condition d’arithmeéticité
d’une maniére qui se révélera facilement exploitable pour la cubulation.

Définition 2.4.3. Soit I' < Isom(H™) un réseau uniforme. On appelle commensurateur de T' dans
Isom(H™) le sous-groupe :

Comm(T) = {g € Isom(H") | [ : gTg ' NT] < ooet [gTg~":glg~ ' NT] < o0}

On munit le groupe Isom(H™) de sa topologie usuelle de groupe de Lie, a savoir la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts. D’aprés un théoréme célébre démontré par Gregori Margulis
[Mar91], Parithméticité du réseau I' est équivalente a la densité de son commensurateur dans Isom(H™).
C’est ce point de vue que nous privilégierons, ce qui nous permet de ne pas avoir a rappeler la (lourde)
définition de réseau arithmétique.

Théoréme 2.4.4 (Caractérisation de ’arithméticité). Soit I' < Isom(H"™) un réseau uniforme.
Alors T' est arithmétique si, et seulement si, Comm(I") est dense dans Isom(H™).

2.4.2 Cubulation des variétés arithmétiques

Soit I' < Isom(H™) un réseau uniforme dont le commensurateur est dense dans Isom(H").

Hypothése. On suppose que I' contient un sous-groupe de codimension 1 quasi-convexe ¥ (on pourra
éventuellement penser & un sous-groupe quasi-convexe isomorphe & un réseau uniforme de Isom(H"~1)).

On sait alors que toute Y-orbite est un quasi-hyperplan généralisé I'-cocompact de H™. Il s’agit
de notre premier mur, permettant d’initialiser la cubulation. La densité du commensurateur de I' va
faire le reste du travail en nous permettant de fabriquer de trés nombreux autres quasi-hyperplans
I'-cocompacts jusqu’a obtenir une famille asymptotiquement séparante.

4Remarquons que d’aprés le théoréme 1.1.11 de M. Sageev, on a en fait une équivalence dans ce cas.
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Lemme 2.4.5 (Le commensurateur agit sur les I'-hyperplans). Soit H un quasi-hyperplan géné-
ralisé T'-cocompact de H™ et g € Comm(T"). Alors g(H) est un quasi-hyperplan généralisé T'-cocompact
de H™.

Démonstration. 11 est clair que g(H) est un quasi-hyperplan généralisé de H". Notons ¥ = Stabr(H)
et X9 = Stabr(g(H)). Par hypotheése, il existe un compact K C H tel que H = |J o(K). Comme

ceXD
g € Comm(T), il existe deux sous-groupes d’indice fini I';, 'y < T tels que gI'1g~! = I'y. Alors ¥ N 1Ty
est un sous-groupe d’indice fini de X, donc il existe K’ C H compact tel que H = |J o(K’). Mais
cexnl’y

alors, on a 'égalité :

gH)= |J gooog 9K = [J o (g(K).

ocexnNl'y o’exInl's

Aufinal, g(H) = |J o'(g(K")) et g(K’) est un compact de g(H). Donc g(H) est I'-cocompact. [

o’'ex9

On fixe alors une origine O dans H" et on considére 'orbite H = X.0, qui est un quasi-hyperplan
généralisé I'-cocompact. On considére alors la famille H = {v(g(H))}(y,g)er x Comm(r), qui est une famille
I-invariante de quasi-hyperplans I'-cocompacts de H" d’aprés le lemme précédent. Pour conclure la
démonstration du théoréme 2.4.1, il suffit donc d’aprés le théoréme 2.3.10 de démontrer que H est
asymptotiquement séparante.

Proposition 2.4.6 (Séparation suffisante des points du bord via le commensurateur). La
famille H = {v(g(H))}(y,9)erx Comm(r) €st asymptotiquement séparante.

Démonstration. Soient xg,yo € H™ et ¢ > 0 tel que Conv(H) sépare B(zo,£) et B(yo,e). Notons
¢ = d(wo,%0). Soient z’,y" € H3 tels que d(z',y’) = ¢. Alors il existe f € Isom(H") tel que f(zo) = 2’
et f(yo) =y (car les stabilisateurs de points dans Isom(H") agissent transitivement sur les spheéres
qu’ils stabilisent). Ainsi, par densité de Comm(I") dans Isom(H"), il existe ¢ € Comm(T') tel que
x' € B(g(xo),e) et v € B(g(yo), ). Or g(Conv(H)) = Conv(g(H)) sépare B(g(xo),e) et B(g(yo),e)
donc sépare 2’ et y'. Soient alors z,y € H" tels que d(x,y) > £ et [2/,y'] C [z,y] un sous-segment
de longueur /. D’aprés le point précédent, il existe g € Comm(T") tel que Conv(g(H)) sépare z’ et y'.
D’apres le lemme 2.1.12, Conv(g(H)) sépare également x et y. Donc H est (-séparante. O

FIGURE 2.4.1 — Double transitivité (isométrique) topologique de Comm(T").



Conclusion de la premiére partie

Pour conclure cette premiére partie, nous soulevons la question de 1'utilité de la cubulation des groupes
fondamentaux de variétés hyperboliques compactes. Les groupes hyperboliques cubiques CAT(0)
possédent-ils en général des propriétés algébriques qui ne sont pas déja connues pour les réseaux uni-
formes de Isom(H") ? La réponse est négative, ce travail de cubulation ne nous apprend rien de nouveau
sur les groupes étudiés. Pourquoi chercher alors & appliquer le critére de cubulation du théoréme 2.3.13
& certaines situations concrétes, comme nous allons le faire dans la seconde partie?

On peut répondre a cette question en envisageant la cubulation des groupes hyperboliques comme
une premiére étape vers un résultat plus profond, que nous appellerons cubulation spéciale.

Pour expliquer (de maniére informelle) le sens de ces mots, revenons a la situation d’un groupe
hyperbolique G agissant géométriquement sur un complexe cubique CAT(0) noté X. Notons X = X /G
le complexe cubique quotient, qui est compact et a courbure négative ou nulle.

Ce complexe cubique posséde des hyperplans immergés qui peuvent présenter certaines pathologies.
Par exemple, ces hyperplans peuvent ne pas étre plongés (contrairement a ceux de X). Il existe égale-
ment des propriétés d’auto-osculation et d’inter-osculation, décrites par F. Haglund et D. Wise, qui ne
sont pas souhaitables (voir [HWOT]).

Ces deux auteurs appellent complexes cubiques spéciaux les complexes cubiques a courbure négative
ou nulle dont les hyperplans ne présentent aucune des pathologies évoquées ci-dessus. Ils démontrent
alors que les groupes fondamentaux de complexes compacts spéciaux sont virtuellement sous-groupes
de groupes d’Artin a angles droits (voir U'introduction de la troisiéme partie pour une définition).

Ils obtiennent en corollaires que ces groupes sont linéaires sur les entiers, résiduellement nilpotents
sans torsion ou encore larges (i.e. admettent virtuellement une surjection sur un groupe libre non-
abélien). Ce contexte particulier permet donc d’obtenir des corollaires algébriques trés forts pour les
groupes opérant géométriquement sur un complexe cubique CAT(0) avec quotient spécial.

Question Soit M une variété hyperbolique compacte possédant une famille de sous-groupes de codi-
mension 1 quasi-convexes permettant de séparer toutes les paires de points distincts de do M. Notons
X un complexe cubique CAT(0) dual obtenu par application du théoréme 2.3.13. A quelles conditions

peut-on assurer que le complexe cubique X = X /mr1 (M) est (virtuellement) spécial ?

Les pistes principales pour avancer sur cette question sont essentiellement résumées par les deux
mots séparabilité et malnormalité. Nous présentons ci-dessous les significations de ces termes et
établissons le lien avec la question posée.

Séparabilité

La séparabilité est une propriété des sous-groupes qui, si elle est imposée aux sous-groupes de
codimension 1 utilisés pour cubuler, permet de garantir que les hyperplans du complexe cubique quotient
X sont plongés (quitte & passer & un revétement fini de X).

Définition. Soit G un groupe et H < G un sous-groupe de G. On dit que H est séparable® dans G si
H est égal a 'intersection des sous-groupes d’indice fini de G qui le contiennent.

L’origine du mot séparabilité réside dans le lemme tautologique énoncé ci-dessous.

Lemme. Soit G un groupe et H < G un sous-groupe séparable de G. Pour toute partie finie K C G\ H,
il existe un sous-groupe d’indice fini ' < G tel que H <T et TN K = ).

La propriété de séparabilité peut étre caractérisée en termes topologiques de la maniére suivante.

Proposition (Interprétation topologique de la séparabilité, voir [Sco78] lemme 1.4). Soit M une
variété topologique compacte et H < m (M) un sous-groupe de son groupe fondamental. Alors H est
séparable dans w1 (M) si, et seulement si, pour tout compact CcC M/H il existe un sous- groupe a d’indice

fini T < m (M) tel que H <T et la restriction C — M= M /T de la projection M /H — M T soit
un plongement.

5Cette condition est équivalente au fait que H est un sous-groupe fermé de G pour la topologie profinie.
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Démonstration. Seul le sens direct de cette équivalence nous intéressera par la suite. Supposons donc
que H est un sous-groupe séparable de 71 (M), puis fixons C' C M /H une partie compacte et notons

T M —s M/H la projection naturelle. Alors il existe une partie compacte K C M telle que m(K)=C.

L’action de 71 (M) sur M étant proprement discontinue, 'ensemble My = {g € m; (M) | g(K)NK # 0}
est fini. Par séparabilité de H dans 71 (M), il existe donc un sous-groupe d’indice fini I' < 71 (M) tel

que H <T et My NI C H. La restriction C —» M = ]W/l" de la projection ]W/H — M/F est alors
un plongement. O

Plongements virtuels

Définition. Soit X, Y deux espaces topologiques et f : Y — X une application continue. On dit que
[ est un plongement virtuel s'il existe des revétements finis 7y : Y — Y et Tx : X — X et une
application continue injective f : Y — X rendant commutatif le diagramme ci-dessous.

Nous expliquons ci-dessous que la séparabilité est la propriété naturelle permettant d’établir qu'une
immersion est un plongement virtuel. Nous supposerons fixés deux espaces topologiques X et Y non-
pathologiques, par exemple des variétés topologiques compactes (connexes).

Définition. On dit qu'une immersion® f:Y — X est géométriqguement incompressible si les relevés
f:Y — X de f au niveau des revétements universels sont injectifs.

Remarques

1. On suppose X et Y munis de points base. Si f : Y — X est une immersion géométriquement
incompressible (envoyant point base sur point base), alors le morphisme f, : 71(Y) «— m(X)
induit au niveau des groupes fondamentaux est injectif. Une application f telle que f. est injective
est dite incompressible.

2. Si f:Y — X est une immersion qui n’est pas géométriquement incompressible, alors f n’est
pas un plongement virtuel.

On considére donc une immersion f : Y — X que I'on suppose géométriquement incompressible.
On fixe un relevé f: Y < X de f et on note simplement 7, (Y) le sous-groupe f,(m1(Y)) de 7 (X).
Pour étudier la possibilité que f soit un plongement virtuel, 'ensemble & considérer naturellement est
I’auto-intersecteur de Y dans le groupe fondamental de X.

Définition. On appelle auto-intersecteur de Y dans m1(X) Pensemble :

My ={y e m(X) [7(Y)NY # 0} \ m(Y).

Nous énongons alors les propriétés tautologiques suivantes.

Propriétés
1. L’immersion f:Y — X est injective si, et seulement si, M est vide.

2. Plus généralement, 'immersion f : Y — X est un plongement virtuel si, et seulement si, il existe
un sous-groupe d’indice fini I' < 7 (X) tel que I' N My = 0.

Plus précisément, I" contient dans ce cas un sous- groupe d’indice fini ¥ de 71(Y") correspondant
4 un revétement fini ¥ = Y/E de Y et I'application f : Ves X= X/I‘ est injective.

6i.e. une application continue localement injective, soit encore une application qui est localement un homéomorphisme

sur son image.
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Doubles classes de ’auto-intersecteur

L’auto-intersecteur d’une partie 7 (X )-cocompacte” de X posséde des propriétés d’invariance et de
finitude essentielles pour les problémes de relévement d’immersions en plongements virtuels.

Propriétés
1. On a l'égalité m(Y).My.m (Y) = My.
2. L’ensemble des doubles-classes m1(Y)\ My /71 (Y) est fini.

Représentons 'ensemble fini des doubles classes 7 (Y)\ My /71(Y) par une partie finie K C My.

Supposons qu'’il existe un sous-groupe d’indice fini I' < 71 (X) tel que m(Y) < T et TN K = 0.

Alors on a automatiquement la condition I' N My = () et donc f est un plongement virtuel.

La propriété de séparabilité permet exactement de réaliser ce programme. Nous venons donc de
démontrer le résultat suivant.

Proposition (Séparabilité implique plongement virtuel). Soit f : Y — X une immersion géo-
métriqguement incompressible avec f.(m1(Y)) séparable dans w1 (X). Alors f est un plongement virtuel.

Nous donnons maintenant une seconde explication équivalente de ce résultat d’un point de vue plus
géométrique. Considérons a nouveau une immersion f : Y — X géométriquement incompressible et
f:Y — X un relevé de f. Alors on dispose d'un plongement Y = Y /m;(Y) «— X/m(Y) qui rend
commutatif le diagramme ci-dessous.

X/m(Y)

E

Y

Le critére de P. Scott s’applique alors a la partie compacte f(Y) C X /T (Y ) et fournit alors un sous-
groupe d’indice fini I' < 71 (X) tel que w1 (Y) < T et la restriction f(Y) —s X = X/T de la projection
X /m(Y) — X /T est un plongement. On obtient le diagramme commutatif ci-dessous, qui montre
que f est un plongement virtuel (sans avoir & passer & un revétement fini de Y dans ce cas).

Pour en revenir aux groupes opérant géométriquement sur un complexe cubique CAT(0), on obtient
le corollaire suivant, qui énonce que la séparabilité suffit & obtenir des hyperplans plongés.

Corollaire (Séparabilité implique hyperplans plongés). Soit M une variété hyperbolique com-
pacte et {H; }icr une famille (finie a conjugaison pres) de sous-groupes de codimension 1 quasi-convexes
de 1 (M) permettant de séparer les paires de points de O, M. Notons X un compleze cubique CAT(0)
dual obtenu par application du théoréme 2.3.13 et X = X/7r1( ). Si les sous-groupes H; sont séparables
dans w1 (M), alors X posséde un revétement fini dans lequel les hyperplans sont plongés.

7Au sens de la définition 2.3.1, i.e. cocompacte sous 'action de son stabilisateur dans 1 (X).
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Malnormalité

Définition 2.4.7. Soit G un groupe et H < G un sous-groupe de G. On dit que H est malnormal
dans G si, pour tout g € G\ H, on a l'égalité gHg~' N H = {1}.

La propriété de malnormalité des sous-groupes de codimension 1 utilisés pour la cubulation permet
d’obtenir un complexe cubique compact dans lequel les hyperplans ne présentent pas les derniéres
pathologies interdites d’auto-osculation et d’inter-osculation. Combinée a la séparabilité, elle permet
donc d’aboutir & ce que nous avons appelé une cubulation spéciale.

L’étude des groupes hyperboliques possédant une hiérarchie quasi-convexe malnormale menée par
F. Haglund et D. Wise (voir [HW09]) permet de formuler I’énoncé suivant.

Proposition 2.4.8 (Séparabilité et malnormalité implique virtuellement spécial). Soit M
une variété hyperbolique compacte et {H; }icr une famille (finie a conjugaison pres) de sous-groupes de
codimension 1 quasi-convexes de w1 (M) permettant de séparer les paires de points de 8OOM. Notons X
un complexe cubique CAT(0) dual obtenu par application du théoréeme 2.3.18 et X = )?/m (M). Siles
sous-groupes H; sont séparables et malnormauz dans 71 (M), alors X posséde un revétement fini qui
est un complexe cubique spécial.

Stratégie

Les propriétés de séparabilité et de malnormalité permettent donc d’aboutir & un résultat de cubu-
lation bien plus riche de conséquences que ceux présentés dans cette premiére partie.

Dans la seconde partie de cette thése, nous initions un programme de recherche sur les 3-variétés
hyperoliques compactes dites virtuellement fibrées sur le cercle dont le but est d’aboutir & une cubulation
spéciale. Nous démontrerons dans cette partie que les groupes fondamentaux de telles variétés sont
cubiques CAT(0).

Dans la troisiéme partie, nous expliquerons alors comment contourner, a I’aide des travaux récents de
D. Wise, la plupart des arguments présentés ci-dessus. Nous expliquerons pourquoi I'existence d’un seul
sous-groupe de codimension 1 quasi-convexe et séparable suffit pour obtenir une cubulation spéciale.

Nous proposerons alors dans cette derniére partie des tentatives de résolution de la conjecture que
nous appellerons conjecture virtuellement de Haken de maniére quasi-convexre. Une résolution de cette
conjecture permet en effet d’aboutir a une cubulation spéciale des groupes fondamentaux de 3-variétés
hyperboliques compactes virtuellement fibrées sur le cercle.



Deuxiéme partie

Cubulations de 3-variétés
hyperboliques compactes



Introduction de la seconde partie

Nous avons énoncé dans la premiére partie de ce manuscrit deux critéres équivalents permettant d’as-
surer qu’un réseau uniforme de Isom(H") est cubique CAT(0). Nous allons dorénavant nous concentrer
spécifiquement sur le cas de la dimension trois et étudier en particulier les groupes fondamentaux
de variétés hyperboliques compactes dans cette dimension, i.e. les réseaux uniformes sans torsion de
Isom (H?) ~ PSLy(C).

L’outil indispensable & la cubulation d’un groupe hyperbolique au sens de Gromov est la présence
en quantité abondante de sous-groupes de codimension 1 quasi-convexes. En particulier, il faut étre
en mesure de produire des sous-groupes de codimension 1 du groupe fondamental d’une 3-variété
hyperbolique compacte donnée.

Sous-groupes de surface

Les surfaces sont naturellement des objets de codimension 1 par rapport aux 3-variétés et permettent
d’obtenir aisément des sous-groupes de codimension 1 des groupes de 3-variétés de la maniére suivante.

Mise en garde Dans tout ce texte, une surface est un espace topologique séparé a base de voisi-
nages dénombrable et localement homéomorphe & R?, en particulier sans bord. De méme, une variété
topologique sera toujours sans bord. Lorsque cela sera nécessaire, nous utiliserons systématiquement
les termes surface & bord et variété a bord en présence d’un bord éventuellement non vide.

Définition. Un groupe de surface est un groupe isomorphe au groupe fondamental d’une sur-
face connexe compacte orientable de genre g > 1. Un tel groupe admet la présentation standard

(@1,b1,...,a4,bg | [a1,b1] .. .[ag,bg] =1).

Les groupes de surface fournissent alors systématiquement des sous-groupes de codimension 1 en
dimension 3. Plus précisément, si M est une 3-variété connexe compacte et X est un sous-groupe de
71 (M) isomorphe & un groupe de surface, alors le nombre de bouts e(m; (M), X) est supérieur ou égal a
2, i.e. ¥ est un sous-groupe de codimension 1 de 71 (M) (voir [Swa73]). On dira dans ce cas que X est
un sous-groupe de surface de 71 (M).

Remarque Lorsque M est une 3-variété hyperbolique compacte, son groupe fondamental est hy-
perbolique au sens de Gromov. En particulier, 71 (M) ne contient aucun sous-groupe isomorphe a
72 ~ m1(T?) (voir [BH99], corollaire 3.10 page 462). Ainsi, un sous-groupe de surface de m (M) est
nécessairement isomorphe au groupe fondamental d’une surface de genre g > 2.

Fixons M une variété hyperbolique compacte (M sera toujours supposée connexe et orientable)
de dimension trois et notons 71 (M) son groupe fondamental. Dans le but d’obtenir un résultat de
cubulation pour le groupe 71 (M), nous soulevons les questions naturelles suivantes.

Questions
1. m (M) contient-il un sous-groupe de surface ?
2. m (M) contient-il un sous-groupe de surface quasi-convexe ?
3. w1 (M) contient-il beaucoup de sous-groupes de surface quasi-convexes ?

La premiére de ces questions est 'objet d’une conjecture remontant aux travaux de F. Waldhausen
(voir [Wal68]).

Conjecture (Conjecture du sous-groupe de surface). Soit M une 3-variété hyperbolique com-
pacte. Alors w1 (M) contient un sous-groupe de surface.

Nous expliquerons d’ici quelques paragraphes que cette conjecture est désormais résolue, via une
solution récente qui apporte méme une réponse positive aux questions 2 et 3 ci-dessus. Nous allons
cependant commencer par présenter quelques cas particuliers dans lesquels cette conjecture est im-
médiatement résolue, via 'introduction de propriétés algébriques nettement plus fortes que I’existence
d’un sous-groupe de surface.
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Surfaces immergées incompressibles

Au-dela de notre probléme de cubulation dans le cas hyperbolique, cette question est une source de
motivation pour de nombreux travaux sur les 3-variétés. L’existence d’un sous-groupe de surface est
fortement reliée & la présence dans la 3-variété d’une surface incompressible.

Définition. On dit qu'une immersion (resp. un plongement®) S & M d’une surface compacte S de
genre g > 2 dans une 3-variété hyperbolique compacte M est incompressible si 'application induite au
niveau des groupes fondamentaux est un morphisme injectif m (S) — 71 (M).

Une surface immergée incompressible dans M fournit donc automatiquement un sous-groupe de
surface de m1(M). La réciproque est également vraie. En effet, les variétés S et M ont un revétement
universel contractile et sont donc des espaces d’Eilenberg Mac Lane de type K(m,1). Un morphisme
de groupes 71 (S) — w1 (M) peut donc étre réalisé comme application induite au niveau des groupes
fondamentaux par une application continue f : S — M que l'on peut supposer étre une immersion.

On ne peut toutefois pas en général supposer que l'application f est injective. Autrement dit,
I’existence d’un sous-groupe de surface ne suffit pas a garantir la présence d’une surface plongée incom-
pressible dans M. Cette derniére propriété est reliée & d’autres conjectures classiques plus fortes sur la
variété M, que nous passons en revue ci-dessous.

Variétés de Haken

Définition. Une 3-variété hyperbolique compacte M est dite de Haken s’il existe un plongement
S —— M incompressible d’une surface compacte S de genre g > 2 dans M. On dit également que M
est virtuellement de Haken s’il existe un revétement fini M — M tel que M soit de Haken.

Il existe des 3-variétés hyperboliques compactes qui ne sont pas de Haken (voir [Thu79], [Thu82] ou
[HT85]). Cependant, on conjecture la propriété suivante, qui entrainerait immédiatement la conjecture
du sous-groupe de surface énoncée ci-dessus (car la classe des groupes de surface est stable par passage
a un sous-groupe d’indice fini).

Conjecture (Conjecture virtuellement de Haken). Soit M une 3-variété hyperbolique compacte.
Alors M est virtuellement de Haken.

Cette conjecture, due & W. Thurston, est toujours ouverte a I’heure actuelle.

Premier nombre de Betti virtuel

L’existence de surfaces plongées incompressibles dans M est détectable via I’étude des groupes d’ho-
mologie/cohomologie de la variété M. Ces groupes sont déterminés® par le groupe fondamental de M et
le premier groupe de cohomologie & coefficients entiers H'(M,Z) s’identifie a I'espace Hom(my (M), Z)
des morphismes de groupes de m (M) vers Z.

Sous I’hypothése H'(M,Z) # 0, on peut réaliser une classe de cohomologie non-nulle comme un
morphisme 71 (M) — Z non-trivial et ce morphisme est induit au niveau des groupes fondamentaux
par une application continue M — S'. Quitte & remplacer cette application par une application
homotope, on peut supposer que ses valeurs réguliéres ont pour image réciproque dans M des surfaces
plongées incompressibles. En particulier, M est alors de Haken. La conjecture virtuellement de Haken
découlerait alors d’une conjecture portant sur le premier nombre de Betti virtuel de M.

Définition. Soit M une 3-variété hyperbolique compacte. Le premier nombre de Betti virtuel de M,
noté vby (M), est défini par la relation :

vby (M) = sup{bl(]\/{?) | M est un revétement fini de M} e RU {400}

ot by (.) = rang(H;(.,Z)) désigne le premier nombre de Betti.

On formule alors la conjecture suivante.

8Une immersion est un homéomorphisme local, un plongement est une immersion injective.
9H1(M,Z) est abélianisé de 71 (M), Ho(M,Z) = H'(M,Z) = H1(M,Z)/Tor(H1(M,Z)) et H3(M,Z) = Z.
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Conjecture (Conjecture du premier nombre de Betti virtuel non nul). Soit M une 3-variété
hyperbolique compacte. Alors vby (M) > 0.

La conjecture ci-dessus porte donc sur I’existence d’un morphisme non-trivial 71 (M) — Z. Cette
condition est en particulier réalisée lorsqu’il existe un morphisme surjectif 71 (M) —» F5, ou F» désigne
le groupe libre non-abélien engendré par deux éléments.

Cette derniére propriété entraine en fait que le premier nombre de Betti virtuel de M est infini. Il est
également conjecturé que chacune de ces deux propriétés est vérifiée pour les 3-variétés hyperboliques
compactes.

Définition. Soit M une 3-variété hyperbolique compacte. On dit que le groupe fondamental de M est
large 8’1l existe un sous-groupe d’indice fini I' < 71 (M) et un morphisme surjectif I' —» F5.

Remarquons que l'existence de deux sous-variétés de codimension 1 disjointes et de réunion non-
séparante dans une variété compacte orientable X est une condition suffisante pour qu’il existe un
morphisme surjectif 71 (X) —» Fy. En particulier, ceci permet de voir que les groupes fondamentaux
des surfaces compactes de genre g > 2 sont larges, puisqu’il n’est pas difficile de trouver sur une telle
surface deux courbes fermées simples disjointes et non-homologues.

Pour les 3-variétés, lexistence de deux surfaces plongées incompressibles disjointes et de réunion
non-séparante (i.e. indépendantes dans Ha(.,Z)) suffit également a obtenir un groupe fondamental
large. Cette derniére propriété est un renforcement substantiel du fait d’étre de Haken.

Conjecture (Conjecture du premier nombre de Betti virtuel infini). Soit M une 3-variété
hyperbolique compacte. Alors vby(M) = +o0.

Conjecture (Conjecture du groupe fondamental large). Soit M une 3-variété hyperbolique com-
pacte. Alors w1 (M) est large.

Variétés fibrées sur le cercle

Nous décrivons maintenant une classe particuliére de 3-variétés hyperboliques compactes pour les-
quelles D’existence d’un sous-groupe de surface est évidente : il s’agit des variétés qui sont des espaces
fibrées en surfaces au-dessus du cercle!”

Définition. Soit M une 3-variété hyperbolique compacte. On dit que M est fibrée sur le cercle si M
est un espace fibré en surface au dessus du cercle St. On dit également que M est virtuellement fibrée
sur le cercle sil existe un revétement fini M —s M tel que M soit fibrée sur le cercle.

Pour une 3-variété fibrée sur le cercle, les fibres de la fibration M — S! fournissent immédiatement
des surfaces incompressibles dans M. Les conjectures du premier nombre de Betti virtuel non-nul et du
sous-groupe de surface sont donc automatiquement vérifiées pour ces 3-variétés.

Cependant, notant ¥ un sous-groupe de surface correspondant & la fibre de la fibration M — S,
nous verrons au cours du premier chapitre de cette seconde partie que X est un sous-groupe normal de
71(M). Ceci entraine que I'ensemble limite de 'action par isométries de 3 sur M ~ H? est égal a la
spheére 300M ~ S2. En particulier, ¥ n’est pas un sous-groupe de surface quasi-convexe de 71 (M) et
nous ne pouvons donc pas utiliser ce sous-groupe de codimension 1 pour notre programme de cubulation
dans ce cas.

Remarquons pour finir que le cas des 3-variétés fibrées sur le cercle est loin d’étre anecdotique,
car, bien qu’il existe des 3-variétés hyperboliques compactes qui ne sont pas fibrées sur le cercle, on
conjecture tout de méme, en suivant & nouveau W. Thurston, le résultat suivant.

Conjecture (Conjecture virtuellement fibrée sur le cercle). Soit M une 3-variété hyperbolique
compacte. Alors M est virtuellement fibrée sur le cercle.

0voir le chapitre 3 pour une présentation alternative des 3-variétés fibrées sur le cercle via les suspensions d’homéo-

morphismes de surfaces.
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Sous-groupes de surface quasi-convexes

Nous venons d’observer que méme si certaines 3-variétés hyperboliques compactes contiennent tri-
vialement des sous-groupes de surfaces, il n’est pas clair pour autant que ces sous-groupes puissent étre
supposés quasi-convexes dans 1 (M).

Nous allons maintenant présenter les deux comportements géométriques possibles pour les sous-
groupes de surface de m (M) : ceux qui ne sont pas quasi-convexes relévent en fait essentiellement de
la situation décrite ci-dessus des 3-variétés fibrées sur le cercle. Des travaux profonds de F. Bonahon,
A. Marden et W. Thurston se combinent pour former I’énoncé suivant.

Théoréme (Dichotomie des sous-groupes de surface en dimension trois, voir [Mar74], [Thu79]
et [Bon86]). Soit M une 3-variété hyperbolique compacte et v : S & M une immersion incompressible
d’une surface compacte S de genre g > 2 dans M. Alors on a Ualternative :

(1) te(m1(S)) est un sous-groupe de surface quasi-convexe de w1 (M), ou bien,

(1) il existe un revétement fini M de M auquel v se reléeve en une application homotope a l'inclusion
d’une fibre pour une certaine fibration de M sur le cercle.

On peut préciser la situation géométrique dans chacun des cas de cette alternative.

Le cas géométriquement fini

Dans le premier cas, on dit que le sous-groupe de surface . (71(S)) < m (M) est géométriquement
fini*!, ou encore quasi-fuchsien. On dit également que la surface S est quasi-convexe. L’ensemble limite
de action du sous-groupe ¢, (71(5)) sur le revétement universel M de M est alors un cercle topologique
de dimension de Hausdorff strictement inférieure 4 2. En particulier, 9o M \ A(tx(m1(S))) posséde deux
composantes connexes.

Le cas d’une fibre virtuelle

Dans le second cas, on dit que le sous-groupe de surface t.(m1(S5)) est géométriquement infini. 1l
s’agit alors d’un sous-groupe normal d’un sous-groupe d’indice fini de m1(M). En particulier, son en-

semble limite est égal a la sphére a I'infini E)OOM .

On en déduit en particulier le corollaire suivant, qui permet de détecter la quasi-convexité d’un
sous-groupe de surface par la non-vacuité de son ensemble ordinaire (i.e. le complémentaire de son
ensemble limite).

Corollaire (Ensemble ordinaire non-vide implique quasi-convexe). Soit M une 3-variété hy-
perbolique compacte et ¥ < 71 (M) un sous-groupe de surface. Alors ¥ est un sous-groupe quasi-convexe
de m (M) si, et seulement si, A(X) # O M.

Nous allons alors présenter quelques premiers résultats sur l'existence de sous-groupes de surface
quasi-convexes pour certaines classes générales de 3-variétés hyperboliques compactes.

Sous-groupes de codimension 1 quasi-convexes pour les variétés arithmétiques

Le cas des 3-variétés arithmétiques, i.e. M = H?/T" avec I' < Isom(H3) un réseau uniforme sans
torsion dont le commensurateur est dense dans Isom(H?®), est traité par un récent théoréme de M.
Lackenby qui a été une impulsion considérable pour le démarrage de cette thése (voir [LLROS§| et
[Lac10]).

Théoréme (Théoréme du sous-groupe de surface quasi-convexe pour les 3-variétés arith-
métiques, voir [Lac10| théoréme 1.2). Soit M une 3-variété hyperbolique compacte arithmétique. Alors
w1 (M) contient un sous-groupe de surface quasi-conveze.

1 Le sous-groupe de surface ¥ est en fait géométriquement fini au sens classique, c’est-a-dire qu’il existe un e-voisinage
Ce de I’enveloppe convexe dans H? de ’ensemble limite de ¥ dans OscH? tel que le quotient Cc /¥ soit de volume fini.
Mieux, X est en fait dans ce cas convexe-cocompact dans H3, i.e. Co/% est compact.



52

La démonstration de M. Lackenby se déroule en deux étapes. Il démontre tout d’abord que le
groupe fondamental de M est dans le cas arithmétique commensurable & un groupe Kleinien de type
fini contenant un sous-groupe isomorphe & Z/27 x Z/27Z. Or le fait de contenir un sous-groupe de
surface ne dépend pas de la classe de commensurabilité.

Un résultat plus ancien de M. Lackenby, D. Long et A. Reid affirmant que tout groupe Kleinien de
type fini contenant un sous-groupe fini non-cyclique est soit fini, soit virtuellement libre, soit contient
un sous-groupe de surface, permet donc d’affirmer que 71 (M) contient un sous-groupe de surface.

Si celui-ci n’était pas quasi-convexe, on pourrait a ’aide du théoréme de dichotomie se ramener
au cas des 3-variétés hyperboliques compactes virtuellement fibrées sur le cercle que nous traitons ci-
dessous.

Comme nous avons par ailleurs démontré au chapitre 2 que 'existence d’un seul sous-groupe de
surface quasi-convexe suffit & obtenir la cubulation des variétés arithmétiques en toute dimension (voir
théoréme 2.4.1), le résultat de M. Lackenby fournit donc le corollaire 2.4.2 annoncé en section 2.4.

Corollaire (Cubulation des 3-variétés hyperboliques compactes arithmétiques). Soit M une
3-variété hyperbolique compacte arithmétique. Alors w1 (M) est cubiqgue CAT(0).

Sous-groupes de codimension 1 quasi-convexes pour les variétés fibrées sur le cercle

Le théoréme de dichotomie est également & la base de trés nombreuses constructions de sous-
groupes de surface quasi-convexes dans les groupes fondamentaux de 3-variétés hyperboliques compactes
virtuellement fibrées sur le cercle.

Dans ce contexte, D. Cooper, D. Long et A. Reid démontrent tout d’abord qu’il existe toujours au
moins un tel sous-groupe de surface quasi-convexe.

Théoréme (Théoréme du sous-groupe de surface quasi-convexe pour les 3-variétés virtuel-
lement fibrées sur le cercle, (voir [CLR94]) théoréme 2.6). Soit M une 3-variété hyperbolique com-
pacte virtuellement fibrée sur le cercle. Alors w1 (M) contient un sous-groupe de surface quasi-conveze.

Ce résultat est acquis dans le cas ot vby (M) > 1, car alors W. Thurston montre qu’il existe une
surface plongée incompressible dans M qui ne coincide pas avec la fibre d’une éventuelle fibration de
M sur le cercle (voir [Thu86b]). D’aprés un théoréme de W. Heil (voir [Hei81]), le sous-groupe de
surface correspondant est alors égal a son normalisateur dans 71 (M), et donc est quasi-convexe d’aprés
le théoréme de dichotomie.

Dans le cas général, D. Cooper, D. Long et A. Reid présentent une construction de sous-groupe
de surface (que nous exposerons au chapitre 4 de ce mémoire) qui soit fournit un sous-groupe quasi-
convexe, soit fournit (dans un revétement fini) une classe d’homologie indépendante de celle définie par
la fibre, permettant de se ramener au cas précédent.

Des travaux plus récents de J. Masters reprennent la construction de D. Cooper, D. Long et A. Reid
et démontrent qu’il existe en fait une quantité abondante de sous-groupes de surface quasi-convexes
dans le groupe fondamental d’une 3-variété hyperbolique compacte virtuellement fibrée sur le cercle
(voir [Mas06]). Pour formuler précisément cette assertion, introduisons la notion d’épaisseur d’un sous-
groupe de surface, qui est une mesure de ’éventuelle quasi-convexité de celui-ci.

Définition. Soit M une 3-variété hyperbolique compacte et ¥ < 71 (M) un sous-groupe de surface.
1. Si ¥ est géométriquement infini, alors on pose ¢(X) = 4o0.
2. Si ¥ est un sous-groupe convexe de 71 (M) (i.e. un groupe fuchsien), alors on pose ¢(X) = 0.

3. Sinon, on considére I’enveloppe convexe fermée C' dans H? de I’ensemble limite de ¥ et on définit
t(X) comme la distance entre les composantes de bord de la 3-variété a bord compacte C/X.

Le théoréme de J. Masters affirme alors qu’il existe dans le cas fibré des sous-groupes de surface de
m1(M) d’épaisseur arbitrairement grande, i.e. aussi peu quasi-convexes qu’on peut le souhaiter.

Théoréme (Abondance de sous-groupes de surface quasi-convexes pour les 3-variétés vir-
tuellement fibrées sur le cercle, voir [Mas06] théoréme 1.1). Soit M une 3-variété hyperbolique
virtuellement fibrée sur le cercle. Alors il existe une suite ¥; < m1(M) de sous-groupes de surface
quasi-convexes tels que t(X;) n_>—+>oo +00.



53

Ce dernier résultat a joué le role de point de départ de la seconde partie de cette thése. La question
qui se pose naturellement & ce stade est de savoir si parmi les trés nombreux sous-groupes de surface
quasi-convexes du groupe fondamental d’une 3-variété hyperbolique compacte virtuellement fibrée sur
le cercle, on peut en trouver une collection suffisante pour appliquer 'un de nos critéres de cubulation.
La question suivante est soulevée par M. Sageev.

Question Soit M une 3-variété hyperbolique compacte virtuellement fibrée sur le cercle. Le groupe
fondamental de M est-il cubique CAT(0) ?

Le but de cette seconde partie est d’apporter une réponse positive a cette question. En revenant sur
les méthodes de construction proposées par J. Masters , nous développerons également une maniére de
produire de nombreux sous-groupes de surface quasi-convexes de 71 (M), grace auxquels nous pourrons
alors appliquer 'un de nos critéres de cubulation.

Cubulation des 3-variétés hyperboliques compactes

Pour terminer cette introduction, nous énongons enfin les résultats récents de J. Kahn et V. Mar-
kovic sur l'existence de sous-groupes de surface quasi-convexes obtenus sans hypothése sur la 3-variété
hyperbolique ambiante. Les résultats qu’ils obtiennent sont tellement puissants qu’ils s’appliquent méme
au probléme de la cubulation des 3-variétés hyperboliques compactes, en toute généralité.

Ces auteurs obtiennent par des méthodes de recollements quasi-géodésiques aléatoires de pantalons
presque plans de nombreuses surfaces immergées incompressibles fournissant des sous-groupes de surface
quasi-convexes. Il s’agit & ce jour de la seule construction générale de sous-groupes de surface dans les
groupes fondamentaux de 3-variétés hyperboliques compactes (voir [KM10]).

Théoréme (Abondance de sous-groupes de surface quasi-convexes, voir [KM10]). Soit M une
3-variété hyperbolique compacte. Alors pour tout cercle métrique C C 0,oH® (i.e. le bord d’un hyperplan
totalement géodésique) et tout € > 0, il existe un sous-groupe de surface quasi-convere de w1 (M) dont
l’ensemble limite approche C a € prés.

Comme le font indépendamment remarquer N. Bergeron et D. Wise, on peut déduire immédiatement
de ce théoréme le résultat de séparation suivant (voir [BW10]).

Corollaire (Séparation des paires de points distincts du bord). Soit M une 3-variété hyper-
bolique compacte. Alors pour toute paire de points distincts p,q € OsoM, il existe ¥ < m (M) un
sous-groupe de surface quasi-convexe dont l’ensemble limite sépare p et q dans Oso M.

Ce corollaire et notre critére de cubulation 2.3.13 fournissent donc ’énoncé de cubulation suivant.

Corollaire (Cubulation des 3-variétés hyperboliques compactes). Soit M une 3-variété hyper-
bolique compacte. Alors w1 (M) est cubique CAT(0).

Nous discuterons des potentiels avantages des travaux de cette seconde partie par rapport a ’ap-
proche de J. Kahn et V. Markovic lors de la troisiéme partie de cette thése, lorsque sera soulevée la
question plus profonde d’une éventuelle cubulation spéciale des 3-variétés hyperboliques.

Principaux résultats de la seconde partie et organisation des chapitres

Le troisiéme chapitre présente quelques pré-requis classiques de topologie et de géométrie des 3-
variétés hyperboliques fibrées sur le cercle, obtenues par suspensions d’homéomorphismes de surfaces.
Nous étudierons pour ces 3-variétés le revétement infini monogéne associé a la fibration sur le cercle
et le revétement universel, puis nous décrirons tous les revétements finis, obtenus par suspensions de
relevés de la monodromie.

Nous analyserons la structure de produit semi-direct du groupe fondamental d’une telle 3-variété,
ainsi que son action au revétement universel. Nous rappellerons que cette action peut étre semi-
conjuguée par une projection naturelle sur le revétement universel de la fibre. Ce point de vue permet
d’identifier ce groupe fondamental au groupe des relevés des puissances de la monodromie au revétement
universel de la fibre, et sera systématiquement utilisé au cours des chapitres suivants.
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Nous évoquerons alors le probléme général de la géométrisation des suspensions d’homéomorphismes
de surface. Nous rappellerons le théoréme d’hyperbolisation de W. Thurston affirmant que les suspen-
sions hyperbolisables sont exactement celles dont la monodromie est (isotope ) un homéomorphisme
pseudo-Anosov. Ces homéomorphismes sont caractérisés par le fait qu’ils préservent une paire de feuille-
tages singuliers mesurés transverses de la fibre avec une dynamique de dilatation/contraction explicite.

Nous rappellerons alors comment J. Cannon et W. Thurston, munissent le revétement universel de
la fibre ainsi que celui de la 3-variété d’une structure métrique alternative moins rigide que la métrique
hyperbolique. Nous expliquerons alors que cette géométrie permet de capter les informations essentielles
concernant le bord a 'infini du revétement universel de la 3-variété. Nous présenterons enfin la structure
de I’application de Cannon-Thurston prolongeant contintiment l'inclusion du revétement universel de
la fibre dans celui de la 3-variété. La description des fibres de cette application est le premier outil que
nous utiliserons pour la cubulation. Pour le lecteur connaissant bien ces propriétés, ce chapitre est donc
tout a fait facultatif.

Le quatriéme chapitre présente une construction due a D. Cooper, D. Long et A. Reid de surfaces
dites coupées-croisées dans la suspension d’un homéomorphisme pseudo-Anosov ¢ d’une surface F'. Une
telle surface coupée-croisée est construite & partir de la donnée d’une courbe simple ¢ de F' disjointe de
son image par ¢. On peut alors utiliser les courbes ¢ et ¢(c) pour modifier la fibre et construire une
surface immergée dans la suspension M, de ¢ de maniére partout transverse au flot de cette suspension,
ce qui garantit en particulier que la surface obtenue est incompressible.

Nous présentons alors les propriétés générales de ces surfaces coupées-croisées, telles qu’exposées par
D. Cooper, D. Long et A. Reid. Cette étude fait intervenir le choix d’un relevé (plongé) au revétement
universel, que 'on projette sur le revétement universel de la fibre. On obtient alors un polygone P
(un infini-gone en fait) qui capte essentiellement la géométrie de la surface coupée-croisée. Nous rap-
pellerons en effet que le sous-groupe de surface correspondant est quasi-convexe si, et seulement si, le
complémentaire de ce polygone est non-vide.

La derniére moitié de ce chapitre présente alors une description, dans le cas des surfaces coupées-
croisées quasi-convexes, de ’ensemble limite du sous-groupe de surface correspondant. Nous reprendrons
pour cela les travaux de D. Cooper, D. Long et A. Reid, que nous réinterprétons de la maniére suivante.

Le polygone P du revétement universel de la fibre posséde une infinité de cotés qui sont essen-
tiellement des feuilles des feuilletages stable et instable associés a la monodromie. En décomposant le
bord a l'infini de ce revétement universel en trois parties, les points adhérents au polygone, les points
au-dela des cotés stables et les points au-dela des cotés instables, on obtient via I’application de Cannon-
Thurston la décomposition du revétement universel de M, formée de I’ensemble limite du sous-groupe
de surface et ses deux composantes complémentaires.

Cette description n’est pas tout a fait exacte, il faudra expliquer qu’au deld de chaque coté stable ou
instable de P il existe un nombre fini (non nul) de points a traiter a part dont 'image par I’application de
Cannon-Thurston appartient & ’ensemble limite du sous-groupe de surface. Cette description originale,
formulée précisément ci-dessous, est le but de ce second chapitre (voir corollaire 4.2.26).

Corollaire (Séparation des paires de points de 8001\7; par A(w1(S))). Soient p,q € D F.
Alors A(m1(S)) sépare CT(p) et CT(q) dans 0-M, si, et seulement si, p et q sont situés au-dela de

deuz cotés £ et I de P(S) de stabilités opposées et de plus p et q¢ ne sont pas adhérents dans F auz
deux feuilles de F5 ou F* contenant £ et £ ou a leurs feuilles duales.

Le cinquiéme chapitre est alors un exposé de constructions originales de sous-groupes de surfaces
coupées-croisées quasi-convexes, inspirées tout particulierement des constructions antérieures proposées
par J. Masters. Pour présenter ces constructions, nous exposerons des propriétés de structure des relevés
d’une surface coupée-croisée au revétement universel. Si la surface est construite a partir de deux courbes
c et p(c) disjointes, alors nous considérerons le pavage Py du revétement universel F' de la fibre obtenu
en considérant tous les relevés de ¢ et ¢(c). Nous formulerons a 'aide de ce pavage une condition
suffisante de quasi-convexité fondée sur le critére de quasi-convexité du corollaire 4.2.13) raffinant un
résultat de J. Masters (voir proposition 5.2.2).

Proposition (Condition suffisante de quasi-convexité de 71 (S)). Soit C une chambre du pavage
Po. Supposons qu’il existe un relevé § de ¢ fizant un point de F tel que C N @(C) soit une composante
de frontiere commune & C et ¢(C). Alors m1(S) est un sous-groupe quasi-conveze de m (M).
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Au cours du chapitre 4, nous définissons la notion de tripode droit formé d’une géodésique bi-infinie
contenue dans une feuille périodique de F* ou F* et d'un rayon orthogonal contenu dans la feuille
duale. De tels tripodes apparaissent naturellement en regardant les c6tés d’un polygone P associé a la
projection d’une surface coupée-croisée.

Dans la suite du chapitre 5, nous présenterons alors une construction originale qui réalise tout tripode
droit comme paire formé d’un coté et de son rayon dual d’un polygone P associé & une construction de
surface coupée-croisée quasi-convexe (voir corollaire 6.1.4).

Corollaire (Tout tripode droit se réalise au bord d’un polygone P(g) d’une surface cou-
pée-croisée). Soit {¢, r} un tripode droit. Alors il existe une surface coupée-croisée quasi-convezre S
dans un revétement fini M de M, et un relevé S de S dans F x R tel que { est un coté de P(S) dont
r est le rayon dual.

Nous définirons alors une généralisation de la notion de surface coupée-croisée (également due a D.
Cooper, D. Long et A. Reid) qui permet de donner un sens a de telles surfaces lorsque les courbes ¢
et ¢(c) s’intersectent. Nous décrirons également les relevés de ces surfaces au revétement universel et
formulerons une condition suffisante de quasi-convexité qui leur sera facilement applicable.

Enfin, nous étendrons I’énoncé précédent au cas de deux tripodes droits de stabilités opposées dont
les rayons duaux possédent une certaine propriété d’alternance (i.e. ne vont pas du méme co6té a l'infini).
Nous obtiendrons le résultat suivant (voir corollaire 6.1.5).

Corollaire (Toute paire de tripodes droits alternés se réalise au bord d’un polygone P(g)
d’une surface coupée-croisée généralisée). Soit {{,r} et {¢',r'} deux tripodes droits alternés. Alors

il existe une surface coupée-croisée généralisée quasi-convexe S dans un revétement fini M de M, et
un relevé S de S dans F X R tel que £ et £ soient des cotés de ®(S) de rayons duauz respectifs r et r'.

Les constructions évoquées ci-dessus nécessitent 1'utilisation de propriétés de séparabilité des groupes
de surfaces (voir la conclusion de la premiére partie pour la définition de la notion de séparabilité).
Nous supposerons donc connu le théoréme de P. Scott affirmant que les sous-groupes de type fini des
groupes de surface sont séparables (voir [Sco78| et [Sco85]).

Dans le sixiéme chapitre, nous appliquerons ces constructions au probléme de la séparation des paires
de points distincts du bord du revétement unversel de M, par des ensembles limites de sous-groupes
de surface quasi-convexes de 71 (M ). Nous obtiendrons le résultat suivant (voir théoréme 6.2.1).

Théoréme (Séparation des paires de points distincts du bord). Soit M une 3-variété hyperbo-
ligue compacte virtuellement fibrée sur le cercle. Alors pour toute paire de points distincts p,q € Oso M,
il existe X < m (M) un sous-groupe de surface quasi-convexe dont l’ensemble limite sépare p et q dans
Oso M .

A Daide de ce théoréme de séparation et de notre critére de cubulation 2.3.13, nous obtiendrons le
corollaire ci-dessous (voir corollaire 6.2.2), qui est le but de cette seconde partie.

Corollaire (Cubulation des 3-variétés hyperboliques compactes virtuellement fibrées sur
le cercle). Soit M une 3-variété hyperbolique compacte virtuellement fibrée sur le cercle. Alors w1 (M)
est cubique CAT(0).

Remarquons pour finir que le cas des 3-variétés virtuellement fibrées sur le cercle ne doit pas étre
considéré comme particuliérement restrictif. Nous avons déja énoncé au début de cette introduction la
conjecture virtuellement fibrée sur le cercle, qui permettrait de ramener la question de la cubulation
des 3-variétés hyperboliques compactes quelconques a ’énoncé de notre théoréme ci-dessus.
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Conjectures sur les 3-variétés hyperboliques compactes

En annexe de cette introduction, nous présentons la chaine de conjectures classiques sur les 3-variétés
hyperboliques compactes que nous venons de mettre en évidence. Ce diagramme sera complété dans
I'introduction de la troisiéme partie.

Nous avons vu que le seul résultat établi en toute généralité est 1’existence d’un sous-groupe de
surface (et donc, d’aprés le théoréme de dichotomie et les arguments de D. Cooper, D. Long et A. Reid,
Pexistence également d’un sous-groupe de surface quasi-convexe). Les propriétés (ordonnées par ordre
logique décroissant) du groupe fondamental large, du premier nombre de Betti virtuel infini ou non nul
et de la conjecture virtuellement de Haken sont & ce jour toujours ouvertes, la conjecture virtuellement
fibrée sur le cercle venant s’insérer au-dessus de celle du premier nombre de Betti virtuel non nul.

Nous expliquerons dans l'introduction de la troisiéme partie de cette thése que des résultats trés
récents et non complétement vérifiés a ce jour de D. Wise permettent d’établir I’équivalence des trois
conjectures virtuellement de Haken, virtuellement fibrée sur le cercle et du premier nombre de Betti
virtuel non nul.

M est une 3-variété
hyperbolique compacte

Y

m1(S) < mi (M)

!

M est virtuellement

de Haken
M est virtuellement
b1 (M 0 |
vbi(M) > fibrée sur le cercle
Vbl(M) = +OO

w1 (M) est large

FIGURE 2.4.2 — Diagramme logique des conjectures classiques sur les 3-variétés hyperboliques compactes.
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3.1 3-variétés virtuellement fibrées sur le cercle

Dans cette section, nous présentons quelques propriétés topologiques des 3-variétés fibrées sur le cercle,
vues comme suspensions d’homéomorphismes de surface. Nous nous intéresserons tout particuliérement
a certains de leurs revétements ainsi qu’a leur groupe fondamental.

Fixons pour la durée de cette section une surface F' connexe compacte orientable ainsi qu’une
transformation ¢ € Homeo(F') préservant 'orientation.

3.1.1 3-variétés fibrées sur le cercle

Nous considérons la transformation ., € Homeo(F x R) définie par la relation vy (z,t) = (¢(z),t+1)
pour tout (z,t) € F x R. L’action du sous-groupe Z ~ (V) < Homeo(F x R) sur F' x R est bien str
libre, propre et cocompacte.

F ><\{—1} F x {0} F x {1} Fx{2}

() — (p(2), t + 1)

FIGURE 3.1.1 — Générateur de l'action de Z sur F' x R.

Définition 3.1.1. La suspension de 'homéomorphisme ¢ : FF — F est la variété topologique de
dimension trois M, = (F' x R)/Z munie de la topologie quotient, pour I’action de Z définie ci-dessus.
L’homéomorphisme ¢ est alors appelé la monodromie de la suspension.

Il est clair que F' X [0, 1] est un domaine fondamental compact pour cette action et que toute orbite
rencontre une unique fois le produit F x [0, 1]. Les identifications dans F x [0, 1] ont donc lieu entre les
surfaces F' x {0} et F' x {1}, via 'action du générateur 1 de Z identifiant les points (x,0) et (p(z), 1),
pour tout € F'. Définissons alors sur le produit F' x [0, 1] la relation d’équivalence ~, pour laquelle
(x,0) ~, (p(x),1) pour tout = € F.

La suspension M, est homéomorphe a I’espace topologique quotient (F' x [0,1])/ ~, obtenu par
recollement des composantes de bord du produit F' x [0, 1] & 'aide de ’homéomorphisme ¢.

F x {0} F x {1}

<>

P

FIGURE 3.1.2 — Suspension d’un homéomorphisme par recollement.

Plus précisément, 'inclusion naturelle F x [0,1] < F X R induit un homéomorphisme entre les
espaces (F x [0,1])/ ~, et (F x R)/Z. Dans la littérature, la suspension d’'un homéomorphisme est le
plus souvent définie via I'espace (F' x [0,1])/ ~.
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Remarques

1. Notons S! = {z € C | |z| = 1} le cercle unité du plan complexe muni de la topologie usuelle.
Notant [.]~_ les classes d’équivalence de la relation ~,, I’application continue :

for (Fx[01])/~, — S
[(z, )]~ s e2im(t—[1)

est une fibration de fibre f;'(1) s’identifiant a 'image de F'x {0} dans M. On dit que la 3-variété
M, est fibrée sur le cercle, de fibre la surface F' et de monodromie I’'homéomorphisme ¢.

2. La fibre F' est vue comme contenue dans M, via U'inclusion F' = F x {0} — F x R — M,,.
En effet, application quotient F' x R — M, est méme injective sur F x [0,1[. Ce plongement
F —— M., est de plus mi-injectif, i.e. F' est une surface plongée incompressible dans M., (voir le
corollaire 3.1.4 pour une justification de ce fait).

3. La classe d’homéomorphisme de la variété M, et uniquement déterminée par la classe d’isotopie de
la monodromie ¢ (voir [Thu86a]). Autrement dit, deux suspensions M, et My, sont homéomorphes
si, et seulement si, il existe h € Homeog (F') tel que ¢ = ¢oh (i.e. p et ¢ appartiennent & une méme
composante connexe du groupe topologique Homeo(F') muni de la topologie compacte-ouverte).

Définition 3.1.2. Une 3-variété compacte connexe M est dite virtuellement fibrée sur le cercle s’il
existe un revétement fini M de M homéomorphe a la suspension M, d’'un homéomorphisme de surface
compacte connexe orientable.

3.1.2 Revétements d’une suspension

Dans ce paragraphe, nous introduisons un modéle pour le revétement universel de M, et présentons
également les revétements finis de cette 3-variété.

3.1.2.1 Revétement infini monogéne

L’application quotient 7o : FF x R — (F x R)/Z = M, est un revétement galoisien, que nous
appellerons revétement infini monogéne de M.,.

Fx{-1} Fx{0} Fx{1} F x{2}

s// g”‘/\ \\x s// e’?\ \\x
. )
"\v \/ "\v \/

FIGURE 3.1.3 — Le revétement infini monogéne de M,,.

Un des intéréts de ce revétement infini monogéne réside dans sa structure naturelle de produit, qui
permet de définir un flot sur la suspension M, par projection des droites naturelles du produit F' x R.

Définition 3.1.3. Une ligne de flot de F xR (resp. M,,) est une partie de la forme £, = {z} xR C FxR
(resp. oo ({2} X R) C M) avec z € F.

Une ligne de flot de M, est donc une sous-variété injectivement immergée de dimension 1, plongée
et homéomorphe & S' si elle intersecte F en un point (p-périodique et homéomorphe & R sinon.
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3.1.2.2 Revétement universel

Introduisons un revétement universel 7 : F — Fdelafibre F. Alors la composée Ty = oo (mp Xid) :
F xR — M, est un modele pour le revétement universel de M.
L’inclusion de la fibre F' = F'x{0} — M, se reléve alors en une inclusion F = F x {0} — FxR

permettant d’identifier le revétement universel F de la fibre F 4 la partie F x {0} de F x R, au sens
ol TM|Fx {0} = TF- On en déduit I'incompressibilité annoncée de la fibre.

Corollaire 3.1.4 (Fibre incompressible). L’inclusion F = F x {0} — M, est m-injective.
La structure produit permet & nouveau de définir des lignes de flot au revétement universel.

Définition 3.1.5. Une ligne de flot du revétement universel est une droite de la forme Lz = {Z} x R
avec T € I, i.e. une composante connexe de I'image réciproque dans F' x R d’une ligne de flot de F' x R.

3.1.2.3 Revétements cycliques

Nous présentons maintenant les revétements finis évidents de M, obtenus en passant & un sous-groupe
d’indice fini pour 'action de Z sur F' x R considérée. L’assertion suivante est claire.

Lemme 3.1.6 (Revétements cycliques d’une suspension). Le revétement fini (F x R)/nZ de M,
est homéomorphe a la suspension M~ de ’homéomorphisme @™ : ' — F'.

Remarque Notons II,, : S' — S! le revétement de degré n défini par la relation IT,,(e2™) = 2™t
n: Mgn — M, le revétement cyclique décrit ci-dessus et f, et f,» les fibrations de M, et M, sur
le cercle. Alors II,, o fon = f, 0 mp.

3.1.2.4 Revétements finis de la fibre
Fixons un revétement fini connexe 7 : F —» F, un entier n € Z \ {0} et un relevé! ¢ : F— Fde p"
a F (i.e. un homéomorphisme de F tel que 7o = o™ o 7).

Lemme 3.1.7 (Suspensions de relevés de puissances de la monodromie). Le revétement fini
7xid : F xR — F xR induit un revétement fini My, — Mn, donc M, est un revétement fini de M,,.

Proposition 3.1.8 (Revétements finis d’une suspension). Tout revétement fini de M, est (ho-
méomorphe &) la suspension d’un relevé d’une puissance non nulle de ¢ & un revétement fini de F.

3.1.3 Groupe fondamental d’une suspension

Fixons un point base p € F, également utilis¢é comme point base de M, via l'inclusion F' — M.,,.
Nous identifions classiquement le groupe fondamental 71 (F) = 71 (F,p) au groupe d’automorphismes
Aut(rp) du revétement universel de la fibre F' ainsi que le groupe fondamental 71 (M) = 71 (M, p) au
groupe d’automorphismes Aut(mys) du revétement universel de la suspension M.,,.

Suite exacte de fibration

1. Le revétement galoisien 7, a par construction un groupe d’automorphismes égal a (yoo) ~ Z.
Le revétement universel 7 X id de F' X R a pour groupe d’automorphisme Aut(mr) vu comme
sous-groupe de Homeo(F' x R) par adjonction de Iidentité sur le facteur R.

2. En conséquence, 71(F) = Aut(mp) est un sous-groupe normal de 71 (M) et le groupe quotient
w1 (M) /7 (F) est isomorphe & Z. La suite exacte 0 — m (F) — 71 (M) —» Z — 0 est induite
en homotopie par la fibration F — M, — S!.

Sections du morphisme 7 (M) — Z

1. Pour tout relevé @ : F —» F de ¢ a F, la transformation v(@) : (Z,t) — (3(Z),t + 1) reléve
Pautomorphisme 7., & Homeo(F x R).

2. Le groupe w1 (M) est le produit semi-direct des sous-groupes m1 (F) et (v(@)) de Homeo(F x R).

1Pour tout revétement fini £ — F de F, il existe n € N* tel que ¢™ se releve a F (car 71 (F') est un groupe de type
fini et donc posséde un nombre fini de sous-groupes d’indice fini fixé).
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Présentation de 71 (M) Supposons que le point base p € F est un point fixe de la monodromie, de
sorte que ¢ induise un automorphisme ¢, du groupe fondamental 1 (F') (cette hypothése peut toujours
étre réalisée quitte a isotoper la monodromie).

1. Pour tout relevé @ : F — F de 0 a F, on a la relation d’équivariance poo = p.(c) o dans

Homeo(F'), pour tout o € m1(F). En conséquence, I’action par conjugaison de {y(9)) sur w1 (F)
réalise ¢, i.e. 7(p) oo ov(@)~! = ¢« (o) dans Homeo(F x R), pour tout o € m(F).

2. Le groupe fondamental 7y (M) est donc isomorphe au produit semi-direct 71 (F') X, Z associé a
Pautomorphisme @, € Aut(m(F)). Il est donc également isomorphe au groupe de présentation
(m1(F),7 | o171t = p.(0),Vo € w1 (F)), aussi appelé extension HNN de m1(F) par ..

3.1.4 Action de m;(M) sur le revétement universel F de la fibre

Nous présentons enfin une vision bidimensionnelle du groupe 71 (M) obtenue en identifiant ce groupe
a celui des relevés des puissances de la monodromie opérant au revétement universel de la fibre.

Hypothése. Nous supposerons dorénavant que ¢ est d’ordre infini dans le groupe Homeo(F'). Cette
hypotheése a la conséquence immeédiate suivante.

Lemme 3.1.9. Soit g € Homeo(ﬁ') un relevé d’une puissance de ¢ @ F. Alors il existe un unique n € Z
tel que g reléve ™.

A tout relevé g d’une puissance ¢” de la monodromie dans Homeo(f), on associe alors une trans-
formation v(g) : (Z,t) — (g(Z),t+n) € Homeo(F x R) qui est un élément de 1 (M). Réciproquement,
le flot lié a la structure produit de F' x R permet, en oubliant la partie de translation d’un élément de
7m1(M), de définir un relevé d’une puissance de la monodromie opérant sur F'.

Notation Nous noterons ® : F x R —s F' la projection sur le premier facteur.

Si g € 71 (M), alors la transformation ¢g® : ¥ — ®(g(,0)) est un relevé d'une puissance de ¢ (car
étant donné un relevé @ de p a F, g s’écrit sous la forme g = o o y(p)" et alors g% reléve ).

Lemme 3.1.10. Les applications g — v(g) et g — g® sont des isomorphismes de groupes réciproques
entre le groupe fondamental w1 (M) = Aut(mp) et le groupe des relevés des puissances de ¢ a F.

On dit que les actions du groupe 71 (M) sur FxR par automorphismes du revétement universel
et sur F' par relevement des puissances de la monodromie sont semi-conjuguées par la projection
® . FF x R — F associée au flot de la suspension.

Quelques sous-groupes de 1 (M)

1. L’application d’oubli de la partie de translation g — ¢® induit l'identité sur le groupe fonda-
mental de la fibre, i.e. ¢® = o pour tout o € w1 (F) et 71 (F) est le groupe des relevés dans F' de
¢? =1id, i.e. le groupe d’automorphismes du revétement universel de la fibre.

2. Pour n € Z\ {0}, le sous-groupe {g® | g € m1(Myn)} est le groupe des relevés dans F des
puissances de ™.

3. Plus généralement, si 1 : F — F est un relevé d'une puissance de ¢ dans un revétement fini F
de F, alors le sous-groupe {g® | g € m1(My)} est le groupe des relevés a F' des puissances de 1.

Remarque On peut d’ores et déja exhiber une différence majeure entre les actions de 71 (M) sur
FxR par automorphismes de revétement et sur F par relévement des puissances de la monodromie.
Supposons par exemple que ¢ possede un point périodique dans F. Alors il existe un relevé d’une
puissance de ¢ a F qui posséde un point fixe dans F'. Ainsi, 71 (M) n’agit pas librement sur F, par
opposition au fait que w1 (M) agit librement sur F xR. On peut penser qu’il s’agit 1a du prix & payer
pour passer d’'un modéle tridimensionnel & un modéle bidimensionnel pour ce groupe.

Pour conclure, remarquons que les notions exposées n’utilisent jamais le fait que la fibre F' est une
surface. Celle-ci peut donc partout étre remplacée par un espace topologique X pas trop pathologique,
i.e. admettant un revétement connexe et simplement connexe par exemple. Pour I’étude a suivre de la
géométrie de ces suspensions en revanche, nous utiliserons le fait que la fibre est une surface.
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3.2 Hyperbolisation et bord a l’infini

Le théoréme de géométrisation de Thurston-Perelman (voir [Thu82] ou [Boi] pour un aper¢u) démontre
que toute 3-variété compacte peut étre décomposée canoniquement en morceaux modelés sur 'une des
huit structures géométriques de dimension 3 : R?, 3, H3, H? x R, S? x R, Nil, Sol ou SL(R).

Les travaux de W. Thurston sur les surfaces (voir [FLP'79]) permettent de comprendre quelles
suspensions admettent une structure hyperbolique (on pourra consulter [Thu86a] ou [Ota96]).

Remarques sur le genre de la fibre

1. Une suspension de fibre F = S? n’est pas irréductible. Or toute 3-variété hyperbolique compacte
M est irréductible, i.e. tout plongement S? < M s’étend en un plongement B3 — M.

2. Lorsque la fibre F' d’une suspension M,, est le tore T?, Pincompressibilité de la fibre garantit que
71 (M) contient un sous-groupe isomorphe & Z? = 7, (T?), donc n’est pas hyperbolique au sens de
Gromov et n’est donc pas isomorphe & un réseau uniforme de PSLy(C).

Hypothése. On supposera désormais que F est une surface hyperbolique, i.e. une surface connexe
compacte orientable de genre g > 2 munie d’une métrique riemannienne a courbure —1.

3.2.1 Présentation du théoréme d’hyperbolisation

La classe d’isomorphisme du groupe fondamental d’une suspension M, ne dépendant que de la classe
d’isotopie de ¢ dans Homeo (F'), le probléme de la géométrisation de ces suspensions a historiquement
conduit W. Thurston & développer naturellement une classification des homéomorphismes de surfaces
hyperboliques a isotopie prés. Dans cette classification, trois cas émergent, dont la classe des homéo-
morphismes dits pseudo-Anosov, généralisant la notion d’homéomorphismes d’Anosov du tore T2 et
intimement liés & 'existence d’une structure hyperbolique sur une suspension.

Théoréme 3.2.1 (Classification de Nielsen-Thurston (voir [CB88| ou [Thu86a])). Tout homéo-
morphisme d’une surface compacte de genre g > 2 non-isotope & un homéomorphisme périodique ou
réductible est isotope & un homéomorphisme pseudo-Anosov?, au sens des définitions suivantes :

(7) Un homéomorphisme d’une surface F' est dit périodique s’il est d’ordre fini dans Homeo(F).

(#4) Un homéomorphisme ¢ d’une surface F est dit réductible s’il permute une famille finie non vide
de courbes fermées simples non homotopes a 0 et deux a deux disjointes.

(747) Un homéomorphisme ¢ d’une surface F' est dit pseudo-Anosov s'il existe sur F' deux feuilletages
(voir les définitions au paragraphe suivant) singuliers transverses et transversalement mesurés
(F5, 1) et (F*, u*) et un nombre réel A > 1 tels que ¢ préserve F* et F* et multiplie les
mesures transverses en rapport inverse, i.e. o(F%, u®) = (F%,Au®) et o(F4, ut) = (F4 A" 1ub).
Les feuilletages F*° et F* sont appelés les feuilletages stable et instable associés a ¢ et le nombre
A est la dilatation de .

Géomeétrisation pour les suspensions d’homéomorphismes périodiques ou réductibles

1. Lorsque ¢ est un homéomorphisme périodique de la fibre I, la suspension M, admet une structure
géométrique modelée sur le produit H? x R.

2. Lorsque ¢ est un homéomorphisme réductible de la fibre F', la suspension M, posséde un tore
plongé incompressible et doit étre découpée en morceaux admettant des structures géométriques.

Géomeétrisation pour les suspensions d’homéomorphismes pseudo-Anosov

Théoréme 3.2.2 (Théoréme d’hyperbolisation pour les variétés fibrées (voir [Thu86a], [Ota96]
ou [Kap01])). Soit F une surface hyperbolique et ¢ € Homeo(F') un homéomorphisme pseudo-Anosov.
Alors la suspension M, admet une métrique riemannienne & courbure sectionnelle —1.

Une 3-variété hyperbolique compacte (connexe et orientable) M est donc virtuellement fibrée sur

le cercle 'il existe un revétement fini M de M tel que M soit homéomorphe 4 la suspension M, d’un
homéomorphisme pseudo-Anosov d’une surface compacte connexe orientable de genre g > 2.

2De plus, un homéomorphisme isotope & un homéomorphisme pseudo-Anosov ne peut étre ni périodique ni réductible.
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3.2.2 Feuilletages transverses et transversalement mesurés

Nous présentons maintenant quelques propriétés générales des homéomorphismes pseudo-Anosov et des
feuilletages qui les caractérisent.

Notation Pour n € N* notons w,: C — C Iélévation a la puissance n.
z — 2"

Définition 3.2.3. Pour k > 3, on appelle singularité verticale (resp. horizontale) d’ordre k la partition
de R? ~ C en feuilles de la forme D?/* ot D est une droite affine verticale (resp. horizontale) arbitraire
de C et D*/*F = w, H(wa(D)).

Définition 3.2.4. Un feuilletage (topologique) singulier F sur une surface compacte F est la donnée
d’un ensemble fini de points singuliers ¥ C F et d’une partition de F'\ ¥ en sous-ensembles appelés
feuilles tels que :

(i) pour tout z € F\Y, il existe un voisinage ouvert U de x dans F'\ ¥ et une carte® ¢ : U — R? telle
que la partition de U induite par les feuilles de F ait pour image par ¢ la partition de ¢(U) C R?
en droites verticales,

(ii) pour tout x € ¥, il existe k > 3, un voisinage ouvert U de x dans F et une carte ¢ : U — R?
avec ¢(x) = 0 telle que la partition de U induite par les feuilles de F ait pour image par ¢ la
partition de ¢(U) C R? induite par la singularité verticale d’ordre k.

S
\ —

FIGURE 3.2.1 — Singularité verticale d’ordre 3.  FIGURE 3.2.2 — Singularité verticale d’ordre 4.

I\

Les feuilletages singuliers possédent donc deux types de feuilles ¢, celles réguliéres vérifiant la condi-
tion £NY = 0 et celles singuliéres pour lesquelles au contraire £ NY # ().

Définition 3.2.5. Soit F un feuilletage singulier sur F. Une mesure transverse sur F est la donnée,
pour tout arc plongé « : [0,1] — F transverse & F d’une mesure borélienne p,, sur «([0, 1]), de support
total et non-atomique, telle que :

(1) Pour tout arc 5 C «, ug soit la restriction de p, & (’ensemble des boréliens de 'image de) 3,

(#9) Sia,p :]0,1] — F sont deux arcs transverses & F et homotopes relativement aux feuilles de F
(i.e. par une homotopie H : [0,1] x [0,1] — F telle que H(0,.) = a, H(1,.) = f3 et telle qu’il existe
4,0 feuilles de F avec H(.,0) € £ et H(.,1) € ¢, avec de plus H(0,s) et H(1,s) appartenant a
une méme feuille pour tout s € [0,1]), alors pg = h. (i) ot b : a(]0,1]) — 5(]0,1]) est définie
par h(a(t)) = B(t).

=\

FIGURE 3.2.3 — Arcs transverses au feuilletage et homotopes le long de feuilles réguliéres.

Un feuilletage transversalement mesuré sur F' est un feuilletage singulier muni d’une mesure transverse.

3Une carte est ici & prendre au sens topologique, i.e. un homéomorphisme local.



64 3.2. HYPERBOLISATION ET BORD A L’INFINI

Définition 3.2.6. Soient F, F’ deux feuilletages singuliers sur F. On dit que F et F’ sont transverses
s’ils posseédent le méme ensemble de point singuliers > C F et si :

(i) pour tout z € F'\ %, il existe un voisinage ouvert U de x dans F'\ ¥ et une carte ¢ : U — R?
telle que la partition de U induite par les feuilles de F (resp. F') soit envoyée sur la partition de
#(U) C R? en droites verticales (resp. horizontales),

(ii) pour tout x € ¥, il existe k > 3, un voisinage ouvert U de x dans F et une carte ¢ : U — R?
avec ¢(x) = 0 telle que la partition de U induite par les feuilles de F (resp. F') soit envoyée sur
la partition de ¢(U) C R? induite par la singularité verticale (resp. horizontale) d’ordre k.

F

JT_'I

FIGURE 3.2.4 — Transversalité locale au voisinage d’une singularité d’ordre 3.

Définition 3.2.7. Un homéomorphisme ¢ : F — F est dit pseudo-Anosov §’il existe un couple
(F2,p1®) et (F*, p*) de feuilletages singuliers transverses et transversalement mesurés sur F' dont les
feuilles sont permutées par ¢ et un nombre A > 1, tels que, p(F®, u®) = (F*, Ap®) et o(F*, u*) =
(Fu, A= 1u®). Autrement dit, pour tout arc « : [0,1] — F transverse a F* (resp. F*), on a la relation
B3y = Aps (1) (resp. p ) = A" ou(ug))-

Un exemple d’homéomorphisme pseudo-Anosov d’une surface de genre 2 obtenu par un revétement
ramifi¢ du tore T? et un relévement d’un difféomorphisme d’Anosov est décrit page 273 de [Kap01].

3.2.3 Géométrie localement euclidienne a singularités sur la fibre

Nous expliquons maintenant comment la donnée d’un homéomorphisme pseudo-Anosov ¢ et des feuille-
tages (F*, u®) et (F*, u*) permet de munir le revétement universel F' de la fibre d’une structure métrique
CAT(0), localement euclidienne en dehors de singularités isolées et hyperbolique au sens de Gromov
(pour plus de détails, on pourra consulter [CT07] ou 'appendice de [CLR94]).

Une métrique riemannienne a singularités sur la fibre F

Rappelons que ¢ préserve globalement les feuilletages F° et F* tout en dilatant les mesures trans-
verses dont sont équipés ces feuilletages. Plus précisément, si « C F' est un arc transverse au feuilletage
stable F® (par exemple un arc contenu dans une feuille de F*), alors p®(¢(a)) = Ap®(«). Ceci signifie
en particulier que ¢ dilate les feuilles instables du facteur A > 1 (et également contracte les feuilles
stables de ce méme facteur).

u

<
N

Fe z

FIGURE 3.2.5 — Action locale de ¢ sur F'\ Sing vue dans une carte.



CHAPITRE 3. TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DES 3-VARIETES FIBREES SUR LE CERCLE 65

Les feuilletages F* et F* définissent des coordonnées locales euclidiennes (z, y) sur le complémentaire
dans F' de ’ensemble fini Sing C F' des singularités communes aux deux feuilletages. Nous supposerons
que z est constante le long des feuilles de F*, tandis que y est constante le long des feuilles de F*. La
mesure p° coincide alors localement avec dy, tandis que pu® s’identifie localement & dz. L’action de ¢
sur F' est donc donnée localement, dans les coordonnées locales associées aux feuilletages au voisinage

. . . . At
d’un point régulier et de son image, par la matrice < 0 g )

On peut donc définir sur F'\ Sing une métrique riemannienne localement euclidienne par la formule
dt? = dxz?+dy?. Cette métrique admet une complétion a la surface F' qui est une métrique riemannienne
compléte avec un nombre fini de singularités isolées.

Une métrique riemannienne a singularités sur le revétement universel F' de la fibre

On reléve alors dt en une métrique riemannienne compléte & singularités, toujours notée dt, sur le
revétement universel F de F de sorte que la projection 7p : F — F soit une isométrie locale. En
dehors de ’ensemble 7 (Smg) des relevés dans F' des points singuliers, cette métrique est & nouveau
donnée par la formule dt? = dz? + dy?, ou (z,y) sont les coordonnées euclidiennes locales associées
aux relevés des feuilletages transverses et transversalement mesurés (j:; 0 et (ﬁ,ﬁ) obtenus par
reléevement des feuilletages mesurés (F*, u*) et (F*, u*) dans F.

Lemme 3.2.8 (Distance géodésique CAT(0)). La distance de longueur associée & la complétion
de la métrique dt? = dx? + dy? définie sur F\ w}l(Sing) est une distance géodésique et CAT(0) sur F.

Démonstration. Les singularités des feuilletages ayant au moins k& > 3 branches, les angles coniques
(k—1)7 en ces points singuliers sont supérieurs ou égaux a 27, donc 'espace métrique F ainsi construit
est & courbure négative ou nulle. O

Les géodésiques locales de (f‘ \w}l(Sing), dt) sont les géodésiques euclidiennes. Tout segment (resp.
rayon, droite) contenu dans une feuille de ¢ ou F* est donc un segment (resp. rayon, droite) géodésique.

Analogie avec les complexes carrés CAT(0)

L’observation du revétement universel F de F muni des feuilletages F* et Fu met en évidence
une structure de complexe carré CAT(0). De tels carrés sont apparents dans un voisinage modeéle d’un
point régulier ou singulier. Ces singularités étant isolées a distance minorée par une constante g > 0,
on peut discrétiser I'espace a l'aide de carrés de taille comparable & g dont les cotés sont des segments
alternativement contenus dans une feuille de F* ou bien une feuille de F* (et de maniére m(F)-
invariante). On voit alors émerger I'image d’une structure de complexe carré CAT(0) pour F , chaque
sommet appartenant & au moins quatre carrés. Cette structure est bien visible sur la~ﬁgure 3.2.4.

On pourra garder en téte cette vision carrée CAT(0) du revétement universel F' de F', qui peut
éclairer sous un angle nouveau nombre des résultats que nous proposerons aux chapitres suivants.

3.2.4 Géométrie a grande échelle de F xR

Pour étudier le bord d’une 3-variété hyperbolique compacte fibrée sur le cercle, J. Cannon et W.
Thurston construisent a I'aide des feuilletages F* et F* une distance géodésique quasi-isométrique a la
distance hyperbolique sur le produit F' x R (voir & nouveau [CT07] et [CLR94]).

__ Pour des études plus proches de la théorie géométrique des groupes de la géométrie du bord de
F x R, on pourra également consulter a profit les articles [BF92], [Mit98a] et [Mit98b].

Construction d’une métrique riemannienne a singularités sur FxR

La surface ouverte F' \ Sing est munie de coordonnées locales euclidiennes (z,y) provenant des
feuilletages mesurés F* et F*. Sur le produit (F' \ Sing) x R, muni d’une coordonnée globale z sur le
facteur R, on définit une métrique riemannienne par la formule :

ds? = N2da? + X" dy? + d22.

Cette métrique admet une complétion & F' xR qui est une métrique riemannienne compléte a singularités
pour laquelle I'action de Z définie sur F' x R au paragraphe 3.1.1 est une action par isométries.
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Corollaire 3.2.9 (Métrique singuliére de M,). La métrique ds définie ci-dessus induit sur le
quotient M, = (F x R)/7Z une métrique riemannienne compléte a singularités, encore notée ds.

Enfin, la métrique ds (de F' xR ou de M) se reléve au revétement universel F xR en une métrique
riemannienne compléte & singularités, qu1 sera egalement notée ds. Notant (z,y) les coordonnées eucli-

diennes locales associées aux feuilletages Fset Fuetzla coordonnee globale de R dans F x R relevant
celle définie pour F x R, alors la métrique ds est donnée sur (F'\ n5!(Sing)) x R par la méme formule :

ds® = \2da® + N2 dy? + d22.
Propriétés a grande échelle de la géométrie de FxR

Nous mettons en évidence quelques propriétés de convexité de I'espace métrique (ﬁ x R,ds), en vue
de I’étude du bord hyperbolique de F' x R au paragraphe suivant.

Lemme 3.2.10. Les lignes de flot {T} x R sont des géodésiques du revétement universel (ﬁ x R, ds).

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence directe de la formule ds? = \?*dx? + A\=2*dy? + dz? (au
moins pour les lignes de flot ne passant pas par un point singulier). ]

En partlcuher on en déduit que pour un point ¢ = (7,t) € F xR, ona Pégalité d(q, ) =t. Les
feuilletages Fs et Fu permettent ensuite de mettre en évidence d’autres parties convexes de (F xR, ds).

Proposition 3.2.11 (Hyperplans totalement géodésiques isométriques a H?). Soit ¢ une droite
topologique (i.e. une copie proprement plongée de R) contenue dans une feuille de F* ou F*. Alors :

1. Le plan topologique £ X R est une partie géodésiquement conveze de (f x R, ds), dont le complé-
mentaire dans F' X R posséde deux composantes connexes également géodésiquement convezes.

2. Le plan (£ x R, ds) est isométrique a un plan hyperbolique H? de courbure k = —In(\).

3. Les droites topologiques £ x {t} pour t € R fizé sont des horocycles basés en un méme point pso
du bord de £ x R.

4. Les lignes de flot {p} x R avec p € € sont les géodésiques issues du point & I'infini peo.

Démonstration. 1. Puisque dt est & courbure négative ou nulle, pour tout = € F , il existe un unique
segment géodésique reliant Z a un point de £ qui soit orthogonal a ¢. On dispose donc d'une
application de projection orthogonale py : F — £ qui est 1-Lipschitzienne pour la métrique dt.
On étend alors cette projection au produit FxR pour obtenir une application py : FxR — {x R,
dont on peut vérifier & I'aide de la formule ds? = A\??dx? + \~2?dy? + dz? qu’elle est également
1-Lipschitzienne. On en déduit donc que le plus court chemin entre deux points de ¢ x R est
contenu dans ¢ x R.

2. Supposons que £ est une feuille de Fu (i.e. de coordonnée x constante). La métrique ds est donc
définie sur le plan ¢ x R par la formule ds?> = A~2?dy® + dz?. On change de paramétrage pour
ce plan via le changement de coordonnées (y,t) — (y/,2') avec v/ = In(A\)y et 2/ = A\*. Alors

dy/ dz' ) dy/Q +d2l2 . R
Yy = et dz = N7 de sorte que ds* = —————. On reconnait donc (le modéle du
)

In(\) In( In(A)z"?
demi-plan de Poincaré d’) un plan hyperbolique de courbure —In(\) < 0.

3. Les horocycles issus du point {co} de ce plan hyperbolique sont les droites de coordonnée z' = \*
constante, i.e. les droites de la forme ¢ x {t} avec t € R.

4. Les géodeésiques issues du point {oo} sont les droites de coordonnée y' = In(\)y constante, i.e. les
lignes de flot {p} x R avec p € £. O

Remarque On peut également définir ds par la formule ds? = \2*dx? + A=2*dy? + (In \)2d2? pour
que les hyperplans £ x R soient normalisés a courbure —1.
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£ x {+00} = {00}

£ x {t}

¢ % {0} (p,0)

{x{—0}=R

{p} xR

FIGURE 3.2.6 — Le plan hyperbolique ¢ x R dans le modéle du demi-plan.

€ x {—o0o} =S\ {(p, +o0)}

FIGURE 3.2.7 — Le plan hyperbolique ¢ x R dans le modéle du disque.

Les horocycles et géodésiques issus du point a I'infini du modéle du demi-plan permettent donc de
comprendre le bord a I'infini des plans £ x R dans la compactification (FUOxF') X [—00, +0o0] de F' x R.

Corollaire 3.2.12 (Cercle a l’infini de £ x R). Soit £ une droite topologique contenue dans une
feuille de Fs et d’extrémités p,q € 0o F. Alors :

1. Les demi-lignes de flot {x} x R~ sont des rayons géodésiques asymptotes.
2. Pour un rayonr C £ et t,s € R, les rayons horocycliques r x {t} et r x {s} sont asymptotes.

3. Soit Cy le cercle topologique (£ x {—o0, +00})U({p, g} X [—00, +0]). Alors Cy se surjecte sur le bord
Ooo (UXR) avec pour fibres les points de {x{—oo} et l'arc de cercle ({x{+o00})U({p, ¢} x[—0o0, +00]).
F x {—o0} F x {0} F x {400}
7 Ea
{9} x [~o0, 150

0 x {0} Ex{()} Ex{—f—oo}

{a} x o0, 4]

FIGURE 3.2.8 — Lorsque ¢ est une droite contenue dans une feuille instable d’extrémités p,q € aooﬁ , le
cercle a I'infini du plan hyperbolique ¢ x R est formé de 'arc ¢ x {—oo} et d’un unique point obtenu en
écrasant Parc (¢ x {+o00}) U ({p, ¢} x [—00, +00]).
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3.2.5 Application de Cannon-Thurston

Nous présentons enfin ’application de Cannon-Thurston (voir & nouveau [CT07], [Mit98a] et [Mit98b])
qui permet de paramétrer le bord hyperbolique du revétement universel F xR de M, par celui du
revétement universel F' de la fibre F.

On considére les compactifications F = FLUOLF et M, = /]\Z; U 8OOM\; des variétés hyperboliques
F et M, par les classes d’équivalences de rayons géodésiques® pour la relation de distance de Hausdorff

finie, munies de la topologie usuelle. Les actions par isométries de 7y (F') sur F et de m (M) sur ]\AJZ
s’étendent alors en des actions par homéomorphismes conformes sur F et M, (voir [GALH90]).

Théoréme 3.2.13 (Existence de ’application de Cannon-Thurston ([CTO07], section 4)). L’in-

clusion F' — M, se releve en un plongement F — M, qui admet un prolongement continu et
m (F)-équivariant F — M, appelé application de Cannon-Thurston de la suspension M.

Notation Notons CT : (‘ixf — 8oom la restriction de ’application de Cannon-Thurston & 8ooﬁ.

Défaut d’injectivité de ’application de Cannon-Thurston

Remarquons que, bien que le plongement F — F x R relevant l'inclusion de la fibre soit injectif,
il n’en est rien pour I'application de Cannon-Thurston qui étend ce plongement.
En effet, le sous-groupe 1 (F) est un sous-groupe normal infini du groupe hyperbolique 7 (M).

L’ensemble limite de 7 (F') agissant sur 0,.M,, est donc égal & la sphére 0,o M, ~ S? toute entiére.
__ Plus précisément, la proposition 3.2.11 impose des identifications entre les extrémités de feuilles de
Fs et F¥ (utiliser un argument de transitivité pour le cas des feuilles singuliéres).

Lemme 3.2.14 (Identification des extrémités d’une feuille). Soit ¢ une feuille de Fs ou Fv.

Alors les extrémités de £ dans 8ooﬁ sont identifiées par l'application de Cannon-Thurston.

Le lemme 3.2.14 caractérise en fait les fibres de l'application de Cannon-Thurston (rappelons que
deux feuilles de F* ou F* distinctes n’ont aucune extrémité en commun dans F, voir [CB88]).

Théoréme 3.2.15 (Structure de l’application de Cannon-Thurston (voir [CT07], section 15)).
L’application de Cannon-Thurston CT : Do F —> BOOM; est continue surjective & fibres finies (de car-
dinaux uniformément magjorés). De plus, deux points de 8ooﬁ ont méme image par CT si, et seulement
si, ils sont adhérents dans F a une méme feuille (réguliere ou singuliere) de Fs ou de Fu.

La relation d’équivalence sur le cercle 8oo}~7' induite par les fibres de I'application de Cannon-Thurston
définit donc une courbe de Peano paramétrant la sphére oM, de maniére 7 (F')-invariante.

O F Do My,

FIGURE 3.2.9 — Fibres non-ponctuelles de ’application de Cannon-Thurston.

Définition 3.2.16. Un point p € 0. F sera dit CT-injectif si CT™ ({CT(p)}) = {p}.

L’ensemble des points CT-injectifs est un G5 dense de Do F. Tl est formé des points de O F qui ne
sont extrémité d’aucune feuille de F* ou F*.

4Comme les espaces métriques (ﬁ, dt) et (ﬁ x R, ds) sont quasi-isométriques 4 H? et H? respectivement, on peut
indifféremment considérer les distances dt et ds ou bien les distances provenant des métriques hyperboliques.
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4.1 Surfaces coupées-croisées et quasi-convexité

Ce chapitre a pour but I’exposition d’une partie de ’article Bundles and Finite Foliations de D. Cooper,
D. Long et A. Reid sur les immersions incompressibles de surfaces dans les variétés fibrées M, qui sont
partout transverses au flot (voir [CLR94] et [CLR97]). Suivant ces auteurs, nous décrivons une classe
d’exemples de telles immersions, appelées surfaces coupées-croisées, avant de présenter un critére de
quasi-convexité de ces surfaces et d’étudier leur ensemble limite au bord de M, via I'application de
Cannon-Thurston introduite au chapitre précédent. Nous dégagerons en particulier un énoncé original
de séparation de paires de points du bord de M, aI’aide d’un ensemble limite de surface coupée-croisée
quasi-convexe qui sera l’outil essentiel pour la cubulation de M, au chapitre suivant.

4.1.1 Construction des surfaces coupées-croisées

Considérons une surface F' compacte connexe orientable de genre g > 2 ainsi qu’un homéomorphisme
pseudo-Anosov ¢ € Homeoy (F'). Suivant D. Cooper, D. Long et A. Reid, nous expliquons comment
découper puis recoller la fibre F' de maniére & obtenir des immersions incompressibles de surfaces dans la
3-variété fibrée M,,, de maniére partout transverse au flot (les notations de ce paragraphe nous suivront
tout au long de ce mémoire).

Hypothése. On considére une courbe fermée simple essentielle! ¢ C F telle que ¢ N p(c) = ().

Fixons un voisinage régulier ouvert? V C F de c disjoint de ¢(V) et notons ¢~ et ¢t les composantes
de frontiére de V. Définissons alors la surface a bord compacte F, = F'\ (V U ¢(V)) dont les quatre
composantes de bord sont les courbes ¢=,c™, p(c™) et @(cT).

¢ o(ct)

FIGURE 4.1.1 — Découpe de la fibre F' le long d’une courbe ¢ disjointe de ¢(c).

Paramétrons I'anneau compact (V) sous la forme [—1,1] x SL. Dans ¢(V) x [0,1] C F x R, nous
définissons deux anneaux plongés obtenus par double dérive linéaire des composantes de bord de ¢(V),
simultanément de F1 & £1 dans ce voisinage et de 0 & 1 sur le facteur [0, 1].

On considére le sous-espace plongé A = {((s,z), %) | (s,z) € [-1,1] x S'} C F x R. Son image
dans M, est un anneau plongé reliant les courbes p(c™) C Fx{0} et o(c™) C Fx {1} ~, ¢t C Fx{0}.

On définit de méme A’ = {((s,z), 15%) | (s,x) € [-1,1] xS'} C F xR, d’image dans M, un anneau
plongé reliant les courbes p(ct) C F x {0} et p(¢7) C F x {1} ~, ¢~ C F x {0}.

FIGURE 4.1.2 - Les anneaux plongés A et A" de M,,.

1i.e. non librement homotope & un point dans F.
2i.e. homéomorphe & R x S!
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Considérons enfin les plongements F, — M,, A — M, et A’ — M, qui fournissent une
application F. U AU A" — M,,. Cette application s’identifie alors & une immersion ¢ : S & M, d’une
surface S obtenue par recollement de la réunion disjointe des trois sous-espaces Fi, A et A’ dans M,,.

Définition 4.1.1. L’immersion ¢ : S & M, est appelée surface coupée-croisée associée aux courbes c
et ¢(c) (nous ne ferons pas mention des choix de V, A et A’). Par abus de langage, I'image de ¢ sera
également appelée surface coupée-croisée bien que ce ne soit pas une surface topologique.

Cette immersion est singuliére le long d’un lieu de points doubles égal & (I'image dans M, par le
revétement T de) la courbe ¢, = ¢(c) x {3} C F x {}}. Nous noterons S, = S\ t7(c.)) le lieu
d’injectivité de ¢, qui sera identifié a son image dans M,, (i.e. la partie plongée de S).

Remarques

1. L’immersion définie ci-dessus appartient naturellement & la catégorie PL. Il ne fait cependant
aucun doute que cette construction puisse étre lissée, de sorte que ¢ est en fait homotope & une
immersion de classe C*°, également partout transverse au flot.

2. La surface coupée-croisée S est orientable. On peut s’en convaincre en observant les orientations
normales représentées sur la figure 4.1.3.

Fx {1}

e >

FI1GURE 4.1.3 — Orientabilité des surfaces coupées-croisées.

Lemme 4.1.2 (Connexité des surfaces coupées-croisées). La surface S est conneze si, et seule-
ment si, la multi-courbe ¢ U ¢(c) est non-séparante dans F.

Démonstration. On raisonne dans le cas ot il existe un point fixe singulier pour les feuilletages F*° et
F¥. SiclU p(c) est non-séparante, i.e. si F. est connexe, alors par construction S est connexe. Pour
la réciproque, rappelons que ¢ est supposé pseudo-Anosov. On considére alors un point fixe singulier
qo € F, ainsi qu'un rayon r issu de gy contenu dans une feuille de F*. Ce rayon est alors dense dans
F' (voir [CB88]), donc intersecte la courbe ¢ une premiére fois en un point ¢. Nous savons par ailleurs
que ¢ agit par contraction sur r en fixant ¢, donc il existe un unique point d’intersection de ¢(c) et r
entre qo et ¢. Il s’agit du point ¢(q). Le segment [g, p(¢)] (privé de son intersection avec VL (V) pour
étre exact) est donc contenu dans une composante connexe de F. et la dynamique de I’action de ¢ sur
r garantit qu’il intersecte soit ¢~ et ¢(cT), soit ¢ et p(c™). Donc S est disconnexe. O

Remarque Lorsque S est disconnexe, 'immersion ¢ est injective sur chaque composante connexe de S.

Lemme 4.1.3 (Incompressibilité des surfaces coupées-croisées, voir [CLR94| lemme 2.5). L’im-
mersion v : S & M, construite ci-dessus est m -injective (sur chaque composante connexe de S).

Démonstration. L’immersion construite ci-dessus est partout transverse aux lignes de flot de la suspen-
sion M. Une immersion possédant cette propriété de transversalité est toujours injective au niveau
des groupes fondamentaux d’aprés un résultat de Brian Mangum (voir [Man98]). O
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4.1.2 Le polygone idéal P(S) = ®(S5)

Nous exposons a présent les résultats généraux de D. Cooper, D. Long et A. Reid concernant les
immersions S 3 M., qui sont partout transverses au flot de M, (et s’appliquent donc au cas des surfaces
coupées-croisées). Nous travaillerons pour toute la durée de ce chapitre avec une surface coupée-croisée
connexe (quitte a remplacer une telle surface disconnexe par I'une de ses composantes connexes).

Notations Notons 71(S) = t.(m1(S)) le? sous-groupe de surface de (M) associé & I'immersion
incompressible ¢ : .S ¢ M, du paragraphe précédent. On choisit alors un relevé v : § — F x R de
Iimmersion ¢ : § & M, permettant d’identifier 7 () au stabilisateur de 7(S) dans m (M).

Proposition 4.1.4. Soit 7 € F. Alors T(g) intersecte au plus une fois la ligne de flot {Z} x R.
Démonstration. Voir le corollaire 5.1.6 ou [CLR94]|, lemme 3.2. O
Corollaire 4.1.5 (Incompressibilité géométrique). L’immersion © est un plongement.

Démonstration. Ceci découle du fait que 7 est partout transverse au flot et de la proposition 4.1.4. [J

L’injectivité du relevé ¢ permet d’identifier sans ambiguité le revétement universel S de S et son
image ¢(.S) dans F' x R. Par ailleurs, la proposition 4.1.4 assure que la projection sur le premier facteur

® : F xR — F se restreint en un homéomorphisme local sur S. On obtient donc les corollaires
suivants.

Corollaire 4.1.6 (PrOJectlon des relevés de surfaces coupées-croisées). La restriction de la
projection P : FxR—Fala surface S est un homéomorphisme sur son image.

Corollaire 4.1.7. La projection ®(S) de S dans F est un ouvert connexe m(S)-invariant sur lequel
le groupe m1(S) agit librement et proprement discontindment.

Démonstration. Ceci découle du fait que les actions de 7 (S) sur S par automorphismes de revétement et
sur ®(.5) par relevés de puissances de ¢ sont conjuguées par '’homéomorphisme <I>| 3:85—®(5). O

_ Suivant & nouveau D. Cooper, D. Long et A. Reid, nous étudions la structure de ’adhérence dans
F, puis dans F, de Pouvert connexe ®(S). En un certain sens, l'étude au bord de ®(S) de Paction de
71(S) permettra de distinguer I’éventuelle quasi-convexité du sous-groupe de surface coupée-croisée.

Notations Notons P(S) = ®(5) adhérence de ®(S) dans F, Fr(P(S)) = P(S) \ ®(S) la frontiere
de ®(S) dans F et 0. P(S) 'ensemble des points de 0 F adhérents a ®(S).

Rappelons que le revétement universel de la fibre est muni d'une métrique riemannienne localement
euclidienne a singularités dt associée aux feuilletages F* et F* (voir paragraphe 3.2.3). Cette métrique
étant a courbure négative ou nulle, on dispose du vocabulaire usuel autour des notions de convexité.

Proposition 4.1.8 (Structure du polygone idéal ®(S), voir [CLR94] proposition 3.9). L’adhérence
P(S) du projeté ®(S) de S sur F vérifie les propriétés suivantes.

(i) P(S) est homéomorphe & un disque privé d’une partie de son bord.

(ii) P(S) est une partie conveze de (F,dt) dont la fronticre dans F est une union disjointe (éventuel-
lement vide ou infinie) de géodésiques bi-infinies de (F,dt).

(iii) Toute composante conneze de Fr(P(S)) est contenue dans une Jeuille de F* ou F* et sid est une
telle composante contenue dans une feuille singuliére ¢ de F* ou .F“ alors :

(NPS)=d (< tNnd(S)=0).

30n utilise un point base commun p € F, pour 71 (F), 1 (M) et 71(S).
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FIGURE 4.1.4 — Le polygone idéal <I>(§ ), bordé par des feuilles de Fs ou j-"v“, les feuilles singuliéres étant
tournées vers 'extérieur.

Ainsi, Pensemble P(S) est un polygone convexe idéal de (F, dt) (avec une infinité de sommets idéaux)
bordé par des droites topologiques contenues dans des feuilles des feuilletages F* et F*. De plus, si
une telle composante de frontiére est contenue dans une feuille singuliére, les branches de cette feuille

singuliére sont extérieures au projeté ®(.5). Autrement dit toute composante de frontiére est approchable

a lintérieur de ®(5) par des segments contenus dans des feuilles réguliéres et arbitrairement longs. Une

composante connexe de Fr(P(S)) sera désormais appelée un cété du polygone P(S5).

4.1.3 Ensemble limite isométrique et critére de quasi-convexité

Introduisons maintenant une notion d’ensemble limite pour Iaction de w1 (S) sur F par relevés de
puissances de la monodromie . Par construction de la surface S, le morphisme 71 (M) —» Z induit
par la fibration sur le cercle se restreint en un morphisme surjectif m1(S) —» Z. Le sous-groupe de
surface 71(S) n’est donc jamais contenu dans 71 (F) et donc n’agit pas par isométries sur F' (seulement
par quasi-isométries). Il n’est donc pas a priori possible de parler d’ensemble limite au bord de F pour
Paction de 71 (.5).

Pour contourner ce désagrément, D. Cooper, D. Long et A. Reid ont 'idée de ne considérer que
I'intersection 1 (S) Ny (F) de m1(S) avec w1 (F), qui est exactement le sous-groupe des éléments de

m1(S) agissant par isométries sur F.

Définition 4.1.9. L’ensemble limite isométrique pour laction de m1(S) sur F par relevés de puissances
de ¢ est I’ensemble limite usuel pour laction du sous-groupe 71 (S) N7y (F) sur F par automorphismes
de revétement (i.e. par relevés de ¢°), a savoir I’ensemble des points d’accumulation dans F d’une
quelconque orbite de ce sous-groupe.

Lemme 4.1.10. L’ensemble limite isométrique A(m1(S)Nm1(F)) est un fermé m1(S)-invariant de Oso F .

Démonstration. Si vy € m1(S) Nm(F) et g € m1(S), alors goyog™t € m(S) et goyog™t € m(F)
car m1(F) est un sous-groupe normal de m1(M). Donc 71(S) normalise G = m1(S) N 7wy (F). Ainsi, si
gem(S)etpeF, alors g(G.p) = gGg'.9(p) = G.g(p). En passant aux actions au bord et en utilisant
le fait que A(G) est 'ensemble des points d’accumulation d’une quelconque orbite de G, on obtient au
final I'égalité g(A(m1(S) Nmi(F))) = m(S) N (F). O

Proposition 4.1.11 (Les sommets idéaux de P(§) forment ’ensemble limite isométrique,
voir [CLR94] théoréme 3.12). On a les égalités suivantes® entre ensembles w1 (S)-invariants :

(i) s P(S) = A(m1(S) N7y (F)) dans OsoF.
(i1) P(S) = Convz(A(mi (S) Ny (F))) dans F.

4Conv 7#(X) désigne I'intersection des parties convexes fermées de F dont I’adhérence dans F U 9so F' contient X.
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Démonstration. Tout d’abord, 8OOP(§) est par construction un fermé 7 (S)-invariant de O F, en
particulier (71(S) N 71 (F))-invariant donc contient A(7wi(S) N w1 (F)). Supposons par 'absurde que

cette inclusion soit stricte. Se souvenant que P(S) = Convz(0sP(S)), on a alors I'inclusion stricte

P(S) 2 C = Convz(A(m (S)N7(F))). Un coté £ du polygone idéal C' rencontre donc ®(.S) et est donc

contenu dans ®(.5). En effet, dans le cas contraire, ¢ intersecterait un coté du polygone idéal P(S) avec

un angle non nul et aurait donc un point limite en dehors de 9., P(S), ce qui contredit la premiére
inclusion. On considére alors le domaine C’ = C' U m1(S).£ qui d’aprés le lemme 4.1.10 est une partie
simplement connexe et 7 (S)-invariante de ®(S) (en fait convexe). D’aprés le corollaire 4.1.7, Pespace
quotient C’/m1(S) est donc une surface a bord de groupe fondamental isomorphe & 71 (.S), en particulier

non libre. Contradiction. ]

Nous rappelons un lemme classique sur les ensembles limites de sous-groupes normaux infinis de
réseaux uniformes de PSLy(R).

Lemme 4.1.12 (Ensembles limites de sous-groupes normaux). Soit I' < PSLy(R) un réseau
uniforme et G un sous-groupe normal infini de T'. Alors A(G) = 0., H?>.

Démonstration. Comme I' normalise G, 'ensemble limite A(G), qui est un fermé non vide de 0,,H?Z,
est de plus I'-invariant. Ceci implique donc que A(G) D A(T) = 9, H2. O

Remarque Ce dernier lemme n’a rien de spécifique aux réseaux uniformes de PSLy(R). Plus généra-
lement, si G est un groupe hyperbolique et H est un sous-groupe normal infini de G, alors 0o H = 0,,G.

Théoréme 4.1.13 (Critére de quasi-convexité des surfaces coupées-croisées, voir [CLR94|
théoréme 3.14). Le sous-groupe de surface m1(S) est quasi-convexe dans w1 (M) si, et seulement s,

®(S) # F.

Démonstration. Si m1(S) est un sous-groupe quasi-convexe de 71 (M), alors 'ensemble limite A(m(S))
est un cercle topologique de Boothf;. Soit £ = {Z} xR une ligne de flot et v € 71 (M) un élément dont les
points fixes sont disjoints a la fois de 1'ensemble limite A(m(.5)) et des extrémités de L. Alors I'image
de £ par une trés grande puissance de 7 est une ligne de flot disjointe de S et donc <I>(§ ) # F.

Réciproquement, supposons que 71 (S) ne soit pas un sous-groupe quasi-convexe de 7 (M). Alors le
théoréme de dichotomie pour les sous-groupes de surface de 7, (M) assure que 71 (.S) est un sous-groupe
normal d’un sous-groupe d’indice fini I' de 7 (M), donc 71 (S) N7y (F') est un sous-groupe normal de
[Ny (F). Comme T est dindice fini dans 71 (M), A(L N7y (F)) = O F. Le lemme 4.1.12 permet donc
daffirmer que A(m1(S) N7 (F)) = oo F. Au final, d’aprés Iinclusion P(S) D Conv (A (i (S) Ny (F)))
de la proposition 4.1.11, on a P(g) = F. Comme de plus @(g) est une partie convexe de F, on en
déeduit que ®(S) = F. O

Remarques

1. Le critére de quasi-convexité découle précisément du théoréme de dichotomie des sous-groupes de

surface de 7 (M) et de la seule inclusion P(S) D Conv z(A(m1(S) N1 (F))).
2. En particulier, si m1(S) n’est pas un sous-groupe quasi-convexe de 71 (M), alors m1(S) agit libre-
ment sur F' = ®(S). Nous verrons au cours de la section suivante que la réciproque est vraie.

3. Pour un exemple de construction de surfaces coupées-croisées géométriquement infinies, on pourra
consulter V'article Finite foliations and similarity interval exchange maps (JCLRIT7]).

4. On observe que la quasi-convexité du sous-groupe de surface 71(S) ne dépend pas du relevé 7 de
I'immersion ¢ choisi. Le théoréme précédent implique alors que, soit chaque relevé S de S dans
F x R est disjoint d’au moins une ligne de flot, soit chacune de leurs projections recouvre F'.

5. Le sous-groupe 71 (S)N71(F) dont 'ensemble limite est considéré dans ce paragraphe est un sous-
groupe de 71 (F') infini (car contenant 7y (F;)), libre (car d’indice infini), mais qui n’est pas de type
fini. Ce sous-groupe compliqué joue un role central dans I’étude des surfaces coupées-croisées.

6. Le sous-groupe libre de type fini 71 (F,) < m1(S) N (F) est lui toujours quasi-convexe dans

71 (M), d’aprés un théoréme de Peter Scott et Gadde Swarup (voir [SS90] et [Mit99]).
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4.2 Ensembles limites des surfaces coupées-croisées quasi-
convexes

Nous poursuivons dans cette section 1'étude des sous-groupes de surfaces coupées-croisées dans M,
dans le cas quasi-convexe, en vue d’une compréhension compléte des ensembles limites de tels sous-
groupes dans J.M,,. Nous aboutirons a une caractérisation des paires de points de 0., M, séparées
par Uensemble limite étudié. Les résultats 4.2.1 et 4.2.6 (déja présents dans [CLR94|) fournissent une
paramétrisation compléte de ces ensembles limites, tandis que la proposition 4.2.21 décrit leur image
réciproque par l'application de Cannon-Thurston. Le corollaire 4.2.26 caractérise alors la séparation
des paires de points du bord. Ces deux derniers résultats sont, a défaut d’étre énoncés dans 'article
Bundles and Finite Foliations ([CLR94]), au moins contenus dans son adhérence.

Hypothése. On suppose que 71 (S) est un sous-groupe quasi-convexe de 71 (M), i.e. d’aprés le théoréme
4.1.13 que Fr(P(S)) # 0. De tels sous-groupes seront construits en abondance au chapitre suivant.

4.2.1 Paramétrisation de A(7;(S)) par ’ensemble limite isométrique

Nous présentons dans ce paragraphe une partie naturelle de aooﬁ dont I'image par ’application de
Cannon-Thurston est ’ensemble limite A(7q(.59)).

Notons C(S) la frontiére du polygone P(S) dans F, union des géodésiques bi-infinies de F' qui
forment Fr(P(S)) et de I'ensemble limite isométrique 9o P(S) = A(m1 (S)Ni (F)). Ce cercle topologique
joue essentiellement le role du bord a ’infini 8005 de S , vu distordu en projection dans le revétement
universel de la fibre. Il n’est donc pas déraisonnable de penser que ce cercle représente toutes les maniéres
d’aller a infini dans S et soit relié a ’ensemble limite A(71(S)). Nous donnons dans ce paragraphe
quelques arguments informels permettant de reconstituer une image tridimensionnelle de S a partir de
sa projection ®(S) afin de justifier la proposition suivante (voir [CLR94], lemme 3.18).

Proposition 4.2.1 (L’ensemble limite isométrique se surjecte sur ’ensemble limite, voir
[CLR94] lemme 3.18).
CT(A(m(S) N (F))) = A(mi(S)):

Remarque L’inclusion CT(A(71(S) N7 (F))) D A(m1(S)) résulte de I'équivariance de Papplication
de Cannon-Thurston et du fait que 7 (S) normalise 71 (S) N7y (F).

Définition 4.2.2. L’altitude d'un point & € ®(S) est le nombre t = Altz(7) € R tel que (7,t) € S.

Lemme 4.2.3 (Explosion de P’altitude au voisinage de Fr(P(S)) voir [CLR94] corollaire 3.6).
Si (Tp)nen € ®(S)N et T € Fr(P(S)) sont tels que T, - T, alors |Altg(z,)| = +00. Plus

précisément, st T appartient a une composante connexe de Fr(P(g)) contenue dans une feuille de Fs
- i~ B i~
(resp. F*), alors Altg(zy,) DT T (resp. Altz(zy,) W +00).

On développe alors I'image mentale suivante du relevé S en observant son projeté <I>(§ ). Au voisinage
d’un coté £* de P(S ) contenu dans une feuille instable, on observe en projection dans @(S) une partie
de S dont laltitude s ‘approche de +00. On imagine donc que la surface S monte dans F x R de maniére
asymptote au demi-plan £* x R¥.

Souvenons-nous alors que toutes les demi-lignes de flot contenues dans ¢* x R sont asymptotes
(voir proposition 3.2.11) et définissent donc un unique point de M Il s’agit plus précisément d’un
point de 'ensemble limite A(7(S)), égal & 'image commune par I’ apphcatlon de Cannon-Thurston des
extrémités de £* dans 80015; Notons que ces extrémités sont des points de I’ensemble limite isométrique
A(m1(S) N (F)) = 0 P(5). -

Ainsi, pour tout coté £* de P(§) d’extrémités p,q € 0o F, le point du bord de M, correspondant
a Pécrasement de larc de cercle (¢ x {+o0c0}) U ({p,q} x [—o0,+0oc]) décrit par le corollaire 3.2.12 est
un point de A(71(S)) qui admet un antécédent par 'application de Cannon-Thurston dans 1’ensemble
limite isométrique A(m(S) N7 (F)) (et il y a un résultat dual pour une composante stable).

En conclusion, il semble donc raisonnable que I’ensemble limite isométrique capte toutes les maniéres
d’aller & l'infini, vues en projection, pour le relevé S de S dans F x R.
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4.2.2 Points identifiés dans ’ensemble limite isométrique

D’aprés le lemme 3.2.14, I'application de Cannon-Thurston n’est pas injective sur 'ensemble limite
isométrique A(m1(S) N w1 (F)). Les extrémités de chaque coté de P(S) sont en effet identifiées. Nous
allons observer dans ce paragraphe que ces identifications sont les seules, et en déduire la construction
d’un cercle topologique qui représente exactement A(7q(.5)) via 'application de Cannon-Thurston.

Lemme 4.2.4. Soit ¢ une droite topologique contenue dans une feuille de Fs ou Fu. Alors { ¢ <I>(§)

Démonstration. Supposons que ¢ C <I>(§) et rappelons que le plan topologique ¢ X R est une partie
convexe de F x R munl de la métrique riemannienne a singularités introduite au paragraphe 3.2.4.
I’image réciproque QJ‘ (f) (¢ xR)N S est donc intersection de deux parties quasi-convexes de Fx R,

donc est une quasi-géodésique de F xR. Ses extrémités définissent done deux points distincts de OOOZW#,.
Ceci contredit la description du cercle a U'infini du plan ¢ x R fournie par le corollaire 3.2.12, car les
extrémités de <I)|_§1(€) appartiennent & l'arc de cercle (¢ x {4+00}) U ({p, ¢} X [—00, +00]) écrasé en un

point (pour fixer les idées, on a supposé ¢ contenue dans une feuille de j—"v“) ]

Lemme 4.2.5. Soient p,q deuz points distincts de l’ensemble limite isométrique A(my(S) Nmy(F)) qui
ne sont pas extrémités d’un méme coté de P(S). Alors CT(p) # CT(q).

Démonstration. Supposons que CT(p) = CT(q). Alors d’aprés le théoréme 3.2.15, il existe une feuille £
de Fs ou F telle que p et ¢ soient deux extrémités distinctes de £. Comme p et ¢ ne sont pas adhérents
a4 un méme coté de P(S), on doit avoir £ N ®(S) # 0. Plus précisément, £ N ®(S) est par convexité un
intervalle de ¢. Comme p et g doivent étre adhérents a £ et a <I>(S ), on en déduit que ¢ C <I>(S ), ce qui
est impossible d’apreés le lemme précédent. L]

Définissons enfin une relation d’équivalence ~ sur le cercle C (g) en identifiant deux points si, et
seulement si, ils sont adhérents dans F & un méme cote de P(S). L'espace quotient C(S)/ ~ est alors
un cercle topologique (car on a simplement écrasé une collections d’intervalles deux a deux disjoints, a
savoir les adhérences des cotés du polygone P(S), voir par exemple [CLR94], lemme 3.17).

Proposition 4.2.6 (Construction de A(w1(S)), voir [CLR94| lemme 3.18). L’application de
Cannon-Thurston induit un homéomorphisme entre le cercle C(S)/ ~ et l'ensemble limite A(m1(S)).

Démonstration. Plus précisément, a tout point de C (§) / ~ est associé un représentant dans
A(1(S) N w1 (F)), chaque intervalle de C(S) écrasé par la relation ~ ayant ses deux extrémités dans
A(m1(S) Ny (F)). Il lui correspond donc également une image bien définie par CT dans 800%- De
plus, la relation ~ est définie exactement pour éliminer le défaut d’injectivité de la restriction de CT &
A(m(S)Nmi(F)) (d’apres le lemme 4.2.5). On en déduit que application de Cannon-Thurston induit
un homéomorphisme entre le cercle C(S)/ ~ et A(m(S)). O

4.2.3 Image réciproque de A(m(S) par 'application de Cannon-Thurston

Nous déterminons maintenant ’ensemble X des points de I’ensemble limite isométrique qui sont extré-
mité dans Os F' d’une feuille de F* ou F*. On aura alors d’aprés le théoréme 3.2.15 I'égalité :

CT Y (A(m1(S))) = A(m1(S) N1 (F)) U CT~(CT(X)).

Lemme 4.2.7 (Feuilles dont une extrémité est adhérente a P(S) dans F). Soit £ une feuille de

F5 ou F* dont une extrémité dans 0o F appartient o Uensemble limite isométrique A(m (S) N (F)).
On a alors Ualternative :

(i) soit £ contient un coté de P(S),

(i) soit LN ®(S) est un rayon géodésique ouvert.
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Démonstration. Si une feuille £ de F* ou F* a une extrémité dans A(m1(S) N1 (F)) = s P(S), alors

N P(S) est une partie convexe (non vide) de ¢ et non bornée. Ainsi ¢ contient un rayon contenu dans

P(S). Soit ce rayon aboutit dans 0. P(S) et alors £ N ®(S) est bien un rayon d’apres le lemme 4.2.4,
soit il est contenu dans Fr(P(.S)), mais alors ¢ contient le coté correspondant de P(S). O

Pour déterminer I'ensemble X, il nous faut donc déterminer quelles sont les feuilles de Fs ou Fu
dont l'intersection avec ®(S) est un rayon. Une étude plus poussée de 'action de 71 (S) sur le polygone
P(S), en particulier sur ses cotés, va nous permettre de conclure, mais pour cela, nous aurons besoin

de quelques propriétés sur les stabilisateurs de feuilles de Fs ou Fu dans w1 (M).

Stabilisateurs de feuilles de F* ou F* dans m; (M)

Définition 4.2.8. Une feuille £ de I'un des feuilletages Fs ou Fu sur F est dite périodique si elle
contient un relevé dans F' d’un point p-périodique de F.

Mise en garde Attention & ne pas penser que le mot périodique suggére que ¢ a pour image dans la
fibre une courbe périodique (i.e. une feuille fermée). Observons en effet qu’aucune feuille de F* ou F*
n’est fermée (voir [CBS8S]).

Lemme 4.2.9 (Structure des feuilles périodiques). Soit ¢ une feuille périodique de Fs ou Fu.
Alors il existe un élément (non-trivial) de m (M) qui stabilise £ (pour Uaction de m (M) sur F par
relevés de puissances de ). De plus, ¢ contient un unique relevé de point p-périodique.

Démonstration. Soit T € { tel que mp(T) soit ¢-périodique. Alors il existe n € N tel que ™ fixe 7p(T).
Il existe donc un unique relevé de ¢™ qui fixe . Un tel relevé doit, puisque ¢ préserve les feuilletages F*
et F, stabiliser la feuille £. Supposons alors que £ contienne deux relevés x et i de points p-périodiques.
Alors 7 (¢) contient deux points périodiques = = 7 (Z) et y = 7p(y). Il existe donc m € N tel que
" (x) =z et " (y) = y. Le segment [z, y] de la feuille 7 (¢) est donc stable par ¢™. Ceci contredit le
fait que ¢ agit par contraction ou dilatation sur les feuilles de F* ou F*“. O

En particulier, une feuille singuliére de ¢ ou F* ne contient qu’un seul relevé d’un point singulier,
puisque ces derniers sont nécessairement permutés par ¢ et en nombre fini, donc périodiques.

Définition 4.2.10. Soit £ une feuille périodique de 'un des feuilletages FsouFuets el I’unique
relevé de point y-périodique de F' contenu dans £. La feuille de stabilité opposée a celle de ¢ et contenant
T est appelée feuille duale a £.

Proposition 4.2.11 (Stabilisateurs de feuilles dans 71 (M)). Une feuille £ de Fs ou Fu est
périodique si, et seulement si, son stabilisateur dans m (M) est isomorphe & Z. Dans le cas contraire,
ce stabilisateur est trivial.

Démonstration. Comme F° et F* ne contiennent aucune feuille fermée, aucun élément de 71 (F) ne
peut stabiliser une feuille de Fs ou Fu. Donc si £ est une feuille de F* ou j-'v“, alors le stabilisateur
de ¢ dans (M) s’identifie & un sous-groupe de w1 (M) /71 (F) ~ Z. Nous avons déja vu que lorsque ¢
est périodique, son stabilisateur dans m; (M) est non trivial, donc isomorphe a Z. Réciproquement, si
un relevé g d’une puissance de ¢ stabilise £, alors g ne reléve pas ¢° = id et g ou g—' agit donc par
contraction sur la feuille £ et posséde nécessairement un point fixe dans ¢. Ce point fixe est un relevé
d’un point p-périodique de F' et donc ¢ est périodique. O

Stabilisateurs des cotés du polygone idéal P(S) dans m(S)

La proposition suivante nous semble étre le point clef de 'article Bundles and Finite Foliations.
L’auteur de cette thése souhaiterait en obtenir une démonstration géométrique directe, a I'inverse de
Pargument par ’absurde proposé dans [CLR94|, lemmes 3.20 et 3.21.

Proposition 4.2.12 (Chaque coté de P(§) est contenu dans une feuille périodique et stabi-

lisé dans m1(S)). Soit £ un coté de P(S). Alors il existe un élément g € m1(S) qui stabilise £ et agit
sur £ par une dilatation centrée en un relevé T d’un point p-périodique.
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FIGURE 4.2.1 — Les cotés du polygone P(S) ont un stabilisateur non-trivial dans 7 (S).

Corollaire 4.2.13 (Les sous-groupes de surfaces coupées-croisées quasi-convexes n’agissent
pas librement sur F). Le sous-groupe de surface w1(S) est quasi-conveze dans w1 (M) si, et seulement
si, m1(S) n'agit pas librement sur F.

Ainsi, tout coté de P(§ ) admet un stabilisateur dans 1 (S) isomorphe a Z. Ceci implique qu’un tel
cOté contient un relevé d’un point p-périodique qui est un point fixe commun aux éléments de 71 (S)
qui le stabilisent et que ces éléments agissent par contraction ou dilatation en restriction & ce coté.
Nous allons maintenant pouvoir expliquer pourquoi un c6té du polygone P(S ) fabrique naturellement

un second point de ensemble limite A(71(S)) via un rayon contenu dans une feuille de F5 ou Ft et
dans ®(5).

Rayons duaux aux cotés du polygone idéal P(S)

Définition 4.2.14. Soit ¢ un coté de P (§ ) et T 'unique relevé de point p-périodique appartenant a .
Alors 'unique rayon r issu de Z, contenu dans la feuille duale a ¢ et qui intersecte ®(S) est appelé le
rayon dual au coté £.

Lemme 4.2.15 (®(S) contient les rayons duaux). Soit £ un coté de P(S), r son rayon dual et
r=r\ (rn¥) le rayon ouvert. Alors 7 C ®(S).

Démonstration. Nous montrons que la feuille ¢ contenant r doit avoir une extrémité dans 0 P(S ). La
proposition 4.1.8 assure alors que ¢ N P(S) = r. Ceci force I'extrémité de r dans O Fa appartenir a
A(m1(S) Ny (F)) et done par convexité, 7N ®(S) = 7.

Soit donc g € m1(.5) un générateur du stabilisateur de £. Par définition du rayon dual r, on a I’égalité
g(r) = r. Lextrémité de r dans 9.0 F est donc un point fixe d’'un élément de 7 (S) donc son image par
CT appartient a A(m1(S)) (d’aprés 'équivariance de application de Cannon-Thurston). Ceci implique
d’apreés la proposition 4.2.1 que 'une au moins des extrémités de la feuille contenant r appartient &
A(m1(S) N7 (F). 0

Les feuilles duales aux cotés du polygone idéal P(§) constituent donc une classe d’exemples de

feuilles de F* ou F“ ne contenant pas un coté de P(g) et dont une extrémité dans aooﬁ appartient
tout de méme a l'ensemble limite isométrique A(m1(S) N7 (F)).

Corollaire 4.2.16. Soit £ un coté de P(S), r son rayon dual et g € m(S) un générateur du stabilisateur
de ¢ dans m1(S). Alors l'image commune par CT des extrémités de £ et celle de Uextrémité de r sont

les points fizes de g dans Oso M,

Le lemme 4.2.15 permet en particulier d’affirmer que 'image réciproque CT ! (A(71(S))) contient
strictement I'ensemble limite isométrique A(7r1 (S)Nmy(F)). Il faut au moins ajouter les extrémités des
feuilles de F* ou F* contenant un coté de P(S’) ou un rayon dual & un tel coté.
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Feuilletages suspendus sur une surface coupée-croisée

Pour achever la description de I'image réciproque CT ™' (A(m;(S))), il nous reste & démontrer que
les seules feuilles de F* ou F* dont une extrémité dans O F appartient a A(m1(S)Nmy(F)) sont celles
qui contiennent soit un ¢oté de P(S) soit & rayon dual  un tel coté.

Autrement dit, on souhaite démontrer que toute feuille de F* ou F“ ne contenant ni coté de P(g)
ni rayon dual & un tel coté intersecte P (§ ) selon une partie bornée.

Lemme 4.2.17 (Stablhsateur dans 71 (S) d’une feuille intersectant ‘I>(S')) Soit £ une feuille
de F* ou F* qui intersecte ®(S). Alors soit £ N P(S) est un rayon dual & un coté de P(S), soit il
neziste aucun élément (non-trivial) de m (S) qui stabilise £ N ®(S).

Démonstration. Supposons qu'il existe g € m1(S) stabilisant £ ®(S) (et donc également £). D’apres le
lemme 4.2.4, ¢ intersecte un coté ¢ de P(.S). Ceci implique que g stabilise a la fois £ et ¢/. Or un élément
du stabilisateur de ¢’ dans 71 (M) ne stabilise ¢ que si £ est la feuille duale a la feuille contenant ¢. [

D. Cooper, D. Long et A. Reid définissent les suspensions F§ et F¢ dans S des feuilletages F*° et

F* de F comme images (feuille & feuille) par my; o ® 2" des intersections avec ®(S) des feuilletages 7

|S
et FU puis énoncent un théoréme de finitude relatif a ces feuilletages (voir [CLR94|, théoréme 3.22).

Théoréme 4.2.18 (Structure des feuilletages suspendus F§ et F¥, voir [CLR94| théoréme 3.22).
Chacun des deux feuilletages F¢ et F§ contient un nombre fini non nul de feuilles fermées, et toute
feuille non-fermée spirale & chacune de ses extrémités autour d’une feuille fermée.

Remarques

1. Nous avons vu que tout rayon dual & un coté de P(S) était stabilisé par un élément de 7 (S).
Ceci implique que I'image dans le feuilletage suspendu F¢ ou F§ de ce rayon dual est une feuille

fermée. Or les rayons duaux sont les seules feuilles intersectant <I>(§ ) & avoir un stabilisateur dans
m1(S). Autrement dit, les feuilles fermées de F§ et F}' correspondent aux rayons duaux.

2. Le théoréme affirme que chacun des feuilletages F§ et Fg ne posséde qu'un nombre fini de feuilles
fermées. Or chaque coté de P(S) fabrique via son rayon dual une feuille fermée dans I'un de ces
deux feuilletages. On en déduit que P(S) a un nombre fini de cotés modulo I'action de m(S).

Le théoréme 4.2.18 permet alors de donner une description compléete des interactions possibles entre
le polygone ®(S) et les feuilles des feuilletages Fs et Fu.

Corollaire 4.2.19 (Restrictions des feuilletages Fs et F* a P(S)). Soit £ une feuille de F* ou
Fu. Alors £ N P(S) est soit un coté de P(S), soit un rayon dual & un tel coté, soit un multipode borné

(éventuellement un segment) de ¢ dont les extrémités appartiennent o des cotés de P(S) distincts et de
méme stabilité, soit vide.

Démonstration. Soit ¢ une feuille de 7 ou F* dont 'intersection avec P(§) n'est ni un coté de P(S),
E L(0 N ®(S)) se projette
dans S sur une feuille non fermée. Le théoréme 4.2.18 affirme alors que cette feuille non fermée spirale
a ses extrémités autour de feuilles fermées. Alors ¢ N <I>(§) est asymptote a chaque extrémité a une
feuille fermée, ce qui veut dire asymptote & au moins deux rayons duaux a des cotés distincts de P(§ ).

ni un rayon dual & un tel coté, ni vide. Alors le lemme 4.2.17 assure que @ =

Or les feuilletages F* et F* sont tels que ¢ ne peut avoir d’extrémité en commun avec un rayon dual,
ce qui implique que £ a ses extrémités sur les cotés associés aux rayons duaux asymptotes a £. En
particulier £ N P(S) est bien un multipode borné reliant plusieurs composantes connexes de Fr(P(S)),
nécessairement de méme stabilité. O
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FIGURE 4.2.2 — Exemples d'un coté £ de P(S) de rayon dual r, d’une feuille ¢’ intersectant P(S) selon

un segment et d’une feuille ¢” intersectant P(S) selon un multipode.

Dans la classification précédente, les rayons duaux aux cotés de P(S) sont identifiés aux feuilles

fermées des feuilletages suspendus sur S. Les autre feuilles reliant des cotés distincts de P(S) sont
identifiées aux feuilles non-fermées de ces mémes feuilletages suspendus.

Corollaire 4.2.20 (Feuilles de Fs ou F* adhérentes a OooP(S)). Soit ¢ une feuille de F* ou

Fu ayant une extrémité adhérente ¢ ®(S) dans F. Alors £ contient soit un coté de P(S), soit un rayon
dual a un tel coté.

Ce dernier corollaire nous permet alors via les commentaires du début de paragraphe de décrire
complétement I'image réciproque par Uapplication de Cannon-Thurston de I’ensemble limite A(m(5)).
Proposition 4.2.21 (Image réciproque de A(mw1(S)) par CT). L’mage réciproque
CT H(A(m1(S))) est union de l'ensemble limite isométrique A(m1(S) Ny (F)) et des extrémités dans
O F' des feuilles de F* ou F* contenant soit un coté du polygone P(S), soit un rayon dual a un tel coté.

FIGURE 4.2.3 — Les points a ajouter a A(71(S)Nmy (F)) pour obtenir CT ! (A(71(S)) sont les extrémités
des feuilles contenant soit un coté de P(S) soit un rayon dual & un tel coté. Sur la figure, le coté £ est
une feuille réguliére et le coté £ est contenu dans une feuille singuliére.

Remarque La proposition 4.2.21 implique en particulier que, si p € 8OOF est U'extrémité d’une feuille
non-périodique de F* ou F*, alors CT(p) n’appartient pas a un ensemble limite de sous-groupe de
surface quasi-convexe de 71 (M) obtenu par une construction de type coupée-croisée (ou méme par une
quelconque immersion partout transverse au flot).
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Nous terminons ce paragraphe par I’analyse du stabilisateur X du polygone <I>(S) dans 71 (M).

Considérons un élément g € X. Alors en étendant 'action de g au bord de F on constate que
9(0xP(S)) = 0o P(S). Autrement dit, g stabilise ’ensemble limite isométrique A(7r1 (S) N (F)).
D’aprés la proposition 4.2.1 et la propriété d’équivariance de 'application de Cannon-Thurston (voir
théoréme 3.2.13), on a 'égalité g(A(m1(S))) = A(m1(S)) pour P'action de g au bord de M\;.

Nous avons donc démontré que le stabilisateur ¥ du polygone idéal ®(S) dans 71 (M) est contenu
dans le stabilisateur de l’ensemble limite A(m;(S)) dans 71 (M). Or ce dernier sous-groupe contient le
sous-groupe de surface 1 (S) avec indice fini. Il en va donc de méme du stabilisateur  de ®(S).

4.2.4 Séparation de paires de points de 8001\7[; par A(m1(S))

Le sous-groupe de surface coupée-croisée 1 (.S) étant quasi-convexe, le complémentaire de son ensemble
limite dans 800% posséde deux composantes connexes dont nous proposons de décrire les images
réciproques par ’application de Cannon-Thurston. Nous serons alors en mesure de caractériser les
paires de points séparés par un ensemble limite de sous-groupe de surface coupée-croisée quasi-convexe.

Le complémentaire de 9. P(S) dans 9. F est une union disjointe d’intervalles ouverts de 9o F.

Chacun de ces intervalles a pour extrémités les extrémités dans 6ooﬁ d’un c6té du polygone idéal P (§ ).

D’aprés les résultats du paragraphe précédent, chaque composante connexe de 9o F'\ A(m1(S) N7y (F))
contient un nombre fini strictement positif de points de CT™'(A(7(S))). Plus précisément, chaque

composante connexe de 9o F'\ CT ™! (A(m1(S))) est un intervalle ouvert (contenu dans une composante
connexe de O F \ A(m1(S) Ny (F))) et ayant pour extrémités exactement une extrémité dans 9o F
d’une feuille £ contenant un coté de P(S ) et une extrémité dans Os F de la feuille duale a /.

Définition 4.2.22. Un intervalle stable (resp. intervalle instable) est une composante connexe de
DooF \ CT 1 (A(71(S))) contenue dans une composante connexe de Do F' \ A(71(S) N 71 (F)) dont les
extrémités sont les extrémités dans 0o F' d’un coté de P(S) contenu dans une feuille de F* (resp. F¥).

_ N\

FIGURE 4.2.4 — Exemples de huit intervalles stables au-dela du coté stable £ contenu dans une feuille
singuliére & 5 branches et de deux intervalles stables au-dela de la feuille stable réguliére £.

Remarque Il existe toujours une infinité d’intervalles stables et d’intervalles instables au bord de
OsoF'. On peut le voir en faisant agir le stabilisateur d’un c6té de P(S) sur les autres cotés.

Lemme 4.2.23 (Séparation de paires de points du bord). Soient p,q € OsF. Si p appartient a
un intervalle stable et ¢ a un intervalle instable, alors A(m1(S)) sépare CT(p) et CT(q) dans OscM,.

Démonstration. On travaille dans F' x R et on considére un point # de ®(S) N S et un segment {7} x
[T, T] de la ligne de flot correspondante. Remarquons que si T' est choisi suffisamment grand, alors
(z,T) peut étre relié¢ a (p,0) par un rayon quasi-géodésique de F xR (d’extrémité (p,0) a l'infini) qui
n’intersecte pas S (car p est au dela d’'une composante de frontiére stable de <I>(§ ), ce qui signifie que
Paltitude de la surface S est trés proche de —oco au voisinage de cette composante). De méme, (z,—T)

t (¢,0) peuvent étre reliés par un rayon quasi-géodésique ne rencontrant pas S. La concaténation des
deux arcs ainsi créés et du segment de ligne de flot est alors une courbe qui intersecte une unique fois
transversalement S (en (Z,0)) et relie (p,0) et (g,0). Ceci prouve Iassertion. O
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(pv 0) — (Ea T) (57 _T) - (qa O)

FIGURE 4.2.5 — Un chemin reliant p et ¢ et intersectant transversalement S une unique fois au milieu
du segment {z} x [-T,T].

Lemme 4.2.24 (Non-séparation de paires de points du bord). Soient p,q € OsF. Si p et q
appartiennent chacun & un intervalle stable, alors A(m1(S)) ne sépare pas CT(p) et CT(q) dans OscM,.

Démonstration. Il s’agit d’'une conséquence du lemme 4.2.23 et du fait qu’il existe toujours au moins un
intervalle de chaque stabilité, par anti-transitivité de la relation de séparation. On pourrait également
construire un chemin reliant (p,0) et (¢,0) et disjoint S, dans 'esprit du lemme 4.2.23. O

Le critére de séparation des paires de points de aooﬂ;

On développe alors I'image visuelle suivante. Si p est un point d’un intervalle stable, alors il est a
Pextérieur d’un coté stable de P(.S) qui représente un endroit o l'altitude de la surface S est trés proche
de —oco. On imagine donc dans ce cas que p est au-dessus de S’: Au contraire, lorsque ¢ appartient &
un intervalle instable, on pense plutdt que q est en-dessous de S. Cette interprétation éclaire les deux

résultats de séparation que nous venons d’énoncer.

Notation Notons 915 (resp. 9 5) le sous-ensemble de O F' égal & la réunion des intervalles stables
(resp. instables) de la décomposition de do F'\ CTH(A(71(S))).

Les lemmes 4.2.23 et 4.2.24 fournissent alors une description compléte de I'image réciproque par
I'application de Cannon-Thurston des composantes connexes du complémentaire de I'ensemble limite
A(m1(S)) dans 0 M,,.

Proposition 4.2.25 (Image réciproque du complémentaire de A(m(5))). Les ensembles 815
et 0,5 sont les images réciproques par Uapplication de Cannon-Thurston des composantes connezxes de

oo My, \ A(m1(S)).

Corollaire 4.2.26 (Séparation des paires de points de 8001/\47, par A(m(S5))). Soient p,q € OsF.
Alors A(m1(S)) sépare CT(p) et CT(q) dans O M, si, et seulement si, p et q sont situés au-dela de

deuz cotés £ et I de P(S) de stabilités opposées et de plus p et q¢ ne sont pas adhérents dans F auz
deuz feuilles de F35 ou F* contenant £ et £ ou a leurs feuilles duales.

NA Iissue de ce chapitre, nous sommes donc en mesure de caractériser les paires de points du bord de
M, séparés par un ensemble limite de surface coupée-croisée. Les chapitres suivants présenteront des
constructions effectives pour construire une surface coupée-croisée quasi-convexe dont I’ensemble limite
sépare deux points donnés de O M,,, afin d’appliquer le critére de cubulation des variétés hyperboliques
compactes démontré en premiére partie.
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5.1 Relevés des surfaces coupées-croisées dans F X R

Les constructions originales de surfaces coupées-croisées quasi-convexes présentées dans ce chapitre
sont naturellement basées sur le critére de quasi-convexité du théoréme 4.1.13. Celui-ci affirme que si
S 9 M, est une immersion d’une surface qui est partout transverse au flot de la suspension, alors un

relevé S de S dans F x R est quasi-convexe si, et seulement si, sa projection <I>(§) sur le revétement

universel F de la fibre vérifie <I>(§ ) # F. Nous commencons donc par présenter quelques propriétés
de structure des relevés des surfaces coupées-croisées au revétement universel, ainsi que des polygones

®(S) observés en projection dans F'.

5.1.1 Les relevés de la partie plongée de S dans F xR

Fixons a nouveau une surface hyperbolique F' et un homéomorphisme pseudo-Anosov ¢ € Homeo, (F),
ainsi qu’une courbe fermée simple essentielle ¢ C F' telle que ¢ N ¢(c) = 0.

Hypothése. Nous supposons que la fibre coupée F. est connexe, i.e. que ¢ ¢(c) est non-séparante.
Rappelons que nous avons défini la courbe ¢, = ¢(c) x {%} C M, des points doubles de I'immersion
t:S % M, et la partie plongée S, = S\ t~1(c,) de la surface coupée-croisée, qui est dense dans S.

Un relevé S de S est donc union d’adhérences de relevés de S, dans F x R, i.e. d’adhérences de
composantes connexes de 'image réciproque W]T/[l(s*) puisque ¢g, est un plongement et que S, est

supposée connexe. Nous allons expliquer comment, & partir d’un relevé de S, dans F x R, construire
de maniére déterministe I'unique relevé de S le contenant.

Lemme 5.1.1 (Altitude d’un relevé de S,). Soit :S': un relevé de S, dans F x R. Alors il existe un
unique n € Z tel que S, C F'x|n— %, n+%[ De plus S, posséde une infinité de composantes de frontiére
dans F x R, chacune étant un relevé de c, contenu soit dans F x {n — 1}, soit dans F' x {n + 1}.

Démonstration. Toutes ces assertions découlent immédiatement de la description de I'immersion ¢. [

Définition 5.1.2. On dit qu'un relevé S, de S, (resp. & de c,) est d’altitude n (vesp. d’altitude n+ 1)
si S, C Fx]n — 3.n+ 5[ (resp. & C Fx{n+ 3H.
Lemme 5.1.3 (Adjacence de relevés de S,). Soit & un relevé de la courbe ¢, dans F xR d’altitude

n+ % Alors il existe exactement quatre relevés de S, dans F x R dont 'adhérence contient ¢.. Deux
d’entre eux sont d’altitude n et les deux autres d’altitude n + 1.

Démonstration. La courbe ¢, est Dintersection de deux relevés A et A’ des deux anneaux plongés A et
A’. Ces relevés sont donc homéomorphes a des bandes [—1, 1] x R se croisant le long de {0} x R. Il y a
donc exactement autant de relevés de S, contenant ¢, que de composantes connexes de (AUA’)\ (ANA’)

et le résultat suit. O]
Fx{n+1}
Fx{n} -
— .
/ P
F x {n}
Fx{n+1}

FIGURE 5.1.1 — Croisement des quatre relevés de S, adhérents a un relevé de c,.
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Nous caractérisons enfin parmi les quatre relevés de S, adhérents a un méme relevé de c,, quelles
sont les paires appartenant & un méme relevé de S.

Proposition 5.1.4 (Prolongement d’un relevé de S au-dela d’un relevé de S,). Soit ¢, un
relevé de c, adhérent a un relevé S, de Sy et S unique relevé de S qui contient S,. Alors :

(i) Il existe un unique relevé X de S« adhérent & ¢, a la fois distinct de g: et contenu dans S.

(i) X est lunique relevé de S, adhérent a ¢, d’altitude distincte de celle de S, et vérifiant la condition :
(S, NO(X) = 0.

(4i1) X est également l'unique relevé de S, adhérent a ¢, tel que XU :S’: contienne un relevé de A ou
A" dans F x R.

Démonstration. Les relevés de S dans F xR étant plongés d’aprés le corollaire 4.1.5, il existe exactement
deux relevés S et S S’ contenant Cx, ce qui justifie le premier point. Si S contient une composante connexe
de (AUA’)\(AQA’) contenue dans A, alors X contient I'unique composante distincte de (AUA’ )\(AQA’)

contenue dans A. I est donc clair que X est d’altitude distincte de celle de S et que le plan ¢, x R

sépare les lignes de flot intersectant S, de celles intersectant X. O
5 |
: Fx{n+1}
Fx{n}
e e
/ A
Fx{n} "
: Fx{n+1}
5]

FIGURE 5.1.2 — Croisement de deux relevés S et S’ de S le long d’un relevé ¢, de c,.

Notation Soit S, un relevé de S, dans F xR et ¢ une composante de frontiere de S,. L unique relevé
X de S, adhérent a ¢ tel que X U S, contienne un relevé de A ou A’ dans F x R est noté X(S*7 Ce)-

5.1.2 Structure des relevés de S dans F x R

Nous décrivons maintenant une construction de proche en proche d’un relevé Sde S a partir de la
donnée d’un relevé S, de S.. On ajoute progressivement le long des composantes de frontiéres de S,
les relevés compatibles étudiés au paragraphe précédent, puis on recommence avec le nouvel ensemble
obtenu, ...

Etape 0 : Fixons :9: un relevé de S, dans F xRet posons Ag = S,.

Etape 1 : Pour chaque composante de frontiére ¢, de Ay, on ajoute & Ag le relevé X (S’; ¢x) défini
au paragraphe précédent. On pose donc :

A =AU | X(S.a)
¢ CFr(Ao)

Le domaine A; est alors une union connexe d’adhérences de relevés de S, telle qu’aucune ligne de flot
n’intersecte A; en deux points distincts (d’aprés la proposition 5.1.4).
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Etape n+1: Supposons construit un ensemble A,, qui est une union connexe d’adhérences de relevés

de S, telle qu’aucune ligne de flot de F x R n’intersecte Ap en deux points distincts. Pour chaque
composante de frontiére ¢, de A, il existe alors un unique relevé S, (é) de S, contenu dans A,, et dont
¢y est une composante de frontiére. On pose alors :

A =A0 ) X(S.(@).€)
. CFr(Ay)

L’ensemble A, ;1 est alors une union connexe d’adhérences de relevés de S, et aucune ligne de flot
n’intersecte A, 1 en deux points distincts (& nouveau d’aprés la proposition 5.1.4).

Etape oo : On définit alors Pensemble Ao = Aso(S.) = U An.
neN

Proposition 5.1.5. Soit g; un relevé de Sy dans FxRetS l'unique relevé de S contenant 3; Alors :

Démonstration. D’aprés la proposition 5.1.4, AQO(:S’:) est une sous-surface ouverte et fermée de la
surface connexe S. D’ou I'égalité. O

Cette construction a le mérite de rendre complétement transparente la proposition 4.1.4.

Corollaire 5.1.6. La surface S intersecte une ligne de flot {T} x R au plus une fois.

5.1.3 Pavages de F associés a la courbe ¢

Nous allons maintenant retranscrire la construction itérative d’un relevé S pavé par certains relevés
bien choisis de S, en projection dans le revétement universel F de la fibre. Nous allons voir que nous
aurons a assembler convenablement les chambres de certains pavages de F associés aux relevés des
courbes de la forme ¢™(c) avec n € Z.

Définition 5.1.7. Soit n € Z. On définit le pavage P, de F en considérant Pensemble des relevés dans
F des courbes ¢"(c) et ¢""1(c). Une chambre du pavage P, est une composante connexe de :

F\rp' (" () ue™ ! (c).

FIGURE 5.1.3 — Pavage arborescent Py de F induit par les relevés de ¢ et o(c).
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Remarques

1. Comme c est une courbe simple et ¢ N ¢(c) = 0, les relevés dans F de ¢™(c) et "1 (c) sont des
courbes deux & deux d’adhérences disjointes dans F. Le graphe dual au pavage P, est donc un
arbre régulier de valence infinie. Le groupe fondamental 71 (F') agit sur ce pavage et les stabilisa-
teurs des chambres sont conjugués au groupe fondamental de la fibre coupée 71 (F.).

2. Une courbe ¢ de F reléve ©™(c) pour au plus un entier n € Z. En effet, si un relevé de ¢™(c) coincide
avec un relevé de ¢™(c), alors ¢™(c) = ¢™(c) et donc n = m car ¢ est un homéomorphisme
pseudo-Anosov!. On dira donc sans ambiguité qu'une chambre de P, est d’altitude n.

L’intérét de I'introduction de ces pavages apparait grace aux lemmes suivants, qui reprennent en
projection ’étude menée pour les relevés S, de S,.

Lemme 5.1.8 (Projection des relevés de c,.). Soit n € Z et ¢. un relevé de ¢, d’altitude n + %
Alors ®(c,) est un relevé de "1 (c).

Démonstration. Rappelons que ¢, est 'image dans M, de la courbe ¢(c) x {%} du produit F' x R. On
en déduit que pour tout relevé ¢, de ¢, d’altitude %, ®(cx) est un relevé de p(c). Soit alors ¢, un relevé
de ¢, d’altitude n+ 3 et () un relevé de v & F' x R. Alors v(5)"(¢:) est un relevé de c, d’altitude
1. Donc ®(v(@)~"(cx)) reléve ¢(c). On en déduit donc que ®(c;) releve " (p(c)) = " (c). O

Corollaire 5.1.9 (Identification des chambres des pavages aux projetés des relevés de S.).
Soit n € Z. La projection ® : F xR — F' réalise une bijection de l’ensemble des relevés de S, d’altitude
n sur celui des chambres de P,,.

Si I'on se donne une chambre C d’un pavage P, il s’agit de la projection d’un unique relevé de

Sy, contenu dans un unique relevé S de S et naturellement, ®(S) D C. On souhaite alors comprendre

comment prolonger la construction du polygone ®(S) au-dela des composantes de frontiére de C'.

Proposition 5.1.10 (Prolongement de la projection d’un relevé de S au-dela d’une chambre
d’un pavage). Soit n € Z, C une chambre du pavage P, et £ une composante de frontiére de C. Alors
il existe une unique chambre C' de l’'un des pavages P,,, m € Z d’altitude distincte de celle de C et
telle que CNC' ={ (et de plus m =n 4 1).

FI1GURE 5.1.4 — Chaque composante de frontiére d’'une chambre de P,, est commune a exactement une
chambre disjointe de Pj41.

1Si ¢ est un homéomorphisme pseudo-Anosov et ¢ une courbe fermée simple essentielle, alors ’hypothése que ™ (c)
est librement homotope & ¢™(c) entraine que n = m
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Démonstration. L’assertion est claire par construction des pavages P,,. Remarquons de plus que si S,
est le relevé de S, tel que <I>(S ) = C et ¢, est le relevé de c, tel que ®(c,) = ¢, alors le relevé X tel que

®(X) = C’ est égal & X (5., ). En effet, si CNC’ = £, alors CNC’ = 0), i.e. @(:S':)ﬁé()?(SN*, &) =10. O

5.1.4 Structure du polygone idéal CD(:S’V)

Nous reprenons maintenant en projection la construction itérative des relevés S de S présentée au
paragraphe 5.1.2. A partir d’une quelconque chambre de P,, on ajoute les chambres adjacentes des
pavages Pp11, puis on itére ce procédé de construction jusqu’a obtenir le projeté ®(S) recherché (celui
associé au relevé S de S contenant le relevé d’altitude n de S, se projetant sur la chambre initiale).

Etape 0 : Fixons C une chambre de I'un des pavages Py, n € Z et posons By = C.

Etape 1 : Pour chaque composante de frontiére ¢ de By, on ajoute & By 'unique chambre C” (£) de
I'un des pavages P,+1 telle que C N C’(£) = £. On pose donc :

Bi=Bu |J ¢
LCFr(Bo)

Le domaine B est alors une union connexe d’adhérences de chambres deux & deux disjointes.

Etape n+1 : Supposons construit un ensemble B,, union connexe d’adhérences de chambres deux
a deux disjointes des pavages P,,, m € Z. Pour chaque composante de frontiére ¢ de B,, on note
C(£) I'unique chambre de 'un des pavages Py, contenue dans B, et C'({) 'unique chambre d’altitude
distincte de celle de C(¥) telle que C(¢) N C'(€) = ¢. On pose alors :

Bupi=B,U | C(0)
LCFr(B,,)

L’ensemble B,, ;1 est alors une union connexe d’adhérences de chambres deux a deux disjointes.

Etape oo :  On définit alors By, = Boo(C) = |J Bn.
neN

Remarque SiC et C' sont deux chambres chacune contenue dans 'une des parties B, +1\ By, n € N,
alors B (C') = Boo(C”). Ceci découle de 'aspect complétement déterministe de la construction.

Proposition 5.1.11 (Construction itérative du polygone ®(S)). Soit S, un relevé de S, dans
FxRetS lunique relevé de S qui contient S Alors :

®(S) = Bao(®(S.)).

Remarques

1. Nous avons par commodité supposé que la multi-courbe ¢ ¢(c) est non-séparante dans F. Dans
le cas contraire, la fibre coupée F est disconnexe et la partie plongée S, est également disconnexe.
Toutes les propriétés des relevés de S, ou des chambres des pavages P,, que nous avons énoncés
dans cette section restent valables en remplacant les relevés de S, par les relevés des composantes
connexes de S, et également les relevés de S par les relevés des composantes connexes de S dans
le cas ou S est disconnexe.

2. La description de la construction itérative du polygone <I>(§ ) ne fait & aucun moment intervenir les
voisinages réguliers V et (V) des courbes c et ¢(c) dans F', ni la définition précise de I'immersion
¢ en restriction aux anneaux A et A’. Le polygone CID(S) construit & partir d'un relevé S de S
dans F x R est donc indépendant de la maniére de couper la fibre F' ainsi que de la maniére de
croiser ses anses pour obtenir une surface coupée-croisée, du moment que 'immersion fabriquée
est transverse au flot. L’ensemble limite du sous-groupe de surface ainsi obtenu est donc également
indépendant des opérations précises de coupe et de croisement et est entiérement déterminé par
la courbe ¢ C F. Nous nous autoriserons donc la notation S = S(c, ¢) (omettant le choix de V)
pour la surface coupée-croisée associée a une courbe fermée simple ¢ telle que ¢ N (c) = 0.
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5.2 Constructions de surfaces coupées-croisées quasi-convexes

A T’aide de la description itérative des polygones <I>(§ ) de la section précédente, nous allons dégager des
conditions suffisantes sur une courbe ¢ C F telle que ¢ N ¢(c) = @ pour que la surface coupée-croisée
S(c, @) soit quasi-convexe. Pour ce faire, nous auront de prime abord besoin de comprendre en détail
la dynamique dans le disque fermé F des relevés des puissances de la monodromie.

5.2.1 Dynamique des relevés des puissances de la monodromie dans F'

On considére dans ce paragraphe un élément g € 71 (M) \ {1} et son opération sur F ou il agit comme
un relevé d’une puissance de ¢. Cette transformation g étant alors une quasi-isométrie de I, elle s’étend
continfiment de maniére unique en un homéomorphisme (quasi-conforme) de la compactification F' de

F. Nous présentons dans ce paragraphe les quatre cas possibles de dynamique pour cette action de g
sur F' (voir [CB88).

Premier cas (Fixation des extrémités d’une feuille réguliére)

Supposons que ¢ fixe les extrémités d’une feuille réguliére ¢ de Fs ou Fu. Alors g stabilise ¢, donc £
est une feuille périodique et contient un unique relevé ¥ d’un point ¢-périodique. Les feuilles £ et ¢’ de
F# et F qui contiennent z sont alors stables par g, qui posséde exactement quatre points fixes dans
0o F', dont deux sont attractifs et les deux autres répulsifs, et exactement un point fixe dans F'. Plus
précisément, si g reléve une puissance positive de ¢ et £ est une feuille stable, alors g contracte (resp.
dilate) £ (resp. ¢') et les extrémités de ¢ (resp. £') sont des points fixes répulsifs (resp. attractifs) de g.

FIGURE 5.2.1 — Le cas d’une feuille réguliére stabilisée (et donc périodique).

Second cas (Fixation des extrémités d’une feuille singuliére)

Supposons que g fixe les extrémités d’une feuille singuliére ¢ & k branches de Fs ou Fu. Alors les
conclusions du cas précédent sont encore valides, T étant le point singulier commun & £ et ¢’ et g ayant

dans ce cas 2k points fixes dans O, F', alternativement attractifs et répulsifs.

FIGURE 5.2.2 — Le cas d’une feuille singuliére stabilisée (avec ici & = 3 branches).
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Troisiéme cas (Action libre sur 8o F)

Supposons que g ne posséde aucun point fixe dans O F. Alors d’aprés le théoréme de point fixe
de Brouwer, g posséde un point fixe T dans F'. Les feuilles £ et ¢/ de F* et F* qui contiennent Z sont
donc périodiques et stables par g. Leurs extrémités sont de plus permutées par g, via une permutation
sans point fixe. En particulier, il existe une puissance de g qui reléve du premier cas si = est régulier,
du second si ¥ est singulier.

FIGURE 5.2.3 — Action sans point fixe au bord avec un point fixe dans F.

Quatriéme cas (Action libre sur F et dynamique nord-sud)

Supposons enfin que g ne fixe les extrémités d’aucune feuille de ]-' s ou FU et posséde un point fixe
dans 0, F. Alors g posséde exactement deux points fixes dans 0., F, I'un attractif, 'autre répulsif,et
agit sur le disque F avec une dynamique nord-sud classique (les elements de m (F) \ {id} relévent de
ce cas).

FIGURE 5.2.4 — Action sans point fixe dans F' avec la méme dynamique que les éléments de m (F).

Remarques

1. Un élément de m (M) agit librement sur F si, et seulement si, il reléve du quatriéme cas, soit
encore de maniére équivalente, s’il posséde exactement deux points fixes dans Oy F'.

2. Lorsqu’un élément de 71 (M) n’agit pas librement sur F , le lemme suivant affirme qu’il posséde
alors exactement un point fixe qui est de plus son unique point périodique.

Lemme 5.2.1 (Au plus un point périodique dans ﬁ) Tout élément g € w1 (M) non trivial posséde
au plus un point périodique dans F' et cet éventuel point périodique est, s’il existe, un point fize.

Démonstration. Supposons que g posséde deux points périodiques distincts et y dans F. . Alors il
existe un entier n € N* tel que ¢g" fixe a la fois T et . Alors g" stabilise les quatre feuilles de Fs et Fu
qui passent par = ou y. Il existe donc une puissance g"™ de g™ qui posséde au moins huit points fixes
dans Jo F' et deux points fixes dans F'. Cette premiére condition implique que g™ reléve du second
cas, et posséde donc un unique point fixe dans F', ce qui contredit la seconde condition. ]
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5.2.2 Une condition suffisante de quasi-convexité

Nous allons maintenant énoncer une condition suffisante sur une courbe ¢ formulée au revétement
universel pour qu’'une surface coupée-croisée soit quasi-convexe. Il s’agit essentiellement d’une reformu-
lation du critére de Joseph Masters (voir I'article [Mas06] ot sont construits de nombreux sous-groupes
de surface quasi-convexes de 71 (M)).

Considérons dans la fibre F' une courbe fermée simple essentielle ¢ telle que cnNp(c) =0et ¢ : S ¢ M,
la surface coupée-croisée associée a ¢ définie au paragraphe 4.1.1. Lorsque S n’est pas connexe, nous
parlerons abusivement de relevés de S pour les relevés d'une quelconque composante connexe de S.

On rappelle que, pour tout relevé S de S dans F x R, on dispose d’une construction itérative du
polygone <I>(S ) via certains pavages P,, de la fibre dont les chambres sont les composantes connexes de
F\ 7t (™ (c) U "1 (e)) (voir paragraphe 5.1.4). L’étude de I'action des éléments de 71 (M) sur ces
pavages permet de formuler un critére simple de quasi-convexité de 7 (S).

Proposition 5.2.2 (Condition suffisante de quasi-convexité de 71 (S)). Soit C une chambre de

Vun des pavages Pp, avec n € Z. Supposons quil existe un relevé @ de ¢ fixrant un point de F' tel que
C N @(C) soit une composante de frontiere commune & C et (C). Alors & stabilise Boo(C) et m1(S)
est un sous-groupe quasi-conveze de 71 (M).

FIGURE 5.2.5 — Une condition suffisante de quasi-convexité.

Démonstration. Posons By = C. Alors par hypothése et par construction de By, ¢(C) C By \ By et
donc $(Beo(C)) = Boo (3(C)) = Boo(C). Rappelons que le stabilisateur de ®(S) contient (un conjugué
de) 71(S) avec indice fini (voir le dernier paragraphe de la section 4.2.3). Il en découle qu'une puissance
non nulle de @ appartient a (un conjugué de) m(.S) dans 71 (M) et donc que 71 (S) n’agit pas librement
sur F. Le résultat suit donc du corollaire 4.2.13. U

5.2.3 Tripodes droits et courbes compatibles

Nous allons utiliser le critére du paragraphe précédent pour construire de nombreuses surfaces coupées-
croisées quasi-convexes dans M,,. Plus précisément, nous allons expliquer pourquoi ce critére permet
non seulement de construire de telles surfaces, mais également comment l'exploiter pour localiser un
coté du polygone idéal P(S) et son rayon dual.

La donnée d’un coté d’un polygone P(g) et de son rayon dual forme un tripode dans F possédant

des propriétés remarquables en lien avec les feuilletages F5 et Fu. Nous introduisons une définition
générale de tripode topologique qui reproduit ces propriétés.
Définition 5.2.3. Un tripode droit {¢,r} dans F est la donnée d'une géodésique bi-infinie (de (F, dt))
£ contenue dans une feuille périodique ¢ de F5 ou Fu et d’un rayon 7 contenu dans la feuille £/ duale
a ¢ et issu de l'unique point T € ¢ relevant un point -périodique tels que ¢ sépare r \ {Z} et £\ r
dans F. Le point £ = £ N r est alors appelé centre du tripode.
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FIGURE 5.2.6 — Un tripode droit {¢,r} (resp. {¢',r'}) de centre Z (resp. ') régulier (resp. singulier).

Remarque La terminologie de tripode droit provient du fait que les angles entre chacun des rayons
_ T
de / issus de T et le rayon r valent 5"

Exemple Soit <I)(§) un polygone idéal associé & un relevé S d’une surface coupée-croisée S. Si £ est

un coté de ®(5) de rayon dual r, alors {£,r} est un tripode droit.

Au terme du paragraphe 5.2.4, nous aurons démontré réciproquement que tout tripode droit apparait
au bord d’un polygone associé & une construction de surface coupée-croisée quasi-convexe.

Définition 5.2.4. Une courbe fermée essentielle ¢ C F' est dite compatible avec un tripode droit {¢,r}
s’il existe un relevé ¢ de ¢ plongé dans F tel que ¢N ¢ = et Padhérence de £ U r dans F sépare les
extrémités de ¢ dans 0, F. On s’autorisera alors a dire que la courbe ¢ C F' est compatible avec {¢,r}
via un relevé c.

FIGURE 5.2.7 — Un relevé ¢ d’une courbe compatible avec le tripode droit {£,r}.

Remarques
1. Si ¢ est un courbe compatible avec un tripode admissible {¢,r} via un relevé ¢, alors ¢Nr # (.

2. L’hypothése faite que c est plongée au niveau du revétement universel garantit que c peut se
relever en une courbe fermée simple dans un revétement fini de F'.

3. Rappelons qu’un tripode admissible {¢, r} posséde un stabilisateur isomorphe a Z dans m (M), par
exemple engendré par un relevé d’une puissance de ¢ qui dilate £ et contracte r. Si ce stabilisateur
est engendré par un relevé ¢ de @, alors les courbes ¢ et ¢(¢) peuvent parfois étre des composantes
de frontiére d’'une méme chambre du pavage Py. Nous allons voir que dans ce cas, notre condition
suffisante de quasi-convexité s’applique.
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Proposition 5.2.5 (Localisation d’un coté de P(S)). Soit {¢,r} un tripode droit stabilisé par un
relevé @ de o et ¢ une courbe fermée simple essentielle telle que ¢ N (c) =0 et compatible avec {€,r}
via un relevé ¢. Si aucun relevé de ¢ ou ¢(c) ne sépare ¢ et G(¢) dans F, alors il existe un relevé S de
S = S(c,p) dans F x R tel que € soit un coté du polygone P(g) de rayon dual v et ¢ C <I>(§)

Démonstration. On suppose pour fixer les idées que £ est contenue dans une feuille instable et donc r
est un rayon stable. Ceci implique que ¢ agit par contraction sur le rayon r. Les hypothéses garantissent
qu’il existe une chambre C' du pavage Py dont les courbes ¢ et ¢(¢) sont des composantes de frontiére.
La condition de compatibilité de ¢ avec le tripode {¢, r} et la dynamique de ¢ sur le rayon r impliquent
alors que C N 3(C) = @(¢). D’aprés la proposition 5.2.2, la surface S = S(c, ¢) est donc quasi-convexe.
De plus, par construction de Bu(C), §"(C) C By \ B,—1 pour tout n € N* et donc @1 (¢) est une
composante de frontiére de B,,. Ainsi, le centre z n’est adhérent a aucun des ensembles B,, avec n € N.
Par ailleurs, si p € ¢Nr, alors ¢"(p) converge vers T, donc Z est adhérent & By (C). Nécessairement, ¢
est une composante de frontiere de B, (C) = ®(S) dont le rayon dual est r et bien str ¢ ¢ ®(5). O

@) P©
Fre 5@ =CnFC)

FIGURE 5.2.8 — L’accumulation des chambres 3" (C) le long du rayon r fabrique le coté £ de ®(S).

Remarque On considére un tripode droit {¢,r} et une courbe fermée essentielle ¢ compatible avec
{¢,r} via un relevé ¢. J. Masters (voir [Mas06]) démontre que quitte a remplacer ¢ par un autre relevé
de ¢ compatible avec {/,r} suffisamment éloigné du centre Z du tripode, alors ¢ N @(¢) = . 11 assure
alors par séparabilité qu’aucun relevé de ¢ ou ¢(c) ne sépare ¢ et @(¢). La courbe ¢ peut alors étre
utilisée pour construire un sous-groupe de surface coupée-croisée (généralisée, voir section 5.3) trés peu
quasi-convexe. Nous montrons ci-dessous qu’une telle courbe ¢ peut toujours étre utilisée pour une
construction de surface coupée-croisée quasi-convexe, sans avoir a 1’éloigner du centre & du tripode.

5.2.4 Prescription d’un c6té du polygone idéal ®(5)

Nous démontrons dans ce paragraphe que tout tripode droit apparait au bord d’un polygone idéal P(SV)
pour au moins un relevé S d’une surface coupée-croisée construite dans un revétement fini de M. La
stratégie consiste & démontrer que les hypothéses de la proposition 5.2.5 sont toujours virtuellement
réalisables en partant d’un tripode admissible et d’'une quelconque courbe compatible avec ce tripode.

Proposition 5.2.6 (Réalisation virtuelle de la condition suffisante de quasi-convexité). Soit
{€,7} un tripode droit de centre T et ¢ C F une courbe fermee essentzelle compatzble avec {£,r} via
un relevé ¢. Alors il existe un revétement fini FdeF avec F =5 F =3 F et (U F — F un relevé
d’une puissance non nulle de ¢ fizant le point T = n(T) tels que ¢ = 7(¢) soit une courbe fermée simple
disjointe de 1(¢) et, notant w Uunique relevé de v qui fize T, aucun relevé de ¢ ou ¥(¢) dans F ne

sépare ¢ et Y(C).

La proposition 5.2.5 permet donc en considérant la surface coupée-croisée S = S(¢, 1) du revétement
fini My, de M, fournie par la proposition 5.2.6 d’obtenir le corollaire suivant.
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Corollaire 5.2.7. Soit {¢,r} un tripode droit et ¢ une courbe compatible avec {{,r} via un relevé c.
Alors il existe une surface coupée-croisée quasi-conveze S dans un revétement fini M de M, et un relevé
S de S dans F x R tel que ¢ C ®(S) et £ est un coté de ®(S) dont r est le rayon dual.

Remarque FEn composant 'immersion S & M et le revetement M — M, on obtient une immer-
sion S & M, partout transverse au flot. Sous les hypothéses du corollaire 5.2.7, on peut donc également

dire qu’il existe une surface immergée .S partout transverse au flot dans M, et un relevé S de S dans
F x R tel que ¢ C ®(S) et £ est un coté de ®(S) dont r est le rayon dual.

Pour démontrer la proposition 5.2.6, nous utiliserons des arguments classiques de séparabilité, via
le théoréme de P. Scott énoncé ci-dessous.

Théoréme 5.2.8 (Séparabilité des groupes de surface, voir [Sco78| et [Sco85]). Soit S une surface
conneze (par exemple compacte orientable de genre g > 2). Alors les sous-groupes de type fini de 71(S)
sont séparables dans m1(S).

Démonstration de la proposition 5.2.6

Cette démonstration se fait en plusieurs étapes, par une succession de revétements finis de la fibre
dans lesquels apparaissent les propriétés voulues. Pour fixer les idées, nous supposerons que £ est
contenue dans une feuille instable et que r est un rayon stable et également que ¢ posséde un point
fixe? p dans F servant de point base au groupe fondamental 71 (F, p). Ceci donne en particulier un sens
a l'automorphisme @, de 1 (F') induit en homotopie par .

Etape 1 : Quitte & remplacer F par un revétement fini (par exemple caractéristique) et a relever la
monodromie & ce revétement, on peut supposer que c¢ est une courbe fermée simple essentielle. Tout
relevé de ¢ dans un revétement de F' est alors également simple.

Etape 2 : On utilise la dynamique des éléments du stabilisateur du tripode admissible {¢,r} pour
translater ¢ sur une courbe disjointe, puis on remplace ¢ par une de ses puissances.

Lemme 5.2.9 (Action du stabilisateur du tripode sur ¢). Il existe un élément g € w1 (M) qui
stabilise la droite £ et contracte le rayon r et vérifie de plus la condition g(¢) N¢ = 0. De plus, toute
puissance strictement positive de g convient alors également.

Démonstration. Supposons que 7r(Z) est p-périodique de plus petite période m > 1. Notons alors h
I'unique relevé de ¢™ qui fixe Z (et donc contracte le rayon ). Comme I’adhérence dans F' de la courbe
¢ est par hypothése un compact du demi-espace ouvert de F délimité par £ et contenant 7, elle peut
étre attirée dans un voisinage arbitraire dans F' de I'extrémité de r dans 0., F par une grande puissance
de h~1. En particulier, cNh~"(¢) = () pour n € N* assez grand. Alors g = h™ convient ainsi que toutes
ses puissances positives. L]

On remplace alors la monodromie ¢ par la puissance ¢, avec m et n comme dans la démonstration
du lemme. Ainsi, cette seconde étape démontre que, quitte & remplacer la monodromie par une de ses
puissances, on peut de plus supposer que Z est un relevé d’un point fixe de ¢ et, si ’'on note ¢ 'unique
relevé de ¢ qui fixe 7, alors ¢N @(¢) = (. On ajoute donc ces hypothéses pour la troisiéme et derniére
étape de la démonstration.

Etape 3 : On réalise enfin la disjonction ¢ N ¢(c) = 0 et le fait qu’aucun relevé de ¢ ou ¢(c) dans F
ne sépare ¢ et $(¢). Tout repose & nouveau sur des propriétés de séparabilité, dont la mise en place se
fait par une étude dynamique rappelant le lemme du ping-pong (ou tennis de table pour certains).

On pose My = {0 € m(F) | o(@(@))Nec # 0}, My = {0 € m(F) | o(¢) sépare ¢ et ¢(¢)} et
My = {o € m(F) | o(@(¢)) sépare ¢ et ¢(¢)}. Enfin, on note M = My U M; U Ms. Notre but est de
fabriquer un sous-groupe d’indice fini ¢,-invariant 3 < 7 (F) tel que X N M = ().

2Quitte & remplacer ¢ par une de ses puissances, on peut toujours se ramener & ce cas d’aprés le lemme 6.1.6.
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Notation Notons I' (resp. I'”) le stabilisateur de ¢ (resp. @(¢)) dans 71 (F') et choisissons «y (resp. 7/)
un générateur de I' (resp. I").

Lemme 5.2.10 (Propriétés d’invariance modulo les stabilisateurs). On a les égalités :

(i) T.MyI' = My,
(i) My.T = M,
(iid) My’ = M.

Démonstration. Soient n,m € Z et o € M, alors :

Yoo oy™(@(@) Ne="(c(&(e)) Ny (@) =7"(0(8(c) Ne) # 0
car o(@(¢)) N¢ # . Les propriétés (ii) et (4i7) sont claires par définition de M; et Ms. O

Les ensembles quotients I'\My /I, M1 /T et My/T’ sont alors finis (voir lemme 5.2.12). On peut
donc les représenter, modulo le sous-groupe (I' UT”) engendré par les stabilisateurs, par un nombre fini
de mauvais éléments. Pour éliminer ces mauvais éléments en dehors d’un sous-groupe d’indice fini de
71(F), on souhaite donc utiliser la séparabilité de (I' UTY) dans 71 (F), mais il n’y a aucune raison a
priori que (" UT”) \ (' UT”) ne contienne aucun de ces mauvais éléments. L’étude dynamique menée
dans le lemme suivant va nous permettre de régler ce probléme.

Lemme 5.2.11 (Dynamique du sous-groupe (I' U I') dans f) 1l existe N € N* tel que :

M (N, 4Ny =0.

FIGURE 5.2.9 — Matérialiser la dynamique du sous-groupe (y",~'") dans F.

Démonstration. Commengons, pour N € N*, par matérialiser la dynamique de I'action de N sur son
axe dans F (i.e. on veut faire apparaitre la longueur de translation). Choisissons une géodésique bi-
infinie perpendiculaire a 1'axe de = et notons H_ le demi-espace fermé qu’elle délimite contenant &
I'infini le point fixe répulsif de 4"V. Posons ensuite H, = ’yN(ﬁ \ H_) (voir figure 5.2.9). Définissons de
maniére similaire des demi-espaces fermés H/, matérialisant la dynamique de I’action de v’V sur son
axe dans F.

Les courbes ¢ et ¢(¢) étant d’adhérences disjointes dans F, on peut choisir 'entier N € N* et les
géodésiques perpendiculaires aux axes de vV et 4/™V de telle sorte que les quatre demi-espaces Hy, H/
soient d’adhérences deux & deux disjointes dans F', avec la condition supplémentaire (H, UH' )N¢ = (.
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Supposons alors qu'il existe o € My N (v, 4'™V). Alors ¢ est un mot sur I'alphabet {y*V =N},
L’invariance I'.My = My permet de supposer que ¢ est un mot qui commence par v'*V. Alors o(5(¢))
est soit égal & (¢), soit contenu dans I'un des demi-espaces H', ou H’ (un argument classique de ping-
pong dans le groupe libre (yV,~4/V) assure sans hypothése sur o que o(P(¢)) est soit égal a B(¢) soit
contenu dans I'un des quatre demi-espaces Hy ou H', ). Dans tous les cas, o(¢(¢))Ne = . Contradiction.

Par ailleurs, si g € (v"V,4'"), alors g(¢) (resp. g(@(c))) est soit égal a ¢ (resp. $(¢)), soit & une
courbe contenue dans I'un des quatre demi-espaces Hy, H'. . Dans chaque cas, ¢(¢) (resp. g(¢(¢))) ne
sépare pas ¢ et ¢(¢) et donc g ¢ My U M.

Au final, nous avons obtenu que M N (v, 4N = (). O

Notation On note alors I'y = (vV) et T\ = (v'V).

Lemme 5.2.12 (Cofinitude modulo les stabilisateurs). On a les propriétés de finitude :

(i) Tn\Mo/I'y| < o0,
(i) |My/Ty| < o,
(ii)  |My/Tl| < oo.

Démonstration. On fixe un domaine fondamental compact K pour l'action de I' sur ¢. La famille
{7(@(€))}yen, (r) etant localement finie, il existe un nombre fini de translatés de ¢(¢) qui intersectent
K, ce qui signifie exactement que I'\ My /T est un ensemble fini. Comme I' y et Iy, sont des sous-groupes
d’indice fini de T et T respectivement, la propriété (i) est vérifice. Considérons alors le segment I C r
reliant les courbes ¢ et ¢(¢). Il existe au plus un nombre fini de translatés de ¢ (resp. @(¢)) qui intersectent
le compact I. Or tout relevé de ¢ ou @(¢) qui sépare ¢ et ¢(¢) intersecte nécessairement /. On en déduit

que M, /T et My /T sont des ensembles finis. Les propriétés (ii) et (ii4) en découlent. O
1l existe alors oy, ...,0%, T1,...,7; €t 71,...,7), des éléments de 1 (F) tels que :
k 1

MQ = |_| FN-Ui-F§V7 M1 = I_l Ti.FN et MQ = El T;FIN
i=1

=1 =1

Le sous-groupe (vV, ') étant de type fini (et donc séparable dans 71 (F)), il existe un sous-groupe
d’indice fini ¥/ < 71 (F) tel que (YN, 4N) <X et 01,0y 0k, T1ye ey T Ty oo Th & 3.

Lemme 5.2.13 (M est virtuellement vide). ¥’ N M = 0.

Démonstration. Supposons qu'il existe o € My N X' Alors il existe 1 <i <k, v € 'y et 7' € Ty tels
que 0 =y oo; 07 Mais comme (I'y UT%) <%, 0, =7 'oooq~! € ¥'. Contradiction. On montre
de maniére similaire que (M; U My) NY = (). O

Nous énongons enfin un dernier lemme indispensable sur les propriétés de finitude des intersections
de sous-groupes d’indice fini fixé des groupes de type fini.

Lemme 5.2.14 (Intersections de sous-groupes d’indice fini). Soit G un groupe de type fini et
A C Aut(G) une partie quelconque. Alors pour tout sous-groupe d’indice fini T' < G, lintersection
(| «(T) est un sous-groupe d’indice fini de T'.

acA

Démonstration. Pour tout o € Aut(G), on a Uégalité [G : T'| = [G : «(T")]. Le résultat découle donc
du fait qu'un groupe de type fini G contient un nombre fini de sous-groupes d’indice fini fixé et qu’une
intersection finie de sous-groupes d’indice fini est un sous-groupe d’indice fini. O

Posons ¥ = (] ¢?(¥'). Alors ¥ est d’apres le lemme 5.2.14 un sous-groupe d’indice fini de 71 (F)
z
et est par constrrfction ps-invariant. De plus, X N M =0 car ¥ < ¥,

On considére le revétement fini associé¢ F —— F = F /% =% F. Posons alors ¢ = m(¢) et & = 7(3(2))
et considérons un relevé ¢ : F— Fde Y a F tel que »(¢) = a. Alors @ est un relevé de @ dans F et,
posant Z = (%), on a donc $(T) = T.

De plus, €N 3(¢) = 0 (car m(F) N My = ) et il n’existe aucun relevé de ¢ ou de $(¢) dans F qui
sépare ¢ et 3(¢) (car m (F) N (My U M) = 0).

En mettant bout & bout les étapes 1, 2 et 3, la proposition 5.2.6 est donc finalement démontrée.
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5.3 Surfaces coupées-croisées généralisées

Nous présentons dans cette section une modification de la construction des surfaces coupées-croisées
dans le cas d’une courbe fermée simple essentielle ¢ C F' qui ne vérifie pas nécessairement la condition
de disjonction cNp(c) = 0. Cette construction est déja présente dans I'article fondateur de D. Cooper,
D. Long et A. Reid (JCLR94]) et également trés utilisée par J. Masters pour ses constructions explicites
de sous-groupes de surface d’épaisseur arbitrairement grande (|[Mas06]).

L’idée est essentiellement de faire transiter cette construction par un revétement fini de la fibre dans
lequel ¢ et o(c) ont des relevés disjoints. En pratique, un tel revétement fini existe toujours par des
propriétés de séparabilité, mais il n’existe pas forcément de relevé de la monodromie permettant de
réaliser la construction de surfaces coupées-croisées dans ce revétement fini.

Nous présentons dans un premier temps ces surfaces coupées-croisées généralisées et analysons
ensuite la structure de leurs relevés a F' x R. Cette étude met 'accent sur les modifications & apporter
au cas classique étudié en section 5.1.

5.3.1 Construction des surfaces coupées-croisées généralisées

On considére une courbe fermée simple essentielle ¢ C F.

Hypothése. On suppose qu’il existe un revétement fini connexe 7 : F — F et deux relevés C et &
des courbes ¢ et ¢(c) respectivement tels que cNa = () et les revétements finis ¢ — c et @ — ©(c)
induits par 7 soient isomorphes (i.e. de méme degré d en tant que revétements finis du cercle St).

Q)

FIGURE 5.3.1 — Disjonction des courbes ¢ et ¢(c¢) dans un revétement fini. Dans cet exemple graphique,
on a représenté le revétement double associé a la courbe 7.

Soit V un voisinage régulier ouvert de ¢ dans F' de composantes de bord notées c*. Relevons V et

(V) dans F en deux vmsmages réguliers ouverts VdeTet W de @ tels que VNW = 0. Posons ensuite
F.=F\(VU W) et notons ¢* et a* les composantes de bord F,, avec les conventions 7(ct) =ct et
(@*) = ¢(c™).

Nous considérons les anneaux plongés A — M, et A’ — M, définis au paragraphe 4.1.1, deux

)

o~ L —t N —
anneaux compacts A et A’ de composantes de bord AT et A’ et deux revétements A —» A et A’ — A’

—~+
de degré d induisant des revétements A~ —» p(c™), A* — ct, A1 — p(cT) et A — .
On dispose alors de trois applications F — F — M,, A—5A—s M, et A — A s M,
que l'on peut recoller pour obtenir une immersion d'une surface S dans M. Pour ce faire, on 1dent1ﬁe

~ -~ —— N —t
a la source les courbes A~ et @—, AT et ¢, A’ et at et enfin A’ et .

E| 4 R

A~ ::lcp(c_) At =cf

FIGURE 5.3.2 — Construction des surfaces coupées-croisées généralisées.
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Définition 5.3.1. L’'immersion ¢ : S & M, construite ci-dessus est appelée surface coupée-croisée
généralisée associée au revétement T et aux courbes ¢ et a. Par abus de langage, I'image de ¢ sera
également appelée surface coupée-croisée généralisée bien que ce ne soit pas une surface topologique.

Lemme 5.3.2 (Incompressibilité des surfaces coupées-croisées généralisées). L’immersion
t:S % M, construite ci-dessus est mi-injective (sur chaque composante conneze de S).

Démonstration. 1l s’agit & nouveau d’une conséquence de la transversalité au flot. ]

Remarques

1. Lorsque 7 est un homéomorphisme, cette construction coincide avec la construction de surface
coupée-croisée associée aux courbes ¢ et p(c) donnée au paragraphe 4.1.1.

2. On dispose des mémes résultats que dans le cas classique : S peut étre lissée, est orientable et est
connexe si, et seulement si, ¢l & est non-séparante dans F, i.e. si F, est connexe.

Pour conclure ce paragraphe, remarquons que la courbe ¢, image de la courbe ¢(c) x {%} C F'x {%}
dans M., est a nouveau une courbe de points multiples de I'immersion ¢ (et plus précisément, les fibres
de tels points sont de cardinal 2d). On note S, = S\ ¢~ (c.). Il ne s’agit pas du lieu d’injectivité
de ¢ lorsque T n’est pas un homéomorphisme, mais cette sous-surface se révélera néanmoins utile
pour exposer le procédé de construction itératif des relevés de la surface coupée-croisée généralisée au
revétement universel.

5.3.2 Relevés des surfaces coupées-croisées généralisées

Fixons maintenant un relevé 7 : S — F x R de l'immersion ¢ : S & M, construite au paragraphe
précédent. Tous les résultats du chapitre 4 (& partir du paragraphe 4.1.2) s’appliquent aux surfaces
coupées-croisées généralisées, puisqu’ils sont valables pour toute immersion partout transverse au flot.
Nous allons maintenant expliquer les modifications & apporter a la construction itérative d’un relevé
S = L(S) par rapport a celle présentée en section 5.1.

Pour fixer les idées, on suppose que la multi-courbe ¢l @ est non-séparante dans ﬁ, ce qui signifie
que la fibre coupée F est connexe. Par construction de I'immersion ¢, les lemmes décrivant ’agencement
des relevés de S, dans F' x R restent valables dans le cas des surfaces coupées-croisées généralisées. Les
résultats 5.1.1, 5.1.3 et 5.1.4 peuvent étre recopiés a l'identique.

Ceci permet de reproduire mot pour mot la construction de S présentée au paragraphe 5.1.2 a
partir d’'un relevé S, de S, dans F X R. Nous aimerions alors comprendre comment se traduit cette
construction a travers la projection ® : FF x R — F', dans ’esprit de ce qui a été fait aux paragraphes
5.1.3 et 5.1.4 pour passer de la construction de Ay, a celle de By

Structure du polygone idéal q)(g)

Les lemmes 5.1.1 et 5.1.8 impliquent en particulier que les projections <I>(S ) des relevés S sont des
domaines de F dont les composantes de frontiére sont des relevés des courbes ¢"(c) avec n € Z. La
question qui se pose naturellement est de savoir précisément quelles courbes apparaissent au bord de
ces domaines.

Lemme 5.3.3 (Projection des relevés de S, d’altitude 0). Soit :S': un relevé de S, d’altitude 0.
Alors les composantes de fronticre de ®(S,) sont des relevés dans F des courbes ¢ et & de F.

Démonstration. On constate par construction qu’un relevé de S d’altitude 0 est un épaississement d’un

relevé X de la surface a bord F dans F auquel sont ajoutées des bandes montantes et descendantes

le long de ses composantes de frontiéres. Ces bandes font le lien entre les composantes de frontiere de
1

X et les relevés de ¢, d’altitudes —35 ou 5 dont les pI‘O_]eCthIlS dans F sont paralléles aux composantes

de frontiére de X. Les composantes de frontlere de S* ont donc pour image par ® des relevés de ¢ et &
dans F. O
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On introduit alors le pavage Py de F obtenu en considérant la collection des relevés a F des courbes
Cet @ de F. Autrement dit, les chambres de Py sont les composantes connexes de F \7~!(cua). Notons

que ce pavage est précisément 71'1(F )-invariant. On obtient le corollaire suivant.

Corollaire 5.3.4 (Chambres du pavage Py et relevés de S, d’altitude 0). La projection ®
induit une bijection de l’ensemble des relevés de Sy d’altitude 0 sur celui des chambres du pavage Py.

Pour n € Z, on note alors Py, le pavage de F induit par la collection des composantes de frontiére
des projections dans F' des relevés de S, d’altitude n. Nous allons dégager une description explicite des
chambres de ces pavages a 'aide des courbes ¢ et & et d’éléments bien choisis de 71 (M).

Lemme 5.3.5. Soit ¢ un relevé de ¢ et & un relevé de @ dans F. On considére alors un relevé @ de
a F tel que §(¢) = a. Le pavage ¢(Py) de F est alors indépendant des choixz de relevés ¢, a et @.

Démonstration. Cette propriété découle du fait que Py est précisément 7y (ﬁ )-invariant et que les trois
choix de relevés sont paramétrés par le sous-groupe 71 (F). O

Lemme 5.3.6 (Identification des chambres du pavage P1). Soit ¢ un relevé de ¢ dans F. Alors
@(Po) = Py si, et seulement si, ¢ envoie un (et donc chaque) relevé de ¢ sur un relevé de Q.

Démonstration. Par construction de I'immersion ¢, la condition que doit vérifier un relevé ¢ de ¢ pour
garantir que ¢(Py) = P; est précisément d’obtenir la famille des relevés de @ dans F' comme com-
posantes de frontiére des chambres de @p(Py). En effet, cette famille apparaissant comme composantes
de frontiére des chambres de Py, elle doit également apparaitre comme composantes de frontiére des
chambres de P;. Ainsi, ¢ doit envoyer la collection des relevés de ¢ sur celle des relevés de @. Or pour
tous les choix de relevés @ possibles vérifiant cette condition, le pavage ¢(Pp) obtenu est identique
d’apres le lemme 5.3.5. C’est donc nécessairement que, pour chacun de ces choix, @(Py) = P;. O

Fixons des relevés ¢ de ¢ et & de & dans F et considérons un relevé @ de ¢ a F tel que p(c) = a.

Corollaire 5.3.7 (Identifications des chambres des pavages P,). Pourn € Z, P, = ¢"(P).

Démonstration. On reproduit par récurrence I’argument du lemme 5.3.6. ]

Remarque La famille des pavages ©"(Py), n € Z est indépendante des choix de ¢, @ et ¢ réalisés
pour les construire (car ceci est vrai de la famille de pavages P,, par deﬁnltlon) Les chambres de P,
sont les composantes connexes de F'\ $" (L &) et ces pavages sont m (F )-invariants.

Les énoncés de structure des pavages P, du paragraphe 5.1.3 se transposent donc a ’identique pour
cette nouvelle famille de pavages construits & partir de ¢ et a.

Proposition 5.3.8 (Prolongement de la projection d’un relevé de S au-dela d’une chambre
d’un pavage). Soit n € Z, C une chambre du pavage P,, et £ une composante de frontiéere de C. Alors
il existe une unique chambre C' de l'un des pavages Pp,, m € Z d’altitude distincte de celle de C et
telle que CNC" = { (et de plusm =n=+1).

On tire de cette derniére proposition une description itérative de la structure du polygone <I>(§)
identique & celle proposée dans le cas des surfaces coupées-croisées. Autrement dit, on définit par
étapes les ensembles B,,, n € N et B,, a ’aide de la proposition 5.3.8 exactement comme au cours du
paragraphe 5.1.4.

La seule modification & faire pour les surfaces coupées-croisées généralisées aura donc été lors de la
définition des pavages P, qui ne font pas apparaitre tous les relevés des courbes ¢™(c), mais seulement
ceux de ¢, @ et plus généralement des courbes 75(¢"(¢)) pour tout choix de relevés ¢ de ¢ et ¢ de ¢

tels que m5(p(c)) = a.

Remarque Dans le cas ou la fibre coupée F, est disconnexe, il faut a nouveau remplacer les relevés
de F,, de S, ou de S par les relevés des composantes connexes de F, de S, ou de S si S est disconnexe.
Les énoncés deviennent alors corrects.
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5.4 Constructions de surfaces coupées-croisées généralisées
quasi-convexes

Nous présentons maintenant des constructions de surfaces coupées-croisées généralisées quasi-convexes
qui font fortement écho a celles de la section 5.2. R
Considérons dans la fibre F' une courbe fermée simple essentielle ¢, un revétement fini 7 : FF — F
et deux relevés ¢ et a de ¢ et p(c) respectivement tels que cNa = () et les revétements 7|z : ¢ — c et
Ta : @ — p(c) induits par restriction de 7 soient de méme degré.
Une telle configuration permet de construire une surface coupée-croisée généralisée S = S(¢, @, 7, ¢)
dans M, via une immersion ¢ définie comme au paragraphe 5.3.1.

5.4.1 Une condition suffisante de quasi-convexité

Nous énoncons une condition suffisante de quasi-convexité de S a l'aide des chambres des pavages P,
introduits au paragraphe 5.3.2.

Proposition 5.4.1 (Condition suffisante de quasi-convexité de w1 (S)). Soit C une chambre
de l'un des pavages Py, n € Z. On suppose qu’il existe un relevé ¢ de @ fizant un point de F tel que
CN@(C) est une composante de frontiére commune a C et ¢(C). Alors ¢ stabilise Boo(C) et m1(S) est
un sous-groupe quasi-conveze de mi(M).

Démonstration. La démonstration est identique & celle du lemme 5.2.2. ]

5.4.2 Paires de tripodes droits alternés

Notation Si £ est une feuille de 7% ou j-"v“, on note £ ’adhérence de £ dans F.
Définition 5.4.2. Deux tripodes droits {¢,r} et {¢',r'} sont dits alternés si :
1. £ et ¢/ sont contenues dans des feuilles de stabilités opposées,
2. £N¢ =0 (ce qui entraine avec 1. que £ U ¢’ n’intersecte pas l'intérieur de r ou de '),
3. LU ! ne sépare pas r et 1’ dans F et

4. U ¥ sépare les extrémités de r et ' dans 8ooﬁ .

Exemple Si P(S) est un polygone associé a une construction de surface coupée-croisée généralisée

quasi-convexe, £ et ¢/ deux composantes de Fr(P(S)) de stabilités distinctes et de rayons duaux r et
7', alors £ N " =, £U ' ne sépare pas r et r’ dans F'. Il y a potentiellement deux cas possibles. Dans
la composante connexe de F \ (K ue ) qui contient r et r’, soit ces deux rayons vont du méme coté a

'infini, soit pas. Dans le second cas, {¢,r} et {¢',r'} sont deux tripodes droits alternés.

FIGURE 5.4.1 — Deux tripodes droits {¢,r} et {¢','} alternés.

Remarque Si deux tripodes droits {£,7} et {¢',r'} sont alternés, alors N7’ =0 NT=7Nr' = .



CHAPITRE 5. CONSTRUCTIONS DE SOUS-GROUPES DE SURFACE QUASI-CONVEXES 101

Pour terminer ce chapitre, nous allons démontrer que deux tripodes alternés peuvent toujours étre
réalisés comme cOtés et rayons duaux d’un polygone P(S) comme ci-dessus. Nous ne savons pas s'il est
possible de réaliser une telle construction avec une paire de tripodes droits non-alternés.

Proposition 5.4.3 (Localisation d’une paire de cotés de P(S)). Soient {€,r} et {¢',r'} deux
tripodes admissibles alternés de centres T et T’ fixés par des relevés 1 et pg de p a F. On suppose que
la courbe € est compatible avec {¢,r} et {¢',r'} via un méme relevé ¢ et que $1(c) et Pa(c) sont des
relevés de @. Si aucun relevé de ¢ ou @ dans F ne sépare ¢ et $1(¢) ou ¢ et $2(c), alors il existe un
relevé S de S = S(¢,a,7, ) dans F xR tel que £ et ¢’ soient des cotés de P(S) de rayons duauz r et r'.

Démonstration. On suppose pour fixer les idées que ¢ est contenue dans une feuille instable et donc
r est un rayon stable. Alors ¢’ est contenue dans une feuille stable et v’ est un rayon instable. Ceci
implique que @y (resp. P2) agit par contraction (resp. dilatation) sur le rayon r (resp. 7).

Les hypothéses garantissent qu’il existe une chambre C' du pavage Py dont les courbes ¢, ¢1(¢) et
©2(¢) sont des composantes de frontiére. La condition de compatibilité de ¢ avec les tripodes {¢,r} et
{01} et la dynamique de @1 (resp. $2) sur le rayon r (resp. 7’') garantissent que C' N p1(C) = @1(¢)

et CN 355 (C) =¢. D’apres la proposition 5. 4.1, S est donc quasi-convexe.

On considére alors le relevé S de S contenant I'unique relevé de S, dont la projection sur F est
égale a C'. Les arguments de la démonstration de la proposition 5.2.5 se reproduisent alors a I'identique
pour démontrer que z,z" € Fr(P(S5)). Les assertions annoncées en découlent. O

PG

FIGURE 5.4.2 — Accumulation des chambres @7 (C) (resp. 5 " (C)) le long du coté ¢ (resp. ¢').

5.4.3 Prescription d’une paire de c6tés du polygone idéal ¢(5)
Nous montrons enfin que les hypothéses de la proposition 5.4.3 sont toujours virtuellement réalisables.

Proposition 5.4.4 (Réalisation virtuelle de la condition suffisante de quasi-convexité).
Soient {€,r} et {¢',r'} deux tripodes droits alternés de centres T et ' et ¢ C F une courbe fermée
essentielle compatible avec {€,r} et avec {¢',r'} via un méme relevé ¢ dans F. Alors :

() il existe un revétement fini F 130 =X Fetun relevé i : 130 — ﬁo d’une puissance strictement
posztwe de ¢ fixant les points To = mo(Z) et T = mo(T') tel que ¢ = mo(C) soit simple et, notant 11
(resp. 1) Uunique relevé de 1 qui fize T (resp. @), on ait les conditions ¢Ny () = ENtha(3) = 0.

(ii) De plus, il existe un revétement fini F —— F =X Fy tel que, notant ¢ = w(c) et & = ’/T((Zl (©),
on ait eNa =0, les revétements ¢ —» ¢ et @ —» P(¢y) soient isomorphes et enfin tel que 1hy(€)
soit un relevé de & dans F et aucun relevé de ¢ ou @ dans F ne sépare ¢ et 1/11 (©) ou 1/12(~)

La proposition 5.4.3 permet en considérant la surface coupée-croisée généralisée S = S(¢,a,, )
du revétement fini M, de M, fournie par la proposition 5.4.4 d’obtenir le corollaire suivant.
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Corollaire 5.4.5. Soient {¢,r} et {¢',r'} deux tripodes droits alternés et ¢ une courbe compatible avec
{l,r} et avec {€',1'} via un méme relevé ¢. Alors il existe une surface coupée-croisée généralisée quasi-
conveze S dans un revétement fini M de M, et un relevé S de S dans F' x R tel que £ et ! soient deux

cotés du polygone P(S) de rayons duauz respectifs v et r’.
Démonstration de la proposition 5.4.4

Nous démontrons la proposition 5.4.4 dans le cas particulier ou la courbe ¢ est une géodésique
fermée. Ceci ne soulévera aucun conflit, cette proposition n’étant utilisée au chapitre 6 que dans des
situations ou la courbe c¢ est effectivement une géodésique (voir lemme 6.1.3). Rappelons enfin que ¢,
qui n’est pas une isométrie de F', envoie tout de méme géodésique sur géodésique.

Pour fixer les idées, nous supposerons que ¢ est contenue dans une feuille instable et que r est un
rayon stable, donc également que £’ est contenue dans une feuille stable et que 7’ est un rayon instable.

Etape 1 : Quitte & remplacer F' par un revétement fini caractéristique ﬁo et ¢ par un relevé @,
on peut supposer que la courbe c est simple. D’aprés le lemme 5.2.9, il existe de plus deux éléments
91,92 € m(My) tels que ¢1(z) = , g2(T') = T’ et g1(€) N ¢ = ga2(¢) N € = 0 (et toute puissance
strictement positive de g; ou g2 convient alors également).

Ceci implique qu’il existe une puissance 1 de @ fixant les projetés de 7 et 7’ dans ﬁo et pour lequel
l'unique relevé g de 1 fixant T (resp. x) vérifie la condition ¢N g(¢) = 0.
Le point (i) est donc démontré (et on adopte les notations qu’il introduit par la suite).

Remarques

1. Dans la construction précédente, les extrémités de ¢;(¢) peuvent, quitte a remplacer g; par I'une
de ses puissances, &tre supposées trés proches des extrémités de £. On peut de méme supposer
que les extrémités de go(¢) sont trés proches de celle de 7.

2. D’aprés la remarque précédente, nous pouvons supposer que les géodésiques 1;1 (@) et Jg (¢) sont
des relevés distincts de ¥(¢p). Comme de plus ¢y est une courbe simple, on observe alors que
11(€) N1ho(¢) = 0. La situation est donc bien précisément celle représentée sur la figure 5.4.3.

Notation Pour alléger les énoncés a venir, nous noterons dorénavant & = 11(¢) et as = ¥2(¢).

Etape 2 : Nous énoncons un lemme technique qui nous permettra de relier les stabilisateurs des
deux tripodes admissibles {¢, 7} et {¢',r'}. Un tel lien aura pour but de garantir dans la construction
de I'étape 3 que a; et as sont des relevés de la courbe @ du revétement F que nous construirons.
Lemme 5.4.6 (Un lien bien choisi entre les géodésiques a; et as). Il existe un élément
XS Wl(ﬁo) tel que O(ar1) = aie pour lequel existe de plus un choiz de géodésique bi-infinie perpendi-
culaire @ aze de 0 dans F délimitant un demi-espace fermé H? de F contenant Uinfini le point fize
répulsif de 0 tel que, si H? = H(ﬁ \ H?), alors H® U HY NcUa; =0 dans F.

FIGURE 5.4.3 — Un lien bien choisi entre les géodésiques oy et .
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que I’'élément 1;2 o 1;{ le ™ (ﬁo) envoie la courbe a sur ao.
Notons y; un générateur du stabilisateur dans (ﬁo) de ay. Alors, les éléments 6,, = 1;2 o {E; Lo otk
avec m € Z vérifient la condition 6,,(a;1) = s (et ce sont les seuls candidats possibles).

Nous souhaitons maintenant localiser les points fixes & l'infini des éléments 6,,,. Pour ce faire, choi-
sissons une orientation de la géodésique ¢ de sorte a rencontrer, entre l'origine et I'extrémité, d’abord
le rayon ' puis ensuite le rayon r. Les géodésiques a; et aip héritent alors également d’une orientation
(représentées sur la figure 5.4.4). Notons a; lorigine et by 'extrémité de ay et également as 'origine
et by extrémité de ap. Le complémentaire de {aq, b1, as,be} dans 8ocﬁ est formé de quatre intervalles
ouverts deux a deux disjoints Jay, b1 [, [b1, az|, |az, ba[ et b, a1].

Fait La condition (,, x 0,,)(a1,b1) = (a2, bs) entraine alors que les points fixes 02> de 6,,, dans O I

appartiennent tous deux soit a l'intervalle I =]by, a1[, soit a U'intervalle .J =]by, az| (voir figure 5.4.4).
De plus, si 1 est choisi tel que a; soit le point fixe répulsif de 71, alors il existe m € N suffisamment

grand tel que les points fixes de 6, appartiennent & 'intervalle I. On fixe désormais un tel entier m.

FIGURE 5.4.4 — Configurations possibles pour les points fixes des éléments 6,, dans &,oﬁ .

Notons ag l'origine de ¢. Soit ¢ un point de l'intervalle Jag, az[, i.e. entre les origines de ¢ et de as.
Alors p = 0,,1(q) appartient a I'intervalle ouvert ]0,,°°, a;[ (voir figure 5.4.5).

FIGURE 5.4.5 — Matérialiser la dynamique de 6,, dans F.

Considérons une géodésique bi-infinie issue de p et orthogonale a 'axe de 0,,, délimitant un demi-
espace fermé H?" contenant & I'infini le point fixe répulsif 6% et posons enfin H_‘im = Qm(ﬁ \ Hm).
Alors H' U H i’" Ne¢U &, = 0 dans F. En effet, H% UHi"" est contenu dans le demi-espace délimité par

la géodésique bi-infinie |p, ¢[ reliant p a ¢ et contenant les points fixes 6+°° a l'infini. Or par construction,
ce demi-espace est disjoint de ¢U &y dans F, car {p,q} Clag,a1] et ¢ et & sont des géodésiques. O
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Etape 3 : On construit alors le revétement fini F par un mélange de propriétés de séparabilité et
d’arguments de dynamique de type ping-pong.

Soient My = {o € m(Fy) | o(3(@) N # 0}, My = {0 € mi(Fy) | o(¢) sépare ¢ et &1 ou ds} et
My = {0 € m(Fp) | o(@1) sépare ¢ et &1 ou qia} et enfin M = My U M; U Mo.

Notation. Notons I' (resp. I") le stabilisateur de ¢ (resp. &) dans Wl(ﬁo) et choisissons v (resp. 7/)
un générateur de I' (resp. I").

Lemme 5.4.7 (Propriétés d’invariance modulo les stabilisateurs). On a les égalités :

(i) T.MyI' = My,
(ii) M. = M,
(i) MoI' = M.

Démonstration. Identique au cas du lemme 5.2.10. O

Lemme 5.4.8 (Dynamique du sous-groupe (I' UT’ U {6}) dans F). Il existe N € N* tel que :

M (AN, 4N 6) = 0.

Démonstration. Commencons, pour N € N*, par matérialiser la dynamique de I'action de vV sur son
axe ¢ dans F . Choisissons une géodésique bi-infinie perpendiculaire & ¢ et notons H_ le demi-espace
fermé qu’elle délimite contenant & I'infini le point fixe répulsif de vV. Posons ensuite H, = vV (f‘ \H_)
(voir figure 5.4.6). Définissons de maniére similaire des demi-espaces fermés H', matérialisant la dyna-
mique de action de v/~ sur son axe 3(¢) dans F.

On rappelle également que l'on a associé a l’élément § du lemme 5.4.6 une paire de demi-espaces
fermés HY et H tels que H U H{ N¢U@&; = () dans F. Comme de plus ¢cNa; = () dans F), il existe un
choix de N € N* et de géodésiques perpendiculaires a ¢ et ¢(¢) tels que les six demi-espaces Hy, H', , H i
soient d’adhérences deux a deux disjointes dans F, et de plus (H}, UH’)nec=.

FIGURE 5.4.6 — Matérialiser la dynamique du sous-groupe (yV,~'V,6) dans F.

Supposons alors qu’il existe un mauvais élément o € My N (YN, 4V, 6). Alors o est un mot sur
I'alphabet {7V 4/*N 9+ Linvariance I'.My = My permet de supposer que ¢ est un mot qui com-
mence soit par 7'*V, soit par 1. Alors o(a;) est soit égal & &y, soit contenu dans I'un des quatre
demi-espaces H',, H' , Hﬁ ou H?. Dans tous les cas, o(d;) N ¢ = . Contradiction.
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Par ailleurs, si g € (vV,9'V,0), alors g(¢) (resp. g(&1)) est soit égal & ¢ (resp. &1), soit une courbe
contenue dans 1'un des six demi-espaces Hx, H/,, HY. Dans chaque cas, g(¢) (resp. g(&;)) ne sépare pas
Cet ay ou ¢ et ag. Au final, M N (v, 4N, 6) = 0. O

On note alors I'y = (vVV) et Iy = (y'N).

Lemme 5.4.9 (Cofinitude modulo les stabilisateurs). On a les propriétés de finitude :

(i) [Tn\Mo/I'y| < oo,
(i) |My/Tn| < o,
(iii)  |Ma/T'| < co.

Démonstration. Identique au cas du lemme 5.2.12. L
Il existe alors o1,...,0%, T1,...,7 €t 71,...,7), des éléments de 1 (F) tels que :
k l m
MO = |_| FN.O'Z‘.FIN, Ml == |_| Ti-FN et M2 == |_| T;FGV
i=1 i=1 i=1

Le sous-groupe (vV, 7'V, ) étant de type fini (et donc séparable dans 7 (F)), il existe un sous-groupe
d’indice fini ¥ < w1 (F) tel que (YN, 4N, 0) < S et 01, ..., 0%, 1y ooy T1sThy ooy 7oy & 2.

On impose de plus les conditions v,~%,..., 7N =1 4" 42 ..., 4/N=1 ¢ ¥ ce qui est licite car ces
éléments n’appartiennent pas au sous-groupe (v, vV 0).
Lemme 5.4.10 (M est virtuellement vide). XN M = 0.
Démonstration. Identique au cas du lemme 5.2.13. O

On construit le revétement fini associé F —— F = F/2 =% Fy et on pose ¢ = m(c) et a@ = w(ay).
Par construction, cNa = § (car m (ﬁ) N M = ) et aucun relevé de ¢ ou de & ne sépare ¢ et &1 ou o
dans F' (car m (ﬁ) N (M; U M) = 0). Par ailleurs, comme 6 € m; (ﬁ) la courbe ay = 6(ay) est un relevé
de @ dans F.

Enfin, les revétements ¢ — ¢y et @ — 1(¢p) induit par le revétement F — F, sont isomorphes
de degré N car, par construction, XNT =Ty et TNI" =T7,.

En mettant bout a bout les étapes 1, 2 et 3, la proposition 5.4.4 est donc finalement démontrée.
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6.1 Quelques outils de densité

Pour cubuler une 3-variété hyperbolique compacte M virtuellement fibrée sur le cercle, nous démontrons
que les constructions du chapitre précédent fournissent suffisamment de sous-groupes de surface quasi-
convexes de m1 (M) pour appliquer notre critére de cubulation (voir théoréme 2.3.13).

Nous utiliserons des propriétés de densité des géodésiques périodiques en courbure négative et des
feuilles périodiques des feuilletages stable et instable associés & un homéomorphisme pseudo-Anosov.

6.1.1 Existence automatique de courbes compatibles pour les tripodes

Nous démontrons dans ce paragraphe que I'existence de courbes ¢ C F' compatibles via un relevé ¢ avec
un tripode droit ou avec deux tripodes alternés est automatique. Nous raffinons alors les résultats des
constructions du chapitre 5.

Soit F' une surface hyperbolique, ¢ un homéomorphisme pseudo-Anosov de F et (F, dt) la géométrie
euclidienne & singularités décrite au paragraphe 3.2.3. L’ensemble des géodésiques bi-infinies de F
s’identifie & I’ensemble des paires non-ordonnées de points distincts du cercle O F =~ S' muni de la
topologie quotient de (S! x S1)/(Z/27Z) ou le générateur de Z/27Z agit par I'involution (z,y) — (y, x).
On dispose alors du résultat classique de densité ci-dessous.

Théoréme 6.1.1 (Densité des géodésiques périodiques). L’ensemble des géodésiques périodiques
de F est dense dans l’ensemble des géodésiques de F.

Ce résultat de densité permet de construire des géodésiques fermées compatibles avec n’importe
quel tripode droit ou paire de tripodes droits alternés.

Lemme 6.1.2 (Existence de courbes compatibles avec un tripode admissible). Soit {¢,r} un
tripode admissible. Alors il existe une courbe fermée essentielle ¢ C F' compatible avec le tripode {€,r}.

Démonstration. Le théoréme 6.1.1 permet d’affirmer qu’il existe des points x,y € 80013 tels que la
géodésique 7y de la métrique localement euclidienne joignant z a y dans F' ait pour image dans F' une
courbe périodique, et tels que de plus les extrémités de £ ne séparent pas = et y dans O I et 'adhérence
de fUr dans F sépare x et y dans O F. On a alors automatiquement la condition v N ¢ = (), car ¢ est
également une géodésique. ]

Remarque Il est de plus manifeste qu’il existe un grand degré de liberté sur le choix d’une courbe
fermée essentielle ¢ C F' compatible avec un tripode donné {¢,r} de F. Nous utiliserons a profit ce
degré de liberté pour les constructions de la section suivante.

Lemme 6.1.3 (Existence de courbes compatibles avec une paire de tripodes droits alternés).
Soit {€,r} et {¢',r'} deuz tripodes droits alternés. Alors il existe une courbe fermée essentielle ¢ C F
compatible avec {{,r} et avec {€' '} via un méme relevé ¢ dans F. On peut de plus supposer que c est
une géodésique.

Démonstration. On applique le démonstration du lemme 6.1.2 aux deux tripodes et on observe gréce
au théoréme 6.1.1 qu’il existe une géodésique simultanément compatible avec ces deux tripodes. ]

On reformule alors plus synthétiquement les corollaires 5.2.7 et 5.4.5.

Corollaire 6.1.4 (Tout tripode droit se réalise au bord d’un polygone P(§) d’une surface
coupée-croisée). Soit {¢, r} un tripode droit. Alors il existe une surface coupée-croisée quasi-convexe

S dans un revétement fini M de M, et un relevé S de S dans F x R tel que { est un coté de P(S) dont
r est le rayon dual.

Corollaire 6.1.5 (Toute paire de tripodes droits alternés se réalise au bord d’un polygone
®(S) d’une surface coupée-croisée généralisée). Soit {¢,r} et {¢',r'} deuz tripodes droits alternés.
Alors il existe une surface coupée-croisée généralisée quasi-convexe S dans un revétement fini M de M,
et un relevé S de S dans F xR tel que £ et £ soient des cotés de P(E) de rayons duaux respectifs r et r'.
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6.1.2 Propriétés de densité des points et feuilles périodiques

Nous énongons maintenant quelques propriétés de densité des feuilletages stable et instable associés a
un homéomorphisme pseudo-Anosov.

Soit F' une surface hyperbolique et ¢ un homéomorphisme pseudo-Anosov de F' équipé de deux
feuilletages singuliers transverses et transversalement mesurés p-invariants (F*°, p®) et (F*, u*). Les
points singuliers de ces feuilletages, nécessairement permutés par ¢, sont des exemples de points
p-périodiques. On a en fait le résultat classique suivant (voir [CB88]).

Lemme 6.1.6 (Densité des points p-périodiques de F). L’ensemble des points de F qui sont
p-périodiques est dense dans F.

Notons F* et Fu les feuilletages singuliers de la surface F obtenus en relevant feuille a feuille les
feuilletages stable et instable F° et F* et munissons F' d’une relation d’équivalence ~ (resp. ~,,) pour
laquelle deux points sont en relation si, et seulement si, ils appartiennent a une méme feuille de Fs (resp.
j-'vu) La mesure transverse u° (resp. u*), relevée a F , permet de munir I'espace quotient 7° = a / ~s

(resp. T = F/ ~,) d’une distance qui en fait un arbre réel (voir [Pau88], [0ta96] ou [Kap01]).

Définition 6.1.7. Un point de 'arbre réel 7* (resp. T%) est dit périodique s’il provient de 1’écrasement
d’une feuille périodique de F* (resp. F4).

On dispose alors d'un résultat de densité des points périodiques dans ces arbres réels.

Proposition 6.1.8 (Densité des feuilles périodiques des feuilletages Fs et ﬁ) L’ensemble
des points périodiques de T* (resp. T") est dense dans T* (resp. T").

Démonstration. Considérons deux feuilles distinctes de 7 dans F et un arc continu ¢ dont la projection
dans 7 est 'unique segment géodésique reliant ces deux feuilles. Montrons alors qu’il existe un point
z intérieur a £ tel que la feuille stable passant par = soit périodique. On considére pour cela un point
régulier y dans l'intérieur de ¢ et un voisinage V de y dans lequel le feuilletage F* est le feuilletage
horizontal standard de R?. Quitte & restreindre V), on peut supposer que YN/ est contenu dans I'intérieur
de £. D’aprés le lemme 6.1.6, il existe un point z € V qui reléve un point ¢-périodique de F'. Alors la
feuille stable passant par z intersecte par construction l'intervalle ¥V N ¢ en un point  qui convient. La
densité des points périodiques dans 7° en découle. O

Enfin, remarquons que les propriétés de densité énoncées permettent de considérer des bases de
voisinages intéressantes pour les points du bord du revétement universel F'.

Proposition 6.1.9 (Base de voisinages bordés par des feuilles périodiques). Soit p un point de
30013 qui n’est pas extrémité d’une feuille de Fs. Alors p admet une base de voisinages dans F délimités
par des adhérences de feuilles réguliéres ou de droites contenues dans des feuilles singuliéres de F* dans
F. De plus, on peut supposer que ces voisinages sont fournis par des feuilles périodiques.

Démonstration. Considérons un rayon géodésique de F d’extrémité p et une suite Tg,...,T,,... de
points de ce rayon qui converge a l'infini vers p. Alors il est connu que la collection des feuilles stables
passant par les points g, . .., T, ... fournit une base de voisinages de p (voir par exemple [CT07]). On
peut supposer de plus que ces points sont périodiques, grace au lemme 6.1.6 .

b

FIGURE 6.1.1 — Base de voisinages au bord délimités par des feuilles périodiques de F* ou Fv.
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6.2 Séparation de points du bord

Le théoréme que nous démontrons grace aux constructions du chapitre précédent est le suivant.

Théoréme 6.2.1 (Séparation des paires de points distincts du bord). Soit M une 3-variété

hyperbolique compacte virtuellement fibrée sur le cercle. Alors pour toute paire de points p,q € 8001\7
distincts, il existe ¥ < w1 (M) un sous-groupe de surface quasi-convexe dont l’ensemble limite A(X)

sépare p et q dans Oso M.

Corollaire 6.2.2 (Cubulation des 3-variétés hyperboliques compactes virtuellement fibrées
sur le cercle). Soit M une 3-variété hyperbolique compacte virtuellement fibrée sur le cercle. Alors
w1 (M) est cubigue CAT(0).

Remarques

1. Soit M une 3-variété¢ hyperbolique compacte de dimension trois et p,q € O M. S'il existe un
revétement fini 7 : M — M de M et un sous- groupe de surface quasi-convexe ¥ de 71 (M ) dont
I’ensemble limite sépare p et ¢ dans Ou M , alors 7, (X) est un sous-groupe de surface quasi-convexe
de w1 (M) de méme ensemble limite que X, donc séparant en particulier p et g dans 8OOM . Pour
démontrer le théoréme, on peut donc supposer que M est fibrée sur le cercle de monodromie ¢
possédant un point fixe p € F.

2. Les sous-groupes de surface quasi-convexes obtenus au théoréme 6.2.1 sont associés & des construc-
tions de surfaces coupées-croisées (éventuellement généralisées) dans des revétements finis de M.

Pour démontrer le théoréme 6.2.1, nous raisonnons dans la compactification F alaide des feuilletages
Fs et Fu et de I’application de Cannon Thurston. Nous traiterons séparément le cas de deux points
dont 1'un est extrémité d'une feuille de F5 ou F* et le cas complémentaire de deux points CT-injectifs.

6.2.1 Le cas d’un point non-injectif pour CT

On propose dans ce paragraphe une construction permettant de séparer deux points distincts de Gmm
par lensemble limite d’un sous-groupe de surface quasi-convexe de 71 (M) dans le cas ou 'image réci-
proque par l'application de Cannon-Thurston de I'un de ces points n’est pas un singleton.

Lemme 6.2.3. Soient p,q € 0 F tels que q soit une extrémité d’une feuille £° de Fs et p ¢ (5. Alors
il existe une infinité de feuilles périodiques de Fs qui séparent p et (5 dans I .

Démonstration. Commengons par supposer que p n’est pas une extrémité d’une feuille de Fs. Alors,
d’apreés la proposition 6.1.9, il existe une feuille £’* de F* qui isole un tout petit voisinage de p et donc
sépare p et £°. On considére alors le segment géodésique I reliant les images des feuilles £° et ¢'* dans
Parbre réel T*. Toute feuille de 7% dont I'image dans 7* appartient & l'intérieur de I sépare (° et ('
dans F, et donc sépare également p et £°. Or d’aprés la proposition 6.1.8, il existe une infinité de points
périodiques dans le segment non ponctuel I. Enfin, si p est extrémité d’une feuille de F*, on remplace
{'s par cette feuille et on applique le méme raisonnement. O

Corollaire 6.2.4 (Mise en place d’un tripode droit séparant convenablement p et £°). Soient
D,q € Oso F tels que q soit une extrémité d’une feuille £° de Fs et p & 05. Alors il eviste un tripode droit
{l,r} ot £ est contenue dans une feuille de F* qui sépare p et £° ainsi que p et r dans F et tel que de
plus p ne soit pas adhérent & une feuille contenant € ou .

Démonstration. Soit £/ une feuille périodique de Fs qui sépare p et /5 dans F. Alors il existe un choix
de droite topologique £ contenue dans ¢’ et de rayon r contenu dans la feuille duale a ¢’ tel que {¢,r}
est un tripode droit et £ sépare p et r dans F. Le résultat découle alors du lemme 6.2.3 et du fait que
p est au plus adhérent & une feuille de F* ou une feuille de Fu. ]



CHAPITRE 6. APPLICATION DU CRITERE DE CUBULATION AUX 3-VARIETES FIBREES 111

<

FIGURE 6.2.1 — Un tripode droit séparant p et la feuille d’extrémité q.
Lemme 6.2.5 (Mise en place d’une courbe convenablement compatible avec le tripode). A

partir de la situation du corollaire 6.2.4, il existe une courbe fermée essentielle ¢ C F' compatible avec le
tripode {£, 1} via un relevé ¢ qui intersecte £° et, dans le cas ou €° est périodique, intersecte également

la feuille £* duale a £°.

Démonstration. A nouveau, il existe suffisamment de degrés de liberté dans 1’énoncé de densité des
géodésiques périodiques pour trouver une géodésique bi-infinie ¢ vérifiant les conditions requises. ]

gu

</

FIGURE 6.2.2 — Une courbe ¢ compatible avec le tripode {¢,r} intersectant £° et sa feuille duale ¢*.

Corollaire 6.2.6 (Séparation effective des points p et q). Soient p,q € 6ooﬁ deux points distincts

tels que q soit une extrémité d’une feuille £° de F* et p ¢ €5. Alors il existe un sous-groupe de surface
quasi-conveze de w1 (M) dont Uensemble limite sépare CT(p) et CT(q) dans Ooo M.

FIGURE 6.2.3 — Le polygone associé a une surface dont I’ensemble limite sépare CT(p) et CT(q).
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Démonstration. On fixe un tripode droit {¢,r} et une courbe fermée essentielle ¢ C F' compatible avec
{¢,r} vérifiant les conclusions du lemme 6.2.5. Alors d’aprés le corollaire 5.2.7, il existe une surface

coupée-croisée quasi-convexe S dans un revétement fini M de M, et un relevé S de S dans F x R tel

que ¢ C ®(S) avec £ un coté de P(S) de rayon dual r.

On considére la décomposition de 9o F'\CT ™} (A(71(5))) étudiée au paragraphe 4.2.4. Par construc-
tion, p est dans un intervalle stable délimité par £ et CT(p) ¢ A(m1(S)) car p n’est pas adhérent & une
feuille de F* ou F* contenant £ ou r.

Par ailleurs, les conditions ¢ C ®(S) et ¢Ne® # () garantissent que £*NP(S) # (. Ainsi £° ne contient

pas un coté de ®(5). De meéme, si £° est périodique, la condition ¢N " # () garantit que £ N ®(S) # 0,

donc ¢* ne contient pas non plus un coté de P(S). Au final, CT(q) ¢ A(mw(5)).

Enfin, d’aprés le corollaire 4.2.19, tout rayon de ¢ qui intersecte ®(S) intersecte un coté £/ de P(S)
contenu dans une feuille instable. Donc ¢ appartient a un intervalle instable de la décomposition de
Do F\CT (A(m1(89))). Alors le lemme 4.2.23 permet de conclure que A(7(S)) sépare CT(p) et CT(q)

dans O M. O

6.2.2 Le cas de deux points injectifs pour CT

On propose enfin une construction permettant de séparer deux points distincts de &XDJTI; par ’ensemble
limite d’'un sous-groupe de surface quasi-convexe dans le cas ot les images réciproques par I'application
de Cannon-Thurston de chacun de ces points est un singleton de 0 F'.

Définition 6.2.7. Soit {¢,r} un tripode droit et p € dsF. On dit que p est extérieur a {€,r} sip
appartient & la composante connexe de F' \ £ ne contenant pas I'extrémité de r dans O F.

Nous démontrons alors qu’il est toujours possible de séparer deux points CT-injectifs de 8ooﬁ par
une paire de tripodes droits alternés, au sens ot chacun des deux points donnés est extérieur a I'un de
ces deux tripodes.

Proposition 6.2.8 (Séparation de points CT-injectifs par des tripodes droits alternés).

Soient p,q € O F deuz points distincts ingectifs pour CT. Alors il existe deux tripodes droits alternés
{€,r} et {€',r'} tels que p (resp. q) soit extérieur a {€,r} (resp. {¢/,7'}).

Démonstration de la proposition 6.2.8

La démonstration de cette proposition se fait en plusieurs étapes et repose essentiellement sur les
propriétés de densité étudiées au paragraphe 6.1.2. La difficulté essentielle consiste & obtenir des tripodes
droits dont les rayons duaux ne vont pas du méme coté a I'infini.

Etape 1 : On considére une feuille périodique ¢/* de Fs qui sépare p et q. Ceci est possible grace
a la proposition 6.1.9, car ni p ni ¢ n’est adhérent a une feuille de F*. Alors on peut considérer une
droite topologique ¢* contenue dans £’* et un rayon r* contenu dans la feuille duale a ¢’* pour former
un tripode droit {€%, 7"} tel que ¢ soit extérieur a {¢£*,r"} et p ne soit pas extérieur a {£°,r"}.

FIGURE 6.2.4 — Un tripode droit séparant p et ¢ et dynamique d’un élément stabilisant ce tripode.
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Etape 2 : On note I et J les composantes connexes de 60013\ {p, q} et on suppose que l'extrémité de

r* dans 8ooﬁ appartient & I. Nous allons fabriquer dans les étapes 2 et 3 un tripode droit pour lequel
q sera extérieur, mais pas p, et dont le rayon aura une extrémité dans J.

Lemme 6.2.9 (Mise en place d’un second tripode). Il existe un point périodique T € F tel que

05 Urv ne sépare pas T et p dans F et la feuille de F* passant par T soit réguliere et intersecte r.

Démonstration. On considére un point régulier y dans I'intérieur du rayon 7*. Alors il existe un voisinage
ouvert V de y disjoint de ¢° dans lequel les feuilletages F* et F* sont les feuilletages horizontaux et
verticaux standard de R2. En particulier, V ne contient aucun point singulier.

*p

FIGURE 6.2.5 — Trouver une feuille réguliére périodique qui intersecte r*

D’aprés le lemme 6.1.6, I'intersection de V avec le quart d’espace délimité par ¢° et r* auquel p est
adhérent contient un relevé & d’un point p-périodique de F' (qui est donc reguher) Alors la description
des feuilletages Fs et F* dans le voisinage V' garantit que la feuille de Fs passant par T intersecte le
rayon 7 (et est réguliére car son unique relevé de point ¢-périodique est régulier). O

FIGURE 6.2.6 — Un second tripode droit.

On note alors £5(%) la feuille de F* passant par # et 7(Z) le rayon issu de 7 et contenu dans la
feuille duale & £°() tel que £5(Z) ne sépare pas extrémité de r%(Z) et celle de r* dans F. Le fait que
la feuille £%(Z) est réguliére garantit que {£*(Z),r"(Z)} est un tripode droit et par choix de r*(Z), q est
extérieur & ce tripode.

Etape 3 : On fixe g € m;(M) le générateur du stabilisateur de £* qui contracte le rayon r*. Alors
les extrémités de £° sont des points fixes attractifs de g et celle de r* est un point fixe répulsif de g.
Notons que tous les autres points fixes de g dans 0. F' sont contenus dans l'intervalle ouvert joignant
les extrémités de ¢° et contenant q.

Lemme 6.2.10 (Mise en place d’un second tripode droit). Il existe n € N tel que g"((*(7))
sépare p et g dans F et Uextrémité du rayon g™ (r*()) appartienne & lintervalle J.

Démonstration. Notons a,b les extrémités de ¢° dans 8OOF avec a € I et b € J. Par construction,
les extrémités de ¢"(¢°(T)) convergent vers la paire {a,b} lorsque n tend vers +oo. Ceci prouve la
premiére assertion. Par construction du rayon r*(Z), on peut également affirmer que 'extrémité du
rayon g"(r*“(x)) converge vers b lorsque n tend vers 400, ce qui prouve la seconde assertion. ]
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FIGURE 6.2.7 — Action de g sur le tripode droit {¢*(Z),r"(Z)}.
Observons également que {¢"(¢*(Z)), g"(r*(Z))} est un tripode droit pour tout n € N.

Etape 4 : On fixe enfin une feuille ¢ de Fs qui sépare p et chacune des droites ou rayons ¢°, r,
02(2), r(Z), g"(£5(x)) et g"(r*(z)) avec n € N comme dans les conclusions du lemme 6.2.10. Alors la
proposition 6.1.9 assure qu’il existe une feuille périodique £* de Fu qui sépare p et £. On choisit alors
une géodésique bi-infinie £* contenue dans £’ et un rayon r° contenu dans la feuille duale a ¢’ pour
former un tripode droit {£*,r°} tel que p soit extérieur a {£*,r°}.

Conclusion : Si lextrémité de r° appartient a lintervalle J, alors {£*,r°} et {¢*,r"} sont deux
tripodes droits alternés tels que p est extérieur & {€*,r°} et ¢ est extérieur a {£%,r*}. Sinon, {¢*,r*}
et {g"(¢°(7)), g™ (r*(z))} sont deux tripodes droits alternés tels que p est extérieur a {¢*,r°} et ¢ est
extérieur a {¢g"(¢*(2)), g"(r*(Z))}. La proposition 6.2.8 est donc démontrée.

FIGURE 6.2.8 — Deux tripodes droits alternés pour lesquels p et g sont a 'extérieur.

Corollaire 6.2.11 (Séparation effective des points p et q). Soientp,q € Oso F deux points distincts
injectifs pour CT. Alors il existe un sous-groupe de surface quasi-convexe de m1(M) dont U’ensemble
limite sépare CT(p) et CT(q) dans 0o M.,,.

Démonstration. La proposition 6.2.8 fournit deux tripodes droits alternés {¢,r} et {¢',r'} tels que p
soit extérieur & {¢,7} et g soit extérieur & {¢',r'}. Le corollaire 6.1.5 affirme alors 'existence d’une
surface coupée-croisée généralisée quasi-convexe S dans un revétement fini M de M, et un relevé S de
S dans F x R tel que £ et ¢ soient deux cotés de <I>(§) de rayons duaux respectifs r et r’.

Comme p et ¢ sont tous deux CT-injectifs et respectivement extérieurs a {¢,r} et {¢',r'}, ils ap-
partiennent a des intervalles de stabilité opposées de s F'\ CT Y (A(m1(S))). D’apres le lemme 4.2.23,
I’ensemble limite A(m(S)) sépare CT(p) et CT(q) dans 3OOJT4V¢. O

Ceci conclut la cubulation des 3-variétés hyperboliques compactes virtuellement fibrées sur le cercle.



Troisiéme partie

Plongements virtuels de surfaces
coupées-croisées



Introduction de la troisiéme partie

Nous avons établi dans la seconde partie de ce mémoire que si M est une variété hyperbolique compacte
de dimension trois virtuellement fibrée sur le cercle, alors le groupe fondamental de M est cubique
CAT(0), i.e. agit par isométries proprement et cocompactement sur un complexe cubique CAT(0) de
dimension finie. Un tel résultat n’entraine malheureusement pas de corollaires algébriques intéressants
pour le groupe 71 (M), en particulier ne permet pas d’apporter d’éléments de réponse aux conjectures
classiques portant sur les groupes fondamentaux de 3-variétés (les conjectures virtuellement de Haken,
virtuellement fibrée sur le cercle, du premier nombre de Betti virtuel non nul ou infini et du groupe
fondamental large, voir introduction de la seconde partie).

Complexes cubiques spéciaux

Pour obtenir des résultats de structure intéressants pour le groupe fondamental de M & 'aide de
complexes cubiques CAT(0), il faut aller significativement plus loin et essayer de trouver un modéle
géométrique pour le groupe w1 (M) (ou 'un de ses sous-groupes d’indice fini) qui soit un complexe
cubique spécial.

Les complexes cubiques spéciaux sont des complexes cubiques compacts a courbure négative ou
nulle dont les hyperplans se comportent raisonnablement bien. Ces hyperplans doivent tout d’abord
étre plongés (i.e. ne pas s’auto-intersecter) et ne peuvent pas présenter certaines pathologies d’auto-
osculation ou d’inter-osculation. Pour les définitions et propriétés des complexes cubiques spéciaux,
nous renvoyons a l'article Special Cube Complexes (JHWO07]) de F. Haglund et D. Wise ou est définie
et étudiée cette classe d’objets.

Définition. On dit qu’un groupe G est cubique spécial, ou plus simplement spécial, s’il existe un
complexe cubique X compact connexe a courbure négative ou nulle et spécial ainsi qu'un isomorphisme
G~ T (X)

Pour une 3-variété hyperbolique compacte M, nous savons' qu’il existe un complexe cubique X
compact & courbure négative ou nulle de dimension finie ainsi qu’un isomorphisme 71 (M) ~ 7 (X). Il
n’est absolument pas garanti que ce complexe cubique X soit spécial, ni méme virtuellement spécial (car
nous n’avons pas imposé de propriétés particuliéres aux quasi-hyperplans utilisés pour la cubulation,
les hyperplans du complexe cubique dual peuvent donc a priori étre pathologiques). Voici alors une
question naturelle, soulevée par D. Wise, pour aller plus loin dans le domaine des cubulations.

Question Soit M une 3-variété hyperbolique compacte. Le groupe 71 (M) est-il virtuellement spécial ?

Nous avons expliqué lors de la conclusion de la premiére partie de cette thése que si 'on peut
appliquer le critére de cubulation du théoréme 2.3.13 & une famille de sous-groupes de codimension 1
quasi-convexes qui sont de plus séparables et malnormaux, alors on obtient effectivement une cubulation
spéciale.

Dans le cas de la dimension 3, des travaux récents de D. Wise permettent cependant d’obtenir une
cubulation spéciale & bien moindre cofit.

Une condition suffisante de cubulation spéciale

Pour cubuler les 3-variétés hyperboliques compactes, on utilise une quantité suffisante de surfaces
immergées incompressibles qui sont quasi-convexes. Pour obtenir une cubulation spéciale, 'idée prin-
cipale est de travailler avec suffisamment de surfaces plongées incompressibles et quasi-convexes. Les
récents travaux de D. Wise (|[Wis09]) permettent de raffiner cette approche a 'extréme en établissant
que l'existence d’une seule surface plongée incompressible et quasi-convexe est suffisante.

Définition. Soit M une 3-variété hyperbolique compacte connexe. On dit que M est de Haken de
maniére quasi-conveze s’il existe une surface S compacte connexe orientable de genre g > 2 et un
plongement mi-injectif S —— M tel que le sous-groupe de surface correspondant soit quasi-convexe
dans 71 (M).

ISans I’hypothése de fibration virtuelle sur le cercle, il faut & ce jour utiliser le théoréme de Kahn et Markovic, car M
n’est que conjecturalement virtuellement fibrée sur le cercle.
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Théoréme (Il suffit d’une seule surface plongée incompressible quasi-convexe, voir [Wis09]).
Soit M une 3-variété hyperbolique compacte virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe. Alors
m1(M) est virtuellement spécial.

Les étapes a réaliser pour obtenir une cubulation spéciale décrites ci-dessous sont spectaculairement
réduites par ce nouveau résultat. Il semblait a priori nécessaire de trouver suffisamment de sous-groupes
de surface quasi-convexes et malnormaux provenant de surfaces incompressiblement plongées dans un
revétement fini de M. D’aprés le théoréme ci-dessus, il suffit en fait de trouver une seule surface
plongée incompressible et quasi-convexe dans un revétement fini de M.

Hiérarchies quasi-convexes

Le théoréme énoncé ci-dessus provient d’une étude fine des groupes possédant une hiérarchie quasi-
convexe. La classe des groupes possédant une hierarchie quasi-convexe est la classe H contenant le
groupe trivial et telle que, si A, B € H alors les produits libres amalgamés A xc B et les extensions
HNN Ax;c¢-1—c+ font également partie de cette classe, sous ’hypothése que C' est de type fini et que
les inclusions C' < A x¢c B et C' < Ax,0-1—c sont des plongements quasi-isométriques relativement
aux distances de mots de type fini (les groupes de la classe sont de présentation finie).

Par exemple, la classe des groupes possédant une hiérarchie quasi-convexe contient Z (extension
HNN du groupe trivial), le groupe libre F» = Z * Z, les groupes de surface via Fy *z Fy, ... Par contre,
le groupe de Baumslag-Solitar B(1,2) = (a,b | bab~! = a?) = (a)*¢(ayt-1=(q2y fait apparaitre une
hiérarchie non quasi-convexe. De méme, le groupe fondamental 7 (M) = 71 (F') X, Z d’une 3-variété
hyperbolique compacte fibrée sur le cercle a une hiérarchie qui n’est pas quasi-convexe car 1 (F') n’est
pas quasi-isométriquement plongé dans m (M).

Le résultat principal de [Wis09] est le théoréme suivant.

Théoréme (Structure des groupes hyperboliques possédant une hiérarchie quasi-convexe).
Soit G un groupe hyperbolique possédant une hiérarchie quasi-convexe. Alors G est virtuellement spécial.

Les hiérarchies apparaissent naturellement pour les 3-variétés de Haken par un procédé de découpe
le long de surfaces plongées incompressibles. D. Wise fait remarquer que des résultats profonds de W.
Thurston assurent que si ’'on démarre une telle hiérarchie & partir d’une surface plongée incompressible
qui est de plus quasi-convexe, alors on obtient en fait une hiérarchie quasi-convexe. Cette remarque
permet d’affirmer que si M est une 3-variété hyperbolique compacte de Haken de maniére quasi-convexe,
alors le groupe hyperbolique (M) admet une hiérarchie quasi-convexe et donc est virtuellement
spécial.

Conjecture virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe

L’existence de surfaces plongées incompressibles est conjecturée pour toute 3-variété hyperbolique
compacte, quitte a passer a un revétement fini. Un tel résultat entrainerait d’aprés le théoréme de D.
Wise que les groupes fondamentaux de 3-variétés hyperboliques compactes sont virtuellement spéciaux.

Conjecture (Conjecture virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe). Soit M une

3-variété hyperbolique compacte. Alors il existe un revétement fini M de M et une surface plongée
incompressible S — M qui est quasi-conveze.

Cette question est toujours ouverte, les surfaces aléatoires de J. Kahn et V. Markovic donnant
toujours naissance a des sous-groupes quasi-convexes mais étant bien loin d’étre plongées. Il ne semble
pas clair & ce jour que leur construction puisse un jour aboutir directement & ’existence de surfaces
plongées incompressibles et quasi-convexes via un revétement fini de la variété ambiante.

Meéme en restreignant la question posée a la sous-classe des 3-variétés hyperboliques compactes
virtuellement fibrées sur le cercle, la réponse reste inconnue. Dans une suspension M,,, on dispose bien
d’une surface plongée incompressible, la fibre F', mais le sous-groupe de surface correspondant n’est pas
quasi-convexe dans 71 (M).

A Dinverse, nous avons construit de trés nombreux sous-groupes de surface quasi-convexes dans
m1(M) a Taide de constructions géométriques de surfaces coupées-croisées dans M,,. Mais ces surfaces
ne sont pas plongées dans la 3-variété M, et il n’est donc pas clair du tout que M, ou I'un de ses
revétements finis, contient une surface a la fois incompressiblement plongée et quasi-convexe.
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Retour sur le premier nombre de Betti virtuel

La conjecture virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe est déja résolue dans de nombreux
cas. Dés que ’homologie de la 3-variété est suffisamment riche, on peut étre stir de I’existence de surfaces
plongées incompressibles quasi-convexes, via des travaux de W. Thurston.

Théoréme (Surfaces plongées quasi-convexes, voir [Thu86b]). Soit M une 3-variété hyperbolique
compacte telle que vby (M) > 1. Alors il existe une surface plongée S — M qui n’est pas (homotope a
Uinclusion d’)une fibre pour une fibration de M sur le cercle.

Une surface provenant du théoréme ci-dessus ne peut pas étre géométriquement infinie. L utilisation
du théoréme de dichotomie pour les sous-groupes de surface des 3-variétés fournit donc le corollaire
suivant.

Corollaire (Résolution du cas vb; > 1). Soit M une 3-variété hyperbolique compacte telle que
vby (M) > 1. Alors M est virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe.

Pour les 3-variétés hyperboliques compactes qui sont de Haken, le seul cas ouvert de la conjecture
virtuellement Haken quasi-convexe est donc pour les variétés M qui sont virtuellement fibrées sur le
cercle et telles que by (M) = 1.

Remarque (Le cas d’une fibre de genre 2) Soit M une 3-variété hyperbolique fibrée sur le
cercle de fibre F' = T?#T? de genre g = 2. Alors des travaux de J. Masters permettent d’affirmer que
vb1 (M) = +oo (voir [Mas02]). En particulier dans ce cas, M est virtuellement de Haken de maniére
quasi-convexe et w1 (M) est donc virtuellement spécial.

Nous expliquons maintenant les liens entre les conjectures classiques sur les 3-variétés hyperboliques
compactes et le fait que leur groupe fondamental soit virtuellement spécial.

Groupes d’Artin a angles droits

Définition. Un groupe d’Artin G angles droits est un groupe donné par une présentation de la forme
($1,--+,8n | [Si,85]™ =1) oum, ; € {0,1} pour 1 <4i,j <n.

Autrement dit, un groupe d’Artin & angles droits est engendré par des élements que ’on autorise
éventuellement & commuter. Une autre maniére de définir les groupes d’Artin & angles droits consiste
a se donner un graphe simplicial fini I' qui code les relations de commutation entre générateurs. On
définit le groupe G(T') = (v € TO) | [u,v] = 1 <= (u,v) € TW).

Exemples Pour un graphe I' d’ensemble d’arétes vide, on obtient les groupes libres F),, tandis que
pour les graphes complets K, on obtient les groupes abéliens libres Z". Pour un graphe bipartite Ky, ,,,
le groupe d’Artin & angles droits correspondant est le produit direct F,, x F,,.

Les groupes d’Artin & angles droits sont résiduellement finis et méme sous-groupes de SL,,(Z) pour
n suffisamment grand. De plus, lorsque I" n’est pas un graphe complet, il existe un morphisme surjectif
G(I') — F; et donc G(T') est large. Plus généralement, les sous-groupes non-abéliens des groupes
d’Artin & angles droits sont larges.

Les sous-groupes des groupes d’Artin & angles droits servent alors de modéle aux groupes virtuelle-
ment spéciaux, via le théoréme suivant di a F. Haglund et D. Wise.

Théoréme (Des complexes cubiques spéciaux aux groupes d’Artin a angles droits, voir
[HWOT7]). Tout groupe G wvirtuellement spécial est virtuellement sous-groupe d’un groupe d’Artin &
angles droits.

Corollaire (Cubique spécial implique large). Soit M une 3-variété hyperbolique compacte telle
que 71 (M) soit virtuellement spécial. Alors m (M) est large.

Le fait que le groupe fondamental de M soit large entraine des réponses positives pour toutes
les conjectures classiques énoncées dans l'introduction de la deuxiéme partie. Les résultats précédents
constituent donc une grande source de motivation pour mener & bout un programme de cubulation
spéciale (virtuelle) des 3-variétés hyperboliques compactes.
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Réduction de la conjecture virtuellement fibrée a la conjecture virtuellement de Haken

Les travaux de D. Wise permettent également de réduire significativement les cas ouverts de la
conjecture virtuellement fibrée sur le cercle.

I. Agol énonce une condition suffisante algébrique permettant de garantir qu’une 3-variété est vir-
tuellement fibrée sur le cercle. Plus précisément, si M est une 3-variété hyperbolique compacte telle
que 11 (M) est RFRS (residually finite rationally solvable), alors M est virtuellement fibrée sur le cercle
(voir [Ago08] pour une définition précise de la condition RFRS).

La condition RFRS est vérifiée par les groupes qui sont résiduellement nilpotents sans-torsion, ce qui
est le cas des groupes d’Artin & angles droits. D. Wise en déduit donc que toute 3-variété hyperbolique
compacte (virtuellement) de Haken est virtuellement fibrée sur le cercle. En effet, pour une 3-variété
de Haken, soit une hiérarchie démarre avec une fibre virtuelle, soit elle est quasi-convexe et le critére
obtenu par I. Agol s’applique alors, via le résultat de cubulation spéciale de D. Wise.

Théoréme (de Haken implique virtuellement fibrée, voir [Ago08| et [Wis09]). Soit M une 3-
variété hyperbolique compacte virtuellement de Haken. Alors M est virtuellement fibrée sur le cercle.

Conjecture LERF

La conjecture virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe est reliée aux propriétés de séparabi-
lité des groupes fondamentaux. En effet, toute 3-variété hyperbolique compacte contient un sous-groupe
de surface quasi-convexe (d’apreés le théoréme de J. Kahn et V. Markovic). Si un tel sous-groupe est de
plus séparable, alors une surface immergée représentant ce sous-groupe de surface peut étre plongée dans
un revétement fini. La variété considérée est alors virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe.

Si M est une 3-variété hyperbolique compacte, on s’attend en fait a ce que tous les sous-groupes de
type fini de 71 (M) soient séparables.

Définition. Soit G un groupe de type fini. On dit que G est localement séparable (ou LERF, i.e.
locally extended residually finite) si tous les sous-groupes de type fini de G sont séparables dans G.

Conjecture (Conjecture LERF). Soit M une 3-variété hyperbolique compacte. Alors mi (M) est
localement séparable.

En corollaire de son résultat de cubulation spéciale des 3-variétés hyperboliques compactes virtuel-
lement de Haken de maniére quasi-convexe, D. Wise obtient que cette classe de 3-variétés vérifie la
conjecture LERF.

Théoréme (voir [Wis09]). Soit M une 3-variété hyperbolique compacte virtuellement de Haken de
maniére quasi-conveze. Alors w1 (M) est localement séparable.

Deux problémes ouverts

Les résultats décrits dans les paragraphes précédents se combinent en un diagramme qui relie toutes
les conjectures sur les 3-variétés hyperboliques compactes (voir figure 6.2.9). On constate sur ce dia-
gramme qu’il reste deux questions majeures pour lesquelles une résolution permettrait d’établir que
toutes les conjectures formulées sont vérifiées. Ce sont les deux problémes ouverts ci-dessous.

1. Une 3-variété hyperbolique compacte est-elle virtuellement de Haken ?

2. Une 3-variété hyperbolique compacte fibrée sur le cercle est-elle virtuellement de Haken de maniére
quasi-convexe ?

La fin de cette thése étudie la seconde de ces questions ouvertes. Plus précisément, on se donne
une 3-variété hyperbolique compacte fibrée sur le cercle M,. On souhaite alors, a l'aide des surfaces
coupées-croisées de D. Cooper, D. Long et A. Reid, réussir a obtenir une surface S incompressiblement
plongée dans un revétement fini de M.
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Cubulation spéciale via les surfaces coupées-croisées

Nous expliquons maintenant précisément ce qu’il suffit de démontrer pour résoudre la conjecture
virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe pour les 3-variétés hyperboliques compactes virtuel-
lement fibrées sur le cercle.

Etant donnée une surface coupée-croisée S = S(c, ) dans une suspension M, on se demande si

S est virtuellement plongée dans M, i.e. s’il existe des revétements finis M—sMetS— S etun

@
plongement S —— M tel que le diagramme suivant commute.

SC—=M

|

S——M

Si la réponse a cette question est affirmative et qu’en plus 71 (S) est quasi-convexe, alors (de maniére
tautologique) M., est virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe. Nous allons maintenant expli-
quer pourquoi I’hypothése de quasi-convexité de 71 (S) est superflue.

Dans leur article fondateur Bundles and finite foliations (voir [CLR94], démonstration du théoréme
2.6), D. Cooper, D. Long et A. Reid démontrent le résultat suivant.

Théoréme (voir [CLR94]). Soit M, une 3-variété hyperbolique compacte fibrée sur le cercle et S une
surface coupée-croisée dans M. Si S est géométriquement infinie, alors vby(My) > 1.

Ce théoréme est obtenu en relevant la surface coupée-croisée en une fibre d’'un revétement fini M
de M. Dans ce revétement fini, le relevé de la fibre de M, et le relevé plongé de la surface coupée-
croisée fournissent alors automatiquement deux éléments linéairement indépendants de Ho (M, Z), d’ott
la conclusion.

Remarque Ce résultat explique en particulier qu’il est extrémement intéressant d’étre capable de
produire des surfaces coupées-croisées qui ne sont pas quasi-convexes, donc a I’opposé des constructions
que nous avons proposées dans la seconde partie de cette thése.

Un exemple de surface coupée-croisée non quasi-convexe d’une suspension M, explicite est construit
par D. Cooper, D. Long et A. Reid dans [CLR97], mais ces auteurs soulignent qu’il semble remarqua-
blement difficile en général de réaliser de telles constructions. Il est concrétement bien plus simple de
construire des surfaces coupées-croisées quasi-convexes. La question suivante est cependant ouverte.

Question Soit M, une 3-variété hyperbolique compacte fibrée sur le cercle. Existe-t-il une surface
coupée-croisée dans M, (ou un revétement fini de M, ) qui n’est pas quasi-convexe ?

Le théoréme précédent, combiné au résultat d’existence automatique de surfaces plongées incom-
pressibles quasi-convexes ainsi qu’a la résolution de la conjecture virtuellement de Haken de maniére
quasi-convexe dans le cas vby > 1 fournit donc le corollaire suivant.

Corollaire (Une seule surface coupée-croisée virtuellement plongée suffit). Soit M, une 3-
variété hyperbolique compacte fibrée sur le cercle et S une surface coupée-croisée dans M,. Si S est
virtuellement plongée dans M, alors M, est virtuellement de Haken de maniére quasi-conveze.

En résumé, pour obtenir une cubulation spéciale d’une 3-variété hyperbolique compacte virtuelle-
ment fibrée sur le cercle M, il suffit de construire une surface coupée-croisée virtuellement plongée dans
un revétement fini (fibré sur le cercle) de M.

Voici donc le cadre de travail de cette troisiéme partie. On considére une 3-variété hyperbolique
compacte fibrée sur le cercle M, dont la monodromie ¢ est un homéomorphisme pseudo-Anosov qui
posséde un point fixe p dans la fibre F'.

On considére également une surface coupée-croisée S = S(c, ) construite a partir d’une courbe
fermée simple essentielle ¢ C F telle que ¢ N ¢(c) = @. La question posée est la suivante.

Question L’immersion S & M, est-elle un plongement virtuel ?
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Le cas des surfaces coupées-croisées disconnexes

Pour conclure cette introduction, nous écartons ci-dessous le cas des surfaces coupées-croisées dis-
connexes, grace auxquelles il est facile d’obtenir directement la résolution de la conjecture virtuellement
de Haken de maniére quasi-convexe.

Théoréme (Les surfaces coupées-croisées disconnexes sont plongées et quasi-convexes).
Supposons que la monodromie ¢ posséde un point fize et que la multi-courbe cUp(c) est séparante dans
la fibre F'. Alors M, est de Haken de maniére quasi-conveze.

Démonstration. Nous considérons l'immersion ¢ : S 9 M, usuelle de la surface coupée-croisée
S = S(c,p) dans M, et nous rappelons que les hypothéses assurent exactement que S posséde deux
composantes connexes Sy et So.

Le voisinage régulier ouvert V de ¢ choisi pour la construction de S vérifie la condition VNp(V) = 0,
donc 'une des composantes connexes de la fibre coupée F,. contient le point fixe p de ¢ considéré.
Supposons donc par exemple que p € S; et considérons la restriction iy : Sy — M, de ¢ a la
composante connexe So de S. Cette restriction est par construction un plongement incompressible.

De plus, la ligne de flot £, = | {¢"(p)} x [0,1] = {p} x [0,1] de M, est disjointe de I'image 12(S2).

nez

En particulier, aucune ligne de flot de F x R relevant L, n’intersecte un relevé 3‘; de la surface plongée
Ss. D’apreés le critére de quasi-convexité donné par le théoréeme 4.1.13, S5 est une surface plongée
incompressible et quasi-convexe dans M,,. ]

Nous travaillerons donc dans la suite sous ’hypothése que la multi-courbe cUp(c) est non-séparante
dans F', ou de maniére équivalente, que la fibre coupée F, est connexe, ce qui entraine que S est connexe.

Principaux résultats de la troisiéme partie et organisation des chapitres

Dans le dernier chapitre de cette thése, nous étudierons les relevés d’une surface coupée-croisée
S = S(c, ¢) dans les revétements infinis de M., de la forme F' x R ot F' est un revétement fini connexe
de la fibre F'. Nous introduirons le vocabulaire sur les produits fibrés nécessaire a la formulation de
conditions suffisantes de plongement virtuel des surfaces coupées-croisées. Nous montrerons que la
condition nécessaire et suffisante de plongement virtuel de S dans M, est la disconnexité du produit

fibré S xaz, (F x R) pour au moins un revétement fini connexe F de F (voir proposition 7.2.3).

Proposition. Soit S une surface coupée-croisée dans une suspension M,. Alors S est virtuellement
plongée dans M, si, et seulement si, il existe un revétement fini conneze F' de F' tel que le produit fibré
S X, (F x R) soit disconneze.

La condition suffisante de plongement virtuel est la partie substantielle de ce résultat. Elle exprime
que S est virtuellement plongée dans M, sous une condition a priori trés faible, qui est vraiment liée au
fait que le lieu d’auto-intersection d’une surface coupée-croisée est réduit & une courbe fermée simple
de points doubles.

Cette proposition nous permettra ensuite de formuler les conditions suffisantes de plongement virtuel
qui sont regroupées ci-dessous. On rappelle qu'un sous-groupe H d’un groupe G est engouffré dans G
¢l existe un sous-groupe propre d’indice fini I' de G tel que H < T' (voir la proposition 7.3.2 et le
corollaire 7.3.4).

Proposition. Soit S une surface coupée-croisée dans une suspension M. Alors S est virtuellement
®
plongée dans M, dés que l'une des conditions suivantes est satisfaite :

(1) le sous-groupe m1(S) est engouffré dans i (M).
(#3) il existe un sous-groupe d’indice fini T' < (M) tel que w1 (M) # T'.m1(S).

(7i) le sous-groupe w1 (S) N w1 (F) est engouffré dans m (F).

)
)
)
(iv)

il existe un sous-groupe d’indice fini ¥ < mi(F') tel que w1 (F) # 3.(m1(S) N 7w (F)).

Remarque Dans la proposition précédente, on a bien str les implications (i) => (i7) et (iii) = (iv).
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Ces généralités établies, nous tenterons de présenter, sous certaines hypothéses sur la courbe c et la
monodromie ¢, des constructions de revétements finis F' de I tels que le produit fibré S a7, (F' x R)
soit disconnexe.

Nous établirons dans un premier temps qu’une surface coupée-croisée pour laquelle la courbe c est
p-périodique est toujours virtuellement plongée (voir proposition 7.4.1). Cette hypothése est incom-
patible avec le fait que ¢ soit pseudo-Anosov, mais la solution proposée apporte toutefois des idées
pertinentes pour attaquer le probléme général.

Proposition. Soit S = S(c,¢) une surface coupée-croisée d’une suspension M, de monodromie ¢
non-nécessairement pseudo-Anosov. S’il existe un entier n € N* tel que les courbes ¢ et ™ (c) soient
égales, alors S est virtuellement plongée dans M.

Nous apporterons alors des généralisations de ce résultat en remplacant ’hypothése ¢ = ¢™(c) par
une hypothése cohomologique dans H*'(F,Z/2Z). Nous obtiendrons la proposition suivante (non publiée
mais déja connue des spécialistes), que nous généraliserons ensuite en nous inspirant de la proposition
précédente (voir proposition 7.5.3 et théoréme 7.5.1).

Proposition. Soit S = S(c, ) une surface coupée-croisée d’une suspension M, avec ¢ = ©%(c) dans
HY(F,Z/2Z). Alors S est virtuellement plongée dans M.,.

Théoréme. Soit S = S(c,¢) une surface coupée-croisée d’une suspension M, et n € N* tel que
c=¢"(c) dans HY(F,Z/2Z) et cN @™ (c) = 0. Alors S est virtuellement plongée dans M,,.

Récapitulatif des conjectures sur les 3-variétés hyperboliques compactes

Pour conclure cette introduction, nous présentons un diagramme logique représentant les liens de
causalité entre les diverses conjectures majeures sur les 3-variétés hyperboliques compactes. Les liens
sans légende sont essentiellement tautologiques ou dis a des arguments classiques de théorie des 3-
variétés. Les noms des auteurs des démonstrations majeures apparaissent sur les autres liens (on pourra
consulter la bibliographie). Les questions ouvertes sont quant a elles matérialisées en pointillés. Enfin, les
couleurs ont été choisies pour représenter les classes d’équivalence connues entre toutes ces propriétés.

M est une 3-variété

hyperbolique compacte

* Kahn & Markovic

m1(8) < m (M)

v * Wise

M est virtuellement M est virtuellement de Haken ~ 71 (M) est localement
de Haken de maniére quasi-convexe séparable
T Agol\Wise A ? T ¢
M est virtuellement Les sous-groupes quasi-convexes
vbi(M) >0 fibrée sur le cercle de 71 (M) sont séparables
f 7 Wise T Haglund & Wise
Thurston g
vbi (M) > 1 m (M) e§t Vlrtuel}ement
cubique spécial

Haglund & Wise
vby (M) = 400 | w1 (M) est large —-—

FIGURE 6.2.9 — Diagramme logique des conjectures sur les 3-variétés hyperboliques compactes.
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Le panorama présenté ci-dessus concernant les problémes classiques autour de la topologie des
3-variétés hyperboliques compactes a connu dans les derniers jours précédant la soutenance de cette
thése un bouleversement majeur.

I. Agol a en effet annoncé avoir résolu une conjecture émise par D. Wise (voir probléme 6.1 de
[Wis09] et probléme 19.3 et conjecture 19.5 du preprint [Wisl2] correspondant) permettant un pas-
sage automatique des groupes cubiques CAT(0) aux groupes virtuellement spéciaux, dans le cadre
hyperbolique. Le résultat annoncé, en cours de vérification, est le suivant (voir [Agol2]).

Théoréme. Soit G un groupe hyperbolique cubique CAT(0). Alors G est virtuellement cubique spécial.

Nous avons déja fait remarquer a la fin de I'introduction de la seconde partie de cette thése le
résultat de cubulation suivant, obtenu en combinant notre critére de cubulation (voir théoréme 2.3.13
et indépendamment [BW10]) et le théoréme de J. Kahn et V. Markovic ([KM10]). Nous avons aussi
donné une démonstration alternative compléte de ce résultat de cubulation sans utiliser les constructions
de J. Kahn et V. Markovic dans le cas des 3-variétés hyperboliques compactes virtuellement fibrées sur
le cercle.

Théoréme. Soit M une 3-variété hyperbolique compacte. Alors (M) est cubique CAT(0).

Le résultat annoncé par I. Agol permet donc de résoudre la conjecture la plus forte formulée dans
I'introduction de cette troisiéme partie.

Corollaire. Soit M une 3-variété hyperbolique compacte. Alors w1 (M) est virtuellement cubique spécial.

M est une 3-variété

hyperbolique compacte

Kahn & Markovic +¢(Duf0ur ou Bergeron & Wise)

m1(M) est cubique CAT(0)

¢ Agol

1 (M) est automatiquement

virtuellement cubique spécial

FIGURE 6.2.10 — Un raccourci retentissant.

En conséquence de ce résultat, tous les énoncés formulés sous forme de questions ou de conjectures
dans 'introduction de cette troisiéme partie admettent une réponse positive, et deviennent des théo-
rémes. En particulier, les 3-variétés hyperboliques compactes virtuellement fibrées sur le cercle étudiées
dans cette thése représentent toutes les 3-variétés hyperboliques compactes.

En lien plus proche avec les problémes étudiés dans la troisiéme partie de cette thése, le résultat
annoncé par [. Agol a également la conséquence suivante.

Corollaire. Soit M une 3-variété hyperbolique compacte et S & M une surface_coupée-croisée d’un
revétement fini fibré sur le cercle M de M. Alors S est virtuellement plongée dans M (et le sous-groupe

de surface associé est méme séparable dans m (M) ).

Les résultats de plongement virtuels que nous souhaitions traiter dans la troisiéme partie de cette
thése sont donc finalement démontrés de maniére détournée. L’auteur de cette thése n’en reste pas
moins toujours trés intéressé par cette question (malgré son apparente obsolescence désormais), et la
possibilité de redémontrer ce résultat par des méthodes alternatives plus élémentaires de topologie ou
de géométrie ne faisant pas intervenir les complexes cubiques. Toute communication sur le sujet serait
accueillie avec le plus grand intérét.
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126 7.1. RELEVES ET PRODUITS FIBRES

7.1 Relevés et produits fibrés

Dans cette section d’introduction, nous présentons le vocabulaire que nous utiliserons pour décrire les
relevés d’une surface coupée-croisée dans un revétement de M, de la forme F'x R, avec F' un revétement
fini connexe de F.

7.1.1 Relevés d’applications

On considére X, B, F trois espaces topologiques connexes, f : X — B une application continue et
g : I — B un revétement.

Définition 7.1.1. Soit p : Y — X un revétement connexe. Un relevé de f & Y & travers g est la
donnée d’une application continue ¢ : Y — FE telle que le diagramme carré ci-dessous commute, i.e.

telle que go g = fop.

q
—_—

Y E
X—f>

B
Un relevé de f a travers g est la donnée d’un triplet (Y, p, q) avec p: Y — X un revétement connexe
et q:Y — F unrelevé de f aY & travers g.

On munit 'ensemble des relevés d’une application continue f : X — B & un revétement fixé
g : E — B d’une relation de comparaison. Pour deux relevés (Y,p,q) et (Y',p',q¢’) de f a travers g,
on note (Y,p,q) < (Y’,p',¢’) ¢l existe une application continue h : Y’ — Y telle que le diagramme
ci-dessous commute, i.e. telle que goh = ¢’ et poh =p'.

Y/

3h
A

Y

/|
X
On définit alors une relation d’équivalence entre ces relevés. Pour deux relevés (Y, p, q) et (Y, p',q¢’) de
[ a travers g, on note (Y,p,q) ~ (Y',p',q') si (Y, p,q) < (Y',p',¢') et (Y',p',¢') < (Y,p,q).

q

Définition 7.1.2. Un relevé (Y, p,q) de f: X — B a travers g : E — B est dit minimal si pour
tout relevé (Y',p’,¢') de f a travers g tel que (Y',p’,¢') < (Y,p,q), ona (Y',p'.¢') ~ (Y, p,q).

7.1.2 Produit fibré

Le produit fibré est une construction catégorique qui permet de construire simultanément tous les
relevés minimaux d’une application & travers un revétement.

Définition 7.1.3. Le produit fibré de ’application continue f : X — B et du revétement g : F — B
est la donnée de l'ensemble X xp E = {(z,e) € X x E | f(x) = g(e)} C X x E muni de la topologie
induite par celle de X x E et des deux restrictions px : X xp FE — X et pp : X xg E — FE des
projections naturelles X x F — X et X x F — F.

XXBELE

|k

X — >

f

Remarque La projection px : X xp E — X est un revétement, mais I’espace total X xp F n’est
pas en général connexe.
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Propriété universelle

Le produit fibré de deux applications posséde la propriété universelle suivante. Si Y est un espace
topologique muni de deux applications continues p: Y — X et ¢: Y — FE telles que goqg = f o p,
alors il existe une unique application continue h : Y — X xp E rendant commutatif le diagramme
ci-dessous, i.e. telle que g =pgpoh et p=px oh.

On obtient donc avec le vocabulaire du paragraphe précédent les propriétés tautologiques suivantes.

Propriétés

1. Soit (Y,p,q) un relevé de f : X — B a travers le revétement g : E — B. Alors il existe une
composante connexe C' du produit fibré X xp F de f et g telle que (C,px,pr) < (Y,p,q).

2. Soit (Y, p, ¢q) un relevé minimal de f : X — B a travers le revétement g : E — B. Alors il existe
une composante connexe C' du produit fibré X xpg E de f et g telle que (C, px,pr) ~ (Y,p,q).

Les composantes connexes du produit fibré de f et g, munies de leurs projections vers X et F, sont
donc exactement les relevés minimaux de f a travers g. Remarquons pour finir que si f est injective,
alors ses relevés minimaux sont également injectifs.

Lemme 7.1.4. Soit f : X — B une application injective et g : E — B un revétement. Alors pour
tout relevé minimal (Y,p,q) de f a travers g, Uapplication q : Y — E est injective.

Démonstration. On raisonne directement avec le produit fibré. Soient (z,e), (2/,¢’) € X xp E tels que
e=¢'. Alors g(e) = g(€'), i.e. f(z) = f(2'). Comme f est injective, z = 2’ et donc (z,e) = (2/,€’). La
projection pg : X Xxp E — E est donc injective. [

7.1.3 Identifier les composantes connexes du produit fibré

On fixe désormais des points base by € B, g € X et eg € E tels que f(zg) = bg = g(ep). Alors le point
(20, €p) est un point base canonique pour le produit fibré X xp E de f et g (et sélectionne donc une
composante connexe de X x g F). Nous souhaitons comprendre les composantes connexes de X xp E,
en les identifiant par les points de la fibre py' (z9) qu'elles contiennent.

Soit 7 : [0,1] — B un lacet basé en by. On considére le relevé 7 : [0,1] — E tel que 7(0) = ep. On
note alors e(y) = 7(1) lextrémité de ce relevé. Alors le point (zg,e(y)) € X X E appartient & X xg E
et est donc contenu dans une unique composante connexe de X x g E, notée C(7).

Propriétés

1. Si+' :[0,1] — B est un lacet basé en by homotope a =, alors e(y) = e(v'), donc C(vy) = C(¥).
On dispose donc d’une application m (B, by) — mo(X xp E) qui a la classe d’homotopie d’un
lacet v de B basé en by associe la composante connexe C() de X xp E.

2. Soit v € w1 (B, by) et v € m(E, ep). Alors C(g«(v").v) = C(7).
3. Soit v € w1 (B, bg) et 0 € w1 (X, xg). Alors C(v.f«(0)) = C().
Plus précisément, on a le résultat suivant.
Lemme 7.1.5. On a léquivalence C(v) = C(y') <= v € g.(m1(E, e0)).y.f(m1(X, 20)).

Corollaire 7.1.6. Les relevés minimauz de f a travers g s’identifient aux doubles classes de w1 (B, bg)
modulo g.(m1(E,e0)) a gauche et f.(m (X, x0)) a droite.
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7.1.4 Relever les plongements par morceaux

Considérons le cas d'un espace X = X; U Xy avec X1, X et X1 N Xy connexes tel que les restrictions
Jix, + X1 = Bet fix, : Xo — B soient des applications injectives. Nous expliquons dans cette
situation comment construire les relevés minimaux de f & travers g de proche en proche, a partir de la
décomposition de I'application f en plongements par morceaux.

On dispose tout d’abord par définition du diagramme commutatif suivant.

X1 XBEC—>X XBE*>E

L

X;€ X B

Le choix d’une composante connexe C7 de X1 Xp F (i.e. d’un relevé minimal de X7) définit donc une
composante connexe C' de X xp E (i.e. un relevé minimal de X) dont on souhaite comprendre la
structure. Pour prolonger C' au-dela de C1, il faut commencer par adjoindre & C; les relevés de X5 qui
intersectent Cy. On a, pour ¢ € {1,2}, les diagrammes commutatifs ci-dessous.

(XlﬂXQ) XBEC—>XZ' xXg E———s X xgpE——F

| L

X1 N XoC X;€ X B

Le choix d’une composante connexe C7 2 de (X7 N X3) x g E d'image contenue dans C; dans Xy xpg E
définit donc une unique composante Co de Xy xp E telle que C; N Cy = C 2. En adjoignant cette
composante Cy & Cq, on prolonge donc de proche en proche la construction du relevé C'.

On peut réaliser cette construction pour chacune des composantes connexes de (X7 N Xq) xg F
contenues dans C1, et alors on adjoint & C; une collection C§, 1 <k <m de relevés de X5 qui chacun
intersectent Cy en une composante connexe de (X1 N Xs3) xp E.

On peut alors reproduire & nouveau ce procédé & partir de chacun des relevés C¥, ... Au final, le
relevé C' est une union connexe de relevés de X; et X5 qui s’intersectent le long de relevés de X7 N Xs.

Remarque Cette description s’étend sans difficultés au cas d’une intersection X; N X5 disconnexe,
ainsi qu’au cas d’une décomposition de X de la forme X = X; U---U X, avec f|x, : X; — B injectif
pour tout 1 < ¢ < n.

7.2 Les relevés de S dans F X R

Dans cette section, nous expliquons notre vision des relevés (minimaux) d’une surface coupée-croisée
connexe S = S(c, ) d’une suspension M, dans un revétement infini de la forme F xR ot F est un
revétement fini connexe de F'.

Rappelons qu’une surface coupée-croisée est la donnée d’une immersion qui est naturellement dé-
composée en plongements par morceaux via les sous-espaces F., A et A’ de M, (voir paragraphe 4.1.1).
Nous allons donc expliquer comment voir les relevés de S dans un revétement de M, a I'aide des relevés
des plongements F,, — M,, A — M, et A’ — M. Les trois intersections de ces sous-parties sont
ANA =01, F.nA=p(c)Uct et F.NA =p(ch)Uc

7.2.1 Le relevé S, dans F X R

Nous décrivons dans un premier temps ['unique relevé de la surface coupée-croisée S dans F' x R. On
considére pour cela le produit fibré S, = S x s, (F x R) muni de la projection toe : Soo — F' x R qui
est & nouveau une immersion partout transverse au flot.

S —= F xR

s

S%Mtp

Lattention, ici les anneaux A et A’ sont considérés a la source dans la surface S et sont donc disjoints, contrairement
a ce qui se passe dans la suspension M.
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Lemme 7.2.1. La surface S est connexe et s’identifie au revétement S/(m1(S) N (F)) de S.

Démonstration. Par construction des surfaces coupées-croisées, le morphisme 71 (M) — Z restreint a
la source au sous-groupe de surface 71 (5) est surjectif. Ceci implique que 71 (.S) contient au moins un
élement v de 71 (M) dont 'image dans Z est égale a 1. En particulier, m (M) = 71 (F).(7), et donc
w1 (M) = 71 (F).m1(S). Mais cette derniére propriété signifie qu’il existe une unique composante connexe
du produit fibré S x s, (F' x R) (d’aprés le corollaire 7.1.6 car nous avons supposé que S est connexe).
De plus, la projection S,, — S s’identifie par construction au revétement de S associé au noyau du
morphisme 71 (S) — Z, qui est exactement 71 (S) N1 (F). O

Remarque Le sous-groupe 71(S) N 71 (F) étant un sous-groupe normal de m1(S), ce revétement
S0 —> S est galoisien, de groupe d’automorphisme isomorphe a Z.

Nous utilisons maintenant les explications du paragraphe précédent concernant le relévement des
immersions qui sont des plongements par morceaux pour présenter une construction graphique de la
surface Soo immergée dans M,,. Nous considérons les relevés (minimaux) de Fi., A et A’, que 'on voit
plongés dans F' X R et nous expliquons comment connecter convenablement ces relevés pour obtenir la
surface So, vue immergée dans F' x R.

Relévement par morceaux de S dans F' X R

1. Un relevé de la fibre coupée F, dans F' x R est une partie de la forme ¢"(F,) C F x {n} pour un
certain n € Z.

2. Un relevé de 'anneau A dans F' X R est un anneau compact dont l'intérieur est contenu dans
une tranche F'x|n,n 4+ 1[ pour un certain n € Z, et dont les composantes de bord sont alors les
courbes "t (c™) x {n} C F x {n} et "t (ct) x {n+1} C F x {n+1}.

3. Un relevé de 'anneau A’ dans F' x R est un anneau compact dont I'intérieur est contenu dans
une tranche F'x|n,n 4+ 1[ pour un certain n € Z, et dont les composantes de bord sont alors les
courbes "t (ct) x {n} C F x {n} et o" 1 (c7)x {n+1} C F x {n+1}.

Structure de S. dans les tranches F X [n,n + 1]

La figure 4.1.2 représente le croisement des uniques relevés de A et A’ dans la tranche F x [0, 1].
En appliquant, pour n € Z, ’homéomorphisme (z,t) — (¢™(z),t + n), on obtient alors les uniques
relevés de A et de A’ contenus dans F' x [n,n + 1], représentés sur la figure suivante.

A Fx{n+i} A

@™t (ct) "t (ct)

SDnJrl (V)

F x {n} Fx{n+1}

FIGURE 7.2.1 — L’image réciproque de S dans la tranche F' x [n,n + 1].

Les relevés de A et A’ contenus dans la tranche F' x [n,n+ 1] sont donc en particulier contenus dans
©" (V) x [n,n+1] et s’intersectent le long de la courbe fermée simple ©"**(c) x {n+ 4} C Fx{n+4}.
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Notations Pour alléger les notations, nous posons F,, = F x{n} C F xR, F' = ¢"(F.), V, = ©"(V),
puis ¢, = ¢"(c) et enfin ¢- = ¢"(c*), pour tout n € Z.

Représentation graphique de la surface immergée S

Nous commengons par représenter les sous-surfaces a bord ¢™(F.) x {n} de F x R, pour n € Z.

Cc_q c_y c_y c c cy cy Cy Cqy c3
F? F1 F!

ct, cty et ct ct cf et ey cy cy
F_o F_4 Fy R Fy

FIGURE 7.2.2 — L’image réciproque de la fibre coupée F, dans F' x R.

Remarque Les surfaces a bord ¢"(F.) sont dessinées de la méme maniére car elles sont toutes ho-
méomorphes, mais il faut garder & 'esprit qu’elles n’occupent pas du tout le méme sous-ensemble de
chacune des copies F' x {n} de la fibre, contrairement & ce que laisse penser la figure ci-dessus.

Chaque relevé de la fibre coupée doit alors étre recollé a des relevés de A et A’ le long de chacune
de ses quatre composantes de bord, suivant le modéle de la figure 7.2.1.

FIGURE 7.2.3 — L’image réciproque de ('image de) la surface coupée-croisée S dans F' x R.

Remarque Nous avons par commodité choisi de représenter les relevés de A et A’ de maniére dis-
jointe, mais il faut plutoét avoir comme modéle d’une tranche F'x]n,n + 1] le schéma de la figure 7.2.1.

Souvenons-nous que nous souhaitons savoir si S est virtuellement plongée dans M,. Autrement

dit, on cherche un revétement fini M de M tel qu’il existe une composante connexe du produit fibré
S X, M qui soit plongée dans M. Nous venons par la construction graphique de S de constater le
résultat suivant.

Lemme 7.2.2 (Pas de plongement virtuel dans les revétements cycliques). Soit n € N*. Alors
le produit fibré S X, Myn est connexe et le relevé minimal de S a M n’est pas plongé.

Démonstration. Comme 71 (F) < w1 (Myn) et que m (M) = m(F).m(S), on a également 1'égalité
(M) = m (Myn).m1(S) et donc S xpr, Myn est connexe. L’assertion suivante est une généralité sur
les produits fibrés. Si f : X — B est non-injective et que X x g F est connexe, considérons z,z’ € X tels
que z # 2’ et f(x) = f(2'). Choisissons alors e € E tel que g(e) = f(x) = f(2'). Alors (xz,e) € X xp E
et (2/,e) € X xp E et pp(x,e) = pr(a’,e) = e. Donc pg n’est pas injective et 'unique relevé minimal
de f a travers g n’est donc pas un plongement. ]

11 est donc nécessaire de considérer des revétements fini M de M avec 771(]/\4\ )N (F) # m(F), ie.
faisant intervenir un revétement fini F' de F' non-trivial.
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7.2.2 Le produit fibré §; associé 4 un revétement fini F

Nous considérons maintenant un revétement fini connexe 7 : ' — F de F non-trivial et souhaitons
décrire les relevés minimaux de S dans F' x R. Nous considérons le produit fibré So, = S X, (FxR)

de I'immersion ¢ et du revétement 7. o (7 x idr), aussi égal au produit fibré Soo X(pxr) (f/—*‘\ x R) de
I'immersion ¢, et du revétement fini 7 x idg.

@&ﬁx[&

SOOLHFXR

Nous souhaitons étre en mesure de comprendre si 'une des composantes connexes de SOO est plongée
dans F x R (ce qui nécessite que la surface Soo soit disconnexe car ¢ n’est pas injective). Pour ce faire,
nous allons commencer par décrire les composantes connexes de la surface SOO comme union de relevés
convenablement connectés de F,, Aet A" a F x R.

Partitions de F

La description de I'immersion ¢ : Soo —> F' X R faisait naturellement intervenir les partitions des
surfaces F' x {n} C F x R de la forme F x {n} = " (F.) U o™ (V) U " 1(V), soit encore, en utilisant
les notations synthétiques, £, = F UV, U Vpy1.

Nous noterons dorénavant ﬁn =F x {n} C FxR pour n € Z. Pour comprendre 'image réciproque
de S, dans F x R, nous allons naturellement utiliser les partitions B,=7"1 (FMYUR (V) UT (Vi)
Autrement dit, la surface ﬁn est vue comme réunion des relevés de F' et des anneaux V,, et V,41.

Relévement par morceaux de S, dans FxR

Nous pouvons alors énoncer des propriétés analogues a celles du paragraphe précédent. Le but est
de reproduire la description de 'immersion S, ¢ F' x R a I'aide de la décomposition de S, sous forme

de réunion disjointe | | F* convenablement connectée a I’aide de copies de A et A’.
nez

Tout d’abord, les relevés des surfaces & bord connexes F' C F, dans F x R s'identifient aux
composantes connexes de 7 1(F?) C F,. La réunion de tous ces relevés forme l'intersection de Too(Sx0)

avec ' x Z dans F x R. 11 faut alors expliquer comment connecter convenablement un relevé de F[* &
un relevé de F"*1 par un relevé de A ou A’ dans une tranche F x [n,n + 1].
Fixons donc X un relevé de F' dans F),. Le long de chaque composante de bord de X, il faut

nt1l
FC

attacher un relevé de A ou A’ qui connectera X a un relevé de dans Fnil

Relévement des anneaux A et A’ dans F X R

1. Soit £ une composante de bord de X. Alors il existe un unique relevé Y de V,, ou V;,41 dans ﬁn
tel que £ C Y. Notons alors £ la composante de bord de Y distincte de £. Cette courbe ¢ est alors
une composante de bord d’un unique relevé de F dans F,,, qui est en général distinct de X.

FIGURE 7.2.4 — Prolongement de X au-dela de ¢ par un unique anneau relevant V, ou V, ;1. Dans
I’exemple de gauche, £ N X = (), tandis que dans I’exemple de droite £ C X.
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2. L’anneau Y est alors une partie commune aux partitions de ﬁn et ﬁnﬂ présentées ci-dessus
(suivant que Y reléve V,, ou V,,41). En particulier, la courbe ¢/ x {n £ 1} est une composante de
bord d'un relevé X’ de F"*! dans F,4.

4 4

FIGURE 7.2.5 — L’anneau Y est commun aux décompositions de F}, et Fj,41.

3. Il existe alors un unique relevé Z de A ou A’ dans F x R contenant £. De plus, on a alors
ZCY x[n—1,n]oubien Z CY X [n,n+ 1] et les composantes de bord de Z sont les courbes
x{n} CF,et ! x{n+t1} C Fhy;.

FIGURE 7.2.6 — Un anneau de §; joignant un relevé de F* dans ﬁn 4 un relevé de FC"il dans ﬁnil et
relevant I'un des anneaux A ou A’.

On comprend donc localement comment prolonger une composante connexe de §; au-dela d’un
relevé de F, par adjonction de relevés de A et A'. 11 “ne semble toutefois pas particulierement aisé¢ de
déterminer a ce stade si une composante connexe de S, est plongée ou non dans F' x R.

Appariement des relevés de A et A’

Pour terminer ce paragraphe, nous proposons de reformuler la description de la surface §; présentée
ci-dessus de maniére & mettre en évidence le fait que les relevés de A et A’ dans F' x R viennent par
paires qui s’auto-intersectent. R

Considérons un relevé Y de V,,41 dans F,. S’inspirant de la description de S, dans F' x R, on
considére le produit Y x [n,n + 1], dans lequel existe un unique relevé Z de A et un unique relevé Z’
de A’, qui se croisent toujours suivant le méme modéle.

7 Fx{n+i}y z

A

Fn Fn+1

FIGURE 7.2.7 — Croisement de deux anneaux relevant A et A’ dans une partie de la forme Y x [n,n+1].
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L’anneau Z (resp. Z') relie alors un relevé X (resp. X3) de F" dans F, & un relevé X/ (resp. X})

de F"“‘1 dans Fn+1 L’anneau Y de F relie alors X7 et X, tandis que 'anneau Y de Fn+1 relie X7 et
X/. On peut représenter ces informations par le diagramme de croisement ci-dessous.

~ ~ ~ ~

Fn Fn+1 Fn Fn+1

FIGURE 7.2.8 — Les connexions de la surface §; dans une partie Y x [n,n + 1].

Ce qui est plus complexe dans la description de §; par rapport a celle de S, est essentiellement
di au fait qu’il n’y a pas de raison a priori pour que les composantes X7 et X5 soient égales, de méme
que les composantes X; et X} et méme lorsque X; = Xo, il est possible que X # XJ.

Ce sont toutefois ces propriétés plus compliquées a gérer globalement qui peuvent permettre a la
surface S d’avoir une composante connexe plongée dans F x R, mais il est nécessaire pour cela que
SOO soit disconnexe. Une premiere difficulté de taille consiste donc a trouver un revétement fini connexe
F de F tel que la surface SOO que nous venons de décrire soit disconnexe.

Remarque Considérons la seconde projection FxR—R. Remarquons que si X est un relevé de
F, dans F' x R, alors X est adhérent a au moins un relevé de V ainsi qu’a un relevé de ¢(V) dans
F xR. _Cette remarque permet d’affirmer que pour toute composante connexe C de go\o, la composée
C — F xR — R est surjective. Autrement dit, un relevé de S dans F' x R visite toutes les altitudes
possibles.

7.2.3 Une condition suffisante de plongement virtuel

Nous démontrons dans ce paragraphe que s’il existe un revétement fini connexe FdeF pour lequel le
produit fibré S est disconnexe, alors S est automatiquement virtuellement plongée dans M,,.

Proposition 7.2.3 (Condition suffisante de plongement virtuel des surfaces coupées-croisées).

Supposons qu’il existe un revétement fini connere 7™ : F — F de la fibre tel que le produit fibré
Soo =S, X (FxR) (F x R) de limmersion 1, et du revétement T X idg soit disconneze.

—

SOOHF\XR

SOOLHFXR

Alors S est virtuellement plongée dans M.
Nous utiliserons les lemmes suivants pour démontrer cette proposition.

Lemme 7.2.4. Soit f : X — B une application continue et g : E — B et g : B/ — FE deux
revétements (connexes). Si X xp E est disconneze, alors X xp E' est disconnexe.

Démonstration. On suppose réalisé un choix cohérent de points base pour X, B, E et E’. L’hy-
pothése signifie que m(B) # m(E).m(X). Comme de plus m(E') < m(E), on a également
m1(B) # m (E").m(X) et donc X xp E’ est disconnexe. O

Lemme 7.2.5. Soit v : E — E un automorphisme du revétement g : E — B. Alors v agit sur le
produit fibré X xg E par la formule v.(z,e) = (x,v(e)).

Démonstration. 1l suffit de vérifier que si (z,e) € X x g E, alors (z,7v(e)) € X xg E. Or comme goy = g,
onago~y(e) =g(e) = f(z) donc (x,v(e)) € X xp E. O
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Démonstration de la proposition 7.2.3. On démontre que quitte a prendre un revétement fini de F\7 on
peut supposer que toutes les composantes connexes de S, sont plongées dans F' x R, puis on redescend
dans un revétement fini de M.

Etape 1 : Le sous-groupe 1 (F) étant d’indice fini dans m (F), il contient un sous-groupe caracté-
ristique d’indice fini de 7 (F'). Le lemme 7.2.4 permet donc d’affirmer que l'on peut supposer de plus
que F' est un revétement caractéristique.

Etape 2 : L’existence de plusieurs composantes connexes de g; permet d’affirmer qu’il existe un
relevé Y de V ou (V) dans Fy tel que les relevés Z et Z' de A et A’ dans F x R contenus dans
Y x [-1,0] ou dans Y x [0, 1] proviennent de deux composantes connexes distinctes de Seo

En effet, dans le cas contraire, pour tout relevé Y de V dans ﬁo, les deux relevés de A et A’ contenus
dans Y x [—1,0] proviennent de la méme composante connexe de §; et pour tout relevé Y’ de (V)
dans ﬁo, les deux relevés de A et A’ contenus dans Y’ x [0,1] proviennent de la méme composante
connexe de §\ Or tous les relevés de F,. dans ﬁo sont connectés par une suite de relevés de V et o())
dans Fo (car F est connexe). Les arguments de la construction de proche en proche des relevés de S a

FxR prouvent alors qu’une composante connexe de SOo contient tous les relevés de F,. dans Fo, ce qui
implique que Soo est connexe. Contradiction.

Etape 3 : On suppose qu'il existe un relevé Y de ©(V) dans ﬁo tel que les relevés Z et Z' de A et

A’ dans F x R contenus dans Y x [0, 1] proviennent de deux composantes connexes distinctes de §;
Le groupe d’automorphismes du revétement galoisien 7 x idg agissant transitivement sur I'’ensemble
des relevés de ¢(V) dans Fp, on peut affirmer que pour tout relevé Y/ de (V) dans Fy, les relevés Z

et Z' de A et A’ contenus dans Y’ x [0, 1] ne proviennent pas de la méme composante connexe de S

Etape 4 : Comme F est un revétement caractéristique de F, il existe un relevé @ de ¢ a F et

nous pouvons considérer la transformation 6 : (Z,t) — (3(Z),t + 1) de F x R. En appliquant la

transformation 6" & la situation décrite par I'étape précédente, on obtient que pour tout relevé Y de
V, dans F),, les deux relevés Z et Z' de A et A’ contenus dans Y x [n,n + 1] ne proviennent pas de la

méme composante connexe de SOO
Au final, nous avons démontré que si F' est un revétement galoisien de F' auquel ¢ se reléve et pour
lequel S, est disconnexe, alors les composantes connexes de S, sont toutes plongées dans F' x R.

Etape 5 : On considére alors une composante connexe C' de S... Alors il existe un entier k € N*

tel que 6%(C) = C (car So posséde un nombre fini de composantes connexes). L'image de C dans le
quotient (F' x R)/(6%) ~ Mz« est alors une surface plongée incompressible relevant la surface coupée-
croisée S. Donc S est v1rtuellement plongée dans M. ]

Corollaire 7.2.6. La surface coupée-croisée connexe S est virtuellement plongée dans M, si, et seule-
ment si, il existe un sous-groupe d’indice fini ¥ < w1 (F) tel que m (F) # X.(m1(S) Nmy(F)).

7.2.4 Une condition suffisante combinatoire de plongement virtuel

Nous allons maintenant proposer une condition suffisante sur un revétement fini connexe FdeF pour
que la surface Soo associée soit disconnexe. Cette condition fait intervenir la partie commune des deux
décompositions F = 7L (F,) U~ (V)UTL(p(V)) et F =7 L(p(F.)) Ua"1(p(V)) UF"1(L2(V)).
Notations Soit F' un revétement fini connexe de F et X un relevé de F, ou de p(Fe) a F.

1. On note d,(X) la réunion des composantes de bord de X relevant ¢(ct) ou p(c™).

2. Pour chaque composante de bord £ de X relevant p(ct) ou ¢(c™), on note Y (X, £) 'unique relevé
de (V) a F tel que £ C Y (X, ¢), puis ¢(Y (X, £)) la composante de bord de Y (X, ¢) distincte de .

3. On note alors 9,(X) = ' (Y(X,£)), la réunion étant prise sur I'ensemble des composantes de
bord ¢ de X relevant ¢(cT) ou ¢(c™) (voir figure 7.2.9).
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FIGURE 7.2.9 — Les familles de courbes 0, (X) et 0,(X) associées a un relevé X de F. ou ¢(F).

Proposition 7.2.7. Soit 7 : F — F un revétement fini conneze de F tel que 7~ 1(F,) soit disconneze.
On suppose qu’il existe un relevé Xo de I a F' et un relevé X1 de p(F,) a I tels que 9,,(Xo) = 0,(X1).

Si de plus il existe un relevé @ de ¢ a F tel que p(Xo) = X1, alors la surface §; est disconnexe.

Démonstmtion Nous considérons la composante connexe de E; contenant le relevé X, C 130 de F,.
aF xR Définissons alors une surface a bord S” obtenue en adjoignant a X les relevés de A ou A’
contenus dans F x [0,1] et qui intersectent Xy. Alors le bord de S’ intersecte F} exactement selon
8¢ (X]) - Fl.

Fy Fy
FIGURE 7.2.10 — Un relevé X de F, bien connecté a un relevé X; de ¢(F,). Les relevés de A ou A’

contenus dans F x [0,1] et adhérents a Xo C Fy sont exactement les relevés de A ou A’ contenus dans
F x [0,1] et adhérents a X; C F.

Notons alors 6 : (Z,t) —s (3(Z),t + 1) la transformation de F x R naturellement définie par 3.
Alors 0’1(8;(X 1)) coincide avec la réunion des composantes de bord de X qui relévent ¢* ou ¢~. En
conséquence, (I'image de) la composante connexe de §; contenant Xy C ﬁo est égale a J 0™(S5"). En

ne”Z
particulier son intersection avec Fy est égale & Xy. Comme 7! (F.) est disconnexe, le résultat suit. [

Remarque L’image de S’ dans le quotient Mz = (F x R)/{(f) est une surface (sans bord) compacte

relevant S dont l'intersection avec F' est égale a Xy. Cette surface est plongée dans M3 si, et seulement
si, la condition 0, (Xo) N 9,(Xo) = 0 est de plus vérifice.

7.3 Propriétés d’engouffrement

Pour démontrer que S est virtuellement plongée dans M, nous savons qu’il suffit de démontrer que le
sous-groupe de surface 71 (S) est séparable dans 71 (M). A ce stade, il n’est cependant méme pas clair
que l'on puisse trouver un sous-groupe propre d’indice fini I' < w1 (M) tel que 71 (S) < I'. Nous allons
cependant démontrer que si un tel sous-groupe existe, alors S est virtuellement plongée dans M.,.

Définition 7.3.1. Soit G un groupe et H < G un sous-groupe de G. On dit que H est engouffré dans
G s'il existe un sous-groupe propre et d’indice fini I' < G tel que H <T.

Cette notion d’engouffrement a été introduite par D. Long (voir [Lon88|, on pourra également
consulter [Lon87|) pour mettre en évidence le fait quune des difficultés majeures rencontrées pour
établir qu’'un sous-groupe H est séparable dans un groupe G réside dans le fait que l'on ne dispose
méme pas en général ne serait-ce que d’un seul sous-groupe propre d’indice fini de G contenant H.
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G. Niblo et D. Wise montrent par exemple qu’il existe une 3-variété de Haken (non-hyperbolique)
dont le groupe fondamental posséde un sous-groupe de type fini non-engouffré, en particulier non-
séparable (voir [NW98]).

A Dinverse, D. Long démontre que la propriété d’engouffrement peut parfois entrainer des résultats
de séparabilité. Par exemple, il démontre que si M est une 3-variété hyperbolique compacte telle que
tout sous-groupe de type fini H < 71 (M) pour lequel A(H) # oo M est engouffré dans m (M), alors
tous les sous-groupes géométriquement finis de w1 (M) sont séparables dans 71 (M).

Une autre source d’intérét portant sur cette propriété d’engouffrement est liée a la question de la
résiduelle finitude des groupes hyperboliques. I. Kapovich et D. Wise démontrent par exemple que si les
sous-groupes triviaux de tous les groupes hyperboliques sont engouffrés, alors les groupes hyperboliques
sont résiduellement finis, i.e. leurs sous-groupes triviaux sont séparables (voir [KWO00]).

7.3.1 Engouffrement de m;(S) dans (M)

Nous démontrons dans ce paragraphe que 'engouffrement de 71 (S) dans m (M) suffit & garantir que S
est virtuellement plongée dans M,,. Cette assertion est a mettre en regard de la localisation de I'auto-
intersection d’une surface coupée-croisée le long d’une seule courbe fermée simple de points doubles.

Proposition 7.3.2 (L’engouffrement de w1 (S) dans w1 (M) suffit). Si le sous-groupe m1(S) est
engouffré dans m (M), alors la surface coupée-croisée S est virtuellement plongée dans M,,.

Démonstration. Soit I' < m (M) un sous- groupe propre d’indice fini de w1 (M) tel que m(S) < T et
M = M/T. On considére le produit fibré § = S XM, M. Comme TI'](]\/[) m(S) = ﬂl(]/\i) # m (M), ce
prodult fibré est disconnexe.

Ecrivons alors que M est la s,uspcnslon2 d’un relevé ¥ de ¢ & un revétement fini F de F. Alors le
lemme 7.2.4 garantit que le produit fibré SC>O =SXpnm, (F x R) revétant S est disconnexe. La proposition
7.2.3 permet donc de conclure. O

7.3.2 Engouffrement de m;(S) N 71 (F) dans 7 (F)

Nous démontrons dans ce paragraphe que I'engouffrement de U'intersection 1 (S) N7y (F) dans le groupe
fondamental de la fibre est également une condition suffisante de plongement virtuel pour les surfaces
coupées-croisées.

Proposition 7.3.3. Si le sous-groupe m1(S) N7 (F) est engouffré dans w1 (F), alors il existe un revé-
tement fini conneve I de I tel que le produit fibré Soo = Soo X (pxr) (F X R) soit disconneze.

Démonstration. Soit ¥ < 71 (F') un sous-groupe propre d’indice fini tel que m(S) Nmi(F) < X. Alors
S.(m1(S) N7y (F)) = X # 1 (F). Le revétement fini F = F/ convient donc. O

Corollaire 7.3.4 (L’engouffrement de 71(S) N7y (F) dans w1 (F) suffit). Si le sous-groupe
T (S) Nmi(F) est engouffré dans mi(F), alors S est virtuellement plongée dans M.,,.

Remarques

1. Le théoréme de P. Scott sur la séparabilité locale des groupes de surface permet en particulier
d’affirmer que les sous-groupes de type fini de 71 (F") sont engouffrés dans 71 (F), mais ce résultat
ne s’applique malheureusement pas au cas du sous-groupe de type infini 71(S) N w1 (F).

Le corollaire 7.3.4 permet donc simplement de ramener le probléme du plongement virtuel d’une
surface coupée-croisée a I’étude de propriétés de séparabilité d’un sous-groupe libre de type infini
d’un groupe de surface.

2. Ce probléme doit alors se traiter au cas par cas, car w1 (F') contient effectivement des sous-groupes
(nécessairement de type infini) qui ne sont pas engouffrés dans 71 (F). On pourra & nouveau
consulter [Lon88] pour des idées de construction de sous-groupes non-engouffrés dans n’importe

quel groupe hyperbolique non-élémentaire.

2Le morphisme 71 (M) —> 7 restreint & 71 (M\) est nécessairement surjectif, donc M s’identifie a la suspension d’un
relevé de ¢, pas d’une puissance plus élevée de .
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Inclusion dans un sous-groupe propre de type fini

Nous pouvons raffiner le résultat du corollaire 7.3.4 en utilisant les propriétés de séparabilité du
groupe ambiant 7 (F'), qui est cette fois un groupe de surface.

Corollaire 7.3.5 (L’engouffrement dans un sous-groupe propre de type fini suffit). Si le sous-
groupe w1 (S)N71(F) est contenu dans un sous-groupe propre de type fini de w1 (F), alors 1 (S) Ny (F)
est engouffré dans w1 (F) (et donc S est virtuellement plongée dans M,,).

Démonstration. Si w1 (S) N w1 (F) est contenu dans un sous-groupe propre de type fini ¥ < 71(F),
choisissons un élément o € 71 (F) \ . D’aprés le théoréme de P. Scott (voir théoréme 5.2.8), ¥ est
séparable dans 7 (F') donc il existe un sous-groupe I' < 71 (F') d’indice fini tel que ¥ < T et a ¢ T
Alors T' est un sous-groupe propre d’indice fini de m1 (F) et 71 (S) N7 (F) < X < T. Donc 1 (S) Ny (F)
est engouffré dans 7 (F'). O

Remarque Remarquons que si S est une suface coupée-croisée virtuellement plongée dans M,,, alors
m1 (M) est virtuellement spécial. En particulier, m (M) est localement séparable et donc mq(S) est
séparable, en particulier engouffré, dans 71 (M). Ainsi, une surface coupée-croisée S est virtuellement
plongée dans M, si, et seulement si, 71(S) est engouffré (ou séparable) dans 71 (M).

7.4 Premiéres expérimentations

7.4.1 Revétements doubles

La proposition 7.2.3 suggére de chercher des revétements finis connexes de F' qui possédent au minimum
la propriété que I'image réciproque de la fibre coupée F,. dans ces revétements ne soit pas connexe. On
peut étre tenté de commencer par étudier les revétements doubles de F' qui possédent cette propriété,
pour se familiariser avec la situation par I’étude de quelques exemples simples.

Les revétements doubles connexes de la surface F' correspondent a des sous-groupes d’indice 2 de
m1(F), i.e. & des noyaux de morphismes non-triviaux de 1 (F') vers Z/2Z (rappelons que le Z/2Z-espace
vectoriel des morphismes de groupe de w1 (F') vers Z /27 s’identifie au premier groupe de cohomologie
HY(F,Z/27)). Une courbe fermée simple non-séparante v C F définit une forme d’intersection algé-
brique modulo 2 avec les lacets de F' qui fournit un exemple de morphisme non-trivial 71 (F') — Z/27Z.

F /Ker(c) F /Ker(g(c)) F/Ker(c + ¢(c))

FIGURE 7.4.1 — Les revétements doubles de F' associés aux noyaux des formes d’intersection modulo 2
¢, (c) et ¢+ ¢(c) définies par les courbes ¢, ¢(c) et la multi-courbe ¢ U ¢(c).
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Les trois revétements doubles connexes de F' pour lesquels 7~ 1(F.) est disconnexe sont les revéte-
ments doubles associés aux courbes ¢, ¢(c) et a la multi-courbe non-séparante ¢ ¢(c). Autrement dit,
ce sont les revétements associés aux noyaux des trois éléments ¢, ¢(c) et ¢+ ¢(c) de HY(F,Z/27Z).

La condition de non-connexité de 71 (F.) est remplie pour ces trois revétements, mais il peut arriver
cependant que les surfaces 3’; qui leurs sont associées soient tout de méme connexes. Ceci se produit si
par exemple 71 (¢(F,)) est connexe. Cette condition défavorable est remplie pour le revétement double
associé au noyau Ker(c+ ¢(c)) lorsque cN?(c) = 0 et F\ (cUp(c) Uyp?(c)) est connexe. On voit dans
ce cas qu'il nexiste qu'un seul relevé de ¢(F.) a F, revétant doublement o(F,).

Le probléme rencontré tient donc ici a I'absence d’invariance de ces revétements doubles sous I'action
de la monodromie en général. En revanche, si ¢, (71 (F)) = 71 (F) et 77 1(F,) est disconnexe, alors pour
tout n € Z, 'image réciproque 7 (F) est disconnexe. Il n’y a alors pas d’obstruction immédiate au
fait que §; soit disconnexe.

Nous reviendrons sur ces conditions d’invariance de ces revétements doubles au paragraphe 7.5.1.
Nous démontrerons en particulier que lorsque la monodromie se reléve au revétement double associé
au noyau Ker(c + ¢(c)), alors le produit fibré Se X (pxr) (F'/Ker(c+ ¢(c)) x R) est disconnexe. Nous
pourrons en déduire explicitement un revétement double de M, dans lequel S admet un relevé plongé.

7.4.2 Le cas d’une courbe ¢-périodique

Dans ce paragraphe, nous proposons une excursion en dehors du monde des 3-variétés hyperboliques.
Nous nous intéresserons aux surfaces coupées-croisées de suspensions M, dont la monodromie n’est pas
isotope & un homéomorphisme pseudo-Anosov.

Soit F' une surface connexe compacte et ¢ un homéomorphisme de F' préservant l'orientation. On
considére une courbe fermée simple essentielle ¢ C F telle que cNp(c) = 0 et cLp(c) est non-séparante
dans F. Alors on peut construire a partir de ces données une surface coupée-croisée S = S(c¢, ) dans
la suspension M, et cette surface est connexe.

Hypothése. Nous supposons qu’il existe un entier n € N* tel que les courbes ¢ et ¢™(c¢) soient égales
dans la surface F' (et donc nécessairement n > 2).

Sous cette hypothése, nous proposons de construire un revétement fini F de F tel que la surface §;
correspondant soit disconnexe. Nous présenterons en fait directement un plongement relevant I'immer-
sion S ¢ M, dans un revétement fini de M.,,.

Etape 1 : Construction de piéces élémentaires

Nous considérons tout d’abord une surface & bord Sy obtenue en recollant abstraitement & la fibre
coupée F,. deux copies distinctes de 'anneau (V) le long des deux courbes p(c™) et p(c™) contenues
dans le bord de F..

+ —
Crt1 Crt1

p(ct) Cy Crs1 C—l:+1
FIGURE 7.4.2 — La surface a bord S et ses “images” par F.
Nous définissons plus généralement pour k € {0,...,n — 1} une surface & bord Sy obtenue en

recollant abstraitement & la surface a bord F¥ deux copies distinctes de I'anneau Vi, le long des
- + k
courbes ¢, ; et ¢, | contenues dans F;'.



CHAPITRE 7. UN PROBLEME DE CONNEXITE 139

Etape 2 : Recollement cyclique des piéces élémentaires

On fabrique alors une surface compacte F= ﬁ(n) a partir de la réunion disjointe SoU---U.S,_1 en
identifiant pour k € {0,...,n — 2} les composantes de bord cki_H communes aux surfaces a bord Sy et

Sk+1, ainsi que les composantes de bord ¢* communes aux surfaces a bord Sy et S,,—1 (ceci est possible
*)

car par hypothése, ¢t = ¢

FIGURE 7.4.3 — Le revétement de degré n obtenu par recollement cyclique de F., ¢(F.), ... et "~ 1(F,)
a l'aide de deux copies de chaque anneau Vi, ..., V1, V =V,.

Chacune des surfaces a bord Sy, pour k € {0,...,n—1} est munie d’une projection naturelle Sy, — F
qui s’identifie localement & 'identité de F'. On obtient une application continue Sy U ---U Sy,—1 — F
qui passe au quotient pour fournir au final une projection F — F. Cette projection est alors par
construction un homéomorphisme local entre surfaces compactes, donc un revétement (de degré n).

Proposition 7.4.1. S’il existe un entier n € N* tel que ¢ = ¢"(c), alors la surface coupée-croisée
S = S(c, p) est virtuellement plongée dans M. Plus précisément, le produit fibré So X (pxr) (F'(n) X R)
est disconnexe pour le revétement fini ﬁ(n) construit ci-dessus.

Avant de démontrer cette proposition, nous proposons quelques arguments graphiques qui devraient
convaincre le lecteur de l'existence de plusieurs relevés minimaux de So dans F' x R. Nous allons en
fait expliquer que le choix de F' permet de dessiner un relevé homéomorphe de S, dans F' x R.

Nous démontrerons seulement ensuite la proposition 7.4.1 & I'aide du critére combinatoire de la
proposition 7.2.7.

Heuristique dans le cas n € {2, 3}

Supposons que n = 2. Alors le revétement construit est le revétement double associé au noyau du
morphisme ¢ + ¢(c) : m (F) — Z/27Z. Nous représentons ce revétement par le graphe d’espaces ayant
deux sommets étiquetés par la surface a bord F. = ¢(F.) et deux paires d’arétes entre ces deux sommets
étiquetées par les anneaux V et (V).

FIGURE 7.4.4 — Le graphe d’espace associé au revétement double.
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Nous pouvons, pour tout n € Z, identifier les composantes connexes de 7~ 1(F) dans F (on 7 :
F—5 Festla projection du revétement). En effet, 'hypothése ¢ = ¢?(c) entraine que F, = F* pour
tout n € Z. Donc les composantes connexes de 7~ 1(F™) sont les deux copies de F. contenues dans F.

A T’aide de cette information, nous pouvons suivre les instructions données en section 7.2.2 pour
construire de proche en proche une composante connexe du produit fibré Se X(Fxr) (Z3 x R) a partir

de la donnée d’un relevé de la fibre coupée F,. dans ﬁo. On observe alors lors de cette construction
de proche en proche une alternance qui met en évidence le fait que le relevé considéré ne remplit pas
I’image réciproque de S dans F' x R. Ceci implique que S, est disconnexe.

F\Q F\l ﬁg F3 ﬁ4

FIGURE 7.4.5 — Construction d’un relevé de S dans F/Ker(c + ¢(c)) x R.

Supposons maintenant que n = 3. On a alors en particulier la condition ¢ N ¢?(¢) = (. Nous
représenterons a nouveau la surface F' comme un graphe d’espaces, de sommets F,., F! et F2, avec pour
arétes les deux copies de chaque anneau V, V; et Vs.

FIGURE 7.4.6 — Graphe associé au revétement triple.

Nous pouvons & nouveau déterminer précisément les composantes connexes de 7~ !(F") dans F
pour tout n € Z. Par exemple 77 !(F,) posséde deux composantes connexes : I'une est égale & la copie
de F. contenue dans 1:"\, 'autre est formée des copies de F! et F? contenues dans ﬁ, auxquelles il faut
ajouter les deux copies de I’anneau Vs qui les relient. On peut reprendre cette description a 'identique
pour n =1 et n = 2 et enfin en déduire le cas général par périodicité modulo 3.

FIGURE 7.4.7 — De gauche & droite : mise en évidence des deux composantes connexes de 7~ (F) pour
n =20, puis n = 1 et enfin n = 2.

Le relevé de S a F' x R contenant la copie de F, contenue dans F\O peut alors étre construit de proche
en proche en suivant les instructions habituelles. On constate alors que ce relevé ne remplit pas I'image
réciproque de S dans F x R, ce qui entraine & nouveau que S, est disconnexe.

FIGURE 7.4.8 — Construction d’un relevé de S,, dans FxR.
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Remarque Les outils développés jusqu’ici permettent également dans cette situation construire gra-
phiquement de proche en proche lautre relevé de So, dans F' x R (par exemple en supposant que
F\ (cUp(c) Up?(c)) connexe).

FIGURE 7.4.9 — Construction des deux relevés de S, dans F xR.

Utilisation du critére combinatoire

Nous démontrons maintenant formellement la proposition 7.4.1, en mettant en évidence que la
condition suffisante combinatoire de la proposition 7.2.7 s’applique au cas du revétement F'(n) construit
précédemment.

Démonstration de la proposition 7.4.1. Nous considérons le relevé Xq de F. a F contenu dans So vu
dans Fy et le relevée X5 de ¢(F,) a F' contenu dans S7 vu dans F;. Alors par construction du revétement
F, on a Dégalité 0,,(Xo) = 0,(X1) (cet ensemble est formé des deux courbes ¢(c*) contenues dans S
et vues dans F}).

D’autre part, il existe un relevé naturel de ¢ a F. En effet, il existe par construction un homéomor-
phisme fj : Sy — Sk41 rendant commutatif le diagramme ci-dessous, pour tout k € {0,...,n—1} (en
posant par convention S, = Sp).

Sk LN Sk+1

|,

F—2>F
Les applications fi, 0 < k < n se recollent alors pour définir un homéomorphisme ¢ : F—F qui est
un relevé de ¢ a F. De plus, ce relevé ¢ de ¢ a F vérifie par construction la condition $(Xy) = Xj.
D’aprés la proposition 7.2.7, la surface S, est disconnexe et la surface coupée-croisée S = S(c, ¢) est
donc virtuellement plongée dans M.,,. O

Remarques

1. Nous pouvons préciser la fin de la démonstration de la proposition 7.4.1. Avec les notations
mises en place, la surface coupée-croisée admet en fait un relevé plongé dans F' x R. Notons
0 : (z,t) — (p(Z),t + 1) la transformation de F x R relevant v,,. Notons également X la
surface & bord obtenue en recollant & Xy les relevés de A et A’ dans F xR qui intersectent
Xo. Alors le relevé de S, mis en évidence dans les constructions graphiques ci-dessus est égal a

U 0"(Xg)-
neZ

2. Ce relevé est de plus plongé dans FxR d’aprés la remarque qui suit la proposition 7.2.7 car ici,
on a par construction la condition dy,(Xo) N 0,,(Xo) = 0. Ceci entraine précisément que S admet
un relevé plongé dans la suspension de @, égal a I'image dans Mg de X.

3. Cette construction ne présente malheureusement pas grand intérét a priori pour ’étude des sur-
faces coupées-croisées dans les suspensions d’homéomorphismes pseudo-Anosov. Cependant, nous
allons expliquer au cours de la derniére section de ce chapitre que la condition ¢ = ¢™(c) sous
laquelle nous avons travaillé peut étre considérablement affaiblie tout en préservant la validité des
raisonnements effectués ci-dessus.
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7.5 Hypothéses cohomologiques

Le but de cet ultime section est d’améliorer les constructions du paragraphe précédent pour démontrer
le théoréme de plongement virtuel suivant.

Théoréme 7.5.1 (Conditions géomeétrico-homologiques suffisantes de plongement virtuel).
Soit ¢ C F une courbe fermée simple essentielle telle que cN(c) =0 et S = S(c, @) la surface coupée-
croisée associée a c et p(c). S’il existe un entier n € N* tel que cN " 1(c) = 0 et ¢ = ¢"(c) dans
HY(F,Z/2Z), alors S est virtuellement plongée dans M,,.

Remarques

1. Dans le cas n = 1, on suppose simplement que ¢ = ¢(c) dans H'(F,Z/2Z). Dans ce cas, la
multi-courbe cLlp(c) est séparante dans F et la surface coupée-croisée S = S(c, ¢) est disconnexe
(lorsque ¢ est pseudo-Anosov), donc chacune de ses composantes connexes est plongée dans M.,.

2. Dans le cas n = 2, il n’y a également qu’une seule hypothése ajoutée a la condition cNp(c) = 0, a
savoir I'égalité ¢ = ©?(c) dans H'(F,Z/27). Nous verrons qu'il s’agit de la condition d’invariance
du revétement double associé a Ker(c + ¢(c¢)) qui semblait nous manquer pour avancer lors des
premiéres expérimentations sur les revétements doubles.

Pour démontrer ce théoréme, nous supposerons toujours que la multi-courbe ¢ Ll ¢(c) est non-
séparante, et donc que la surface coupée-croisée S = S(c, ¢) est connexe. Nous proposons de démontrer
dans un premier temps ce théoréme dans le cas n = 2, particuliérement instructif. Nous présenterons
ensuite une démonstration générale inspirée des constructions simples du paragraphe précédent.

7.5.1 Le cas ¢ = ¢?*(c) dans H'(F,Z/27)

Au cours du paragraphe précédent, nous avons résolu le cas de courbes vérifiant 1’égalité ¢ = ?(c) a
P’aide du revétement double F de F associé au noyau Ker(c+ ¢(c)). Nous allons démontrer que sous la
seule hypothése cohomologique ¢ = ¢?(c) dans H'(F,Z/27), le critére combinatoire de la proposition
7.2.7 s’applique a ce revétement double.

__ Pour utiliser ce critere combinatoire, il est nécessaire de disposer d’un relevé de la monodromie a
F'. 1l nous faut donc en premier lieu déterminer & quelle condition un tel relevé existe.

Lemme 7.5.2. La monodromie ¢ se reléve dans le revétement double F associé a Ker(c+ ¢(c)) si, et
seulement si, ’égalité ¢ = p?(c) a lieu en tant que classes de cohomologie & coefficients dans Z/27.

Démonstration. En effet, dans H*(F,Z/27), les égalités ¢ = ¢?(c) et ¢ + p(c) = p(c) + ©?(c) sont
équivalentes. Comme ¢, (Ker(c+ ¢(c))) = Ker(¢(c) + ¢?*(c)), la condition ¢ = ¢?(c) dans H*(F,Z/27)
entraine donc que Ker(c+ ¢(c)) est p,-invariant. La réciproque découle du fait qu'un morphisme vers
7./27. est uniquement déterminé par son noyau. ]

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante, cas particulier du théoréme 7.5.1 dans
le cas n = 2.

Proposition 7.5.3. Si ¢ = ¢*(c) dans HY(F,Z/2Z), alors la surface coupée-croisée S = S(c,¢) est
virtuellement plongée dans M.

Démonstration. Nous considérons le revétement double F' = F /Ker(c+p(c)) de F. Dans ce revétement,
notons py et Py les deux relevés d’'un point fixe p € Fi. de ¢. Notons également ¢ le relevé de ¢ a F tel
que $(p1) = P2 (i.e. 'unique relevé de ¢ a F' qui ne posséde pas de point fixe dans F).

Choisissons pour X le relevé de F, a F contenant D1 et pour X le relevé de ¢(F.) a F contenant
p2. On a alors nécessairement I'égalité $(X() = X;. De plus, par construction de ce revétement double,
on a l'egalité 0),(Xo) = 9,(X1) (cet ensemble est formé des deux courbes relevant ¢(c™) et ¢(c™) que
contient X7). Le critére combinatoire de la proposition 7.2.7 s’applique donc, ce qui permet de conclure
que S est virtuellement plongée dans M, d’aprés la proposition 7.2.3. O
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Remarques

1.

La figure 7.4.5 décrivant 'agencement des deux relevés de S, dans F xR dans le cas ot les courbes
c et p?(c) sont égales est a4 nouveau valable sous la seule hypothése cohomologique ¢ = ¢?(c) dans
HY(F,Z/27).

. Les égalités c = ¢?(c) et ¢ + p(c) = ¢(c) + ¢?(c) sont équivalentes dans H'(F,Z/27). Mais cette

condition s’interpréte également comme le fait que ¢+ ¢(c) est un point fixe de 'action de ¢ sur
HY(F,Z/27). Cette remarque peut étre utilisée pour formuler ci-dessous une condition suffisante
de plongement virtuel d’une éventuelle surface coupée-croisée S(c, ™) lorsque ¢ N ¢™(c) = @, via
une propriété de calcul modulo 2.

Corollaire 7.5.4. Soit n € N* tel que cN¢™(c) = 0 et le vecteur c+p(c) soit un point fize pour l’action
de o™ sur HY(F,Z/2Z). Alors la surface coupée-croisée S(c,¢™) est virtuellement plongée dans Mn .

Démonstration. Sous I'hypothése c+p(c) = ¢"(c)+¢" T (c) dans H(F,Z/2Z), on a également 1’égalité
¢+ ¢"(c) = p(c)+ 9" (c). Autrement dit, c+¢"(c) est un point fixe de Paction de ¢ sur H'(F,Z/27).
En conséquence, ¢+ " (c) est également un point fixe de I'action de " sur H'(F,Z/2Z). Cette derniére
condition se simplifie sous la forme ¢ = ¢?*(¢) dans H'(F,Z/27Z) et la proposition 7.5.3. s’applique

pour la surface coupée-croisée S(c, ™). O
Remarques
1. 11 existe des exemples d’homéomorphismes pseudo-Anosov pour lesquels il est possible d’avoir

simultanément les propriétés ¢ N ¢(c) = 0 et ¢ = p?(c) dans H(F,Z/2Z). Le résultat de la
proposition 7.5.3 est donc beaucoup plus intéressant que celui de la section précédente pour ce
qui concerne la résolution de la conjecture virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe pour
les 3-variétés hyperboliques compactes virtuellement fibrées sur le cercle.

Les propriétés de séparabilité des groupes de surface font qu’il est trés facile, étant donnée une
courbe fermée simple ¢ C F, de construire un revétement fini ' de F' auquel ¢ se reléve en un
homéomorphisme @ et un relevé ¢ de ¢ dans F tels que ¢N $(¢) = 0.

Etant donnée une courbe fermée simple ¢ C F, il existe n € N* tel que ¢ = " (c) dans H'(F, Z/27)
(qui est un groupe fini), donc quitte a remplacer ¢ par une de ses puissances, on peut supposer
que ¢ = p?(c) dans H'(F,7Z/27).

Il est en revanche difficile a priori d’obtenir simultanément les conditions cNp(c) = 0 et ¢ = ¢?(c)
dans HY(F,Z/27Z).

Supposons que ¢ N ¢(c) = . En remplagant ¢ par 'une de ses puissances @™ pour obtenir la
condition ¢ = ¢?(c) dans H*(F,Z/2Z), on perd a priori I'’hypothése géométrique ¢ p(c) = () car
il n’est pas garanti que ¢ N ™(c) = 0.

Réciproquement, si ¢ = p?(c) dans H'(F,Z/2Z), on peut considérer un revétement fini F de F,
un relevé @ de ¢ a F et un relevé ¢ de ¢ dans F tels que ¢N $(¢) = (). Mais alors il n’y a pas de
raison pour que ¢ = p2(¢) dans H(F,Z/27).

Le vecteur c+p(c) est un point fixe de 'action de o™ sur H(F,Z/27Z) pour une infinité de valeurs
de n, mais il semble toutefois peu probable que la condition cNp™(c) = @ soit alors simultanément
vérifiée.

Le cas n = 1 du corollaire 7.5.4 est exactement 1’énoncé de la proposition 7.5.3. On peut donc
voir ce corollaire comme une généralisation du résultat précédent.
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7.5.2 Le cas c = ¢™(c) dans HY(F,Z/27) et cN ™ 1(c) =0

Nous proposons au cours de ce paragraphe final de généraliser la construction du revétement F=F (n)
construit dans la section précédente par un recollement cyclique des surfaces a bord Sy, ..., S,—1. Nous
allons observer que ’hypothése géométrique ¢ = ¢™(c) n’était pas vraiment strictement nécessaire pour
donner un sens a cette surface F , quitte & modifier légérement le dernier morceau S,,_1.

Nous expliquerons alors que sous 'hypothése cohomologique ¢ = ¢"(c) dans H'(F,Z/2Z) et I'hy-
pothése géométrique ¢ N "~ 1(c) = (), les arguments du critére combinatoire s’appliquent & nouveau et
permettent de démontrer le théoréme 7.5.1.

Construction d’un revétement fini F

Supposons & ce stade simplement que 'hypothése géométrique ¢ N @™ 1(c) = () est vérifide.
Etape 1 : Redéfinition de la surface a bord S,,_1

Nous considérons & nouveau les surfaces a bord Sy, ..., S,_o définies comme au paragraphe 7.4.2.
On définit alors la surface a bord S,,_; comme étant égale a la surface a bord F, = F\ (VU V,_1), &

laquelle on recolle deux copies de 'anneau V le long de ses composantes de frontiére c*.

o) e

" (ch)

FIGURE 7.5.1 — La surface a bord S,,_1.

Autrement dit, on remplace dans la construction de S,,_; la partie F*~! = F\ (V, UV, _1) par
F. = F\ (VUV,_1), en utilisant '’hypothése géométrique ¢ N ¢ 1(c) = (). Cette modification nous
permet ensuite de définir un recollement cyclique des piéces élémentaires Sy, ..., S,_1 exactement
comme dans le cas d’'une courbe p-périodique.

Etape 2 : Recollement cyclique des piéces élémentaires

On fabrique une surface compacte F=F (n) & partir de la réunion disjointe So U --- U S,,—1 en
identifiant pour k € {0,...,n — 2} les composantes de bord cfﬂ communes aux surfaces a bord Sy et
Sk+1, ainsi que les composantes de bord ¢* communes aux surfaces a bord Sy et Sy_1.

On obtient alors une surface F , munie d’une projection naturelle F—F qui est un homéomor-
phisme local. 1l s’agit donc & nouveau d’un revétement de degré n. Ce revétement peut étre représenté
a l'aide de la figure 7.4.3, en changeant dans la légende la partie "~ en F, (en particulier, ce nou-
veau revétement redonne bien le revétement construit précédemment lorsque ¢ = ¢™(c¢) puisque cette
condition entraine que F, = F"~1).

Relevés de F. et ¢(F,) convenablement connectés

Nous considérons le relevé X, de F. dans F formé de la copie de F. contenue dans Sy, ainsi que le
relevé X; de ¢(F,) dans F formé de la copie de ¢(F.) contenue dans S;. En considérant dans F' x R
le relevé X vu dans Fj et le relevé X; vu dans F}, on a par construction D'égalité 0,,(Xo) = 0p(X1).

La possibilité d’appliquer le critére combinatoire a cette situation se met donc progressivement en
place. Pour conclure, il nous reste a dégager une condition d’existence d’un relevé @ de ¢ a F tel
que p(Xp) = Xi. Nous allons montrer précisément que la condition cohomologique ¢ = ¢"(c) dans
H(F,7/2Z) est suffisante pour qu'un tel relevé existe.
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Construction d’un relevé de ¢ a F

Nous supposons dorénavant également que ¢ = ¢"(c) dans H'(F,Z/27). Commencons par remar-
quer que cette hypothése implique que le revétement fini F'(n) est connexe.

Lemme 7.5.5. Sous la condition ¢ = ¢"(c) dans H'(F,Z/27), la surface a bord F, est conneze.

Démonstration. Supposons par absurde que F, = F'\ (V1UV,,_1) n’est pas connexe. Alors ¢ = ¢" " !(c)
dans H'(F,Z/27). Grace a I'hypothése, on obtient donc I'égalité "~ 1(c) = ¢"(c) dans H(F,Z/27Z).
En particulier, " 1(c) U ¢"(c) est séparante dans F. Contradiction. O

Nous construisons alors & la main un relevé 3 de ¢ & F tel que ?(Xo) = X;. La surface F n’étant
pas clairement construite de maniére p-périodique, cette construction se révéle un peu plus délicate que
dans le cas ot ¢ = ¢"(c) en tant que courbes géométriques. Le cas n = 2 ayant déja été traité, nous
supposons donc dorénavant que n > 3.

Proposition 7.5.6. Soit F= ﬁ(n) le revétement fini de degré n construit ci-dessus sous [’hypothése
géométrique ¢ N " 1(c) = 0. Si de plus ¢ = ¢"(c) dans H*(F,Z/2Z), alors il existe un relevé § de ¢
a F tel que §(Xo) = X;.

Démonstration. Nous considérerons les surfaces & bord abstraites Sg, ..., S,_1 comme des parties du

revétement fini I (ce qui est légitime, car Iapplication quotient Syl ---U.S,,—1 — F est injective sur
Sk pour k € {0,...,n—1}).

Etape 1 : La partie facile

Nous commencgons par définir un homéomorphisme de Sy U ---U S,_3 sur S; U ---U S, 5. Cet
homéomorphisme est le candidat raisonnable pour étre la restriction & So U --- U S,_3 du relevé ¢
recherché tel que ¢(Xo) = X;.

Pour ce faire, rappelons qu’il existe pour k € {0,...,n — 3} un homéomorphisme f : S — Sk11
relevant @, i.e. tel que le diagramme suivant commute.

Sk LN Sk+1

|,

F—%.F

En revanche, il n’est pas du tout clair qu’il existe des homéomorphismes f,, 5 : S,_o — Sp,_1 et
frno1:Sn_1 — Sy relevant ¢ comme dans le cas ou la courbe c¢ est p-périodique.

Nous obtenons donc par recollement des applications fo, ..., f,_3 un homéomorphisme raisonnable
SoU---US,—3 — S1U---US,_ 2 qui reléve la monodromie ¢. Nous pouvons ensuite prolonger
légérement ce relevé a l'aide de I'homéomorphisme® naturel S,_; \ F. — Sp\ F. relevant ¢ (qui
envoie les deux copies de V contenues dans S,,_; sur les deux copies de V; contenues dans Sp). Nous
obtenons un homéomorphisme ¢ : S, 1 \ F, USoU---US,_3 — So \ F.US1 U---US,_o relevant ¢
et réalisant d’ores et déja la condition ¥(Xy) = Xj.

Snfl\F*US()U"'USn73L>S()\FCU51U"'Usnfg

i i

F F

31l y a en fait deux choix possibles, équivalents & une transposition prés. Nous faisons naturellement le choix qui est
compatible avec la définition de v a la ligne suivante.
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Cn—3
: n—3
Fc
+
Ch—3
l Y= <'0|Sn71\F*USOU”'USnfs
+ - +
Cn—3 Cn—3 Cn—2

FIGURE 7.5.2 — Définition naturelle de @ sur S,—1 \ F, USqU---U S,,_3.

Etape 2 : La partie délicate

Il reste alors a définir le relevé @ sur la surface a bord S,,_o U F, de sorte a réaliser un homéomor-
phisme S,,_o U F, — S,,_1 U F, relevant ¢ et compatible au bord avec 'application v définie dans la
premiére étape.

Fait Il existe des inclusions :
(i) Sp_g UF, C F/Ker(¢" 1(c)),
(i1) Sn_1UF, C F/Ker(c).

Pour obtenir concrétement ces inclusions, il suffit de recoller un anneau V,,_» au bord de S,,_» et un
anneau )V au bord de F, dans S,,_s U F,. On obtient alors une surface munie d’une projection naturelle
vers F' qui est un homéomorphisme local. Il s’agit donc nécessairement d’un revétement double de F.
Comme on observe deux copies de la courbe ¢"~!(c) dans ce revétement double, il s’agit précisément
du revétement double associé au noyau Ker(¢"1(c)).

De méme, il suffit de recoller un anneau V,,_; au bord de S,,_; et un anneau V; au bord de F,
dans S,,_1 U F.. On obtient alors un revétement double de F' contenant deux copies de la courbe ¢. On
conclut qu’il s’agit précisément du revétement double associé au noyau Ker(c).

n—1

FIGURE 7.5.3 — Inclusions de S,_, U F, dans F/Ker(¢"(c)) et de S,_1 U F,, dans F/Ker(c).

Or I'hypothése ¢ = ¢"(c) dans H'(F,Z/27Z) est justement la condition nécessaire et suffisante
pour qu’il existe un homéomorphisme 9’ : F//Ker(¢" 1(c)) — F/Ker(c) relevant ¢, i.e. rendant le
diagramme suivant commutatif.
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F/Ker(¢"1(c)) =~ F/Ker(c)

| |

F L F

Remarquons qu’il existe plus précisément un tel relevé envoyant la copie de V,,_o contenue dans
F/Ker(¢"1(c)) \ (S,_2 U F,) sur la copie de V,_; contenue dans F/Ker(c) \ (Sp_1 U F,). Ce relevé
envoie alors automatiquement la copie de V contenue dans F/Ker(¢"2(c)) \ (Sp_2 U F,) sur la copie
de V; contenue dans F/Ker(c) \ (Sn_1 U F).

Autrement dit, la restriction de ¢’ a S,,_o U F, réalise un homéomorphisme entre les surfaces a
bord S, _o U Fy et S,_1 U F.. Cet homéomorphisme se recolle alors a I’application v relevant ¢ sur
Sp—1\ Fr USpU---US,_3 pour fournir un relevé ¢ de ¢ a F tel que p(Xp) = X;. O

L’existence d'un relevé { tel que fournit par la proposition 7.5.6 permet donc a nouveau d’appliquer
le critére combinatoire de la proposition 7.2.7. Nous obtenons que le produit fibré S, associé au
revétement fini F'(n) est disconnexe, et donc que la surface coupée-croisée S = S(c, ) est virtuellement
plongée dans M,,. Le théoréme 7.5.1 est donc démontré.

Conclusion

Ce travail en cours ne fournit donc qu'un résultat partiel de type condition suffisante de plongement
virtuel mélant la géométrie et I’homologie des courbes intervenant dans la construction d’une surface
coupée-croisée. Il serait souhaitable de tenter de reprendre la construction proposée ci-dessus dans le
cas complémentaire ol ¢ = ¢"(c) dans H'(F,Z/27) et ¢ " *(c) # 0. Est-il encore possible dans ce
cas de trouver une liste d’instructions explicites permettant de construire un revétement fini de M,
dans lequel la surface coupée-croisée se reléve de maniére plongée ? R

Pour tenter de répondre & cette question, une premiére étape pourrait consister a redéfinir F'(n)
lorsque ¢ N " 1(c) # 0. 11 y a sans doute plusieurs maniéres d’imaginer des généralisations de cette
construction. I1 n’est par exemple pas difficile de généraliser ﬁ(n) lorsque ¢ N @™ 1(c) # O et de plus
cN " 2(c) =, mais la construction éventuelle d'un relevé de ¢ devient alors beaucoup plus délicate.
Une question reliée et sans doute intéressante serait d’essayer de résoudre complétement le cas ¢ = ¢3(c)
dans HY(F,Z/27Z), qui devrait étre instructif (ce cas est résolu lorsque de plus ¢ N p?(c) = 0, que faire
lorsque ¢ N @?(c) #07).

A ce stade, on peut également faire remarquer que le théoréme 7.5.1 décrit les seules situations
connues par 'auteur de cette thése ou il est possible de conclure que la surface coupée-croisée considérée
est virtuellement plongée (ceci inclut comme nous l'avons déja remarqué le cas des surfaces coupées-
croisées disconnexes). Ce qui veut dire qu’il n’y a en fait essentiellement qu’'un seul cas ou l'on sait
conclure. Il semble donc aujourd’hui important de continuer & expérimenter avec ces surfaces coupées-
croisées a un niveau élémentaire, pour peut-étre dégager de nouvelles situations radicalement différentes
pour lesquelles il serait possible d’obtenir des résultats partiels positifs.

Enfin, on peut se demander quelles sont les suspensions M, pour lesquelles 'application du théo-
réme 7.5.1 suffit & démontrer qu’elles sont virtuellement de Haken de maniére quasi-convexe. De maniére
équivalente, il s’agit de savoir quels sont les homéomorphismes pseudo-Anosov pour lesquels les condi-
tions cNe(c) =0, cNe™1(c) = 0 et ¢ = p™(c) dans H'(F,Z/2Z) peuvent étre vérifiées par une courbe
fermée simple essentielle. Pour cela, il faudrait étre capable de répondre & la question suivante.

Question Soit F' une surface hyperbolique compacte et ¢ : F' — F un homéomorphisme préservant
lorientation et pseudo-Anosov. R R

Existe-t-il un revétement fini F' de I’ et un relevé ¢ : F' — F d’une puissance non nulle de ¢,
ainsi qu'une courbe fermée simple ¢ C F telle que cN(c) = 0, cNy™L(c) = 0 et ¢ = ¥"(c) dans
H\(F,7,)27)?

Si la réponse est non en général, est-il possible de caractériser la classe des homéomorphismes
pseudo-Anosov pour lesquels cette question admet une réponse positive ?
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