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Chapitre 1

Introduction

Ce document est une présentation des travaux que j’ai réalisés depuis mon
doctorat qui portait sur les séries régulieres et les distributions de longueurs de
codes.

Ces travaux s’inscrivent dans le cadre général de la théorie des automates, de
la combinatoire des mots, de la combinatoire énumérative et de 1’algorithmique.
Ils ont en commun de traiter des automates et des langages réguliers, de problémes
d’énumération et de présenter des résultats constructifs, souvent explicitement sous
forme d’algorithmes. Les domaines dont sont issus les problemes abordés sont assez
variés.

Ce texte est composé de trois parties consacrées aux codes préfixes, a certaines
séquences lexicographiques et a I’énumération d’automates.

La premiere partie porte sur des problemes de codage sans perte d’information,
et plus particulierement sur les codes préfixes qui permettent un décodage instan-
tané. On y présente une version réguliere du théoreme de Kraft-McMillan, obtenue
en collaboration avec M.-P. Béal et D. Perrin. On expose ensuite des constructions
de codes préfixes pour des sources infinies selon un procédé généralisant 1’algo-
rithme de Huffman. Ces dernieres sont le fruit d’un travail réalisé avec J. Clément,
G. Seroussi et A. Viola.

Le chapitre suivant traite de suites de symboles finies ou infinies définies sur un
alphabet totalement ordonné et caractérisées par des conditions lexicographiques.
On y examine des problemes issus de la numération dans une base réelle strictement
supérieure a 1, les résultats obtenus sont d’une part la caractérisation de certains
systemes dynamiques de type fini, d’autre part la construction effective d’ensembles
finis liés a ’addition de nombres analogues aux nombres entiers en base entiere. Ce
dernier résultat, lié au probleme de la modélisation des quasicristaux, a été obtenu
en collaboration avec S. Akiyama et C. Frougny. On étudie ensuite un autre type
de suites définies par des conditions lexicographiques, les mots de Lyndon, qui
servent a la construction de bases pour le monoide libre, le groupe libre ou les



algebres de Lie libres. Leur factorisation standard joue un role essentiel dans la
plupart des algorithmes dans lesquels ils sont utilisés. Nous avons, avec J. Clément
et C. Nicaud, étudié cette opération et caractérisé les mots de Lyndon ayant un
facteur standard droit fixé. Nous proposons également une modélisation des mots
de Lyndon permettant d’obtenir des résultats en moyenne.

Le dernier chapitre a pour objet les automates déterministes et accessibles.
Ces automates sont assez proches des automates minimaux associés aux lan-
gages réguliers. Avec C. Nicaud, nous nous sommes intéressés a I’énumération de
tels objets, ainsi qu’a des méthodes pour les engendrer aléatoirement de maniere
équiprobable. Ces résultats sont liés a I’étude de propriétés en moyenne des lan-
gages réguliers.

Ce mémoire ne comprend pas une description exhaustive de 1’état de I'art dans
les différents domaines abordés, mais devrait permettre de situer les résultats que
j’ai obtenus seule ou en collaboration.

Le présent chapitre d’introduction est destiné a un lecteur qui ne serait pas fa-
milier avec les automates finis, la dynamique symbolique ou les séries génératrices.
On y trouvera des définitions classiques d’objets utilisés dans la suite, quelques
résultats fondamentaux sont également rappelés.

1.1 Mots finis et infinis

Soit A un ensemble de symboles, les lettres, que I'on appelle alphabet (sauf
mention contraire, on supposera que cet ensemble est fini). Un mot fini w est une
suite finie d’éléments de A notée wow; - - - wy,_1, sa longueur |w| est le nombre n de
lettres qui composent le mot w. L’ensemble de tous les mots finis sur I’alphabet A,
noté A*, muni de I'opération de concaténation est un monoide libre dont 1’élément
neutre est le mot vide . On note A* le semigroupe libre formé par I'ensemble des
mots non vides sur I’alphabet A.

L’ensemble des suites infinies & droite de lettres de A est noté AN. Un mot
infini w est dit ultimement périodique s’il s’écrit sous la forme w = pz¥, ou p et z
sont des mots finis et z¥ = zzz---.

Un bloc ou facteur f d’un mot w est un mot fini non vide qui apparait dans le
mot. Si w = ps ol p est un mot non vide, le mot p est un préfize de w; si, de plus,
p est différent de w alors p est un préfixe propre de w. De maniere analogue, si s
est un mot non vide, alors s est un suffixe de w; si, de plus, le mot s est différent
de w alors s est suffixe propre de w.

On rappelle qu'un ordre lezicographique sur le semigroupe libre AT est donné
par I'extension d’un ordre total, <., sur 'alphabet A a I’ensemble des mots de la
maniere suivante : pour tous mots finis non vides u et v, u <., v si et seulement



si u est un préfixe propre de v ou les deux mots s’écrivent
u=ras, v=rbt avec a,b € A, r,;s,t € A" et a <jep b.

On définit ainsi un ordre total sur A", noté simplement < en ’absence d’ambiguité.

Cet ordre vérifie les deux propriétés suivantes :

(i) Pour tout mot w de A*, u < v si et seulement si wu < wv.

(ii) Soient u,v € A* deux mots tels que u < v. Si u n’est pas un préfixe de v

alors pour tous u',v" € A*, on a uu’ < vv'.

Sur le vaste domaine que constitue la combinatoire des mots, le lecteur intéressé
pourra consulter [106, 107, 108].

Les langages désignent des ensembles de mots. Une classe de langages structu-
rellement simples est constituée par les langages réguliers qui peuvent étre définis
par des opérations rationnelles ou par des automates finis (voir Section 1.2). Plus
précisément, I'union étant entendue au sens ensembliste et en définissant le produit
de deux langages L, et Ly comme I’ensemble des concaténations des mots de Ly et
de Ls et 'étoile (de Kleene) L* d’un langage L comme 'union des concaténations
finies des mots de L, un langage sur 'alphabet A est régulier s’il peut étre ob-
tenu a partir des langages finis de A* par un nombre fini d’'unions, de produits et
d’étoiles. Ces langages peuvent étre décrits par des expressions rationnelles a partir
des symboles de I'alphabet et des opérateurs -, +, * correspondant respectivement
au produit, a I'union et a 1’étoile sur les langages.

On s’intéressera dans la suite aux langages particuliers que sont les codes et,
spécialement, aux codes préfixes. On rappelle qu'un code sur A* est un ensemble de
mots non vides tel que tout mot de w de A* se décompose au plus d’une maniere
en un produit d’éléments du code. Un ensemble de mots est préfize si aucun de ses
éléments n’est le préfixe d’un autre. Un tel ensemble est un code appelé un code
préfixe.

Les codes préfixes sur A* sont en bijection avec les langages préfixiels (i.e, qui
contiennent tous les préfixes de leurs éléments) non vides de A*. En effet, si C
est un code préfixe sur A*, alors P = A*\ C'A* est un langage préfixiel non vide.
Réciproquement, si P est un langage préfixiel non vide, C' = PA\ P est un code
préfixe.

Les codes préfixes et les langages préfixiels admettent des représentation simples
sous forme d’arbres. Si I'alphabet totalement ordonné A est de taille k, A* peut
étre représenté par un arbre k-aire dont les noeuds sont étiquetés par les mots de
A* de telle sorte que le parcours en profondeur de tout sous-arbre corresponde a
un parcours dans l'ordre lexicographique sur les mots de A qui apparaissent dans
les noeuds du sous-arbre.

A tout langage de A*, on associe le sous-arbre obtenu en conservant tous les
chemins menant de la racine de ’arbre associé a A* aux nceuds étiquetés par les



mots du langage. Ce sous-arbre est appelé la représentation littérale du langage.
Dans ces condition, un langage C' est un code préfixe si et seulement si, dans
la représentation littérale de C, les mots de C sont les étiquettes des feuilles.
Le langage préfixiel associé a C est alors 'ensemble des étiquettes des noeuds
internes de la représentation littérale de C'. Inversement, un langage est préfixiel si
et seulement si toutes les étiquettes des noeuds de sa représentation littérale sont
des mots du langage. Le code préfixe associé a un ensemble préfixiel P est alors
I’ensemble des étiquettes des nceuds qui permettent de compléter la représentation
littérale de P de telle sorte que les feuilles deviennent des noeuds internes. Quand le
langage est régulier, sa repésentation littérale n’a qu’un nombre fini de sous-arbres
non isomorphes, elle est réguliere.
Pour une référence générale sur les codes, on reportera a [34].

1.2 Automates finis

Les langages réguliers sont aussi les langages acceptés par un automate fini.
Un automate fini sur 'alphabet A est un multigraphe orienté dont les transitions
sont étiquetées par une lettre de 'alphabet A. On appellera par la suite graphe
un multigraphe orienté. Un automate est représenté, selon le contexte, par un
quadruplet (I,Q, E, F) ou simplement par un couple (@, E), ou @ est 'ensemble
des états de 'automate, E' ’ensemble des transitions, I I’ensemble des états initiaux
et F' celui des états finaux. On notera (p,a,p’) la transition de I'état p a 'état
p’ étiquetée par la lettre a. Un automate est fini lorsque son nombre d’états et
son nombre de transitions sont finis. Les chemins d’un automate sont les suites de
transitions consécutives. L’ensemble des étiquettes de ces chemins forme le langage
reconnu ou accepté par I'automate.

Un automate est dit non-ambigu si deux chemins qui partent d’'un méme état,
arrivent sur un meéme état et ont méme étiquette, sont égaux. Un automate est
déterministe si, a partir d'un état donné, il a au plus une transition avec une
étiquette donnée. Il est dit déterministe complet pour un certain alphabet si de
chaque état part exactement une transition d’étiquette donnée dans l’alphabet.
Il est dit accessible (ou initialement conneze), si tout état peut étre atteint par
un chemin issu d’un état initial. L’automate minimal d’un langage rationnel est
I’automate déterministe complet ayant le moins d’états qui reconnait ce langage.
Un automate est dit local, ou défini, s’il existe deux entiers positifs ou nuls m et
a (m pour mémoire et a pour anticipation) tels que tous les chemins de longueur
(m + a) de méme étiquette arrivent dans le méme état de 'automate. Il s’agit
d’une propriété de confluence des chemins a un instant donné. Lorsque I'automate
est déterministe local, la propriété est satisfaite avec une anticipation nulle. Les
automates déterministes locaux ont été introduits en [124] ot ils étaient appelés



automates définis.

Enfin, les transducteurs sont des automates finis étiquetés sur A* x B*, ou A et
B sont deux alphabets. On considere dans la suite des transducteurs étiquetés sur
A x B. Chaque transition a ainsi une lettre comme étiquette d’entrée et une lettre
comme étiquette de sortie. En masquant les sorties, respectivement les entrées, on
obtient un automate fini.

Pour plus de résultats sur les automates, on pourra se reporter a [56, 83, 133].

1.3 Dynamique symbolique

Pour une introduction & la dynamique symbolique, on pourra consulter [101,
24].

On associe a une suite infinie (a,,)nen sa suite décalée définie par o((ap)nen) =
(@nt1)nen- 11 s’agit ici d'un décalage du mot vers la gauche. Les parties fermées de
AN invariantes par décalage sont appelées sous-systémes en dynamique symbolique.
La topologie dont est muni A" est celle induite par exemple par la distance d qui
vaut 0 pour deux suites identiques et est définie comme suit pour deux suites
distinctes @ = (an)nen €t b = (b )nen :

d(a,b) = 27" ot | = min{i | a; # b;}.

Les facteurs autorisés d’un sous-systeme sont les blocs finis pouvant apparaitre
comme facteurs d’un mot infini du systeme. Les facteurs interdits sont ceux qui
ne sont pas autorisés, c¢’est-a-dire ceux qui n’apparaitront jamais comme facteurs
d’'un mot infini du systeme. On distinguera aussi les mots minimaux interdits qui
sont des blocs interdits dont tous les facteurs propres sont autorisés.

La capacité de Shannon, appelée encore entropie topologique, d’un sous-systeme
S de AN, permet de mesurer le taux de croissance des facteurs autorisés, elle est
définie par :

Cap(S) = limsup = log Card(S, N A"),
n—oo N
ou 5, désigne I'ensemble des facteurs autorisés de longueur n du systeme. Les
logarithmes sont en général pris en base 2 et le nombre de blocs autorisés de
longueur n est ainsi bien approché par 2" “**(5) pour n assez grand.

Classes de systemes dynamiques

Une classe assez générale de systemes dynamiques liés aux automates est celle
des systemes codés [39]. Ces systemes, reconnus par des automates infinis dénom-
brables [89], sont ceux pour lesquels il existe un code C tel que I’ensemble des mots
du systeme soit C*.



Une sous-classe des systemes codés est constituée par les ensembles de suites
infinies acceptés par un automate fini et appelés systémes sofiques. Ils ont été in-
troduits par Weiss [143]. Il est a noter qu’il n’est pas précisé d’ensemble d’états ini-
tiaux ou terminaux dans cette définition. Tous les chemins infinis sont acceptants.
Les systemes sofiques peuvent étre reconnus par des automates déterministes, c¢’est-
a-dire des automates tels que chaque état admet au plus une transition sortante
d’étiquette donnée. Ce sont des sous-systemes au sens défini précédemment. Les
systemes qui peuvent étre reconnus par un automate dont le graphe est fortement
connexe sont appelés systemes irréductibles. Ils sont reconnus par un automate
déterministe minimal, encore appelé couverture de Fisher du systeme. Le lien
avec 'automate minimal déterministe qui accepte un langage de mots fini avec
un unique état initial et un ensemble d’états terminaux est étroit (voir [25], [24],
et [27]). Une représentation minimale unique n’existe cependant plus lorsque le
systeme n’est pas irréductible.

Les systemes qui peuvent étre reconnus par des automates locaux sont appelés
systemes de type fini. Ils sont caractérisés par le fait que leur ensemble de mots
interdits minimaux est un ensemble fini.

Eclatements d’états

L’opération dite d’éclatement d’états, entrant ou sortant, est une transforma-
tion fondamentale en dynamique symbolique. Sur un automate fini, ’éclatement
entrant consiste en une partition des transitions entrant dans un état et une du-
plication des transitions qui en sortent. On peut définir de facon symétrique la
notion d’éclatement sortant. L’opération inverse d’'un éclatement est appelée une
fusion ou une amalgamation.
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Fi1G. 1.1 — Un éclatement entrant

Plus précisément, soient A = (@, E) un automate, ¢ un des états de 'automate
et I I'ensemble des transitions entrant en ¢. Soit I = I’ + I” une partition de 1.



L’opération d’éclatement entrant relativement a la partition (I’,I”) transforme
l'automate A en un automate B = (Q', E'), ou Q' = (Q — {¢}) U{¢'} U{¢"}, est
obtenu en ”éclatant” 1’état ¢ en deux états ¢’, ¢”, et ou les transitions définies par :

— Les transitions non incidentes a ¢ sont inchangées.

— Les transitions qui étaient entrantes en ¢ dans A sont partagées selon la
partition (I’,I"). Les ensembles U’ des transitions entrant en ¢’ et U” des
transitions entrant en ¢” sont respectivement U’ = {(p,z,¢') | (p,x,q) € I'}
et U ={(p,z,q¢") | (p,x,q) € I"}.

— Les états ¢’ et ¢” ont les "mémes transitions” sortantes dupliquées de celles de
q. Si O désigne I'ensemble des transitions sortant de ¢ dans A, les ensembles
O’ des transitions sortant de ¢’ et O” des transitions sortant de ¢” sont alors
respectivement O' = {(¢/, z,p) | (¢,x,p) € O} et O" ={(¢", x,p) | (¢,x,p) €
O}.

Un éclatement entrant transforme un automate déterministe en un automate
déterministe qui reconnait le méme systeme sofique. Bien que 'automate obtenu
par éclatement d’état semble différent de 'automate initial, les systemes dyna-
miques définis par les étiquettes des chemins dans chacun des automates sont
conjugués, i.e il existe un application locale inversible qui transforme le premier
systeme en le second. De plus, les systemes dynamiques définis par les étiquettes
des chemins dans deux automates sont conjugués si et seulement si on peut passer
d’un automate a l'autre par une suite d’éclatements et d’amalgamations entrants
ou sortants. Ce résultat est di a Williams [144]. La décidabilité de la conjugaison
entre deux systemes, méme de type fini, reste un probleme ouvert.

1.4 Théorie de Perron-Frobenius

La théorie de Perron-Frobenius sur les matrices positives (i.e., les matrices
a coefficients réels positifs ou nuls) intervient en théorie des automates. On I'ap-
plique aux matrices d’adjacence des graphes des automates finis. Ces matrices sont
indexées sur les lignes et les colonnes par les états de I'automate. Si p et ¢ sont
deux états de 'automate, le coefficient d’indice p, ¢ de la matrice d’adjacence est
le nombre de transitions de I'automate allant de p vers ¢. Les matrices d’adja-
cence irréductibles sont celles qui correspondent aux automates dont le graphe est
fortement connexe.

Le théoreme de Perron-Frobenius [73] pour les matrices irréductibles a coef-
ficients positifs ou nuls énonce que ces matrices admettent une plus grande valeur
propre réelle, appelée rayon spectral, qui est une valeur propre simple. L’espace
propre associé est de dimension 1 et la direction propre admet un vecteur propre a
coefficients strictement positifs. Lorsque la matrice possede plusieurs composantes
irréductibles, son rayon spectral est la valeur maximale des rayons spectraux des



différentes composantes fortement connexes. Parmi les matrices irréductibles, les
matrices primitives, ou apériodiques, sont celles qui n’admettent pas de valeur
propre de module égal au rayon spectral autre que le rayon spectral lui-méme.
Les matrices apériodiques ont comme propriété remarquable le fait que la direc-
tion propre est attractive pour les vecteurs en ce sens que si un vecteur v n’est
pas dans 'espace supplémentaire a la direction propre de la matrice M dans la
décomposition de Jordan, la direction de la suite de vecteurs (VvM"™),en converge
vers la direction propre. Différentes preuves du théoreme de Perron-Frobenius ainsi
que de nombreuses applications sont données en [111].

On peut montrer que la capacité d’un systeme sofique est calculable a partir
d’'un automate non-ambigu qui le reconnait. Cette capacité est en effet égale a
log(A), ot A est le rayon spectral de la matrice d’adjacence de cet automate. Ce
résultat est dit & Shannon [140].

1.5 Séries génératrices

Les séries génératrices ou fonctions génératrices jouent un role essentiel dans
I’énumération d’objets combinatoires simples (mots, arbres, partitions ...). Elles
sont définies pour une classe O d’objets combinatoires sur laquelle est définie une

taille :
taille: O — N

0 — o).

Si, pour tout entier n, le nombre s, d’objets de taille n dans O est fini, la série
génératrice (ordinaire) des objets de O, énumérés selon leur taille, est alors la

série formelle
s(z) = Z Sp2".

n>0

Beaucoup de problemes d’énumération peuvent étre résolus en transformant les
opérations de base sur les ensembles en opérations algébriques sur les séries for-
melles (voir [61, Chapitre I]).

En particulier, la série sx est la série génératrice d’un langage X de mots finis
si s, est le nombre de mots de longueur n du langage.

Les opérations rationnelles sur les langages s’expriment aisément en terme de
séries génératrices. Ainsi, pour tous langages X et Y de A*,

- Si XNY =0, alors sxuy = sx + sy.

— Si XY est un langage non-ambigu, alors syy = sxsy.

— Si X est un code, alors sx«(X) = 1_5;@).

Pour un état de I'art sur les séries génératrices de langages réguliers, on pourra
se reporter a [126, 16] et sur celles des langages algébriques a [41].
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L’utilisation des séries génératrices permet par des techniques issues de la com-
binatoire analytique d’obtenir des résultats d’énumération asymptotique. Pour un
panorama des méthodes et des résultats connus, on consultera [61].

Séries régulieres

On utilisera, dans la suite, le terme réguliére dans un contexte ou une ter-
minologie plus précise est souvent utilisée. En particulier, on appellera ici série
réguliere 'objet appelé, selon la terminologie d’Eilenberg, série N-rationnelle (voir
[56, 134, 35]).

Suivant le point de vue de Schiitzenberger, les langages peuvent étre vus comme
des séries en plusieurs variables non-commutatives. La série génératrice d’un lan-
gage est alors I'image de la série non-commutative par un homomorphisme. Les
séries K -rationnelles, ou K est un demi-anneau, en une ou plusieurs variables ont
été étudiées comme extensions des langages rationnels ou réguliers [35, 134].

Une série s = > ., 5,2" & coeflicients entiers positifs est dite réguliere, ou
N-rationnelle, si et si seulement si il existe un graphe fini G et deux ensembles de
sommets du graphe I et T tels que, pour tout entier positif n, s, est le nombre de
chemins du graphe de longueur n partant d’un état de I et arrivant sur un état de
T. On dit alors que 'automate ou la représentation (I, G,T) reconnait la série.

Les séries régulieres admettent des représentations dites normalisées, c’est-
a-dire des représentations (I,G,T) ayant un unique état initial sans transition
entrant dans cet état, et un unique état final sans transition sortant de cet état.

La définition suivante donne une description matricielle équivalente des séries
régulieres. Les séries régulieres sont celles pour lesquelles il existe une matrice a
coefficients entiers entiers positifs ou nuls M dont les lignes et les colonnes sont
indicées dans un ensemble fini @), un vecteur ligne i de taille Card(Q) et un vecteur
colonne t de taille Card(Q) tels que, pour tout entier positif n, s,, = iM"t. Lorsque
les coefficients de i, M, et t sont dans Z, la série est dite Z-rationnelle et (i, M, t)
est une représentation linéaire sur Z de la série. La représentation est réduite si
M a une taille minimale parmi toutes les représentations linéaires de la série sur
le méme anneau.

Tout série réguliere est rationnelle, mais la réciproque n’est pas vraie. On dira
qu’une suite Z-rationnelle admet une racine dominante si elle admet une représen-
tation linéaire réduite dont la matrice admet une unique valeur propre réelle po-
sitive ou nulle X telle que A > || pour tout autre valeur propre u. Lorsque, de
plus, A > 0 et A\ est valeur propre simple, alors la matrice et la série sont dites
spectralement Perron. Une série s est un emboitement de séries s’il existe un entier
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p tel que

T
L

s(z) =) 2'si(2P),

i

Il
o

ol (s;)o<i<p—1 sont elles-mémes des séries. D’apres le théoreme de Soittola (voir
(137, 87], [35, p. 83] ainsi que [125]), une série a coeflicients positifs est réguliere
si et seulement si elle est 'emboitement de séries rationnelles ayant une racine
dominante. Ce résultat montre la décidabilité de la régularité d’une série rationnelle

[134]. De plus, lorsque la réponse est positive, il existe un algorithme permettant
de calculer une représentation de la série.
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Chapitre 2

Codes préfixes

Ce chapitre porte sur les codes préfixes, qui ont ’avantage de permettre une
procédure de décodage instantanée et de réaliser des taux de compression moyens
optimaux dans les processus de codage utilisant des codes de longueur variable.

Plus précisément, on abordera le probleme de la construction de codes préfixes
réguliers dont la distribution de longueurs est donnée et de codes préfixes optimaux
pour des sources émettant des symboles a valeurs dans un alphabet dénombrable
selon une distribution de probabilités connue.

La premiere question est résolue par des techniques issues de la théorie des
automates et de la dynamique symbolique qui nous ont permis, avec M.-P. Béal
et D. Perrin, d’établir une version réguliere du théoreme de Kraft-McMillan.

On présente ensuite un état de I'art sur la généralisation du codage de Huffman
a un ensemble dénombrable de symboles, ainsi que des résultats récemment obtenus
en collaboration avec J. Clément, G. Seroussi et A. Viola sur le codage, par blocs,
de symboles géométriquement distribués. Les méthodes utilisées proviennent de la
théorie de I'information et de la combinatoire des mots.

2.1 Théoreme de Kraft-McMillan

2.1.1 Inégalité de Kraft

La série génératrice s = ) 5,2 d’'un code préfixe sur un alphabet a k lettres
(ou des feuilles d’'un arbre k-aire régulier) est la série dont le coefficient s,, d’ordre
n est égal au nombre de mots de longueur n du code (ou au nombre de feuilles
de hauteur n de 'arbre). Elle satisfait I’inégalité de Kraft pour I'entier positif k :
s(1/k) < 1. Le nombre s(1/k) peut alors étre interprété comme la probabilité
qu'un mot suffisamment long ait un préfixe dans le code.

La condition de Kraft pour une série est une condition d’entropie. En effet, si
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C' est un code préfixe, l'entropie de C* est inférieure ou égale (resp. égale) a log(k)
si et seulement si s(1/k) <1 (resp. s(1/k) =1).

D’apres le théoreme de Kraft-McMillan (voir [10, p.35] ou [47, p.82] par exem-
ple), pour toute série s qui satisfait I'inégalité de Kraft pour Uentier k, il existe
un code préfixe sur un alphabet a k lettres dont s est la série génératrice. Ce
résultat peut étre prouvé par induction. En effet, si un code préfixe C', formé
de mots de longueur au plus (n — 1) et ayant comme distribution de longueurs
(S1,82,...,8n,—1) sur I'alphabet A ={0,1,...,(k—1)}, a déja été construit, alors,
comme y o sk~ <1, 0na

n

> sk <K

i=1
Autrement dit, on peut choisir s,, mots de longueur n sur I'alphabet A qui n’ont
pas de préfixe dans C. Pour que la description de la construction soit complete,
il reste a spécifier le choix, fait a chaque étape, parmi les mots de longueur n qui
n’ont pas de préfixe dans C'. Une possibilité consiste a préférer les mots les plus
grands dans l'ordre lexicographique.

Dans le cas s(1/k) = 1 d’égalité dans l'inégalité de Kraft, le code préfixe C' est
complet (i.e., tout mot sur I'alphabet A a un préfixe dans C' ou est préfixe d'un
mot de C'). La réciproque n’est en générale pas vraie (voir [56, p.231] ou [102]).
Par exemple, sur alphabet {0, 1}, le code préfixe

C= < Uiz < [0, 13"\ {0"}) oi+1) u {00},
n=2
qui est complet, a pour série génératrice
s(z) =22+ Z H(Q” — 1)1H3)/2
i>2 n=2
et s(1/2) < 1/2 n’atteint pas 1'égalité dans I'inégalité de Kraft. Néanmoins, la série
génératrice s d'un code complet régulier satisfait s(1/k) =1 [34, p.102].

2.1.2 Une version réguliere du théoréeme de Kraft-McMillan

Nous nous sommes intéressés, avec M.-P. Béal et D. Perrin, a la caractérisation
des séries génératrices des codes préfixes réguliers sur un alphabet a k lettres et
avons obtenu le résultat suivant.

Théoréme 1 [15] Une série est la série génératrice d’un code préfize réqulier sur
un alphabet a k lettres si et seulement si
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— elle est réquliere
— et satisfait l'inégalité de Kraft pour Uentier k : s(1/k) < 1.

Autrement dit, les deux conditions nécessaires pour la série d’étre la série
génératrice d'un code régulier et d’'un code préfixe sur un alphabet a k lettres
sont indépendantes en ce sens que leur conjonction est suffisante pour garantir
que la série est la série génératrice d’un code préfixe régulier sur un alphabet a k
lettres. De plus, pour obtenir la série génératrice d’un code préfixe régulier complet
sur un alphabet a k lettres, la série doit satisfaire 1’égalité de Kraft.

La preuve fournit un algorithme pour obtenir un code préfixe régulier a partir
d’une série satisfaisant les conditions précédentes.

Deux méthodes simples de construction viennent a ’esprit. La premiere consiste
a appliquer directement la preuve du théoreme de Kraft-McMillan. Mais le code
ainsi obtenu n’est pas nécessairement régulier. Par exemple, si s(z) = 22/(1—22?),
alors s(1/2) = 1/2, le code préfixe correspondant

c = J10m1{o, 13"

n>0

n’est pas cependant pas régulier.

La seconde technique s’appuie sur le fait que la série est réguliere. Si s est une
série réguliere telle que so = 0 et si (¢, G, t) est une représentation normalisée de s,
en étiquetant chaque transition partant d’un méme état par une lettre différente,
le langage reconnu par 'automate ainsi défini est un code préfixe régulier dont
la série génératrice est s. Le probleme ici est que le nombre de symboles utilisés
pour étiqueter les transitions peut étre supérieur a k comme le montre 1’exemple
suivant.

Soit s la série réguliere reconnue par I'automate de gauche de la Figure 2.1 ou
i=1ett=4 Lasérie s s’écrit s(z) = 32%/(1 — 2?) et satisfait 'égalité¢ de Kraft
pour k = 2 : s(1/2) = 1. Le sommet 2 est néanmoins d’arité 4 et la construction
précédente conduit a un code préfixe sur un alphabet a 4 lettres. Une solution, dans
ce cas, est représentée par 'automate de droite de la Figure 2.1, qui reconnait la
série s et, en étiquetant les transitions, le code préfixe régulier (11)*(00+ 01+ 10).

Dans sa version naive, cette construction ne permet pas nécessairement d’ob-
tenir un code sur un alphabet a k lettres, mais la solution est un raffinement de
cette idée.

L’algorithme, que nous avons concu, pour obtenir un code préfixe régulier sur
un alphabet a k lettres est basé sur la construction d’un automate appelé automate
des multi-ensembles et généralise ’algorithme de déterminisation d’un automate
fini en ajoutant des multiplicités dans les états.

Cette transformation conserve la reconnaissabilité : la série reconnue par 1’au-
tomate ainsi obtenu est la méme que celle reconnue par 'automate initial. En
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F1G. 2.1 — Automates qui reconnaissent s(z) = 32%/(1 — 2?)

revanche, elle n’est pas dynamique, au sens ou les automates construits par cette
méthode définissent des systemes dynamiques qui ne sont pas conjugués. Elle uti-
lise néanmoins la théorie de Perron-Frobenius au moment de la construction de
Iautomate des multi-ensembles. Plus précisément, on calcule un wvecteur propre
approché associé a la valeur k pour la matrice d’une représentation de I’étoile de la
série. Un tel vecteur propre pour une valeur &k et une matrice M est, ici, un vecteur
v a coefficients entiers positifs tel que Mv < kv. Le vecteur propre approché ayant
la plus petite composante maximale peut étre calculé par un algorithme da a Fra-
naszek [101] dont la complexité en temps est exponentielle dans le pire des cas. Ce
vecteur propre approché sert de guide pour garantir 1'équilibrage des transitions
de 'automate, c’est-a-dire son caractere k-aire, tout comme un vecteur propre ap-
proché similaire sert de guide dans ’algorithme d’éclatements d’états de Adler et
al. [3] utilisé pour construire des codeurs pour canaux contraints (par exemple,
dans lesquels les symboles 1 sont séparés par un nombre contraint supérieurement
et inférieurement de 0). Notre preuve utilise également une variante du lemme des
tiroirs [6, p.125], qui intervient également en [3], pour la construction des états de
I’automate des multi-ensembles.

Béal et Perrin ont, depuis 'obtention de ce résultat, introduit dans [26] une
notion plus générale d’induction entre représentations linéaires. Une représentation
linéaire (j, N, x) est dite induite a gauche par la représentation (i, M,t) sil existe
une matrice U telle que

NU = UM,
ju =i
x = Ut.

La représentation (i, M, t) est dite induite a droite par (j, N,x).

Dans ce cadre, la construction de I'automate des multi-ensembles est une in-
duction gauche, et la représentation linéaire finale de la série est obtenue par
une induction droite. D’une maniere plus générale, lorsque deux représentations
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linéaires reconnaissent la méme série, on peut passer d’une représentation a l'autre
par une chaine d’inductions gauches ou droites [26]. Du point de vue de la dyna-
mique symbolique, I'induction gauche est une transformation plus faible qu'une
conjugaison [101, 88] entre ces matrices.

Une construction différente, mais dynamique, que nous avons, avec M.-P. Béal
et D. Perrin, décrite en [12, 14] redonne la caractérisation des séries génératrices des
codes préfixes réguliers sur un alphabet a k lettres dans le cas ou la série satisfait
I'inégalité de Kraft stricte. Le cas d’égalité est cependant inaccessible par cette
méthode et il est plus généralement inaccessible par des méthodes dynamiques.

2.1.3 Séries génératrices de langages préfixiels réguliers

On ne peut obtenir un résultat similaire pour les séries génératrices des langages
préfixiels réguliers sur un alphabet & k lettres (ou des noeuds internes d’un arbre
k-aire régulier). En effet, une série ¢ est la série génératrice d'un langage préfixiel
régulier [134, p.104] si et seulement si la série ¢ est réguliere, tg = 1 et ¢,,/t,—1 est
uniformément borné sur N*. De plus, la série t est série génératrice d’un langage
préfixiel sur un alphabet a k lettres si et seulement si tg = 1 et, pour tout entier
n strictement positif, ¢, < kt,_;. Mais la conjonction de ces deux conditions
nécessaires ne suffit pas a garantir que la série t sera la série génératrice d’un
langage préfixiel régulier sur un alphabet a k lettres, comme le montrera I’exemple
mentionné ci-apres.

Nous avons, avec M.-P. Béal et D. Perrin, obtenu une caractérisation des séries
génératrices des langages préfixiels réguliers sur un alphabet a k lettres en ajoutant
aux conditions précédentes une condition calculable qui permet de se ramener au
théoreme obtenu pour les séries génératrices des codes préfixes.

Théoréme 2 [15] Soient t = _t,2" une série régulicre et k un entier stric-
tement positif. La sériet est la série génératrice d’un langage préfiziel réqulier sur
un alphabet a k lettres si et seulement si

(i) son rayon de convergence est soit strictement supérieur a 1/k, soit égal a
1/k et 1/k est alors un pole simple de la série t,

(i) et la série s(z) = t(z)(kz — 1) + 1 est réguliere.

La condition (ii) du Théoreme 2 implique la positivité des coefficients de la
série s et, par suite, que, pour tout entier n strictement positif, ¢, < kt,_; et
to < 1.

Il existe des séries régulieres t satisfaisant, pour tout n > 1, t,, < kt,,_; et dont
le rayon de convergence est strictement supérieur a 1/k, mais telles que la série
s(z) = t(z)(kz — 1) + 1 ne soit pas réguliere. L’exemple qui suit est construit a
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partir d’une série rationnelle a coefficients positifs qui n’est pas réguliere [35, p.95].
Soit
T = b*"cos*(nh)

avec cos(f) = § ol les entiers a, b sont tels que b # 2a et 0 < a < b. La série r est
rationnelle, a coefficients positifs et n’est pas réguliere, ses poles étant b%, b%em et

e 2% On suppose que b? < k et on définit alors la série t de la maniére suivante :
pour tout h Z 0, tQh = ]{Zh et t2h+1 = ]{Zh + Th-

D’apres le théoreme de Soittola (voir Section 1.5), la série ¢ est réguliére puisque
elle est 'emboitement de séries rationnelles ayant un pole dominant. Son rayon
de convergence est ﬁ > % Par suite, la série t satisfait la premiere condition du
Théoreme 2. Soit s la série définie par s(z) = t(z)(kz — 1) + 1. Comme, pour tout
entier strictement positif p, sg, = krp_1 + 1, la série s n’est pas réguliere.

En utilisant les inductions entre représentations linéaires mentionnées précé-
demment, Béal et Perrin [26] ont caractérisé, plus généralement, les séries généra-
trices des langages réguliers sur un alphabet a k lettres : ce sont les séries s =
Y om0 Sn2" telles que s et > o (K™ — s,)2" soient régulieres, la deuxieme série
est, en fait, la série génératrice du complémentaire du langage dont s est la série
génératrice.

2.2 Codage de Huffman

On considere maintenant une source qui engendre une suite de variables aléatoi-
res a valeurs dans un alphabet & indépendantes et identiquement distribuées pour
une distribution discréte connue (p;);es. L'entropie de la source est alors H =
— D ics Pilog(pi).

Le probleme auquel on s’intéresse est le suivant : trouver un code, parmi tous
les codes de longueur variable, dont la longueur moyenne des mots est minimale.
La longueur moyenne d’un code correspond au nombre moyen de bits nécessaires
pour coder un symbole de la source. Cette minimisation permet de compresser
[139, 145] sans perte d’information les suites de symboles issue de la source en
codant par les mots les plus courts du code les symboles les plus probables et
par les mots les plus longs les symboles les moins probables. Elle est aussi utilisée
dans la conception d’algorithmes de recherche [4, 5], elle correspond alors a la
minimisation du nombre de tests qui servent a identifier en moyenne des objets
a partir d’'un ensemble donné en utilisant moins de tests pour les objets les plus
probables et plus de tests pour les objets les moins probables.

Quand la source est d’entropie finie, si (I;);es est la distribution de longueurs
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d’un code optimal alors :
H<) pli<H+1
€S
La différence ), s pili — H est appelée la redondance (par symbole) du code.
Pour plus de détails sur ces notions, on pourra consulter [10, 47].

2.2.1 Sources finies

Quand l’alphabet & des symboles émis par la source est fini, l'algorithme
de Huffman [84] permet d’obtenir un code préfixe optimal. Apres avoir associé
a chaque symbole i de I'alphabet & un nceud de probabilité p;, cet algorithme
construit, de bas en haut, un arbre en fusionnant, a chaque étape, en une paire
de noeuds freres les deux symboles les moins probables et en les remplacant par
leur pere dont la probabilité est égale a la somme de celles de ses fils. La lon-
gueur moyenne des mots de tout code, ayant comme distribution de longueurs la
suite des hauteurs des feuilles de ’arbre ainsi obtenu, est minimale parmi toutes
celles des codes de longueur variable. En particulier, les codes de Huffman obtenus
par étiquetage des chemins de la racine aux feuilles dans ’arbre de Huffman sont
optimaux.

Gallager [71] a caractérisé les arbres de Huffman : un arbre est un arbre de
Huffman si et seulement si ses noeuds peuvent étre énumérés en ordre décroissant
selon leurs probabilités de telle sorte que tous les nceuds freres soient adjacents
dans cette liste. Cette propriété est utilisée pour vérifier si un arbre donné peut ou
non étre obtenu par l'algorithme de Huffman pour une distribution de probabilités
donnée.

Pour un survol sur le codage de Huffman et une mine de références bibliogra-
phiques, on pourra se reporter a [2].

2.2.2 Sources infinies

On s’intéresse, dans la suite, au cas ou la source émet des symboles a valeurs
dans un alphabet dénombrable. On fait également 'hypothese naturelle suivante :
la distribution de probabilités sur les symboles de la source est décroissante (ou
décroissante a partir d'un certain rang). On mentionnera dans la suite certaines
situations ou ce type de sources intervient.

Le but est de construire un code (préfixe) qui minimise parmi tous les codes de
longueur variable, la longueur moyenne des mots du code, la distribution de pro-
babilité des symboles de la source étant donnée. Comme 'algorithme du Huffman
opere en fusionnant successivement les symboles les moins probables de 'alphabet
des symboles émis par la source, il ne peut pas étre appliqué directement a un
alphabet infini.

19



Tous les résultats présentés ici utilisent la notion suivante de convergence d’une
suite de codes : on dira qu’une suite (C});>; de codes converge vers un code C' si,
les mots des codes étant ordonnés par longueur croissante selon I'ordre lexicogra-
phique, pour tout n > 1, le n-iétme mot de C; est ultimement constant, quand j
tend vers 'infini, et égal au n-ieme mot de C.

Dans [102], Linder, Tarokh et Zeger ont montré que pour une source, émettant
des symboles a valeurs dans N, d’entropie finie, un code optimal peut étre ob-
tenu comme limite d’une sous-suite des codes de Huffman (Cj),;>; pour les ver-
sions tronquées des variables aléatoires de la source (les variables aléatoires sont
alors & valeurs dans [0, ] avec la distribution de probabilités (pi/ >>7_, pi)o<i<;)-
IlIs montrent également que tout code optimal atteint 1'égalité dans l'inégalité de
Kraft. Les preuves ne permettent cependant pas la construction effective d'un code
optimal.

La méthode, utilisée initialement par Gallager et Van Voorhis [72], qui sert a
construire les codes optimaux évoqués ici peut etre décrite de la manieére suivante.

— Définir une suite d’alphabets réduits (S;)32_; dans lesquels les symboles

strictement plus grands que j sont partitionnés en un nombre fini de parts.
Chaque part correspond a un ensemble non vide de symboles et est appelée
symbole virtuel, sa probabilité est égale a la somme des probabilités des
symboles qu’elle contient.

— Vérifier que la suite d’alphabets réduits (Sj);?’;_l est compatible avec le pro-

cessus de construction de bas en haut d’un arbre de Huffman. Autrement
dit, apres un nombre fini de fusions dans ’algorithme de Huffman appliqué a
I'alphabet réduit S;, on obtient 1'alphabet réduit S; ot j° < j. Une maniere
simple de vérifier que le processus de transformation correspond a l’algo-
rithme de Huffman est d’utiliser la caractérisation des arbres de Huffman
établie par Gallager [71] (voir Section 2.2.1).

— Appliquer 'algorithme de Huffman a l’alphabet réduit S_; qui ne contient

plus de symbole de I'alphabet initial, mais uniquement des symboles virtuels.

— Utiliser un argument de convergence pour s’assurer que la suite de codes de

Huffman finis ainsi obtenue converge vers un code infini C.
Le code infini ainsi obtenu a une distribution de longueurs qui minimise la longueur
moyenne parmi toutes celles des codes de longueur variable. La partie difficile de
la construction est celle qui consiste a ”deviner” la structure des alphabets réduits.

Codes de Golomb

Les sources dont les variables aléatoires sont a valeurs dans N avec la distribu-
tion de probabilités géométrique

pi=1-¢q4q" i>0
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pour un réel ¢, 0 < ¢ < 1, modélisent, par exemple, les sources qui émettent
indépendamment les symboles 0 et 1, avec les probabilités respectives p et 1 — p,
p; est alors la probabilité que le mot 0°1 soit émis par la source. Une stratégie de
codage consiste dans ce cas a coder 'ensemble de suites de symboles {01 | 7 € N}
émis par la source, plutot que simplement {0,1}. Golomb [76] a exhibé des codes
préfixes optimaux quand ¢ = 1/2 pour un entier positif ¢ quelconque. Gallager et
Van Vooris [72] ont montré que les codes ainsi obtenus sont en fait optimaux pour
toute valeur de ¢. Plus précisément, soit ¢ 'entier strictement positif tel que

qﬂ +q€+l S 1 < qé_‘_qé—l' (21)

Un codage optimal simple consiste alors a représenter tout entier ¢ comme la
concaténation :

- du codage binaire de (i mod /) sur [log/] bits si (i mod ¢) < 28l — ¢

sur [log /] sinon,

- et du codage unaire de |i/£], c’est-a-dire OL/¢1.

Ce code est obtenu comme limite de codes de Huffman. Comme ce code est la
concaténation de deux codes préfixes, on peut inverser 'ordre des deux codes. Le
codage de tout entier i est alors le codage unaire de [i/¢] suivi du codage de (i
mod /) sur le nombre de bits adéquats. Ce code optimal, appelé code de Golomb
d’ordre ¢, ne peut étre directement obtenu a partir de codes de Huffman. Dans le
contexte du codage des plages de 0, ce code a I'avantage de ne pas nécessiter la
lecture de la totalité de la plage de 0 pour commencer le codage ; I’encodeur produit
un 0 pour chaque suite de ¢ symboles 0 lus, quand un symbole 1 apparait, il produit
un symbole 1 terminant ainsi le codage unaire, puis le codage correspondant a la
position du 1 dans la suite ¢ symboles en cours de lecture. Les codes de Golomb
pour les valeurs de ¢ qui sont une puissance (négative) de 2 sont appelés les codes
de Rice [130] et sont utilisés, par exemple, dans la librairie FLAC de compression
de données audio sans perte d’information.

On peut noter que, pour tout entier strictement positif ¢, le code de Golomb
d’ordre ¢ contient exactement ¢ mots de longueur n des que n > [log ¢] et que, de
maniere générale, les codes de Golomb sont des codes réguliers.

Par des méthodes combinatoires, Golin [75] a, par ailleurs, montré que la dis-
tribution de longueurs des codes optimaux pour les sources dont les variables
aléatoires suivent une loi de probabilités géométrique est unique sauf quand ¢ +
¢! = 1 pour un entier positif ¢, dans ce dernier cas il existe un ensemble infini
de codes préfixes optimaux ayant des distributions de longueurs distinctes.

L’extension des résultats de Gallager et Van Voorhis [72] a permis

— a Humblet [85] de montrer qu'un code optimal pour les sources émettant des

symboles a valeurs dans N avec une distribution de Poisson de parametre A,
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A >0,

)\i
=e = (>0,

Di ]
pouvait étre obtenu en utilisant, a partir d’une longueur qui dépend du pa-
rametre A, les mots du code de Golomb d’ordre 1 complété d’un ensemble
fini de mots de longueurs inférieures,

— a Abrahams [1] d’établir que, pour une source émettant des symboles a va-
leurs dans N avec une distribution de probabilités (p;);>o satisfaisant pour,

tout 57 > J,
E Dijt1vie S pj < E Dj—1+its
i>1 i>1

pour un entier strictement positif ¢, ’ensemble des mots de longueur supé-
rieure a J du code de Golomb d’ordre ¢ complété d’un ensemble fini de mots
de longueurs inférieures constituait un code optimal.

Sources réguliéres

Une généralisation assez naturelle des sources émettant des symboles dont les
valeurs suivent une loi de probabilités géométrique consiste a considérer des sources
émettant des symboles dont les valeurs suivent une loi de probabilités donnée par
une série p(z) = Y .., piz" R -rationnelle.

Plus précisément, on suppose que la suite (p;)i>o des coefficients de la série p
est une suite a termes réels positifs, décroissante et telle ) .., p; = 1. On suppose
également la série RT-rationnelle. D’aprés le théoreme de Soittola, la série p(z) =
> im0 piz' est alors 'emboitement de r séries rationnelles (s;)o<i<r—1 ayant une
racine dominante.

Nous avons montré [18], avec J. Clément, que, sous ces hypotheses, les 1 séries
(si)o<i<r—1 ont alors la méme racine dominante 1/q avec le méme ordre de multi-
plicité m + 1 et que

m _i/r
Pi ™~ Cimod rt q/

ou les coefficients (¢;)o<i<r—1 satisfont
co > g’ > el1g"TVT > eoq > 0.

Ainsi la série p(z) = (2 + 2)/(4 — 2?) est Pemboitement des séries so(z) =
2/(4—z) et s1(z) = 1/(4 — z) qui ont comme racine dominante simple 1/q = 4.
De plus, co = 1/2 et ¢; = 1/4 vérifient ¢y > ¢1,/q > o q.

Quand la série p a un unique pole 1/q qui, de plus, est simple, elle définit la
distribution de probabilités géométrique de parametre q.

Si la série p a un unique pole 1/q qui est multiple, et si £ est 'entier strictement
positif tel que ¢° +¢* < 1 < ¢*+¢* 1, alors un code optimal [18] peut étre obtenu
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en utilisant a partir d’'une certaine longueur, qui dépend de la multiplicité du pole
1/q dans p, les mots du code de Golomb d’ordre ¢ et en complétant par un ensemble
fini de mots de longueurs inférieures.

Quand la série p est 'emboitement de deux séries ayant un unique pole simple
1/q, en posant, pour tout entier ¢, p; = po; et, pour tout entier i strictement positif,

/

p", = pe2i—1, on obtient la distribution de probabilités

. B

Pi = ql_d + qd )

oun 0 < d < 1/2, connue en théorie de l'information sous le nom distribution
géométrique bilatérale décentrée [142]. Merhav, Seroussi et Weinberger [114] ont
construit pour les sources qui émettent des symboles a valeurs dans Z selon une
telle distribution de probabilités des codes optimaux qui sont des variantes non-
intuitives des codes de Golomb. De nouveau, les codes obtenus ont un nombre
uniformément borné de mots de méme longueur et sont réguliers. Ces modeles
de sources servent a la prédiction d’erreurs en compression d’image. Les codes
optimaux, pour des valeurs de ¢ qui sont une puissance (négative) de 2, sont
utilisés dans l'algorithme LOCO-I (Lossless Image Compression Algorithm) qui
est a la base de JPEG-LS [142].

Ce sont a ma connaissance les seuls résultats connus concernant les sources
dont les variables aléatoires suivent une loi de probabilités donnée par une série
R*-rationnelle, la construction, dans le cas général, de codes optimaux pour de
telles sources reste un probleme ouvert.

Sources géométriques et codage par blocs

Nous sommes intéressés, avec J. Clément, G. Seroussi et A. Viola, au probleme
du codage des mots de longueur fixée émis par une source.

En effet, si une source d’entropie H émet des symboles a valeurs dans un
alphabet S, I'alphabet des blocs de longueur n de symboles de la source est alors
S". En notant (p));es» la distribution de probabilités sur les éléments de 8™, si
(I%);esn est la distribution de longueurs d’un code optimal pour 8", on obtient

H< = Zpll;<H—|——

ZES"

Autrement dit, la redondance par symbole du codage par blocs de longueur n des
symboles émis par la source est au plus égale & 1/n bit au lieu de la redondance
maximale de 1 bit par symbole du code obtenu en codant chaque symbole de la
source. Un tel codage améliore donc le taux de compression moyen des données
issues de la source considérée.
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Les résultats [22] que nous avons obtenus concernent les sources pour lesquelles
les variables aléatoires sont a valeurs dans N et suivent une loi de probabilités
géométrique :

pi=(1-q)q, ieN

pour un réel ¢, 0 < ¢ < 1.

Plus précisément, on souhaite coder les mots de longueur 2 émis par la source.
L’alphabet peut alors étre vu comme 1’ensemble des couples d’entiers positifs (i, j)
dont la probabilité d’émission est alors p;p; = (1 — ¢)?¢"™.

De maniere équivalente, on cherche un codage optimal pour le multi-ensemble

{0,1,1,2,2,2, ..., froo o f, .
—_—
f+1

fois
ou lentier positif f a f+ 1 occurrences sachant que le couple (i, j) est bijective-
ment associé a la i-eme occurrence du symbole f =i+ j dans le multi-ensemble.
La distribution de probabilités d'une variable aléatoire sur ce multi-ensemble est
donnée par p; = (1 —q)%¢’.

Dans [22], nous présentons des constructions de codes préfixes optimaux, a
partir de codes de Huffman finis, quand ¢ est une puissance (négative) de 2 et
quand ¢¢ = 1/2 pour un entier ¢ positif. Ces derniéres suivent essentiellement le
schéma déja utilisé par Gallager et Van Voorhis et décrit au début de cette Section.

Quand ¢ = 1/2, un code préfixe optimal peut étre obtenu comme produit
de deux codes de Golomb d’ordre 1. Plus précisément, le codage défini par la
concaténation, pour tout couple (i,j), des mots du code de Golomb d’ordre 1
servant a coder respectivement i et j est optimal.

Pour les autres valeurs du parametres ¢, les codes optimaux que nous définissons
sont totalement différents des codes de Golomb. Ils sont encore réguliers, mais le
nombre de mots de méme longueur n’est plus uniformément borné; il est, cette
fois, majoré par une fonction linéaire de la longueur. De plus, il existe, dans ce
cas, une infinité de codes préfixes optimaux ayant des distributions de longueurs
distinctes.

Quand ¢ = 27¢ et que ¢ tend vers 'infini, contrairement au cas du codage
par symbole, nous obtenons une suite infinie de codes, qui converge vers un code
limite.

Nous donnons également, dans chaque cas, des algorithmes de codage et déco-
dage efficaces dérivés de ces constructions.

La généralisation de nos constructions a toutes les valeurs du parametre ¢ ainsi
que la construction de codes pour des blocs de symboles de longueur supérieure a
2 restent a faire.
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Chapitre 3

Séquences lexicographiques

Les séquences de symboles abordées dans ce chapitre, quoique de nature tres
différentes, ont en commun d’étre définies sur un alphabet totalement ordonné et
d’étre caractérisées par des conditions lexicographiques. Il m’a semblé intéressant
de rapprocher I’étude de ces objets, qui nécessite dans les deux cas d’appréhender
des propriétés combinatoires liées a la notion d’ordre.

Plus précisément, ce chapitre traite de la f-numération, systeme de numération
qui généralise la numération positionnelle en base entiere a une base réelle (3 stric-
tement supérieure a 1, et de la factorisation standard des mots de Lyndon.

Les techniques utilisées sont, dans les deux cas, en partie issues de la combina-
toire des mots. L’étude de la f-numération s’appuie également sur des résultats de
théorie des automates et de théorie des nombres. L’étude de la factorisation des
mots de Lyndon nécessite I'étude du comportement asymptotique des coefficients
de séries génératrices par des méthodes issues de la combinatoire analytique.

3.1 Représentation des nombres en base réelle

Un systeme de numération de position peut étre défini par la donnée d’une
base ou d’'une suite de nombres et d’un ensemble de digits. Pour une introduction
générale sur le sujet et un survol des résultats connus, on pourra se reporter a
[107, Chapter 7]. La S-numération généralise la numération en base entiere a une
base réelle ( strictement supérieure a 1. Quand la base 3 n’est pas un entier, un
nombre peut avoir plusieurs représentations, le systeme de numération associé est
redondant [123]. On rend unique le choix de la représentation d’un nombre dans
une telle base par I’ajout d’une condition lexicographique.

Plus précisément, soit § > 1 un nombre réel strictement supérieur a 1, le -
développement (x)g d’un nombre réel positif = est la plus grande, pour 'ordre
lexicographique, de ses représentations en base (.
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Cette représentation est obtenue grace a l'algorithme glouton suivant [128].
Soient k € Z tel que 3% < x < B¢ x = |2/8%] et 1 = {x/B%}, ou {.}
représente la partie fractionnaire d’'un nombre. Pour ¢ < k, on note z; = |57;41]
et ; = {friy1}. Alors, le §-développement de x est

(X)g = TpTp—1 -+ T 1T - T_1Tg- -

et le suffixe x_1x_5--- en est la partie B-fractionnaire.

Quand ([ est un entier, le G-développement d’un nombre est sa représentation
usuelle en base entiere. Dans le cas contraire, les digits z; sont les éléments de
l'alphabet Ag = {0,...,[3]}. Le f-développement de 1 en base [ est 1.

3.1.1 Le (-shift

A Torigine, la notion de -développements a été introduite par Rényi [128] qui
les a définis a partir des orbites de la transformation croissante par morceaux de
I'intervalle unité :

Ts:x — Br mod 1.

Tout nombre z de l'intervalle [0, 1] est ainsi représenté par dg(x) = (d;)i>1, ou
d; = | 0T, é_l(x)j Quand x est un nombre de l'intervalle [0, 1[, cette définition est
équivalente a la précédente. En revanche, on obtient comme représentation de 1,
non plus 1, mais la plus grande, pour 'ordre lexicographique, de ses représentations
comme somme de puissances négatives de la base. On appellera, dans la suite, dg(1)
la B-représentation de 1.

La cloture topologique Sg de 'ensemble des suites infinies qui sont les -
développements des nombres de l'intervalle [0, 1], munie du décalage a gauche
o, forme un systeme dynamique symbolique (voir Section 1.3) appelé le 3-shift.

Les éléments du (-shift sont entierement caractérisés, d’un point de vue com-
binatoire, par la [(-représentation de 1. En effet, une suite s d’entiers naturels
appartient au [-shift si et seulement si, pour tout p > 1, la suite décalée o?(s)
est inférieure, dans l'ordre lexicographique, au développement impropre dj(1) !
de dg(1); la suite s est le S-développement d'un réel de l'intervalle [0, 1] si et
seulement les précédentes inégalités sont strictes [123].

Ainsi, quand § = 1+2\/5, comme dg(1) = 11 et dj(1) = (10)“, les éléments
du [-shift sont les mots qui ne contiennent pas le facteur 11 et (10)¥ n’est pas

le B-développement d’'un nombre de lintervalle [0,1]. Quand § = 3+2\/5, alors
dp(1) = 21¥ = dj(1) et le B-shift est composé de I'ensemble des mots qui n’ont

pas de facteur dans I’ensemble 21*2.

1dg(1) =dg(1) si dg(1) est infini et dj3(1) = (d1...dm—1(dm — 1))* sidp(l) =di ...dp.
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Un probleme naturel est de chercher a classifier [38] les (-shifts en fonction de
leurs propriétés dynamiques. Les [-shifts sont des systémes codés [40], i.e, pour
tout réel 3 strictement supérieur a 1, il existe un code Cjp tel que Sp = C'g. Un tel
code Cp peut étre défini comme ’ensemble des mots finis strictement inférieurs a
ds(1) et dont le plus long préfixe propre est préfixe de dg(1). De plus, Ientropie
topologique d’'un (-shift est log 3 [128, 123].

[-shifts sofiques

A partir de la définition du code Cjp associé au [-shift, on obtient que le 3-shift
est sofique si et seulement si la (-représentation de 1 est ultimement périodique
[37]; 3 est alors appelé un nombre de Parry (ou [f-nombre).

La caractérisation des classes de (3-shifts est profondément liée aux propriétés
algébriques de 3. On rappelle qu’un entier algébrique est un nombre de Perron s’il
est strictement plus grand que le module de chacun de ses conjugués algébriques ;
¢’est un nombre de Pisot si tous ses conjugués sont de module strictement inférieur
a 1 et un nombre de Salem si tous ses conjugués sont de module inférieur a 1, I'un
au moins d’entre eux étant de module égal a 1.

Si le B-shift est sofique, alors 3 est un nombre de Perron [52, 100]. En effet, la
matrice d’adjacence de 'automate fini qui reconnait I’ensemble des facteurs finis
du (-shift est alors une matrice primitive intégrale (voir Section 1.4) dont le rayon
spectral, 3, est donc un nombre de Perron.

Pour les nombres de Perron de degré 2, la divisibilité du polynome caractéristi-
que de cette matrice par le polynome minimal de (3, implique que si le 3-shift est
sofique alors 3 est un nombre de Pisot. Inversement, Bertrand [37] et Schmidt [135]
ont montré indépendamment que tous les nombres de Pisot sont des nombres de
Parry. Ce résultat découle en fait de 'ultime périodicité de dg(x) pour tout réel
xz € (0,1 NQ(pF), quand S est un nombre de Pisot [135].

Concernant les nombres de Salem, on sait seulement que si § est un nombre de
Salem quartique (de degré 4), la S-représentation de 1 est ultimement périodique
[42]. Selon Boyd [44], tous les nombres de Salem de degré 6 seraient des nombres
de Parry, mais, pour tout degré supérieur, il existerait des nombres de Salem qui
ne sont pas des nombres de Parry. Ces conjectures sont fondées sur I'étude d’un
modcle probabiliste heuristique qui prédit que les orbites de 1 sous 'action de T’
peuvent étre arbitrairement grandes quand S est un nombre de Salem de degré 6
et qu’une proportion positive de nombres de Salem de degré fixé supérieur a 8 ne
sont pas des nombres de Parry.

D’une maniere plus générale, le domaine des conjugués algébriques des nombres
de Parry a été étudié indépendamment par Solomyak [138] et par Flatto, Lagarias
et Poonen [65]. Ils ont montré en particulier que si le G-développement de 1 est
ultimement périodique alors les conjugués algébriques de 3 sont de module stric-
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tement inférieur au nombre d’or (1 4 v/5)/2. 1l était déja connu [123] que 3 ne
pouvait avoir de conjugué algébrique réel supérieur a 1.

La caractérisation complete des nombres de Perron dont le (3-shift associé est
sofique reste un probléme ouvert.

(-shifts de type fini

Une sous-classe des (-shifts sofiques est également caractérisée en termes sim-
ples par la S-représentation de 1 : celle des (-shifts de type fini. En effet, le G-shift
est de type fini si et seulement si la S-représentation de 1 est finie [86]; [ est alors
un nombre de Parry simple (ou S-nombre simple).

Solomyak [138] a prouvé que la cloture topologique des conjugués d’un nombre
de Parry et celle des conjugués des nombres de Parry simples étaient égales.
Néanmoins, il existe une importante différence entre ces deux ensembles de conju-
gués algébriques : si 3 est un nombre de Parry simple alors § n’a pas de conjugué
algébrique réel positif. En effet, si 4 un nombre de Parry simple dont la (-
représentation de 1 est dg(1) = dy...d,, alors § est racine du polynéome P =
Xm— 3" d; X™ " qui n’a qu'une seule racine positive.

De plus, la matrice d’adjacence de I'automate des facteurs finis du [(-shift
est, dans ce cas, la matrice compagnon du polynome P. Une construction due
a Handelman [80] permet d’obtenir & partir d’'un nombre de Perron 8 qui n’a
pas de conjugué algébrique réel positif une matrice compagnon primitive intégrale
dont le rayon spectral est . Mais I’algorithme basé sur des arguments algébriques
ne permet pas de controler le comportement combinatoire des coefficients de la
matrice ainsi associée a 3.

Cette condition sur les conjugués algébriques réels positifs d’'un nombre de
Parry simple permet néanmoins

— de montrer facilement que les nombres de Salem, qui sont racines de po-

lynoémes réciproques, ne sont pas des nombres de Parry simples

— et de caractériser les nombres de Parry simples de degré 2 : ce sont exacte-

ment les nombres de Pisot quadratiques qui n’ont pas de conjugué réel positif
[69].

J'al enticrement caractérisé les nombres de Parry simples et cubiques [17].
Pour obtenir ce résultat, j’ai montré qu’il suffisait d’étudier les nombres de Pisot
cubiques. En effet,

Théoréme 3 [17] Si B est un nombre de Parry simple et cubique alors [ est
nombre de Pisot.

Ce résultat, obtenu par des arguments algébriques, n’est plus vrai pour les
nombres de Parry simples de degré strictement supérieur a 3. Par exemple, la
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racine positive du polynome X* — 3X3 — 2X? — 3 est un nombre de Parry simple
et quartique qui n’est pas un nombre de Pisot.

Il reste alors a identifier parmi les nombres de Pisot de degré 3 ceux pour
lesquels la (-représentation de 1 est finie.

Théoréme 4 [17] Soient 3 un nombre de Pisot cubique et Mg(x) = X —aX? —
bX — ¢ son polynome minimal. Alors 3 est nombre de Parry simple si et seulement
st 3 satisfait une des conditions suivantes :
(i) b>0 etc>0,
(i) —a <b<0etb+c>0,
(i1i)) b < —a etb(k—1)+c(k—2) < (k—2)—(k—1)a, ot k Uentier de [2,a—2]
tel que (a —2)/k <a+b+c—1<(a—2)/(k—1).

Ce résultat est la conséquence d’une classification complete des 3-shifts définis
par des nombres de Pisot cubiques [17]. A partir de la caractérisation des coeffi-
cients des polynémes minimaux des nombres de Pisot cubiques due a Akiyama [7],
j’ai calculé toutes les (-représentations de 1 en fonction des valeurs prises par les
coefficients de ces polynomes.

Cette construction met en évidence un phénomene inattendu : quand 3 est
un nombre de Pisot cubique, la longueur de la [-représentation de 1 peut étre
arbitrairement grande. Ainsi, pour tout entier k£ supérieur a 2, si  est la racine
réelle du polynome irréductible X3 — (k 4+ 2)X? + 2kX — k, alors dg(1) est de
longueur 2k + 2. Quand k = 2, on obtient dg(1) = 221002; quand k£ = 3, on a
ds(1) = 31310203.

Suivant le méme procédé, Gijni [74] a calculé la S-représentation de 1 pour tous
les nombres de Pisot quartiques unitaires. La limite de cette méthode vient d’une
augmentation tres rapide, en fonction du degré algébrique de la base, du nombre
de cas a étudier.

La caractérisation des nombres de Parry simples reste un probleme essen-
tiellement ouvert. Une autre approche du probleme consisterait a déterminer les
nombres de Perron pour lesquels la (G-représentation de 1 est d’une longueur finie
fixée.

3.1.2 [-réseaux et ensembles de Meyer

L’ensemble Zg des (3-entiers est I’ensemble des nombres réels dont le 3-dévelop-
pement de la valeur absolue a une partie (-fractionnaire nulle. En notant ZZ
Pensemble des (-entiers positifs, on a Zg = Z; UZj et Zz; = —Z;. Par construc-
tion, ’ensemble des [-entiers est symétrique et stable pour la multiplication par
B. Quand 8 est un entier, Uensemble des [-entiers est Z. A la différence de la
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numération en base entiere, si § n’est pas un entier, ’ensemble des -entiers n’est
stable ni pour I'addition, ni pour la multiplication.

L’ensemble des 3-développements des éléments de ZE est le langage des facteurs
finis du g-shift. En effet, quand x est un nombre réel strictement supérieur a 1, il
existe un entier positif k tel que 3% < z < B*"!. Par suite, comme 0 < 2/ <
1, le B-développement de = est 'image par décalage du (-développement dun
nombre de U'intervalle [0, 1]. Quand [ est un nombre de Parry, 'ensemble des (-
développements des éléments de ZZ et, par symétrie, celui des -développements
de Z; sont donc reconnaissables par un automate fini. Et, quand 3 est un nombre
de Pisot, I'addition des (-entiers est calculable par un transducteur fini [67].

Modélisation des quasicristaux

Dans un cristal, les positions des atomes peuvent étre modélisées par les points
d’un réseau et sont invariantes par une symétrie d’ordre 2, 3, 4 ou 6. La découverte
dans les années 80 d’un alliage dont le diagramme de diffraction présentait une
symétrie d’ordre 5 et un ordre apériodique a longue portée a stimulé la recherche
de modeles mathématiques permettant de rendre compte d’une telle structure, ap-
pelée maintenant quasicristal [98]. Différentes idéalisations de ces solides apériodi-
ques ont été proposées ; tel est le cas, en particulier, des ensembles coupe et projec-
tion [95, 136], des ensembles de Delaunay [96, 50], de certains pavages apériodiques
[70, 94, 109] ou des quasiréseaux construits sur les [-entiers [11, 68, 57J. Ces der-
niers, appelés aussi §-réseauz, sont les ensembles de la forme A = )7 | Zge; ou
(€i)1<i<a est une base R?. 1ls ont été construits, par analogie avec le role joué par
les réseaux pour les cristaux, sur les (-entiers qui semblent, d'un point de vue
expérimental, de bon candidats pour décrire les coordonnées en dimension 1, 2
ou 3 des atomes dans les quasicristaux [58]. Dans les cas réellement observés, les
valeurs pertinentes de [ sont les nombres de Pisot (1 + \/5)/ 2,1+ V2 et 2+ /3.

Ces différentes approches de nature géométrique sont liées & un modele tres
riche étudié par Meyer [115, 116], avant la découverte des quasicristaux; Meyer
utilisait d’ailleurs le terme de quasicristal pour décrire une généralisation des
structures mathématiques modélisant les structures cristallines. Les objets qu’il
a définis, maintenant appelés ensembles de Meyer, sont les sous-ensembles A de
R? uniformément discrets (i.e., il existe un réel r > 0 tel que toute boule ouverte
de rayon r contient au plus un point de I’ensemble) et relativement denses (i.e.,
il existe un réel R > 0 tel que toute boule ouverte de rayon R contient au moins
un point de l'ensemble) dont les distances entre les points sont contraintes de la
maniere suivante : A— A C A+ F ou F est ensemble fini. Sur la pertinence des en-
sembles de Meyer comme modeles des positions des atomes d’un quasicristal et sur
leurs liens avec les autres modeles cités, on pourra se porter a [117, 118, 119, 97].

Lagarias [97] a montré que les ensembles de Meyer pouvaient étre caractérisés
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par leurs propriétés topologiques : ce sont les sous-ensembles A de R? tels que A et
A — A soient uniformément discrets et relativement denses. Meyer [115] a prouvé
que si A est un ensemble de Meyer et 3 > 1 est un nombre réel tel que A C A
alors 3 est un nombre de Pisot ou de Salem. Réciproquement, pour tout entier
strictement positif d et tout nombre de Pisot ou de Salem [, il existe un ensemble
de Meyer A C R? tel que SA C A.

Quand 8 est un nombre de Pisot, I'ensemble Zg des (3-entiers et, par suite, tout
[-réseau sont des ensembles de Meyer [45, 9]. Les preuves de ce résultat utilisent la
caractérisation topologique des ensembles de Meyer due a Lagarias et permettent
seulement de prouver l'existence d'un ensemble fini F tel que Zg — Zg C Zg + F.

Additions de (-entiers

Nous nous sommes intéressés [9], avec S. Akiyama et C. Frougny, a la construc-
tion d'un ensemble F tel que Zg —Zg C Zg+ F' qui soit de taille minimale, quand
[ est un nombre de Pisot.

Avec des méthodes géométriques, Lagarias [97] a donné une technique générale
permettant d’obtenir, pour tout ensemble de Meyer A, un ensemble fini F' tel que
A — A C A+ F. Cependant aucune méthode pour minimiser la taille d’un tel
ensemble n’est connue.

Une autre approche du probleme consiste a montrer que ’ensemble des par-
ties [-fractionnaires des (3-développements de la somme de deux (-entiers est fini.
Un tel ensemble satisfait alors la définition de I'ensemble F'. Frougny et Solo-
miak [69] ont montré que, quand [ est un nombre de Pisot, la longueur de la
partie [S-fractionnaire de la somme de deux [-entiers, quand elle est finie, est uni-
formément bornée. De plus, si # est un nombre de Pisot quadratique, ces parties
[-fractionnaires sont toujours finies [69] et une majoration de leurs longueurs est
calculée dans [79]. Quand (3 est un nombre de Pisot quadratique unitaire, les (-
développements des sommes de deux (-entiers sont entierement caractérisés dans
[45], leurs parties [-fractionnaires sont alors dans {0, £1/3,£1/5}. Récemment,
Bernat [28] a étudié les parties [-fractionnaires des G-développements de la somme
de deux (3-entiers pour certains nombres de Pisot cubiques, en particulier le nombre
de Tribonacci (i.e., la racine positive de X® — X? — X — 1), et pour les nombres
de Perron [29].

Ainsi, I’étude de 'addition des (-entiers permet d’obtenir des ensembles finis
F pour Zg quand 3 est un nombre de Pisot quadratique [79]; ces ensembles ne
sont en général pas de taille minimale, sauf quand [ est unitaire [45].

En utilisant des techniques issues de la théorie des automates, nous avons, avec
S. Akiyama et C. Frougny, établi le résultat suivant.

Théoréme 5 [9] Pour tout nombre de Pisot 3, un ensemble F' de taille minimi-
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nale tel que Zg—7Zg C Zg+F peut étre calculé par un algorithme qui est exponentiel
en temps et en espace.

Cet algorithme consiste essentiellement en la construction d’un transducteur
qui transforme une représentation d’un élément de ’ensemble de Meyer Zz —Zg en
sa représentation sous la forme Zg+ F' d’un (-entier et d’'une partie ”fractionnaire”
appartenant a F'.

Dans un premier temps, des arguments algébriques permettent de montrer que
la partie (-fractionnaire du g-développement de deux (-entiers ne prend qu’un
nombre fini de valeurs et de définir un sous-ensemble fini F’ de Z[F]N] — 1, 1] tel
que Zﬁ —Zﬁ C Zﬁ‘FF’.

Ensuite, les éléments de Zg — Zg sont représentés comme ’addition bit a bit
des [-développements de deux éléments de Zg. Quand 3 est un nombre de Parry,
le langage ainsi obtenu est reconnaissable par un automate fini.

Des produits cartésiens et I'intersection d’automates permettent alors de mettre
en correspondance chaque élément = de Zjz — Zg représenté par I’addition formelle
de deux (-développements avec tous les couples (y, f) formés du S-développement
y d'un G-entier et d'un élément f de F”, tels que la valeur représentée par x et la
somme des valeurs de y et de f soient égales. Les éléments de I’ensemble F’ sont
les valuations des états finaux des automates utilisés dans cette construction.

La derniere étape consiste a minimiser la taille de I’ensemble F” de telle sorte
que la correspondance décrite soit une application. Cette étape requiert la déter-
minisation d’'un automate, ce qui explique la complexité exponentielle en espace
de l'algorithme, ainsi qu'une recherche sur toutes les parties de F’ ce qui conduit
a une complexité exponentielle en temps de 1’algorithme.

3.2 Mots de Lyndon

La deuxieme partie de ce chapitre a pour objet I’étude d’un autre type de suites
définies par des conditions lexicographiques : les mots de Lyndon.

Ces mots ont été introduits par Lyndon [110] sous le nom de ”suites lexicogra-
phiques standard” dans le but de définir une base pour les algebres de Lie libres.
Ils peuvent également étre utilisés pour construire des bases du monoide libre et
du groupe libre.

Un mot, défini sur un alphabet totalement ordonné A, est un mot de Lyndon
s’il est strictement plus petit, dans l'ordre lexicographique, que tous ses conjugués
(i.e., tous les mots obtenus par une permutation circulaire des lettres). En d’autres
termes, un mot de Lyndon est un mot primitif (i.e., il ne s’écrit pas comme puis-
sance entiere d’un autre mot) qui est minimal pour l'ordre lexicographique dans
sa classe de conjugaison.
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L’ensemble des mots de Lyndon de longueur n est noté £, et £L = U,L,,. Par
exemple, sur 'alphabet A = {a,b | a < b}, les mots de Lyndon jusqu’a la longueur
5 sont

L ={a,b,ab,aab, abb, aaab, aabb, abbb,
aaaab, aaabb, aabab, aabbb, ababb, abbbb, . . . }

Le nombre Card(L,,) de mots de Lyndon de longueur n sur 'alphabet A est,
selon la formule de Witt [106],

Card(L,,) — % S u(d) Card(A)*,
d

ol p est la fonction de Moebius définie sur N\ {0} par (1) = 1, u(n) = (—=1)"sin
est le produit de ¢ nombres premiers distincts et u(n) = 0 dans le cas contraire.

Quand Card(A) = k, on obtient 'estimation suivante

kn
Card(L,) = . (1+0 (2_k/2)) .
Ainsi un mot aléatoire de longueur n a une probabilité proche de 1/n d’étre un
mot de Lyndon. On peut néanmoins engendrer aléatoirement, pour la distribution
uniforme, un mot de Lyndon par un algorithme avec rejet dont la complexité
moyenne en temps est linéaire [21].

Il existe également un algorithme [66] qui engendre, en temps moyen constant
[33], tous les mots de Lyndon, dans I'ordre lexicographique, jusqu’a une longueur
fixée. Dans MUPAD-Combinat, tous les mots de Lyndon de longueur donnée sont
engendrés, en temps amorti constant, grace a un algorithme générique dédié a la
génération de cycles non étiquetés du a Martinez et Molinero [113]. Fredricksen
et Maijorana [66] ont mis en évidence la relation suivante entre mots de Lyndon
et mots de de Bruijn (i.e., les mots circulaires de longueur Card(A)" dont tout
mot de longueur n est facteur). Pour tout entier n > 1, la concaténation en ordre
croissant des mots de Lyndon dont la longueur divise n est le plus petit mot de de
Bruijn pour l'ordre lexicographique. Cette caractérisation fournit un algorithme,
linéaire en temps, pour calculer un mot de de Bruijn. Les liens entre mots de
Lyndon et mots de Bruijn ainsi que des algorithmes permettant de les engendrer
sont présentés par Knuth dans [91].

Une des propriétés importantes de I’ensemble des mots de Lyndon est que tout
mot du monoide libre A* se décompose de maniere unique en un produit décroissant
de mots de Lyndon. Le lecteur intéressé par l'origine historique de ce résultat dont
la paternité est généralement attribuée a Lyndon, trouvera des éléments d’infor-
mation dans [32]. D’un point de vue algorithmique, cette factorisation peut étre
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calculée en temps linéaire [66, 55]. D’autres propriétés de cette factorisation sur
les mots sont obtenues grace a sa relation avec la notion de factorisation sur les
polynomes.

Comme le laisse supposer la formule de Witt, il existe une bijection [77] entre
les polynomes irréductibles de degré n a coefficients dans Fy, (ou k est la puissance
d’un nombre premier) et les mots de Lyndon de longueur n sur un alphabet de
taille k. Cette bijection met en fait en relation tout polynome irréductible de degré
n a coefficients dans [}, avec une classe de conjugaison de mots primitifs. Elle est
définie de la maniere suivante.

Soit v une racine primitive (k" — 1)-eme de 'unité dans Fy, alors un polynéme
P de degré n est irréductible dans Fy[X] si et seulement si il se factorise dans

Fin[X] sous la forme
n—1
P=T (X -am)
i=0

ot tous les &', pour 0 < i < n—1, sont deux & deux distincts. Comme « est une
racine primitive (k™ — 1)-eme de I'unité, cette derniere condition est équivalente
au fait que tous les mk’ mod (k" — 1), pour 0 < i < n — 1, sont distincts. Or,
pour tout z € [0, k™ — 1], la multiplication de z par k modulo (k™ — 1) se traduit
par une permutation circulaire de la représentation de z en base k : si

Tp—-1.--2g
est la représentation en base k de z, alors
Tp—2...00Tn-1

est la représentation de zk mod (kK™ — 1) en base k. Par suite, I’ensemble des
représentations des mk? mod (k™ — 1), pour 0 < i < n — 1, est 'ensemble des
conjugués de la représentation en base k de 'entier m. Les mk’ mod (k" — 1),
pour 0 <7 < n — 1, sont donc deux a deux distincts si et seulement si ’écriture
en base k de m est un mot primitif.

Grace a l'existence de cette bijection, de nombreux résultats concernant la
factorisation d’un mot aléatoire de longueur n en un produit décroissant de mots
de Lyndon sont connus :

— le nombre moyen de facteurs est proche de logn avec une forte probabilité
[60]7
la longueur moyenne du plus long facteur est proche de gn ou g = 0.62432
est la constante de Golomb [60],
la longueur moyenne du plus court facteur est établie dans [122],

— la distribution du nombre de facteurs distincts de longueur m est approxi-
mativement une loi de Poisson de parametre 1/m [60].
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Les mots de Lyndon sont également caractérisés par leurs suffixes : ce sont
les mots non vides qui sont strictement plus petits, pour l'ordre lexicographique,
que tous leurs suffixes propres. Cette propriété permet de définir la factorisation
standard d'un mot de Lyndon w qui n’est pas une lettre : si v est le plus petit,
pour 'ordre lexicographique, suffixe propre de w = uwv alors les mots u et v sont
des mots de Lyndon et sont respectivement appelés facteurs gauche et droit de la
factorisation standard de w.

Par exemple, sur l'alphabet A = {a,b | a < b}, on obtient les factorisations
standard suivantes :

aaabaab = aaab - aab, aaababb = a - aababb, aabaabb = aab - aabb.

La factorisation standard d’un mot w peut étre effectuée par un algorithme
linéaire en temps [21]. Il suffit pour cela de factoriser le suffixe de longueur (n — 1)
de w en un produit décroissant de mots de Lyndon, opération dont la complexité
est linéaire en temps [66, 55], le dernier facteur obtenu est alors le facteur droit de
la factorisation standard de w.

La factorisation standard des mots de Lyndon est un élément clé de la construc-
tion de bases des algebres de Lie libres ou du groupe libre. Plus précisément, les
mots de Lyndon permettent de construire des commutateurs par un processus di-
chotomique utilisant la notion de factorisation standard. Ainsi le mot de Lyndon
aababb s’écrit en itérant le processus de factorisation standard [a[[ab][[ab]b]]]. Ces
commutateurs peuvent étre interprétés soit comme éléments du groupe libre [46]
avec [ry] = zyz~ly~!, soit comme éléments de 1'algebre de Lie libre [106, 129, 132]
avec [ry] = xy — yz. Dans les deux cas, les mots de Lyndon sont utilisés pour
construire une base. La complexité en moyenne des algorithmes calculant ces
bases est essentiellement déterminée par le nombre maximal, en moyenne, d’appels
récursifs a 'opération de factorisation standard et nécessite une connaissance fine
du résultat de cette factorisation.

3.2.1 Mots de Lyndon ayant un facteur droit donné

Alors que 'ensemble des mots de Lyndon n’est pas un langage algébrique [31],
nous avons montré, avec J. Clément et C. Nicaud [21], que ’ensemble des mots de
Lyndon ayant un facteur droit fixé dans leur factorisation standard est un langage
régulier dont on peut explicitement calculer la série génératrice. Les techniques
utilisées pour établir ces résultats relevent essentiellement de la combinatoire des
mots.

Plus précisément, soit A = {a; < -+ < ax =y} ol y représente le plus grand
symbole de 'alphabet ordonné A. Soit w un mot de A*\ {v}*, le successeur S(w)
de w = uay’, ot v est un symbole de A\ {7} et i > 0, est défini par S(w) = uf ol
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[ est le symbole qui suit immédiatement o dans A pour l'ordre lexicographique.
Pour tout mot de Lyndon v, on définit le langage

X, ={y} et X, ={v,50),S%W),...,S" ' (v) =7} siv#n7.

Le langage X, est un code préfixe et, par construction, le mot v est le plus petit
élément de X, A* pour 'ordre lexicographique.

Ainsi, quand A = {a,b | a < b} et v = aabab, on a Xyupep = {aabab, aabb, ab, b},
et, quand A = {a,b,c| a <b < c} et v =abb, on obtient X, = {abb, abe, ac, b, c}.

En notant, pour toute lettre « € A, A<, l'ensemble {a € A | a < a} des
lettres de 'alphabet A qui sont plus petites que « pour l'ordre lexicographique,
on peut caractériser les mots ayant un facteur droit donné dans leur factorisation
standard de la maniere suivante.

Théoréme 6 [21] Soit v un mot de Lyndon dont la premiére lettre est a et
u € AT un mot non vide. Alors uv est un mot de Lyndon ayant u - v comme
factorisation standard si et seulement si u € (A<, X))\ X,S. L’ensemble F, des
mots de Lyndon ayant le mot v comme facteur standard droit est donc un langage
réqulier.

De plus, la série génératrice F,(z) = > . 21l de F, est régulitre et peut étre
explicitement calculée.

Théoréme 7 [21] Soit v un mot de Lyndon sur un alphabet a k lettres. La série
génératrice de l’ensemble F, des mots de Lyndon ayant le mot v comme facteur
standard droit s’écrit sous la forme

Fy(z) = 2l <1 + %) ,

ot X,(z) la série génératrice de X,.

Bien que la série F,(z) soit réguliere, il est difficile de faire une étude en moyenne
du comportement de ses coefficients lorsque le facteur standard droit v décrit
I’ensemble des mots de Lyndon. Le probleme vient, en partie, du fait que I’ensemble
des mots de Lyndon n’est pas algébrique.

3.2.2 Etude en moyenne de la factorisation standard

Pour étudier la longueur moyenne des éléments de la factorisation standard
des mots de Lyndon, nous avons été amenés a adopter un autre point de vue.
Nous avons cherché a modéliser 1’ensemble des mots de Lyndon d’une maniere
suffisamment simple pour pouvoir mener a bien une étude en moyenne et d’une
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maniere suffisamment fine pour que la différence entre le modele et ’ensemble ori-
ginal puisse étre négligée. La construction de ce modele et surtout sa comparaison
avec I’ensemble des mots de Lyndon se basent sur une étude fine des propriétés des
mots de Lyndon utilisant des techniques probabilistes [59] et des résultats issus de
combinatoire analytique [61].

Par souci de clarté, on se restreint au cas d'un alphabet a deux lettres A =
{a,b]a < b}.

Modélisation des mots de Lyndon de longueur n

Dans un premier temps, on partitionne I’ensemble £, des mots de Lyndon de
longueur n en deux sous-ensembles dont la taille proche est de 2"~ /n :

— l'ensemble aL,,_; des mots de Lyndon de longueur n — 1 précédés de la lettre

a

— et son complémentaire L, \ aL,_; dans L,.

Les mots de aL,_1 ont tous la lettre a pour facteur gauche et leur suffixe de
longueur n — 1 pour facteur droit de leur factorisation standard. Une description
plus fine de cet ensemble peut étre obtenue grace a la modélisation de L£,,_;.

Pour étudier I'ensemble £, \ aLl, 1, I'idée est de se servir des plus longues
suites de a qui apparaissent dans un mot de Lyndon pour le décrire. A cette fin,
on définit une nouvelle décomposition des mots de £\ aL.

Soit w un mot de I'ensemble £ \ aL. On note p la longueur de la plus longue
plage de a dans w et on définit 'entier P comme étant égal a p — 1 quand w ne
contient qu'une seule plage de a de longueur maximale et comme étant égal a p
dans le cas contraire. La décomposition selon les plages mazimales de w est définie
par

w:fl---fm>

ot Xp={a'b|0<i< P—1}, fi € aPbX} et, pour 2 < i <m, f; € a"bX}.

La factorisation standard du mot w peut alors étre décrite par cette décompo-
sition selon les plages maximales. En effet, il existe un indice j € [2,m] tel que
la factorisation standard de w soit

7—1 m
115 I+
i=1 i=j

Par exemple, le mot de Lyndon aababab a pour factorisation standard aabab - ab
et pour décomposition aab - ab - ab; le mot aababaabbaabbb a pour factorisation
standard aabab - aabbaabbb et pour décomposition aabab - aabb - aabbb.

L’étude de cette décomposition permet d’affiner la description de la structure

des mots de L, \ aL,_1.
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Théoréme 8 [21] La décomposition selon les plages mazimales d’un mot de Lyn-
don de L, \ al,_y satisfait, avec la probabilité 1 + o(1), les trois propriétés sui-
vantes :

1. la plus longue plage de a est de longueur p € [log, n—log, log,n—1,2log, n|,
2. le nombre m de facteurs est inférieur a 2log,n,

3. ces m facteurs ont des préfixes de longueurs comprises entre 2p—1 et 3p—3
qui forment un code préfize.

La notion de plage de a est tres proche de celle de “success run” en pro-
babilité. L’estimation du maximum de leurs longueurs fait appel a la méthode,
dite de “bootstrapping”, utilisée par Knuth [90] pour étudier le temps moyen de
propagation d’une retenue au cours d'une addition. De maniere générale, les tech-
niques utilisées pour établir ce résultat relevent de la combinatoire analytique [61].
On étudie essentiellement des fonctions génératrices, univariées et multivariées,
construites de maniere a capter la notion de cycle primitif [63] associée aux mots
de Lyndon. L’analyse asymptotique des coefficients de ces fonctions est obtenue
par I'étude leurs singularités [48].

Longueur moyenne des facteurs standard

A Taide du modele qui vient d’étre décrit, nous avons établi, avec C. Nicaud
et J. Clément, le résultat suivant

Théoréme 9 [21] Pour la distribution uniforme sur les mots de Lyndon de lon-
gueur n, la longueur moyenne du facteur droit de la factorisation standard est
asymptotiquement égale a 3n/4.

La Figure 3.1 compare le résultat expérimental d’un calcul de la longueur moyenne
du facteur standard droit des mots de Lyndon a sa valeur théorique représentée
par la droite de pente 3/4.

Plus précisément, tout mot de aL,,—; a son suffixe de longueur (n — 1) comme
facteur droit de sa factorisation standard. Comme

_ Card B (g 1 oqay),

Card (L,,—1) =
2
la contribution de ’ensemble aL,,_; a la valeur moyenne de la longueur du facteur

standard droit est n

2

Pour calculer la longueur moyenne du facteur des mots de £, \ aL,,_1, on utilise
des arguments issus de la combinatoire des mots. L’idée est de construire une
transformation ¢, qui soit une involution sur presque tout I'ensemble £, \ aL, 1,

(1+0(1)).
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Fic. 3.1 — Longueur moyenne du facteur standard droit de mots de Lyndon
aléatoires dont la longueur varie de 1000 a 10000. Chaque point est calculé a
partir de 1000 mots. Les barres verticales représentent ’écart-type.

et telle que la somme des longueurs des facteurs standard droits de w et p(w)
soit presque égale a la longueur de w. Le mot p(w) est obtenu a partir de w en
échangeant des suffixes particuliers des facteurs de la factorisation standard de w
de telle sorte ¢ préserve globalement les plus longues plages de a ainsi que les
préfixes qui permettent d’ordonner les facteurs de la décomposition selon les plus
longues plages; en particulier, les préfixes associés aux facteurs gauche et droit de
la factorisation standard sont conservés par p(w).

Ainsi, pour la distribution uniforme sur 'ensemble L, \ aLl,_1, la longueur
moyenne du facteur droit est

51 +0(1)).
Comme, de nouveau,

Card (L)

Card (L, \ al, 1) = 5

(1+0(1)),
la contribution de l'ensemble £, \ af,_; a la valeur moyenne de la longueur du
facteur standard droit est

%(14—0(1)).

La Figure 3.2 laisse supposer une propriété d’équirépartition de la longueur du
facteur standard droit sur I’ensemble £, \ aL,,_;. La loi limite, corroborant cette
constatation, de ce parametre sur un alphabet a k lettres a été établie dans un
article récent [112].
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F1a. 3.2 — Distribution de la longueur du facteur standard droit sur £, \ al,_1
calculée a partir de 100,000 mots de Lyndon aléatoires de longueur 5, 000.
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Chapitre 4

Enumération et génération
aléatoire d’automates

Ce chapitre porte sur I’énumération et la génération aléatoire d’automates
déterministes complets et accessibles a n états sur un alphabet fini. Les résultats
présentés sont le fruit d’une collaboration avec C. Nicaud.

Dans un premier temps, nous estimons asymptotiquement le nombre de tels au-
tomates, en utilisant des transformations combinatoires et des arguments d’analyse
asymptotique. Nous donnons ensuite deux méthodes pour engendrer aléatoirement
ces automates et analysons la complexité des algorithmes dont nous nous servons.

4.1 Enumération

On rappelle que deux automates finis déterministes et complets (voir Section
1.2) sont isomorphes s'il ne different que par I’étiquette de leurs états. Nous nous
sommes intéressés, avec C. Nicaud, au probleme de I’énumération des automates
non isomorphes déterministes complets et accessibles a n états sur un alphabet fini.
On note, pour tout entier n strictement positif, A,, ’ensemble de ces automates et
k la taille de ’alphabet.

L’énumération des automates finis selon divers criteres (avec ou sans état initial
[92], non isomorphes [82], & une permutation des étiquettes des transitions pres
[82], ayant un graphe sous-jacent fortement connexe [104, 92, 131, 93], acycliques
[105]...) est un probleme étudié depuis 1959 [141]. Compter les automates finis
apparait comme le probleme 19 dans la liste d’Harary de problemes non résolus
en énumération de graphes [81]. La plupart des travaux effectués dans ce domaine
portent sur d’autres automates, que ceux considérés ici, et sont essentiellement
différents d’un point de vue combinatoire. On pourra se reporter a [53] pour une
bibliographie plus fournie sur le sujet.
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Plusieurs auteurs ont néanmoins étudié les automates accessibles [103, 92, 131] ;
en particulier, Korshunov [92, 93] a donné un équivalent du nombre d’automates
de T'ensemble A,,. L’énoncé de ce résultat, sur lequel nous reviendrons dans la
suite, est cependant difficile a formuler et a prouver.

4.1.1 Formule d’énumération exacte

En utilisant des constructions combinatoires, Nicaud [120] a obtenu une formule
d’énumération exacte des automates de A,,, dans le cas d'un alphabet de taille
2, qui a été généralisée a un alphabet fini quelconque dans [49]. Ce résultat est
établi par la transformation de ce probleme d’énumération d’automates en une
sommation de produits d’entiers.

Plus précisément, on suppose ’alphabet totalement ordonné. La premiere étape
pour compter les automates non isomorphes déterministes complets et accessibles
de A,, consiste a se ramener a I’énumération de structures de transitions D,, définies
de la maniere suivante. Ces structures sont des automates déterministes, complets
et accessibles a n états sans états finaux distingués et dont chaque état g est
étiqueté par le plus petit mot, dans I'ordre lexicographique, qui étiquette un chemin
simple (qui ne passe pas deux fois par un méme état) de I’état initial a I’état gq.
Deux telles structures de transitions ne peuvent étre isomorphes. De plus, a chaque
structure de transitions a n états correspondent, selon le choix de I’ensemble d’états
finaux, 2" automates de A,,. On obtient ainsi, pour tout entier n strictement positif,

‘An‘ = 2n|Dn"

On associe, ensuite, a chaque structure de transitions de D,,, par un parcours en
profondeur a partir de 1’état initial et selon I'ordre lexicographique des étiquettes
des transitions, une suite de (kK — 1)n + 1 entiers positifs. En fait, 'algorithme de
parcours en profondeur identifie, au fur et a mesure, selon 'ordre dans lequel il
traite les transitions, un arbre couvrant et produit pour chacune des (k — 1)n + 1
transitions qui ne font pas partie de 'arbre couvrant ’entier correspondant au
nombre d’états appartenant a la partie de 'arbre couvrant déja construit. La suite
(21, -+, T@r—1)nt1) d’entiers ainsi construite vérifie alors les propriétés suivantes :

(i) elle est croissante,

(11) x(k—l)n—H =n, '

(iii) et, pour tout i € [1,(k —1)n], [5] < 2 < n.

La Figure 4.1 illustre la transformation d’une structure de transitions en une
suite d’entiers, les transitions en gras correspondent a l’arbre couvrant et la suite
produite dans cet exemple est (2,4,4,5,5,6,6).

On note, pour tout m > 1, ||(z1,...,zm)|| =[], i
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F1G. 4.1 — Une structure de transitions ou 1 est ’état initial

Inversement, pour tout élément x de [1,n]* ="+ satisfaisant les conditions

(i), (ii) et (iii), il existe exactement |x|| structures de transitions qui sont trans-
formées en cette séquence. Cette propriété permet d’engendrer aléatoirement, pour
la distribution uniforme sur D,,, en temps linéaire [23], une structure de transitions
de taille n a partir de telles suites d’entiers.

En relation avec ces suites d’entiers, on introduit I’ensemble

Fo=A{(x1,.. ., 2@x-1)n) € [[1,n]](k_l)n | pour tout i, z; > (ﬁ} et x; > x4},

qui peut étre vu comme un ensemble de chemins du réseau carré; en particulier,
quand £ vaut 2, il s’agit des chemins de Dyck de longueur n.

Les transformations décrites précédemment permettent d’obtenir des formules
d’énumération exactes [120, 49]

— pour les structures de transitions : D,, = nfy,, o f, = > pcr || F]],

— et pour les automates : A, = n2"f,.

4.1.2 Estimation asymptotique

Pour estimer asymptotiquement le nombre |A,| d’automates déterministes,
complets et accessibles a n états, il reste a étudier le comportement de f,, quand n
tend vers l'infini. Cette estimation s’exprime en terme de nombres de Stirling de
deuxieéme espece.

On rappelle que, pour tous entiers positifs m et n, le nombre de Stirling de
deuziéme espéce, noté {% }, est le nombre de partitions d’un ensemble a n éléments
en m parts (non vides). Ces nombres peuvent étre calculés par la relation de
récurrence suivante

vnom >0, {0} =m {7+ {0
sachant que, par convention {J} = 1, et pour tout n > 1, on a {§} = 0.

Théoréme 10 23] Pour tout entier n strictement positif, f, = © ({£"}), ou {¥"}
est le nombre de partitions d’un ensemble a kn éléments en n parts.
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Ce résultat est établi par le calcul de bornes supérieure et inférieure pour le
nombre f,. La majoration est obtenue en relaxant la contrainte qui impose aux
éléments de F,, d’étre au dessus de la droite de pente 1/(k —1). Plus précisément,
on définit ’ensemble

S ={(x1,.. ., xg_1n) € [1,n]* " | sii < jalors z; < x;}.

Alors, pour tout entier n strictement positif, en notant s, = > . [[z[, on a
s, = {F"}. Cette égalité peut étre prouvée en vérifiant que les deux suites sont
définies par les mémes relations de récurrence et ont les mémes premiers termes ou
en construisant un bijection entre les éléments de S, et les partitions d’'un ensemble
a kn éléments en n parts (voir [30] et [61, p.59]). Comme F,, est un sous-ensemble
de S, on obtient f, < s, et f, < {}.

Le calcul d’'une borne inférieure asymptotique pour f, est plus technique. Il
consiste en une majoration de la contribution a la valeur de s,, des suites d’entiers
(21, ..., %@k-1)n) qui ne satisfont pas la contrainte : pour tout 4, z; > [i/(k —1)].

L’ordre de grandeur de f,, donné par le Théoreme 10 permet d’estimer le
nombre d’automates de A,,.

Théoréme 11 [23] Le nombre d’automates déterministes complets et accessibles
amn états sur un alphabet a k lettres est © <n 2"{';"})

De plus, le développement asymptotique des nombres de Stirling de deuxieme
espece {F7} peut étre calculé par la méthode du col [78], en particulier

qlzn} ~ akﬁgn(k—l)n—1/2

ou ay, et (5, sont deux constantes positives qui dépendent de k.
Enfin, en utilisant les nombres de Stirling de deuxieme espece, le résultat de
Korshunov [92, 93] peut étre reformulé en des termes plus simples.

Théoreme 12 [92, 93, 23] Le nombre d’automates déterministes complets et ac-
cessibles a n états sur un alphabet a k lettres est asymptotiquement égal a

1 oo 1 kr k—1 -r
Cen2" {"} oi Chp=— Z’j : <,’;;1) Gl ’“2 .
1 + Zr:l (r ) (ek_16k>

Dans le tableau ci-dessous, on compare pour des alphabets de taille k = 2,3 et
4 les valeurs du rapport % pour n = 100, 200 et 300 avec celle de

A
Cr= nl_l)I_iI_loo 2"71{2”}
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Minimal

Partitions

Générateur de Boltzmann Méthode récursive

F1G. 4.2 — Schéma récapitulatif des procédés de génération aléatoire uniforme

Les nombres f,, sont calculés a partir de leur décomposition récursive dont il est
fait mention dans la prochaine section. La constante (', tend tres vite vers 1, quand
k tend vers +oo. Par exemple, Cys < 0.99999999987.

k 100 200 300 400 Ck

21 0.74490782 | 0.74497737 | 0.74498956 | 0.74499374 | 0.74499902
3 | 0.87341820 | 0.87342408 | 0.87342509 | 0.87342543 | 0.87342586
41 0.93931196 | 0.93931392 | 0.93931428 | 0.93931440 | 0.93931456

4.2 Génération aléatoire

On présente maintenant, dans leurs grandes lignes, deux méthodes permettant
d’engendrer aléatoirement pour la distribution uniforme sur A,, des automates
déterministes complets et accessibles a n états sur un alphabet a k lettres.

Le schéma de la Figure 4.2 récapitule les différentes étapes de la génération
aléatoire qui est explicitée dans la suite. A chacune d’elles, les objets (partitions,
suites d’entiers de S,, ou de F,, et automates de 4,,) sont engendrés aléatoirement
de maniere équiprobable. La reconstruction d’un automate de A,, a partir d’'une
suite d’entiers de F,, est effectuée en temps linéaire [23].

Génération des suites d’entiers de F,

Les suites d’entiers de F,, peuvent étre engendrés de maniere récursive [120, 49].
Cette méthode a été introduite par Nijenhuis et Wilf [121] et systématisée par
Flajolet, Zimmermann et Van Custem [64]. On utilise ici le fait que tout élément
(xl, ce ,x(k_l)n)

— se décompose, quand Z;_1y, est égal a n, en une suite de (k—1)n —1 entiers,

satisfaisant des conditions analogues a celles imposées a la suite initiale,
concaténée avec n
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— est, dans le cas contraire, une suite d’entiers inférieurs a n — 1, satisfaisant
les mémes contraintes que les éléments de F,,.

Cette propriété permet d’engendrer aléatoirement de droite a gauche les entiers
d’une suite (z1,...,Z@x-1),) de F,. Apres un important précalcul dont le résultat
est stocké, chaque tirage aléatoire d'un élément de F,, est réalisé en temps linéaire,
a condition d’utiliser des nombres a virgule flottante [51]. Cette méthode nécessite
le calcul préalable d'un tableau d’entiers ¢; ; correspondant aux nombres de suites
de j entiers inférieurs 7 satisfaisant les conditions requises. Le tableau occupe un
espace en O(n?) et requiert un temps de calcul en O(n?).

La deuxieme méthode [23] repose sur les générateurs de Boltzmann intro-
duits par Duchon, Flajolet, Louchard et Schaeffer [54]. Elle permet d’engendrer
aléatoirement un élément de F, en un temps en O(n*?) et ne requiert aucun
précalcul.

L’idée est d’engendrer, dans un premier temps, les partitions d’un ensemble
a kn éléments en n parts. A cette fin, on tire aléatoirement, selon une loi de
Poisson de parametre adéquatement choisi, n ensembles non vides. On obtient
ainsi une partition en n parts dont la taille est en moyenne kn. En se servant d’un
algorithme avec rejet, on engendre des partitions de taille exactement kn avec une
complexité en temps en O(n%?). La transformation d'une partition d’un ensemble
a kn éléments en n parts en une suite d’entiers de S,, est ensuite réalisée en temps
linéaire grace a une bijection due & Bernardi [30]. Finalement, comme la majorité
des éléments de S,, sont aussi des éléments de F,,, les suites d’entiers de F,, sont
obtenues a partir de celles de §,, grace a un algorithme avec rejet.

Automates minimaux

Les automates de A, ne sont pas tous minimaux, mais tous les automates
minimaux a n états appartiennent a l’ensemble A,. De plus, expérimentalement,
une proportion constante d’éléments de A, semblent minimaux [120, 49], ce qui
justifie en pratique 'utilisation d’un algorithme avec rejet. L’efficacité d’un tel
algorithme n’est cependant pas prouvée.

L’estimation du nombre d’automates minimaux est nécessaire pour établir ce
résultat. D’autre part, comme a chaque langage régulier est associé de maniere
unique un automate minimal, la connaissance du nombres d’automates minimaux
permettrait de compter le nombre de langages réguliers dont I'automate minimal
est de taille donné (voir [53]). Enfin, en interprétant la complexité en espace d'un
langage régulier comme le nombre d’états de son automate minimal, elle serait une
premiere étape vers des résultats en moyenne sur les langages réguliers comme, par
exemple, 'estimation de la taille de I'intersection de deux langages.
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