N

N

Morphologie Mathématique: de la Segmentation
d’Images a I’Analyse Multivoque

Laurent Najman

» To cite this version:

Laurent Najman. Morphologie Mathématique: de la Segmentation d’Images a I’Analyse Multivoque.
Systémes dynamiques [math.DS]. Université Paris Dauphine - Paris IX, 1994. Francais. NNT':
tel-00742889

HAL Id: tel-00742889
https://theses.hal.science/tel-00742889

Submitted on 18 Oct 2012

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00742889
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE PARIS DAUPHINE
U.F.R. MATHEMATIQUES DE LA DECISION

THESE

en vue de 'obtention du titre de

DOCTEUR EN SCIENCES
arrété du 30 mars 1992

présentée par

LAURENT NAJMAN

Morphologie Mathématique :

de la Segmentation d’Images a

I’ Analyse Multivoque

Directeurs de Recherche : Jean-Pierre Aubin
Michel Schmitt

soutenue le 6 avril 1994, devant le jury composé de :

Jean-Pierre AUBIN Examinateur
Serge BEUCHER Examinateur
Christine GRAFFIGNE Rapporteur
Thierry FERRE Examinateur
Henri MAITRE Président

Christian ~ LANTUEJOUL Rapporteur
Michel SCHMITT Examinateur






L’université n’entend donner aucune approbation ni impro-
bation aux opinions émises dans les theses : ces opinions
doivent étre considérées comme propres & leurs auteurs.






Remerciements

La these qui suit est un travail que j’ai mené ces deux dernieres années au sein du groupe
Mathématiques et Informatique! du LABORATOIRE CENTRAL DE RECHERCHES (Thomson-CSF)
et du groupe Viabilité et Contréle du CEREMADE (Université Paris-Dauphine).

Je tiens & remercier les membres de mon jury pour ’honneur qu’ils me font : Madame CHRIS-
TINE GRAFFIGNE et Monsieur CHRISTIAN LANTUEJOUL, pour I'intérét qu’ils ont manifesté &
ce travail en acceptant d’en étre les rapporteurs, et & Messieurs SERGE BEUCHER, THIERRY
FERRE et HENRI MAITRE?, qui ont bien voulu étre examinateurs.

J’ai eu la chance d’avoir été guidé au cours de cette thése par deux directeurs d’expériences
différentes.

- Jespere que les efforts de JEAN-PIERRE AUBIN, qui a dirigé la deuxiéme partie de cette
these, pour m’inculquer la rigueur mathématique n’auront pas été vains. Je le remercie de sa
patience.

- De MICHEL SCHMITT, qui a dirigé la premiere partie de cette these, je retiendrais la profonde
intuition et une certaine maniere géométrique d’aborder et de présenter les problemes. Je lui
suis reconnaissant d’avoir consacré une partie de son précieux temps dans les nombreuses et
fructueuses discussions que nous avons eues.

De nombreux résultats n’auraient jamais vu le jour s’il n’y avait pas eu les longues discussions
du lundi matin avec JULIETTE MATTIOLI, LUC DOYEN, et moi-méme. Une mention spéciale
doit étre faite pour JULIETTE MATTIOLI, sans qui cette theése ne serait pas ce qu’elle est. Sa
gentillesse, qui n’a d’égale que sa rigueur mathématique et sa constante bonne humeur, m’a été
d’un constant secours tout au long de cette période.

J’aimerais remercier ici les membres de I’ex-laboratoire A.S.R.F.? qui ont su me procurer
un environnement d’une grande qualité, a la fois scientifique et humaine, tout au long de mon
séjour. Plus particulierement, ma gratitude va a :

RICHARD HERZOG, dont les compétences en langue anglaise ont été durement mises a
I’épreuve.

PHILIPPE KERLIRZIN, pour sa disponibilité, pour ses compétences INTEX et orthographique,
qui m’ont grandement aidé.

'ancienne appellation du groupe aujourd’hui dénommsé Informatique et Cognition.

2qui a permis mon initiation & 'analyse d’images en m’accueillant dans son laboratoire (Laboratoire IMAGES,
TELECOM PARIS) lors de mon stage de D.E.A.

3maintenant dénommé PERCEPTION.



ETIENNE PERNOT, qui, par ses commentaires frappant toujours juste, a contribué a créer
une ambiance stimulante.

REGIS VAILLANT, qui sait tout sur tout.

Comme je ne peux citer tous les noms de ceux qui m’ont apporté, et pas seulement sur le
plan mathématique (isn’t it, AGNES 7), je demande & tous d’accepter un immense merci.

Cette these est dédiée & mes parents, qui ont su m’entourer de toute I'affection et la protection
sans lesquelles je n’aurais jamais pu faire mes études, et plus particulierement & ma meére, qui
m’a appris a lire, a écrire, et & compter.



Dans leur vol, Uhirondelle et I’aigle ne laissent pas de traces ;
l’homme de science laisse une trace, ainsi que tous les spé-
cialistes. Vous pouvez les suivre pas a pas et ajouter quelques
pas a ce qu’ils ont trouvé et accumulé ; et vous pouvez savoir
plus ou moins ou mene cette accumulation. Mais la vérité
n’est pas ainsi ; c’est réellement une terre qui n’a pas de
chemin ; elle peut se trouver au prochain tournant de la
route ou a des milliers de lieues. Il vous faut continuer a
marcher, et vous la trouverez 4 vos cotés. Mais si vous vous
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Introduction

Cette these se divise en deux parties. Les liens entre ces parties sont la morphologie mathé-
matique, et les équations et inclusions différentielles. La premiére partie porte sur I'étude de la
segmentation d’images au travers d’un outil développé dans le cadre de la morphologie mathé-
matique : la ligne de partage des eaux. La seconde partie est un recueil d’articles utilisant
conjointement la morphologie mathématique, ’analyse multivoque et la théorie de la viabilité.

Descriptif du contenu de la these

1.1 La ligne de partage des eaux

Au sens géographique du terme, la ligne de partage des eaux est le lieu d’ot1 une goutte d’eau,
s’écoulant sur la surface en suivant les lignes de plus grande pente, peut atteindre deux minima,
différents de la surface. Des implantations efficaces, tant du point de vue de la précision qu’au
niveau de la rapidité d’exécution, avaient récemment vu le jour, permettant de populariser la
ligne de partage des eaux. Cependant, un certain nombre de problémes théoriques se posaient
a propos de cet outil :

- Tout d’abord, il était défini de maniére constructive, au travers d’'un algorithme qui repo-
sait sur des idées intuitives. Par conséquent, les défauts et les qualités intrinseques de cet
opérateur de segmentation n’étaient pas connus. En particulier, il était impossible de faire
une comparaison avec des extracteurs de contours différentiels largement utilisés en analyse
d’images. Le choix de 'un ou I'autre de ces opérateurs reposaient sur un a priori dépendant
de la provenance (analyse d’images classique ou morphologie mathématique) de I'utilisateur.

- Ensuite, les “morphologues” avaient de fortes intuitions concernant les liens possibles entre la
ligne de partage des eaux et le squelette par zones d’influence, lieu des points équidistants a
une famille d’objets. En particulier, pouvait-on trouver une métrique pour laquelle la ligne de
partage des eaux serait un squelette par zones d’influence 7 Un squelette par zones d’influence
pouvant se caractériser de maniére locale, on aurait pu espérer une construction locale (point
par point) de la ligne de partage des eaux, au lieu d’un algorithme global (qui doit examiner
tous les points de I'image pour construire la ligne de partage des eaux).

Dans cette thése, nous proposons une définition et une caractérisation de la ligne de partage
des eaux pour des images régulieres [84, 87, 85, 86, 90, 89]. Nous démontrons en particulier
un théoréme de convergence de la définition constructive de la ligne de partage des eaux (qui
s’applique sur des images en escalier) vers cette définition sur des images régulieres. Nous
proposons une définition mathématique rigoureuse des lignes de plus grande pente (au travers
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d’équations différentielles reposant sur la notion de gradient), et montrons que la ligne de partage
des eaux est elle-méme un sous-ensemble des lignes de plus grande pente. Cette caractérisation
nous permet de comparer la ligne de partage des eaux avec les extracteurs de contours dif-
férentiels largement utilisés en analyse d’images. En particulier, les extracteurs de type Canny
localisent mal les points multiples des contours d’une image, la ou les objets se superposent.
Nous montrons que la ligne de partage des eaux offre au contraire une localisation parfaite de
ces points. Cependant, cette derniere ne propose que des contours fermés.

Nous démontrons que la caractérisation de la ligne de partage des eaux d’une image réguliere
peut s’écrire comme le squelette par zones d’influence pour une métrique particuliere. Ce résultat
nous permet de préciser les liens existant entre la ligne de partage des eaux et le squelette par
zones d’influence euclidien. Si le squelette associé & la métrique de la ligne de partage des
eaux possede des propriétés similaires a celles du squelette euclidien (comme la semi-continuité
inférieure), la ligne de partage des eaux est une notion globale, qui n’offre aucune possibilité de
caractériser de maniere locale sa position.

En utilisant la métrique précédemment définie, nous avons pu montrer les rapports entre la
ligne de partage des eaux et ’équation eikonale utilisée en Shape from Shading.

Nous proposons ensuite plusieurs algorithmes s’inspirant de la notion de ligne de partage des
eaux.

- D’une part, nous donnons un algorithme de reconstruction géodésique (outil largement utilisé
en conjonction avec la ligne de partage des eaux) fondé sur l’algorithme de ligne de partage
des eaux. Ce résultat permet de montrer les liens naturels existant entre la reconstruction
géodésique et la ligne de partage des eaux.

- D’autre part, nous proposons de nouveaux algorithmes de notre outil principal de segmen-
tation, permettant 'ajout de points d’ancrage. Ceci nous autorise par exemple & retrouver
les points multiples des contours en intégrant I'information en provenance des extracteurs de
contours différentiels.

- Nous proposons finalement un nouveau concept de segmentation hiérarchique [88], & partir
d’une notion de profondeur des bassins. Un algorithme fondé sur ce concept est donné.
11 permet de valuer les contours de la ligne de partage des eaux en fonction d’un critere
d’importance des contours.

1.2 Morphologie mathématique et analyse multivoque

Cette partie est un recueil d’articles utilisant & la fois la morphologie mathématique, ’analyse
multivoque et la théorie de la viabilité.

1.2.1 Equations mutationnelles de la dilatation

Nous nous intéressons [32, 33] ensuite & la compréhension géométrique des déplacements in-
finitésimaux de la dilatation morphologique. De nombreux résultats avaient été publiés derniere-
ment, mais le probléme était traité soit dans le cadre fonctionnel (équations ou inclusions dif-
férentielles), soit dans un cadre régulier. Nous proposons de le regarder en utilisant un nouvel
outil de calcul différentiel, le calcul mutationnel, qui permet de dériver des tubes de déforma-
tions de formes. Nous prouvons alors de maniére rigoureuse et sans hypotheése de régularité



sur la forme, I'intuition selon laquelle la dilatation transforme la forme dans la direction des
normales & celle-ci en chacun de ses points. Nous prouvons également que ces déplacements sont
équivalents a des déplacements dans la direction du gradient généralisé de la fonction distance
a cette forme.

1.2.2 L’algorithme des Montagnes Russes

Nous donnons un algorithme (fondé sur la théorie de la viabilité), qui permet de converger vers
le minimum global d’une fonction semi-continue inférieurement, bornée inférieurement, dont on
connait 'infimum [13, 12].

Pour ce faire, nous associons & la fonction originale une fonction auxiliaire dont les minima
locaux sont les minima globaux de la fonction & minimiser. Cette fonction auxiliaire est ap-
prochée par une suite croissante de fonctions définies localement par récurrence & partir de la
fonction & minimiser.

Au lieu d’utiliser la méthode du gradient sur la fonction originale ou des techniques de
type recuit simulé qui ne convergent qu’en probabilité vers un minimum global, I’algorithme de
descente appliqué a la fonction auxiliaire garantit la convergence vers un minimum global.

1.2.3 Propriétés algébriques des opérateurs induits par des systémes dynamiques

De nombreux travaux ont montré que le cadre des treillis complets est le cadre adapté ainsi que
la structure minimale permettant une bonne modélisation des transformations morphologiques
opérant sur les images binaires ou & teintes de gris.

Nous avons parallelement étudié le lien entre le cadre algébrique des treillis et les opérateurs
induits par des systémes dynamiques non déterministes [76]. Grace & I’association de deux tech-
niques (algebre et théorie des inclusions différentielles), nous donnons des propriétés algébriques
et de continuité d’applications agissant sur les ensembles fermés, comme ’ensemble atteignable,
le noyau de viabilité. ..

Synopsis de la these

Cette these est séparée en deux parties. Les résultats principaux ont été rassemblés dans le
chapitre 1, qui résume I’ensemble de la these. Ce chapitre est donc utile pour une lecture rapide.
Certains termes n’ont pas été définis dans ce résumé, mais le lecteur pourra facilement se reporter
au corps du texte grace a l'utilisation de 'index placé en fin d’ouvrage.

La premiere partie forme un tout centré sur la ligne de partage des eaux, outil de segmentation
en analyse d’images. Le chapitre 2, essentiellement bibliographique, présente les définitions
nécessaires a la compréhension de cet outil, ainsi que la maniére de ’utiliser pratiquement.

Le chapitre 3 étudie la définition continue de la ligne de partage des eaux. Il présente le
théoreme de convergence mentionné plus haut, ainsi que les liens de la ligne de partage des eaux
avec le squelette par zones d’influence euclidien et I’équation eikonale. Il rassemble donc les
résultats théoriques que nous avons obtenus sur la ligne de partage des eaux.

C’est au chapitre 4 que nous présentons la comparaison entre la segmentation par ligne de
partage des eaux, et celle par extracteurs de contours différentiels. Ce chapitre est utile au
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praticien de ’analyse d’images, qui cherche & savoir quel outil est & employer dans une situation
donnée.

Dans le chapitre 5, nous donnons un nouveau concept de hiérarchie par dynamique. Nous
proposons ainsi un nouveau moyen pour éliminer la sursegmentation inhérente a la ligne de
partage des eaux.

Le praticien de I'analyse d’images trouvera dans le chapitre 6 les algorithmes de la premiere
partie. Nous y décrivons en particulier un algorithme de ligne de partage des eaux avec points
d’ancrage, et un algorithme réalisant le concept de segmentation hiérarchique par dynamique.

La deuxiéme partie de la thése est un recueil d’articles, dans lesquels nous appliquons des
outils de I'analyse multivoque et non réguliere a la morphologie mathématique.

Le chapitre 7 présente les équations mutationnelles régissant 1’évolution des tubes de dilata-
tion. Il permet de justifier de maniére rigoureuse que la dilatation transforme I’objet initial dans
la direction de ses normales.

Le chapitre 8 présente I'algorithme des Montagnes Russes pour I'optimisation globale.

Le chapitre 9 présente les propriétés algébriques des opérateurs induits par les systemes
dynamiques. Il permet en particulier d’étudier les propriétés de continuité de certains de ces
opérateurs.
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Chapitre 1

Principaux résultats de la these

La derniére découverte détrone les précédentes et change nos
sentiments a leurs égards.
Lucréce, V9Iv

Ce chapitre, qui peut se lire indépendamment du reste de la theése, résume les résultats
principaux que nous avons obtenus et définit que les principales notions nécessaires a leur com-
préhension.

La motivation principale des travaux de la premiere partie est la compréhension d’un algo-
rithme de segmentation développé dans le cadre d’une technique d’analyse d’images utilisant des
outils ensemblistes, la morphologie mathématique : la ligne de partage des eaux. Nous I’étudierons
dans la section 1.

Les résultats de la deuxiéme partie, qui traite de la morphologie mathématique et de I'analyse
multivoque et non réguliére, sont exposés dans la section 2.

1 Premiere partie : la ligne de partage des eaux

La ligne de partage des eaux, utilisée en segmentation morphologique, repose sur une définition
fonctionnant sur des fonctions en escalier. Dans la premiere partie de la thése, nous proposons
d’étendre cette définition aux fonctions régulieres. Nous pouvons alors comparer la ligne de
partage des eaux avec des extracteurs de contours classiques. Nous introduisons ensuite une
métrique pour laquelle la ligne de partage des eaux est un squelette par zones d’influence, ce
qui nous permet de montrer son comportement semi-continu. Cette approche théorique nous
suggere un nouvel algorithme pour résoudre I’équation eikonale : trouver f telle que |V f|| = g.
L’étude théorique de la ligne de partage des eaux trouve son aboutissement dans l'algorithmique.
Nous proposons de nouveaux algorithmes de ligne de partage des eaux, présentant ’avantage
de pouvoir inclure des marqueurs et des points d’ancrage, ouvrant ainsi la voie aux squelettes a
teintes de gris. Enfin, nous développons un algorithme permettant de valuer les contours fournis
par la ligne de partage des eaux en fonction de leur importance dans I'image.
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1. Premiére partie : la ligne de partage des eaux

1.1 Approche de la ligne de partage des eaux par immersion

La segmentation d’images en teintes de gris a pour but de trouver une partition de l'image
(fonction & valeurs réelles) en régions homogenes selon un critére donné. Cette partition donne
les contours des objets présents dans les images. Une des voies sur lesquelles elle repose est 1’idée
que les différents objets présent dans une image sont de teintes de gris (d’intensité) & peu pres
constantes. Par conséquent, 'ensemble des endroits ou il y a une forte variation de I'intensité
est un bon ensemble dans lequel chercher des contours. Il est alors usuel de penser & estimer
cette variation a partir du gradient de 'image. Dans le but de segmenter une image, on cherche
alors les lignes de créte du gradient. Une maniere de faire est d’appliquer la ligne de partage des
eaux sur I'image de gradient.

L’une des métaphores de la morphologie mathématique est de considérer les images (les
fonctions) en termes géographiques : on considére que le niveau de gris est altitude d’une
surface topographique. On parle alors de bassin versant, de ligne de plus grande pente, etc.
Intuitivement, la ligne de partage des eaux est le lieu d’oli une goutte d’eau descendant selon
les lignes de plus grande pente peut atteindre plusieurs minima régionaux! différents.

1.1.1 Discrétisation des niveaux de gris

Cependant, les images numériques sont des fonctions en escalier. Soit f : IR? — IN une
fonction en escalier, définie sur IR? ou un ouvert connexe de IR%2. Nous appellerons plateaux de
f Tensemble des points au voisinage desquels f est constante. Rendre alors mathématique la
notion d’une goutte d’eau qui descend selon la ligne de plus grande pente jusqu’a un minimum
régional est délicat sur les fonctions en escalier : sur un plateau, la pente est nulle.

Le moyen le plus simple pour contourner cette difficulté est de procéder en immergeant
progressivement dans I'eau la fonction f par le bas. Pour que 'eau monte partout de maniere
réguliére, on supposera que les minima régionaux sont “percés”, comme le montre la figure 1.1.
Passant par les ouvertures que I'on a créées, ’eau progresse alors dans les bassins correspondant
a chaque minimum (fig. 1.1.a). Lorsque deux eaux en provenance de minima différents se
rencontrent, on place un barrage, de telle sorte que deux eaux différentes ne se mélangent
pas (fig. 1.1.b). La ligne de partage des eaux est constituée par 'ensemble de ces barrages. Elle
partage donc I'image en différentes zones, que 1’on peut considérer comme les zones d’influence
ou d’attraction des minima régionaux. On appelle ces zones les bassins versants de I'image.

En dimension un, le lieu des barrages se calcule naturellement. Ils sont localisés sur les
maxima locaux de I'image. En dimension deux (cas des images classiques), il est beaucoup plus
délicat de caractériser ces barrages directement. Comme les barrages sont les frontiéres des
bassins versants, ce sont des lignes. Ces lignes contiennent bien plus que les maxima locaux.

Lorsque I'on travaille sur une fonction en escalier, le contact entre deux eaux provenant de
deux bassins différents s’effectue sur un plateau. On suppose alors que cette rencontre a lieu au
milieu (au sens géodésique) de ce plateau. Pour calculer le milieu géodésique sur les plateaux, on
utilisera le squelette par zones d’influence (déf. 1.1.2) associé a la distance géodésique (déf. 1.1.1).

'Un minimum régional est un ensemble connexe de l'image d’altitude constante, tel qu’il est impossible
d’atteindre un point d’altitude inférieure par un chemin continu sans passer par un point d’altitude supérieure.
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CHAPITRE 1. Principaux résultats de la thése

Barrage

\

(a) — Altitude h (b) — Altitude h + A

Fic. 1.1. — Construction de la ligne de partage des eaux pour une fonction monodimensionnelle.
A Ualtitude h, les quatre bassins versants sont encore séparés. Puis o Ualtitude h + A, on
construit un barrage pour séparer les eauz de BVy et de BVg.

Définition 1.1.1 :
Soit A un ensemble inclus dans IR?2. La distance géodésique d4(a,b) entre deux
points a et b de A est la borne inférieure des longueurs des chemins allant de a
vers b totalement inclus dans A. S’il n’existe pas de tel chemin, alors la distance
géodésique est infinie.

Définition 1.1.2 :
Soit B = UleBi un ensemble formé de k composantes connexes disjointes deux a
deux. La zone d'influence géodésique iz4(B;) d’une composante connexe B; de B
dans A est le lieu des points de A dont la distance géodésique & la composante B;
est inférieure a la distance géodésique de toute autre composante connexe de B :

iza(Bi) = {p € A,Vj € [L,k]\ {i}, da(p,B;) < da(p,Bj)}- (1.1)

Les points de A qui n’appartiennent & aucune zone d’influence constituent le
squelette par zone d’influence géodésique de B dans A, noté SKIZ4(B) :

Skiza(B) = A\ IZs(B) avec IZA(B) = | iza(By). (1.2)
1€]1,k]

La définition proposé dans [27] s’écrit alors :
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Premiére partie : la ligne de partage des eaux

Définition 1.1.3 :

Soit f :IR? — IN une fonction en escalier que nous supposerons bornée. Notons :
1. hmin = inf f(x) et hpqer = sup f(z),

2. f" la section inférieure de f au niveau h : f* = {z, f(z) < h},

3. Reg_Miny(f) 'ensemble des minima régionaux de f d’altitude h.

L’ensemble des bassins versants de f est I’ensemble X}, obtenu apres la récurrence

suivante :

(IL) Xhmm = fhmm
(’LZ) Xh+1 = Reg_Mz'nhH(f) U Ith+1 (Xh), VYh € [hmm, homaz — 1]

ou 1Z4(B) est 'union des zones d’influence géodésique de B dans A. La ligne de
partage des eaux de f est alors le complémentaire de X,,,q, (fig. 1.2).

Cette approche est historiquement la premiere [27]. Elle a permis la mise au point du

premier algorithme efficace [114], rendant cet outil opérationnel.

1 Niveau 3
mm Niveau 2
B Niveau 1

[/

4 / X,
Reg_-Min, Reg_Mino

X5 Lpe X3

Fig. 1.2. — Hllustration du processus d’immersion.

Notons que, dans cette définition, seuls les niveaux de gris sont discrétisés. D’autre part, cette
définition s’étend trivialement (et est opérationnelle) dans IR". Cependant, le cadre classique
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CHAPITRE 1. Principaux résultats de la thése

de l'analyse d’images s’adresse a des images planes. D’autre part, ce n’est que dans le plan que
la ligne de partage des eaux est un réseau de lignes que nous allons maintenant caractériser.

Dans cette theése, nous nous placerons dans un cadre de fonctions régulieres, dans lequel
nous adapterons la définition 1.1.3, afin de donner une définition et des propriétés de la ligne de
partage des eaux d’une fonction réguliere.

1.1.2 Ligne de partage des eaux d’une fonction réguliére

Plagons nous dans le plan et supposons que I'image f soit suffisamment réguliere (de classe
C?) pour permettre I'application d’opérateurs différentiels. Le premier résultat original de cette
these est la caractérisation de la ligne de partage des eaux de f, en faisant tendre vers 0 la
distance entre deux sections inférieures de f et en passant & la limite dans l'algorithme de la
définition 1.1.3. Pour une description détaillée des outils utilisés, voir par exemple [110, 3].

Dans ce paragraphe, nous essaierons, chaque fois que cela sera possible, de bien montrer en
quoi la régularité C? est nécessaire pour avoir une caractérisation simple de la ligne de partage
des eaux.

Le gradient Vf est le vecteur des dérivées premieres de f et le Hessien Hy est la matrice
symétrique des dérivées secondes de f. Un point singulier est un point ou le gradient de f
s’annule (Vf = 0).

Nous étudions d’abord les lignes intégrales du gradient, i.e. les lignes de plus grande pente.

Définition 1.1.4 :
Un chemin 7y : ] — oo, +oo[— IR? de classe C'! est appelé ligne intégrale maximale du
gradient ou simplement ligne maximale du gradient si

dy _ ) dy .. dy
Vs € R, g(s) =1V f(y(s)) #0 et sgr_noo = Skﬂ_noo = 0 (1.3)

. . . . d
Nous dirons que la ligne maximale est descendante (resp. ascendante) si 7l(s) =

~Vf(4(s)) (vesp. G2(s) = Vf((s)))-

D’apres les hypotheses de régularité faites sur f, par tout point a tel que V f(a) # 0, il passe
une et une seule lignhe maximale descendante.

Ces lignes maximales relient deux points critiques de f et n’ont aucun point critique en
dehors de leurs extrémités. Malheureusement, une ligne descendante n’aboutit pas toujours &
un minimum régional. Il est donc nécessaire de recoller ces lignes pour aboutir effectivement &
un minimum régional. Pour cela, nous allons munir I'ensemble des points singuliers de f d’une
relation d’ordre partiel :

Définition 1.1.5 :
Soient a et b deux points singuliers de f. Nous dirons que b est au-dessus de a s’il
existe une ligne maximale ascendante du gradient de a vers b. Cette relation étant
anti-symétrique, en prenant la fermeture transitive de cette relation, nous obtenons
la relation d’ordre “au-dessus”.

Cette relation d’ordre permet de distinguer trois sortes de points singuliers :
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1. Premiére partie : la ligne de partage des eaux

- les minima régionaux,
- les points au-dessus d’un seul minimum,
- les points au-dessus de plusieurs minima.

Ces derniers devraient clairement appartenir & une définition de la ligne de partage des eaux
d’une image continue.

Définition 1.1.6 :
Nous noterons P(f) le sous-ensemble des points singuliers a de f qui sont au-dessus
de plusieurs minima régionaux.

Nous obtenons alors le théoréeme de convergence suivant, qui aurait pu étre la définition
directe de la ligne de partage des eaux d’une fonction réguliere :

Théoréme 1.1.7 :

Soit f une fonction C?, telle que toutes ses lignes mazimales du gradient soient
de longueur bornée par une constante C' > 0. Nous supposerons de plus que f
n’a que des points singuliers isolés, et que, en ces points singuliers, le Hessien a
deux valeurs propres non nulles. Approchons f par la suite de fonctions en escalier
fnla) = E(#{(a)f)m) E(-) est la partie entiére.

La limite au sens de la topologie en tout ou rien des lignes de partage des eauz des
fn, est Uensemble des lignes mazimales du gradient reliant deux points de P(f).

Sous les hypotheses du théoréme, la ligne de partage des eaux est un graphe de type fini. Les
arétes de ce graphe sont des lignes intégrales du gradient reliant soit deux points selles (point
ot le Hessien a deux valeurs propres de signe contraire) soit un point selle & un maximum local.
En particulier, par tout point de la ligne de partage des eaux (sauf pour les points singuliers)
passe une seule ligne maximale descendante, qui se divise au niveau du point selle et non pas
deux qui aboutissent & deux minima régionaux distincts. Les arcs de la ligne de partage des
eaux se coupent au niveau des points singuliers, et plus précisément, au niveau des maxima.

Notons que pour définir P(f), il suffit de supposer que les points critiques de f sont isolés.
Cependant, la convergence de l'algorithme discret vers les lignes du gradient joignant les points
de P(f) nécessite un Hessien sans valeurs propres nulles.

Le graphe de la ligne de partage des eaux ne peut pas avoir de points terminaux. Ceci
est du au fait que nous avons supposé que le Hessien a deux valeurs propres non nulles. Sans
cette hypothese, la ligne de partage des eaux peut présenter des points terminaux. De méme,
les points triples ne peuvent étre que des maxima régionaux. Ici encore si on ne suppose pas
les deux valeurs propres du Hessien différentes, les points multiples sont des points critiques,
puisque par un point non critique passe une seule ligne maximale descendante du gradient.

Le théoréme 1.1.7 montre que la ligne de partage des eaux est une notion globale. En effet,
par tout point non critique passe une seule ligne maximale du gradient. Le seul moyen de
distinguer une ligne maximale faisant partie de la ligne de partage des eaux d’une n’en faisant
pas partie est d’examiner ses extrémités. Il est méme illusoire de trouver un critére local, comme
le montre la proposition suivante :



CHAPITRE 1. Principaux résultats de la thése

Proposition 1.1.8 :

Soit a un point du support de f tel que V f(a) # 0. Soit V, un voisinage de a ne
contenant pas de point singulier. Soit v la restriction a V, de la ligne intégrale
mazimale du gradient passant par a. Il existe une fonction fo, €gale & f sur V,,
telle que ~y soit dans la ligne de partage des eaux de fy.

En d’autres termes, il n'y a pas de caractérisation locale de la ligne de partage des eaux.
Ceci est dii & la régularité C? de f. Si f est moins réguliere, il peut exister des criteres locaux.
En particulier, si f est la distance & un ensemble composé de plusieurs composantes connexes, la
ligne de partage des eaux de f est incluse dans les points de non différentiabilité de f. En effet, la
ligne de partage des eaux est dans ce cas le squelette par zones d’influence de X, sous-ensemble
du squelette? de X¢, dont I'adhérence est I'adhérence des points de non différentiabilité de f.
Cette remarque suggere une approche métrique de la ligne de partage des eaux ou celle-ci serait
un squelette par zones d’influence au sens d’une distance générale.

1.2 Approche métrique

Dans le cas continu, sous les hypotheses de régularité précédentes (C2, points singuliers
isolés et Hessien ayant ses deux valeurs propres non nulles), la ligne de partage des eaux est un
graphe composé de lignes intégrales du gradient.

Toujours sous ces mémes hypothéses, nous allons définir une métrique pour laquelle la ligne
de partage des eaux est en fait un squelette par zones d’influences?. Utilisant cette métrique
nous caractérisons la continuité du squelette associé. Nous montrons également les liens existant
entre la segmentation par ligne de partage des eaux et le Shape from Shading, au travers de la
résolution de I’équation eikonale.

Définition 1.1.9 :
La distance image d; d’une fonction f de classe C' est définie par :

B
¥(a,b) € R? X IR%,dy(a.) = inf [ |V (vun(s)]| ds (1.4)

ol Y, est un chemin de a a b, paramétré par son abscisse curviligne.

1.2.1 La ligne de partage des eaux est un Skiz

Sous nos hypotheses, dy est alors une distance, et nous démontrons le théoreme suivant :

2Le squelette d’un ouvert X est le lieu des centres des boules maximales ouvertes contenues dans X

3Cette métrique a été indépendamment introduite par F. Meyer [79] (sous le nom de distance topographique),
qui I'utilise d’'une maniére discrete pour définir la ligne de partage des eaux et pour donner un algorithme séquentiel
de ligne de partage des eaux.
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1. Premiére partie : la ligne de partage des eaux

Théoréme 1.1.10 :

Soit f une fonction C?, telle que toutes ses lignes mazimales du gradient soient
de longueur bornée par une constante C > 0. Nous supposerons de plus que f n’a
que des points singuliers isolés, et que, en ces points singuliers, le Hessien a deux
valeurs propres non nulles. Soit (a;); la famille des minima de f. Posons

BV; = {b | dy(aib) + f(a:) < dy(az,b) + fa;) ¥ # i} (L5)

Alors la ligne de partage des eaur LPE{f} de f s’écrit :

cre{fy = J (B BV;) (1.6)
i7]

Notons que les lignes intégrales du gradient sont des géodésiques de la métrique dy. Cepen-
dant, pour un point a de la ligne de partage des eaux, les deux géodésiques joignant a a deux
minima distincts ont une structure curieuse : si a n’est pas point critique, les deux géodésiques
ont une partie commune entre a et un point critique extrémité de la ligne maximale du gradient
passant par a. Ce n’est qu'apres qu’elles se séparent. Ceci est profondément différent du cas
du squelette par zones d’influence euclidien, ot de tout point du squelette par zones d’influence
partent au moins deux segments d’égale longueur intersectant deux composantes connexes dif-
férentes au moins.

Une approche utilisant une métrique plus complexe et difficilement manipulable & été donné
dans [94].

1.2.2 Semi-continuité de ’ossature

Nous étendons les résultats de Matheron [67] correspondant & la semi-continuité inférieure
du squelette a la métrique dy.

Définition 1.1.11 :

On appelle ossature de f le lieu S(f) des centres des d¢-boules ouvertes maximales
contenues dans IR? \ M, ot M est 'ensemble des minima de f.

Il est clair que la ligne de partage des eaux de f est incluse dans 'ossature de f. Cependant,
Possature peut contenir des arcs supplémentaires qui n’appartiennent pas a la ligne de partage
des eaux.

Théoréme 1.1.12 :
L’application f — S(f) est semi-continue inférieurement si ’'on munit [’ensemble
des fonctions de classe C? de la convergence uniforme des deux premiéres dérivées
et ’ensemble des fermés de la topologie en tout ou rien.

Ce résultat montre pourquoi la ligne de partage des eaux est trés sensible au bruit et justifie
d’une certaine maniere les diverses techniques de marquage [114] (qui consistent & inonder non
pas a partir de tous les minima, mais & partir d'un certain nombre de minima “significatifs”) et
de lissage [42] (qui consistent & supprimer les bassins trop peu contrastés).
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1.2.3 L’équation eikonale

La caractérisation du théoreme 1.1.10 sur la ligne de partage des eaux permet de résoudre
une équation largement utilisée en Shape from Shading, I’équation eikonale [50] [52] :

trouver f tel que |V f]| =g (1.7)

ou g est une fonction donnée.

Le théoreme 1.1.10 repose sur le fait que, sur chaque bassin versant de f BV;, nous avons
pour tout a € BV;, f(a) = d¢(a,b) + f(b), ol b est le minimum du bassin versant. Notons que
la détermination de ds(a,b) ne dépend que de la connaissance de g (voir la formule 1.4). Nous
obtenons donc le résultat suivant : soit {b;} un ensemble de points avec leur valeur associée f(b;),
qui correspondent aux conditions aux limites de I’équation différentielle eikonale. La solution
continue de cette équation, ayant tous ses minima situés exactement sur les b;, est donnée par :

fla) = inf{ds(a,b) + (b)) (1)

En fait, on peut montrer que cette solution est I'unique solution de viscosité admettant ces
conditions aux limites [62].

1.3 Détecteurs de Canny

Comment comparer la ligne de partage des eaux avec des extracteurs de contours plus
classiques 7 La tache est complexe, car les objets calculés ne sont pas inclus les uns dans
les autres. Voici quelques pistes de comparaison avec ’extracteur de contours de type Canny-
Deriche [24]. Pour une caractérisation détaillée des points extraits par l'extracteur de contours
de type Canny, voir [57].

Généralement I'image de départ sera lissée par un noyau de convolution de type gaussien
ou exponentiel décroissant pour obtenir la fonction f sur laquelle nous chercherons les lignes de
contours. Le détecteur de Canny définit les contours comme les extrema de la norme du gradient
dans la direction du gradient. Ces points sont donc ’ensemble des zéros de 'opérateur :

Q(f) = (HsVf, V) (1.9)

ou le hessien H; est la matrice symétrique des dérivées secondes de f. Comme les contours
sont les zéros d’une fonction, les lignes obtenues ne présentent généralement pas de points
triples* (sauf en des points singuliers dégénérés). C’est pourquoi des techniques de fermeture de
contours [25] ont été développées. La ligne de partage des eaux fournit directement des contours
fermés, ce qui en fait son intérét.

De maniere implicite, les extracteurs de contours cherchent des lignes telles que, selon la
normale & ces lignes, les niveaux de gris varient le plus rapidement possible. Ceci mene a
I'équation (H;V f,7) = 0 ol 7 est le vecteur normal au contour. Les contours sont alors des
lignes intégrales de HyV f. Or la ligne de partage des eaux fournit exactement ce type de
lignes (théoréme 1.1.7). Malheureusement, par tout point, il en passe au moins une ! La ligne
de partage des eaux permet de choisir parmi ces lignes celles qui vérifient des conditions aux
limites particulieres. La technique Canny-Deriche, au contraire estime la normale au contour
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Lpe Canny-Deriche

Fic. 1.3. — Extraction des contours sur un exemple, une image composée de quatre quadrants
de teintes de gris différentes. L’extracteur de Canny-Deriche ne trouve pas le point multiple.

en posant 7 = Vf, ce qui est la valeur exacte de 77 dans le cas d’'une marche d’escalier. Ceci
présente des effets “pervers” au niveau des points multiples du contour.

Nous présentons dans le chapitre 6 un algorithme de ligne de partage des eaux autorisant
des points d’ancrage, ce qui permet par exemple de fermer les contours de Canny-Deriche tout
en conservant les points multiples du contour (fig. 1.4).

1.4 Segmentation hiérarchique par dynamique

La segmentation par ligne de partage des eaux produit généralement une sursegmentation.
Plutot que d’empécher cette sursegmentation [17], 'idée de la segmentation hiérarchique [15] est
de calculer I'importance des contours par rapport a des critéres donnés. Nous présentons un al-
gorithme original basé sur le concept de dynamique [42] qui permet une description hiérarchique
du résultat. Son principal avantage est qu’il calcule directement une segmentation hiérarchique
dans laquelle tous les contours (et non pas les bassins versants) sont valués, permettant de choisir
un niveau de dynamique donné apres le processus de segmentation.

Par exemple, cet algorithme permet de répondre & la question “quels sont les n objets les
plus contrastés dans I'image 7” par un simple seuillage de 'image résultante.

1.4.1 Le concept de dynamique

La dynamique est un critere de contraste. Un minimum régional est un ensemble connexe a
partir duquel il est impossible d’atteindre un point d’altitude inférieure sans grimper plus haut.
L’altitude minimale de cette ascension est la valeur du contraste de ce minimum.

“IIs sont trés rares sur des images réelles.
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(a) Contours de Canny-Deriche (b) Contour lpe

(c) Image originale

(d) Contours par ligne de partage (e) Contours par ligne de partage
des eaux sur une reconstruction des eaux sur une reconstruction
géodésique du gradient de taille 10 géodésique du gradient de taille 10,

en utilisant les contours de Canny-
Deriche comme points d’ancrage

Fic. 1.4. — Comparaison de diverses possibilités de segmentation
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Définition 1.1.13 :
Soit M un minimum régional de la fonction f. La dynamique [42] de M est le
nombre :

inf sup {f(7(s)) = f(7(0))} (1.10)
v:[0,1] = R2  Lse o

fF(v(1)) < f(7(0)),
~v(0) € M

Pour une valeur de contraste donnée ¢, l'algorithme standard pour supprimer les minima
régionaux de f de dynamique inférieure a ¢, et par conséquent les bassins de la ligne de partage
des eaux correpondants, calcule 1’érosion géodésique EJ‘?O( fi) de f conditionnellement & f; ou
fila) = f(a) +t.

La dynamique est utilisée généralement soit pour obtenir des marqueurs, soit pour calculer
une ligne de partage des eaux sur 'image simplifiée par 1’érosion géodésique de taille correspon-
dant & la valeur de la dynamique. Il existe un algorithme [42] qui calcule la carte des bassins
versants valués par leur dynamique (fig. 1.5.c). Cependant, la localisation des bassins de dy-
namique donnée est de peu d’utilité directe : la taille et la localisation d’un bassin versant de
dynamique donnée ne reflete pas le résultat final de la segmentation.

Nous pouvons en fait créer une hiérarchie sur les arcs de la segmentation initiale & partir du
concept de dynamique. Si nous supposons que deux minima différents ne sont pas sur le méme
niveau (ce qui ne pose aucun probléeme en pratique), la reconstruction géodésique ne fait que
supprimer des arcs de la ligne de partage des eaux sans déplacer les contours restants. Il est
alors suffisant de valuer chaque arc de la segmentation par la valeur maximale ¢ pour laquelle
I’arc appartient & la ligne de partage des eaux de Ej?o( f1). Tl est facile de voir que cela dépend
seulement du point selle le plus bas sur les arcs qui séparent deux bassins. Soit a le point selle
d’altitude la plus basse sur ces arcs, et posons

Bas(a) :={b| 37, 7(0) = a, v(1) =b, f(y(s)) < f(a) Vs € [0,1]}

L’ensemble Bas(a) est ouvert, et peut étre divisé en plusieurs composantes connexes ouvertes
B; (Bas(a) = U;B;). Nous avons alors :

dyn(a) := ml.inaslelg_ {f(a) = f(ai)} (1.11)

Contrairement a la sensibilité au bruit de la dynamique d’un bassin, la dynamique d’un
contour est beaucoup plus stable (bien que le contour lui méme soit sensible au bruit).

Notons que le résultat de cette approche (fig. 1.5.d) donne toute I'information de contour que
Pon peut extraire & partir du gradient de 'image, c’est-a-dire qu’un seuillage de I'image résultat
a un niveau donné donnera la segmentation que I'on aurait obtenue par une reconstruction
géodésique de méme niveau. Un algorithme efficace pour calculer cette hiérarchie est présenté
dans cette these.
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(a) Image originale (b) Image gradient

(c) Carte des bassins valués par (d) Résultat de l'algorithme de
leur dynamique (blanc=faible, segmentation hiérarchique par
noir = fort) dynamique

Fic. 1.5. — Différence entre un simple calcul de la dynamique des bassins et une application de
l’algorithme.

2 Deuxieme partie : Morphologie Mathématique et Analyse
non réguliere

2.1 Dérivées mutationnelles de la dilatation
2.1.1 Introduction

Un grand effort a derniérement été fourni pour essayer de traiter le probleme de la caractérisation
différentielle des opérateurs morphologiques, et plus spécialement de la dilatation. La plupart
des travaux ont cependant été réalisés dans un contexte régulier [19] ou au travers d’équations [2]
ou d’inclusions [72, 71, 73, 74] aux dérivées partielles.

Nous proposons de fournir un point de vue géométrique de ce probleme. Pour cela, nous
allons le considérer dans le nouveau cadre mathématique du calcul mutationnel [6], qui permet
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d’étendre le concept de calcul différentiel & ’espace métrique K(IR") des compacts non vides de
IR". Cela signifie que I'évolution K (t) d’un compact K = K(0) de IR" peut-étre caractérisée
d’une maniére différentielle, sans hypothése de régularité sur la forme géometrique de ce compact
K. De plus, les théorémes de base des systemes différentiels, comme le théoreme de Cauchy-
Lipschitz, peuvent étre adaptés au cadre des équations mutationnelles.

Dans le chapitre 7, nous prouvons que ’évolution du tube morphologique K(t) = K & tS,
qui correspond a la dilatation d’un ensemble compact K par un compact convexe symétrique
d’intérieur non vide S, vérifie plusieurs équations mutationnelles, et en particulier

[¢]

K ()3 Ngw() (S, K@©

ot Ny(z) est le cone normal du compact K au point z pour la norme associée a 1'élément
structurant S. Ce résultat prouve, sans hypotheése de régularité sur le compact K, que la
dilatation transforme en chacun de ses points le domaine initial K dans la direction des normales
a Pensemble. En effet, quand I'ensemble K est régulier, le cone normal est réduit a la demi-
ligne engendrée par la normale extérieure a ’ensemble, et nous retrouvons les résultats obtenus
dans le cadre régulier. Finalement, nous appliquons la version mutationnelle du théoreme de
Cauchy-Lipschitz pour comparer 1’évolution de deux dilatations engendrées par deux éléments
structurants différents.

2.1.2 Jauge et dilatation

Nous proposons ici de définir la dilatation par un élément structurant S compact convexe
symétrique d’intérieur non vide en utilisant la jauge associée a cet élément structurant.

La jauge associée a ’élément structurant S C IR™ est définie par
Js(z) =inf{A | A >0, z € AS}

Nous supposons que S est un compact convexe symétrique d’intérieur non vide. Introduisons
la distance d3 (7) entre un domaine K et un point z, ainsi que la projection® I13-(z) de = sur
K, associées & S par

di (z) = [nf is(z —y) et My (z) = {z € K | js(z — 2) = dj;(x)}
La dilatation Kg(t) = K&®tS al'échelle ¢ > 0 d’un fermé K C IR" par un élément structurant
S est égale a
Ks(t) = {z € R" | di(z) <t}
2.1.3 Gradient généralisé de la fonction distance et cone normal

Les hypothéses sur S implique que I'application & df((:r:) est une fonction lipschitzienne. Par
conséquent, nous pouvons considérer son gradient généralisé [10, 23, 98].

°11 s’agit d’une application multivoque, c’est & dire que II3 () peut contenir plusieurs éléments.

Nous appelerons application multivoque F' : X ~» Y une application qui a tout x € X associe un sous-ensemble
de Y, i.e. F(z) C X. On dira que F est univoque si F'(z) est un singleton. On peut donc considérer F' comme
une application (univoque) de X dans ’ensemble P(Y") des sous-ensembles de Y.
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Définition 1.2.14 :
Soit f : R™ — IR une application lipschitzienne. Soit z € IR"™.

- L’épidérivée circatangente de f en z dans la direction v est

Cif(z)(v) := limsup f(@'+ hv) - f(xl)

h—O*, ' -z h

- Le gradient généralisé de f en x est

of(xz) :={p e R" | C+f(z)(v) ><p,v >, Vv € R"}.

L’épidérivée de la fonction distance d% permet également de définir les notions d’espace
tangent & K et de normale & un domaine K en un point z € IR” sans hypothése de régularité
sur K.

Définition 1.2.15 :

Soit K un fermé de IR", S un compact convexe symétrique d’intérieur non vide, et
2 un élément de R".

- Le c6ne circatangent externe de K en x associé a S est
s S
Cr(z) := {v | Cyd(z)(v) <O}
- Le cone normal externe de K en z associé a S est le cone polaire négatif de
O () i.e.

N{(2) == O (a)” = {p| Vo € C{(2), < p,v ><0}.

Précisons que, quand ’ensemble K est régulier, cet ensemble tangent correspond a la défini-
tion classique de demi-espace tangent.

2.1.4 Equations mutationnelles de la dilatation

Pour définir les équations mutationnelles, nous allons munir tout d’abord 'espace IC(IR") de la
distance de Hausdorff d. Nous associons ensuite a toute application multivoque F : IR" ~» IR",
et & tout ensemble K € IC(IR") I’ensemble atteignable de K au temps h > 0 pour F' :

’l9F(h, K) = {ﬁF(hax)}meK

ou 9p(h,z) = {x(h)} représente les valeurs au temps h de toutes les solutions & l'inclusion
différentielle [10] :
Z'(t) € F(z(t)), z(0) ==z

On adapte alors la notion de dérivée d’'un tube K : RT ~» IR" (i.e. K : RT — K(IR"), les
“courbes” h — Jp(h, K) jouant le role des demi-droites h — x + hv utilisées pour définir les
quotients différentiels :
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Définition 1.2.16 :
Soit F' une application multivoque de IR"™ dans IR". Considérons un tube K :
IR* ~» IR". Si, pour ¢t € RT, application multi-valuée K (-) vérifie

A K W), Kt 1)
h—0+ h

= 0’
nous dirons que F' est une mutation au temps ¢t du tube K et nous écrirons

K (t) > F.

Remarquons que 'unicité de la mutation n’est pas assurée, ce qui justifie la notation em-
ployée.

Si nous considérons & présent une application f : IR x IR® x IR® ~» IR™ associant & un
domaine K et un instant ¢ 'ensemble f(¢, K;.), nous pouvons définir une équation mutationnelle
pour tubes

K(t) > f(t,K(1);-), VE>0

Nous prouvons trois résultats traitant de la dilatation, le deuxieme étant le plus précis, et le
troisieme le plus géométrique, insistant sur le role joué par le cone normal N I‘%

Théoreme 1.2.17 :
Soit K un compact de R"™ et S un compact convexe symétrique d’intérieur non
vide. Le tube de dilatation Kg(t) = K @ tS associé a ’élément structurant S

vérifie
Ks(t) >
o Bdf( ()
s(t)
Kg (t) > 704(15)

o

Ks(t) > Ngyp()[)S
avec Kg(0) = K, et ou

at) = jg(adf(s(t)) = sup jS(Gd}g(S(t)(x)) = sup sup  js(v).

n n S
z€lR z€R Uead}(s(t)(x)

2.2 Algorithme des Montagnes Russes

Les problemes d’optimisation sont d’un intérét fondamental dans de nombreuses branches des
mathématiques appliquées. En analyse d’image en particulier, on peut citer les contours act-
ifs [53, Kass, Witkin & Terzopoulos] ou les champs de Markov [38, Geman & Geman]. Mention-
nons également ce domaine en plein développement que sont les réseaux de neurones [49, Hop-
field] [48, Hertz, Krogh & Palmer]. La plupart des algorithmes qui atteigne le minimum global
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d’une fonction donnée reposent sur des aspects probabilistes [55, 54, Kirkpatrick, Gelatt & Vec-
chi] [41, Goldberg] [22, Cerf]. Dans cette these, nous proposons un algorithme non-déterministe
atteignant le minimum global d’une fonction donnée dont on connait la valeur au minimum.
Considérons le probleme de minimisation
Trouver Tmin tel que v = in)f( V(z) = V(2min)
xe
oll
V:X—RU{+o0}
est une fonction étendue semi-continue inférieurement supposée minorée, et ot X est un espace
vectoriel de dimension finie.
Lorsque V est différentiable, la fonction V est trivialement une fonction de Liapounov pour
la méthode du gradient
#'(t) = —V'(z(t))
de telle sorte que #+ V(x(t)) est décroissante. Malheureusement, comme les équilibres de cette
équation différentielle sont les points critiques de V', I’algorithme du gradient, quand il converge,
peut s’arréter en n’importe quel point critique, et en particulier, en un minimum local.
Un moyen évident pour éviter cette difficulté est de vérifier que V est une fonction de
Liapounov exponentielle, ¢’est-a-dire si V' vérifie

V>0, V(z(t) < (V(zo) —wvo)e ™ + v (1.12)

Dans ce cas, la limite de la solution (si elle existe) atteint le minimum global de V' et fournit
un algorithme continu qui atteint un minimum global. Mais V n’est pas nécessairement une
fonction de Liapounov exponentielle pour I’équation du gradient, hormis si V' vérifie

Va, V(r)—v < EIIV'(iL')II2

Quand V est une fonction de Liapounov exponentielle, on peut remplacer I’équation du
gradient par la simple inclusion différentielle

Vt>0, #'(t) € B

ou B est la boule unité de I'’espace de dimension finie X, et chercher la direction dans la boule
qui rende V (z(t)) décroissante. Cette approche ne requiert pas de propriétés de régularité sur
V', puisqu’aucune propriété de régularité sur le gradient n’est demandée.

2.2.1 Algorithme continu

Cependant, quand V n’est pas une fonction de Liapounov exponentielle, un théoreme de la
théorie de la viabilité [10, Théoréeme 9.3.1] implique l'existence d’une fonction de Liapounov
exponentielle optimale V., qui est la plus petite fonction de Liapounov exponentielle semi-
continue inférieurement plus grande que (ou égale a) V.

En conséquence, pour n'importe quel état initial zg € Dom(Vy) := {z | V(z) # Loo}, il existe
(au moins) une solution a l'inclusion différentielle 2’ € B partant de xg et vérifiant

V(z(t) < Vu(z(t) < (Vi(zo) —vo)e™ + v
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Bien que nous sachions qu’alors V' (z(t)) converge vers vy quand ¢ — +oc, la fonction #
V(z(t)) n’est pas nécessairement décroissante. Le long d’une telle solution, la fonction V saute
par dessus les maxima locaux, quitte les minima locaux, joue aux “Montagnes Russes” (appelées
“Montagnes Américaines” en russe, et “Big Dipper” en Américain !), mais converge finalement

vers son infimum.

2.2.2 Algorithme discret

Soit A > 0 un pas de discrétisation fixé.

Définition 1.2.18
Nous dirons qu’une fonction semi-continue inférieurement U > V est une fonction
de descente discrete si de n’importe quel o € Dom(U), il existe une suite définie

par l'algorithme

:L'ZH = :Eg +hu" ot u" € B (1.13)
vérifiant
Ulap) < (1 —ah)?(U(zo) —vo) +vo (1.14)

La connaissance d’une telle fonction de descente discrete U plus grande ou égale & V' fournit
un “algorithme des Montagnes Russes” discret, puisque tout point d’accumulation de la suite
:L'Z atteint un minimum global.

Nous allons donner une formule constructive qui fournira & la fois la plus petite fonction de
descente discrete plus grande que V, et I'algorithme convergeant vers un minimum global.

Posons Voh =V, et définissons par récurrence la suite de fonctions V,f‘ par

1

1—ah

Viz) = max <Vnh1(:1c), (Jrelg Vi (z+ hu) — alwo)) (1.15)

— 18 —



CHAPITRE 1. Principaux résultats de la thése

Théoréme 1.2.19 :

Soit V' une fonction étendue semi-continue inférieurement non triviale, minorée.
Alors il existe une fonction VO’Q qui est la plus petite fonction de descente discrete
plus grande que V', appelée la fonction de descente optimale de V.

Elle peut étre calculée par ’algorithme suivant :

V(Q(m) = 21;}3 V,fl(x) (1.16)

L’application multi-valuée R" définie par

RM'(z) := {u €B|Viz+hu) = inf VI (z + hw)} (1.17)
définit I’ “algorithme des Montagnes Russes” : de xg € Dom(VO’f), toute suite définie
par

:IZZ+1 = xZ + hu” ou u" € Rh(x;‘) (1.18)
vérifie

V(ah) < VEAl) < (1 ah)P(VE(zo) - vo) + v

Cet algorithme est fondé sur les idées issus de la théorie de la viabilité [4, 35, 97, 101, Aubin,
Frankowska, Quincampoix & Saint-Pierre].

La deuxiéme question que I'on peut se poser est la suivante : la limite de la suite de fonctions
de descente discrétes optimales est-elle une fonction de Liapounov exponentielle plus grande que
Ve

Cela dépend de ce que 'on entend par la notion de “limite” : le concept approprié est celui
d’épilimite inférieure définie de la maniére suivante

limﬂTnHOOVn(:B) = liminf  V,(y)
y — T
n — 00
Nous démontrons le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.20 :
L’épilimite inférieure de la suite de fonctions de descente optimales discrétes (V1)
est une fonction de Liapounov exponentielle plus grande que V.

2.3 Propriétés algébriques des opérateurs induits par des systemes dy-
namiques

En morphologie mathématique, les transformations utilisées privilégient des transformations de
type ensembliste qui commutent avec l'union et l'intersection. Le cadre des treillis complets
permet la modélisation et I’étude de ce type de transformation opérant sur les images binaires
ou a teintes de gris [69] [116] [70] [45] [46] [99]...
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Dans ce chapitre, nous allons d’abord rappeler les différentes définitions relatives aux treil-
lis, puis définir et étudier les propriétés algébriques des opérateurs induits par des inclusions
différentielles de la forme :

z'(t) € F(z(t))
ou F': X ~+» X est une application multivoque. De maniére intuitive, cette équation signifie qu’a
chaque instant, un choiz de directions est proposé a z’, plutét qu'une unique direction comme
dans le cas univoque.

2.3.1 Rappels sur les treillis

Rappelons qu’'un ensemble £ est un treillis complet si :

1. L’ensemble L est ordonné.

2. Pour toute famille (z;) finie ou non de L, il existe :

- un plus petit majorant Vz; appelé sup (pour supremum),

- un plus grand minorant Az; appelé inf (pour infimum).

Par exemple, ’ensemble P(X) des parties de X est ordonné par I'inclusion. Le sup coincide
avec 'union et I'inf avec I'intersection. C’est un treillis complet pour les opérations N et U.

On appellera opérateur toute application de £ vers M ou L et M sont des treillis complets.
On dira que ¢ : L +— M est :

croissant si: Vo,y € L, x <y = (x) < (y).

extensif (resp. anti-extensif) si: L=M et Vo € L, z <1(z) (resp. z > ¢(z)).

idempotent® si: L= M et Vz € L, () = 9)(z).

dilatation algébrique (resp. une érosion algébrique) s’il commute avec le sup (resp. avec 'inf).

ouverture algébrique si 1) est anti-extensif et idempotent.

fermeture algébrique si 1 est extensif et idempotent.

2.3.2 Propriétés algébriques des opérateurs induits par des systémes dynamiques

Dans ce paragraphe, nous allons étudier les propriétés algébriques et de continuité d’opérateurs
tr: JHXX)) (ou F(X) est le treillis complets des fermés inclus dans X') définis & laide
d’une inclusion différentielle z/(t) € F(x(t)). Pour cela, nous devons dans un premier temps,
donner les notions de convergence que 1'on utilisera par la suite.
Pour toute suite de fermés K, il existe deux notions différentes de limites supérieures et
inférieures :

La relation o des opérateurs sera la plupart du temps omise. On notera donc ¢ pour v o ¢.
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- celles induites par la structure de treillis de F(X), et définies par :

limsup K,, := ﬂ UK”
N>1 \n>N

liminfK, = [(J | ) Kn
N>1 \n>N

- celles introduites par '’analyse multivoque et définies par :

Limsup K, := {x €X | hnrggéfd(x,Kn) = 0}

n—00

est la limite supérieure de la suite K, et le sous ensemble

LﬁgglfKn = {x €X | Jim d(z, Ky) = 0}
est sa limite inférieure. Un ensemble K est dit étre la limite ot ’ensemble limite de la suite K,
si

K = Liminf K,, = Limsup K,, =: Lim K,

n—00 n—o00 n—00

Définition 1.2.21 :
Soit ¢ : F(X) — F(X) un opérateur. On dit que 7 est semi-continu-
supérieurement (s.c.s.) si K, — K implique Limsup, , K, C ¥(K) et 1) est
semi-continu-inférieurement (s.c.i.) si K, — K implique ¢ (K) C Liminf,_, K.
Si 1) est & la fois s.c.s. et s.c.i. alors K, — K implique ¥(K,) — ¢(K) , et 'on
dira que v est continu.

On peut alors monter [47, Heijmans-Serra] que toute érosion 1) : F(X[X) croissante
est semi-continue supérieurement.

En étudiant de plus prés les différents opérateurs construits & partir de U'inclusion z'(t) €
F(z(t)), nous montrons que I’application qui & un ensemble K associe :

- son ensemble atteignable 9 (h, K) au temps h est une dilatation algébrique.

- son noyau de viabilité” Viabp(K) est une ouverture algébrique qui est semi-continue
supérieurement. Nous donnerons une structure de ’ensemble de ses points fixes.

- son noyau d’invariance® Invz(K) est une érosion algébrique et une ouverture algébrique qui
est semi-continue supérieurement.

"Le noyau de viabilité est le plus grand fermé de K tel que de tout point zo, il existe une solution & z'(t) €
F(z(t)), z(0) = zo viable dans K dans le sens ou z(t) € K, Vt > 0.

8Le noyau d’invariance est le plus grand fermé de K tel que de tout point zo, toute solution & z'(t) €
F(z(t)), (0) = o est viable dans K dans le sens ou z(t) € K, Vt > 0.
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3 Perspectives

De nombreuses extensions” possibles & ces travaux sont envisageables.
En ce qui concerne la ligne de partage des eaux, citons :

- la mise en ceuvre de l'algorithme de valuation des contours (tracking, mise en correspon-
dance, ...).

- étude de la ligne de partage des eaux dans IR?® ou IR™. Une ligne intégrale du gradient de TR?
peut se traduire dans IR® comme la surface contenant certaines lignes intégrales du gradient.
Comment caractériser ces “lignes” par rapport & f 7 Une des applications en dimension n
concerne la segmentation de densités de probabilité pour la classification non supervisée.

- ’étude de la ligne de partage des eaux d’une fonction non réguliere. On peut penser en
effet que 'utilisation des outils donnés par la théorie des inclusions différentielles permet-
tra d’obtenir des caractérisations analogues a celles obtenues dans le cadre régulier. Plus
généralement, I'utilisation de la théorie des systemes dynamiques et de la théorie des at-
tracteurs devraient amener de nouvelles propriétés.

Le cadre du calcul mutationnel est un nouvel outil mathématique qui permet d’envisager de
nombreux débouchés. Citons par exemple :

- le calcul des dérivées mutationnelles des transformations morphologiques autres que la di-
latation (en particulier I’érosion, I'ouverture ou la fermeture). Ceci permettrait alors sans
doute de créer de nouveaux algorithmes.

- d’autre part, le développement d’une analyse numérique des équations mutationnelles, avec
de trés nombreuses applications possibles (asservissement visuel, controle, tracking, recon-
naissance de formes, ... ).

L’algorithme des Montagnes Russes demande une étude plus approfondie :

- tout d’abord, il faudrait le comparer aux autres algorithmes d’optimisation existant, en par-
ticulier au recuit simulé.

- dans I’état, cet algorithme est extrément lent et cotliteux en place mémoire. On peut envisager
sa parallélisation, et regarder comment sauvegarder les calculs pour une utilisation ultérieure
au cours de la recherche du minimum.

- dans le méme ordre d’idée, il serait intéressant de trouver des théorémes probabilistes pour
calculer le noyau de viabilité. En les retraduisant pour l'algorithme des Montagnes Russes,
on accélérerait sans doute sa convergence.

Enfin, les propriétés algébriques des opérateurs induits par des systémes dynamiques devraient
permettre de créer de nouveaux algorithmes pour calculer entre autre le noyau de viabilité.

9Comme le précise exergue de ce chapitre, les choses ne sont pas immuables. ..
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Alternatively, this way of reqularizing the world may be illus-
trated by the method of the matriz. Superimpose a transpar-
ent sheet of finely squared graph paper upon some complex
natural image. The “formless” image can then be described
with approximate precision in terms of the highly formal ar-
rangement of squares. Seen through such a screen, the path
of an object moving at random can be “plotted” in terms of
so many squares up or down, left or right. Reduced to these
terms, we can by statistical averages predict the approrimate
trend of its future motion - and then suppose that the ob-
ject itself is obeying statistical laws. The object, however,
15 doing nothing of the kind. The statistical laws are being
“obeyed