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NOMENCLATURE

° men

o WrP(O,R%)
Ly

o W,P(V,RY)

o F#P

mesure de Lebesgue de I’ensemble Borélien A de R? ou R®.
cardinal de I'ensemble Borélien A lorsqu’il est fini.

point de R? de coordonnée (z1, z2, r3).

point de R? de coordonnée (z1, z2).

cellule unitaire (0, 1)2.

cellule (0,n)? engendrée par Y .

disque de rayon r et de centre O .

ensemble des intervalles (a,b) de R? engendrés par Y, ou de R? en-
gendrés par Y .

ensemble des matrices de taille m x n .
ensemble des fonctions de W17 (0O, R?) nulles sur le bord T'y.
ensemble des fonctions de W'?(0, R?) Y-périodiques.

probabilité image de P par 1'opérateur F .







INTRODUCTION.

Notre but est de proposer un modele mathématique d'un matériau composite aléa-
toirement renforcé de type TexSol”™ [15, 23, 24]. Pour cela nous effectuons une étude
asymptotique variationnelle afin d’obtenir une structure homogene et déterministe ren-
dant compte du comportement mécanique de ce matériau. Nous souhaitons entre autre
retrouver le formalisme non-local développé par Frémond (voir [15]). Cet effet non-
local est di a la présence d"un fil synthétique fin renfor¢ant un matériau mou et statis-
tiquement présent dans toute la structure.

Plus précisément, le TexSol™ | pbreveté par le Laboratoire Central des Ponts et
Chaussées en 1980, est constitué d'un réseau de fil sythétique tres dense et totalement
aléatoire "emprisonné " dans du sable, conférant ainsi a la structure des propriétés mé-
caniques intéressantes. Dans notre cas, nous favorisons une direction pour l’orientation
du réseau de fil et le matériau étudié dans cette these n’est pas exactement le TexSol?
mais une structure que nous qualifierons de "type TexSol”*". Nous soulignons le fait
que I'étude proposée dans cette these n’est qu'une premiere approche, trées simplifiée,
de la modélisation du matériaux TexSol”™ par un procédé d’homogénéisation.

FIGURE 1 - Schema d'un matériau de "type TexSol™™ " ( ie avec une direction favorisée).

Pour les modelisations étudiées, nous sommes amené a utiliser trois classes d’outils
mathématiques précisés dans le Chapitre 1. Dans un premier temps, nous introdui-
sons quelques rappels sur une notion de convergence sur les fonctionnelles énergies,
qualifiée de variationnelle, car préservant a la limite les formulations en terme de mini-
misation énergétique. Pour le traitement probabiliste relatif a la présence du fil de forte
rigidité, nous précisons la notion de processus ergodique sous-additifs ainsi que les
convergences associés, de type Loi des Grands Nombres ol plus généralement de type
Birkhoff. Enfin, nous rappelons quelques outils d’analyse convexe, comme ceux de la
continuité pour certaines convergences variationnelles de la transformée de Legendre-
Fenchel ou de I'opérateur sous-différentiel.
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FIGURE 2 — Stratégie de modélisation variationnelle.

Notre stratégie de modélisation du Texsol consiste a faire un découpage suivant x3
de notre structure O en fines plaques d’épaisseur h(c) dépendant d’un petit parametre
€ << 1(h(e) = €P). Pour h(e) assez petit, nous acceptons de considérer les fibres verti-
cales dans chaque plaque, c’est dans ce sens que nous privilégions une direction dans
I'orientation du réseau de fil, i.e., la direction x3. Notre probleme initial est alors décom-
posé enn := % modeles de type plaque dont au préalable on souhaite pour chacun
donner une formulation 2-dimensionnelle.

C’est pourquoi, dans le chapitre 2, préparatoire au Chapitre 3 dans lequel nous met-
tons en oeuvre notre stratégie, nous proposons un modele déterministe 2D d"un maté-
riau mince renforcé par des fibres aléatoirement distribuées. Dans ce chapitre, la rigidité
des fibres dépend également de ce petit parametre €. La configuration de référence du
matériau s’écrit alors Oy, = O x (0,h(g)), ® C R? ot1 h(e) tend vers 0 avec ¢. Ce ma-
tériau est renforcé par des fibres aléatoirement distribuées T, (w) = D (w) x (0, h(e)).
Nous supposons que les fibres sont verticalement disposées et considérées parfaite-
ment collées a la matrice hyper-élastique qui représente le sable.

Dans le Chapitre 3, en appliquant ce résultat & chacune des plaques, on obtient ainsi
une énergie discrete (suivant x3), somme de n énergies 2-dimensionnelles homogenes
et déterministes. Nous reconstruisons une structure 3D par une "intégration variation-
nelle" en x3, i.e en passant a la limite en n de maniere variationnelle. L'énergie limite,
homogene et déterministe ainsi obtenue est proposée comme modele.

Malheureusement, par les hypotheses trop restrictives sur les ordres de grandeurs
des différents petits parametres dépendant de ¢, le modele déterministe simplifé ob-
tenu dans les Chapitres 2 et 3 ne sont pas non-locaux, contrairement a ce que 1'on
s’attend. Dans le Chapitre 4, dans le but de retrouver une formulation homogénéisée
déterministe et non-locale, nous reprenons 1'étude asymptotique du Chapitre 2 sous
des hypothéses moins restrictives mais dans le cas ott I'épaisseur h du matériau ne
dépend plus de €. Nous proposons deux énergies déterministes et non locales bornant
le modele limite escompté et qui, dans le cas périodique, coincident avec I'énergie
trouvée par M. Bellieud, M. Bellieud & G. Bouchitté et Licht & Michaille.
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Le Chapitre 5 consiste en une étude numérique destinée a évaluer la pertinence de
nos modeles dans différents situations. La principale difficulté, est de créer un maillage
respectant ’ensemble des hypotheses géométriques aléatoires précisées dans les diffé-
rents chapitres. Cette étude numérique est faite uniquement dans le cas scalaire avec
les densités d’énergie f = g = 1|.|%. Pour chaque cas, nous estimons numériquement
les erreurs relatives

[8e — wim||2
e |2

ou . et uy, sont respectivement solutions des problemes initiaux et limites des pro-
bemes étudiés. Plus précisément, en ce qui concerne la validité du modéle proposé dans
le Chapitre 3, I"énergie interne du probléme initial s’écrit

1
E (w,u) ::/ f(Vu)dz + — g(Vu)dz,
O\Te n(w) Y JOoNT: n(w)

avec T, ,(w) := Uj_o (Dsyk(w) x(k, %)) ott D, ;(w) estla réunion des section de fibres

de la k'®™¢ plaque, et le coefficient a > 0 associé a la rigidité des fibres.






OUTILS MATHEMATIQUES

Résumeé :

Le sujet général de cette these est I'étude asymptotique de I'énergie élastique d’un matériau
aléatoirement renforcé par des fibres minces de forte rigidité. Pour décrire le comportement ma-
croscopique de ce matériau, nous utiliserons essentiellement trois types d’outils mathématiques :

- l'analyse variationnelle liée a la I'-convergence ;

4 . 7z . .
- l'analyse stochastique liée aux processus ergodiques ;
- I'analyse convexe.
Dans ce chapitre d’introduction nous rappelons et précisons la notion de I'-convergence et
ses propriétés variationnelles d'une part, et la notion de processus ergodiques sous-additifs et
leurs convergences dans leurs diverses versions d’autre part. Dans une derniere section, nous

rappelons quelques résultats d’analyse convexe comme ceux de la continuité de la transformée
de Legendre-Fenchel ou de I'opérateur sous-différentiel relatifa la convergence au sens de Mosco.




Chapitre 1. Outils Mathématiques

1.1

['-CONVERGENCE

Soit X un espace topologique. La I'-convergence est une notion de convergence
pour des suites de fonctionnelles (F},)nen, Fr : X — R|J{+oo}, introduite par De
Giorgi et Franzoni dans les années 70 [14] de fagon a étre la convergence la plus faible
vérifiant les deux propriétés suivantes (sous certaines hypotheses d'inf-compacité et de
compacité) :

F,—-F = igl{an — m)}nF, (1.1)
F, — F, u, € argminy I, et up, — v = u € argmin F’ (1.2)

ol pour toute fonction G : X — R|J{+o0},
argmin, G :={v € X : G(v) = igl(f G(u)}.

Autrement-dit, les fonctions minima et les minimiseurs sont continues pour la I'-
convergence des variables fonctionnelles. Le choix d"une topologie sur X en adéqua-
tion avec (1.2) est déterminé par la compacité des suites de minimiseurs. Il est en effet
nécessaire que ces suites soient relativement compactes pour la topologie choisie (cf
Théoreme 1.1.1).

Il existe deux définitions de la I'-Convergence, la premiere est une définition en
terme de voisinages, et la seconde en terme séquentiel. Ces deux définitions sont équi-
valentes lorsque X est un espace topologique métrisable et plus généralement si 1'es-
pace topologique X est a base dénombrable de voisinages.

Définition 1.1.1 (I'-convergence (voisinage)). Soit (X, T) un espace topologique et considé-
rons une suite (Fp,)nen : X — RJ{+o0} et une fonction F : X — R|J{+oo}. On dit que
(Fn)nen I'-Converge vers F en u € X si et seulement si

I' = liminf F},(u) =T — limsup F,,(u) = F(u). (1.3)
Avec :
(I' = liminf F},)(u) := sup liminf(inf F,(y)), (1.4)
n Uev(m) " yeU
(I' = limsup Fy,)(u) := sup limsup(inf F,(y)) (1.5)
n Uev(w) n YU

ot V(u) désigne la famille de tous les ouverts de X pour la topologie T contenant u. Dans le cas
ot X est un espace métrique,, 1.4) et (1.5) se traduisent immédiatement par

(I' = liminf F},)(u) := sup liminf( inf F,(y)), (1.6)
" meNs " yeB(z,)

(' = limsup Fy,)(u) := sup limsup( inf F,(y)). (1.7)
n meN*  n yeB(z, L)

Si I'égalité (1.3) est vérifiée pour tout u de X, alors (F},),eny I'-converge vers F.

La proposition qui suit donne une version “pénalisée” des expressions (1.6) et (1.7)
dans le cas ol (X, d) est un espace métrique. Nous allons introduire pour cela la notion
de transformée (ou régularisée) de Baire d'une fonctionnelle G : X — R |J{+o0}. Soit
k € N*, on définit la transformée de Baire de G par :

G*(x) = inf {g(y) + kd(, )}
ye



1.1. I'-Convergence

On rappelle ci-dessous les propriétés de G*. On suppose qu'il existe a > O et zy € X
tels que pour tout u € X, G(u) > —a(1 + d(u,z0)). Alors G* vérifie les propriétés
suivantes :

i) G* est k-Lipschitzienne;

ii) G > G* et (G¥)y~ est croissante;

iii) si G est semi-continue inférieurement alors limy_, | o, Gk =G.
La démonstration de ces propriétés ainsi qu'une autre utilisation que celle ci-dessous
seront données dans le Chapitre 3.

Proposition 1.1.1. Soit (X, d) un espace métrique et une suite (I, )pen : X — R{J{+o0}
vérifiant : il existe o > 0 et xg € X tels que

F,(u) > —a(l + d(u, xo)).

Alors
I — liminfF,(u) = sup liminf F*(u)

n—-+oo LEN* n—-+oo
I’ — lim supF,(u) = sup limsup ij
n—+00 keN* n—+o0
Pour une démonstration, nous renvoyons aux livres de H. Attouch, G. Dal Maso et
A. Braides. Nous passons maintenant a la définition de la I'-convergence séquentielle

Définition 1.1.2 (I'-convergence (séquentielle)). Soit X un espace topologique et considé-
rons une suite (Fy,)nen : X — R{J{+o00} et une fonction F : X — R|J{+oo}. On dit que
la suite (F},)nen T'-converge séquentiellement vers F en w € X si les deux assertions suivantes
sont vérifiées

Yu, = wdans X = F(u) < liI_I)lJ'i_nf Fo(up), (1.8)
A(vp)neny — u € X tel que F(u) > limsup F,(vy). (1.9)
n—4o00

Lorsque les propriétés (1.8) et (1.9) sont vérifiées pour tout u, on dit alors que (F,)nen I'-
converge séquentiellement vers F.

On remarquera que cette convergence n’est pas comparable a la convergence
simple, I'assertion (1.8) étant plus forte que la convergence simple alors que 1’assertion
(1.9) est plus faible.

Remarque 1.1.1. Dans le cas oit X est un espace vectoriel normé, lorsque dans (1.8) on
substitue la convergence faible u,, — w a la convergence forte, la convergence variationnelle
ainsi définie est appelée Mosco-convergence. Evidemment lorsque X est de dimension finie, I'-
convergence et Mosco-convergence coincident.

Dans toute la suite, sauf mention contraire, X désignera un espace topologique a
base dénombrable de voisinages. Dans ce cas il est facile de montrer que la I' conver-
gence et la I' convergence séquentielle coincident. La proposition suivante est une
conséquence directe de la Définition 1.1.2

Proposition 1.1.2. Soit X un espace topologique et (Fy,)nenX — R|{J{+o0}. On définit les

deux fonctionnelles I' — lim sup F, et I' — liminf,,_, |  F},) pour tout uw € X par:
n—-+4o0o



10

Chapitre 1. Outils Mathématiques

[ -limsupF,(u) := min {imsupF, (uy,) : up, — u},
n——+00 un€X " p—4oo

I'-liminfF,(u) ;= min {liminfF, (u,) : u, — u}.
n—-+00 Un€X N—+00

Les deux fonctionnelles ainsi définies sont semi-continues inférieurement et la suite (I,)pen)
I'-converge vers la fonctionnelle F' : X — R J{+o0o} ssi

I'-limsupF, < F <TI' -liminfF,.

n—+o00 n—+00
Définition 1.1.3 (Suite minimisante). Soit (F},)nen définie comme ci-dessus et (up)nen C
X. On dit que (up)nen est une suite minimisante associée a (Fy,)nen Si et seulement si
lim (Fn(un) — inf Fn> =0.

n—-+oo

Théoreme 1.1.1 (Théoréme fondamental de la I'-convergence). Soit X un espace topolo-
gique et (Fy)nen, F': X — RJ{+o0}, telles que F;, 5.

(i) Si (un)nen est une suite minimisante associée a (Fy,)nen relativement compacte de X,
alors toute valeur d’adhérence u de (uy,)nen minimise F et :

lim igl{f{Fn(u)} = F(u)

n—+400
(ii) Si G : X — Rest continue, alors (F,, + G)nen I'-Convergence vers F + G
L’assertion (ii) est une conséquence directe de la définition de la I'-convergence, et
'assertion (i) montre que cette convergence est bien "variationnelle".

Dans notre étude, nous serons amenés a utiliser une notion de convergence varia-
tionnelle pour les opérateurs sous-différentiels. Avant cela nous avons besoin de définir
la convergence d’ensembles au sens de Kuratowski.

Définition 1.1.4 (Convergence d’ensembles au sens de Kuratowski). Soit (X, d) un es-
pace métrique et considérons la suite d’ensembles (Cy,)nen C X. On dit que C,, converge au

. K .
sens de Kuratowski vers un ensemble C C X, et on note C,, — C, si

limsup C,, C C' C liminf C,,,

n—+00 n—+0o0

neN p>n
limsup C,, = ﬂ (U )
n—-+o0o neN p>n

Définition 1.1.5 (Convergence en Graphe des opérateurs). Considérons une suite d’opé-
rateurs A, : X =Y. On dit que A,, converge en graphe vers un opérateur A : X = Y, et on

note A, Graph A, si graph(Ay) K graph(A). Oil pour tout opérateur B : X =Y

graph(B) :={(x,y) e X xY ; y € B(z)}.
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THEORIE ERGODIQUE

Dans notre travail, on considére un milieu homogene, renforcé par des fibres aléatoi-
rement réparties et supposées toutes verticales. Nous sommes donc amenés a faire une
étude probabiliste sur la répartition aléatoire des section de fibres dans R?. Les centres
des sections des fibres sont répartis suivant un processus ponctuel de type Poisson au-
quel on adjoindra des hypotheses supplémentaires précisées dans le chapitre suivant.
Ces hypothéses sont des conditions de stationnarité, d’invariance par translation de la
loi du processus ainsi qu'une condition d’indépendance ou plus généralement d’ergo-
dicité traduisant I’'homogénéité statistique de la présence des fibres. Nous précisons ici
les outils qui permettent d’élaborer un cadre mathématique a notre étude.

La théorie ergodique des systémes dynamiques a réellement vue le jour dans les
années 1930 essentiellement grace a G. D. Birkhoff et J. Von Neumann dans la conti-
nuité des travaux de H.Pointcaré (1890). A 1'origine, " hypothese d’ergodicité nous dit
que lorsqu’on a un systeme de particules en mouvement, presque toutes les trajectoires
sont réparties de fagcon "homogene" dans l'espace ou elles sont définies. Pour nous,
ces trajectoires seront caractérisées par (7,(w)).czz olt 7, est 'opérateur de translation
7.(w) = w + z dans un sous ensemble (2 bien choisi de R? décrivant les centres des
sections des fibres. La théorie ergodique consiste en ’étude des systemes dynamiques
abstraits du point de vue de la théorie de la mesure. Dans notre cas, les théoremes et
définitions qui suivent seront énoncés dans le cadre d’un espace probabilisé (€2, A, P),
mais ces définitions et résultats restent valables dans un espace mesuré quelconque

(X, A, ).

Systémes dynamiques abstraits

Dans ce qui suit, les propriétés seront énoncées dans un cadre général, avec N € N*
et K =RouZ.

Définition 1.2.1 (Systeme dynamique abstrait). On appelle systéme dynamique abstrait
(s.d.a) tout quadruplet (0, A, P, (1) ,cxn ), ol (2, A, P) est un espace probabilisé et (1) ,czn
est un groupe d’opérateurs sur ) préservant la mesure P, i.e., vérifiant T,#P = P pour tout
z € KV,

Dans les chapitres qui vont suivre, (2, A, P) désigne un espace probabilisé ot 2 est
un sous-ensemble de points de R? et (7).¢z> est la famille des opérateurs de translation
sur 2 définis par 7, (w) = w + z pour tout w € €.

Définition 1.2.2. Soit (2, A, P, (7,),cn) un systeme dynamique abstrait. On appelle en-
semble des invariants de la tribu A l'ensemble F défini par :

F={EcA VzeK", r,E=EFE}
Remarque 1.2.1. Il est facile de vérifier que F est une o-algebre.

Définition 1.2.3. Un systeme dynamique abstrait est dit ergodique si tout ensemble mesurable
invariant par I'opérateur T, pour tout z € KV, est de mesure 0 ou 1 pour la mesure de probabilité
P,ie,VEc€ FC A, P(E)ec{0,1}.

Un systeme (2, A,P,(7;),cxn) est fortement mélangeant ('strongly mixing")
lorsque pour z € KV assez grand et pour tout événement E et F de , les événe-
ments 7. F et F' deviennent indépendants.
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FIGURE 1.1 — Fortement mélangeant

Définition 1.2.4 (Fortement mélangeant). Le systeme dynamique abstrait (2, A, P, (7;),cxn)
est fortement mélangeant si

VE,FeF, lim P(r,ENF)=P(E).P(F)
|z]—+o0
Exemple 1.2.1. K =Z
Soit  un ouvert borné de R?, avec |2] = 1 et P = L la mesure de Lebesgue. On note
(72)zez Uopérateur tel que 7;(w) soit la position de la particule w a l'instant i € Z et tel que

Vi, j € Z, Ti(7j(w)) = Tivj(w).

On se donne A et X deux Boréliens bornés inclus dans 2 et on cherche la proportion de parti-
cules de A qui se diffusent dans X.
Dans cet exemple 1a, la propriété fortement mélangeant signifie :

L(T, AN X)

L A) — L(X) quand z — +00

La figure 1.1, illustre le fait que la proportion de particules de A diffusées dans X
par l'opérateur 7, tend vers la proportion de particule de X quand z — +oo0.

Proposition 1.2.1. Si le systeme dynamique (2, A, P, (7.).cxn) est fortement mélangeant
alors il est ergodique.

Démonstration. La démonstration de cette proposition est triviale, il suffit de prendre
E=F¢c Fonaalors, P(n,ENE)=P(E)?=P(E),douP(E)=10uP(E)=0 0O

Le théoréme ergodique de Birkhoff affirme 1’existence presque stire de la limite
quand N — +o0 de la moyenne % fON f(r,w)dz, ot f est une fonction P-mesurable
de Q. Dans ce cas, l'ergodicité parmet de prouver le caractere déterministe de cette li-
mite. Plus précisément
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Théoréme ergodique de Birkhoff
Théoreme 1.2.1 (Théoreme de Birkhoff (1931)). Soit K = R, et le systeme dynamique abs-

trait (Q, A, P, (72).er) - Si f € L:(Q) alors :
1 N
lim N / f(rw)dz = Ef w-presque stirement
0

ou Ef est 'espérance conditionnelle de f suivant la tribu F, c’est-a-dire, I'unique application
F-mesurable de € vers R vérifiant :

VE € F /E B (w)dP(w) = /E F(w)dP(w)

Dans le cas oit (2, A, P, (7.).cr) est ergodique, Ef est égale a I'espérance mathématique

E(f) de f.

Processus additifs

Le résultat suivant généralise le Théoreme 1.2.1 aux limites presque sflires des

moyennes i{‘rﬁ lorsque la fonction S est une fonction additive ou sous-additive d’en-
sembles Boréliens bornés de RY. Nous noterons B,(R") I’ensemble des boréliens bor-
nés de RY. Posons p(A) := sup{r > 0 : IB.(r) C A} ou B,(z) = {y € RV
dist(z,y) <r}.

Une famille d’ensembles (B,,),en C By(RY) est dite réguliere sil existe une suite crois-
sante de pavés I,, de sommets dans Z" et une constante positive C indépendante de n
telle que B,, C I,, et |I,,| < C'|B,,| pour tout n.

Théoréme 1.2.2 (Théoreme additif (Nguyen-Zessin 1979 [29])). Soit (2, A, P, (72) .ezn))
un systeme dynamique abstrait, on considere une fonction :

S:By(RY) — Lu(Q)

A — SA
vérifiant les trois axiomes suivants :
i)SiANB =10 alors Syup = Sa + Sg, (1.10)
ii)VA € By(RY), V2 € ZY Say, =Saor, (1.11)
iii)3a € LH(Q) tel que |Sa| < a YA C[0,1[¢, A € By(RY). (1.12)

alors, pour toute suite (An)nen réquliere d’ensembles bornés et convexes vérifiant
limy, 4 oo p(An) = 400, 0n a w- presque silrement

1 Sa, (w) E(Sp,1v) siles.d.aest ergodique,
m ——— = ’
n—oo | Ap| E7 (S n) sinon.

Remarque 1.2.2. L'axiome (1.10) est la propriété définissant I'additivité de S dans I'ensemble
des Boréliens B, (RY), et par analogie directe la sous-additivité et la sur-additivité de S sont
caractérisées de la méme facon en remplacant respectivement ” = 7 par 7 < 7 et” > 7.
L'axiome (1.11) correspond a une propriété dite de covariance et I'axiome (1.12) est une propriété
de domination sur tous les ensembles Boréliens A inclus dans [0, 1]%.
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1.2.4

On utilisera par la suite la conséquence suivante de ce théoreme.

Proposition 1.2.2. Soit (2, A, (7.),eczn, P) un systéme dynamique ergodique et 1) : Q x
R™ — RN une fonction A ® B(R™) — B(RN) mesurable vérifiant les trois conditions sui-
vantes :
i) Pour P-presque tout w € €, y — (w,y) appartient a L (R™, RN), 1<r<+4oc;
ii) Pour tout Borélien A de R™ 'application A — [, ¢(w,y)dy appartient & L1 (S2);
iii) Pour tout z € Z™, pour tout y € R™, Y(w,y+ z) = ¢ (1.w, y) pour P-presque w € Q.
Alors pour tout ouvert borné O de R™ :

Y(w, =) = E/(O > U(.,y) dy

€
pour la topologie o (L™ (O, RN), L™ (O, R™)) oir ' désigne le conjugué de r.

Démonstration. Voir Théoreme 4.2 et Proposition 5.3 dans [10]. O

Processus sous-additifs

Pour les études asymptotiques réalisées dans cette these, on utilisera une fonction
sous additive S construite a partir d’une énergie convenablement localisée. On cherche
a déterminer la limite presque stire de la moyenne ‘\Sfﬁ?l lorsque n — +o00. Pour cela on
utilise un théoreme ergodique pour les fonctions sous-additives d’ensembles tiré des
travaux de Krengel et Ackoglu-Krengel (1981). Pour une estimation de la convergence

des processus sous-additifs voir [16, 17, 28].

Théoreme 1.2.3 (Théoreme sous-additif : convergence presque stire (Krengel)). Considé-
rons un systeme dynamique abstrait (2, A, P, (1;),czn ), et une fonction sous additive associée
S By(RY) — LY(Q, (12) ez, P) vérifiant les axiomes (1.10), ( 1.11) et (1.12) comme décrit
dans la Remarque 1.2.2. On suppose de plus que

(| |§I|dP T=ab, (ab)ezlxZV} > —oc.

On a alors presque siirement la propriété suivante : soit ( Ay, )nen une suite de Boréliens convexes
bornés vérifiant lim,,_, | o p(A,) = 400, alors

o Sanw) L FSomY
Jm oS T BN @)
De plus si le systeme dynamique est ergodique :
S
lim SA) / “om®
n—too | Ap| meNs Jq  mN
= inf{ |SI‘I|dP :1=1a,b], (a,b)cZ xZN}.
Q

En1’absence de I'hypothese de domination (1.12) on a le résultat plus faible suivant :

Théoréme 1.2.4. Soit T I'ensemble des intervalles semi-ouverts [a, b) engendrés par (0,1)" et
S: I — LY(Q, A, P) vérifiant les hypotheéses
(i) pour tout I € I tel qu'il existe une famille finie (1;)jcj d’intervalles disjoints de T avec
I = UjEJIj,ona
Si(+) < ZSI]'(')’

jeJ
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(i) VI €I, V2 € ZN,Sro1, =S4 1,

(iii) inf Sf’fr“"’) P(dw)] € T, |I] # o} > —00
Q
Soit d’autre part (I,,)ncn une famille réguliere de T c’est a dire vérifiant : il existe une famille
(I}, )nen de T telle que

(i) I, C I foralln € N;
(ii) (I)) est croissante;
(iii) il existe une constante C' > 0 telle que 0 < |I],| < C|I,,| pour tout n € N,
(iv) RY = I).
Alors presque stirement

S
lim 2" = lim 2onf®
. Sjo,n[N
)
. S(o,n[V
= Jm o

Processus sous-additifs paramétrés

Le théoreme suivant dii a Licht & Michaille est une version variationnelle du Théo-
reme 1.2.3 lorsque S est super-additif (on peut aisément ’adapter au Théoréme 1.2.4).
Par la suite, nous utiliserons ce résultat de I'-convergence pour le super-additif —S,
le processus S étant sous-additif. Comme ce théoréme n’est pas classique, nous en
donnons une démonstration.

Dans l'espace Probabilisé (€2, A, P), on se donne une fonction :
S :By(RY) x X — L5(Q), (A, z) — Sa(.,w)

ol (X, d) est un espace métrique séparable et o1 I'on suppose que la o-algebre A est P-
complete.

Théoréme 1.2.5 (Convergence variationnelle presque stire). Considérons la fonction
S : (A, x) — Sa(.,w) définie précédemment et vérifiant les hypotheses suivantes :

i) Pourtout x € X, A — Sa(x,.) est super-additif;
ii) VA € By(RY), (z,w) +— Sa(w,w) est mesurable;
iii) VA € By(RY), Vw € Q, 2 — Sa(z,w) est semi-continue inférieurement ;
iv) Ja >0, Izg € X, tel que VA € By(RY), Vo € X
Sa(w,z) > —a(l + d(z, z0)).

Si de plus —S vérifie les hypotheses du Théoréme 1.2.4, alors, on a w-presque stirement le résul-
tat de I'-convergence suivant

. SAn(-,CL)) . . S[O,m[N
= tm =9 = A&Q*{/QM("WWP@’)}

: Sr(,w) T =1a a d N
1nf{/Q 1] dP(w) : I =[a,b], (a,b) € Z%xZ"}.

Démonstration. La fonction z — a(l + d(z,20)) étant une perturbation conti-

nue de z %(x,w), il suffit de montrer le résultat pour le processus A —
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Sa(w,.) + a(1 + d(z,z0)) |A| qui reste super-additif. Pour faciliter les notations, on
le notera encore S4.

Premiere étape.
On veut montrer qu’il existe ' € A, P(Q') = 1 tel que pour tout w € '

Sio,m[¥
"(Lw> sup { 2o,m™

-
n—-oo !A! men+ Jo  mN

(-, w)dP(w)}

L'idée fondamentale est de constater la super-additivité du processus A
(Sa(.,2)k == infyex{Sa(.,y) + k.6(z,y)|A|} obtenu a partir de I'approximation de
Baire. De plus on remarque que A +— —(Sa(.,z))* vérifie les hypotheses du Théoréme
1.2.4.

Soit D C X un sous ensemble dense dénombrable de X, il existe donc ' € A avec
P(Q') = 1 tel que pour tout w € ' et pour tout x € D

i (P w0) @ = s (2ol (o) (@)}

meN*

A(M(.,w)>k(x)dP(w) Wn € N*.

nd

v

L’'approximation de Baire étant équi-lipchitzienne (en fait k-Lipschitziennne), 'inéga-
lité précédente est satisfaite quelque soit le couple (w, z) €  x X choisi. En passant a
la limite en k, grace a la Proposition 1.1.1, aux propriétés de la transformé de Baire et
au théoréme de convergence monotone, on obtient

_{/ Ol (| 0)dP ()}

I — hmlnf
n%+oo’ n’

pour tout m € N¥, et donc

St in
" (Lw) > sup {/Q[O’m[(.,w)dP(w)}.

n—>+oo |A | meN* mN

Deuxieme étape.
Il s’agit de trouver Q" € A avec P(Q”) = 1 tel que pour tout w € Q"'

S[O,m[N

Sa
I' = limsup —=(.,w) < sup
n—+00 |An|( ) mEN*{ Q m

(., w)dP(w)}.

Pour toute > 0etx € X fixéon a

w,x) > inf An w,y
!A T4 2 B TA Y
A l'aide du Théoréme 1.2.4, on peut trouver Q, € A vérifiant P(Q,) = 1 tel que pour

toutw € 0,

limsup inf Sa “(w,y) < sup { M(w x)dP(w)}
o e Bl TA Y S R g TmN '

On a donc grace a (1.7), en passant a la limite en € > 0, pour tout z € X et pour tout
w €
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S[O,m[N
miN

Sa,

I’ — limsup (x,w) < sup { (z,w)dP(w)}. (1.13)

n—+00 |An| meN* JQ
Soit D un sous-ensemble dénombrable dense de 1'épigraphe de

®:xz— su {/ Somt (z,w)dP(w)
* p Q md ) )

meN*

IIx D sa projection sur X, et Q” := Nyerr, p€2 qui vérifie P(Q”) = 1. De (1.13) on déduit
que pour tout w € "

{(z,7r) €D : ®(z)<r}C epigmph(I‘ — lim sup S, (.,w)). (1.14)
n—-+o0o ’An

En remarquant que ¢ et I' —limsup,, ., % (.,w) sont semi-continues inférieurement,
en passant a la fermeture dans (1.14), on déduit

S
epigraph(®) C epigraph (F — lim sup An (., w))
n—-+4oo ‘An‘

etdoncI' — limsup,,_, “%ﬁ(., w) < ® pour tout w € 7, d’ot1 le résultat. O

Exemple 1.2.2. Pour le résultat de convergence presque stire des processus sous-
additifs parametrés, nous allons prendre comme exemple un processus tres proche de
celui dont nous nous sommes servi afin d’étudier la distribution aléatoire des fibres du
matériau considéré dans cette these. On définit ’ensemble (2 par

Q = {(wi)ien : wi € R?, |wi —w;| > dfori # j},

o 0 < d < 1. On munit 2 de la o-algebre A trace de la o-algébre produit standard
sur ). Les bases des fibres sont définies par : D(w;) := w; + Dg/2(0) ott Dy/5(0) est le
disque de R? centré en O et de rayon d/2. On pose D(w) := ;e D(w;). Par conséquent
w — T(w) = D(w) x R est la réunion de cylindres aléatoires de R3, dont la base est
1'union des disques disjoints D(w;) de R? centrés en w;. L'ensemble 7. (w) := eD(w) x R
est la configuration de référence des fibres.

Définissons, pour tout z € 72, I'opérateur 7, : Q@ — ) par 7.w = w — 2. On remar-
quera que D(7,w) = D(w)—z. On suppose alors l'existence d'une mesure de probabilité
sur (Q, A), vérifiant le systeme des trois axiomes suivants :

(A1) Distribution “riche ” : P( {w €eQ:|Y NDWw)| > 0}) =1letD(w)N(0,1)%2 cc
(0,1)%

(Ag) Stationnarité :Vz € Z2, 7.#P = P ou 7,#P est la probabilité image de P par

Tz

(A3) Indépendance asymptotique : pour tous les ensembles E et F de A,
limp, 0 P(.E N F) = P(E)P(F).
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1.3

Soit d’autre part f : R? — R une fonction convexe vérifiant la condition de crois-
sance :

I, B) € RT x RT tel que af¢|P < f(€ < B(1 + [€[P) V€ € R2.

On note Z(R?) I'ensemble des pavés bornés de R?, et on définit le processus sous-
additif de parametre n € [0,70] o1 0 < 79 < %, par

S : Z(R?) x [0,m9] — LY(Q, A, P)
avec pour tout A € 7 (R?),

o —— 1
Sa(w,n) = inf { /;}\D,,(w) f(Vv)dz : v € WP (A\D,(w)), W/Avd:E = a}

ot a € R est fixé et
Dy(w) == | J hyD(wi), avec hyD(w;) := {z € D(w;) : d(z,R*\D(wi)) > n}.
ieN
On peut facilement constater que —&§ ainsi défini vérifie I’ensemble des hypotheses du

Théoréme 1.2.5 lorsqu’on considére sa restriction a I’ensemble des intervalles bornés de
R?. On en déduit donc l'existence de la limite presque stire qui suit pour 7 > 0:

. Slonp
L(77) - nEIJPOO ng (wa 77)
Comme conséquence du Théoreme 1.2.5 on obtient la continuité de n — L(n) enn = 0.
En effet, en utilisant la propriété variationnelle de la I'-convergence pour —S, on a les
limites w-presque stires

. Sonp . Sonp
lim lim =5 (w,n) = n:ggo]ngrfw 3 (W)
. S[O,nP
- e S
— L(0).

OUTILS D’ANALYSE CONVEXE.

Dans cette section, nous énongons et démontrons quelques résultats d’analyse
convexe importants pour la suite de notre travail.

On se place dans l’espace normé (RY|.|) et on se donne deux réels positifs o et 3.
Nous définissons 'ensemble Conv, g,,(RY) comme suit.
La fonction h : RY s R appartient a 'ensemble Conv, s,(R") si et seulement si :
VéE e RN

al¢” < h(C) < B+ [EP). (1.15)
Il est alors classique qu'il existe | > 0 dépendant de «, 3 et p tel que V(&,¢) € RY x RY
[R(€) = h(€)] < 1g = €11+ g~ + €. (1.16)

Les fonctions h de Conv,, 5,(RY) sont donc localement équi-Lipshitziennes.
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Remarque 1.3.1. Soit h* la transformée de Fenchel de h, il est facile de montrer que

h € Convg p,(RY) = h* € Convy g1, q(RY),

ot o dépend de j3 et q, et , 3’ dépend de « et q, q étant le conjugué de p.
Convergence dans Conv, s,(R"), des transformées de Fenchel et des sous-
différentiels

La proposition qui suit nous sera utile pour passer sous certaines conditions d'une
convergence d’'une suite de fonctions convexes a la convergence de leurs transformées
de Fenchel.

Proposition 1.3.1. Soient (hy)nen C Convy g(RY) et h € Conva g(RY) , alors

hnihghn Lo
()

[ h*gh;ih*

< S . . Iy
ot = symbolise la convergence simple, et — la I'-convergence.

Démonstration. Tout d’abord, il est clair que les démonstrations de (D et @sont iden-
tiques.
Montrons D) :

"=" Nous voulons montrer les deux propriétés suivantes
i) V& — & = h(§) < lig}rnf hn(&n)
it) I(&n)nen — & € LP(O,R?) tel que h(§) = limsup hn(&n)

n—-+o00

Soit &, — &, en utilisant les propriétés (1.15), (1.16) et la continuité de A,

liminf by, (€,) = lminf[hn () + hn(&n) — hn(€)]

n— n—oo

> liminf[h, (€) = 1|&, — &[(1 + &P~ + |€P7Y)]

n—oo

h(§).

Pour la propriété ii), il nous suffit de prendre &, = &, d’out h,, L

"&<" Soit h,, L h. En utilisant i) avec la suite &, = &,
. S
liminf ha(§) = h(€)

En combinant cette inégalité avec ii), on obtient l'existence (£,)nen — € € LP(O,R?)
telle que
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1.3.2

liminf h,(§) > h(§) >limsup h,(&).

n—+00 n——+o00

Or h, vérifie (1.16), d’ou

liminf h,(£) > h(€) > limsup hy(&)

n—+00 n——+o00

= limsup[ hin (&) + hn(&n) — hn(§)

n——+o0o

> limsup [hn(g) —1én — £/ + &P+ EPY

n—-+o0o

= limsup h,(§)

n—-4o0o

et donc, liminf h,(§) = limsup h, = h(§).

n—r+00 n—+00

Le résultat de I'-convergence (2) provient de la continuité de la transformée de
Legendre-Fenchel pour la Mosco-convergence ( cf [2] théoréme 3.18) et du fait qu’en
dimension finie Mosco-convergence et I'-convergence coincident (cf Remark 1.1.1). [

On a également la continuité séquentielle de l'opérateur sous différentiel sur
Conva 5(RY) muni de la I'-convergence. Plus précisément

Proposition 1.3.2. Considérons I'opérateur sous différentiel

Oh : Convg g(RY) — RN xRN

h — Oh.
Alors Cran
hy 55 h = oh, “T¢" on,
(cf [2])

Inf-convolution continue.

Soit f : Q@ x RY — RT une fonction A ® B(R?)-mesurable telle que f(w,.) soit
une fonction convexe et semi-continue inférieurement pour P presque tout w de Q2. On

appelle inf-convolution de f la fonction ( f f ) : RN — R définie pour tout a € RY par

(fn)@ :=inf{ | 1. x@) dpw): x e 1@, [ x@) dP(w)za}.

On doit cette définition a M. Valadier (voir [9], Remark 36 et théoreme VIII.40) On
a alors
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Théoreme 1.3.1. Si pour tout x € RY la transformée de Legendre-Fenchel f*(.,z) est P-

intégrable, alors
(f1) = [ rwire
Q
et, pour tout a € R, il existe X dans L5 (1) telle que
/ X (w) dP(w) = a,
Q

(f£)@ = | 1 x(w) ape.
Voir [31, 18].






MODELISATION 3D — 2D D’UN
MATERIAU ALEATOIREMENT
RENFORCE PAR DES FIBRES DE FORTE
RIGIDITE

Résumé :

Dans ce chapitre, on propose un modéle déterministe d’un matériau renforcé par des fibres
aléatoirement distribuées. L'épaisseur de la structure ainsi que la rigidité des fibres dépendent
d'un petit parametre . La configuration de référence du matériau s'écrit Oy o) = O x (0, h(e)),
O C R? ot h(e) tend vers 0. Ce matériau est reforcé par des fibres aléatoirement distribuées
T:(w) = eD(w) x (0, h(e)). Pour simplifier notre modele, nous supposons que les fibres sont
verticalement disposées et considérées parfaitement collées a la matrice hyper-élastique qui re-
présente le sable. Il est clair que cette hypothese est acceptable pour h(e) tres petit.

23
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Ce chapitre est préparatoire au Chapitre 3 qui va suivre. Plus précisément, nous al-
lons fournir un modele asymptotique, équivalent du point de vue variationnel, & un
matériau aléatoirement renforcé de trés fine épaisseur. Le Chapitre 3 consistera a "re-
construire” un matériau de type TexSol’™ [15, 23, 24] par "sommation" du modele
obtenu dans ce chapitre.

FIGURE 2.1 — Matériau mince aléatoirement renforcé.

On considere Oy, = O x (0,h(e)) C R3, ot O C R2 Pour e > 0 on définit I'union
des cylindres T;(w) := eD(w) x R ott D(w) := ;e D(wi) et D(w;) sont des disques
de R? aléatoirement distribués selon le processus stochastique décrit dans la section
2.1.1 qui suit, leurs centres sont caractérisés par la famille de points w = (w;);en de R?
associés a un espace probabilisé (€2, A, P). La structure fibrée O, est la réunion de la
matrice Oy \ T:(w) et des fibres Oy,.) N T-(w) (Figure 2.1). Par la suite, pour simplifier
les notations, nous n’indiquerons pas toujours la variable w.

On suppose les fibres fixées sur O. Le matériau est soumis a un chargement vo-
lumique, alors que les fibres sont soumises a une traction sur leur section supérieure.
En effet, I'enchevétrement et la tortuosité du fil dans la matrice (représentant le sable),
laisse supposer que le fil est sous tension dans un cube de Texsol, et nous conduit alors
a considérer que dans une plaque fine, le fil est soumis a une traction. Le déplacement
est donc un minimiseur du probleme (7P j(¢) (w))

1
inf {/ f(Vu)dz + — g(Vu)dzx
u€WZ P (O ey, R3) SOy )\ Te € SOy

—/ Eg.ud:c—/A Es(j).u(:%,h(e))di},
Oh(e) (Ox{h(e)})NT:

ou dans la derniere intégrale, u est a prendre au sense des traces sur la face supé-
rieure et

WP (Op), R?) = {u € WHP(Opo), R?) + u=0sur O x {0} N TE}.

Les fonctions f, g sont deux densités supposées quasi-convexes, le coefficient 2 de-
vant l'intégrale associée aux fibres, correspond a leur forte rigidité, et £., /. représentent
respectivement le chargement dans la matrice et la section supérieure des fibres et ap-
partiennent respectivement a Lv 1 (On(e), R?) et L1 (O x {h(e)},R?). Nous avons séparé
I'énergie interne de la structure totale en deux énergies, la premiere de densité f mo-
délisant I'énergie élastique interne dans la matrice Oy .)\T:(w), la seconde de densité g
modélisant I'énergie interne des fibres T (w).



25

On note . (w,.) un mlmmlseur de (P. () (w)). On étudie le comportement de la so-
lution . (w, .) defmle par Uz (w, z) = e (w, h (¢)x3), qui minimise le probleme (P:(w))
suivant

) - 1 Ou h(e) / - 1 Ou
inf h(e / Vu, ——)dzx + Vu, ——=—)dzx
ueWEI’p(O,R3){ ) O\T. A h(e) 3533) et Jonr. 91 h(e) 3953)

_ /O h(e) Lo (&, h(e)zs) udz — /(@X{l}m 0.(3).u(

c

IS
=

Q

>
-

0 =0x(0,1), WHP(O,R3) := {u e WIP(O,R3) :u=0sur O x {0} N TE}

Nous effectuons une analyse asymptotique du probléme (P.(w)) sous les conditions
p>1, h(e) =¢€P, a>0.
Pour les chargements, nous supposerons

Lo~ePL, 0. ~ebl, etbgp—1+g.
p

La condition b < p — 1+ 2 provient du Lemme de compacité 2.1.1 et représente une
majoration de la traction soumise aux sections superieures des fibres. Le cas le plus
intéressant étant celui ot b = p—1+ 7. Nous soulignons le fait que sous ces hypotheses,
les comportements limites dans les fibres et dans la matrice sont découplés dans le
probleme limite (P).

On note Y la cellule unité de R2, 'ensemble nY := (0,m)?, et f°°P la fonction de
récession d’ordre p de f (que l'on définira plus précisément dans la section suivante)
et pour tout A € M3¥2, on définit la fonction A - fooP()) = infeegs foP ((A|€)). Pour
tout s € R3, on notera fy(s) la limite presque stire lorsque n — +oco de

inf {][ foovp (Vw) dz : ][ wdi“:s}
wEW P (nY\D(w),R3) nY

dont l'existence est garantie par le Théoreme ergodique 2.1.3. On montre que uz(w, .)
converge faiblement et presque stirement dans LP(O, R3) vers u vérifiant pour presque

tout # € O (Corollaire 2.1.2)
B 1
a(@) e ofi( | L@t at).
0

ans le Chapitre 5, en vue de simulations numériques dans un cadre scalaire et lorsque
D le Chapitre 5, d lat d d 1 t1
f= % | . |?, nous précisons l'expression de la solution @(Z) sous la forme

1
T#) = A / (1) dt,
0
ol A est défini de la maniere suivante : soit U, (w, .) solution du probleme de Dirichlet

aléatoire scalaire suivant

{ —AU = 1surnY \ D(w),
U e Wy?(nY \ D(w)),
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on définit alors la suite des scalaires A, (w) := f ;- Un(w,.) d&. On montre par un théo-
reme ergodique que A, (w) converge presque stirement lorsque n — +o0 vers une limite
déterministe que 1’on note A.

Un autre fait important est que les champs 17 Uz (w, .) et Lonz 5:5“;") convergent

fortement vers 0 dans L?(O, R?). Nous perdons dongc, a la limite, des informations sur le
déplacement des fibres. On peut cependant préciser cette convergence dans le sens sui-

T p]lomT Te(w,.) ete' P~ %]IOHTE 8":53(;;’") convergent faiblement
dans LP(O,R3) vers v et 88—;3 respectivement, v étant 1'unique solution du probleme
suivant 5 5
v
———(D(g>®P)t(— ) = 0sur O,
5o (D@D (5)

v(#,0) = 0 sur O x {0},

. 1—
vant : les fonctions e

D(g>P)H () .e5 = 6P~ sur O x {1},

g Juosib=p—1+g
|0 sib<p-1+42,

ou

(°P)(s) := g>P(0,s) pour tout s € R, et § = /Q]f/ N D(w)| dP(w) représente la

fraction volumique asymptotique des fibres dans la matrice (Corollaire 2.1.2).

Ces deux comportements asymptotiques sont obtenus par I'analyse d"une conver-
gence variationnelle de type I'-convergence de la fonctionnelle énergie

_ o, L Ou MOy u
Ee(w,u) = h(e) /o\TE Ve, h(e) 8:63) ot /(9ng . h(e) 8553) o

- / L.oudr — 6_b/ lLu(z,1) dz
o (Ox{1)NT:

associée au probleme (P.(w)) (Theorem 2.1.2).

DESCRIPTION PRECISE DU PROBLEME

Définition de I’espace probabilisé

Commencgons cette étude par quelques notations. Pour tout z = (1,72, z3) de R?,
on pose i := (1, 22), on note M**? et M**? les ensembles des matrices 3 x 2 et 3 x 3
respectivement, Y la cellule unitaire (0,1)? et nY := (0,7n)2.

Soient § > 0 et A un ensemble non vide de R?, on utilise la notation :
Ag = {:c € A:d(z,R?\ A) >5}.

Pour tout ensemble Borélien A de R? ou de R?, |A] est la mesure de Lebesgue de A et
#(A) son cardinal lorsqu’il est fini.
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Dans notre probleme, les fibres étant supposées verticales, 1’aléatoire intervient
seulement par la position des centres de chaque fibre dans R?. On définit I’ensemble
(2 des centres des fibres par

Q= {(wi)ien : wi € R, |w; —wj| > dfori #j},

o 0 < d < 1. On munit 2 de la o-algebre A trace de la o-algébre produit standard
sur 2. Les bases des fibres sont définies par : D(w;) = w; + Bg/2(0) olt By/»(0) est
le disque ouvert de R? centré en O et de rayon d/2, et on pose D(w) = J;cny D(wi).
Par conséquent w + T'(w) = D(w) x R est la réunion de cylindres aléatoires de R3,
dont la base est I'union des disques disjoints D(w;) de R? centrés en w;. L'ensemble
T:(w) := eD(w) x Restla configuration de référence des fibres.

Définissons pour tout z € Z? I'opérateur de translation 7, : Q — Q par ,w = w — 2.

On remarquera que D(7,w) = D(w) — z. On suppose alors 'existence d"une mesure de
probabilité sur (2, A), vérifiant le systeme des trois axiomes suivants :

(A1) Distribution “riche ” : P< {w €eQ: Y NnDWw)| > 0}) =1

(Ag) Stationnarité :Vz € Z2, 7.#P = P ou 7.#P est la probabilité image de P par

Tz

(A3) Indépendance asymptotique : pour tous les ensembles E et F' de A,
limp,| 1o P(.EN F) = P(E)P(F).

FIGURE 2.2 — Distribution des sections a l'échelle e = 1

Remarque 2.1.1. i) La taille de la cellule Y est choisie de facon a fixer le générateur du
groupe (7;),czz2. La condition (As) signifie que les fonctions aléatoires X définies sur
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sont statistiquement homogenes dans le sens ott X et X o, ont la méme loi de probabilité,
ie, X#P = X o 17,#P. On peut traduire cela par le fait que lorsque I’on déplace notre
VER dans O la répartition des fibres est statistiquement la méme (voir Figure 2.2).

ii) Les conditions (A;) et (Ag) expriment la non rareté des fibres (voir Figure 2.2). En effet,

P ~

pour toute fenétre A =Y + z

P({w:|AﬂD(w)|>0}) = P( w:\?m(p(w)—z)|>o})

{
- P({w |V N (D(mw))| > o})
= P({

w: |V N (Dw))] >o}) =1

On remarquera que la fraction volumique / |Y N D(w)| dP(w) est strictement positive.
Q

iii) La condition (As) exprime une indépendance asymptotique : les évenements 1, E et F
sont indépendants pour z assez grand. D’apres la Définition 1.2.4 cet axiome est une
condition suffisante pour assurer I’ ergodicité de (2, A, P, (1) .cz)

iv) Considérons @ = (&;)ien la répartition des centres des disques de R? en empilement
hexagonal. Alors cette distribution est maximale dans le sens suivant : pour tout w € €Q,
Y N D(w)| < |Y N D(@)] presque stirement dans Q.

Voici comme exemple le plus simple le cas de ’échiquier aléatoire.

O Y

O ol B

@
O
O

O

Ol co
. O

O
® O

FIGURE 2.3 — Echiquier aléatoire a I'échelle ¢ = 1 avec #(%) = 9

Exemple 2.1.1 (échiquier aléatoire). Soit 0 < d < 1 comme précédemment et un
ensemble dénombrable Qp = {xk DX € Yd/z, ke N} ainsi que Q = II .72, ou

Q. = Qo + z pour tout z € Z? (voir Figure 2.3) . On munit 2 de la o-algebre A générée
par les cylindres de 2. Pour une famille (aj)ren donnée de R satisfaisant 0 < aj, < 1
et Y ,cyar = 1 on considére la mesure de probabilité jug = >, .y axdz, sur Qp et la
mesure produit P = ITczu. on (€2, A) ot pu, = pp pour tout z € Z. Il est facile de voir
que P vérifie les axiomes (A;)-(A3).
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Remarque 2.1.2. Tout les résultats qui seront obtenus par la suite pour une section de fibre
Byy2(0), sont encore valables pour une section connexe de R? quelconque incluse dans By /2(0).

On note a(w, .) la fonction caractéristique de D(w) de sorte que que 17, (,,)(z) =
lD(w)(f) = a(w, %) pour tout x € O. Grace a la Proposition 1.2.2 on a le résultat de
convergence suivant

Corollaire 2.1.1. Pour presque tout w de Q2 on a
a(w,.) = E(/ a(w,g))dg)) =10 (2.1)
v

pour la topologie o (L (O, R3), LY(O,R?)).

Hypotheses relatives aux densités d’énergies f et g.

On se donne deux fonctions quasi-convexes f et g définies sur I’ensemble M3*3 des
matrices 3 x 3 satisfaisant la condition classique de croissance d’ordre p > 1 : il existe
deux réels positifs a, 3, tels que VM, M’ € M3*3

af MP < f(M) < B(1+ M), (2.2)
idem pour g. Notons que f satisfait alors automatiquement la propriété locale-Lipschitz
|F(M) = f(M)] < €|M — M'|(1+ [MP~F + [ M) (2.3)

avec { > 0, idem pour g.

On suppose l'existence de 3 > 0,0 < v < p et une d'une fonction positivement p-
homogene £ (fonction de récession d’ordre p de f) vérifiant quel que soit M € M3*3

[f(M) = fP(M)] < B/(1+ [M[PT7). (24)
De (2.4) nous déduisons t_lgrn f(ii\/[) = foP(M). Par (2.5) et (2.6), f>P vérifie pour
tout M € M3*3
a| MP < f7P(M) < BIM[P (2.5)
et
|foP(M) — foP(M")] < f|M — M'|(|M [P~ + [M[P7) (2.6)

pour tout (M, M') € M3*3 x M3*3,
On pose A — @(A) = infeeps fOOF ((/\\5 )) qu’on suppose étre une fonction convexe

sur ’ensemble M3*2? des matrices 3 x 2.
On définit également la fonction de récession g>°* d’ordre p de g comme en (2.4) et,
pour tout s de R?, on pose

(™)) 1= _inf g7 (€ls)

et on suppose que (¢>7)*(s) = g°*(0,s). Notons que g>? est une fonction quasi-
convexe de rang 1, et qu’alors la densité (g°?)~ est convexe.

Considérons le probleme

(Pente) inf{H&h(a)(w,u)— / Loude — / i 0(&) (i, h(2))di < u € LP(O,R3)}
Ohn(e) (Ox{h(e)HNT:



30 Chapitre 2. Modélisation 3D — 2D d’un matériau aléatoirement renforcé par des fibres de forte rigidité

ot la fonctionnelle énergie H. est définie dans LP(O,R3), p > 1 par

1
/ f(Vu) do + — 9(Veu) da siu € WHP(Op ), R?)
Hs,h(a) (wa u) = On(e)\Te < Oh(e)NTe

+00 sinon

et
WEP(Ope), R?) i= {u € WH(Op0) R) s = Osur (O x {0}) N T2}

On suppose les chargements L. et /. vérifient la loi de comportement suivant : il existe
L dans LY(O,R?), I dans LY(O,R?), ¢ = 5, et b dans R tels que

Lo m L (&, 55 ) sur Oy 0
le ~ e~bl(&, h(e)) sur O NeD.

Procédons au changement d’échelle 23 = h(e)ys. On étudie alors le comporte-
ment de u:(w, &, 23) = U:(w, &, h(e)r3) ol 4. minimise (P, j()(w)). Par conséquent,
U (w, &, x3) est un minimiseur de

(P:) inf {Hs(w,u) —/ Ludr—e" /A W(Z)u(z,1)dz :u € Lp(O,R?’)}
@) (Ox{1})NT:

ou
A 1 Ou 1 Ou

——-—)dx g ? Vetl, —— xsiu 1P 3
h(a)/O\Tsf(Vu, o) drth@e [ gV s S desiu e W(O.R)

Hs(wa U) - OoNT:

+00 sinon,

Soit E.(w, .) 'énergie aléatoire totale définie pour tout u € LP(O, R?) par

Ox{1})NT=

B.(w1) = Ho(wou) — |

Lo dx — gb/ 1(&).u(z, 1) di.
o (

Nous effectuons I'analyse asymptotique de E. sous les conditions
a>0, h(e) =€P.

La condition a > 0 traduit la forte rigidité des fibres aléatoires. La condition h(e) = P
dont la justification sera donnée dans la section suivante, et imposé par la nécessaire
compacité des suites (u.).~o d’énergie finie, i.e., satisfaisant sup,.. E:(w,.) < +oo (cf
Lemme 2.1.1 dans la section suivante). L'énergie remise a 1’échelle est alors

~ 1 ou ~ 1 ou
ap/ Vu, ——) dz +5P“/ Vu, ——)dxsiu e WH(O,R?
HE(W, u) = O\T: f( ep 8373) ONT: g( epP 8.1?3) € ( )

+o00 sinon.

On effectuera donc I’analyse du comportement des fonctionnelles suivantes

1 ou

ep/ Vu, ——) dz siu € WrP(O,R?
F.(w,u) = O\T- f ep 3353) o ( )

400 sinon,



2.1.3

2.1. Description précise du probleme

et
~ 1 au 1
b~ Veu, ——) dr siu € Wa?(O,R3
Ge(w,u) = /(’)st 9(Ve ep (%US) To ( )

+00 sinon,
car H.(w,.) = F.(w,.) + Ge(w, .) dans LP(O,R3).

Onposey:=p—1+ a4 (notons que v > 0). On distinguera alors deux cas ot le
p

chargement limite est différent :

(C1) b=1;

(C2) b<n.

Le cas b < v est une condition de traction maximale relative au chargement ¢ 1. La
traction maximale est alors e~ 71.

La densité limite f.

Nous allons définir la densité d’énergie limite associée a la fonctionnelle F;(w, .) a
’aide d"un processus sous additif défini sur 1'espace probabilisé (€2, A, P) vérifiant les
axiomes (A1)-(As). Soit Z 'ensemble des intervalles (a, b) de R? engendrés par Y. Pour
tout A € 7 et tout ¢ de R3 on définit

S i(w, &) := inf {/A\D(w) For(Vw(#)) di : w € AdmA(w,g)},

Adm 4 (w, s) = {w € VVol’p(xZ1 \ D(w),Rg) : ][Aw drz =& w=0 dans AN D(w)} )
A

Notons que l'ensemble D(w) n’est pas nécessairement inclus dans A, mais que leur
intersection est presque toujours de mesure strictement positive (|A N D(w)| > 0).

Munissons 2 x LP(O,R3) de la o-algebre produit A ® B ou B est la o-algebre
Borélienne associée a la norme de LP(O,R3), il est facile de montrer que la fonction
w — S ;(w, §) est mesurable pour tout A fixé de T et tout ¢ fixé de R?. On a

Théoréme 2.1.1. Soit & € R? fixé, alors

S.,&: IT-—LYQAP)
A — SA(,g)

est un processus sous additif associé a (7.) ez satisfaisant pour tout & € R, tout A € T et
tout 0 > 0 assez petit

O3 peg—— () ’pmmm 28)

7 |(Y'\ D(@))2s

ot C(p) une constante positive dépendant uniquement de p. En conséquence, pour toute famille

réguliere (I,)nen de Z, la limite li_>m ‘S‘I’“"gw[g) existe P-presque silrement et
S ” N m[2\+
i S0l 8 o SeapG8 e fpSome (O
n—oo |1 n—0o n? meN* m2

On notera par la suite fo(&) cette limite.
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Démonstration. Montrons que Adm 4(w, &) # 0 et que S; € L*(2, A, P) en établissant
(2.8). Soit A € T fixé, et 0 < & assez petit, on considere ¢s = ps * ]l( AD)s ot le noyau
de convolution standard p; est choisi de sorte a avoir

418 = {1 sid € (A\ D(w))as,

~l0siz e R2\ (A\ D(w)). @9)

Alors,

][ . (AN D())as
s dx > —————.
A |A|
Prenons @ la distribution maximaleAde fibres dans ©. Les axiomes (A2), (A3) nous
permettent de partitionner 'ensemble A de sorte que

- A

T 0\ D))z

L

> ﬁg“‘) (7 D@))as| = |7\ D@ 2.10)

La fonction aléatoire définie par

ws (T, 3) 25%
A

appartient a Adm ;(w, £). De plus, par la minoration (2.10) et la condition de croissance
satisfaite par f°?, on a

Siw&) < / P (Vug) di

A\D(w)
el
(V\ D(@))as

IN

ot C'(p) est une constante positive ou nulle dépendant uniquement de p.

Enfin il est facile de montrer que S(&) vérifie les hypotheses de sous-additivité et de
covariance du Théoreme 1.2.4 ce qui conclut notre preuve. O

La Proposition qui suit est une conséquence de 1'estimation (2.8).

Proposition 2.1.1. La fonction fy est une fonction convexe, positivement homogene d’ordre p
et satisfait la condition de croissance (2.5) (avec la méme constante o, une constante 5 > 0
différente), et satisfaisant également la condition de Lipschitz (2.6) avec une constante L > 0
différente.

Démonstration. 1l est facile de voir que fy est une fonction convexe homogene d’ordre
p. La majoration (2.5) est déduite de (2.8), et (2.6) est déduite de (2.5) par un argument



214

2.1. Description précise du probleme

33

d’analyse convexe classique. Il reste a établir fo(&) > a¢[P pour tout £ € R3. Soit
w € Adm,_y (w,§) ona
][ w dx
ny

a][ |wlP dx
ny

< OC]ZA |Vwl|P da

nY

p
alfll = «

IN

< ][ @(@w) dx
nY

ou1 la seconde inégalité est obtenue grace a 'inégalité de Poincaré. On termine la preuve
en prenant I'infimum sur toutes les fonctions de Adm ¢ (w, €). O

Dans le cas périodique, la densité d’énergie dans la matrice, a une expression sim-
plifiée. La preuve de la proposition qui suit sera faite dans la section 2.2.

Proposition 2.1.2. Dans le cas d'une répartition périodique de fibres (i.e., celles d'un échiquier
aléatoire avec #(Q0) = 1), pour tout & € R3 nous avons

fo(€) = inf {/Y FoR(Vw) dj : w e WP (Y, R?), /Yw dj = €, w = 0sur D}

oit W#p (Y, R3) est I'ensemble des fonctions Y -périodiques de WP(Y | R?),

Enoncés des résultats

Rappelons que a > 0, p > 1, b < p — 1 4 7. On définit le sous-espace de L?(O, R?)
suivant

0
Vo(O,R3) := {v € LP(O,R?) : (,T” € LP(O,R3), v(&,0) = 0} .
3
Lemme 2.1.1 (Compacité). Soit (u.)e>o de LP(O,R?) une suite d’énergie bornée, i.e., satisfai-
sant pour P-presque tout w € €2, sup,~o Fe(w, us) < +o00. Alors, pour P-presque tout w € (2,
il existe une sous-suite pouvant dépendre de w et un couple (u,v) € LP(O,R3) x V5(O,R3)
pouvant également dépendre de w tels que :

ue — u dans LP(O,R?), et ou =0; (2.11)
Oxs
e Ta(w, g)u€ — v dans LP(O,R3); (2.12)
. Ou ov
Ta(w, 2) o = LP(O,R3); :
e Ta(w, 6)8333 o dans LP(O,R); (2.13)

Remarque 2.1.3. En I'absence de chargement, (2.11), (2.12) et (2.13) seront vérifiés sous les
seules conditions a > O et p > 1.

Pour w € Q fixé, on introduit la notation suivante pour (uc)<~o dans LP(O,R3) :

ue — u € LP(O,R3)
Ue =— (u,v) <=
e 7a(w, )ue — v dans LP(O,R?).
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Nous allons établir une convergence variationnelle presque stire (définie dans le Théo-
réeme 2.1.2 qui suit) de la suite (E.(w,.))s>0, relative a la convergence —— , vers la
fonctionnelle déterministe Ey définie dans LP(O,R3) x LP(O,R?) comme suit. Soit

o

Ho(u, v) = /@fo(U) di +91_p/o(g°o’p)L(ax3)dx si (u,v) € LP(O,R?) x V5(O,R?)

+00 sinon,

ol fo et (¢°P)+ sont les densités d’énergies définies dans la Section 2.1.3. On considere
les deux fonctionnelles relatives aux deux matériaux définies dans LP(O, R3) par

Fo(u)—/@fo(u)dfn

et
Glp/ (gOO,p)J_(aan)dg; siv € ‘/O(O,Rg)
@]

x3

Go(u) =

+00 sinon,

de sorte que Ho(u,v) = Fy(u) + Go(v) dans LP(O,R?) x V5(O,R?). On définit alors
I'énergie limite Ey par :
. Cas (C1):b=1~
Hoy(u,v) —/ L. dx — /Al.v d si (u,v) € LP(O,R?) x Vu(O,R3)
o o
EO(uv U) =

+00 sinon

. Cas (Cy):b<

Hy(u,v) — / L. dz si (u,v) € LP(O,R?) x Vo(O,R?)
@]
Ey(u,v) =

+00 sinon.

Voici notre résultat principal :

Théoreme 2.1.2. La suite d'énergie E. converge presque stirement vers Eq dans le sens sui-
vant : Il existe Q' € A avec P()') = 1 tel que pour tout w €

i) quel que soit le couple (u,v) € LP(O,R?) x Vj et la suite (u:)e>o de LP(O,R3) vérifiant
ue —=— (u,v), alors lim iélf E.(u:) > Eo(u,v);
E—r

ii) pour tout (u,v) € LP(O,R3) x Vy, il existe une suite (u:)->o de LP(O,R3) telle que
ue —=— (u,v) et limsup F.(u:) < Eo(u,v).
e—0

Corollaire 2.1.2. Notons Uz (w, .) la fonction x +— . (w, &, h(e)x3), 0it te(w, .) est la solution
du probleme (P, () et supposons que (g>P)* est différentiable. Alors il existe une sous-suite
de (Uz(w, .))e>0 (non renommée) vérifiant uz (w, .) — U presque siirement dans LP(O, R?) avec
pour presque tout T € 0,

(i) € of; (L)



2.1. Description précise du probleme

35

1
oit L(2) = / L(&,t) dt. Par conséquent, si O f;; est univalent, alors toute la suite (uz(w, .))e>0
0
converge faiblement et presque stirement dans LP (O, R?) vers u définie pour presque tout & € O
par
(i) = of (L)

De plus e "11.noUz (w,.) et f”]lTsmoai%‘:“) converge faiblement et presque sfirement

vers v et 887@3 dans LP(O, R3) respectivement, ot v est I'unique solution de

( 0 (d(goo’p)L v

_aixg ds (67%)) = 0 dans O,

v(#,0) = 0 sur O x {0},

D(g#) - ({5 = 07 sur O x {1},

ox3

En éliminant le déplacement v considéré comme variable interne nous déduisons

Corollaire 2.1.3. La suite des énergies E.(w,.) I'-converge presque stirement vers I'énergie i
zéro-gradient Fo(u) := inf { Eo(u,v) : v € Vo } définie dans LP(O,R?) par

/Afo(u) dﬁc—/Au.I_/dfc—i—Go(v)—/A lodisib=r,
]'—O(U) _ O @) Ox{1}

/fo(u)d:f:—/u.idi‘sib<’youl:0.
o o

Lorsque la rigidité des fibres n’est pas trop élevée, plus précisément lorsque a < p,
et lorsque b < 0 ou ! = 0 nous obtenons, comme le précise le Corollaire qui suit, une
énergie déterministe équivalente dans le cas plus général o1 'on remplace la condition
aubord u(z) = Osur (O x {0}) N T. par la condition u(z) = ug sur (O x {0}) N T ot ug
est une fonction donnée de W'?(O, R?) (nous pouvons méme étendre cette condition
a toute la base @). En effet avec le changement de fonction @ := u — uo, I'énergie E.
devient

o e A 1O it Tuy, 00
&wm-—h@émﬂ“”VWm@w9“+eaémﬂw”vmmawﬁw

—/ L.i dx—/ L.ug dx—eb/ la(z,1) dﬁ:—sb/ lug di.
o o (Ox{1H)NT- OreD

En utilisant la propriété (2.6) vérifiée par f et g, si a < p on montre aisément que

h(e) Oz g h(e) dx3

— / L.idx — / L.ug dx — e_b/ lLa(z,1) di — e_b/ lug di,
o o (Ox{1)NT- OneD

ott i = 0 sur O NeD(w).

Eo(w,@i) ~ h(e) /O\T £V, D0y gy 4 PE) /OHT TN B LA
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2.2

221

Corollaire 2.1.4. On suppose a < pet b < 0 oul = 0. La suite des énregies E. converge
presque stirement vers Ey dans le sens du Théoreme 2.1.2 oit Ey est définie dans LP(O,R?) x

Vo(O,R3) par
Eo(u,v) = / fo(u)dﬁ—/L.udm—/L.UOdaj
@ @ @

= FEy(u,v) — / L.ug dz,
o
Ey étant I'énergie limite précisée précédemment. Les déplacements admissibles sont alors donnés
par u + ug.

Nous utiliserons ce résultat dans le chapitre qui suit afin de procéder a la reconstruc-
tion 3D de la structure totale inititiale a partir du modele 2D obtenu dans ce chapitre.

PREUVE DES RESULTATS

Dans ce qui suit la notation C désignera diverses constantes pouvant dépendre de
w et pouvant varier dans les diverses estimations.

Preuve du Lemme 2.1.1 (compacité)

Pour la preuve du Lemme 2.1.1 nous aurons besoin du Lemme suivant déduit de
l'inégalité de Poincaré-Wirtinger.

Lemme 2.2.1. Pour tout w € Wllép (O,R3), on a presque silrement la majoration suivante,

h .
/ lw[Pde < C[Ai 1% gy 4 / yewwdx}, (2.14)
o Y N D(w)| Jont. O3 o

ot C > 0 est une constante dépendant de w et de p.

Démonstration. Dans ce qui suit C' désigne différentes constantes dépendant éven-
tuellement de p et de w. On fixe un w €  vérifiant 'axiome (A;). Considerons
w € WHP(R? R?). Par I inégalité de Poincaré-Wirtinger , il existe une constante C,, (w)

telle que
/ w — ][ w dyj
v YND(w)

Js

/ P di < 0[52][ w|P di +/ eV d:f;}. (2.15)
ey eYNeD(w) Y

S

p
di < cpw(w)/ IVl dé
Y

on en déduit

w —][ wdy| di < pr(w)/ leVwl|? dz
eYNeD(w) ey

et finalement

Par (2.15) et 'opérateur 7., w défini par 7.,w(Z) := w(Z + €z) ona

/ WP di = / el di
e(Y+2) %

0[52][ |7 w|P di +/ eV w|? dﬁu]
eYNeD(w) %

_ c[% / w|? di: + / yavw\pdﬂ (2.16)
|Y N D(w)] 5(Y+z)ﬂ€D(T_Zw) 5(Y+Z)

IN
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(5\ U&(Y—l—z) = 0 ou I; est un

zel
ensemble fini de Z2 et les cellules (Y + z),cz2 deux a deux disjoints. Par (2.16) on a

Soit maintenant w dans Wllép (O, R3). Notons que

- 1 h )
/|w|de s ¢ Z/ / Iw!’”d:c+/ ‘€Vw‘pda:]
© " z€l. |Y N D(W)’ 0 Je(Y+2)NeD(r—,w) o

< of—— wl? dm+/ ’aﬁw’pdx]
HY N D(w)| Jonrt. o
] ) A

< O ow dx+/ V| dz), (217)
L ‘Y N D(w)| ONT- Oxs o

p

la derniere inégalité étant obtenu par l'inégalité de Poincaré. En effet, puisque w = 0
0
Y1 da.

sur Iy,
/ |lwlPdzx < h/ —
ONT: ONT: Ox3

D’ot le résultat. ]

Démonstartion du Lemme 2.1.1. Fixons w dans le sous-ensemble de 2 de probabilité 1
sur lequel 'axiome (A;) est vérifié et considérons une suite (u:).~o € LP(O,R3) telle
que sup,~g E-(w, u:) < +oo. Par I'inégalité 2.14 du Lemme précédent, les conditions de
croissances vérifiées par f et g, et le fait que vy > Oeta > 0,0on a

. P _ T
/ lucslPde < C |ue|? dx + C'Ep/ ‘Vus dx + CeP a/ Vue| dx
o OonT: O\T: onT;
Oue |? - -
< C Ue dx+C’6p/ ‘Vugpd:chCsp_a/ ‘Vugpdq:
ont. |03 O\T. onT-
Py
< C?Hg(ug) + CH.(ug)
< CH(ueg). (2.18)
’ re o 2 ey s VP 1
D’autre part, par I'inégalité de Young st < ;sp + Wtq avecs > 0,t > 0,etv >0
convenablement choisis plus loin, et notant que
O P
[ wewopass [ 125 a
OneD ont. | 93
et que b > v, nous déduisons
H.(w,u;) < C+ / L.ug dz| + /A e b, di
o OneD
1 VP 1 .
< C+— | |[L|%de+ — | |uePde+— 1|7 dz
vt Jo P Jo qv? Jnep
P
L[ oy,
p ont. |03
VP vP
< C+ / |ueP dz + — H.(w, ue) (2.19)
P Jo ap

et donc

VP VP P
(1- a—p)Ha(w,uE) <C+ 2 Jo |ue|? d. (2.20)
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2.2.2

Par conséquent, en combinant (2.20) avec (2.18),

uPder < C+C/ u:|P dx
/| i 6(v) O\T| |

1 .. . vP 1
ol 0(v) := ——. En choisissant v assez petit de sorte que C —— < —, nous obtenons

- Z—; (v) 2
/ lus|P dx < C, (2.21)
o
d’ ol, pour une sous-suite, u. converge faiblement vers une fonction u dans L?(O, R3).

De plus les majorations (2.20), (2.21) nous donnent H.(w, u.) < C et donc, par coer-
Oue pd:): + s_m/ Oue "
Oxs onr. | 0T

civité de f et g,
g P /
O\T.
P
Py / Oue
ont. |0

s_m/ luslP dx < C.
OoNT:

d’oti 'on déduit aisément (2.11), (2.12) et (2.13). O

dz < C; (2.22)

3

dx < C,

3

Preuve de la limite supérieure Théoréeme 2.1.2, ii)

Dans cette partie, nous allons établir la borne supérieure (ii) du Théoréme 2.1.2.
Proposition 2.2.1. Il existe un ensemble Q' € A de probabilité 1 tel que pour tout couple
(u,v) € LP(O,R3) x Vo(O,R3) et tout w € ' il existe une suite (us(w))e>o dans LP(O,R3)
vérifiant

ue (w) =— (u,v)
Ep(u,v) > limsup E.(w,us(w)).

e—0

Démonstration. Pour toute suite (u.(w))e>o vérifiant u.(w) —— (u,v), il est facile de
voir que

/ L.udx + /A lv dz quand b = v,
lim [ L.u(w,z)de4e? /A Lug(w,&,1)di = ¢ 79 Ox{1}
/o (Ox{1hHnT= / L. dzx quand b < 7.
o

Il nous faut alors rechercher une suite (u.(w))e>( vérifiant

us(w) —=— (u,v)
Ho(u,v) > limsup H.(w,us(w)).

e—0
Nous procédons en trois étapes
Etape 1. On suppose que (u,v) € CH(O,R?) x (Cl (O, RNV, (O, R3)) et on va établir

l'existence d’un ensemble (Y, avec P(€)') = 1 et de sorte que pour tout w € (¥, il existe
une suite (ue(w))eso de LP(O, R3) vérifiant u. (w) —— (u,v) et

lim F( (w) / fo ) dz
e—0
lim G, ( (w

e—0
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Soient n € QT (que l'on fera tendre vers 0 par la suite) et (an)le 1, une famille de
cubes de R? inclus dans @, deux a deux disjoints et de diametre 7 tels que

O\ | Q| =0

i€,

Soit z, := Z u(®;y)1g,,, oz, est arbitrairement choisi dans Q.- La fonction u étant
i€l
Lipschitzienne sur O, il est clair que z, — u dans L?(O, R?) quand n — 0.

Pour tout i € I,), et pour n € N* fixé, on considere la fonction admissible w; »(w, .) €
Adm, ¢ (w, u(Z;, n)) et la fonction &; , (w, .) € C°(nY \ D(w)) vérifiant

/ ) FOP(Vwi (W, 2), &in(w, £)) dit = inf { / JRR(Vw) dy : w € Adm o (w, u(ﬁ:im))} :
nY\D(w) nY

Nous prolongeons w et ¢ par covariance sur tout R? en posant :
Wi (w, &) = wip(Tow, & —2)siz € nY + z, z € nZ?;
§~i7n(w, z) =& n(rw, @ —2)six € nY + z, z € nZ?.
Les fonctions w; ,, et ém vérifient alors : W; »(w, & + 2) = W; (7w, T) et §~,~7n(w, T4 2z) =
&in(Tw, &) pour tout z € nZ. Pour faciliter la lecture, on ne notera pas systématique-

ment la dépendance en 7, et nous noterons encore w; ,, et &; , ces deux fonctions ainsi
prolongées. Par la Proposition 1.2.2, on a presque stirement quand € — 0

fw7p(vwi,n(w, g)a gi,n(w’ g)) = E . foo’p(vwi,n(wv jj)a gi,n(wa j)) dz
ny
S n 5 Ai
_ glonplulfia)) (2.23)
n
et

winw D) =B win(,) dy = (i), (224

nY

Soit (0;,5)ic1, une famille de fonctions qui localise la famille (an)ze I, avec t; s —
L, quand 6 — 0 (on rappelle I'omission de la dépendance en 7), et considérons la

fonction suivante de W'?(O, R?) :
. & . &
Us e (W, T) *8 v—i—ZH“; [wm w, —)—1—5 ngi,n(w,g)].
i€ly

Remarquons que dans cette construction, le dernier terme Correspond aux suites re-
couvrantes classiques en analyse asymptotique 3D-2D dans la formulation Plagues en
Membrene, alors que les autres termes correspondent a ’homogénéisation.

1
On a alors us . = 55% dans O N T.(w), et
lim lim ws,, - (w, .) = 2, faiblement dans L?(O, R?)

0—+0e—0 . (225)
lin% e Ta(w, E)u(;,n,g(w, .) = v faiblement dans LP(O, R?).
e—
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Soit 2y l’ensemble de probabilité 1 formé des éléments w € € pour lesquels
a(w,=) — 6 pour la topologie o(L>(0), L'(0)) et notons €, ,,, 'ensemble de pro-
babilité 1 constitué des éléments w € 2 pour lesquels (2.23) et (2.24) sont vérifiés. On

pose
=) () [ Qimn .
neN* neQ+icly,
)). Pour alléger les nota-

Pour toute la suite nous fixons w € €’
On cherche a estimer F;(w, usn.c(w,.)) et Ge(w, Uusne(
tions on ne notera plus la dépendance en w dans cette partie. Sur O \ 7 on a
v 1 +1¢ x p—1 x
Vugnel) = 2 V0(@) + Y 015(8) [ Viin(w, 2) + a5 Vein(w, )]
6 € €
i€l
- R z -1 z
+Z€vez 5(%) |iwz,n<w77) te x3£i,n<w77):|
iely €
= 0() + > _ 0is(2)Vwin(w, =)
i€l
et
9 _pLué,n,e (%’) = 1 7+1—p + Z 0; 5 gz n A)
(9.1‘3 (9 !
i€ly
z
él n g)

= +2916

icly

Ous
FUbne 2) da

ot O(¢e) peut dépendre 1, n, et § et lim._,o O(e) = 0. Par (2.4), (2.6) et (2.23) on déduit
f ﬁu&n, s e~
/o\:rg () ( © Oz3

p— 1 p
el uane) = e
. 0
= lim foo’p(gvuénsvglipM) dx
e—0 O\T: (w) Y 81‘3
_ . I T .
= ;I_If(l) Hzafoovp(vwi,n(wa g)v fz,n(g)) di
il Y Qin
S w, u(Z;
i€l, ) Qin "

Grace au Théoréme 2.1.1 nous obtenons alors

i Jom, i Pl usn
/ fo(z) dz,

et par passage a la limite lorsque n — 0

lim lim lim lim F;(w, usne) =
n—0§—0n—00e—0 o)

(2.26)
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D’autre part, sachant que v = p — 1 + 7 et que ¢g°>" est positivement homogene
d’ordre p, on obtient
lim Ge(w, uspe) = limel™* g(s’y Vu,e)~ plﬁ) dx
0 € 9 sN,E 50 OQTE 0 0 3333
1 Ov

= 1 7p p —_—
;g% Ong (e QVU 09 3)alsn

_ .9/ (0, 1@)dag:ao(v). (227)

En combinant les estimations (2.25), (2.26), et par un argument de diagonalisation ! on
obtient I'existence de € — (n(e), d(e), n(e)) vérifiant

U,E(OJ, ) = un(s),ﬁ(s),n(s),s(w7 ) B (u7 ’U)

lim H, (w, ue(w,.)) = / fo(u(z)) dz + Go(v).

e—0 10)

ce qui conclut I'étape 1.

Etape 2. On se fixe un couple (u,v) € LP(O,R3) x V5(O,R?) avec v € C}H(O,R?) et
on montre que pour tout w € ' il existe une suite (u-(w))e>0 de LP(O,R?) telle que
Ue(w) =— (u,v) et lir% H.(w,us(w)) = Ho(u,v).

E—

Considérons u,, € C}(O,R?) convergent fortement vers u dans L?(O, R?) telle que

i / folun) di = / folw) di

De létape 1, il existe u. ,(w,.) convergeant faiblement dans LP(O,R3) vers u,, lorsque
e — 0 tel que

A By Ao ten( ) = | 1oul@) d6 + o),

On conclut une nouvelle fois par un argument de diagonalisation.

Etape 3. Quel que soit le couple (u,v) € LP(O,R3) x Vu(O,R3) on montre que
pour tout w € € il existe (u.(w))e=o dans LP(O,R3) tel que u.(w) —— (u,v) et
lim He(w, ue(w)) = Ho(u, v).

e—
Soit v € V5(O,R?) par relaxation, on obtient 1’existence d’une suite ({,,)nen dans

CL(O,R?) convergeant faiblement vers 88 dans LP(O, R3) vérifiant
3

. 00,p\L 1 _ oco,p\L lﬁ T
im [ () o) = /O () () (2.28)

n—-+o0o
x3
:/ Cn(Z, 8) ds
0

Alors v, € Vp(O,R3) NCHO,R3), v, — u dans LP(O,R3) et

. 1 0w,
i 0 [ (7 (552 = Golo).

n—-4o00 o)

Pour tout x € O posons

On conclut alors cette démonstration en utilisant 1’ Etape 2 ainsi qu’un argument clas-
sique de diagonalisation. O

1. On peut facilement vérifier que uy,s5,n,c(w,.) et € "a(w, 2)uy,s6,n,c appartiennent a une boule fixe
B(0,7) de LP(O,R?). De plus, la topologie faible de LP(O,R?) induit une métrique sur les ensemble bor-
nés, d’ot1 la diagonalisation possible.
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2.2.3 Preuve de la limite inférieure du Théoréme 2.1.2 i)

Cette partie est consacrée a 1'établissement de la limite inferieure (i) du Théoreme
2.1.2.

Proposition 2.2.2. Pour toute suite (uc)e>o telle que u. —— (u,v) ona

Eo(u,v) < liminf B (w,u.) (2.29)

e—0

P-presque stirement pour w € 2.

Démonstration. On suppose que lim i(I)lf E.(w,us) < 400 sinon la preuve est triviale. Il
E—

nous suffit donc de prouver que pour P-presque tout w de (2,

Fo(v) < hran_}élfF( Ue) (2.30)
Go(u) < hlén_gélfG( Ue). (2.31)

En effet par le Lemme de compacité 2.1.1, on a facilement

/ L.udx + / l.v dz lorsque b = v,
1) Ox{1}

lim [ L.aue(w,z)dz+e® /A Lue(w,,1) di: =
Ox{0})NT: / L. dx lorsque b < 7.
@]

e—0 @)

Preuve de (2.30).

Puisque sup, . F:(w,u:) < +00, de (2.22), on obtient I’existence d"une constante C

telle que
e / ‘wg " dz < e, (2.32)
OoNT:
P
/ Oue ™ 4 < 02 (2.33)
ont. |03

D’autre part, par le Lemme de compacité, Lemme 2.1.1, il existe une sous-suite vérifiant
lonr.ue — 0 dans LP(O,R?), et donc

1o\ e = u: — lonrus — udans LP(O,R?). (2.34)
On utilisera (2.34) dans la derniere étape de la preuve.

Par la condition de coercivité (2.4) vérifiée par f et g, ainsi que par les majorations
(2.32), (2.33), il est facile de déduire

1 Jue Ou,
ep 8563

- 1
liminfsp/ f(Vua,—%)da: = hmlnf&p/ f(Vue, )dx
O\T.

B eP Jxg

> liminf / foovp(sﬁug)dx
e—0 O
Soit zq fixé dans O et Q,(xo) := S,(Z0) x I,(x0,3) (on ne notera pas toujours la dépen-
dance en z( pour facilité la lecture). Pour établir la majoration (2.30), par un argument
classique de localisation, il nous suffit de montrer que pour presque tout xy dans O,

p—0 =0

lim liminf][ For(eVau.) dz > fo(u(zo)). (2.35)
Qp(mo)
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Soit 0 < 6 < 1 destiné a tendre vers 1 et (1.)s = cDs(w) x (0,1) out Ds(w) =
Uien(wi + 35 d (0). On note A — S 1(w,5,6) le processus sous-additif introduit dans
la Section 2.1.3 ott D(w;) est remplacé par le disque Dj(w;) = w; + B 54 (0) et notons
Adm 4 (w, s,0) I'ensemble admissible associé. On note C; , le plus petit cube de Z conte-
nant %Sp. Notre stratégie consiste a construire a partir de u. une fonction z. de moyenne
flp z(#,z3) drs appartenant a Admg, ,(w,u(zo),d) et dont le gradient diminue asym-
totiquement 'énergie a gauche de 'inégalité (2.35). Dans les quatre étapes qui vont
suivre, pour simplifier les notations, nous n’indiquerons pas la dépendance en p pour
les diverses fonctions de Sobolev successivement construites.

Premiere modification. Ici on tronque la fonction u. en une fonction de Sobolev véri-
fiant u. s = 0 dans (7;); et

—_— A —_— A p’y
][ 1o 1. [oP(eVue) dx > [P (eVue5) de — [ c > T 5“] (2.36)
Qp Qp (1 — (S)
En effet considérons ¢ dans C}(S,) vérifiant :
¢ = 0dans eDs
¢ =1dans S, \ eD
1
Vel < EEEDE
et posons u. s = ¢u.. On obtient
Joob(eVue5) di = / FooP(eVu,) di + / FooP(eVu, 5) di
Qp Qp\T: (Te\(T2)5)NQ)p
< / f/O‘TP(E@uE) di + eP ’@ua g dz
p (Te\(T2)5)NQ)p

.
(L= 0P Jir\(1)5)nQ,

+5

lucl? di.

D’ot, grace a I'inégalité de Poincaré et (2.32), (2.33),

ol
(1—o)

/ TR (Vu 5) die < / P TR (VL) dis + B [ + 5“] .
P p
On a alors (2.36).

Seconde modification. En utilisant la méthode dite du " slicing" de De Giorgi (voir
[3], preuve de la Proposition 11.2.3), il existe n(c) — 0%, n(¢) > &, un n(e)-voisinage
Vn(e) C Q, de 9Q,, et une fonction de Sobolev . ;5 réguliere sur 05, x I, égale a u, ;
dans @, \ Vn(e), vérifiant

For(eVuss) de > f 7oV de— SO o 2.37)
Qp QP

ot C'(p) est une constante positive dépendant seulement de p, lim._,or-(p) =0etv € N
est le nombre de tranches décomposant V'7)(¢) et destiné a tendre vers +oco. Notons que
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la fonction . s reste égale a 0 dans (7%); puisqu’elle est de la forme ¢, .yu. s pour une
fonction de troncature appropriée ;..

Troisieme modification . Nous modifions . ;s en une fonction de Sobolev w; s de sorte
que

w5 = 0dans (1t)s5, w.s = 0surdQ,, ][ we 5 = u(xo)

Qp
et

p
FooP(eViie 5) da > ][ FoR(eVuw, 5) dx — C . (2.38)
Qp p

u(xg) — ]é 1Q,\(12)sUe,s dy

P

En effet, il suffit de considérer

_ (0 ][ .
We 5 = Ue 5 + Fo b <U($0) o, Q\(T2)5 Ue.6 y)
ol € CH(Q,) vérifie = 0 dans T, ¢ = 0 sur 9Q,,, [Vi)|eo < g et Y] < C.

Derniere modification. En combinant les estimations (2.36), (2.37) et (2.38) on obtient
I'inégalité

o, f/“ﬁ(s@ug) de > o, @(E@w&(g) de — f [(1 E_mé)p + 5“] — % —r:(p)
P

- C

u(zo) — ]é 1o,\(T2)5Uz0 Ay

P
Posons 2. 5(y) := w. s(cy). Le changement d’échelle d’ordre 1 donne

o0,p > o0,p — a —_—_—
T dr 2 f)  FR(Veg) do B[(l_ 7 +e] L~ re(p)

Prolongeons 2. s par 0 dans R? \ 1S,. Nous obtenons alors la fonction Z 5 définie par

= |Cg,p

55(8) = 1][ o5y s) das
|ESP‘ I,

appartient a Admc, ,(w,u(zo),d). Par conséquent, en utilisant 1'inégalité de Jensen et
I’'homogénéité d’ordre p de > on obtient

Toop(~T Cepl\pSc.,, (W, u(xo), d) [ el ] C(p)
Sh(eVu) dr > (122l - ) it
o ST e 2 (g e Pla=ap to] - T
p
—-C U(%)][Q Lo \(12)sles dy (2.39)

p

Il est clair que de (2.34) on a pour presque tout xy de O

P
Iim lim lim =0.
p—06—1e—0

u(zo) — f@ Lo, \(12), e, dy

P
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Or,
lim ’Cg P |

=1
a—)O‘ S’

par conséquent par les Théoréemes 2.1.1, et 1.2.5 (voir également 'exemple 1.2.2 dans le
Chapitre 1) , on obtient pour P-presque tout w € 2 et pour tout p > 0

Sce,p (w7 U(l’o))
0—1e—0 ‘C€7p| e—0 |Ca,p’

= f() (U(IL’())) (240)

En faisant successivement tendre e — 0,0 — 1, v — oo et p — 0 dans (2.39), on a pour
P-presque tout w € 2 et pour presque tout zg € O,

lim lim inf @(5Vua) dx > fo(u(xo))
p—0 =0 Q,

ce qui termine la preuve.

Preuve de la borne inférieure (2.31).
On se fixe w dans 1’ensemble 2" de probabilité 1 obtenu par la Proposition 1.2.2.
Nous affirmons que lim iélf Ge(us) < +oo. En effet, par le principe de dualité de
E—r

Moreau-Rockafellar on a pour tout ¢ dans LI(O,R) :

A A 1 .
liminf G.(u:) = liminf Epa/ a(w, E)goo’p(Vue, —al)dx
e—0 )

e—=0 £ eP Ox
Z Ju
> 3 3 _ Oova— - €
> gt [ ot N s
z 5 Ou z
> .. “No. € _ i oo,p\L,*
> llggglf< [ ot Do e = [ aw. D) (o))

= / b gdn =0 [ (7))
[ 3o~ [ (=) @)

En prenant le supremum sur toutes les fonctions ¢ de LI(O, R3) nous avons

liminf Ge(us) > 6 sup [ 1¢ﬁd —/( Oo’p)L’*(ﬁb)de]
e—0 @]

¢eLI(0) 0 &%3
1 ov ov
— oo.p) — pl-p oco,p\L F¥
0 [ ) Gamde =07 [ (=) (s
ce qui complete la preuve. O

Preuve du Corolaire 2.1.2

En appliquant la propriété variationnelle de la convergence établie dans le Théo-
reme 2.1.2, par un calcul simple des équations d” Euler associées au probleme de mini-
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2.2.5

misation, on obtient min { Ey(u, v) : (u,v) € LP(O,R?) x Vo(O,R?)} :

1
Ofo(@(#)) 5 /O L(, s) ds,

9 1dg™>P)t  ov B
e < ds ((%vg)) =0 dans O,

v(2,0) = 0 sur O x {0},

D(g%%) (22 ).e5 = 0P sur O x {1}.
I1 nous suffit alors d’utiliser la propriété des sous-différentiels suivante :

a* € 0fpla) < acafi(a”).

Preuve de la Proposition 2.1.2

Démonstration. Clairement A — S est un processus déterministe et grace a la périodi-
cité de la répartition des fibres, la propriété de covariance devient S; . = S; pour tout
z € Z?.On a donc

<S(°’”>2 (©) ) . (2.41)

Fixons ¢ € R3. Nous établissons dans un premier temps l'inégalité

fo(€) > inf {A FoR(Vw) djj - w e WP (V,R), /Yw dj = €, w =0 sur D.} (2.42)

Soit n € N* fixée, v € Adm, ¢ (§) quelconque et w4 solution du probleme de minimisa-
tion

min{/ @(Vw)dg):wGW#p(Y,Rg),/wd@zf,szsurD}.
1% 1'%

Notons A le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte [, w dj = £ de l'en-
semble admissible de (2.42), I'équation d’Euler du probleme (2.42) s’écrit

—div (9f>P)(Vws) = Awy dans V',
wy € WP (V,R?), (2.43)
ff, wudy = §.
Le prolongé par périodicité de w4, encore noté wy vérifie alors
—div (8@)(Vw#) = \wy dans nY,
wy € WP (nY,R3), (2.44)

Fuy wd = €.
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Par inégalité sous-différentielle, nous avons 2

f CFRR(V(a))dr > [oP(Vwy(x))d + f O (Vg (2)).(Vib(z) — Vwg(z))de
ny ny ny

= [ FoRVuwp@)do+ f 0T (Vg @) (T(2) — V() do.

Afin d’établir I'inégalité (2.42) il nous suffit de montrer que le second terme du membre
de droite est nul. Par intégration par partie nous avons

][Y OF =P (Vwy(x)).(Vi(z) — Vug(e)de = — f div(DfP(Vwy (2))).($(x) — wy(z))de

v
+ ][ A 8@(Vw#(x))y.(w(x)—w#(x))dx
o(nY)

ot v est le vecteur unitaire normal sortant de nY. Comme 0 f P (Vwy(x)).v est antipe-
riodique on a

F o OF R (Tug@)le) - wi(a))do =0
o(nY)

D’autre part, en utilisant (2.44), le fait que ¢ € Adm,_; (£), et la périodicité de wy nous
avons

F_ div@F = (Vuy(@)-(0e) — wp@)de = | Abla) - wpla))do
ny ny

= ][ Ap(z)dx — ][ A wy (x)dx
nY nY
= M- AL

D’ou I'inégalité (2.42) voulue.

Nous allons établir I'inégalité

fol€) < inf {/Y FoR(Vw) djj - w e WP (V,R), /{/w dj = €, w = 0 sur D} . (2.45)

Soit w4 solution du probleme de minimisation

min{/ FoR(Vw) djj : w € WP (Y, R), /
Y

wdy =&, w:()surD}. (2.46)
v

Prolongeons comme précédemment la fonction wy par Y-périodicité dans tout R%. On
obtient alors une fonction encore notée wy dans W, ?(R2, R3). Pour tout n € N, et pour
tout 2 € R?, on pose wy,(£) := wy(ni).

On utilise maintenant le résultat de la Proposition 2.2.2 : pour tout u € LP(O,R3), et
pour toute suite (u.).~o telle que u. — u dans LP(O,R3), on a

/fo(u)dfc < liminf @(EVug)dx.
6] =0 JO\T.(w)

2. Pour alléger les notations, on note abusivement 8f/°‘§’(Vw# (x)) pour désigner un élément de 'en-
semble 9 f°°?(Vwy(x))
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Nous utilisons cette estimation avec

1 .
e=—, O0=Y x(0,1), w, =ucetu=¢.
n

Il est clair que la périodicité de w,, entraine la convergence faible w,, — f;, wy = £ dans
LP(Y x (0,1),R3). Puisque w, = 0 dans D, nous obtenons donc,

e—0

1
/fg(u)dizfo(g) < liminf/ /@(Ian(@))d@dx3
Y
= hmlnf/foovp Vwy(nz))dz

Le changement de variable nz = y donne alors

fol) < Tminf / =5 (Vwy (y))dy
3
= hmlnf / [P (Vwy(y))dy
- /Y F7(Vuy (4)dy
ce qui termine la preuve, puisque la fonction w4 est un minimiseur de (2.46). ]

Les preuves des Corollaires 2.1.3 et 2.1.4 sont immédiates.



RECONSTRUCTION 3D DE LA
STRUCTURE INITIALE.

Résumé :

Notre stratégie de modélisation d'un matériau de type Texsol, consiste dans un premier
temps a décomposer notre structure O en n plaques suivant la direction x3. Puis on applique a
chacun des sous domaines le résultat d’homogénéisation obtenu dans le Chapitre 2. On obtient n
problemes 2D d’'un matériau homogene. Dans ce chapitre, nous reconstruisons notre structure
3D en “recolant” ces n problemes 2D et nous passons a la limite en n de maniére variationnelle.
On obtient ainsi un probléme limite homogene et déterministe équivalent.

Discrétisation
de la structure
suivant Oz

Ohe)n

Passage du 2D vers le 3D
sur chaque "étage"

Passage 3D-2
par une analyst
Variationnelle (@)

(I'-convergence "
> —
Superposition
des différentes plaques

FIGURE 3.1 — Stratégie de modélisation variationnelle.
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Chapitre 3. Reconstruction 3D de la structure initiale.

3.1

CONTEXTE

On suppose que f et g vérifient toutes les hypotheses du Chapitre 2 et on notera
encore g la fonction (g°?)L. On consideére le domaine @ := O x (0,1) de R? dont la
base est @  R2. On divise O en n plaques suivant z3, plus précisément on décompose
O de la maniére suivante :

or0x (U440

Comme pour le Chapitre 2 on peut supposer que les fibres sont verticales dans
chaque tranche. A chaque niveau 3 les sections des fibres sont aléatoirement réparties
dans le plan horizontal comme précisé dans le chapitre 2, et avec une probabilité dé-
pendant éventuellement de x3 et que nous noterons P,,.

Sur le champ de mesures x3 — P,, nous faisons '’hypothese suivante : pour toute
variable aléatoire X € L%,xg (Q), l'application z3 — [, X (w) dP,,(w) est continue de
(0,1) dans R. Remarquons que cette hypothese entraine la continuité de la fraction
volumique asymptotique des fibres, i.e., la fonction ¢ définie par

25 > O(x3) = / ¥V 1 D(w)| dPs,
Q
est continue sur (0, 1).

Le matériau est soumis a un chargement L, (x3) vérifant sup, ey [|£n || oo r3) < +00
(onpose 1 := £P). On suppose de plus qu'il existe L € W (O xR, R?) tel que L, () ~
nL(Z,nx3).

On obtient alors par le Chapitre 2, pour chaque domaine O x ( Z;(l) } kb D un

probleme limite 2D déterministe variationnellement équivalent. Dans la section sui-
vante, par sommation, nous proposons pour le matériau occupant O une énergie dé-
terministe et discrete par rapport a la variable 3. Avant cela précisons les notations
suivantes :

§|
—_
ol

u € Steps n(O,R?) & u(x) = u(z, E)l[k k+1[(.’,13'3)
0

u(. By e (0, 0 =0 Yy,

£
Il

On définit la densité d’énergie suivante pour tout s € R3 et tout z3 € R :

S(0,mp2 . S[0,m2
fo(zs,s) == mf E., > (w,s):= rr}Iell{!* /Q . (w, $)dP 4, (w),
o S est le processus défini dans le Chapitre 2.
La connexion entre les plaques est faite par l'intermédiaire de la fonction wy_; défi-
nie par
_ JofpE L@, E))ysik=1,...,n,
" )osik=—1,
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Notons que pour k > 1, la fonction w;_; est solution du probleme 2D limite relatif au
domaine Ox|k= k=2 bl ad]acent au domaine Ox] k=Ll kT et que _y = 0 signifie que
le corps est fixé a sa base O x {0}. Pour notre modélisation, nous avons besoin que
ty, € WP(O,R?) (cf corollaire 2.1.4). Pour cela, nous supposerons que f est donnée de
sorte que f§ vérifie pour tout s € R? : s — fi(z3,s) 2 fois différentiable et il existe une
constante C' > 0 telle que

|(£6)® (w3, 5")]
(

ot1 C' est une constante positive dépendant de 3’. Par conséquent, nous avons

C|s*|972 (3.1)

<
< CL+[s"1*71)

L
/|Vuk Wi < C 1+/ Lz, ) 1>p|a (i, ﬁ)v)d@}
TL n
k
< Cl+/|L —\qu
n
k+1
< Cl+// \L(i,t)|thdi]
- OJk
< C 1+/ |£n(a;)|qozx} < +o0,
- O

d’ow, @, € W'P(O,R3).
On peut donner comme exemple de fonction f telle que f; vérifie cette condition
de differentiabilité toute fonction f vérifiant les hypothéses du Chapitre 2, telle que

fo2(s) = B|s|? (avec B € R). Pour une démonstration, nous renvoyons au Chapitre 5
Proposition 5.1.1.

DESCRIPTION DU PROBLEME DISCRET

Dans le but de reconstruire une structure 3D par "recollement” des n problémes
2-dimensionnels obtenus dans le Chapitre 2, nous somme amené a considérer I'énergie
discrete suivante définie dans LP(O, R3) (cf Corollaire 2.1.3 et Corollaire 2.1.4) :

3\??‘

By (u) = /fo x% i”x‘/ﬂf’@ .

+oo sinon.

ou
k k
E/l— — L , — JUg—1di.
n n

Il est commode de donner une expression “continue” de l'énergie E,,. Pour cela

) d:n) — Ry, siu € Steps ,(O,R?)
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3.3

nous posons :

n k : k41
fO ($378) = fO(ﬁvs) S1x3 € [77 n [a
~ k . k k+1
0(z3) = 9(5) sizz € [ﬁv - [,
k k k+1
") = L(3,~) s u
(x) (.’L’, n) SI I3 € [ ) n [a

On a alors I'expression "continue" de F,

gy = | [ Fotesntonas = [ E@).ate)de - R sin € Steps (0.1

+o00 sinon.

On vérifie aisément que la fonction fJ' satisfait la condition standard de croissance
d’ordre p > 1 uniforme en x3 suivante : il existe deux constantes positives « et 3 in-
dépendantes de n, telles que pour tout ¢ de M3*3

al¢P < fi(xs,¢) < B+ [¢[P). (3.2)

Pour tout x5 fixé de (0, 1), on remarquera grace a la Proposition 2.1.1 du Chapitre 2 que
fo vérifie la propriété de type Lipschitz

|folws, s) = folzs, s)| < €ls — 8|1+ [slP~" + [s'[P7T) (3.3)

pour tout (s, s’) € R? o1 £ est une constante positive indépendante de z3. On supposera
d’autre part, quitte a prendre sa fonction de récession, que g est une fonction positive
homogéne d’ordre p.

CONVERGENCE DU PROBLEME DISCRET

Pour toute fonction bornée h : RY — R nous introduisons maintenant ses approxi-
mations inférieures et supérieures A-Lipschitziennes.

Lemme 3.3.1. Soit h : RY — R bornée et semi-continue supérieurement et \ > 0. Alors la
réqularisation h* définie par

W\@) = sup {A(t) — Ale — ¢}
teRN

vérifie les propriétés suivantes :
i) |hM(z) — hMa")| < ANz — 2| por tout z et tout 2’ de RN ;

ii) h < het (h’\) A>0 est décroissante ;
iii) limy_, o0 h* = h.

Soit h : RN — R bornée et semi-continue inférieurement. Alors la réqularisation (de Baire)
hy définie par
ha(xz) = inf {h(t) + Nz —t|}
teRN

vérifie les propriétés suivantes :
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)" |ha(z) — ha(2')| < Nz — 2| por tout x et tout 2’ de RY ;
ii)" h > hy et (hy)x>0 est croissante;
ii1)" limy_s o0 hy = h.

Démonstration. Nous démontrons seulement i), ii) et iii), les preuves de i)/, ii)’ et iii’)
s’en déduisent en posant h = —h (Voir aussi [3] : Théoréme 9.2.1 pour une preuve
directe).

De l'inégalité triangulaire |z — t| < |z — 2| + |2’ — t| on déduit

h(t) — Mz —t| > h(t) — Mz’ —t| — Az’ — 2|
et donc en passant au sup en ¢
P ) > b ') — Mo — 2|

d’ott K (z) — kN (2') > — |z — 2'|. En faisant jouer des roles symétriques a = et 2’ on ob-
tient b (z) — h*(2') < M|z — 2| ce qui prouve 'assertion i). L’assertion ii) est immédiate.
L’hypothese de semi-continuité supérieure sert uniquement dans la preuve de iii). En
effet, nous avons déja, sans hypothese sur h,

W >h = lim h’x)> h(z).
A——+00

Soit d’autre part ) > 0 vérifiant e, — 0 lorsque A — +oo et considérons ¢, vérifiant
pM(x) < h(ty) — Nz — ty] + . (3.4)

Par le fait que h est bornée on déduit

et donc ¢y, — z. On déduit alors de (3.4) et de la semi-continuité supérieure de h

lim hMz) < limsuph(ty) < h(z)

A—r400 tx—T
ce qui termine la preuve du lemme. O

Par la suite, nous aurons a appliquer ce lemme a la fonction h = fy(., s). En effet
nous avons les résulats suivants (Lemme 3.3.2 et Lemme 3.3.3), de type Lusin, compen-
sant le défaut de continuité de x3 — fo(., x3).

Lemme 3.3.2. Pour tout s € R3 fixé, la fonction fo(.,s) : (0,1) — R est semi-continue
supérieurement.

Démonstration. Pour tout s € R3 fixé, grace a I’hypothese faite sur x3 — P, la fonction
% (w,s)
Y

x3 = Oy (x3) = fQ Sy - dP, est continue. Comme fy(., s) = inf,en+ @y, la fonction
fo(., s) est donc semi-continue supérieurement. O
Lemme 3.3.3. Pour tout € > 0, il existe un sous ensemble compact K. C [0, 1] vérifiant

[0, \K:| < ¢, tel que pour tout s € R3, la restriction de fo(.,s) a K est continue.
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Démonstration. Soit D = {s1, s2,...,5;,...} C R3un ensemble dénombrable dense dans
R3. Pour ¢ > 0, par le théoreme de Lusin, pour chaque s; € D, il existe un ensemble
compact K; . C [0, 1] tel que [[0,1] \ K; | < 5; et x3 — fo(z3, s;) est continue sur K .
Posons K. = NjenKi e, il est clair que K. est compact, et que pour tout s; € D, la
fonction z3 — fo(x3, s) est continue sur K . et

10, 1\K| < Y110, 1\Kie| <.

n=1

Pour terminer la preuve, nous devons obtenir la continuité de z3 — fy(x3,s) sur K.
quel que soit s de R3.

Remarquons que la fonction s — fo(x3, s) vérifie la propriété (4.2) avec une constante
de Lipchitz ne dépendant pas de z3. De plus, par densité, pour tout s € R? et pour tout
0 > Oil existe s; € D vérifiant |s — s;| < J.

Soit donc s € R? et (z3,7%) € K. x K., avec ces deux propriétés, on obtient 'exis-
tence d” une constante positive C' vérifiant

|fo(zs,s) — fo(zh, )] < |folxs,s) — folxs, si)| + [ fo(as, si) — folas, s)|
+1fo(xs, si) — folzs, si)l
Cls — sl [L+ [s[P71] + | folah, si) — fo(ah, i)

<
< CO[L+ s + | fo(ah, si) — folah, si)]

Pour conclure, nous utilisons la continuité de z3 — fo(x3, s) sur K. : quand = — z3,
ona |fo(xs, si) — fo(xh,si)| — 0.1l suffit ensuite de passer a la limite lorsque § — 0. [
Lemme 3.3.4. Supposons que sup,ey ||Lnllpaors) < +oo. Alors lim R, = 0 et

n——+00
Z éuk 11[5’m[ — 0 dans LP(O,R?’).

Démonstration. En utilisant 1'inégalité de Young ab < %aq + ]%bp ainsi que l’estimation
précédente on a

TG, D] < OlLGE DT, e
< (T i+ ofpe, ")
et donc
Ra| < anl A|L(;e,k)|ngz~+07§ LG, k_1)|‘1dfc
n n n

k:—i—l
< Z// \qu+// yqu
< / £, da
nd O

ot on a utilisé I'inégalité de Jensen pour passer de la premiére a la deuxieme inégalité.
D’ot le résultat R,, — 0 sous I'hypothése sup,,c || Ln || a0 r3) < +00.
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D’autre part, par (3.1)

p Cn—l
[k k| < nZ/ [tg—1|P di
LP(O,R3) k=00
n—1
C k—1
< = (% (¢—Vp g4
< n§l[|@,n>| ;

S / ‘En’q d.’E,
nd @)

et donc sous I'’hypothese sup,,cy [|£nll La(ors) < +00,

1
0

dans LP(O,R3). O

S
I

i

Comme pour les chapitres précédents, nous allons d’abord vérifier la compacité des
suites d’énergies finies, puis étudier la limite variationnelle de cette énergie.

Lemme de compacité

Lemme 3.3.5 (Compacité). Soit (un)nen une suite de Steps (O, R3) vérifiant la condition

sup E,, < +oo . Alors, il existe une sous-suite, notée encore u,, et u € LP(O,R3) telles que :
neN

U, — u dans LP(O,R?). (3.5)

1
Démonstration. Soit C' > 0 vérifiant sup E,, < C. De I'inégalité de Young ab < —al +
neN q
P
V—bp aveca > 0,b > 0 et v > 0 choisi ultérieurement, nous avons
p

a/ up|[Pdz < /\E"|un|dx+c
@ @]

e Plu,
< Hd:zc+/y|u‘d+c
(9 qut
|un|?
< —HL”H‘] / ——dz + C. (3.6)
qui o p
De plus, puisque L est Lipchitzienne,
_ n—1 1
1T =Ll = S0 [ IR~ L) s
—n OX[E,Q[
k—o n n
C .
< 210 (3.7)
n
alors L™ — L dans L1(O,R3), et
C

IE N0 < LI + - 9
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3.3.2

Par conséquent, (3.6) et (3.8) donnent

VP 1 ~
<a—>/ounrpdx < I,

p
'
Cie
n

IN

VP

On termine la preuve en prenant v vérifiant o — 2= > 0 et en passant a la limite en n. [

I'-convergence

Théoreme 3.3.1. La suite des fonctionnelles énergies (Ey,)nen définies précédemment dans
LP(O,R3) muni de sa topologie faible, T-converge vers la fonctionnelle E, définie dans
LP(O,R3) par

Ey(u) ::/Ofo(ajg,u(x))dx—/OL(;U).u(x)dx.

Démonstration. Nous devons établir les deux assertions :

i) Pour tout u € LP(O, R?) et pour toute suite (uy, ),y dans Steps (O, R3) vérifiant
up, — u, onaliminf E,(uy,) > Ey(u);
n—o0

ii) Pour tout u € LP(O,R3), il existe une suite (u,),en dans Steps (O, R3) telle que
up, — wetlimsup E,(uy,) < Eo(u).
n—oo
Preuve de i).
Pour tout A > 0 et tout s € R3 fixé, introduisons la régularisée inférieure (de Baire)
fo(.,s) définie par
for(ws,s) = ggﬂg[fo(@ s) + Alzg — t|].

Soit I’ensemble compact K, inclus dans [0, 1] obtenu par le Lemme 3.3.3. Puisque
pour tout s fixé, la fonction z3 — fy(x3, s) restreinte a K. est continue, et vérifie tout
les hypothése de Lemme 3.3.1.

Rappelons que fj ) est A-Lipchitzienne i.e, pour tout z3 et 2 de K.,

’fO,)\(x?)? 3) - fO,/\(xga 8)’ < )“3}3 - xé’)’a (39)

et que pour tout x3 € K., la fonction fy(., s) est semi-continu inférieurement , on a

lim foa(zs,s) = fo(xs,s), (3.10)
A—400
Plus précisément, la suite (fp 1), est une suite croissante monotone qui converge vers
f lorsque A — +o00 pour tout z3 € K. ou fy est semi-continue inférieurement. Notons
E) ,, et E) o les énergies obtenues lorsque 1’on remplace dans E,, et Ej la densité f, par
fo-Ona
liminf E,(u,) > liminf Ey ,,(u,). (3.11)

n——+oo n——+o0
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En remarquant que lim up (z). L™ (z)dx = / u(z).L(x)dx, on a
@

n—-+00 (9

liminf Ey ,,(un) = liminf/(D%fA(xg,un(x))dx—/@u(w).i(m)dm

n—-4o0o n—+400

> lﬁgigof/o [j%fA(xg,un(x)) - f()A(l’g,'LLn(l‘))}dx + /(:)fo,)\(l‘37un('r))d$
—/u(x)z(x)dx (3.12)
o
De la propriété de Lipchitz (3.9), nous avons
~ 1
/Ifék(ws,un(x))—fo,A(xs,un(w))ldfv = / [ for(ks un (@, k) = fo(s, un(z))]
o o
1
< / |k — xsldt < |(9| (3.13)

Par conséquent (3.13), (3.12), (3.11) et la semi-continuité inférieure de la fonctionnelle
intégrale u — [, fox(23, un(z))dz (rappelons que s — fo(x3, s) est convexe) donnent

liminf B, (u,) > liminf E) ,(u,) > liminf/ foﬁ,\(xg,un(@)dmda:/A w(z).L(x)dz
(@

n—+o0o n—-+o0o n—-+o00

v

/fo,\ T3, u dxda:—/ou(a:).f(a:)dx

> / for(xs, u(z))dzde — / u(z).L(x)dx.
(’A)><Ks 10)
En faisant tendre A — +o0, par (3.10) et par le théoréme de convergence monotone
nous obtenons

liminf B, (u,) > | fo(zs,u(x))dede — [ u(z).L(z)dx
Ox K¢

n—-+oo 10)

= /fo 3,U dxdx—/ox[[ojl]\&] fo(acg,u(a:))dmdx—/@u(x).L(x)dm.

On termine la preuve de i) en faisant € — 0.

Preuve de ii). Pour tout A > 0 et tout s € R3 fixé, introduisons la régularisée supé-
rieure f3(., s) définie par

fo(xs, s) := sup[fo(t,s) — Nzz — t|]
teR
et notons E) et E} les énergies obtenues lorsqu’on remplace dans E,, et Ey la densité
fo par 3. Nous avons la majoration suivante,

limsup B (uy,) > limsup E, (uy)
n——+00 n——+00

et nous allons montrer le résultat suivant :

Pour tout u € LP(O,R3), il existe une suite (u,)neny de Steps (O, R3) telle que

Uy, — wetlimsup,, . En(u,) < E(u) "— AZtpe Ey(u) grace au théoreme de convergence
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dominée de Lebesgue.
La démonstration se fait en deux étapes.

Etape 1. Soit u € C.(O,R?), on construit une suite (u,),en convergent faiblement
vers u dans LP(O, R?) telle que lim,, ;o0 B (upn) = Ef (u).

En effet, on définit la fonction étagée suivante

an(i',l‘g) = 1[k k+1 [u(i‘ )

n’ n

3\W

il est clair que u,, € Steps (O, R?) et u, — u fortement dans LP(O, R?) lorsque n tend
vers +o0.
Par continuité de fé‘ ,ona

lim E)@,) = lim | /O TN g, i () ) — /O () I (2

o . MmN, o~ BT ~ n
= nll_>n;0/f0 (z3,up(z))dz nh_}rgo Oun(as)L (x)dx
= Jin;o/fo x3, Up(z )dx—nlgrgo @ﬂn(x).l}"(a?)dx

Pour la troisieme inégalité nous avons utilisé 1'estimation analogue (3.13) vérifiée par
notre régularisation supérieure. Pour la derniére égalité nous avons utilisé la continuité
au sens fort dans LP(O,R3) de u +— [, f§(x3,Un(x))dz déduite de la propriété de
Lipschitz du type (4.2) vérifiée par fo.

Etape 2.(Fin de la preuve) Soit u € LP(O,R?) fixé, il existe une suite (us)sen de
C.(O,R3) convergent fortement vers u dans LP(O, R3) telle que

hm/fo (23, us(z dac—/fo T3, U

A partir de 1'Etape 1 et de cette égalité, nous construisons une sous-suite
Ups € Stepgyn(O,]R?’) convergeant fortement vers us lorsque n — +oo et vérifiant
lim E)(uns) = E)(us) . D'ott

n—-+00

lim lim Ep(u,s) = F(u)

d—00 N—r00

Un argument de diagonalisation fournit une fonction n — §(n) telle que
Up 1= Uy 5(n) = UIN LP(O,R?)
lim E)Nu,) = E)(u).
n—oo

Nous concluons cette étape et la démonstration en faisant tendre A\ — +o0,

limsup Ey(un) < limsup E)un) = By (u) =5 Ey(u)

n—oo n—o0
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Remarque 3.3.1. Nous avons démontré le résultat un peu plus fort suivant : La suite des
fonctionnelles d’énergies (E,)nen définies dans LP(O,R3) converge au sens de Mosco vers la
fonctionnelle Ej.

Grace aux propriétés variationnelles de la I'-convergence (cf Chapitre 1), nous dé-
duisons le corollaire suivant précisant le modele limite.

Corollaire 3.3.1. Soit @y, vérifiant Ey(u,) = min {E,(u) : u € Steps (O, R?)}. Alors il
existe une sous- suite de (iin)nen qui converge faiblement vers i dans LP(O,R3), minimiseur
de Ey et donc solution du probleme

(P) u(z) € Ofi(xs, L(x)), pour presque tout x € O.

Si s — fo(xs,s) est strictement convexe pour presque tout x3 € (0,1), alors toute la suite
() nen converge faiblement dans LP(O,R?) vers I'unique solution de (P).






VERS UN MODELE NON-LOCAL D’UN
MATERIAU DE TYPE TEXSOL PAR
HOMOGENEISATION STOCHASTIQUE.

Résumé :

Le cas étudié précédemment, de par les hypotheses assez restrictives sur les comportements
relatifs de I'épaisseur du matériau, de la rigidité des fibres et de leurs sections, ne nous a pas
permis de mettre en évidence un phénomene non local. C’est la raison pour laquelle nous nous
limitons dans ce chapitre au cas o I'épaisseur h du matériau ne dépend pas de €. Nous tentons
d’obtenir par analyse asymptotique un modele non local et déterministe similaire a ceux obtenus
dans un cadre périodique par M. Bellieud, M. Bellieud& G. Bouchitté et Licht & Michaille.
Nous proposons deux énergies déterministes et non locales bornant le modeéle et qui dans le
cas périodique coincident avec I” énergie trouvée par M. Bellieud, M. Bellieud & G. Bouchitté
[4,5, 6] et Licht & Michaille [25].
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4.1

FIGURE 4.1 — Structure (S) aléatoirement fibrée

INTRODUCTION.

On s’intéresse au comportement macroscopique d’une structure aléatoirement fi-
brée dont la configuration de référence est le cylindre ouvert O := O x (0,h) de R3, de
base O := (0,11) x (0,12) C R Plus précisément pour ¢ = %, on considere la réunion
des fibres 7. (w) := eD(w) x R ot D(w) := ;e D(w;i) et D(w;) sont des disques distri-
bués aléatoirement dans R? selon un processus stochastique ponctuel w = (w;);en de R?
associé a un espace probabilisé (€2, A, P) identique a celui explicité dans le Chapitre 2.
Ici encore, dans un souci de simplification, nous n’indiquerons pas toujours la variable
aléatoire w.

Pour obtenir le comportement macroscospique limite de la structure (S) Figure 4.1,
nous étudions le comportement d"un point de vue variationnel de la fonctionnelle éner-
gie H. de Q x LP(O,R3) a valeur dans R* U {+o00} définie par

6p/ f(Vu) dz +/ g(Vu)drsiu e Wll(’)p(O,]RS)
H (w,u) = O\T- OoNT-

+00 sinon.

L'espace Wll(’)p (O, R3) est constitué des fonctions u de W1P(O,R3) vérifiant u = 0 au

sens des traces sur le bord Ty := O x {0}.

La premiére intégrale que 1’on notera F.(w, u), modélise 1'énergie élastique interne
dans la matrice O \ T, dont la rigidité est d’ordre . La deuxieme intégrale notée
Ge(w, u), modélise 1'énergie mécanique interne dans 7, représentant les fibres cylin-
driques parallelement fixées sur I'y (z3 = 0). Par conséquent, H. (w, u) représente 1’éner-
gie interne de la structure totale fibres et matrice.

Nous rappelons que la répartition des sections transversales des fibres, est statisti-
quement homogene selon un processus ponctuel stationnaire (cf Section 2.1).

On se place dans le cas ou la rigidité est trés petite d’ordre ~ P dans la matrice
O\T alors que la rigidité est d’ordre 1 dans les fibres. La fonction u représente le dé-
placement mécanique de la structure soumise a un chargement L donné et on considére
les déplacements nuls sur la base de la structure compléte I'y.

Nous faisons 1’hypothese des grandes déformations dans la matrice et les fibres
(voir par exemple [24] ) de sorte que les matériaux solides soient hyper-élastiques.
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Les densités f et g sont deux fonctions quasi-convexes définies sur I'espace M3*3 des
matrices 3 x 3 et satisfont la condition classique de croissance d’ordre p > 1 : il existe
deux réels positifs a, 3, tels que VM, M’ € M3*3

alMP < f(M) < B(1+ M), (4.1)
idem pour g. Notons que f vérifie automatiquement la propriété de Lipschitz
[f(M) = f(M)| <M — M[(1+ [MP~"+ [M[P) (4.2)

avec / > 0, idem pour g.
En outre, nous supposons 'existence de 5/ > 0, 0 < v < p et d’une fonction positi-
vement p-homogene P (appelée fonction de récession d’ordre p de f) de sorte que
quelque soit M € M3*3

[f(M) — fOP(M)] < B/(1+ [MPTY). (4.3)
De (4.3) (4.1) et (4.2), nous déduisons que £ vérifie pour tout M € M3*3
alMP < fP(M) < B|MI|P (4.4)

et
|[f2oP (M) — P (M) < M = MY[(IMP~E 4 [MP) (4.5)
pour tout (M, M') € M3*3 x M3*3,
Dans tout ce qui suit, nous supposons que f°°? est une fonction convexe. Si on sup-

pose alors que les deux matériaux sont parfaitement collés et soumis a un chargement
L, le déplacement est solution du probleme (Py.)

(Pn.) inf{Hg(w,u)—/OL.udx:ueLp((’),RS)}

oulL € LI(O,R3), q = L.

—

Notre objectif est de fournir un modele déterministe non-local d'un matériau de
type TexSol?™( [15, 23, 24]). D’un point de vue mathématique il s’agit de faire I'étude
asymptotique variationnelle du probleme Pp_ lorsque ¢ tend vers 0 afin d’obtenir un
modele homogene (i.e la configuration de référence ayant une géométrie simple). Nous
proposons en fait un encadrement par deux modéles déterministes et non-locaux. D’un
point de vue mathématique, cela nous conduit a encadrer par deux fonctionnelles déter-
ministe non-locales la I'-limite de la fonctionnelle H.. Plus précisément nous établissons
la double estimation suivante

Fy +Go <T —liminf H, (w,.) < T'limsup H. (w,u) < F0++G0
e e

ou F; 4Gy et Ff G sont les sommes épigraphiques définies dans L?(O, R?) par
€ €

oy Go (u) == nglpI(l(f/)’Rg) (FO (u—w)+ Go(w))
et
Ff 4 Go (u) = e (F0+(u —w)+ Go(w)),
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4.2

les fonctionnelles Gy, F|, et F0+ étant définies dans L”(O, R3) comme suit.

1\ ou .
Go(u){e/o(g ) (Gt ue Vo

+00 sinon,

Vo = {u € LP(O,R3) : 57“ € LP(O,R?), u(,0) = 0 sur @} La densité g est définie
3
pour tout a € R3 par

go(€) = inf g(ml¢)

meMSX?
o1 M3*2 est I’ensemble des matrices 3 x 2. Le parametre 6 € (0, 1) est la fraction volu-
mique asymptotique des fibres définies par 6 := [, [V N D(w)| dP(w), Y = (0,1).

La fonctionnelle F|,” est définie par

wwzéﬁmw

ou pour tout £ € R3, la densité fo est le sup des inf-convolutions continues définie
pour tout £ € R? par

S~
fi (&) =sup “F (0

neN

et A S (w,.) est un processus dont la transformée de Legendre Fenchel dans R? est
sous-additif sur les pavés de R? engendrés par Y.

La fonctionnelle F; est définie par

wwzéﬂmm

ol pour tout £ € R3,
St

ﬂwzm/7ﬂwwmm

neN Jo N

et A — S} (w,.) est un processus sous-additif sur les pavés de R? engendrés par Y. Les
définitions précises de f; et f;” sont données dans la section qui suit et nous montrons
dans une derniere section que ces deux densités se réduisent et coincident dans le cas
périodique.

DEFINITION DES DENSITES D’ENERGIE f; ET f;” ASSOCIEES AU MI-
LIEU MOU

On se place dans le cadre probabiliste du Chapitre 2 en complétant toutefois
I'axiome (A;) par la condition D(w)NY CC Y.

4.2.1 Définition de la densité f;"

On note 7 l'ensemble des intervalles [a, b) engendrés par [0, 1)2. Pour tout A de 7 et
tout ¢ € R? on pose

Ax(0,0\T(w)

S}(w@) = inf {/; fOP(Vw) de - w € admj(w,f)} ,

admz(w,g) = {w € Wol’p(;l x(0,1) \T(w),R3) : ][ wdr = §} .
Ax(0,1)
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Puisque la mesure de Lebesgue ne change pas le bord des éléments de Z, on peut
prendre comme Z 'ensemble de tous les intervalles ouverts (a,b) engendrés par Y
que nous noterons encore Z. Dans ce qui suit, la condition de sous-additivité devient,
comme dans le chapitre précédent : pour tout I € T tel qu’il existe une famille finie
(1) jes d'intervalles disjoints de T avec |1\ U;c; ;| =0,

SE() <D SE).

jed

Rappelons que 2 x LP(O,R3) est équipé de la o-algebre produit A ® B o1 B est la o-
algebre borelienne associée a la norme LP(O, R3). Par conséquent il est facile de montrer
que pour tout A fixé de T et tout ¢ fixé de R3, la fonction w + S:‘f (w, &) est mesurable.

Théoréme 4.2.1. Pour tout £ fixé de R3,

ST(,&: IT-—LYQAP)
A— 8(,€)

est un processus sous-additif associé a (1.) ez, satisfaisant pour tout & € R3, tout A € T et
tout 0 > 0 assez petit

C(p)
7 |(Y'\ D(@))2s

ot C(p) une constante positive dépendant uniquement de p.
En conséquence (cf Théoreme 1.2.4) pour toute famille réquliere (I,)nen de Z, la limite

. Sp(w,6)
lim ——-

n—00 ’In‘

ST(w, ) < €PIA] (4.6)

existe P-presque silrement et

lim ————
n—0o0 ’In’ n—00 n2 meN* m2

S}:(ﬁ;W) ~ lim S[_|0—7n[2('7§) — inf {Esﬁm[?(?g)}

On notera par la suite fi(€) cette limite.

Démonstration. La preuve est identique a celle du Théoréme 2.1.1 en I’adaptant a notre
nouvelle fonction sous-additive. O

Afin de simplifier la preuve de 1’estimation supérieure de la I'-limite, il sera com-
mode d’introduire un nouveau processus sous-additif A +— S A convergeant vers la
méme limite f;"(¢), ot A varie cette fois-ci dans 'ensemble des pavés ouverts de R3.
Plus précisément, nous notons encore Z I'ensemble des intervalles ouverts (a,b) engen-
drés par Y = (0,1)3, et nous appliquons le Théoreme 1.2.4 (Ackoglu-Krengel) avec
N = 3 au processus défini pour tout 4 € T et tout ¢ € R? par

Sa(w,€) := inf /

fOP(Vw) de :w € admA(WaO} )
A\T (w)

adm (w, &) == {w € Wy ( A \T(w),R?) : ][ wdr = 5}.
A
Théoreme 4.2.2. Soit £ € R3 fixé, la fonction

S(,&): TIT— LY AP)
Ar— SA(?&)
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4.2.2

est un processus sous-additif associé a 'opérateur (1) ,czs défini par 7,(w) = w — 2 0ll z =

(2, z3). Par conséquent pour toute famille réquliere (I,)nen de I la limite h_)m I"‘E_w’@ existe
n—oo n
. S~In (57 w) - +
pour P-presque tout w € Q et nl;rgo ERTAR fo (6).

Démonstration. La preuve de l'existence de la limite presque stire est identique a celle
du Théoreme 4.2.1. Prenons I,, = (0,n%)? x (0,n), il est clair que (I,,)nen est une fa-
mille réguliere de Z (prendre I), = I,, ), et par un changement de variable évident nous
obtenons

St (W, &) Son2exom W)
| I, o nd
_ Som2x0,1)(Ww, &)
n2
S(T)’ny(w’g)
n2 '

Par conséquent, pour presque tout w de €2,

lim 8~In (wa E)

N—00 ’In’

= fo (&).

La Proposition qui suit est une conséquence de 1’estimation (4.6).

Proposition 4.2.1. La fonction f;" est une fonction convexe et positivement homogene d’ordre
p, satisfaisait la condition de croissance (4.4) avec la méme constante o, une constante 5 > 0
différente donnée par (4.6), et la condition de Lipschitz (4.5) avec une constante £ > 0 éventuel-
lement différente.

La preuve est identique a celle de la Proposition 2.1.1 du Chapitre 2.

Définition de la densité f;

Pour obtenir la meilleure minoration possible de la I' — liminf H,, nous allons
construire un processus S~ inférieur a ST, le plus grand possible pour lequel la mé-
thode de dualité de Fenchel-Moreau fonctionne. Plus précisément on considere le pro-
cessus S~ défini pour tout A € 7 et tout ¢ € R? par

Sg(w,f) = inf {/ [P (Vw,0) dx : w € admA(é)}

A\D(w)

admg(w,f) = {w e W'P(A,R?), w = 0sur D(w), ][ wdr = 5}
A
Le processus S~ ainsi défini n’est pas sous-additif. Cela est d&i a I’absence de condi-
tion de bord sur A. En revanche, sa transformée de Legendre-Fenchel est sous-additive
et répond a toutes les conditions du Théoreéme ergodique sous-additif (Théoreme 1.2.4).
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S4(@4)
4]

Lemme 4.2.1. La transformée de Legendre-Fenchel de & — (.) est définie pour tout £*

dans R? par

i "6 = in L PV (o x:0o (&
(i) (6)—1f{|A/A\T(f )*(0,0) da : eadmA@)}

adm’; (§7) = {a € LY(A\ D,M>*?) : —div o = &* dans A\ D, o.v = 0 sur 8/1}

et v est le vecteur normal unitaire sortant de O A.

Démonstration. Pour faciliter la lecture on ne notera plus la dépendance en w de la fonc-

S~
tion ﬁ . Par définition de la transformée de Legendre-Fenchel on a

S\ 1
A * — * e 00,
<’ A‘> (&) zg}g {f £ mf{’ A‘ /A\D(w)f P (Vu,0)dx,u € adm(w,{)}}

= sup {5* € — {{/ foP (Vu,0) de —|—I(§,u)}} 4.7)
(€u)ER3x W1 (A,R3) Al JA\D(w)

I (a,u) 0siu € adm (w,§)
a,u) =
+00 sinon.

On a donc

*

S~ 1 ~
714 5* = 5*5—1_ OCd _{A foo,p CaOd +I£7C }}7
<|A|) &) (ﬁ,C)eR?’XLPS(gI\)D(w),MSX?) { /A\T ) | A /A\D(w) (€, 0)de &4

N

ou
0siJu € adm (w, &), ¢ = Vu|A\D(w)
+00 sinon.

f(5,<>={

*

Par conséquent (%‘i) (&) = (J +1 >* (€*,0) ot J est une fonctionnelle intégrale de

R3 x LP (A\D(w),R3) avec
|
J = — P s dx.
€0=7 / AR

. (Si\* L L. . . .
La transformée (ﬁ) est donc caractérisée par la somme épigraphique (voir Proposi-
tion 9.4.1 in [3])

*

S~
() ©

<J* + f*) (€%,0)

= inf T = b5, —2*) + TF (b*,2%).  (4.8)
(b*,2*)ER3X LI (A\D(w),M3*?2)
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Dans ce qui suit, nous allons exprimer I* et J*. Par définition

I (b*,2%) = sup {b*-b+/ z:z*dx—f(b,z)}
(b,z)ER3x LP (A\D(w),M3%2) A\D(w)

= sup b* - b +/ Vu: 2%dx
(b,u)ER3 x adm(w,b) A\D(w)
b* o
= sup {/ u-A—/ u-div () dz
(bu)eR3 xadm(wp) * JA\Dw) |A|dx  JA\Dw)

+ / U.Z*VdHl}
HA

et donc

T (b 2%) = {0 si div (2*) = b* dans A\D(w) et z*v = 0 sur dA, (4.9)

+00 sinon.

D’autre part

J (¢, 2") = sup {c*-c+/ 25 zdr — 1A ) foor (z,O)dx}
(c,2) RS x L (A\D(w) R3) A\D(w) [ Al JA\D(w)

et dong, classiquement

1 N
A/ (foPy* (|A]z*’0> drsic*=0
J* (", 2%) = < |A] JA\D(w) (4.10)
400 sinon.
On conclut la démonstration en combinant (4.8), (4.9) et (4.10). O

Théoréme 4.2.3. Le processus A — inf {fA\T fooP(0,0)dx : 0 € admii(g*)} est un pro-

cessus sous-additif associé a (7,).cz2. Par conséquent pour toute famille régquliere (I,)nen de
Z, presque siirement et pour tout £* € R3 on a

lim (Sﬁ)*(w,g*)— inf /Q(S@W)*(w,g*)dp(w).

n——+00 neN* n2

Démonstration. On vérifie aisément que toutes les hypotheses du théoréeme sous-additif
1.2.4 sont satisfaites, d’ou le résultat. ]

Corollaire 4.2.1 (Définition de f, ). Presque siirement et pour tout § € R3 on a pour toute
famille réguliere (I,)nen de

i S8 _ sup (j[ S”?)(g) (4.11)

n—too || neN* n?

n2 n?

(/S;y)@ :inf{/ﬂwdp(w):)( € Lh(9Q), /QX(w) dP(w) =§}

On notera f; () cette limite. De plus on a pour tout £ € R3

i ( 25)© = 55 @) 4.12)

n—-+oo n
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Démonstration. Etablissons (4.11). La limite presque stire dans (4.11) est une consé-
quence du Théoreme 4.2.3. En effet, en utilisant le Théoréme 4.2.3 et le Théoréme 1.3.1
sur l'inf-convolution continue, on a pour tout £* € R3 et pour P presque tout w €

inf /Q (W)*(w,g*) dP ()

lim (an)*(w,g*)

n—-+o0o ’In‘

neN* n?

S o\
nlenN* f n2 (§ )
Par la Proposition 1.3.1 qui donne 1'équivalence entre la convergence simple des trans-

formées de Legendre-Fenchel h; — h* et la convergence simple h,, — h, on obtient
pour tout ¢ € R?

i e = [ (%) T

= s (%)

ol, dans la derniere égalité, on a permuté deux sup et utilisé la convexité de £ —

S,
F2(9).
I1 nous reste a établir la convergence (4.12). Soit £* € R3, par définition de la limite
fo etlaProposition 1.3.1, nous avons la limite presque sfire,

i (220) e = (1) @),

n—-+oo n

et par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue nous obtenons

B[(57) (")
= (#)© (4.13)

Or , d’aprés le Théoréme 1.3.1 de M. Valadier énoncé dans le Chapitre 1, pour tout
n € N¥, et pour tout £* € R3,

i 5]() )

n——+oo

L'égalité (4.13) donne alors

i (/i’f)*@*) = () ).

On conclut en utilisant une nouvelle fois la Proposition 1.3.1. O

En reprenant les arguments utilisés dans la preuve de la Proposition 2.1.1 on montre
facilement la proposition suivante

Proposition 4.2.2. La fonction f, est une fonction convexe et positivement homogene d’ordre
p. Elle satisfaisait la condition de croissance (4.4) avec la méme constante «, une constante
B' > 0 et la condition de Lipschitz (4.5) avec une constante ¢’ > 0 éventuellement différente des
constantes (3 et /.
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4.3

4.3.1

BORNES VARIATIONNELLES DE L’ENERGIE ASSOCIEE A LA STRUC-
TURE (S)

Rappelons que les sommes épigraphiques Fj +Go et Fy +Go sont définies dans
LP(O,R?) par

H(w)=Fy Go ()= il (Fg (u—w) + Go(w))
et
_ t N : + _
H(w) = B Go(w)i= il (FO (u— w) + Gg(w)>,

ot la fonctionnelle Gy est définie dans LP(O, R3) par

Golu) = {H/O(QL) (g dwst uelo

+00 sinon,

0 ~
Vo = {u e LP(O,R?) : % e LP(O,R?), u(#,0) = 0 sur (9}. La densité g+ est définie
3

pour tout ¢ € R? par
gh(€):= inf g(ml¢).

meM3x2

La fonctionnelle F{,” est définie par
Fy (= [ fy () da

et la fonctionnelle F; par
Fyf (u) = / fi (u) dx
(@]

avec f; et f;” définies précédemment. Le résultat principal de ce chapitre est I’encadre-
ment suivant dont la preuve est obtenue dans les sections qui suivent.

Théoreme 4.3.1. Pour P- presque tout w de Q on a
Fy +Go <T —liminf H.(w,.) < T'limsup H.(w,u) < FJ+G0
€ €

Dans un premier temps, nous avons besoin d'un lemme de compacité nous donnant
la convergence faible dans LP(O,R3) des suites d’énergie finie. Nous rappelons que
cette convergence fixe la topologie pour laquelle on borne la fonctionnelle H..

Lemme de compacité

Proposition 4.3.1 (Compacité). Soit (u.).., une suite de erép (O,R) telle que

SUP.~( (Hg(w,ue) — Jo L.u. dac) < 400 pour P-presque tout w € Q. Alors, pour P-

presque tout w € €, il existe une suite extraite non renumérotée pouvant dépendre de w, et
(u, v) un couple de fonctions de LP(O,R3) x Vi pouvant également dépendre de w, telles que
(i) ue = uwin LP(O,R3);
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(ii)

a(w, g)u‘5 — vdans LP(O,R) (4.14)
. o0u ov
_ € 27 p

a(w, s)axg . dans LP(O,R). (4.15)

Démonstration. Rappelons 'estimation (2.14) du Lemme 2.2.1.
Pour tout w € Wll(’)p (O,R3), on a presque stirement la majoration suivante,

/w|pdm§C[Ah \&U\pdaz—l—/ lé‘Vw\pda:}.
o Y N D(w)| Jont. o

ou C' > 0 est une constante dépendant de w et de p.
Pour tout u. dans Wplép (O,R)), de cette estimation et par (4.1) on a

/ |ua|p dr < C’(w,p, h)Ha(wa Ua)
(@]

ou C(w, p, h) est une constante positive dépendant uniquement de Cp,,(w), p et h. Ainsi,

1
H.(w,u —/L.u de > /updx—/L.u dx
6( 6) 0 € C(w’p7h) O| €| o €

> oo | el A= o~ [ el do
N C(w,p,h) o) c qui Li(O,R) » Jo €
1 P
= \Cloph) rd 416
<C(w,p,h> p>/o'“€| v (4.16)

4 . . . 7 . . 7 : 1 vP
et le résultat (¢) vient du choix d'un v > 0 assez petit afin d’avoir corm ~ p >0

Montrons maintenant les convergences (ii). Par la propriété de croissance (4.4) on a

p
sup (Hg(w,ug) —/ L.u, d:c) > a/ dz —/ |ue||L.| dz
e>0 @] oNT: @)

on peut alors déduire en s’appuyant également sur (4.16)

Oug
sup
>0 Jont. | 973

Ou,
al'g

p
dx < +o00.

On obtient donc (ii) par l'inégalité de Poincaré

/ |ug|Pdx < hp/
ONT: OoNTe

Ceci termine la preuve. O

P

Oue dx.

6953

Estimation de la borne variationnelle de la I'-limite supérieure

Théoreme 4.3.2. 11 existe un ensemble Q' € A vérifiant P(Y) = 1, tel que pour tout couple
(u,v) € LP(O,R3) x Vy, il existe une suite aléatoire (us(w,.))e>0 € LP(O,R3) vérifiant pour
tout w € Q

/ fof (u— 1v)da: + Gg(lv) = limsup H.(w, us (w, .))
o 0 6

e—0

(ue(w, .), a(w, éua(w, ) = (u,v) dans LP(O,R3) x Vj.
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En conséquence, presque silrement
1 1
(T — limsup H,)(w,u) < F (u — gv) + Go(év)
et donc presque silrement
(T — limsup H,)(w,.) < Fyf Gy
€

Démonstration. La démonstration s’effectue en trois étapes. Rappelons que F;(w, .) est
définie dans LP(O, R3) par

eP / FOP(Vu) da siu € WeP(O,R)
F.(w,u) = O\T. 0

+00 sinon.

Etape 1. On suppose (u,v) € CL(O,R?) x (Cl(O R3) N14(0, R?’)) et on montre qu'il

existe (2 avec P(Q)') = 1 tel que pour tout w € €, il existe (u:(w,.))es0 € LP(O,R3)

vérifiant
(e (w, ),a(w — (u, v) dans LP(O,R3) x Vj

ii_r}r(l)F w, g (w / fo(u— fv (4.17)
. 1 61}
lim G0, :(..)) = /O <m3> da.

Soit 7 € QT destiné a tendre vers 0 en fin de démonstration et (Q;,)icr, une famille
finie de cubes de R3 de diametre 7 inclus dans O telle que

‘O\ U Qin

i€,

=0.

On définit 2y := 3 ;e zinlQ,, et zig = (u — 5V)(2iy) Ol @, est choisi de fagon arbi-

traire dans Q; ,,. Il est clair que 2z, — u — $v dans LP(O,R?) quand 1 — 0.

Soit C; 5 ¢ le plus grand cube de Z inclus dans %Qim etw; . € admg,, (W, ziy(Tiy))
un minimiseur de S¢; , . (w, zi,(i,,)) prolongé par zéro en dehors de C; ;. \ T'(w). No-
tons que(C; , - ). est une famille réguliere de R3. En effet, pour chaque cube Q =Ja, b de

R? notons @’ le cube associé a |0, b[. Considérons la famille (C! nele-Ona,

Cimel _ [Cinel ‘Qm % “n
‘ 'Lns‘ ’ Qz,n‘ ‘Q/ Cz/n5|
Il est facile de voir que
C. !
lim |1 el _ iy Clnel _ 1,
e=0 [1Qiy| 0 %Q;m
C. ,
donc en prenant ¢ assez petit (dépendant d'un 7 fixé) | 1,’77’5| <2 @i et la famille
‘Ci77775‘ )Q;JI‘
(C! 77 .)e vérifie les conditions (i’)-(iv’) définissant une famille réguliere (cf Théoreme
1.2.4). Par le Théoreme 4.2.2 on a alors l'existence de 2; , € A avec P(§2;,) = 1 et tel
que
SCyme (W, 2 (Tisn)) /
lim —2= — = lim —— P (Vw; g e(w d
e—0 ‘Cz‘,ms‘ e—0 ‘Czna‘ Cin,e\T(w )f ( “78( y)) Y

= fo (zin(@in)) (4.18)
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uelque soit w € Q;,. Posons ' = Nier Qi et fixons w € Q. De (4.18) on
3 d q 57 T]GQ ZGIn 1
éduit

/Of(T(Zn)dx = Z/ fo (zn) d

iely

- Z |QWI| fO Zi,n($i7n)) dZL'

i€l

— lim Z @l G W' / FP(Vwi g e(w,y)) dy

e=0 Cime\T(w)

. Y
= lim Qi, / FP(Vw; g e(w, =))dy
=0 Z (@il |5C¢,n,a| £Ch e \eT(w) TENTY ¢

. ‘ Qi Yy
= lim : FP(Vw; pe(w, =))dy
5%0 Z z,n el JQin\eT(w) ! €
. Y
= lim / fOP(Vwige(w, =) dy. (4.19)
eaog; Qin\Te(w) ( ns( 8))

On a utilisé le fait que lim. o ‘|CQZ "‘| =1 etque w; . = 0 al'extérieur de C; . ,, \ T'(w)
i,m,€

Définissons la fonction u,, . suivante

m\&

)+ ) wipe( 1QZ (@) (4.20)

1
Upe(T) := (911 +ebep(w
iely

ot la fonction & ,, € LP(O, M3*?2) est définie de la maniére suivante :

1 Ju 1~ 10u
I
el — £ - el
G/Og (Haxg)dx 0 ; §em3x2 g <§—|— Vu, e )dw

1 du
9/0 (fn—FVu 3 )d:p— (4.21)

La mesurabilité de = +— &, (x) vient de la coercivité de g et du théoréme de sélection
mesurable (voir [9]). De plus par la densité de C1(O,M3*2) dans LP(O, M?3*?) et la
propriété de Lipschitz de la fonction convexe g on peut supposer &, € CL(O, M3*2).
On pose alors &, ,, := ep(w, .)&, ol p(w, .) € CH(R? R?) et p(w, §) = § pour tout § € D(w).

Y

Il est facile de voir que, a(w, :)uy . = a(w, )( v+ e p(w, )) D’autre part

hn% a(w, )umE = v faiblement dans LP(O,R?),
E—

1 1
lim lim u, . = ~v +u — ~v = u faiblement dans L*(O, R?).
n—0e—0 0 0

La premiere limite est une conséquence directe de la Proposition 1.2.2 (i.e a(w, z) —
¢). Pour établir la seconde, il nous suffit de remarquer que puisque la w;,. €
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admcmﬁi (w, i),

T 1 x
F e Dar = o [ e D
Qi,n € |sz77 Eci,n,e €
C.
_ |1 MI,€| wi’n’e(w7 f) de
‘gQi,n‘ 5(}1-,"’5 €
C.
— |1 el Wi pe(w, z) dx
‘7Qi,7]‘ Ci,n,a
‘ Qz,n‘ “

En faisant tendre successivement ¢ — 0 et n — 0 on obtient lim,, o lim. o u, . = u.

Revenons a (4.19). On a par définition de u,, .

| i Gaads =t £ (Vi e(i0, 0)) d
@)

e—0 el Qi \T:(w)

x
— 3 oo,p j— =1
il_r)r(l) o) FP(Vuy e (w, E)) dx ;1_r>r(1) Fo(w, upe(w,.).

En passant a la limite lorsque 1 — 0 et en remarquant que la fonction w + [, fo (w)dz
est continue dans L?(O,R?), on obtient

[ A= o) = T T P ) (422)
De plus, par (4.21)
. 1 Ov
. . - _ 1
Tlilg%) ilH(l) Ge(w, a(w, 6)u6’n’5) G/Og (0 3303) dx. (4.23)

Enfin, par un argument classique de diagonalisation on obtient :

(ue(w, .), a(w, g)ua) — (u,v) dans LP(O,R?) x V}
. 1
ilg%Fs(W,Us(wa D)= [ fo(u— gv)dﬂ? (4.24)

1
lim Ge(w, us(w, .)) = / gL(fﬁ) dx.
e—0 O

Etape 2. On établit le résultat de I’ Etape 1. en supposant seulement (u,v) €
LP(0,R%) x (Ccl(O,]R3) mVO(O,R3)>.
On peut construire une suite (uy,(w,.),v) de CL(O,R?) x (Cg(O,R?’) N %((’),R3))

oil u, converge fortement vers u dans LP(O,R3). D’apres 'Etape 1. , nous pouvons
construire une suite (u.,)c>0 convergeant faiblement vers w,, vérifiant (4.17). On ob-
tient alors notre résultat par diagonalisation.
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Etape 3. (Relaxation). Soit v € CLO,R?) N Vo(O,R3). Alors Go(v) =
1 ov

0 fo 9 B3 ——) dz. Par un résultat classique de relaxation il existe une suite ((,)nen
dans C} (O, R3) convergeant faiblement vers 5— dans LP(O,R3) telle que
x3
1 1 ov
i Lz — Lyss = YU ) .
Jim [t Go) = [ @M G 429

Pour tout x € O, considérons v,, € Vj définie par

T3
— [ Gutas) s
0
ovy, ov

Alors o Boe dansL?(O,R?) de sorte que v, — v dans LP(O,R3). De (4.25) on
3 3

déduit que (v, )nen est une suite de C1(O, R3) N V; convergeant faiblement vers v dans
LP(O,R3) et vérifiant

L1 0v, 1
Jim 6| g (5o = Golgo):

Grace a I'étape précédente, par diagonalisation, il existe (u:(w,.))s>0 € LP(O, R3) véri-
fiant

(ue(w, ),a(w, “u — (u, v) dans LP(O,R3) x V}

lim % (w, ue (w / fo u— *v (4.26)
lim G.(w, us(w,.)) =
e—0

Etape 4. Appliquons maintenant le résultat (4.26) pour (u,v,) € LP(O,R?) x Vj ot v,

est une suite réguliere qui minimise Ho(u). Il existe alors une suite u.,, € W, (O, R3)
convergeant faiblement vers u dans LP(O, R?) telle que

gi_I;((l)H (W, ue p(w / fo(u— fv)dx—i-Go(g v) +

On termine la preuve en passant a la limite  — 0 et en utilisant une nouvelle fois un
argument de diagonalisation.
O

Estimation de la borne variationnelle de la I'-limite inférieure
L’estimation de la borne inférieure de la I'-limite inférieure est obtenue dans les
deux sous-sections qui suivent.
Estimation de la borne inférieure dans la matrice.
Proposition 4.3.2. Pour tout (uc,lonr.us) convergeant faiblement vers (u,v) dans

LP(O,R3) x Vy avec sup,~q H-(w, uz) < +00, on a pour P-presque tout w dans

1
YR R ‘
Fy (u ev) < ilg(l)lan8 (w, ue)
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Démonstration. On peut supposer
lim inf F; (w,us) < 400
e—0
[P (Vu,) dx. De plus, 'homogénéité de f°P

et grace a (4.3), que F;(w, u.) = 5”/
O\T.

/ FoOP(eVue) da.
O\T:

nous donne
/ [P (Vue) dx = lim inf
O\Ts e—0

lim inf &?
e—0
On veut montrer que pour tout n € N*
S 1
liminf/ [P (eVue) dox > //"Y(u — —v)dz.
e—0 O\Tg O n

Notons Step(O) I’ensemble des fonctions étagées w de la forme w = ), ; zi 1o, ol

(Oi);c; est une famille de cubes inclus dans O telle que |0\ U;c; Oi| = 0 et 2} € Q3.

Classiquement, 1’espace Step(O) est un sous-espace dense de L4(0O, R3)

Considérons w = »,.; 2/ 1o, dans Step(O) et fixons n € N*. Soit 0;,, un minimi-
) (2}) que 'on prolonge par 0 dans D(w) N nY . On prolonge ensuite par

S o\ x
seur de ( "QY z
n
covariance o; , dans R? \ D(w) c’est a dire
Gin(w,2) == 0ojp(T.w, & — 2) lorsque £ € nY + 2, z € nZ?

0 , ? v = s
Il est facile de constater que a; ,, satisfait la propriété de covariance suivante : Pour tout
(4.28)

& € R? et tout z € nZ?
Tin(w, T+ 2) =0 n(Tw, T)
.) = 0 dans D(w). Grace aux conditions de bord satisfaites par ; 5, nous avons

et, 7 n(w,
—div 7;,, = 2} sur R?\ D(w)
Par la généralisation du Théoréeme ergodique de Birkhoff (Proposition 1.2.2) et par
][ (foo,p) (Ui,nv 0) dz,

(4.28) on déduit pour P-presque tout w €
2).0)de — OB

* (= T %)
L= @l D0y de = [ (1) @il
O\T: € O;
quand € — 0, i.e., par définition de o; 5,
/ o G, ), 0) d > |O yE(S"?)*(z*) (4.29)
Oi\T: e TAn2 ) '
Soit 27 = [, s €22 ot P(§2:+) = 1, (2.~ etant 'ensemble de probabilité 1 pour lequel la
convergence (4.29) est vérifiée avec z* € Q3 fixé. La convergence (4.29) est donc valable
Soit (;5)ics une famille de fonctions de C'(O) qui localise la famille (O);c; avec

pour tout w dans 2”
¢is — Lo, presque partout quand § — 0. A partir de I'inégalité de Fenchel, pour

x)
) 0)901 5( )

—

1,0

m\&

présque tout z € O\T. ona
> foP(eVue(z))p

> eVu(z) : Tin(w,

Jpis(@) = (FF) (@in(w,

m\&b

[P (eVue(z))
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m\&b

En sommant pour i € I et en intégrant sur O\ on obtient
)dz).

/ [P (eVue)dr > Z (/ eVue : 0; n( )901 sdr — / (feor)” (Uz n(w,
O\T: O\T:
En intégrant par partie le premier terme du membre de droite et en remarquant que

—ediv i, (<) = 25 dans O\ eD(w)
on obtient
/ [P (eVue)de > Z (/ Ug - 27 sdx — / EUs - Tj n(f)grad i sdr
O\T- i1~/ O\T: O\T- €
b [ o a#) = [ () i, D) 0)de (430)
T-NO € ic1 Y O

A~

ou v est le vecteur unitaire normal sortant de e D(w). Nous allons maintenant montrer
que le second terme
_ T
/ e - G n(—)grad p; sdx
O\T: €

du membre de droite de (4.30) tend presque stirement vers 0 quand ¢ — 0. En effet

1o\7.ue = u — v dans LP(O,R?). D’autre part
=0,

é@\ Z(nf/—kz)

z€l,

#(I.) = 125 et
& q
[ o] de = n [ e di
O\T: € 10\p
< he? / |Gin(2)|9 di
2%;5 nY—i—z\D
— Zh52/A |Gin(Tow, 2)|T di
zel. nY\D(r.w)
1
— |O| |Gin(Tow, &)|? di
nY\D W)
< / foo,p (Ui,n(Tzway) 0) dy
(4.31)

. "))*@)

zw

1.

et la constante C est une

ol I'avant derniere ligne provient de la coercivité de (f*°P)
constante positive ne dépendant que de la mesure de O. D’autre part, grace a la Propo-

sition 1.2.2 nous avons pour presque tout w € 2
T (Tzw, ) *
g ((
) G e

1 S,
lim )Z< Yn2

e—0 #(IE el
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Gin(L) ‘q dx < +oo et 'assertion est prouvée.

Ainsi, sup,+ [, O\T.

En passant a la limite dans (4.30), des considérations précédentes et de (4.29) on

obtient
liminf/ P (V) dz > Z/(u—v).zw-gdx—Z|oi|E(S;?)*(z*)
=0 Jor. - Gglo i icl n’ Z
+ lim inf / UGy ( ) vipi s dH2. (4.32)
o1 0 Jorno €

En prenant en considération le fait que 1’énergie dans les fibres est uniformément
bornée nous allons maintenant estimer la limite

. I ‘ 9
hrgn_g(r)lf /BTEDO Eug.al,n(g)ygoz’g dH".
Lemme 4.3.1.
- @ nY]
hmlnf/ EUe.Ojn(— )V -5d7{2:/ v(l — ——) 27 ;6. 4.33
0 o € z,n(é_) P, o ( |nYﬂD|) i Pi, ( )

Preuve du Lemme . Considérons le probleme de Neumann (aléatoire) non homogene dé-
fini dans nY N D(w) par :

[nY|

 [n¥ N D(w)|
|VUIP2VU.v = —0; v in D(w) NnY.

—div (|[VUPP2VU) = (1 )2; innY N D(w)

(4.34)

Notons que le probléme (4.34) est bien posé car le critere de compatibilité suivant est

vérifié A
Y
/ — i vd M +/ (1- Ami‘)z;k di =0
dD(w)NnY D(w)NnY ’TLY N D(w)]

/ —aiyn.yd’,'—[l + (|n}> ND(w)| — |n}7\)zz* =0.
aDNnY

ie.

En effet 0, € adm . (2}) ce qui signifie que
-div 0, = 2f dans nY \ D(w) et o u=0 sur dnY,

ol ;1 est le vecteur normal sortant de nY". Par conséquent, en intégrant sur nY \ D(w),
et en utilisant la formule de Green,

/amu dH' = [nY \ D(w)|z} = (InY| — [nY N D(w)|)2}.
Il existe au moins une solution du probleme (4.34) (cf [3] chapitre 15).
Soit &, = VU que l'on prolonge sur D(w) par covariance (i.e & ,(w,2) :=

&in(Tow, & — 2) pour & € nY + z, z € nZ?). Du probleme (4.34) et par la formule de
Green, on déduit

/ 5“5-61',11(
oT:NO

m | &
™| =
M| S

WWpis dH? = / 6@% : &n( )i dx —/ aug.&n( Jgrady; s dx
T-NO ONT:

nY| \
+ / ue(1— — ) 2¥ o, sda. (4.35)
ont. o ]nYﬂD(w)]>
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En répétant les arguments qui ont conduit a I'estimation (4.31), on obtient pour P-
presque tout w de 2

/ dox — E(/ Ein(,2)? d:c)
T-NO nY ND(w)

de sorte que sup.~. [ o |&in(w, 2)|* dz < +oc.
De plus, du fait que sup, o He (w, u:) < 400, on déduit

q

- z
é’im,(wv g)

sup/ |Vue|P de < 400
e>0 JT-NO

et I'inégalité de Poincaré entraine

sup/ |uelP doz < +o0.
e>0 JT.NO

L’estimation voulue (4.33) est donc obtenue en faisant tendre ¢ — 0 dans 1'égalité (4.35)
ce qui termine la preuve du Lemme. O

En revenant a (4.32), par I'estimation (4.33) du Lemme 4.3.1 nous obtenons

L 2%
lim mf/ [P (eVue)dr > / u—v).2]pis dr + / v(l— ———) %
=0 Jovr (eVue) Z (9( ) Z o ( InY N D(w)|)

i€l i€l
S o\ *
. ny *
- Y loE() G,
i€l
et donc en passant a la limite quand § — 0
- nY| / S\ *

hmlnf/ P (eVu dmZ/ U———————uv)wdr— | E{-L w)dzr. (4.36
mipf | V) do 2 | (um s ) B(L) (w)ds @36)

Or, par le Théoreme 1.3.1,

S o\ S o\
ny _ ny
E( n? ) - (% n?2 )
d’ot1 on déduit par passage au supremum sur les fonctions w € Step(O) dans (4.36),
liminf/ [P (eVue) dx > //S”QY (u—— iod v) dx.
e—0 O\T- o0 n |TLY N D(w)\

S
D’autre part il est facile de voir que £-f est localement Lipschitzienne :

Sr:f/ S;Y !
T (¢) - ()
avec ¢/ > 0 (il suffit d"utiliser les propriétés de croissance et de convexité vérifiées par

Suxr) d’ott

g (i [y

S v
lim inf/ [P (eVue)dr > /f "2Y (u— |An | v) dzx
=0 Jo\T. ol n |[nY N D

S 1
> /Oj[ ;;(u—gv)dx

Y1
InY N D(w)| ¢

' (( ‘nff’ )pfl + (%)pfl)'

[nY N D(w)|
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Le résultat final s’obtient en passant a la limite en n € N*, en utilisant le Corollaire 4.2.1
ainsi que le théoréme ergodique de Birkoff (cf Théoreme 1.2.1). En effet pour P-presque
tout w de

InY N D)|
— = i Y D(w
= im S IF 0 D)) = BF 0 D)) =0

4.3.3.2 Estimation de la borne inférieure dans les fibres.

4.4

Proposition 4.3.3. Pour tout u. tel que a(w, = )u. converge faiblement vers u dans LP(O,R?)
on a pour P-presque tout w € (2

Go(u) < liminf G (w, ue),
e—0

pour la topologie o (L= (O, R3?), L*(O,R?)).

Démonstration. En utilisant la Proposition 1.2.2 du Chapitre 1, presque stirement

a(w, z) — 6. Dans la suite de la preuve, on fixe w € € pour lequel cette convergence a

lieu. On peut supposer d’autre part lim i(I)lf Ge(ue) < +o0. Par le principe de dualité de
e—

Moreau-Rockafellar, pour tout ¢ in LY(O,R?) ot ¢ = I est 'exposnat conjugué de p,
ona:

ou
. . > . . IRVYT] 5
liminf Gelue) 2 limjpt /m(w)@ " (g
Ou, T 1yx
> h%f( [ a0 s - /O o, g (@)de)
= [otar—o [

=i ;¢§;dx— L >*<¢>dw].

En passant au sup sur toutes les fonctions ¢ de L7(0O, R?) on obtient finalement

0
liminf Go(ue) > 0 sup [ / §O o~ /O <gl)*<¢)dw]

€ Li(O,R3)

ce qui termine la preuve. ]

LE CAS PERIODIQUE

On se place dans le cas particulier ot les sections des fibres sont périodiquement
réparties, i.e., dans le cas d’un échiquier aléatoire avec #(€2y) = 1. Nous allons montrer
que 'encadrement établi dans le Théoréme 4.3.1 permet de retrouver le résultat de I'-
convergence établi par M. Bellieud, M. Bellieud & G. Bouchitté.
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Nous définissons les densités suivantes [y et f; correspondant aux densités f; et
fi par
fy(§) = inf /Y fOP(Vw,0) dz - w € adm;ﬁ}
f;(f) = inf / fOP(Vw) de - w € adm;}
V% (0,1)
o1 £ de R? et
admy, := qw € Wy (Y, R3) : /

Y

adm%@ = qw € Wy(Y,R?) : /
Y

wdz =&, w:0dansD}
wdr = ¢, w:OdansD}

et nous définissons les fonctionnelles énergies suivantes pour tout u dans L (O, R3)

-mzégwm,@wzégwm

La fonction G est définie comme dans le cadre stochastique avec 6 = |Y N D).

Théoreme 4.4.1. Avec les notations précédentes nous avons

i) fy =10 =TI

ii) F;;JerGo < I —liminf H. <T — limsup H. < F;ZGO'
En conséquence la suite des fonctionnelles (H.)->o I'-converge vers F;;gGo = F;gGO.
Démonstration. Démontrons i).En reproduisant la preuve de la Proposition 2.1.2 du
Chapitre 2, on obtient fy = fo - Pour tout ¢ fixé de R3, par l'inégalité de Jensen on
obtient f; &) > f?;(g ). D’autre part, pour toute fonction w € adm;?é la fonction w défi-
nie par w(z) := w(Z) appartienta w € adm# de sorte que f# (&) < f4(8).

Démontrons ii). L'inégalité F,, ,Go < I' — liminf H, est une simple conséquence de

€
I'inégalité F; . Go < T — liminf H.(w,.) du Théoreme 4.3.1, et de f#; =fo -
&

D’autre part, avec les notations de la preuve de la Proposition 4.3.2, Etape 1, soit

Wiy € adm; vérifiant

/Y PP (Vi) d = f (10(win)

prolongé par Y -périodicité. Comme
foo’p(vwzqy — / fOO,p Vw, 7]) d

o(L', L), on obtient I'inégalité suivante correspondant a I'inégalité (4.19)
m71’ y
/ f# Zn) dm-il_r}(l)Z/ f Vfwm(g)) dy.
iely Qin\T=

Définissons comme dans (4.20) la fonction un ¢ par

1
uﬁﬁ( ) (90+6§5777 +Zw7‘77 len )
i€l
out la fonction & ;, est définie a partir de (4.21) avec d’évidentes modifications. On ter-
mine alors la démonstration comme dans la preuve de la Proposition 4.3.2 pour obtenir
I'inégalité F?; +Go < T —liminf H,. O
&






APPROCHE NUMERIQUE.

Résumé :

Afin de valider nos différents résultats, nous réalisons une étude numérique comparative
des problémes initiaux et limites des différents chapitres. On se placera alors dans le cas ol
f =g =3|.1% p=2 et oi les fibres sont de forte rigidité.

- Pour le Chapitre 2 (passage 3D-2D), nous procédons a une résolution numérique des pro-
blemes (P) et (P y(c)) (probleme non-rescalé) avec estimation numérique de I'erreur pour e tres
petit. Nous utilisons la méthode des éléments finis afin de discrétiser ces problémes variationnels
continus.

- Pour le Chapitre 3 qui concerne la reconstruction d'un probleme 3D a partir de problemes

plaques homogenes et déterministes 2D, on comparera alors le probleme m(% ® E.(u) avec le
uelLP (O,

probleme limite obtenu. Cette comparaison sera faite dans un premier temps, dans le cas simple
d’une distribution aléatoire des sections de fibre indépendante de x5 (i.e les fibres sont verticales
et traversent tout le domaine), puis dans le cas d’une distribution variant suivant xs.

83
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5.1 APPROCHE NUMERIQUE DU CHAPITRE 2, DANS LE CAS SCALAIRE

Nous souhaitons faire une étude numérique des résultats obtenus dans le Chapitre
2 dans le cas Scalaire avec f = g = 1|.]%, p = 2 et ou les fibres sont de forte rigidité

(a =4)etdanslecasoub=vy=p—1+ 43 L'énergie E. s’écrit alors pour tout
p
u € WH2(Op(e))

1 1 1
E. := / ~|Vul?dz + —~ ~|Vul*dz
Oh(s)\TE € Oh(g)ng

— / Le..udr — /A leudt
Oh(s) (OXh(a))st

L’équilibre du systéme mécanique associé a la structure complete homogénéisée est
décrit par l’énergie totale déterministe suivante définie dans 1'espace L*(O) x Vj :

E(u,v) := Hy(u,v) —/

L.u da:—/ lvdz,
o R

o

Notons (1, ?) la solution du probléeme !
(P)  min {E(u,v) : (u,v) € L(O,R3) x vo} = E(a,0)

Un calcul standard de I’équation d’Euler du probleme (Pz) dans I'espace L2(O) x Vy
conduit au systéme couplé suivant vérifié par (@, v)

dfo(i) =L p.pdans O,

0 oyt 2"

_ 9 (9.t _
a333( 9 )(8x3) 0 p.pdans O,

v=0 p.pdans O x {0},

L)ﬁ.eg =671 ppsurO x {es}.

(g s

- lsib= _
oul=4 " 7T etLi=[LL(, t)dt.
0sib <.

Notons %, (w, .) la solution du probleme (P.), puisque g*(.) = 3|.|? et que f; est une
forme quadratique (cf. Section 5.1.1) nous avons (e, 17.npe 1) — (@, D).

5.1.1 Calcul de la solution @

Cette section peut étre traitée dans un cadre vectoriel. Comme annoncé dans le Cha-
pitre 2, nous proposons une méthode simple de calcul de «.

1. Dans notre cas, on remarquera qu’on a unicité de la solution du probleme (P:).
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Proposition 5.1.1. On note Uy, (w, .) 'unique solution du probleme de Dirichlet (aléatoire)
—AU = 1surnY \ D(w),
Py (5.1)
U e Wy?(nY \ D(w)),

On pose Ay (w) := f,y Un(w, &) dz. Alors, pour P-presque tout w € Q, A, (w) converge vers
une constante déterministe A > 0 et le solution u est donné par

W= A/1 L(3,1) dt. (5.2)
0

Démonstration. Considérons le multiplicateur de Lagrange A\*"(w) € R3 relatif au pro-
bleme de minimisation

1 .
fo(w, s) = inf {2][ [Vw|? di : w e Wy (nY \ D(w),R?), ][ w di = s} ,
nY nY

et notons w® un minimiseur aléatoire de ce probleme. La fonction w® est alors solution
de la formulation faible du probléme suivant

—Aw® = N*"(w) sur nY \ D(w),

w® € Wy?(nY \ D(w),R?), (5.3)

][Awsd:ﬁ:s.
\ ny

On note B = (ey, e2, e3) la base canonique de R3. Appliquons (5.3) pour s = ¢;, on en
déduit f,(w,e;) = %)\e“”(w).ei. En appliquant (56.3) avec s = ¢; +¢;,5 = ¢; —¢j, eten
remarquant que A% (w) = A" (w) £+ A%"(w), nous obtenons

falw,ei +€5) — fu(w,e; —ej) = X" (w).ej + X" (w).e;.

On obtient le méme résultat, sil’'on remplace e; et e; par des vecteurs u et v quelconques.
Cela montre que f,(w, .) est une forme quadratique (notons que f,(w, .) est une fonction
homogene de dégré 2), et que f,(w, s) = A"(w)s . s oit A”(w) est une matrice symétrique
3 x 3 donnée par

n 1iien ej,n
Afj(w) = 7 [A" (@) + 27" (W) 0]

Appliquons maintenant le probléme (5.3) avec s = e; et avec la fonction test w® (idem
avec s = ej et w®), nous déduisons que A" (w).e; = A" (w).e;, de sorte que A7 (w) =
%)\ei’"(w).ej. Mais pour i # j, le probleme (5.3) donne,

—Aw.ej = A" (w).ej surnY \ D(w),

w.e; € Wy (nY \ D(w)),

][A w.ej dz =0,
ny

et on en déduit en prenant w.e; comme fonction test que w®.e; = 0, ainsi A}(w) =
0 pour i # j. Calculons maintenant A%(w) = 2A%"(w).e;. Puisque A\*"(w).e; =
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2fn(w,e;), on a A" (w).e; > 2a > 0 et par (5.3), nous déduisons que W est
solution du probleme de Dirichlet scalaire
—AU = 1surnY \ D(w),
(5.4)
U e Wyi(nY \ D(w)).
Notons U, (w) cette unique solution, alors I'égalité
w%.e;
————di= ][ U, dz
]{LY )‘eim(w)'ei nY
entraine
][ Cw.e; di
Afj(w) = =%
2 ][ Uy dz
nY
Or d’apres (5.3)
][ w.e; di =1,
nY
de sorte que
1
Aj(w) = ———.
2 ][ Uy, dz
nY
En utilisant de nouveau le théoreme ergodique sous-additif on peut prouver que
Ay (w) == f ; Un(w) di converge presque stirement vers une constante déterministe

A > 0: en effet de (5.4) on déduit que U, vérifie

/A ]VUnPd:f::/A U, di
nY nY

et donc puisque

1 .
Q/A ]VU,LPdﬁc—/A Undfc:inf{/A \VU!QdaE—/A Udi::UeWOl’Q(nY\D(w))},

v v v v
Sny
Ap(w) = =2 o

otl, pour tout pavé A engendré par (0,1)?,
1 N
S, = inf {2/ IVU|? dz — / Udi:Ue Wol’2(A\D(w))} .
A A

1l suffit donc de remarquer que A — S 4 est un processus sous-additif et d’appliquer
le Théoreme 1.2.4 pour en déduire la convergence presque stire de A, (w). Pour plus de
précisions et des compléments, nous vous renvoyons a [11].

Par conséquent, pour P- presque tout w € (2 et pour tout s € R3,

1

Jm  fu(w,s) = fols) = s

d’ot1 0fy(s) = +s. On conclut en remarquant que df;(s*) = As*. O
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Approximation numérique de A

On cherche a calculer dans un cadre scalaire une approximation de A afin de déter-
miner la valeur de @ a I’aide de (5.2). On utilise le logiciel cast3M [8] pour la résolution
du probleme de Dirichlet (5.1). Avant cela, il nous faut construire un maillage aléatoire
respectant les hypotheses probabilistes de notre probleme ( voir section 2.1.1).

Maillage aléatoire.

Pour résoudre le probleme aléatoire (5.1), on considere le domaine nY "\ D(w), consti-
tué de n? section de fibres. Ces sections sont distribuées selon la loi uniforme, et la frac-
tion volumique des fibres est de % (le rayon d’une section de fibres est de 1). Pour
créer notre maillage contenant n? fibres, on génere aléatoirement suivant une loi uni-
forme une liste de N (>> n?) points de nY . Puis on extrait les 7> premieres coordonnées
vérifiant

V(i,7) € [0..n] x [0..n], |w; —wj| > 2.rayon + d,
Vz e (n—1)Y, Jie[0.n] tel que |D(w;) N (Y + z)| # 0,

ol1 d est choisi assez petit selon la densité de maillage et D(w;) est la section de fibre de
centre w;. La premiere condition évite I'interception de deux fibres. La deuxiéme nous
permet d’avoir une répartition de fibres "riche” dans R?. On obtient alors le maillage de
la Figure 5.1.

FIGURE 5.1 — Maillage aléatoire (n=7, soit 49 fibres).

Avant de commencer nos calculs, nous devons nous assurer que les propriétés
aléatoires de notre construction respectent 'ensemble des hypotheses décrites dans la
Section 2.1.1

Pour cela, on utilise une méthode de traitement d’image afin d’obtenir un covario-
gramme spatial qui nous permet de vérifier 1'ergodicité ainsi que 1'isotropie de notre
répartition de fibres. Le covariogramme est un outil mathématique nous permettant
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d’obtenir de nombreuses informations sur la répartition spatiale de particules aléatoi-
rement distribuées dans un milieu homogeéne. Pour cela nous renvoyons aux travaux
de D. Jeulin [20] et ]. Serra [30].

ol \/
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FIGURE 5.2 — Covariogramme du maillage (Fig.5.1) et ses courbes de Covariance.

La Figure 5.2 représente le covariogramme de notre maillage suivant trois direc-
tions. Cette méthode d’analyse d’image par le logiciel "image]" nous a été transmise
par Y. Monerie. On appelle covariogramme les courbes représentant les fonctions
z +— C(D(w), z) ot pour tout = fixé,

C(D(w),z) =P{w: € D(w)etzx+ 2z € D(w)}.

Cette fonction nous donne la probabilité pour laquelle deux points distants de z
appartiennent a 1’ensemble aléatoire D(w). Toujours d’apres les travaux de D. Jeulin
[21], voici quelques propriétés qui nous seront utiles :

— (C(D(w),0) = la fraction volumique de D(w),
— C(o0):= | |lim C(D(w), 2) = (fraction volumique)*
z|—+o00

— lorsque le covariogramme admet un palier, I'ensemble aléatoire est ergodique.

On peut alors constater que quelque soit la direction choisie, le covariogramme associé
( Figure 5.2 ) admet une asymptote (en pointillés bleus) ce qui caractérise I'ergodicité
de notre ensemble aléatoire D(w), et que C'(D(w),0) ~ 6(= 0,196..). De plus, quel que
soit la direction, I'asymptote est la méme, et de valeur C(c0) = (fraction volumique)?.
On retrouve alors notre hypothese (As3).

En effet , soit 2,5y € nY, et considérons les éveénements £ := {w : z € D(w))} et

F:={w: y€ D(w)} de A. Il est clair que P(E) = P(F') = fraction volumique, et qu’il
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existe un 2’ € Z? tel que y = = + 2. D’ out

lim P(,ENF) = lim P FNF)
|z| =400 |z|>+o0
= (C(o0)
= (fraction volumique)?
= P(E)P(F).

De plus, du fait d’avoir des covariogrammes relativement identiques quel que soit la
direction choisie, nous pouvons supposer que notre structure est isotrope dans R?.

5.1.2.2 Calcul numérique de A

Nous cherchons a obtenir ici une estimation numérique de A comme étant la limite
presque stre de la suite A, (w) := £ v Up(w, &) di ot U, est solution du probleme 5.1.
Tout ce qui suit est fait dans le cas scalaire.

On se place dans le cas ou a chaque itération n notre structure compte n? fibres.
Afin de valider notre modele variationnel, nous allons effectuer tous nos calculs dans
trois cas. Le premier cas est celui d'une répartition périodique des fibres : on divise
nY en n? cellule et on place les fibres au centre de chaque cellules. Le deuxiéme cas
est celui de : on divise également 7Y en n? cellules mais on place
les fibres aléatoirement dans chaque cellule selon une loi de probabilité uniforme. Et
le dernier cas est celui d"une répartition aléatoire ergodique plus générale des fibres
dans nY comme dans le paragraphe 5.1.2.1. Pour ce calcul on utilise le logiciel libre
CAST3MTM [8]. La Figure 5.3 illustre nos résultats pour les trois cas étudiés.

An
6,00E-02
5,50E-02
5,00E-02
4,50E-02
4,00E-02
3,50E-02
3,00€-02
—#-Pperiodique
2,50E-02
Echiquier aléatoire
2,00E-02
f —A—Tirage aléatoire

1,50E-02 I
1,00E-02 n° itération

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29

FIGURE 5.3 — Evolution de n — A,, dans le cas d’une répartition périodique, d'un et

d’un tirage aléatoire (avec 2 tirages différents).

On constate que pour chaque cas , on obtient une convergence de la suite A, (w) vers
une constante A. De plus pour les cas aléatoires, on a unicité de cette limite quel que
soit le tirage effectué, ceci est d a I’ergodicité de la répartition des fibres.
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5.1.3

0,06

N }I{}}E}}}}Eﬁiiiiiﬁi

0,04 }

o
0 5 10 15 20 25 30

FIGURE 5.4 — Evolution de la moyenne et de I'écart type de la fonction n — A,, dans le cas d’un tirage
aléatoire pour 20 tirages.

La Figure 5.4 ci-dessus nous permet de valider 1'unicité de notre limite A quelque
soit le tirage effectué, ce qui illustre également I’ergodicité de notre maillage.

Estimation de I’erreur entre les solutions de P, ;(.)(w) et de P dans le cas sca-
laire

Afin de valider nos résultats, nous calculons I’évolution de 1’erreur entre . restreint
a O et u ol u. et u sont les solutions respectives de (P, j,(.)(w)) et (P) lorsque ¢ décroit
vers 0.

Rappelons que nous effectuons nos calculs pour f = g = 1[.]%, p=2 eta = 4, et
b=~ =p—1+ 7. Le domaine des configurations de référence est ici O x (0,€%) ot

O := [0,2]% Dans le cas périodique et celui de ’échiquier aléatoire, la fraction volu-
mique asymptotique de fibres sur O est 6 := [, Y N D(w)|dP(w) = m.rayon? = 0,196....
En revanche, pour le cas aléatoire plus général, nous avons besoin de calculer numé-
riquement § qui nous est indispensable pour comparer nos résultats dans les trois cas
étudiés. Pour cela, nous avons calculé  en faisant la moyenne des aires [Y N D(w)| pour
un trés grand nombre de tirages (10 000 tirages) et pour Y fixée (voir Figure 5.5).
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FIGURE 5.5 — Zone de mesure de la fraction volumique pour n = 5 (soit 25 fibres).

La Figure 5.6 représente la variation de § dans le cas aléatoire en fonction du nombre
de fibres ( cf la courbe rouge), ainsi que la valeur de la fraction volumique du cas pério-
dique (cf courbe verte). On constate alors a partir de 36 fibres, que la fraction volumique
de fibres de notre structure est trés proche de celle du cas périodique et de "échiquier
aléatoire (la différence est inférieure a 2%). Par conséquent nous pouvons comparer nos

résultats limites pour ces trois cas.

Espérance de la
fraction Volumique

0,3 3
0,29 -

0,19 -
0,18 -
0,17 -
0,16 -
0,15 -
0,14 -
0,13 |
0,12 -
0,11 -

0,28 - —< Fraction volumique du cas

0,27 periodique

0,26 |

0,25 - —#-Fraction volumique du cas

0,24 aléatoire

0,23 -

0,22 -

0,21 -

0,2 — _W=YA . = .

0,1

Nombre de fibres

4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196 225 256 289 324 361 400 441

FIGURE 5.6 — Evolution de la fraction volumique asymptotique en fonction du nombre de fibres.
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On considere le probleme élastique P, j(.)(w) de solution 7., ou la structure est
soumise a un chargement volumique dans la matrice et a une traction au niveau de la
section supérieure des fibres. Les problemes P, j,.)(w) et P sont alors caractérisés par
les systemes d’équations suivants pour . dans W'2(Oy,)), (,7) dans L*(O) x V; et
pour ¢ fixé,

PROBLEME INITIAL PROBLEME LIMITE
—Au, = L. dans O\T.(w), uw=AL p.pdansQO,
A ag = 25

At = L. dans O N T (w), _2121 —0 ppdansO,
T3

Us € WLQ(Oh(e))a R
v=0 p.pdansO x {0},
. =0 sur O N D.(w)
o

07/;3'63 =0l ppsurO x {es)}.

1 9
gt 81‘3

= 1. sur O N D.(w) + h(e)es

D’un point de vue mécanique, il est possible de supposer que L. et /. ne dépendent
pas de z, plus précisément, £, = e 2 etl, =3,

Pour toute fonction w de L?(O) on note @ son approximation numérique dans RY,
ol N est le nombre de noeuds générés par le logiciel Cast3M”? [8]. On utilise la norme
euclidienne ||.||2 dans R pour 'estimation de nos erreurs.
Nous calculons maintenant les erreurs relatives

|te(2,0) —u(@)lla  [[v=(x) — 0(z)]l2
[u(@)[]2 [o(2) ]2
ol U, := lTe(w)Efgﬂs.
Pour notre calcul, a chaque itération ¢ = 2,3,.., on considére ¢ = % et
nombre de fibres = 142, par conséquent, la fraction volumique relative aux fibres

est constante a chaque itération malgré que leur nombre augmente.

On illustre ces convergences d’erreur par les Figures 5.7 et 5.8 respectivement.
Rappelons que h(g) = 2 = % et que les calculs sont faits pour un unique tirage.

On constate que I'estimation de I’erreur dans la matrice ne converge pas a la méme
vitesse et vers la méme limite selon le cas étudié. En effet, pour le cas périodique on ob-
tient une convergence rapide et réguliere (< 5% a partir de 16 x 16 fibres). Dans le cas
de I'échiquier aléatoire, la convergence est plus rapide mais l’erreur est moins bonne
tout en restant raisonnable (~ 6% a partir de 14 x 14 fibres) et pour le cas aléatoire
ergodique plus général, 1’erreur est approximativement de 8%. Ces résultats nous pa-
raissent cohérents d"un point de vue physique car pour le cas de 1'échiquier aléatoire
et & plus forte raison dans le cas périodique, le VER est bien défini alors que pour le
cas aléatoire plus général, il est défini par un processus limite avec condition d’ergodi-
cité. Ces résultats sont acceptables alors que notre modele nous fournit seulement des
convergences faibles.
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Erreuren %
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FIGURE 5.7 — Evolution de I'erreur dans la matrice dans le cas d’une répartition périodique, d'un échi-
quier aléatoire et d’un tirage aléatoire ergodique plus général.

Un autre enseignement de nos résultats est la non régularité de la courbe d’erreur
du cas aléatoire ce qui montre également la forte influence de la répartition spatiale des
fibres dans la matrice.

Erreur en %
12

11,5
11 \\
10,5

IR\
W

R

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
valeur de n

FIGURE 5.8 — Evolutions de I'erreur dans les fibres pour le cas d'une répartition périodique, d'un échi-
quier aléatoire et d’un tirage aléatoire ergodique plus général.

La Figure 5.8 représente I'estimation de l'erreur entre v. := 17, ()¢ 7. et v. Rap-
pelons que v, nous donne la vitesse de convergence du déplacement dans les fibres
17, (w) e vers 0 (cf. Lemme 2.1.1). Ces convergences sont quasiment identiques dans les
différents cas étudiés. On suppose que cela est dt a la grande différence de rigidité
entre la matrice et les fibres. En effet, puisque les fibres sont tres rigides, la matrice in-
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5.2

5.2.1

flue treés peu sur les fibres et donc la disposition des fibres n’a que trés peu d’influence
sur leur comportement contrairement au comportement de la matrice.

APPROCHE NUMERIQUE DU CHAPITRE 3 : COMPARAISONS DU

PROBLEME  min  FE.(u) AVEC LE MODELE RECONSTRUIT.
ueWr T (O,R?)

0 2 & s ] he) 0

2

/

FIGURE 5.9 — Comparaison du probleme min E.(u) avec notre modele limite.
uweWy, P (O,R?)

Dans cette section, nous voulons valider notre résultat limite obtenu dans le Cha-

pitres 3 en comparant notre modele limite avec le probleme  min  E.(u) ou
1,p 3
UEWFO (O,R3)

1
E.(w,u) ::/ f(Vu)dz + — g9(Vu)dz / L..udx,
O\Te n(w) &8 JonT: n(w) o

avec T; p(w) :== ;o (D&k(w) x (k %)) ot D, ;(w) estla réunion des section de fibres

n’?
de la k™€ plaque ( cf Fig 5.9).
Tout en gardant les notations des Chapitre 2 et 3, nous effectuons nos calculs dans le
cas scalaire avec f = g = $|.|, a = 1 et p = 2. Nous allons donc dans un premier temps,

pour ¢ fixé, résoudre le probleme min  E.(u) ot pour tout u € WH2(0)
ueW1,2(0)

1 1 1
E (w,u) ::/ ~|Vul*dz + / ]Vu|2dac—/ Le.udz.
O\Tem(w) 2 € JonT. n(w) 2 o

Nous rappelons que le matériau étudié est soumis a un chargement volumique £, ~
17(s Ap
= L(&, 2) vérifant sup,,cy || Ll Lo(0) < +00.

Cas d’une distribution de fibre identique sur chaque plaque.

Nous traitons le cas ot la distribution des fibres est la méme sur chaque plaque,
c’est-a-dire que les fibres traversent toute la structure verticalement (cf. Figure 5.10).

Par un calcul standard, nous obtenons que notre probléme de minimisation est
caractérisé par le systéme d’équation suivant : olt u. est solution du probléeme

min  E.(u),
ueWFI(’JQ(O)
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FIGURE 5.10 — Domaine O dans le cas d'un renforcement aléatoire particulier.

—A’I_L(._- = £€ dans O\Ts(w)a
_%Aag = L. dans O N T;(w),

8u: =0 sur (OND-(w)) x {1},

oxs3

—%}5 =0 sur 9,0,
u. € WH2(0),

i, =0 surly,

avec 7 vecteur normal sortant du bord latéral §;© de la structure et Iy := O x {0}.

Nous voulons estimer par la suite ’erreur entre la fonction u. solution du probleme

min  F; (u) etla fonction @ € L?(O) minimisant dans L?(O) I'énergie limite obtenue
uEWF(’) (0)

dans le Chapitre 3

Ey(u) ::/Ofg(arg,u(x))dx—/OL(:U).u(:C)da?,

lorsque ¢ — 0.

Notons qu’ avec nos hypotheses, la solution de ce probléme est alors i(x) = A.L(z)
(voir la Section 5.1 et le Chapitre 3).

Nous effectuons nos calculs dans les cas d"une répartition périodique, d” un échi-
quier aléatoire et dans le cas d” une répartition aléatoire ergodique des fibres plus géné-
rale. Nous rappelons que dans nos calculs, nous considérons ¢ = /nombre de fibres.
On utilise une nouvelle fois la norme euclidienne |.|2 dans RY pour l'estimation de
nos erreurs.

Nous calculons maintenant les erreurs relatives

[ae(x) — u(x)llo
[t () ]2
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5.2.2

80

Erreur en %

75 -
70 1 4
65 1\
60 -
55 -
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a4 16 36 64 100 144 196 256 324 400 484 576 676 784 900
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FIGURE 5.11 - Evolution de I'erreur dans la matrice (en fonction du nombre de fibres et donc de €) pour le
cas d'une répartition périodique, d'un échiquier aléatoire et d'un tirage aléatoire ergodique plus général.

La convergence des estimations d’erreurs illustré dans la Figure 5.11, est relative-
ment lente. En effet, a partir de ~ 300 fibres, nous obtenons une erreur de < 8% pour le
cas périodique, ~ 9% a partir de ~ 841 fibres pour le cas de I’échiquier aléatoire et nous
obtenons une erreur de ~ 11% pour le cas aléatoire ergodique . On constate grace a la
courbe correspondante a la répartition aléatoire, que malgré une rigidité plus faible que
celle considérée dans la section 5.1 (ici a < p), la distribution des fibres influe encore
sur le comportement de la matrice.

Cas d’une distribution de fibre différente sur chaque plaque.

Nous nous intéressons maintenant a la résolution du méme probléme de minimi-

sation mgn : E.(u) mais avec une distribution de fibres variant suivant x3. Bien que
ueLP(O,R

la distribution de fibres varie par le tirage, nous considérons la fonction z3 — P,

constante. En reprenant les notations du Chapitre 3, puisque le tirage est différent sur

la base inférieure de chaque plaque O x [£, EEL[ les fibres peuvent étre inclinées sur

chaque plaque (cf Figure 5.12). Et pour des raisons de difficulté de maillage, nous trai-
terons uniquement le cas ot la distribution est celle d"un échiquier aléatoire.

FIGURE 5.12 — Représentation des fibres
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Conformément a notre stratégie de modélisation (cf Figure3.1), pour notre algorithme
nous faisons le choix qu’a chaque itération ¢ = 2, 3, ..., le nombre de plaque soit égal au
nombre de fibres (= i2 = 5%) cf Figure 5.13.

ITERATION [ ITERATION 2

FIGURE 5.13 — Maillage généré lors des 2 premiéres itérations.

Comme précédemment, nous estimons l’erreur entre la fonction . solution du pro-

bleme  min E.(u) et la fonction o € LP(O,R) minimisant I'énergie limite obtenue
“EWr{J (0)

dans le Chapitre 3

Eo(u) = /O Folws, ulz))dz — /O L(z).u(x)da,

lorsque ¢ — 0.

N

Avec nos hypotheses, la solution de ce probleme est alors u(zr) = A(z).L(z) ou,
puisque P, est constant A(z) = A est constant également ( voir la Section 5.1 ).
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85
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FIGURE 5.14 — Fvolution de I'erreur dans la matrice (en fonction du nombre de fibres et de plaques (et
donc de €)) pour le cas d’un échiquier aléatoire ergodique plus général.

L’évolution de l’erreur dans la matrice en fonction du nombre de fibres et de plaques
est illustrée dans la Figure 5.14. L'erreur limite est inférieur a 10%, ce qui nous semble
convenable d’autant plus que pour notre modélisation nous considérons les fibres ver-
ticales alors qu’elle peuvent étre inclinées dans cette étude numérique.



CONCLUSION

CONCLUSION GENERALE

La modélisation des matériaux aléatoirement renforcés de type TexSol”™ conduit
a un large domaine d’étude et a de multiples difficultés tant du point de vue mathé-
matique que mécanique. Dans cette theése, tout en restant le plus fidele possible au
comportement physique du matériau, pour traiter mathématiquement l’aléatoire, on
a considérablement simplifié la géométrie complexe représentant l'inclusion du fil .

Nous avons développé une stratégie de modélisation conduisant & un modéle dé-
terministe et homogene du TexSol?Y. Cette stratégie se décompose en deux étapes.
Dans un premier temps, nous proposons un modeéle déterministe 2-dimensionnel issu
d’un probleme plaque d’un matériau aléatoirement renforcé. Ce modele limite nous
permet essentiellement de connaitre le comportement d'une fine couche du matériau.
Nous utilisons dans un second temps, un procédé d’intégration variationnelle consis-
tant, par sommation des modeles 2-dimensionnels ainsi obtenus, a construire un mo-
dele 3-dimensionnel équivalent. Nous passons plus pécisément d’un modeéle a énergie
discrete dans une direction, a un modéle a énergie continue par convergence variation-
nelle suivant le pas de discrétisation.

Par une étude numérique, nous avons montré que ces deux modeles génerent des
erreurs acceptables lorsque 1'on compare les problemes limites aux problémes ini-
tiaux bien que les champs de déplacement limites soient obtenus par des convergences
faibles. Cette étude a également fait ressortir la forte influence des fibres sur la matrice
(par leur disposition).

Afin de palier le défaut de non-localité de notre modele dt a nos hypotheses (lors
du passage 3D—2D du Chapitre 2), nous proposons de modéliser le matériau pour une
épaisseur cette fois-ci fixe mais sous des hypotheses moins restrictives sur I'énergie
élastique. Mais I’hypothese d"une direction fixe des fibres devient alors moins accep-
table. Dans le Chapitre 4, nous donnons ainsi un encadrement du modele homogene dé-
terministe d"un matériau aléatoirement renforcé par deux énergies déterministes non-
locales

Fy 4Go < T —liminf H.(w,.) < I'limsup He(w, u) < FJJEGO.

Puisque dans le cas périodique ces inégalités deviennent des égalités, on peut raison-

nablement supposer qu’au moins 1'une des deux énergies F, .Gy et Fy Gy est trés
€ €

proche de I'énergie limite escomptée.
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Conclusion

CRITIQUES DU MODELE

L’étude proposée dans cette thése n’est qu'une premiere approche de la modéli-
sation du matériau TexSol”™ par un procédé d’homogénéisation. La principale cri-
tique est que nos hypotheses conduisent a un modéle donnant peu d’informations
sur le comportement des fibres. Ceci se traduit dans le Chapitre 2 par le fait que les
champs de déplacement 1 pnr7, Uz (w, .) et Lonr, % convergent fortement vers 0 dans

LP(O,R?), nous perdons dong, a la limite, des informations sur le déplacement des

a()

fibres. Cependant, pulsque e Monr. ez (w,.) et e LT convergent faiblement

dans L?(O,R3) vers v et -, on peut considérer que pour & pet1t Lonr. e (w, .) se com-
porte comme £7v.

D’autre part, les comportements limites dans les fibres et dans la matrice sont dé-
couplés et contrairement au modele proposé par M. Frémond, notre modele ne prend
pas en compte les effets non-locaux auxquels on pourrait s’attendre.

PERSPECTIVES

Dans la continuité directe de notre travail de theése, nous pouvons tenter de tester
notre modele dans le cas vectoriel et en grande déformation. De plus nous pourrons
également les tester avec différents chargements et différentes rigidités en faisant varier
les différentes puissances de ¢.

Il nous faut également poursuivre notre travail du Chapitre 4 afin de trouver le
probléme limite. La difficulté vient de la non localité escomptée du probleme limite
En effet, si une des fibres subit une perturbation, cela influe sur une grande zone de la
matrice, ceci rajouté a la répartition aléatoire des fibres rend ce probléme tres difficile.
Une fagon d’éviter ce probleme est d’étudier le cas capacitaire, i.e., le cas ot les fibres
sont extrémement fines et rigides. Dans ce cas, une perturbation des fibres engendre
un stockage d’énergie localisée autour d’elle et donne lieu a une énergie capacitaire. Ce
probléme a été complétement traité par M. Bellieud dans le cas périodique, et en voix
d’étre résolu dans le cas aléatoire. Il serait alors intéressant de reprendre notre stratégie
dans cette perspective, en commengant par fournir un modele 2d non local capacitaire
avant de I'intégrer en un modele 3d.

Une autre étude qui serait une suite logique de notre travail, serait de considérer
un déplacement u € LP(O,R?) dans la matrice et u € L9(O,R?) dans les fibres avec
p # q et de faire tendre ¢ — lou p — 1 (voir par exemple [19] pour plus de détail sur
la méthode). Cela nous permettrait par la suite de prédire d’éventuelles fractures dans
les fibres (ou dans la matrice).

Pour avoir un modéle encore plus proche du comportement macroscopique du
TexSol?™ , il ne faudrait pas privilégier une direction des fibres. Pour cela nous propo-
sons deux pistes :
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- définir un aléa supplémentaire correspondant a l'orientation d’une fibre dans la
matrice et par conséquent définir un nouvel opérateur 7, associé.

- définir comme aléa le fil lui-méme, complexifiant ainsi la géométrie (en particulier
la géométrie de la matrice) , et lui associer un systéme dynamique adéquate décrivant
l’aléatoire.






BIBLIOGRAPHIE

[1] M. A. Ackoglu, U. Krengel. Ergodic theorem for superadditive processes. ]. Reine
Angew. Math 323 53-67, 1981.

[2] H. Attouch. Variational Convergence for Functions and Operators. Applicable Ma-
thematics Series. Pitman Advanced Publishing Program, 1985.

[3] H. Attouch, G. Buttazzo, G. Michaille. Variational analysis in Sobolev and BV space :
application to PDEs and Optimization. MPS-SIAM Book Series on Optimization 6,
December 2005.

[4] M. Bellieud Torsion effect in the elastic composites with high contrast SIAM ]. Math
Anal. Vol 41 (2010) no 6, 2514-2553.

[5] M. Bellieud, G. Bouchitté. Homogenization of elliptic problems in a fiber reinforced
structure. Nonlocal effect. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci.(4) 26 (1998), no 3,
407-436.

[6] M. Bellieud, G. Bouchitté. Homogenization of a soft elastic material reinforced by fibers.
Asymptot. Anal. 32, no 2 (2002), 153-183.

[7] A. Braides. Gamma-convergence for Beginners Book : Oxford University Press.
(2002), Oxford.

[8] CAST3M. http ://www-cast3m.cea.fr..

[9] C. Castaing, M. Valadier. Convex Analysis and measurable Multifunctions. Lecture
Notes in Math. 590, Springer-Verlag, Berlin, 1977.

[10] E. Chabi, G. Michaille. Ergodic Theory and Application to Nonconvex Homogenization.
Set valued Analysis 2 (1994), 117-134.

[11] E. Chabi, G. Michaille. Random Dirichlet problem : scalar Darcy’s law. Potential
Anal. 4 (1995), no. 2, 119-140.

[12] G. Dal Maso. An introduction to I'-convergence. Birkduser, Boston, 1993.

[13] G. Dal Maso, L. Modica. Non Linear Stochastic Homo genization and Ergodic Theory.
J. Reine Angew. Math., 363 :27-43, 1986.

103



104

Bibliographie

[14] E. De Giorgi, T. Franzoni Su un tipo di convergenza variazionale. Atti. Accad. Naz.
Lincei Rend. CI. Sci. Fis. Mat. Natur, 842-850, 1975

[15] M. Frémond. Non-Smooth Thermo-mechanics. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg
New York, 2002.

[16] A. Gloria et F. Otto. An optimal variance estimate in stochastic homogenization of
discrete elliptic equations Ann. of Probab, 39 (2011), No 3, pp 779-856.

[17] A. Gloria et E. Otto. An optimal error estimate in stochastic homogenization of discrete
elliptic equations Ann. of Probab, 22 (2012), No 1, pp 1-28.

[18] J.b Hiriart-Urruty. Etude de quelques propriétés de la fonctionnelle moyenne et de I'inf-
convolution continue en analyse convexe stochastique C. R. Acad. Sci., Paris, Sér. A
280, 129-132 (1975).

[19] O. losifescu; P. Juntharee; C. Lichtet G. Michaille A mathematical model for a
pseudo-plastic welding joint Anal. Appl. (Singap), 2009,7,243-267.

[20] D. Jeulin. Random texture models for material structures Statistics and Computing
(2000) 10, 121-132.

[21] D. Jeulin. Caractérisation morphologique et modeles de structures aléatoires énéisation
en mécanique des matériaux 1 (Book) (2001) 5, 94-132.

[22] U. Krengel. Ergodic Theorems. Studies in Mathematics. De Gruyter, Berlin ; New
York Number 6, 1985.

[23] R. Laniel, P. Alart, S. Pagano. Consistent thermodynamic modelling of wire-reinforced
geomaterials. European Journal of Mechanics - A /Solids, vol 26, 5 (2007) 854 - 871.

[24] R. Laniel, P. Alart, S. Pagano. Discrete element investigations of wire-reinforced geoma-
terial in a three-dimensional modeling. Computational Mechanics, vol(42), 1 (2008)
67-76.

[25] C. Licht, G. Michaille. Global-local subadditive ergodic theorems and application to
homogenization in elasticity. An. Math. Blaise Pascal 9 (2002) 21-62.

[26] C. Licht, G. Michaille. A nonlocal energy functional in pseudo-plasticity. Asymptotic
Analysis, 45, (2005), 313-339.

[27] G. Michaille, J. Michel. The subadditive ergodic theorem and some random problems in
mechanics. Proceedings of the IV Catalan Days of Applied Mathematics (Tarra-
gona, 1998), 139 7149, Univ. Rovira Virgili, Tarragona, 1998.

[28] G. Michaille, J. Michel, L. Piccinini. Large deviations estimates for epigraphical super-
additive processes in stochastic homogenization. Préprint N. 220, ENS Lyon (1998).



Bibliographie

105

[29] Nguyen Xuan Xanh and Zessin Hans. Ergodic theorems for spatial processes. Proba-
bility Theory and Related Fields,(vol 48), 1979.

[30] J. Serra. Image Analysis and Mathematical Morphology Book : Academic Press, inc.,
1983

[31] Valadier M. Intégration de convexes fermés notamment d’épigraphes inf- convolution
continue. 28A99 (Classical measure theory) 1 (1970) 67-76.






Titre MATERIAUX ALEATOIREMENT RENFORCES DE TYPE TEXSOL : MODELI-
SATION VARIATIONNELLE PAR HOMOGENEISATION STOCHASTIQUE.

Résumé: Notre but est de proposer un modele mathématique d’un matériau com-
posite aléatoirement renforcé de type TexSol?™ (un mélange sable-fil). Pour cela nous
effectuons une étude asymptotique variationnelle afin d’obtenir une structure homo-
gene et déterministe rendant compte du comportement mécanique de ce matériau.
La stratégie de modélisation consiste a découper (suivant une direction x3) un cube
de TexSol™ en fines plaques d’épaisseur h(c) dépendant d’un trés petit parametre
£ << 1. Pour h(e) assez petit, nous supposerons que dans chaque plaque les fibres sont
verticales. Notre probleme initial est alors décomposé en n ( :=ﬁa)) modeles de type
plaque donnant une formulation 2-dimensionnelle apres passage a la limite. Le modele
obtenu est déterministe. Puis, en utilisant ce résultat pour chacune des plaques, on ob-
tient ainsi une énergie discrete (suivant z3), somme des n énergies 2-dimensionnelles
homogenes et déterministes. Nous reconstruisons alors une structure 3D par une
intégration variationnelle en z3, i.e. en passant a la limite en n de maniére variation-
nelle. 'énergie limite, homogene et déterministe ainsi obtenue est proposée comme
un modele du TexSol?™ . Nos différents résultats sont validés par une étude numérique.

Title TEXSOL-LIKE RANDOMLY REINFORCED MATERIALS : STOCHASTIC VA-
RIATIONAL MODELING BY HOMOGENIZATION.

Abstract A mathematical model of a composite material randomly reinforced such as
TexSol”™™ ( mixture of sand and wire) is proposed. For this study, a variational asymp-
totic analysis is performed in order to obtain a homogeneous deterministic structure
taken into account the mechanical behavior of this material. The modeling strategy is
to cut (in direction x3) a cube of TexSol”™ into thin plates of thickness k() depending
on a very small parameter ¢ << 1. When h(¢) is small enough, we assume that each
plate contains vertical fibers. Our 3D initial problem is decomposed into 7 ( ::%)
2D layer type models giving 2-dimensional formulation after passage to the limit. The
resulting model is deterministic. Then, using this result on each plate, we obtain a
discrete energy (according to x3), which is the sum of n 2-dimensional homogeneous
and deterministic energies. We reconstruct a 3D structure by means of a variational
integration respect to x3, i.e. taking a variational limit on n. This obtained energy limit,
homogeneous and deterministic, is thus proposed as a TexSol” model. Finally, the
model is validated by a numerical study.

Mots-clés Modélisation variationnelle, homogénéisation de matériaux composites,
analyse numérique, analyse asymptotique, probléme non-local, I'-convergence, théo-
rie ergodique, processus sous additif.



