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Glossaire

Arithmétique des intervalles Arithmétique permettant d’effectuer des opérations sur des inter-
valles. Elle comprend la redéfinition des opérations classiques d’addition, soustraction, multi-
plication et division lorsque les éléments considérés ne sont plus des variables réelles, mais des
intervalles réels.

Bearing-only SLAM ensemble des algorithmes de SLAM pour lesquels seul un capteur de direc-
tion est utilisé pour percevoir I'environnement (cas typique : une caméra)

Bruit Erreur inconnue sur un systeme de mesure ou une équation de modele. Ce type de terme est
en général modélisé par une variable (ou vecteur) aléatoire dont la densité de probabilité est
connue.

Caméra omnidirectionnelle Caméra perspective classique filmant un miroir de révolution. Ce type
de montage permet de filmer une scene a 360 degrés au prix de distortions.

Cartographie En robotique, la cartographie désigne le fait de créer une carte ou représentation de
I’environnement d’un robot lorsque la trajectoire de celui-ci est connue.

Covariance de deux variables aléatoires Valeur réelle égale a ’espérance mathématique du
produit des écarts a la moyenne de deux variables aléatoires. Cette valeur permet de mesurer
directement le niveau de corrélation entre les deux variables considérées. Si la covariance est
nulle, alors les deux variables aléatoires sont dites décorrélées.

Densité de probabilité Fonction représentant la répartition d’une variable (resp. vecteur) aléatoire
sous forme intégrale. La probabilité que la variable (resp. vecteur) appartiennent & un certain
domaine est donné par I'intégration de la densité de probabilité sur le domaine donné. L’intégrale
de cette densité est unitaire sur R (resp. R"™, n représentant la dimension du vecteur).

EKF Acronyme de Extended Kalman Filter (filtre de Kalman étendu). Il s’agit de la version non-
linéaire du filtre de Kalman classique, basée sur une linéarisation des équations.

Espérance mathématique Valeur réelle représentant la valeur moyenne prise par une variable (ou
vecteur) aléatoire.

Filtre de Kalman Méthode de filtrage probabiliste faisant appel & un modele d’état et un modele de
mesures, tous deux bruités. Sous '’hypothese que les bruits sont gaussiens et que les équations
définissant le modele et les mesures sont linéaires, le filtre de Kalman délivre une estimation
optimale de ’état a filtrer (au sens du minimum de variance)

Filtre particulaire Méthode de filtrage ou I'état est modélisé par un ensemble de particules non
déterministes. Les mouvements des particules sont tirés aléatoirement selon une densité de
probablité définie a I’avance. Les particules sont ensuites pondérées en fonction de la densité
choisie et de leur cohérence avec les mesures effectuées.



Localisation d’un robot Calcul de la position d’un robot au sein d’un environnement connu a
I’avance.

Matrice de variances-covariances d’un vecteur aléatoire Matrice composée des variances et
covariances des variables aléatoires qui composent le vecteur aléatoire considéré. Le ™€ élément
de la diagonale désigne la variance de la i®™° composante du vecteur. L’élément (i,j) (i # j)
désigne la covariance associée aux composantes ¢ et j du vecteur. La matrice de variances-

covariances a pour propriété d’étre symétrique positive.
Range and bearing SLAM Ensemble des algorithmes de SLAM pour lesquels la position relative

entre le robot et 'environnement est complétement mesurée (cas typique : un laser rotatif). Cette
classe d’algorithmes n’a pas été étudiée dans ces travaux.

Range only SLAM Ensemble des algorithmes de SLAM pour lesquels seule la distance entre le
robot et ’environnement est mesurée (cas typique : un transpondeur radio communiquant avec
des balises dont la position est inconnue). Cette classe d’algorithmes n’a pas été étudiée dans
ces travaux.

SAM Acronyme de Simultaneous smoothing And Mapping (lissage et cartographie simultanés).
Désigne une variante du SLAM dans laquelle toute la trajectoire est prise en compte au lieu de
la derniere position traditionnellement.

SFM Acronyme de Structure from motion. Désigne I’ensemble des algorithmes de vision permettant
de déterminer la structure d’'une scene a partir du mouvement d’une caméra. Il s’agit d’une
formulation du probleme du SLAM du point de vue de la communauté vision. Les méthodes
utilisées sont en général basées sur des ajustements de faisceaux et des algorithmes de vision et
ne font pas appel aux notions de densité de probabilité et variables aléatoires (contrairement
a la communauté robotique du SLAM).

SLAM Acronyme de Simultaneous Localization and Mapping (localisation et cartographie simul-
tanées). Désigne I'ensemble des algorithmes permettant d’effectuer la localisation d’un robot
tout en cartographiant son environnement sans a priori.

SLAM par intervalles Méthode de résolution du probleme de SLAM dans laquelle I’ensemble des
bruits sont supposés appartenir a des intervalles connus. Le résultat final est un ensemble d’in-
tervalles permettant d’englober & 100% la trajectoire réelle du robot et la position des éléments
de I'environnement. Ce type de méthode fait appel a 'arithmétique des intervalles.

UKF Acronyme de Unscented Kalman Filter (filtre de Kalman sans parfum). Il s’agit d’une variante
du filtre de Kalman classique basée sur la transformée Unscented (approximation d’une densité de
probabilité par des particules déterministes). Contrairement & 'EKF, 'UKF ne linéarise pas les
équations des modeles d’état et de mesures. On montre qu’il est équivalent a un développement
limité a 'ordre 2.

Variable (resp. vecteur) aléatoire gaussienne Variable (resp. vecteur) aléatoire dont la densité
de probabilité est une gaussienne. La densité associée est entierement définie par I’espérance
mathématique et la variance (resp. matrice de variances-covariances) de la variable (resp.
vecteur) aléatoire considérée.

Variance d’une variable aléatoire Valeur réelle positive représentant 1’écart quadratique moyen
d’une variable aléatoire par rapport a son espérance mathématique. La variance permet de
modéliser I'incertitude associée la réalisation d’une variable aléatoire.



Introduction générale

1 Contexte

Les problemes de localisation et de cartographie sont des problémes majeurs en robotique. On
parle de localisation lorsque l’on cherche a retrouver la position du robot au sein d’une carte con-
nue. Lorsqu’on cherche a construire une représentation de ’environnement connaissant la trajectoire
du robot, on parle de cartographie. Pris séparéments, ces deux problemes sont aujourd’hui résolus.
Néanmoins, un des objectifs de la robotique mobile est de développer des robots autonomes capables
de se déplacer sans connaissance a priori sur ’environnement. Pour cela, les problemes de localisation
et de cartographie doivent étre résolus conjointement : on parle alors de SLAM (Simultaneous Lo-
calization and Mapping). La résolution complete de ce probleme permettra d’assurer une autonomie
accrue des robots mobiles. Les applications sont multiples, pouvant aller de I'exploration de zones
dangereuses (zones de combats militaires, zone de catastrophe naturelle,...) a la cartographie d’envi-
ronnement totalement inaccessibles (exploration de planétes...).

Le SLAM a d’abord été formulé par Smith et Cheeseman dans les années 1980. Depuis, la littérature
concernant ce sujet est devenue tres abondante et de nombreux algorithmes ont été développés. Ceux-
ci sont en général classés selon le type de capteur(s) utilisé(s) pour représenter I’environnement. Un
capteur populaire est le laser 2D : il permet de fournir une coupe précise de ’environnement & chaque
instant. Néanmoins, il n’apporte qu’une information en 2 dimensions. Les lasers 3D ne sont en général
pas utilisés (ils sont d’une part beaucoup trop chers, les temps d’acquisitions des différentes coupes
sont trop long). Les capteurs visuels sont quant a eux beaucoup plus informatifs, fournissant une
projection texturée de I’environnement.

Nous nous intéressons dans cette these au probleme du SLAM visuel monoculaire. 11 s’agit d'un
probleme difficile car on ne dispose d’aucune mesure métrique de I’environnement. En contrepartie, il
est possible d’obtenir un montage mécanique facile a calibrer et peu cher. Par ailleurs, une caméra est

un capteur passif. Ceci peut étre tres intéressant dans le cas d’applications militaires ou les interactions
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avec ’environnement doivent étre le plus limitées possible. Plus particulierement, nous nous intéressons
au SLAM avec une caméra omnidirectionnelle : I'intérét de ce capteur est de fournir une vision de
la scene a 360 degrés, ce qui peut étre intéressant dans les cas ou le robot est animé par de fortes

rotations.

2  Objectifs

La plupart des méthodes de SLAM visuel s’appuient soit sur des méthodes d’ajustement de fais-
ceaux, soit sur le filtrage de Kalman étendu. La premiere méthode, s’appuyant sur une modélisation
géométrique, ne traite pas explicitement des incertitudes. La seconde méthode, quant a elle, integre
la notion d’incertitudes, mais est souvent inconsistante : I'erreur prédite par le filtre n’englobe pas
la solution réelle. Le premier objectif de cette thése a donc consisté a définir une méthode de SLAM
visuel assurant de bonnes propriétés de consistance tout en donnant un résultat exploitable : il s’agit
de fournir des zones d’incertitudes qui englobent la solution réelle tout en n’étant pas trop grandes
par rapport a lerreur réelle. Nous cherchons a la fois a obtenir d’excellentes données métriques tout

en prédisant au mieux 'erreur commise.

Le second objectif réside dans I’étude d’un probléeme classique du SLAM qui est la gestion de
l'augmentation du vecteur d’état avec la taille de la carte. Cette augmentation est en général associée
a une augmentation des temps de calcul et & une augmentation des incertitudes au fur et a mesure
que le robot s’éloigne de la position initiale. Nous chercherons a faire en sorte de limiter 'influence de
ces deux problemes, en définissant une méthode de segmentation de ’environnement en sous-cartes

locales. Cette segmentation devra étre a la fois efficace et consistante.

Enfin, un objectif transversal a toute la these est 'automatisation des processus. L’idée est d’éviter
le plus possible I'initialisation d’opérations par un opérateur humain. Par exemple, toutes les primitives
qui devront étre repérées dans les images ne doivent pas étre initialiséées par un opérateur (ce qui
est souvent le cas dans les méthodes de suivi de plan). Nous chercherons a développer des approches

nécessitant le moins de ¢

‘ réglages ” possible : chaque réglage devra avoir une interprétation physique
simple ou évidente. Il s’agit d’une contrainte indispensable dans le but de définir des algorithmes
généraux et bien fondés qui peuvent étre exportés d’un environnement a l’autre, d’une plate-forme

robotique a une autre.
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3 Contributions

Ces travaux integrent plusieurs contributions. Nous avons dans un premier temps établi un état de
I’art des méthodes de résolution de SLAM, et avons évalué leur intérét indépendamment des modeles
de robots et de mesures. Deux approches sont ressorties de cette étude : une approche basée sur
un lissage probabiliste et une approche déterministe. Une comparaison rigoureuse a été effectuée en
simulation dans le cas du SLAM dit “ bearing-only ” (les amers ne sont repérés que par des angles,
ce qui est théoriquement équivalent au SLAM visuel). Nous avons montré que ’approche probabiliste
présente d’excellentes propriétés de consistance. Un premier algorithme de lissage probabiliste a été
implémenté en Matlab dans le cadre d’une fusion entre les données issues de 'odométrie et du capteur
omnidirectionnel. Dans cette premiere version, la position de la caméra dans le repére du robot est
supposée parfaitement connue. Cette hypothese n’est pas toujours vérifiable, notamment si ’'on monte
une caméra sur un véhicule. Une seconde contribution a été de développer un algorithme prenant
en compte cet aspect et estimant automatiquement ces parametres. Une derniére version a enfin été
développée afin de s’affranchir completement de 'odométrie. Pour cela, nous avons amélioré et rendu
consistant d’un point de vue théorique une paramétrisation des amers déja proposée dans la littérature
et adoptée dans la majorité des approches actuelles.

La seconde contribution de ces travaux réside dans la définition de méthodes théoriques consistantes
pour la gestion de cartes locales. Nous avons dans un premier temps défini un critere numérique
facilement interprétable permettant de décider pertinemment quand réinitialiser une nouvelle carte.
Ensuite, nous avons mathématiquement prouvé qu’il est possible de faire en sorte qu’une nouvelle
carte puisse intégrer de facon consistante les informations capitalisées dans la précédente.

La derniere contribution de ces travaux est I’obtention d’une représentation haut niveau des cartes
issues du SLAM. Nous avons montré qu’il est possible de détecter et de texturer automatiquement
les régions planaires issues des images, et ce sans initialisation de la part d’un opérateur et sans
utiliser d’autre capteur de perception de ’environnement que la caméra. Nous proposons également

une méthode simple & mettre en ceuvre afin d’évaluer efficacement ’espace accessible par le robot.

4 Organisation de la these

Premieére partie

La premiere partie de cette these est consacrée a 1’étude et 1’évaluation des différents algorithmes
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d’estimation.

Chapitre 1
Nous présentons dans ce premier chapitre les principales méthodes probabilistes utilisées dans la
littérature afin de résoudre le probleme du SLAM. Nous nous intéresserons surtout au filtrage de

Kalman, au filtrage particulaire ainsi qu’a une méthode de lissage probabiliste.

Chapitre 2
Nous nous intéresserons ici a une méthode ensembliste pour résoudre le probleme du SLAM. Il s’agit
de supposer que les erreurs de capteurs sont toutes bornées et d’appliquer I’arithmétique des intervalles

sur les équations du SLAM.

Chapitre 3

Le dernier chapitre de cette premiere partie est quant a lui destiné a évaluer en simulation I'algorithme
probabiliste selectionné au chapitre 1 et I'algorithme de SLAM par intervalles présenté au chapitre
précédent. Une comparaison approfondie sur la qualité de la solution et les propriétés de consistance

est menée et montrera que la méthode probabiliste semble plus adaptée au SLAM visuel.

Deuxiéme partie
Nous présentons dans la seconde partie de cette these les résultats de SLAM visuel obtenus par notre

algorithme de SLAM dans le cas de séquences réelles.

Chapitre 4

Avant d’appliquer notre algorithme de SLAM probabiliste, nous avons besoin d’extraire les infor-
mations des images. Pour cela, nous avons utilisé des méthodes existantes de vision par ordinateur
adaptées au cas des images omnidirectionnelles. L’objectif de ce chapitre est donc de proposer des

rappels des différents algorithmes utilisés.

Chapitre 5
Nous présentons ici les résultats obtenus dans le cas ou le robot se déplace dans le plan avec 3 degrés
de liberté (deux en translation et un en rotation), dans le cadre d’une fusion entre odométrie et images

omnidirectionnelles. Les premiers résultats obtenus sont tres bons ; nous verrons alors qu’il est possible
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d’estimer en plus de la carte et de la trajectoire du robot la position de la caméra dans le repere du

robot.

Chapitre 6
Le dernier chapitre de cette seconde partie est destiné a présenter une nouvelle version de ’algorithme
de SLAM permettant d’estimer la trajectoire du robot dans I'espace (avec 6 degrés de liberté). Nous

sommes alors capables d’obtenir une solution tout a fait pertinente sans utiliser I’odométrie du robot.

Troisieme partie
Les résultats obtenus dans la seconde partie sont globalement bons, mais nous avons detectés certaines
faiblesses lorsque I'environnement devient trop grand et que les incertitudes augmentent trop. Cette

troisieme partie est donc consacrée a I’étude des représentations locales dans le cadre du SLAM.

Chapitre 7
Le probleme des représentations locales dans le cadre du SLAM a déja été abordé dans la littérature.

Nous proposons dans ce chapitre un état de ’art des principales méthodes existantes.

Chapitre 8

Ce chapitre est quant a lui destiné a la présentation de la solution employée. Nous avons choisi de
segmenter la solution globale en différentes cartes locales. Nous introduirons un critere fondé sur les
corrélations et l'augmentation des incertitudes afin de choisir judicieusement quand initialiser une
nouvelle carte. Nous présenterons également une méthode permettant de créer une nouvelle carte

locale capable de partager de 'information avec la précédente.

Quatrieme partie
La derniére partie de ce manuscrit est consacrée a 1’exploitation des résultats obtenus dans les chapitre

précédents afin d’obtenir des représentation de plus niveau.

Chapitre 9
Nous nous intéressons dans un premier temps a la détection automatique des plans dans les nuages
de points issus du SLAM. Nous verrons qu’il est possible de projeter efficacement des textures sur les

plans détectés.
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Chapitre 10

Le dernier aspect abordé dans cette theése est la détection de l'espace accessible par le robot. Les

résultats de ce chapitre pourront servir de base a des algorithmes de planification de trajectoire
Enfin, une conclusion générale synthétisera les résultats et contributions de ce travail et dégagera

des perspectives pour les recherches futures.



Premiere partie
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12 Le SLAM probabiliste Chap. 1

Nous présentons dans ce chapitre les méthodes probabilistes couramment utilisées pour résoudre
le probleme du SLAM. La premiere méthode de résolution a été introduite dans les années 1980
avec les travaux de [Smith et Cheeseman, 1987] et est basée sur l'utilisation d’un filtre de Kalman
étendu. Aujourd’hui, la littérature concernant le SLAM probabiliste est abondante ; nous ne visons
donc pas 'exhaustivité. Le but de ce chapitre est de donner un apercu général des principales méthodes
d’estimation utilisées afin de pouvoir justifier les principaux choix effectués dans la thése concernant
la méthode de filtrage. Les méthodes proposées dans les sections suivantes seront décrites sans définir
de modele de robot ou de type de capteur. Néanmoins, certaines propriétés énoncées nécessiteront
d’instancier un modele particulier. Nous le ferons lorsque cela sera nécessaire et afin d’illustrer le
comportement d’une méthode.

Ce chapitre s’articule autour de huit sections. Nous effectuons d’abord quelques rappels concernant
les principales notions liées a l'utilisation des densités de probabilité. Nous présentons ensuite la
formulation probabiliste du probleme ainsi que les hypotheses utilisées (section 1.2). Nous donnons
dans la section 1.3 quelques bases concernant 1’observabilité du probleme du SLAM. La section 1.4
présente I'application du filtre de Kalman étendu au SLAM et les problemes liés a cet algorithme. Nous
présentons dans la section 1.5 quelques variantes du filtre de Kalman étendu. Nous décrivons ensuite
une méthode basée sur le filtrage particulaire : le FastSLAM (section 1.6). Une méthode de lissage
basée sur I'estimation de toute la trajectoire est présentée dans la section 1.7. Enfin, une synthese des

différents algorithmes est proposée (sectionl.8).

1.1 Rappels des notions de probabilité

Nous proposons dans cette section quelques rappels concernant les variables aléatoires, densités
de probabilités, ainsi que les notions de conditionnement et de marginalisation. L’application de ces
notions au cas spécial des variables aléatoires gaussiennes est également présentée. Le lecteur familier

de ces notions de probabilité peut directement se rendre & la section suivante (page 24).
1.1.1 Rappels généraux

Soit X une variable aléatoire scalaire. La densité de probabilité associée est notée px. Il s’agit
d’une fonction de R dans R* et d’intégrale unitaire. Par ailleurs, la densité de probabilité px est la
dérivée de la fonction F'x de répartition définie par :

Fx: R — Rt
xr — PX<ux) (1.1)
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ou P(FE) € [0,1] désigne la probabilité de I’événement E. La probabilité de X € [a,b] est donnée par :
b

Pa<X<B) = [ px)ds (1:2)
a

Plus généralement, la probabilité de X € I (I n’étant pas forcément un intervalle connexe ') est donnée

par :
PXel)= /Ipx(x)dx (1.3)

Pour le cas multidimensionnel, lorsque X € R"™, la densité de probabilité px est une fonction de
R"™ dans R*. L’intégrale de cette fonction sur R™ est unitaire. La probabilité d’avoir X € I (I C R")

est donnée par :

P(XGI):/../px(xl,...,xn)dxl...dxn (1.4)
I

1.1.2 Espérance, variance et moments

1.1.2.1 Cas scalaire

Soit X une variable aléatoire scalaire et px sa densité de probabilité. Nous notons E(X) son
espérance mathématique (ie. la moyenne) de X :
+o00
E(X) = / wpx (2)da (1.5)
—0o0
en admettant que cette intégrale existe. On peut facilement démontrer la linéarité de I'espérance a

partir de ’équation 1.5. On a alors le résultat suivant :

Proposition 1.1 (Linéarité de I’espérance mathématique)
Soient X et'Y deux variables aléatoires scalaires et A un scalaire déterministe réel quelconque. On a

alors :

E(\X +Y) = AE(X) + E(Y) (1.6)

Considérons désormais une fonction f a valeurs de R dans R. L’espérance de la variable aléatoire
définie par f(x) est donnée par :
+00
E(f(X)) = f(2)px (z)dz (1.7)
o0

1. Dans les cas dégénérés, I peut éventuellement contenir des points isolés. On trouve en général ce cas dans le cas
des variables aléatoires discretes pour lesquelles px est constituée de Diracs.
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On définit les moments d’ordre k ainsi que les moments centrés d’ordre k de X par :

m"[X] = E(X") (moment d’ordre k)
mF[X] = E((X — pux)") (moment centré d’ordre k) (1.8)
avec pux = E(X)

Pour l'utilisation des densités de probabilités, on retiendra essentiellement le moment d’ordre
1 ainsi que le moment centré d’ordre 2, ie. la variance. Cette derniere valeur permet de donner
une indication de I’écartement de la variable aléatoire par rapport a la moyenne. Dans le cas gaussien
notamment, elle permet de définir un intervalle de confiance & £%. On note var(X) la variance de X.
Par ailleurs, il est commode de considéder la racine carrée de la variance, a s’avoir ’écart-type noté o
(celui-ci a la méme dimension ? que la variable aléatoire associée).

Par ailleurs, on remarquera facilement que la variance ne possede pas les mémes propriétés de
linéarité que l'espérance. En effet, soient X et Y deux variables aléatoires scalaires ainsi que A un réel
quelconque. Les deux propriétés suivantes sont faciles a démontrer :

1. var(AX) = A2var(X) (ce qui donne oyx = |Mox en termes d’écart type)

2. var(X +Y) =var(X) +var(Y) + 2E((X — E(X))(Y —E(Y)))

Le terme E((X — E(X))(Y — E(Y))) est également appelé covariance de X et de Y (noté cov(X,Y)).
Il traduit la “ force ” du lien entre les variables aléatoires X et Y. Dans le cas ou les deux variables
aléatoires sont indépendantes, on a cov(X,Y) = 0.3 Par ailleurs, on définit le coefficient de corrélation
par :

cov(X,Y)

_coviat) 1.9
p P (1.9)

On peut facilement montrer que p € [—1, 1]. Ce coefficient permet de normaliser la notion de covariance.
Si |p| = 1, on est dans le cas extréme o il existe une relation déterministe entre les variables aléatoires

X et Y. Sip=0, elles sont complétement décorrélées.
1.1.2.2 Cas vectoriel

Soit X = [X1,... ,Xn]T une variable vectorielle de dimension n et px sa densité de probabilité.

Son espérance mathématique est donnée par :

E(X) = //[3:1, e ,:cn]T cpx (21, xp)dey .. day, (1.10)
R

2. Au sens physique du terme (ie. savoir si on parle de distance, vitesse, vitesse au carré...)

3. On peut montrer que la réciproque est fausse. Si cov(X,Y) = 0, les variables aléatoires X et Y ne sont pas
indépendantes (mais simplement décorrélées). Pour montre I'indépendance, il faudrait montrer que cov(p(X),¥(Y)) =0
pour tous les couples de fonctions (p, 1) pour lesquels cov(p(X),¥(Y)) = 0 existe. X et Y sont indépendantes si et
seulement si la fonction de densité jointe se factorise, ie. px,y = px.py.
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Considérons désormais la fonction f : R™ — R™ (m € N*). L’espérance du vecteur aléatoire défini

par f(X) est donnée par :

E(f(X)) = /./f(:vl,... ZTn) - px(T1,. .., zp)dzy ... day, (1.11)
R

Comme pour le cas scalaire, I'espérance mathématique possede des propriétés de linéarité dans le cas
vectoriel. Soient X et Y deux vecteurs aléatoires de dimension n et A un scalaire réel déterministe.
Considérons également la matrice F de dimension m X n (représentant une fonction linéaire de R™

dans R™). 4 L’équation 1.11 permet de montrer que :
EAMX+Y) = AEX)+E(YY) (1.12)
E(FX) = FE(X) (1.13)
Dans le cas vectoriel, nous ne définissions que le moment centré d’ordre 2. Celui-ci est donnée par :
x = E((X - px)(X - px)") (1.14)

ou ux est 'espérance mathématique du vecteur X. 3x désigne la matrice de variances-covariances
du vecteur aléatoire X. On peut montrer que cette matrice est toujours symétrique et semi-définie
positive. Il est par ailleurs facile de donner I’écriture de chaque terme de la matrice. On a :
— ¥x[i,i] = var(X;) : chaque élément de la diagonale correspond a la variance de la composante
correspondante,
— Xx[i, jliz; = cov(X;, X;) : les éléments hors diagonaux correspondent a la covariance entre les
composantes scalaires correspondantes.
On a également une relation similaire au cas scalaire pour la matrice de variances-covariances associée
a la somme de vecteurs aléatoires. Considérons les vecteurs aléatoires X et Y ainsi que la matrice F

et le scalaire A définis précédemment. On a alors :

Sax = AEx (1.15)
Srx = FUxF7 (1.16)
Sxiy = Sx+ Sy +B((X— i) (Y = py)T) + B((Y = py) (X = px)”)  (117)

ou ux et uy désignent les espérances mathématiques des vecteurs aléatoires X et Y. Comme pour le
cas scalaire, lorsque les vecteurs X et Y sont indépendants, la matrice E<(X —px) (Y — ,uy)T) est

nulle (et donc E<(Y —py) (X — ,uX)T) aussi). On a alors ¥x 1y = ¥x + Xy

4. Eventuellement, on peut avoir n = m.
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Remarque 1.1 (Propagation de la matrice de variances-covariances)

L’équation 1.16 permet d’obtenir la matrice de variances-covariances d’un vecteur aléatoire aprés ap-
plication d’une fonction linéaire. Dans le cas non linéaire, on pourra approcher la matrice de variances-
covariances en effectuant un développement limité de la fonction a l'ordre 1. La matrice jacobienne de

la fonction remplace alors la matrice F.

1.1.3 Marginalisation et conditionnement

Nous rappelons dans ce paragraphe les notions de marginalisation et de conditionnement d’une
variable aléatoire. Il s’agit de notions essentielles qui seront utilisées dans la suite de ce manuscrit.
Dans la suite de ce paragraphe, nous considérons X = [Y7, ZT]7 un vecteur aléatoire, décomposé en
deux parties Y = [Y1,..., Y, et Z=[Zy,..., Z,]" (de dimensions respectives n et m). Nous notons

px la densité de probabilitié associée a ce vecteur.

1.1.3.1 Marginalisation

Supposons que l'on cherche a calculer la densité de probabilité py a partir de la fonction px. Ce
processus s’appelle la marginalisation : on cherche a retrouver la fonction de répartion marginale de Y.
Autrement dit, on veut connaitre la densité de probabilité a priori de Y, ie sans aucune connaissance
de la valeur des autres composantes de X. Il s’agit d’intégrer la fonction px sur toutes les valeurs que

peut prendre Z. Ainsi, la fonction py est donnée par :

Py : R" — Rt
(Y1y - sYn) > /./px(yl,...,yn,zl,...,zm)dzl...dzm (1.18)
Rm

1.1.3.2 Conditionnement

Supposons désormais que ’on cherche a calculer la densité de probabilité de Y lorsque le vecteur

Z est connu (et fixé & z = [z1,..., 2,,)7). Il s’agit d'une fonction de R™ dans R, notée py|z—,.

Théoréme 1.1 (Expression de la densité conditionnelle)
La fonction py|z—, vaut :

pY‘Z:Z : R — R+

1.19
(yla"' yn) = Oépx(yl,--- ynazla"',zm) ( )
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ou «a est une constante multiplicative permettant d’assurer que l'intégrale de py|z—, est unitaire. On

a donc :
1

/'/pX(y17"'7yn7zl7"'7zm)dy17"'7dyn

R

o (1.20)

La démonstration de ce théoreme est faite dans le paragraphe suivant (apres introduction de la

regle de Bayes).

Remarque 1.2 (Réle de z)

Dans la définition de la fonction py|z—,, le vecteur z joue le réle de parametre connu. Néanmoins, si
on considere ce vecteur comme variable et qu’on fize le vecteur 'y, ’expression de pY‘Z:Z(y) permet de
définir la fonction de vraisemblance (qui est dans ce cas a valeur de R™ dans R). On pourra remarquer
que contrairement a une densité de probabilité, l'intégrale de la fonction de vraisemblance n’a aucune

raison d’étre unitaire.

1.1.4 Regle de Bayes

En probabilité, le théoreme de Bayes permet d’exprimer la probabilité jointe de deux évenements
a l'aide de la probabilité conjointe des deux éléments et des probabilités marginales. Soient A et B

deux évenements. On a alors :

P(A|B) = i}’;‘? (1.21)
P(A|B) = % (1.22)

Les équations 1.21 et 1.22 peuvent étre transposées au cas des densités de probabilités continues,

conduisant au théoreme de Bayes pour le cas des densités de probabilités continues.

Théoréme 1.2 (Régle de Bayes pour les densités de probabilités)

PY|z=2(y) = ]%(y;z) (Premiére formulation)
n m pz(z
V(y, Z) ceR" xR pZ|Y:y(Z)pY(y) ' (123)
py|z=2(y) = 2(2) (Seconde formulation)

ot nous utilisons la notation py z a la place de px pour rendre l’équation 1.23 plus claire.
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La démonstration de la regle de Bayes n’est pas donnée dans ce document. Le lecteur intéressé pourra
par exemple se référer a [Papoulis, 1984] (section 7.3). Il convient de remarquer que dans le théoreme
1.2, les valeurs y et z sont utilisées a la fois comme parametres de fonctions et comme argument
de fonctions. On ne peut alors plus rigoureusement parler de densité de probabilité ou de fonction de
vraisemblance étant donné que “ tout peut bouger 7. Il s’agit simplement d’une identité entre deux
expressions.

La regle de Bayes nous permet désormais de démontrer le théoreme 1.1.

Démonstration du théoreme 1.1
A Utilisons la premiére formulation de la regle de Bayes pour calculer la densité conditionnelle py|z—,
telle que définie dans I’équation 1.21. On a alors :

B pY,Z(y,Z) . pY,Z(yly---aynazla---azm)

Py|z=2(¥) = = (1.24)
| pz(z) pz(z)
Le dénominateur se calcule & 'aide de la marginalisation de py z (cf. équation 1.18) :
pz(z) = pz(21,.. ., 2m) = /./pyz(yl, e Uns Py e ey Zm)dyr <. dyy (1.25)
]Rn
Le résultat final est immédiat en injectant le résultat de I’équation 1.25 dans I’équation 1.24.
|

1.1.5 Notation abrégée des densités de probabilités

113 Y

Dans les paragraphes précédents, nous avons utilisé une notation tres “ complete ” pour décrire
les fonctions de densité de probabilité. Nous avons systématiquement noté en lettre capitale la
variable aléatoire et en lettre minuscule lorsqu’il s’agissait d’une variable de la fonction
de densité de probabilité. Cette notation n’est en général pas utilisée dans la littérature. Dans la
suite, nous désignons directement les densités de probabilités comme des fonctions. Par exemple, si

“ mélange ”

X est une variable aléatoire, on notera p (X) sa densité de probabilité évaluée en X (on
le nom de la variable aléatoire et le nom de la variable utilisée pour évaluer la fonction). Ce type de
notation n’est en général pas ambigu et permet d’alléger les expressions. Des simplifications similaires
sont effectuées pour la notation des probabilités conditionnelles. La correspondance entre les notations
est décrite dans le tableau 1.1. Dans toute la suite du manuscrit, nous utilisons les notations abrégées

pour décrire les densités de probabilités (avec I'utilisation indifférente de majuscule ou minuscule pour

les variables et vecteurs aléatoires).
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‘ H Ancienne notation ‘ Nouvelle notation ‘
Densité de probabilité px(z) p(X)
Densité de probabilité conditionnelle Px|y=y(T) p(X|y) ou p(X|Y =1y)
Marginalisation px(x) = /pxy(a:,y)dy px = /p(X, Y)dY
N PYZ(Z/, Z) p(Y7 Z)
Regle de Bayes _ == 7 Y| Z) = —"—=
g y Py|z=:(Y) ) p(Y|2) 0 (2)

TABLE 1.1 — Résumé concernant les simplifications des notations de densités de probabilités.

1.1.6 Cas des vecteurs aléatoires gaussiens

Nous présentons dans ce paragraphe les principaux résultats concernant les densités de probabilités
gaussiennes. La loi gaussienne est une densité unimodale qui permet de décrire assez fidelement la

distribution des erreurs de capteurs.
1.1.6.1 Généralités

Soit x un vecteur aléatoire de dimension n € N* suivant une loi gaussienne. La densité de probabilité
de x ne dépend que de deux parametres : son espérance mathématique (notée p dans ce paragraphe)

et sa matrice de variances-covariances (notée 3 dans ce paragraphe). On a alors :

p(x) = =)= ) (1.26)

1
vy
V(2m) " det X P < 2

La fonction définie dans ’équation 1.26 est strictement positive quel que soit x € R™. De plus, on
peut montrer que son intégrale est unitaire. Réciproquement, si on peut montrer que la densité de
probabilité d'un vecteur aléatoire peut étre identifiée a I’équation 1.26, alors on peut en déduire que

ce vecteur aléatoire est gaussien d’espérance p et de matrice de variances-covariances X.
1.1.6.2 Représentation par matrice et vecteur d’information

Considérons le vecteur aléatoire x gaussien défini au paragraphe précédent. Le principe de la
représentation par vecteur d’information et matrice d’information est de trouver un vecteur £ et une
matrice €2 pour que le facteur exponentiel de p (x) soit de la forme ¢ exp (—%XTQX + XT£) ”. Pour

ce faire, il suffit de ré-écrire la densité p (x). Tous calculs faits, on obtient :

1 l et ) < I r7e1 Ts—1 )
P(X) = —————=exp| —=pu' X exp| —=x" ¥ 'x+x" X 1.27
&) (2m)" det 2 < 2! a 2 a (1.27)
Ainsi, en posant @ = X! et £ = X7, on obtient :
p(x) = ! exp (—EETQ_%) exp (—EXTQX + XT§> (1.28)
V (2m)" det Q1 2 2
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Q est appelée matrice d’information et £ est appelé vecteur d’information. 11 est tres facile d’iden-
tifier ces parametres lorsqu’on a une expression quadratique dans une exponentielle. Les parametres

“ classiques 7 de variance et d’espérance se retrouvent par :

_ —1
{i - gg (1.29)

Nous verrons dans la section 1.7 que la représentation par parametres d’information peut étre plus
avantageuse que la représentation classique par moyenne et matrice de variances-covariances pour

rendre les calculs efficaces.
1.1.6.3 Théorémes de marginalisation et de conditionnement

Nous donnons dans ce paragraphe les formules analytiques permettant de marginaliser et condi-
tionner des lois gaussiennes. Pour cela, nous considérerons un vecteur gaussien V = [x7,y7|T (x et y

sont de dimensions respectives n et m) dont les parametres s’écrivent :
T 17T

p=[ux by
Parametres standards : B |:2xx Exy]
Syx  yy

T
£=[& &
Parametres d’information : B |:Qxx Qxy]
Qyx Qyy

(1.30)

ou p, 3, & et 2 satisfont le systeme 1.29 (ce qui n’est pas nécessairement le cas des sous matrices et

sous-vecteurs associés).

Théoréme de marginalisation
Nous présentons dans ce paragraphe le théoreme de marginalisation dans le cas gaussien. Celui-ci

permet de déduire p (x) & partir de p (x,y).

Théoréme 1.3 (Marginalisation de vecteurs aléatoires gaussiens)
Sous les hypothéses du paragraphe précédent, x est un vecteur aléatoire gaussien dont les paramétres
sont donnés par :

Espérance mathématique : fimarg = [z
Matrice de variances-covariances : Ymarg = Xxx
(1.31)
Vecteur d’information : {marg = Ex — Qxyﬂ;,;gy

Matrice d’information : Qmarg = Qxx — QXyQ;;QyX
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Le théoreme 1.3 nous dit simplement que la marginalisation d’'un vecteur aléatoire gaussien reste
un vecteur aléatoire gaussien. Ses parametres (espérance et matrice de variances-covariances) sont
logiquement repris des parametres standards initiaux. Néanmoins, le fait que la marginalisation reste

gaussienne n’est pas completement trivial.

Démonstration du théoréme 1.3 :

A Apres application du théoreme de marginalisation et de I’équation 1.28, on a :

p(x) = /../p<x,y>d
e G Bl Bl o fg)e

= Kexp (——x QX+ x £x>/ /exp< —y nyy y K] yxX Ty £y> dy

1
= exp <—§XTQXXX—|—XT£X> X exp< X Qxyﬂ nyx £y yyﬂyxx+ £$Qy;£y>
1 _ T _
X /../exp (-5 (y — Qpy (& — Qyxx)) " Qyy (v — 5y (&y — nyx))> dy (1.32)
Rm

(1€ 5 1e)
\/(27r)n+m detQ-1"
exponentielle de la forme canonique d’une densité de probabilité gaussienne telle que définie dans

avec K = Dans 'équation 1.32; le terme sous l'intégrale correspond a la partie

I’équation 1.26 (avec Q;,; (& — Qyxx) pour espérance et Q. pour matrice de variances-covariance).
Son intégrale vaut donc (/(27)™ det 2~! et est indépendante de x. De plus, on peut remarquer un

autre facteur indépendant de x dans I’équation 1.32 : il s’agit de exp ( §TQ 1§y) On a donc :

p(X) x exp <—%XT (Q Qxyﬂ Q ) x+x7 (£X — Qxyﬂy;Ey)> (1.33)
L’équation 1.33 montre que p(x) est proportionnel a l’exponentielle d’une forme quadratique.
D’apres ’équation 1.28, x suit donc une loi gaussienne dont les parametres d’information correspondent
aux coefficients de la forme quadratique. La matrice d’information est donc égale a Qmarg = Qxx —
Qxyﬂ;,;ﬂyx et son vecteur d’information est égal a {marg = {x — Qx ny§y
Pour passer aux parametres standards, on peut utiliser le théoreme d’inversion des matrices blocs
et remarquer que :
(Pox — Doy Uy D) ™ — (Do — Dy Q) V) 2y )
_Q;;Qxy (QXX —Q Qy;QYX)il (ny nyﬂxiﬂxy)71

1
Q=

_ 2xx 2xy
- b
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Ainsi, la matrice de covariance associée a p (x) vaut :

Emarg = Qr?&arg = (Qxx - Qny;;ny)il — 2lxx (135)

Sxx d’apres (1.34)

L’espérance mathématique, quant a elle, s’obtient par :

Hmarg = Q;nlzarggmarg - 2xx (gx - Qxyﬂ;z;gy) (136)

D’apres I'équation 1.34, on a — (Qxx — Qxyﬂ;,;ﬂyx)fl Qxyﬂ;,)} = X4y. Sachant par ailleurs que
Yux = (Qxx — Qxyﬂ;;ﬂyx)_l, on en déduit que Exxﬂxyﬂ;,; = —3y. Ainsi, I'équation 1.36 de-

vient :

Hmarg = ZxxEx T Lxyly (1.37)

Finalement, en utilisant '’équation 1.30 et le fait que p = 3¢, on en déduit pix = Bxxéx + Bxy&y- Au

final, on a donc bien pimarg = fix avec I'équation 1.37. Ceci acheve de démontrer le résultat.

Remarque 1.3 (Variante concernant la démonstration du théoréme 1.3)
Une autre possibilité de démonstration aurait consisté a s’arréter aprés l'équation 1.33. En effet, cette
équation nous informe que X est un vecteur aléatoire gaussien. On a par ailleurs directement ses

parameétres d’information. En ce qui concerne les parameétres “ classiques ”

, on aurait pu utiliser la
définition formelle de ’espérance et de la matrice de variances-covariances et remarquer que ceur-ci
correspondent systématiquement aux parametres des distributions marginales. Néanmoins, le calcul

effectué permet de montrer d’une autre facon la cohérence des résultats; il sera par ailleurs utilisé

pour le théoréme de conditionnement.

Théoréme de conditionnement
Nous présentons dans ce paragraphe le théoréme de conditionnement dans le cas gaussien. Celui-ci

permet de déduire p (x|y) a partir de p (x,y).

Théoréme 1.4 (Conditionnement de vecteurs aléatoires gaussiens)

Sous les mémes hypothéses que celles du théoréeme de marginalisation, la densité de probabilité
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p (X|y = yo) est gaussienne dont les paramétres sont donnés par :
Matrice de variances-covariances : Xecond = Dxx — EXyE;,;EyX
Espérance mathématique : ficond = 2LcondEx + nyE;;yo
(1.38)

Matrice d’information : Qcond = Pxx

Vecteur d’information : {cond = & — 2xyYo

Le théoreme 1.4 nous dit que le conditionnement d’un vecteur aléatoire gaussien reste gaussien.
Par ailleurs, les nouveaux parametres s’obtiennent particulierement facilement lorsqu’on travaille dans

I’espace d’information.

Démonstration du théoreme 1.4 :
A Pour démontrer ce théoréme, on utilise le résultat sur le calcul des densités conditionnelles (théoreme

1.1). On a donc :

p(xly =yo) x p(x,y0)

1 Qux Qi X gx
< ow (507 5 [ g ] < w71 [g])
1 1
= exp <_§XTQxxX + XTgx - XTQnyO> X exp <_§YOTnyYO + YOT£y>

/

Indépendant de x

Au final, on a donc :

1
p (x|y = yo) x exp <—§XTQXXX +x7 (&x — Qxyy0)> (1.39)

L’équation 1.39 montre que p (x) est proportionnel a 'exponentielle d’une forme quadratique. D’apres
I’équation 1.28, x suit donc une loi gaussienne dont les parametres d’information correspondent aux
coeflicients de la forme quadradique. La matrice d’information est donc égale a Q¢ona = Nxx €t son
vecteur d’information est égal & {cond = &x — 2xyYyo. En utilisant un raisonnement semblable & celui

effectué dans la démonstration précédente, on montre que :

Ycond = 2xx_zxyz;;;xyx (140)

_ _ -1 _
Hcond = (Exx - 2xyzyb}zyx) §x + (Exx - Exyzyb}zyx) Exyzy;- Yo (141)

(Econd) (793()')
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Au final, I’équation 1.41 devient :

Hcond = (Exx - Exyz;;zyx) gx + 2}xyXD;)}YO = Econd&x + 2}xyz:;)}yﬂ (142)
Le résultat des équations 1.40 et 1.42 achévent la démonstration.

Nous avons désormais effectué les principaux rappels concernant les probabilités, et plus partic-
ulierement les densités de probabilités gaussiennes. Ces rappels étant faits, nous pouvons désormais

formuler le probleme du SLAM probabiliste.

1.2 Formulation du probleme

1.2.1 Notations et hypotheses

Nous présentons dans cette partie les bases du probleme du SLAM ainsi que les notations employées.

Celles-ci sont adaptées de [Durrant-Whyte et Bailey, 2006; Mei, 2007].

Xt—1

FIGURE 1.1 — Notations pour le probleme du SLAM ([Mei, 2007])

Dans le cadre du SLAM, on cherche a retrouver a chaque instant I’état du robot, noté x, ainsi

que la position d’un certain nombre d’amers (supposés statiques) dans ’environnement. Le robot ne
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pourra mesurer que des informations relatives par rapport aux amers. Nous nous placons dans le cas
ou nous n’avons aucune information globale ni aucun a priori concernant les amers. Nous définissons
les notations suivantes (cf. figure 1.1) :
- t=0,1,2,... le temps discret,
— x; I’état du robot a l'instant ¢. Il s’agit en général de la position et de 'orientation, mais cet état
peut contenir aussi les vitesses par exemple,
— uy le vecteur de controle appliqué a 'instant ¢ — 1 pour conduire le robot de I’état x; 1 a 1’état
Xt
— m; la position du i*"® amer, 5
— 24 ;) le vecteur d’observation du i®™ amer obtenu depuis la position x; & l'instant ¢,

— 2z le vecteur d’observation de tous les amers vus a 'instant ¢.

Par ailleurs, nous utilisons des “ notations Matlab ” pour définir les ensembles suivants :

— les états entre les instants t1 et to @ Xyyy = {Xtgs Xty 41y - - Xt | = {Xtyita—1,Xto |
— les commandes entre les instants t1 et to : w4, = {W, W1y -- o, Wy b = {Wytp—1, U, |
— les observations entre les instants t1 et to : ., = {Zt, Zt, 415+ s Bty } = {Zty:ta—1, Zty }-
Nous notons également ’ensemble de tous les amers m = {m(l),m(z), N 1 M)}. Enfin, nous effec-

tuons les hypotheses suivantes :

aucune information a priori n’est disponible quant a la position des amers,
— D’état initial xo est connu, ©
— la séquence de controles ug.; est connue.

Pour résoudre ce probleme, nous effectuons les 4 hypotheses suivantes :

1. L’ensemble des états du robot forme une chaine de Markov. Cela signifie que si x;_1 et u; sont
connus, la connaissance des états précédents, des commandes précédentes et des amers est inutile.

Ceci se traduit par :
P (Xt|xt—1,0t) = p (X¢[X¢—1, U, X0:4—-2, Uo:t—1, M) (1.43)

2. Les mesures sont conditionnellement indépendantes (au cours du temps). Ceci se traduit par :

t
p (20:4/x0:1,m) = [ [ p (zilx0:, m) (1.44)
i=0

5. Afin d’éviter toute confusion entre les indices désignant le temps et ceux désignant les amers, nous mettrons
systématiquement entre parenthéses les indices désignant un numéro d’amer.
6. Si ce n’est pas le cas, on supposera connue sa distribution a priori : p (xo)
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3. La mesure a l'instant k£ ne dépend que de I’état du robot a I'instant k et de la position des amers.

On a en conséquence :

p(zk‘x():hma"') :p(zklxkam) (145)

4. A chaque instant, la mesure de amer (i) est indépendante des mesures des autres amers :
p (2,5 ek m) = p (2,5 xk ) (1.46)

Ces hypotheses sont réalistes. En effet, la premiere suppose que ’on peut obtenir la position du véhicule
en ne se servant que de la derniére position et du controle appliqué depuis cette position (les modeles
de robot de type tricycle ou char par exemple respectent parfaitement cette hypothese). La deuxieme
hypothese, quant a elle, indique que les bruits des capteurs ne sont pas corrélés dans le temps, ce qui
est également assez réaliste. De plus, les capteurs que I'on utilise mesurent la position relative du robot
et des amers & un instant bien précis, ce qui justifie la troisieme hypothese. Enfin, nous admettons que
les mesures des amers a un instant donné soit décorrolées. Il s’agit de I’hypothése la moins évidente
en pratique (surtout dans le cas ou le capteur utilisé est une caméra : une unique image donne toutes
les mesures), mais elle permet de simplifier largement les développement du SLAM.”

Finalement, ces 4 hypotheéses nous permettent de représenter le SLAM sous forme d’un réseau
bayesien orienté (cf. figure 1.2). Chaque fleche traduit I'influence directe d’un vecteur sur un autre (soit
par le biais de la chaine de Markov de I’état du robot, soit par le biais des mesures). Le lecteur intéressé
pourra se reporter en annexe A pour interpréter précisément un tel réseau. Plusieurs propriétés de ce

réseau seront par ailleurs exploitées par la suite (chapitre 8).

1.2.2 Le SLAM probabiliste et récursif

Dans le cas du SLAM probabiliste, ’objectif est de déterminer a chaque instant ¢ la densité de
probabilité de x; et de la carte sachant ’ensemble des mesures, des controles et ’état initial. Il s’agit

donc de trouver pour tout ¢ :

p (xt, m|zo:t, Uo:t,X0) (1.47)

L’hypothese Markovienne nous permet d’obtenir la densité a priori de I'état du robot et de la

carte a l'instant ¢ (ie. la densité de x; et m sachant les mesures jusqu’a 'instant ¢ — 1, 'historique des

7. De plus, ces corrélations supplémentaires sont quasiment impossible a déterminer en pratique.
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FIGURE 1.2 — Réseau bayésien associé au probleme du SLAM (dans le cas de 2 amers).

commandes et 1'état initial) :
P(Xt,m!ZO:t—l,uo:t7X0)=/p(Xt7Xt—17mZo:t—huo:t,wo)dxt—l
:/p(xt|xt1,m, Z0:t—1, Uo:t, o) P (Xp—1, M|Z04—1, Ugt, To) dxi—1  (régle de Bayes)
:/p(Xt’Xt—l,ut)p(Xt—17m\ZO:t—17uo:t—laxo) dxi—1 (1-48)
En appliquant la regle de Bayes de deux fagons différentes, on obtient :

P (X¢, M, 24|Z0:4—1, U0, X0) = P (X¢, M|Zo:¢, Uo:t, X0) P (2¢]Z0:t—1, Wo:t, X0) (1.49)

P (X¢, M, 2¢|Z0:4—1, U0, X0) = D (2¢|X¢, M, Zo:p—1, Ui, X0) P (X, M|Z0:4—1, Ui, X)) (1.50)

p(z¢[x¢,m)
En combinant les équations 1.49 et 1.50, il vient :

p (Zt’Xm m) p (Xt, m’ZO:t—la uo:¢, XO)
P (2¢|20:t—1, 1o:t)

p (Xt, m|zo:¢, u:t, Xo) = (1.51)

Le dénominateur de ’équation 1.51 ne dépend ni de I’état du robot, ni de la carte. Il peut étre vu

comme un facteur de normalisation. En combinant les équations 1.48 et 1.51, on aboutit finalement

a:

P (X¢, m|Z0:¢, W0:t, X0) = NP (2¢|x¢, m) [ P (X¢| X1, 0¢) P (%41, M|Z0p—1, Wore—1,X0) dXp—1 (1.52)
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ol 7 est une constante de normalisation. Dans ’équation 1.52; on trouve les facteurs connus suivants :

— p(x¢, m|zg., upt,Xo) : densité de probabilité a posteriori de 1’état du robot et de la carte a
I'instant t,

— p(X¢—1,m|Zp4—1,Up¢—1,Xp) : densité de probabilité a posteriori de I'état du robot et de la carte

a l'instant ¢t — 1,

p (z¢|x¢, m) : la densité associée aux observations sachant la position du robot et la carte,
— p(X¢|x¢—1,us) : la densité associée a la chaine de Markov décrivant 1’évolution de la position du
robot en fonction de la commande et de sa derniére position.
Nous avons désormais une formulation probabiliste et récursive du probleme du SLAM. Néanmoins,
celle-ci n’est pas utilisable en I’état : le calcul de I'intégrale n’est pas possible sans effectuer d’hypotheses

supplémentaires.

1.2.3 Hypotheses supplémentaires concernant les densités de probabilités

Dans toute la suite de ce chapitre, nous supposons que toutes les densités de probabilités considérées
sont gaussiennes. Ainsi, les densités associées a la chaine de Markov et au modele de mesure ne

dépendent que de deux moments : 'espérance et la matrice de variances-covariances. Nous posons :

p(xexe—1,u) = N(f(xe-1,w), Q) (1.53)

p(z¢|xe,m) = N (h(x¢,m),Ry) (1.54)

Dans I’équation 1.53, f modélise la cinématique du véhicule. La fonction h permet quant a elle de
prédire la sortie du capteur lorsque I'on connait les états du robot et des amers.

Enfin, on peut montrer que dans le cas ou les fonctions f et h sont linéaires (ie. f (x¢_1,ut) =
Fx; 1 + Bu; et h(x;,m) = Hyx; + Hym), I'équation 1.52 peut étre résolue analytiquement. Le
résultat est alors identique & celui obtenu par un filtre de Kalman appliqué au systeéme suivant :

et z; = Hyxy + Hpym + vy

xt = Fx;_1 +Bu; +wy
m; =m; 1 =1

oll w; et v sont des bruits centrés gaussiens de variances respectives Q; et R;.® Néanmoins, I'intérét
de ce dernier résultat n’est que théorique car les modeles utilisés pour prédire les déplacements du
robot et les mesures des capteurs sont non linéaires. Dans la suite de ce chapitre, nous présentons les

méthodes les plus utilisées pour prendre en compte les non linéarités.

8. Les vecteurs w; et v sont en général désignés par les expressions bruit de modéle et bruit de mesures.
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1.3 Résultats préliminaires d’observabilité et importance de 1’ini-
tialisation

1.3.1 Observabilité

1401
o
1201 X3
o
100+ ¢
ﬁ o\ o
E sof oo
oo
geof < ¢
i IS
84070 L BR
°0, 060
2% 6 00 s ° 1
®o, 6 6 0.0 00000000 270
of < <& -
| °‘o<><><><>‘ o?oooo?oo

i
-150 -100 -50 0 50 100
Coordonnée x (m)

F1GURE 1.3 — Caractére non observable du SLAM — Différentes trajectoires possibles pour un jeu
de données fixé sont représentées en traits pleins (un cercle marque le début et un carré marque la
fin). Différents amers ponctuels sont représentés avec des losanges. Lorsque nous ne possédons aucune
information absolue sur la trajectoire du robot ou sur les amers, il existe une infinité de solutions
possibles. On passe de 'une a l'autre par une transformation rigide.

Nous avons vu dans l'introduction générale que nous souhaitons résoudre le probleme du SLAM
sans utiliser de capteur donnant une information absolue par rapport au repere global (tel que le
GPS ou la boussole). Les seuls capteurs dont nous disposons sont constitués de la vision qui peut

éventuellement étre augmentée par des données odométriques du robot. Aucun des capteurs “ au-

" ne nous permet de donner la position dans un repere absolu :

torisés ’
1. La vision nous donne des informations relatives entre ’environnement et le robot. Celles-ci

permettent de trouver la direction de vue d’amers dans le repere du robot. Si la position du

robot est inconnue, la position des amers ne peut étre déduite.

2. L’odométrie nous donne une information relative de déplacement entre deux instants. Ainsi,

Iintégration des données odométriques ne peut se faire qu’avec une condition initiale.

Ainsi, il est assez facile de démontrer que le systeme d’état associé au SLAM est inobservable
d’apres le critere d’Hermann et Krenner ([Hermann et Krener, 1977]). Cela a été fait dans plusieurs
publications pour le cas ou 'environnement est pergu avec un capteur de type range and bearing (de

type laser). Nous proposons une démonstration analogue pour le cas bearing-only en annexe B.
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Cette propriété d’inobservabilité est assez intuitive. En effet, si le robot ne mesure que des informa-
tions relatives entre les positions successives et des informations relatives avec I’environnement, alors
il existe une infinité de solutions équivalentes (cf. figure 1.3). Il est possible de passer d’une solution
A lautre & I'aide d’une transformation rigide.® De ce fait, le probleme du SLAM tel qu’on le défini
(trouver la position du robot et des amers) parait intrinsequement mal posé, et ceci quelle que soit la
méthode de résolution que 'on va utiliser. Il parait donc nécessaire de fixer une hypotheése. Dans la

suite, de cette section, nous discutons l'intérét de définir la condition initiale du robot.

1.3.2 Condition initiale

Pour pallier au probleme d’observabilité, nous choisissons de fixer la condition initiale du robot.

“ naturelle 7, et c’est celle qui est en général retenue (implicitement ou

Il s’agit de la solution la plus
non) dans la plupart des publications de SLAM. Ainsi, si on suppose que le repére initial du robot
est confondu avec le repere absolu, alors il n’existe qu’une seule solution valide parmi I'’ensemble des
solutions définies dans le paragraphe précédent (il s’agit de la solution bleue sur la figure 1.3). De ce
fait, lorsque le but sera de créer une carte qui n’est liée & aucun repere absolu, nous supposerons que
la premiére position du robot est fixée a zéro et sa matrice de rotation initiale est fixée
a l’identité. Si nous devons fixer un repere absolu et que la position initiale n’est pas certaine, nous
supposerons connaitre la densité a prior: de 1’état initial du robot.

Sauf mention contraire, les densités de probabilités calculées seront systématiquement condi-

tionnées au vecteur d’état du robot & Iinstant initial. 1°

1.4 Résolution par filtre de Kalman : TEKF-SLAM

Nous présentons dans cette section l'algorithme d’estimation le plus couramment utilisé pour
résoudre le probleme du SLAM ([Thrun, 2002; Castellanos et al., 1999; Durrant-Whyte et al., 2001;
Dissanayake et al., 2001; Newman, 2000]). Il s’agit du filtre de Kalman étendu : un algorithme dérivé
du filtre de Kalman pour prendre en compte les non linéarités des fonctions f et h.

Nous rappelons dans un premier temps le principe général de ce filtre ainsi que les équations.

Ensuite, nous explicitons les principaux avantages et inconvénients de cet algorithme.

9. Dans le cas 2D présenté sur la figure 1.3, on a 3 degrés de liberté : 2 en translation et un en rotation.
10. Ce qui est équivalent a affirmer que la densité de probabilité a priori de la position initiale du robot est un dirac
centré a l'origine.
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1.4.1 Principe

Dans 'EKF-SLAM, les modeéles utilisés sont définis par :

et z; = h (x4, m) + v, (1.55)

x¢ = fi (x¢—1,up) + Wy
m; =m; 1 =1

ou w; et v; sont des bruits centrés gaussiens de variances respectives Q; et R;. L’objectif de 'EKF-
SLAM est d’estimer au cours du temps ’état courant du robot et la carte.

En raison de la présence de modeles non linéaires, la densité de probabilité définie a I’équation
1.47 n’est pas gaussienne. Néanmoins, le filtre de Kalman étendu linéarise les fonctions f et h. En
admettant que 'amplitude des erreurs soit suffisamment faible et la linéarisation valable, il est admis
que le résultat de 'EKF correspond aux parametres statistiques d’une variable aléatoire gaussienne,

A savoir :

1. Pespérance associée au vecteur d’état joint contenant la derniere pose du robot et la carte.

b'e X
[ -t } %E< ni |Zo;t,110:t,X0> (1.56)

my ¢

2. la matrice de variances-covariances associée :

tlt

~ ~ T
Xt — Xyt Xy — Xt
E(( m_r'fltlt > ( m — r’ht‘t > |Z0:t,110:taX0> (157)

ou l'indice i|j indique que l'on désigne l'estimation de 1’état & linstant i avec la connaissance des

Q

mesures jusqu’a l'instant j. Les parametres Xy, my; et Py, sont obtenus récursivement grace aux

3

deux étapes “ classiques 7 du filtre de Kalman étendu rappelées ci-dessous.

Phase de prédiction : permet de déduire I'état et la matrice de variances-covariances a priori.

it\t—l = & (fit—ut—b ut) (1.58)
my = 1Wy_q (1.59)
Pocticr = (Vaf)Procr 101 (V)T + (Vaft) U(Vuf)" + Q: (1.60)
me,t\tfl = (vxft)me,tthfl (1-61)
Pomift-1 = Pmm—1)i-1 (1.62)
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ou U, est la matrice de variances-covariances du vecteur de commande (lorsque ce dernier est incertain)

et :
of (x,u)
ox

of (x,u)
ou X= it\t—l
u = u u = u

VXft - et Vuft =

X = Xy|t—1

Phase de correction : permet de déduire 1’état et la matrice de variances-covariances a posteriori

grace au vecteur d’observation.

Xyt Xift—1 R R
[ ﬁ“tlu } [ mt||t 1 } + Wi [2e = (R, g ) (1.63)
Pt‘t = Pt|t*1 — WtSth—‘ (164)

ou S; est la matrice de variances-covariances de I'innovation et Wy le matrice de gain de Kalman :

St = (meh)Pﬂt—l(meh)T + Ry (1.65)
W, = Py 1(Vxmh)'S;! (1.66)
avec
Oh(x,m) Oh(x,m)
vxmh - % x:ﬁf\tfl ) % x:*f\tfl
m=mg—1 m =My

Les deux phases du filtre de Kalman étendu nous permettent donc finalement d’obtenir les deux

moments statistiques caractérisant totalement p (x¢, m|zo.¢, ug.t, Xg) dans le cas gaussien.

1.4.2 Avantages et limites pratiques

L’EKF-SLAM possede plusieurs avantages ([Dissanayake et al., 2001; Durrant-Whyte et Bailey,
2006)) :

— le déterminant de chaque sous-matrice de la matrice de variances-covariances de la carte décroit
a chaque observation. Cela signifie que la taille des zones de confiance (des ellipses dans notre
cas qui est le SLAM gaussien) diminue strictement & chaque itération,

— si le nombre d’observations de chaque amer est infini, la carte devient completement corrélée
(ce qui indique que les positions des amers ne peuvent étre modifiées que toutes ensembles et de
fagon rigide),

— si le nombre d’observations de chaque amer est infini, la variance de chaque amer converge vers

une limite déterminée uniquement par 'incertitude initiale sur la position du robot.
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Ces résultats de convergence sont démontrés dans [Dissanayake et al., 2001] pour le cas général du
SLAM linéaire gaussien. Ils indiquent en outre que le maintien de la matrice de variances-covariances
complete est primordial dans le probleme.
Néanmoins, 'EKF-SLAM pose certains problemes non négligeables ([Mei, 2007]) :
— PEKF-SLAM utilise une approximation linéaire. Ceci entraine nécessairement des erreurs et peut
rendre le filtre inconsistant (ce qui se traduit par une sous-estimation de l’erreur commise),
— la complexité algorithmique de 'EKF-SLAM empéche sa mise en ceuvre dans le cas de grandes
cartes car les opérations de stockage et de mise a jour de la matrice de variances-covariances
totale (état du robot + amers) requiert une complexité en O(M?) (M désignant le nombre

d’amers dans la carte). 1!
1.4.3 Consistance de TEKF-SLAM

Nous abordons dans cette section les problemes de consistance liés a TEKF-SLAM. La consistance
peut étre vue comme la qualité de l'incertitude fournie par le filtre (& travers la matrice de variances-
covariances) par rapport a l'erreur réelle. Mesurer la consistance d’un algorithme nécessite d’avoir une
vérité terrain ou alors de travailler en simulation. La deuxieme solution est souvent employée (cf. par
exemple [Julier et Uhlmann, 2001; Bailey et al., 2006a]).

Nous détaillons dans ce paragraphe les résultats théoriques et “ pratiques ” (simulés) issus de trois
travaux différents (présentés par ordre chronologique). Nous allons voir que tous ces travaux tendent

a montrer que 'EKF-SLAM est un algorithme inconsistant.
1.4.3.1 Effets non désirés de 'EKF-SLAM ([Julier et Uhlmann, 2001])

Dans [Julier et Uhlmann, 2001], les auteurs mettent théoriquement en évidence le caractere incon-
sistant de TEKF-SLAM dans le cas d’un véhicule immobile. Ils considerent un véhicule parfaitement
immobile (et des amers parfaitement immobiles eux aussi). L’équation d’évolution du filtre est donc
triviale 12 et la matrice de variances-covariances associée est nulle. Les autres informations dont on
dispose sont :

— Xg|o : V'espérance mathématique correspondant a I’état initial du robot,

— Pyo : la matrice de variances-covariances associée a Xq)o,

~ Zy ) =h (xt, m(i)) + Vv () ¢ la fonction d’observation de 'amer (i),

11. Cette matrice se “ remplit ” trés rapidement. On ne peut donc pas appliquer d’optimisation liées a la structure de

la matrice (comme cela est le cas pour l'insertion des matrices creuses) pour le calcul des inverses.
12. X¢41 = X¢, ol x¢ désigne I'état du robot (position et orientation a & Iinstant t).
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- mg =g (Xt,zt,(i)avt,(i)) : la fonction permettant d’initialiser I'amer (i), '3

— Ry ;) : la matrice de variances-covariances de vy ;).
Etant donné que les observations ne donnent qu’une information relative entre la position des amers
et celle du robot, aucune information absolue ne peut étre déduite sur la position du robot si il n’y a
aucun mouvement. Les observations ne peuvent servir qu’a placer les amers et en aucun cas a modifier

I'estimation de la pose du robot. Néanmoins, Julier et Uhlmann démontrent le théoréeme suivant :

Théoreme 1.5 Si I’état d’un robot mobile est initialisé avec une matrice de variance-covariance non-
nulle et que les amers sont initialisés grace a la fonction g(.) (en appliquant les régles classiques de
propagation pour initialiser la matrice de variances-covariances associée)

Alors estimation de [’état du robot demeurera inchangée si et seulement si :
Vixh+ (Vimh)(Vxg) =0 (1.67)
a chaque instant.

Le théoreme 1.5 est démontré en utilisant le fait qu’une partie de 1’état est inchangée apres la
phase de prédiction (qui elle ne change pas 'état) si et seulement si le gain de Kalman associé a 1’état
est nul. 1

Les auteurs appliquent ce résultat sur un cas pratique 2D. Le robot est paramétré par ses coor-
données cartésiennes et son orientation, exprimés dans un repere absolu et chaque amer est paramétré
par ses coordonnées cartésiennes exprimées dans le méme repere :

]T

xe=|z y b et my =[zu Y ]T (1.68)

“ range and bearing 7 : la distance entre le

Par ailleurs, le modele de mesure considéré est de type
robot et chaque amer (Tt,(i)) ainsi que 'orientation relative entre le robot et chaque amer (¢t7(i)) sont

disponibles : 19

4 (@) —26)? + (Yu) — ye)? 1,
%0 = v24,(i)

Vi, (4)
La fonction g(.) permettant d’initialiser la position des amers vaut quant a elle :

Z(5) } _ [ T+ (1) — i) cos(Or + dr ) — v24 (7)) ] (1.70)

Xt, Z i7V 7 - .
B(xt: 21.0)> Vi, (9) [ Y(i) Yt + (14, 6) — V1)) sin(0r + @y i) — v2¢,33))

13. Dans cette étude, on suppose que 'amer peut étre initialisé a ’aide d’une seule mesure.
14. Ceci signifie que l'on a aucune information permettant d’améliorer I'estimation de 1’état.
15. Un laser donne ce type d’informations.
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Supposons désormais que 1’état du robot est resté fixe jusqu’a 'instant ¢ et qu’il réobserve ’amer

(7) a l'instant ¢ + 1. Tous calculs faits, I’équation 1.67 devient :

0 0 (C%(Z) _A%t) Sin(ét + ¢t+1,(z‘)) _((g(z)_) Ut) COS(ét + ¢t+1,(z‘)) B [ 0 0 0 ]T (1.71)
0 0 —22271’3; Sil’l(et —|— ¢t+1,(i)) — % COS(Ht —|— ¢t+1,(i)) + 1 0 0 0 .

Dans I'équation 1.71, 7411 (;) €t ¢ypq ;) sont les mesures effectuées a l'instant ¢ + 1. Par ailleurs, Z4,7;
et 6, sont les estimations de 1’état du robot & linstant ¢ (ce qui correspond aussi & la prédiction a
Pinstant ¢ +1). ;) et gy ;) sont les derniéres estimations de la position des amers (qui correspondent
également avec la prédiction de leur position a t + 1). Ces deux derniéres valeurs peuvent se mettre

sous la forme suivante :

Ty = Tt T COS(?t + giu(i)) (1.72)
UGy = U+ ) sin(@ + o))

ou 7y ;) et ‘itv(i) s’obtiennent en appliquant la fonction h(.) avec les estimations de I’état du robot et
de 'amer a 'instant ¢.

En combinant les équations 1.71 et 1.72, on obtient la condition suivante :

00 080 + @t (i) Sin(0r + Gri1,5)) — sin(0r + Gy 5)) co8(0r + Pryn,(5)) - [ 00 0 ]T
00 I+ :I—Ez; (Sin(et + G,(3y) sin(0 + dyp1,5)) — cos(0r + @y (5)) cos(Or + Pri1,i)) 000
(1.73)

Dans le premier membre de I’équation 1.73, on remarque que :

— le bloc de gauche est toujours égal & zéro. ' Ceci indique que les deux premieres composantes
de I’état du robot ne sont pas changées. Ceci correspond a la position du robot,

— il y a deux composantes non nulles (en général) sur la troisieme colonne. Il y a donc mise a jour

de l'orientation du robot des que l'innovation est non nulle. Il faudrait donc en principe que les
deux termes soient nuls pour que 'estimation de l'orientation demeure inchangée.
Dans un premier temps, il faut que 0, + ‘iu(i) =0, + Gt41,(i), SOIt <73t,(z‘) = ¢41,(s) (composante
“en haut a droite ”) : la direction mesurée de 'amer doit correspondre avec la direction estimée
courante. Autrement dit, la seconde composante du vecteur d’innovation courant !’ doit étre
nulle.

Si la condition précédente est vérifiée, il n’est donc pas nécessaire d’annuler le dernier terme de

16. Ceci provient du fait que la matrice jacobienne de h par rapport a la position du robot est 'opposée de la matrice
jacobienne de h par rapport a la position de 'amer.

17. Etant donné que la prédiction de ¢, ;) est égale a ét,(i), le terme @441, (s) — d;ty(i) correspond bien a la seconde
composante du vecteur d’innovation a l'instant ¢ + 1.
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(a} Bxror in zy. {b) Error in 8.

FIGURE 1.4 — Erreur de 'EKF sur 3200s (source : [Julier et Uhlmann, 2001])

la matrice de poids étant donné qu’il est multiplié par 0.8

En conséquence, on remarque que l'estimation de 'orientation du robot reste inchangée si et seule-
ment si la nouvelle mesure angulaire de ’amer concorde parfaitement avec la direction de la derniere
position estimée de 'amer. Récursivement, on en déduit facilement que la mesure d’angle doit con-
stamment étre égale a la mesure angulaire initiale (ce qui n’est pas respecté des que la sortie du
capteur est bruitée). On constate alors une mise a jour de 'orientation du robot ainsi qu’une diminution
de la variance correspondante qui n’ont pas lieu d’étre étant donné que le robot ne mesure d’aucune
fagon son orientation absolue. Ce probléme est décrit dans [Julier et Uhlmann, 2001] comme une in-

consistance due a la structure méme de 'EKF-SLAM. Il ne s’agit en rien d’un probléeme numérique

13

5 19

qui peut étre résolu par des méthodes de type * inflation des matrices de variances-covariances

Nous avons pu vérifier par nous-méme ce phénomene a ’aide d’'une implémentation Matlab.

Enfin, d’autres inconsistances sont mises en évidence dans cette publication, mais de manicre
expérimentale. Un test est effectué pour observer le comportement du filtre par rapport & un change-
ment de position connu dans le modele. Le résultat est inconsistant. Il est ensuite montré (toujours
en simulation) que pour le cas d’un véhicule en mouvement suivant une trajectoire simple (cercle), le

filtre est consistant au début, mais devient inconsistant sur le tres long terme (figure 1.4).

18. On pourra remarquer que si on a la premiere composante de I'innovation qui est nulle, ie 7, ;) = 74 (;), alors il est
quand méme nécessaire d’avoir qgt’(i) = ¢y41,(;y pour annuler la “ seconde source ” de mise a jour.

19. Il s’agit d’augmenter les valeurs des covariances dans les matrices R et Q; de sorte a augmenter la variance du
résultat final.
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1.4.3.2 Etude empirique de la consistance de 'EKF-SLAM [Bailey et al., 2006a]

Dans [Bailey et al., 2006a], les auteurs exposent le probleme de la consistance de 'EKF-SLAM a

travers plusieurs simulations. Ils donnent deux symptomes d’inconsistance de ’algorithme :

“ croit posséder plus d’information que ce qu’il

1. Un gain d’information trop important : le filtre
n’a vraiment ” pour faire les mises a jour. Cet aspect est traité en détail dans la suite de ce

paragraphe.

2. Des sauts importants dans les estimations en comparaison avec les valeurs du vecteur d’innova-
tion. Ce phénomene est peu abordé et non expliqué dans 'article, nous ne le détaillons pas dans

la suite.

(b) Carte obtenue avec
“ PTEKF amélioré ”

(c) Ecart type estimé pour 'angle de cap.
Courbe Bleue : EKF — Courbe noire : “ EKF amélioré ”

FIGURE 1.5 — Résultats qualitatifs de consistance ([Bailey et al., 2006a]) — On peut remarquer que les
ellipses de confiance associées aux covariances de 'EKF sont un peu plus petites que celles de 'EKF
amélioré (comparaisons de figures (a) et (b)) alors qu’on utilise strictement le méme jeu de données.
La figure (c) montre plus clairement 'inconsistance de 'EKF : l'incertitude associée & l'orientation
se stabilise alors qu’on est encore en phase exploratoire. Ce probleme n’est pas visible pour 'EKF
amélioré.
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“ gain d’information ” liés a la consistance pour un véhicule en mou-

Nous présentons les aspects
vement. Les auteurs comparent 'EKF-SLAM classique et un “ EKF-SLAM amélioré ” dans lequel les
matrices jacobiennes sont évaluées avec les vraies valeurs de 1’état et de la commande. Cette évaluation
est effectuée en simulation. ?® Dans les deux cas, on ne peut pas trouver les vraies statistiques de la

densité de probabilité (a cause de approximation linéaire). Néanmoins, deux remarques qualitatives

importantes sont formulées (cf. figure 1.5) :

1. les ellipses de confiance fournies par 'EKF sont plus petites que celles fournies par “ "EKF-SLAM
amélioré 7.

2. lorsque le robot évolue dans une zone non cartographiée (jusqu’a 220s sur la figure 1.5¢), la
variance de 1’état du robot est censée augmenter. 2! Pourtant, dans le cas de 'EKF classique, la
variance estimée sur 'orientation s’arréte d’augmenter a partir d’un certain seuil. Ceci signifierait
que le filtre possede de I'information pour améliorer le cap (alors qu’il n’en a pas). “ L’'EKF-
SLAM amélioré 7, quant a lui, ne possede pas ce probleme. Les auteurs de [Bailey et al., 2006a]
font remarquer que si on ajoute une mesure directe du cap absolu dans le vecteur z (de telle
sorte & maintenir I'incertitude sur le cap toujours petite), alors les résultats des deux filtres sont
presque identiques. Cette propriété semble indépendante des valeurs de bruit de mesure et de
modele.

Ces deux remarques laissent penser que 'EKF-SLAM est inconsistant, et ce des que la variance sur
I'orientation du robot est trop grande.

Une étude numérique plus poussée est ensuite proposée dans [Bailey et al., 2006a]. L'EKF-SLAM

sera dit consistant si & chaque instant, la différence entre la matrice de variances-covariances de l’es-

timation et la matrice de variances-covariances réelle est semi-définie positive :

ou P, désigne la variance réelle associée a p (x¢, m|z1.¢, uyy).
Il est en général impossible de connaitre la vraie matrice de variances-covariances, méme dans le cas
de simulations. Par contre, si la vraie valeur de I’état est connue, on peut calculer I’ erreur quadratique

d’estimation normalisée (NEES ?2) & chaque instant :

€t = (Xt — )A(tlt)T Pl;tl (Xt —_ )A(tlt) (175)

20. Le modele de mesure utilisé est le méme que précédemment. Par ailleurs, le modele d’état est le modele classique
du tricycle commandé par ’angle de braquage et la vitesse des roues arriere.

21. Seule I'observation d’anciens amers peut permettre de faire diminuer ou stagner la variance de I’état.

22. Normalised estimation error squared en anglais.
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FIGURE 1.6 — NESS moyen concernant 1'état du robot ([Bailey et al., 2006a]) — Les bandes vertes
indiquent la zone dans laquelle 95% des valeurs doivent étre comprises pour que le filtre soit consistant.
Le graphique de gauche fait bien apparaitre le caractere trop optimiste de 'EKF. En revanche, 'EKF
amélioré semble parfaitement consistant : ni trop optimiste, ni trop pessimiste.

Sous hypothese gaussienne sur 1’état, ¢; suit une loi du x? & dim(x;) degrés de liberté. La consistance
de PEKF-SLAM sera finalement déduite en effectuant N tirages de Monte-Carlo (pour les bruits) sur

les mémes données parfaites de base, et en calculant pour tout ¢ :

1 N
Et = N 267;715 (176)
1=

On peut définir un intervalle qui délimite la région & 95% de probabilité pour & si le filtre est consistant.
Ainsi, si les valeurs de ¢; trouvées sont trop petites par rapport a la borne inférieure de l'intervalle,
le filtre sera pessimiste. Si au contraire, ¢; est souvent supérieur a la borne supérieure de l'intervalle

défini, alors le filtre sera trop optimiste et donc inconsistant.

Dans [Bailey et al., 2006a], ce critere est utilisé pour comparer 'EKF-SLAM avec d’autres variantes
(dont “ PEKF amélioré ”). La figure 1.6 présente les résultats obtenus avec la méme simulation que
précédemment et N = 50 ; la zone a 95% de probabilité pour & y est représentée en vert. On peut voir
que PEKF-SLAM devient inconsistant vers 100s, et ce lorsque I'incertitude concernant 1’angle de cap
devient beaucoup plus petite que celle de “ 'EKF amélioré ”. Parallelement, on constate que 'EKF

amélioré est toujours consistant. En conséquence, on désignera ce filtre par FKF idéal dans la suite

de ce manuscrit.

Finalement, les auteurs de [Bailey et al., 2006a] font remarquer que lorsqu’on utilise une mesure
explicite du cap (ce qui permet de maintenir la variance du cap a une valeur “ faible ), TEKF-SLAM

est consistant.
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1.4.3.3 Observabilité associée au systéme défini par ’EKF ([Huang et al., 2008])

Nous présentons enfin une étude plus récente des problemes de consistance du filtre de Kalman
étendu. Celle-ci est basée sur ’étude du rang de la matrice d’observabilité. Dans un premier temps, les
auteurs de [Huang et al., 2008] rappellent les principaux résultats d’observabilité du SLAM. Ensuite,
ils présentent les propriétés du systéme associé au filtre de Kalman étendu idéal. Les propriétés du
filtre de Kalman étendu classique sont ensuite présentées, concluant a une inconsistance du filtre de
I'EKF. Enfin, une modification de I’algorithme original est proposée.

Les hypotheses utilisées dans [Huang et al., 2008] sont :

— Le robot se déplace dans le plan et a trois degrés de liberté (deux en translation et un en

rotation). On a :
Xt:[xt Ut Ht]T
— Le robot n’observe qu’un seul amer ponctuel paramétré par ses coordonnées cartésiennes 2D :
m=[aa yal
1.4.3.3.1 Observabilité du SLAM

Nous avons vu dans la section 1.3 que le probléeme du SLAM est inobservable. Dans [Huang et al.,
2008], les auteurs utilisent ce résultat en précisant que quel que soit 'ordre utilisé pour la dérivée de
Lie, la dimension du noyau de la matrice d’observabilité est toujours égale a 3. 23 Une base de ce noyau

est donnée par :

1 0 Yt
0 1 Tt
n; — 0 s ng = 0 , et ng — 1 (177)
1 0 —Ya
0 1 TA

Les vecteurs ny et ng définis dans I’équation 1.77 indiquent que 'on peut ajouter n’importe quelle
constante aux coordonnées x et y du robot et de 'amer. Ceci traduit le fait qu’il existe une translation
globale inobservable. Le vecteur ng est plus complexe & interpréter. Dans [Huang et al., 2008], on
montre qu’une petite rotation de 66 de I'ensemble du vecteur d’état introduit un décalage de d6ng
apres linéarisation au premier ordre. Ainsi, la présence du vecteur ng dans le noyau de la matrice
d’observabilité traduit I’existence d’une rotation globale inobservable.

En conséquence, les auteurs de [Huang et al., 2008] montrent que dans le cas présent, le SLAM est

(13 2

inobservable avec un

rang d’inobservabilité ” égal a 3. De plus, on retrouve dans le noyau

23. Sauf configurations particulieres dégénérées qui ne sont pas traitées.
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de la matrice d’observabilité la notion intuitive (introduite dans la section 1.3) qui nous dit que pour
un ensemble de mesures données, on a une infinité de solutions possibles qui ne different que par une
transformation rigide 4 3 degrés de liberté (deux degrés de liberté en translation et un degré de

liberté en rotation).

1.4.3.3.2 Observabilité associée a 'EKF-SLAM

Apres avoir montré les propriétés d’observabilité associées au SLAM, les auteurs de [Huang et al.,
2008] investiguent les propriétés associées au systeme discret défini par le filtre de Kalman étendu.
Pour cela, ils calculent la matrice d’observabilité associée au systéme linéarisé (tel que définie dans

[Hermann et Krener, 1977]) pour trois cas :

1. L’EKF idéal : les points de linéarisation utilisés sont les véritables valeurs des états. On peut
montrer que la matrice d’observabilité associée a ce filtre a un noyau de dimension 3 dont les
vecteurs ny, ng et ng forment une base. On retrouve bien le méme propriétés que pour le systeme

générique de SLAM.

2. L’EKF classique : on respecte point par point ’algorithme présenté au paragraphe 1.4. Dans
ce cas, la matrice d’observabilité associée au filtre a un noyau de dimension 2 engendré par les
vecteurs nj et na. Les erreurs dues a l'introduction de points de linéarisation non parfaits ont
changé les propriétés d’observabilité du SLAM. Ainsi, le vecteur ng (correspondant a la

rotation générale du plan) ne fait plus partie de 'espace inobservable.

3. Un filtre de Kalman modifié : le First Estimates Jacobian EKF (FEJ-EKF). 1l s’agit
d’une version modifiée de 'EKF dans laquelle les points de linéarisation associés aux amers ne
sont jamais modifiés. Lorsqu’un amer est initialisé, le point de fonctionnement pour le calcul de
la matrice jacobienne associée a la mesure n’est pas affiné au fur et a mesure des estimations
(contrairement a 'EKF classique). Dans ce cas, le noyau de la matrice d’observabilité associée

est de dimension 3 et on retrouve exactement l’espace engendré par les vecteurs ny, ns et ng.

Les auteurs de [Huang et al., 2008] illustrent leur propos en simulation, en effectuant une série
de tirages de Monte-Carlo et en calculant le critere NESS ainsi que 'erreur quadratique moyenne.
Ils montrent que le FEJ-EKF donne pratiquement les mémes performances que le filtre de Kalman

étendu idéal, alors que le filtre de Kalman étendu classique donne de trop petites variances.
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1.4.3.4 Conclusion et remarque quant a la consistance

Dans ce paragraphe, nous avons montré quelques résultats de consistance concernant 'EKF-SLAM.
Bien que ceux-ci aient été obtenus dans le cas du SLAM range and bearing, nous admettons qu’ils
puissent étre étendus au cas du SLAM visuel. Ces résultats montrent que I’algorithme est inconsistant :
les enveloppes d’incertitudes estimées par le filtre sont en général trop optimistes et ne
donnent donc pas une bonne approximation de I’amplitude de ’erreur de filtrage.?*
D’apres les études de [Julier et Uhlmann, 2001] et [Bailey et al., 2006a], il semblait que le probleme
d’inconsistance se manifestait surtout au niveau du gain d’information estimé quant a 'orientation
du robot. Ceci a été confirmé par I’étude théorique de [Huang et al., 2008] qui indique que le filtre
de Kalman étendu rend artificiellement observable I’espace engendré par le vecteur ng. Cet espace
permet d’interpréter au premier ordre de petites rotations globales. Ainsi, le filtre de Kalman étendu
“ croit 7 bénéficier d’une information qui n’existe pas, ce qui rend le filtre inconsistant.

Le premier moyen trouvé pour annuler cette inconsistance réside dans l'utilisation de 'EKF' idéal,
ce qui est impossible en pratique. Un résultat plus intéressant est donné dans [Huang et al., 2008]
avec l'utilisation du FEJ-EKF'. Ce filtre maintient constant les points de fonctionnement associés aux
amers dans le calcul des matrices jacobiennes. Ainsi, les auteurs de cette publication montrent que
la consistance n’est pas directement liée au fait d’utiliser les points exacts de linéarisation, mais liée
au fait de maintenir ’ensemble des points de linéarisation associés aux amers constant.
Conserver cette propriété semble donc plus efficace que d’affiner les points de linéarisation pour les
rendre plus proches de la solution idéale.

Enfin, on peut noter que ce probleme d’inconsistance est un probleme structurel lié a la définition
du SLAM méme. L’étude d’observabilité ne prend pas en compte le niveau de bruit des capteurs.
Ainsi, les méthodes d’inflation de covariances utilisées dans quelques algorithmes ([Julier, 2003]) sont
inutiles. Elles permettront au mieux de masquer le probleme de consistance pendant un nombre limité
d’itérations. Par ailleurs, cette étude ne prend pas en compte la qualité du point de fonctionnement
et donc de I'estimation non-linéaire. Ainsi, le probleme d’inconsistance continue a étre présent méme

avec une initialisation de treés bonne qualité et des estimations tres proches de la valeur réelle.

Remarque 1.4 (Utilisation d’un capteur d’orientation)

En plus de montrer les probléemes d’inconsistance de 'EKF-SLAM, cette étude illustre l'intérét d’un

24. Les zones de confiances sont en général des lieux o la probabilité que la solution soit contenue dedans est de x%.
Dans le cas de PEKF, le critere NESS calculé montre que ce % n’est en général pas respecté.
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capteur absolu d’orientation (magnétomeétre par exemple). En effet, les résultats présentés dans [Bailey
et al., 2006a] montrent que l'inconsistance de ’EKF est constatée en pratique lorsque l'incertitude sur
Porientation du robot franchit un certain seuil. Ainsi, la présence d’un capteur donnant une orienta-
tion absolue permet de contenir lincertitude de l’orientation du robot. Par ailleurs, la présence d’un tel
capteur rend directement observable ['orientation du robot. Ainsi, le vecteur ng disparaitrait du noyau
de la matrice d’observabilité générale du SLAM (seule la translation globale resterait inobservable). En
conséquence, le filtre de Kalman étendu ne présenterait plus d’incohérence sur ses propriétés d’observ-
abilité. Ceci peut expliquer les bons résultats obtenus dans [Bailey et al., 2006a] lorsque les auteurs
utilisent un EKF classique dans lequel le vecteur de mesure est augmenté d’une mesure absolue de
Uorientation du robot. Néanmoins, nous cherchons dans cette thése a résoudre le probleme du SLAM
sans utiliser de capteurs absolus (dont la qualité peut dépendre de l’environnement) ; nous n’avons donc
pas implanté d’algorithme utilisant un capteur d’orientation absolu, mais les propriétés théoriques que

l’on peut obtenir grace a ce type de capteur semble étre une piste intéressante de réflexion future.

1.5 Variantes du filtre de Kalman étendu

Nous présentons dans cette section une liste non exhaustive de variantes de 'EKF-SLAM. Il s’agit
en général d’ajouter de petites différences dans le but d’améliorer les performances du filtre de Kalman

étendu.

1.5.1 Filtre d’information tronqué

Une premiere variante du filtre de Kalman étendu consiste a simplifier la matrice de variances-
covariances de sorte a alléger les cotits de calculs liés a son inversion. Cette matrice peut en effet
atteindre une dimension élevée et a pour propriété d’étre pleine en général. Pour cela, certains auteurs
travaillent directement dans 'espace d’information et profitent du fait que la matrice d’information
(ie. 'inverse de la matrice de variances-covariances) possede de nombreux éléments proches de zéro.
L’idée est alors d’annuler ces coefficients, ce qui a pour effet de rendre la matrice éparse et beaucoup
plus facile a inverser.

Ce type d’approche peut étre trouvé dans [Thrun et al., 2004] et ne constitue qu'une approximation
de 'EKF. Cela conduit a supprimer certaines corrélations entre amers. Ce filtre délivre des résultats

moins précis et moins consistants que 'EKF classique et n’est donc pas approfondi.
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FIGURE 1.7 — NESS moyen concernant 1'état du robot ([Bailey et al., 2006a]) pour I'UKF et 'TEKF

1.5.2 Filre de Kalman sans parfum et EKF itératif

Le filtre de Kalman sans parfum (Unscented Kalman Filter ou UKF) et 'EKF itératif (Iterated

Extended Kalman Filter ou IEKF) sont deux alternatives classiques au filtre de Kalman étendu.

Le principe de 'UKF est d’effectuer un échantillonnage déterministe du vecteur d’état. Celui-
ci est réalisé en utilisant les différentes colonnes de la matrice de Cholesky. Selon Simon Julier, 'UKF
est équivalent & un développement limité a l'ordre 2 alors que le filtre de Kalman étendu n’effectue
qu'un développement limité & l'ordre 1 ([Julier et Uhlmann, 1997]). Cette variante donne en général

de meilleurs résultats que 'EKF classique.

Le principe de 'EKF, quant a lui est d’itérer a plusieurs reprises 'EKF a chaque instant dans le
but d’optimiser la qualité des points de linéarisation. Ainsi, les équations de la phase de correction
sont appliquées plusieurs fois jusqu’a convergence du résultat. A la premiere itération, le point de
linéarisation utilisé est ’état obtenu apres la prédiction. L’application de la phase classique de correc-
tion nous fait donc retrouver le résultat de 'EKF a la fin de la premiere itération. Ensuite, ce résultat
est utilisé a nouveau pour affiner le calcul de la matrice jacobienne de la fonction h et ainsi de suite.
On peut des lors remarquer que le point de linéarisation utilisé pour les amers sera différent a chaque
instant. Ainsi, on s’attend a trouver les méme problemes d’observabilité que ceux décrits dans [Huang

et al., 2008].

En pratique, ces deux filtres permettent dans certains cas d’améliorer les résultats obtenus par
IEKF. Néanmoins, il a été montré dans [Bailey et al., 2006a] que ces deux filtres restent largement
inconsistants. Le calcul du NESS effectué montre une tres légere amélioration de la consistance dans
le cas de 'UKF, mais on reste loin de la bande idéale que le filtre de Kalman idéal respecte (cf. figure

1.7). En conséquence, nous avons décidé de ne pas approfondir plus en détail ces méthodes.
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1.5.3 FEJ-EKF

Nous avons présenté dans la section précédente le FEJ-EKF introduit dans [Huang et al., 2008].
Ce filtre permet d’obtenir de bonnes propriétés de consistance grace au fait qu’il maintient de bonnes
propriétés d’observabilité. Néanmoins, le fait de ne jamais ajuster les points de fonctionnement peut
s’avérer dangereux. En effet, le filtre ne sera valable que si les contraintes de linéarisation sont sat-
isfaites. Méme s’il n’est pas nécessaire que le point de fonctionnement soit “ extrémement ” proche
de la valeur réelle, il faut pouvoir assurer que la linéarisation reste valide (dans le cas contraire, les
équations deviennent fausses et le systeéme modélisé ne correspondra pas a la réalité). Dans les simu-
lations de [Huang et al., 2008], un capteur de type range and bearing est modélisé : les amers peuvent
étre initialisés précisément des la premiere itération. Dans le cas du SLAM monoculaire, nous ver-
rons que l'initialisation est plus délicate. Il parait alors indispensable de pouvoir corriger les points
de linéarisation si I'on se rend compte que ceux-ci sont mauvais. Ceci sera encore plus vrai lors de
I'utilisation de données réelles. Malgré ses bonnes propriétés théoriques, ce filtre parait trop sensible

aux conditions d’initialisation pour étre utilisé dans notre cas.

1.6 Résolution par filtre particulaire : le FastSLAM

Nous présentons dans cette section la résolution du probleme du SLAM probabiliste avec un filtre
particulaire Rao-Blackwellisé. Comme pour la présentation de 'EKF-SLAM, nous présentons dans un
premier temps le principe général et les équations. Ensuite, nous listons les principaux avantages et
inconvénients de cette méthode, avant de donner des résultats de convergence et de consistance.

Les résultats qui suivent sont issus de la theése de Montemerlo ([Montemerlo, 2003]). IlIs peuvent

étre également trouvés de fagon plus concise dans les publications [Montemerlo et al., 2002, 2003].

1.6.1 Principe

1.6.1.1 Introduction

Nous avons vu précédemment que PEKF-SLAM a une complexité algorithmique importante du
fait qu’elle croit avec le carré du nombre d’amers M. En 2003, ce poids calculatoire était considéré
critique 2 ; il était alors trés intéressant de développer un algorithme de SLAM pouvant traiter de
nombreux amers et de grandes trajectoires. L’algorithme de FastSLAM a été introduit dans cette

optique et utilise une implémentation astucieuse de 'algorithme de filtrage particulaire.

25. Bien plus que les problemes de consistance et d’observabilité qui n’étaient que peu abordés.
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L’algorithme de filtrage particulaire classique consiste a effectuer un échantillonnage aléatoire de
tout ’état (dans le cas du SLAM, il s’agit de 'état du robot et des amers). Chaque échantillon

26 une étape de pondération utilisant le

est tiré selon une densité de probabilité choisie a ’avance,
vecteur de mesure permet ensuite de donner plus d’importance aux échantillons (nommés par la suite
particules) les plus probables. Une description détaillée concernant le fonctionnement général des filtres

particulaires pourra étre trouvée dans [Doucet et al., 2004; Joly et al., 2009].

L’algorithme de filtrage particulaire classique n’est pas utilisable dans le cas du SLAM. En effet, cet
algorithme impose d’échantillonner selon toute la dimension de I’état (& savoir la position du robot et
les positions des amers). Le nombre de particules nécessaires pour représenter convenablement ’espace
des solutions devient trop important : les temps de calculs et I'espace mémoire nécessaires seraient
rédhibitoires.

L’algorithme de FastSLAM est basé sur une factorisation du probleme, qui permet ensuite d’utiliser
une variante du filtrage particulaire : le filtre particulaire Rao-Blackwellisé. Ce filtre est utilisé lorsque
la densité de probabilité d’'une partie de I’état peut étre connue analytiquement conditionnellement
au reste de I’état. Dans ce cas, ’échantillonnage particulaire n’intervient que sur la seconde partie de
Iétat ([Doucet et al., 2000]). Dans le cas du FastSLAM, l'idée sera de n’échantillonner que la position

du robot.

1.6.1.2 Factorisation du probleme de SLAM

Dans sa these, Montemerlo ne cherche pas a évaluer la densité de probabilité définie dans I’équation
1.52 page 27, mais p (Xo.t, m|Zg.¢, up,t). Ceci revient & raisonner en termes de trajectoire; cela est
classique avec les filtres particulaires.

On peut montrer que la structure du SLAM permet de factoriser la densité précédente de la maniere

suivante :
M
p (XO:ta mizo:, uO:t) =D (XO:t|ZO:t, uO:t) Hp (m(z) |X0;t, Z(:t, uO:t) (178)
—

post. trajectoire

estimateur amers
La factorisation présentée dans ’équation 1.78 montre que conditionnellement a la trajectoire du
robot, chaque amer est indépendant des autres. Cette propriété est illustrée sur la figure 1.2 (page 27).

Ceci est la base de I'algorithme de FastSLAM.

26. Qu’il convient de bien choisir... le choix de cette loi étant un facteur déterminant quant a la qualité du résultat.
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1.6.1.3 FastSLAM

Le principe du FastSLAM est de tirer parti de la factorisation précédente dans I'utilisation d’un
filtre particulaire a N particules.

Lorsque la densité d’une partie de I’état peut se déduire analytiquement de la densité de la seconde
partie de l’état (par un filtre de Kalman linéaire dans le cas idéal), on peut limiter I’échantillonnage
d’importance a la seconde partie de I'état et tirer partie de la relation existante pour estimer la
premiere partie de ’état. Il s’agit de la Rao-Blackwellisation ([CASELLA et ROBERT, 1996; Doucet
et al., 2000]).

Dans le cas du SLAM, cette propriété est utilisée : les densités de probabilités des amers sont
obtenues conditionnellement & la trajectoire du robot 27 (et ce de maniere indépendante étant donné
le caractere multiplicatif dans I’équation 1.78). En conséquence, I’échantillonnage particulaire ne porte
que sur l’état du robot. Ensuite, un filtre de Kalman étendu permet d’obtenir une estimation des amers
pour chaque particule. 28

Plus intuitivement, le principe du FastSLAM est de générer stochastiquement N hypotheses 2?
concernant la trajectoire du robot. Pour chacune de ces hypothese, on applique un filtre de Kalman
par amer en utilisant le vecteur de mesures. Chaque hypothese est enfin pondérée en fonction de sa

vraisemblance avec les mesures.

1.6.1.4 Stratégies d’échantillonnage

Nous présentons ici deux algorithmes de FastSLAM. Ils different par leur stratégie d’échantillonnage

(méthode pour générer la trajectoire) :

FastSLAM 1.0 : le principe est d’échantillonner en utilisant la chaine de Markov p (x¢|x;—1,u).
Lorsque le bruit associé a la chaine de Markov est gaussien et additif, on a p(x¢|x;—1,u) =
N (f (x¢—1,ut),Q¢). Dans ce cas, pour prolonger une particule donnée, il suffit d’appliquer la
fonction f (avec comme arguments la derniere valeur de la particule et le vecteur d’entrées) puis
d’ajouter un échantillon généré selon N (0, Q).

Le calcul des poids (non normalisés) est aisé avec ce type de filtre. Pour la particule [m], on a :

[m] [m] [m]
Wy T X Wy 4P Zt\Xo;t » Z0:t—1, UQ:t

27. Ceci revient a considérer que la trajectoire est certaine au moment de I’estimation de la position des amers.
28. Ici, la résolution n’est pas exacte étant donné que 'on utilise un EKF.
29. La fagon de générer les hypotheses est décrite dans le paragraphe suivant.
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Cette stratégie n’utilise donc pas le vecteur de mesures pour échantillonner. Ceci peut étre
problématique si le modele est ponctuellement mauvais (glissement non modélisé par exemple) ;
dans ce cas, les particules seront toutes biaisées et le vecteur de mesure ne servira qu’a donner

un poids important a la moins mauvaise particule.

FastSLAM 2.0 : le principe est d’échantillonner en utilisant le vecteur de mesures, ce qui permet
d’améliorer la robustesse a des erreurs de modele. Pour étendre la particule [m], on va appliquer
un filtre de Kalman de la fagon suivante :

— étendre XET}l avec le modele (fonction f). Le résultat obtenu est une prédiction )A(,[fm] associée a
la matrice de variances-covariances de modele Q. 3°

— appliquer une étape de correction de Kalman avec le vecteur de mesures. Le résultat obtenu
est une estimation de I’état avec une matrice de variances-covariances.

— effectuer un tirage aléatoire gaussien avec pour parametre le résultat de ’étape précédente.

Le calcul des poids est légerement plus compliqué que pour le FastSLAM 1.0. On pourra se

reférer & [Montemerlo, 2003] pp. 82 et 83 pour plus de détails.

Cette stratégie d’échantillonnage améliore la qualité des échantillons. En conséquence, le nombre

de particules nécessaires pour représenter correctement la trajectoire du robot est plus faible que

pour le FastSLAM 1.0.

Remarque 1.5

L’étape de Kalman nécessite des inversions de matrices. Dans le pire des cas, on peut observer si-
multanément tous les amers. Néanmoins, la matrice de variances-covariances associée aur amers et
a la prédiction de la position est diagonale par blocs, la complexité est donc linéaire avec le mombre

d’amers et non quadratique.
1.6.2 Avantages et limites pratiques

Le FastSLAM possede plusieurs avantages importants :

— lapproximation linéaire sur le modele de mouvement est évitée,

— la complexité algorithmique est plus faible que pour FTEKF-SLAM. Dans le cas du fastSLAM 1.0
par exemple, on a un EKF a appliquer par particule et par amer. Etant donné que chaque filtre
de Kalman a une dimension fixe, la complexité est au pire en O(N M). Ensuite, des améliorations

algorithmiques permettent de la faire descendre en O(N log(M)),

30. Une particule seule a toujours une variance nulle. Ceci explique pourquoi seulement Q; intervient dans la matrice
de variances-covariances.
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— il est possible de résoudre explicitement le probleme d’associations des données durant le filtrage.
Nous n’avons pas mentionné cet aspect dans le paragraphe précédent. Le lecteur intéressé se
réferera a [Montemerlo, 2003] pour plus de détails. Rappelons tout de méme que ceci n’est pas

possible avec 'EKF-SLAM.

Par ailleurs, il existe un résultat de convergence pour le FastSLAM 2.0 :

Théoréme 1.6 L’algorithme linéaire gaussien de FastSLAM converge vers la vraie carte avec M = 1
particule si tous les amers sont observés une infinité de fois et que la localisation d’un d’entre euz est
connue & l’avance.

Si aucun amer n'est connu a l'avance, la carte sera correcte a une constante pres appliquée uni-

formément sur tous les amers.

La démonstration de ce théoréme peut étre trouvée dans [Montemerlo, 2003] pp 88-92. Ce résultat
montre qu’il est possible de converger vers la bonne carte sans maintenir les corrélations entre les
amers. Néanmoins, l'intérét pratique de ce résultat est faible :

— la démonstration est faite pour le cas linéaire gaussien,

— il est seulement fait état de convergence finale. On n’a aucune information quant a la consistance
au cours du processus de filtrage.

Malgré son avantage certain en termes de complexité algorithmique, le FastSLAM possede des

inconvénients qui font que cette solution n’est pas idéale :

— le phénomene de dégénérescence des particules est problématique et nécessite de régulierement
rééchantillonner. Le moment adéquat n’est pas évident a déterminer. Dans sa these, Montemerlo
effectue cette étape a chaque instant. D’autres auteurs définissent un seuil sur le nombre de
particules effectives ([Hue et al., 2002]),

— le rééchantillonnage diminue la diversité des particules, ce qui pose probléeme car on raisonne en
termes de trajectoire : I’élimination des particules conduit a rendre déterministe les parties plus
anciennes de la trajectoire. La conséquence est la perte des informations de corrélation entre les
amers anciennement observés,

— de part son aspect particulaire, le résultat final de I'algorithme de FastSLAM n’est pas clair.
En effet, on ne posséde qu’un jeu de particules pondérées pour approcher une densité de prob-
abilité ; il reste a effectuer 'estimation finale. On peut choisir de retourner la particule avec le
plus fort poids pour 'estimation, ou encore d’effectuer une moyenne pondérée. Par ailleurs, I’'ob-

tention d’une information sur la qualité du résultat est délicate. Par exemple, comment donner
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FIGURE 1.8 — Les deux cartes utilisées (bleues) avec les résultats d’un filtre particulaire & 1000 partic-

ules (rouge) ([Bailey et al., 2006b))

une incertitude sur la position si on n’utilise que la particule la plus forte ? De plus, les matrices

de variances-covariances associées a la carte sont données conditionnellement a la trajectoire

de la particule. Elles ne refletent pas directement I'incertitude globale sur les amers. La fusion de

toutes les “ cartes particulaires ” peut étre tres délicate, surtout si on laisse ’algorithme effectuer

lassociation des données (I’association des données est valable pour une particule donnée ; cer-

taines particules peuvent par exemple avoir plus d’amers que d’autres si certains appariements

n’ont pas été trouvés). En général, cet aspect n’est pas abordé dans la littérature.

1.6.3 Consistance

Nous présentons dans ce paragraphe une étude de la consistance de I'algorithme de FastSLAM 2.0

réalisée dans [Bailey et al., 2006b]. Deux points sont abordés :

1. la diversité des particules

2. la capacité de l'algorithme a étre consistant

Pour les deux aspects, tous les résultats sont obtenus en simulation, en testant 4 configurations censées

illustrer les cas d’utilisation possibles. Les auteurs testent deux densités de carte (cf. figure 1.8) et deux

nombres de particules (N = 100 et N = 1000) Dans ce qui suit, les résultats de simulations sont obtenus

avec les mémes modeles de prédiction et de mesure que dans ’étude de consistance de 'EKF-SLAM

(modele de type tricycle et capteur de type range and bearing).
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1.6.3.1 Diversité des particules

Par “ diversité 7, nous entendons le nombre d’hypotheses restantes parmi les hypotheses partic-
ulaires initiales. La perte de diversité des particules vient du fait que le filtre élimine les particules
de poids trop faible et duplique celles de poids fort. Ceci contribue a éliminer des hypotheses pour le
placement de certains amers, donnant alors “ I'impression ” que la précision de ces amers est améliorée.

Les auteurs montrent empirement ce probléme en représentant le nombre d’hypotheses intiales
encore présentes a chaque instant (cf. figure 1.9). Ainsi, il ne reste plus que quelques hypotheses sur
le placement des amers initiaux en moins de 40s. Ceci posera probleme si la boucle doit étre fermée
et que 'hypothése unique retenue pour ces amers ne correspond pas parfaitement au moment de la
fermeture de boucle.

Par ailleurs, les auteurs de la publication remarquent —sans expliqguer— que cette décroissance
est plus rapide dans le cas d'une carte dense, lorsqu’il y a donc beaucoup de mesures. 3! Ce résultat

“ mauvais comportement ” bien connu des filtres

peut s’expliquer de maniere analogue a celui du
particulaires lorsque les mesures sont trop précises par rapport au modele. Dans notre cas, chaque
mesure permet de mettre a jour le poids de chaque particule. Le caractere indépendant des mesures
fait que cette mise a jour de poids est multiplicative. En conséquence, une particule peu probable
aura plus d’incréments multiplicatifs proches de zéro dans le cas d’une carte dense ; le déséquilibre des

poids est donc plus important lorsque le nombre de mesures est important. Ceci explique intuitivement

pourquoi la diversité diminue plus rapidement lorsqu’on ajoute des mesures.

1.6.3.2 Consistance

Une étude de la consistance analogue a celle présentée pour 'EKF-SLAM est faite par les auteurs de
[Bailey et al., 2006b]. Etant donné que le résultat d’un filtre particulaire n’est qu'un jeu de particules,

nous présentons d’abord quelles données sont utilisées pour effectuer les tests de consistance :
Estimation de 1’état : calcul de la moyenne pondérée des particules

Incertitude de P’estimation : calcul de la variance empirique des particules avec la moyenne pondérée

des écarts quadratiques a la moyenne.

Remarque 1.6

Ce calcul de variance n’est effectué que sur l’état. Ceci est réalisable car la dimension de l’état est la

31. Ce résultat est présenté comme non intuitif alors qu’il s’explique bien.
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FIGURE 1.9 — Perte de diversité des particules calculée sur 50 simulations : valeur moyenne, bornes
max et min ([Bailey et al., 2006b))

meéme pour toutes les particules. Nous rappelons que ce calcul n’est pas faisable pour ’estimation de la
variance globale des amers lorsque les associations ne sont pas connues (chaque particule peut avoir

une association complétement différente, et les états des amers n’ont aucun lien entre eux).

La figure 1.10 compare la variance de l'erreur d’estimation (sur 50 simulations) & la variance
moyenne fournie par le filtre. On remarque que le filtre est inconsistant tres rapidement. Au bout de
200s, la variance prédite baisse brutalement. Ceci correspond a la fermeture de boucle : pratiquement
toutes les hypotheses sont éliminées. Seules quelques particules tres concentrées subsistent, ce qui
provoque la baisse de la variance prédite.

La figure 1.10 met également en évidence le fait qu'un nombre plus élevé de particule permet de
rendre le filtre plus consistant. Enfin, une carte moins dense permet d’obtenir de meilleurs résultats.
Ces résultats semblent étre liés a la diversité des particules.

Un calcul de consistance avec l'indice NESS est également effectué dans la publication étudiée et

montre clairement ’'inconsistance du filtre.

1.6.3.2.1 Conclusion sur la consistance

Au final, 'algorithme FastSLAM est inconsistant. La raison qui semble expliquer ce phénomene

est la perte de diversité des particules. Cette perte de diversité entraine un oubli de I'incertitude
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FIGURE 1.10 — Variance de l'erreur du filtre (courbe bleue) et variance prédite (courbe noire) [Bailey

et al., 2006b])

du début de la trajectoire.

Ce mauvais résultat du filtre particulaire est logique. Le probleme de dégénérescence des particules
est en effet bien connu. En pratique, il n’a pas d’influence sur le résultat pour les systemes qui oublient
exponentiellement leur passé. Ce n’est malheureusement pas le cas du SLAM : les anciennes erreurs
subsistent dans la carte.

Ainsi, les auteurs de [Bailey et al., 2006b] estiment que le FastSLAM n’est valable que pour
I'initialisation et ne doit pas étre utilisé pendant tres longtemps. Pourtant, 'intérét du FastSLAM est sa
rapidité en termes de temps de calculs pour les grandes cartes. Utiliser le FastSLAM uniquement
pour l’initialisation apparait en contradiction avec la problématique qui a motivé sa

découverte. En conséquence, cet algorithme n’a pas été utilisé dans la suite de la these.

1.7 Résolution par lissage probabiliste : le SAM

Nous présentons dans cette section 'algorithme de GraphSLAM. 11 s’agit d’un algorithme dit de
SAM (Smoothing and Mapping) dont le but est de lisser ’ensemble de la trajectoire sous hy-
pothese gaussienne (au lieu de ne filtrer que la position courante comme 'EKF). On va donc chercher
a retrouver la densité de probabilité associée a la concaténation de I’ensemble des positions du robot et
des amers. Nous verrons que ceci est possible dans un temps raisonnable grace a 1'utilisation des pro-
priétés de la matrice d’information associée a la densité cherchée. Cette section est divisée en trois

paragraphes. Nous décrivons dans un premier temps 'algorithme de GraphSLAM. Cette description
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FIGURE 1.11 — Construction incrémentale de la matrice d’information totale ([Thrun et Montemerlo,
2006))

est essentiellement tirée de [Thrun et Montemerlo, 2006]. Nous verrons alors les avantages obtenus
grace a l'utilisation des parameétres d’informations. Nous détaillons ensuite les avantages et limites
pratiques de ce type de méthodes. Nous faisons enfin quelques remarques concernant la consistance

de cet algorithme.

1.7.1 Description du GraphSLAM

L’algorithme de GraphSLAM tire profit du caractere épars de la matrice d’information associée
a D’état (trajectoire du robot et amers). Ceci provient de l'interprétation graphique du probleme du
SLAM, et notamment du fait que conditionnellement a toute la trajectoire, les amers sont indépendants
entre eux (propriété qui était déja utilisée dans le cadre du FastSLAM). Le principe du GraphSLAM est
de définir un état qui contient toutes les positions depuis I'instant initial ainsi que la position des amers.
La matrice d’information du systéme est construite de maniére incrémentale (cf. figure 1.11). Nous
verrons que la matrice d’information et le vecteur d’information ne nous donnent pas directement la
trajectoire du robot ainsi que la position des amers. Pour retrouver la position du robot, on marginalise
incrémentalement la matrice d’information; ceci a pour effet d’ajouter des termes dans la matrice

d’information (cf. figure 1.12).
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FIGURE 1.12 — Marginalisation des amers pour retrouver la pose uniquement. Cette opération entraine
I’ajout de liens entre les positions ([Thrun et Montemerlo, 2006]) — Les fleches représentent le processus
de marginalisation et les disques les amers marginalisés

Les paragraphes suivants décrivent en détail les développements mathématiques qui permettent la

construction de la matrice d’information et la résolution du probleme d’inférence final.

1.7.1.1 Densité a posteriori de la trajectoire et de la carte

Dans ce qui suit, on cherche a exprimer la densité de probabilité a posterior: de I’ensemble de la
trajectoire ainsi que de la carte (en supposant les associations connues), soit : p (Xo.¢, m|z7.¢, Ug.4).
En appliquant la regle de Bayes sur z;, on obtient :

P (2¢|X0:t, M, 21241, W1t) P (X0i, MZ1g1, Upp)
P (Zt|Z1:4—1,11:¢)

p (X0, M|Z1:4, 1) = (1.79)

soit :

p (XO:ta m|zlzta ul:t) =np (Zt|X0:t7 m,zj.¢—1, ul:t) p (XO:ta m|Z1:t71a ul:t) (180)

ou 7 est une constante de normalisation. En appliquant 1’équation 1.45 sur le premier facteur de

I’équation 1.80, on obtient :

P (X0, M|Z1:4, Ur) = 1) D (Z¢|Xe, M) P (X0:, M|Z1:4—1, Up:) (1.81)
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En appliquant la regle de Bayes, le second facteur dans 1’équation 1.81 peut s’écrire :
P (X0:t, M|Z1:¢—1, U1t) = P (Xe[X0:4—1, M, Z1:4—1, Unet) P (X0:t—1, M|Z1:¢-1, Ui) (1.82)
En utilisant I’équation 1.43, I’équation 1.82 devient :
P (X0:t, M|Z1:4-1,W1t) = P (Xe[Xp—1,0e) P (X0:t—1, M|Z1:4 -1, U1) (1.83)

On peut désormais insérer le résultat de ’équation 1.83 dans ’équation 1.81 pour obtenir la for-

mulation récursive suivante :
P (X0:¢, M| 214, W1:) = 1) P (2¢|X¢, M) P (K| %01, 0) P (X0:—1, MZ11—1, U1:—1) (1.84)

On peut alors montrer par récurrence que :
t
p (X0, mlz1, wre) =1 p(x0,m) [ [ p (Xklxk-1,0x) p (21, Ix4, m) (1.85)
k=1

ou 1’ est un facteur constant (a priori différent de 7). Par ailleurs, p (xg, m) désigne la densité de
probabilité a prior: de la position du robot et de la carte.

A chaque instant ¢, le vecteur z; contient la concaténation des observations effectuées sur plusieurs
amers. Pour rappel, nous notons z, ;) l'observation de I'amer (i) a l'instant ¢. Soit M; l'ensemble
des amers observés a linstant t. Pour simplifier la suite des développements, nous supposons qu’a
un instant donné, les observations de chaque amer sont indépendantes entre elles. Ceci signifie donc
que les vecteurs aléatoires z; (;),7 € M; sont indépendants entre eux. En conséquence, la densité a

posteriori de la trajectoire du robot et de la carte s’écrit :

t
P (X0:4, m|z14,u1) = 17" p (X0, m) H P (Xp|xp—1,up) H P (2Zk, ), [Xp, M) (1.86)
k=1 1EM;y

Remarque 1.7 (Elimination de m dans p (x, m))
En général, la densité a priori de la carte et de la position initiale sont indépendantes. p (Xxo, m) peut
donc s’écrire p(xg)p (m). Si la carte est complétement inconnue, nous pouvons intégrer p(m) dans

la constante en facteur. Dans ce qui suit, nous supposons que c’est le cas.



1.7. Résolution par lissage probabiliste : le SAM 57

1.7.1.2 Logarithme de la densité a posteriori

Calculons le logarithme de la densité calculée dans I’équation 1.86. En tenant compte de la remarque

1.7, nous obtenons :

]~

log p (% |Xx—1, ug) Z log p (2, (1), Xk, m;))
1EMy

log p (x0:¢, m|2z1.¢, uy¢) = const. + log p (xp) +

=
Il
—

(1.87)
En supposant que les bruits appliqués sur le modeles d’évolution et de mesures (fonctions f et h),

sont additifs, centrés et gaussiens de matrices de variances-covariances Q; et Ry, on obtient :

P(Xt|Xt71, Ut) X €exp —% (Xt - ft(thl,llt))T Q;l (Xt - ft(thlyut))>

p (21,9 Pxemy) o exp (4 (z06) — Bxmi) Ry (2, — b mgy) )

(1.88)
Enfin, en supposant que la densité de probabilité a priori sur la position initiale est gaussienne,
centrée, de matrice d’information €, p (x¢) est donc proportionnelle & “ exp (xgﬂoxo) 7. On a donc

au final :

10gP(X0:t,m|Z1:t,111:t) = const. — % |:X(7;Q()X0
+ 3y (x — B (o1, we)) T QT (x — Fi(xp—1, ) (1.89)

T
+ e Yiem, (Zr) — (ko zi)) Ry ! (Zh,(s) — DXk 2k, (3)))

Dans I’équation précédente, le premier terme (Xgﬂ()XO) traduit la connaissance a priori de la position
intiale du robot. Dans notre cas, nous supposons connue la position initiale du robot (ce qui revient
a supposer que p (xg) est un Dirac. Pour calculer la densité de probabiltié conditionnée a xg, nous
pouvons au choix :
— Appliquer le théoreme de conditionnement des variables aléatoires gaussiennes sur la matrice
d’information (décrit dans le paragraphe suivant a I’équation 1.104)
— Supposer que l'on a une connaissance “ tres grande ” sur xg, ce qui revient a choisir €2y diagonale
avec de tres grandes valeurs numériques (et en déduire le bon &y en fonction de la condition initiale

choisie).
1.7.1.3 Expansion de Taylor

L’équation 1.89 nous donne 'expression du logarithme de la densité a posteriori de la trajectoire

du robot et de la carte. Malheureusement, celle-ci n’est pas quadratique en x et m, mais seulement
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en f; et h. Nous allons désormais linéariser ces fonctions afin d’obtenir une expression quadratique en
x et m.

Soit 1., une trajectoire de linéarisation supposée proche de la trajectoire réelle et ™ un point de
linéarisation pour la carte. Nous supposons 4., et u™ disponibles; nous discuterons de la maniere de
les obtenir dans le paragraphe 1.7.1.5.

En supposant la linéarisation valide, les équations de prédiction et de mesure s’écrivent alors :

fi(xe-1,u) ~ f(i g ) + Gy (xe-1 — 1)
{ h(x;, my)) =~ h(u,pe) + HY ) (x¢ — pf) + HY,) (m(i) — M%) (1.90)
ol :
G, désigne la matrice jacobienne de f; par rapport a x;—1 évalué en ;1 ;
H;‘,(i) désigne la matrice jacobienne de h par rapport a x; évalué en uf et :“?il) :

m

H™ ) désigne la matrice jacobienne de h par rapport a m évalué en uy et e

t,(i

Tous calculs faits, ’équation 1.89 peut se ré-écrire de la fagon suivante :

1,7
log p (X0:¢, M|Z1.¢, U1.¢) = const.” — 5 x5 QoXo
——

©
L _1| Xk ’ I L La X
+ D k=1 2| xp_g ~GT Q. [ L ] -
@
Xk g 1 1
* { Xk—1 ] [ ng ]Q; (fk (:u’)k(—lvuk) +Gk,u7€‘_1)
@

T x T
+ Ve %[ o ] (Hk"(i)) Ril[HZ‘,u) Hio H o ]

T

T X x

+[ Xk } (Hk’(i)):r R;! (zu')—h(ui uf”) + [ Hio Hie } [ g D
m;) (m) | ! T LG

@

(1.91)
Dans I'équation 1.91, nous n’avons retenu que les termes linéaires et quadratiques en x et m. Le

reste des termes sont des termes constants. L’équation 1.91 montre qu’il est ainsi possible d’écrire la
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densité a posteriori de la trajectoire et de la carte a ’aide d’une représentation par matrice d’infor-

mation et vecteur d’information. On a alors :

T T
_ , L1 x4 X0:t X0:t
log p (x0:t, m|z1.¢, u1.¢) = const. 2[ n ] Q[ I I A IS (1.92)

La matrice € de I’'équation 1.92 est construite a partir du terme (0) et des termes de type D et @) de
I’équation 1.91. Le vecteur d’information &, quant a lui, est construit grace aux termes de type @) et

@ de I'équation 1.91.

1.7.1.4 Réduction de la matrice d’information et du vecteur d’information

Une fois la matrice d’information et le vecteur d’information de I’équation 1.92 construits, on
pourrait essayer de retrouver I’équivalent en termes de matrice de variances-covariances et d’espérance
mathématique. La matrice de variances-covariances totale serait pleine. Les auteurs de [Thrun et Mon-
temerlo, 2006] proposent de réduire cette forme en deux facteurs (I'un pour la trajectoire a posteriori
et 'autre pour la carte a posteriori mais conditionnellement a la trajectoire). La justification de cette

réduction est I’équation de factorisation de la densité a posteriori :

P (X0, M|2Z1:4, W1t) = P (X0:t]Z1:t, W) p (MX0:4, 2124, Wit) (1.93)

Dans ce paragraphe, nous montrons donc comment obtenir les parametres. Dans la suite, nous
allons utiliser la décomposition canonique de I’état entre la trajectoire et la carte. Ainsi, nous pouvons

adopter les notations intuitives suivantes :

— QXO:tyx():t QXO:tym
Q = |: Qmrer P ] (1.94)
§ = [ gg‘“ } (1.95)

1.7.1.4.1 Obtention de p (x¢.t|z1.¢, U1:¢)

Etant donné que les densités de probabilités considérées sont gaussiennes, I’estimation des parametres

de p (x0:¢t|21.¢, u1.4) est donnée par le théoreme de marginalisation. Ainsi, la matrice d’information et
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le vecteur d’information associés (notés € et €) valent :
Q QXO:t7XO:t - QXO:me;ll,QOR(o:t (1'96)
g §X0:t - QXO:t7mQr;11,m§m (1'97)
L’équation 1.91 nous montre que la matrice €2, m est diagonale par blocs :
Qnm = diag ( Q1)) - GGy - Loy ) (1.98)
ou N représente le nombre total d’amers et :

Q)45 = k;‘) (Hg(i)>TRk (HE@O (1.99)
ety

ou 7(j) désigne I’ensemble des instants o 'amer j a été observé. De plus, la matrice Qx,,, m s'écrit :

Dg.im = [ D, (1)

Do) 7 Do) (1.100)
avec :
[ Q) |
: X T —1 m . .
Do) = | i) et D) = (Hkv(@) R, (Hkv(w) sitker() (1100
: kay(J') =0 sinon
L thv(j) i
Au final, on a :
Q Q —ZN Q (Q ,)_19,
“ X0:¢,X0:¢ j=1""x0:¢,(j) (])_7(1]) (7),%0:¢ (1.102)
& = &= 2jm1 Do) (000) o)
avec :

En= {(H?,l(j))TREl (Zm(i)—h(uz"%) + [ H oy Hig) ] { :(mi D} (1.103)
ker(4) 7)

1.7.1.4.2 Obtention de p (m|xq.¢, Z1.¢, U1:¢)

Les parametres de p (m|x.¢, Z1.4, U1:), quant a eux, s’obtiennent grace au théoréme sur le condi-

tionnement par une variable aléatoire gaussienne. En notant Q™* et £M/X les paramétres cherchdés, le
théoreme de conditionnement nous donne :

Qm\x Qm7m

ém\x = gm‘{'ﬂm,xo;txo:t

(1.104)
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1.7.1.4.3 Reconstruction de la trajectoire et de la carte

On peut désormais effectuer une estimation de la trajectoire a posteriori en transformant les
parametres d’information en espérance et matrice de variances-covariances. Soient Xg.; et X* les

parametres cherchés, on a :

> = Q!

: 2 1.105
X0t = EX§ ( )

L’estimation de la carte et de sa matrice de variances-covariances s’effectue de fagon similaire :

£,

. N 1.106
m = X" (Sm + Qm,xo;tXO:t) ( )

Sachant que la matrice €y, m est diagonale par bloc (un bloc pour chaque amer), il en résulte une
décorrélation des amers conditionnellement a la trajectoire. On peut ainsi calculer une matrice de

variances-covariances et une espérance pour chaque amer (j) :

26 = 25.0) ) . (1.107)
mg) = 2 (G + Rpxeor) = B o)+ Qori)%e0)

Les auteurs de [Thrun et Montemerlo, 2006] ne suggeérent que de calculer les parametres de la
carte conditionnellement a la trajectoire. Le calcul des véritables parametres a posteriori pour chaque
amer est jugé trop lourd étant donné qu’il n’y a pas de factorisation possible comme c’est le cas
conditionnellement a la trajectoire. Néanmoins, nous effectuerons le calcul complet des matrices de

variances-covariances afin d’avoir une estimation de l'incertitude associée aux amers.

1.7.1.5 Obtenir les points de fonctionnement

Les développements précédents sont basés sur le fait qu’il existe un développement de Taylor
permettant de rendre linéaire les équations de modele et de mesure. Pour cela, le point de linéarisation

doit étre “ suffisamment proche ” de la vraie solution.
1.7.1.5.1 Premieére itération :

Dans un premier temps, nous pouvons initialiser la trajectoire en appliquant simplement la fonction

de modele avec les entrées acquises. Ensuite, nous pouvons utiliser cette trajectoire et les mesures pour
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effectuer un placement approximatif des amers (dans le cas bearing-only, on peut par exemple effectuer
une initialisation aux moindres carrés des amers étant donné que 1’on dispose de toute la trajectoire 32).
Il devient alors possible d’appliquer 'algorithme de GraphSLAM grace aux points de fonction-

nement trouvés pour la trajectoire et la carte.

Remarque 1.8
Aucune incertitude n’est associée a ces points de fonctionnement. Ils ne doivent pas étre considérés
comme une information a priori par exemple. Il s’agit juste de se placer suffisamment prés de la

solution pour que l’algorithme de GraphSLAM soit valide.

1.7.1.5.2 Itérations suivantes :

I1 est possible que les points de fonctionnement utilisés & 1’origine ne soient pas parfaits (notam-
ment dans le cas de mesures fortement bruitées). Ainsi, le résultat du GraphSLAM est peut étre
légerement biaisé, tout en étant plus juste que l'initialisation initiale. On va alors relancer 'algorithme
de GraphSLAM en utilisant les précédents résultats comme points de fonctionnement.

Cette stratégie itérative est alors maintenue jusqu’a convergence du résultat.
1.7.1.6 Conclusion

Les étapes présentées mettent en évidence la philosophie du GraphSLAM, a savoir 1'utilisation
de la trajectoire totale du robot par le biais d’un filtre d’information qui fait ressortir la structure
graphique du SLAM. Il existe d’autres algorithmes basés sur ce principe, comme le square root SAM
([Dellaert et Kaess, 2006]). Dans ce dernier cas, des optimisations sont effectuées afin de factoriser la

matrice d’information et de réduire les temps de calcul.
1.7.2 Avantages et limites pratiques

Nous avons présenté dans cette section le principe des méthodes de SAM. Ces méthodes possedent
de nombreux avantages :
— lintégralité de la trajectoire est remise a jour par I'algorithme. Ceci assure une bonne cohérence
de I'’ensemble de la trajectoire et évite les sauts souvent constatés dans le cas de 'EKF
— la matrice d’information utilisée est creuse. Les calculs pour la mise a jour de I’état peuvent

étre effectués rapidement (par exemple, I’algorithme de vSAM ([Dellaert et Kaess, 2006; Kaess

32. Ce type d’initialisation est impossible dans le cas de 'EKF-SLAM.
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et al., 2007]) utilise cette propriété pour effectuer une factorisation optimisée de la matrice
d’information),

— pour une itération donnée, le point de linéarisation associé aux amers est commun a
I’ensemble de la trajectoire. On peut donc espérer hériter des bonnes propriétés de consis-
tance du FEJ-EKF, tout en ayant la possibilité d’affiner les points de linéarisation.

Cependant, cette méthode n’est pas parfaite. Ces principaux défauts résident essentiellement dans

les temps de calculs :

— le fait de traiter 'intégralité de la trajectoire implique une augmentation considérable de la taille
de I'état,

— Calculer la matrice de variances-covariances globale est tres couteux en temps de calcul. En effet,
méme si la matrice d’information est largement éparse, son inverse ne l’est pas. Il conviendra
donc de chosir précisement quels morceaux de la matrice de variances-covariances globale doivent

étre calculés afin d’optimiser son calcul.

1.7.3 Consistance du SAM

Nous n’avons pas trouvé dans la littérature d’étude intensive de la consistance du SAM, comme
cela a été fait pour TEKF-SLAM et le FastSLAM. Néanmoins, nous pouvons déja remarquer que pour
une itération donnée, le point de fonctionnement associé aux amers est commun a toutes les poses de
la trajectoire. La condition nécessaire de consistance d’apreés [Huang et al., 2008] est donc respectée.
Dans le chapitre suivant, nous proposons une étude concernant la consistance de cet algorithme dans le
cadre d’une comparaison avec un algorithme de SLAM déterministe (reprise de [Joly et Rives, 2008]).

Nous montrerons alors que 'algorithme de SAM est consistant si les erreurs sont bien centrées.

1.8 Conclusion sur les méthodes de résolution probabilistes

Nous avons dans ce chapitre les bases du SLAM probabilistes ainsi que les principaux algorithmes
d’estimation associés. Tous ont leurs avantages et inconvénients. L’EKF-SLAM permet de maintenir
la corrélation totale entre les amers grace a la matrice de variances-covariances. En revanche, sa com-
plexité algorithmique est importante et il a été montré que cet algorithme est largement inconsistant.
La plupart de ses variantes (dont 'EKF et 'IEKF) sont également inconsistantes. Il a été récemment
montré que 'EKF change les propriétés d’observabilité du SLAM concernant 'orientation : ceci serait

la cause principale de sous-estimation de 'erreur.
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L’algorithme de FastSLAM, quant & lui, est moins couteux en calculs mais entraine le probleme
de la dégénérescence des particules (qui est fondamentale étant donné qu’un systéme de SLAM n’est
pas un systéme a oubli du passé).

Enfin, les algorithmes de lissage nous paraissent les plus adaptés. En effet, le fait d’utiliser
I'intégralité de la trajectoire dans I’état nous permet dans un premier temps de corriger une éventuelle
mauvaise estimation concernant ’état du robot (ce qui est quasiment impossible avec P'EKF-SLAM).
Par ailleurs, cet algorithme utilise le caractere épars de la matrice d’information totale, ce qui peut per-
mettre d’accélérer les temps de calculs. De plus, cet algorithme utilise a chaque itération l'intégralité
des mesures avec un unique point de fonctionnement pour les amers (ce qui semble étre la condi-
tion nécessaire de consistance d’apres [Huang et al., 2008]). Nous espérons donc que cet algorithme
présentera de bonnes propriétés de consistance. En conséquence, parmi les approches probabilistes,
nous privilégions cet algorithme dans la suite de la thése, malgré ses contraintes concer-

nant la taille de ’état.
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Dans le chapitre précédent, nous avons présenté plusieurs méthodes probabilistes permettant de
résoudre le probleme du SLAM. Ces méthodes visent a retrouver la densité de probabilité a posteriori
de la derniere position du robot (ou la trajectoire) et de la carte de l'environnement, en général sous
I’hypothese de densités de départ gaussiennes. En raison des non linéarités des fonctions employées,

ces méthodes effectuent des approximations :

— Dans le cas des méthodes de type EKF ou SAM, on linéarise les fonctions en supposant que le
résultat restera gaussien,
— Dans le cas du FastSLAM, on approxime la densité de probabilité continue par un jeu de par-

ticules discretes.

Les méthodes probabilistes représentent la tres grande majorité des méthodes de résolution du SLAM.
Nous présentons dans ce chapitre une méthode plus originale de résolution utilisant des notions
d’analyse par intervalles. Ici, I'idée est de supposer que 'on dispose d’équations de modele et de
mesures affectées par un bruit borné dont un intervalle contenant les bornes est connu.! Ces

équations seront alors utilisées afin de déduire une solution au probleme du SLAM a erreur bornée.

Ce chapitre se divise en cing sections. Nous présentons dans la section 2.1 les nouvelles hypotheses et
notations associées au SLAM déterministe. Nous présentons ensuite les bases de ’analyse par intervalles
(tirées des premiers chapitre de [Moore, 1979]), a savoir la redéfinition des opérateurs classiques et
la fagon d’évaluer les fonctions (section 2.2). Nous montrons dans la section 2.3 notre approche pour
appliquer ces notions d’analyse par intervalles pour résoudre le probleme du SLAM. Celle-ci a fait
l’objet d’une publication dans un rapport de recherches INRIA ([Joly et Rives, 2008]). La méthode
proposée est décrite de maniére générique, sans définir de modele d’évolution du robot ou de mesures
(comme dans le cas du chapitre précédent). Nous présentons dans la section 2.4 une application de
I’analyse par intervalles issue de la littérature et publiée en méme temps que la notre. Enfin, nous
concluons dans la section 2.5 par une discussion sur les avantages et inconvénients attendus du SLAM

par intervalles.

1. Cet intervalle doit permettre d’assurer que le bruit est contenu dedans. Eventuellement, il peut étre plus large que
les bornes réelles (on dira alors que cet intervalle est pessimiste).
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F1GURE 2.1 — Illustration du concept de boite — Dans le cas multidimensionnel, les boites sont paralleles
aux axes. Nous n’introduisons pas la notion de corrélation : les calculs géométriques seraient alors trop
compliqués. Ainsi, si le résultat optimal d’une résolution déterministe conduirait au polytope vert,
I’analyse par intervalle pourra au mieux obtenir la boite rouge. La solution pourrailt étre améliorée
par l'utilisation de I'union de plusieurs boites (formant ainsi un sous-pavage approximant mieux le
polytope) ; cet aspect n’a pas été abordé dans ces travaux.

2.1 Formulation du probleme

2.1.1 Notations et hypotheses

Les notations utilisées concernant les différents états sont les mémes que celles définies dans le
chapitre précédent (section 1.2 p.1.2). On retrouve donc xy, uy, m;), Zy (;), Zt pour décrire respective-
ment 1’état du robot, le vecteur de commandes, le vecteur d’état de amer (), le vecteur de mesures
de 'amer (i) a l'instant ¢ et 'ensemble du vecteur de mesures a .

Par ailleurs, nous introduisons de nouvelles notations et notions relatives a la représentation par
intervalles :

— Soit « € R une variable réelle. Sa représentation en analyse par intervalles est notée I, = [z,T].

Par hypothese, la probabilité de I’évenement x € I, est égale a 1 (I'intervalle I, est dit consistant),

— La taille de 'intervalle I, est notée t(I,) et vaut t(I,) =T — z,

— Soit x = [x1,29,...,2,]7 € R" (n > 1) une variable multidimensionnelle. Sa représentation en

analyse par intervalles est une boite notée Ix = I;, X I, X -+ X I, .

Remarque 2.1 (“ Topologie ” des boites)

La définition de boites pour le cas multidimensionnel implique que les intervalles associés a chaque
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composante du vecteur soient indépendants. On ne prendra pas en compte des configurations plus
complezes telles que des polytopes par exemple (cf. figure 2.1). Ainsi, l’estimation d’un état peut étre
donnée par le centre de la boite, et les incertitudes sont fournies composante par composante. La notion

de corrélation n’intervient pas dans la description par boites.

Les quatre hypotheses présentées dans le chapitre précédent (page 25) peuvent étre transposées a

I’analyse par intervalles. Néanmoins, elles ne sont pas toutes utilisées :

1. Sachant des boites a priori sur le vecteur de commandes u; et sur I’état x;_; du robot, il est

possible de prédire une boite Iy, pour ’état du robot a 'instant ¢,

2. La seconde hypothese (concernant l'independance des erreurs de mesures) n’est pas utilisée.
Nous avons juste besoin de connaitre des bornes concernant les erreurs. Celles-ci peuvent étre

treés bien étre corrélées, avec par exemple la présente d’un biais systématique,
3. La mesure a U'instant k£ ne dépend que de I’état du robot a I'instant k et de la position des amers.

4. A chaque instant, la mesure de amer (i) est indépendante des mesures des autres amers et ne

dépend que de amer (i) et de I’état du robot.

2.1.2 SLAM par intervalles

Dans le cas du SLAM par intervalles, nous cherchons une boite pour I'ensemble des états du robot
(x0:t) et des amers (m) en supposant connues des boites pour les mesures zg; et les vecteurs de
commandes uj.;.

Pour satisfaire la premiere hypotheése énoncée au paragraphe précédent, nous supposons qu’il existe
une fonction f telle que :

Xt = f (thl, llt) + th+1 (21)

oll on suppose connue une boite IVf+1 contenant le vecteur vf 11 (ie. Perreur de modele) et une boite I,
contenant le vecteur u; (ce qui permet de prendre en compte une erreur sur le vecteur de commandes).

Pour satisfaire les troisieme et quatrieme hypotheses, on suppose qu’il existe une fonction h telle
que :

zy, ;) = h(xe, mg)) + 17 ;) (2.2)

oll on suppose connue une boite Iutz(.) contenant le vecteur vy (@) (ie. lerreur de mesure). La quatriéme
3 1 K

hypothese implique que chaque mesure d’amer ne dépend que de 'amer considéré et de I’état du robot

(équation 2.2). Elle implique également que les erreurs I/tz7 (@) soient indépendantes entre les amers. Dans
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I’analyse par intervalles, cette derniére propriété n’est pas utilisée. Seule la bornitude
des erreurs (et la connaissance de bornes majorantes) est nécessaire.

Pour résoudre le probleme du SLAM avec I'analyse par intervalles, nous allons utiliser successive-
ment les fonctions f et h définies dans I’équation 2.2. Cette utilisation est décrite dans la section 2.3.

Avant cela, nous décrivons les principales notions d’analyse par intervalles.

2.2 Notions d’analyse par intervalles

Nous présentons dans cette section les notions de base permettant d’évaluer des fonctions avec des
intervalles. Il est indispensable de malitriser ces notions avant d’appliquer les méthodes de résolution
de SLAM par intervalles. Nous présentons dans un premier temps 'arithmétique classique des inter-
valles (addition, soustraction,...). Dans un second temps, nous précisons le traitement des fonctions
trigonométriques (celles-ci étant fréquemment utilisées dans le cadre du SLAM?2). Enfin, nous ex-

pliquons comment traiter les autres types de fonctions.
2.2.1 Opérateurs de base

L’analyse par intervalles nécessite de redéfinir 'arithmétique classique et la facon d’évaluer les
fonctions. Ce paragraphe rappelle les principaux opérateurs. Soient £ € R et y € R deux variables
réelles ainsi que I, et I, les intervalles correspondants. Les opérations de base doivent étre définies
de sorte & ce que l'on puisse garantir que la nouvelle variable est dans l'intervalle résultant. Ainsi, il
faut toujours prendre en compte le pire des cas possibles. En conséquence, les opérateurs de base sont

définis comme suit :

Addition : si z =z + vy, alors on a z € [z, Z] avec

z T+7Yy ’
Soustraction : si z = x — y, alors on a z € [z,Z] avec
z = z-Yy
{ zZ = Ty (2-4)
Multiplication : si z = x.y, alors on a z € [z, Z] avec
{ = £y si >0 et y>0
Z = Ty <
= 7. 2.
{% fg si >0 et y<0 e y>0 (2:5)
zZ = Ty =

{

2. Voir les chapitres suivants ou nous décrivons en détail les fonctions utilisées.
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-1

FIGURE 2.2 — Evaluation de la fonction sinus avec des intervalles — L’évaluation de la fonction sinus
avec des intervalles dépend de la localisation de l'intervalle. Si ce dernier contient une des bosses de
la fonction, l'intervalle final n’est pas donné directement par I'application de la fonction aux bornes
de l'intervalle (cas de Uintervalle I représenté en rouge). Si l'intervalle de départ est dans une partie
monotone de la fonction, il suffit d’appliquer la fonction aux bornes de 'intervalle (cas de I'intervalle
I5 en vert).

La multiplication peut finalement se résumer par :

Z = min (iga z y,T-Q’ T?) (2 6)
Z = max (E Yy, x @ 537 Eg) ‘
Division : si z = %7 alors on a z S [27 z] avec
z = max(z/y,z/y,T/y,T/7) a (2.7)
{ é e — 0 . .
= S1non
zZ = —4o0

2.2.2 Fonctions trigonométriques

Nous décrivons dans ce paragraphe le cas des fonctions trigonométriques sinus, cosinus et tangente.
Soit x € R et I, = [z,Z] C R un intervalle contenant z. L’évaluation des fonctions trigonométriques

en I, donne :

sinus : il s’agit d’une fonction non monotone et périodique dont I’évaluation avec des intervalles n’est

pas triviale. On distingue 5 cas :
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1. si la taille de I, est plus grande que 27, le résultat est 'intervalle [—1, 1],

2. si I, contient 7/2 (modulo 27) et ne contient pas 37/2 (modulo 27), alors le résultat est

I'intervalle [min (sinz,sinZ) , 1] (c’est le cas représenté en rouge sur la figure 2.2),

3. si I, contient 37/2 (modulo 27) et ne contient pas 7/2 (modulo 27), alors le résultat est
l'intervalle [—1, max (sin z, sin 7)],

4. si I, contient 7/2 (modulo 27) et contient également 37 /2 (modulo 27), alors le résultat
est lintervalle [—1, 1],

5. si I, ne contient pas 7/2 (modulo =), alors le résultat est lintervalle défini par
[min (sin z, sin¥) , max (sinz,sin )| (c’est le cas représenté en vert sur la figure 2.2) : on

est dans un voisinage monotone de la fonction).

Dans le cas de la fonction sinus, ’évaluation avec des intervalles a nécessité une étude préalable

des variations de la fonction.
cosinus : on distingue les mémes cas qu’avec la fonction sinus, mais avec un déphasage de /2.
tangente : la fonction tangente est périodique et croissante par morceaux. On distingue deux cas :
1. si I, contient 7/2 (modulo 7) alors le résultat vaut | — oo, +o0f,

2. sinon le résultat vaut [tan z, tan T|.

2.2.3 Autres fonctions

Les autres fonctions usuelles (exponentielle, logarithme,...) peuvent étre redéfinies en termes d’in-
tervalles. Dans le cas des fonctions exponentielle et logarithme, 'utilisation d’intervalles est triviale en
raison de la monotonie de ces fonctions. D’autres fonctions usuelles peuvent également étre évaluées a
'aide d’une étude des variations. C’est notamment le cas de la fonction carré z — 22. Une évaluation
naive consisterait a appliquer 1'équation 2.5. Or, I’évaluation avec l'intervalle [—2,1] de la fonction
carré avec 1'équation 2.5 retourne [—2,4]. Cette solution n’est pas optimale : elle ne prend pas en
compte le fait qu'un carré est toujours positif (la solution optimale serait alors [0, 4]).

En conséquence, I’évaluation optimale avec des intervalles (dans le sens ou l'intervalle résultant est
le plus petit possible) nécessite I’étude des variations de la fonction considérée. Ceci est relativement
facile & mettre en ceuvre pour le cas des fonctions simples. Pour le cas des fonctions plus complexes
ou des probléemes de grandes dimension, cette approche ne peut pas étre utilisée. En conséquence,

on décomposera ces fonctions sous la forme f o go ho ... de sorte a n’appliquer que des fonctions
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élémentaires ou connues. Cette méthode d’évaluation ne permet pas de garantir 'optimalité des inter-

valles (I’exemple du paragraphe suivant 'illustrera pour un cas simple).

2.2.4 Importance de 1’écriture formelle

Nous avons vu dans les deux paragraphes précédents les opérations de base avec des intervalles. La
fagon d’écrire une fonction a une importance toute particuliere dans le cas de 'analyse par intervalles.
Ceci est du au fait que I’analyse par intervalles cherche toujours des intervalles consistants. Ainsi, si
z = x+y et que l'on cherche I, a partir de I, et I, on ne pourra pas retrouver l'intervalle I, original a
partir de la solution I, calculée, de I, et de I'utilisation de z = z —y. La “ simple ” structure de groupe
associée a ’addition dans le cas des variables réelles est en effet perdue dans le cas de ’évaluation avec
des intervalles :

— le seul élément neutre de I’addition est l'intervalle [0, 0]

— pour un intervalle donné [z,T] non dégénéré (ie. z # T) , le seul élément qui permettrait de
retrouver ’élément neutre d’apres I’équation 2.3 est [—z,—z]. Or, —z > —Z% : [z, —Z| n’est
donc pas intervalle. Il n’existe donc pas d’opposé a un intervalle quelconque (avec 1'addition) :
la structure de groupe est perdue.

Ces changements concernant les propriétés classiques des opérateurs invitent a étre prudent quant a
I’écriture formelle des expressions. Ainsi, deux écritures équivalentes d’une méme expression (au sens
de I’évaluation dans R) peuvent conduire & deux évaluations différentes dans le cas des intervalles.
Considérons par exemple la fonction (z,y) — 2y — = que 'on va appliquer avec (z,y) € I, x I, =

[0,1] x [0,1]. Nous distinguons pour cet exemple deux cas :

1. On écrit la fonction (z,y) — xy — x. Dans ce cas, l'intervalle résultant de (x,y) — zy est [0, 1],

et celui de © — —z est [—1,0]. L’intervalle final de la somme est donc [—1,1].

2. On écrit la fonction (x,y) — z(y — 1). Dans ce cas, I'intervalle résultant de y — y — 1 est [—1, 0].

Celui du produit de y — 1 par x est donc de [—1,0].

“ mauvaise

Cet exemple montre bien que la fagon d’écrire la fonction est trés importante. Ainsi, une
écriture ” de la fonction conduira a une évaluation trop conservatrice. L’analyse par intervalles nous
assure que le résultat de la fonction est dans l'intervalle d’arrivée, mais il ne nous assure pas que

cet intervalle est le plus petit possible. On pourra de plus remarquer que si on prend I, X I, =

[—1,1] x [—1,1], alors la seconde écriture est plus conservatrice. Ainsi, il n’existe pas forcément une
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meilleure facon d’écrire la fonction pour tous les intervalles possibles. 3

2.3 Application au SLAM

Nous présentons dans cette section ’approche générale utilisée pour résoudre le probleme du SLAM

a ’aide des outils d’analyse par intervalles. La méthode employée est articulée autour de deux étapes :

1. En supposant que ’on possede une boite pour I’ensemble des amers et ’ensemble de la trajectoire
jusqu’a l'instant ¢, on calcule une boite pour I’état du robot a I'instant ¢+ 1 ainsi qu’une nouvelle

boite pour les amers (étape locale),
2. Une propagation globale permet ensuite de remettre a jour la trajectoire.

Nous présentons dans un premier temps la méthode permettant de passer de 'instant ¢ a l'instant

t + 1. Ensuite, nous présentons la méthode utilisée pour traiter I’ensemble de la trajectoire.

2.3.1 Traitement local : passage de t at+1

Nous présentons ici la méthode permettant de trouver un intervalle pour les variables d’état (robot
et amer) a l'instant ¢ 4 1 lorsqu’on posséde un intervalle de ces variables & l'instant ¢. Nous supposons

donc disposer des informations suivantes :

I«, : une boite contenant x;.

I, : une boite contenant u;.
I, : une boite contenant m.

. : f
nyﬂ : une boite contenant vy, ;.

. - z
IVtz+1 : une boite contenant v/{, ;.

2.3.1.1 Obtention d’un a priori pour I’état du robot

La premiere étape de ’algorithme est de trouver un intervalle a priori concernant I’état du robot a
I'instant ¢+ 1. Pour cela, nous appliquons la fonction f aux intervalles Iy, , I, et Iytf+1 (cf. équation 2.1).
Cette étape ne pose pas de difficulté particuliere, étant donné que nous supposons connaitre une forme
analytique de la fonction f.

Le résultat de cette opération est une boite I contenant Xy i.

Xt+1

3. Dans ce cas, on peut choisir de calculer 'intersection des résultats avec les différentes écritures possibles.
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2.3.1.2 Utilisation des mesures a ’instant ¢+ 1

2.3.1.2.1 Introduction au probléme
L’utilisation du vecteur de mesures a l'instant ¢ + 1 est plus délicate. En effet, nous disposons ici
d’une fonction h dont les arguments sont 1’état du robot et de la carte et dont la sortie est le vecteur
de mesures. 1l s’agit d’un probleme inverse. Il n’est pas possible de déduire de la connaissance du
vecteur de mesures un intervalle a posteriori pour 1’état du robot et de la carte étant donné que la
fonction h n’est pas supposée inversible (pire, la dimension du vecteur utilisé en entrée est supérieure
a la dimension du vecteur de mesures). Une connaissance a priori de 'état du robot et des amers est
indispensable.

Dans la suite de ce paragraphe, on notera x la concaténation des vecteurs x;;1 et m. Par ailleurs,
n désignera dans la suite la dimension de x;41, [ la dimension du vecteur m (on a donc dim (X) = n+1)

et ¢ la dimension du vecteur z;.

2.3.1.2.2 Hypotheses effectuées Pour résoudre ce probleme, nous effectuons les hypotheses suiv-
antes :

— Nous possédons un intervalle a priori concernant 1’état du robot et des amers.

— Soit z = h(x) avec z = [z1, ... ,zq]T ot X = [Z1,..., &)

On suppose que la fonction h permet d’écrire :

Vi € [1n+l] 3(] S [1q] et gf s R i—)R) tq x; :gg(zjai'la---wfi—lai'i—l—lw--7i'n+l)
28)

Les fonctions gg ne sont pas nécessairement continues mais doivent pouvoir permettre d’étre
évaluées analytiquement pour des intervalles donnés.

Cela revient a supposer que lorsqu’on fixe toutes les variables d’entrées de chaque h sauf une,
on est capable de retrouver la variable non fixée (ceci devant pouvoir se faire sur 'ensemble des

3

composantes de Ientrée). Intuitivement, la condition 2.8 peut étre vue comme une “ condition

d’observabilité 7 des variables Z;.

2.3.1.2.3 Résolution de h(x) =z

Nous présentons ici une méthode permettant de résoudre une équation du type h(x) = z ou h respecte
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I’hypothese précédente. Pour cela, nous supposons posséder un intervalle I, pour z et un intervalle a
priori Iz pour X.
Nous cherchons dans un premier temps a trouver un nouvel intervalle pour la jeme (te{l...n+1})
composante de X (ie. Z;) :

1. Soit {g},....q]"} I’ensemble des fonctions gg telles que
T; = gg(zj,il,...,ji_l,jiﬂ,...,@ak) (7 € {1...7}). i désigne le nombre de fonctions per-

mettant de retrouver Z; en fonction des mesures et autres variables d’état.

2. Soient Iz, l'intervalle a priori de &;, Iz, Uintervalle a priori de ) (k € {1...n+1}\{i}) et I,

I'intervalle de z;.
3. Soient Igi les intervalles obtenus apres évaluation de gf avec les I, (k #d) et I, (j € {1...7%}).
4. On peut en déduire un intervalle pour Z; :

Vi

Lo« {2 | (2.9)

j=1

Nous pouvons alors déduire séquentiellement un intervalle pour toutes les composantes de x. Ceci
nous donnera un nouvel intervalle pour le vecteur X (qui sera par définition contracté par rapport
a l'intervalle a priori). Néanmoins, apres ce processus, la solution peut étre améliorée. Par exemple,
les changements obtenus pour les composantes Zg,...Z,4; peuvent permettre d’améliorer la solution
- L . N e AN
pour 1. De plus, la nouvelle solution X peut également permettre d’améliorer 'intervalle associé a z
(amélioration qui peut étre exploitée pour améliorer & nouveau X). En conséquence, nous proposons

I’algorithme 2.1.

Théoréme 2.1 (Convergence et consistance de ’algorithme précédent)

Si les intervalles a priori sont consistants

Alors lalgorithme présenté pour la résolution de h(X) = z termine toujours et fournit un résultat
consistant.

Démonstration du théoréme 2.1 :

A

Convergence : A chaque itération le test de convergence porte sur la taille des variables decr;. Soit
t(IL)[4] la suite des t(I%) et decr;[j] la suite des decr; associée, j désignant le numéro d’itération
de l'algorithme.

Pour i fixé, la suite t(1%)[j] est (par construction de I%) strictement décroissante. Par ailleurs,
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Fixer €1,...,€n4y # Seuils pour tester la convergence des composantes
convy, . ..,convyy; < 0 # Variables pour tester si une composante a convergé
conv <0
Tant que conv = 0 faire

I, + I,Nnh(Iz) # Réduction de z des que possible grace a 1'a priori de x

Pour i =1...n 4+ faire
Igncien — Ij
T; i
Iz, < mise a jour par équation 2.9
decr; < t(IgZ’Cie") —t(Iz,) # decr; < 0 désigne la différence entre la longueur
# du nouvel intervalle et la longueur de ’ancien

| conv; + 1
Sinon
| conv; < 0

|

|

|

|

| Si decr; < ¢; alors
|

|

|

| Fin si

!
conv + [ conv;
Fin tant que

Retourner /3,,..., 1z, ,

Algorithme 2.1 — Algorithme de résolution de h(X) =z

elle est par définition positive.

La suite ¢(I%)[j] est donc convergente. En conséquence, elle vérifie la propriété suivante :
Ve > 0 AN, tq V(m,n) € N?, ((m > Ng An > Ny) = |t(I}C)[m] — t([}c)[n]‘ <)

Ainsi, pour ¢ fixé, il existe un N; tel que [t(IL)[N;+1] —t(IL)[N;]| < &, soit
decr;[N; + 1] < €;, ce qui rend vrai le test sur la convergence de decr;.
En appliquant le raisonnement précédent sur toutes les composantes de X, on en déduit qu’il

existe une itération telle que le test de fin soit vrai. Ceci démontre la convergence de I’algorithme.

Consistance : Si les intervalles a priori sont consistants, alors le résultat renvoyé par 'algorithme
sera consistant par construction. En effet, aucune approximation n’est faite dans ’analyse par

intervalle, les encadrements étant toujours effectués de fagon pessimiste.
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2.3.1.2.4 Exemple de résolution de h(X) =z :

Soit la fonction h définie par :

h: R} — R?
# . 5
- 29 xr1 + X3
€T3

Les intervalles a priori concernant X ainsi que z sont :

I, = [~10;10]
Iz, = [0;15]
Iz, = [1;2]

I, = [-15:1]
L, = [3;5]

On peut définir les fonctions gi, g7, g2 et g% permettant de vérifier I'hypothese 2.8 :

g% R2 — R g% : R2 — R

(21,T2) = T1=21-32 (22,%3) > T1=20— 173
93 : R? — R 93 : R? — R

(21,21) +— To=72t ’ (22,31) = Tz3=2— 11

L’exécution de l'algorithme est présentée dans le tableau 2.1. Il permet d’améliorer les variables z;
et To, mais pas Z3. On peut remarquer 'importance de la réduction des intervalles de z : supprimer

I'incertitude sur le signe de ;1 a permis d’améliorer Zo par la suite. On obtient au final :

- I:il = [174]
- IaE2 = [L 15]
- IaE3 = [LQ]

2.3.2 Algorithme global

Nous avons présenté dans la partie précédente comment mettre a jour les intervalles des variables
d’état entre les instants t et £ + 1. Ceci permet d’obtenir des intervalles consistants a chaque instant.
Néanmoins, certaines variables sont observées a divers instants (les amers). Ainsi, si un amer (7) est
observé aux instants ¢; et ty (to > t1) et que la boite contenant 'amer (i) est plus petite en ty, alors
la boite trouvée en ty peut étre utilisée pour améliorer la position du robot en ¢; (et peut-étre donc

aussi la localisation des autres amers vus en ty).
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| Etape || Action effectuée | I3, | I3, | I, | I, | 1, |

| 0 || Initialisation | [-10;10] | [0;15] | [1;2] | [=1551] [ [3;5] |
1 Réduction des intervalles de z
la Réduction de z; = %1 /%5 : pas d’amélioration —10;10 0;15 1; 15; ;
1b Réduction de zo = 1 + 23 : pas d’amélioration —10;10 0;15 1; —15; ;
2 Réduction des intervalles de x
2a Réduction de #1 = z1 - &2 : pas d’amélioration [—10;10] | [0;15 1;2 —15;1 3:5
2b Réduction de &1 = 29 — &3 : Iz, = [—10;10] N [1;4] [1;4] 0;15 1;2 —15;1 3:5
2c Réduction de o = %1 /2 : pas d’amélioration 1;4 0;15 1;2 —15;1 3;5
2d Réduction de T3 = zo — 27 : pas d’amélioration 1;4 0;15 1:2 —15;1 3;5
3 Réduction des intervalles de z
3a Réduction de z; = 1 /%5 : I, = [-15;1]N [%, +o0] 1;4 0;15 1;2 %5; 1 3:5
3b Réduction de zo = 1 + 23 : pas d’amélioration ;4 0;15 1:2 %; 1 ;
4 Réduction des intervalles de x
4a Réduction de &1 = z1 - & : pas d’amélioration [1;4] [0;15] | [12] [ [=:1] | [3;5]
4b Réduction de ; = z9 — Z3 : pas d’amélioration 1;4 0;15 1:2 %; 1 3;5
4c Réduction de T2 = 1/21 : Iz, = [0;15] N [1;60] 1:4 1:15] | [1;2 =31 3:5
4d Réduction de T3 = zo — 21 : pas d’amélioration 1;4 1;15 1:2 %; 1 3;5
5 Réduction des intervalles de z

5a — b || Réduction de z : aucune composante améliorée | 4 [ 1s] | 2] | [1z:1] [ [3:5]
6 Réduction des intervalles de x
6a —d || Réduction de X : aucune composante améliorée | 4 [ 5] | 2] | [1z:1] [ [3:5]
| 7 || Convergence de 'algorithme |

TABLE 2.1 — Exemple de résolution de h(x) = z

Finalement, le traitement global consiste dans un premier temps a appliquer l'algorithme local

de l'instant initial jusqu’a l'instant final. Ensuite, I'opération est répétée en utilisant les nouveaux

intervalles comme information a priori, et ce jusqu’a la convergence des intervalles.

Remarque 2.2 (Propagation inverse des mesures)

Lors de Uapplication de [’algorithme global, on est amené a itérer sur l’ensemble de la trajectoire. A

la fin de la premiére itération globale, les contractions les plus importantes se font sur les derniers

amers vus : ceux-ci ont en général une influence sur la fin de la trajectoire. En conséquence, il parait

intéressant d’appliquer 'algorithme local de l'instant final jusqu’a l'instant initial apres la premiére

itération. Ensuite, nous proposons de repropager depuis l’instant initial jusqu’a l'instant final. Cette al-

ternance est effectuée jusqu’a convergence. Le fait d’alterner entre propagation classique et propagation

imverse permet en pratique d’accélérer la convergence de l’algorithme global.
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2.3.3 Résumé de la “ philosophie ” de l’algorithme

Nous avons présenté dans cette section les principes du SLAM par intervalles. Le principe de
I’algorithme est de d’abord calculer une boite a priori concernant la position courante du robot.
Ensuite, I'utilisation des mesures sert a contracter les intervalles dans le but de réduire le plus
possible leur taille. Enfin, I’algorithme ne prend pas en compte intrinsequement les corrélations : une
mise a jour “ performante ” de la position des amers peut contribuer & diminuer 'incertitude sur la
position du robot aux instant précédents, ce qui peut par ailleurs permettre de réduire l'incertitude
associée a d’autres amers. Pour pallier ce probleme, nous ré-estimons ’ensemble des boites de la

trajectoire. Finalement, une étape de propagation inverse permet d’accélérer ce processus.

2.4 Exemple d’application ([Jaulin, 2009a])

A notre connaissance, il existe peu d’approches de SLAM basées sur I’analyse par intervalles. On
pourra surtout citer les travaux de Luc Jaulin pour le cas du SLAM appliqué a la localisation de
mines et d’un robot sous-marin ([Jaulin, 2009a]). Dans cette publication, 'auteur considere un sous-
marin dont les entrées de modele sont fournies par une centrale inertielle. La fonction f correspond &
I'intégration des mesures de la centrale inertielle. Les mines sont quant a elles détectées et mesurées
par un sonar : il s’agit d’une information de type range and bearing qui permet d’initialiser I’état des
amers avec une seule itération. Par ailleurs, le sous-marin est équipé d’'un GPS qu’il utilise a certains

instants de la mission (il s’agit des moments ou il remonte & la surface).

Les méthodes de résolution utilisées dans [Jaulin, 2009a] sont tres proches de celles décrites dans
la section précédente. On retrouve toujours l'idée de contraction des intervalles. Le principe de prop-

agation inverse des données est également appliqué.

Les résultats obtenus sont comparés avec ceux d’un filtre de Kalman étendu classique (cf. fig-
ure 2.3). Les résultats obtenus en termes d’ellipses (pour le cas gaussien, ie. 'EKF) et d’intervalle
d’incertitudes a 100% sont tres similaires. Néanmoins, le SLAM par intervalles permet de garantir
qu’aucune approximation n’est réalisée dans le calcul de la solution. Ceci n’est pas le cas
avec 'EKF. En revanche, les résultats obtenus ne peuvent étre obtenus qu’hors-ligne, apres contraction
des intervalles sur ’ensemble de la trajectoire. C’est également le cas de 'approche que nous avons

présentée.
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FIGURE 2.3 — SLAM par intervalles pour un sous-marin ([Jaulin, 2009a]) — A gauche : photo du
sous-marin. Au milieu : résultat de I’analyse par intervalles. A droite : résultat du filtre de Kalman
étendu.

2.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode générale de résolution du probleme du SLAM
utilisant des notions d’analyse par intervalles. Cette approche dispose de plusieurs avantages. Elle
permet d’effectuer des preuves garantissant que le résultat obtenu contient de manieére certaine la
vraie solution. Contrairement aux méthodes probabilistes, aucune approximation n’est effectuée. En
contrepartie, les méthodes d’évaluation des intervalles sont pessimistes : il s’agit de prendre en compte
le pire des cas possibles. On s’attend donc naturellement a ce que les zones d’incertitudes soient
beaucoup plus grandes avec ce type de méthode. Néanmoins, I'application montrée par Luc Jaulin
dans [Jaulin, 2009a] montre qu'il est possible d’obtenir des résultats tres satisfaisants en termes de

taille des enveloppes d’incertitudes.

Le principal défaut de ces méthodes est que les preuves de consistance reposent sur une hypothese
tres forte : les erreurs sur les capteurs et le modeéle d’évolution du robot ont des bornes
connues par avance. Il est en général difficile de garantir ce type de contrainte. Par exemple,
la présence de mesures aberrantes peut provoquer des intersections nulles dans ’algorithme. Il existe
néanmoins des possibilités de relacher des contraintes lorsque ce type de cas se présente sous I’hypothese
que le nombre de mesures abérrantes est borné ([Jaulin, 2009b]). Dans ce cas, les preuves sur la
consistance du résultat ne sont plus valables (car on est jamais str & 100% de relacher les bonnes

contraintes).

Finalement, les bons résultats obtenus dans [Jaulin, 2009a] sont obtenus dans un cas ou le nombre

de capteurs est important. En effet, on dispose d’une information de distance et d’orientation pour tous
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les amers. De plus, le nombre d’amers est limité et leur signature dans le signal sonar est facilement

“ala main ” (ce qui permet d’éviter la présence

reconnaissable et la mise en correspondance est faite
de mises en correspondances aberrantes). Par ailleurs, la présence du GPS permet de limiter 1'erreur
sur la position du sous-marin a des endroits clés de la trajectoire (ce qui a pour effet de contraindre
fortement I’ensemble de la trajectoire). Il conviendra donc d’étudier le comportement des méthodes

par intervalles dans le cas du SLAM visuel sans GPS, pour lequel la redondance des mesures est

nettement plus limitée. * C’est ce que nous proposons de faire dans le chapitre suivant.

4. Meéme si les outils théoriques sont les mémes, il n’est plus du tout sir que la qualité des résultats sera aussi bonne
que celle de [Jaulin, 2009a).
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Nous avons présenté dans les deux chapitres précédents un éventail de méthodes de résolution
relativement large. Nous avons dans un premier temps présenté les principales méthodes probabilistes
ainsi que leurs avantages et inconvénients. La méthode probabiliste qui nous a paru la plus apte a
fournir des résultats précis et consistants est la méthode de SAM. Le chapitre précédent, quant
a lui, était réservé a la présentation d’'une méthode de SLAM utilisant des résultats d’analyse par
intervalles. Ce type de méthode posséde un atout conséquent : si les erreurs de modele et de
mesures sont bornées et que les bornes sont connues et consistantes, alors le résultat
sera toujours consistant. Ainsi, ce type de méthode n’effectue aucune approximation (alors que la
méthode de SAM effectue une linéarisation des équations, en admettant que le résultat suivra encore
une loi gaussienne).

Nous proposons dans ce chapitre de comparer ces deux méthodes dans le cas précis du SLAM
bearing-only. Les amers considérés seront des points dont on ne mesurera jamais directement la distance
au robot. Il s’agit d’une classe de problemes équivalente au SLAM visuel. Pour évaluer précisemment
ces méthodes, nous décidons d’opérer en simulation sur un modele d’évolution du robot * simple ”.
On aura ainsi une vérité terrain qui nous permettra de comparer objectivement les résultats. Par
ailleurs, I'objectif de ce chapitre est d’évaluer deux méthodes de résolution de SLAM. Etant donné que
les deux méthodes testées ne traitent pas le probleme d’association des données, nous la supposerons
connue d’avance et parfaite.

Ce chapitre est divisé en cinqg sections. Nous décrivons dans un premier temps le cadre général de
I’étude, a savoir les hypotheses sur les modeles utilisés et les équations communes aux deux méthodes
d’estimation. Nous présentons ensuite les détails pratiques liés a I'utilisation de I'algorithme de SAM
(section 3.2) puis ceux liés a l’algorithme de SLAM par intervalles (section 3.3). Le protocole complet
des simulations ainsi que les résultats sont présentés dans la section 3.4. Nous concluons enfin notre

analyse dans la section 3.5.

3.1 Cadre de I’étude

3.1.1 Introduction

Nous présentons dans cette section le cadre utilisé pour la comparaison des deux algorithmes. Il
s’agit de celui du SLAM bearing-only : seuls les angles relatifs entre le robot et les amers sont mesurés
(cf. figure 3.1). Cette problématique est tres similaire a celle du SLAM visuel (typiquement, les donées

en pixels fournies par les images peuvent étre converties en mesures angulaires) : les résultats obtenus
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dans ce chapitre sont donc pertinents dans l'optique d’une application au SLAM visuel.

Cette étude est réalisée dans le cas ou le robot se déplace dans un plan et ou les amers sont
des points 3D. Dans la suite, nous désignons ce probleme SLAM 2D/3D. L’état du robot est donné
par les 3 composantes de sa pose : 2 pour la position et une pour l'orientation. Nous supposons que
le robot est controlé en vitesses de translation et de rotation (exprimées dans le repeére du robot). Par
ailleurs, nous supposons qu’il existe une contrainte de non-honolomie sur le déplacement du robot
(cf. paragraphe 3.1.2) : la vitesse instantanée de translation est alignée avec 1’axe principal du robot
(axe z sur la figure 3.1). Il s’agit d’une contrainte classique des robots a roues controlés par un modele

“ char 7.

de type
Les deux méthodes comparées ne font pas les mémes hypothéses concernant la nature des bruits.
Néanmoins, on retrouve une partie commune dans la formulation des équations. En effet, les deux

méthodes font intervenir la méme représentation d’état et équations de modele et de mesures f et h :

x¢ = f(xe_1,u) +vf
z; = h(x;,m)+v?

(3.1)
La différence entre les deux approches se fait au niveau de la modélisation des vecteurs de bruits : uf
et 7 suivent des lois gaussiennes dans le cas du SAM alors que ces vecteurs sont bornés dans le cas
de 'analyse par intervalles.

La suite de cette section contient 3 paragraphes. Nous décrivons dans un premier temps I’ensemble

de la paramétrisation. Les deux paragraphes suivants sont consacrés a la description des fonctions f

et h.

3.1.2 Paramétrisation

Nous explicitons dans ce paragraphe les vecteurs x;, u; et z; utilisés. Ceux-ci font référence a la

figure 3.1 page 87 :

x; ¢ il s’agit de la pose du robot a l'instant ¢, & savoir la position du robot dans le plan (coordonnées
absolues xy,y;) et son orientation par rapport a l’axe des abscisses (6;). L’environnement étant
entierement inconnu, le repére absolu est choisi identique au repere initial du robot. ' On a :

]T

xp =[x yr O (3.2)

u; : le robot est vu comme un solide en mouvement, animé par un torseur cinématique qui sera utilisé

comme vecteur de commande. Etant donné que nous sommes dans le cas 2D, le vecteur vitesse

1. L’état du robot est donc initialisé & zéro, avec une incertitude nulle (cf. section 1.3).
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a chaque instant ¢ est dans le plan du véhicule. Il est repéré par ses deux composantes que nous
exprimons dans le repere du robot (V,*,V,Y). Le vecteur rotation est quant a lui perpendiculaire
au plan du véhicule et est paramétré uniquement par la vitesse de rotation instantanée (w;). On
a donc :

] T

Uy = [ ‘/t:v V’ty Wt (33)

Nous supposons qu’'une mesure de ce vecteur de commande est fournie par 'odométrie du
robot, par le biais d’une vitesse de translation axiale (supposée étre égale a V;*) et d’une vitesse
de rotation (supposée étre égale a wy). Enfin, la contrainte de non honolomie mentionnée au
paragraphe précédent indique que la vitesse V¥ est fixée & zéro : localement, la trajectoire
du robot est un arc de cercle tangent a I’axe z du robot ou une ligne droite le long

de cet axe. La contrainte de non honolomie V;y = 0 constitue une mesure virtuelle.

m;) : nous traitons dans cette étude des amers ponctuels placés dans l'espace. Ils sont repérés par

leurs coordonnées cartésiennes (x(i),y(i),z(i)). On a donc :
T
mg) = [ 26 Yo ) ] (3.4)

z; : cette étude traite du cas “ bearing-only ” : nous supposons que nous n’avons que des informations
angulaires pour chaque amer. Nous supposons par ailleurs qu’il s’agit d’informations haut niveau
(pouvant étre par exemple déduite du traitement de I'image d’une caméra) : le gisement (o ;)
et I'élévation (B (;y). On a donc :

]T

Zi) = | Qi) B (3.5)

Remarque 3.1 (Paramétrisation des amers)

Dans ce chapitre, les amers sont paramétrés par leurs coordonnées cartésiennes 3D. Nous verrons
que cect implique d’initialiser les amers apres plusieurs itérations. Il existe d’autres méthodes de
représentation. On pourra par exemple citer la représentation utilisant inverse de la profondeur des
amers ([Civera et al., 2008]) qui permet (sous certaines hypothéses) d’initialiser les amers dés le pre-
mier instant ou ils sont vus. Néanmoins, cette représentation présente des inconvénients ; elle implique
notamment d’augmenter la taille du vecteur d’état associé aux amers. FEntre outre, chaque amer est
exprimé par rapport a une position de référence différente, ce qui rend linterprétation des résultats

délicate (notamment pour le cas de la représentation par intervalles). Le but de cet chapitre est de
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FIGURE 3.1 — Notations du SLAM 2D/3D

comparer les deur méthodes d’estimation. Dans ce but, il parait souhaitable d’utiliser les modéles les

2

plus “ simples 7 possibles.

3.1.3 Equations d’évolution du robot

Le robot étant vu comme un solide dont le torseur cinématique est uy, ses coordonnées vérifient

(dans le domaine continu) le systeme 3.6 :

T = VZ%cosh—VYsinb
y = V%sinh+ V¥cosl (3.6)
6

= w
Supposons désormais que l'entrée du systeme soit constante entre les instants ¢ et t+1 et soit égale

a uy. L’intégration du systeme 3.6 nous donne la fonction f :

T = @+ sine (24%) [Vitdtcos (6 + “5%) — Vdtsin (6, + “52)]
yre1r =y +sine (258) [Virdtsin (6, + 25%) + Vi'dt cos (6, + <5%)] (3.7)
Or1 = Op +wedt

ou dt désigne le temps écoulé entre les instants t et ¢ + 1.

Deux sources d’erreurs interviennent dans le systeme 3.7 :

1. la commande u; est mal connue. Cela peut arriver en cas d’imprécision sur 'odométrie. Des cas

plus extrémes peuvent apparaitre en cas de dérapage : ’équation mécanique reste vraie mais les
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torseurs cinématiques utilisés pour intégrer I’équation n’ont en général plus aucun lien avec la

réalité (leur mesure étant basée sur 'odométrie).

2. la commande varie continuement entre les instants ¢ et ¢4+1. Nous supposons que ’échantillonnage
est suffisamment fin pour négliger ce phénomene et pouvoir le ramener a un bruit additif de

“ faible amplitude ” (vf; dans I'équation 3.1).
En pratique, 'odométrie ne nous permet pas d’accéder aux vitesses. Dans le cas du robot non-
holonome que nous étudions (dont Iéquation de contrainte est VY = 0), nous ne disposons que de
lincrément de rotation (widt) et de la distance parcourue (V/*dt) entre les instants ¢ et ¢t + 1. En

notant dsi = V/¥dt, ds{ = Vdt et dw; = widt, 'équation 3.7 peut étre éerite de la fagon suivante :

v = -t sine (%2) [dsf cos (0 + %) — dsfsin (0, + %))
Yt+1 = Yt +sinc (%) [dsf sin (Gt + d—;“) + ds{ cos (Ht + %)] (3.8)
Opp 1 = 0p+dwy

Remarque 3.2
Cette équation de modéle fait appel a deux entrées mesurées (ds? et dw;) et une entrée virtuelle (ds}
fizée a zéro).
3.1.4 Equations de mesures
Les équations de mesures, quant a elles, sont données par des considérations géométriques ; lorsque
les mesures sont parfaites, celles-ci s’écrivent en fonction de 1'état du robot et des amers (fonction h) :
Q) = arctan2 ( Yiy — Yt s T — T ) — 0,

V@@ —2)? 4+ (y ) —ye)?

Biy = arctan

Remarque 3.3 (Valeurs possibles pour les angles mesurés)

Les waleurs admissibles pour (ay (), By, i) sont prises dans | — m,w|x] — w/2,7/2[. Ceci permet de
garantir une bijection entre ’ensemble des couples angulaires possibles et l’ensemble des vecteurs a 3
composantes et de norme (euclidienne) unitaire (sauf aux deux poles de la sphere).

C’est pourquoi la définition de oy (;) utilise la fonction arctan2 alors que la définition de By ;) n'utilise

que arctan.

3.2 Mise en application du SAM

Nous présentons dans cette section l'application du SAM au cas du SLAM 2D/3D étudié. Nous

donnons dans un premier temps le détail des matrices jacobiennes utilisées. Nous explicitons ensuite
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les matrices de variances-covariances utilisées. Enfin, une discussion est faite concernant I'initialisation

de la trajectoire du robot et des amers.

3.2.1 Matrices jacobiennes des fonctions f et h

L’application de I'algorithme de SAM nécessite de linéariser les fonctions f et h autour de points
de fonctionnement supposés proches de la solution réelle. Cette linéarisation implique le calcul des

matrices jacobiennes de f et de h. Ces matrices peuvent dépendre a la fois de ’état et des entrées.

3.2.1.1 Matrice jacobienne de la fonction d’évolution

Cette matrice représente les variations de x441 par rapport a de petites variations sur x;. Elle est

notée Fy; 1 et vaut :

—ds¥sinc (M) sin
0s

10 2 (9t+d%)
Fiyi= |0 1 dsfsine (%) cos (6, + %t
0 0

c der ) (3.10)
1
Remarque 3.4 (Absence de dsY)

Le terme ds{ n’apparait pas dans l’équation 3.10 car il a été préalablement remplacé par zéro.
3.2.1.2 DMatrice jacobienne de la fonction de mesures par rapport a x;

Cette matrice représente les variations de z; par rapport a de petites variations de x;. Etant donné
que I’on mesure chaque amer indépendamment des autres, on donnera seulement la matrice jacobienne

de la fonction de mesure de I'amer (i), notée HY 0K

Yi)—Yt *(f(i)*l“t)

f,(i) — | (z@— xt) +ay —yt)? (T — x;{)2+(y(z) yt)? (3.11)
t (Z ( ) ) Ht (z)( ) 0
avec : , :
HX,. 2’ 1 _ A\ —Tt
t’(l)( ) V@@ =)+ (y ) —ve)? ((x(z) xt)? +(y(i)_yt)2+z(2i)> (3.12)
HY)(2,2) = ooy

V(@ =)+ (y ) —ye)? ((l“u)*It)2+(y<¢)*yt)2+2(2i))
3.2.1.3 Matrice jacobienne de la fonction de mesures par rapport a m

De meéme, les variations des mesures par rapport a de petites variations de la carte d’amers sont

données par Hf‘(i) :

—(y) —y) T(i)—Tt 0
| @o—m)P e -y (@6 —w)? e —ve)?
Hito = HY(2,1) HT,(2,2) Vo= e~ (3.13)
t,(i) t,(1) V7 (i) —20) 2+ (y(i) —ye)? +2,)
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avec .
Hg(i)@,m = —Hz(i)(z,n 510
HT (2,2) = —HX, (2

3.2.2 DMatrices de variances-covariances utilisées

Dans le cadre du SAM, toutes les erreurs sont supposées étre gaussiennes, centrées et de matrice de
variances-covariances connues. Nous décrivons ici les matrices de variances-covariances utilisées. Elles

sont au nombre de deux :
1. Q; est la matrice de variances-covariances liée a ’erreur effectuée en appliquant la fonction f.

2. R; est la matrice de variances-covariances liée a 'erreur effectuée sur la mesure des amers. Les

mesures des amers sont supposées indépendantes. R; s’écrit donc :
Rt = diag (Rt7(1), cee 7Rt,(N))

3.2.2.1 Matrice de variances-covariances liée au modele

La matrice de variances-covariances due a l'utilisation de la fonction f pour obtenir une prédiction
de I’état du robot a l'instant ¢ 4+ 1 n’est pas triviale. Il est nécessaire de prendre en compte deux types

d’erreurs :

Erreur l/tf 1 ¢ Ccest 'erreur sur le modele, agissant de maniere additive. Nous supposons connaitre sa

matrice de variances-covariances et qu’elle est indépendante du temps. Nous la notons Q.

Erreur v : c’est Perreur commise sur la mesure des entrées. Nous supposons que la fonction de
modele f est utilisée avec un vecteur d’entrées aléatoires. En effet, dsf et dw; sont obtenus
par odométrie et entachés d’erreur. Par ailleurs, nous supposons qu’une vitesse V, (“ petite ”)
parasite (et non mesurée) peut également étre présente entre les instants ¢ et ¢+ 1 sous forme d’un
bruit gaussien. Nous notons Q" la matrice de variances-covariances associée. Nous supposons
que cette matrice est diagonale (ie. les 3 erreurs dues a la commande sont indépendantes) et

constante : 2
u__ q: 2 2 2
Q" = diag (0740, 0750, 05

2 2
avec 0.y <K O g

2. C’est une hypotheése pour simplifier les simulations. Elle n’est pas nécessaire dans le cas réel (ou il y a d’ailleurs un
couplage entre la vitesse de translation mesurée et la vitesse de rotation mesurée).
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Dans l'algorithme général de SAM, on suppose que l'erreur sur le modele intervient de facon linéaire.
Ceci est effectivement le cas pour l/tf 1, mais ¢a ne l'est pas pour v'. Une linéarisation est effectuée.
On a au final :

Qi1 =3PQ I +Qf (3.15)
ou J}' est la matrice jacobienne f par rapport a u (évaluée en (x4, uy)) :

sinc (%) cos (0 + %) —sinc (%) sin (0, + L) J¥(1,3)

Ji' = | sinc(%t)sin (0, + %)  sinc (%) cos (6, + %) JT¥(2,3) (3.16)
0 0 1
avec :
P09 = o (0 ) (o () —sin (%) S () s 0+ %)
B = i (5+ ) (o (45) s (39)) + s () -con (5 + %)

3.2.2.2 Matrice de variances-covariances liée a la mesure

La matrice de variances-covariances liée a la mesure est directement liée a ’erreur du capteur.
Nous supposons pouvoir caractériser cette erreur (sa variance) et qu’elle est identique pour I’ensemble

des amers observés. On pose :

Vie[l...N] Ry = [ %‘% 0% ] (3.18)

Remarque 3.5 (Matrice Ry ;) diagonale)

Dans ce qui suit, la matrice de variances-covariances de Ry ;) est prise diagonale. Ceci signifie que
dans les simulations de la section 3.4, les erreurs sur les angles de gisement et d’élévation sont générées
indépendament.

Néanmoins, ceci n’est pas nécessairement vrai pour les cas réels. Par exemple, dans le cas d’une image
omnidirectionnelle, une erreur sur la localisation d’un point dans l'image (coordonnées en pizels) peut
introduire des corrélations entre les angles de gisement et d’élévation (a cause de la géomélrie du

capteur).
3.2.3 Initialisation

L’algorithme de SAM nécessite enfin d’effectuer une initialisation. Celle-ci doit permettre d’obtenir
un premier point de fonctionnement correct pour permettre la linéarisation des équations de modele

et de mesures. On distingue ici I'initialisation des amers de celle de la trajectoire du robot.
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3.2.3.1 Initialisation de la trajectoire

L’initialisation de la trajectoire peut se faire grace a la fonction de modele. Admettons qu'une
solution a l'instant t ait été calculée. 1l est possible d’initialiser la trajectoire a ¢t + 1 en concaténant la
trajectoire obtenue & l'instant ¢ et ’état obtenu par la prédiction du modele. Dans le cas de contraintes
temps-réel, il est envisageable d’intialiser des “ blocs ” de trajectoire. Dans ce cas, on concaténerait
la solution obtenue a t avec un bout de trajectoire correspondant a 'utilisation du modele en boucle
ouverte entre t+1 et t+m (ceci permet d’éviter la mise a jour de ’ensemble de la matrice d’information
a tous les instants si cela n’est pas nécessaire). Il convient cependant que m soit suffisamment petit

pour que l'utilisation de la fonction f en boucle ouverte soit valable.

3.2.3.2 Initialisation de la position des amers

i

L’initialisation des amers dans le cas “ bearing-only ” est assez délicate. Il est en effet impossible
d’initialiser un amer avec une seule mesure. Visualiser 'amer depuis au moins deux positions est
indispensable. Nous présentons dans un premier temps les équations de base pour initialiser les amers.

Nous verrons que ces équations peuvent étre mal conditionnées. Ceci nous a amené a utiliser un test

pour accepter ou non l'initialisation d’un amer.

3.2.3.2.1 Equations de base

Supposons qu’'un amer (i) soit observé aux instants t1 et to. La premiére équation du systéme 3.9

(page 88) permet d’écrire :

Ye)y — Yk

= ‘ 1
P tan(ag,q) +0k) (k€ {t1,t2}) (3.19)

soit :
Y(i) Cos(u, (i) +0k) — 25 sin(ay, ) +0k) = yr cos(ay iy +0k) — z sin(ay, ;) +0k) (k € {t1,t2}) (3.20)

La seconde équation du systeme 3.9 permet quant a elle d’écrire :

(i)
\/(ﬂf(z') —2)? + (Ya) — Yk)?

= tan ,8]“(2) (k € {t1,t2}) (3.21)

soit :

2(5) = tan By, ;) \/(ﬂc(z) —op)® + (e —wk)? (ke {tita}) (3.22)
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L’utilisation de I’équation 3.20 aux instants t; et to nous permet de déduire directement les valeurs
T(;) et yg) ¢ elles apparaissent de maniere linéaire. Ceci n’est pas le cas avec I'équation 3.22. Pour
utiliser cette dernieére équation dans le but de calculer ;) et y;), il faudrait employer une méthode
non linéaire nécessitant une initialisation (ce qui est ce que l'on cherche). Par contre, Z(;) peut étre
déduit directement si ;) et y;) sont connus.

En conséquence, la stratégie employée pour l'initialisation des amers est la suivante :
1. Initialiser z(;) et y(;) a l'aide de I'’équation 3.20.

2. Initialiser z(;) a l'aide de I'équation 3.22 si z(;) et y(;) ont été initialisé.
3.2.3.2.2 Initialisation de z; et y;

Pour initialiser x(;) et y(;), I'équation 3.20 est utilisée aux instants ¢; et t2, ce qui nous donne :

|: Sin(atl,(i) + 9251) _COS(ath(i) + 9151) :| . [ L(3) :| _ |: Lty Mn( t1,(2) + 9151) Yty COS( (%) + 9151) :|
Sin(atg,(i) + 9252) - COS(atg,(i) + 9252) Yi) Lty Mn( to,(1) + 9152) Yto COS( (4) + 9152)
(3.

23)
En posant v = ay, ;) + 01, et y2 = oy, (5 + 01y, I'équation 3.23 nous permet de déduire z(;) et y;) :

[ () ] _ 1 [ —COS7p COS7Y1 } . [wtlsin’yl—ytlcosyl } (3.24)
Y() sin(yg — 1) | —sinvye siny T, SIN Y2 — Y, COS Y2 ’

3.2.3.2.3 Bon conditionnement pour l'initialisation de z(; et y;

L’équation 3.24 est définie des que sin(yy — 71) # 0. Ceci signifie que les positions du robot aux
instants ¢1 et {9 ne sont pas alignées avec ’amer. Néanmoins, cette condition n’est pas suffisante pour
que l'estimation soit bien conditionnée. En effet, les angles ;1 et 72 ne sont pas connus exactement. Il
est donc possible que l'intervalle de confiance associé a sin(yy — 1) contienne zéro. Intuitivement, il
faut avoir sin(y2 — 1) assez loin de zéro pour éviter ce probleme. Nous proposons dans ce paragraphe
de quantifier cette notion intuitive.

Dans ce qui suit, nous considérons qu’un amer est correctement initialisé si ’erreur commise dans
I’estimation de ses parametres est linéaire par rapport a erreur sur les données utilisées, a savoir
Y1725 Tty Tty Y1 » Yto - POUT cela, nous supposons que les erreurs sur ces variables sont petites, de sorte
a ce que l'approximation linéaire sur les fonctions cosinus et sinus soit valide. Nous pouvons d’abord

effectuer les remarques suivantes :
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— En ce qui concerne les variables x,,xy,, Yi,, Yt,, 'erreur commise intervient naturellement de
facon linéaire.
— En ce qui concerne les variables 7; et 72, I'erreur commise intervient de maniere linéaire dans la

multiplication des deux matrices de ’équation 3.24. En revanche, le terme ne génere

1
sin(y2—71)
pas nécessairement une erreur linéaire par rapport a celle sur v et 7s.
Nous proposons ici de discuter la condition permettant de rendre ’erreur commise sur m

linéaire par rapport a celle commise sur y; et 2. Soient (77" et """ des approximations pour

7 et ¥ ainsi que d,, et d,, les erreurs commises. Les erreurs commises sur 7; et o étant supposées

petites, il en est de méme pour 7, —71, ce qui permet de linéariser la fonction sin (72 — 7). Par ailleurs,

approx approx
- N )

nous supposons avoir sin (s, = 0. Nous avons donc :

1 1
= 2
sin (72 — 1) sin (7577 = AP 4 6, = 0y,) (3.25)
1

= . approx approzx approx approx (326)

sin (74 - ) + (0ny — 64y) cO8 (75 -N )
1 1

= . approx appror- approzx approzx (327)

Sm (’72 - M ) 1+ (572 - 5’71) - cot (’72 - M )

D’apres ’équation 3.27, 'erreur sur L y sera linéaire en 0, et d,, si et seulement si :

sin(y2—v1

(65, = 0y,) - cot (1" = )| < 1 (3.28)

L’équation 3.28 est finalement équivalente & |(d,, — 8, )| < [tan (757" — 41PP"*")|. Ceci signifie que
Pamer considéré doit avoir été vu avec un paralaxe suffisant (idéalement 7/2). Par hypothese, les
erreurs sur O, 0r,, ay, ;) et ay, (;) suivent une loi gaussienne multivariée et centrée. Une matrice de
variances-covariances pour 6y, 6;, peut étre déduite de la matrice d’information globale du systeme.
Les erreurs associées au vecteur oy, (;) et ay, ;) sont indépendantes et de variances connues. Il est donc
possible de déduire une matrice de variances-covariances pour le vecteur [d., 5%]T; par ailleurs, ce

vecteur est d’espérance nulle. Soit X7 la matrice de variances-covariances associée & [d,, 8.,]7 définie

par :
2
o 0,0
» M Py 7o (3.29)
PyOy1 07, s
ol 03/1 et ‘731 désignent les variances associées a d,, et 0,,, et p, le coefficient de corrélation. En

A 3 e A 2 2 .
conséquence, la variance associée au terme 0, — 0, est de o3, + 03, —2py04,04,. De plus, ce terme est
d’espérance nulle. Ainsi, la variance calculée permet donc de donner une idée assez précise des valeurs

extrémes que peut prendre |0, — 0., |. Finalement, on acceptera d’initialiser 'amer si et seulement si :

02, + 02, — 20,0,,0,, < & [tan (177707 — 470" (3.30)
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En pratique, on choisira comme points d’initialisation le premier instant ou I’amer a été observé,

et le premier point satisfaisant I’équation 3.30. Choisir systématiquement le premier point ot I'amer

2

a ét¢ observé permet en général de minimiser o3,

(ceci n’est pas toujours vrai mais ce choix permet
d’éviter de tester tous les couples possibles).
Finalement, une fois qu’on a trouvé deux positions satisfaisant I’équation 3.30, I’équation 3.24 est

appliquée. Il est méme possible d’évaluer d’une fagon réaliste la variance de ’erreur commise par cette

initialisation.

3.2.3.2.4 Initialisation de z(;

Une fois que les parametres x(;) et y(;) sont initialisés, I’équation 3.22 peut étre utilisée a I'instant

t1 et/ou to pour en déduire 2(4)-

3.2.3.2.5 Bon conditionnement pour l’initialisation de z;

L’application de I’équation 3.22 peut poser probleme lorsque fy, ;) est trop proche de 3. Le facteur

L contenu dans . Un raisonnement analogue a celui effectué sur

3 ¢ 3 71
posant probleme est le —— e B

la fonction 1 y nous a amené a initialiser le parametre z(;) si et seulement si :

sin(y2—v1

o5 < & loot (BPI)| ou o< koot (87| (3:31)

L’équation 3.31 indique que 'amer doit étre vu suffisament loin de la verticale pour que son altitude
puisse étre initialisée. Dans les cas réels (caméras perspectives et omnidirectionnelles), ceci est toujours

garanti : le champ couvert par la caméra n’est pas suffisamment large pour contenir ces valeurs.

3.3 Mise en application du SLAM par intervalles

Nous présentons dans cette section la mise en application du SLAM par intervalles. Nous présentons
dans un premier temps les fonctions utilisées. Ensuite, le paragraphe 3.3.2 traite de I'initialisation des
amers. Nous présentons dans le paragraphe 3.3.3 un probléeme particulier di a 'orientation des axes
du repere. Nous verrons en effet que les propriétés de la solution calculée par I'analyse par intervalles

ne sont pas isotropes. Nous proposons ensuite une méthode pour prendre en compte cet aspect.
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3.3.1 Fonctions utilisées

Nous présentons dans ce paragraphe les fonctions utilisées dans le cadre du SLAM par intervalles.
Dans un premier temps, nous présentons la fonction de modele. Ensuite, nous détaillons le traitement

effectué pour la fonction de mesures.

3.3.1.1 Equation de modele

A chaque itération, I’état a priori est obtenu en utilisant 1’équation de modele 3.8, les intervalles
obtenus pour I’état a I'instant précédent et les intervalles concernant les 3 entrées et 'erreur possible
de modele (les intervalles concernant le modele et les entrées sont des données, que 1'on supposera
consistantes). En ce qui concerne les entrées, nous supposons que :

— ds} € dsgodo + Igse, O dsf,odo est mesuré par I'odométrie et [ = est 'intervalle possible pour

I’erreur d’odométrie.

— ds] € I;v. On suppose qu’il peut exister une petite vitesse transversale due & un léger glissement
transversal possible. I est donc centré. Typiquement, on supposera la contrainte de non-
holonomie pratiquement réalisée. On prendra donc dans les simulations ¢ (Igs,) > ¢ (Idsy)-

— dwi € dwy odo + Lgw, Ol dwyedo est la mesure d’incrément angulaire et Iy, l'intervalle possible

pour l'erreur commise.

Remarque 3.6 (Intervalles des erreurs constants)
Tout comme pour le cas du SAM, nous considérons ici que les intervalles possibles concernant les
erreurs de modéle et les erreurs de mesure des entrées sont constants.

Cette hypothése n’est pas nécessaire mais permet de simplifier les conditions de simulation.

Par ailleurs, si une itération de l'algorithme sur I’ensemble de la trajectoire a déja été effectuée,

nous calculons 'intersection entre la prédiction effectuée et 'intervalle calculé a l'itération précédente.

3.3.1.2 Equation de mesure
En ce qui concerne I’'équation de mesures, nous utilisons le systeme d’équations 3.9 rappelé ci-apres :

Q) = arctan2 ( Yy — Yt 5 T — T ) — 0
24) > (3.32)

B = arctan Vo =202+ () —ye)2
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3.3.1.2.1 Traitement de la premiére équation de mesure

Nous donnons dans ce paragraphe les fonctions utilisées pour retrouver I’état du robot et celui de

Pamer (i) en utilisant la premiere équation du systéme 3.32 :

Ty = T() — (y(i) — i) - cot (6 + at,(i))
ye = Y — (za) — o) tan (0 + ay ;)

0; = atan2 ( Yay — Yt 5 Ty — Tt ) — Oy (4) (3.33)
x@) = T+ (ya) — ve) - cot (0 + ay i)
Yoy = Y+ (@) —xe) - tan (0 + o))

En appliquant le systeme 3.33 avec tous les amers (au nombre de N), on déduit 3N équations perme-
ttant de mettre a jour I’état du robot (N équations pour chaque composante) avec les mesures Qg (i)

(1 € [1...N]) et 2 équations pour mettre & jour chaque amer (une équation par composante).

3.3.1.2.2 Traitement de la seconde équation de mesure

Le traitement de la seconde équation du systeme 3.32 permet d’écrire :

zi) = tanf \/(m(i) —20)2 4+ ((ye) — ve)?
2 2 2
(@) - xt)Q = (cot ﬁt,a)Z(z))Q — (Y — vt) ;
(o) —w)” = (cot Byayza)” — (2@ — =)

(3.34)

La premiere équation du systeme 3.34 permet de déduire un intervalle concernant ’altitude de
Pamer (7). Les deux équations suivantes, quant a elles, permettent de déduire des intervalles concer-
nant les valeurs absolues des quantités z(;) — z¢ et y;) — y¢. Ceci permet au final d’améliorer les 4
variables x¢, yt, (;) et y(;). On peut enfin remarquer que les expressions (Cot ﬁu(i)z(i))Q — (y(i) — yt)2 et
(cot Bi () Z(i))Z — (Cﬂ(i) — CCt)Q peuvent se factoriser. Les versions factorisées et développées sont toutes

les deux évaluées afin de prendre en compte les commentaires du paragraphe 2.2.4.

3.3.2 Initialisation des amers

Tout comme pour I'approche probabiliste, 'initialisation des amers fait 'objet d’une attention
particuliere. Nous devons nous assurer que l'intervalle initial est consistant. Il est par ailleurs impos-
sible d’initialiser les amers avec des intervalles infinis (le systémes 3.33 et 3.34 ne permettraient ni
d’améliorer I'estimation de I’état du robot, ni celle de la position des amers).

Nous utilisons une approche assez semblable a celle présentée au paragraphe 3.2.3.2. Nous initial-

isons dans un premier temps les variables z(;) et y;). Pour cela, nous utilisons deux instants ou I'amer
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est observé (1 et t3) ainsi que I’équation 3.24 rappelée ci-apres :3
[ T () } _ 1 —COS7Y2 COSYp } . [ Ty, Siny; — Y¢, COS Y1 (3.35)
o) sin(y2 —v1) | —sinyz sinm Ty, SIN Yo — Yp, COS Y2 '

Tout comme pour le cas du SAM, I'instant ¢; sera celui de la premiere observation de I'amer. L’instant
t9, quant a lui, sera le premier instant pour lequel I'intervalle de sin(v2 —~1) ne contient pas zéro. Ainsi,
I’équation 3.35 peut étre appliquée avec des intervalles et nous donnera alors une boite consistante

contenant la position réelle de 'amer (7).

Remarque 3.7 (Taille de la boite d’initialisation d’un amer)

Lorsqu’un amer est initialisé, la boite associée peut étre trés grande. En effet sin(ya — 1) peut étre
trés proche de zéro (le critére retenu étant “ ne contient pas zéro 7). Ceci ne pose pas de probléeme
car lapproche par intervalles ne fait pas d’hypothese sur la taille des intervalles. Les systémes 3.33 et

3.34 permettront de réduire considérablement la taille de la boite des amers.

Enfin, une fois les composantes z(;) et y(;) initialisées, la composante verticale de I’amer (1) peut

étre initialisée en utilisant la premiere équation du systeme 3.34.

3.3.3 Choix de l'orientation des axes

Nous avons présenté dans le chapitre précédent I’application basique de I'algorithme de SLAM par
intervalles. Nous y avons vu que l'utilisation d’intervalles ne permet pas nécessairement d’obtenir la
solution déterministe la plus optimale (voir la figure 2.1 page 67 qui présente le cas d’un tetraedre
encadré par une boite). De plus, il n’existe pas qu’une seule boite englobante possible dans le cas
de la figure 2.1. Néanmoins, 'analyse par intervalles impose que les axes de la boite soient alignés
avec le repere, ce qui réduit finalement le nombre de boites possibles a une. Nous proposons dans ce
paragraphe de montrer que cette derniére contrainte peut conduire a des solutions tres sous-optimales.

Une solution pour améliorer ces solutions est proposée ensuite.

3.3.3.1 Remarque générale

Idéalement, les qualités d’un algorithme ne devraient pas dépendre du choix du repere initial. Dans
le cas du SLAM par intervalles, on peut facilement se rendre compte que le fait de déplacer 'origine

ne changera rien au probleme; le résultat final sera simplement translaté.

3. Pour rappel, nous avons vy; = oy (i) + 0i, et y2 = Oy (i) T+ (.
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FI1GURE 3.2 — Non optimalité de la représentation par rectangles — En rouge : un polytope contenant
100% des solutions possibles et supposé optimal — En vert : le plus petit rectangle aligné selon les
axes du repere et contenant le polytope — En bleu : le plus petit rectangle tourné a 45 degrés et
contenant le polytope

Malheureusement, il n’en est pas de méme pour une rotation du repere. La position du robot (en
x et en y) est en effet représentée par I, et I,, ce qui correspond géométriquement & un rectangle
parallele aux axes. Cette représentation ne tient pas compte de certaines corrélations qui peuvent
exister et qui font qu’il existe une solution optimale plus complexe. Ainsi, la solution optimale (dans le
sens ou tous les points de la surface sont susceptibles d’étre la position du robot) n’est pas forcément
un rectangle.

Supposons par exemple qu’apres plusieurs itérations la solution optimale concernant la position
du robot (ou d’un amer) soit un polytope (représenté en rouge sur la figure 3.2). L’'implémentation
basique du SLAM par intervalles va retourner un intervalle I, ainsi quun intervalle I,. Au mieux,
cela correspondra au rectangle vert présenté sur la figure 3.2 (au mieux car les seuils d’arrét utilisés
peuvent faire que l'algorithme s’arrétera avant la solution optimale). Néanmoins, on peut voir que si
les axes avaient été tournés a 45 degrés, on aurait pu obtenir une meilleure solution (au sens de 'aire
du rectangle englobant). Cette derniere est présentée en bleu sur la figure 3.2.

Ainsi, la figure 3.2 met en évidence le fait qu’il existe une fagon optimale d’orienter les rectangles
contenant la position des amers et du robot. Nous allons mettre en évidence ce phénomene a ['aide

d’un exemple concret.

3.3.3.2 Exemple 1 : modele d’évolution du robot

Considérons désormais un robot dont la position initiale est exactement connue et est 1'origine du
repere. De plus, 'angle de cap initial est pris a une valeur nulle. Supposons par ailleurs que le robot

roule avec une vitesse de rotation et une vitesse de translation constantes pendant 1 seconde. Nous
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N |
== Positions que le robot peut réellement atteindre
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FI1GURE 3.3 — Importance de lorientation des rectangles représentant la position du robot

connaissons seulement des intervalles pour ces vitesses :

~ V¥ €3,4 ms!

— Vv €[0,0] m.s~! (condition de non holonomie parfaitement réalisée)

~ w € [~2,2] deg.s™!

Nous proposons dans un premier temps de visualiser graphiquement 3 lieux (figure 3.3) :

— Le lieu réel des positions possibles du robot (en rouge).

— Le rectangle obtenu en appliquant I'analyse par intervalles a la fonction d’évolution du robot
(en vert). Celui-ci est aligné sur la grille z,y.

— Le rectangle obtenu en appliquant 1’analyse par intervalles a la fonction d’évolution du robot (en
bleu), mais en le calculant sur une grille orientée a 45 degrés par rapport a la grille x,y. Pour
cela, nous avons appliqué la théorie classique avec un angle de cap initial a 45 degrés, puis nous
avons appliqué une rotation de -45 degrés pour revenir dans le repere initial.

La figure 3.3 met en évidence le fait que dans ce cas précis de simulation, 'utilisation du rectangle

aligné sur le repere initial est plus performante que I'utilisation d’un rectangle tourné a 45 degrés. Ceci

est & la fois vrai en termes d’aire du rectangle (0.044m? pour le rectangle vert contre 0.077m? pour le
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FI1GURE 3.4 — Caractéristiques des rectangles obtenus en fonction de I'angle de rotation des rectangles
— A gauche : les aires — A droite : les périmetres

bleu) et de périmetre (0.84m pour le rectangle vert contre 1.11m pour le bleu).

Un tel résultat pouvait se prévoir a la lecture des équations utilisées. On pouvait en effet calculer
I’aire donnée concernant l'incertitude de la position du robot en fonction de I'angle de cap initial
introduit. Soit €y cet angle. Dans notre cas simplifié (position initiale parfaitement connue et étude du
résultat a I'instant 1), nous n’avons qu’a évaluer les équations ci-dessous avec les intervalles associés a

dsy et dwy

U

x1 = ds§-sinc (L) - cos (90 + d—gl)

2
3.36
y1 = dsi -sinc % -sin<90—|-d_"51) ( )

Une fois tous les parametres connus, on peut calculer les parametres des rectangles (aires et périmetres)
en fonction de 'angle 0y. La non linéarité des fonctions sin et cos fait que les résultats vont largement
varier avec 6y. Nous avons tracé les parametres obtenus lorsque 6y varie entre 0 et 7/2 (figure 3.4).
Les courbes de la figure 3.4 mettent en évidence le caractere optimal — pour les parametres choisis —
de la grille initiale (ie. 6y = 0).

Nous ne donnons pas plus de détails concernant la détermination du 6y optimal. En effet, son calcul
analytique n’est pas trivial et nécessite de distinguer différents cas suivant les intervalles considérés.
Le but de ce paragraphe est surtout de mettre en évidence I'importance de 'orientation des boites;
on ne cherchera pas par la suite de solution optimale, mais une approximation permettant d’éviter les

estimations beaucoup trop pessimistes.

Remarque 3.8 (Plage de valeurs considérée pour 6)
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Prendre 6y = /2 équivaut a intervertir les réles des coordonnées x et y (au signe prés). Ceci ne
change donc pas lorientation de la grille. Au dela de 0y = w/2, on retrouvera donc des configurations

déja rencontrées. Ainsi, nous limitons ’étude pour 0y € [0, 7/2].
3.3.3.3 Exemple 2 : fonction de mesure

Le probleme d’orientation des axes se retrouve également dans l'utilisation de la fonction de

mesures. Considérons par exemple la premiére équation du systeme 3.33, rappelée ci-apres :

Ty = T(j) — (y(i) — yt) - cot (Gt + Oéu(i)) (3.37)

Nous pouvons constater que I’évaluation du terme (Ht + at,(i)) dépend de l'orientation absolue du
robot #;. En conséquence, changer la condition initiale sur le cap du robot (ce qui revient a ajouter
un angle parfaitement connu sur 6;) peut changer la solution de I’algorithme de SLAM.

On peut remarquer avec cette équation qu’ajouter une condition initiale sur la position du robot ne
changera rien en pratique car I’équation de mesure fait intervenir les termes (x(i) — xt) et (y(i) — yt)

qui éliminent cette condition initiale. Ceci n’est malheureusement pas le cas avec Iorientation.
3.3.3.4 Solution proposée

Nous avons vu a travers les deux exemples précédents que l'orientation des axes a un role cer-
tain dans la solution de I'algorithme de SLAM par intervalles. Pour chaque position du robot, on
peut trouver une orientation des boites qui minimisera ’aire de la boite. On peut appliquer le méme
raisonnement sur les boites associées aux amers.

Trouver analytiquement la meilleure orientation pour chaque boite nécessite une étude analytique
basée sur une disjonction des cas. Le probleme du SLAM par intervalles a une dimension d’état trop
importante pour envisager ce type de méthode. Par ailleurs, ce probleme n’est pas crucial dans le sens
ou il ne provoque pas d’inconsistance ; I’algorithme sera uniquement trop pessimiste.

Pour prendre en compte cet aspect, nous choisissons d’appliquer ’algorithme initial en utilisant

plusieurs conditions initiales concernant ’orientation du robot :

1. Dans un premier temps, nous appliquons ’algorithme initial avec 8y = 0 puis nous sauvegardons

les résultats.

2. Ensuite, nous projetons la solution obtenue dans un nouveau repere correspondant a ’application
de lalgorithme avec 6y = ¢1. La projection effectuée fait augmenter la taille des boites initiales.

Mais la nouvelle application de ’algorithme fera diminuer la taille de certaines boites.



3.3. Mise en application du SLAM par intervalles 103

3. A lafin de la seconde application de I’algorithme, nous comparons les aires des nouvelles positions
du robot a celle obtenues avec ’application précédente. Nous conservons les solutions les moins

conservatives (au sens de l'aire des rectangles).

4. Nous pouvons ensuite appliquer les points 2 et 3 avec d’autres valeurs de 6.

3.3.3.5 Etude du gain apporté sur une simulation

Nous proposons dans ce paragraphe de présenter le gain obtenu en appliquant I'algorithme présenté

au paragraphe précédent. Pour cela, nous comparons les résultats obtenus en simulation avec 1’algo-

¢ 9

rithme “ classique ” a ceux obtenus avec 'algorithme optimisé.

Les caractéristiques de la simultation sont :
— Vitesse constante : 1.5m.s~!
— Vitesse de rotation constante : 0.15rad.s™}

— Contrainte de non-honolomie parfaitement respectée

4 1

— Erreur sur la vitesse mesurée : * uniforme dans U'intervalle —[0.05,0.05]m.s™~

Erreur sur la vitesse de rotation mesurée : uniforme dans 'intervalle [—0.03,0.03]rad.s~*

— Pas d’erreur de modele supplémentaire : (vf = 0)

— Erreurs sur les mesures des amers uniformes (gisement et élévation) dans U'intervalle

[—0.0175,0.0175]rad ([—1,1]deg)

L’algorithme de SLAM nécessite d’utiliser des intervalles consistants pour les données. Nous allons
utiliser les vrais intervalles (définis ci-dessus) dans l'exécution de 'algorithme.

En ce qui concerne l'algorithme optimisé, nous utilisons 11 valeurs pour 6 : Odeg, 10deg, 20deg,
30deg, 40deg, 45deg, 50deg, 60deg, 70deg, 80deg.

Les résultats obtenus sont présentés sur les figures 3.5 a 3.10. Dans le cas présent, les gains obtenus
en tenant compte des orientations sont tres importants : I'algorithme initial converge en effet vers une
solution qui est trés conservatrice. Le caractere circulaire de la trajectoire permet de bien mettre en

“ orientation des boites 7.

évidence I'importance du parametre
Enfin, on pourra remarquer sur la figure 3.6 que les amers semblent tous étre orientés vers l'origine
du repere. Nous n’analysons pas ce phénomene en détail, mais intuitivement, ceci est du au fait que

tous les amers sont observés pour la premiere fois a I'instant initial. La position du robot a cet instant

4. Les simulations sont effectuées a échantillonnage temporel constant et les vitesses sont simulées constantes entre
chaque instant. Ainsi, considérer que les entrées sont les vitesses (axiales ou de rotation) ou les incréments (de distance
ou de rotation) est équivalent.
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— Trajectoire réelle du robot

—— Boites contenant les positions du robot (algorithme de base)

——Boites contenant les positions du robot (algorithme optimisé)
¢ Positions réelle des amers

—— Boites contenant les amers (algorithme de base)

—— Boites contenant les amers (algorithme optimisé)
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10 0

F1GURE 3.5 — Résultats globaux des deux algorithmes

étant parfaitement connue, le cone d’observation initial a de forte chances d’étre plus précis que ceux

obtenus aux instants suivants. Ceci conduit alors naturellement a orienter les boites des amers vers

cette position.
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FIGURE 3.6 — Résultats des algorithmes concernant les amers
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FIGURE 3.7 — A gauche : aires des rectangles obtenus pour les amers avec les deux algorithmes — A
droite : rapport entre ’aire obtenue avec ’algorithme initial et I'aire obtenue avec 'algorithme optimisé
(pour les amers)
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FIGURE 3.9 — A gauche : aires des rectangles obtenus pour les positions du robot avec les deux
algorithmes — A droite : rapport entre l'aire obtenue avec ’algorithme initial et I’aire obtenue avec
Palgorithme optimisé (pour les positions du robot)
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F1GURE 3.10 — Résultats des algorithmes concernant ’angle de cap du robot — Les traits pointillés
représentent l'erreur d’estimation commise (différence entre le centre de I'intervalle et la solution réelle)
— Les traits pleins représentent Ierreur maximale d’estimation prédite par 'algorithme (ie. £ la demi-
longueur des intervalles) — Les traits pointillés sont systématiquement compris entre les traits pleins :
les deux algorithmes sont donc consistants. On note néanmoins que l'algorithme optimisé fournit une

enveloppe d’erreur plus petite.
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3.4 Reésultats obtenus

Nous présentons dans cette section les résultats obtenus en simulation. Nous présentons dans
un premier temps les caractéristiques communes a toutes les simulations. Nous montrons dans le
paragraphe 3.4.2 les résultats obtenus pour le cas gaussien. Nous voyons ensuite les résultats obtenus
lorsque les erreurs sont uniformes et centrées (paragraphe 3.4.3). Le paragraphe 3.4.5 présente les
résultats obtenus lorsqu’on fait varier la visibilité des amers. Nous effectuons enfin quelques remarques

sur la consistance du SAM dans le paragraphe 3.4.6.

3.4.1 Description des simulations

Nous présentons ici les caractéristiques communes a toutes les simulations.

3.4.1.1 Caractéristiques de la simulation

La trajectoire simulée est a vitesse de translation et de rotation constantes :

~ V=15ms!

- w= %rad.s*1
Ceci correspond a un cercle de rayon 17.2m. L’essai dure 150s, ce qui permet d’effectuer environ 2.1
tours.

En ce qui concerne les amers, nous utilisons dans toutes les simulations une carte de 200 amers
répartis uniformément autour de la trajectoire :

— entre -30m et 30m en ce qui concerne la coordonnée z,

— entre -10m et 50m en ce qui concerne la coordonnée y,

— entre Om et 10m en ce qui concerne la coordonnée z.

La trajectoire ainsi que la carte d’amers sont représentées sur la figure 3.11.

3.4.1.2 Mode opératoire

A partir de la trajectoire décrite précédemment, nous allons générer plusieurs scenarii. Ceux-ci
sont la plupart du temps générés en fonction des hypotheses effectuées sur les erreurs (distribution,
amplitude).

En ce qui concerne les bruits, nous effectuons les hypothéses suivantes :

— Nous n’ajoutons pas de composante de vitesse transversale lors de la génération de la trajectoire,

— Nous n’ajoutons pas de bruit additif lors de la génération de la trajectoire.
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FicurE 3.11 — Trajectoire réelle du robot et position réelle des amers — Le sens de rotation du robot
est le sens trigonométrique — La position finale (carré jaune) est obtenue apres un peu plus de deux
tours

Néanmoins, les filtres utiliseront des réglages laissant ouverte la possibilité d’erreur sur ces parametres :
les matrices de variances-covariances (et intervalles) associées ne seront donc pas réduites a zéro. Les
valeurs utilisées pour les réglages sont :

SAM : on utilisera Q¢ = diag (0.001°m?,0.001?m?,0) et oqev = 045 /100

SLAM par intervalles : on ajoute a chaque prédiction 'intervalle [—0.001,0.001]m sur les coor-

données x et y du robot. Les bornes utilisées pour 'intervalle sur la vitesse transversale sont
prises égales au centieme des bornes utilisées pour la vitesse longitudinale.
De plus, nous supposons que ’association des données est connue. Enfin, tous les amers sont

visibles & chaque instant (sauf les cas traités au paragraphe 3.4.5).

3.4.1.3 Résultats étudiés

Pour chaque scénario, nous observons la qualité de ’estimation ainsi que la consistance des algo-
rithmes. Les amers et la trajectoire du robot seront traités séparément.

En ce qui concerne la consistance du SAM, on s’attachera a vérifier si chaque position z,y (robot
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a l'instant ¢t et amers) est consistante en termes d’ellipse de confiance & 99% et si l'orientation I'est en
termes d’enveloppe de confiance & 99%. En ce qui concerne le robot, nous séparons ’état en position
et orientation car I’ellipse associée a la position a une interprétation géométrique directe. On peut en
effet comparer 'aire de cette ellipse avec laire de la boite du SLAM par intervalles (ce qui ne serait
pas le cas si on considérait Uellipsoide associé a tout ’état du robot).

En ce qui concerne le SLAM par intervalles, on calculera les boites associées a chaque position du
robot et chaque amer. On pourra ainsi vérifier si ces boites contiennent la position réelle et si elles
sont ou non trop pessimistes.

Pour comparer les performances des deux algorithmes, on comparera l'aire (resp. volume) des
régions associées a chaque position du robot (resp. amers). En ce qui concerne le SLAM par inter-
valles, il s’agit de laire (resp.volume) de chaque boite. En ce qui concerne le SAM, on calculera laire
de Pellipse (resp. ellipsoide) de confiance & 99%. Pour ce dernier cas, les aires et volumes sont pro-
portionnels & v/det X ot X désigne la matrice de variances-covariances associée & la position étudiée
(de taille (2,2) ou (3,3) suivant le cas). Le calcul détaillé des coefficients de proportionalité est en

annexe C.

Remarque 3.9 (Limitations de ’étude concernant le SAM)

On remarquera en ce qui concerne le SAM qu’on ne s’intéresse qu’aux positions marginales. On ne
cherche pas a savoir si les corrélations entre les différents amers et positions sont consistantes. Seul
le coefficient de corrélation pour une position donnée est pris en compte car il a une interprétation
géométrique forte sur l’emplacement d’un point (il nous donne l'orientation de [’ellipse).

Ceci ne pose pas de probleme en pratique. L’utilisateur du SLAM souhaite avant tout récupérer la
position du robot et la position des amers avec une enveloppe de confiance pour chacune d’elles. Le
maintien des corrélations est utile pour [’algorithme de SLAM mais ne constitue pas une fin en soi.

D’ailleurs, la consistance des corrélations conditionne généralement la consistance de la solution finale.

3.4.2 Le cas gaussien centré

Nous présentons dans cette section les résultats obtenus en simulant I’hypotheése gaussienne sur
I’ensemble des bruits. Tous les bruits seront donc générés avec la fonction randn de Matlab. Nous
présentons d’abord les résultats obtenus avec I’algorithme de SAM, et ensuite les résultats obtenus
avec l'algorithme de SLAM par intervalles. Pour les deux cas, nous considérons les 4 scenarii présentés

dans le tableau 3.1.
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| Scénario | Description Commentaires
z . 1 Les erreurs générées sur les entrées sont trés
— Erreur sur V¥ : gaussienne avec oy= = 0.1m.s .
. 1 importantes. Celles sur les mesures des amers
— Erreur sur w : gaussienne avec o, = 0.1rad.s . .
1 . ,r sont assez faibles. Ceci permet de tester les al-
— Erreur sur « : gaussienne avec oamer = 55rad . .. N P
. 8 gorithmes dans des conditions ou il est difficile
— Erreur sur 3 : gaussienne avec 0amer = 1g5rad , . . . .
d’obtenir un bon a priori sur la trajectoire.
E Ve . 0.1 _1 Les erreurs générées sur les entrées sont tres im-
— Erreur sur : gaussienne avec oy= = 0.1m.s
E 5 . 0 1rad.s—! portantes. Celles sur les mesures des amers sont
— Erreur sur w : gaussienne avec o, = 0.1rad.s R . . L,
2 ) & . « oan trés faibles. Ceci permet de tester la capacité
— Erreur sur « : gaussienne avec oamer = T35 rad . R . . . N
. oq% des algorithmes a utiliser une information tres
— Erreur sur § : gaussienne avec gamer = Wrad L.
précise concernant les amers.
- . ) Les erreurs générées sur les entrées sont faibles.
— Erreur sur V* : gaussienne avec oy= = 0.025m.s :
. _1 Celles sur les mesures des amers sont fortes. Ceci
— Erreur sur w : gaussienne avec o, = 0.005rad.s . ..
3 . 3 permet de tester les algorithmes lorsqu’ils ont un
— Erreur sur « : gaussienne avec oamer = tggrad o - . . .
. 15 bon a priori sur la trajectoire mais de mauvaises
— Erreur sur § : gaussienne avec ggmer = mrad &
mesures d’amer
— FErreur sur V* : gaussienne avec oy«= = 0.05m.s~ 1
. —1
4 — Erreur sur w : gaussienne avec o, = 0.0lrad.s Cas moven
— Erreur sur « : gaussienne avec 0amer = %rad Y
— Erreur sur § : gaussienne avec ggmer = %rad

3.4.2.1 SAM

TABLE 3.1 — Scenarii pour le cas gaussien centré

Nous présentons ici les résultats obtenus avec 'algorithme de SAM. Les parameétres utilisés dans

le réglage des filtres sont les parametres réels utilisés pendant la simulation.

Les résultats obtenus sont présentés sur les figures 3.12 a 3.16.

— La figure 3.12 montre ’allure de la trajectoire obtenue ainsi que les ellipses de confiance pour

le premier scénario. Visuellement, l’algorithme est consistant (toutes les estimations sont a
l'intérieur des ellipses a 99%). De plus, celles-ci ne semblent pas pessimistes en regard de la
qualité de la trajectoire odométrique. Des résultats tres similaires peuvent étre obtenus avec les
autres scenarii.

La figure 3.13, quant a elle, montre le résultat obtenu en ce qui concerne le positionnement des
amers pour le premier scénario. La aussi, les résultats sont consistants.

Les figures 3.14 et 3.15 présentent les aires et volumes obtenus concernant les positions du robot
et des amers en fonction du scénario. On peut remarquer que ces parametres sont tres faibles :
les aires sont inférieures & 1m? en ce qui concerne le robot et les volumes sont treés inférieurs au
metre cube en ce qui concerne les amers. Dans tous les cas, on se rend compte que les aires des
ellipses associées aux positions du robot ont des variations bien particulieres : elles augmentent et
diminuent successivement au fur et a mesure de la trajectoire. Ceci est du au caractere circulaire

de la trajectoire. Les amers proches du point de départ auront naturellement une incertitude plus
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FIGURE 3.12 — Estimation des positions du robot obtenue avec le SAM sur le scénario 1 : (a) Vue glob-
ale — (b) Leger zoom — (c¢) Zoom important

faible (méme si tous les amers sont vus en méme temps et & toutes les positions).® Lorsqu’on
s’éloigne du point de départ, on commence a accumuler des incertitudes. Méme si ’algorithme
de SAM tend a les minimiser au maximum, elles sont inévitables. Ainsi, le retour a la position
initiale fait qu’on se rapproche des amers les mieux estimés.

— La figure 3.16 présente la qualité de I'estimation de 'orientation du robot. Dans tous les cas,
elle est largement consistante. On peut juste remarquer qu’'une grande erreur sur les données
odométriques ne favorise pas 'algorithme (et ce méme avec de bonnes mesures) et le rend
pessimiste (scenarii 1 et 2).

Dans tous les cas, on peut remarquer que I'algorithme de SAM est consistant. La trajectoire finale

obtenue est toujours tres proche de la trajectoire réelle, et ce méme lorsque la trajectoire obtenue par
odométrie pure est tres mauvaise (cf. scenarii 1 et 2). Le comportement de cet algorithme est donc

tres bon lorsque les hypotheses d’erreurs centrées et gaussiennes sont respectées.

5. Ceci provient d’une propriété de la matrice jacobienne concernant les mesures. Les coefficients de celle-ci augmentent
lorsque la distance a 'amer diminue.
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FIGURE 3.14 — Aires des ellipses de confiance & 99% concernant les positions du robot : scenarii 1 & 4

Scénnario 1 x107° Scénnario 2
0.2 T T T 8 T T T
°
. 7 o ° ° ° 4
o o
0.15¢ ° : g 6 g
= o ° o = o ° 5 °
g ° o ER ) % © ° 0o
= ° o o & - ° ° °
g0l o 0% gare o . <>é,o % o
] o 3 2 @ q
C) o ) & @ o| S 3R° ®0 007 o %0%6 8 o]
= o o ® %66 o o, =8, & o
log Y o oo oL %@ P 00 © "9 00, S0 9
o ° 0 5 0 ¢ P o @R g ° 0000 o
& e e o °8 o%° °
& 15 $ ° ° > 0 Bo ®
o
2Qp 2% » & o @ g olo@® % " & o%o\?‘%% 9 oRe
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Numéro d’amer Numéro d’amer
Scénnario 3 Scénnario 4
0.4 Tz 0.05 Tz
0.351 1
0.04 S L T 1
0.3f ° : 1 o
— ] % — o o
) &
= 0.25- ol
= o o o é 003
“E-.(’ 0.21 o 1 GEJ
= ° 0 e ° = 0.02
= 0.15} s 1 5
- ° ° ° =
0.1

Numéro d’amer Numéro d’amer

FIGURE 3.15 — Volumes des ellipsoides de confiance & 99% concernant les positions des amers : scenarii
1a4



3.4. Résultats obtenus

115

Scénario 1

2
15
1 — Erreur d’orientation
z —Enveloppe a 30
= 05
&b
i)
Z o ]
2
‘éﬂ -0.5 1
< -1
15
2 ; ;
0 50 100 150
Temps (secondes)
Scénario 3
1
— Erreur d’orientation |
— 0.5 —— Enveloppe a 30 1
o
<4
&
Z o i
2
b
<
-0.5 1
-1
0 50 100 150

Temps (secondes)

FIGURE 3.16 — Résultats du SAM concernant ’orientation du robot : scenarii 1 a 4

Angle (degrés)

Scénario 2

0.5

— Erreur d’orientation

—— Enveloppe a 30

; ;
50 100 150
Temps (secondes)

Scénario 4

— Erreur d’orientation

AR AT T———

—— Enveloppe a 30

50 100 150
Temps (secondes)



116 Evaluation en simulation de I'algorithme de SAM et du SLAM par intervalles Chap. 3

3.4.2.2 SLAM par intervalles

Nous présentons ici les résultats obtenus avec I'analyse par intervalles. Avant de les présenter, il
convient de remarquer que le cas gaussien n’est pas adapté a l'analyse par intervalles. En effet, les
erreurs gaussiennes ne sont pas bornées alors que 'algorithme de SLAM par intervalles nécessite la
bornitude des erreurs.

Néanmoins, nous allons utiliser notre algorithme en définissant des bornes qui seront des fonctions

des variances utilisées pour les erreurs. Pour chaque scénario, nous testons 2 possibilités :

1. Nous prenons comme intervalles possibles pour les erreurs [—4o, +40] (ou o est 1'écart type de
Perreur considérée). Dans le cas gaussien, cet intervalle permet d’assurer que plus de 99% des

réalisations sont dans l'intervalle.

2. Il est possible que les intervalles précédents conduisent a une solution beaucoup trop pessimiste.

Dans ce cas, nous le réutilisons avec les intervalles & 3 écarts types : [—30, +30].

Ces bornes ne contiennent pas forcemment ’erreur réelle des capteurs. Ainsi, ’hypothése de consistance
des intervalles utilisés n’est pas vérifiée. Ceci est d’autant plus vrai pour le troisieme cas testé. Il n’est
donc plus garanti que la solution obtenue soit consistante. Par ailleurs, il est possible que 'algorithme
ait a faire I'intersection d’intervalles disjoints : ceci conduit a I’arrét du programme.

Les résultats obtenus concernant I’état du robot et des amers sont présentés sur les figures 3.17 a
3.21.% Seul le cas & 40 a permis d’obtenir des résultats. Le cas & 30 a systématiquement conduit a
effectuer des intersections vides (ce qui n’est pas surprenant). Nous n’avons obtenu des résultats que
pour les scenarii 2 a 4. Dans le cas du premier scénario, ’estimation est devenue trop pessimiste et il
a été impossible de calculer une solution jusqu’a l'instant final. ”

Les figures 3.17 & 3.19 mettent en évidence le caractére pessimiste du SLAM par intervalles. En effet,
les intervalles obtenus sont en général tres grands alors que les erreurs d’estimation (si on considere le
centre des boites) sont bien plus faibles. Par ailleurs, les tailles des boites concernant les positions du
robot sont visuellement tres grandes en comparaison avec 'erreur de 'odométrie. Enfin, les figures 3.20
et 3.21 viennent appuyer le fait que le SLAM par intervalles est trés pessimiste. Les aires et volumes
associés aux positions du robot et des amers sont en effet tres grandes; les résultats obtenus par le

SLAM par intervalles ne semblent pas exploitables.

6. En ce qui concerne les amers, seuls 20 d’entre eux sont visualisés. Ceci permet de garder la figure lisible.
7. L’incertitude sur Porientation atteint +/ — 85 degrés, et il est impossible ensuite d’estimer la fin de la trajectoire.
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FI1GURE 3.17 — Résultats du SLAM par intervalles
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FIGURE 3.18 — Résultats du SLAM par intervalles
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3.4.2.3 Conclusion quant au cas gaussien centré

Nous avons présenté dans ce paragraphe les résultats concernant le cas gaussien centré. Dans tous
les cas, les algorithmes se sont avérés consistants. Néanmoins, I'algorithme de SLAM par intervalles
fait preuve d’un pessimisme exagéré.

Dans tous les cas, I'algorithme de SAM est supérieur a celui de SLAM par intervalles. Ainsi, lorsque
les distributions des erreurs de nos capteurs sont gaussiennes et centrées, I’algorithme de SAM fournira
d’excellents résultats pourvu que les parametres soient connus (si ceux-ci sont trop optimistes, le SAM

sera inconsistant. ®)
3.4.3 Cas uniforme centré

Nous présentons dans cette section les résultats obtenus en simulant 1’hypotheése d’une erreur
uniforme et centrée sur ’ensemble des bruits. Tous les bruits seront donc générés avec la fonction
rand de Matlab. Tout comme pour le cas gaussien, nous testons les algorithmes avec 4 scenarii.

Ceux-ci sont donnés dans le tableau 3.2.

¢

8. Ceci est logique et n’est pas étudié ici. Nous souhaitons valider les algorithmes dans des hypotheses “ nominales ”

de fonctionnement.
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| Scénario | Description Commentaires |
. _ Les erreurs générées sur les entrées sont tres
— Erreur sur V? : uniforme dans [—0.2, 40.2] m.s™* . &
_ FErreur sur w : uniforme dans [0.2, +0.2] rad o1 importantes. Celles sur les mesures des amers
5 _ Erreur sur o uniforme dans [~ In i in ] ra(i sont assez faibles. Ceci permet de tester les al-
S e e [_ﬁ: _’_ﬁ] d gorithmes dans des conditions ou il est difficile
) 1807 © 180 d’obtenir un bon a priori sur la trajectoire.
. _ Les erreurs générées sur les entrées sont tres im-
— Erreur sur V* : uniforme dans [~0.2, +0.2] m.s™" Cgll )
~ Erreur sur w : uniforme dans [~0.2, +0.2] rad o1 portantes. Celles sur les mesures des amers sont
6 . Erreur sur o uniforme dans [~ 01x +'0‘1,r] réd trés faibles. Ceci permet de tester la capacité
~ Brreur sur uniforme dans [— 0¥§‘;’+0¥§‘}r] rad des algorithmes a utiliser une information tres
) 180 7 © 180 précise concernant les amers.
_ Erreur sur V® : uniforme dans [~0.05, +0.05] m.s~" Les erreurs générées sur les entrées sont faibles.
E o " SIS " Celles sur les mesures des amers sont fortes. Ceci
- — Erreur sur w : uniforme dans [—0.01,4+0.01] rad.s d les alzorith 1 )
_E - uniforme dans [_9_Tr +9_,r] rad permet de tester les algorithmes lorsqu’ils ont un
FTOHT S o o7 480 bon a priori sur la trajectoire mais de mauvaises
— Erreur sur 8 : uniforme dans [— 2%, +22] rad P J
180 T 180 mesures d’amer
— Erreur sur V7 : uniforme dans [—0.05, +-0.05] m.s~ '
8 — Erreur sur w : uniforme dans [—0.05, 4+-0.05] rad.s ™" Cas moven
— Erreur sur o : uniforme dans [— 2%, +2%] rad Y
~ Erreur sur 3 : uniforme dans [~ &, +:5] rad

3.4.3.1 SAM

TABLE 3.2 — Scenarii pour le cas uniforme centré

Nous présentons ici les résultats obtenus avec le SAM lorsque les erreurs sont centrées et uniformes.

Dans ce cas, nous ne respectons plus 'hypothese gaussienne sous-jacente a l'algorithme et il y a un

risque d’inconsistance.

De plus, la nouvelle hypothese concernant les bruits nécessite de revoir le réglage des filtres. Soit

V' la variance d’un bruit réparti uniformément entre les valeurs —a et a. On a alors :

(3.38)

En conséquence, les variances des filtres ont été réglées en utilisant 1’équation 3.38 et les vraies valeurs
concernant les bornes des intervalles.

En pratique, on constate que le filtre est consistant dans les 4 scenarii. Toutes les positions sont
bien dans les ellipses a 99%. Il en est de méme pour lorientation du robot qui est systématiquement
comprise dans I'enveloppe a 3o. Les figures que I'on obtiendrait concernant I’estimation de la position
du robot et des amers sont tres semblables a la figure 3.12, et ne sont pas représentées.

Les aires (resp. volumes) des ellipses (resp. ellipsoides) & 99% obtenues sont données sur les figures
3.22 et 3.23. On retrouve des résultats assez similaires a ceux obtenus dans le cas gaussien, notamment
pour I’évolution de I'aire des ellipses de la position du robot en fonction du temps.

Au final, on a constaté un bon comportement de l'algorithme de SAM lorsque les erreurs sont
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FIGURE 3.22 — Aires des ellipses de confiance & 99% concernant les positions du robot : scenarii 5 & 8

uniformes et centrées alors que I'on ne respecte plus 'hypothese classique du SAM. Ceci est en partie
di au fait que le bruit généré est blanc et que 'on a utilisé la véritable variance du nouveau bruit pour
le réglage. Une approche naive aurait consisté a prendre pour chaque valeur de o le tiers de la borne
supérieure de la boite, de sorte a ce que l'intervalle & 30 contienne environ 99% des réalisations. Ceci
aurait conduit a diviser par 3 la variance définie dans 1’équation 3.38. En pratique, ce type de réglage

conduit & un résultat trop optimiste et inconsistant.
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3.4.3.2 SLAM par intervalles

Nous présentons ici les résultats du SLAM par intervalles lorsque les erreurs sont centrées et
réparties uniformément. Les boites obtenues en ce qui concerne les positions du robot et des amers

sont présentées sur les figures 3.24 et 3.25 . Les aires et volumes obtenus sont quant a eux visibles sur

les figures 3.26 et 3.27.

On observe un meilleur comportement de I'algorithme lorsque lerreur est répartie uniformément
que lorsqu’elle est gaussienne. En effet, on constate que les boites obtenues sont visuellement plus
petites. Ceci est confirmé avec la visualisation des aires et volumes des boites. En ce qui concerne la

position du robot, on retrouve toujours les variations dues a la trajectoire circulaire.

La comparaison des résultats entre scenarii montre qu’il est nécessaire d’avoir au moins une bonne
odométrie ou des bonnes mesures. Ainsi, le scénario 5 ne fournit pas de bons résultats (en termes de
taille des boites). Diviser la borne sur erreur de mesure par 10 (sixieme scénario) a permis d’améliorer

nettement les résultats par rapport au scénario 5.
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3.4.3.3 Conclusion quant au cas uniforme centré

Nous avons présenté ici les résultats obtenus par les deux algorithmes lorsque les erreurs sont
réparties uniformément mais centrées. Les deux algorithmes se sont avérés consistants. Ce résultat
était attendu en ce qui concerne I'algorithme de SLAM par intervalles alors qu’il était moins évident

en ce qui concerne le SAM. Pour ce dernier algorithme, la bonne “ conversion des bornes des intervalles

en variances ” a beaucoup contribué a ce résultat.

De plus, on constate que I'algorithme de SLAM par intervalles reste plus conservatif que le SAM.
Ceci est visible en comparant les figures 3.22 et 3.26 (aires associées aux positions du robot) ainsi que
les figures 3.23 et 3.27 (volumes associés aux positions des amers). La figure 3.28 illustre également

I’aspect nettement plus conservatif du SLAM par intervalles.

Néanmoins, I’écart de performances est moins important que dans le cas gaussien. La distribution

uniforme des erreurs est plus favorable a I'algorithme de SLAM par intervalles.
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3.4.4 Cas uniforme biaisé

Nous présentons dans ce paragraphe les résultats obtenus lorsque les erreurs sur les capteurs con-
tiennent des biais. Simuler de telles erreurs devrait permettre de mettre en avant les bonnes perfor-
mances du SLAM par intervalles en ce qui concerne la consistance. Par contre, on s’attend a avoir des
problémes en ce qui concerne le SAM. Les deux algorithmes sont testés avec les 4 scenarii présentés
dans le tableau 3.3.

Les réglages effectués pour les filtres ne tiennent pas compte de la présence de biais. Nous les
effectuons en supposant que toutes les erreurs sont uniformément réparties et centrées.

Les bornes utilisées pour les scenarii 9 a 12 sont :

Erreur sur V? : dans [-0.1,40.1] m.s~!

Erreur sur w : dans [-0.02,4+0.02] rad.s~*

Erreur sur z : dans [—%, —i—%] rad pour les deux composantes

Ces bornes permettent d’assurer la consistance des intervalles. Pour chaque intervalle, au moins une

des bornes correspond a la borne réelle utilisée pour générer l'erreur (cf. tableau 3.3).

3.4.4.1 SAM

Les résultats concernant le SAM sont mauvais. En effet, toutes les estimations sont inconsistantes

avec le réglage initial. De plus, 'application du douziéme scénario a fait diverger 'algorithme (aucun
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| Scénario | Description Commentaires
— Erreur sur V* : uniforme dans [—0.1, 0] m.s
— Erreur sur w : uniforme dans [0, 4+0.05] rad.s™" - . .
9 . i i Biais sur les entrées mais pas sur les mesures.
— Erreur sur « : uniforme dans [—+g5, +55] rad
o T 1
— Erreur sur § : uniforme dans [— 735, +1a5] rad
— Erreur sur V7 : uniforme dans [~0.1, +0.1] m.s™"
— Erreur sur w : uniforme dans [—0.05, 4-0.05] rad.s ™" . . .
10 . 1n Biais sur les mesures mais pas sur les entrées.
— Erreur sur « : uniforme dans [0, +55] rad
~ Erreur sur 8 : uniforme dans [— 2, 0] rad
— Erreur sur V* :
1. uniforme dans [—0.1,0] m.s™' pendant la premiere
moitié de l'essai
2. uniforme dans [0,4-0.1] m.s™" pendant la seconde
moitié de l'essai
— Erreur sur w :
11 1. uniforme dans [0,40.05] rad.s™' pendant la Erreurs a biais variables sur les entrées et a biais
premiére moitié de l'essai constants sur les mesures.
2. uniforme dans [—0.05, 0] rad.s™" pendant la seconde
moitié de l'essai
~ Erreur sur « : uniforme dans [0, ++%] rad pendant tout
Pessai
— Erreur sur 8 : uniforme dans [— 118’5,0] rad pendant tout
I'essai
— Erreur sur V® : constante & —0.1 m.s™ . N . .
R 1 Erreurs constantes égales a la limite de ce qui est
— Erreur sur w : constante a 0.05 rad.s . . . . o
12 < i admis au niveau des intervalles. Il s’agit a priori
— Erreur sur « : constante a 355 rad PR .
. 8 du scénario le plus défavorable pour le SAM.
— Erreur sur 3 : constante a 7z rad

TABLE 3.3 — Scenarii pour le cas biaisé

résultat retourné). Les figures 3.29 et 3.30 montrent I'inconsistance des enveloppes a 99%, tant pour
le robot que pour les amers (dans le cas du neuviéme scénario).

Nous avons alors essayé de modifier les réglages du filtre. Nous avons multiplié I’ensemble des écarts
types utilisés par 2, puis par 4, 8 et 16. Seule la multiplication par 16 a permis de rendre consistants les
résultats obtenus sur le neuvieme scénario (cf. figures 3.31 et 3.32). Les scenarii 10 et 11 ont conduit
a des résultats inconsistants (pour toutes les tentatives de réglages), alors que le douziéme scénario a
systématiquement conduit a une divergence de ’algorithme.

Aucune conclusion positive ne peut étre tirée de ce dernier résultat. En effet, méme si multiplier
les réglages d’écarts types par 16 a permis d’améliorer la consistance de ’algorithme pour un scénario
précis, on ne peut en déduire de réglage global a appliquer pour contrer I'effet des biais.

Néanmoins, on a pu constater que les cas inconsistants ne génerent pas des trajectoires absurdes. En
effet, la dérive globale de 'odométrie est en général compensée et les amers sont disposés d’une fagon

cohérente. Ce qui est ici mis en cause est la trés mauvaise appréciation de ’erreur commise.
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3.4.4.2 SLAM par intervalles

Nous présentons ici les résultats concernant le SLAM par intervalles. Les figures 3.33 & 3.36 mon-
trent les boites obtenues pour I'état du robot et pour 40 amers. On peut constater que les résultats
sont consistants comme cela était prévisible. La figure 3.36 montre par ailleurs que les résultats four-
nis ne sont pas trop pessimistes par rapport aux hypotheéses. En effet, les erreurs générées dans le
douzieme scénario représentent le pire cas possible : elles sont a la limite des intervalles admissibles.
Dans ce cas, on s’attend a ce que les boites obtenues avec 'algorithme de SLAM soient a la limite de
Iinconsistance, ce qui est effectivement le cas. Le résultat concernant I'orientation du robot est encore
plus impressionnant : I'erreur réelle est constamment égale a la limite inférieure concernant l’erreur
admise.

Les figures 3.37 et 3.38 présentent les aires et volumes obtenus. On constate des variations entre les
scenarii, bien que les réglages effectués soient identiques. Cela montre que la facon dont sont générées les
erreurs peut avoir une influence assez conséquente sur le résultat. Néanmoins, les ordres de grandeurs

obtenus sont comparables. On retrouve également les variations classiques dues au caractere circulaire

de la trajectoire.
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FIGURE 3.33 — Résultats du SLAM par intervalles : scénario 9
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3.4.4.3 Conclusion quant au cas biaisé

Les résultats quant au cas biaisé montrent bien la supériorité du SLAM par intervalles dans ce cas.
Alors qu’il est impossible de garantir la consistance du SAM, l'algorithme de SLAM par intervalles

n’a posé aucun souci en ce qui concerne le traitement des biais, qu’ils soient variables ou non.

3.4.5 Résultats en visibilité réduite

Dans tous les résultats présentés dans les scenarii 1 a 12, tous les amers sont visibles & chaque
instant. Il s’agit de conditions tres favorables pour les algorithmes. Nous présentons dans ce paragraphe
quelques résultats obtenus lorsque tous les amers ne sont pas visibles simultanément. Nous avons repris

le huitieme scénario et avons testé quatre cas :

1. Les amers sont visibles a une distance infinie mais avec un angle de gisement compris entre

-60deg et 60deg.

2. Les amers sont visibles & une distance infinie mais avec un angle de gisement compris entre

-90deg et 90deg.

3. Les amers sont visibles a Iintérieur d’un cylindre centré sur le robot, de hauteur infinie et de

rayon 17m.

4. Les amers sont visibles a 'intérieur d’un cylindre centré sur le robot, de hauteur infinie et de

rayon 20m.

Les deux premiers cas peuvent se rapprocher d’un cas ou on observe un environnement ouvert avec une
caméra perspective (angle de vision réduit). Les deux autres, quant a eux, se rapprochent plus du cas
d’un robot dans un environnement fermé (comme un couloir), mais avec une caméra omnidirectionnelle
(pas de restriction quant a ’angle d’observation). Dans tous les cas, ’association des données est
connue.

Les résultats concernant les aires et volumes des zones de confiance sont fournis dans les figures
3.39 a 3.42.

Les résultats concernant le SAM sont trés proches de ce qui a déja été observé dans le scénario
8 en ce qui concerne les aires associées a la position du robot. En ce qui concerne les volumes des
ellipsoides de confiance, ils sont globalement assez proches des résultats initiaux. Certains amers ont

néanmoins des enveloppes dont le volume est multiplié par 10 voire 100, mais cela reste marginal. *

9. On peut noter que le volume de la majorité des amers reste tres faible. Néanmoins, une multiplication du volume
par 100 peut étre vue comme une multiplication de la taille des axes par 4; la taille des axes des ellipsoides des amers
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Par ailleurs, l'algorithme est toujours resté consistant.
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reste donc du méme ordre de grandeur.
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En revanche, les résultats du SLAM par intervalles sont nettement dégradés. Ceci est par ailleurs
illustré sur les figures 3.43 et 3.44 (a comparer avec les figures 3.24 et 3.25 pages 123-124). Les
dégradations sont nettement visibles sur la qualité du positionnement des amers. L’estimation de
la trajectoire du robot reste acceptable (notamment pour le cas 2). On remarque enfin apport de la
fermeture de boucle sur la figure 3.43 : la partie gauche du cercle de la trajectoire (pourtant observée
en dernier) possede des boites plus petites que la partie haute (pourtant observée avant), ceci grace a

la réobservation des amers initiaux.
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FIGURE 3.41 — Aires des boites concernant les positions du robot : scénario 8 visibilité diminuée (SLAM

par intervalles)
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3.4.6 Remarque sur la consistance du SAM

Nous avons vu dans les paragraphes 3.4.2 et 3.4.3 que l'algorithme de SAM est consistant lorsque
les erreurs sont centrées et le filtre bien réglé (scenarii 1 & 8 et les 4 essais a visibilité réduite). Par
ailleurs, la taille des ellipses semble raisonnable. Nous proposons de confirmer ce dernier résultat en
calculant I’estimation normalisée de I'erreur quadratique (NEES '°) pour les positions du robot. Cela

revient a calculer pour chaque scénario la variable ¢; définie ainsi :

€ = (XYFZ}ZS — X{,Pos) Emlgos (xfggg — X¢,Pos) (3.39)

ou XX };‘Z’S désigne la vraie position du robot & l'instant ¢ (x¢ et y;), X¢ pos la position fournie par le

SAM et 3 pos la matrice de variances-covariances associée.

Lorsque le filtre est consistant, la variable €; suit une loi du x? & dim (X¢,pos) degrés de liberté.
Pour que les résultats soient plus significatifs, nous proposons de moyenner cette variable sur I’ensemble
des 12 scenarii déclarés consistants. Cette méthode est celle utilisée dans [Bailey et al., 2006a] pour
montrer 'inconsistance de 'EKF-SLAM.

Soit ¢! la valeur de ¢; associé au scénario 7 et & I'instant ¢. Si le filtre est consistant, la variable Zgl el
suit une loi du x? & 12dim (x¢ pos) degrés de liberté (donc 24 degrés de liberté dans notre cas). Ainsi,
95% des réalisations de -5 Zgl el sont comprises dans l'intervalle [0.892,3.11]. Si le calcul du NEES
moyen est majoritairement en dessous de 0.892, le filtre sera trop pessimiste. S’il est majoritairement
au dessus de 3.11, il sera trop optimiste et donc inconsistant.

La figure 3.45 montre que l'algorithme de SAM est consistant sans étre trop pessimiste. Ceci

confirme les résultats observés dans les paragraphes 3.4.2 et 3.4.3.

3.4.7 Conclusion quant aux simulations

Nous avons présenté dans cette section les résultats obtenus par les deux algorithmes de SLAM en
simulation. Ceux-ci ont permis de mettre en évidence le bon comportement du SAM lorsque les
erreurs sont centrées et gaussiennes ou centrées et uniformes. Plus généralement, il semble
que ’hypothese d’erreur centrée et indépendante dans le temps suffise pour que le SAM soit consistant.
Néanmoins, il faut que les parametres de variances soient correctement choisis.

Les simulations ont également mis en évidence le comportement moyen du SLAM par intervalles

dans le cas gaussien. Le réglage de I’algorithme n’étant pas évident (I’hypothése gaussienne n’implique

10. Normalised Estimation Error Squared
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pas de borne stre sur 'erreur), le SLAM par intervalles a en général conduit a des résultats trop
pessimistes. Néanmoins, ceux-ci sont restés consistants. En revanche, le SLAM par intervalles a montré
un bien meilleur comportement dans le cas ou l'erreur est parfaitement bornée (et ou les bornes sont
connues), méme s’il a continué a rester trop pessimiste par rapport au SAM.

La supériorité du SLAM par intervalles a été mise en évidence lorsque les erreurs
sur les capteurs sont biaisées. Alors que le SAM est inconsistant, le SLAM par intervalles a
retourné des résultats consistants dont le niveau de pessimisme semble cohérent avec le type d’erreur
appliqué. Il convient néamoins de rappeler une des hypotheéses du SLAM par intervalles (hypothese
citée dans le théoreme 2.8 page 74) : les intervalles utilisés en entrées sont consistants. Ceci signifie
qu’il n’y a aucun outlier. Ainsi, la présence d’une seule mesure aberrante peut suffire & générer des
intersections vides empéchant la bonne exécution de I'algorithme. Ce probleme est aussi présent avec
le SAM, mais dans une moindre mesure ; le support de la densité de probabilité gaussienne n’étant pas
borné, la présence de quelques mesures aberrantes !! peut étre acceptable. Ainsi, il est recommandé
voire indispensable (pour le SLAM par intervalle) de pré-traiter les mesures avec un algorithme robuste
de rejet des points aberrants (cet aspect n’est pas abordé dans ce travail).

En conclusion, ces simulations ne permettent pas de désigner un algorithme qui soit meilleur dans
tous les cas de figure. Si les erreurs de nos capteurs sont centrées, le choix d’une méthode probabiliste
semble plus judicieux. Mais si ce n’est pas forcément le cas, le SLAM par intervalles donnera de

meilleurs résultats. Il faut néanmoins que les bornes des erreurs ne soient pas trop grandes pour que le

11. La fréquence des points aberrants doit étre compatible avec la loi gaussienne.
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résultat reste exploitable. Dans le cas ot les erreurs ne sont pas centrées, 1’algorithme de SAM donnera

en général des résultats exploitables 2 mais inconsistants.

3.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre la comparaison entre deux algorithmes de SLAM : un al-
gorithme déterministe (le SLAM par intervalles) et un algorithme probabiliste (le SAM). Nous avons
étudié en détails application de ces algorithmes au cas du SLAM 2D /3D. Nous avons tenté d’apporter
une solution a tous les probléemes pratiques posés, les deux principaux étant 'initialisation des amers
(SAM et SLAM par intervalles) et le probleme d’orientation des boites (SLAM par intervalles).

Nous avons proposé un protocole de simulation visant a mettre en avant les principaux avantages
et inconvénients des deux méthodes. Nous avons finalement montré qu’il n’existe pas d’algorithme
beaucoup plus performant dans tous les cas. Néanmoins, on a pu remarquer que 'algorithme de SAM
reste souvent consistant, et lorsqu’il ne I'est pas, les résultats ont une certaine cohérence. Le SLAM par
intervalles, quant a lui, nécessite que toutes les mesures soient bornées :aucune valeur aberrante
n’est tolérée. Dans le cas du SLAM visuel, cette derniere hypothese est tres difficile a assurer : la
mise en correspondance image par image est un processus difficile. Ainsi, il parait difficile de garantir
que les hypotheses nécessaires a ’analyse par intervalles soient réunies.

L’approche de SAM nous paralt donc plus appropriée que I’analyse par intervalle pour le cas du
SLAM visuel. Dans les expérimentations de Luc Jaulin ([Jaulin, 2009a]), on retrouve des résultats
comparables entre méthode par intervalles et méthode probabiliste. Il convient de remarquer que ce
cas est différent du nétre. Le nombre de capteurs présent est plus important (il y a notament un GPS
disponible a plusieurs endroits clés de la trajectoire). De plus, la mise en correspondance était effectuée
a la main et garantie (dans le cas du SLAM visuel, il faudrait trouver un moyen pour éliminer les
mauvaises mises en correspondances, ce qui n’est pas trivial). Enfin, le systéme de mesure associé aux
amers comprenait a la fois Pangle et la distance (on parle alors de SLAM range and bearing). Ainsi,
on peut remarquer que le rapport entre la quantité d’information obtenue par le robot et le nombre
d’état a évaluer est nettement plus favorable dans le cas du sous-marin présenté dans [Jaulin, 2009a].
Dans le cas du SLAM visuel, la méthode semble pouvoir étre employée, mais ses performances seraient

moindres dans la plupart des situations.

12. Dans le sens ou la position retournée est cohérente avec la réalité. Par exemple, on retrouvait bien la caractere
circulaire de la trajectoire dans les simulations. Méme si celle-ci n’est pas exacte et que l'erreur prédite n’est pas bonne,
il n’y a pas une divergence totale.
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Au final nous avons représenté un récapitulatif de toutes les méthode proposées dans cette premiere
partie dans lee tableau 3.4. Nous choisirons pour la suite la méthode de SAM pour lestimation. C’est
la méthode qui nous semble réunir le plus d’avantages dans le but d’avoir une estimation consistante
dans des conditions réalistes. Les autres méthodes probabilistes ne proposent pas les mémes propriétés
de consistance, et le SLAM par intervalles, quant a lui, parait trop contraignant pour l'utilisation dans

des conditions réelles.
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Complexité | Consistance | Exploitation du résultat Observations

Les ellipses de confiance
deviennent trop petites au
EKF- fur et a mesure des itérations
SLAM o o + (méme lorsque les bruits
sont gaussiens centrés).
Néanmoins, le résultats reste
globalement exploitable.

L’aspect particulaire ne per-
met pas de définir facile-
Fast- ment d’ellipse d’erreur pour
SLAM +-+ - - les amers. Par ailleurs la
dégénérescence des particules
peut étre problématique en
cas de fermeture de boucle.
Le SAM délivre un résultat
consistant tant que les bruits
ne sont pas biaisés. Dans
_ le cas de petits biais, le
SAM LR T résultat devient inconsistant
mais il reste assez cohérent.
Les temps de calculs sont sim-
ilaires a ceux de 'EKF.
Le SLAM par intervalles a
tendance a étre trés pes-

SLAM + (Court terme) simiste sur le long terme, ren-

par _ R — (Long terme) .dant so’n résultat diﬂiciliment
interprétable. Par ailleurs, les

résultats sont dégradés lors de
la présence de mesures aber-
rantes.

intervalles (Intervalles
mal connus)

TABLE 3.4 — Récapitulatif des principales méthodes de SLAM visuel — La premiere colonne fournit
une évaluation de la complexité des algorithmes. Les algorithmes les plus rapides a fournir un résultat
sont mieux notés. — La seconde colonne, fournit des résultats concernant la consistance des algorithmes,
ie. la capacité a fournir des enveloppes d’erreur qui ne soient pas trop petites. — La troisieme colonne,
quant a elle, évalue la facilité globale d’exploitation du résultat. Par exemple, si les enveloppes d’erreurs
sont trop grandes, le résultat sera peu exploitable.
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Nous avons présenté dans la premiere partie du manuscrit diverses méthodes de filtrage. Pour tous
les algorithmes présentés, nous avons essayé de rester le plus général possible. Tout au plus, nous avons
introduit des modeles de mesures génériques (de type laser ou mesures d’angle). Dans cette seconde
partie, nous présentons des résultats obtenus dans des situations réelles. Le capteur utilisé afin de
percevoir I’environnement est une caméra omnidirectionnelle.

Dans ce chapitre, nous proposons de rappeler les bases de la vision par ordinateur. Nous verrons
dans un premier temps la géométrie projective appliquée au cas perspectif (section 4.1). Nous verrons
les principaux aspects concernant le modele de projection planaire utilisé en vision par ordinateur
ainsi que la détection et 'appariement de points d’intéréts. Nous montrons dans la seconde section les
limitations de la vision classique dans le cadre d’une application au SLAM. Nous décrivons enfin dans
la section 4.3 les principaux aspects de vision avec une caméra omnidirectionnelle.

Dans le cadre de cette these, nous n’avons pas développé de méthode originale de vision : nous
nous inscrivons surtout en utilisateurs de méthodes existantes. Ainsi, le but de ce chapitre n’est pas
de présenter de nouveaux algorithmes de traitement d’images. Il s’agit juste de donner un apercu des
méthodes existantes et de montrer le travail bas niveau nécessaire avant d’utiliser les méthodes de
SLAM décrites. Le lecteur intéressé par plus de détails se reportera aux ouvrages et publications de

références cités dans le chapitre.

4.1 Caméra perspective

Nous proposons dans cette section de décrire les divers aspects de la vision par ordinateur avec une
caméra projective classique. Pour cela, nous décrivons d’abord le modele sténopé de caméras. Nous
présentons ensuite les bases de la géométrie épipolaire. Enfin, nous décrivons le type de primitive

utilisé dans les images et quelques méthodes d’extraction et de suivi.

4.1.1 Modélisation d’une caméra perspective

En vision par ordinateur, on utilise I’approximation du modele sténopé pour la caméra perspective
classique (modele pinhole dans la littérature anglo-saxone). Soit C le centre optique de la caméra.
L’origine du repere de la caméra est prise en C et son troisitme axe (z) est pris dans la direction
de I'axe optique (figure 4.1). Soit Z le plan image, situé a une distance f du centre de la caméra (f
désigne la distance focale de la caméra). L’image capturée par la caméra sera définie par la projection

de la scéne sur ce plan, apres discrétisation sur la grille de pixels (définie par le capteur).
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FIGURE 4.1 — Modele sténopé de caméra : projection sur le plan unitaire (étape indépendante des
parametres de la caméra), puis transformation en pixels grace a la matrice des parameétres intrinseques.

Soit M un point de l'espace 3D vu par la caméra dont les coordonnées (x 7, yar et zpr) sont données
dans le repere de la caméra. Nous cherchons dans ce paragraphe a calculer les coordonnées en pixels
de la projection de M dans I'image. On note m sa projection sur le plan unitaire (ie. le plan paralléle
au plan image (noté m,), mais a une distance unitaire du centre de la caméra), dont les coordonnées
sont %, % et 1.1 Le point m n’est pas utilisé directement. La mesure finale en pixels (p) est donnée

par la projection de m dans le repere du capteur :

u fku fkycotd wug z_]]g
p — v = 0 fsﬁij Vo % (41)
1 0 0 1 1

ol on a défini les parametres intrinseques suivants :

ky et k, : facteurs d’agrandissement de I'image (exprimés en pixels/mm). En général, on a k, = k,

(cas classique d’une matrice de pixels carrés),

ug et vg : coordonnées de la projection du centre optique de la caméra dans le repére du capteur

(exprimés en pixels)

¢ : angle entre les axes du repere image. Les capteurs des caméras sont en général constitués d’une

1. m définit donc les coordonnées homogenes de M dans 'espace projectif. Il s’agit plus précisément des coordonnées
homogenes unitaires (la troisitme composante étant fixée a 1).
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matrice de pixels carrés (on a alors généralement ¢ = 7/2).

La matrice définie dans 1’équation 4.1 est invariante par multiplication de la distance focale par
un scalaire « et division de k, et k, par ce méme scalaire. On choisit donc de simplifier cette matrice

en regroupant la distance focale réelle avec les facteurs d’agrandissement. On pose :

fu sfu uo
P=1{0 f, w|m (4.2)
0 0 1
N——— —m—
K

ou on a défini :

— fu = [ky : la distance focale horizontale (exprimée en pixels),

— fo= Sjic rlf;) : la distance focale verticale (exprimée en pixels),

— s = cot ¢ : le facteur d’obliquité (skew factor en anglais).
La plupart des caméras vérifient f, = f, et s = 0. K est la matrice des parametres intrinseques :
elle ne dépend que de la caméra. Elle peut étre obtenue apres calibration de la caméra a l’aide de
mires ([Hartley et Zisserman, 2000]). Il existe également des méthodes d’autocalibration permettant

de calibrer les caméras sans mire connue ([Faugeras et al., 1992; Sturm, 1997)).
4.1.2 Géométrie épipolaire

La géométrie épipolaire est utilisée en vision stéréoscopique ou dans le cadre de séquences vidéos.
Soient deux caméras de centres optiques respectifs Cq et Co et dont les matrices des parametres
intrinseques sont K et Ka. Il peut s’agir de deux caméras physiquement différentes (cas par exemple
d’un banc stéréoscopique) ou alors d’'une méme caméra que I'on déplace entre deux instants (dans ce
cas, les deux caméras partagent les mémes parametres intrinseques). On suppose par ailleurs que les
deux caméras capturent la méme scene de deux endroits différents.

Soit M un point capturé par les deux caméras (dont les coordonnées sont données dans le repere de
la caméra 1). On note my le vecteur des coordonnées homogenes associées a la projection de M sur le
plan unitaire de la caméra 1 (exprimé dans le repere de la caméra 1) et mg le vecteur des coordonnées
homogenes associées a la projection de M sur le plan unitaire de la caméra 2 (exprimé dans le repére
de la caméra 2). Soient R = 1Ry et t = 1t5 les parametres de la transformation entre les repeéres des
caméras 1 et 2 (matrice de rotation et vecteur de translation). Les coordonnées de M dans le repere

de la caméra 2 sont alors données par :

M =R" (M —1t) (4.3)
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La définition des coordonnées des vecteurs my et mg (projection sur le plan unitaire z = 1) nous

permet d’écrire :

m; = OélM (44)

my = a’M = asR7T (M —t) (4.5)

ol aj et g sont des constantes scalaires. Soit [t]x la matrice antisymétrique induite par t, définie

par :
0 —t. t, .
[t]x = | L. 0 —t, (en supposant que t = [tx ty tz] > (4.6)
~ty, ty 0

[t]« permet alors de définir le produit vectoriel par t de maniére matricielle (¥Vx € R?, [t]xx =t x x).

En multipliant I'équation 4.5 & gauche par mi [t]« R et en utilisant le fait que M = mjy /a1, on obtient :

1
m{[t]Xng = a9 06_1 m{[t]xml —mlT [t]xt ] =0 (4.7)
0 0

Dans I’équation 4.7, la premiere accolade correspond a la définition matricielle du produit mixte entre
les vecteurs my, ms et my. Celui-ci est nul car il contient deux fois my. La deuxieme accolade, quant
a elle, correspond au produit vectoriel de t par lui-méme : il est donc nul.

Ainsi, I"équation 4.7 nous permet de définir la contrainte épipolaire dans I’image normalisée :
m! Emy =0 (4.8)

ol on a défini la matrice essentielle E par :
E = [t]xR (4.9)

La contrainte épipolaire définie dans le plan unitaire peut également étre définie dans 'image.
Soient py et p2 les coordonnées homogenes (unitaires) de la projection de M dans les images Z; et

5. Celles-ci sont liées & my et mo par la relation :

p1 = Kimy
{pz " (4.10)

On peut alors utiliser les équations 4.9 et 4.10 pour définir la contrainte épipolaire dans les images.
On a donc :

piFpz =0 (4.11)
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C,

FIGURE 4.2 — La contrainte épipolaire (projetée dans les plans images)

ou on a défini la matrice fondamentale F par :
F = K;7[t]xRK5! (4.12)

On définit également le plan épipolaire II(M) associé & M comme le plan passant par M, C; et
Cy (cf. figure 4.2). L’intersection de II(M) dans les images 1 et 2 définit les droites épipolaires dj et
ds. Ces deux droites correspondent aux contraintes épipolaires. Si la transformation entre les deux
caméras est connue, que la position de M est inconnue (mais que 'on a obtenu le point p; dans
I'image 7;), alors I'observation de M dans Iy appartiendra a la droite da. Les parametres de d; et da

se déduisent facilement de la contrainte épipolaire (équation 4.12) :

{ di = Fpz (p2 est supposé connu) (4.13)

d2 = FTp; (pi est supposé connu)

L’intérét de la géométrie épipolaire est de fournir des contraintes entre différentes vues. Ainsi, dans
le cas d’'une séquence vidéo ou les parametres de la caméra sont constants (K1 = Ka), elle permet de
calculer la position des points observés, la pose de la caméra, voire les deux. Les contraintes épipolaires
sont également utilisées en calibration. Elle peut également servir pour calibrer la transformation
géométrique entre deux caméras d’un banc stéréoscopique (avec en général K; # Ka) Dans cette
these, elles seront utilisées pour la mise en correspondance de points d’intérét (un test basé sur cette

contrainte permet d’éliminer les principaux mauvais appariements).
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4.1.3 Extraction et suivi de primitives

4.1.3.1 Choix du type de primitive

Nous avons pu voir dans les chapitres précédents que notre approche de SLAM est paramétrique.
Nous supposons que chaque amer est défini par un vecteur d’état, mesuré par le biais d’une fonction
de mesures (fonction h).

Parmi les types de primitives géométriques pouvant étre considérés, nous avons :

Des plans : ils peuvent étre détectables a I’aide de contours fermés dans les images (et de propriétés
des textures). Ils peuvent étre paramétrés dans l’espace 3D a l'aide d’un point et du vecteur
normal ou encore par leurs coordonnées de Pliicker. En I'absence de connaissance a priori sur
la scene, le vecteur de mesures associé a un plan n’est pas évident. En effet, un plan peut
étre observé dans les images par le biais d’un contour, d’une texture ou encore de points
caractéristiques. Il faut par ailleurs garder a ’esprit que notre application finale est 1'utilisation

d’une caméra omnidirectionnelle. La détection des plans est alors encore plus difficile.

Des lignes : les lignes sont détectables facilement dans les images. Elles peuvent étre paramétrées
par un point et une direction ou par deux points s’il s’agit d’'un segment. Comme pour le cas du
plan, le vecteur de mesures associé a une ligne n’est pas trivial. Une ligne est en effet constituée
d’une infinité de points. On pourrait par exemple utiliser une représentation paramétrique des
droites dans les images. Par ailleurs, dans le cas des images omnidirectionnelles, les projections
des lignes seront des courbes (exceptées les droites verticales qui seront des droites radiales), ce

qui rend leur détection et leur suivi encore difficile et souvent instable.

Des points : ils sont détectables facilement dans les images. Par ailleurs, leur paramétrisation 3D
est aisée (3 coordonnées dans I'espace) et le vecteur de mesure est trivial (les coordonnées d’un
pixel, voire un couple d’angles si on considére une information de plus haut niveau?). Enfin, il
est assez aisé de caractériser la matrice de variances-covariances associée au vecteur de mesures.
Cette derniere est en effet directement liée a la qualité du détecteur utilisé pour extraire les
points d’intéréts.

Parmi tous ces exemples, la primitive de type °

‘ points ” nous parait la plus appropriée pour notre
application. En effet, les points 3D se projettent dans les images en point. Il s’agit de la seule primitive

dont la représentation dans le vecteur d’état et I’expression du vecteur de mesures sont simples a

2. Il est facile de montrer qu’il existe une application bijective du plan image vers une partie des vecteurs unitaires.



156 Introduction aux techniques de vision perspectives et omnidirectionnelles Chap. 4

manipuler ; il s’agit d’un critére important pour 'utilisation de I'algorithme de SAM. L’utilisation des
primitives de type plans et lignes conduirait & des fonctions de projection dans l'image (fonction h)
nettement plus compliquées. Ces deux dernieres primitives sont par ailleurs difficiles a détecter dans

le cas d’'un capteur omnidirectionnel.

4.1.3.2 Meéthodes d’extraction des points d’intéréts

De nombreuses méthodes existent quant a l'extraction de points d’intéréts. L’idée est en général
de chercher des zones de fort gradient dans les images (les points d’intéréts étant des zones de forte
discontinuité). Plusieurs types de points d’intéréts existent. On pourra notamment citer 'opérateur
de Beaudet ([Beaudet, 1978]), le détecteur de coins de Moravec ([Moravec, 1977]) ou encore sur le
détecteur Kitchen et Rosenfeld ([Kitchen et Rosenfeld, 1982]). Nous retiendrons surtout le détecteur
de Harris et Stephens ([Harris et Stephens, 1977]), que nous proposons de décrire plus en détail.

Considérons un pixel (ug,vo) d’'une image I (& chaque pixel (u,v) de 'image est associée un niveau
de gris I(u,v)). Calculons la différence entre I'image courante et I'image décalée de = et de y. Nous

définissons Ey, v, (x,y) comme la somme pondérée (sur tous les pixels de 'image) de cette différence :
Euypo(x,y) = Z Z wo(u, v) (L(u,v) — I(u + z,v +y))? (4.14)
u v

ol wy est une fonction positive de R? dans R qui est trés proche de zéro (voire nulle) lorsque son
argument est en dehors d’un voisinage Vo de (ug,vg). > Dans le cas du détecteur de Harris, on utilise
une fonction gaussienne (définie de sorte & ce qu’on puisse la couper en dehors de Vo #) et centrée sur

(ug,vo) afin de privilégier le centre dans le calcul de la moyenne :

wo(u,v) = exp (—% ((u —ug)® + (v — 00)2)> (4.15)

“ réglage ” permettant de définir la taille de V. La définition de ce masque

ou ¢ est un parametre de
gaussien permet de garantir l'isotropie dans le calcul de la somme. Par ailleurs, il permet de limiter
les effets de bruits que 'on observe en utilisant des masques binaires. En supposant que x et y sont

suffisamment petits, un développement au premier ordre non nul de ’équation 4.14 donne :

(4.16)

<I?> < LI, >z
Euo,vo("’”’y)%[m y] 7 2" }[]

<LIL,> <I}>]ly

M

3. Dans la cas du détecteur de Moravec, on utilise directement la fonction indicatrice de Vo (0 ou 1).
4. Cela évite de calculer une moyenne sur toute 'image alors que presque tous les coefficients sont nuls.
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avec

<I’> = ZZ’U)O (u,v) g— v)
<I;> = Zzwo (u,v) a_y ,0) (4.17)
<ILJI,> = ZZ’U)O (u,v) aI L) - g;(u v)

QJ

Q”I

Il est facile de montrer que (< 1,1, >)2 << I2>< Ig > et donc que la matrice M est symétrique
positive. Elle possede donc deux valeurs propres positives. Si le voisinage V) considéré contient un
point d'intérét (typiquement un coin), on s’attend a ce que la valeur E, ., (x,y) soit “ grande ” quel
que soit le décalage (z,y) considéré. D’apres 1'équation 4.16, les deux valeurs propres de M doivent étre
“ grandes ” dans ce cas la. Si V) contient un contour, on s’attend a ce que E 4, (z,y) soit important
dans une direction privilégiée (orthogonale au contour) et trés proche de zéro (le long du contour)

dans la direction orthogonale. La diagonalisation de M doit faire apparaitre ces deux directions. Dans

“ b

ce cas, on doit avoir une valeur propre “ grande ” et I'autre proche de zéro. Enfin, si le voisinage
ne contient pas de point d'intérét ni de courbe, E, ., (z,y) doit étre “ assez petite ” dans toutes les
directions; il en est donc de méme pour les valeurs propres. Ainsi, le calcul des valeurs propres de
la matrice M pour tous les pixels caractérise la présence de points d’intéréts. Il suffirait par exemple
de chercher les maxima locaux de la fonction min(A;(u,v), A2(u,v)), (ot A\j(u,v) et A2(u,v) sont les
valeurs propres de la matrice M calculée au pixel (u,v)). Néanmoins, Harris et Stephens proposent

une méthode pour éviter de calculer les valeurs propres de M pour chaque pixel. Pour cela, ils évaluent

le critere défini par :

K (ug,vg) = det M — k x trace’M (4.18)

ol k < 1 est un scalaire positif choisi “ suffisamment petit mais pas trop ”. Pour discuter de I'intérét de
cette expression, considérons A\; et Az (A1 < Ag) les deux valeurs propres de M. On a alors det M = A1\,

et trace?M = (A1 + A2)%. Reprenons désormais les 3 cas vus au paragraphe précédent :

1. A1 et A9 “ grands 7 (il y a un coin dans le voisinage du pixel). Dans ce cas, A\j Ay est grand
aussi, et (A; + \2)? également. Si k est suffisamment petit, de sorte que le terme k(A1 + X2)? soit

négligeable devant Aj Mo, alors K (ug,vg) est largement positif. 3

2. A1 “petit 7 et Ay “grand ” (il y a un contour dans le voisinage du pixel). Dans ce cas, A Ay sera

d’autant plus petit que A\; I'est et (A; + A2)? sera beaucoup plus grand (de I'ordre de A\3). Si k

5. Si A1 et A2 sont du méme ordre de grandeur (ie. A2/10 < A1 < A2), alors le critére sera assurément positif des que
k < 1/22 (= 0.045).
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n’est pas trop petit, k(A1 4+ A2)? restera plus grand que A;Ag, et le tout sera négatif. 6
3. A1 &= A2 = 0 (zone uniforme). Dans ce cas, le critére sera également proche de zéro.

Ainsi, lorsque 'expression définie dans I’équation 4.18 est suffisamment grande, le voisinage du pixel
considéré contient certainement un point d’intérét. En général, I’algorithme final revient a extraire les
maxima locaux du critere et a garder ceux supérieurs a un certain seuil. Par ailleurs, on décompose en
général 'image en plusieurs fenétres, dans lesquelles on limite le nombre de points (on ne garde que les
N meilleurs scores) afin d’éviter d’avoir trop de points dans les zones fortement texturées. Concernant
le réglage du parametre k, la littérature préconise de le choisir proche de 0.04; il s’agit d’un résultat

acquis par l'expérience [Ma et al., 2003]).

4.1.3.3 Mise en correspondance de points d’intéréts

La mise en correspondance des points d’intéréts entre deux images est la base du suivi de ces points
le long des séquences. Pour cela, plusieurs méthodes sont proposées dans la littérature. Nous proposons
ici d’utiliser un descripteur associé a chaque point. Ce descripteur doit permettre de caractériser les
points suffisamment finement pour ne permettre qu'un nombre limité de faux appariements, mais il
doit également étre invariant & un certains nombre de transformations pour prendre en compte les
modifications de I'image autour du point pendant le déplacement de la caméra. Par exemple, considérer
un simple patch de taille fixe autour du point serait une méthode non robuste. En effet, il faudrait
prendre en compte les changement d’échelles (dans le cas ot la distance au point varie) et les distorsions
(dans le cas d’une rotation de la caméra).

Nous proposons d’utiliser le descripteur SIFT (Scale Invariant Feature Transform) pour les points
d’intéréts ([Lowe, 2004]). Il s’agit d’une méthode de description locale de I'image invariante aux change-
ments d’échelle, de perspective, d’éclairage et particulierement robuste au bruit. Au final, le descripteur
obtenu est un vecteur de dimension 128 représentant 'orientation du gradient dans le voisinage du
point. La taille de ce vecteur fait que le descripteur SIFT est cotiteux a calculer, rendant compliquée son
implémentation pour des conditions temps réel. Enfin, on peut noter que cette approche a été évaluée
comme l'une des plus performantes dans une étude comparative des descripteurs locaux ([Mikolajczyk
et Schmid, 2005]). Nous ne détaillons pas plus en détails ce descripteur. Le lecteur intéressé pourra se

repporter aux publications de références.

6. Si A1 est de deux ordres de grandeur au moins inférieur & A2 (ie. 0 < A1 < A2/100), alors le critére sera assurément
négatif des que k > 1/102 (= 0.0098).
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L’utilisation des descripteurs SIFT permet d’obtenir un premier jeu de mises en correspondances.
Celui-ci n’est en général pas optimal et un nombre non négligeable d’associations aberrantes sont
souvent présentes. Nous tentons de les éliminer par une approche de type RANSAC (RANdom SAmple
Consensus). 1l s’agit d’une approche non déterministe, introduite pour la premiere fois par Fischler et
Bolles ([Fischler et Bolles, 1981]). Le principe de 'approche RANSAC est de sélectionner aléatoirement
un certain pourcentage des mises en correspondances initiales. A partir de cet ensemble, on effectue
une premiere approximation de la matrice fondamentale (on peut montrer qu’il faut au moins 9 mises
en correspondances distinctes pour faire le calcul). Ensuite, on teste la contrainte épipolaire sur les
mises en correspondances restantes. Si le nombre de points satisfaisant la condition (& un niveau de
précision pres) est suffisant, I’algorithme est arrété. Sinon, il est possible que trop de points aberrants
alent été pris en considération lors du calcul de la matrice fondamentale et un nouvel échantillonnage
est effectué. L’algorithme s’arréte lorsqu’un consensus a été obtenu, séparant ainsi les bonnes mises en
correspondances (inliers) des mauvaises (outliers).

Il existe d’autres méthodes de mise en correspondances (utilisant des aspects géométriques, ou
encore d’autres descripteurs...). Le but de ce chapitre n’est pas de toutes les décrire le lecteur intéressé

pourra par exemple se référer a [Brandou, 2008] ou plus de méthodes sont présentées.

4.2 Limitations de la vision perspective classique et technologies
existantes pour les contourner

Nous avons présenté dans la section précédente les principaux aspects de la vision par ordinateur
avec une caméra perspective classique. Nous proposons dans cette section de présenter les limitations
de ce type de capteur. Nous verrons également les principales approches pour prendre en compte ces
limitations.

Dans le cas de la vision perspective, nous avons utilisé la projection planaire : tous les points
visibles sont projetés sur le plan unitaire. Certaines limitations apparaissent clairement. La premiere

)

d’entre elle est que seul un demi-espace est “ projetable ” sur le plan. Cette limitation dans le modele
de projection est une conséquence logique du matériel utilisé : celui-ci ne permet de voir que ce qui
est devant la caméra. En termes d’angle de gisement, cela implique au mieux une plage d’utilisation
comprise dans 'intervalle [—7 /2, /2]. En pratique, il n’est pas possible d’atteindre un champ de vision

aussi élevé.

Pourtant, il apparait tres intéressant dans le cadre du SLAM de pouvoir bénéficier d’un angle de



160 Introduction aux techniques de vision perspectives et omnidirectionnelles Chap. 4

FIGURE 4.3 — Intérét d’un champ de vision a 360 degrés — Dans le cas de ce demi-tour rapide,
I'intégralité de la sceéne reste visible entre le début de la manceuvre (a) et la fin (d). Ceci permet
d’obtenir une tres bonne continuité dans le suivi des points. Le résultat du SLAM se retrouve alors
mieux contraint que dans le cas ou la moitié des points auraient disparus puis seraient réapparus.

vision élevé. Ceci permet de garder des points d’intérét dans le champ de vision dans le cas de grandes
rotations du robot. La figure 4.3 illustre cet aspect. On peut par ailleurs remarquer que la plupart des
autres approches de SLAM (autres que visuelles) emploient des capteurs qui permettent de percevoir
lenvironnement a 360 degrés (c’est notamment le cas des approches utilisant des lasers rotatifs ou des
ceintures d’ultrasons). Plusieurs approches technologiques permettent d’étendre le champ de vue dans
le cas du SLAM visuel. Un état de I'art des différentes approches est proposé dans [Yagi, 1999]. Nous

retiendrons surtout les 3 approches suivantes :

1. Objectif trés grand angle (caméra fish-eye en anglais) : dans ce cas, la caméra utilisée
permet de couvrir un champ de vision proche de 180 degrés, au prix d’importantes distorsions
(cf. figure 4.4). Ce type de caméra est notamment utilisée dans [Royer et al., 2007]. Néanmoins,
les caméras fish-eye ne permettent pas une vision a 360 degrés, ce qui les rend finalement a peine

meilleures que les caméras perspectives classiques.
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2. Plusieurs images perspectives : dans ce cas, I'idée est d’utiliser plusieurs caméras perspec-

“ >

tives classiques montées sur une “ ceinture ” pour avoir une image & 360 degrés (figure 4.5).
L’inconvénient majeur est le traitement indispensable pour obtenir 'image finale. Par ailleurs,
I'image obtenue étant composée de nombreuses images numériques classiques, I'image finale est
de tres haute résolution, ce qui rend les traitements bas niveaux tres longs a réaliser. Enfin, il
est nécessaire de calibrer les changements de repéres entre les caméras. Pour ces raisons, nous
choisissons de ne pas utiliser ce type de matériel pour notre application. Ce type de caméra est
en revanche utilisée par 'IGN et également par I'entreprise Google pour son application Street

View.”

3. Caméra avec miroir convexe : dans ce cas, la caméra filme un miroir convexe qui reflete la
scene a 360 degrés. On a ainsi de véritables images omnidirectionnelles (comme sur la figure 4.3)
au prix d’une distorsion importante dont il faut tenir compte (ce qui implique d’utiliser des

techniques adaptées de traitement d’images). Par ailleurs, la résolution des images utilisées est

13 Y

raisonnable en comparaison a la résolution de la “ super-image ” que 'on peut obtenir avec
la seconde méthode. Des photos de ce type de caméras sont présentées sur la figure 4.6. L’in-
convénient majeur est le montage mécanique sujet aux vibrations (le mouvement du miroir par
rapport a la caméra). Par ailleurs, les miroirs sont difficiles a usiner et il faut s’assurer que 1’axe

optique de la caméra soit aligné avec I'axe de révolution du miroir.

Au final, nous utiliserons dans la suite une caméra couplée a un miroir convexe ie. une caméra om-
nidirectionnelle. Les dynamiques que nous utiliserons dans nos expérimentations sont compatibles
avec 'utilisation de ce type de caméra (en termes de vibrations). Nous consacrons donc la suite de

cette section a la description des principaux aspects liés a la vision omnidirectionnelle.

4.3 Caméra omnidirectionnelle

Nous présentons dans cette section les principaux aspects liés a la vision omnidirectionnelle. Dans
un premier temps, nous montrons les particularités de la modélisation et notamment 1'utilisation de
la projection sphérique. Nous évoquons ensuite les modifications & apporter quant aux traitements

classiques.

7. Eventuellement, le systéme multi-caméras peut étre remplacé par une caméra unique montée sur une tourelle pan
and tilt. Les temps d’acquisitions sont alors longs (ce qui est incompatible avec une application en robotique mobile) et
les traitements “ d’assemblage ” sont toujours présents.
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FIGURE 4.5 — Ceinture de caméras utilsée par 'IGN dans le cadre du projet Stereopolis ([Paparoditis,
2000]) — (a) Schéma du montage — (b) Exemple d’image treés haute résolution obtenue (20 mégapixels)

FIGURE 4.6 — Deux caméras omnidirectionnelles — (a) Montage utilisant un miroir hyperbolique —
(b) Montage utilisant un miroir parabolique.
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4.3.1 Modélisation de la vision omnidirectionnelle

4.3.1.1 Introductions aux différents modeles

Nous présentons ici la modélisation des capteurs centraux catadioptriques. Les capteurs sont
dits centraux s’ils satisfont la contrainte d’un centre de projection unique. Ainsi, un point de
I’espace 3D ne peut se projeter que sur un seul point de 'image. Il s’agit d’une contrainte qui limite
la forme des miroirs utilisables. Par exemple, les miroirs sphériques ne satisfont pas cette contrainte
(cf. figure 4.7). La présence de plusieurs centres de projection induit des propriétés particulieres qu’il
est difficile d’exploiter ; c¢’est pourquoi nous nous limitons a 1’étude des capteurs centraux.

Les capteurs envisagés incluent la combinaison d’une caméra classique et d’un miroir dont la forme

est une quadrique de révolution parmi :
1. ’hyperboloide
2. D’ellipsoide
3. la paraboloide : dans ce cas, on ajoute une lentille télécentrique dans le montage car apres

projection sur le miroir tous les rayons sont paralleles a I’axe optique de la caméra ([Mei, 2007])

4. un plan (cas dégénéré) : dans ce cas, on se rameéne au cas de la vision perpective classique.
L’utilisation d’un miroir plan n’a donc aucune utilité pratique. Néanmoins, il existe un intérét

théorique qui apparaitra au moment de la description du modele unifié (paragraphe 4.3.1.2).

Les modeles de projection associés a ces quatre classes de capteurs sont présentés sur la figure 4.8.
Il apparait alors que 'utilisation de quatre modeles différents peut s’avérer pénalisant en termes de
modélisation. Joao P. Barreto et Christopher Geyer ont montré dans leurs theses qu’il est possible
d’unifier ces classes de capteurs au sein d’un seul et unique modele, au prix de la définition de nou-

veaux parametres ([Barreto, 2003; Geyer, 2003]). Le modele de projection utilisé est sphérique. Nous

FIGURE 4.7 — Exemple de caustique due & la réfraction d’un rayon sur une sphére ([Swaminathan
et al., 2006])
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présentons ici une définition légerement modifiée du modele de Barreto et Geyer ; il s’agit de la version

proposée dans la these de Christopher Mei ([Mei, 2007]).

4.3.1.2 Modele de projection unifié

Nous présentons dans ce paragraphe le modele de projection unifié utilisé. L’ensemble des notations
de ce paragraphe font référence a la figure 4.9. Soit M un point de l'espace 3D vu par le capteur
catadioptrique et dont les coordonnées dans le repere du miroir (repére Fy,) sont [xar, yar, za]7 . La

premiere étape de la projection consiste a définir la projection de M sur la sphére unité :

Mg M B |: TN Ym ZM T

- [[ML]] Valtuit2r VeEirtvietel Vet (4.19)
T
= |zs ys zs]
Ensuite, les coordonnées de Mg sont exprimées dans le repere centré sur le point C, dont les coor-
données dans le repere F,, sont [0,0, —¢]7 (cf. figure 4.9), o1 € € [0,1] est un parametre caractérisant

la géométrie du miroir. Ceci définit donc le point Mg par :

T
Mg = [zs ys zs+¢ (4.20)
Le point obtenu est alors projeté sur le plan unitaire en m (dans le repere centré sur Cp) :
— rs Ys 1 T 4.21
m = zs+E€ zs+€ ( . )
Les coordonnées en pixels dans le repere image sont finalement données par :
p=Km (4.22)
ou K représente la matrice des parametres intrinseques d’une caméra virtuelle et vaut :
7S Uo
K=1|0 Y2 Vo (4.23)
0 0 1

ou ug et vy sont les coordonnées dans I'image de 'axe optique (correspondant au wug et vy de la caméra
réelle), s le parametre d’obliquité de la caméra (correspondant au s de la caméra réelle). 1 et o
sont les distances focales (exprimées en pixels) de la caméra virtuelle : il s’agit des distances focales
généralisées. Celles-ci dépendent de la géométrie du miroir et des distances focales de la caméra
réelle. Les relations entre les parametres du modele unifié et les caractéristiques physiques du montage

réel sont donnés dans le tableau 7?7 (dans le cas idéal ou f, = f, et donc 1 = 72).
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Miroir parabolique Miroir hyperbolique
4p :

FIGURE 4.8 — Les classes de capteur catadioptriques centraux (adapté de [Mei, 2007]) — Pour chaque
sous-figure, le point F désigne le foyer de la quadrique, et d la distance entre le foyer et le centre optique
de la caméra. Dans le cas de la caméra parabolique, la distance d n’entre jamais en jeu dans les calculs
car les rayons paraissent venir de U'infini (ce qui justifie 'utilisation de la lentille télécentrique)
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_ M
Mg = XM = = (vs,Ys, 25)

M = (25, Ys, 25 + &)

— zs Ys
m = (Zs+§’ 25+’

|
|

|
|
-
|

FIGURE 4.9 — Le modele de projection unifié (

adapté de [Mei, 2007])
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§ gl
Miroir parabolique 1 —2pf
e : df —2pf
Miroir hyperbolique JEr | e
— — a 2]
Miroir elliptique TP | Jeii
Miroir plan 0 -f
Cas perspectif 0 f
d : distance focale
4p : latus rectum

TABLE 4.1 — Parametres du modele unifié en fonction des parametres physiques de la caméra et du
miroir, dans le cas idéal ou f, = f, = f et donc v = 79 =7

Remarque 4.1 (Calibration d’un capteur omnidirectionnel)

Le modéle de projection unifié nous permet de considérer la caméra omnidirectionnelle comme un
capteur a part entiére. Ainsi, les algorithmes de calibration utilisés estiment directement les parameétres
Y1, Y2, &, 8, ug et vg sans chercher a retrouver les parametres géométriques du miroir ainsi que les
parameétres de la caméra réelle ([Mei et Rives, 2006a,b; Mei, 2007]). Des méthodes d’autocalibration
ont également été développées pour le cas omnidirectionnel ([Salazar-Garibay et Malis, 2009; Salazar-
Garibay et al., 2009]) : les parameétres sont alors évalués grace a un suivi de plan faisant appel a une

méthode dense de minimisation.)

Les étapes décrites précédemment permettent de calculer la position d’un point dans l'image
lorsqu’on connait sa position 3D. L’intérét du modele de projection unifié est qu’il permet de regrouper
au sein d’un méme modele de projection sphérique I'ensemble des capteurs catadioptriques centraux.
Par ailleurs, on peut remarquer que le cas de la caméra perspective planaire est un cas particulier
tres proche du capteur catadioptrique utilisant un miroir plan (différence d’un signe dans le modele,
due a la réflexion du rayon sur le miroir plan). On pourra également remarquer que 'intégralité de la
sphere n’est pas utilisable : les points qui vérifient zg < —¢ ne sont pas utilisables (ie. toute la partie
de la sphere sous le point C, 8). On retrouve alors bien la limitation du cas plan (un demi-espace non
observable). Le cas du miroir parabolique est particulier puisque toute la sphére sauf le pole du bas
est observable (£ = 1).

On remarquera enfin que la fagon “ classique ” d’orienter une caméra omnidirectionnelle (axe z vers

le “ haut ”) fait que cette limitation ne concerne que ’angle d’élévation. On conserve bien un gisement

8. Si on consideére la partie inférieure de la spheére, on perd la bijectivité de projection spheére-image (il est alors
impossible de de définir le modéle unifié inverse).
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a 360 degrés (ce qui est le plus important en robotique terrestre ou la plupart des déplacements sont

réalisés “ quasi-horizontalement 7).

4.3.1.3 Modele de projection unifié inverse

Nous avons présenté au paragraphe précédent le modele de projection unifié direct (on part d'un
point 3D et on le projette dans I'image). Considérons maintenant un pixel p de 'image donné en
coordonnées homogenes. Pour retrouver les coordonnées du point associé sur la sphere, on commence
par retrouver le point m = [y, Y, 1]T par multiplication & gauche par K~! : m = K~ !p. On peut

enfin montrer que les coordonnées du point associé sur la sphere (Mg) sont données par :

EH/1+(1-82) (22, +12)

whtym+1 mn
_ | V108232, 42,
Mg = v i), (4.24)
E-V/14+(1-62) (22, +42,)
ity 1 —¢

4.3.2 Adaptation des descripteurs classiques et mise en correspondance

Nous avons présenté dans la section 4.1.3 le détecteur de Harris ainsi que le descripteur SIFT. 11 est
important de noter que ces opérateurs ont été définis directement dans l’espace de I'image et pour le
cas de caméras perspectives classiques. Ceci a une légitimité certaine car le modele de projection sous-
jacent utilisé est un modele planaire (on passe du plan unitaire au plan image par multiplication par
une matrice). Dans le cas des images omnidirectionnelles, le modele de projection sphérique est utilisé ;
le passage de 'espace image a la sphere n’est plus linéaire. En conséquence, il apparalt en pratique
que l'utilisation des opérateurs classiques ne donne pas de bons résultats dans le cas des images
omnidirectionnelles. Par exemple, ceux-ci ne prennent pas en considération le fait que la résolution
augmente au fur et & mesure que 'on s’éloigne du centre de 'image ? (ceci est particulierement visible
sur les images de la figure 4.3).

Il parait donc nécessaire de prendre en compte ces phénomenes lors de la détection des points
d’intérét et du calcul des descripteurs. Hicham Hadj-Habdelkader a montré dans son travail de post-
doctorat & I'INRIA que les résultats pour la détection et mise en correspondance sont meilleurs
lorsqu’on effectue les calculs sur la sphere ([Hadj-Abdelkader et al.]). Cela implique de redéfinir les
gradients, noyaux de convolutions ainsi que tous les opérateurs dans l’espace sphérique. Par ailleurs,

il se pose également le probleme d’échantillonnage de la sphere. Nous ne décrivons pas les méthodes

9. Les objets sur les bords de I'image sont plus précis qu’au centre ol tout se contracte.
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FI1GURE 4.10 — Mises en correspondances de points entre deux images omnidirectionnelles.

3

employées pour adapter les détecteurs et descripteurs. Nous retiendrons seulement que la “ philoso-
phie 7 des algorithmes reste identique a celle décrite pour le cas perspectif. Le lecteur intéressé par les
détails techniques pourra se référer a [Hadj-Abdelkader et al.].

Au final, notre approche pour le suivi des points consiste a détecter les points de Harris dans les
images omnidirectionnelles. Un descripteur adapté est utilisé pour une premieére mise en correspon-
dance. Enfin, un algorithme de RANSAC (adapté a la géométrie épipolaire du modele sphérique de

caméra) permet d’éliminer les principales mauvaises correspondances. Un exemple est présenté sur la

figure 4.10.

4.4 Conclusion

Au final, nous avons présenté dans ce chapitre les principales notions de vision par ordinateur
(classique et omnidirectionnelle). Nous avons donné les bases de la vision perspective classique. Nous
avons montré ensuite les adaptations classiques effectuées dans le cadre de la vision omnidirectionnelle.

La méthode que nous avons proposée pour le suivi de points est une méthode tres classique
(détection de points de Harris puis utilisation d’un descripteur SIFT). Aujourd’hui, il existe des
détecteurs et algorithmes de mises en correspondances plus performants. On pourra par exemple
citer les points SURF et leurs dérivés ([Bay et al., 2006; He et al., 2009]), les améliorations des ap-
proches RANSAC ([Sattler et al., 2009]), etc... Un état de I’art récent et conséquent peut étre trouvé
dans [Tuytelaars et Mikolajczyk, 2008]. Néanmoins, la plupart des méthodes proposées sont issues du

traitement des images classiques. Pour 1'utilisation avec les images omnidirectionnelles, une adaptation
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non triviale est en général nécessaire.

En conclusion, il existe encore un travail important a effectuer avant d’obtenir un algorithme de
suivi de points optimal. Dans la suite de ce document, nous utilisons les algorithmes proposés dans
[Hadj-Abdelkader et al.] qui ont le mérite d’étre adaptés aux images omnidirectionnelles. Cela nous
a permis d’obtenir les résultats présentés dans les chapitres suivants. En pratique, on a noté que
les algorithmes utilisés fournissent de bons résultats mais ont un temps de calcul non adapté aux
contraintes temps réel. Le choix d’une méthode de suivi plus adaptée constitue un probleme a part
entiere que nous n’avons pas résolu, notre travail de these étant essentiellement concentré sur les
aspects haut-niveau liés au SLAM.

Dans la suite de cette these, on supposera donc le probleme d’association des données résolu et
découplé des méthodes de filtrage. On admettra par ailleurs qu’il peut exister un certain nombre de

points aberrants dans les données que 1’on essayera au mieux de filtrer.
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Nous présentons dans ce chapitre des résultats du SLAM a trois degrés de liberté obtenus avec
les données acquises dans deux expérimentations. Ceux-ci ont été obtenus en utilisant ’algorithme
de SAM décrit et évalué aux chapitres 1 et 3. Les expérimentations ont été effectuées avec deux
robots évoluant dans le plan (le robot a deux degrés de liberté en translation et un en rotation)
et dans des environnements d’intérieur. Nous utilisons une caméra omnidirectionnelle pour chaque
expérimentation (miroir parabolique pour la premiere et miroir hyperbolique pour la seconde). Pour
le traitement bas niveau des images, nous utilisons les techniques décrites au chapitre précédent. Par

ailleurs, les informations visuelles seront augmentées par les données issues de I'odométrie.

Ce chapitre s’articule en cinqg sections. Nous présentons dans la premiere section les principales
caractéristiques des deux expérimentations. Nous y verrons la présentation générale des lieux et des tra-
jectoires effectuées. Nous présenterons également dans cette section les modeles théoriques (équations
d’évolution du robot et mesures) ainsi que le matériel utilisé. Nous présentons dans la section 5.2
Palgorithme utilisé pour le rejet de points aberrants. En effet, il existe encore de mauvaises mises
en correspondances susceptibles de rendre ’algorithme inconsistant malgré 1'utilisation du descripteur
SIF'T et de I'algorithme de RANSAC. Il faut donc prendre en compte cet aspect dans notre algorithme.
La section 5.3, quant a elle, est consacrée a ’exposition et aux commentaires des résultats obtenus sur
les deux jeux de données dans le cadre d’une implémentation Matlab hors ligne (les algorithmes n’ont
pas été optimisés, le but est ici de vérifier la qualité des solutions obtenues). Nous verrons alors le bon
comportement de I'algorithme sur des données réelles. Nous montrons dans la section 5.4 que 'algo-
rithme de SAM peut étre utilisé au dela du simple SLAM : nous verrons qu’il est possible de calibrer
automatiquement la position de la caméra dans le repere du robot. Enfin, une synthese des résultats
est présentée en conclusion (section 5.5). Nous y montrerons les principaux avantages, inconvénients

ainsi que les évolutions envisagées de l'algorithme et des conditions d’expérimentations.

5.1 Description des expérimentations

Cette section est consacrée a la description globale des expérimentations. Nous présentons dans
un premier temps les conditions expérimentales ainsi que les trajectoires effectuées. Nous présentons
ensuite le contexte théorique utilisé (équations de modele et de mesures). Enfin, nous présentons le

matériel utilisé : les robots (paragraphe 5.1.3) ainsi que les caméras (paragraphe 5.1.4).
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5.1.1 Présentation générale

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons deux expérimentations. Chacune d’entre elles a été
réalisée avec un robot différent et dans un lieu différent. La premiere expérimentation a été réalisée avec
I’ancien robot ANIS de 'INRIA Sophia Antipolis-Méditerranée dans les couloirs du batiment Borel.
La seconde expérimentation, quant a elle, a été réalisée avec la nouvelle plateforme mobile (acquise
par I’équipe ARobAS de I'INRIA Sophia Antipolis-Méditerranée) dans la halle robotique du batiment
Kahn.

5.1.1.1 Expérimentation Borel

L’expérimentation réalisée dans le batiment Borel consiste en la réalisation d’une trajectoire plane
avec le robot ANIS. Le lieu considéré est un couloir dans lequel la planéité est garantie. De plus,
I’aspect couloir fait qu’il est facile de vérifier certaines propriétés géométriques permettant une com-
paraison avec une vérité terrain. En effet, les couloirs considérés ont une largeur fixe et contiennent
de nombreux posters accrochés dessus (on s’attend & y trouver de nombreux points d’intéréts). De
plus, la trajectoire contient plusieurs virages a angle droit : on s’attend donc dans le résultat final a
retrouver la structure a angle droit des murs. En conséquence, la cohérence des résultats tirés de cette
premiere expérimentation sera donc relativement facile a vérifier étant donné que la géométrie des
lieux est suffisamment simple. Des images extraites de la séquence sont présentées sur la figure 5.1.
La structuration des lieux apparait clairement. On pourra également noter que le couloir utilisé forme
un carré. Il y avait donc la possibilité d’effectuer une trajectoire contenant une fermeture de boucle.
Néanmoins, un probleme lors de I'acquisition des données a empéché I'exploitation de la partie de la
séquence ol I'on revient au point initial. ' Enfin, une partie de la trajectoire est pratiquement dénuée

d’informations visuelle : une partie des images de la séquence contient trés peu de texture (figure 5.2).

5.1.1.2 Expérimentation Kahn

La séquence acquise dans le batiment Kahn est assez différente de la précédente. Ici, I’environ-
nement est une halle robotique et il est beaucoup plus ouvert que les couloirs du batiment Borel. Au
niveau structurel, on trouve un long mur et quelques angles droits. Mais I’ensemble des lieux ne permet
pas d’accéder a une vérité terrain permettant une vérification de la cohérence aussi facile que pour

I’expérimentation précédente.

1. Précisons également que cette séquence a été réalisée par Christopher Mei dans le cadre de sa these, avant méme
le début de ce travail.
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FIGURE 5.1 — Images extraites de la séquence acquise dans le batiment Borel

FIGURE 5.2 — Image faiblement texturée dans la séquence Borel
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FIGURE 5.3 — Images extraites de la séquence acquise dans le batiment Kahn

Par ailleurs, nous avons effectué une trajectoire assez “ tortueuse ”, dont un demi-tour tres serré.
Des extraits de la séquence sont présentés sur la figure 5.3. On se rend compte ici de la diversité de
I'environnement (méme si on reste dans le cadre d’un environnement d’intérieur). On passe en effet
de zones tres dégagées (figure 5.3(a)) a des zones plus étroites comme celles sur la figure 5.3(c) (ot un
demi-tour tres serré est effectué). De plus, la présence d’une baie vitrée (figure 5.3(e)) et de morceaux
de couloir treés sombres (figure 5.3(c)) fait que l'on a des différences d’éclairage trés importantes le
long de cette séquence. Pour pallier ce probleme, nous avons utilisé un mode spécial de la caméra :
le mode HDR (High Dynamic Range). Ce mode permet de compenser les zones surexposées afin de
garder de l'information méme dans les zones de fortes luminosité (typiquement la baie vitrée). Le prix
de ce traitement est I’ajout de bruit dans les images, ce qui rend les traitements bas-niveaux moins
fiables. Ainsi, cette seconde expérimentation nous rapproche plus des cas réels que la premiere. Enfin,
nous avons fait en sorte que le début de la trajectoire (figure 5.3(a)) et la fin (figure 5.3(e)) soient au
méme endroit.? Cette donnée de fermeture de boucle nous permettra de controler la cohérence du

résultat en I’absence de la possession d’une carte donnant une vérité terrain.

2. Nous avons fait démarrer 'expérimentation au niveau d’un marqueur du sol et avons piloté le robot jusqu’a ce
marqueur & nouveau.
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En revanche, nous n’avons pas utilisé la connaissance de cette fermeture de boucle dans l'algo-
rithme. Ceci nous permet de tester les capacité de l'algorithme de SAM & superposer deux éléments
physiquement identiques alors qu’ils sont détectés comme deux éléments différents. Néanmoins, un
algorithme complet devrait introduire la possibilité de détecter automatiquement les fermetures de
boucle. Pour cela, diverses approches existent dans la littérature. Les plus basiques utilisent le résultat
de l'algorithme de filtrage pour prédire une possible fermeture de boucle. Des algorithmes plus élaborés
cherchent des informations visuelles pertinentes dans les images ([Ho et Newman, 2006]). D’autres
algorithmes utilisent des informations topologiques et des représentations issues des techniques d’in-
dexation d’images pour détecter les fermetures de boucles de maniere robuste. On pourra par exemple
citer les méthodes basées sur les sacs de mots ([Angeli et al., 2008, 2009]). Ces méthodes de fermeture

de boucle n’ont été ni évaluées, ni implémentées dans ce travail de these.
5.1.2 Modeles théoriques

Nous donnons dans ce paragraphe la paramétrisation utilisée ainsi que les équations associées au

modele de déplacement du robot et au modele de mesures.
5.1.2.1 Paramétrisation

La paramétrisation utilisée dans ce chapitre est la méme que celle utilisée dans le chapitre 3

(page 85). Nous la rappelons ci-dessous :

x; ¢ il s’agit de la pose du robot a l'instant ¢, & savoir la position du robot dans le plan (coordonnées
absolues xy, y;) et son orientation par rapport a I’axe des abscisses (6;). L’environnement étant
entierement inconnu, le repere absolu est choisi égal au repere initial du robot. La position du
robot utilisée pour décrire 1’état est le centre des roues arriére (I’équation d’intégration de

I'odométrie est alors simplifiée). On a :
T
Xt = [ T Yy O ] (5.1)

u; : le robot est vu comme un solide en mouvement, animé par un torseur cinématique qui sera utilisé
comme vecteur de commandes. Etant donné que nous sommes dans le cas 2D, le vecteur vitesse
a chaque instant t est dans le plan du véhicule. Il est repéré par ses deux composantes exprimées
dans le repere du robot (V*,V}Y). Le vecteur rotation est quant & lui perpendiculaire au plan du
véhicule et est paramétré uniquement par la vitesse de rotation instantanée (w¢). Une mesure de

ce vecteur de commandes est fournie par 'odométrie du robot, par le biais d’une vitesse de
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translation axiale intégrée sur un cours laps de temps (ds;) et d’une vitesse de rotation intégrée
sur ce méme laps de temps (dw;). Enfin, notre robot a une contrainte de non-honolomie : sa
vitesse transversale est nulle (aux légers glissements pres). On a donc :
]T

Uy = [ dSt 0 dwt (52)

m;) : nous traitons dans nos expérimentations des amers ponctuels placés dans 'espace. Ils sont
repérés par leurs coordonnées cartésiennes (x(l-) Y(i)»2(y)- On a donc :
]T

mg) = [ 26 Yu) 2 (5.3)

z; : Pour cette série d’expérimentations, nous avons transformé les mesures brutes (ie coordonnées
pixeliques) en angles de gisement (an(i)) et d’élévation (ﬁt’(i)).‘rS Ces angles correspondent
aux coordonnées sphériques de la projection sur la sphére liée au repére de la caméra.
Ce repeére n’est pas confondu avec celui du robot. On a donc :

]T

zi6) = | o) B (5.4)

5.1.2.2 Equation d’évolution du robot

L’équation d’évolution permet de fournir une prédiction de ’état du robot a 'instant ¢ connaissant
I’état du robot a I'instant £ — 1 et les mesures de 'odométrie. L’équation utilisée est la méme que celle

décrite au chapitre 3 (équation 3.8 page 88). On a donc :

Tgp1 = Ty +sine (%) ds; cos (Ht + %)
wir = s (%) dsgsin (0, + %) 55
Opr1 = 0+ dwy

La matrice jacobienne associée est identique a la matrice F;;1 donnée page 89.

5.1.2.3 Equation de mesures

L’équation de mesures associée est dans le cas réel légerement différente de celle introduite dans le
chapitre 3. En effet, les mesures sont effectuées dans le repere du miroir de la caméra. Celui-ci n’est
pas confondu avec le centre de I'essieu arriere (repere du robot). Soient t et R le vecteur de translation
et la matrice de rotation associés au changement de repere entre le repere du robot et le repere de la

cameéra.

3. Ceci nous permettra de vérifier que la variance associée a ces mesures n’est pas uniforme dans l'image (para-
graphe 5.1.4.2).
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1mg)

FIGURE 5.4 — Représentation des différents reperes et parametres dans le cas réel — Le repere global
est représenté en noir. On retrouve en bleu le repére du robot, centré sur les roues arriere (tourné de
langle de lacet 6, par rapport au repére global). L’amer m;), quant a lui, est mesuré par rapport au
repere associé a la caméra (en vert). Ce dernier repere est décalé par rapport au repere du robot et
tourné d’un angle . Par convention, les repéres de la caméra et du robot ont été placés a la méme
altitude.

Dans les deux expérimentations, la caméra est montée verticalement.* De plus, la coordonnée en
altitude de la caméra n’a pas d’importance : elle géneére un décalage constant de la trajectoire (du
au fait que la caméra est verticale). Ainsi, les altitudes des amers sont donnés par rapport au niveau
en z de la caméra (ce qui n’a aucune importance en pratique). Ces considérations étant faites, on
considere le changement de repere entre le robot et la caméra paramétré par le vecteur [t t, ’y]T, ou t,
et t, désignent la partie en translation et v la rotation entre les deux reperes (figure 5.4). Finalement,
I’équation de mesures est donc une version légerement modifiée de I'équation 3.9 page 88. On a :

Qg (jy = arctan2 ( Y(iy — Yt — tycos 0 —tpsinf; | T() — T — ly COS 0 + 1, sin 0y ) —0;—
\/($(i)—xt—tx cos O¢+ty sin Gt)2+(y(i) —yt—ty cos Oy —ty sin 0)2

Bii) = arctan

4. Pour le confirmer, on peut vérifier que les droites verticales dans I’espace correspondent bien a des droites radiales
dans les images omnidirectionnelles sur les figures 5.1, 5.2 et 5.3.



5.1. Description des expérimentations 179

La matrice jacobienne Hy ;) est plus compliquée que celle obtenue dans les équations 3.11, 3.12,

3.13 et 3.14 (pages 89 et 90). Son calcul n’a que peu d’intérét et n’est pas présenté ici.
5.1.2.4 Remarque quant a la paramétrisation

Nous avons défini le vecteur d’état comme le centre de l'essieu arriere du robot. Ceci a pour
conséquence premiere de rendre ’équation d’évolution du robot relativement simple. La difficulté
concernant le décalage de la caméra se trouve donc reportée sur ’expression du vecteur de mesures
ainsi que sur sa matrice jacobienne.

Une autre solution aurait consisté & définir la position de la caméra dans le vecteur d’état au lieu
de la position du centre de I'essieu arriere. De maniere duale, on aurait gardé I’équation de mesures
relativement simple (la méme que celle du chapitre 3) mais 1’équation d’évolution de la caméra aurait
été plus compliquée (faisant intervenir le ¢ transport ” du torseur cinématique).

A priori, les deux solutions doivent fournir des résultats quasi-équivalents. Notre préférence pour
la premiere méthode vient du fait qu’elle permet une comparaison directe entre le résultat du filtre
et l'intégration de 'odométrie brute.® Dans le cas de la seconde solution, cette comparaison aurait
nécessité 'utilisation d’un terme de transport dépendant de I'orientation du robot (qui est estimée par
lalgorithme). La comparaison aurait été moins précise étant donné qu’elle dépendrait d’un terme qui

est lul méme estimé.

5.1.3 Plate-formes expérimentales

Nous présentons dans ce paragraphe le robot utilisé pour chacune des expérimentations. Nous
donnons dans un premier temps le modele odométrique utilisé puis les parametres et aspects spécifiques

de chaque robot.
5.1.3.1 Modele odométrique

Les deux robots utilisés sont commandés en vitesses de translation et de rotation. Les actionneurs
sont les deux roues motrices. La vitesse de translation est commandée avec la moyenne des vitesses
des deux roues, et la vitesse de rotation avec la vitesse différentielle des roues. Les roues étant équipées
de codeurs, 'estimation des vitesses (translation et rotation) intégrées entre les instants ¢t — 1 et ¢ est

donnée par :

{dst = 2B (§g, + 6dy) 5.1

dwt = ﬂ——l{% (59t — (5dt)

5. Ceci est intéressant pour évaluer I’apport de la caméra dans le calcul de la solution.
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ou dg; et dd; désignent les incréments d’angles des roues gauche et droite entre les instants ¢ — 1 et ¢,
R le rayon des roues et L la distance entre les deux roues arriere. dl; et dr; sont obtenus grace a un

codeur. Plusieurs sources d’erreurs sont susceptibles d’intervenir dans le calcul de ds; et dw; :

Erreur des codeurs : les codeurs ont en effet une résolution limitée sur les 360 degrés. L’angle

reporté n’est donc jamais exact,

Erreurs de calibration du robot : si la distance L et le rayon des roues sont mal mesurés, une

erreur systématique est introduite dans I'utilisation de ’équation 5.7,

Glissement : dans ce cas, les valeurs calculées pour ds; et dw; ne sont pas conformes au déplacement

réel du robot.

Les deux premiers types d’erreur impliquent un mauvais calcul du vecteur u et sont donc modélisés
dans la matrice de variances-covariances associée a Q". Le dernier type d’erreur est associé a une

erreur de I'équation d’intégration de I'odométrie et pris en compte dans la matrice Qf.

5.1.3.2 Parametres ANIS

La premiére expérimentation utilise le robot ANIS. Il s’agit d’un robot construit a PINRIA Sophia
Antipolis-Méditerranée dans le cadre de la these de Roger Pissard-Gibollet ([Pissard-Gibollet, 1993]).
Ce robot est doté de 4 roues (2 roues arriere équipées d’odometres sur lesquelles s’appuie la commande
et deux roues folles a 'avant). Il a été congu pour les manipulations d’intérieur : toutes ses roues ont
des surfaces de contact tres fines et sont indéformables. Ainsi, le rayon R est constant et facile-
ment mesurable, tout comme la distance L. Nous considérons donc ces deux parametres parfaitement
calibrés. L’odométrie de ce robot est donc particulierement précise. Une photographie de ce robot
(avec le montage de la caméra omnidirectionnelle) est présentée sur la figure 5.5.

Ces considérations étant faites, la matrice Q" ne dépend que de l'incertitude associée aux codeurs.
Soit Qeoq = Iagod la matrice de variances-covariances associée aux erreurs angulaires des codeurs (nous
considérons la méme variance pour chaque codeur). La matrice de variances-covariances associée a ds;

et dwy est donnée par :

interm 1 0
Qiter™ — 2 (5, ymR)? [0 L] (5.8)
L2

La matrice Q" telle que définie dans la section 3.3 prend en compte la possibilité d’une faible vitesse
de translation dans l’axe transversal (correspondant alors a un léger glissement). On admet que la

contrainte de non-honolomie est pratiquement réalisée et que les erreurs de modele sur le déplacement
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FIGURE 5.5 — Photographie du robot ANIS — On peut voir les deux roues avant (roues folles en
plastique avec une surface de contact tres faible) ainsi que le montage vertical de la caméra omnidi-
rectionnelle.

transversal sont au moins d’un ordre de grandeur inférieur & l’erreur commise sur ds;. Au final, on

utilise :
1 0 0
Q" =2(0e0qmR)* |0 1/100 0 (5.9)
0o 0 &

L2

Il est également nécessaire de définir la matrice QF. Il s’agit de la matrice de variances-covariances
associée au vecteur de bruit additif sur I’équation d’évolution (vf) (cf. section 3.3). Ce vecteur de bruit
traduit les erreurs associées a l'utilisation de la fonction d’évolution. L’hypothese principale effectuée
est que le torseur cinématique du robot est constant entre deux instants d’intégration ¢t — 1 et ¢ : le
robot se déplace le long d’un arc de cercle ou en ligne droite. Cette hypothese n’est pas parfaitement
vraie. Intuitivement, plus le temps d’intégration est petit, plus I’hypothese est correcte. Par ailleurs, il
est possible que le robot ait subit des glissements que la matrice de variances-covariances Q" ne peut
modéliser. Dans ce cas aussi, la probabilité d’avoir un glissement important entre deux instants croit

avec le temps d’intégration. Pour ces raisons, nous avons choisi de représenter vf comme une marche
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aléatoire centrée dont la matrice de covariance est donnée par :

SzAt 0 0
Q=1 0 S,At (5.10)
0 0 Sy At

ou S, Sy et Sy sont les parametres associés aux marches aléatoires sur les composantes z, y et 0.
At désigne le temps écoulé entre les instants ¢t — 1 et t. Malgré la finesse de la surface de contact
et I'aspect non déformable des roues, il n’y a pas eu de glissement ni de dérapage. Ceci est da a
la faible vitesse utilisée et a la bonne maitrise des conditions expérimentales. En conséquence, on a
choisi S, = Sy = 10~°m?.s~! pour les composantes z et y. Ceci correspond & une variance possible
de 107°m? (donc un écart type de 3.2mm) au bout d’une seconde d’intégration, ce qui nous semble
raisonnable. Pour la composante 6, nous avons choisi Sy = 5.10 %rad?.s™1, ce qui correspond & une

variance de 5.107%rad? (donc un écart type de 0.12deg) au bout d’une seconde d’intégration.
Au final, les parametres du robot ANIS font que 'on attend une odométrie pure assez précise. Le
robot est en effet doté de roues dures a faible surface de contact, et il évolue a basse vitesse dans un
environnement d’intérieur favorable. L’influence des erreurs de modele est donc a priori tres faible.

L’intégralité des parametres du robot est donnée dans le tableau récapitulatif 5.1 (page 188).

5.1.3.3 Parametres Hannibal

La seconde expérimentation a été effectuée avec le robot Hannibal (dont des photos sont données sur
la figure 5.6). Il s’agit d’un robot fabriqué par la société Neobotix et acheté par I’équipe-projet ARobAS
de 'INRIA Sophia Antipolis-Méditerranée. Ce robot est doté de 3 roues (2 roues avant équipées
d’odometres sur lesquelles s’appuie la commande et une roue folle a I'arriere). Contrairement au robot
ANIS, le robot Hannibal peut effectuer des expérimentations dans des environnements d’intérieur et
d’extérieur.

Pour étre capable d’évoluer dans des environnements extérieurs, Hannibal est équipé de pneu-
matiques. Ceci implique inévitablement la présence d’erreurs lors de la mesure des parametres R
et L servant a l’équation d’odométrie. En effet, la surface de contact entre une roue et le sol n’est
pas ponctuelle et n’est pas connue a l'avance. Elle dépend de 1’écrasement des roues (fonction de la
charge portée par le robot et du gonflage des pneumatiques) et également de leurs épaisseurs. Ainsi,
la distance L n’est pas triviale a évaluer précisément (étant donné que les surfaces de contacts sont
larges et non connues); il en est de méme du rayon R en raison de I’écrasement. Nous allons prendre

en compte ces considérations dans le calcul de Q".
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FIGURE 5.6 — Photographies du robot Hannibal — (a) : On apergoit la roue folle (petite) ainsi qu’une
roue avant. Un laser rotatif & 360degrés (de grande portée) est monté sur la plateforme (non utilisé
dans ce travail). Enfin, on voit en hauteur la caméra équipée de son objectif omnidirectionnel. — (b) :
Photographie prise en extérieur. On apergoit en jaune un laser de proximité. On voit également que
I’épaisseur des roues avant est non négligeable.

Soient 012{ et 0% les variances associées a la mesure du rayon des roues et de la longueur de I’essieu
arriere. En admettant que U'erreur sur le rayon de la roue gauche est indépendante de l'erreur sur
la roue droite, la matrice de variances-covariances associée au vecteur [ds; dwy]T (notée QMterm) est
donnée par linéarisation de la fonction autour des valeurs mesurées. En admettant que le rayon mesuré

soit le méme pour les deux roues, on obtient :

o? o2 of
Qinterm — 47‘1’2 %Ri—i_ TR (591% + 5d?) ) ) ﬁ (59152 o 5d?)2 ] (511)
o8 (87 — 6d?) Tt R? + 78 (697 + 0d3) + Tk R? (691 — 0dy)?

La matrice obtenue dans I’équation 5.11 n’est pas diagonale (contrairement a celle obtenue dans
I'équation 5.8). De plus, la matrice dépend directement de 'incrément de rotation des roues. En
remarquant que 8g; — ddy est proportionnel & dw; et que dg7 —dd? est proportionnel & ds;dw;, I'équation

5.11 devient :

Qinterm —9 (Ucodﬂ'R)2 [1 (1) :| + 72 (5.12)

0 =

o} (6% + 6d7) 4;—21§d5tdwt
0’2 0’2
AZR dsyduw (697 + 6d7) + Fadw?

Sk

On retrouve bien la partie utilisée pour le robot ANIS, & laquelle s’ajoute un terme supplémentaire.

On pourra remarquer que les termes de corrélation n’interviennent que lorsque le robot est en rotation.



184 Résultats de SLAM a 3 degrés de liberté Chap. 5

De la méme facon que pour le robot ANIS; on incorpore la composante de glissement transversal dans
la matrice QY, en admettant qu'un rapport de 10 sur le niveau des erreurs est réaliste. La matrice Q"

vaut finalement :

Qinterm(l, 1) y 0 Qinterm(l’ 2)
anterm(2, 1) 0 anterm(2’ 2)

Enfin, la matrice Qf est définie de la méme facon que pour la premiére expérimentation. Cette ma-
trice ne dépend pas directement du matériel mais de la facon dont il est utilisé. Cette expérimentation

a été réalisée a faible vitesse dans des conditions similaires a celles de 'expérimentation avec le robot

ANIS.

5.1.4 Les caméras

Nous présentons dans ce paragraphe les données relatives aux caméras. Pour les deux expéri-
mentations, on a utilisé une caméra omnidirectionnelle (avec miroir parabolique pour la premiere
expérimentation et un miroir hyperbolique pour la seconde). La transformation des mesures pixels
en angles est d’abord donnée. Nous décrivons ensuite les matrices de variances-covariances obtenues.

Enfin, des détails quant a la calibration des caméras sont donnés.

5.1.4.1 Obtension du vecteur de mesures a partir d’une image

Les mesures utilisées sont des mesures de haut niveau. A chaque instant, le vecteur de mesures est
constitué des angles de gisement des amers vus (ay (;)) et angles d’élévation (B (;)). L'extraction des
mesures se fait apres transformation des coordonnées pixels des points dans 'image en coordonnées
angulaires grace au modele de projection inverse (equation 4.24 page 168) dont le processus est rappelé.

Soit p les coordonnées homogenes d’un point de I'image en pixel. On commence par retrouver le
point m = [z, ym 1]7 (projection de p sur le plan unitaire) par m = Kp ot K est la matrice des

parametres intrinseques de la caméra et vaut :

7 Y1S U
K=1|0 Y2 Vo (5.14)
0 O 1

Les coordonnées du point sur la sphere sont données par :

E/14+(1-62) (2, +v2)

Tg 23ty +1 Lm

+/1+(01-6) (22, +v2,
ys| = | SO O0h ), (5.15)
= e/ R +R)

oty +1
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ou £ est le parametre du miroir. Enfin, les coordonnées sont obtenues par :
a = —arctan2(—zg, —ys)
(5.16)

B = arctan —

Vagtig
Remarque 5.1 (Commentaire de I’équation 5.16)

”

Les coordonnées finales obtenues dans l’équation 5.16 ne sont pas “ habituelles ”. On se serait attendu

a obtenir o = arctan2(yg, xg) et f = arctan (ﬁ) . La raison de ce changement est la position du
repére du miroir. En effet, l'aze z du miroir pointe vers l'extérieur du miroir (donc vers le bas), ce qui
explique le signe moins dans ’expression de 3. Par ailleurs, l'expression de o peut également s’écrire
arctan2(yg, xg) + m/2 (ramené entre —m et 7). Ce décalage est di au fait que l'axe y de l'image est
dirigé dans la direction de l’aze x du robot (le haut de l’image représente l’avant). La définition des
angles de l’équation 5.16 permet de ne pas avoir & ajouter une matrice de rotation triviale entre le
repére du robot et le repere de la caméra.

5.1.4.2 Calcul analytique de la matrice de variances-covariances associée au vecteur de

mesures

Nous proposons dans ce paragraphe de détailler le calcul de la matrice de variances-covariances as-
sociée au vecteur de mesures, ie. R;. On suppose que chaque point d’intérét est extrait indépendemment
des autres. Ainsi, R; est choisie bloc-diagonale : Ry = diag (Rt,(1), s Ry N)) (N désignant le nombre
de points détectés). Chaque matrice Ry (i) est de taille 2 X 2 et correspond a la matrice de variances-
covariances associée a la mesure de Pamer (7).

Il est facile de remarquer que les images omnidirectionnelles n’ont pas une résolution constante en
terme d’angles. Ainsi, ’angle solide capturé par un pixel est plus faible lorsque le pixel est situé sur
les bords de I'image que au centre. Il parait alors naturel que la matrice Ry ;) depende de la position
du point dans I'image.

Dans la suite, nous admettons que la matrice de variances-covariances associée a la mesure brute
en pixels est constante et caractéristique du détecteur. Nous notons R, cette matrice. Par ailleurs,

on suppose que Uerreur est isotropique. Nous posons donc R4 = 02,,I. En supposant que les erreurs

soient suffisament petites, R, peut étre propagée jusqu'a Ry ;) par :

Rt i) = Jap (Pt,(i) Rraw (Jas (pt,(i)))T (5.17)

ot Jop est la matrice jacobienne de la fonction qui a un pixel associe le vecteur [« BT, évaluée au

pixel considéré (py (;)). Pour faciliter I'interprétation des résultats, nous choisissons d’exprimer Ry ;)
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en fonction des angles a la place des coordonnées en pixels. Ceci est possible car il existe une bijection
entre les pixels de I'image et les angles d’azimuth et d’élévations. ® Une facon facile d’obtenir J af en
fonction des angles est de calculer I'inverse de Jp, la matrice jacobienne de la fonction qui a un couple

d’angle donné associe un pixel. L’équation 5.17 devient donc :

1 -T
Ry i) = (To (@160 Be))  Rraw (Ip (an.) Briy)) (5.18)
ou Jp (an(i), 5,5,(1-)) est obtenu en dérivant la fonction définie par :
S -
COS &x COS S1n & COS
(Oé 5) — M 7sin6+£_+’ylsfsin5+§ + uo (519)
) sin a cos B
V2= snAre T V0
Tous calculs faits, on obtient :
— sin a(§—sin B) (cos a+s sin ) (€—sin j3)
-1 _ B B
(Jp(a’ /8)) - [ (5—;31%0)82 cosa _ (scos aZQSiCI?(Sx)(f—sin B)? ] (520)
71(1=¢sin B) Y2(1—¢sin B)
Le résultat final s’obtient en substituant I’équation 5.20 dans I’équation 5.18 :
i1 Ti2
R, = 5.21
(@) [T 21 7“22] ( )
avec .
Faw(€—sin By ()? (sin® oy i Fssinay (iy)?
ry = o C(ESQSBt it)’( )) (s 70124%() n (cos g (3 7225 Qy (3))
r _ ogaw(ﬁfs’inﬁm(i))?’ <7sinat’(i) cosay (i) (cosaty(i)Jrssinat’(i))(scosaty(i)fsinaty(i)))
12 cos By, i) (1=€ sin By, (5)) 7t 3 (5.22)
21 = T2
, N azaw(f—sinﬁt’(i))‘l (0052 (i) (scos at’(i)—sinan(i))Q)
27 T(A-&sinp )2 77 7

L’équation 5.22 montre que la matrice de variances-covariances associée a un amer dépend de sa
position dans l'image. Par ailleurs, on peut remarquer que U'erreur sur le gisement peut étre corrélée
avec erreur sur I'élévation. Néanmoins, cette corrélation disparait dés que s = 0 et ;3 = 2. 7. Dans
ce cas, la matrice de variances-covariances obtenue vaut :

, a2 (i)
Ry i) = Ura;” diag (5 51211@,(@)) ) (5 - &’(Z)) 2 (5:23)
, 7 cos? By i) (1—¢&sinfy ()

On remarque alors que Ry ;) ne dépend que de I'angle d’élévation. Ceci est une conséquence de la

géométrie de révolution des miroirs considérés. Remarquons enfin que la variance de ’angle d’élévation

6. Excepté aux poles de la sphere, mais cette région n’est jamais considérée en pratique.
7. Ce qui est en général le cas.
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Ecart type du gisement (deg) Ecart type de I'élévation (deg)
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FIGURE 5.7 — Ecart-types des mesures en fonction du pixel considéré dans 'image pour le cas de la
caméra parabolique de la premiere expérimentation. Sur 'image de gauche, le centre de la caméra
n’est pas représenté car les valeurs deviennent trop importantes et tendent vers l'infini.

est toujours définie (on a toujours 1 — & sin By ;) # 0 car € < 1). Ceci n’est pas le cas pour la variance
de I’angle de gisement qui augmente jusqu’a I'infini lorsqu’on se rapproche des poles de la sphere. ®
La figure 5.7 donne les covariances pour le cas du miroir parabolique avec 0,4, = 4pixels.? On voit
bien le fait que le calcul de 'angle de gisement devient critique lorsqu’on se rapproche du centre de
la caméra. En revanche, la qualité d’estimation de ’angle d’élévation reste globalement bonne en tout

point sur la caméra malgré une légere dégradation au centre de I'image.
5.1.4.3 Parametres de calibration

Les parametres de calibrations utilisés ont été obtenus grace a 1'utilisation de mires de calibration
et & la boite a outils développée par Christopher Mei ([Mei, 2007]). Les parameétres concernant la

position de la caméra dans le repere du robot ont été mesurés manuellement. On a au final :

Objectif parabolique :
— Point central : (ug,vg) = (517.65,393.66)

Distances focales : 73 = 7o = —273.898
— Obliquité nulle : s =0
— Parametre du miroir : £ =1

— Coordonnées du repere caméra dans le repere du robot : ¢, = 0.55m, ¢, = —0.29m, v = Odeg

Objectif hyperbolique :
— Point central : (ugp,v9) = (521.12,384.34)

— Distances focales : v = 79 = —266.1664

8. Ceci est logique car le gisement n’est pas défini pour les élévations de —7/2 et /2.
9. Les parametres numériques associés a la caméra sont donnés dans le paragraphe suivant.
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— Obliquité nulle : s =0
— Parametre du miroir : £ =0.9

— Coordonnées du repere caméra dans le repere du robot : t, = 0.1955m, t, = Om, v = Odeg
5.1.5 Conclusion quant aux conditions expérimentales

Nous avons proposé dans cette section une description la plus complete possible du protocole
expérimental. Nous avons dans un premier temps présenté les caractéristiques des lieux et trajectoires
effectuées, mettant ainsi en évidence les parametres que 1’'on espere retrouver dans le résultat final
(géométrie des murs pour la premiere expérimentation et ’aspect fermeture de boucle pour la seconde).
Nous avons également introduit les modeles utilisés : ceux-ci sont tres proches de ceux introduits au
chapitre 3. Enfin, nous avons fourni une description détaillée de I’ensemble du matériel utilisé ainsi
que les parametres numériques nécessaires pour les implémentations de 1'algorithme de SAM.

Un résumé complet des parametres est donné dans le tableau comparatif 5.1.

Premiére expérimentation | Seconde expérimentation
Utilisation du robot
Utilisation du robot ANIS | Hannibal dans la halle
dans les couloirs du batiment | robotique du batiment Kahn.
Descriptions générales Borel. Présence de nom- | Environnement intérieur as-
breux posters sur les murs et | sez ouvert et complexe. Les
géométrie des couloirs simple. | positions initiales et finales
coincident.
Parametres géométriques [t =0.Im [t =0.12m
L =0.5m L =0.5m
(é) Ocod = T/180rad Ocod = T/180rad
o Ecart-types liés a Q" or =10 or =2.10"%m
3 0, =0 o1, = 0.0445m
o Sy =10""m?.s7! Sy =10"7"m?.s7 !
Parametres liés & QFf Sy = 10 °m?.s~ ! Sy = 10 °m?.s~ !
Sp = 5.10"6rad?.s~! Sp = 5.10"6rad?.s7!
ty = 0.55m ty, = —0.1955m
- Position reperes caméra ty = —0.29m ty = O0m
< v=0 =0
= (w0, v0) = (517.65, 393.66) (w0, v0) = (521.12, 384.34)
= Parametres intrinseques Y1 = v2 = —273.898 Y1 = v2 = —266.1664
5 s=0 £=1 s=0  £=09
Ecart-types mesures brutes || 0,4, = 4pixels Oraw = 4pixels

TABLE 5.1 — Caractéristiques des deux expérimentations
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5.2 Rejet des points aberrants

5.2.1 Introduction

L’utilisation des techniques visuelles présentées au chapitre 4 (descripteur SIFT couplé avec la
méthode RANSAC) a une certaine robustesse mais a aussi ses faiblesses. En effet, de part son aspect
aléatoire, la méthode de RANSAC ne garantit pas que les mises en correspondances sont parfaites,
mais un pourcentage “ faible ” d’outliers (points aberrants).

Les mesures associées a ces outliers sont par définition tres éloignées des mesures attendues. Ainsi,
elles ne permettent plus de garantir I’hypotheése de petites erreurs nécessaire a l'utilisation de notre
méthode de lissage non linéaire. La conséquence de l'intégration des outliers dans le filtre est :

— au mieux, un léger biais dans la solution,

— au pire, une divergence du filtre comme dans le cas extréme du scénario 12 dans les simulations

du chapitre 3 (page 126).
Il parait alors naturel d’essayer de supprimer du filtre ces points abérrants; il en va de la consistance
de la solution finale.

Les outliers peuvent étre divisés en deux sources principales :

1. Les erreurs dans l’association des données. Le suivi des points a mis en correspondance deux
. . . e oa . . ) e .
points qui n’auraient pas di I'étre. Ceci peut arriver lorsqu’une zone de 'image possede un motif
répété plusieurs fois. La méthode proposée au paragraphe suivant est en général assez robuste

dans ce type de cas.

2. Les points sont en mouvement. Dans ce cas, 'algorithme de mise en correspondance ne fait pas
d’erreur, mais I’hypothese du filtre concernant la staticité de la scéne n’est plus respectée. Ceci
peut biaiser considérablement la solution, surtout si le mouvement est important et que le point
est suivi “ longtemps ”. La méthode proposée au paragraphe suivant est un peu moins robuste

dans ce cas, notamment lorsque les mouvements des points sont tres lents.

Nous proposons d’utiliser une méthode classique de rejets des outliers basée sur la distance de

Mahalanobis. Nous donnons les principaux aspects de la méthode dans le paragraphe suivant.

5.2.2 Utilisation de la distance de Mahalanobis

Le principe décrit ici consiste a filtrer les points considérés a chaque “ étape de prédiction ”. L’idée

est alors d’effectuer une prédiction du vecteur de mesures et de vérifier si celui-ci ne s’éloigne pas
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trop de la mesure effectuée. Une description précise des avantages et inconvénients théoriques de cette
méthode peut étre trouvée dans ([Joly, 2006]).

Supposons qu’a I'instant ¢ nous disposons d’une solution sous la forme d’un vecteur d’information
¢ et d'une matrice d’information €2 (correspondant a toute la trajectoire depuis I'instant initial jusqu’a
I'instant ¢). Grace au théoréme de marginalisation (théoreme 1.3 p.20), il est possible de calculer les
parameétres d’information puis la matrice de variances-covariances associée au vecteur [x! , m”]T (ot m
désigne la restriction de m a ’ensemble des amers visibles a 'instant ¢ +1). Soient p; et X, I'espérance
mathématique et la matrice de variances-covariances obtenues apres marginalisation :

e = [’uxt} et 3, = [Extxt Extﬁl] (5.24)
o Yix, mm
Connaissant le vecteur uyy 1, une prédiction de ’état du systeme a Uinstant ¢ + 1 est donnée par :

(Vi) Ze (V)T + Qi (Vif) Sy

5.25
S (V)T Ymm (5.25)

£ (px,, ut+1)] ot Sy =

Hm

M1 = [

On peut alors déduire de I’équation 5.25 une prédiction du vecteur de mesures ainsi qu’une matrice
de variances-covariances associée a la prédiction (grace a la fonction h, sa matrice jacobienne et les
reégles de propagation des matrices de variances-covariances). Ceci nous permet d’extraire pour chaque

o e d . . : d :
amer considéré la prédiction z" <" . et la matrice de variances-covariances RY"© - L'algorithme final

t+1,(4) t+1,(d

de rejet est donné par :

1. Calcul de fol‘?(i) et Rfflil(i)

d
2. Calcul de e = fol,(i) BRZASN0)

Rpred

+41,(1) + Rt+1,(z’)) e A un seuil donné fonction de la loi du x? & 2

3. Comparaison de test = el <
degrés de liberté. Nous avons choisi un seuil correspondant & 99% (soit 9.21). Si test > 9.21,

alors la mesure de (i) est considérée comme aberrante. Le suivi de ce point est donc arrété.

5.3 Résultats de SLAM visuel

Nous présentons dans cette section les résultats obtenus avec I'algorithme de SAM sur les deux
jeux de données. Le paragraphe 5.3.1 est consacré a la premiere expérimentation. Les résultats de la
seconde expérimentation sont donnés dans le paragraphe 5.3.2 (page 196). Dans les deux cas, nous
utilisons 'algorithme classique de SAM dont tous les parametres ont été donnés dans les sections

précédentes. Enfin, précisons que I’ensemble des résultats ont été obtenus en post-traitements et en
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utilisant le maximum de points possible. Nous n’avons pas introduit de contrainte sur les temps de

calculs.

5.3.1 Expérimentation Borel

5.3.1.1 Analyse qualitative et quantitative des résultats

Nous présentons dans ce paragraphe les résultats de SLAM obtenus avec les données de la premiere
expérimentation. Dans un premier temps, on peut se rendre compte que la carte globale est tres
cohérente. Celle-ci est représentée sur la figure 5.8. On constate en effet que l'on retrouve bien la
structure de couloir du lieu visité (alignement de points de part et d’autre de la trajectoire). Par
ailleurs, on retrouve parfaitement les angles droits présents dans la réalité. En ce qui concerne la
trajectoire, celle-ci semble cohérente avec la carte (déplacement “ & peu preés” au milieu des couloirs).
On note un léger décalage avec 'intégration de 'odométrie pure (courbe verte sur la figure 5.8).

Quelques données quantitatives ont été extraites de cette carte afin de mettre en évidence la qualité
des résultats. Pour cela, nous avons calculé par regression linéaire les équations des droites numérotées

sur la figure 5.8. On a obtenu :

Droite 1 : —0.0163z 4+ 0.1291y — 0.9915 =0
Droite 2 : —0.0186z + 0.1614y — 0.9867 = 0
Droite 3 : 0.0294x + 0.0035y — 0.9996 = 0

Droite 4 : 0.0310z + 0.0037y — 0.9995 = 0

Ces équations nous confirment la structure de couloirs a angle droit que ’'on visualise qualitativement
sur la figure 5.8. En effet, on se rend compte que les droites 1 et 2 sont quasiments paralleles (le produit
scalaire de leur vecteurs directeurs unitaires indique un angle de 0.62deg entre les deux droites). Il
en est de méme avec les droites 3 et 4 (avec un angle de 0.14deg). Nous avons également vérifié
I'orthogonalité des murs. Le calcul des produits scalaires a permis de montrer que l’angle entre les
droites 1 et 3 est de 90.54deg et I’angle entre les droites 2 et 4 est de 89.78deg. On retrouve quasiment
les 90 degrés de la vérité terrain. Enfin, le calcul de la distance entre les droites 1 et 2 donne 1.832m
(contre 1.794m en réalité) 10 et la distance entre les droites 3 et 4 donne 1.822m (contre 1.794m en
réalité). Ceci confirme donc 'excellente qualité de la solution. Un résumé de ces résultats est fourni

dans le tableau 5.2.

10. Vérité terrain mesurée au laser.
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Final trajectory R

Odometry

X Landmarks ©) Jx XX

y coordinate (m)

0 5 10 15 20 25 30
x coordinate (m)

(a)

z coordinate (m)

40
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10
y coordinate (m) -5 0
-10 x coordinate (m)
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FIGURE 5.8 — Carte globale du batiment Borel obtenue par le robot ANIS — (a) Trajectoire estimée,
intégration de 'odométrie pure et projection dans le plan z = 0 des amers estimés — (b) Vue 3D des
éléments précédents
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Valeurs estimées | Vérités terrain | Erreurs relatives (%)
Angle entre les droites (1) et (2) 0.62deg 0 Non définie
Distance entre les droites (1) et (2) 1.832m 1.794m 2.11
Angle entre les droites (3) et (4) 0.14 deg 0 Non définie
Distance entre les droites (3) et (4) 1.822m 1.794m 1.59
Angle entre les droites (1) et (3) 90.54 deg 90 deg 0.60
Angle entre les droites (2) et (4) 89.78 deg 90 deg 0.24

TABLE 5.2 — Informations quantitatives extraites de la carte du batiment Borel

5.3.1.2 Evolution des incertitudes au cours de ’expérimentation

En plus des qualités intrinseques de la trajectoire et de la carte, nous avons étudié 1’évolution
des matrices de variances-covariances associées au systeme. On constate qu’il y a une augmentation
significative de l'incertitude entre le début de I'expérimentation et la fin. Ceci est logique et da au
fait que l'algorithme est appliqué en boucle ouverte sans réobservation du début de la carte. Ainsi,
I’ensemble de la solution subit un effet de marche aléatoire qui se traduit par une inflation progressive
des matrices de variances-covariances. Celle-ci est néanmoins beaucoup plus faible que dans le cas ou
on aurait appliqué uniquement la solution odométrique. L’utilisation des mesures de ’environnement
permet de limiter la vitesse d’augmentation des ellipses.

L’augmentation de l'incertitude peut étre problématique. En effet, la taille des ellipses sur la
figure 5.9(b) est considérable et les ellipses se chevauchent. Ainsi, si le résultat devait étre fourni
a un utilisateur humain, Uinterprétation deviendrait délicate. Ceci provient du fait que l’estimation
des amers est imprécise dans le repére initial. Néanmoins, cette représentation est le résultat de
I'utilisation des blocs diagonaux de la matrice de variances-covariances du systeme. Une étude prenant
en compte les corrélations permettrait de montrer que les incertitudes dans le repere courant du robot
sont beaucoup plus faibles (une étude détaillée est proposée dans le chapitre 8). Par exemple, le fait
que les ellipses des murs des couloirs se chevauchent donne I'impression que 'on ne peut pas évaluer
précisément la largeur du couloir. Ceci n’est pas exact car les corrélations permettent de définir de
maniere tres précise les mesures différentielles, malgré des estimations globales de moindre qualité.
Si ces informations sont effectivement présentes dans les termes hors diagonaux de la matrice de
variances-covariance, le probleme de la représentation se pose :I'interprétation directe est délicate. De
meéme, si le résultat du SLAM doit étre utilisé pour un autre algorithme (par exemple pour le controle),
il pourrait étre délicat de devoir passer tous les termes de la matrice de variances-covariances, surtout

pour le cas de systemes de grande dimension. Cette problématique nous amenera a utiliser des cartes
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locales (troisieme partie du document).

5.3.1.3 Instabilité due a I’absence de données

Nous présentons dans ce paragraphe un probleme particulier lié au manque de mesures durant une
partie de I'expérimentation. Durant la premiere ligne droite de I'expérimentation, il y a eu une zone
dans laquelle trés peu de points étaient suivis (voire aucun a certaines itérations). Cet aspect avait
été signalé dans la section 5.1 et illustré sur la figure 5.2 page 174. Cette zone correspond environ a la
partie de la trajectoire comprise entre les abscisses 12m et 17m.

Tout au long de cette zone, 'information principale pour 'algorithme de lissage était I’odométrie.
Il n’y avait pratiquement plus aucune contrainte liée a ’environnement. Ceci a posé un probleme
d’instabilité lorsque la dimension de 1’état a considérablement augmenté : les valeurs numériques
associées a l'information sur cette partie de la trajectoire deviennent trop faibles par rapport aux autres
valeurs. On a en effet constaté vers les dernieres itérations que la solution se déplagait considérablement.
Le début de la carte était pratiquement inchangé alors que I’ensemble de la fin de la carte subissait
une rotation rigide autour de la zone a faible information (figure 5.10). Ceci est finalement assez
logique : I’absence de mesures a provoqué une zone numériquement instable dans laquelle la densité
de probabilité est assez diffuse. Le gradient devient alors trop faible pour que 'optimisation liée au
SAM trouve un minimum global pertinent.

Concernant ce probléme, on pourra remarquer que les propriétés locales sont conservées. En effet,
I'instabilité ne s’opére que sur une seule partie de la trajectoire, donnant alors I'impression que la carte
peut étre découpée en deux blocs rigides. La taille des murs, et les angles restent localement inchangés.
L’algorithme de SAM permet donc tout de méme de garantir une cohérence locale forte (ce qui rejoint

les remarques faites au paragraphe précédent concernant 'importance des liens locaux).

5.3.1.4 Bilan de ces premiers résultats

Le bilan de cette premiere expérimentation est trés bon. Nous avons en effet réussi a obtenir
une carte et une trajectoire dont la qualité semble qualitativement tres bonne. Par ailleurs, certaines
mesures quantitatives concernant la structure de I’environnement ont confirmé ces impressions. Le
probleme soulevé concernant 'instabilitié est tres spécifique et di & de mauvaises conditions dans une
zone localisée de la trajectoire.

Finalement, la principale faiblesse de cette expérimentation est sa relative facilité. En effet,

hormis la partie de la séquence problématique, le reste de la séquence comportait des images avec
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FIGURE 5.9 — Evolution des ellipses d’incertitudes a 99% pour la séquence Borel. L’intégration
de l'odométrie pure est représentée en vert. On ne représente que les ellipses associées a la po-
sition courante du robot et les amers courants — (a) Résultat obtenu au début de la trajectoire
(expérimentation réalisée a 20%) — (b) Résultat obtenu apres environ 70% de la trajectoire.
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FIGURE 5.10 — Hlustration du décalage a cause de la région sans amers

beaucoup de textures (les lieux étaient tres structurés, avec notamment la présence de nombreux
posters sur les murs). De plus, la plupart des points détectés 1'étaient a une distance assez faible du
robot, ce qui a contribué a la précision du résultat. Enfin, on peut remarquer que 'odométrie utilisée
était tres précise dans son ensemble. Ceci est mis en évidence sur la figure 5.3(a) : il y a tres peu de
décalage entre la trajectoire estimée par le SAM et l'intégration pure de 'odométrie. On peut alors
se demander si la bonne qualité des résultats est le fait de cette odométrie. L’algorithme aurait-il
été capable de corriger une odométrie plus défaillante ? Les résultats présentés au paragraphe suivant

(obtenus avec le robot Hannibal) permettront de répondre a cette question.

5.3.2 Expérimentation Kahn

5.3.2.1 Analyse qualitative et quantitative des résultats

Nous présentons dans ce paragraphe les résultats obtenus lors de la seconde expérimentation. Les

conditions de cette expérimentation sont plus difficiles que la précédente, notamment sur deux points :

1. L’odométrie : elle est moins précise que celle du robot ANIS a cause de la présence de pneuma-

tiques,

2. L’environnement : celui-ci est beaucoup plus ouvert.
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Le second point cité nous empéche également d’obtenir une vérité terrain. Pour compenser cette
absence de vérité terrain, nous avons choisi de faire en sorte que la position finale a l'issue de
I'expérimentation soit confondue avec la position initiale. De plus, tous les points vus a la fois &
lallée et au retour (typiquement le mur principal qui est longé) doivent se superposer.

La trajectoire et la carte obtenues (en projection dans le plan horizontal ainsi qu’en 3D) sont
présentés sur la figure 5.11. On se rend compte que la trajectoire odométrique (en verte) est forte-
ment décalée (le retour devant se faire quasiment parallelement a l'aller). Ici, 'odométrie subit un
biais conséquent lors des mouvements de rotation, di a la présence de pneumatiques. Néanmoins,
la trajectoire et la carte fournies par le filtre sont tres bonnes. Premierement, le mur le long de la
partie droite parait pratiquement rectiligne. Par ailleurs, on remarque sur la vue 3D des alignements
verticaux de points régulierement espacés correspondant a une baie vitrée (I’alignement obtenu ainsi
que la régularité témoignent de la qualité de la solution).

Enfin, la qualité de I'estimation est également visible apres vérification de la fermeture de boucle.
La figure 5.12 montre en effet que la position finale retournée par le filtre est tres proche de la position
intiale. Par ailleurs, la vérité terrain (ie. I'origine) est bien incluse dans lellipse de confiance a 99%.

L’intégration de 'odométrie pure, quant a elle, est nettement plus éloignée.

5.3.2.2 Evolution des incertitudes au cours de ’expérimentation

Tout comme dans l'expérimentation précédente, on constate une augmentation de la taille des
enveloppes d’erreurs lorsqu’on avance dans l'expérimentation. Ceci est illustré sur la figure 5.13. On
remarque que vers la fin de la trajectoire, toutes les ellipses de confiance ont une direction privilégiée.
Ceci peut s’interpréter a cause de I'odométrie. En effet, la comparaison entre les figures 5.11(a) et
5.13(b) indique que l'orientation des ellipses & la fin de la trajectoire tend a retrouver lerreur de
I'odométrie pure (& une échelle moindre). Ainsi, le décalage global de 'odométrie se retrouve dans la
direction des ellipses de confiance finales, ce qui est un élément supplémentaire montrant la cohérence

de I'algorithme.

5.3.2.3 Bilan de ces seconds résultats

Le bilan de cette seconde expérimentation est également tres bon. Nous avons en effet pu obtenir
une solution tout a fait cohérente alors que 'odometrie est largement défaillante. Méme si nous n’avons
pas de vérité terrain concernant les mesures de I’environnement, on retrouve des alignements cohérent

ainsi qu’un angle droit (¢ en bas & droite ” de la figure 5.11(a)). Enfin, la qualité du point final alors
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FIGURE 5.11 — Carte globale du batiment Kahn et trajectoire du robot obtenues par le robot Hannibal
— (a) Projection dans le plan 2D de la trajectoire estimée, de l'intégration de 'odométrie pure et des

amers estimés — (b) Vue 3D des élément précédents.
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FIGURE 5.12 — Zoom sur la fin de la trajectoire. L’ellipse de confiance englobe bien la position initiale.

que ’on a pas remis en correspondance les points de I’environnement pouvant servir a

la fermeture de boucle permet de conforter ces bons résultats.

5.3.3 Synthese concernant les deux expérimentations

Finalement, les résultats présentés dans cette section se completent bien. En effet, les premiers

résultats ont permis de montrer de tres bonnes propriétés quant a la précision métrique du résultat

fourni par 'algorithme de SAM. Néanmoins, la simplicité de la scéne et la bonne qualité de 'odométrie

pouvaient laisser penser que ces résultats n’étaient pas significatifs. Ainsi, la seconde expérimentation

permet de compléter le bilan : 'environnement ouvert et 'odométrie défaillante constituent des con-

ditions expérimentales difficiles mais qui n’empéchent pas d’obtenir de trés bons résultats.
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5.4 Utilisation du SLAM pour la calibration

Nous avons présenté dans la section précédente les premiers résultats utilisant ’algorithme de
SAM avec 3 degrés de liberté, aidé par 'odométrie du robot. Ces premiers résultats se sont avérés
tres bons. Une premiere conséquence de ce résultat est que les propriétés d’observabilités sont bonnes,
tout comme le conditionnement des équations.

Nous proposons dans cette section d’étendre ces résultats au cas ou les parametres de position-
nement de la caméra ne sont pas connus. Ce type d’approche peut étre intéressante dans le cas ot on
ne dispose pas de moyen précis de mesurer la position de la caméra par rapport aux roues motrices
(cas d’une voiture par exemple).

Les nouveaux parametres a estimer seront ainsi introduits dans le vecteur d’état utilisé dans le
SAM. Nous espérons que les bons résultats de la section précédente traduisent une redondance que
I’on pourra exploiter pour estimer ces parametres.

Nous présentons dans un premier temps les aspects méthodologiques de ce nouveau probleme
(paragraphe 5.4.1). Nous y introduisons d’abord la notion d’observabilité pour le nouveau systéeme ;
nous y donnons ensuite les aspects pratiques pour modifier ’algorithme initial. Nous présentons enfin

les résultats obtenus (paragraphe 5.4.2).

5.4.1 Meéthodologie

5.4.1.1 Remarque quant a I’observabilité

Avant de modifier I'algorithme de SAM, il est nécessaire de vérifier que le nouveau probléeme posé
est observable. Si ce n’est pas le cas, 'augmentation de 1’état dans le filtre sera inutile (voire méme
néfaste). '' Nous proposons dans ce paragraphe de donner une idée intuitive de ce fait grace & une

étude de I'équation de mesures, rappelée ici :

(5 = arctan2 ( Y(iy — Yt — ty cos 0 —tysinf, Z() — T — ly COS 0 + t, sin 0; ) —0;—

_ (i)
= arctan
'Bt’(l) ( \/(m(i) —x¢—tg cos B4ty sin Gt)2+(y(¢) —yt—ty cos Oy —t, sin 6;)? >
(5.26)

Pour traiter de l'observabilité, nous supposons que toutes les mesures sont parfaites (odométrie
et angles fournis par la caméra), que nous avons une condition initiale connue pour la position du

robot. Nous cherchons a savoir s’il est possible de retrouver ’ensemble des état sous les hypotheses

11. Si un parametres n’est pas observable, on devrait constater des pertes de rang dans la matrice de variances-
covariance totale, ce qui peut provoquer des instabilités numériques lors de la marginalisation.
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précédentes, dans le cas ou nous avons un seul amer a estimer. La connaissance de I'odométrie dans ce
probleme fait que 1’état du robot peut étre considéré comme connu. Ainsi, il reste & savoir si on peut
estimer les parametres de ’amer et du repere caméra.

On peut alors montrer que dans le cas d’un systeme a un amer unique le systeme vérifie les
propriétés d’inversion locale dés que 'on a 5 positions non cocycliques. Par extension, avec plus de
1 amer, le systeme restera observable car les parameétres de la caméra peuvent étre supposés connus.
Ainsi, le systéme augmenté est observable, mais il est nécessaire d’effectuer au moins
un changement de rayon de courbure dans la trajectoire. Cette propriété a été démontrée
dans Pannexe B (section B.4). Intuitivement, la qualité de l'estimation sera liée aux variations de
rayon de courbure. Les deux expérimentations menées alternent entre ligne droite et virages serrés.

Les conditions d’observabilité sont donc réunies.

5.4.1.2 Détails pratiques pour modifier ’algorithme initial

Pour introduire la nouvelle partie de I’état, nous avons établi quelques modifications. L’état con-
sidéré n’est plus défini par la concaténation de xi., et m mais est donné par [x{t,tm,ty,%mT]T.
Techniquement, ceci implique d’ajouter 3 colonnes lors du calcul de la matrice jacobienne H associée
aux mesures. Les calculs ne sont pas détaillés ici mais peuvent étre facilement déduits du systeéme 5.26.

Enfin, nous ajoutons un a priori concernant les parametres de position de la caméra. 2 Ceci permet
de fournir une contrainte sur la solution qui est nécessaire. En effet, nous avons vu que tant que le robot
évolue en ligne droite ' il est impossible de séparer I'information apportée & la position (z,y) des amers
de celle sur la position de la caméra. Du point de vue du filtre, ce manque d’information se traduit
par une perte de rang sur la matrice d’information €2. On ne peut donc plus obtenir une estimation
des amers par l'opération Q71¢, ce qui compromet I'utilisation du filtre. Définir un a priori sur la
position du repere caméra (aussi grand soit-il) permet de rendre inversible la matrice d’information
totale, ce qui permet d’obtenir la marginalisation de la position des amers. Enfin, I’étude précédente a
montré qu'il existe une notion d’observabilité locale (le systéme ne peut étre inversé analytiquement),
ce qui justifie la connaissance d’un a priori. Par ailleurs, il n’est pas aberrant d’admettre que 'on
peut grossierement mesurer la position de la caméra dans le repere du robot avant le début d’une

expérimentation.

12. Avant l'incrémentation de £ et ) grace aux différentes matrices jacobiennes, la partie de 1’état associée aux
parametres de la caméra est initialisée avec une valeur non nulle.
13. Ceci peut étre fréquent en début d’expérimentation.
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Soit p2,,, = [tV tg 7917 une estimation a priori des parametres du repere de la caméra. La matrice

d’information initiale concernant ces parametres est donnée par :

1
0
Qam=|0 7 0 (5.27)
0 0 é

ou ay,, oy, et o sont les écarts types associés a la connaissance a priori de la position du repere de la
caméra dans le repere du robot. Ces parametres ne doivent pas étre infinis. Le vecteur d’information

intial est quant a lui donné par :
T
€l = Vsl = [ 2] (529
Les parametres numériques que nous avons utilisés sont :
~ ty =ty =~ =0 :on donne comme a priori le centre de l'essieu arricre et un décalage angulaire
nul. On sait pertinemment que ces valeurs ne sont pas exactes; on aurait pu initialiser plus
finement, mais nous préférons montrer que l'algorithme peut retrouver précisément les bonnes
valeurs,
— 0y, = 0, = 1lm : ces valeurs permettent de définir une enveloppe d’incertitude qui englobe le
robot,
~ 04 = bdeg
Ainsi, la “ zone de recherche ” de la position de la caméra enveloppe globalement 'intégralité du robot
(grace aux écarts types a 1m). Par ailleurs, 'enveloppe & 99% associée a v correspond & [—15 + 15]deg.
Ces valeurs paraissent exploitables et englober largement les vraies valeurs, qui sont attendues autour

de 10-20cm concernant les parametres de translation et quelques degrés (tout au plus) concernant la

rotation.

5.4.2 Résultats obtenus

Nous présentons dans ce paragraphe les résultats obtenus dans le cadre des deux expérimentations.
Concernant le filtre, nous avons conservé les méme réglages que dans le paragraphe précédent.

La figure 5.14 permet de comparer la solution obtenue par le nouvel algorithme a la solution
obtenue par 'algorithme initial (sans prise en compte de la position de la caméra). On se rend compte
que les cartes et trajectoires obtenues se superposent quasiment, ce qui montre la pertinence du
nouvel algorithme. Par ailleurs, nous avons représenté sur la figure 5.15 I’évolution de l’estimation

de t, au cours des premiers instants ainsi que le rapport V/w. On se rend compte que I'estimation
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FIGURE 5.14 — Superposition des trajectoires et cartes du batiment Borel obtenues avec 1'algorithme
initial et I'algorithme évaluant la position de la caméra
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FIGURE 5.15 — Evolution du rayon de courbure et de l'estimation du parametre ¢, (avec son enveloppe
a 99%)sur les premiers instants pour le cas de la séquence Borel
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de t, commence réellement (I’enveloppe de confiance a 99% se modifie largement) au moment ou le
rayon de courbure de la trajectoire se met a varier significativement. On retrouve alors bien le résultat
d’observabilité attendu : 'estimation des parametres de la caméra ne peut se faire que lorsque le rayon
de courbure varie. Au final, les parametres ont convergé vers :

— 1y = 0.5575m (intervalle a 3o : [0.5163,0.5988]m)

— t, = —0.2859m (intervalle a 3o : [—0.3939, —0.1780]m)

— v = 0.53deg (intervalle & 30 : [0.2020, 0.8642]deg)

Les valeurs obtenues sont tres proches des valeurs réelles que ’on a mesurées : notre approche est donc
parfaitement cohérente.

Des résultats similaires ont été obtenus avec la séquence du batiment Kahn (figures 5.16 et 5.17 14).
Les parameétres ont finalement convergé vers :

— t, = —0.2046m (intervalle a 3¢ : [—0.2121, —0.1971]m)

~ t, = —0.0227m (intervalle a 3o : [—0.0416, —0.0039]m)

— v = —0.0198deg (intervalle a 3o : [—0.3349, 0.2953]deg)

Tout comme pour la premiere expérimentation, les résultats obtenus concernant les parametres de
la caméra sont tout & fait cohérents avec les parametres mesurés manuellement.

Au final, ’ajout de la position de la caméra dans les parametres & estimer n’a pas posé de probleme.
Malgré une incertitude de départ tres élevée en ce qui concerne la position de la caméra dans le repere
du robot (de ordre du metre en position), nous avons réussi a obtenir des zones de confiance a 99% de
quelques centimetres qui sont tout a fait cohérentes avec les mesures effectuées. Par ailleurs, nous avons
bien constaté que I'estimation des parametres commence lorsque le rayon de courbure de la trajectoire
varie. De plus, les résultats obtenus quant a la carte et a la trajectoire ne sont pratiquement pas
modifiés par rapport a I’algorithme initial, ce qui appuie la qualité des résultats. Ces bons résultats

refletent finalement tres bien les conclusions fournies par I’étude d’observabilité.

5.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les résultats de SLAM visuel issus de deux expérimentations.

L’algorithme initial proposé est basé sur le SAM et effectue la fusion entre les données issues de

14. Ici, la vitesse de rotation était exactement nulle sur les premiers instants, alors que la vitesse était constante. Le
rayon de courbure était donc infini. Nous avons donc représenté directement les variations de w. Sachant que V est
maintenu quasi-constant sur toute l'expérimentation, les variations de w correspondent également a des variations du
rayon de courbure
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FIGURE 5.16 — Superposition des trajectoires et cartes du batiment Kahn obtenues avec 1'algorithme
initial et I'algorithme évaluant la position de la caméra
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FIGURE 5.17 — Evolution du rayon de la vitesse de rotation et de ’estimation du parametre t, sur les
premiers instants pour le cas de la séquence Kahn
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I'odométrie et les points d’intérét vus par la caméra omnidirectionnelle. Nous avons vu qu’il était
possible d’améliorer largement la position fournie par 'odométrie pure (notamment dans le cas de la
séquence Kahn). Nous avons également vu que notre approche de SAM peut conduire a des instabilités
lorsque le nombre de mesures est insuffisant dans certaines zones. Nous verrons dans la troisieme partie
de ce manuscrit que I'on peut éviter ce probleme avec la création de cartes locales (voir chapitre 8).

Par ailleurs, nous avons montré qu’il est possible d’estimer précisément la position de la caméra
dans le repere du robot. Ceci peut étre treés utile dans le cas d’applications réelles ou il est difficile
d’effectuer des mesures précises sur la plate-forme). Une perspective directe de ces résultats serait
Iestimation des parametres de calibration de la caméra pendant le processus de SLAM.

Au final, ces résultats montrent que notre algorithme est parfaitement adapté aux environnements
d’intérieurs et plans. Néanmoins, il sera mis en échec dans le cas de déplacements plus complexes.
Nous proposons au chapitre suivant un algorithme permettant de traiter les mouvements du robot a

6 degrés de liberté.
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Nous avons présenté au chapitre précédent les résultats de SLAM visuel & 3 degrés de liberté
et augmenté par des informations odométriques. L’algorithme utilisé nous a permis d’obtenir une
excellente carte métrique ainsi que de développer une approche originale permettant de corriger la
position de la caméra. Nous proposons dans ce chapitre de lever les deux principales limitations de

I’algorithme du chapitre 5, a savoir :
1. T'utilisation de 'odométrie,
2. la limitation a 3 degrés de liberté.

Ainsi, on cherche dans ce chapitre & définir un algorithme de SLAM purement visuel. L’inconvénient
immédiat dans 'absence d’odométrie est ’absence compléete de données métriques. Ainsi, on sait
par avance qu’on ne pourra obtenir une solution qu’a un facteur d’échelle prés. Malgré ce manque
d’information, nous verrons qu’il est possible d’obtenir des résulats tout a fait satisfaisant. Ces derniers
ont été présentés a la conférence ICINCO’10 ([Joly et Rives, 2010]).

Ce chapitre s’articule en 5 sections. Nous présentons dans la section 6.1 les éléments du nouveau
probleme considéré (hypotheses et équations). Nous discutons ensuite de 'importance d’initialiser les
amers des le premier instant d’observation (section 6.2). Dans ce but, nous verrons deux approches
couramment utilisées dans la littérature. La section 6.3, quant a elle, est dédiée a 'adaptation au SAM
de lalgorithme de représentation des amers avec I'inverse de la profondeur. Des résultats sur données
réelles sont présentées dans la section 6.4. Nous concluons ce chapitre par une synthese des résultats

montrant les avantages et limites pratiques des solutions proposées.

6.1 Nouveau probleme

6.1.1 Introduction

Nous présentons dans cette section les nouveaux éléments liés a l'algorithme de SLAM visuel & 6
degrés de liberté. Nous introduisons dans un premier temps les nouvelles équations liées a 1’évolution du
robot et au vecteur de mesures (paragraphes 6.1.2 et 6.1.3). Nous formulons enfin quelques remarques

quant a 'observabilité du nouveau systeme.

6.1.2 Mouvement de la caméra

6.1.2.1 Mouvement libre : plus de contrainte sur ’odométrie

Contrairement aux chapitres précédents, nous considérons maintenant une caméra libre de se

déplacer dans 'espace suivant six degrés de liberté : trois en rotation et trois en translation. Aucune
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mesure proprioceptive de ce déplacement n’est supposée disponible du fait de I’absence d’odométrie.
Ainsi, on considere que I’évolution de la caméra se fait a I’aide d’un vecteur vitesse défini dans le repere
global ainsi que d’un vecteur rotation défini dans le repere du robot. Ces deux vecteurs d’entrées sont
supposés constants entre deux instants consécutifs ¢ et ¢ + 1. Dans notre cas, les vecteurs de vitesses
linéaire et angulaire ne sont pas connus. Pour cette raison, nous les introduisons dans le vecteur d’état
pour les estimer.

Finalement, la paramétrisation choisie pour le modele d’évolution de la caméra est donnée par :

T
xi= [ v af o] (61)

ou on a défini :

— 1y = [ yr z]7 la position de la caméra dans le repere global,

~ Vi = [Ugy vy, vz4]T la vitesse de translation (constante) entre les instants ¢ et ¢ + 1 et exprimée
dans le repere global,

— ¢ = [q1; @2 q3; q44]7 le quaternion permettant de représenter la matrice de rotation du repere
caméra. La matrice de rotation obtenue & partir de q; est la matrice de rotation R"¢ permettant
de transformer les coordonnées d’un vecteur du repere de la caméra vers le repere du global,

— W = [wer Wy ' wzt]T le vecteur de vitesse de rotation entre les instants ¢ et ¢t + 1 et exprimé dans

le repere du robot.

Remarque 6.1 (Utilisation des quaternions)

Loutilisation des quaternions peut paraitre délicate. En effet, les quaternions sont des vecteurs de
dimension 4 qui représentent des éléments de SO(3) : ils ne sont donc pas une représentation minimale
du groupe de matrices de rotations. Pour assurer une cohérence, les quaternions sont normalisés.
Néanmoins, Uestimation d’un quaternion dans un filtre peut conduire a un vecteur dont la norme est
différente de 1 (a4 moins d’imposer une mesure virtuelle pour respecter la contrainte). En pratique,
nous avons constaté que ceci ne pose pas de probléme.

A chaque itération, les quaternions obtenus par l’algorithme de SAM sont pratiquement de norme
unitaire (ce qui montre une certaine cohérence), si bien que le fait de les normaliser ne change pra-
tiquement pas les valeurs numériques initiales. Nous avons donc choisi pour stratégie de renormaliser
a chaque itération les quaternions obtenus avant de les utiliser a nouveau comme point de fonction-
nement. Ainsi, les quaternions obtenus aprés transformation du vecteur et de matrice d’information

en espérance ont toujours une norme trés proche de 1.
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Malgré ce probleme li€ a la représentation mon minimale, l'utilisation des quaternions permet de
définir toutes les matrices de rotation possibles, ce qui est impossible avec les représentations min-
imales qui contiennent toutes des singularités, comme par exemple les angles d’Euler. Enfin, les
regles de dérivation et composition des quaternions sont beaucoup plus simples que dans le cas des

représentations angulaires.

6.1.2.2 Nouvelle équation de modele

La nouvelle équation permettant de prédire 1’état entre les instants t et ¢t + 1 est basée sur
I'intégration du vecteur de rotation instantanée et du vecteur vitesse entre ces deux instants.
Nous supposons qu’un vecteur d’entrées ([V] ©7]7) ! agit sur les vitesses. Ce vecteur de commande

n’étant pas mesuré, nous le modélisons par un vecteur aléatoire gaussien centré de matrice de variances-

4 9

covariances connue. Nous ferons attention au moment du “ réglage ” a faire en sorte que cette matrice
puisse bien prendre en compte I'amplitude des accélérations que I'on admettra pour le robot.

Pour intégrer les vitesses et obtenir le vecteur position et le quaternion, nous supposons que les
vitesses intégrées sont constantes entre les deux instants considérés. Ceci n’est pas tout a fait le cas,
ce qui rend ’équation d’intégration “ basique ” (ie. a vitesse constante) légerement inexacte. Pour
prendre en compte ce fait, nous supposons que la nouvelle position et orientation du robot sont le
résultat de I'intégration d’une vitesse constante légerement différente de celle prévue. Nous notons v}
et v;° les perturbations considérées. Elles sont modélisées par des bruits blancs gaussiens centrés et
indépendants de matrice de variances-covariances connue (en ordre de grandeur, la variance associée

A ces bruits est bien inférieure & celle associée au vecteur [V{ QI]7).

Finalement, la nouvelle équation d’évolution est donnée par :

Tii1 rt+(Vt+%+l/2,)At
oo — | Q| qt®q((wt+%+1/,‘;’) At) (6.2)
e Vit vy + V, ’
Wit1 wi +

o q(u) désigne le quaternion associé au vecteur de rotation u et ® 'opérateur permettant de multiplier
deux quaternions (voir [Hartley et Zisserman, 2000] pour les formules élémentaires sur les quaternions).

La matrice de variances-covariances associée a ce modele est donnée par :

Q: = JuQuJy, (6.3)

1. Ici € ne désigne pas la matrice d’information associée au filtre.
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avec
0 0 0 0
J, = Xt+1 OXp1 OXpp1 OXgt1 (6.4)
8Vt 8Qt thV Byf
et
Sv At 0 0 0
. 0 SaAtl 0 0
Qu=1 | 0 S~AH 0 (6.5)
0 0 0 S w AT

ou Sv, Sq, Syv et Syw sont les parametres associés aux bruits considérés.

6.1.3 Vecteur de mesures

Dans ce chapitre, le vecteur de mesures est constitué des mesures en pixels fournies par la caméra.

Soient x(%, y(cl.) et z(% les coordonnées de 'amer (i) exprimées dans le repére de la caméra. La mesure

en pixels est donnée par les étapes du modele de projection unifiée rappelées ci-apres :

1. Normalisation des coordonnées : [xé’;) yz) z(S;)] = L

& =6 ¥ =0)

2. Correction avec le parametre du miroir : m =

3. Multiplication par la matrice des parametres intrinseques : p = Km

6.1.4 Notions d’observabilité

Nous proposons dans ce paragraphe quelques remarques quant a “ ’observabilité ”. Il est dans ce
cas tres difficile de mener une étude d’observabilité aussi rigoureuse que celle menée pour le cas du
SLAM a trois degrés de liberté. En effet, les commandes V et €2 de I'équation 6.2 sont inconnues (dans
le domaine continu, ces deux commandes correspondent a des accélérations). Dans ce cas, effectuer
une étude d’observabilité impliquerait de reformuler le systéme continu de sorte a le rendre affine en
la commande. ? Cette étape est trés délicate & cause de la présence d’une matrice de rotation a 3
degrés de liberté. Trouver une représentation des rotations qui permet de rendre le systeme affine en
la commande est non trivial. Enfin, I’étude a réaliser serait alors nettement plus compliquée que celle
présentée en annexe B.

Néanmoins, nous nous permettons de formuler quelques remarques communément admises :

— on retrouve les mémes problemes concernant la transformation globale rigide (trajectoire et

carte) que dans le cas & 3 degrés de liberté. Fixer la condition initiale du robot avec une position

2. Avoir un systéme affine en la commande est indispensable pour réaliser une étude d’observabilité indépendante de
la commande.
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nulle et une matrice de rotation égale & l'identité (quaternion associé : [1 0 0 0]7) permet de
résoudre ce probleme,
— l’ensemble des amers et de la trajectoire sera alors observable & un facteur d’échelle pres,

ceci étant du a ’absence de données métriques.

6.2 Initialisation non retardée des amers

Dans les chapitres précédents, nous avons utilisé une approche retardée pour l'initialisation des
amers. On attendait que le rapport entre la parallaxe de 'amer et I'incertitude associée soit favorable
a une initialisation consistante. Dans le cas de notre algorithme de SLAM a 6 degrés de liberté, nous
préférons utiliser une initialisation immédiate des amers.

Nous présentons dans le paragraphe 6.2.1 les motivations qui ont poussé a utiliser une telle ap-
proche. Les paragraphes 6.2.2 et 6.2.3 présentent deux algorithmes pertinents tirés de la littérature.

Nous concluons enfin cette section en donnant la méthode finale retenue pour I'initialisation des amers.

6.2.1 DMotivations

Nous présentons dans ce chapitre une méthode de SLAM purement visuelle. Le modele d’évolution
présenté dans I’équation 6.2 suppose que les vitesses de translation et de rotation sont constantes
entre deux instants consécutifs (les entrées V; et €2 sont en effet considérées comme des bruits blancs
gaussiens). Comparativement au cas du SLAM a trois degrés de liberté aidé par 'odométrie, I’équation
de prédiction est beaucoup moins fiable. Lorsque la dynamique du robot change, 1’algorithme de SLAM

“ voir 7 directement. Ainsi, le fait d’attendre une parallaxe suffisante peut conduire

ne pourra pas le
a une mauvaise initialisation si ’équation de modele n’a pu prédire correctement la position courante
du robot. Par ailleurs, il apparait que lorsque les amers sont vus avec une faible parallaxe, ceux-ci
peuvent apporter une information sur 'orientation du robot, méme s’ils ne permettent pas de calculer
la position du robot et qu’on ne peut pas calculer leur position.

En conséquence, de nombreuses publications traitant de I'initialisation et de la fagon de représenter
les amers proposent une classification des amers en deux groupes (voir [Trawny et Roumeliotis, 2006]

par exemple) :

Amers a l’infini : les amers situés a une distance *

infinie ” peuvent servir de “ boussole ”. Bien
u’ils n’apportent pas d’information sur la position du robot, son orientation peut étre calculée.
b

En pratique, cet aspect était déja visible dans la matrice jacobienne H dans le cas du SLAM a
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3 degrés de liberté (équations 3.11 et 3.12 page 89) : les coefficients liés aux positions du robot
et de 'amer tendent vers zéro lorsque la distance entre 'amer et le robot tend vers 'infini alors

que celui associé a l'orientation du robot vaut —1. Dans le cas ou des amers a distance “ non

infinie 7 sont vus, on montre que 'information qu’ils apportent est analogue & celle d’amers a
Iinfini tant que la parallaxe reste petite. C’est cette propriété que I'on essayera d’exploiter en

initialisant les amers des le premier instant ou ils sont vus.

Amers a distance connue : les amers apportent a la fois une information sur I'orientation du robot
ainsi que sur sa position (et leur propre position aussi). Lorsqu’un amer a été vu avec suffisam-
ment de parallaxe, il passe du groupe précédent a ce groupe. Typiquement, on peut directement

les représenter avec leur coordonnées euclidiennes.

Ainsi, méme les amers qui n’ont pas été observés avec une parallaxe suffisante apportent une in-
formation sur I’état du systeme. En revanche, on ne peut pas les représenter de maniere classique
(introduire des coordonnées euclidiennes alors qu’on ne peut pas les observer rendrait le filtre incon-
sistant). Il est donc nécessaire d’effectuer un traitement spécifique afin de tirer partie des informations
fournies par les amers “ boussoles ”.

Nous proposons dans la suite de cette section deux méthodes issues de la bibliographie qui ont été
appliquées avec succes aux méthodes de SLAM par EKF. Nous discutons par ailleurs de la possible

intégration avec une méthode de type SAM.

6.2.2 Filtre multi-hypotheéses ([Sola, 2007])

Une premiere série de méthodes consiste a utiliser différentes hypothéses afin de prendre en
compte l'incertitude quant a la profondeur a I'instant initial. Dans ce but, Joan Sold propose dans sa
theése une méthode pour intégrer toutes les hypotheses au sein d’un filtre de Kalman unique ([Sola
et al., 2005; Sola, 2007]). Il s’agit de la méthode FIS (Federated Information Sharing). Chaque hy-
pothese viendrait augmenter 1’état et serait initialisée avec une espérance et une matrice de variances-
covariances données. Enfin, un poids est associé a chaque hypothéese et mis a jour a chaque itération.

L’échantillonnage des hypotheses se fait avec la notion astucieuse de “ rayon conique ”. Lorsque le
robot observe un amer, le cas idéal voudrait que I’amer appartienne au rayon partant dans la direction
mesurée. Cette direction étant entachée d’une erreur, la zone ou peut se situer 'amer est en réalité un
cone infini (représenté en rouge sur la figure 6.1). L’idée est alors de placer les différentes hypotheses

de sorte a remplir ce cone. Joan Sold montre que ceci est possible grace a 'utilisation d’une suite
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STTLCLJ?

g3 = (X S3

FIGURE 6.1 — Concept de rayon conique (adapté de [Sola, 2007])

géométrique pour définir les hypotheses de profondeur. Soit s; la profondeur de I’hypothese i et o;
Iécart-type associé. Ces valeurs sont définies par :

— 51 fixé et 01 = asy. Ceci permet de définir la profondeur minimale considérée (Spmin)-

— Siy+1 = PBs; et o5 = as;.

Le parametre § détermine la densité de la série d’hypotheses. Le parametre o est quant a lui défini
de sorte a ce que $1 — 01 = Smin (Smin €tant un parametre que 'on se donne). Enfin, le nombre
d’hypotheses utilisées (N,) est fonction de la valeur s;,q, que 'on souhaite pouvoir représenter. Les
parametres «, 3, s; et Ny sont donc des parametres a définir de sorte a représenter le plus fidelement
possible le rayon conique initial. Il est montré dans [Sola, 2007] que le couple (a, §) = (0.3,3) donne
de bonnes performances en pratique. Par ailleurs, il est montré dans [Lemaire et al., 2005] que le choix
de ces valeurs n’est pas critique. Les valeurs de s1, o1 et IV, sont calculées en fonction des valeurs que
I’on souhaite pour $,.n €t Smaz-

Lorsque l'initialisation des rayons coniques est réalisée, chaque hypothese considérée est traitée dans
le filtre de Kalman étendu comme un amer. Ensuite, les poids sont mis a jour grace aux innovations
calculées. Les hypotheses dont le poids devient trop proche de zéro sont ensuite éliminées (figure 6.2).

D’autres méthodes multi-hypotheses pour initialiser les amers des la premiere itération ont été
développées comme, par exemple, I'utilisation d’une somme de gaussiennes ([Kwok et Dissanayake,
2004]). L’idée est alors d’utiliser plusieurs filtres en parallele, d’associer un poids a chaque solution et
d’éliminer ensuite les mauvaises hypotheses. Il s’agit de l'algorithme de GSF-SLAM (Gaussian Sum
Filter SLAM). Le probleme du GSF-SLAM réside dans 'utilisation d’un nombre élevé d’amers : le
nombre de combinaisons nécessaires pour représenter toutes les hypothéses interdit toute

application en temps réel. L’algorithme FIS, quant a lui, est plus léger étant donné qu’il n’utilise
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2 3 4

FIGURE 6.2 — Evolution des hypotheses de 'algorithme FIS en fonction des itérations ([Sola, 2007]).
La ligne pointillée représente la position réelle.

qu’'une seule matrice de variances-covariances. La figure 6.3 illustre les différences des algorithmes lors

de l'introduction d’un nouvel amer.

6.2.3 Surparamétrisation avec I'inverse de la profondeur ([Civera et al., 2008])

Nous présentons dans ce paragraphe une méthode permettant d’introduire les amers dans le filtre
des la premiere observation sans effectuer d’hypotheses multiples [Civera et al., 2008; Montiel et al.,
2006]. Pour arriver a ce résultat, les auteurs utilisent une nouvelle représentation des amers basée
sur l'inverse de leur profondeur. Il s’agit d’une représentation proche des coordonnées sphériques avec

néanmoins deux différences :

1. Il s’agit d’une représentation robot-centrée. Si on veut pouvoir initialiser immédiatement les
angles de gisement et d’élévation, il est nécessaire de centrer la représentation sur la position

courante de la caméra,

2. On n’utilise pas la distance entre la position centrale et celle de la caméra mais I'inverse de

cette distance.

Ainsi, un amer (i) est représenté par un vecteur a six dimensions :
0 0 L0 g r
Yii) = [%) Vi) @ o %0 P(z)] (6.6)

ou on a défini :
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by Pt

FIGURE 6.3 — Ajout d'un amer dans le cas de 'EKF classique, du GSF-SLAM et du FIS-SLAM ([Sola,
2007]) — Gauche : EKF classique, on introduit qu'une seule hypothese lors de l'initialisation d’un
amer (ne peut étre réalisé de facon consistante que si amer a été vu avec une parallaxe suffisante)
— Centre : GSF-SLAM, on introduit un nouveau filtre pour chaque hypothése. Si on avait déja N
hypotheses, on en aurait alors N.NN, apres cette opération — Droite : FIS-SLAM, on augmente 1’état
par autant d’amers que d’hypotheses considérées.

- x?i), y?i) , z?i) les coordonnées euclidiennes de la caméra au moment ol 'amer a été observé pour
la premiere fois,

— 0y, ¢(;) les angles de gisement et d’élévation de I'amer par rapport a la position de la caméra au
moment de la premiere observation. Ces angles sont définis dans le repere global et définissent
la direction de 'amer donnée par le vecteur unitaire d(6y;), qﬁ(i)),

— p() l'inverse de la profondeur entre 'amer et la position de la caméra & la premiere observation.

Ainsi, on peut retrouver les coordonnées euclidiennes de ’amer par :

0

() $((]i) 1 |cos b(s) cos by
mg;wl = |y | = yg) +— |cos bs) sin Oy (6.7)
2(4) 2 P(i) sin ¢ ;)
d(0¢:),94))

Les auteurs de [Civera et al., 2008; Montiel et al., 2006] justifient cette paramétrisation en étudiant
la linéarité de I’équation de mesures associé au filtre de Kalman étendu. En effet, plus I’équation sera
linéaire autour d’un point de fonctionnement, et plus I’hypotheése de propagation des densités de
probabilités gaussiennes sera pertinente. Les auteurs comparent la linéarité des équations a ’aide d’un
critere basé sur la dérivée seconde, et ce dans le cas ou on parametre avec la profondeur et dans le cas
ou on parametre avec I'inverse de la profondeur. Les résultats montrent que :

— La linéarité n’est pas suffisante dans le cas ou utilise directement la profondeur lorsque ’angle

de parallaxe est trop faible,
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FIGURE 6.4 — Intérét de la représentation par profondeur inverse ([Montiel et al., 2006]) — Gauche :
présentation des données simulées. Un point est vu de deux positions présentant une tres faible paral-
laxe. Un nombre élevé d’échantillons de mesures gaussiens a été simulé afin d’observer la répartition
de la reconstruction — Centre : répartition des reconstruction lorsque I'amer est paramétré par ses co-
ordonnées euclidiennes. L’ellipse rouge correspond a la propagation des incertitudes apres linéarisation
sous hypothese gaussienne (95% de confiance). La répartition des solutions n’est clairement pas gaussi-
enne avec la paramétrisation en XY — Droite : paramétrisation de 'amer avec un angle et 'inverse de
la profondeur. La répartition est alors gaussienne et concorde bien avec ’ellipse rouge.

— L’équation faisant intervenir I'inverse de la profondeur possede de bonnes propriétés de linéarité
des les tres faibles parallaxes, et ce pour de larges valeurs de p(;). Par exemple, les auteurs de
[Montiel et al., 2006] montrent qu’elle est valide pour p € [0 pimaz] (la valeur de ppq, dépendant
des parametres choisis). En conséquence, les distances acceptables pour 'amer sont comprises
dans l'intervalle [pmﬁ + o0]. Cette paramétrisation permet donc de représenter conjointement
des amers a distance raisonnable (pourvu que py,q, ne soit pas trop petit) et des amers tres loin.

Les résultats de cette étude sont illustrés sur la figure 6.4 pour le cas d’une simulation 2D avec faible

parallaxe. On voit alors bien l'intérét de la représentation par I'inverse de la profondeur.

Cette derniere propriété fait que la qualité de la solution dépend tres peu de linitialisation des
p(i)- Ainsi, les auteurs de [Civera et al., 2008] montrent que I'on peut fixer des valeurs assez génériques
pour la valeur initiale des p(; (notée pg) et I'écart-type associé (o,), du moment que les distances
infinies sont clairement prises en compte. Par exemple, ils suggerent d’utiliser (pg, o, = (0.1,0.5), ce

qui donne un intervalle de confiance & 95% de [—0.9 1.1]. Ceci permet de prendre en compte des
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distances comprises entre 0.9m et U'infini, ce qui est assez réaliste pour une application de robotique
mobile terrestre. 3

La représentation avec I'inverse de la profondeur permet donc d’initialiser “ facilement ” les nou-
veaux amers. Elle permet également de prendre en compte simultanément tous les amers. Néanmoins,

on pourra trouver trois inconvénients a cette représentation :

1. Il est nécessaire d’augmenter 1’état. La représentation n’est plus minimale. Ceci peut poser
des problemes de stabilité pour I'algorithme de filtrage. Il existe une infinité d’états permettant
de représenter une position euclidienne donnée : quelques soient les trois premieres composantes
choisies, il existera un triplet (¢, 6, p) permettant de représenter I'amer. Cette représentation

introduit donc un probleme d’observabilité évident,

2. L’augmentation de I’état implique une charge de calcul supplémentaire : la dimension associée aux
amers est doublée, ce qui peut poser probléme pour une implémentation temps réel. Néanmoins,
une méthode permettant de changer de représentation a été présentée dans [Civera et al., 2007].
Ainsi, lorsque la parallaxe devient suffisant, on peut passer d’une représentation en l'inverse de

la profondeur & une représentation classique euclidienne des amers.

3. Théoriquement, les valeurs autorisées pour l'inverse de la profondeur doivent étre strictement
positives. Il est impossible d’introduire ce type de contrainte dans un filtre de Kalman étendu
classique, les densités de probabilités gaussiennes étant non nulles sur tout R. Ainsi, il est possible
que certaines profondeurs inverses deviennent négatives lorsque les amers sont trop éloignés.
Cela signifie que dans I'estimation, ’amer passe d’une distance infinie dans une direction a une
distance infinie mais en direction inverse. Ce type de valeurs aberrantes peuvent éventuellement
étre supprimées du filtre ou réinitialisées. Une solution est proposée dans [Parsley et Julier, 2008]

pour les traiter.

6.2.4 Conclusion et choix d’une méthode

Nous avons présenté dans les paragraphes précédents les deux fagons les plus utilisées pour initialiser
les amers des le premier instant ot ils sont vus. Nous avons au final choisi de considérer la représentation
avec l'inverse de la profondeur pour notre algorithme de SAM a 6 degrés de liberté. Les raisons qui

ont motivé ce choix sont :

3. Dans [Montiel et al., 2006], les mémes auteurs proposent une méthode légérement différente pour initialiser ces
valeurs. Ils font en sorte que lintervalle & +20, soit égal & [0 =—] (dmin étant une valeur que l'on se fixe). Nous avons
préféré retenir la version donnée dans la publication la plus récente.
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— La représentation avec 'inverse de la profondeur permet de faire coexister les deux types d’amers
définis dans le paragraphe 6.2.1 : a savoir les amers a l'infini et les amers a distance finie.

— Le filtre multi-hypotheses fait cohabiter dans le méme filtre des amers inconsistants (ceux dont
la profondeur est mauvaise) et des amers corrects. Il n’y a pas de garantie que U'influence des
mauvais amers ne perturbera pas la solution,

— Les filtres multi-hypotheses classiques (somme de gaussiennes) sont trop lourds a mettre en
ceuvre a cause de la combinatoire associée aux hypotheses des que 'on a plusieurs amers,

— Les filtres multi-hypotheses ne s’utilisent que pour une distance maximale finie fixée a I'avance,

— La représentation avec l'inverse de la profondeur peut étre améliorée dans le cas du SAM. En
effet, I’état est augmenté dans le cas de 'EKF car ce filtre ne conserve que la derniére position
du robot. Dans le cas du SAM, toute la trajectoire est estimée a chaque itération. On peut donc
a priort utiliser cette donnée pour ne pas surparamétriser 1’état des amers.

En conclusion, le choix de la représentation inverse de la profondeur nous semble la solution la

plus pertinente pour initialiser les amers des la premiere itération. Nous présentons dans la section
suivante les modifications apportées pour implémenter cette méthode dans le cas de notre algorithme

de SAM.

6.3 Application de la méthode tnverse depth au SAM

Nous présentons dans cette section les détails de notre algorithme de SAM utilisant la représentation
inverse de la profondeur. Nous montrons dans un premier temps que nous pouvons obtenir un algo-
rithme utilisant une représentation minimale des amers (paragraphe 6.3.1). Nous effectuons
ensuite une comparaison des nouvelles propriétés avec celles de 'algorithme présenté dans [Civera

et al., 2008] (paragraphe 6.3.2).

6.3.1 Représentation minimale des amers

6.3.1.1 Principe

La représentation inverse de la profondeur nécessite 6 parametres que I'on peut répartir dans deux

vecteurs (cf. figure 6.5) :

1. y%l.) = [CU(()i) y?l.) z?i)]T la position de la caméra au moment ou 'amer est vu pour la premiere fois,

2. Yi) = [0y D0 p(l-)]T les parametres définissant le vecteur reliant y(li) a l'amer.
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Xt+3

FIGURE 6.5 — Illustration de la représentation inverse de la profondeur dans le cas 2D — Dans cet
exemple, 'amer (i) est vu pour la premiere fois a I'instant ¢. Il est donc paramétré par le vecteur y%i)
(que l'on prend égal a la valeur estimée pour x;) et par Py 0y et ¢y = 0. L'amer (j), quant a lui, est
vu pour la premiere fois a I'instant ¢+ 3. Les vecteurs en vert représentent la paramétrisation classique

avec l'inverse de la profondeur. Nous avons représenté en bleu une autre possibilité pour choisir y%j). 1l
en résulte de nouvelles valeurs pour p;) et 6;. Il est ainsi possible de fixer y(lj) comme on le souhaite.

On pourra toujours trouver le vecteur y%j) qui convient.

La position d’un amer est normalement entierement définie par 3 parametres. Supposons que le vecteur
y%l.) soit connu et fixé a l'avance. Le vecteur y%i) contient suffisamment d’information pour définir
I’amer. Ainsi, on se rend compte que la seconde partie de la représentation permet de représenter
entierement tous les amers. Si on fixe le vecteur y%i) a zéro, on retrouve la représentation sphérique
classique (a l'exception du fait qu’on n’utilise pas la profondeur mais son inverse).

L’idée de notre algorithme est de ne considérer que le vecteur y%l.) dans I’état, étant donné
que quel que soit le vecteur y(li) utilisé, il existera un vecteur y%i) permettant de représenter ’amer.
L’équation de mesure prendra le vecteur y(li) comme parametre, mais restera une fonction de R? dans
R2. Si I'on se réfere & I'équation principale du SAM (équation 1.91 page 58), le vecteur y%l.) aura un
role analogue au vecteur p (qui ne sert que de point de fonctionnement) alors que le vecteur y%i) fera
partie intégrante du vecteur m.

Théoriquement, on peut utiliser n’importe quelle valeur pour le vecteur y%i) (voir le cas en bleu
sur la figure 6.5). L’ensemble des mesures permettra alors de déterminer le vecteur y?l.). Néanmoins,

si notre but est d’entrer 'amer dans le filtre des la premiere itération, il est nécessaire de choisir une
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valeur de y%i) qui permettra d’initialiser le vecteur y%i) suffisamment proche de la solution réelle. Dans
ce but, on utilise la valeur estimée de la position de la caméra a 'instant d’intialisation. Aux itérations
suivantes, on utilisera pour fixer y%i) I’estimée courante de la position de la caméra au premier instant
ou amer est vu.*

Ensuite, lors de la mise a jour de 'algorithme de SAM, nous mettons a jour ces positions grace a
la nouvelle trajectoire obtenue. Cette derniére étape n’est théoriquement pas indispensable, mais elle
permet d’optimiser la qualité des linéarisations des équations de mesures.

Au final, I'algorithme présenté dans ce paragraphe permet de ne conserver dans l’estimation que 3
parametres pour chaque amer : la représentation est donc minimale. Nous verrons au paragraphe

6.3.2 que ceci constitue une différence théorique majeure par rapport a ’algorithme initial basé sur le

filtre de Kalman étendu. On pose donc pour la suite de ce chapitre :

T
mg) = [¢6) Yo pe) (6.8)
6.3.1.2 Equation de mesures compléete

Nous présentons dans ce paragraphe la nouvelle équation de mesures. Pour cela, nous cherchons a
retrouver les coordonnées euclidiennes de 'amer exprimées dans le repere courant associé a la caméra.
Ces coordonnées sont ensuite projetées dans 'image omnidirectionnelle.

Les coordonnées de I'amer (i) dans le repere de la caméra sont données par :
m¢ = R{W (mE“CZ — rt) (6.9)

ot mPe est donné par I'équation 6.7 (page 218), et R{W = (RIWC)T (R}VC désigne la matrice de

rotation associée au quaternion q;). On a donc :

.CUO- QEQ
(@) 1 1 (@)

m® =R{Y | gy | +—d(0a), 00) — 1 | = —REY | oy | Y0y | — e | + A0 o)
WS z b

Soit h; la fonction qui permet de passer des coordonnées euclidiennes dans le repere caméra aux

coordonnées en pixels dans I'image (suivant les 3 étapes décrites dans le paragraphe 6.1.3 page 213) :

hy: R} — R?

¢ 5 p=h (m°) (6.11)

m

4. y(li) peut alors suivre les mises a jour de la trajectoire tout en conservant son role de point de fonctionnement.
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La premiere étape de la fonction h; consiste a normaliser les coordonnées sur le sphere unité. En

conséquence, la fonction hy est invariante & un changement d’échelle positif :
VYA e RY, vm® € R®, h;(Am®) = h;(m®) (6.12)
Soit désormais hs la fonction paramétrée par x(()l.), y?l.) et z?i), de R? x R® dans R? définie par :

hy: R3xR6¢ — R3

8

0
(

S

i)
(mg), %) — R | pg ygi) =1 | +d(0), d0))
(4)

(6.13)

N

En prenant en compte I'invariance de la fonction hy par changement d’échelle, la fonction d’observation

finale est donnée par :
h: R3xR® — R?

6.14
(mg),x;) = hyohy(mg),x) (6.14)

5 . 5 . ‘iz 0 0 0 P 142
Il s’agit d’une fonction paramétrée par Ty Y et () Ainsi, ces 3 composantes sont considérées
comme déterministes.® La matrice jacobienne H associée & h ne comprendra pas de terme lié & la

dérivation par rapport a ces 3 parametres.
6.3.1.3 Initialisation des amers

L’initialisation des amers que nous proposons differe quelque peu de celle présentée dans [Civera
et al., 2008; Montiel et al., 2006]. Dans ces publications, les auteurs proposent de calculer les valeurs
intiales des angles ¢(;) et ;) grace a l'orientation courante estimée et a la mesure effectuée. Ensuite,
I'état est augmenté avec les valeurs calculées (pour ¢(;) et 0(;)), par estimation courante de ry et avec
la valeur prédéfinie pour p;). De plus, la matrice de variances-covariances est augmentée en propageant
les incertitudes liées a la mesure initiale de ’amer ainsi que les incertitudes de la position courante et
I'incertitude prédéfinie pour l'inverse de profondeur.

Dans le cas du SAM, l'initialisation se fait plus simplement. Nous calculons dans un premier
temps des valeurs initiales pour ¢;) et ;) comme dans le cas de 'EKF-SLAM. Ces valeurs seront
utilisées pour définir le point de fonctionnement associé au amer. En revanche, nous n’avons pas
besoin d’ajouter de terme dans la matrice et le vecteur d’information concernant ces composantes : les

équations du SAM prendront directement en compte la premiere mesure de ’amer lors du calcul des

5. Ces composantes servent de point de fonctionnement : elles sont donc bien déterministes. Le fait qu’on choisisse
de les fixer aux valeurs estimées de la position de la caméra ou 'amer est vu pour la premiere fois constitue un choix
“ stratégique 7 ; ce choix nous permet d’initialiser les amers dés la premiere itération. Ceci aurait été impossible si on
avait fixé ces 3 composantes & zéro (représentation sphérique).
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parametres d’information. Ajouter des termes supplémentaites au moment de 'initialisation reviendrait
donc a prendre en compte deux fois la mesure initiale, ce qui tendrait a rendre le filtre inconsistant.

L’initialisation des valeurs de ¢(;) et 0;) se fait en deux étapes :

1. Calcul de la direction de 'amer dans le repere global. Elle est obtenue par :

S
Ua (i) o |G

Uz (2) (i)
ou xg), yi) et zg) sont les coordonnées de la direction de I’amer dans le repere de la caméra

(déduites directement de Iimage). R}VC est I'estimation courante de la matrice de rotation.

2. Déduction de ¢;) et 0;) par :

¢(i) = arctan2(uy(i),ux(z‘))
1
;) = arctan %) .

En ce qui concerne linitialisation de p(;), nous utilisons la valeur py préconisée dans [Civera et al.,
2008] pour le calcul du point de fonctionnement. Ceci n’est pas suffisant : lors de la premiere itération,
le vecteur de mesure n’est que de dimension 2 (alors que le vecteur a initialiser est de dimension
3) : aucune information sur la profondeur n’est donnée. Pour combler ce manque d’information, nous
ajoutons des termes aux composantes de la matrice et du vecteur d’information associés aux p(;) :

p
0;2 po sur le vecteur § aux indices correspondant aux p;)

(6.17)

{ o072 sur la diagonale de la matrice  aux indices correspondant aux i)

Cette derniere opération permet de fixer la distribution a prior: pour la valeur des p(;). Elle permet par
ailleurs d’assurer que la matrice d’information soit constamment de rang plein (sinon, le fait d’utiliser
un état de dimension 3 mais une mesure initiale de dimension 2 impliquerait des chutes de rang sur

la matrice d’information).

6.3.1.4 Cas des amers a profondeur négative

Dans cet algorithme, rien ne garantit que l'inverse de la profondeur ne devienne pas négative.
Lorsque de tels cas se présentent, nous avons choisi, par sécurité, de les considérer comme des points
aberrants. Pour ne pas perturber le reste de ’estimation, les points concernés sont retirés du filtre.

Cette approche peut étre améliorée mais n’a pas été approfondie dans ces travaux. Des débuts de

piste peuvent étre trouvés dans [Parsley et Julier, 2008] pour le cas de 'EKF.
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6.3.2 Comparaison avec ’algorithme initial

Nous proposons dans ce paragraphe de comparer les propriétés de notre algorithme avec celles de
Palgorithme proposé dans les papiers originaux. Outre les bonnes propriétés du SAM en matiere de
consistance, nous allons voir que la représentation minimale permet de garantir le respect d’hypotheses
nécessaires a l'utilisation des filtres.

Nous avons vu qu’intuitivement, 1'utilisation des 6 parametres dans le filtre implique des problemes
d’observabilité. En effet, quelles que soient les valeurs utilisées pour définir les 3 premieres composantes,
on pourra toujours trouver un triplet (p(i), ), ¢(i)) qui permet de définir correctement ’amer. Toutes
ces solutions sont donc indiscernables. Il n’existe donc pas une seule solution pour le filtre, mais
une infinité, ce qui peut évidemment poser des problemes de convergence pour le filtre Kalman.

Décrivons par ailleurs les propriétés que I'algorithme de SAM aurait eues si nous avions conservé
les 6 parameétres. Supposons que 'on doive initialiser I'amer (i) & Uinstant k. L’initialisation des 3
premicres composantes de my;) est par construction complétement corrélée avec ry. La conséquence
directe est que la matrice de variances-covariances associée a la concaténation de rj et des 3 premieres
composantes de m;) n’est que de rang 3 (alors qu’on a 6 parametres). On constate alors qu’on a une
chute de rang naturelle dans la matrice d’information totale, ce qui peut conduire a des problemes

numériques. Examinons désormais ce qui se passe lorsqu’on observe l'amer (i) pour ¢ > k :

1. Dans un premier temps, on peut remarquer que la mesure a l'instant ¢ permet “ naturellement ”
d’améliorer la localisation de ’amer ainsi que celle du robot. Par inférence dans le réseau bayesien,

I’estimation de rj est également améliorée,

2. Dans un second temps, on peut remarquer que les trois premieres composantes de m; sont
completement correlées avec ry. Ainsi, 'ajout d’information sur les 3 premieres composantes de

m;) grace a la matrice jacobienne H est propagée de maniere directe sur I'estimation de ry.

La deuxieme source d’information est inconsistante. Elle équivaut en effet a dire que I'observation a
I'instant ¢ de Pamer (i) apporte directement de 'information sur la position de 'amer, la position du
robot & l'instant ¢ et la position du robot & l'instant k. Autrement dit, on crée un lien dans le réseau
bayésien qui n’a pas lieu d’étre (figure 6.6). Ce dernier lien contredit une des hypotheses utilisées dans
Iécriture des équations du SAM : I’hypotheése stipulant que la mesure a I’instant ¢ ne dépend
que de I’état du robot a ’instant ¢ et de ’amer considéré n’est plus vérifiée. Enfin, on a

pu remarquer que 'implémentation d’un tel algorithme conduit systématiquement a des divergences
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FIGURE 6.6 — Réseau bayésien associé dans le cas de 2 amers. Le premier amer est vu aux instants 0,
1 et 2. Le second est vu aux instants 1, 2 et 3 — (a) Réseau associé a notre algorithme — (b) Réseau
associé a la paramétrisation initiale. Les fleches rouges représentent des liens inconsistants liés a la
surparamétrisation.

(la matrice d’information étant en fait impossible & inverser).

Dans 1’algorithme présenté dans [Montiel et al., 2006], les auteurs utilisent la paramétrisation a 6
coordonnées dans le cadre d’un filtre de Kalman étendu et non dans le cas du SAM. Néanmoins, la
problématique est la méme. Cette représentation aboutit également a I’ajout de lien dans le réseau
bayésien, rendant alors I'algorithme de filtrage de Kalman non adapté (une des hypotheses du filtre de
Kalman étant que la mesure a U'instant ¢ ne dépend que de I’état a l'instant t). Le fait que le filtre de
Kalman travaille uniquement sur la densité de probabilité marginale limite les risques de divergence
et ¢ d’explosion 7 du résultat qui ont été observés dans le cadre du SAM. Ceci n’empéche pas le
filtre d’étre inapplicable d’un point de vue théorique. Enfin, on pourra remarquer qu’une méthode
permettant de limiter ce probléeme serait d’initialiser les amers sans prendre en compte la corrélation
avec I'instant initial lors de I'initialisation de la matrice de variances-covariances (cette méthode n’a pas
été retenue dans les publications de référence). Le risque est alors de ne pas contraindre suffisamment

les 3 premieres composantes de 'amer : le risque d’avoir une solution oscillante est alors plus grand.

6.3.3 Synthese

Au final, nous avons présenté dans cette section une adaptation de la méthode de représentation
inverse au cas du SAM. Nous avons montré que notre algorithme possede de meilleures propriétés

théoriques du fait que la représentation des amers est désormais minimale. Ainsi, la différence d’ap-
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proche réside dans la définition de la fonction de mesures h :
— Dans le cas de 'EKF original, on a z, ;y = h(x¢, vk, ¢), 05)0))s
— Dans le cas de notre algorithme, on a z, ;) = hyr (Xt5 93, 05y p)) (ot py, désigne le point de
fonctionnement courant pour rg),
(ou1 on a supposé que l'amer (i) a été vu pour la premiere fois a I'instant k).
Notre approche est possible grace a 'utilisation de I’algorithme de SAM : le fait d’estimer con-
stamment la trajectoire permet d’affiner la valeur de pj, de sorte a garantir une linéarisation correcte

des équations.

6.4 Résultats

Nous présentons dans cette section des résultats issus de deux manipulations réelles :

1. La premiere expérimentation correspond a l'expérimentation dans le batiment Kahn que nous
avons présenté au chapitre précédent. Elle est réalisée sur sol plan, ce qui constitue une vérité

terrain : la trajectoire trouvée pour la caméra doit appartenir au plan horizontal,

2. La seconde expérimentation conduit & un déplacement de la plate-forme dans I’espace : le robot
évolue sur deux plans reliés entre eux par un plan incliné. Cette trajectoire nous permettra de

vérifier que l'algorithme est capable de retrouver cette trajectoire plus compliquée.

6.4.1 Séquence planaire

Dans un premier temps, nous avons essayé d’appliquer notre algorithme sur la séquence planaire
du batiment Kahn présentée au chapitre précédent. Le but original était de vérifier si le résultat obtenu
était bien cohérent par rapport aux résultats du chapitre précédent (& un facteur d’échelle pres). Par
ailleurs, on s’attend a ce que l'altitude ne varie pratiquement pas.

Nous n’avons malheureusement pas réussi a traiter 'intégralité de la séquence. L’algorithme était
systématiquement soumis a des divergences sur le long terme. Plusieurs raisons peuvent expliquer cette
“ contre performance ” :

— La séquence initiale est tres longue. Nous avons a traiter au total environ 1400 itérations. La

dimension du vecteur d’état est au moins incrémentée de 13 unités a chaque itération. Ainsi,
si on avait réussi a traiter 'intégralité de la séquence, on aurait 1400 x 13 = 18200 composantes

pour décrire uniquement la trajectoire du robot.% Méme si la matrice d’information est

6. Dans le cas a 3 degrés de liberté aidé par 'odométrie, on avait environ 1400 x 3 = 4200 composantes, ce qui
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éparse, un vecteur d’état de cette taille peut entrainer 'apparition de problemes numériques.
Par ailleurs, le nombre d’amers a traiter sur I'intégralité de cette séquence est conséquent, ce qui
rend ’état encore plus grand.

— Certaines images ne possedent pas assez de point d’intérét. Ceci tend a ne pas contraindre

suffisamment la solution. On retrouve alors des *

¢ glissements ” de la solution (comme dans le
cas présenté sur la figure 5.10 page 196). Un effet de bord de cette instabilité est une mauvaise
détections des outliers lors de la reprojection des points dans 'image. En effet, les oscillations ou
glissements constants de la solution font que la prédiction du mouvement se trouve légerement
trop erronée. La conséquence directe est que certains points corrects sont classés comme des
outliers. Ceci contribue a faire diminuer le nombre de points acceptés et tend a dégrader la
solution. Lorsque cette situation dure trop longtemps, I'algorithme rentre dans un cercle vicieux
dont l'issue est la divergence et le rejet systématique de tous les points acceptés.
Ainsi, la combinaison de ces deux effets fait que 'algorithme ne retourne pas de solution cohérente
sur le long terme, les problemes numériques amplifiant les problemes sur les données. Par ailleurs, les
temps de calculs grandissent considérablement avec le nombre d’amers.
En conséquence, nous n’essayons pas de traiter I’ensemble de la trajectoire en une seule fois.

Nous nous contentons de traiter 3 fenétres indépendamment les unes des autres. Celles-ci ont été

dimensionnées en fonction des capacités de 'algorithme & fournir une solution valable :
Fenétre 1 : itérations 1 a 400

Fenétre 2 : itérations 350 a 900

Fenétre 3 : itérations 850 a 1272 (fin)

Les résultats sont présentés sur les figures 6.7 et 6.8. On peut tout d’abord constater que 'on
retrouve bien les trajectoires obtenues dans le chapitre précédent. De plus, la visualisation des tra-
jectoires 3D montre que l'algorithme détecte bien que la caméra évolue dans le plan z = 0, ce qui
est confirmé par la visualisation séparée des coordonnées sur la figure 6.8. Nous avons enfin converti
les quaternions obtenus en angles d’eulers (roulis, tangage et lacet). On retrouve bien des angles tres
faibles en valeur absolue, systématiquement inférieur a 2 degrés. Les mouvements de rotation de la
caméra se font donc exclusivement autour de ’axe z : on retrouve bien le résultat attendu.

En conséquence, les résultats obtenus par I’algorithme sont donc tres encourageants. Malgré les 6

degrés de liberté “ déverrouillés ” par ’algorithme, on retrouve bien toutes les caractéristiques de la

constitue une différence tres importante.
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trajectoire plane : les angles de roulis et tangages sont quasi-nuls, tout comme la coordonnée z.

6.4.2 Séquence avec plan incliné

6.4.2.1 Présentation de la séquence

Dans cette seconde expérimentation, nous testons les capacités de ’algorithme a retrouver une
trajectoire complexe dans ’espace. Pour cela, nous avons construit une plate-forme surélevée reliée au
sol par une rampe (figure 6.9). Les caractéristiques de la plate-forme sont :

— Hauteur de la plate-forme : 35cm

— Longueur de la rampe (ie. longueur de I'hypoténuse) : 180cm

— Angle déduit de la rampe : v = arcsin (%) ~ 11.2deg
La trajectoire réalisée peut étre découpée en 6 phases :

1. Avancée sur le plan du sol & vitesse réduite puis virage serré pour monter sur la rampe (fig-

ure 6.9a) ,
2. Montée de la rampe en ligne droite a puissance maximale (figure 6.9b). La vitesse réelle diminue

progressivement par manque de motricité du robot,
3. Avancée en ligne droite sur le plateau (figure 6.9¢),

4. Demi-tour sur place (figure 6.9d). Ce demi-tour se traduit par une trajectoire en demi-cercle de

la caméra (la caméra n’étant pas montée sur le centre de I’essieu moteur),
5. Avancée en ligne droite vers la rampe (figure 6.9¢),
6. Descente de la rampe a vitesse modérée constante puis virage serré pour relonger le mur,
7. Avancée en ligne droite le long du mur (figure 6.9f)

On a donc ici une trajectoire complexe avec des changements d’orientation brutaux. Dans la suite,
nous nous intéresserons a voir si on retrouve bien les propriétés de la trajectoire. Nous avons de plus
introduit une fermeture de boucle pendant la descente de la rampe figure 6.10. Ce type de fermeture
de boucle est rendu possible par la caméra omnidirectionnelle (I’angle entre la montée et la descente
étant d’envrion 180 degrés).

Nous allons utiliser cette trajectoire originale pour montrer les qualités de notre algorithme de SAM
par rapport a l'algorithme initial basé sur la représentation inverse de la profondeur. Les données
issues du traitement d’images ainsi que la fermeture de boucle sont effectuées a 'avance et sont
rigoureusement les méme pour les deux algorithmes. Les résultats qui suivent ont été obtenus avec

exactement le méme jeu de données.
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FIGURE 6.9 — Photos décrivant I'expérimentation avec le plan incliné.

6.4.2.2 Résultats

Filtre de Kalman étendu
Les résultats concernant le filtre de Kalman étendu sont présentés sur la figure 6.11. Méme si I'on
retrouve ’allure globale de la trajectoire, on constate que la solution obtenue présente des irrégularités, :
— le début demi-tour est détecté avec un peu de retard : la fonction d’évolution suppose que la
vitesse de rotation est constante, on ne peut donc pas prévoir le changement brutal d’orientation
en l'absence d’odométrie. Ceci se voit sur la figure 6.11a : il y a un léger retour en arriere au
début du demi-tour,
— la fermeture de boucle provoque un saut dans la trajectoire.

Ainsi, les résultats de 'EKF sont globalement assez irréguliers ; leur exploitation peut donc étre difficile.

SAM

Les résultats concernant 'algorithme de SAM sont quant a eux présentés sur les figure 6.12 & 6.14.
Contrairement au cas de 'EKF, les résultats obtenus ici sont tres lisses. On retrouve bien les différentes
phases de la trajectoire, avec notamment ’évolution sur le plateau & une altitude z constante (fig-

ure 6.13). Par ailleurs, nous avons comparé les ellipses de confiances obtenues a la fin de la trajectoire
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FIGURE 6.10 — Fermeture de boucle pendant la phase de descente de la rampe

dans le cas des deux algorithmes (figures 6.11a et 6.12a). On se rend alors compte que l'ellipse as-
sociée au SAM est plus grande que celle associée a 'EKF (alors que les données utilisées par les deux
algorithmes sont exactement les méme). Il s’agit certainement d’une manifestation de l'inconsistance

de 'EKF : les ellipses de confiances deviennent trop petites dans le cas de 'EKF.

Nous avons enfin été capables, dans le cas du SAM, de calculer précisément 'orientation de la
rampe en utilisant les coordonnées relevées sur la solution au début et a la fin de la montée. Nous
avons obtenu 10.1 degrés soit une erreur de 1.1 degrés (la vérité terrain étant de 11.2 degrés). Ceci

confirme la qualité des résultats obtenus par I'algorithme de SAM.

6.4.3 Conclusion quant aux résultats

Au final, 'ensemble des résultats obtenus par notre algorithme de SAM utilisant la représentation
inverse de la profondeur sont tres encourageants. Dans les deux expérimentations présentées, nous
avons réussi a obtenir des trajectoires et des cartes tout a fait cohérentes. Nous avons en effet réussi a
retrouver toutes les caractéristiques d’une trajectoire plane dans le premier cas, et nous avons retrouvé
la plupart des caractéristiques de la rampe dans le second cas. 1l s’agit d’excellent résultats étant donné

que le seul capteur utilisé ici est la caméra.

Néanmoins, ces bons résultats nécessitent d’utiliser un état de taille tres importante. Ceci a conduit
a diverses instabilités et a une augmentation trés conséquente des temps de calculs par rapport a
I’algorithme décrit au chapitre précédent. Ainsi, nous avons du calculer la solution sur 3 fenétres dans

le cas de la longue séquence plane. Cet algorithme n’est donc utilisable que sur le court terme.
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6.5 Conclusion de la seconde partie

Nous avons proposé dans ce chapitre une méthode originale pour résoudre le probleme du SLAM vi-
suel a 6 degrés de liberté sans odométrie. Nous avons pour cela adapté au cas du SAM la représentation
des amers avec l'inverse de la profondeur. Nous avons alors obtenu un algorithme permettant de
représenter les amers de fagcon minimale dans le filtre, alors que dans la version initiale
de T'algorithme, les amers sont sur-paramétrés. Les résultats obtenus se sont avérés tres cohérents.
Néanmoins, nous n’avons pas réussi a utiliser cet algorithme sur de longues trajectoires. Il parait
nécessaire de subdiviser la carte globale en plus petites cartes locales pour obtenir de bons résultats.

Par ailleurs, nous avons vu au chapitre précédent que ’algorithme de SAM aidé par 'odométrie
pouvait également présenter des instabilités lorsque certaines zones ne contiennent pas suffisamment
d’amers. Il parait alors naturel de limiter I’application de cet algorithme sur des zones locales dans
lesquelles on est capable de garantir que I’ensemble de la solution sera suffisamment corrélée.

Ainsi, ces deux défauts nous ont amené a définir une stratégie locale pour l'utilisation des
algorithmes. La description des méthodes utilisées fait I’objet de la troisieme partie de ce manuscrit

(chapitres 7 et 8).
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Nous avons présenté dans les chapitres 5 et 6 deux solutions permettant de résoudre le probleme
du SLAM visuel. La premiere est basée sur une fusion entre les informations issues de 'odométrie
et de la caméra. La seconde méthode est basée uniquement sur les données de la caméra et utilise
une extension de I’état du robot. Dans les deux cas, nous avons utilis¢é une méthode basée sur un
algorithme de lissage de la trajectoire : le SAM. Malgré les bons résultats obtenus, nous avons noté 2

limitations a nos algorithmes :

1. L’incertitude augmente au fur et & mesure que ’on s’éloigne de la position initiale. En I’absence
de fermeture de boucle, la taille des ellipses de confiance n’est pas bornée, ce qui peut devenir
problématique. En effet, 'écriture du résultat dans le repeére initial du robot perd alors de son
sens. Dans le cas ou le résultat du SLAM doit étre utilisé par un autre algorithme ou par un

utilisateur humain, la carte retournée n’a pas de cohérence globale.

2. La taille du vecteur d’état augmente avec le temps. Dans le cas du SAM, 'ajout d’amer ainsi
que laugmentation de la trajectoire font grandir le vecteur d’état. Dans le cas du SAM & 3
degrés de liberté, chaque nouvelle position ajoute 3 nouvelles composantes au vecteur d’état

(Paugmentation reste “

assez contenue 7). Dans le cas du SAM a 6 degrés de liberté, chaque
nouvelle position ajoute 13 nouvelles composantes : la taille du vecteur d’état devient alors
rapidement tres importante. Ceci nous a posé des problemes lors de l'obtention de certains

résultats du chapitre 6 (nous avons été obligé de séparer le jeu de données en 3 cartes).

Nous proposons dans cette troisieme partie du manuscrit de these de prendre en compte ces deux

points et d’y apporter des solutions.

Dans un premier temps, nous proposons d’analyser quelques solutions issues de la littérature. Nous
verrons dans la section 7.1 des solutions différentes de paramétrisation des amers. Celles-ci ne font plus
appel a la représentation euclidienne dans un repere fixe. Nous verrons dans la section 7.2 des méthodes
basées sur la gestion de cartes locales pour réduire la charge computationnelle des algorithmes. 11

s’agit ici de découper astucieusement le probleme global difficile a résoudre en un temps raisonnable

3 7

en plusieurs probléemes locaux tractables que 'on peut traiter “ presque ” indépendamment. Nous
concluons ce chapitre par une synthese permettant d’introduire les grandes lignes de la solution que

nous présentons au chapitre suivant.
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7.1 Représentations des amers

Nous présentons dans cette section deux solutions alternatives pour la représentation des amers.
Dans les deux cas, on va essayer de n’utiliser que des propriétés locales des mesures. La premiere
méthode que nous proposons est 1'utilisation d’une représentation robocentrée (paragraphe 7.1.1). La
seconde méthode, quant a elle, est basée sur une représentation purement locale des liaisons entre les

différentes poses de la trajectoire (paragraphe 7.1.2).

7.1.1 Représentation robocentrée

La méthode de représentation robocentrée consiste a exprimer I'état des amers dans le repere
du robot. Dans cette représentation, 1’état du robot n’est plus & estimer car il est fixé a zéro. En
revanche, les amers ne sont plus statiques. L’équation d’évolution classique est donc transposée aux
amers. Les principales modifications a employer pour utiliser ce type d’algorithme sont données dans
[Martinez-Cantin et Castellanos, 2006; Piniés et al., 2006; Castellanos et al., 2007].

Ce type d’approche a plusieurs avantages :

— Les erreurs de linéarisation sont plus faibles. En effet, I’état ne contient dans ce cas que des
informations relatives entre la position des amers et du robot. Ainsi, lorsqu’un nouvel amer est
entré dans le filtre, erreur commise n’est due qu’aux erreurs de mesures. Dans le cas du SLAM
classique avec une seule carte globale, ’erreur d’initialisation d’un nouvel amer prend en compte
Ierreur sur la position du robot. Ainsi, les points de fonctionnements obtenus pour le filtre de
Kalman sont a priori plus fiables avec cette représentation.

— L’application finale peut nécessiter une représentation robocentrée. Un tel exemple est proposé
dans [Piniés et al., 2006] pour I'application du SLAM & la recherche de victimes d’avalanches.

“robot ” est dans ce cas le secouriste (récupérant dans un boitier

Dans cette application, le
personnel le résultat du SLAM), et les amers sont les victimes d’une avalanche. Dans ce cas, la
lecture des informations par le secouriste sera largement facilitée si toutes les indications sont
données relativement & son emplacement. Ainsi, le secouriste peut facilement se déplacer dans la
direction des victimes. Par ailleurs, le secouriste dispose également d’une estimation de la zone
de recherche pour chaque victime par le biais des ellipses d’incertitudes déduites de la matrice
de variances-covariances.
Néanmoins, 'approche robocentrée a également quelques inconvénients :

9

— L’aspect “ qualité de la linéarisation ” est a moduler. En effet, méme si les erreurs absolues
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concernant les points de fonctionnement des amers sont plus importantes dans le cas d’une carte
globale, on peut se rendre compte qu’elles sont fortement corrélées avec ’erreur sur ’estimation
de la position du robot. Or, les équations de mesures utilisées font systématiquement appel a
la différence entre la position des amers et la pose courante du robot. Il en est de méme des
matrices jacobiennes associées. Ces différences restent bien estimée méme dans le cas d’une
carte globale grace aux corrélations qui existent (l’estimation des états du robot et des amers est
localement entachée par la méme erreur de positionnement globale). Ainsi, méme si la qualité
des estimations globale n’est pas idéale, 'effet sur les linéarisations doit rester contenu.

— Dans le cas de la représentation robocentrée, seuls les amers proches du robot disposent de
bonnes propriétés d’estimation et de linéarisation. En effet, lorsqu’un amer est proche du robot,
son estimation est naturellement bonne. Ensuite, si le robot s’éloigne de 'amer, ’estimation
relative va naturellement se dégrader, rendant alors la représention locale moins fiable. Cet
aspect est pris en compte dans [Martinez-Cantin et Castellanos, 2006] par I'utilisation de cartes
locales : seuls les derniers amers sont pris en compte dans le filtre.

— L’approche robocentrée est délicate a mettre en ceuvre dans le cas du SAM. En effet, elle im-
pose de définir une trajectoire pour chaque amer. La taille de ’état serait alors bien trop
importante pour pouvoir traiter rapidement les données. Ainsi, les approches robocentrées sont
en général basées sur le filtre de Kalman étendu. Cette solution n’est pas idéale en raison des
problemes d’inconsistances posés par ce filtre.

En conséquence, I'approche robocentrée ne nous parait pas idéale pour la résolution du probléeme du
SLAM. Le fait d’utiliser un filtre de Kalman étendu peut poser probleme. Par ailleurs, les gains obtenus
quant a la linéarisation restent au final assez faibles, sachant que dans le cas du SAM, 'actualisation de
toute la trajectoire permet d’optimiser I'intégralité des mesures (au lieu de se focaliser sur les dernieres

mesures vues).

Au final, nous n’avons pas approfondi cette approche. Le lecteur intéressé par une étude plus
poussée des représentations robocentrées pourra se reporter aux publications fournies ainsi qu’aux

références associées.

7.1.2 Représentation par graphe local ([Mei et al., 2009, 2010])

La seconde représentation que nous proposons consiste a représenter la trajectoire sous forme de

graphe et a n’estimer que les transformations élémentaires entre les différentes poses (|[Mei
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FIGURE 7.1 — Représentation par graphe ([Mei et al., 2009]) — Gauche : Avant une fermeture de

boucle. La région active est constituée de xg, x3 et xg (K = 2). kzg désigne la mesure a l'instant ¢ de
Pamer (j) représenté par rapport a la position k& — Centre : L’observation de m; permet d’effectuer
une estimation de la position relative de xg et x;. Ceci permet une fermeture de boucle qui fait entrer
X1, X9, My et mo dans la zone active. Le lien entre les positions 4 et 5 existe toujours mais n’est
pas représenté pour montrer que 'on ne force pas la composition de transformations a étre égale a
Iidentité le long de la boucle — Droite : trajectoire apres localisation quelques étapes plus tard. Alors
que la robot (x,,) était connectée a xo, I’estimation montre une plus grande proximité avec x3. Le lien
original entre x,, et X3 est donc annulé (représenté en pointillés sur la figure) pour étre remplacé par

le nouveau (trait plein).

et al., 2009, 2010]). Les amers, quant & eux, sont paramétrés par rapport a un repére de référence (pris
en général a la premieére itération ou ils sont observés). Cette paramétrisation permet donc de définir
un graphe dans lequel seules les liaisons directes sont évaluées. Par ailleurs, les auteurs utilisent une
approche locale pour la mise a jour du graphe. Seuls les nceuds nécessitant moins de K déplacements
dans le graphe sont pris en compte dans I'optimisation. En général, cela signifie que l'on traite une
fenétre allant de I'instant courant (t) jusqu’a l'instant N —¢. Néanmoins, en cas de fermeture de boucle,
des liens sont ajoutés entre le noeud courant et les anciens nceuds. Dans ce cas, la zone d’optimisation
s’étend autour de la fermeture de boucle entre les nocuds N + ¢ et N — ¢ (figure 7.1).

De plus, lors des fermetures de boucle, le lien le plus ¢ éloigné ” (d’un point de vue topologique)

est supprimé. Ceci indique qu’il n’y a pas de procédure pour forcer la composition des déplacements le

long de la boucle a étre égale a I'identité. Ainsi, on n’effectue pas d’optimisation de type “ relaxation ”

lors des fermetures de boucle. Ceci permet par exemple de traiter le probleme du “ robot kidnappé ”

(lorsque le robot est déposé dans un ascenseur ou sur un autre véhicule en mouvement).

Cette représentation permet d’obtenir d’excellents résultats de SLAM. Par ailleurs, le fait de n’es-

timer que des parametres locaux dans des zones de tailles réduites permet d’effectuer une mise a jour

en temps constant.
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7.1.3 Conclusion sur les représentations alternatives

Nous avons présenté dans cette section les deux représentations alternatives les plus prometteuses
pour pallier les défauts de la représentation euclidienne classique. La représentation robocentrée permet
d’améliorer la consistance de 'TEKF-SLAM et d’assurer que les amers vus dans la position courante ont
de bonnes propriétés de linéarisation. Cette représentation ne permet malheureusement que d’utiliser
le filtre de Kalman étendu, ce qui rend son intérét limité pour notre application.

La seconde méthode, quant a elle, est completement différente et basée sur une représentation
graphique mélant topologie et métrique locale. Elle permet de ne travailler qu’avec un nombre limité
de poses, et ce de maniere consistante. Malgré ses tres bons résultats, cette approche n’a pas été
plus étudiée en raison de sa tres récente publication. Nous avions développé notre solution avant la

publication de ces travaux.

7.2 Utilisation de cartes locales

Nous avons finalement choisi de résoudre notre probleme d’augmentation de l'incertitude et de
taille du vecteur d’état par l'utilisation de cartes locales. L’idée est de restreindre l'utilisation de
Palgorithme de filtrage a de “ petites 7 zones. Ceci permet a la fois de borner les temps de calculs et de
limiter les risques d’inconsistance dus a apparition d’une dérive (phénomeéne de marche aléatoire) sur
le long terme. L’idée naive pour introduire une carte locale consiste a réinitialiser une toute nouvelle
carte apres un nombre d’itérations donné; la nouvelle carte étant créée de maniere completement
indépendante de la premiere.

Si 'approche naive a 'avantage de la simplicité, elle ne permet pas d’assurer une cohésion entre
les différentes cartes. Pour cela, il est nécessaire d’employer des algorithmes plus élaborés. La plupart
des approches de la littérature effectuent des approximations, de sorte que la solution finale n’est pas
optimale en termes d’utilisation de I'information disponible ([Leonard et Feder, 2001; Tardos et al.,
2002; Folkesson et al., 2005; Estrada et al., 2005]). Nous proposons dans cette section de présenter

trois solutions pertinentes utilisant la notion de carte locale sans qu’il y ait de perte de performances.

7.2.1 Atlas SLAM ([Bosse et al., 2003, 2004])

L’algorithme Atlas SLAM ([Bosse et al., 2003, 2004]) utilise une approche topologique pour la
gestion de cartes locales. Dans cette approche, les cartes locales sont des cartes métriques euclidiennes

classiques de taille bornée (afin de borner les temps de calculs). Pour les calculs de SLAM locaux,
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les auteurs indiquent que n’importe quelle méthode de SLAM peut étre utilisée, du moment qu’elle
permet de donner une estimation consistante. Dans les papiers cités, les auteurs insistent surtout sur

la gestion des nocuds du graphe topologique.

Ainsi, un noeud dans un graphe est associé a chaque carte. Chaque aréte du graphe définit la
distance entre les origines des repeéres associés en termes de probabilité : il y a donc une notion d’in-
certitude associée a ces arétes. A chaque instant, I’algorithme teste si la carte courante est compatible
avec un nceud “ proche ”. Pour cela, on effectue une projection des nceuds considérés dans la carte
courante. On pourra noter que cette projection n’est pas forcément unique. La figure 7.2 montre que
dans le cas ou il y a des cycles, il existe plusieurs facons de parcourir le graphe pour effectuer la pro-
jection. Pour rendre cette projection unique, le graphe topologique intial est transformé en arbre grace
a la projection de Dijkstra (figure 7.3). Seul le plus court chemin est conservé dans l’arbre final (la
métrique choisie est basée sur I'incertitude de la projection, mesurée par le déterminant de la matrice
de variances-covariances associée). Ainsi, cette projection permet d’avoir une idée des candidats po-
tentiels pour une fermeture de boucle. Des méthodes de mise en correspondance et d’alignement sont
enfin utilisées pour définir la meilleure hypothese (qui sera la sortie finale de 'algorithme) et élaguer
les hypotheses les moins probables. Si toutes les hypotheses sont considérées comme mauvaises, un

nouveau neceud est ajouté dans le graphe.

Lorsqu’une nouvelle carte est créée, les opérations suivantes sont effectuées :

L’origine de la nouvelle carte est définie par la position courante du robot,

— La position du robot est réinitialisée a zéro,

— L’incertitude de la transformation entre la nouvelle carte et la précédente est donnée par 'incer-
titude de la position courante juste avant de changer de carte (il s’agit de 'incertitude associée
a la nouvelle aréte dans le graphe),

— La matrice de variances-covariances du robot est réinitialisée a zéro.

Le processus de 'algorithme permet également de réajuster les liens du graphe lorsque d’anciens
nceuds sont réutilisés (fermeture de boucle). Une carte globale peut également étre déduite du graphe.
Il s’agit en fait d’un ajustement des arétes dans le graphe qui peut étre calculé grace a la projection de
Dijkstra en prenant le nceud 0 comme racine. Lorsqu’il y a des fermetures de boucle (et donc plusieurs
chemins possibles pour certains nceuds), une minimisation des erreurs de projection est effectuée (cette
étape peut étre vue comme une opération de relaxation du graphe). Cette derniere étape est une étape

de post-traitements et n’est pas réalisée immédiatement dans le cas d’application en temps réel.



248 Meéthodes existantes pour la construction de représentations locales Chap. 7

(a) (b) (©)

FIGURE 7.2 — Projection dans le graphe ([Bosse et al., 2004]) — (a) Graphe topologique initial com-
portant 4 nceuds. On cherche a savoir quel chemin utiliser pour projeter le nceud D dans le repere
du nceud A et inversement. On peut soit passer par B, soit par C' — (b) Résultat obtenu lorsque le
nceud A sert de référence. La projection D (utilisant le chemin ABD) est de meilleure qualité que la
projection D’ (utilisant le chemin AC'D) — (¢) Résultat obtenu lorsque le nceud D sert de référence.
La aussi, il est plus avantageux de composer les transformations en passant par B.

Finalement, on remarquera que cet algorithme permet une gestion intéressante des différentes sous-
cartes a travers un graphe topologique. Néanmoins, on remarquera que la gestion interne des cartes
locales est réalisée de maniere tres classique : I’état est remis a zéro et on redémarre sans information

a priori.

7.2.2 Tectonic SAM ([Ni et al., 2007])

L’algorithme de Tectonic SAM ([Ni et al., 2007]) est une variante du SAM classique consistant
a résoudre le probleme du SAM par une approche diviser pour régner. Cette approche est basée sur
le fait que 'une des étapes les plus couteuses en temps de calculs est I'évaluation de ’ensemble des
matrices jacobiennes associées aux linéarisations. Par ailleurs, cette étape est d’autant plus longue que
P’intégralité de la trajectoire ainsi que ’ensemble des amers sont remis a jour : il faut donc
tout recalculer.

L’idée de cet algorithme est de diviser la carte totale en un certain nombre de sous-cartes dans
lesquelles on calcule une solution locale. Une fois que chaque sous-carte a convergé, il devient inutile
de recalculer les matrices jacobiennes associées aux linéarisations. Les éléments communs a plusieurs

cartes sont traités dans un processus a part et constituent le °

‘ séparateur ” (figure 7.4a). Une expli-
cation empirique simple de cet algorithme est la cartographie de bureaux :

— Chaque bureau peut étre cartographié indépendamment des autres. 11 s’agit des sous-cartes,



7.2. Utilisation de cartes locales 249

Dijkstra ) \%’
‘ : \

FIGURE 7.3 — Transformation du graphe en arbre avec la projection de Dijkstra ([Bosse et al., 2004])
— Ici, le noeud 4 est le nceud de base (la racine de arbre). A gauche, on a représenté en pointillés les
arétes qui n’ont pas été retenues dans 'arbre. On pourra remarquer qu’il n’existe pas de lien direct
entre les nceud 4 et 7. Ceci signifie que la transformation pour passer directement du nceud 4 au
neeud 7 est moins précise que la composition de la transformation entre les nceuds 4 et 6 suivie de la
transformation entre les nocuds 6 et 7.

— Les couloirs entre les bureaux permettent de voir une partie de plusieurs bureaux simultanément :
il s’agit des séparateurs.

Néanmoins, lors de la mise a jour totale, ’ensemble des positions est utilisé, mais seuls les états
liés aux séparateurs sont mis a jour. Le probleme de ce type d’approche est que si I'estimation des
séparateurs évolue fortement, la position globale des points dans les sous-cartes locales varie fortement
également. Dans ce cas, ne pas mettre a jour les linéarisations des sous-cartes ne serait pas correct
et pourrait introduire des problemes d’inconsistances. Pour contourner ce probleme, on introduit de
nouveaux nceuds dans la représentation (b et be sur la figure 7.4b) qui codent la position globale
de la carte. Tous les éléments (trajectoire du robot et amers) qui ne font pas partie des séparateurs
sont représentés par rapport a ces nceuds de base. Ainsi, les valeurs qui seront figées ne sont plus
des valeurs globales, mais des valeurs locales qui auront encore tout leur sens lors de I'optimisation
finale. Les noeuds b; sont alors inclus dans les séparateurs. En conséquence, si le mouvement relatif
entre deux sous-cartes est incertain, cela n’influencera que le recalage globale. Les propriétés locales
resteront conservées.

Cette approche par cartes locales est une évolution astucieuse de 'algorithme de v/SAM qui consis-
tait a ordonner les colonnes de la matrice d’information de sorte & pouvoir effectuer une décomposition
de Cholesky efficace ([Dellaert et Kaess, 2006]). Un exemple du résultat obtenu par le Tectonic SAM

est donné sur la figure 7.5. Néanmoins, méme si cet algorithme permet d’effectuer des calculs efficaces

4 9

pour le SAM, il ne permet pas la construction de “ véritables ” cartes locales. En effet, I’évaluation
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FIGURE 7.4 — Partionnement du graphe en cartes locales ([Ni et al., 2007]) — (a) Graphe initial :
g, 1, U1, lo, I3 et l4 constituent les variables de la premiere carte locale, mais seuls g, x1, l1 et Iy
ne sont pas partagé avec la seconde carte (bleue). x1, I3 et Iy constituent les séparateurs. La seconde
carte locale est en bleue, et dispose également de variables internes et de variables frontieres — (b)
Modification du graphe pour y intégrer les nceuds de base by et by. Ainsi, toutes les variables de la
carte rouge sont exprimées dans le repere lié a by alors que les variables de la carte bleue sont exprimées

par rapport au repere lié a bo.
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FIGURE 7.5 — Résultats du Tectonic SAM sur le jeu de données du Victoria Park ([Ni et al., 2007])
— Chaque sous-carte est calculée localement. L’ajustement global ne concerne que les parametres
globaux associés aux sous-cartes (les rectangles sur la figure).

des cartes locales est effectué sans prendre en compte les mesures appartenant aux noeuds
séparateurs. Ainsi, le résultat de 'algorithme n’aura de I'intérét qu’apres 'ajustement global. Avant,
il ne s’agit que de sous-cartes indépendantes privées d’une partie de leurs mesures (celles partagées
avec d’autres sous-cartes), ce qui représente l'aspect le plus basique des cartes locales. Par ailleurs, la
convergence des sous-cartes ne sera satisfaisante que si le nombre d’amers a l'intérieur de celle-ci (ie.
hors frontiéres) est suffisant pour contraindre la solution.

Enfin, la nécessité d’effectuer un recalage global fait que l'algorithme ne pourra pas étre utilisé
constamment en temps réel. Méme si les temps de calculs sont largement améliorés, les temps de calculs

liés a 'ajustement global continueront d’augmenter avec la taille de la carte globale. Si cette derniere

4 9

étape n’est effectuée qu’en post-traitement car la charge de calcul est trop lourde, la “ pauvreté

relative des sous-cartes créées rend l'algorithme de Tectonic SAM nettement moins intéressant.

7.2.3 Cartes conditionnellement indépendantes ([Piniés et Tardés, 2007, 2008])

La derniere méthode que nous présentons consiste & définir un ensemble de sous-cartes locales
indépendantes les unes des autres mais pouvant néanmoins partager de I'information [Piniés et Tardds,

2007, 2008].

Dans cette approche, on va chercher a découper 'environnement ainsi que la trajectoire du robot
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FIGURE 7.6 — Exemple de réseau bayésien que l'on veut séparer en deux cartes locales ([Piniés et
Tardds, 2008]) — (a) Dans ce réseau, 'amer f3 est partagé par les deux cartes, ce qui rend la création
des sous-cartes non triviale — (b) Simplification du réseau ol on a regroupé l’ensemble des états (poses
du robot et amers) de la premiére sous-carte dans x4, ’ensemble des mesures associées (incluant les
vecteur de commande) dans z,. Les états et mesures de la seconde sous-carte sont regroupés dans xp
et zp. Enfin, I’état x3 et f3 sont regroupés dans xc¢.

en sous-cartes. Cette approche se différencie des autres car deés que ’'on commence une nouvelle carte,
on va arréter de traiter les amers et la trajectoire de la précédente carte (dans les deux autres ap-
proches présentées, 1'aspect global était toujours pris en compte dans le graphe), sauf dans le cas
d’une fermeture de boucle. Si 'on veut pouvoir effectuer cette opération de fagon consistante, il est
nécessaire que les sous-cartes soient conditionnellement indépendantes. Autrement dit, elles ne
doivent pas partager d’information.! Ceci est naturellement le cas lorsque les sous-cartes ne
partagent aucun amer. Mais ce cas particulier n’est en général pas vérifié (on retrouve plutot un
réseau bayésien comme sur la figure 7.6a). Pour garantir 'indépendance, la méthode la plus simple
consiste a réinitialiser I'’ensemble des amers qui étaient vus dans la carte précédente. Dans le cas du
SLAM monoculaire, cela implique la perte de I'estimation courante du facteur d’échelle. Par ailleurs,
on doit également réinitialiser certains parametres comme les vitesses ou encore les estimations de
biais dans le cas des filtres utilisant une centrale inertielle. C’est pour cette raison que les cartes lo-
cales traitées indépendemment dans l’algorithme de Tectonic SAM exculent les amers appartenant
aux séparateurs (ie. les amers visibles dans plusieurs cartes).

Dans [Piniés et Tardés, 2007, 2008], les auteurs contournent ce probléme en utilisant des propriétés
particulieres du réseau bayésien associé au SLAM. Considérons désormais la simplification du réseau

bayésien de la figure 7.6a en regroupant ensembles les états des sous-cartes et des nceuds frontieres

1. Sans cette précaution, toute tentative de fusion pour retrouver la carte globale sera inconsistante.
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(figure 7.6b). L’état est alors limité & x4, xp et x¢. On montre alors que conditionnellement a ’état
X, les états x4 et xp sont indépendants : les cartes sont donc conditionnellement indépendantes. Cette
propriété est issue de la d-séparation des deux sous-cartes conditonnellement a xo dans le graphe de
la figure 7.6b (voir annexe A page 321 pour plus de détails sur I'interprétation des réseaux bayésiens).

On a alors :

p(XA|XB’XCaZa,Zb) :p(XA|XC’Za) (71)
Cette propriété permet de ré-écrire la densité de probabilité associée a la carte complete :

p(XA,XB,Xc|Za,Zc) = p(XA|XB’XC’Za’ZC)p(XB’XC|ZG’ZC) (72)
= p(xalxc,2a) p (XB, XC|Za; Zc) .

ou on a utilisé la regle de Bayes dans la premiere étape. L’application de cette regle permet également
d’écrire :
p(x4,%clza) = p(xalxc,24) P (X0|24) (7.3)

En combinant les résultats des équations 7.2 et 7.3, on obtient :

p(x4,%xc|z4)

XB,XC|%q, Zc 7.4
p(XC’ZA) p( B C‘ ) ( )

p (XA7 XB, XC’Zaa Zc) =

L’équation 7.4 nous permet donc de retrouver facilement la densité de probabilité de la carte complete
lorsque I'on calcule indépendemment deux sous-cartes. Les 3 facteurs nécessaires sont en effet connus :
— p(x4,%xc|z4) : 1l s’agit de la densité de probabilité obtenue juste a la fin de la premiére
carte locale,
— p(xc|za) : il s’agit de la densité de probabilité marginale obtenue juste a la fin de la premiére
carte locale. Elle peut étre déduite du terme précédent apres intégration, 2
- p(XB,XC|Z4, 2c) : il S’agit du résultat du SLAM limité a la seconde carte locale. Ce terme s’obtient
en utilisant I'algorithme de SLAM classique sur les données z., avec 'utilisation de la densité a
priori p (xc¢|za) pour la variables x¢. Autrement dit, on applique I’algorithme de SLAM sur la
seconde carte locale apres avoir initialisé x¢o avec le résulat marginal de la précédente carte.
Il devient alors facile, dans le cas gaussien, de remonter aux parametres de la densité de probabilité
de la carte globale (ie. I'espérance mathématique et la matrice de variances-covariances). Ceux-ci

s’obtiennent par identification. Le détail des calculs est donné dans [Piniés et Tardds, 2007, 2008]. Ainsi,

lorsque I'on a créé plusieurs cartes locales, on peut revenir a la carte globale par rétro-propagation des

2. Dans le cas gaussien, il suffit d’extraire les blocs associés a xc dans I’espérance et la matrice de variances-covariances
associée a p (xa,Xc|z4).
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différentes cartes locales. Les auteurs montrent également comment traiter le cas de la fermeture de
boucle.

L’approche présentée ici utilise directement les coordonnées dans le repere global. Ainsi, la valeur
utilisée pour initialiser x¢ est associée a une matrice de variances-covariances non nulle (y compris
pour la position de départ du robot). Les sous-cartes obtenues risquent donc de montrer des problemes
d’inconsistance due a 'accumulation des incertitudes. Pour éviter ce phénomene, les auteurs de [Piniés
et Tardds, 2007, 2008] proposent une fagon plus consistante de traiter ce probleme en introduisant la
notion de repere local. Les états du nceud x¢ sont alors transformés dans le repeére lié a la

derniére position du robot. En reprenant 'exemple de la figure 7.6, ceci implique de :

1. Transformer I’état x3 en un état x4 dont la valeur est égale & zéro de fagon certaine (matrice de

variances-covariances nulle),

2. Transformer f3 en f} via :

fé = OX3 D f3 (75)

ou les opérateurs & et @ désignent les opérations permettant de transformer les coordonnées
de f5 (initialement dans le repere global) dans le repeére lié a x3 (incluant le mouvement de

translation ainsi que le mouvement de rotation du repere).?

Ceci permet de transformer le réseau bayésien original de sorte a ce que la partie commune aux deux
sous-cartes ne soit consitutée que de f5. Il n’est pas nécessaire d’y introduire le nouvel x4 car il est
naturellement fixé a zéro, et ce de maniére indépendante a I’ensemble des mesures effectuées
dans la premiere carte. Ceci nous amene donc au réseau bayésien présenté sur la figure 7.7. On
peut alors utiliser les principes énoncés précédemment pour fusionner les cartes locales et remonter a
la carte globale.

Au final, les auteurs de [Piniés et Tardds, 2007, 2008] expérimentent leurs algorithmes avec un
filtre de Kalman étendu classique dans le cas du SLAM monoculaire. Ils montrent que la variante avec
représentation locale donne de bien meilleurs résultats que la représentation globale classique. Ceci
était assez prévisible car :

— La “ variante globale ” de l'algorithme revient finalement a tronquer 1’état a chaque création

d’une nouvelle sous-carte. Ainsi, on s’attend a retrouver le méme résultat qu’avec le filtre de

3. Dans le cas d’un mouvement de translation pure, ces opérateurs auraient simplement été une addition et une
soustraction.
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Submap 2

Submap 1

FIGURE 7.7 — Transformation du réseau bayésien pour la création de sous-cartes avec repere local
([Piniés et Tardds, 2008])

Kalman étendu classique, dont les estimations des incertitudes arrétent d’augmenter sur le long
terme,

?en remettant a zéro la matrice de variances-covariances de la position

— La “ variante locale
du robot, permet de maintenir des valeurs de variances suffisamment faibles pour rester dans
une plage d’utilisation ou les inconsistances du filtre de Kalman étendu sont beaucoup moins

visibles.

7.2.4 Conclusion quant a l’'utilisation de cartes locales

Au final, nous avons présenté dans cette section trois méthodes originales permettant de réaliser
des cartes locales. Les deux premieres méthodes (Atlas SLAM et Tectonic SAM) utilisent plutot
une approche topologique pour résoudre le probleme. Dans ces deux méthodes, les sous-cartes créées

ne sont pas optimales, dans le sens ou elles n’utilisent pas les informations partagées avec les autres

4 9

cartes. Ainsi, la méthode de Tectonic SAM ne sera efficace que si les mesures “ purement locales ” sont
suffisamment contraignantes pour faire converger la sous-carte vers le minimum global. Il s’agit d’une
hypothese finalement assez forte impliquant que ’ensemble des sous-cartes n’aient pas trop de zones
de recouvrement. Néanmoins, cette derniere méthode permet au final d’obtenir la solution complete
une fois le processus global achevé.

La derniere méthode proposée est différente car elle permet aux sous-cartes de partager de l'infor-
mation de maniere consistante. Néanmoins, 'approche finale retenue avec un filtre de Kalman étendu

ne nous parait pas idéale. Nous verrons au chapitre suivant que la méthode que nous avons développé

se rapproche beaucoup de la méthode locale proposée dans [Piniés et Tardds, 2007, 2008].
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7.3 Conclusion

Au final, nous avons présenté dans ce chapitre un panel assez large des méthodes de représentation
locales existantes, donnant ainsi un juste apercu des principales catégories de méthodes permettant
de modifier la représentation du SLAM. Certaines méthodes, comme le SLAM robocentré modifient
directement le vecteur d’état du systeme afin de le rendre plus local. La méthode de représentation
par graphe local ou seules certaines arétes sont évaluées nous parait étre la méthode alternative de
SLAM la plus prometteuse actuellement. Néanmoins, sa relative jeunesse et I'avancée de nos travaux
ont fait que nous n’avons pas approfondi plus en détail ce type d’approche.

Nous avons finalement préféré la méthode plus classique consistant a diviser le probleme en cartes
locales. Nous avons remarqué que la plupart des méthodes traitant de cartes locales isolent les nceuds
communs & plusieurs cartes. Il en résulte que le traitement “ purement local ” ne prend pas en compte
toutes les mesures effectuées au sein des cartes locales. Si les mesures propres & une carte ne sont pas
assez contraignantes, cela peut poser des soucis de convergence, méme si l'algorithme final prend en
compte les états frontieres dans un processus séparé. Ce défaut est par exemple commun aux méthodes
d’Atlas SLAM et de Tectonic SAM. La derniere méthode de SLAM proposée est basée sur le partage
d’information au sein de cartes conditionnellement indépendantes. Cette approche nous semble la plus
aboutie et est trés proche de I’algorithme que nous proposons au chapitre suivant. 4

Enfin, nous pouvons remarquer que toutes les approches basées sur la constructions de cartes
locales ont pour but principal de borner le nombre d’amers a prendre en compte par l'algorithme de

filtrage principal (SAM ou EKF). Ceci a deux conséquences :

1. Améliorer voire borner les temps de calcul (qui augmentent normalement avec le carré du nombre

d’amers),

2. Améliorer la consistance en maintenant des valeurs de variances relativement faibles (ce qui est

surtout valable pour 'EKF).

La plupart des approches proposées ne proposent pas de solution fine pour choisir quand commencer
une nouvelle carte locale. En général, la solution est de fixer une certaine taille d’état a ne pas dépasser
en fonction de la puissance de calcul disponible. La taille maximale de I’état est donc fixée a I'avance.
Ceci ne nous semble pas idéal, notamment pour prendre en compte les effets dus a la consistance.

Nous étudierons plus particulierement ce probleme au chapitre suivant.

4. L’algorithme proposé au chapitre suivant a été développé en parallele des travaux présentés dans [Piniés et Tardds,
2007, 2008], alors que nous n’avions pas connaissance de ces travaux.
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Nous avons présenté au chapitre précédent plusieurs méthodes afin de contourner les problemes
liés a la taille de I'état et aux grands déplacements dans les algorithmes de SLAM. Parmi I'ensemble
des familles de méthodes étudiées, nous avons choisi d’utiliser une méthode basée sur 'utilisation de
cartes locales. Ce chapitre est consacré a 1’étude en détail de la solution choisie. Les travaux qui y
sont décrits ont été présentés lors du Workshop OMNIVIS’09 ([Joly et Rives, 2009]).

Dans un premier temps, nous nous intéressons a définir une stratégie afin de piloter le changement
de sous-carte (section 8.1). En effet, dans toutes les approches présentées au chapitre précédent, le
choix de commencer une nouvelle carte est régi par un critere absolu sur le nombre maximal de points
autorisés dans la carte courante. Ceci est légitime dans l'optique de maintenir des temps de calculs
bornés. Néanmoins, nous pensons que ce critere n’est pas le seul a prendre en compte. Nous étudierons
une méthode basée sur I’étude du résultat de la carte courante pour savoir s’il peut étre intéressant de
changer de carte, et ce du point de vue de la consistance. Nous explicitons ensuite notre algorithme
utilisé pour créer de nouvelles cartes (section 8.2). Nous verrons que celui-ci est basé sur le fait qu’il
est possible de faire en sorte que chaque carte locale courante puisse prendre en compte l'intégralité
des informations acquises depuis I'instant initial. La troisieme section, quant a elle, est consacrée a
Iexposition des résultats. Nous jugerons sur les deux séquences introduites au chapitre 5 la qualité
des deux algorithmes présentés dans le cas du SLAM a 3 degrés de liberté aidé par 'odométrie. Enfin,

nous effectuons une synthese globale quant aux cartes locales dans la section 8.4.

8.1 Critere pour le changement de carte locale

8.1.1 Problématique et solutions existantes

Dans la bibliographie concernant 1’'utilisation de cartes locales, la partie concernant le choix du
changement de carte locale n’est que rarement abordé. Cet aspect est généralement caché derriere I'ob-
jectif de borner les temps de calculs. Néanmoins, toutes les publications s’accordent a dire qu’utiliser
des cartes locales permet d’améliorer la consistance de 'algorithme de filtrage, ce qui est notamment
tres visible dans le cas de 'EKF-SLAM ([Piniés et Tardds, 2008]). Il existe certaines approches pour
tenter de trouver le nombre d’amer optimum par carte local ([Paz et Neira, 2006]). Néanmoins, les
auteurs de [Paz et Neira, 2006] ne prennent en compte que le nombre d’opérations réalisées par les
étapes de 'EKF, afin de rendre I'algorithme utilisable en temps réel. Ainsi, la notion de consistance
lors du changement de carte locale est inexistante.

Il est pourtant clair qu’en ’absence de fermeture de boucle, les incertitudes associées a la position
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du robot et aux amers suivent un phénomene de marche aléatoire : les incertitudes associées aux

estimations augmentent de fagon non bornée. Nous pensons qu’il est nécessaire de garantir que les

13 b

incertitudes associées aux amers ainsi qu’a la position du robot reste “ contenue ”. La notion de

" reste a définir. En effet, les incertitudes peuvent augmenter plus ou moins rapidement en

“ contenue ’
fonction du nombre d’amers considérés, de la géométrie des lieux, etc. Ainsi, définir un critére absolu
en termes d’incertitude ne parailt pas la solution idéale. Ceci est d’autant plus vrai que le GraphSLAM
est moins sensible aux erreurs globales de linéarisation que 'EKF-SLAM. ! Par ailleurs, dans le cas du
SLAM visuel pur, la trajectoire n’est connue qu’a un facteur d’échelle pres. Ainsi, définir par exemple
une taille absolue sur les ellipses de confiances associées aux amers ne serait pas cohérent.

Nous chercherons dans la suite a définir un critere relatif facile & paramétrer et dont * I'in-
terprétation phyisique ” pourra se faire facilement. Dans un premier temps, nous étudions deux exem-
ples permettant de mettre en évidence la nécessité de créer une nouvelle carte indépendamment des

capacités en termes de calculs de la platerforme langant le SLAM (paragraphe 8.1.2). Nous détaillons

enfin le critere utilisé dans le paragraphe 8.1.3.

8.1.2 Etude d’exemples

Un défaut que nous avions constaté au chapitre 5 lors de 'utilisation de la méthode de SAM
était sa divergence lorsque le nombre de mesures devient trop important et que certains liens du
réseau bayésien sont trop faibles (ie. zones avec peu de mesures). Cet aspect avait été illustré sur la
figure 5.10, rappelée ici en 8.1. Intuitivement, cet exemple montre que la fin de la trajectoire n’a plus
rien a voir avec le début. En revanche, les propriétés locales étaient conservées : on avait constaté
un mouvement rigide entre deux morceaux de la carte. Ainsi, cet exemple nous montre qu’il aurait
été judicieux de couper la carte globale en au moins deux sous-cartes. Ceci aurait permis d’avoir des
sous-cartes dans lesquelles apparait une certaine cohésion dans les mesures. Dans le cas présenté en
exemple, le début de la trajectoire et la fin sont pratiquement décorrélées, et ce en partie a cause
du manque de mesures lors d’une partie de la trajectoire.

Pour illustrer encore plus notre propos, considérons désormais la figure 8.2. Il s’agit du résultat
d’une simulation d’'un robot évoluant parfaitement en ligne droite et observant 50 amers disposés

aléatoirement dans une bande autour de la trajectoire. Les données simulées sont ’'odométrie et un cap-

1. Pour rappel, il est montré expérimentalement dans [Bailey et al., 2006a] que Uincertitude associée & 'orientation
du robot plafone autour d’un écart-type a 5 degrés lors de 'utilisation du filtre de Kalman étendu. Ceci peut donner un
premier critére de consistance dans le cas de PTEKF-SLAM. Il n’est néanmoins pas représentatif des approches de type
SAM ; nous ne prendrons donc pas en compte ce critére absolu.
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FIGURE 8.1 — Illustration du décalage dans la solution en raison d’une zone trés pauvre en informations
(reprise de la figure 5.10 page 196)

teur donnant directement I’angle entre 1’axe du robot et amer considéré (avec une visibilité limitée).
Les parametres concernant les bruits sont donnés dans le tableau 8.1. Nous avons tracé le résultat

obtenu dans deux configurations de l'algorithme de SAM :

1. Solution classique, ie. conditionnellement & x( (figure 8.2a). Dans ce cas, on suppose que le
vecteur position de la toute premiere itération est égal a zéro. On remarque alors que la taille
des ellipses de confiances augmente continuellement tout au long de la trajectoire (vers la droite).
Les amers les plus proches de I'origine ont des enveloppes d’incertitudes tres petites par rapport
aux amers plus éloignés. 2 Ainsi, les incertitudes associées & la fin de la trajectoire sont beaucoup
plus grandes que les incertitudes associées au début de la trajectoire. Néanmoins, ce graphique

ne nous dit pas la part de corrélation qui existe autour de la position finale.

2. Solution reconditionnée par rapport a la derniére position du robot (figure 8.2b). Ici, on a
supposé que la position finale de la trajectoire est égale au vecteur nul, et ce avec une
incertitude nulle. Cette solution reconditionnée peut étre déduite de la solution principale du

SAM (nous discutons de cet aspect dans la section suivante ainsi qu’en annexe D). Dans ce cas,

2. Ceci est d’une part di a la visibilité limitée, mais pas seulement. En effet, méme si la visibilité avaient été infinie, on
aurait constaté le méme phénomene (mais légérement moins rapidement). Ceci est du au fait que les matrices jacobiennes
associées aux mesures sont pratiquement nulles lorsqu’on est loin de 'amer. Ainsi, les amers éloignés de la position initiale
ne sont associés a des matrices jacobiennes significatives que lorsque le robot a déja accumulé de l'incertitude.
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F1GURE 8.2 — Résultats du SAM lors d’une simulation 2D d’un robot avancant en ligne droite et
observant 50 amers dans le cas bearing-only — (a) Cas classique : la solution est conditionnée par
rapport a xg = 0 — (b) Reconditionnement : la solution est reconditionnée par rapport a x; = 0.

on remarque que les amers proches de la position finale du robot ont une incertitude tres faible.
Au contraire, ceux proches de la position initiale sont cette fois-ci associés a une incertitude
élevée. La faible incertitude associée aux derniers amers montre que le déplacement relatif entre
les états proche de la position finale est trés bien connu. Ceci n’était pas visible sur la figure 8.2a
(ot les grandes ellipses ne montraient pas I'importante corrélation entre les amers proches de la

solution finale).

Ainsi, la figure 8.2 met en évidence le fait que les amers sont localement fortement corrélés. On
voit effectivement deux ordres de grandeur différents entre le positionnement relatif de deux amers,
suivant qu’ils soient éloignés ou non. Ceci peut justifier certaines instabilités de la carte lorsque le
nombre d’amers devient trop important (figure 8.1). Méme si ces corrélations peuvent étre déduites
du résultat du SAM, il peut paraitre inutile de conserver 'intégralité de la carte lorsque 'on sait que

le début de la carte et la fin ne partagent pratiquement plus d’information.

Remarque 8.1 (Interprétation de la figure 8.2)

Les résultats des figures 8.2a et 8.2b ne peuvent pas étre fusionnés. Il convient de remarquer qu’il
s’agit bien de deux solutions différentes correspondant a deux facon différentes de poser le probléme
du SLAM (ie. choix de la position de base). Le raccourci visant a fusionner ces deux cartes de sorte d

avoir de faibles incertitudes au début et a la fin de la trajectoire conduirait en réalité a admettre que la
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Description Erreur associée

Odométrie : vitesses de rotation
(w = 0) et lindaire (V = Im.s™!).
Modele d’intégration d’odométrie
classique (3 degrés de liberté). On
suppose ce modele entaché d’erreurs
concernant la position.

Entrées : uyy 0, = 0.1rad.s™! et oy = 0.2m.s7 !

Modele Quod = diag((0.001m)?, (0.001m)2, 0)

—
Mesures angulaires entres les amers et | 99 — 180 rad

(1) () Visibilité a 360 degrés mais limitée a

Mesures : z1.
e le robot : Z T Pk une distance de 10m

TABLE 8.1 — Parametres de la simulation présentée sur la figure 8.2.

position initiale et la position finale sont toutes les deux connues. Méme si le calcul d’une telle fusion

est possible mathématiquement, il ne répond pas a une réalité physique.

8.1.3 Définition du critére

Pour prendre en compte les réflexions effectuées au paragraphe précédent, nous proposons d’utiliser
un critere de changement de carte vérifiant quand les amers couramment observés ne sont
pratiquement plus liés aux premiers amers. Les raisons qui ont motivées ce choix sont :

— si la carte doit étre fournie a un utilisateur humain, celui-ci n’aura a sa disposition que le
résultat de 'estimation voire également les enveloppes d’incertitudes associées. Il est impossible
d’informer “ facilement ” I'utilisateur final du fait que certaines zones de la carte sont fortement
corrélées et quel est le niveau de ces corrélations. Dans le cas d’une application militaire ou la
carte correspond a une zone de combat (et devant étre interprétée par des humains), il parait plus
sur de donner aux utilisateurs un ensemble de sous-cartes tres consistantes et bénéficiant d’une
forte cohésion plutét que de donner une grande carte globale dont on n’est pas suffisamment
certain des positionnements relatifs sur le long terme. Par ailleurs, méme si 'utilisateur final
n’est pas un étre humain mais un autre algorithme, il peut étre préférable de limiter la quantité
d’information a lui envoyer. Segmenter les cartes locales de cette facon permet a ’algorithme en
aval de ne pas avoir besoin de calculer ’ensemble des corrélations qui peuvent étre couteuses a
calculer (elles sont alors supposées suffisamment fortes),

— si 'on veut assurer la consistance de la sous-carte traitée, conserver des zones peu corrélées peut

entrainer des instabilités et des zones de convergence élargies (cf. figure 8.1),3

3. En pratique, on n’observe des instabilités que lorsque le nombre d’amers devient tres important et provoque des
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F1GURE 8.3 — Résultats de la figure 8.2 o1 on a mis en évidence les amers en vue a la derniére itération
(zone rouge)

— la notion de corrélation est indépendante du facteur d’échelle, de la taille de la zone ou du nombre
d’amers. Il s’agit d’une information relative qui correspond bien & ce que 'on recherche. Avec
une telle approche, on peut tres bien avoir des sous-cartes tres denses dont les ellipses de confiance
sont de l'ordre de quelques centimetres (typiquement une zone en environnement d’intérieur) et
des sous-cartes beaucoup moins denses dans lesquelles la taille minimale des ellipses est de 'ordre
du décimetre voire du metre (typique d’une zone en extérieur dans laquelle les amers sont tous
assez éloignés du robot).

Pour résoudre ce probleme de segmentation, nous proposons de définir un critére inspiré de I'ex-
plication de la figure 8.2. Soit M; l’ensemble des amers visibles a la derniere itération (instant ¢) et
représenté en rouge sur la figure 8.3. L’idée du critere est de comparer la taille des ellipses de M; dans
les deux cas de conditionnement. Si les ellipses sont “ beaucoup plus petites 7 lorsque ’on conditionne
par rapport a la position courante (figure 8.3b) que par rapport a la position initiale (figure 8.3a),
alors on peut estimer que les derniers amers vus ne partagent plus beaucoup d’information avec la
position intiale, et donc avec le début de la carte. Il parait alors justifié de commencer une nouvelle
carte. Cette information va étre calculée par le biais des matrices de variances-covariances.

Définissons ainsi pour chacun des amers k € M, les deux matrices suivantes :

1. 20

) la matrice de variances-covariances associée a p (m(k) |x0, Up:t, Zozt). Il s’agit de la matrice

instabilités numériques. Lorsque cela se produit, on a en général dépassé la taille critique de la carte nécéssaire a un
traitement en temps réel.
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de variances-covariances associée a 'amer m;) dans le cas ou il est exprimé par rapport a la

position initiale du robot,

2. E’Ek) : la matrice de variances-covariances associée a p (m(k)]xt, ug.¢, Zozt). Il s’agit de la matrice
de variances-covariances associée a 'amer m;) dans le cas ou il est exprimé par rapport a la

position du robot a l'instant .

Sachant que la racine carré du déterminant de la matrice de variances-covariances est proportionnelle
au volume (resp. aire) de lellipsoide (resp. ellipse) de confiance pour un amer ponctuel 3D (resp. 2D),

nous proposons de calculer les coefficients c(;) définis par :

(8.1)

Ainsi, le rapport c() nous indique clairement dans quel repere il vaut mieux exprimer I'amer (k).
Finalement, le test que nous choisissons consiste a calculer la moyenne des c(;) est a la comparer a un

seuil s (inférieur a 1) :
1 ?

_ ciy<s avec s <1 8.2
card(My) kg:\/lt (k) = (8:2)

Le seuil s est le seul parametre de réglage a définir, et son interprétation est relativement aisée. Il
permet de configurer quel rapport moyen on tolére sur le volume des ellipsoides (entre celle calculée
dans le repére attaché a xg et celle calculée dans le repeére attaché a x;). Ce critére ne fait donc
intervenir aucun réglage absolu : la seule grandeur a régler est adimensionnelle, tout en ayant une

interprétation physique simple.
8.1.4 Conclusion

Nous avons présenté dans cette section un critere relatif permettant de gérer les changements de
cartes locales. Celui-ci permet de détecter lorsque la corrélation devient trop faible entre les amers
couramment observés et les amers du début de la carte. Ceci permet de garantir que les sous-cartes que
I’on construit ne sont pas affectées par des “ degrés de liberté ” risquant de faire diverger ’algorithme de
SAM. On a ainsi des cartes dont ’homogénéité des incertitudes est controlée. Cette derniere propriété
est de premiere importance si la carte doit servir pour un algorithme critique (comme le controle du
robot.

Néanmoins, le critere que nous proposons ne doit pas étre utilisé seul. La solution classique consis-

tant a limiter le nombre d’amers afin de borner les temps de calculs doit également subsister en tant
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que garde-fou. Une implémentation dans des conditions réelles conduirait donc a utiliser
deux criteres : le changement de carte s’opére alors dés qu’une des deux conditions est
réalisée.

On pourra enfin remarquer que le calcul de ce critere nécessite le reconditionnement des variables
aléatoires suivi d’'une marginalisation. Méme si on ne cherche a retrouver que les derniers amers vus,
cette opération peut s’avérer longue si le nombre d’amers a marginaliser est important. Ceci n’est
pas rédhibitoire. En effet, il n’est pas nécessaire d’effectuer le calcul du critere a toutes les itérations.
Dans le cadre d’une résolution en temps réel, on peut tres bien envisager une programmation parallele
sur plusieurs CPU dont un serait dédié au calcul du critere. Méme si le calcul du critére prend K
itérations, si on regoit a t + K linformation que le critere était inférieur au seuil, il sera a fortiori

encore souhaitable de changer de carte a t + K.

8.2 Création des cartes locales

Dans la section précédente, nous nous sommes intéressés a chercher le moment adéquat pour
commencer une nouvelle carte locale. Nous présentons dans cette section 'intégralité de 1’algorithme
utilisé pour créer les cartes locales ainsi que les développements mathématiques nécessaires.

Le principe de I’algorithme que nous avons développé est de faire en sorte que la carte courante
exploite ’'intégralité des informations acquises méme si celles-ci ont été acquises avant le
changement de carte.

Dans un premier temps, nous présentons les nouvelles notations liées a la gestion des cartes locales
(paragraphe 8.2.1). Nous définirons alors clairement notre objectif d’un point de vue mathématique.
Nous présentons ensuite un théoreme permettant de répondre sans approximation a la question posée.
Nous montrons au paragraphe 8.2.3 comment appliquer ce théoreme a notre cas, a savoir la création
de cartes locales avec un algorithme de SAM. Enfin, une synthese des développements présentés, ainsi

que des éléments de comparaison avec la bibliographie sont présentés au paragraphe 8.2.4.

8.2.1 Notations, hypotheses et formulation du probléme

Les nouvelles notations que nous introduisons font directement référence au réseau bayésien de la
figure 8.4. Dans la suite, nous notons :
— t1 le temps choisi pour commencer la nouvelle carte locale,

— t9 le temps final,
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FIGURE 8.4 — Réseau bayésien associé au SLAM

— m! I'ensemble des amers visibles uniquement dans la premiere carte, ie. entre les instants 0 et
t1 (compris),

— m? 'ensemble des amers visibles a la fois dans la premiere carte et dans la seconde carte,

— m? l'ensemble des amers visibles uniquement dans la seconde carte, ie. entre les instants ¢; + 1
et t2.

Dans la suite, nous allons chercher a calculer la densité de probabilité associée a la trajectoire

X, 4 1:4,, ainsi qu’aux amers m? et m?, conditionnellement & x4, en prenant en compte l'intégralité des
t1+1:t2, ) t1

mesures acquises depuis I'instant initial. La densité recherchée est donc :

2 3
p (Xt1+1:t2 , 1M~ 1M |Xt1 s L0ty uO:tg)

Cette approche est différente de la plupart des approches classiques dont les calculs dans les cartes
locales ne concernent en général que p (Xt1+1;t2,m2,m?”th,Ztl+1;t2,ut1+1;t2) (densité de probabilité
dont on a tronqué les mesures dans la premiére carte) voire p (Xt1+1;t2 3 (Xy, 2 10, ut1+1:t2) (densité
de probabilité sans prendre en compte les amers présents dans les deux cartes).

Pour arriver a notre résultat, nous supposons connaitre p (X0:t1 ,m! m2|xq, 7o, uO:tl) :il s’agit de
la densité de probabilité associée a la solution de la premiere carte. Ceci implique que la densité de
probabilité p (m2|x0,z0;tl,u0;tl) est également connue (on peut la déduire facilement par marginali-

sation).
8.2.2 Théoreme permettant la création de cartes locales

Théoréme 8.1 (Construction d’une carte locale)

En prenant en compte les hypothéses et notations introduites au paragraphe précédent, on a :

p (Xt1+1:t2,m2,m3|Xt1,Z0:t2,u0:t2) xX P (Xt1+1:t2)m25m3|xtlazt1+1:t2ut1+l:t2) X (8 3)
p (m2 ‘ZOItl uo:¢y 5 th)
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Le théoreme 8.1 permet de construire de facon immédiate une nouvelle carte locale. En effet, il mon-
tre que la densité de probabilité cherchée est proportionnelle a p (xt1+1:t2, m? m3|x;,, z¢, 1 1.4, ut1+1:t2)
(densité de probabilité que I'on peut calculer grace & un procédé classique de SAM) multipliée par un
terme déja connu. Nous verrons au paragraphe suivant comment utiliser ce résultat. La suite de ce

paragraphe est consacrée a la démonstration du théoreme précédent.

Démonstration du théoréme 8.1 :
A La démonstration qui suit fait appel a des notions d’interprétations des réseaux bayésiens. Un
rappel de ces notions est donné en annexe A (page 321).

Rappelons tout d’abord les deux formulations de la régle de Bayes (énoncées au chapitre 1) :

= p(a,b) =p(alb) p(b)

~ p(alp) = p(bla) 25

En applicant la premiere forme de la regle de Bayes sur p (Xt1+1;t2,m2,m3|xt1,z0:t2,u0:t2) avec

2

G = X¢,+1:4, €6 b = m~, on obtient :

2 3 _ 3.2
p (thJrl:tQa m-,m |Xt1 y Z0:to s uO:tQ) =D (Xt1+1:t2 , M |m y Z0:ty s U0:ty 5 Ztg +1:to Wty +1itg th) X
) (8.4)
P (m |Z0:t1 ) uO:tl ) Zt1+1:t2 ) ut1+1:t2 9 th)
Nous allons désormais simplifier les deux facteurs de I’équation 8.4 afin d’arriver au résultat.
Premier facteur de (8.4)

T sont indépendantes.

Conditionné & m? et x;,, les variables aléatoires [szJrl:tQ,mgT]T et [zd,,,udy,]
On peut en effet voir sur la figure 8.4 que tous les chemins qui commencent a un noeud appartenant
a l'ensemble {x¢, 1,...,Xs,, m3} et qui se terminent & un nceud dans {zo, ...,z ,ug, ..., s } conti-
ennent au moins :

— la connexion en série ¢ — x4, — k si le chemin utilise directement la chaine de Markov pour

“ traverser 7 le nceud xy, ,

— la connexion divergente i < m? — k si le chemin utilise le nceud m?,

— la connexion divergente z;, < X, — X, 11 sinon.
Les ensembles de noeuds {xy, 11, ...,Xs,, m>} et {zg,...,2:,,Ug...us } sont donc d-séparés condition-

nellement & I’ensemble de noeuds {x;,,m?} : il y a indépendance des vecteurs aléatoires considérés.

En conséquence, le premier facteur de I'équation 8.4 peut étre simplifié :

3 2 _ 3 2
p(Xt1+1;t2,m |m 7Z0:t17u02t15Zt1+1:t2ut1+1:t2)Xt1) _p(xt1+1:t25m |m ,Zt1+1:t2ut1+1:t25Xt1) (85)
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Second facteur de (8.4)
Appliquons la seconde formulation de la regle de Bayes avec :
— a=m?
= b= 20:4,, U0:ty , Bty 1ty Uty +15t-
On obtient alors :
p (ZO:t1 S0ty Zity 1ty > Uty 101, [, th) xp (mz\th)

p (ZOZtl s Wity 9 Zitq +1:t9 ) Wty 41:t0 ’th)

p (m2 |Z0:t1 ) uO:tl s Lty 41:to s ut1+1:t2 ) th) = (86)

Une analyse du réseau bayésien de la figure 8.4 similaire a I’analyse précédente permet de montrer que
les vecteurs aléatoires [zo.;, L, Ug.t, ? |1 et [Ze, 1 1:n Uy 41051 )7 sont indépendants conditionnellement

am? et x;,. On a donc :

p (ZO:t1 9 uO:tl ) Ztl +1:toy ut1+1:t2 |m2a th) =p (ZOZtl ) uO:tl |m2a th) X P (Ztl +1:toy ut1+1:t2 |m25 th) (87)

En appliquant la régle de Bayes sur chacun des facteurs de I’équation 8.7, on obtient :

p (ZOItl » U0:ty |Xt1)
p (m?[x,)
p (Zt1+1:t2 » Wy +1:o |Xt1)
p(m?[xy,)

p (ZOItl s W0ty Lt +1:itgs W +1:to ‘m27 Xt1) =p (m2 ‘ZOItl , U0ty th)
(8.9)

p (m2 ’Zt1+15t27xt1 ) ut1+1:t2)

En substituant I’équation 8.8 dans 1’équation 8.6, on obtient :

ap (m2|Z0:t1 ) uO:tl ) Xt1) Xp (m2|Zt1+1;t2, ut1+1:t25Xt1)
p (m?|xy,)

2
p (m |Z0:t1 y W0ty » Ztq +1:itos Uty +1:ta) th) =

(8.9)
p(20:t, 10:4; [X¢, )p(zt1+1:t2 Uty 1%t )
P(20:t1 10:t1 Bty 41080, Uty 1109 Xty

une constante de normalisation. De plus, la figure 8.4 montre que x;, et m? sont inconditionnellement

est indépendant de x4, | 1.1,, m? et m>. En conséquence, « est

ou o=

independants. Ceci implique p (mz\xtl) =0p (mz).4 Par ailleurs, nous supposons que nous n’avons
pas de connaissance a priori sur m?; p (mQ) peut donc étre inclu dans la constante de normalisation.

L’équation 8.9 devient alors :
2 2 2
P (m |Z0:t15 uO:tlazt1+1:t2,ut1+l:t2)Xt1) xXp (m |Z0:t15 uO:tlath) X p (m |Zt1+1:t2)ut1+1:t25Xt1) (810)

Retour a I’équation principale
En utilisant les équations 8.5 et 8.10, I’équation 8.4 devient :

p (Xt1+1:t2 ) m27 m3’Xt1 s Z0:to uO:tg) xXp (Xt1+1:t27 m3’m27 Zi 41t U +1:tos th) X ( )
8.11

p (m2 |Z0:t1 , U0:ty th) Xp (m2 |Zt1+1:t25 Ut +1:tos th)

4. Etant donné qu’elle n’est conditionnée & aucune mesure, la densité de probabilité p (m2) représente ’a priori que

l’on a sur la variable m?.
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Les premier et troisieme facteurs de I’équation 8.11 peuvent étre regroupés et simplifiés grace a la regle

de Bayes :
32 2
p(Xt1+1:t2,m m 7Zt1+1:t2ut1+1:t27Xt1) X p(m ’Zt1+1:t27ut1+1:t27Xt1) ( )
8.12

3 2
=p (Xt1+1:t27m , 1M ’Zt1+1:t2ut1+1:t27xt1)

On obtient le résultat final en substituant le résultat de I’équation 8.12 dans I’équation 8.11 :

p (Xt1+1:t2 ) m2’ m3|Xt1 y Z0:to s uO:tQ) xXp (Xt1 +1:t2 1’1’13, m2|zt1+1:t2 Uty +1:ta, th) Xp (m2|ZO:t1 » W0:t th)

(8.13)

8.2.3 Application du théoreme

8.2.3.1 Utilisation des termes

Le théoréeme 8.1 nous permet de créer une nouvelle carte locale tres facilement. Analysons dans un

premier temps les deux facteurs intervenant dans 1’équation 8.3 :°

- D (Xt1+1:t2, m3, m2|zt1+1;t2 ut1+1:t2,Xt1) désigne la densité de probabilité associée a la trajectoire
et aux amers de la carte courante, en ne prenant en compte que les mesures acquises dans
la carte courante. Avec les hypotheses effectuées dans le cadre du SAM, il s’agit d’une densité
gaussienne dont les parametres d’information 2 et £ peuvent étre calculés directement avec
I'algorithme de SAM classique en supposant connue la valeur de x;, % et en utilisant 1’ensemble
des mesures de ¢t1 + 1 a to.

- D (m2|z0;t1,u0;tl,xt1) désigne la densité de probablité des amers communs a la carte courante
et a la carte précédente, conditionnellement a x;, et en utilisant uniquement les mesures
effectuées depuis le début jusqu’a la fin de la carte précédente. Ce terme n’est pas
connu directement. Néanmoins, nous supposons connaitre p (m2|z0;t1,u0;tl,xt0) (cf. hypothese
page 266). Cette densité est supposée gaussienne. La différence avec la densité de probabilité
cherchée est le point de conditionnement. Nous avons besoin de la densité de probabilité assocée

a m? lorsque x;, est connu et fixé & zéro alors que I'on dispose de la densité de probabilité

“ carte courante ” la nouvelle carte, correspondant aux mesures de t1 + 1 a

5. Dans ce qui suit, nous désignons par
to.

6. Nous supposons que cette valeur est fixée a zéro, ceci permet de visualiser facilement et rapidement les coordonnées
courantes par rapport a la position initiale. Ce choix est arbitraire et nous aurions tres bien pu choisir n’'importe quelle

autre valeur. Ceci aurait eu pour effet d’affecter globalement la solution d’une translation et d’une rotation.
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de m? lorsque xg est fixé & zéro. Le passage de I'un & I’autre est possible grace au processus

de reconditionnement (cf. paragraphe 8.2.3.3). On peut donc supposer connus les parametres

d’information associés a p (m2’Z0;t1,UQ;t1,th) ; on les note dans la suite Q53¢ et €5,
Finalement, les deux facteurs de ’équation 8.3 décrivent tous les deux des densités de probabilités
gaussiennes dont les parametres d’information sont connus. La densité de probabilité finale est donc
gaussienne. Considérons désormais la décompostion des parametres de €2 et de & associée a

D (xt1+1:t2, m? mz\zt1+1:t2ut1+1:t2,xt1) selon les variables associées & la trajectoire, m? et m? :

Qxx QXQ Qx3 £X
Q= 1oy D99 No3 et E=1& (814)
Q3 N3z Q33 €3

En prenant en compte les notations de I'équation 8.14 ainsi que I’équation 8.3, les parametres d’infor-

mation de p (xt1+1:t2,m2, m3]xt1,Z0:t2,u0:t2) sont donnés par :

Qxx QXQ ng §X
QI = [ Qo Qoo+ QU Qo et &= &+ (8.15)
Qsx Q30 Q33 &3

8.2.3.2 Implémentation de P’algorithme

Le processus de création de cartes locales est décrit en détail dans ’algorithme 8.1. Il consiste
finalement a appliquer de fagon classique 'algorithme de SAM dans la carte locale. A chaque étape,
on ajoute aux parametres d’information les parametres liés a la carte précédente (équation 8.15). 1l
est a noter que les parametres a ajouter ne dépendent que de la carte précédente. Ils sont
donc déterminés a chaque fin de carte (par le biais d’un processus de reconditionnement des variables
aléatoires) et n’ont plus a étre calculés dans la carte courante. Ainsi, la complexité de I’algorithme est
pratiquement inchangée : a chaque itération, on a juste une addition de matrices et une addition de
vecteurs a effectuer. Néanmoins, cette derniere opération a pour effet de densifier un peu la matrice
d’information (initialement, il n’y a pas de termes croisés entre amers dans la matrice d’information to-
tale). La conséquence directe de cette densification est une efficacité moindre de I’algorithme d’inverison
permettant de retrouver une estimation du vecteur d’état connaissant les parametres d’information.

Nous n’avons néanmoins pas constaté de différence significative dans notre implémentation.
8.2.3.3 Remarque quant au reconditionnement

Le reconditionnement par rapport a la dernieére position n’est pas completement trivial. Nous

distinguons deux configurations :
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Fixer s, Nax
Qini,gini7ﬂm «— [ ]
fs 1 <=0

t1 <0

Pour tout i =2...ip;yN faire

,LL;( A f(ﬂ;{—lv ui)

—~T
x xT T
e T ]
pm  « initialiser_nouveaux_amers(p*, u™, z)

resolution_SA_M(,ux, Mm7 Ut 41:05 2ty -‘rl:’i,)
(2, ¢] @ [, &)

p=Q7%
(1%, ™) < separer_mu(y)
¢ + calculer_critére(€, ¢)

Si ¢ < s ou taille(p™) > Nypq. alors

[Qint ¢in] « reconditionnement (€2, )
u™ + selection_amers(u™)

u™ + recond_amers(u™)

t1 7

w0

poo= [t )T
Fin si

Fin pour

# Seuils pour le critere et nombre d’amers
# maximum par carte
# Parametres initiaux pour la carte locale

# Temps a partir duquel commence
# la carte courante

# Utilisation de la fonction de prédiction
# pour étendre la trajectoire de linéarisation

# Introduire des points de fonctionnements
# pour les nouveaux amers dont on accepte
# Dentrée dans le filtre

# “ @7 désigne ici Popération effectuée a
# I’équation 8.15

# Eventuellement, étape a réaliser toutes
# les K itérations
# Création d’une nouvelle carte

# On ne garde que les derniers amers vus
# Expression de p™ dans la nouvelle
# base locale

Algorithme 8.1 — Gestion des cartes locales
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1. Nous sommes dans la premieére carte locale. Dans ce cas, il est possible de calculer directement
P (X();tl ,m! m?|zg,, uo:tl), sans conditionner par rapport & xg (voir chapitre 1).” Le condition-
nement habituel peut s’effectuer directement avec le théoreme de conditionnement (théoreme 1.1

page 17). On peut alors facilement conditionner par rapport a x;, au lieu de xg

2. Nous ne sommes plus dans la premiere carte locale et avons déja utilisé 1’équation 8.3 du
théoreme 8.1. Le théoreme nous donne directement un résultat conditionnel & la premiere po-
sition de la carte locale. Nous n’avons plus acces a la densité de probabilité jointe comme au
cas précédent. En conséquence, on ne peut plus faire un conditionnement immédiat par
suppression des termes dans la matrice d’information car les termes liés a la posi-
tion initiale n’existent déja plus. On peut néanmoins toujours effectuer le conditionnement
en transformant la matrice et le vecteur d’information avec les matrices jacobiennes appropriées

(voir annexe D).

Enfin, méme s’il est théoriquement possible d’utiliser n’importe quelle valeur pour la valeur associée
a x4, du conditionnement, on ne peut pas, en pratique, choisir n’importe quelle valeur. En effet, les
non-linéarités rendent les parametres d’information non consistants lorsqu’on s’éloigne trop des points
de fonctionnement. Ainsi, il est fortement recommandé d’utiliser dans un premier temps le point de
linéarisation courant pour reconditionner. Ensuite, si 'on veut effectivement fixer la valeur de x;, a
zéro, on peut effectuer une transformation rigide déterministe de la solution de sorte a ramener x;, a
zéro (cette transformation sera quant a elle consistante et exacte). Tous les détails de cette opération

sont donnés dans 'annexe D.

8.2.4 Conclusion

Nous avons présenté dans cette section un algorithme permettant de créer successivement des cartes
locales, et ce de fagon simple et consistante. Nous avons montré rigoureusement comment utiliser les
informations issues de la carte précédente. Ainsi, méme si 'on réinitialise la localisation du robot a
chaque nouvelle carte locale, nous sommes capables de tirer parti de I’intégralité des mesures qui
ont été effectuées depuis le début. Par ailleurs, la factorisation présentée dans le théoreme 8.1
permet de rendre l'implémentation de l’algorithme simple et efficace (on a juste a effectuer deux
additions supplémentaires).

Notre algorithme est trés proche de 'approche par cartes locales décrite dans [Piniés et Tardods,

7. La matrice d’information déduite est alors non inversible.
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2008]. Nous utilisons tout comme eux une propriété d’indépendance conditionnelle des cartes locales
par rapport au nceud frontiere, ce qui permet de construire des cartes locales partageant de I'informa-
tion. Néanmoins, nous proposons une démonstration complete permettant d’arriver au résultat. Enfin,
Palgorithme final que nous utilisons est basé sur le SAM, ce qui permet de garantir de meilleures

propriétés de consistance.

8.3 Résultats

Nous présentons dans cette section les résultats obtenus quant a la création de cartes locales. Nous
y verrons a la fois l'intérét du critére décrit a la section 8.1 ainsi que la qualité des cartes locales
calculées avec notre algorithme. Les résultats obtenus sont issus des expérimentations présentées au
chapire 5 (il s’agit des deux expérimentations en intérieur dans les batiments Borel et Kahn de 'INRIA
Sophia Antipolis-Méditerranée) ; il s’agit de SLAM & 3 degrés de liberté. 8

Cette section s’articule en deux parties. Nous présentons d’abord les résultats concernant I'utilisa-
tion du critére de changement de carte locale (8.3.1), puis nous montrons U'intérét de 'utilisation de

notre théoréeme dans le paragraphe 8.3.2.

8.3.1 Qualité du critere

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a la fagon dont les cartes locales ont été segmentées
grace a l'utilisation du critere défini dans la section 8.1. Méme si I'algorithme 8.1 stipule d’utiliser
deux criteres de changement de carte (notre critére original ainsi qu’un critére basé sur les temps de
calculs), nous avons inhibé le second critere afin de ne tester que notre algorithme. Ceci est rendu
possible car tous nos tests sont effectués avec le logiciel Matlab sans contrainte d’exécution en temps
réel.

La figure 8.5 présente ’évolution du critére de corrélation lorsque I'on ne conserve qu’une seule
carte globale. Quelque soit I'expérimentation, on constate que le critere tend & décroitre au fur et
a mesure que l’'on s’éloigne de la position initiale. On remarque par ailleurs que la décroissance est
plus rapide au début. Par la suite, la valeur du critere tend a diminuer moins rapidement voire a se
stabiliser a une faible valeur. Ceci prouve donc l'intérét de changer de carte afin de conserver une

cohésion suffisamment élevée au sein de la carte.

8. Nous n’avons pas encore appliqué 'algorithme de cartes locales sur le cas du SLAM a 6 degrés présenté au chapitre 6.
Néanmoins, le principe reste identique.
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La figure 8.6, quant & elle, présente les projections de diverses cartes-locales.® Chaque nouvelle

carte commence lorsque le critere atteint un certain seuil. '

Dans le cas de 'expérimentation du batiment Borel (voir la figure 8.6a ainsi que la premiere partie
du tableau 8.2), on constate que les cartes locales couvrent des distances assez proches, ''. Ceci traduit

3

une baisse progressive a “ vitesse constante ” de la cohésion avec le début d’une carte. On remarque

toutefois que les troisieme et huitiéme cartes ont des caractéristiques particulieres :

— la troisieme carte comporte peu d’amers. Ceci est di au fait que la carte commence sur la partie
de la trajectoire ou il n’y avait pratiquement pas d’amers (seulement 2 amers sont partagés avec
la carte précédente). En conséquence, la trajectoire du robot s’est trouvée rapidement décorrélée.
Ainsi, dés qu'un nombre significatif d’amers a été observé (juste apres le virage), l’algorithme a
détecté que le nouveau groupe d’amers avait une forte corrélation interne, mais était décorrélé
du début de la carte,

— la huitieme carte, quant a elle, est tres courte. Néanmoins, elle possede un nombre conséquent
d’amers (567). Le changement rapide de carte vient ici du fait que l'on a observé dans les
dernieres images de cette carte une quantité trés importante d’amers tres rapprochés (due a
un poster tres texturé). Ceci a contribué a donner de tres fortes corrélations sur cette zone,
conduisant finalement & introduire les 157 derniers amers dans une nouvelle carte (sur le début

de lexpérimentation, le nombre d’amers vus simultanément n’est jamais aussi élevé).

Ainsi, on constate des changements de carte locales dus le plus souvent & une baisse progressive de
la corrélation entre le début et la fin de la carte. Dans d’autres cas, les baisses de corrélations sont
plus brutales et proviennent d’une variation importante du nombre d’amers observés. Ceci montre la

bonne adaptation de notre critere.

On retrouve des résultats similaires dans le cas de 'expérimentation du batiment Kahn (figure 8.6b
et seconde partie du tableau 8.2). On constate que la troisieme carte est plus petite que les autres, a
la fois en longueur de trajectoire et en nombre d’amers. Ceci est di au fait que cette carte commence
dans un secteur tres sombre (ou seulement 5 amers sont observés). A la sortie de cette zone, lorsque

le nombre d’amers visibles augmente, le critére a considérablement diminué. Au contraire, la derniéere

9. La projection des cartes cote a cote est donnée a titre informatif. Pour rappel, toutes les cartes sont conditionnées
par rapport a la premiére position associée. La juxtaposition des cartes n’a plus de sens mathématique.

10. Le seuil choisi est différent dans chaque expérimentation. 0.3 pour 'expérimentation dans le batiment Borel et 0.6
pour celle dans le batiment Kahn. Ceci n’a pas d’'importance et ne change pas l'interprétation des résultats. Le plus
important est de bien conserver un méme seuil sur la totalité d’une expérimentation donnée.

11. En termes de longueur de trajectoire (ici équivalent au nombre d’itérations car le robot évolue a vitesse constante).
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FIGURE 8.5 — Evolution du critere testant la corrélation dans le cas ou on ne fait pas de cartes locales
— (a) Expérimentation du batiment Borel — (b) Expérimentation du batiment Kahn.

carte est plus importante que les autres (elle atteint plus de 100 itérations de plus que la précédente
alors que le critéere n’a méme pas franchi le seuil). On remarque alors que cette carte commence avec
beaucoup d’amers et garde constamment beaucoup d’amers visibles (carte rouge sur la figure 8.6b).
Ainsi, I’ensemble de la carte est alors tres corrélé.

Au final, les résultats obtenus quant a la segmentation des cartes sont tout a fait cohérent. L’algo-
rithme est en effet capable de détecter lorsque la corrélation au sein d’une carte diminue rapidement
(cas des passages ou on observait peu de points d’intéréts). Au contraire, les zones out de nombreux
points sont observés contintiment restent corrélées sur de plus grandes distances, ce qui a été mis en

évidence par ’algorithme.

8.3.2 Application du théoréme

Nous présentons dans ce paragraphe les résultats obtenus concernant ’application de la factorisa-
tion présentée dans le théoreme 8.1. La figure 8.7 présente une comparaison entre deux implémentations

de I'algorithme de cartes locales :

1. en rouge sont représentées les ellipses de confiance associées a ’algorithme de cartes locales

utilisant le théoreme,

2. en noir sont représentées les ellipses de confiance associées au calcul de la solution en ne prenant
en compte que les mesures dans la carte courante. Ce résultat est celui obtenu lorsqu’on

ne garde que le second facteur de 1’équation 8.3.
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FIGURE 8.6 — Projection des cartes locales. Chaque changement de couleur et de symbole implique
un changement de carte locale (les cercles ne représentent pas des ellipses d’incertitudes mais sont
utilisés en alternance avec les croix pour pouvoir superposer de facon lisible les marqueurs communs a
deux cartes successives) — (a) Expérimentation du batiment Borel — (b) Expérimentation du batiment
Kahn.
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Borel Kahn
Nombre d’amers | Nombre d’itérations || Nombre d’amers | Nombre d’itérations
Carte 1 490 — (0/61) 158 168 — (0/6) 216
Carte 2 579 — (61/2) 149 152 — (6/5) 254
Carte 3 147 — (2/69) 144 83 — (5/13) 142
Carte 4 748 — (69/8) 165 230 — (13/27) 278
Carte 5 202 — (8/17) 126 371 — (27/2) 373
Carte 6 812 — (17/8) 147 @ @
Carte 7 668 — (8/25) 151 ] ]
Carte 8 || 567 — (25/157) 75 ] ]
Carte 9 || 632 — (157/9) 67 ] 1%

TABLE 8.2 — Caractéristiques des cartes locales en termes de nombre d’amers et de longueur de la
trajectoire — En ce qui concerne le nombre d’amers, le premier chiffre désigne le nombre d’amers total
de la carte. Le premier chiffre dans le couple entre parantheses désigne le nombre d’amer hérités de
la carte précédente. Le second chiffre entre parentheses désigne le nombre d’amers transmis a la carte
suivante.

La figure 8.7a présente le cas typique. Les ellipses rouges sont beaucoup plus petites que les ellipses
noires : on voit alors nettement le gain d’information apporté par I’application du théoreme 8.1. La
figure 8.7b, quant a elle, est plus difficile a expliquer. Elle montre en effet que les ellipses noires et
rouges sont pratiquement confondues : 'application du théoreme n’apporte donc rien. Il s’agit de la
fin de la troisieme carte de I'expérimentation Borel. Cette carte était assez délicate car le manque de
mesures a fait que les amers observés vers la fin de la carte ne partageaient pratiquement plus aucune
information avec les quelques amers observés au début. Ainsi, I'information partagée entre les seconde
et troisieme cartes ne s’est finalement pas propagée jusqu’a la fin de la troisiéme carte : on se retrouve
donc dans le cas limite ou I'information capitalisée dans les autres cartes locales a été perdue.

Les figures 8.8 présente quant a elle des résultats issues d’une simulation simple. Il s’agit d’une
trajectoire circulaire de 60s au cours de laquelle une carte locale a été créée apres 35s. On peut voir sur
la figure 8.8 que toutes les étapes de I'algorithme sont consistantes. Sur la figure 8.8a, la carte globale
est consistante. Ceci constitue une indication sur la qualité des réglages de I’algorithme. On s’attend
alors a ce que les versions locales de l'algorithme soient également consistantes. C’est ce que 'on
vérifie dans un premier temps sur la figure 8.8b : les ellipses de confiance dans la premiere carte locale
contiennent les vraies valeurs. Enfin, pour visualiser la qualité de la seconde carte locale (figure 8.8¢),
nous avons exprimé les vérités terrain concernant les coordonnées des amers dans le repére associé
a la position du robot a t = 35s; ceci nous permet d’obtenir une vérité terrain compatible avec la

seconde carte locale. Nous constatons que la seconde carte locale est bien consistante apres
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application du théoréme.
Nous avons enfin comparé les aires des ellipses d’incertitudes associées aux positions du robot
obtenues dans la seconde carte locale de la simulation précédente avec les aires des ellipses obtenues

par deux autres algorithmes (figure 8.9) :

1. implémentation globale. Il s’agit de la courbe bleue sur la figure 8.9, représentant le rapport
entre les aires des ellipses (des positions du robot) obtenues dans la carte locale en utilisant le
théoreme et les aires obtenues avec ’algorithme global. L’avantage revient nettement a 1’algo-
rithme local : les ellipses d’incertitudes ont une aire au moins 7.5 fois plus petite que dans le cas

global,

2. limplémentation locale n’utilisant que les mesures locales. 12 11 s’agit de la courbe rouge sur la
figure 8.9, représentant le rapport entre les aires des ellipses obtenues dans la carte locale en
utilisant le théoreme et les aires obtenues avec 'algorithme local suboptimal. On constate que
le rapport reste constamment favorable a l’algorithme exploitant l'intégralité des informations.

De plus, on constate deux comportements distincts sur la courbe rouge :

(a) Aut = 35s, le rapport est égal a 1 car les deux cartes locales sont initialisées avec une incer-
titude nulle sur la position du robot. Ensuite, le rapport diminue rapidement grace a l'ex-

ploitation des mesures de la carte précédente par ’algorithme tirant parti de I’équation 8.3.

(b) Dans la seconde partie, le rapport augmente. Ceci est di au fait que les amers communs
aux deux cartes ne sont plus observés. Ainsi, la position du robot tend a se décorréler des
conditions initiales de la carte locale. A Iextréme limite, on devrait revenir & un rapport

de 1 (correspondant au cas dégénéré que 'on a observé sur la figure 8.7b).

8.3.3 Syntheése des résultats

Au final, les résultats obtenus se sont avérés convaincants. Nous avons en effet pu montrer I'intérét
du critere permettant de construire des cartes locales en détectant avec succes des zones ou la quantité
d’information n’est pas suffisante pour maintenir une bonne corrélation de la carte.

Par ailleurs, ’algorithme de construction de cartes locales exploitant I'intégralité des informations
depuis l'instant initial a montré de bons résultats. Dans tous les cas, la solution est améliorée par
rapport a un algorithme qui n’exploiterait que les mesures a l'intérieur de la carte courante. Néanmoins,

les limites se font sentir lorsque les amers visibles ne partagent pas assez d’information avec le début

12. 1l s’agit du méme algorithme qui a fourni les ellipses noires de la figure 8.7.
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de la carte courante : 'apport di au théoreme 8.1 devient alors négligeable. Ceci est logique et ne peut
étre vu comme une faiblesse de l’algorithme. Au contraire, le critere de séparation de carte conduit &

détecter ce type de situations.

8.4 Conclusion de la troisieme partie

En conclusion, nous avons proposé dans ce chapitre une solution permettant de segmenter ’en-
vironnement en différentes cartes locales. A chaque itération, la carte locale calculée est optimale
(dans le sens ot elle prend en compte 'intégralité des mesures effectuées depuis l'instant initial). Ceci
répondait a deux problématiques posées a la fin de la seconde partie du manuscrit :

— Réduire les temps de calculs,

— Assurer une certaine cohésion au sein de chaque carte locale. Ceci se traduit par le fait que le

déplacement relatif des amers doit étre le plus contraint possible.
Dans la littérature, la plupart des algorithmes ne proposaient que des solutions visant a limiter le
nombre d’amers. Nous avons ici défini un critére qui permet d’assurer que chaque carte locale possede
bien une forte cohésion interne. Par ailleurs, on a pu voir que la plupart des approches ne proposaient
que des cartes locales suboptimales (les cartes locales n’intégrant en général pas les noeuds frontiere,
voir chapitre 7); notre approche permet quant a elle d’intégrer la totalité des mesures passées dans
chaque carte locale.

Néanmoins, approche décrite dans le paragraphe 7.2.3 page 251 ([Piniés et Tardds, 2008]) sem-
ble trés proche de notre facon de construire les cartes locales. Les deux algorithmes utilisent en effet
les propriétés déduites du conditionnement par rapport a la derniere pose de la précédente carte.
Un examen attentif des deux méthodes permettrait de montrer que les calculs réalisés sont en fait
pratiquement identiques, la différence se situant dans l'algorithme de filtrage utilisé (nous avions
développé notre solution indépendamment des travaux de [Piniés et Tardds, 2008]). Néanmoins, les
démonstrations présentées dans [Piniés et Tardds, 2008] ne sont pas complétes quant & la justfication
de la création des cartes locales. Les développements sont surtout focalisés sur le traitement des ferme-
tures de boucle et 'algorithme de rétropropagation. Au contraire, nous proposons dans ce manuscrit
une démonstration formelle et complete du résultat permettant de construire une nouvelle carte. La
factorisation obtenue montre que si la précédente carte est consistante et que l'on est capable d’ef-

fectuer une estimation purement locale consistante, '* alors le résultat final associé a la carte courante

13. ie. une estimation de p (Xt1+1;t27 m2, m3|x,51 , zt1+l;t2ut1+1;t2) consistante.
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sera assurément consistant (I’équation 8.3 ne fait appel a aucune approximation ni aucune hypothese
sur les densités de probabilité). L’utilisation de 'algorithme de SAM permet d’obtenir les conditions
de consistances nécessaires.

Le principal défaut de notre approche est qu’elle ne prend pour l'instant pas en compte la rétro-
propagation. Ainsi, si la carte courante est toujours optimale, il n’en est pas de méme pour les cartes
précédentes dont les calculs ont été arrétés et ne prennent pas en compte les dernieres mesures. Sauf
en cas de fermeture de boucle, cette rétropropagation n’est intéressante qu’en post-traitements. Une
premiere continuité de ces travaux serait de formaliser I'algorithme de rétropropagation des infor-
mations. On s’attend néanmoins a trouver des résultats identiques & ceux présentés dans [Piniés et
Tardds, 2008], apres adaptation au cas du SAM (au lieu de 'EKF).

On pourra enfin remarquer que le résultat de la segmentation n’est pas uniquement intéressant
pour faciliter 'algorithme de filtrage et la résolution du SAM. En effet, I'utilisation du critére permet
de garantir que chaque carte locale est “ suffisamment ” contrainte. Ainsi, le résultat peut étre utilisé
par un opérateur humain ou un autre algorithme qui pourra effectuer des calculs critiques consistants
a I’échelle de la carte locale (on pourra par exemple définir une trajectoire de planification de maniere
stre, ce qui ne serait pas possible & I’échelle de la carte globale). Dans la quatrieme et derniére partie du
manuscrit, nous proposons d’utiliser les propriétés de cette segmentation pour détecter les plans dans
les cartes locales. La segmentation de nuages de points en primitives de plus haut niveau nécessite en
effet que les points considérés bénéficient de bonnes estimations relatives. Notre critere a précisemment
été défini dans ce but. Ainsi, il parait cohérent de ne chercher a segmenter que carte locale par carte

locale.
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Nous présentons dans la quatrieme et derniere partie de ce manuscrit deux applications de I’algo-
rithme de SLAM permettant de calculer en post-traitements des caractéristiques haut-niveau de ’'en-
vironement. Dans les deux cas, 'idée est d’utiliser le résultat du SLAM afin d’effectuer un traitement
le plus automatique possible. Nous présentons dans le présent chapitre une premiere application,
a savoir la segmentation de plans. Nous présenterons dans le chapitre 10 une méthode permettant
d’estimer 'espace libre pour le robot.

Dans ce chapitre, nous traitons le probleme de la détection de plans dans le nuage de points
constituant la carte du SLAM. L’idée est de trouver automatiquement les plans présents dans la
scéne afin de les reconstruire a posteriori, en les augmentant de textures. Nous décrivons dans un
premier temps la méthode utilisée pour segmenter un nuage de points déterministe en différents plans.
Ensuite, nous montrons dans la section 9.2 I'intérét de I'utilisation des cartes locales vues au chapitre
précédent. La section 9.3 est quant a elle consacrée a ’étude des résultats de segmentation dans le
cas de la trajectoire du batiment Borel (introduite au chapitre 5); il s’agit d’une expérimentation
contenant beaucoup de posters plans tres texturés et qui se préte bien a la segmentation. Ces résultats
seront améliorés par un plaquage de texture exploitant I'intégralité des positions depuis lesquelles le
plan a été vu (section 9.4). Nous concluons enfin ce chapitre par une synthese des résultats obtenus et

quelques perspectives.

9.1 Détection de plans a partir d’un nuage de points

9.1.1 Introduction

Nous présentons dans cette section ’algorithme utilisé en vue de segmenter les plans dans un nuage
de points supposé déterministe. La validité de cette hypothese sera discutée dans la section suivante.
L’approche utilisée se fait en 3 étapes. Dans un premier temps, une triangulation de Delaunay

“ plans

est effectuée (paragraphe 9.1.2). Le résultat de cette triangulation permet de définir des
élémentaires ” (3 points) dont on peut calculer la normale. Ces plans élémentaires sont regroupés ou
non avec leur voisins en fonction de leur normale (paragraphe 9.1.3). Nous verrons alors que le résultat
obtenu est beaucoup trop segmenté. Un processus de fusion sera alors utilisé (paragraphe 9.1.4).

Dans toute cette section, nous allons utiliser deux exemples simulés afin d’illustrer les 3 étapes de

segmentation (figure 9.1), a savoir :

1. un couloir en “ T ” dans lequel ne figurent que des plans (figure 9.1a). Il s’agit ici de voir si on

est capable de détecter effectivement les 5 plans qui constituent la scene,
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FIGURE 9.1 — Nuages de points simulés pour la détection de plans

2. un cylindre (figure 9.1b). Ici, il n’y a pas de plan & détecter en réalité. Néanmoins, de la méme
fagon qu’il est possible d’approcher un cercle par un polygone régulier avec suffisament d’arrétes,
il est possible d’approcher un cylindre par une série de plans. L’intérét de cet exemple est de
vérifier la capacité de 'algorithme a accepter de petites déformations des zones qui ne sont
pas tout a fait planes tout en empéchant I'exces inverse (qui serait de considérer comme un
plan un demi-cylindre complet). Nous verrons particulierement I'intérét de cet exemple au para-

graphe 9.1.4.

Pour ces deux exemples, les points considérés ne respectent pas exactement les primitives décrites :

nous avons introduit un bruit afin de tester la robustesse de notre approche.

9.1.2 Triangulation de Delaunay

La premiere étape de ’algorithme consiste a définir un maillage du nuage de points. Le but est
d’obtenir des facettes élémentaires pour lesquelles il est possible de calculer un vecteur normal. La
comparaison entre facettes adjacentes de ce vecteur normal permettra ensuite de choisir si l’on regroupe
ou non les facettes dans un méme plan. La triangulation de Delaunay permet de créer de telles facettes.

Dans le cas 2D, la triangulation de Delaunay permet de définir des triangles dont aucun autre
point n’est a 'intérieur de leur cercle circonscrit. C’est ce que l'on voit sur la figure 9.2 (les
points a trianguler sont en bleu, la triangulation est présentée en noir et le cercle circonscrit des
triangles obtenus sont en rouge). Par ailleurs, si il n’y a pas de points cocycliques ou alignés, la

triangulation est unique.
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l

FI1GURE 9.2 — Exemple de triangulation de Delaunay dans le cas 2D

Dans le cas 3D, la triangulation de Delaynay permet de définir des tétraédres dont aucun autre
point n’est a ’intérieur de la sphére circonscrite. La triangulation sera unique si il n’y a pas des
groupes de points coplanaires ou cocycliques. La propriété de la sphere circonscrite permet d’assurer
qu’il n’y a aucun croisement de tétraédres. Elle permet donc de définir un maillage cohérent pour des
études locales. Nous avons néanmoins modifié 1égerement ce maillage afin de supprimer les triangles
trop grands par rapport a la taille du robot. Le but de cette opération est d’éviter de fusionner des
plans alignés entre lesquels le robot pourrait passer (dans le cas du couloir en T, cela évite de prolonger
le couloir principal).

La premiere étape de notre algorithme de segmentation consiste donc a calculer la triangulation
de Delaunay 3D du nuage de points. Le résultat obtenu est une série de tétraedres. Nous allons traiter
dans la suite chacune des faces de chaque tétraedre comme un plan élémentaire dont on testera la

cohérence avec ses voisins.

9.1.3 Premiere segmentation

La seconde étape de 'algorithme consiste a effectuer une premiere segmentation tres sélective.
L’idée est d’agglomérer une par une les facettes adjacentes lorsqu’elles semblent appartenir a un méme

plan. Pour cela, nous comparons le produit scalaire de leur normale. Le principal défaut de ce type
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C

FI1GURE 9.3 — Exemple de points sur un demi-cercle

d’algorithme est que les facettes sont en général tres petites, et que des facettes qui peuvent sembler
cohérentes de proches en proches peuvent ne pas I’étre d’un point de vue global. C’est ce que montre la
figure 9.3 dans le cas 2D. Imaginons en effet que ’on souhaite fusionner les points alignés. Admettons
que les segments [AB] et [BC] satisfont une condition de normale et que les 3 points A, B et C
peuvent étre considérés comme alignés. Il en sera alors de méme pour les segments [BC] et [C'D],
puis pour [C'D] et [DE]. Néanmoins, on ne pourra pas considérer pour autant que les vecteurs AB et
ﬁ sont colinéaires. Ainsi, il serait dangereux d’effectuer des comparaisons de proches en proches par

propagation.

Pour éviter le phénomene que nous venons de décrire, nous allons systématiquement comparer
les normales des facettes avec la méme facette de référence. L’algorithme de sélection consiste donc a
sélectionner une facette de référence, puis & comparer son vecteur normal avec toutes les autres facettes
adjacentes. Celles dont le produit scalaire est supérieur a un seuil donné sont agglomérées. Ensuite,
on fait entrer dans le test les facettes adjacentes aux derniere facettes acceptées, puis on refait le test.

Pour reprendre 'exemple de la figure 9.3, cela signifie que 'on conserve comme référence 1’orientation

du vecteur ﬁ . Le test serait alors valide avec B?, mais pas avec @ ni lﬁ

Le fait de ne comparer la normale qu’avec la méme facette de référence permet alors de ne conserver
que les facettes tres cohérentes avec la facette initiale. En contrepartie, cette méthode empéche tout
effet de filtrage ou de moyennage de la solution lors de I’ajout de facettes. La conséquence immédiate

est une segmentation excessive du nuage de points (figure 9.4).
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FIGURE 9.4 — Résultats issus de la premiere segmentation. Les changement de couleur indiquent des
plans différents.

9.1.4 Fusion des plans

Le résultat obtenu dans le paragraphe précédent n’est pas satisfaisant, et ce en raison de la segmen-
tation excessive de certains plans pourtant évidents. Nous avons donc ajouté a ’algorithme une phase
de fusion des plans. L’idée est de comparer les normales des plans partageant des points en commun.
Si leur direction est suffisament proche, les plans sont fusionnés. Ensuite, on introduit le nouveau plan
issu de la fusion dans la liste des plans et on enléve les anciens. On réitére le processus de fusion sur
P’ensemble des plans (y compris le nouveau plan), et ce jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de fusion possible.

En comparaison avec la phase précédente, la “ brique de base ” n’est plus un triangle élémentaire,
mais un morceau de plan dont la cohérence est forte (le test de la phase précédente étant tres con-
traignant). Cette fusion de plan permet de lisser le résultat obtenu avec les triangles élémentaires. En
effet, le calcul de la normale est plus stable lorsque 'on a déja un certain nombre de points dans le
plan (alors que 'on a que 3 points dans les triangles élémentaires). Par ailleurs, le fait d’utiliser des
plans dont le nombre de points est déja conséquent permet de limiter le risque de dérive présenté au
paragraphe précédent (cf figure 9.3) (lorsque 'on fusionne deux plans, la normale résultante ne varie
pratiquement pas).

Les résultats obtenus apres cette étape sont visibles sur la figure 9.5. On voit bien dans le cas
du couloir en T que les plans principaux ont été intégralement fusionnés. Il subsiste quelques plans
parasites dans les coins. Ceux-ci peuvent éventuellement étre automatiquement filtré si 'on ajoute

un critere ne demandant de conserver que les plans issus de la premiere segmentation contenant un
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FIGURE 9.5 — Résultats apres fusion des plans issus de la premiere segmentation. Les changements de
couleur indiquent des plans différents.

certain nombre de points. Dans le cas du cylindre, on obtient une segmentation cohérente : les plans
obtenus conservent de bonnes propriétés de planéité (le phénomene de dérive qui pouvait avoir lieu a

bien été évité).
9.1.5 Conclusion

En conclusion, nous avons proposé dans cette section un algorithme permettant de détecter au-
tomatiquement les sous-ensembles de points correspondant a des zones planaires au sein d’un nuage
de points. Celui-ci est résumé dans I'algorithme 9.1. Notre méthode a donné de bons résultats sur
des données simulées. Nous n’avons pas approfondi davantage le développement de cet algorithme. Les
résultats présentés dans ce chapitre étant des résultats préliminaires, nous n’avons pas cherché a obtenir
I'outil de segmentation le plus robuste et optimal possible, mais un outil pouvant étre implémenté rapi-
dement et donnant des résultats acceptables. Une étude approfondie de la bibliographie sur ce sujet

permettrait certainement d’améliorer les résultats précédents.

9.2 Utilisation des propriétés de corrélation

Nous avons présenté dans la section précédente un algorithme permettant de segmenter les régions
planes dans un nuage de points. Nous allons utiliser directement cet algorithme sur le résultat du
SLAM. Nénanmoins, I'algorithme utilisé fait ’hypothése d’un nuage de points déterministe et ne
prend pas en compte la nature probabiliste de la carte du SLAM. Ceci étant, il est nécessaire de

s’assurer que les nuages de points considérés sont bien consistants.
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Données : Points
Fixer d, seuil

Triangles < delaunay (Points)
Triangles <+ elimineGrandTriangles(Triangles, d)

Triangles_seuls < Triangles

plans + [ ]

Pour tout tri € Triangles_seuls faire

| [pn, triy] < agglo_triangles(tri, Triangles_seuls)
|

| plans < plans |J {pn}
| Triangles_seuls < Triangles_seuls \ tri,

Fin pour

fin+0

Tant que fin = 0 faire

| planspouveauz < [ ]

| Pour tout p € plans faire

| | [Pn, pu) < fusion_plans(p, plans)
I

| | plansnou’ueauz (7 plansnouveaum U {p'fl/}
| | plans < plans \ p,

| Fin pour

| plans < plans |J plansnouveaus

| Si plansnouveaus = | ] alors
| | fin<+1

| Fin si

Fin faire

Retourner plans

# Nuage de points initial

# d : distance maxi pour les arrétes

# dans la triangulatrion de Delaunay
# seuil : seuil pour acceptation des plans
# Parametres initiaux pour la carte locale
# Elimination des triangles élémentaires

# trop grands

# Triangles_seuls contient les triangles qui
# n’ont pas été agglomérés

# Ensemble des plans détectés

# p, : nouveau plan

# tri, : triangles utilisés pour p,

# On ajoute p, aux plans

# On retire tri,, de Triangles_seuls
# Fin de la premiere segmentation

# pp, : nouveau plan (vide si pas de fusion)
# py : plans utilisés pour créer p,

# On ajoute p, aux plans nouveaux

# On retire p, de plans

# On garde les anciens plans qui n’ont pas été

# modifié et on ajoute les nouveaux
# Pas de nouvelle fusion = convergence

# Fin de la fusion des plans

Algorithme 9.1 — Extraction des plans dans un nuage de points
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L’approche par cartes locales présentée au chapitre 8 est parfaitement adaptée dans ce but. Le
critere que nous avons présenté permet en effet de segmenter la totalité de la carte en zones corrélées.
Ainsi, le déplacement relatif entre les points d’une carte locale est bien connu, ce qui n’est pas le cas
lorsqu’on garde la carte globale. Ceci permet d’éviter de fusionner des plans dont le positionnement
relatif n’est pas suffisament bien estimé.

Enfin, 'utilisation de cartes locales permet de réduire la charge de calcul, notamment pour le calcul

de la triangulation de Delaunay.

9.3 Résultats issus de la séquence Borel

Nous présentons ici les résultats de segmentation obtenus dans le cas de la séquence Borel (intro-
duite au chapitre 5 page 173). Pour rappel, il s’agit d’une séquence obtenue en déplacant le robot dans
des couloirs sur lesquels étaient accrochés divers posters et affiches. Ceux-ci permettent I'extraction
de nombreux points d’intéréts : on s’attend donc a trouver de nombreuses zones planes dans cette
séquence.

La segmentation a été effectuée par carte locale (en utilisant les résultats obtenus au chapitre 8).
Les résultats de segmentation sont visibles sur la figure 9.6 : il s’agit des résultats obtenus dans
la sixieme carte locale. On peut remarquer que I'on détecte bien une partie des plans de la carte.
Néanmoins, on détecte également des plans indésirables en plus des plans principaux. Ceci est du a la
présence de quelques points de mauvaise qualité dans les données. C’est ce que 1'on voit dans la zone
entourée sur la figure 9.6d : un des points est en retrait du mur et provoque la création de nombreux
plans. On constate également dans la zone inférieure gauche de la figure 9.6d une série de plans due

ici a la présence d’une porte.

3 i

Néanmoins, on constate que les plans “ parasites ” contiennent un nombre de points tres inférieur
a celui des plans principaux (figure 9.7). Ainsi, de nombreux plans détectés ont un nombre de points
inférieur & 5 (ce qui est tres faible). Il s’agit dans ce cas de petits regroupements de points qu’il convient
de ne pas considérer. Par ailleurs, peu de plans ont un nombre de points réellement significatif. En ne
gardant que les plans dont le nombre de points est supérieur a 30, on obtient le résultat de segmentation
présenté sur la figure 9.8. Le résultat est alors nettement amélioré, sans toutefois étre parfait (le grand
plan rouge aurait pu étre fusionné avec un plan plus petit représenté en jaune).

En conséquence, malgré les quelques défauts constatés, ces premiers résultats sont encourageants

et montrent la pertinence de I'approche. On est en effet capable de retrouver les principaux plans
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FIGURE 9.6 — Résultat de segmentation sur la sixieme carte locale — (a) Nuage de points initial — (b)
Premiere segmentation — (c¢) Résultat apres fusion des plans — (d) Visualisation d’un des défauts
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FI1GURE 9.7 — Nombre de points dans chaque plan — On constate que seuls peu de plans sont réellement
significatifs.

des nuages de points issus du SLAM (apres élagage des plans non significatifs). L’approche mérite
néanmoins d’étre améliorée, et ce afin de rejeter directement les quelques points aberrants provoquant

la détection de plans parasites.

9.4 Fusion des images pour la projection de textures

Les résultats obtenus dans la section précédente ne sont qu’une étape dans I'optique de la création
d’une représentation haut niveau des plans. Nous proposons dans cette section d’utiliser les précédents
résultats de sorte a obtenir une représentation texturée des plans. Pour obtenir ces résultats, nous
feront également appel aux images originales ainsi qu’au résultat complet du SLAM (carte locale par
carte locale).

Cette section s’articule en deux parties. Nous présentons d’abord la méthodologie employée pour

texturer les plans. Nous présentons ensuites les résultats obtenus.

9.4.1 Description de la méthode

9.4.1.1 Choix de la région a texturer

Supposons que nous avons un nuage de points pratiquement coplanaires. Pour obtenir la zone a
texturer, nous calculons dans un premier temps ’équation du plan associé aux points. L’ensemble du
nuage est ensuite projeté sur le plan. La zone a texturer est finalement déterminée par l’enveloppe

convexe du nuage de points projeté.



296 Détection automatique des plans Chap. 9

Coordonnée z
o

40

Coordonnée y

FIGURE 9.8 — Segmentation de la sixieéme carte locale apres élagage des plans contenant moins de 30
points

La zone a texturer est par définition une zone continue. Or, nous souhaitons définir une texture, c’est
a dire une image. Il est donc nécessaire de discrétiser la zone a texturer. La finesse de la discrétisation
déterminera la précision de la texture. Néanmoins, il est inutile d’utiliser un pas de discrétisation trop
petit car la texture est créée a partir d’'une image (qui est elle-méme constituée d’un nombre fini de
pixels). Ainsi, méme si on peut effectuer une interpolation subpixelique de I'image originale, la qualité
de la texture finale atteindra un seuil a partir d’un pas de discrétisation.

Le plan a texturer est vu depuis plusieurs vues. Il est possible que seule une partie du plan soit
visible a un instant donné. Il serait donc inaproprié d’essayer de texturer I'intégralité du plan a chaque
instant. ! La stratégie que nous avons décidé d’employer consiste & ne traiter que 'enveloppe convexe

associée aux points d’intéréts vus a ’instant traité.

9.4.1.2 Création d’une texture a partir d’une seule vue

Supposons que I’'on connaisse la zone a texturer a I'instant ¢. La position de ’ensemble des “ pixels ”

de cette zone est connue dans l'espace (par l’équation du plan). Par ailleurs, la position ainsi que

1. Dans le cas ol une partie du plan est occultée par un objet mobile, on risquerait d’ajouter des textures incohérentes
en tentant de texturer tout le plan.
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Porientation de la caméra sont également connues (résultat du SLAM). En conséquence, il est possible
d’exprimer les coordonnées de I’ensemble des pixels a texturer dans le repere de la caméra. Nous n’avons
alors qu’a appliquer le modele de projection associé a notre caméra pour convertir les coordonnées
dans le repere de la caméra en coordonnées dans I'image. 2 Finalement, il n’y a plus qu’a “ lire 7 la

valeur de niveau de gris du pixel dans I'image. 3

9.4.1.3 Fusion de toutes les vues

Nous avons présenté au paragraphe précédent comment résoudre la probleme de la texturation
pour une position donnée (et donc avec une seule image). Dans notre cas, nous utilisons plusieurs vues
du plan. Il est donc nécessaire de définir une stratégie pour fusionner les différentes solutions apportées
par les différentes images.

A titre d’exemple, considérons le cas de la figure 9.9. Supposons que 'on a détecté le plan associé
a I’ensemble des affiches visibles sur la droite des images et que 1’on souhaite texturer ce plan a partir
des deux images présentées sur la figure. On constate que I'intégralité des affiches est visible dans les
deux images. Néanmoins, il apparait clair qu’une partie des affiches sera mieux reconstruite avec la
premiere image alors que la seconde partie sera mieux reconstruite grace a la seconde image. Pour
déterminer clairement quelle image utiliser dans quelle zone du plan, nous proposons de calculer un
critere pour chaque pixel du plan & texturer. Soit p’ le i®¢ pixel du plan & texturer.? Ce pixel se
projette en p;, dans la vue 1 et en pj, dans la vue 2. Soient désormais n(p;,) (resp. n(pj,)) le nombre
de points p* du plan & texturer qui se projettent en (pj,) (resp. (pj,)). La valeur de n(p;,) reflete la
qualité d’information que le pixel p;, apporte sur p7. Au mieux, ce nombre vaut 1 : le pixel pj, nest
associé qu’a p/, la correspondance est parfaite. Au pire, n(pj, ) est trées grand : cela signifie que le pixel
pj, intercepte une zone tres diffuse du plan a texturer. Dans ce dernier cas, le niveau de gris du pixel
(pj,) de la vue 1 n’est pas tres représentatif du niveau de gris réel de P’ (c’est ce qui se passe lorsque
la zone & texturer est loin de la caméra et/ou vue avec un angle tres fermé). On peut donc finalement

définir une stratégie pour choisir quelle vue utiliser :

1. si n(pj,) < n(pj,), alors on associe a p’ le niveau de gris de p;, dans la vue 1,

2. Voir chapitre 4 page 164 pour la description du modele unifié pour la caméra omnidirectionnelle.

3. Il existe plusieurs stratégies de * lecture ”. La projection dans I'image ne donne jamais une valeur entiére en
pixels (alors que l'on a des valeurs de niveau de gris que sur des valeurs entiéres). On peut par exemple effectuer une
interpolation linéaire voire bilinéaire de I'image. Dans notre cas, nous avons directement arrondi avec la partie entiere.
En pratique, cela ne change pas beaucoup le rendu.

4. Dans la suite, nous indexons avec un exposant les pixels du plan a texturer, et avec un indice les pixels issus de
I’image originale.
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2. si n(pj;) > n(pj,), alors on associe a p’ le niveau de gris de p;, dans la vue 2.

Dans le cas général, lorsqu’un pixel p/ du plan & texturer est vu depuis plusieurs positions de la

caméra, le résultat dépend des n(p;, ). Nous avons retenu deux solutions de fusion :

— Prendre en compte 'intégralité des vues en effectuant une moyenne pondérée par les n(p;, ). Cette
solution permet de lisser le résultat. En pratique, nous n’avons pas trouvé de fagon satisfaisante
de pondérer. Le rendu final était systématiquement trop flou,

— Ne conserver que la vue associée a la plus petite valeur des n(pj, ). Cette méthode peut étre
vue comme un filtrage avec un noyau discontinu (0 ou 1). En pratique, nous avons constaté
que le rendu global est plus précis que dans le cas précédent, mais il est en contrepartie plus
bruité. Cette méthode nous a donné des résultats plus satisfaisants que la précédente. Nous la

conservons pour la suite.

9.4.2 Résultats obtenus

Les résultats obtenus sont présentés sur les figures 9.10 et 9.11. Dans tous les cas, nous avons
utilisé la segmentation obtenue avec la méthode décrite a la section précédente, en ne conservant que
les plans les plus significatifs. La figure 9.10 présente quelques exemples de textures obtenues. On
constate que toutes les images obtenues sont nettes et relativement bien détaillées : les résultats sont
tres encourageants. La figure 9.10c correspond a la partie de la trajectoire montrée sur la figure 9.9.
On voit alors que le résultat est de bonne qualité sur toute la texture, alors qu’on a tres bien vu que
les affiches ne peuvent pas étre vues nettes toutes simultanément. Ceci montre la pertinence de notre
algorithme de fusion.

On peut néanmoins noter quelques défauts dans les résultats obtenus. Le défaut le plus récurrent
est la présence d'un léger décalage qui survient dans certaines projections. Ceci est bien visible sur la
figure 9.10c : la partie inférieure du tableau panneau contenant les affiches possede une discontinuité
flagrante. Ceci est di au fait que le résultat du SLAM n’est pas parfait, ce qui peut fausser légerement la
projection. Néanmoins, nous pensons que cet aspect peut facilement étre corrigé en effectuant une phase
de minimisation dense de type ESM?® ([Benhimane et Malis, 2004; Malis, 2004; Benhimane et Malis,
2006; Benhimane, 2007]). En effet, les décalages constatés étant tres faibles, ils sont compatibles avec
les contraintes d’initialisation et de linéarisation des méthodes de suivi dense. Bien que nous n’avons

pas implémenté cette fusion de méthodes, nous estimons qu’elle permettra d’améliorer la qualité des

5. Efficient Second Order Minimisation : il s’agit d’un algorithme de suivi de plan dans les images.
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FIGURE 9.9 — Images omnidirectionnelles dans lesquelles figurent des affiches (entourées en rouge).
L’ensemble des affiches est visible sur les deux images, mais certains sont plus détaillées sur la premiere,
et d’autre sont plus détaillées sur la seconde.
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résultats pour une surchage minime de calculs.

Enfin, la figure 9.11 présente a titre d’illustration les plans texturés en 3D et dans les cartes
locales originales. L’ajout de plans texturés permet d’améliorer la lecture des différentes cartes locales.
Néanmoins, les résultats actuels ne sont pas suffisant pour une exploitation concrete des résultats : la

représentation reste trop éparse.

9.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les premier résultats obtenus quant a la recherche et représentation
de plans a partir des résultats du SLAM. Nous avons montré qu’il était possible de retrouver les prin-
cipaux plans présents dans les nuages de points issus du SLAM. Nous avons également mis en évidence
l'intérét des cartes locales : on ne traite que des données qui sont tres cohérentes entre elles (et dont
les poses relatives peuvent étre considérées comme déterministes en premiere approximation).

L’intégralité des traitements effectués ici peut étre faite de maniere automatique. La force de cette
méthode est qu’aucun opérateur n’a a intervenir pour initialiser un plan.

Les résultats obtenus sont tous a fait satisfaisants, alors qu’aucun travail d’optimisation n’a été
effectué. Les résultats pourraient étre encore largement améliorés. On pourrait notamment supprimer
plus efficacement ’ensemble des plans parasites au moment de la segmentation. Enfin, la qualité des
textures peut encore étre améliorée. Dans un premier temps, la fusion avec une méthode d’optimisation
directe telle 'algorithme ESM parait inévitable. Ensuite, on pourrait affiner la méthode de fusion en
recherchant des pondérations plus fines et plus optimales que le choix “ brutal ” effectué dans la version

actuelle de I'algorithme.
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FIGURE 9.10 — Textures tirées des plans dans les cartes locales 2, 4, 6 et 7



302 Détection automatique des plans Chap. 9

FIGURE 9.11 — Projection des plans texturés dans l’espace — (a—i) Cartes locales 1 & 9
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Nous présentons dans ce dernier chapitre une deuxieme utilisation des résultats du SLAM. Nous
allons ici essayer de déduire I'espace accessible par le robot de ’ensemble de la carte. Déterminer 1’es-
pace libre de maniére consistante est une étape importante dans une optique de controle automatique
du robot : savoir ou sont les obstacles et ou le robot peut se déplacer est en effet une étape indis-
pensable pour les algorithmes de planification de trajectoires. Pour cela, nous allons une nouvelle fois
utiliser la triangulation de Delaunay sur le résultat du SLAM (trajectoire et amers). L’idée sera ici de
“ creuser ” I’ensemble de la triangulation en fonction des élements observés. Les méthodes proposées
ici ne sont qu’un début de travail exploratoire et mériteraient d’étres approfondies. Néanmoins, nous
montrerons qu’il est possible d’obtenir de bons résultats préliminaires avec le principe de base décrit
dans ce chapitre.

Ce chapitre s’articule en trois parties. Nous décrivons dans la premiere section les principes utilisés
par cet algorithme. La section 10.2 est quant a elle dédiée a la présentation des résultats obtenus, dans
le cadre des expérimentations dans les batiments Borel et Kahn. Nous concluons enfin ’ensemble de

la quatrieme partie du manuscrit dans la section 10.3.

10.1 Algorithme de détection de ’espace libre

L’algorithme de détection de l’espace libre a été développé pour le cas ou le robot se déplace
dans un plan 2D. En général, les informations dont nous disposons sont trop éparses pour obtenir
une information 3D fiable. Elles sont néanmoins suffisantes pour obtenir une projection 2D de qualité
acceptable.

Nous cherchons donc ici a superposer sur la projection 2D de la carte les zones qui sont poten-

tiellement accessibles par le robot. L’algorithme se déroule en 3 étapes :

1. dans un premier temps, nous calculons la triangulation de Delaunay complete associée a la carte,

¢

2. ensuite, nous “ creusons ” la triangulation obtenue en fonction des mesures effectuées,

3. enfin, le résultat creusé est projeté sur le plan du sol.

10.1.1 Triangulation de Delaunay

Pour déterminer ’espace libre disponible pour le robot, nous allons délimiter I’espace en zones
discretes. L’idée sera alors de voir & chaque instant quels amers sont vus. A chaque amer vu sera

associé un rayon de visibilité : les zones traversées seront considérées comme libre.
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F1GURE 10.1 — Comparaison entre maillage constant (a) et maillage obtenu avec la triangulation de
Delaunay dans le cas 2D (b) — Le point rouge représente la position du robot, le croix bleues I’ensemble
des amers. Le trait noir épais représente le fait qu’a la position donnée du robot, ’amer magenta a été
observé. L’observation de cet amer est censé informer sur la présence d’un long couloir. C’est ce que
I’on obtient lorsque 'on “ creuse ” le long du rayon dans les cellules issues du Delaunay. Dans le cas
constant, on ne “ creuse 7 qu’un petit couloir limité.

Le choix du maillage de ’espace n’est pas trivial. Une premiere solution consisterait a effectuer un
maillage régulier de 'espace délimité par les amers. Cette solution n’est pas idéale car le réglage de
la taille des cellules conditionne directement la solution. Si le maillage est trop grossier, on perdra en
précision. Si au contraire le maillage est trop fin, 'opération de creusage aura tendance a ne considérer
que des “ tunnels ” tres étroits comme espace libre si le nombre d’amers vus dans la région est trop
bas. En conséquence, 'approche que nous avons choisie est d’adapter la taille des cellules en fonction
de la densité des amers. Pour cela, nous avons utiliser le principe de la triangulation de Delaunay

3D. L’intérét de cette triangulation est clairement mis en évidence sur la figure 10.1.

10.1.2 “ Creusage ” de l’espace libre

“ creusage ” de 'espace libre dans le paragraphe précédent. Il

Nous avons déja introduit 'idée de
s’agit donc, a partir de la triangulation de Delaunay, d’éliminer un & un les tétraedres qui correspondent
a de l'espace libre. Pour cela, nous allons considérer chaque position du robot. Pour chacune de ces
positions, nous allons analyser I’ensemble des mesures réalisées. Etant donné que la carte des amers

est supposée connue, nous pouvons définir un rayon reliant le robot a ’amer pour chaque observation.

Tous les tétraedres traversés par au moins un rayon sont considérés comme de ’espace libre. Par
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FIGURE 10.2 — Différentes coupes de la triangulation de Delaunay des points issus de la séquence Borel
— (a) Avec le plan z = 0 — (b) Avec le plan z = 0.5m — (c) Avec le plan z = 0.7m — (d) Avec le plan
z=1m

ailleurs, I'ensemble des tétraedres contenant les positions du robot est considéré comme de ’espace

libre.

10.1.3 Déduction de I’espace libre en deux dimensions

Le résultat obtenu apres avoir creuser la triangulation de Delaunay n’est en général pas exploitable
directement. Le résultat que 'on a choisi de conserver est la coupe de l'espace vide avec le plan
horizontal z = 0. Cette stratégie nous permet d’obtenir une bonne idée de ’espace accessible par le
robot. Le choix de la coupe en z = 0 vient du fait que les points des cartes sont en moyenne répartis
équitablement autour de ce plan. Ceci signifie que l'intersection entre la triangulation de Delaunay
initiale et ce plan conduit & une surface conséquente (figure 10.2). Ceci justifie I'utilisation la coupe

avec le plan z = 0.



10.2. Résultats obtenus 307

15F
L e r,,;—wmﬂm\m'
) Mg“lﬂ‘»/‘\um
E
> 5
8 x
g / 'A . =7 <
S | S TR b
% # ;x s’w \.“w"‘\\\‘ § _W«:
BT
=
_57
6 ':L) 1‘0 1‘5 2‘0 2\5 3‘0

Coordonnée x (m)

F1GURE 10.3 — Espace libre calculé sur la carte globale de 'expérimentation Borel (représenté en vert)

10.1.3.1 Conclusion

Au final, l'algorithme de détection de 'espace libre consiste dans un premier temps a calculer
la triangulation de Delaunay associée a I'ensemble des amers issus du SLAM. Cette triangulation
constitue une discrétisation de I'espace 3D. On utilise ensuite les mesures effectuées pour savoir quels
sont les amers vus a chaque instant. On en déduit donc des rayons qui permettent de déduire des

tétragdres libres. Le résultat final est obtenu apres intersection avec le plan z = 0.

10.2 Reésultats obtenus

Nous présentons dans cette section les résultats obtenus dans le cadre des expérimentations Kahn

et Borel décrites au chapitre 6.

10.2.1 Expérimentation Borel

Les premiers résultats obtenus sur la séquence Borel sont présentés sur la figure 10.3. Il s’agit
des résultats obtenus en utilisant la carte globale. On remarque que la solution est cohérente dans
son ensemble : on retrouve bien la structure de couloir présentée dans la scene réelle. Néanmoins, on

constate quelques défauts :



308 Détermination de I’espace libre du robot Chap. 10

— A T’abscisse z = 15m, la zone d’espace libre se resserre, ce qui donne I'impression que le couloir a
une forme particuliere. En réalité, il n’en est rien. Ce défaut est di au tres faible nombre d’amers
présents dans ce secteur. Le faible nombre d’observations n’a pas permis de creuser suffisament
le graphe de Delaunay,

— Vers le début de la carte, on trouve des triangles qui peuvent étre assimiliés a des artefacts
(le plus visible étant celui juste au dessus du couloir). Ce type d’artefact est di au fait que
la triangulation de Delaunay est globale et peut donc relier entre eux des points tres éloignés
(typiquement, des points appartenant au tout début du couloir et des points de 'angle supérieur
gauche de la boucle !). Les tétraédres associés a ce type de liaisons sont particulierement allongés.
Ainsi, il est possible que ces tétraedres soient traversés par quelques rayons mais que seule une
toute petite partie d’entre eux soit accessible.

Le second défaut pourrait étre corrigé facilement en n’effectuant la triangulation de Delaunay que
sur une petite partie de la carte. L’utilisation de I'algorithme sur les cartes locales pourrait alors étre
intéressante :

— on bénéficierait d’une part de la forte cohésion des cartes locales garantie par 'utilisation du
critere (tout comme pour le cas de la segmentation des plans),

— on éviterait par ailleurs 'apparition des artefacts décrits précédemment.

Les résultats obtenus avec 'utilisation des cartes locales sont présentés sur la figure 10.4. Les résultats
sont globalement bons : les plus gros artefacts présents sur la carte globale ont disparu. Néanmoins, on
continue d’observer quelques défauts. Un autre défaut visible est celui de zones déclarées libres mais
isolées de la partie principale (particulierement visible sur la figure 10.4d). Ceci est di au fait que

certains tétraedres sont accessibles en 3D, mais pas en conservant une trajectoire dans le plan z = 0.

10.2.2 Expérimentation Kahn

Les résultats concernant I’expérimentation Kahn sont présentés sur la figure 10.5 dans le cas de la
carte globale. Tout comme pour le cas précédent, les résultats sont cohérents. On retrouve bien toute
la zone libre correspondant a la trajectoire du robot. Tout comme pour le cas précédent, on retrouve
quelques artefacts dus au fait que l'on calcule 'intersection entre un ensemble de tétraedes et un plan
horizontal. Les résultats concernant les cartes locales auraient conduit a une analyse treés similaire au

cas précédent et ne sont pas présentés ici.

1. On peut voir ce type de liaison sur la figure 10.2a
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F1GURE 10.4 — Espace libre calculé sur les différentes cartes locales de I'expérimentation Borel
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FIGURE 10.5 — Espace libre calculé sur la carte globale de 'expérimentation Kahn

10.2.3 Conclusion quant aux résultats

Les résultats présentés ici sont assez encourageants. Dans tous les cas, nous avons réussi a obtenir
une représentation assez fidele de I'espace accessible par le robot alors que 'on partait d’un résultat
tres épars fourni par l'algorithme de SLAM. Le résultat est alors parfaitement lisible et exploitable

pour un utilisateur humain.

Il s’agit néanmoins de résultats préliminaires qui peuvent étre nettement améliorés. Par exemple,
il serait envisageable de filtrer automatiquement la majorité des artefacts qui ont été mis en évidence.
Enfin, cette méthode dépend clairement de la qualité de la représentation de I’environnement. Ainsi,
méme si la représentation est assez fidele a la réalité, il n’est pas garanti qu’elle soit dépourvue d’erreurs.

Ceci rend son exploitation directe par le robot délicate.

Enfin, 'approche proposée n’est qu’'une approche concue pour le post-traitement. Tout est ef-
fectué lorsque le résultat final est connu (ce qui est nécessaire pour la triangulation de Delaunay). Il
serait intéressant d’étendre ces résultats a une approche incrémentale pour pouvoir avoir en ligne une

approximation de I’espace accessible.



10.3. Conclusion de la quatriéme partie 311

10.3 Conclusion de la quatrieme partie

Au final, nous avons présenté dans cette quatrieme partie deux utilisations en post-traitements du
résultat fourni par I'algorithme de SLAM. Les deux approches permettent d’apporter une information
de plus haut niveau que le résultat “ classique ” de notre algorithme de SAM (ie. un vecteur d’état
et sa matrice de variances-covariances — ou d’information — associée). Il s’agissait ici de donner un
résultat facilement lisible par un opérateur extérieur, mais qui peut également étre exploitable par un
algorithme avancé.

Dans ce but, nous avons présenté au chapitre 9 une méthode permettant de détecter automatique-
ment les plans présents dans la scene, sans l'utilisation du moindre a priori. Les résultats obtenus
étaient encourageants : la plupart des principaux plans ont été détectés. Néanmoins, la taille et le
nombre des plans détectés est directement dépendante de la qualité du nuage de point obtenus par
I’algorithme de SLAM.

Dans le présent chapitre, nous avons présenté une méthode permettant de fournir automatiquement
I’espace accessible de la scene. Les résultats obtenus sont parfaitement lisibles par un utilisateur humain
et permettent de donner une bonne idée de la topologie des lieux. Néanmoins, les résultats actuels
doivent encore étre améliorés pour pouvoir étre utilisés de maniere robuste par un autre algorithme.

Au final, les approches proposées dans la derniere partie de ce manuscrit doivent encore étre
approfondies. Il semble que la marge d’amélioration soit encore importante. Néanmoins, les résultats

obtenus laissent penser que les méthodes générales employées sont tout & fait pertinentes.
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Conclusion et perspectives

1 Conclusion et résumé des contributions

L’objectif principal de cette these était de proposer une méthode SLAM visuel qui donne des
résultats a la fois précis et consistants. La notion de précision implique que l'erreur d’estimation doit
étre la plus faible possible; la notion de consistante signifie quant a elle que 'on doit étre capable
d’estimer de fagon juste I'erreur commise dans le filtre. Nous avons d’abord proposé une étude des
propriétés des principaux algorithmes probabilistes. Nous avons rappelé et montré que deux des algo-
rithmes les plus utilisés, a savoir le filtre de Kalman étendu et le filtre particulaire présentent de réels
soucis de consistance. Ceci nous a amené a considérer les méthodes dites de SAM qui travaillent sur
la totalité de la trajectoire.

Dans l'optique de la consistance, nous avons également considéré une méthode ensembliste de
SLAM par intervalles. L’intérét de cette méthode est qu’elle est intrinsequement consistante des lors
que les hypothése de départ sont respectées (I'intégralité des erreurs sur le systéme est borné, et une
valeurs pessimiste des bornes est connue). L’arithmétique des intervalles permet alors de donner une
solution au SLAM sous forme de boites dans lesquelles la probabilité d’appartenance de la solution est
de 100%. Malheureusement, le prix & payer pour I'obtention de zones déterministe est une augmentation
drastique de la taille des zones d’incertitudes si I'environnement n’est pas percu de maniere tres
redondante. Cette condition n’est pas vérifiée dans le cadre du SLAM visuel, les amers n’étant jamais
entierement observés. Ainsi, la méthode de SLAM par intervalles ne vérifiait pas le critere de précision
requis pour la validation d’une méthode (et ce méme si le centre des boites était tres proche de la
solution réelle). Par ailleurs, la nature des opérations effectuées dans le cas des traitements d’images fait
qu’il est difficile de garantir la bornitude des erreurs de mesures (notamment en raison des algorithmes
de mises en correspondances qui ont un taux d’outliers non nul). En conséquence, I'algorithme de
SLAM par intervalles n’a pas été retenu pour le SLAM visuel malgré des intéréts théoriques évidents.

Nous avons ensuite proposé trois implémentations Matlab de I'algorithme de SAM :
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1. La premiere implémentation est une simple application des principes de fusion entre odométrie
et vision dans le cadre d’un déplacement plan du robot et d’amers ponctuels. Nous avons mis en

évidence les bonnes propriétés des solutions pour des cas réels,

2. La seconde implémentation, quant a elle, suppose que la position de la caméra dans le repere
du robot est inconnue. Nous nous situons toujours dans le cas d’un déplacement plan du robot.
Nous avons été capables de montrer qu’il est théoriquement possible de déduire ces parametres
de position en plus de la position du robot et des amers, a condition que la trajectoire du robot
vérifie une propriété précise : son rayon de courbure doit subir des variations. Nous avons vérifié
ces aspects théoriques sur les séquences réelles, et avons montré que I'on dispose d’une solution

finale quasiment équivalente a la précédente bien que 'on dispose de moins d’hypotheses,

3. La derniere implémentation, quant a elle, ne fait plus aucune hypothése sur le mouvement du
robot (on se place dans le cas a 6 degrés de liberté) et ne nécessite plus la présence de 'odométrie.
Nous avons pour cela adapté au cas du SAM une méthode originale de paramétrisation des
amers. Nous avons montré que notre implémentation respecte les hypotheses nécessaires a
I'implémentation d’une méthode de lissage probabiliste alors que l'implémentation originale
basée sur 'EKF introduit des liens non consistants dans le réseaux bayésien associé au SLAM.
La méthode que nous avons proposée est donc bien définie théoriquement, et a obtenu de bons

résultats.

Les implémentations que nous avons proposées possedent néanmoins quelques instabilités lies a
I'augmentation de la taille de la carte et a la perte de corrélation entre le début et la fin de la trajectoire
(en 'absence de fermeture de boucle). Nous avons développé au cours de cette théese une méthode de
création de cartes locales avec un critere défini pour limiter et contréler la perte de corrélation. Le
critere a vérifier pour changer de carte locale utilise un parametre local et scalaire correspondant a un
rapport d’incertitudes. Il n’est alors plus nécessaire de définir de critére absolu (qui pourrait dépendre
du type d’environnement considéré) pour déterminer quand créer une nouvelle carte. Nous avons par
ailleurs apporté une contribution théorique au calcul des cartes locales en montrant qu’il est possible
de prendre en compte de facon consistante les anciennes mesures dans les nouvelles cartes locales.

Enfin, la derniere contribution apportée concerne 1'utilisation des résultats fournis par ’algorithme
de SAM. Nous avons en effet montré qu’il est possible d’augmenter la représentation classique fournie
par la projection des plans texturés et de I’espace libre. Pour cela, nous avons utilisé des méthodes

déterministes sur les nuages de points obtenus. Nous avons justifié I'utilisation de telles méthodes
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car notre critere de segmentation en cartes locales permet de garantir une forte cohésion au sein de

chacune des cartes.

En résumé, les contributions apportées sur ces travaux sont essentiellement méthodologiques. Nous
avons testé diverses méthodes de SLAM et les avons validé ou non dans le cadre de tests avec le
logiciel Matlab. Dans chacune des nos contributions, nous nous sommes attachés a conserver ’objectif
de généralité et de facilité de réglage (et donc d’implémentation des solutions). Nous avons ainsi limité
au maximum les hypotheses sur I'environnement, notamment dans le cadre de notre algorithme de

cartes locales.

2 Perspectives

2.1 A court terme...

Les solutions proposées dans cette these ont toutes été validées dans le cadre d’implémentations
hors ligne avec le logicel Matlab. Nous avons montré ainsi que I’ensemble de nos contributions a un
intérét méthodologique certain. Néanmoins, nous n’avons pas implémenté nos algorithmes dans des
conditions réelles. Ainsi, la premiére suite a donner & ces travaux serait d’implémenter les résultats de

facon optimisée afin de les valider en ligne.

Par ailleurs, les solutions que nous avons proposées répondent chacune a des objectifs bien précis
mais ne couvrent pas tous les aspects du SLAM. Ainsi, I'aspect fermeture de boucle n’a pas été
abordé dans ces travaux. Il faudrait dans un premier temps implémenter une méthode permettant de
détecter lorsqu’on 'on retrouve une zone précédemment explorée. Il existe aujourd’hui une littérature
abondante sur le sujet : le premier travail serait d’analyser les différentes méthodes afin de selectionner
celle la plus adaptée au cas du SLAM omnidirectionnelle. Il sera ensuite nécessaire de prolonger les
travaux effectués sur les cartes locales afin de propager les informations issues de la fermeture de boucle

dans les cartes locales.

Enfin, les travaux concernant la détection de plan et d’espace libre sont encore tres incomplets.
Ils constituent essentiellement les prémisses d’algorithmes plus fins a implémenter. Une extension
immédiate serait par exemple d’introduire une méthode de suivi dense de type ESM (Efficient Second

order Minimization) afin d’effectuer un suivi amélioré des textures projetées.
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2.2 A moyen terme...

Sur le moyen terme, certaines de nos approches peuvent étre améliorées au prix d'un travail
théorique conséquent. La premieére amélioration préssentie concerne l’extension des résultats obtenus
dans le cas ou la position de la caméra par rapport a 'odométrie n’est pas connue. Les bons résultats
obtenus en relachant la contrainte sur ces nouveaux parametres amenent directement a se poser la
question de 'estimation des parameétres intrinseques du modele de caméra omnidirectionnelle (ie. les
distances focales, centre de la caméra...). Une premiére approche consisterait & augmenter “ bru-
talement ” I'état du SAM et de constater ou non la convergence des parametres. Nous avions mené
quelques tests dans ce sens et pressentons qu’il semble possible d’améliorer ’estimation des parametres
intrinseques de la caméra. Néanmoins, il est nécessaire de vérifier qu'une telle implémentation a un
sens en vérifiant les propriétés d’observabilité du nouveau systeme. Les calculs a mener seront
plus complexes que ceux présentés dans ce manuscrit, et nécessitent donc un travail de recherche
supplémentaire. La vraie contribution n’est pas I'augmentation du vecteur d’état et 'implémentation
de nouvelles matrices jacobiennes, mais bel et bien la preuve du bien fondé d’une telle augmentation.

Un second objectif a moyen terme serait d’utiliser les résultats de la détection de plan pour
améliorer la représentation ponctuelle initiale et éventuellement densifier le nuage de points (en post-
traitements dans un premier temps). En effet, le fait de pouvoir texturer complétement certaines
parties de la solution permet de reconstruire des informations qui n’avaient pas été prises en compte
par l'algorithme de SAM original. L’intérét serait d’effectuer une fusion des résultats qui soit con-
sistante, dans le sens ou on est capable de garantir que le résultat final n’utilise pas plusieurs fois

certaines informations (ce qui tendrait a rendre le résultat trop optimiste).

2.3 A long terme...

Enfin, Pobjectif a plus long terme est 'autonomie des robots. Si les résultats du SLAM peuvent
dans un premier temps servir a apporter une information aux opérateurs sur le terrain, il faut garder
a D'esprit que leur objectif principal reste de permettre d’augmenter I’autonomie des robots.

Cet aspect, était initialement prévu dans le cadre de cette these. Nous espérions dans un premier
temps pouvoir étendre facilement les résultats de commande référencée capteurs obtenus dans le cas du
SLAM avec capteur laser. Dans le cas du SLAM visuel, la nature éparse des points d’intéréts fait qu’il
est difficile de définir des stratégies de commandes simples. En conséquence, I’aspect commande

n’a pas été abordé dans ces travaux de these. Etre capable de fusionner efficacement une méthode de
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SLAM visuel et un algorithme de controle et de planification automatique de trajectoire constituerait
une avancée majeure dans le domaine du SLAM.

Dans ce but, les premiers résultats obtenus quant a la visualisation de I’espace libre entrouvent
quelques portes pour la planification de trajectoires. Ce probleme semble tres difficile a résoudre et

constitue une stratégie de recherche a part entiere sur le long terme.
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Annexe A

Notions d’analyse des graphes des
réseaux Bayésiens

Nous présentons dans cette annexe les notions de base concernant 'analyse et l'interprétation
des réseaux bayésiens. Dans tout ce qui suit, les variables aléatoires peuvent étre scalaires ou vecto-
rielles, sans contrainte de cohérence de dimension entre les différentes variables. Un réseau bayésien
constitue une représentation graphique des modeles de probabilités. Ce type de représentation est
particulierement adapté lorsque l'on dispose d’informations causales. Ceci est le cas du SLAM, ou
I’évolution du robot se fait sous la forme d’une chaine de Markov (I’état a l'instant ¢ dépend de 1'état

a linstant ¢ — 1) et les vecteurs de mesures sont directement des fonctions de I’état.

Les réseaux bayésiens font partie d’une catégorie bien particuliere de graphes : il s’agit des graphes
acycliques orientés, ou directed acyclic graph en anglais ([Smyth et al., 1996; Wikipedia]). Il existe
d’autres types de graphes, comme les graphes non orientés. Sous certaines conditions, il est possible
de trouver un équivalent non orienté & un graphe orienté et vice-versa. Nous ne discutons pas de ces
possibilités ; seuls les aspects généraux des réseaux bayésiens sont abordés. Pour des détails techniques
plus précis sur le sujet, le lecteur intéressé pourra par exemple se reporter a [Smyth et al., 1996; Yedidia

et al., 2002; Smail, 2004].

Cette annexe s’articule en 5 sections. Nous présentons dans un premier temps les briques de bases
des réseaux bayésiens. La section A.2, quant & elle, est consacrée a I’étude de la transmission de
I'information sur 3 nceuds consécutifs. Nous présentons ensuite le concept de séparation dirigée (d-
séparation) dans la section A.3. Le réseau bayésien associé au SLAM est décrit dans la section A.4.

Nous concluons enfin cette annexe par une synthese des notions présentées.
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X

F1GURE A.1 — Deux nceuds dans un réseau bayesien. Le sens de la fleche indique qu’il existe une
relation de causalité de X vers Y.

A.1 Principes de base

Nous présentons dans ce paragraphe les principes de base permettant d’interpréter localement un
réseau bayésien. Nous présentons dans un premier temps la liaison de base. Ensuite, nous présentons

les 3 types de connexions possibles dans le cas des réseaux a 3 évenements.

A.1.1 Liaisons et densité de probabilité conditionnelle

Dans les réseaux bayésiens, on représente un lien de causalité entre deux nceuds par une fleche
(figure A.1). On aura le type de liaison représenté dans la figure A.1 si la probablité (ou densité
de probabilité) de Y sachant X est connue. Ceci signifie que toute information que 'on a sur X
modifie I'information que l'on a sur Y, et, réciproquement, toute information sur Y peut modifier la
connaissance que l'on a de X.

Lorsqu’un nceud posséde plusieurs ascendants, cela signifie que nous supposons connue la den-
sité de probabilité de la variable associée au nocud conditionnée a tous ses ascendants. Par ailleurs,
conditionnellement a tous ses ascendants directs, un noceud donné est indépendant de
tous les nceuds n’appartenant pas a ses descendants. Cette derniere propriété justifie que les
réseaux bayésiens soient des graphes acycliques (on ne doit trouver aucun circuit respectant le sens
des liaisons). En effet, s’il existe un circuit respectant le sens des liaisons, alors un descendant direct
N¢ d’un nceud N peut aussi faire partie de ses ancétres (et pourra donc étre interprété comme un

“non descendants 7). Or, conditionnellement & ses ascendants, N doit étre indépendant de ses “ non

9

descendants ” et donc de N€. N€¢ étant un descendant direct de N, ceci est impossible.

A.1.2 Feuilles du réseau

Les noeuds n’ayant pas de ascendants sont appelés des feuilles. Il n’y a pas de densité de probabilité
conditionnelle associée a ces nceuds. Eventuellement, on peut disposer de la densité de probabilité a
Priori.

Toutes les feuilles sont indépendantes les unes des autres. Plus généralement, les variables aléatoires
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associées a deux nceuds sont inconditionnellement indépendantes si et seulement si les nceuds associés

n’ont pas d’ancétre commun.
A.1.3 Résumé des caractéristiques d’un réseau bayésien

En résumé, un réseau bayésien est un graphe acyclique orienté auquel est attachée une variable
aléatoire a chaque nceud. La notion d’acyclique signifie qu’il ne peut y avoir de circuit respectant le
sens des liaisons. Les liaisons ou absence de liaison indiquent la nature des informations partagées
entre un nceud et ses voisins :

— Les feuilles du réseau ne dépendent directement d’aucun autre noeud du graphe. On ne dispose

pas de densité de probabilité conditionnement a un autre noeud,

— Les autres noeuds, quant a eux, disposent d’une densité de probabilité connue conditionnellement

a leurs ascendants directs.
Enfin, les algorithmes de filtrage ou de lissage reviennent a effectuer une inférence sur le réseau,

en supposant connus les noeuds correspondant a des mesures.

A.2 Circulation de ’information dans le cas de trois événements

Nous présentons dans ce paragraphe comment circule I'information dans le cas ou 3 éléments sont

reliés a la suite. Les notations qui suivent font référence au tableau A.1.
A.2.1 Connexion convergente

Dans le cas d’une connexion convergente, I'information ne peut circuler entre les nceuds X et Y
que si la valeur du nceud Z est connue. Intuitivement, ceci signifie que Z peut s’écrire comme une
fonction de X et de Y. Pour que la connaissance de X puisse permettre de déduire Y, il faut que Z
soit connu (sinon il manque une équation).

Plus rigoureusement, nous allons montrer que la densité de probabilité conditionnelle p (XY, Z)
est différente de la densité de probabilité conditionnelle p (X|Z). Ceci prouvera que conditionné a Z,
X et Y ne sont pas indépendants : il y a donc partage d’information. Pour cela, nous allons calculer

le rapport entre ces deux densités :

P2 - pUZIX.Y)p (X]Y) ! regle de Bayes sur
N DY)y | (esle de Bayes surp(X[Y.2) - (A)
p(Z|1X.Y)

T p(2Y) 42
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Nom Graphe Propriété
Connexion L 1nforma?u10n ne circule dg X vers
convergente (: ) >( : )< ( ) | Y (et vice-versa) que si Z est

connu

Connexion en série

®—@ O
W@~ O

L’information ne circule de X vers
Y (et vice-versa) que si Z est
inconnu

Connexion
divergente

W@ O

L’information ne circule de X vers
Y (et vice-versa) que si Z est
inconnu

TABLE A.1 — Résumé des résultats concernant la transmissions de l'information entre deux noeuds

séparés par un troisieme

On peut distinguer deux situations avec I’équation A.2 :

1. p(Z|X,Y)=p(Z|Y), ce quiimplique p (X|Y, Z) = p (X]|Y) : il n’y a pas de partage d’information

entre X et Y. L’égalité p (Z|X,Y) = p(Z|Y) signifie que conditionnellement & X et Y, Z ne

dépend que de Y. Autrement dit, le lien représenté entre Z et X n’existe pas en réalité, seul

le lien entre Z et Y existe. Dans ce cas, il était évident que X et Y ne pouvaient pas partager

d’information,

2. p(Z1X,Y) #p(Z|Y), ce qui implique p (XY, Z) # p(X|Y) : X et Y partagent de 'information

conditionnellement a Z. Il s’agit du cas général.

Si 'on garde pour hypothese qu’il n’y a pas de liaison

¢

X et Y partagent de 'information si le noeud Z est connu.

“inutile 7, on vient de montrer que les nocuds

On va enfin montrer que les noeuds X et Y ne partagent pas d’information lorsque Z est inconnu.

Pour cela, il suffit d’avoir p (X|Y) = p(X). Ceci est immédiat car X et Y sont inconditionnellement

indépendants (ils n’ont aucun ancétre en commun).

Ainsi, on vient de montrer que dans le cas d’une connexion convergente, les nceuds X et

Y ne partagent de l’information que si le noeud Z est connu.
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A.2.2 Connexion en série

Dans le cas d’une connexion en série, I'information ne peut circuler entre les noeuds X et Y
que si la valeur du nceud Z est inconnue. Sans perte de généralité, nous considérons la connexion
X — Z — Y. Sil’on reprend 'approche intuitive introduite au paragraphe précédent, Y peut étre
vu comme une fonction de Z et Z comme une fonction de X. Ainsi, méme si Z est inconnu, Y peut
étre vu comme une fonction de X. Dans le cas ou Z est connu, on ne peut plus propager 'information
de X vers Y. En effet, fixer une valeur pour X ne changerait rien & la qualité de Z (qui est également
fixé). La conséquence est que 'estimation de Y sera alors directement fonction de la valeur de Z (et
donc indépendante de X).

D’un point de vue des densités de probabilité, nous devons montrer que :
1. p(X|Y,Z) =p(X|Z) (lorsque Z est connu, X et Y sont indépendants)
2. p(X]Y) # p(X) (lorsque Z n’est pas connu, X et Y ne sont pas indépendants).

La premiére propriété a montrer est équivalente a p (Y|X,Z) = p(Y|Z). Cette derniere égalité

“ non descendants 7 (ie. X)

est vraie par construction car le nceud Y est indépendant de tous ses
conditionnellement & ses ascendants directs (ie. Z). D’ou le résultat.

Concernant la seconde propriété, appliquons d’abord la regle de Bayes sur p (X|Y) :

p(X[Y) = p(V]X) % (A.3)

Faisons désormais apparaitre la variable Z par application de la régle de Bayes sur p (Y|X) et p(Y) :

_ p¥Z|1X)
{p(Y|X) = p(&//gsx) (A.4)
p(Y) = iz

En prenant en compte le fait que p (Y|Z, X) = p(Y'|Z), la substitution du systeme A.4 dans 1’équation

A.3 donne :
p (Y, Z|X)
p(Y,2)

Pour que la propriété a démontrer soit vraie, il faut prouver que la fonction p (Y, Z|X)/p (Y, Z) est

p(X[Y) = p(X) (A.5)

différente de la fonction unité. Nous prouvons que cela est impossible par I’absurde. Supposons en effet
que les deux densité de probabilité (qui sont des fonctions de Y et de Z) soient égales. On peut alors

intégrer par rapport a Y sur I’ensemble des valeurs que peut prendre Y, ce qui donne :

VZ,X /p(Y, Z|X)dY = /p(Y, Z)dy (A.6)

p(Z]X) p(Z)
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On aurait alors p (Z|X) = p(Z), ce qui signifie que Z est indépendant de X. Il s’agit d’un cas dégénéré
dans lequel la liaison entre Z et X n’existe pas. ! En supposant que cette liaison existe effectivement,
ce cas ne peut pas se présenter. Ceci nous permet donc d’écrire p (Y, Z|X) # p (Y, Z), et donc, d’apres

Péquation A.5 : p (X|Y) # p(X).
A.2.3 Connexion divergente

Dans le cas d’'une connexion divergente, I'information ne peut circuler entre les nceuds X et Y
que si la valeur du nceud Z est inconnue. En reprenant 'approche intuitive introduite aux précédents
paragraphes, X et Y peuvent tous deux étre vus comme une fonction de Z. Lorsque X est connu et
Z est inconnu, la valeur de X nous donne une indication concernant Z, que 'on peut alors utiliser
pour Y. En revanche, lorsque Z est connu, I'information que 'on a sur X ne peut étre utilisée pour
améliorer U'information sur Z (Z étant déja déterminé). Il n’y a donc pas de propagation possible de
Pinformation jusqu’au noeud Y.

D’un point de vue des densités de probabilité, nous devons montrer que :
1. p(X|Y,Z) = p(X]|Z) (lorsque Z est connu, X et Y sont indépendants)
2. p(X|Y) # p(X) (lorsque Z n’est pas connu, X et Y ne sont pas indépendants).

La premiere propriété a montrer est triviale. En effet, conditionnellement & Z (I'unique ascendant
de X), X est indépendant de tous ses “ non descendants ” (ie. Y'). On a donc bien p (XY, Z) = p (X|2).
La seconde propriété, quant a elle, peut étre démontrée en utilisant point par point le raisonnement
effectué pour démontrer la méme propriété pour le cas de la connexion série. Toutes les étapes sont

rigoureusement applicables au cas de la connexion divergente.

A.3 Séparation dirigée (d-séparation) et indépendance condition-
nelle

A.3.1 Enoncé des conditions

Le concept de séparation dirigée permet de déterminer si deux noceuds sont indépendants étant
donné un ensemble de nceuds V' donné. Soit P un chemin non orienté (P peut aussi bien contenir
des liaisons utilisées dans le sens direct que des liaisons utilisées en sens inverse) permettant de re-
lier de nocuds X et Y d’un réseau bayésien. On dira que le chemin P d-sépare les nceuds X et Y

conditionnellement & V' si et seulement si au moins une des conditions suivantes est réalisée :

1. Dans ce cas, il est évident que X et Y ne partagent pas d’information.
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— P contient une connexion en série de la forme i — m — j telle que m € V,
— P contient une connexion divergente de la forme ¢ < m — j telle que m € V,
— P contient une connexion convergente de la forme i — m <« j telle que m ¢ V et qu’aucun

descendant de m n’appartienne a V.

Remarque A.1 (Interprétation des conditions)

Les 2 premiéres conditions énoncées sont des conséquences directes de [’étude de la circulation de
Uinformation menée a la section précédente. La troisieme condition, quant a elle, est légerement plus
compliquée a justifier en raison de la condition supplémentaire sur les descendants de m. Cet aspect

est justifié au paragraphe A.3.2.

On dira que des ensembles de nceuds X et ) sont d-séparés conditionnellement a I’ensemble de
neeuds V' si et seulement si tous les chemins commencant d’un noceud de & et se terminant en un noceud
de Y d-séparent le nceud initial et le noeud final conditionnellement & V. Dans ce cas, les variables
aléatoires associées aux noeuds de X sont indépendantes des variables aléatoires associées

aux noeuds de ) conditionnellement aux variables aléatoires associées aux nocuds de V.

A.3.2 Etude du cas particulier

Nous avons vu dans la section précédente que dans le cas d’une connexion convergente de 3
éléments, les nceuds a Uextrémité (X et Y) ne partagent pas d’information lorsque le noeud cen-
tral est inconnu. Nous proposons de montrer que si I’élement central a un descendant connu, alors les
neeuds X et Y ne sont plus indépendants. Ceci permettra de justifier la formulation de la troiseme
condition concernant la d-séparation. Considérons sans perte de généralité le réseau présenté sur la
figure A.2.2 On va chercher & calculer p (XY, Z). En appliquant la régle de Bayes, on obtient :

p(Z1X)Y)

p(X[Y) (A7)

En appliquant la regle de Bayes sur p (Z|X,Y") afin de faire apparaitre W, on a :

p(Z,W|X)Y)
ZIX)Y)=———F—= A8
Conditionnellement a W, le noeud Z est indépendant de X et Y. On a donc :
p(Z,W|X)Y)
p(Z1X,Y) = A9

2. Nous avons ici considéré que le descendant est un descendant direct. Pour le cas plus général, on pourrait utiliser
récursivement le raisonnement introduit ici.
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FiGURE A.2 — Connexion convergente de X et Y sur W, dans le cas particulier ou W possede un
descendant

De la méme fagon, on montre que :

p(Z,W[Y)
p(ZY) = —-—+= A.10
En substituant les équations A.9 et A.10 dans I’équation A.7, on obtient :
p(Z,W|X,Y)
p(X|Y,Z) = ——-—"p(X|Y A1l

Admettons désormais que p(Z, W|X,Y) = p(Z,W]Y) quelque soit la valeur de Z considérée. Ceci
implique, apres intégration sur Z, que p (W|X,Y) = p(W]Y). Ainsi, le lien entre X et W devrait
étre inexistant pour que 'hypothese p(Z, W|X,Y) = p(Z,W]Y) soit valide (ce qui est faux par
construction).

On a donc en conséquence au moins un quadruplet de valeurs (W, X, Y, Z) tel que p (Z, W|X,Y) #
p(Z,W|Y). Les densités de probabilité p (X|Y,Z) et p(X|Y) sont donc bien différentes : X et YV
partagent de I'information conditionnellement a Z, et ce méme si le noeud Z est supposé inconnu.

Ceci explique finalement la précision supplémentaire sur la troisieme condition pour la d-séparation.

A.4 Réseau bayésien associé au SLAM

Nous présentons dans cette section le réseau bayésien associé au cas du SLAM. Sa construction
est quasi-immédiate. Elle se fait en utilisant les deux densités de probabilité conditionnelles (associées
aux équations d’évolution du robot et de mesures) :

— La trajectoire du robot est représentée de maniere linéaire par la chaine de Markov p (x¢|x¢—1, u),

— Les amers sont ensuite disposés et reliés a la chalne principale par 'intermédiaire des noeuds

associés aux vecteurs de mesures grace a la connaissance de p (z¢|x;, m).
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F1GURE A.3 — Réseau bayésien associé au SLAM. Les nceuds supposés connus sont représentés en
couleur.

.
7

Le graphe typique obtenu est représenté sur la figure A.3, dans le cas ou on a 4 positions et 2 amers.
On vérifie alors bien que le graphe obtenu est acyclique. Dans ce graphe, les quantités connues ont
été représentées en rouge : il s’agit des mesures des amers, des vecteurs de commandes ainsi que de la

position initiale du robot.

A.5 Conclusion

Nous avons présenté dans cette annexe les éléments indispensables a la bonne utilisation des réseaux
bayésiens. Nous avons vu rappelé I'interprétation basique des liasons, ce qui permet la construction
du réseau lorsqu’on connait les densités de probabilités conditionnelles.

L’interprétation graphique des réseaux bayésiens permet d’obtenir de forts résultats d’indépendance
conditionnelle grace a la notion de d-séparation. Nous avons finalement montré que ces résultats
graphiques ne sont pas complétement triviaux. Néanmoins, ces justifications ne sont que rarement

abordées dans la littérature du SLAM.
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Annexe B

Observabilité du SLAM

Nous présentons dans cette annexe des résultats d’observabilité liés au SLAM. Le principe de
I’observabilité est de vérifier si le probleme d’estimation que 'on cherche a résoudre est bien posé ou
non. Autrement dit, on cherche a savoir s’il existe ou non une solution au probleme du SLAM.

Nous présentons dans la section B.1 des rappels concernant les notions d’observabilité des systemes
non-linéaires. Nous y introduisons notamment la notion des dérivées de Lie. La section B.2 est quant
a elle vouée a la description des principales hypotheses utilisées dans ce chapire ; nous y introduisons
notamment les fonctions de base servant a ’ensemble des études menées. Nous présentons dans la
section B.3 une étude d’observabilité associée au SLAM visuel & 3 degrés de liberté. La section B.4
fournit des détails quant & ’observabilité d’un modele d’état incluant certains parametres de calibration

de la caméra. Enfin, une synthese et analyse des résultats est donnée dans la section B.5.

B.1 Observabilité non-linéaire

Nous présentons ici les principales notions concernant l’analyse d’observabilité appliquée aux
systemes non-linéaires. Considérons un systeme dont la représentation continue sous forme d’état

est donnée par :

x = f(x,u)
{Z = h(x) (B.1)

ol x désigne I’état du systeme, u le vecteur de commande et z le vecteur de mesures. f et h sont
des fonctions qui peuvent étre non linéaires. La notion d’observabilité présentée dans ce paragraphe
s’appuie sur les travaux d’Herman et Krener ([Hermann et Krener, 1977]). Ces derniers se basent sur
le concept d’indiscernabilité locale de 1’état initial.

Les définitions suivantes sont extraites de la thése de doctorat de Philippe Bonnifait ([Bonnifait,

1997]). Nous présentons les éléments indispensables a la compréhension des développements suivants.
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Le lecteur intéressé par plus de détails pourra se rapporter a [Bonnifait, 1997] et aux références qui y

sont proposées.

Définition B.1 (Indiscernabilité)
Deux états initiaur x(tg) = xo et x(tg) = x1 sont dits indiscernables si, Yt > ty les sorties

correspondantes zy(t) et z1(t) sont identiques quelle que soit 'entrée ulty,t| appliquée au systéme.

Définition B.2 (Observabilité)
Un état xg est dit observable s’il existe une commande qui permet de discerner xy de tous les autres

états.

La définition d’observabilité donnée est globale et n’est pas valable pour toute entrée u. Ainsi, un
état sera considéré comme observable méme si certaines séquences d’entrées (u) ne permettent pas de

distinguer xg. Par ailleurs, pour une séquence d’entrées u permettant de discerner xg, il est possible

4 kM

que les différences “ souhaitées ” dans le comportement entrée/sortie du systéme n’apparaissent au

bout d'un temps tres long (voire infini a la limite). Autrement dit, x¢ peut rester indiscernable de ses

voisins “ pendant tres longtemps 7. Cette constatation nous amene a définir la notion d’observabilité

locale qui est beaucoup plus intéressante :

Définition B.3 (Observabilité locale)
S’il existe T tel que 'on puisse distinguer Xo sur lintervalle de temps [ty T, alors x¢ est localement

observable.

On remarquera que l'observabilité locale implique l'observabilité. Le critere de rang que nous
présentons dans la suite ne nous permettra pas de démontrer I’observabilité locale ni I'observabilité.
En pratique, on n’est capable d’obtenir des résultats que dans un voisinage donné. Ceci nous amene a

la définition de l'observabilité faible.

Définition B.4 (Observabilité faible)

Si on arrive seulement a distinguer xo de ses voisins, alors xq est faiblement observable.

Au final, la notion d’observabilité faible locale découle de la combinaison des définitions B.3
et B.4. Dans la suite, nous chercherons a démontrer si notre systéme vérifie cette propriété a l'aide
d’une condition de rang sur la matrice d’observabilité (définie dans la suite). Le fait que I'observabilité

que 'on obtient soit faible n’est pas problématique : les algorithmes non linéaires utilisés travaillent
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autour de points de fonctionnement connus. L’aspect le plus important est donc de savoir si I’état
est observable autour de ces points de fonctionnement. Pour la suite, nous avons besoin de définir la

notion de dérivée de Lie.

Définition B.5 (Dérivée de Lie)
Soit h : R — R wune fonction réelle dérivable et £ : R™ — R™ une fonction réelle vectorielle. La

dérivée de Lie par rapport au champ de vecteur f est définie par :

oh
Leh= o f (B.2)

L’intérét des dérivées de Lie est qu’elles permettent de prendre en compte le modele d’évolution du
robot dans le calcul des dérivées temporelles du vecteur de mesures (on dérive par rapport au champ
de vecteurs défini par la fonction f donnant 1’évolution du robot). On définit par ailleurs les dérivées

de Lie d’ordre k par :
OLE 'h

Lih=—ft —
f 0x

£ (B.3)

La condition de rang utilisée dans les développements suivants pour montrer 1’observabilité est
donnée dans le théoreme B.1.
Dans la suite, nous écrivons le gradient de h par rapport a I’état x dh (au lieu de g—ﬁ) Il en est de

méme pour les gradients des dérivées de Lie successives.

Théoreme B.1 (Matrice d’observabilité et condition de rang)

Considérons désormais la fonction h : R" — RP dont les composantes s’écrivent :
h=[nt... W)t (B.4)

Soit O la matrice d’observabilité définie par :

[ dh!
dLgh!
) O! : matrice d’observabilité associée a h'
dry'ht
o= matrices d’observabilité associée a h?...hP~1 (B.5)
dhP
dL¢h?
. OP : matrice d’observabilité associée a hP
iy
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Si la matrice O est de rang plein, alors le systéme est localement faiblement observable. Par im-

plication, il est faiblement observable.

Remarque B.1 (Relation d’implication uniquement)

Le théoréme B.1 ne donne qu’une implication. Ainsi, il est possible que la matrice d’observabilité
définie dans l'équation B.5 ne soit pas de rang plein et que le systéme soit tout de méme localement
faiblement observable. Ceci est di au fait que [’on peut peut-étre trouver une matrice d’observabilité
de rang plein en continuant les dérivations de Lie pour les ordres supérieurs a n — 1.1 On admettra
qu’un sous-espace est inobservable si les colonnes qui le représentent dans la matrice d’observabilité

sont liées aux autres colonnes quel que soit le degré de dérivation considéré.

Remarque B.2 (Analogie avec le cas linéaire)

Le théoréme B.1 peut étre utilisé dans le cas d’un systéme lin€aire. Dans ce cas, la dérivée de Lie
d’ordre k est égale o CA*, ot A désigne la matrice associée a I’évolution du systéme (X = Ax + Bu)
et C la matrice associée aux observations (z = Cx). On retrouve alors la matrice d’observabilité
classique du cas linéaire. Néanmoins, le théoréme spécifique au cas linéaire est plus fort car il fournit

une relation d’équivalence.

Dans la suite de cette annexe, nous parlerons systématiquement d’observabilité ou de non observ-

abilité (on ne précisera plus qu’il ne s’agit en fait que de faible observabilité).

B.2 Hypotheses générales

Nous présentons dans cette section une étude d’observabilité utilisant un modele 2D. Le robot
évolue dans le plan horizontal avec 3 degrés de liberté (2 en translation et 1 en rotation). Les amers

sont des points du plan paramétrés par leurs deux coordonnées.

Remarque B.3 (Cas purement 2D)

Nous ne traitons pas ici le cas ou les amers sont paramétrés en 3D, comme cela a été fait dans la
partie principale du document. D’un point de vue théorique, 'ajout de la 3°™° composante sur les amers
n’apporte pas beaucoup. En effet, elle est associée a la mesure d’élévation qui permet de lever toute
ambiguité dés lors que le positionnement en (x,y) de l’amer est réalisé. Les principaux problémes liés

a l'observabiltié apparaissent sur la partie de l’état que l'on considére ici.

1. Ce qui n’est pas possible pour le cas linéaire.
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FIGURE B.1 — Définition des reperes

B.2.1 Modele d’état

T )
] . x et y sont les coordonnées du

L’état du robot est représenté par le vecteur x = [ x y 0
robot dans le repere absolu Ry. 6 est l'orientation du repére du robot par rapport au repere Ry

4

(cf. figure B.1). Nous utilisons un modele “ classique ” d’évolution de voiture de type tricycle : 2

V cos 0
x= | Vsind (B.6)
w
ou V et w sont les entrées du systeme.
Nous supposons que nous observons N amers simultanément. Chaque amer (i) est représenté par
, N T P .
ses coordonnées dans le repere global : m;) = [ TG Y ] .3 Les amers sont supposés immobiles,

I’équation d’évolution associée est donc triviale.

2. Nous nous plagons pour cette étude dans le cas simplifié ol la composante transversale (dans le repére du robot)
de la vitesse est nulle.

3. Tout comme la partie principale du document, nous utilisons des parentheses autour des indices désignant les amers
pour éviter toute confusion.
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Au final, le vecteur d’état vaut :

et I’équation d’état s’écrit :

X=100=| o % | (B3)

B.2.2 Modele d’observation

Nous décrivons ici le modele d’observation utilisé dans la suite. Nous supposons que nous avons un
capteur de type bearing-only (une caméra peut-étre considérée comme un tel capteur). En conséquence,
nous supposons que le robot est capable de mesurer le gisement de chaque amer dans le repere local
(angle ag; sur la figure B.1). Le vecteur d’observation vaut donc z = [ Q) o) ]T

Chaque élément du vecteur z peut s’écrire en fonction de I’état X :

;) = arctan 2 (y(i) — Y, Ty — z) —0 (B.9)
B.3 Modele classique 2D

Nous présentons dans cette section I’étude d’observabilité menée en utilisant le modele classique
défini dans la section précédente. Nous présentons d’abord le cas avec une seule balise observée, puis

le cas ou NN balises sont suivies.

B.3.1 Etude pour un seul amer

B.3.1.1 Calcul de dagy) et dLjoyy)

_ doq

La premiere ligne de la matrice d’observabilité est constituée de da(;) = —x. Un calcul immédiat
montre que :
_ AY(i) __ Az 1 A Az)
doq) = | &g, T AR ArlyTAYG) Al TAY ] (B-10)
avec Az =z — x et Ay = yu) — v
Par définition, Lya(y) vaut :
Leag, = 220 px
f&a) — ax
—Ax)Vsind Ay V cos 6
- () + = —w (B.11)

2 2 2 2
Axfy + Ay Azgy + Ay,
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La deuxieme ligne de la matrice d’observabilité s’obtient en calculant la matrice jacobienne de

I’expression B.11 par rapport a X. On obtient :
- 7Vsin€(A:v%1)fAy(21)>+2Vcos@A:v(l)Ay(l) -
2
2 2
(ast,+aty)

—V cos €<A:v%1)fAy(21)> =2V sin0Az(1)Ay(q)

2
(a7, +42,))
(1) (1)
_ dea(l) _ AzV cos 0+AyV sin
dLsa - (B.12)
1) = dx Az2+Ay? :
VSin9<A$%1)—Ay(21)>—2VCOSGA$(1)Ay(1)
2
2 2
(8 +a,)
_Ay(Ql))—i-QVsinGAm(l)Ay(l)
2
2 2
(asty+a2,)) |

On remarque des a présent une particularité sur les deux premieres lignes de la matrice d’observ-

V cos @ (Am?l)

abilité : la premiere colonne est égale a I'opposé de la quatrieme, et la deuxieme colonne est égale a
I'opposé de la cinquieme. On remarque par ailleurs que ces deux premieéres lignes vérifient la relation

suivante :

Vk€{0,1} dLfaw[3] = y.dLfa (1] — z.dLfaq (2] + yV.dLaq)[d] — 2 .dLEaq) 5] (B.13)
ot dLfayy)[i] désigne la i©me colonne de dLfoy ).
B.3.1.2 Propriétés de dL’tfoz(l)

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que certaines colonnes de la matrice d’observabilité
semblent trivialement liées (ce lien est vérifié sur les deux premieres lignes). Nous allons & présent
montrer que ceci reste vrai pour la matrice d’observabilité compleéte (sans calculer toutes les dérivées

de Lie, ce qui deviendrait vite tres lourd).

Proposition B.1

kCV
En notant dL’}a(l)[i] la i®™¢ colonne de dLéx(l) ,on a:
dLfa[l] = —dLfaq)]
Vk e N dLlf?Oé(l)[2] = —dL?a(l)[iﬁ] (B.14)
dlta 8] = (rq) =) Ltaw (2 = (yo) —y) Liaw[]

Démonstration de la proposition B.1
A Par récurrence sur le degré de dérivation.

L’initialisation de la récurrence a déja été effectuée au paragraphe précédent (pour k =0et k = 1).
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On suppose que la proposition a démontrer est vraie au rang k — 1. On se propose dans un premier

temps de calculer L]f?oz(l) :

dLE 1o
k £ 2
Liany = —ax £f(X)
oLy oLy oLy
= faixa(l)Vcosﬁ—kfaTa(l)Vsina—kfaTa(l) (B.15)
Nous pouvons ensuite en déduire dL§oy)[1] :
aLkOé 1
dLfa[1] = ——U
fa(l)[ ] Oz
({92[/];_104(1) 82Ll;_104(1) ({92[;];_104(1)
= —F 50 + ————Vsinf + ——————= B.1
57 V cosf + 920y Vsinf + 9200 (B.16)
Par ailleurs, nous pouvons également déduire dLIf“a(l)[Zl] de B.15 :
OLEa
k _ £
dea(l)[4] - EYNED)
62Ll§*1a(1) aQLfl?ilOé(l) . aQLfI?ilOé(l)
= oy Vcos + 7{3%(1)831 Vsinf + 52000
8 6Ll§*1a(1) 8 6Ll§*1a(1) . 8 6Ll§*1a(1)
= o5 <7Bm(1) Vcos + oy \ “oxm Vsinf + 6\ o w
oLyl oLy ta(yy oLyl
T e BT I —
82[;];_104(1) 82Ll;_104(1) . 82[;];_104(1)
== —WVCOSH—WVSIDH—WW
= —Lia)[l] (B.17)
On montre avec un calcul tres similaire que :
92LE 1o 92Lk1a 92LE1q
k _ £ Dy, £ . S C O k
deOé(l)[Q] = TV&IHG + T@yv CO&Q + Wu} = —deOé(l)[5] (B18)
Enfin, nous obtenons la derniére partie du systeme B.14 par :
OLka
k _ £ 1)
Ly o 0L laq)
= WVCOSH—VSIHQT
82Lk‘—1 aLk‘—l 62Lk;—1
f Wy ging + Vcos—~ e %) (B.19)

T oy00 ay 902
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En utilisant la troisieme hypothese de récurrence, on a :

9 ILEa L a
dLfa)[38] = Vicoso <($(1> — ) fT(l) — (v —v) f(T(l)

0 oL 'aq) oL 'aq)
+Vsinfg. <($(1) —r) =5 oY) =g

0 oL 'aq) oL 'aq)
twog ((ﬂf(n —n)—5 ~ -y — g

oLy oLy
Vsing Tt YW gttt YW

o 5 (B.20)

En utilisant les regles de dérivation, on obtient :

2Lk 1o oLk 1o 2L 1o
k £ ) £ £
deCk(l)[?)] = Vecost (.%'(1) — 1’) T@y—v COSs HT — V cosf (y(l)fy) T
?LE oy PL{ o oLy 'a
_Vsi A Sl C NN y ot 1 _ Sl NN VO et Sl €))
Vsm@(a:(l) :U) 97 Vsm@(y y) 920y +V sin € .
DL aq) O*Li " aq)
w (e — 1) — g ~w w ~¥) —p.ag
Ly oLy
—Vsinﬁﬂqt‘/cos pltt ‘)
Ox Ay
PLy ‘o, Ll OPLyaq)
= (x(l) —:U) <V cos HT%VsmH 92 w D500
M
PLitoqy o PLiTlaq) Ly aq)
+ (yay) — v) (—V cos HT — Vsind ooy W35 (B.21)

()
Les équations B.16 et B.18 nous permettent de simplifier les facteurs (1) et (2) par —dLfa[2] et
dLIf“a(l)[l] respectivement. On obtient la derniere égalité a démontrer en utilisant ces simplifications

dans I’équation B.21 :
dL?a(l)[?)] = (z(1) — ) dLlf?oz(l)[2] — (yay — =) dL’Ea(l)[l] (B.22)

Finalement, on vient de démontrer que la propriété reste vraie au rang de dérivation k. La récurrence

nous dit qu’elle sera alors vraie pour tout k£ € N.

La proposition B.1 confirme 'intuition que 'on pouvait avoir a la vue des deux premieres lignes

de la matrice d’observabilité.
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B.3.1.3 Rang de la matrice d’observabilité

Cas “ normal ”
En prenant en compte I'équation B.14 la matrice d’observabilité pour un systeme a un seul amer

va s’écrire :
1 2 1 9 1 9
0= [ e | (zay — =) S8 — (way —v) C2y | €ty | -8, ] (B.23)

ou C’éix)l désigne un vecteur colonne de dimension 5. L’équation B.23 montre que la matrice d’observ-

abilité associée au systeme n’est pas de rang plein : seuls deux vecteurs sont réellement indépendants.

Une base du noyau de O est donnée par :

1 0 -y
0 1 T
n; = 0 y gy — 0 y ng — 1 (B24)
0 0 Y
0 0 1‘(1)

Ainsi, le systéeme associé au SLAM n’est pas observable. Ce résultat avait déja été montré pour le cas
range and bearing dans [Lee et al., 2006]. Par ailleurs, [Huang et al., 2008] ont montré que 1’on obtient
le méme noyau pour tout systeme de SLAM dont Iéquation de mesures est inversible localement. 4
Cas “ dégénérés ”

Nous avons vu au paragraphe précédent que la matrice O est génériquement de rang 2. Nous
cherchons a savoir dans ce paragraphe si ce rang peut descendre a 1, voire 0. D’apres ’équation B.10,
le rang de O ne peut jamais étre nul (présence du —1 & la troisieme colonne. Ainsi, nous cherchons a
savoir sous quelle condition le rang est égal a 1.

L’équation B.11 laisse apparaitre deux conditions suffisantes pour qu’il y ait une perte de rang :

1. V = 0. Dans ce cas, on a Lra(;) = w. Ainsi, toutes les lignes de la matrice d’observabilité sont
nulles exceptée la premiere ligne. Ceci est logique : la quantité d’information obtenue sur le

systeme est encore plus faible lorsque le véhicule est a l'arrét,

2. cosAy(;) = sin Az (). Dans ce cas, on a également Lgoy) = w. Les dérivées de Lie suivante
seront donc toutes nulles. On est dans le cas ou le robot avance dans la direction de I’amer :

il est donc impossible d’évaluer la distance entre I’amer et le robot tant que 'on reste sur cette

4. On est ici dans un cas légerement différent, mais on retrouve le méme résultat.
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trajectoire.

Cherchons désormais des conditions nécessaires pour qu’il y ait une perte de rang. On sait
que les trois dernieres colonnes de la matrice d’observabilité sont liées aux 2 premieres. Une condi-
tion nécessaire pour que la premiere colonne soit une combinaison linéaire de la seconde est que le

9

déterminant de la sous-matrice 2 x 2 “ en haut a gauche ” de la matrice d’observabilité soit égal a

zéro. % On cherche donc & résoudre :

_Ave O
Ay TAuG) Ay AU
-V sinG(Am?l)fAy(Ql))er/ c;)s 0Az () Ayqy =V cos@(Aw%l)fAy(Ql))fm/ sQin Az Ayay | = 0 (B25)
2 2 2 2
(A +avyy) (aat)+a02,)

Tous calculs faits, ’équation B.25 est équivalente a :

Vv
— (A - A i = B.2
Ax%l) +Ay(21) (Ayqycos (1) sinf) = 0 (B.26)

L’équation B.26 sera vérifiée si et seulement si V =0 et/ou cos 0Ay() = sinAz ;). On retrouve les

deux conditions suffisantes énoncées précedemment. Ainsi, I’équation B.26 prouve qu’il n’existe pas

d’autre configuration dégénérée possible.

B.3.2 Etude pour N amers

Nous venons de prouver que le systeme a 1 amer est inobservable : quel que soit le degré de
dérivation utilisé, la rang de la matrice d’observabilité sera égal a 2 (voire 1 dans le cas ol on se
déplace en direction de I’amer). Nous nous proposons a présent d’étudier la matrice d’observabilité du
systeme lorsque celui-ci est constitué de N amers.

Cette derniere matrice s’écrit :

(1)
Ot 3xan+3

On@Nt3)xoN+3 = Oéijz,HXQNJF?) (B.27)

(N)
| Osnisxanss |

5. Si w # 0, on sortira immédiatement de cette condition singuliére et I’estimation aura alors un sens. En revanche,
tant que 'on est dans cette condition et que w = 0, on ne pourra jamais évaluer la position de 'amer par rapport au
robot.

6. Cette condition permet d’assurer que la restriction de la matrice d’observabilité aux deux premieres lignes est de
rang 1. Elle n’est pas suffisante pour dire que la matrice complete est effictivement de rang 1.
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ol Og}v 13xan 3 désigne la “sous-matrice d’observabilité” associée a la mesure a(;). Ces matrices sont
composées de dérivées de Lie successives de chaque observation et sont de taille (2N +3) x (2N +3).7

En tenant compte de la proposition B.1, chaque matrice d’observalité s’obtient trivalement par :

Q] _
Oy isxants =

[ cl®

2(4) 1(4) 2(1)
2N+3x1 -C | -C

2(4) 2(4)
| Conyaxt | Am(i)czz\lf+3x1 ’Ay(i)CQJ\ZrJrsm | Oan3x2(i-1) | 2N+3x1 2N+3x1 | 02N +3x2(N—i) ]
(B.28)

ou C;%)+3X1 et ng\i/)Jerl désignent les 2 colonnes indépendantes obtenues avec les dérivées de Lie
successives de la mesure d’angle «;). Par ailleurs, on a posé Az ;) = x;) — z et Ay, = yu) — Y-

Au final, la matrice d’observabilité complete du systeme s’écrit :

o) —
TP TE0  aeci - a0 e o o]
. . . .
Cl) €2 Az CoW vt — Ay CoWann 0 _cl)  _20) 0
| ¢ M) Awn GOV — Ayan oY aa 0 0 —cl - —c2) |
(B.29)

La matrice O définie dans I’équation B.29 possede un noyau de dimension 3 dont une base est donnée

par les 3 vecteurs suivants :

1 0 -y
0 1 T
0 0 1
1 0 —Y)
0 1 x(1)
n; = s g = y ng = (B30)
1 0 —Y@)
1 T (i)
1 1 _y(N)
0] 10] L z(ny

On retrouve donc une version *

“étendue ”du noyau trouvé au paragraphe précédent. Ainsi, la matrice
O est en général de rang 2N. Tout comme le cas a un seul amer, on peut constater des chutes de
rang marginales lorsque le robot se déplace dans la direction de certains amers (la dimension du noyau

augmente d’une unité pour chaque amer dans la direction du robot.)

7. La taille de chaque sous-matrice augmente avec le nombre d’amers. Ceci est di au fait que I'ajout d’'un amer
augmente le vecteur d’état, ce qui augmente le degré de dérivation de 1.
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B.3.3 Explication de la non-observabilité

Nous venons de voir que le systeme du SLAM n’est pas observable tel qu’il est posé. La matrice
d’observabilité ne sera en effet jamais de rang plein, et ce quel que soit le degré de dérivation utilisé
pour la construire. Ceci est finalement assez logique. En effet, I’étude d’observabilité vise a savoir
s’il est possible de distinguer 1’état xg de ses voisins. Or, I’ensemble des mesures disponibles n’est
constitué que de mesures relatives entre 1’état du robot et ’état des amers. Il n’y a a aucun moment la
notion de mesure absolue. Ainsi, pour une solution donnée au probleme du SLAM, la méme solution
décalée rigidement (ie. ’état du robot et les amers) en translation et en rotation conduit a des mesures
identiques. La taille du noyau de dimension 3 traduit le fait que ’on ne peut pas distinguer la position
initiale du robot (n’importe quelle condition initiale [xg, yo, 8] convient).

Dans [Huang et al., 2008], les auteurs donnent une interprétation des vecteurs ny, ng et ng qui
concorde parfaitement avec la remarque précédente. Pour cela, considérons [x” m”]T une solution du
probleme du SLAM (ici, x désigne la position initiale, le reste de la trajectoire peut étre obtenu par
intégration de ’équation d’évolution). L’analyse d’observabilité indique que les solutions [x’, m”]7 4
Aing + Aang + Asng (A1, A2, A3) € R?) sont également solution.® On peut alors remarquer que :

— Ajouter A\jnj + Aong revient a translater 'ensemble de la solution (trajectoire et amers) du
vecteur [A; Ao]” dans le plan (z,y). On retrouve bien la partie translation du mouvement rigide
possible décrit au paragraphe précédent. Par ailleurs, ces deux vecteurs resteront cohérents
quelles que soient les valeurs de A1 et A2 (qui ne doivent pas étre nécessairement petites).

— Concernant I'ajout du vecteur Agng, l'interprétation est plus compliquée. Pour simplifier, con-
sidérons le systeme & un seul amer. Posons par ailleurs x = [z y 0]7 et m = [z(1) y(l)]T Supposons

que 'on désire appliquer une rotation d’un petit angle A3 sur ’ensemble de la solution. La nou-

velle solution obtenue permet d’obtenir le méme vecteur de mesures et vaut :

T Ccos A3 — ysin Az T — Y3 T —y
% T sin A\g3 + y cos Az A3+ Yy Y x <
|:~:|: 0+ A3 ~ 0+ X3 =160 | +As 1 :|: :|—|—)\3n3
m . m
T (1) COS A3 — Y(1) sin A3 Ty — y(l))\g x(1) —Y(1)
T(1) sin )\3 + Y(1) €OS )\3 x(l))\g + Y1) Y(1) T(1)

(B.31)
Ainsi, une rotation d’un petit angle A3 est équivalent a 'ajout du vecteur Az3ng a la solution.

On remarquera ici que U'interprétation géométrique du vecteur ng n’est valable que pour le cas

8. L’étude d’observabilité étant locale (notion de faible observabilité), cette solution n’est valable que proche de la
solution initiale considérée. En pratique, cela signifie que A1, A2 et A3 doivent étre “ suffisament petits ”.
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de petits angles.
Au final, on se rend compte que le probleme lié a I'observabilité du SLAM possede une explication

géométrique tres intuitive. On a en effet montré que dans le cas de trajectoires °

‘ normales 7 (le robot
ne se dirige pas en ligne droite dans la direction d’un amer), la matrice d’observabilité a un noyau de
dimension 3. Celui-ci correspond a un mouvement rigide de I'intégralité de la solution. En pratique, ce
probleme est résolu dans le filtrage en supposant que la position initiale du robot est connue. Si
I’on raisonne en termes de probabilités, ceci signifie que I’on cherche une solution conditionnellement
a xg fixé. Sous cette derniere hypothese, le vecteurs ny, na et ng ne permettent plus de calculer une
nouvelle solution & partir d’une solution existante (I’hypothése sur la condition initiale serait alors

violée). Dans ce cas, on pourra dire que le probleme du SLAM est observable, et ce quel que soit le

nombre d’amers observés.

B.4 Observabilité du systeme augmenté par la position de la caméra
dans le repere du robot

B.4.1 Introduction

Nous présentons dans cette section une analyse d’observabilité basée sur un modele augmenté
incluant la position de la caméra dans le repere du robot. Ainsi, ’équation d’évolution du robot est
inchangée mais I’équation de mesures 1’est. Nous restons dans le cas 2D, dans le cas ol un seul amer
est traité. Les nouvelles inconnues a considérer sont les parametres du vecteur translation entre le
repere robot et le repere caméra (¢, et t,) et 'angle v entre ces deux reperes. Le vecteur de mesures
est constitué de 'angle de gisement entre le repere caméra et I'amer. L’intégralité des notations est

reportée sur la figure B.2. La nouvelle équation d’évolution est donnée par :

[T ] [V cos 0]
Y Vsinf
0 w
te 0
1= o (B.32)
A 0
.%'('1) 0
LY(1) L 0

L’équation de mesure associée au systeme est donnée par :

v ;) = arctan2 ( Yuy — Y —tycosh —tysind | wy —x —tycosf +t,sind ) —0— (B.33)
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FIGURE B.2 — Définition des reperes dans le cas augmenté

Nous présentons dans la suite de cette section les résultats de 'analyse d’observabilité menée pour
ce systeme. Nous présentons dans un premier temps des éléments pour 'approche classique de 1’ob-
servabilité avec 'utilisation des dérivées de Lie (paragraphe B.4.2). Enfin, nous présentons dans le

paragraphe B.4.3 une analyse basée sur une discrétisation du systeme.

B.4.2 Analyse du cas continu

B.4.2.1 Introduction

Nous présentons dans les paragraphes suivants une étude permettant de vérifier si notre nouvelle
formulation du SLAM conserve les propriétés d’observabilité que nous avons démontrées dans la section
précédente. Pour cela, nous allons calculer la matrice d’observabilité associée au nouveau systeéme (avec
un seul amer). Le nouveau vecteur d’état considéré étant de dimension 8, I'analyse d’observabilité
impliquerait de calculer jusqu’a la septieme dérivée de Lie. Les calculs étant intensifs, les résultats

présentés dans ce paragraphe ont été obtenus grace au logiciel Maple.
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B.4.2.2 Noyau obtenu

A Taide de calculs effectués par Maple, nous avons trouvé deux vecteurs supplémentaires dans le

noyau pour le cas ol un seul amer est observé :

- 03,1 -
0
1

= T B.34
ng = (V—wty)?+w2t2 ( 3 )
—V?2sin waV(m(l) —x—1g cos 00—ty sin 0) —tyw? (y(l) 7y) +tyw? (m(l) 7:1:)
(V —wty)?+w2t2
V2 cos G—wV(y(l) —y—tg sin O+t, cos 9)+tw w2 (y(l) —y) +tyw2 (x(l) —a:)

L (V—wty)?+w2t2 .

et

03,1

1

0
—wti+Vw
ns = (V —wty)?+w2t2 (B35)
V2 cos G—wV(y(l) —y—tg sin O+t, cos 9)+tw w2 (J:(l) —a:)+tyw2 (y(l) —y)

(V—wty)?+w?2t2

V2 sin €+wV(:v(1) —x—tgz cos @—1y sin 9)+tzw2 (y(l) fy)ftyWQ (:1:(1) f:r)
L (V —wty)? w22 J

Apres plusieurs essais avec Maple, il semble que ces vecteurs fassent parti du noyau de la matrice
d’observabilité quel que soit le degré de dérivation. Ceci pourrait étre vérifié en faisant une récurrence
similaire a celle présentée dans la démonstration de la proposition B.1 (les calculs étant ici sensiblement

plus compliqués). Ainsi, le systéme & un seul amer n’est pas observable.

Par ailleurs, ’analyse des vecteurs ng4 et ng montre que cette propriété d’inobservabilité est con-
servée quel que soit le nombre d’amers. En effet, supposons désormais que ’on ajoute un second amer
dans le systeme. Dans ce cas, la partie de la matrice d’observabilité associée a 1’état des amers est bloc-
diagonale. En conséquence, la concaténation du vecteur ng avec une adaptation des deux dernieres
lignes de ng a 'amer 2 est également un vecteur du noyau. Ceci est du au fait que les coefficients
dans n4 correspondant aux parametres du repere de la caméra sont indépendants de la

position de I’amer considéré. Il en est de méme pour le vecteur ns.? A titre d’exemple, le vecteur

9. Dans le cas & N amers, n4 et ns sont construits de facon semblable & ns.
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n4 obtenu avec deux amers est :

03,1
0
1

thz
(V—wty) w22
—V2sin G—wV(m(l) —x—tg cos 0—ty sin 9) —tpw? (y(l) —y)+tyw2 (J:(l) —a:)
ny = (Vfwty)QerQt% (B36)
V2 cos waV(y(l) —y—tz sin O+ty cos 9)+tzw2 (y(l) fy)thwa (:1:(1) f:r)
(V —wty)?+w2t2
—V2sin G—wV(m(g) —x—tg cos 0—ty sin 9) —tpw? (y(g) —y)+tyw2 (J:(Q) —a:)
(V—wty)?+w2t2
V2 cos waV(y(g) —y—tg sin 0+ty cos 9)+tzw2 (y(g) fy)thwa (:1:(2) f:r)
(V —wty)?+w2t2

En conséquence, la matrice d’observabilité du systeme augmenté possede une chute de 2 rangs qui
traduit le fait que les parametres de la position de la caméra ne “ paraissent ” pas observable. Nous
allons voir que cette conclusion provient d’une limitation du modele d’évolution utilisé. Pour cela, nous
proposons dans un premier temps une interprétation géométrique directe de ng et ns dans le cas ou

w = 0. Nous proposons ensuite une explication pour le cas général.

B.4.2.3 Interprétation géométrique : w =0

Le cas w = 0 correspond au cas ou le robot évolue en ligne droite. Dans le cas a un seul amer,

I’expression des vecteurs ng et ns est donnée par :

ng=[0 00 0 1 0 —sinf cosf
n5:[0 0 01 0 0 «cost sinH]T

] T
(B.37)

Dans ce cas, I'interprétation des vecteurs ng et ng est immédiate. En effet, si la trajectoire du robot

est une ligne droite, alors celle de la caméra sera également une ligne droite parallele a la trajectoire du
robot (elle aura donc pour direction 'angle 6 a cause de la contrainte de non-honolomie impliquant que
la vitesse instantanée du robot reste parallele a son axe x). Supposons que 'on ajoute A a la valeur de
t.. Il est alors possible de retrouver les mémes valeurs au niveau des mesures si on translate ’ensemble
des amers de A dans la direction du robot. Ceci correspond & une translation de A[cos 6, sin 6] dans
le repere global. Au final, on retrouve bien le fait qu’ajouter Ans & une solution donnée ne change
strictement rien aux mesures. Une analyse similaire concernant I’ajout de A a la valeur ¢, mettrait en
évidence le role du vecteur ny. En revanche, il n’est pas possible d’ajouter un biais sur la valeur de ~
sans introduire de déformation dans la carte. Ceci justifie la présence d’un noyau de dimension 2 et

non de dimension 3.
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FiGURE B.3 — Non observabilité des parametres de la caméra dans le cas d’une trajectoire circulaire

En conséquence, la non observabilité du systeme apparait clairement dans le cas ou le robot évolue

avec une vitesse de rotation nulle.

B.4.2.4 Interprétation géométrique : cas général

Nous présentons dans ce paragraphe une interprétation concernant la non observabilité du systeme
dans le cas ou w # 0. Une approche naive consisterait a admettre que le systeme est “ plus excité ”
dans ce cas que dans le cas o w = 0 et que cela est suffisant pour rendre observable le systeme. La
présence des vecteurs ng et ns nous dit le contraire. Nous proposons ici une approche géométrique
permettant d’expliquer ces deux vecteurs.

Tout d’abord, il est nécessaire de se rendre compte que le type de trajectoire décrit par I’équation
d’évolution (B.32) est un cercle. En conséquence, la trajectoire de la caméra est un cercle concentrique,
mais de rayon différent. Une étude géométrique nous permet de nous rendre compte que cette contrainte
sur I’évolution du robot ne permet pas de fixer la pose de la caméra dans le repere du robot.

Admettons que les entrées V' et w soient constantes pendant un intervalle de temps At donné. Le
robot parcourt un arc de cercle (représenté en noir sur la figure B.3). Soient ¢,, t, et v les parametres

réels définissant la pose de la caméra dans le repere du robot. La trajectoire associée a la caméra
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pendant At ainsi que la carte d’amers sont représentés en vert sur la figure B.3. Géométriquement, il
est facile de montrer que les trajectoires bleue et rouge permettent d’obtenir les mémes vecteurs de
mesures a chaque instant entre 0 et At :

— La trajectoire rouge correspond a une solution ou 'origine du repere de la caméra a été translatée
sur le cercle défini par la solution réelle. Il est alors possible d’avoir un vecteur de sortie
identique si on prend le soin de tourner le nouveau repere de la caméra de telle fagon que 'angle
avec la tangente au cercle soit le méme que dans le cas réel.

— La trajectoire bleue correspond a une solution ou la trajectoire du repere de la caméra a été
décalée sur un cercle dont le rayon de courbure est supérieur a celui du cercle réel. Dans ce
cas, il est possible d’obtenir une carte compatible avec la nouvelle trajectoire en prenant le soin
d’appliquer une homothétie dont le facteur est égal au rapport des rayons de courbure. Dans ce
cas aussi, il est nécessaire d’orienter le repere de la caméra de sorte a conserver le méme angle
par rapport a la tangente au cercle que dans le cas réel.

Ainsi, on se rend compte que ce type de trajectoire ne permet pas de rendre observable la pose de
la, caméra dans le repere du robot. On peut définir ¢, et ¢, de maniere arbitraire. Il en résultera alors
une adaptation nécessaire de I'angle v (ce qui justifie que I'on a seulement deux et non trois nouveaux
vecteurs dans le noyau) et une mise a I’échelle de la carte. Nous proposons dans le paragraphe suivant
de vérifier que les vecteurs ng et ns sont bien cohérents avec cette interprétation géométrique.

¢

Dans la suite, nous notons les parametres de la solution réelle comme des variables “ normales ”

(tz,ty,.-.) et les parametres d’une solution alternative avec des

“ primes " (7, t},...). Par ailleurs, on
se place dans le cas ou un seul amer est observé.

Considérons une solution alternative définie par :

— 2=z, 9y =y, 0 =0 :la position de référence du robot est identique dans les deux cas (on ne

cherche plus a mettre en évidence la non observabilité de la position du robot,

— =t + A\ té = t, : on translate la caméra de A dans la direction = du repere du robot.
Les autre parametres (amer et angle «) sont a redéfinir en utilisant les remarques géométriques définies
précédemment. Nous proposons de calculer la nouvelle solution en 4 étapes :

1. Calcul du centre de rotation

2. Définition des rayons de courbure réel et alternatif,

3. Calcul de l'angle ~

4. Définition de la nouvelle position de I’amer
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FIGURE B.4 — Différents parametres pris en compte lors d’une translation du repere caméra de \ dans
la direction z du repere robot — Le repere noir désigne le repere global. Le repere gris est le repere du
robot (celui qui permet de définir le centre de rotation €2. Le repere vert est le repére caméra original.
Le repere bleu est le repere obtenu lorsqu’on translate le repere vert de A dans la direction x du repere
robot.

Calcul du centre de rotation

Le centre de rotation du robot (noté ) donné par sa position et son rayon de courbure V/w

(figure B.4).
T cosf) —sinf 0 r—Yding
Q= [y] + [Sinﬁ cos 8 ] ’ [%] - [y+ %cos@] (B.38)

Définition des rayons de courbure
Les rayons de courbure sont donnés par la distance entre le centre de la caméra et le point €2. Le
point  étant donné dans le repere global, il faut calculer les coordonnées de la caméra (x. et y.) dans

le repere global :

= x4+ (tz +A)cosh —t,sinb

Y+ tycosd + (ty + A)siné (B.39)

To = x+tycos0 —t,sind T
. et
Yo = y-+tycost+t,sind

o>~a >
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Les deux rayons de courbure R et R’ sont donnés par :

2 2
R = \/<tx cos 0 — (ty — K) sin@) + <t$ sin 6 + <ty - K) cos 9)
“ i (B.40)
14 2 14 2
R = \/<(t$ + A\)cosf — <ty - —> sin 9) + ((tw + A\)sinf + (ty - —> cos 9)
w w

Apres simplification, on obtient :

R — \/t%+<ty—g>2
. (B.A1)

Calcul de «/

L’orientation du repere caméra alternatif dans le repere du robot ne peut pas étre la méme que celle du
repere caméra réel. Il faut en effet que l'orientatiosn du repere caméra alternatif respecte une contrainte
sur angle avec la tangente du cercle. L’angle a conserver est la différence entre 'orientation absolue
du repere caméra et l'orientation absolue de la tangente au cercle en ce point. En notant 7 cet angle,

on a :

ou 0 désigne 'angle de la tangente au cercle au niveau de la caméra (par rapport au repére du robot).

D’apres la figure B.4, 'angle § est donné par :
Vv
0 = arctan2 ( t,, — —ty (B.43)
w

En combinant les équations B.42 et B.43, et en utilisant le fait que la valeur de i reste inchangée quelle

que soit la position de la caméra, on peut calculer la valeur de +/ :

174 Vv
7" =~ + arctan2 (tm A== ty) — arctan2 (tma = ty) (B-44)
w w

En supposant A suffisament petit devant t,, une linéarisation au premier ordre de I’équation B.44

donne :
Vv 2
, o — 1y Vw — w?ty,

YRY+A——5 =7+
2+ (5 - ty)z Wi +(V — tyw)

. (B.45)

L’équation B.45 nous permet de retrouver la composante de ng associée a la composante ~.
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Définition de la nouvelle position de ’amer
La définition de I’amer s’obtient par un changement d’échelle dans le repere de la caméra. Le facteur
d’échelle est obtenu par le rapport des rayons de courbure. Soit “m les coordonnées de 'amer dans le

repere de la caméra. On a :
/
B
R

C

m ‘m (B.46)

Par ailleurs, les coordonnées de “m dans le repere global s’expriment en fonction de m, des coordonnées

du robot et des parametres du repere caméra. On a donc :

Corv R0 B x4ty cost —t,sinf
m = R(-0-7) (m [y—i—ty cosf + t, sinH}) (B.47)
et
ol Bl ;x4 (tz +A)cosO —t,sinf
m’ = R(-6 7)) <m [y+ty cos @ + (ty + \)sin 6 (B.48)

ou R(u) désigne la matrice de rotation d’angle u. En combinant les équations B.46 a B.48, on obtient

I’expression de m’ :

/
p_ T rN ) — X X 4+ Acosf
m = ZRO=) [y(l)—Y]—i_[Y—i—)\sinQ (B49)
ou on a posé :
X =xz+tycos8 —tysinf et Y =y+t,cos +t,sind (B.50)

et ou z(q) et y(1) désignent les coordonnées de m. En supposant A suffisament petit, les expressions de

R'/R et R(y/ — ~) peuvent se simplifier :

2
R \/(tx—l—)\)Q—i— (ty—¥)
R 2
22+ (ty — 1)
YR wit,
~ 1+ =1+ (B.51)
2+ (t,— L 2 w?t2 + (V — wty)?
/ ; / 1 _)\M
(A — s _ .
R eV N N I
Aoth%Jr(Vftyw)Q 1
Ainsi, une approximation au premier ordre de ’équation B.49 donne :
2t Vw—w?t
r L+ )\th%+UZV—wty)2 _)‘wzthr(v,tjwf T(1) — X X + Acos6
m =~ Vw—w?t 2 : vy Y 4+ \sin (B.53)
. L A ) +AsD

W22 (V—tyw)> +(V—wty)?
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La premicre composante de m’ est donc donnée par :

W (20) = X) = (Vw = w’ty) (yo) — V)
(V — wty)® + w2
Wty () — X) = Vw (yay = Y) +w?ty, (ya) —Y) + w3 cos b+ (V — wty)2 cos
w2t2 + (V — wt,)?
V2 cos O + tw? (x(l) — X +1,cos 9) —wV (y(l) —Y + 2t cos 9) + tyw? (y(l) —Y +1t,cos 9)

+ X + Acos0

x/(l) R T(1) — X+

=) +A

=x1) + A
. (V — wty)? + w2
V2 cos O+t ,w? (x(l) — x—1, cos O+t sin @ + ¢, cos H)
—wV (y(l) —y —tycos —t, sinf + 2t, cos 9)
+t,w? — y—t,, cos 0—t, sin §+t, cos 0
=2y + A y (y(l) Yty x y )

(V — wity)? 4+ w2t2
V2cosh —wV (y(l) — 1y — tysinf +t, cos 9) + tyw? (ﬂ:(l) — :U) + tyw2 (y(l) — y)
(V — wty)? + w22

De méme, la seconde composante de m’ est donnée par :

W (y) = V) + (Vw = w?ty) (20) - X)
(V — wty)? + w2t2

V2sin 6 + t,w? (y(l) —Y +t;sin 9) +wV (x(l) — X — 2ty sin 9) — tyw? (x(l) — X —ty,sin 9)

%nzw”—Y+A +Y + Asinf

— gy 4 A
v (V —wty)? + wt2
V2 sin 0+t ,w? (y(l) —y —tycosl —t,sinf +t, sin 9)
4wV (x(l) —x —tycosf +t,sinf — 2t, sin 9)
—tyw? (xy — x — tycos + t, sin@ — t, sin
— 20y + A y ( &) Y Y )

(V — wty)2 + w?t2
VZsin6 +wV (21) — @ — tacos — tysin ) + taw? (y) — y) — tyw® (yr) — )
(V = wty)? + w2t2

=x1) + A (B.55)

Les équations B.54 et B.55 nous permettent de retrouver les composantes de ns associées a (1) et z(g).
On pourrait retrouver les coordonnées du vecteur ng avec un calcul tres similaire au calcul précédent,
en supposant I'ajout sur ¢, d'une petite valeur A.

Au final, on vient de montrer que les modifications de la solution selon le modele géométrique
décrit précédemment permettent de retrouver les éléments du noyau de la matrice d’observabilité, a

savoir Anyg et Ang apres linéarisation au premier ordre.

B.4.2.5 Limites de I’étude d’observabilité du systéme continu

Nous avons montré au paragraphe précédent que la matrice d’observabilité induite par ce systeme
n’est jamais de rang plein. Une interprétation géométrique a confirmé ce résultat. Ceci nous dit que le

systeme n’est pas faiblement localement observable. Ainsi, il n’est pas possible de discerner 1’état



354 Observabilité du SLAM Chap. B

s X_fobot

Productl Integrator3
v v
1 X
% 1 "
:

\ 4

Product Integrator
1 Function
theta omega s theta L Evaulation Sorties —-=> A tracer
Step Integrator2

Stepl

tx,ty,gamma

(0.5 0.5) »

0ty

m

omega

—--> Atracerl

FIGURE B.5 — Schéma Simulink associé a l'illustration d’observabilité

. . s Trajectoires obtenues
Evolution de la vitesse linéaire i

‘ : : : : 15 "X ‘
N 0.4F 1 1 X
]
S
E 5ol ] 0.5
N 0.2
0
0 . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 = 05
Temps (s) £
Evolution de la vitesse de rotation > 1
-~ Or B P
‘0 Trajectoire initiale
I X Amer associé a la trajectoire initiale
T -20f 1 - . R . ” 5
*é/ Trajectoire apres modication de la position de la caméra
X Amer associé a la trajectoire modifiée
-40 . . : : T I I I
0 2 4 6 8 10 12 1 2 3
Temps () x (m)
Evolution de Viw Différence des sorties
4l - - - - - 5 40 - - - -
g
E 2 1 T 20f 1
] s
S Of R | 0 1
“
S
-2t . . . . . 1 20
0 2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12
Temps (s) Temps (s)

FIGURE B.6 — Résultats montrant 1’observabilité du systeme apres ¢ = 6s. Nous avons défini une
translation de [0.5 0.5] du repere de la caméra. Nous avons ensuite déduit les nouvelles valeurs pour «y
et m & laide des considérations géométriques décrites précédemment. Nous avons obtenu v &~ 8.52deg
et m’ ~ [1.2382 1.5]m (& l'origine, on avait v =0 et m = [1 1jm).
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initial instantanément : la dynamique du robot ne fournit pas assez d’information. Néanmoins, une
étude attentive des conditions géométriques montre que pour que deux solutions restent indiscernables,
une condition nécessaire est que le rapport des rayons de courbure reste constant (sinon le facteur
d’échelle entre les deux cartes perd sa cohérence). Cette condition n’est plus réalisée des que la vitesse
de rotation du robot varie. C’est ce que nous avons mis en évidence a 'aide d’une simulation avec
la boite & outils Simulink de Matlab (figures B.5 et B.6). Nous avons simulé un début de trajectoire
circulaire et avons calculé deux solutions différentes suivant la position de la caméra. Nous avons
dans un second temps fait varier V' et w en maintenant V/w (ie. le rayon de courbure) constant
(entre les troisieme et sixieme seconde de la simulation). Dans ce cas, les mesures d’angle sont restées
inchangées : il est alors impossible de distinguer les deux solutions. Enfin, nous avons fait varier le
rayon de courbure de la trajectoire et avons alors constaté une différentiation des sorties : le systeme
est donc bien observable.

Ainsi, on peut intuitivement distinguer deux phases dans 1’observabilité du systéme :

1. Entre 0 et T' (éventuellement, T peut tendre vers 0), le robot évolue avec une vitesse de rotation

wp : les différentes positions du repere de la caméra ne sont pas discernables
2. Apres T, la vitesse de rotation change : le systéme est définitivement observable.

Ainsi, ’étude précédente conclut a une inobservabilité du systéme car elle est effectuée a w fixé. Une
étude prenant en compte le fait que le systeme est affine en la commande nous amenerait a calculer

des dérivées de Lie dans les directions f; et fy définies par :

J— 1 T
fi =[cosf sinf 0 0 0 0 0 O]T (B.56)
fo=[ 0 0 1000 0 0

permettrait de conclure a I’observabilité. Pour éviter cette étude qui impliquerait de coupler les dérivées
de Lie ¢ astucieusement” jusqu’a obtenir une matrice de rang 5 (ceci n’est pas trivial étant donné la
forme de la fonction de mesures), nous proposons dans la suite une analyse d’observabilité basée sur

une analyse discrete du systeme.

B.4.3 Observabilité du systéme discret

Pour conclure I’étude d’observabilité concernant le systeme augmenté, nous proposons une analyse

discrete qui montre que ’ensemble des parametres est génériquement observable. Nous présentons

¢

dans un premier temps la “ méthodologie ” du critere discret employé, puis son application.
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B.4.3.1 Meéthodologie du critere discret

Les études d’observabilité appliquées au cas des systemes discrets ne sont pas nombreuses. On
pourra notamment citer les travaux de [Martin et al., 1991] ou [Moraal et Grizzle, 1995]. En général,
I'idée est d’utiliser les équations d’évolution et de mesures et de calculer une matrice d’observabilité
ou la ligne k correspond a la dérivée des fonctions a l'instant k.

Dans notre cas, on ne s’intéresse qu’a l’observabilité des parametres de la caméra. Le probleme
d’offset général sur la solution est déja identifié et on ne cherche pas a le reproduire. En conséquence,
si 'on suppose que u est connu et que la condition initiale sur la pose du robot est aussi connue, le
modele d’évolution du robot n’intervient plus dans notre étude d’observabilité. On supposera que les
états du robot sont connus a chaque instant. Nous cherchons alors a savoir si on peut retrouver la
position des amers et de la position de la caméra.

Dans le cas ou nous avons un seul amer & observer (deux coordonnées z et y), chaque instant
apporte une mesure. Le nombre d’inconnues est quant a lui égal & 5 (3 pour la position de la caméra
et deux pour 'amer). Il faut donc au minimum 5 équations pour calculer ces parametres. Nous allons
donc chercher a savoir si la donnée des équations de mesures a 5 instants différents permet de déduire
les parametres voulus. Pour cela, nous cherchons si la matrice jacobienne associée a ces 5 équations
est de rang 5. Si c’est le cas, alors la fonction considérée vérifie le théoreme d’inversion locale. Ainsi, il
existe une solution unique tant que I'on cherche les solutions dans un espace suffisament petit autour

de la solution réelle. Dans ce cas, on dira que le systeme est observable.
B.4.3.2 Application

Définition et simplification de la matrice a étudier

Nous considérons 5 mesures d’'un amer a 5 positions différentes du robot :

(1) = arctan2 (y(l) — Yr — by cos O — ty cos O, (1) — T — g cos O + t, sin 0r) — 0 — v Vk € [1,5]
(B.57)
La k®me ligne de la “ matrice d’observabilité ” O (telle que définie au paragraphe précédent) est

donnée par :

—sin (Gk +v+ ak,(l))
cos (9k + v+ ak,(l))
L[/{Z] = —sin @y, - cos (Gk + v+ ak,(l)) + cos by, - sin (Gk +v+ ak,(l))
—cos By, - cos (Gk +v+ ak,(1)) — sin 6}, - sin (Gk +v+ ak,(l))
—(yay — Yr — ty cos b — t, sin b ) sin (Gk +v+ ak,(1)) — (1) — Tk — ty cos by + 1, sin ) cos (Hk +v+ ak,(l))
(B.58)



B.4. Observabilité du systéme augmenté par la position de la caméra dans le repére du robot 357

Apres simplification, on obtient :

—sin (Hk + v+ akﬁ(l))
cos (9143 + v+ ak,(l))
L[k] = sin (7 + an,(1))
— CoS (7 + ok (1)
ta COS (7 + ak,(l)) +t, sin (7 + ak,(1)) — (Y1) — yx) sin (Gk +v+ ak,(1)) — (x(1) — o) cos (Gk + 7(—}— ak,)(1))
B.59

D’apres ’équation B.59, on a une relation triviale sur les colonnes de la matrice d’observabilité :
Clp|=C" + y(l)C[l] — x(l)C[2] +t,C[4] — t,C[5] (B.60)

ou C[k] désigne la k*™¢ colonne de la matrice d’observabilité et C* est la matrice colonne définie par :

yrsin (61 47 + ay ) + 21 cos (61 + 7 + a1 1))
o 5 (B.61)
Y5 sin ((95 + v+ 065,(1)) + T'5 COS (‘91 +y+ 045,(1))

En conséquence, le rang de la matrice O est identique & celui de la matrice O’ dont les lignes sont
données par :

—sin (Hk + v+ Ock7(1))
cos (Hk +v+ 04;%(1))
L'[k] = sin (v + o 1)) (B.62)
— Co8 (’y + ah(l))
Yg Sin (Hk +v+ ak,(l)) + ) cos (Hk +v+ 0%,(1))

On pourra remarquer que la condition de rang est indépendante de la position de la caméra dans le

repere du robot ainsi que de la position de I’amer. 1°

Conditions sur les 4 premiéres colonnes
Nous cherchons dans un premier temps des conditions pour garantir que les 4 premieres colonnes

sont indépendantes. La matrice O[:,1 : 4] doit donc étre de rang 4 :

—sin (61 +a1) cos(01 +a7) sina; —cosag
—sin (62 + a3) cos(fy + az) sinag —cosag
O'[:,1:4] = |—sin (03 + a3) cos(f3+az) sinag —cosas (B.63)
—sin (04 + ag) cos (04 + ay) sinaz —cosay
—sin (05 + as) cos (05 +as) sinas —cosas

10. Ce résultat peut paraitre surprenant dans un premier temps car on sait que le systeme sera inobservable si la
caméra se déplace dans la direction de 'amer. Nous retrouverons néanmoins cette condition plus loin.
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oll on a posé ay = 7y + a1y Vk € [1 5]. aj représente I'angle de gisement par rapport a l'orientation

du robot. On a donc :

—sinf@y -cosaj —cosfy -sinay | cosfy -cosay —sinfy -sinay | sinay | — cosay
—sinfy - cosag — cosfy - sinay | cosbsy - cosag —sinfs - sinay | sinay | — cos g
O'[:;,1:4] = | —sinfs-cosaz —cosfy -sinaz | cosfs - cosaz —sinfs - sinaz | sinaz | — cosaz
—sinfy -cosay —cosfy -sinay | cosfy - cosay —sinfy -sinay | sinay | — cos ay
—sinfs - cos oz — cosOs - sinag | cosfs - cosar — sinfs - sinag | sina | — cos ag
(B.64)

Génériquement, les 4 colonnes de la matrice O’[:,1 : 4] sont linéairement indépendantes. Néanmoins,

on trouve 4 cas singuliers impliquant une chute de rang :

1. Les 5 angles 6, sont égaux. Dans ce cas, les premiére et deuxiéme colonnes de O'[:,1 : 4] sont
des combinaisons linéaires triviales des troisieme et quatrieme colonne. La matrice est alors de

rang 2. Ainsi, il est indispensable que le robot ait effectué au moins une rotation,

2. Seul un angle 6, est différent des autres. On montre en effet facilement ' qu’il existe un noyau
non nul lorsque par exemple 61 = 6y = 63 = 04. Intuitivement, cela implique que le robot
doit avoir effectué un mouvement de rotation suffisament important. En revanche, si 'on a
seulement 6; = 0 = 03 (les deux autres valeurs étant quelconques) 12, alors les 4 colonnes sont

indépendantes,

3. Les 5 angles ay sont égaux. Dans ce cas, on peut montrer que les deux premiéres colonnes de
O’[;,1 : 4] sont liées et que la matrice est de rang 3.'3 Ceci n’est plus valable dés qu'un des
ay, est différent des autres. On est ici dans un cas particulier : la sortie est constante. Les
trajectoires permettant d’obtenir une sortie constante tout en respectant la contrainte de non-
honolomie sont réduites : il s’agit des cercle centrés sur 'amer (dans ce cas on a nécessairement
cosap = 90deg) ou des trajectoires en ligne droite dans la direction de 'amer (dans ce cas
on a nécessairement cos o = Odeg). Les autres possibilités permettant d’obtenir ces conditions
nécessitent des manceuvres pendant lesquelles la sortie va varier (on suppose alors que l'on est

capable d’échantilonner pendant ces manceuvres).

4. Le dernier cas correspond au cas ou les angles 0, + aj, sont égaux. L’équation B.63 montre alors
que les deux premicres colonnes sont trivialement liées. L’angle 6, + oy correspond & ’angle

de gisement de I'amer exprimé par rapport a I'axe x du repere global. Lorsque cet angle est

11. A Taide d’un logiciel de calcul formel comme Maple ou éventuellement “ & la main 7 (mais le calcul n’est pas
trivial).

12. Avec éventuellement 04 = 05.

13. Ceci quelles que soient les valeurs des 0, pourvu que l'on ne soit pas dans I'une des deux conditions précédentes.
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constant, cela signifie que le robot se déplace dans ’axe de 'amer : il n’y a aucun parallaxe. Le

systeme est donc naturellement inobservable.

Au final, nous avons montré des conditions nécessaires pour que les 4 premieres colonnes soient
indépendantes. 1l est ainsi nécessaire que le robot ait bénéficié d’un minimum de rotation. On a par

ailleurs retrouvé un cas trivial : la nécessité qu’il y ait du parallaxe.

Dernieére colonne

D’apres ’équation B.62, la derniére colonne est en général indépendante des autres lorsque le robot
est en déplacement (zj et yi non constants). Néanmoins, on retrouve une simplification particuliere
de cette colonne lorsque le robot se déplace le long d’'un cercle en respectant la contrainte de non-

honolomie. Dans ce cas, cas, les coordonnées xj, et y; s’écrivent :

{xk = C’m—i—RCOS@C (B.65)

yr = Cy+ Rsinb

ou C;, et Cy désignent les coordonnées du centre du cercle, R le rayon du cercle et é;g I’angle permettant
de repérer le robot sur le cercle. Lorsque la contrainte de non-honolomie est respectée, les dynamiques

de 0, et 9~k sont identiques. On a donc
Vke[1,5] O,—0,=8 (B.66)
ou 3 est un angle constant quelconque. Dans ce cas, chaque ligne de la cinquiéme colonne s’écrit :
O'[k,5] = <Cy + Rsin é;) sin (0 + ax) + <Cx + Rcos 62) cos (0, + ax)

= Cypcos (O + ai) + Cysin (0 + i) + R <Sin9~k sin (0 + ax) + (:05@7ﬁ cos (0x + &2))

= Cycos (0 + ap) + Cysin (0, + a) + Rcos (Gk—l—&vk—é;g)

= Cycos (O + ai) + Cysin (0 + ay) + Rcos (o, — B)

= Cycos (b + ai) + Cysin (0 + o) + Rcosay, - cos B+ Rsinay, - sin (B.67)

En notant C'[k] la k*m° colonne de la matrice O, I'uilitsation des équations B.62 et B.67 donne :
C's]=C,-C'1]+Cy-C'[2] + Rcos B+ C'[3] + Rsin 5 - C'[4] (B.68)

On a donc bien une chute de rang dans le cas d’une trajectoire circulaire. Le systeme est inobservable.

Remarque B.4 (Ligne droite)

On peut remarquer que le fait d’imposer les (zy,yr) @ respecter une trajectoire rectiligne ne permet
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pas de rendre le systéme inobservable, ce qui peut paraitre surprenant. Néanmoins, dans le cas non-
holonome, ce cas est inclu lorsque 0y, est invariant. On remarquera par ailleurs que si le robot évolue en
ligne droite a 0y constant pour les 8 premiers instants, puis s’arréte pour tourner sur place, le systéme
sera observable. En effet, le fait d’avancer en ligne droite induit un rayon de courbure infini, alors
que le fait de tourner sur placer induit une trajectoire circulaire pour la caméra (rayon de coubure fini
voire nul lorsque la caméra est positionnée sur l'origine du repére robot). En conséquence, on retrouve
bien une variation du rayon de courbure de la trajectoire de la caméra (malgré le fait que la trajectoire

du robot est incluse dans une droite), ce qui rend logiquement le systéme observable.

B.4.4 Conclusion quant a ’observabilité du systéme augmenté

Nous avons présenté dans cette section une étude complete montrant 1'observabilité du systeme
discret. Dans un premier temps, I’étude du modele continu a conduit a montrer que le systéme n’est
pas faiblement localement observable. Néanmoins, un exemple Simulink nous a permis d’illustrer le
fait que le systeme peut étre observable aprés un certain temps : lorsque le rayon de courbure de la
trajectoire de la caméra change.

Dans un second temps, nous avons effectué une analyse du systeme discret. Celle-ci nous a permis

d’identifier un certain nombre de trajectoires problématiques. Lorsque le robot se déplace dans la

“ b

direction d’'un amer, lorsqu’il se déplace sans avoir effectué une rotation * suffisament longue ” ou
lorsqu’il se déplace sur un cercle, alors le systeme augmenté n’est pas observable. Dans tous les autres
cas, le systeme est observable.

En conséquence, nous avons montré qu’il existe un jeu de commandes permettant de distinguer
I’ensemble des états. Le systéeme est donc observable. Nous avons de plus montré que les commandes
admissibles incluent un changement du rayon de courbure de la trajectoire de la caméra. Ainsi, tant

que le rayon de courbure de la trajectoire de la caméra est constant, I’estimateur ne peut pas améliorer

I'estimation de la position du repere de la caméra.

B.5 Conclusion

Nous avons présenté dans cette annexe les principales propriétés d’observabilité du SLAM. Nous
avons dans un premier temps rappelé les résultats classiques montrant que ce probleme n’est pas
observable. La raison de ce fait est liée au déplacement rigide (trajectoire et carte) qu’il est toujours

possible de réaliser sans que les mesures en sortie ne changent. Ce probleme est commun a toutes les
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“types 7 de SLAM (bearing-only, range and bearing). Néanmoins, le fait de fixer la condition initiale
de la position du robot permet de rendre le reste des états observables. Ceci rend donc légitime le fait
de créer un estimateur pour résoudre ce probléme.

Nous avons ensuite présenté une étude originale concernant 1’observabilité du systeme lorsque la
position de la caméra dans le repere du robot est inconnue (cette étude est propre au cas bearing-only).
Celle-ci montre que le systéme reste observable, a condition que le systéme soit suffisament “ excité ” :
le rayon de courbure de la trajectoire doit varier. En pratique, ’estimation de parametres sera

d’autant meilleure que la trajectoire change souvent de rayon de courbure.
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Annexe C

Coeflicients associés aux ellipses de
confiance

Nous rappelons dans cette annexe comment calculer l'aire (resp. volume) des ellipses (resp. el-

lipsoide) & P% de confiances associées aux densités de probabilités gaussienne.
C.1 Généralités

Nous présentons dans cette section des généralités concernant les enveloppes de confiance a P%
dans le cas gaussien. Nous rappelons d’abord brievement les raisons du choix d’ellipsoides de confiance.
Nous effectuons ensuite quelques remarques concernant la forme utilisée pour les matrices de variances-
covariances.

Soit p une densité de probabilité gaussienne d’espérance p (avec dimpu = n) et de matrice de
variances-covariances 3. On a alors :

1 1 T -1
PO = e (-5 -2 - ) 1)

D’apres ’équation C.1, les zones isoprobables sont des ellipsoides centrés sur p d’équation :
(x—p)"' = (x—p) = K (C2)

ou K est une constante positive.
Il apparait “ naturel ” de choisir comme frontiere de zone de confiance une zone équiprobable. En
conséquence, les zones de confiance cherchées sont des ellipsoides vérifiant ’équation C.2. Lorsqu’on

connait pu, K et 3, la probabilité que x soit a I'intérieur de 'ellipsoide défini en C.2 est :

P=P((x-p)' =7 (x—p) < K?) (C.3)
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= [fpeoax o p= [f[peoax (©1)

La valeur de K choisie dépend de la valeur de P souhaitée. Par ailleurs, on a })imo K=0c¢et })ile =
— —

On a donc :

—+00.

C.2 Cas particulier traité

Dans les sections suivantes, nous chercherons a calculer 'aire (ou le volume) des ellipses (ou el-
lipsoides) de confiance & P% en fonction de P, de la matrice de variances-covariances et de 'espérance
de la densité de probabilité considérée. Il est clair que la valeur cherchée est indépendante du centre de
lellipsoide, et donc de p. Dans la suite de cette section, nous effectuerons tous nos calculs avec p = 0.

De plus, ¥ est une matrice symétrique réelle définie positive (propriété d’une matrice de variances-
covariances non dégénérée). En conséquence, elle est diagonalisable dans une base orthonormée. On a

donc :

> =P'DP (C.5)

o D est une matrice diagonale (a coefficients positifs) et P est une matrice vérifiant

P”P = I. Une nouvelle équation de Iellipse définie en C.2 est :
(Px)" D! (Px) = K? (C.6)

Etant donné que la matrice P ne modifie pas la norme de x, le volume de ['ellipsoide paramétré par
u, 3 et K (équation C.2) est identique au volume de Dellipsoide paramétré par 0, D et K.
En conséquence, les études qui suivent seront simplifiées par I'utilisation de la matrice diagonale

associée a 3 et de pu = 0.

C.3 Cas 2D : ellipses de confiance

Nous considérons dans ce paragraphe le cas 2D. Soient o7 et o3 les valeurs propres de la matrice
de variances-covariances considérée. Nous proposons d’abord de calculer K en fonction de P, puis d’en

déduire le volume associé.
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C.3.1 Calcul de K

Considérons d’abord K fixé. Cherchons la probabilité P d’appartenir a lintérieur de l'ellipse de

confiance définie par ¥ et K. Celle-ci est donnée par :

1
o/
ellipse (271')2det2

En notant 1 et xo les composantes du vecteur x, on obtient :

exp (—%XTD1X> dx (C.7)

1 x2 x2
/T
ellipse 2no109 20'% 20’% ( )
soit :
1 2 a2
P= // exp <_—1 - —2> dridxs C.9
2n0109 ellipse 20’% 20’% ( )
soit désormais le changement de variable (z1,z2) — (p,0) tel que :
r1 = poypcosl ©.10)
xy = popsinf .

Ce changement de variable permet de parcourir entierement (et uniquement) l'intérieur de 'ellipse si
on fait varier p entre 0 et K et si on fait varier € entre 0 et 27. De plus, le jacobien de ce changement

de variable vaut pojos. L’équation C.9 devient donc :

1 2r K 1
P = / / 0102p €Xp <——p2> dpdf
2ro102 Jo  Jo 2

2 K 1
&P = 2%0102/ exp <——p2> dp
mo102 Jo 2
&P = [—e*’ﬂ/zr(
0
P = 1-¢ K2 (C.11)

On peut alors déduire de I’équation C.11 :

K =,/—2log(1—P) (C.12)

C.3.2 Calcul de I’aire de ’ellipse

Nous avons vu au paragraphe précédent comment calculer le parametre K de I’ellipse en fonction
de la probabilité P souhaitée. Nous allons désormais en déduire I'aire de 'ellipse.

L’équation de 'ellipse paramétrée par D et K est :

xI'D x = K? (C.13)
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soit :

2 2
! L

(Ko1)? ' (Koy)?

=1 (C.14)

Il s’agit donc d’une ellipse dont les demi-axes valent Koy et Koo. Son aire vaut donc mK20i09.
Sachant que detX = detD = 0?02, on en déduit l'aire de ellipse & P% associée & la matrice de

variances-covariances X :

A= —=2rlog(1—P)VdetX (C.15)

pour P = 99%, on obtient :

A = 28.9351V/det = (C.16)

C.4 Cas 3D : ellipsoides de confiance

Nous présentons ici le cas 3D. Le principe est similaire au calcul effectué en C.3. Nous allons

d’abord tenter de trouver K en fonction de P, puis en déduire le volume de ’ellipsoide associé.

C.4.1 Calcul de K

Considérons d’abord K fixé. Cherchons la probabilité P d’appartenir a I'intérieur de 'ellipsoide de

confiance défini par X et K. Celle-ci est donnée par :

leD1x> dx (C.17)

p_ / / / 1 exp <— 5
ellipsoide (271')3 det X

En notant z1, 22 et x3 les composantes du vecteur x, on obtient :

1 x? x2 x2
P=—_ /// exp <——1 — 22 d$1d$2d$3 (018)
21\ 2wo10903 ellipsoide 20 % 20 % 20?%

soit désormais le changement de variables (x1,x2,x3) — (p,0,¢) tel que :

r1 = poqcospcosb
x9g = popcospsinf (C.19)
T3 = pogsinp

Ce changement de variables permet de parcourir entierement (et uniquement) I'intérieur de l’ellipsoide
si on fait varier p entre 0 et K, 6 entre 0 et 27 et ¢ entre —7/2 et w/2. On peut montrer que le jacobien

de ce changement de variables est égal & o0903p% cos . Ainsi, 'équation C.18 devient :

1 2w pm/2  pK ) 1 )
P = exp | —= cos pdpdpdb C.20
27n/27r/0 /_m/o ’ p( 2" > Py (€20
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FiGure C.1 — Probabilité d’étre a l'intérieur de ellipsoide en fonction de K
soit :
1 2 w/2 K ) 1 )
P=— do cos ¢d / ex <—— > d C.21
277%/0 L Cnede o pmexp { o Jdp (C.21)
N~
2m 2
on a donc :
Vor K 1
P= —W/ p° exp <——p2> dp (C.22)
T 0 2

L’intégrale a calculer dans I’équation C.22 n’est pas triviale. On choisit d’effectuer une intégration

par parties :

K 1 K 2
/ p? exp (——p2> dp = / p-pe " Pdp
0 2 0

I

K
= —K€K2/2+/ 67p2/2d,0
0

(C.23)

L’intégrale restante dans I’équation C.23 n’est pas calculable analytiquement avec les fonctions

usuelles. Ce type d’intégrale a conduit a la définition de la fonction nommeée fonction d’erreur et notée
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erf. Sa forme analytique est :

erff: R — 1]

-1
2
V2 Jo

Un changement de variable approprié permet d’obtenir :

/K _e P2y = @erf <@K> (C.25)
0

2

(C.24)

T — edt

En utilisant les équations C.22, C.23 et C.25, on obtient :

P = ﬂe_KQ/Z + erf (?K) (C.26)

™

Une étude de la fonction associant P a K permettrait de montrer que la fonction est bien définie sur
[0, 4+00], croissante, continue, bijective et avec ]Liinm K=0et ]Liinl K = +o00. Le graphe de P est donné
sur la figure C.1.

Mais I'expression de P donnée dans ’équation C.26 ne permet pas de retrouver K analytiquement.
Nous avons donc utilisé un solveur numérique (Maple) pour trouver le coefficient adéquat. Pour P =

99%, on trouve :

| K = 3.368214175 |

C.5 Calcul du volume de ’ellipsoide

Comme cela a été fait pour le cas 2D, on peut montrer que le volume cherché est égal au volume
d’un ellipsoide dont les demi-axes sont Ko, Koy et Ko3. Son volume est donc : %WK 3010903. Sachant
par ailleurs que det 3 = det D = O'%O'%O‘%, on en déduit I'aire de ellipse & P% associée a la matrice de

variances-covariances X :

= 2nK3V/det = (C.27)

pour P = 99%, on obtient :

V = 160.0618v/det T (C.28)




Annexe 1)

Changement du point de
conditionnement

Nous avons présenté dans le chapitre 8 un théoreme permettant de construire des cartes locales
prenant en compte l'intégralité des mesures passées. Celui-ci est basé sur I'utilisation de 1’équation
suivante : !

p (Xt1+1:t2 ) m25 m3|ZO:t1 y W0ty 5 Lty + 1ty Wty +1:ta) th) (8 (D 1)
b (Xt1+1:t2 ) m25 1’1’13 |Zt1+1:t2 Uty 410ty th) Xp (1’1’12 |Z0:t1 Uo:¢ th)

Lors de la description du théoreme, nous avions laissé en suspens le calcul de la densité de probabilité
reconditionnée p (mz\z():tluo:tl,xtl). Nous proposons dans cette annexe de voir en détail ce calcul.
Cette annexe s’articule en 4 parties. Nous montrons dans la section D.1 que pour le cas de la
premiere carte, cette densité de probabilité peut étre déduite facilement a I'aide du théoreme classique
de reconditionement des variables aléatoires gaussiennes. Nous verrons alors que cette méthode ne
peut étre utilisée que sur la premiere carte. La section D.2, quant a elle, est consacrée a la définition
du nouveau probleme. Nous introduirons I’ensemble des hypotheses ainsi que les nouvelles notations.
La méthode détaillée pour aboutir au résultat est présentée dans la section D.3. Nous concluons enfin

par une comparaison de notre méthode avec l'algorithme introduit dans [Piniés et Tardés, 2008].

D.1 Méthode de calul sur la premiere carte

D.1.1 Utilisation du théoréme de conditionnement

La toute premiere carte est calculée sans I'utilisation d’aucune information a priori (a I'exception

de la pose initiale du robot fixée a zéro). Dans ce cas, il s’agit de 'algorithme de SAM classique qui

1. Voir chapitre 8 pour la description des notations.
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est utilisé pour le calcul de la solution. D’apres I’équation 1.89 page 57, il est possible de calculer
directement les parametres d’information associés a p (XO;tl,ml,m2|z0;tlu1;tl). 2 On dispose ainsi
des parametres de la densité jointe, incluant a la fois x( et le reste de la trajectoire. Dis-
posant de la densité jointe, on peut utiliser le théoreme de conditionnement des densités de probabilité

gaussiennes pour conditionner par rapport a x;, = p¢, (théoréme 1.4 page 23).

Remarque D.1 (Choix de la valeur pour conditionner)

1l est a priori possible d’utiliser n’importe quelle valeur pour appliquer le théoréme de conditionnement
des densités de probabilité gaussiennes. Néanmoins, il convient de remarquer que les parametres d’in-
formation obtenus ne sont valables qu’autour des points de fonctionnement utilisés. Admettons par
exemple que l'estimation de la pose du robot a ti soit py, (supposée trés loin de zero). Pour recon-
ditionner la densité de probabilité, il est préférable d’utiliser la valeur p,. Si l’on veut conditionner
par rapport a x¢, = 0, on pourra dans un premier temps conditionner par rapport 4 X¢, = [y, DULS
transporter la solution avec une transformation déterministe pour amener x;, a zéro (cette transfor-
mation est exacte : elle implique une translation/rotation du vecteur d’information et une rotation de
la matrice d’information, voir proposition D.1). Utiliser le théoréme 1.4 pour conditionner directement

par rapport a Xy, = 0 donnerait des résultats désastreuz (cf. figure D.1).

Proposition D.1 (Transport des parameétres d’information)
Soit x un vecteur aléatoire dont les parameétres d’information sont & et € et dont les paramétres
classiques sont et 3. Soient R une matrice de rotation et t un vecteur, tous deux déterministes et

donnés. Soit x' la variable aléatoire définie par x' = Rx +t. Les paramétres associés a x' sont donnés

par :
r—
2/;, : flzg};_{’}: pour les parameétres classiques
¢ =R (¢+OQRTt) \ ) , (D.2)
Q' — RORT pour les parameétres d’information

La preuve concernant les paramétres classiques est immédiate et fait intervenir les regles de propaga-
tions classiques des matrices de variances-covariances. La partie concernant les paramétres d’informa-
tion utilisent la relation RRT =1 ainsi que les relations de passage entre les paramétres classiques et

les parameétres d’information.

2. On avait alors montré qu’il était nécessaire de conditionner cette densité de probabilité par rapport a xo, sans quoi
la matrice d’information n’était pas inversible.
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(a) Solution originale (b) Solution conditionnée avec x2=u2=[l7 ; 21 ; 103deg]
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(c) Solution conditionnée avec x2=0 (d) Solution conditionnée avec x2=[0 ; 25 ; 85deg]
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F1GURE D.1 — Reconditionnement par rapport a diverses valeurs de xo dans le cas d’une trajectoire
simulée circulaire. Dans les cas (b—d), la vérité terrain correspond au transport de la vérité terrain
d’origine, de sorte a faire coincider la valeur finale de la trajectoire — (a) Solution originale, condi-
tionnée par rapport a x; = 0. On peut voir que le résultat initial est consistant. Le reconditionnement
doit donc 'étre également — (b) Reconditionnement par rapport & xo = ug. Dans ce cas, la solution
est parfaite. L’ensemble des ellipses de confiance incluent bien la vérité terrain, et on voit bien que les
incertitudes sont plus grandes autour de la position initiale. On pourrait alors tres bien transporter
la solution de sorte & changer la valeur de x5 grace a I’équation D.2 — (c¢) Cas ou on applique le
théoreme de conditionnement avec xo = 0. Ici, le résultat est tres inconsistant. La trajectoire obtenue
n’est méme plus tangente a la vérité terrain en x5 — (d) Cas ol on applique le théoréme avec une
valeur de x5 loin de po pour la partie translation, mais “ assez proche ” pour la partie rotation. Le
résultat est presque consistant et est de meilleure qualité que celui de (c). On constate finalement que
la partie qui pose probleme dans le conditionnement est la troisieme composante (associée a I'angle
de rotation). La solution n’est alors valable que dans un bassin de convergence assez serré. En ce qui
concerne le positionnement, il n’y a finalement pas de limitation. Ceci est logique et provient du fait
que dans le cas d’une translation pure, la transformation de I'espérance et du vecteur d’information est
une application linéaire (les matrices d’information et de variances-covariances restent quant a elles
constantes).
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D.1.2 Autres cartes : indisponibilité de la densité jointe

Considérons désormais le cas de la seconde carte. A la fin de celle-ci, la densité de probabilité finale
s’obtient par application de I’équation D.1. Pour commencer une nouvelle carte afin d’appliquer a nou-
veau le théoreme, il faut que 'on soit capable de reconditionner la densité de probabilité obtenue avec
I’équation D.1. L’équation D.1 ne nous donne que la densité de probabilité déja conditionnée
par rapport a x;. Contrairement au cas précédent, nous ne disposons plus de la densité jointe, si
bien qu’une application du théoreme de conditionnement sur le résultat de I’équation D.1 conduirait
a conditionner la solution a la fois par rapport a x;, et a la fois par rapport a xy, ; ceci n’est pas le
but cherché et n’a pas “ d’interprétation physique ”.

Il est donc nécessaire de développer une méthode alternative a la simple application du théoreme

de conditionnement afin de résoudre ce probléme de déplacement du point connu.

D.2 Nouvelle formulation du probleme et hypotheses

D.2.1 Formulation du probleme

Nous cherchons dans cette section a résoudre le probleme du reconditionnement de la solution par
rapport a la derniére position de la trajectoire.

Dans la suite de cette annexe, nous nous intéressons a trouver la densité de probabilité
P (m27 m3|zg.,, Uty , X, = Mg) a partir de la densité de probabilité connue
P (xtlH;tQ,m2,m3|z0;t2,u0;t2,xt1 = O). Dans la suite, nous allons résoudre ce probleme en utilsant
uniquement la connaissance de p (xtQ,mQ, m?|zg.,, Uo.ty, Xt = O) (qui peut étre déduite par marginal-
isation de la précédente densité).

Par ailleurs, les méthodes que nous employons utilisent une approximation au premier ordre de
certaines variables. Nous prenons en compte la remarque D.1 pour le choix de la valeur de condition-
nement. py est donc choisi compatible avec les contraintes de linéarisation. Pour cela, nous choisissons
de fixer ji5 & la valeur du point de fonctionnement pour les linéarisations. 3

Sans perte de généralité, nous simplifions les notations du probléme en utilisant des notations plus

génériques :

Position initiale : x;, — x3

3. Pour rappel, ce choix s’effectue sans aucune perte de généralité dans le raisonnement. En effet, une fois le recondi-
tionnement effectué avec x2 = g2, il sera toujours possible d’introduire une transformation rigide de la solution de sorte
a utiliser n’importe quelle autre valeur souhaitée pour conditionner x2 (équation D.2).
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Position finale : x;, — X2
Ensemble des amers : {m? m?} — m
Mesures : {zp.,, Upt, | — 2

Le probleme peut étre reformulé ainsi :

Comment calculer la densité p (m|z, X2 = ua) a partir des paramétres de p (x2,m|z,x3 = 0) ? ‘

D.2.2 Hypotheses

Dans les développements qui suivent, nous supposons que p (Xz, m|z,x; = 0) est connu. Il s’agit
d’une denstité de probabilité supposée gaussienne dont les parametres d’information £° et QO sont

donnés par : 4

£ 0 Q3, 9
gm Qm2 Qm2
L’estimation de ’espérance de m et de x5 est donnée par (QO)_l €9, La valeur obtenue constitue
la meilleure hypothese possible quant & la linéarisation des équations. Soit uy, la valeur du point de
fonctionnement associé & m (pour rappel, le point de fonctionnement associé a x; est 0, et celui associé
a Xg est ). On suppose donc que g et py, vérifient 'équation suivante :

= . = D4
[ €0, 0, 900 | |jim € = Qs+ Q0 i (D-4)

D.3 Résolution

Nous décrivons dans cette section tous les développements permettant d’obtenir le résultat souhaité.
Les calculs effectués sont appliqués au cas du SLAM & 3 degrés de liberté avec des amers 2D (la
généralisation avec des amers 3D est immédiate, et celle avec un modele a 6 degrés de liberté com-
plexifie juste certains calculs).

Nous n’allons pas calculer la densité voulue directement. Dans un premier temps, nous cherchons
les parametres de la densité jointe p (x1, m|z,x2 = p2). La solution finale sera finalement obtenue en

utilisant le théoreme classique de marginalisation.

4. L’exposant 0 renvoie a x1 = 0.
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D.3.1 Equation principale

En utilisant la régle de Bayes, la densité de probabilité p (x1, m|z, x2 = ug) peut étre factorisée de

la facon suivante :

p(x1,m|z, X3 = pip) = p (M|z,X1,X2 = p2) .p (X1]2,X2 = p2) (D.5)

Dans I'équation D.5, x7 et m sont des wvariables. Les termes constants sont uniquement po et z. En
conséquence, le premier facteur de 'équation D.5 (p (m|z,x7,x2 = u2)) est une fonction a la fois de
m et de x3 (bien que x; apparaisse dans le conditionnement).

Le lecteur pourra remarquer que le premier facteur de cette factorisation n’a pas de sens physique,
ce qui est di au fait que 'on conditionne a la fois par rapport a la pose initiale et la pose finale.
Néanmoins, le calcul de ce facteur n’est qu'un artifice de calcul intermédiaire.

Dans la suite, nous allons nous intéressons a retrouver p (m|z,xy,x2 = u2) et p(x1|z,x2 = u2).

D.3.2 Calcul de p (m|z,x1,X2 = fi2)

Le calcul de p (m|z, x1, X2 = p9) implique de conditionner la probabilité de m par rapport aux poses
x1 et X2 = po. Ceci peut étre réalisé en utilisant le théoreme de conditionnement sur p (x2, m|z,x1).
Néanmoins, nous ne disposons pas de cette derniere densité de probabilité dans le cas général ; nous
ne possédons que son instanciation avec x; = 0. En conséquence, nous allons exprimer p (xz, m|z, x1)

pour n’importe quelle valeur de x7.

D.3.2.1 Représentation de p(x2,m|z,x;) comme une fonction de x;

Calculer p (x2, m|z,x; = 0) signifie que I'on cherche la distribution jointe des variables aléatoires
m et xg lorsque la position initiale est connue et fixée a zéro. Une formulation équivalente consiste
a dire que 'on cherche la distribution jointe de m et xo exprimée dans le repére associé a la
position initiale du robot. Supposons désormais que la position initiale du robot soit connue et
vaille x1 = [z1,y1,01]7 (plus nécessairement zéro). Définissons par ailleurs les variables suivantes :

— m! et x2! les coordonnées des amers et de la position finale du robot exprimées dans le repére

associé a la position initiale du robot,
— mY et x99 les coordonnées des amers et de la position finale du robot exprimées dans le repére

global.
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On a donc :
cosf)y —sinf; 0 T
x29 = | sinf; cosf; O | xo' + 1 (D.6)
0 0 1 01
et ~ _
cosfly —sinf; 0 _ -
€1
sinf); cos#; O "
0 0 1 0
m? = m' + (D.7)
cos#)y —sinf; 0 1
sinfy cosf; O %1
i 0 0 1| - -
Dans le but d’alléger ’écriture de 1’équation D.7, nous définissons les matrices :
o 0
10
cosf)y —sinf; 0 000
R(x1) = | sinf; cosfy 0 R(x1) = diag(R(x1),...,R(x1)) H=|: : | (D.8)
0 0 1 10 0
10
| 0 0 0 |
On obtient alors :
ng o R(Xl) 0 X21 X1
|: m9 :| o |: 0 E(Xl) ml * HXl (Dg)
—_——
R(x1) T(x1)

En conséquence, lorsque x; est différent de zéro, [x297, m97)T et [leTmlT]T different uniquement par
une matrice de rotation et un vecteur de translation. Il s’agit d’une transformation affine paramétrée
par x;. La densité p (x2, m|z, x;) est donc gaussienne et ses paramétres d’information (€(x1) et €(x1))

sont donnés par le transport de €2 et de Q0 :

Ex1) = Rxr) (£ +0° (9R(x1)) ! Tloxr)) et Q(x1) = Rea)Q (Rx1) " (D.10)

La figure D.2 illustre le changement des parametres de la densité cherchée en fonction de x7.

Tous calculs faits, la substitution des équations D.3 et D.9 dans I’équation D.10 donne :

- [ £2(x1) ] _ R(X1)<§3 + (29, R(x1)"H + Q%,R(x1)") Xl)

§(x1) = Em(x1) ﬁ(x1)<§9n 4 (Q&QR(Xl)T + Q?nmﬁ(xl)TH) X1) (D.11)
et
~ Qo(x1)  Qom(x1) R(x1)Q%R(x1)T  R(x1)029,,R(x1)”
01) = | 57200 o) |~ | R bamon)” Ry | 012
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FIGURE D.2 — Illustration des conséquence du changement x; sur les probabilités — Le repere de
référence est en bleu. Les repéere initial et le repere final du robot sont en noir. L’ellipse verte est
associée a la position finale du robot, alors que 'ellipse rouge est associée aux positions des amers. La
partie gauche de la figure représente le cas ou le repere associé a la premiere pose du robot coincide
avec le repere global. La partie droite, quant a elle, représente le cas général (ie. x; # 0). On pourra
noter que les ellipses de confiance ont subi une rotation dont I'angle est égal a 'orientation intiale du
robot.

D.3.2.2 Représentation de p (m|z,x1,x2 = u2) comme une fonction de x;

Nous allons désormais déduire p (m|z,x1,x2 = p2) de p (m,x2|z,x7). Pour cela, nous allons dans
un premier temps appliquer le théoréeme de conditionnement des variables aléatoires gaussiennes. On
aura alors les parametres associés a la densité p (m|z, x1,x2 = p2). Néanmoins, ceci ne sera pas suffisant
pour exprimer complétement p (m|z,x1,x2 = p2). En effet, le facteur devant 1’exponentielle dépend
de la matrice et du vecteur d’informations (qui dépendent eux-méme de x;). Dans un second temps,

nous donnons l'expression complete de logp (m|z, x1,%x2 = p2) en fonction de la valeur de x;.

D.3.2.2.1 Parameétres de p (m|z,x1,x2 = p2)

On obtient les parametres d’information de p (m|z,x7,x2 = u2) en appliquant le théoreme de

conditionnement sur p (xz, m|z,x;). Les parametres obtenus, notés £%2=12(x;) et Q*2=#2(x), sont
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donnés par :

eFe=he (x1) = En(x1) — Qma(x1) e

= R(x1) (& + (UaRx1)T + W Rx1)TH) x1 — QuR(x1) ) (D.13)

et

Q‘x2:‘u2(X1) = Qmm(xl)

= R(x1)Q% R(x1)” (D.14)

Nous utiliserons par la suite les parametres classiques de p (m|z,x1,X2 = p2), ie. son espérance
pIX2=H2 (x1) et sa matrice de variances-covariances X/*2=£2(x;). Ces paramétres sont donnés par :

{ e (x) = R(x1) (Qm) <§9n + (UaR(x1)" + U R(x1)TH) x1 — Q?nQR(Xl)T/JQ)
she=te(x1) = Rixq) (Qm)  Rix1)”

(D.15)
D.3.2.2.2 Calcul de log (p (m|z,x1,x2 = p2)) en fonction de x;
En prenant le logarithme p (m|z,x1,x2 = p2), on obtient :
log (p (m|z,x1,%2 = p12)) =
_ T — = _
~ log exp (m — pP2=12(x1)) " R(x1) QR (x1)" (m — =12 (x1))
\/(27T)dim(m) det (2‘){2:#2 (Xl))
(D.16)

__ (dim;m) log(2r) — log (det (Eh=+2(xy) )

constant

1

-5 (m _ M\XFM(XI))T (2\Xz=uz(xl))f1 (m — plxe=ne (x1)>

On peut remarquer que le second terme de 1’équation D.17 (issu de la normalisation de I’exponentielle)
semble dépendre de x;. Nous proposons d’étudier plus en détail le terme log (det (E"Q:“? (xl))) On

a .

e Ix2=p2 (x, = det (R(x1 0 R(x1)T(x1
det (Spa71x)) = det (RGa) (D)~ Rio)"02)) D7)
= det (R(xq)) det ((ngnm) ) det (R(x1)T(x1))

R(x1) est une matrice de rotation ; son déterminant est donc indépendant de x; et vaut 1. D’apres

I’équation D.17, on a det (Z‘Xz:m (x1)) = det ((Q?nm)_1>, qui est indépendant de x;. On a finale-
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ment :

tog (p (mlz, x1, x3 = pa)) = est — £ (m — =2 (1)) Rx) QR 1) (m— 45742 1)
(D.18)
L’équation D.18 n’est ni linéaire, ni quadratique en x;. Néanmoins, I’ensemble des raisonnements
effectués jusque ici ont été réalisé a 'aide de linéarisations en supposant que le résultat est valide
autour d’un point de fonctionnement (ce qui permet de supposer valide la propagation des densités
gaussiennes). Ainsi, les valeurs de x; et de m doivent nécessairement étre comprises autour de ces points

de fonctionnement. Ceci nous autorise donc a effectuer un développement limité de ’équation D.18.

D.3.2.2.3 Développement limité de I’équation D.18

Nous présentons dans ce paragraphe le développement limité de 1’équation D.18. Les hypotheses
effectuées quant a la linéarisation sont :

— x7 est proche de son point de fonctionnement, fixé a zéro,

— m est également proche de son point de fonctionnement, fixé & fiy,.

On peut donc écrire :

pm d’apres (D.4)

_ _ 1
pPe=re(xy) o pe=2(0) + J1xs = (Qm)  (Gn — Pmoiz) +I1x1 = i +J1x1 (D 19)
R(x1) ~ I+ A6
E(Xl) ~ I+ Kal

— J1 est la matrice jacobienne de M‘XF“Q (x1) par rapport & x; évaluée en 0. Son calcul est décrit
au paragraphe suivant,

— A est la dérivée de R(xy) par rapport & 6; en 0.

0 —1 0
A=|1 0 0 (D.20)
0 0 0

— A est la dérivée de R(x1) par rapport & #; en 0. On a donc :
A =diag (A, A,...,A) (D.21)
On peut donc réécrire ’équation D.18) :

1 — _
log (p (m|z, x1,x2 = ) = cst — 3 (m — pm — Jlxl)T (I + A91) Q?nm (I — A91) (m — iy — J1x1)
(D.22)
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En ne gardant que les ordres 0,1 et 2 du développement limité de I’équation D.22; on obtient :

L 1
log (p (m|z,x1,X2 = p2)) ~cst — 3 (m — ,um)T Q0 (m — py) — §X1TJ1T99nmJ1X1
+ (m — Nm)T Q) mI1x1
1 1
=cst — §mT99nmm - §X1TJ1T99nmJ1X1 +m’Q% Jix; +mTQ% i

1
- XlTJlTQ?nmﬂm -5 NmTﬂganm
—_———

2
constant
1 1
=cst’ — §mT99nmm — §X1TJ1TQ(r]nmJ1X1 + mTﬂgnmJlxl + mTQlQanm
- XlTJlTQ?nm:um
(D.23)
En utilisant le fait que Q9 pm = €3, — Q0 Lo (équation D.4), on a :
1 1
log (p (m|z, x1, X2 = o)) ~cst’ — §mTQ9nmm — §X1TJ1T99nmJ1x1 +m’Q% Jix; (D.24)
+m” (&, — Qo) —xa" J1" (&, — Donin)
On a donc au final :
1 T 0 _71.TOO0
log (p (m|z,x1,%x2 = p2))  est’' — = [ x17 m’ | 1 %mmJl T1 Oﬂmm x1
T T -J; " (fron - Q9n2ﬂ2) .
+ [ X1 m ] 0 0o
(gm - m2u2)
D.3.2.2.4 Calcul de J;
J1 est la matrice jacobienne de px2=#2 (x1) par rapport a x; et évaluée en x; =0 :
0 [= —1 —
R <R<xl> (08) ™ (€0 + (R O0)” + 0y Rlt) H) 31— n,%zmxl)%))
x1=0
(D.26)

Nous calculons la matrice J; en deux étapes :

1. dans un premier temps, on ne dérive que par rapport a x1 et y;. L’opération est relativement

facile car R(x1) et R(x1) dépendent uniquement du parametre 6y,

2. ensuite, la dérivée par rapport a #; est calculée séparément.
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Le calcul de la matrice jacobienne par rapport a x1,¥y1 est donné par :

']1[:7 1: 2] - <E(X1) (slgnm)_1 (Q%QR(XI)T + Q?nmﬁ(xl)TH) axalyl (X1)>

X1 =0

= R(0) (2m) " (2W2R(0) + 90, R(0)H) (D.27)

S O =
O = O

10
— (@) 2y +H) | 0 1
0 0
La derniere colonne de J1 est quant a elle donnée par :
.l i R 0 ! 0 0 T 0 T T e T
']1['73] - 891 R(Xl) (Qmm) Em + (QmQR(Xl) + QmmR'(Xl) H) X1 QmQR(Xl) 2

+ (Rxa) () ) a% (&% + (R (x1)" + VR (x1)TH) x1 — nngR(xﬂTm))

x1=0
= A (V) (€ + (W2R(0) + 05, R(0)TH) x 0 — Q25,,R(0) 1z
0
+R(0) (V) | (22 AT + Uy A H) X 0+ (24,2R(0)7 + 00, R(0)TH) | 0
1
- Q?nQR(O)TMQ
0
= A (Um) (6= ATh2) + () | (2 + U H) | 0 | — 20pA iy
1
- 1 1 0 1
= A () (€0 — Vozriz) + (Wen) ™ Qb2 T H) | 0| + (D)™ Az
1
(D.28)

On peut finalement fusionner les équations D.27 et D.28 pour avoir une expression compacte de Jq :

J1:J1[:,1:2]><[(1) ? 8]+J1[:,3]><[0 0 1] (D.29)

Le résultat final est donc donné par :

T = () O+ (K () " (64— i) + () ' pAiz) xef | (D.30)

ot e3 = [0 0 1]7 désigne le troisitme vecteur de la base canonique associée & R3.
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D.3.3 Calcul de p (x1]|z,x2 = 2)

Le calcul de p (x1|z,x2 = p2) implique une transformation préalable de I'expression. En effet, nous
ne disposons que de p(x2|z,x3 = 0) : il s’agit d’une densité de probabilité conditionnée par rapport
a x1 = 0. Nous n’avons pas de densité concernant directement x1. En conséquence, nous allons dans

un premier trouver une formulation équivalente du probleme.

D.3.3.1 Transformation de p (x1|z,x2 = u2)

En utilisant la regle de Bayes sur p (x1|z,x2 = u2), on obtient :
p(x1|z,x2) = p (x2|2z,%x1) X p(xzlz) (D.31)
p (x1]z)

On peut noter que I'ensemble des mesures (vecteur z) n’est pas suffisant pour estimer la position du
robot, que ce soit x2 ou x7. En effet, le vecteur z nous permet d’estimer la position du robot et de tous
les amers par rapport a une position connue. Il s’agit du probleme classique d’observabilité associé au
SLAM : si aucune des poses de la trajectoire n’est connue, x1 et xo sont inobservables. Ainsi, x1 peut
valoir n’importe quelle valeur lorsque seul z est connu; il en est de méme pour x2. En conséquence,
les densités p (x2]z) et p (x1]z) peuvent étre vue comme la limite d’une densité uniforme étendue sur
I'intégralité de l'espace : aucune position ne peut étre privilégiée. Le rapport p (x2|z) /p (x1]|z) peut

donc étre fixé & 1, et ce quels que soient x; et Xo.° L’équation D.31 peut donc étre rééerite :
p(x1]2z,%x2) = p (x2|z,x1) (D.32)

L’équation D.32 est valide quelles que soient les valeurs de x1 et x2. Dans la suite, nous allons dans un
premier temps calculer p (x2|z,x7) comme une fonction de x; et de x3. Nous évaluerons ensuite cette
fonction en xo = 9. D’apres ’équation D.32, on aura alors finalement une fonction de x; directement

égale a p (x1|z,x2).
D.3.3.2 Calcul de p(x2|z,x1) en fonction de x; et x2

On utilise dans ce paragraphe une méthode tres proche de celle proposée au paragraphe D.3.2.1;
on va déduire p (x2]z,x7) de la densité connue p (x2|z,x1 = 0).
On peut d’abord remarquer que p (x2]z,x1 = 0) est une densité gaussienne dont les parameétres

sont donnés par marginalisation de p (x2, m|z,x; = 0) :

5. Plus particulierement, cette propriété est vraie pour x2 = po.
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- Qg‘l =09, - 99, (Q?nm)fl Q0 , est la matrice d’information de p (x2|z,x; = 0),
— 5(2)‘1 =¢&0-Qf (Q?nm)_l €0 est le vecteur d’information de p (x2|z,x; = 0).
L’espérance mathématique et la matrice de variances-covariances de p (x2|z,x1 = 0) sont quant a elles

données par :

- 2(2]‘1 = (QgH)_l, pour la matrice de variances-covariance,
— ”3|1 = (92‘1)71 §g|1 = 9, pour l'espérance mathématique. L’égalité avec uo provient de I’hy-
pothese effectuée quant au choix de uy (égal a I'espérance associée a x2 dans p (x2, m|z,x; = 0));

voir page 372.
Supposons désormais que X3 est connu et vaut [z1 y; 61]7 (et non plus zéro). On peut facilement mon-
trer (par un raisonnement identique a celui effectué au paragraphe D.3.2.1 page 374) que p (x2|z,x1)
désigne une densité de probabilité gaussienne dont la matrice de variances-covariances et ’espérance

mathématique sont données par :©

_ 22‘1(X1) = R(x1)22|lR(x1)T7
— o1 (x1) = R(x1) (Mgu + R(Xl)TX1> = R(x1) (2 + R(x1)"x1).
ou R(x1) a été défini dans ’équation D.8 page 375.

On peut alors déduire de ces parametres le logarithme de p (x2|z,x1) :

g (p ezl xa)) = — (P2 ) do(2) o (det (2o 3)

=3/2 =det (Egu)
1

-5 (x2 — pop(x1))" (Zap(x1)) ™" (x2 — pg(x1))
—————

(D.33)

=R (1)), R(x1)7

= cst’ — % (x2 — M2|1(X1))TR(Xl)QgHR(Xl)T (x2 — popi (x1))

D.3.3.3 Développement limité de log (p (x2|z,x1))

En raison des hypotheses de linéarisations effectuées, ’équation D.33 n’est valide que lorsque
x3 est proche de zero et xa est proche de ps. Nous pouvons approcher log (p (x2|z,x1)) par son
développement limité a l'ordre 2 (de sorte a ne garder que des termes représentatifs d’une densité de

probabilité gaussienne en vue de 'écriture du résultat final). Pour cela, un développement au premier

6. Ce résultat peut également étre montré en utilisant les équations (D.11-D.12) page 375 puis en appliquant le
théoréeme de marginalisation. On obtient le méme résultat apres simplification.



D.3. Résolution 383

ordre de pig)1(x1) et de R(x1) est suffisant :

p2)1(0) + J2x1 = p2 + J2x1
I+ A6,

H2)1 (x1)
R(x1)

~
~
~
~

(D.34)

ou :
— Jg2 est la matrice jacobienne de ,uQH(xl) par rapport a x; évaluée en 0. Son calcul est donné au
paragraphe D.3.3.5,
— A a été défini dans I'équation D.20 page 378.

On peut donc réécerire I’équation D.33 :
1
log (p (x2lz,%1)) ~ cst” — 5 (x2 —p2 = Joxa)" (T+ A61) QY (I— AbL) (xg — p1a — Jox1)  (D.35)

D.3.3.4 Calcul de log (p (x1|z,x2 = u2))

En utilisant le résultat de I’équation D.35 et I’équation D.32 (page 381) avec xa = g, on obtient

directement la valeur de log (p (x1|z,x2 = u2)) :
log (p (x1|2z,X2 = u2)) ~ cst” — % (=Jax1)" (14 A6)) 9(2]\1 (I—A6b)(—J2x1) (D.36)
En ne gardant que les termes jusqu’au second ordre de I’équation D.36, on obtient :
log (p (x1|2z,%x2 = o)) ~ cst” — %xlTJgTQg‘ngxl (D.37)

On obtient le résultat final en substituant la valeur de qu dans I’équation D.37 :

1

log (p (X1|Z, Xo = MQ)) ~ cst” — %XlTJzT <982 — ng (anm)_ 99112) J2X1 (D38)

D.3.3.5 Calcul de J,

2\1(

J2 est la matrice jacobienne de p“* (x1) par rapport a x; évaluée en zéro :

0

Jo = 8—x1 (R(Xl) (MQ + R(Xl)Txl) ) (D39)

X1 =0

Tout comme pour le cas de Jq, Jo est calculée en deux étapes :

1. dans un premier temps, on ne dérive que par rapport a x1 et y;. L’opération est relativement

facile car R(x1) dépend uniquement du paramétre 6y,

2. ensuite, la dérivée par rapport a #; est calculée séparément.
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La dérivation par rapport a x1,y; donne :

Jo[1,1:2] = R(0) x R(0)T x (D.40)

o O =
O = O
Il
O O =
O = O

La derniere colonne de Jo, quant & elle, est donnée par :

Jal:,3)= ( <8%R(X1)> (42 + R(x1)"x1) + R(xa) ((8191R(X1)T> xa+ Ra)” <3%X1>> )

x1=0
0
= A (p2 +R(0)" x0) +R(0) [ AT x0+R(0)" | 0
1
0
= AMQ + 0
1
(D.41)
on peut finalement fusionner les équations D.40 et D.41) pour obtenir Jg :
Jo =T+ Apuy x el (D.42)
D.3.4 Résultat final
On obtient le résultat final grace a I’équation D.5 que I'on rappelle ici :
p (X1, m|z, X2 = pg) = p(m|z,x1,X2 = p2) .p (X1|2, X2 = p12) (D.5)

En utilisant les résultats des équations D.25 et D.37 dans ’équation D.5 permet d’obtenir :

T m’ | [ N PR O XA PR PR AN ] {Xl ]

1
log (p (x1,mlz,x2 = o)) mest' +est’ = 2 [ xa —00 0 m

L 75 760 v I (€5 — Q% me
_ 5X1 J2 92|1J2X1 + [ X1 m ] 5911( _rannQLn; )

(D.43)



On a donc finalement :

1 Qend Qend X1 gend
log(p(xbm]z,xZ:ug))%a—a [ x:7 m” ] [ Qend Qfﬁﬁl ] [ m ] +[x” m” ] [ %ﬁd
(D.44)
ol « est une valeur constante, et oll on a posé :
-1
Qrd = 3,700 Ty + 3,7 (932 — QY (2%,) Q?n2> T
Qend —JITQO
mm
end endT
Qmr = (D.45)

Qi = ﬂ&m
SHEE I (f& — Qo)

d
en gm m2:u'2

La densité de probabilité p (x1, m|z,x2 = p9) est donc bien une densité gaussienne (aux approxima-
tions du développement limité pres). Ses parametres d’information sont donnés dans les équations D.44
et D.45. Finalement, les parametres d’informations de p (m|z, xa = p2) sont donnés par le théoreme

de marginalisation :

— Qend - Qend (Qe"d) Qe"d est la matrice d’information de p (m|z, x2 = u2)
end Qend (Qend) end

est le vecteur d’information de p (m|z, x2 = u2)

D.4 Conclusion

Au final, nous avons donné dans cette annexe une méthode rigoureuse et consistante permettant
de déplacer le point de conditionnement de la carte. Nous avons vu que si I'on veut conditionner par
rapport a la derniére pose, il faut que la valeur associée au conditionement soit tres proche de la valeur
courante du point de fonctionnement (au moins pour la partie de 1'état associée a la rotation). Dans
le cas contraire, on sortirait tres rapidement du domaine de validité des linéarisations. Ensuite, il est
toujours possible de transporter les parametres obtenus de sorte a obtenir la valeur par rapport a
laquelle on souhaite réellement conditionner xo (pour réinitialiser & 1'origine par exemple).

Enfin, les développements effectués montrent que le fait de reconditionner la carte n’est pas trivial.
Ce sujet n’est pratiquement pas abordé dans les publications traitant de cartes locales. Par ailleurs, les
auteurs de [Piniés et Tardds, 2008] soulévent indirectement ce probléme avec la version de 1’algorithme
qui réinitialise les cartes locales a zéro. Les auteurs suggerent alors d’utiliser les matrices jacobiennes

associées au changement de repere entre x; et xo sans réelle justification mathématique. Nous avons
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finalement prouvé ce résultat par les calculs effectués dans cette annexe.
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Contributions aux méthodes de localisation et cartographi e simultanées par
vision omnidirectionnelle

Résumeé :

Estimer le mouvement d’un robot mobile tout en construisant une représentation de son environ-
nement est un probléeme essentiel pour le développement des robots autonomes : il est connu sous
I'acronyme de SLAM (Simultaneous Localization and Mapping). Nous nous intéressons dans cette
these au SLAM visuel avec caméra omnidirectionnelle. Lenvironnement est représenté par des amers
ponctuels dont la profondeur n’est pas mesurée directement.

Nous nous sommes d’'abord intéressés aux méthodes de résolution du SLAM. Deux approches
ont retenu notre attention de part leur consistance : le SAM (Smoothing and Mapping : une méthode
de lissage probabiliste prenant en compte toute la trajectoire) et I'analyse par intervalles. Une étude
en simulation a été menée et conclut que la méthode d’analyse par intervalles est inadaptée au SLAM
visuel en raison de la faible redondance d’'informations. Le SAM a ensuite été validé sur des données
réelles, dans les cas de deux trajectoires planes et d'une a 6 degrés de liberté.

Un probleme du SLAM est sa complexité calculatoire quadratique avec le nombre d’amers. Il est
souvent résolu en segmentant I'environnement en cartes locales. Nous avons repris ce concept en
I'améliorant sur deux points. Premiérement, chaque nouvelle carte intégre les informations de la précé-
dente de fagon consistante. Ensuite, le critére déterminant quand changer de carte impose désormais
que chaque carte locale soit fortement corrélée, ce qui permet de limiter 'augmentation des incer-
titudes. Nous avons finalement utilisé cet aspect pour appliquer des algorithmes déterministes pour
augmenter la représentation ponctuelle par des plans texturés et une visualisation pertinente de I'es-
pace libre.

Mots clés : SLAM, localisation, cartographie, Vision omnidirectionnelle, lissage probabiliste, cartes
locales, analyse par intervalles

Contributions to Omnidirectional Visual Simultaneous Loc alization and
Mapping

Abstract:

Estimating the motion of a mobile robot while simultaneously building a representation of its envi-
ronment is a key problem for autonomous robotics. This problem is known as SLAM (Simultaneous
Localization and Mapping). In this thesis, we address the problem of Bearing-only Visual SLAM based
on an omnidirectional camera. The environment is made of point-based landmarks whose depth is
never measured directly.

We first made a state of the art of SLAM solving methods. We finally kept two algorithms because
of their good consistency: the SAM (Smoothing and Mapping) which is a probabilistic method based
on the smoothing of the whole robot trajectory, and the interval analysis. Simulation results shown
that the interval method is not well adapted to the bearing-only SLAM: the system is not redundant
enough. The SAM algorithm was then validated on real data, with two planar trajectories and a full six
degrees of freedom trajectory.

Complexity is a classical issue of SLAM methods: computational cost quadratically rises with the
number of landmarks. This issue is often solved by splitting the whole environment in local submaps.
We used this concept and improved it on two points. First, each new local map consistently takes
advantages of all the measurements made in the previous one. Then, we developed a new criterion to
decide when starting a new map which ensures that the current map remains strongly correlated. This
leads to limit the growth of uncertainties in local maps. Finally, we used the latter property to apply
deterministic algorithms to enhance the point-based representation by textured planes and a pertinent
representation of the free space.

Keywords: SLAM, localization, mapping, omnidirectional vision, probabilistic smoothing, local maps,
interval analysis
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