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Introduction.

0.1 Motivations.

On entend, de nos jours, de plus en plus parler des ordinateurs quan-
tiques. Ces machines qui fonctionneraient non plus sur la base du bit, valant
0 ou 1 mais sur le qubit qui prend ses valeurs sur la sphére de Bloch. L’infor-
matique quantique est trés prometteuse. Les informaticiens ont déja congu
des algorithmes fonctionnant sur ce systéme. Ils ont, par exemple, découvert
une fagon de factoriser les grands nombres entiers en facteurs premiers en un
temps polynomial (algorithme de Shor 1994 [96, 77]). Ils ont donc théorique-
ment cassé le fameux code RSA, la base de la sécurité bancaire depuis plus
de vingt ans! Il manque cependant un ingrédient essentiel a leur recette :
l'ordinateur quantique. Les expérimentateurs ont certes réussi & construire
de telles machines mais ne fonctionnant qu’avec un nombre trés limité de
qubits (ici des photons) : environ une dizaine et sur un temps trés court.
Ceci permet uniquement de faire des calculs trés modestes, comme factoriser
15 (|15, 32]) ! Pour voir d’ou vient cette limitation, entrons un peu plus dans
les détails.

Dans un ordinateur quantique, le support physique traitant l'information
obéit aux lois de la mécanique quantique. Les bits sont remplacés par des
qubits :

Definition 0.1.1. Un qubit est un systéme quantique & deux niveaux. On
peut par exemple réaliser un qubit en considérant les deux états de polari-
sation d’un photon ou les deux états de spin d’un électron : haut et bas.

On reviendra aux réalisations expérimentales plus tard. Concentrons-
nous pour 'instant sur le principe du calcul quantique. Un qubit peut donc
se trouver dans une superposition cohérente de deux états de référence notés
|0) et |1). Un registre, constitué d’un ensemble de qubits, peut également se
trouver dans une superposition cohérente de différents états, donc prendre
diverses valeurs a la fois! Le calcul quantique consiste & manipuler de tels re-
gistres. On peut y explorer simultanément des situations correspondant aux
différentes valeurs du registre. Supposons par exemple qu’on dispose de N
qubits. Alors, on peut trés bien, comme avec les bits, représenter tout nombre
entier inférieur a 2V (il suffit d’écrire ce nombre en base 2). L’avantage d’un



état qubit par rapport & un état bit classique est qu’il peut représenter plu-
sieurs nombres & la fois. Par exemple 'état EPR! : %HO) + %|01) qu’on
peut fabriquer grace a deux qubits permet de représenter 1 et 2 en méme
temps. Précisément, on obtient, si on effectue une mesure de cet état, les
nombres 1 et 2 avec équiprobabilité % Avec 10 qubits, I’état :

\/% [|0000000001> + |0000000010) + |0000000100) + |0000001000)+

|0000010000) + [0000100000) + |0001000000) + |0010000000)+
|0100000000) + \1000000000)]
est support des nombres 1,2,4,8,16,32,64, 128,256 et 512. Pour factoriser
un nombre entier inférieur & 1024, mettons 538, on peut donc imaginer mul-
tiplier des états contenant un grand nombre d’entiers. L’inconvénient est
qu’on récupére un résultat probabiliste car on doit effectuer une mesure sur
le systéme quantique pour en extraire de I'information.
Cependant le probléme principal ne se situe pas a ce niveau. En effet dans
beaucoup de domaines on se satisfait trés bien de réponses probabilistes :

. Le test de Miller-Rabin pour les nombres premiers (cf. [71, 84]).

. Le calcul Monte-Carlo (cf. [70]).
On a vu que la puissance du calcul quantique était basé sur la manipulation
d’états du type mentionné ci-dessus. Ces états ont en commun qu’ils sont
non séparables, c’est-a-dire qu’on ne peut écrire ces états comme un produit
tensoriel. Les états non séparables sont appelés états intriqués?. Ainsi par
exemple, pour un systéme de deux qubits dans un état intriqué, on ne peut
considérer les deux qubits individuellement. On est obligé de raisonner de
fagon collective d’oul le fameux "paradoxe" EPR [29].
Mais les qubits sont des objets physiques (photons, atomes, ions, ...) qui
vivent dans un environnement donné. Ils sont donc couplés avec ce dernier.
Celui-ci va nécessairement perturber I’état dans lequel se trouvent les qubits
et ainsi fausser de facon dramatique le résultat. Il est donc crucial de com-
prendre comment ces phénoménes apparaissent et a quelle vitesse.

Notons également que le méme probléme intervient pour la téléportation
quantique. De quoi s’agit-il 7 Alice veut téléporter & Bob un état quantique
porté par le qubit (a). On suppose qu’ils disposent d’une paire de qubits (b)
et (c) intriqués comme dans I'exemple ci-dessus. Alice fait alors interagir?
le qubit (a) (dont elle veut téléporter I'état) avec le qubit (b) de la paire
intriquée (b) — (c). Alice mesure la polarisation des deux particules (a) et
(b). Mais (b) et (c) étant intriqués, cette mesure a un effet immédiat sur
I'état de la particule (¢) de Bob. On voit donc que I’état final de (¢) (mesuré
par Bob) dépend de ’état initial de (a) et du résultat des mesures d’Alice.

1. Pour Einstein, Podolsky et Rosen qui sont finalement a la base de toute cette théorie
[29].

2. On détaillera cette notion fondamentale dans la section suivante.

3. Ici on ne souhaite pas entrer davantage dans les détatils du calcul qantique. Notre
but est simplement d’expliquer la démarche.
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1eléporte

Paire
intriguée

FIGURE 1 — Principe de la téléportation quantique

Elle transmet alors classiquement ces données & Bob, qui peut reconstituer
I'état initial de (a) par une transformation unitaire (qui dépend du résultat
transmis par Alice) sur I'état de (c).

Il est important de remarquer qu’il n’y a pas de téléportation de matiére.
C’est 'information qui est téléportée. Comme a répondu Asher Peres, un des
péres de la téléportation quantique, récemment disparu, a un journaliste qui
lui demandait si I'on peut téléporter I'esprit en méme temps que le corps :
"Non, on ne peut téléporter que l'esprit!". Ajoutons que la téléportation
quantique ne viole pas la relativité restreinte et le principe de causalité. En
effet, ici, il faut bien voir qu’a un moment donné on transmet de 'informa-
tion classiquement : ¢’est quand Alice envoie & Bob le résultat de sa mesure.
Une des applications de la téléportation quantique est la cryptographie quan-
tique . Imaginons qu’Alice veuille transmettre un message a Bob. Pour ce
faire, on transforme ce message en un état porté par la particule (a). Bob
reconstitue ce message grace au résultat de la mesure d’Alice et de la mesure
qu’il fait sur (¢) comme ci-dessus. Un éventuel espion est nécessairement re-
péré par cette procédure. En effet, si celui-ci mesure 1’état d’une particule,
alors par le principe de réduction du paquet d’onde, cet état va se voir mo-
difier. Ainsi, Alice et Bob sauront que quelqu’un a tenté d’intercepter leur

4. Les codes correcteurs d’erreurs sont une autre application importante.
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message.
Ceci n’est pas du tout de la science-fiction. Des appareils, fonctionnant sur
ce principe, existent dans le commerce (voir le site www.idquantique.com) et
sont utilisés par le gouvernement fédéral suisse pour les élections. Ajoutons
qu’en juin 2004, une équipe de I'Université de Genéve a réussi a téléporter
I’état d’un photon entre Nyon et Genéve sous le lac Léman (23 km) [39].

0.2 Intrication.

0.2.1 D’un point de vue général.

Comme nous venons de le voir, les états intriqués jouent un role ma-
jeur dans les applications modernes de la mécanique quantique. Les péres de
la mécanique quantique avaient déja conscience que cette notion d’intrica-
tion était au coeur de la théorie qu’ils construisaient. Erwin Schrédinger a
méme affirmé : "Entanglement is not one but rather the characteristic trait
of Quantum Mechanics" [92].

C’est Einstein, Podolsky et Rosen qui ont les premiers mis le doigt sur
ce surprenant phénomeéne grace a leur fameuse expérience de pensée [29] de
1935. En 1982, Alain Aspect et son équipe réalisent ® & Orsay 'expérience
décrite par Einstein, Podolsky et Rosen [3, 2|. Ce qui confirme expérimenta-
lement la réalité physique de l'intrication.

Dans cette thése, on se propose d’étudier ce phénoméne d’intrication sur
le systéme quantique le plus simple possible : celui formé de deux qubits.
L’espace de Hilbert du systéme est donc C? ® C2. Cependant il est tout
aussi aisé de raisonner pour commencer sur un systéme de dimension finie
formé de deux parties A et B décrit par 'espace de Hilbert H4 ® Hp. Un
état pur® d’un tel systéme est un élément de cet espace.

Definition 0.2.1. Un état pur |¥) est séparable ssi
|U) = [1pa) @ |¢p) on |¢p;) € Hj pour j = A, B. 1l est dit intriqué dans le cas
contraire.

Pour les états purs, le théoréme de décomposition de Schmidt nous per-
met de distinguer les états intriqués :

5. Cette expérience a été réalisée auparavant par Freefman et Clauser [44]. Mais l'ex-
périence d’Aspect était la premiére réalisée dans les conditions permettant d’exclure une
théorie de variables cachées locales.

6. On renvoie a la section suivante pour les définitions précises d’états purs et de
matrice densité.
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Théoréme 0.2.1. Pour tout état pur |¥) € Ha @ Hp, il existe deux bases
orthonormales de Ha : {|X}4>} et de Hp : {|X]B>} et des réels d; > 0 tels
que :

w) szjlxj‘>®le>-

Les bases en question sont appelées les bases de Schmidt et les coefficients
réels positifs d; sont les coefficients de Schmidt.

O La preuve de ce théoréme est donnée dans I’Annexe AO

Ceci permet d’énoncer un critére de séparabilité pour les états purs :

Corollaire 0.2.1. /Critére d’intrication de Schmidt]

Avec les mémes notations que ci-dessus, on définit le nombre de Schmidt
comme le nombre de d; non nuls dans la décomposition de Schmidt.

Alors |¥) est intriqué ssi son nombre de Schmidt est strictement supérieur
al.

Remarque 0.2.1. On dit d'un état pur qu’il est maximalement intriqué
lorsque tous ses coefficients de Schmidt sont égaux. Ce qui est par exemple
le cas de I'é¢tat EPR %(HO) +101)) considéré plus haut ou dy = dy = \%

Comme on va le voir dans cette thése, le formalisme des états purs est
trop limité pour décrire certaines situations. Notamment lorsque le systéme
d’étude (par exemple le systéme de deux qubits) est couplé & un environne-
ment, les états purs ne le restent pas. Le formalisme pour décrire les systémes
quantiques dits ouverts est alors celui des matrices densités [48, 6, 12|. Un
état dit mixte est alors représenté par une matrice hermitienne, semi défi-
nie positive, de trace un et d’ordre dim(H4 ® Ha) (soit d’ordre 4 pour un
systéme de deux qubits).

Definition 0.2.2. Un état mixte p est séparable ssi il existe :

(W1), s [Wn) avec [U) = [Yr)a @ [dr)p o [l[Yr)all = [llgr)all = 1 et
P1, ..., Pn des réels positifs de somme un, tels que :

n
p= ZPk!‘PkM\PH-
k=1
Il est dit intriqué dans le cas contraire.

Remarque 0.2.2. Le théoréme spectral nous assure dans tous les cas de la
décomposition : p = 1 pr| W) (P |. Mais en général si p est séparable ses
vecteurs propres ne le sont pas forcément.



Le second chapitre de cette thése propose justement une méthode origi-
nale, qu'on compare aux deux autres déja connues, pour obtenir une décom-
position de p en une somme d’états purs séparables dans le cas d’un systéme
formé d’une paire de qubits.

En fait, on peut caractériser plus finement la notion d’intrication. On
commence par considérer toutes les décompositions possibles en états purs
de la matrice densité p comme dans la définition 0.2.2 :

p=> prlWi)(Ty. (1)

k=1

Puis pour chaque état pur |¥)(¥| qu’on assimile par abus au vecteur |¥),
on définit :

Proposition-Definition 0.2.1. L’ntrication de formation E est l’entropie
de chacun des deuz sous-systémes A et B :

E(V) = —tr(palog pa) = —tr(pplog pp) = — Y _ d? log(dy)

ot pa est la trace partielle de |W)(¥| sur le sous-systéme B (idem pour pp)
et les d; sont les coefficients de Schmidt. De plus le logarithme considéré est
le logarithme en base deux.

O Cette définition a bien un sens. En effet d’aprés le théoréme de décom-
position de Schmidt on a :

(W)W = didilx; I ) O 1|
i

De 1a tr(palogpa) = tr(pglogpp) = 3, d?log(d?) qui ne dépend pas de la
définition choisie.O

Essayons d’interpréter et de donner du sens physique & cette définition.
Déja, elle est cohérente avec ce qui précéde dans le sens ol on obtient bien
une intrication nulle pour tout état pur séparable.

Quant & un état maximalement intriqué, son intrication de formation est bien
maximale car le maximum de la fonction E sous la contrainte de normalisa-
tion ), d? = 1 est atteint quand tous les d; sont égaux. Précisément avec le
choix du logarithme en base 2, I'intrication de formation pour un systéme de
qubits varie de 0 (pour un état séparable) a 1 pour un état maximalement
intriqué de type EPR.

On a utilisé, pour construire F, ’entropie de von Neumann qui est l’équi-
valent quantique de I'entropie d’information de Shannon [95]|. Ceci confirme
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le fait suivant : plus les états sont intriqués, plus ils transportent d’informa-
tion (mesurée par Uintrication de formation E). Ce qui explique leur utili-
sation en cryptographie quantique et en information quantique comme nous
I’avions annoncé plus haut.

Pour un état mixte, on définit :

Definition 0.2.3. L’intrication de formation £ pour un état mixte p est dé-
finie comme le minimum sur toutes les décompositions (1) de p, des moyennes
des intrications des états purs des décompositions de p :

E(p) := min sz‘E(‘I/i)-

Cette définition parait assez naturelle pour généraliser la précédente. Ce-
pendant elle est peu pratique a manipuler car il n’est jamais évident de
minimiser une quantité. Heureusement William Wootters a découvert une
formule simple permettant de calculer cette intrication de formation dans le
cas particulier ou le systéme est constitué d’une paire de qubits :

0.2.2 Concurrence de Wootters.

En effet dans [111], Wootters démontre le théoréme suivant :

Théoréme 0.2.2. Soit p un état d’'un systéme quantique formé de deux
qubits, alors son intrication de formation est donnée par :

ou & : [0,1] — [0,1] est une fonction strictement croissante convexe donnée
par :

1+V1-C2

E(C) = h(——

)
avec :

h(z) = —zlog(x) — (1 — z)log(1l — x).
C(p) est appelée la concurrence de p et on a :

C(p) = maX{O, )\1 — AQ — )\3 — )\4} (2)

ot les \; sont les valeurs propres dans 'ordre décroissant de la matrice her-
mitienne suivante :

R =/ \/ploy © 0y)ploy © 0,)\/p,
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ot dans la base (|1),]0)), on a o, = <(z) _OZ>

et ot dans la base (|11),]10),]01),]00)), on a pour” p = (pri)1<ki<a :

p = (Pri)1<k,i<4

Remarque 0.2.3. Dans le cas ou p = |U)(¥| est un état pur, la formule
ci-dessus se simplifie et la concurrence est simplement donnée par :

o) = ‘(\I/]Uy ® Uy\ﬁﬂ .

avec@> défini en posant dans la base (|11), [10), |01), |00)), |¥) = (a;)1<i<4
par |¥) := (a;)1<i<a.

Remarque 0.2.4. Pour alléger la notation, on peut noter
pi=(oy ® oy)ploy @ ay).

Remarque 0.2.5. Comme & est strictement croissante, donc bijective, on
peut utiliser la concurrence C' comme une mesure directe de 'intrication d’'un
systéme de deux qubits. De plus elle est trés aisée a calculer. Aussi dans cette
thése nous avons pris le parti de lire 'intrication d’un systéme directement
Sur sa concurrence.

On note en particulier qu’un état de deux qubits est séparable ssi sa concur-
rence est nulle et qu'un état maximalement intriqué, par exemple un état
EPR, a une concurrence égale a 1.

Enfin mentionnons une propriété importante de cette fonction :

Théoréme 0.2.3. La fonction concurrence est convexe sur l’ensemble des
états quantiques de deux qubits.

O Wootters prouve ce théoréme dans le méme article [111] sans le dire.
Précisément il montre que la concurrence vérifie la méme propriété que l'in-
trication de formation (cf. annexe 0.2.2) :

C = min C(¥.).
(p) zkpk\wmw:pzpk (7)

Ceci prouve que la concurrence est une fonction sous-additive ® i.e. C(p; +
p2) < C(p1)+C(p2) pour p; des états de deux qubits. En remarquant qu’elle
est également homogéne pour les réels positifs on a la preuve de sa convexité
sur ’ensemble des états de deux qubits. O

7. Dans toute cette thése, on notera z le complexe conjugué de z € C.
8. On peut toujours calculer la concurrence C(M), via la formule (2), pour toute
matrice M € My4(C) hermitienne positive.
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0.3 Systémes quantiques ouverts.

Comme on a pu I'equisser dans la section 0.1, le (petit ?) systéme quan-
tique () (un atome, un photon, le champ dans une cavité ou deux qubits,...)
qu’on veut étudier est quasiment toujours en contact avec un ou plusieurs
autres systémes qu’on appelera environnements (£) ou bains 10 Typique-
ment E a une continuum d’énergies permises et est constitué d’un grand
nombre de particules (photons, phonons, molécules d’air, ...). Le systéme
couplé (S+E) est un systéme fermé décrit par la mécanique quantique ha-
bituelle exposée dans [89] par exemple. Cependant, souvent, soit on n’a pas
accés a l'environnement, soit il est trop compliqué & décrire, soit méme il
n’est pas pertinent d’avoir de I'information sur ce dernier. Dans tous ces cas,
on se focalise donc sur I'étude du systéme S qui devient alors un systéme
quantique ouvert.

0.3.1 Description des états d’un systéme ouvert.

On suppose que S et E sont respectivement décrits par les espaces de
Hilbert Hg et Hp. Alors le systéme total est décrit par le produit tensoriel
Ho @ Hp. Ainsi armé, on peut faire de la mécanique quantique usuelle avec
des fonctions d’onde vivant sur Ho ® Hg. Cependant, comme on ’a motivé
ci-dessus, il est souvent plus judicieux de travailler sur le petit systéme S
uniquement. Pour ce faire, on utilise (cf. [12]) :

Definition 0.3.1. Soit ¥ une fonction d’onde sur Ho ® H g, alors on définit
la trace partielle sur Hp de ¥, qu’on note try, (|¥)(¥|) par :

trag, (trae (W) (W) O) = tragem, (|¥)(Y[(O @ 1))
pour tout O € B(Hy).

La trace partielle est la bonne notion pour avoir l'information sur le
systéme S. En effet, considérons une observable O = 3. A\;P; de Hy. Alors
la probabilité d’observer la valeur \; est donnée par :

P\ = [(P @ I)¥|?
= trygeny ((U)(P|(P @ 1))
= try (trag, (|9) (U)) ).

Le théoréme suivant nous permet de faire le lien entre cette trace partielle
et la notion plus utilisée par les physiciens de matrice densité :

9. On parle souvent de petit systéme par opposition a I’environnement qui est constitué
d’un nombre infini de particules avec une infinité d’énergies permises.
10. La simple émission spontanée d’un atome ne peut d’ailleurs s’expliquer que de cette
maniére-la.
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Théoréme 0.3.1. Soit p un opérateur sur Ho de dimension finie n, alors
on a équivalence entre : i) Il existe un espace de Hilbert H et un vecteur de
norme un sur Ho @ H tel que p = try (|¥)(V]).

ii) L’opérateur p est une matrice densité c’est-a-dire il est auto-adjoint, po-
sitif et de trace un.

O i) entraine ii) est trivial. Pour la réciproque, on commence par calculer
une décomposition spectrale de p :

n
p=">> pilvi)(vil
=1

ou les p; sont des réels positifs de somme un et (|v1), ..., |vy)) est une base
orthonormée de Hg. On considére alors 'espace de Hilbert Hy ® Hp muni du
produit scalaire :

(v@wlr@y) = (vlz)(wly) V[v),w),|z),|y) € Ho.
On pose |¥) :=>"" | /Pilvi) ® |v;) € Ho ® Ho. Alors on a :

b3 ([ O)(L]) = D pifos) (vil = p
i=1

ce qui conclut la preuve du théoréme.O

Remarque 0.3.1. Si ¢ € Hp est un vecteur de norme un, alors |¢) (4| est
une matrice densité de rang un, qu’on appelle plus communément état pur.

On peut alors généraliser la définition 0.3.1 aux matrices densités :

Definition 0.3.2. Si p est une matrice densité sur Ho ® Hg alors on définit
la trace partielle de p sur H g, notée try,, (1) par :

tr24 (122, (L) O) = traggen, (WO @ 1))V O € B(Ho).

0.3.2 Evolution exacte.

En toute généralité, I'hamiltonien décrivant I’évolution du systéme total
S + E est donné par :

H)y=Ho+ Hg + \H;

Hoy=ho®Id et Hgp=1d® hg

représentent respectivement les hamiltoniens libres du systéme S et du bain
E, et ou AH; est 'hamiltonien décrivant I'interaction entre les deux systémes
avec une constante de couplage A\ € R.



Soit 1 une matrice densité sur Ho ® Hg, alors comme S + E est un sys-
téme fermé, son évolution est simplement donnée par 1’équation de Schro-
dinger :

M(t) — e*iH)\tlueiH)\t'

Pour les raisons évoquées plus haut, on souhaiterait plutot avoir une descrip-
tion du systéme S uniquement. On suppose qu’a 'instant initial y = p ® w
est séparable (par rapport & S et E) ol p et w sont respectivement des ma-
trices densités sur Hg et Hp. Comme expliqué dans la section précédente,
I'état du systéme S & 'instant ¢ est donné par la trace partielle de u(t) sur
Hg :

(1) : = sy (1)
= try, (e M (p® w)eiHAt) . (3)

On souhaite faire apparaitre de cette équation, une équation maitresse, c’est-
a-dire une équation ne faisant intervenir que la matrice densité du petit
systéme.

En suivant Spohn et Lebowitz dans [62], on définit T (Ho ® HEg) le sous-
espace de B(Ho ® Hg) des opérateurs a trace, c’est-a-dire O € B(Ho @ Hg)
appartient & 7 (Ho ® Hg) ssi tryyon, |0 < co. Muni de la norme définie par
|O]| := tryyem; O], c’est un espace de Banach. On définit aussi la dilatation
A

A:T(Ho) = T(Ho®Hp)
P pRw.

Alors l'opérateur P := A o try, projette T(Ho ® Hp) sur le sous-espace
T (Ho) ® w, ou T(Hp) est l'espace des opérateurs a trace sur Hy. Cette
construction nous permet de réécrire 1’évolution donnée par (3) sous la
forme :

p(t) @w = PU(t,A)(p @ w))

ot on a noté U(t, A) 'opérateur d’évolution généré par i[Hy, -]. On note aussi
V(t, A) celui généré par sa partie diagonale Pi[H)y,|P + (1 — P)i[H,, ](1 — P).
Ici on suppose que tous les opérateurs sont bien définis. En particulier on
néglige les questions de domaines.

On fait ensuite I'hypothése simplificatrice que try, (H; w) = 0. Celle-
ci est valide dans de nombreux cas notamment celui qui va nous intérésser
par la suite ot le bain est constitué d’une collection d’oscillateurs harmo-
niques, ot I’hamiltonien d’interaction fait apparaitre uniquement des termes
linéaires en les opérateurs de création et d’annihilation du bain et ou ce der-
nier est initialement dans un état de Gibbs. Alors par la formule de Dyson,
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on obtient 1! :

Ut N) = V(t,\) — i /t dsV(t — s, \)(P[H;,-](1 - P)
0
+ (1= P)[H;, |P)U(s, \).

En projetant I’équation précédente a droite et & gauche, on trouve les deux
équations suivantes :

PU(t, \)P = V(t, \)P — i) /Ot dsV(t — s, \)P[H;, J(1 = P)U(s, )P (4)
et
(1= PYU(t, \)P = —iA /Ot dsV(t — s, \)(1 — P)[Hy, JPU(s, \)P.  (5)
On substitue alors (5) dans (4) :

PU(t,\)P = V(t,\)P — \? /75 ds /SduV(t —s,\)P[H;,-](1 - P)
0 0
x V(s —u,A\)(1 — P)[H;, |PU(u, \)P.

En identifiant T (Ho)®w et T (Ho) et en réutilisant I'hypothése try , (H;w) = 0
(qui implique P[H;,-|P = 0), '’équation précédente peut étre réécrite sous la
forme :

t s

p(t) _ e—ihotpihot + )\2/ dS/ due—iho(t—s)K(S — u, )\),O(U)eiho(t_s) ol
0 0

K(s,A) = —try, ([Hi, -J(1 = P)V(s, A)(1 = P)[H;, -] A)

qui ne fait intervenir que la matrice densité réduite du petit systéme. En la
dérivant on obtient I’équation de Nakajima-Prigogine-Résibois-Zwanzig |75,
83, 115] :

t
%p(t) = —i[hg, p(t)] + )\2/0 dsK (t — s, \)p(s).

Il est important de noter qu’aucune approximation n’a été effectuée pour
obtenir I'équation de Nakajima-Prigogine-Résibois-Zwanzig. Pour ’obtenir
nous avons seulement (modulo les questions d’analyse sur les opérateurs en
particulier ce qui concerne les domaines de définition) supposé que ’état
initial était de la forme p ® w et que try, (H;w) = 0. C’est donc un résultat
exact.

11. En utilisant le fait que P[Ho,-](1 — P) = (1 — P)[Ho,"]P =0 et P[Hg, |(1 - P) =
(1— P)[Hg, P = 0.
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0.3.3 Evolution Markovienne.

Malheureusement cette équation de Nakajima-Prigogine-Résibois-Zwanzig
est trés difficile & manipuler. En effet elle fait intervenir p a tous les temps
compris entre 0 et ¢ (équation intégro-différentielle). On parle d’équation non-
markovienne. Cependant dans bien des situations physiques, notamment en
optique quantique, une approximation markovienne est suffisante pour dé-
crire convenablement ’évolution du systéme. On propose dans ce paragraphe
de dériver une telle équation. Dans un premier temps on donne la démarche
de facon heuristique qu’on justifiera par la suite.

On commence donc par développer K en série :

K(s,\) = ko(s) + > N'kn(s)

avec

ko(s) = e (—trag ([Hi(s), ] (1 = P)[Hi, JA)) €.

et ot ky(s) = (—i)"ehos <f0§t1§.‘.§tn§s dty...dt1 K (s, tn, ...,tl)) ethos avec
pour n € N* :

Eo(ssts o) = —trs ([Hi(s), (1 = P)[Hi(t), J(1 — P)
X [Hi(h), (1 = P)[H;, JA).

Ici, Hi(s) = e!(HotHe)s f,e=i(HotHE)s egt 1a représentation d’interaction de
I’hamiltonien H;.

Il est alors tentant de considérer une limite de couplage faible (A < 1)
et de ne garder que le premier terme de cette série :

ko(s) = e~ ihos (—try, ([Hi(s),-](1 — P)[H;, -]A)) oihos.

Pour faire disparaitre les effets de mémoire dans ’équation de Nakajima-
Prigogine-Résibois-Zwanzig, on suppose que p(s) varie beaucoup plus lente-
ment que ko(s), autrement dit que les fonctions de corrélation du bain. Ce
qui on le rappelle est le cas en optique quantique par exemple. Dans ce ré-
gime, appelée approximation de Born-Markov '? on obtient alors I’équation
approchée :

d . t
o0 = =iho.p0)]+ 2 [ dsko()p(0)
On fait ensuite le changement d’échelle de temps tel que A\*t = T est constant.

C’est ce qu’on appelle la limite de van Hove [101, 102]| qui donne pour A — 0 :

Toplt) =~ glho, )] + [ dshu(s)ote)

12. Born car c’est une limite de couplage faible et Markov car on a négligé les effets de
mémoire.
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C’est Davies qui a rendu cette dérivation rigoureuse tout d’abord pour le cas
ot Hp est de dimension finie dans [24] puis pour le cas général dans [25].
Pour ce faire on doit commencer par passer en schéma d’interaction dans le
but d’éliminer la partie oscillante due & ’évolution libre. Ensuite, il s’agit de
faire le changement d’échelle de temps indiqué plus haut.

Théoréme 0.3.2. [Davies/
Awvec les notations ci-dessus, on fait [’hypothése que le spectre de l’opéra-
teur [ho, -] est discret. Puis on suppose que :

/ at|lko ()] < oo
0

et que pour n € N* :
/ dtp...dty || K (t, th, .y t1)]| < an(t)
0<t1<..<tn<t

tels que :
an(t) < cnt™?

ot la série entiére de coefficients ¢, a un rayon de convergence infini, et tels
que :

an(t) < dpt™?=c

pour € > 0, d, > 0 et tout t > 0. Soit 7o > 0, alors on a pour tout p € T (Ho)
et tout T € [0, 0] pour la norme sur T (Ho) introduite précédemment :

lim (|03 p (5 ) e 7" — £ = 0

ot en posant K := [ dsko(s),

. I ihos 7.~ —ihos
ﬁTIEI;OQT/ dse™*Ke

=T
= Z QVKQV
v€Sp(fho, )
=: K*.

Ici @, sont les projecteurs spectrauz de l'opérateur [ho, -].
O On admet ici la preuve de ce théoréme, voir [24, 25, 62].0

En posant p,,(7) := limy_0 eihox%p (%) e 032 sous les hypothéses du
théoréme précédent, on a :

() = Lpm(r). )

qui est une équation ne faisant pas intervenir les effets de mémoire. On
I'appelle équation maitresse markovienne.
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0.3.4 Exemple de deux atomes couplés a deux champs élec-
tromagnétiques.

Ici on souhaite appliquer la théorie précédemment décrite sur un exemple
simple.

Le petit systéme est constitué de deux atomes A et B a deux niveaux
(ou deux qubits) séparés respectivement d’une énergie €4 et ep. Ainsi il est
décrit par Iespace de Hilbert Hy = C? ® C? et par son hamiltonien :

ho =€por0_-®Id+epld® oo

(4)

B
= €A04+0_ +€BU+O'_( ),

ol J:(z) sont les matrices de Pauli de création et d’annihilation pour chacun
des atomes. Précisément dans la base (|1),|0)) du qubit ¢ (pour i = A, B)

on a :
G _ (0 1 @_ (00
O'+—<O 0) eta-(l 0/

Quant a l'environnement, il est ici double (E4 + Ep). Chaque atome vit
dans son propre environnement constitué d’'un champ électromagnétique.
L’espace de Hilbert de I'environnement est donc le produit tensoriel de deux
espaces de Fock ([21, 50, 48]) :

He = FE, @ Fig

et son hamiltonien est :

hg = / e(k)a' (F)a(k)®k @ Id + Id ® / (k)b (k)b(k)d®k

(BEa) (EB)

_ / e(F)at(F)a®) "V ask + / ()t (B)(E) P dF = b, + b,

ou a(k) et b(k) sont les opérateurs d’annihilation pour chacun des champs
pour 'impulsion k. On suppose de plus qu’initialement chacun des environ-

nements est dans ’état de Gibbs a la température inverse ; :

W =W, ®Wpg
e Bahe, e BBhER

- ZE ZE

A B

ot Z, sont les fonctions de partition définies de facon & normaliser la trace.
Comme les environnements sont constitués de photons, wg, pour j = A, B
suit la loi de Planck :

1
= == t = = .
“Ba H eBe(k)at(k)a(k) — 1 o Whs H eBe(R)bT (k)b(k) — 1

- —
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Il ne reste plus qu’a décrire l'interaction entre les deux atomes et leur
champ respectif. Classiquement on va supposer qu’elle est de type Wigner-
Weisskopf [107], soit :

o, = / 04D © a(F) PR + / 5(R)o® @ b(R)ER dF 4 c.

ou h.c. désigne ici, et dans toute cette thése, la partie hermitique conjuguée
de ce qui précéde, et oul gZ(E) sont des fonctions qui décrivent la force du cou-
plage. Cet hamiltonien décrit le phénoméne d’aborption-émission stimulées.
Un atome peut capter un photon pour passer du niveau bas au niveau haut
(c’est 'absorption) et inversement il peut émettre un photon en passant du
niveau haut au niveau bas (c¢’est 1’émission).

En supposant qu’initialement le systéme total est dans I’état séparable
p ® w, on a quasiment toutes les hypothéses réunies pour appliquer la théo-
rie précédemment décrite qui nous a donné ’équation markovienne (6). En
effet 'hamiltonien d’interaction étant linéaire par rapport a chaque partie et
comme on a choisi I’état thermique pour w, on a bien try , (Hiw) = 0.

Mais pour assurer la décroissance des fonctions de corrélation demandée
par le théoréme de Davies 0.3.2, on va avoir besoin d’hypothéses supplémen-
taires sur la nature des bains et la forme des fonctions gl(l;/:) pour i = A, B
décrivant l'intensité du couplage. Tout d’abord on suppose, naturellement
pour des photons, que la relation de dispersion est linéaire 13 :

e(k) = |K. (7)

Ensuite on fait '’hypothése forte suivante sur les fonctions gj(E) pour j =

A B :

195 (F)? = ¢je(k)” e (8)

ou ¢j, 0; et ¢l sont des constantes 4 strictement positives. Dans ’approxi-
mation dipolaire, pour des champs libres, on aurait 1/ e =0et d; = 3 pour
j = A, B (cf. [21]). Cependant, on se retrouve dans ce cas avec des diver-
gences qu’il faut traiter par la théorie de la renormalisation. Pour nous éviter
d’y avoir recours, nous avons choisi la forme (8).

Avec ce choix on a pour s e Ret j = A, B :

o T - oo i re;+1
/d?’k:e“(k)s\gj(k:)\2 = 47r/ deedie=(1/ec—it)e _ 471'—( it 5,)“,
€

13. On prend dans (7), ¢ = 1 pour la vitesse des photons.
14. L’exposant J; est un nombre sans dimension, mais €. est homogéne & une énergie.
Quant a ¢;, sa dimension dépend de ’exposant d;.
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ou I' est la fonction Gamma d’Euler.
Les fonctions f; définies par

5 o o
) =190 [ [ @R,
9
(1+s)2
T
(3-)

sont intégrables sur R. Ceci suffit pour vérifier les hypothéses de décroissance
du théoréme 0.3.2 de Davies d’apres Particle [56].

= 47chr(5j + 1)

Enfin on suppose que les deux atomes sont identiques c¢’est-a-dire €4 =
€B = €p, ce qui est souvent le cas considéré dans les expériences d’intrication
qu’on a pu évoquer plus haut, alors, on a simplement pour le spectre du
Liouvilien [hg, -] :

Sp([h(]v ]) = {_2€0> —€0, Oa €0, 260} .

Pour obtenir 'opérateur K du théoréme 0.3.2, on a besoin de calculer quatre
termes. On va expliciter le premier avec les hypothéses faites :

/ dse=hostry, (Hi(s)(1 = P)H;(p @ w))eihos
0

:/Oods Z

o0 _k
/ 47rk2dk[cjk5f*26 fi}x
0 i=apo

[n(k)ei(k—eo)so_(_j)ag)p +(1+ n(k))e—i(k—eo)so__(g)o_(_j)p] 7

ou n(k) = tryy, (al (Ka(k)ws,) = trug, (b1 (k)b(k)ws,) = —#— . Soit en

changeant || par e :

/OOO dstry,, (H;(s)(1 — P)H;(p @ w))

= Z 47rcj/ ds/ de [e‘sj 3 ]x
0 0 ere — 1

j=A,B

|:€i(6_60)80£j)052)p + eﬁ€e_i(e_60)80'(+j)0‘(,j),0:| .

Pour poursuivre le calcul, on a besoin de la formule de la théorie des distri-
butions suivante :

00 ) 1
/ dse* = mé(e) +iP -
0 €

Xvil



ou ¢ est la distribution de Dirac et ou P est la partie principale de Cauchy.
On peut alors terminer le calcul du premier terme intervenant dans K :

/OO dstry, (H;(s)(1 — P)H;(p @ w))

€0

Z dmej x {|:7T60 n(eg)e <
j=A,B

€

eli € d 0 67?
€p—V o] €% < . .
- e e
+ i lim ( dei61 + deeigl)} O'(_J)O'Sg)p
v—0 " Jo € — € cotv € — €
€0

+ |:7T(1 + n(eo))egje <t

€ €

d;

_ 5 e <t e
€EQ—V Eji_e o0 € — 5
— 7 lim (/ del_e—l-/ deli_eﬂ) S_)U(J)p}
0 €

v—0 € —€p ot € — €

En calculant de la méme maniére les trois autres termes intervenant dans le

calcul de K, puis en remarquant *® qu'ici K% = K, on obtient par le théoréme
0.3.2 de Davies :

lim |32 (%) e 03T — efTp =0
avec

Lp = Z —i [/-fj,agf) U )+/<c+a( )aﬁf),p( )}
j=A,B

évolution unitaire

oD (o)~ = : { Do, )

partie dissipative

)
740 p(r)ot) — T {oVo) o) )

~
partie dissipative

. . . . . _
avec vL. =0 (1+n(eo)) et v = {n(ey) en posant 77 := 87rzcjeg’e < et ol
n(ey) = 6,360% On rappelle également que {-, -} dénote anticommutateur 6.

Cette équation décrit I’évolution de la matrice densité du petit systéme
dans la limite de van Hove. Elle comporte deux parties.

La premiére partie qu’on nomme "Lamb shift" correspond & une évolu-
tion unitaire effective. Son roéle est uniquement de modifier les énergies des

15. Le fait que K* = K est exceptionnel. Ceci est di uniquement au choix de linterac-
tion choisie. Dans le dernier chapitre de cette thése, on observera le méme phénomeéne.
16. On ne décrit pas les constantes . car nous n’en aurons pas besoin dans la suite.
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atomes 17, Ainsi dans la base la base canonique (|11),]10),]01),|00), il ne va
agir que sur les phases de p.

La seconde partie est quant a elle responsable de la dissipation. En par-
ticulier, on peut voir pour ce modéle qu’elle est d’autant plus importante
que le nombre moyen de photons d’énergie ¢y dans les bains est grand et que
la constante ¢; pour j = A, B est forte. Ce qui est en parfait accord avec
I'intuition.

Enfin cette équation est de type Lindblad [63], ce qui est caractéristique
des évolutions markoviennes. Il existe d’autres méthodes pour obtenir ce
type d’équations. Tout d’abord il y a la théorie des trajectoires quantiques.
On va y avoir recours dans le premier chapitre de cette thése. Plus récem-
ment, la théorie des interactions répétées a été développée. On l'exposera
sur un exemple original dans le dernier chapitre de cette thése. Elle est plus
facile & mettre en place car le modéle est construit pour étre markovien et
hamiltonien & la fois.

0.4 Désintrication.

L’état p(7) donné par I’équation (9), relaxe vers I’état ou chaque atome
est & Péquibre thermique avec son bain '8, Précisément en notant |1) et |0)
les niveaux haut et bas des deux atomes, dans la base (|11),[10),|01), |00))

on alg :

6—2[360
( ) - ]_ 6_560
p 0) = Z 6_560

1

avec Z = (14 e P€0)(1 + e=P<), ou plus simplement ?° :

1 e—Beo 1 e—Beo
Pl) = T e 1) ¥ T3 e b 1)

Cette relaxation, entrainant la perte des éléments non diagonaux de p, phé-
nomene qu’'on nomme décohérence 21 est de type exponentiel. Les taux de
relaxations sont donnés par les v} .

17. Les énergies des atomes sont modifiées & cause de 'interaction de ceux-ci avec des
champs électromagnétiques.

18. On rappelle qu'on a supposé pour obtenir (9) que les bains de photons sont tous
deux dans ’état de Gibbs a la température inverse .

19. Ici et dans le reste de la thése, on notera les matrices creuses avec des blancs a la
place des zéros.

20. Le découplage vient du fait que chaque atome interagit avec son propre champ
électromagnétique.

21. Car ce sont les éléments diagonaux qui portent la cohérence.
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Mais qu’en est-il de lintrication? En effet, supposons qu’initialement
p(0) = p soit un état intriqué. Ce qui précéde montre qu’asymptotiquement,
ce ne sera plus le cas car p(co) est séparable. Cependant, contrairement a la
décohérence, le passage d'un état intriqué a un état séparable se fait en un
temps fini & température non nulle. En effet la concurrence au temps 7 est :

C(p(7)) = max (0, f(p(7)))

ot f continue est donnée par la formule de Wootters (2). Mais pour ’état
asymptotique on a :

F(p(o0)) = —2¢~70 {‘ oo e
< 0 sinon

Ainsi par continuité de f, on peut affirmer qu’on aura désintrication en
temps fini quand la température des bains est non nulle quel que soit 1’état
initial choisi, ce qui avait été remarqué par Dodd et Halliwell [27] en 2004,
généralisant I'article [26] de Diési de 2003. A température nulle, le phénoméne
de désintrication en temps fini n’est plus général, mais uniquement valide
pour certains états initiaux comme 'ont montré Yu et Eberly dans [113] en
2004.

Dans ce domaine, on tient également & citer le travail fin de Merkli,
Berman, Borgonovi et Gebresellasie dans [68]| et Merkli dans [67]. Dans ces
travaux les auteurs montrent rigoureusement, grace a la théorie des réson-
nances, la perte soudaine d’intrication dans le cas plus général ot la constante
de couplage des qubits avec les environnements est petite mais finie 22.

Cette découverte a dynamisé le sujet car depuis lors les chercheurs ont
tenté de trouver des techniques pour contrer ce phénomeéne (génant pour les
applications techniques de I'intrication mentionnées ci-dessus).

0.5 Plan de la thése.

Le premier chapitre de cette thése propose une méthode pour éviter la
perte soudaine d’intrication.

Dans le deuxiéme chapitre on étudie un sous-ensemble de I’ensemble des
états de deux qubits, ce qui va nous étre précieux pour le dernier chapitre
et va nous permettre d’obtenir une méthode permettant de décomposer les
états de deux qubits séparables en somme d’états purs produits.

Enfin le dernier chapitre est consacré a I’étude de I’évolution de I'intri-
cation de deux qubits dans un modéle d’interactions répétées.

22. Ils étudient également, avec les mémes outils, le phénoméne de désintrication-
intrication, qui apparait quand les deux qubits sont couplés & un bain commun. On re-
viendra sur ce phénoméne dans le premier et le dernier chapitre de cette thése.
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Chapitre 1

Protection de l'intrication d’un
systéme de deux qubits couplés
a des bains par des mesures
effectuées sur les bains.

1.1 Introduction.

Comme on I’a vu dans le chapitre introductif de la thése, 'intrication
joue un role primordial en mécanique quantique. Mais c’est également une
entité trés fragile.

En particulier on a vu, dans [26, 27, 113, 38|, qu'un systéme de deux
qubits couplés & des environnements indépendants voit son intrication dis-
paraitre en un temps fini. Ce phénoméne est appelé "perte soudaine d’intrica-
tion" ou "entanglement sudden death" (ESD) pour les anglophones. Quand
les deux qubits sont couplés avec le méme environnement, on peut voir ap-
paraitre un autre phénoméne curieux. Précisément on peut assister & une
renaissance de U'intrication ("entanglement sudden birth" (ESB)). On ren-
voie pour cela aux articles [11, 42, 64, 37] ainsi qu’au chapitre de cette thése
sur le modéle d’interactions répétées de deux qubits avec la méme chaine de
spins. Ce comportement semble étre relativement générique car les auteurs
de [79] traitent notamment de I’apparition de ce phénoméne d’un point de
vue non-Markovien pour un systéme de variables continues (c’est-a-dire que
ce ne sont plus des qubits). Puis dans [22], les auteurs proposent un protocole
expérimental pour observer les prédictions de |79].

Une branche active de recherche en mécanique quantique s’est construite
dans le but de trouver des protocoles permettant de protéger l'intrication
d’un systéme de deux qubits A et B. On peut notamment évoquer 1'utilisa-



tion de Deffet Zénon quantique dans [64, 58], la distillation de l'intrication
dans [73], la rétroaction quantique dans [18], 'encodage de l'intrication dans
des qutrits dans [66] et la correction d’erreurs quantiques dans [88].

On propose ici une méthode permettant de protéger I'intrication des deux
qubits en effectuant des mesures continues sur leurs environnements. Il est
important ici de distinguer cette approche de l'effet Zénon quantique (utilisé
dans [64, 58|, expliqué théorigement dans [72, 100]| et observé expérimentale-
ment dans [43]) qui consiste également a effectuer des mesures mais directe-
ment sur les qubits et de fagon continue. Cela a pour effet de geler I'état du
systéme. Ici les mesures continues sur les bains imposent au systéme d’étre a
chaque instant dans un état pur, mais celui-ci évolue dans le temps comme
on va le voir dans la partie suivante !

1.2 Description du modéle de sauts quantiques.

La situation présentée ci-dessus peut étre décrite théoriquement par le

modéle de sauts quantiques élaboré par Dalibard, Castin et Mglmer dans
[23] et indépendamment par Carmichael dans [16].
On suppose qu’a l'instant ¢ le systéme des deux qubits est décrit par la
fonction d’onde [¢(¢)). Alors une détection positive (on verra dans la partie
suivante un exemple explicite ot la détection est celle d’un photon) dans le
bain fait "faire un saut quantique" a la fonction d’onde :

(o) — i) = TR (1)

ot 'opérateur de saut .J! dépend de l'interaction entre les qubits et leur
bain respectif. Tous les résultats de mesures possibles exceptée ’absence de
détection sont indicés par i = A, B et m . Dans la limite de couplage faible,
la probabilité quune mesure, dans le petit intervalle de temps [t, 4 dt] donne
le résultat (m, i) est donnée par :

dp}, (1) = Yol T [0 () |

Le taux de saut 7%, ne dépend pas de 1'état et est simplement proportionnel
au carré de la constante de couplage entre les particules composant le bain
et le qubit. On remarque que la probabilité de sauts est faible. Aussi le
plus souvent il n’y a pas de détection et pour que la proposition 1.2.1 ci-
dessous soit vraie, on choisit de faire évoluer la fonction d’onde de la maniére

1. La matiére présentée dans ce chapitre a donné lieu a la publication de I'article [104]
et du compte rendu de conférence [105]. Ajoutons que ce domaine est particuliérement
étudié en ce moment car un travail similaire a été proposé au méme moment [65].



suivante :

S tI0)
et )]

[ (t + dt)) = , avec Hog=Hy — = nymJ’TJ’ (1.2)

me<m’
mz

et ou Hy est 'hamiltonien des deux qubits. La probabilité de ne pas avoir
de sauts entre ¢ et t + dt est donnée d’aprés ce qui précéde par :

pos(tt+dt) = 1= " dpl,(8) = 1 =Y [ e(1)) | de
m,i m,i
On en déduit? que la probabilité de ne pas avoir de sauts sur l'intrevalle

[to, t] est :
pos(to, t) = e =10y ) ||2. (1.3)

La proposition suivante nous indique que ce modéle de sauts quantiques est
un point de vue alternatif sur les systémes quantiques ouverts de type Lind-
bladien. Ici, au lieu de raisonner de fagon algébrique avec des superopérateurs
qui agissent sur des matrices densités, on adopte une vision probabiliste. Pré-
cisément, on suit des trajectoires quantiques et lorqu’on prend la moyenne
sur toutes ces histoires possibles on retombe sur une équation de Lindblad

(cf. [23, 16]) :
Proposition 1.2.1. Si on note p(t) = E[|¢(t))((t)]], on a :

3;) —~i[Ho, p +va< TP it — {JﬂJ&,p})- (1.4)

0O Pour prouver ce résultat, on commence par calculer 'espérance condi-
tionnelle suivante :

E [[0(¢ + ) (w(t + do)| (0]
e~ (1)) (D)o

e erdtfy (0))
)y (1)) 3 ()| n 13 it T o OO

TTLZ

IPOS(t7t+dt) +z:dpm |¢s;?1tl)>< sglthz)’

Soit en développant au premier ordre e Heridt ot eiflendt .

B [Ju(t + de)) (w (¢ + db)|[v(1)]
= [O) (O] + dt( — ilHo, [p(®) (¢ ”mZ{J” D) w(0)}

+ vanw<t>><w<t>ugg).

2. 1l suffit de voir, pour to fixé, que la dérivée de t s [le™ et (E=t0) |4 (40))]|? est la
méme que celle de ¢t — pos(to,t) grace au choix de Heg effectué dans (1.2). On conclut
alors en remarquant que ces fonctions sont égales a un en ty.
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Ce qui donne en prenant ’espérance de ’expression précédente et en utilisant
la propriété fondamentale de ’espérance conditionnelle :

E [E [t +d) (w(t + dt)| |5 (t)]]

:p(t)+dt(—1Ho, +va i p(t)Ji — %”{JZT (t)})

=E[l(t+ dt))(Y(t+dt)|] = p(t +dt).O

1.3 Présentation des résulats de ce chapitre.

On considére des sauts quantiques locaux c’est-a-dire que J;) A — jm ® Id
n’agit que sur le qubit A et JP” =1d ® jB n’agit que sur? le qubit B. Ainsi
p(t) de la proposition 1.2.1 est solution d’une équation de Lindblad décrivant
un couplage des deux qubits avec des bains indépendants (comme pour le
modéle considéré dans I'Introduction). Dans cette situation il y a en géné-
ral (& température positive pour le modéle de 'Introduction) perte soudaine
d’intrication.

Le résultat majeur de ce chapitre est le théoréme 1.5.1 qui indique que
quels que soient les sauts quantiques locaux choisis, en moyenne, la concur-
rence décroit exponentiellement avec un taux d’amortissement, rgq, donné
par la formule (1.13). En particulier cela montre que les mesures continues
sur les bains préservent le systéme des deux qubits de la perte soudaine d’in-
trication évoquée dans le chapitre d’Introduction. On montre au lemme 1.5.2
que ksq s’annule si et seulement si (1]J7,[1) = (0[JE[0) et (1|RJE [0) = 0, o
Ji = e Y Ji avec 20!, Pargument de detcz(.J7,). Ce qui est par exemple
vérifié si les J!, sont tous auto-adjoints et de traces nulles (ou dit autrement
que les J¢, sont de la forme X\, U}, avec U}, unitaire et A%, € R) et illustré
sur la figure 1.3.

Une méme équation de Lindblad peut étre obtenue par différents mo-
déles de sauts quantiques. Aussi on va s’intéresser & optimiser les modéles
(par rapport aux opérateurs de sauts) pour obtenir la meilleure protection
possible, c’est-a-dire le taux d’amortissement le plus faible. Le premier ré-
sultat dans ce sens est la proposition 1.5.1 ot on optimise pour 1’équation
de Lindblad (9) rencontrée dans le chapitre d’Introduction. On illustre ce
résultat en figure 1.2.

Ensuite on montre, dans la proposition 1.6.1, qu’en utilisant un protocole
de mesures un peu plus élaboré utilisant des lasers accordés aux signaux
recus, la détection homodyne, on obtient toujours une désintrication de type

3. Dans la suite on identifiera pour i = A, B J., avec j¢, agissant sur Uespace de Hilbert
C? d’un seul qubit.



exponentielle. De plus, la proposition 1.6.2 prouve que si on optimise le taux
d’amortissement par rapport aux phases des lasers, alors celui-ci est plus
petit que pour le modéle de sauts quantiques correspondant.

Enfin on explore ensuite la détection hétérodyne, basée sur le méme prin-
cipe que la détection homodyne mais ot cette fois-ci, les lasers n’ont plus la
méme fréquence que le signal avec lequel ils sont couplés, ce qui facilite la
mise en ceuvre expérimentale. La proposition 1.7.1 assure une perte d’intri-
cation exponentielle mais avec un taux d’amortissement plus fort que pour
la détection homodyne optimisée.

Ajoutons que ces modeéles de détection homodyne et hétérodyne peuvent
étre décrits par les équations différentielles stochastiques (1.18) et (1.19) dont
on propose des dérivations, en Annexe C, en partant d’'un modéle de sauts
quantiques.

Pour finir on traite, en section 1.8 un modéle de sauts quantiques faisant
intervenir 'opérateur de saut J = oA @ Idg + Ids ® o non local (dans le
sens ot il agit non trivialement sur les deux qubits & la fois). La concurrence
moyenne n’est plus donnée par une exponentielle mais par la formule (1.20).
Ce cas est remarquable car il fait apparaitre des phénoménes de rebond
de la concurrence et une intrication asymptotique non nulle pour certains
états initiaux illustrés en figure 1.5. L’équation maitresse, associée par la
proposition 1.2.1 a ce modéle, décrit deux qubits couplés a un bain commun.
Dans cette situation, il a été remarqué dans la littérature (cf. section 1.8)
que la concurrence de p(t) présente des phénomeénes de renaissance ou de
rebond de d’intrication. On retrouvera ce phénomeéne au dernier chapitre de
cette thése.

1.4 Exemple du comptage de photons.

Pour éclairer le lecteur on propose ici de traiter un exemple concret et
réalisable expérimentalement [50]. Chaque qubit est un atome & deux niveaux
couplé de fagon résonnante & un champ électromagnétique intialement dans
I’état du vide. On est donc en présence d’un bain de photons initialement &
température nulle. On suppose que les atomes sont suffisament éloignés 1'un
de I’autre pour considérer qu’ils interagissent avec des bains indépendants 4.
On munit notre dispositif de deux photodétecteurs D; parfaits. Chaque fois
qu'un photon est émis par le qubit ¢ (voir la figure 1.1), D; fait un "clic".
De tels photodétecteurs pouvant mesurer un photon unique existent actuel-
lement grace aux progrés de l'optique quantique (voir [50]) mais ils ne sont
pas parfaits comme on le considére ici (c¢’est-a-dire qu’ils "oublient" certains
photons).

4. Jusqu’ici c¢’est la méme expérience que celle présentée en Introduction.



Bain A Bain B
Qubit A Qubit B
|0> —[0>
Photodétectéurs

FIGURE 1.1 — Deux qubits couplés & deux bains entourés de photodétecteurs
parfaits.

On peut considérer que cette expérience est décrite par les opérateurs
de sauts J° = ¢’ . Il est important de noter qu’ici les deux opérateurs de
sauts sont locaux. L'opérateur J4 = 04 @ Idp agit uniquement sur le qubit
Aet JB =1Idy ® o agit uniquement sur le qubit B. Intuitivement on voit
trés bien ce qui se passe. Si par exemple un photon est détecté dans le bain
A, cela signifie qu’il vient d’étre émis par I’atome A car le bain est & tem-
pérature nulle. L’opérateur de saut a pour role d’intégrer cette information
(’émission d’un photon par 'atome A) dans la fonction d’onde du systéme
des deux atomes. Enfin par simplicité on décide de prendre Hy = 0.

A présent on propose d’évaluer lintrication des deux qubits dans cette
expérience (dans [76, 17, 103], les auteurs calculaient déja, dans d’autres
contextes, la moyenne de l'intrication sur ’ensemble des trajectoires). Pour
cela on va comme précédemment utiliser la concurrence de Wootters qui est
trés facile & calculer pour des états purs. En effet on rappelle qu’elle est
donnée par la formule :

C(¥) = [(Y1)] avec [v)) = oy @ oy[))
=2 ‘011600 — 010001’ avec |w> = 611‘11> + 010’10> + 001|01> + 600‘00>.

Si aucun photon n’est détecté pendant l'intervalle de temps [0,¢], alors
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la fonction d’onde des qubits est donnée au temps t par :

_ e ertyp(0))
e~ et 35 0))
=N D o e s, )

s,8'=1,0

()

avec

- Css! = <375/|¢(0)>7
S Y11 = YA + B, Y10 = Y4, Yo1 = ¥B €t Y0 = 0 (7; étant le taux de
sauts associé au détecteur D;),

N2 =5, [ces[2e s,

La concurrence de cet état est :
C () = CoN (1) "%~ ratn)t/2 (1.5)
avec Cy = 2|c11¢c00 — €10¢01| la concurrence initiale.

Examinons & présent le cas otu, par exemple, le détecteur D, détecte
le premier photon a I'instant ¢;, alors I’état des qubits devient juste apres
le saut : |1h(tj+)) o< [0) @ (crre”114/2|1) 4 c19e™710%/2]0)). Or cet état est
séparable et comme ni les sauts ni la dynamique entre les sauts ne créent d’in-
trication (car les opérateurs de sauts sont locaux), I’état des qubits le restera
aprés t;. Cet argument nous permet d’affirmer que C(t) = 0 si un photon a
été détecté dans U'intervalle [0, ¢]. Ainsi les seules trajectoires quantiques qui
vont contribuer a la concurrence sont celles qui ne subissent aucun saut. Leur
concurrence est donnée par la formule (1.5). Pour connaitre la concurrence
moyenne a I'instant ¢, il ne reste donc plus qu’a calculer la probabilté d’avoir
une trajectoire sans saut sur [0,t]. Par (1.3), c’est :

pos(t) = [le™ e[y (0))]|?
= N(t)2

On conclut donc que la concurrence moyenne pour ce modeéle au temps ¢ est
donnée par :

E[C(t)] = Coe~at)t/2,

On peut généraliser le modéle présenté aux cas ol les bains ne sont plus
nécessairement a température nulle mais a 1’équilibre thermique a tempéra-
ture inverse ;. On doit alors ajouter deux nouveaux opérateurs de sauts®

5. On suppose pour cela qu’on sait distinguer les photons émis par les bains eux-mémes
de ceux émis par les qubits.



Ji = ai avec les taux 6 Vi = e Pi%iq tels que € est la différence d’énergie
entre les deux niveaux du qubit ¢ et ot on a renommé v* les taux associés aux
opérateurs de sauts J° . De la méme facon que pour le modéle & température
nulle on déduit la formule suivante pour la concurrence moyenne :

E[C(t)] = Coe~ 3+ 24+ +22)t/2, (1.6)

On a illustré ce résultat sur la figure 1.2 ot la concurrence pour la matrice
densité a été calculée en résolvant directement I’équation de Lindblad (1.4)
comme dans le chapitre introductif. On rappelle (cf. section 0.4 de I'Intro-
duction) qu’il y avait alors désintrication (pour la concurrence associée a
p(t)) en temps fini (ESD) quel que soit I’état initial choisi. Pour le modéle
de mesures continues sur les bains présenté ici (comptage de photons), ce
phénomeéne disparait si on considére la concurrence moyennée sur toutes les
trajectoires. A la place on voit apparaitre une désintrication exponentielle
caractérisée par les taux de sauts”. On va voir dans la section suivante que
ce phénoméne est tout a fait général dés qu’on considére des opérateurs de
sauts locaux.

1.5 Concurrence moyenne pour un modeéle de sauts
quantiques avec des opérateurs de sauts locaux.

On généralise ce qui a été fait dans la section précédente a tous les opé-
rateurs de sauts locaux J}, et & tous les hamiltoniens des qubits locaux
Hy=Hs®1p+ 14 ® Hp. Par markovianité du processus de sauts on a :

E[C(t+dt)) =E[E[C(t+ dt)|y(t)]] .
Calculons donc :

E[C(t + dt)|¢:(t)] = pos(t,t + dt)Cos(t +dt) + ) dpn i ()C ) (¢ + ).

m,t

Pour commencer on cherche la concurrence pour une trajectoire n’ayant pas
subi de saut entre t et t + dt. Elle est donnée via (1.2) par :

_ igt —i
Cos(t + dt) = poS1 (e Hegdt (Uy ® Jy)Te HCHdt>¢(t)

6. Les taux de sauts sont reliés par v} = e P~ de méme que dans le chapitre
introductif car I’énergie des photons des bains suit la loi de Planck.

7. On est conscient du fait qu’on compare une expérience sans mesure avec le résultat
moyen de plusieurs expériences faisant intervenir une infinité de mesures.
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(2a) Oy pour la matrice densité (ligne bleue tiretée).

(2b) Cy(p) pour une trajectoire (ligne noire pointillée).

(2c) E[Cy(;)] moyennée sur 1500 trajectoires (ligne rouge pleine) et par
I'équation (1.6) (ligne rouge pleine).

2d) E[Cy ] pour le meilleur protocole de mesure défini dans la section 1.5
¥(t)
(ligne verte pointillée-tiretée).



ot on a posé T l'opérateur de conjugaison : T|y) = [¢) qui dans la base
(|11),]10),]01),|00)) conjugue les coefficients de [¢)) (comme dans 1'Intro-
duction). En développant les exponentielles on obtient :

Cos(t + dt) = pyt{{(0y @ 0)T) yay + At H 3 (0 @ 7)) T

— (0 ® o) TiHegg)y + O(dtQ)]

= P&l ((oy ® Uy)T> W) T 1dt< (Uy ® oy)T

+ (0 ® 0y T Hegt) o) + O(dtQ)‘. (1.7)

Puis le lemme suivant va nous étre fort utile.

Lemme 1.5.1. Pour tout opérateur local O; agissant uniquement sur le qu-
bit i, on a :

C(t)
(Ojoy @ O'yT>¢(t): (oy® UyTO;r>¢(t): Ttr@ (O) (1.8)

avec

C(t) = <O'y ® O-yT>w(t) :2(Clo(t)601 (t) — Cll(t)COO(t))
pour csg (t) = (s, s'|1(t)).

O On prouve ce résultat en supposant par exemple que O; = O4 ® 1p
est un opérateur local qui n’agit que sur le qubit A :

(Oioy @ 0yT) ) =c11(t) ((L|OA|1)(11] + (1]04|0){01]) oy ® 0 T2 (2))

+ c10(t) ((1[04]1){10] + (1104]0){00]) oy © 0 T'|5(t))

+ co1(t) ({0104[1){(11] + (0|0 4[0){01]) oy @ o T[3(2))
(

+ coo(t) ({0104[1){10] + (0]04]0){00]) oy © 0 T4 (%))

¥(t)

Ce qui donne en évaluant o, ® o,T|1)(t)) :

1{04|1)coo(t) + (1|0 al0)c10(t)

<Oi0y®ayT> —011 )< <
+ el (1|0A|1 co1(t) — (1]0.4]0Ver1 (2

N—

)

)
—{0]0|1)coo(?) + <0\0A|0>c10(t))
)

+ con(®) (<0\0A|1>c01<t> (0[0Al0)en @) -

+ 601

La moitié des termes de cette expression s’éliminent pour donner le résultat
souhaité :

(0i0y @, T,y = (er0)eor(®) — enreao(®) ) ({110a]1) + (0]04]0)) O
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En intégrant (1.8) dans (1.7) et en remarquant que C(t) = |C(¢)| on obtient
finalement pour C(t) # 0 :

Cos(t + dt)pos(t, t + dt)

= O(t) |1 +idt tres | Ha+ Hp + %ZvﬁzJﬁJﬁl +O(d?)

m,i

—C(t) |1 — dt tree Z Y git i || 4 O(dt?). (1.9)

2 m=m

Si par contre le détecteur D; donne le résultat m pendant l'intervalle de
temps [t, ¢ + dt], alors on a par (1.1) :

’yfn dt
dpi, (t)

Or de la méme fagon qu’on a prouvé (1.8), on peut montrer que :

Cs(aut ) (t + dt)

(Jiloy @ oy T T )y | -

(Joy @ oy T T} g4y = Ct)detez(J),) pour tout J,. (1.10)
I1 vient donc :
dpt, (t)CLn

saut

D(t+ dt) = i, dtC(1)|detea (J2,)] (1.11)
En ajoutant (1.9) et (1.11) on obtient finalement :
E[C(t + dt) [y ()] = (1 — ks dt + O(dt?))O(t)

et donc par la markovianité du processus de sauts mentionné au début, on
a:

E[C(t + dt)] = (1 — kgq dt + O(dt*))E [C(t)] (1.12)

ol on a posé :
KsQ = Z’ym < trez (JUJ2) \detcz(J;'n)}> : (1.13)

On lit sur la formule (1.12) que th [C(t)] = —ksQE [C(t)], ce qui nous per-
met d’énoncer le résultat principal de cette section :

Théoréme 1.5.1. La concurrence moyenne pour une dynamique de sauts
quantiques locaux est donnée par la formule suivante :

E[C(t)] = e "sQ!Cy. (1.14)
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Tout d’abord ce théoréme nous assure qu’un modéle de sauts quantiques
locaux ne présentera jamais de perte soudaine d’intrication. Cela justifie le
titre du chapitre. En effet les mesures continues sur les bains protégent bien
en moyenne le systéme des deux qubits de ce phénoméne de perte soudaine
d’intrication. On a bien kgq > 0 comme on va le voir dans la preuve du lemme
1.5.2 suivant. Dans ce modéle la perte d’intrication est au pire exponentielle
en temps. Cependant on peut choisir les opérateurs de sauts de telle sorte
que ksq = 0. Dans ce cas la concurrence moyenne ne décroit méme plus dans
le temps : ¢’est une fonction constante. On protége dans ce cas complétement
I'intrication du systéme.

Lemme 1.5.2. On a

1|J¢ |1) = (0| Jit|o
ksq = 0 si et seulement si (1] m~|> {01720}
(1IRJZ,10) =0

ol on a introduit Ji, = e~ Ji et 20 est Uargument de detea(J5).

On insiste sur le fait que si kgq = 0, alors E[C(t)] = Cy Vt > 0 et pour
des états initiaux maximalement intriqués (Cp = 1) ona C(t) =1Vt >0
presque stirement (car C'(¢) < 1 p.s.). Autrement dit, toutes les trajectoires
quantiques sont complétement protégées de la désintrication.

O On prouve ici le lemme 1.5.2. On va en fait montrer que chaque terme
de la somme dans ksq est positif en les écrivant sous la forme suivante :

1 .y . 1 - - 1 -
gtrccz(JﬁLJé@) — |detea (J3,)] = | UTm[1) = (O[J110)]* + §|<1|23‘3J$n|0>|2 > 0.
(1.15)

Calculons donc :

1 L )
5mr(CQ(J:,LL;) — |dete2 (J2,)
1 s - 1 e -
= itrcz(JﬁnTJ,?n) — dete2(J2) = 5tr(cz(J;gJ;n) — Rdetc2(J?)
1 i i 1 i i 1 i i
= §<1\J£\1><1|Jm|1> + §<1!J£\0><0|Jm|1> + §<0|J£|1><1|Jm|0>

+ S (01T10)(017510) — R (1173, 11) (01750) — (1175 |0 (017,11 )
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Ce qui se simplifie en :

1 . .
§trCZ(J;IJ;n) — |dete2 (J3,)| =

~. 2
ATaI| +

—~

1 1

il - if

=| 5 otof
~. ~. 2

3 o]+ \<1u”\o>)

N =

1

5 _—

%<| ‘1><0Uﬂ]0> (\ ‘1><0’JZT’0>
%<1|J’ |0) (L[ T 1) + (1|J7in|()><1|j7i71;|1>

L7 7 1 7i
=5 [ [1) = OLTT0) [ + 5 [(1[2R 5[ 0) .
On déduit de la formule (1.15) que xkgq = 0 si et seulement si (1].J}[1) =
(0[JE[0) et (1|RJE 0) = 0.0

Lemme 1.5.3. Siles J¢, sont de la forme A, Ut avec UX, unitaire et A, € R
alors ksq = 0.

O En effet dans ce cas J., est de trace nulle et est auto-adjointe (car
toute matrice unitaire 2 x 2 s’écrit 7+ & avec ¥ = (v, v2,v3) € R3 et [|7] =1
et ol & est le vecteur formé par les trois matrices de Pauli o, oy et o.).
Alors on a :

. ~. ~. 2
detca( ) = —(11T[1)? = [(1175,]0)| € R-
donc 0}, =% et RJ: = 0. Ainsi

~. . 2
LI — (oL = —i{115 1) - <0|J;1|0>}

—va\ LT3 1) + (015, 10)|* =

car on a supposé que la trace de J¢, était nulle.O

Cela arrive par exemple dans le cas du déphasage pur (pure dephasing) ot
les opérateurs de sauts vérifient J* = 7;-5* avec 9; € R3 et &7 le vecteur formé
par les trois matrices de Pauli 0, 0y et 0,. On a représenté ce phénomeéne
sur la figure 1.3 pour v = v = (%, %,O), soit J; = ™40’ + e_i”/‘lai.
En calculant la concurrence via la matrice densité on a perte soudaine d’in-
trication pour tous les états initiaux sauf 1(0) = |11> +iL |00> Grace
aux mesures continues sur le bain, la concurrence est malntenue constante
dans le temps
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F1GURE 1.3 — Concurrences de deux qubits couplés a des bains indépendants,
pour le déphasage pur (J; = e /Aot 4 e_i”/4ai), en fonction de vt, et pour
[4(0)) = J5(111) + e7#|00).

(1a) C,) pour ¢ = 5 (ligne bleue tiretée).

(1a’) Cpu) pour ¢ = 0 (ligne bleue pointillée-tiretée montrant une perte
soudaine d’intrication).

(1b,1c) E[Cyu)] = Cy@ (ligne rouge pleine).
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Les auteurs de [19] proposent un argument trés simple pour prouver que
si JL = AL UL pour tout m,i (comme dans le lemme 1.5.3) alors il n’y a pas
de perte de d’intrication. En effet il suffit de voir que dans ce cas les sauts
ne modifient pas l'intrication car [1(¢)) est transformé en UZ |1(t)) et U},
est un unitaire local qui ne modifie donc pas l'intrication. De méme I'évo-
lution sans saut est simplement donnée par [1)(t + to)) = e ol |o)(tg)) (car
Do iR = > mi A8 (AL)? est un opérateur scalaire) qui ne modifie
pas non plus l'intrication (Hp étant local).

Ce qui vient d’étre décrit est intéréssant théoriquement, mais il est plus
réaliste de considérer que les bains entourant les photons sont des bains a
I’équilibre thermique & une certaine température 7;. On rappelle qu’alors la
matrice densité satisfait I’équation de Lindblad suivante :

R (oipols = S{ohot p}) +ak (ohpol = S{otot}).

Comme on ’a vu dans la section 1.4, on peut prendre les opérateurs de sauts
ol et Jﬂr avec respectivement les taux +* et fyi pour obtenir cette équation
en prenant la moyenne de toutes les trajectoires quantiques. Cependant il
existe une infinité d’opérateurs de sauts faisant le méme travail. Précisément
ce sont les :
L= " (/9 T
m==£

avec 7;2 pour taux associé, ou U; = (uzm):f::li v sont des matrices unitaires
de taille N x 2 (NN est un entier plus grand que 2 pour que cela soit possible).

Evidemment I/i sont toujours des opérateurs locaux, on peut donc appli-
quer le théoréme 1.5.1, qui affirme que la concurrence moyenne va décroitre
exponentiellement avec un taux kgq qui vaut :

Vel L .
KSQ = Z’}/L (2'51"@2(];:[];) — ‘det«y(]})‘) .
Myl

A priori les taux d’amortissement ne sont pas égaux. En particulier il est
intéressant de chercher le bon jeu d’opérateurs de sauts qui donne le plus
faible taux. Il correspond au protocole de mesures continues sur les bains
qui protége le mieux l'intrication des qubits couplés a des bains & ’équilibre
thermique.

Proposition 1.5.1. Dans le contexte présenté ici et avec les mémes nota-
tions, le taur d’amortissement le plus faible est donné par :

=3 % (Vi vhE)

i=A,B
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Il est atteint lorque |u:h| = ‘UL+| Vi, i.

Remarque 1.5.1. Si les bains sont & température infinie alors 7* = 'yi et
donc mgg = 0. Autrement dit le protocole de mesures optimum permet une
protection parfaite de 'intrication des qubits dans ce cas particulier.

Le cas de bains a température infinie peut sembler non physique. Cepen-
dant dans [19], les auteurs proposent un protocole expérimental utilisant des
qutrits (systémes quantiques a trois niveaux), dont le plus haut niveau est
trés instable, permettant de reproduire des qubits effectifs interagissant avec
des bains & température infinie.

O On rappelle que le taux d’amortissement est ici donné par :

1 . .
ms@ = | gtree | DL [ =30 duldetea (1)
’ Lf—/ 8 ‘detcz(z Vi Whim T )‘

wiaiai—&-’yiaio‘i
'yi_ + 'yi T . .
=> <2+ =Y /A }UL“ZH) ;
i H

ol on a utilisé I'unitarité des matrices U;. Pour minimiser kgq, il s’agit
donc de maximiser f;((uy,m); 7. §) =22, ‘uufu#+| en tenant compte des

contraintes d’unitarité des matrlces U; qui s’écrivent :

gi ((uum)u 1, Z ’uu—‘2 =
h ((uij,m)u 1, Z |u,u,—|-|2
ki () 55 Zu/ﬂr“uf =

Si f; atteint un maximum sous ces contraintes alors il existe des constantes
complexes a, b et ¢, appelées multiplicateurs de Lagrange, telles qu’au point
ou on obtient le maximum, on a la relation suivante entre les différentielles :

df; = adg; + bdh; + cdk;.

En particulier en dérivant f; par rapport a I'argument de u’,_ (ou celui de

: p—
uy,; ), on obtient :

G i
0—cuu+1uu_
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De deux choses 1'une, soit UZ +uL, = 0 Vpu, soit ¢ = 0. On exclut la premiére
m==

. . /‘L:l) )
fi par rapport a |uy,_| et & |uj, [, on obtient respectivement :

solution car elle donne fz((uzm) ~) = 0.0n adonc c = 0 et en dérivant

|uL+\ = 2a\ufk] donc a > 0,

|uL,\ = Qb]uer\ donc b > 0.

En prenant la somme sur i de ces deux équations, on a1 = 2a et 1 = 2b. Ainsi
nécessairement, si f; atteint son maximum en un point sous les contraintes
mentionnées, alors les coordonnées de ce point vérifient ‘UL—’ = ]uz | V.
En ce point on a donc :

Fil()mSE ) =S P = 1
nw

Or par I'inégalité arithmético-géométrique, on sait que sous les contraintes
données, f; est majorée par 1. Le maximum de f; sous les contraintes est
donc atteint et vaut 1. =~

Ainsi mgg = (7_;7+ - \/7173-) ce qui conclut la preuve de la pro-
position 1.5.1.00

1.6 Le cas de la détection homodyne.

On revient sur 'exemple traité en section 1.4 de deux atomes couplés
chacun & un champ électromagnétique initialement dans I’état du vide. Au
lieu de mesurer les champs directement par des compteurs a photons, on
propose d’utiliser la méthode de détection homodyne (voir figure 1.4).

En général cette technique permet d’avoir accés & la phase du signal
a détecter. Par exemple elle est utilisée en vibrométrie laser pour mesurer
le comportement vibratoire d’un objet et ainsi avoir accés a certaines de
ses caractéristiques. Ici on propose de I'utiliser pour éventuellement protéger
d’avantage 'intrication des qubits. Celle-ci consiste en une détection indirecte
car les photons regus sont couplés & un champ laser classique (c¢’est-a-dire non
quantique) de la méme fréquence que celle des photons, via une lame semi-
réfléchissante. Clest ce signal mélangé que les expérimentateurs détectent.

D’un point de vue théorique, on peut modéliser cette expérience par un
modéle de sauts quantiques avec quatre opérateurs de sauts Ji, = o* + a;
(en lieu et place de o* pour la détection directe) avec y%,, = 7;/2 pour taux
de sauts associés [109, 82]. L’amplitude du champ laser est a; > 0. Par la
proposition 1.2.1, il est facile de voir que ce modéle redonne en moyennant
sur ’ensemble des trajectoires quantiques, ’équation de Lindblad :

EEDSICHES Sotot.n)). (116)
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FIGURE 1.4 — Schéma de principe de la détection homodyne.

Calculons & présent la concurrence associée pour savoir si la détection ho-
modyne permet, dans ce cas (bains de photons & températures nulles), une
meilleure protection de l'intrictation. En appliquant le théoréme 1.5.1 on
trouve :

RsQ =) 722 (;trCQ(‘]ﬂaJia + ) — |deta I, | — |detee T a})

7

:E:ﬁ(;%4@i+mmf+a»+wi—%mﬂ—am
_ ‘detcz (o° + ai)‘ - ‘detcz(a’; - Oéi)‘)

_Z%<tr@20-+a +202) - 20 ) mrom,

Ce qui est le résultat trouvé précédemment pour la détection directe dans
la section 1.4. Ainsi la détection homodyne n’améliore pas ici la protection
de lintrication des qubits.

Voyons ce qu’il advient dans le cas général ot on considére les opérateurs
de sauts Jm ia = J. +a! avec 'yﬁnia = ~¢. /2 pour taux associés (on rappelle
que JA = jA®1d n’agit que sur le qubit A et JB = Id®jP n’agit que sur® le
qubit B). De méme que précédemment, en appliquant la proposition 1.2.1,

8. On identifie toujours pour i = A, B J:, avec ji, agissant sur espace de Hilbert C?
d’un seul qubit.
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on retombe en moyennant sur ’ensemble des trajectoires quantiques sur la
méme équation de Lindblad (1.4) que celle obtenue a partir des opérateurs
de sauts J', et 4% pour taux associés. En ce qui concerne I'évolution de
la concurrence moyennée sur l’ensemble des trajectoires pour ce nouveau
modéle de sauts quantiques, on propose de I’étudier dans la limite ou les
amplitudes des champs lasers o, sont grandes. Ce régime est en fait le seul
pertinent d’un point de vue expérimental. En effet en pratique I'intensité des
lasers est trés grande par rapport au signal regu par les photodétecteurs. On
a alors :

Proposition 1.6.1. La concurrence moyenne pour le modéle de sauts quan-
tiques décrit précédemment dans la limite o!, > 1 est donnée par :

lim  E[C(t)] = e "y,

at, —o0,Vi,Vm

0l Kho :Z%Zn <;tr<c2 <J7Z7]:Jﬁn) — (?R detea(J) + W)) .
| (1.17)

O Ce résultat est en fait un simple corollaire du théoréme 1.5.1 dans
lequel kpo = limy; o £sq. Et en effet, on a :

RsQ = %n (%u@ ((J:‘,I +ab,)(Jh + aby) + (Ji = ab) (T, — afn>)
- }det(cz(an + ozin)’ — |det@2 (J, — O‘?’n)’)

= Dy (it
- 9 C2 mYm
m,i

=302 | (detca(, + ofy)]| + [detea(Jf, — afy)| 203" |

m,i

. . 2
2R deta (Ji)+ (S trea () +o(+)
d’out le résultat annoncé. O

Remarque 1.6.1. On aurait pu dériver le résultat de la proposition précé-
dente en remarquant tout d’abord que la dynamique donnée par ce modéle
de sauts quantiques converge pour a! > 1 aprés un moyennage local en
temps approprié vers le modéle de diffusion quantique décrit par 1’équation
différentielle stochastique suivante (cette étape est faite dans [109, 98] ou
dans l'annexe C ou on propose une dérivation personnelle de ce résultat.
Ajoutons que Clément Pellegrini propose, dans sa thése [80], une jolie ap-
proche justifiant rigoureuseument ce type d’équations et 'unicité de leurs
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solutions en passant par les modéles d’interactions répétées dont nous allons
parler dans le dernier chapitre de cette thése.) :

1 2
dy) = | (—iHy — = vaJ’TJZ )dt + va ( Vo I — W) dt

+Z Vi (T = R{Tn) )y, | [0) (1.18)

ott dw! sont les différentielles d’Ité pour des processus réels de Wiener in-
dépendants qui satisfont aux régles du caleul d’Ito dw!? dwy, = 0ij0mndt. On
renvoie a 'excellente introduction de Gallardo au sujet [45].

11 suffit alors de calculer E(C(t)) grace aux régles du calcul d’Itd pour
dériver la formule de la proposition précédente. On reviendra sur cette ap-
proche, passant par une équation différentielle stochastique, dans la section
traitant de la détection hétérodyne.

A la différence de KSQ: Kho change quand on ajoute un facteur de phase
e ¥n aux opérateurs de sauts Ji . En particulier, on peut faire apparaitre ce
phénoméne en gardant les mémes opérateurs de sauts J¢, mais en choisissant
les amplitudes des champs lasers complexes o, = |afn]ei%. La proposition
suivante nous indique comment ce choix de phases améliore la protection :

Proposition 1.6.2. On considére la détection homodyne avec les opéra-
teurs de sauts Jb, et les champs lasers d’amplitudes o, = |al, |en. Alors
en choisissant 0%, pour protéger (de la désintrication) au mieur le systéme,
[intrication décroit exponentiellement avec un taux donné par :

i . .
Hﬁgt Z 777”‘51%;2 (JZ,Ian)
m,i
—z%(

O Par la formule (1.17), on a :

sl = 3 (5tres (3173

detca() — Jlires (3P| +  lrea 07 ) -

(Stree (e 1m JE)) 2

— | Rdetez(e J) + 5

A(07,)
Minimiser p,({6%,}) revient & maximiser A(6? ) Vm,i. Pour alléger I'écri-
ture, on oublie pour un temps les indices m, ¢ et on pose :

a = Rdetc2(J), b := Sdetez(J), u := Rtrez(J) et v := Strez(J).
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Alors on a :

A(0) = acos(20) + bsin(26) + % [usin(6) + v cos(6)]?

2 2
= acos(20) + (b — %) sin(26) + % sin?(9) + % cos?(h).
Soit en posant z := sin*(0) :
X u? v?
Af) =A(x) =a(l —2z) £ (2b — uv)\/z(1 — z) + - + 5(1 —x).

On cherche le maximum de A en un point d’annulation de sa dérivée :

uZ—v?
— 2a 2 -1
A(zopt) =0 & 5 := — = Topt
2 xom(l - xom)
1
@xgpt—a:opt—i-m =0
11 s
<~ Topt 979 el m 2
D’ou :
2 2 2 2
- u® + o 1 us —v
A(xopt) = 1 + i [(21} —uv) + ( 1 a> |s|} .

On rappelle qu’on cherche & maximiser A, donc on garde :

5 u? + 02 1 w2 — 2
A(Topt) = 1 —i—m (2b—uv)+< 1 —a> |s]
u? + v? 1, 5 99 UV |5
= +(a—1(u —U))+(b—7)

ce qui clot la preuve de la proposition.O

Remarque 1.6.2. On remarque que’ /@ﬁgt < Kgq, ainsi dans son utilisation
optimale, la détection homodyne protége davantage le systéme des deux qu-

bits de la perte d’intrication que la détection directe.

De plus, la preuve de la proposition précédente donne une formule explicite
pour les #!,. Ainsi connaissant les opérateurs de sauts, 'expérimentateur
pourrait ajuster les phases des différents lasers intervenant dans le montage
de la détection homodyne pour protéger au mieux le systéme de la perte

d’intrication.

9. La preuve de mﬁgt < ksq est triviale. Elle repose simplement sur I’inégalité triangu-

laire |21 — 22| + |22| > |21| dans C.
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1.7 Le cas de la détection hétérodyne.

La principale limitation de la détection homodyne est son extréme sensi-
bilité aux bruits basses fréquences, qui viennent souvent s’ajouter au signal
a mesurer. Le fonctionnement de la sonde homodyne nécessite la plupart
du temps un asservissement qui stabilise de maniére active le montage. Cet
asservissement complique le montage, ce qui fait qu’en pratique on préfére
a la détection homodyne un montage dérivé, la détection hétérodyne 1. Le
principe de fonctionnement est le méme que précédemment mis & part qu’ici
les lasers intervenant dans le montage (cf. figure 1.4) ne sont plus a la méme
fréquence que celles des champs électromagnétiques vivant dans les bains des
qubits A et B.

De nouveau on peut décrire cette expérience par un modeéle de sauts
quantiques (cf. [82]). Mais a présent les opérateurs de sauts dépendent du
temps & cause du décalage de fréquences (€F,) entre celle des photons issus
du bain et celle du laser :

hitally) = Jiy & a9t

ol t4 est le temps d’apparition du g-éme saut. Le taux de saut associé reste
inchangé par rapport a la détection homodyne : ’an,ia =~ /2.

De méme que pour la détection homodyne, on s’intéresse au cas pra-
tique ou l'intensité des lasers intervenant dans le montage est importante
et ot les amplitudes des lasers o, e**mta oscillent rapidement par rapport
au taux d’amortissement 77, c’est-a-dire on considére la limite (af )% >
Q& /4% > 1. Dans ce cas on peut montrer que la dynamique de sauts quan-
tiques converge vers I’équation différentielle stochastique suivante :

Jt 2
d) = —lHo—*ZVmJ’TJZ it + Zym< s, - Windel2)

+ 30 Vi (U = 5 - 55 ) |10, (119)

ott d¢!, sont les différentielles d’Ité de processus indépendants de Wiener
complexes satisfaisant les régles d’Ito dﬂndf% =0et dffnd&]l = 0ij0mndt (cf.
[45]). On trouve des preuves de ce résultat dans [109, 110, 12]. Sinon on peut
se référer & 'annexe C ot on en donne une dérivation originale.

10. Des progrés récents accomplis en électronique permettent un asservissement plus
aisé rendant la détection homodyne plus attractive qu’auparavant d’aprés le numéro 784
d’avril 2006 de la revue Mesures (pages 40-43).
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Proposition 1.7.1. Pour ce modéle de détection hétérodyne dans la limite
()2 > Qi /yE > 1, la concurrence moyenne est donnée par la formule :

E[C(t)] = e~ C(0)

1 L 1 A
avec Knet —Z%( tree (Jﬂ%) 1 }trw(ﬂn)f) :

Remarque 1.7.1. On remarque que Kpet > /ih . Il semble donc préférable
si c’est possible (contraintes expérimentales mentionnées ci-dessus) d’utiliser
une détection homodyne pour protéger le systéme de la perte d’intrication.

O Comme pour le modele de détection homodyne, deux voies s’offrent a
nous pour prouver cette proposition. Soit on utilise le théoréme 1.5.1 dans la
limite décrite ci-dessus. Soit on calcule la concurrence moyenne & partir de
I’équation différentielle stochastique 1.19. Pour changer et comme la premiére
méthode est expliquée dans notre article [104], on propose ici d’utiliser la
seconde méthode.

On commence donc par évaluer :

C(yp + dy) =(¢ + dy|oy ® oy T + dy))
=C(¢) + (Yloy @ oy T|dv))
1)
+ (dY|oy @ oy T|¢) + (d¢|oy ® 0, T'|dY),
@) 3

()= 2) =e0) X [drhy (~gtrea (3l + {Uhbtres (D) - JIURIP))

m,i

+dgjn\/%<— (i) >+d§ \/771( trea (i) — <Jm>>]

et
Zdﬂm ( Ji <J,ﬁl>trcz(<]f,1:)) +O(dr?)

en utilisant les régles d’Ito, les formules (1.8) et (1.10) et le fait qu’on peut
toujours choisir tr(Hp) = 0. Soit :

v +dv) = Clw)+¢() 3 [annh (5l )

m,i

A€l o (i) + W1k (res (J31) — TTD)].
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Enfin la concurrence a l'instant ¢ + dt¢ est donnée par ’espérance de la valeur
absolue de ’expression précédente, soit :

C(t+dt) = E[E[|C(¢ + dv)|[¢]]

= C(t)EDl + Z [dt Ve (= %trcz(JiiJ%))

AL,
+ et yo(~30) 360y terce () = T ]
YonC )

B Di,

m

I est facile de montrer par les régles d’Itd que :

B> +|DP? 1
+7_

|1+ Adt + Bd¢ + DAE| =1 + dt {%(A) 5 4|B+D]2}

+()dE + ()dE

pour A, B, D € C. Comme les processus de Wiener sont indépendants et
d’espérances nulles, cette formule nous suffit pour conclure que :

i |2 i |2
Clt+dt) = C() +dtC() S | R(AL,) + W - %

m,i

| B, + Di,|?

=2 tr o (Tt Ji)+ L tr e (J3,) |2

ce qui conclut la preuve de la proposition. O

1.8 Qubits couplés au méme bain.

Finalement on va appliquer notre méthode de mesures sur les bains, qui
protége l'intrication du systéme lorsque les qubits sont chacun couplés a un
environnement distinct, au cas ou les deux qubits sont couplés a un bain
commun. Cela est plus pertinent que le cas précédent si dans I'expérience
physique que I'on tente de décrire les deux qubits sont trés proches 'un de
l'autre.

Plus particuliérement on va s’intéresser ici & deux qubits de méme fréquence
couplés de fagon résonnante au méme mode d’un champ électromagnétique
qui se trouve étre initialement dans I'état du vide .

11. Dans le cas ou les qubits sont chacun couplés a un environnement indépendant, on
n’a pas besoin de faire I’hypothése de fréquence commune, c’est pour cela que nous ne
I’avons pas mentionnée au préalable. Cette hypothése n’est cependant pas trés restrictive
car dans les expériences pratiques, les qubits sont souvent constitués des mémes objets
(mémes atomes, mémes ions,...). De plus 'hypothése de résonance avec le mode du champ
est souvent ce qui est réalisé en pratique, par exemple dans les expériences d’Optique
Quantique du Laboratoire Kastler Brossel [21, 85, 50, 48], comme on ’a mentionné en
Introduction.
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On suppose que la cavité oul siége ce champ est entourée de photodé-
tecteurs parfaits. Ainsi chaque fois qu’'un des deux qubits A ou B émet un
photon (on néglige I’événement d’émission de deux photons au méme ins-
tant, un pour chaque qubit, qui a une probabilité d’occurence en O(dt?)
trop faible), celui-ci est détecté par un photodétecteur D. De méme qu’en
section 1.4, on fait 'approximation de l'onde tournante pour ce modéle de
comptage de photons avec un bain unique ; ce qui nous conduit & considérer
I'opérateur de saut J = 02 ® Idg + Idy ® o8 avec v pour taux de sauts.
Il est important de noter qu’a présent 'opérateur de saut n’est plus local.
Enfin pour simplifier les calculs on prend '? Hy = 0.

On souhaite calculer la concurrence moyenne associée & ce modeéle de
sauts quantiques. On procéde de la méme fagon que précédemment. On com-
mence par calculer la contribution des trajectoires sans saut a la concurrence
moyenne :

pOS(()?t)COS( ) ‘(Uy X gy > —iHeﬂtd)(O)’

=[{oy @0y >67%JTJt,¢)(O)"

En calculant ’exponentielle de —%J fJt, on trouve facilement que :
t
ERREI()) Z Co,s0 (1)), 8")

avec

e 41 et —1

9 Co1 (0)

Ensuite les trajectoires quantiques avec un saut entre 0 et ¢ donnent une
contribution non nulle (au contraire du cas de deux bains indépendants a
température nulle). Elle est obtenue en intégrant sur [0,¢], la probabilité
d’avoir une trajectoire avec un unique saut sur [0,¢] en t, soit

Pos(0, £) (9| T (ta—)) |2l )pos(Es. =M. (1)?
ol Ny, (1) = e~ 5520 1e= %52y 0)) 2,

12. On peut aisément refaire les calculs en ajoutant Hy. Des phases supplémentaires
vont apparaitre dans les formules, mais on peut voir que cela ne modifie en fait pas le
résultat final (1.20) obtenu.
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Concurrence C

F1GURE 1.5 — Concurrence de deux qubits couplés & un bain commun a
température nulle en fonction de vt avec |¥(0)) = %HO) + %\OU.

(1a) Cp) (ligne bleue tiretée).

(1b) Cy() pour une seule trajectoire (ligne noire en pointillés).

(1c) E[Cy(4)] donnée par (1.20) (ligne rouge pleine superposée a la ligne bleue
tiretée).

Dans Pencart (2), la méme chose pour |¥(0)) = —4-[11) 4+ —ZL|00).
V53 V53

multiplié par la concurrence associée a une telle trajectoire a I'instant ¢, soit

Cisy,(t) = 2N21 e~ 2"|¢11(0)|. Ce qui nous donne :
1s,ts

t
1
Cis :/ dts'Y-N’ls,ts(t)2276_27t|611(0)’
0 N

1s,ts
= 2vte 2 ¢14(0)).

Enfin les trajectoires avec deux sauts ou plus ont une concurrence nulle
(car aprés deux sauts on a [(t)) = €¥]00) avec p € R), il vient donc :
1 _ -
E[C(1)] =5 |[e10(0) = co1(0)]* = [e10(0) + cor (0)]*e™" + derrcoo(0)e ™|
+ 2|c11(0)*yte 27t (1.20)

On note plusieurs différences frappantes par rapport aux modéles décrits
précédemment avec deux bains indépendants. Tout d’abord le comporte-
ment de la fonction ¢ — E[C(t)] dépend fortement de I’état initial choisi.
Ensuite on perd le comportement général de décroissance exponentielle de la

26



concurrence moyenne observé pour tout modéle de sauts locaux (cf. théoréme
1.5.1). En particulier ici on peut observer un phénomeéne curieux de perte

soudaine d’intrication immédiatement suivie d’une renaissance de la concur-
611(0) =0

arg(c10(0) + ¢1(0)) = arg(e10(0) — ¢01(0))

ces conditions E[C] s’annule uniquement en to = %ln (%) (cf. fi-

rence. Cela se produit ssi . Sous

gure 1.5).

Pour finir, on remarque, dans le cas ou on prend ¢11(0) = 0 comme
condition initiale, que E[C(t)] = C,;) ot p est solution'* de 'équation de
Lindblad :

dp gl
= =nJpJt = Z{JTJ, p}. 1.21
i S A S CAC Y (1.21)

Par contre si ¢11(0) # 0, alors E[C] commence par croitre tandis que C,
commence par décroitre. Dans I’article [103], les auteurs proposent des pro-
tocoles de mesures permettant justement d’obtenir E[C(t)] = C\) V2.

Enfin on peut voir que E[C] converge aux grands temps vers la valeur
Coo = M de méme que C,. Les auteurs de [64] et 78| avaient

déja remarqué que limy oo Cpp) = Coo. Cela est dit & la présence de I'état

p
noir maximalement intriqué, %(\10} —]01)), invariant sous la dynamique

donnée par 'équation de Lindblad (1.21).

On reviendra, dans le chapitre traitant du modéle d’interactions répétées,
sur d’autres curieux phénomeénes apparaissant lorque les deux qubits sont
couplés au méme environnement.

13. On donne la solution de ’équation de Lindblad (1.21) avec la condition initiale
p = 1Y) (| ou |[¢) = ¢10]10) + c01]01) + c0|00) dans 'annexe D.
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Chapitre 2

Etats X et décompositions en
états purs produits.

2.1 Introduction.

2.1.1 Définition des états X et motivation de leur étude.

Proposition-Definition 2.1.1. Un état quantique p d’un systéme de deux
qubits est dit état X, si dans la base {|11),]10),]01),|00)} qu’on qualifiera de
canonique, il est représenté par la matrice :

(2.1)

<O O R
(= RESTIES )
o0 8 O
QL OO

avec les conditions :
. a,b,c et d sont des réels positifs de somme un.
.y est complexe tel que |y|* < ad.
. x est compleze tel que |z|? < be.

0O On prouve ici d’ot viennent les conditions sur les nombres a, b, ¢, d, z, y.

La matrice p est hermitienne positive de trace un. Ceci nous donne donc
naturellement la premiére condition. Les seconde et troisiéme viennent de
la positivité. La matrice p est positive ssi toutes ses valeurs propres sont
positives. Or celles-ci sont :

- = 3la+d) = /(a—d)? + 4]y[?]
e = gl(a+d) +/(a —d)? + 4y]]
.3 = %[(b—i—c) —/(b—c)2 +4|z]?]
M =50+ e) + /(0 - 0)? + 4z

. . a+d)>+/(a—d)2+4|y|? oo > lyl2
Elles sont positives ssi (atd)2y/ (e HWIE - oest-a-dire ad2ly|*.
(b+0) =/ (b—c)>+4z[? ’ T | be2lel
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Les états X jouent un trés grand role dans les expériences d’information
quantique. L’ensemble des états X inclut en particulier les états de Bell
[9] et les états de Werner [108]. De plus on peut connaitre trés facilement la
concurrence d’un état X via la formule exposée dans la partie suivante. Cette
formule rend leur utilisation trés agréable tant pour les modéles théoriques
d’intrication que pour les expériences.

Remarque 2.1.1. La définition des états X dépend d’une base canonique
fixée ce qui n’est pas trés naturel. Pour palier ce défaut, on va dans la sec-
tion 2.3.3 considérer ’ensemble des états pouvant se réduire a des états X
via des transformations unitaires locales.

2.1.2 Présentation des résultats de ce chapitre.

Dans ce chapitre on va étudier 'ensemble £x formé par les états X, géo-
métriquement et du point de vue de I'information quantique.

La proposition 2.2.2 montre que Ex est un ensemble convexe compact
a sept dimensions! réelles. Il est donc, par le théoréme de Krein-Milman,
I’enveloppe convexe de ses états extrémaux qui sont les états de Bell géné-
ralisés 2 par la proposition 2.2.1.

En ce qui concerne 'information quantique, on rappelle au lemme 2.2.1
une formule bien connue donnant la concurrence de tout état de £x, ce qui
motive ’étude de cet ensemble d’états. On verra en particulier au chapitre
suivant que cette formule va nous étre trés utile. Mais pour commencer on
se sert de ce lemme pour montrer simplement (cf. proposition 2.2.1) que la
concurrence est une fonction convexe sur Ex.

La fin du chapitre traite de la décomposition d’états séparables de deux
qubits en états purs produits. On propose des formules explicites pour la
décomposition de tout état séparable de £x en une somme d’au plus cing
états purs produits (cf. proposition 2.3.1). On généralise notre méthode a
I’ensemble obtenu obtenus par conjugaison d’unitaires locaux sur des états
X. On commence par démontrer que cet ensemble a onze paramétres? (cf.
théoréme 2.3.1). On est alors soumis au probléme pratique suivant. Soit p un
état d’un systéme de deux qubits, comment savoir si p peut étre obtenu par
conjugaison par des unitaires locaux sur un état X7 C’est le théoréme 2.3.2
qui répond a cette question. La démonstration de celui-ci est constructive.
Aussi elle nous fournit un algorithme (résumé a la fin de la section 2.3.3)
pour, si c¢’est possible (on le sait grace au théoréme 2.3.2), écrire p sous la

1. On verra dans la proposition 2.2.2 dans quel sens on parle de dimension.
2. Les états de Bell généralisés seront définis dans la proposition 2.2.1.
3. On verra dans quel sens au théoréme 2.3.1
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forme :

p=Ua®Up)px(Ua®Up)T,

ou px € Ex, Uy et Up sont des unitaires sur C?. En particulier cet algo-
rithme compilé & la proposition 2.3.1 fournit un algorithme de décomposition
en états purs produits (résumé a le fin de la section 2.3.3) pour les états sépa-
rables obtenus par conjugaison d’unitaires locaux sur des états X séparables.
On compare ensuite notre méthode a celle de Sanpera-Tarrach-Vidal (cf.
sections 2.3.4 et 2.3.6) et celle de Wootters (cf. sections 2.3.5 et 2.3.6).

2.2 Les états X d’un systéme de deux qubits.

2.2.1 En ce qui concerne la concurrence des états X.

On rappelle que dans [111], Wootters propose une méthode pour calculer
la concurrence d’une matrice densité p représentant I’état de deux qubits (cf.
annexe 0.2.2). Il s’agit de calculer les valeurs propres de la matrice \//pp,/p
out j= oy ® oypoy @ 0y, puis de les ranger dans I'ordre décroissant : Ay >
A2 > A3 > A4. On a alors la formule suivante :

C(p) = maX{O, )\1 — )\2 — )\3 — A4} (2.2)

Le lemme suivant (cf. [113]) est finalement la principale motivation pour
I’étude des états X :

Lemme 2.2.1. Si p est un état X, donné par ’équation (2.1) alors on a la
formule explicite :

C(p) = 2max{0, |y| — Vbe, |z| — Vad}. (2.3)

O 11 est plus facile de prouver ce lemme en remarquant que les valeurs
propres \; de \/y/pp,/p sont les racines carrées des valeurs propres p; de pp
(ce qui vient juste du fait que les valeurs propres de AB sont les mémes que
celles de BA pour deux matrices A et B).

Commengons donc par calculer :

d 0 0 vy
- 10 ¢ x O
P=1o z b 0
y 0 0 «a
Puis :
ad + |y|? 0 0 2ay
. 0 be+ x> 2bx 0
PP = 0 2cx be + |z|? 0
2dy 0 0 ad + |y|?

4. On rappelle que p est la matrice conjuguée de p.
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Le polynome caractéristique de cette matrice est (en utilisant la notation
classique pour les polynomes ot X est I'indéterminée) :

Xpp = [(X = (be + |2]%))? — dbe|z*][(X — (ad + |y|*))? — dad]y|?]
Les valeurs propres de pp sont donc :

= (Vhe+ Jo))?

. piz = (Ve — |z])?

.z = (Vad + Jy|)?

- pa = (Vad — [y])?
Comme on ne sait pas qui est le plus grand entre (vbe+|z|)? et (Vad+|y|)?,
on réécrit (2.2) sous la forme :

C(p) = max{0, (Vbe + |z]) — (Vbe — |z]) = (Vad + [y]) — (Vad — |y]),
(Vad +|y|) — (Vad — Jy|) = (Ve + |a]) — (Ve + [z])}
soit la formule (2.3). O

Remarque 2.2.1. La formule (2.3) nous permet de voir qu'un état X est
séparable ssi max (||, |y|) < min (vVad, vbc).

Une premiére application de cette formule est de fournir une preuve facile
du théoreme général 0.2.3, dans le cas particulier des états X :

Proposition 2.2.1. On note Ex l'ensemble des états X, alors la fonction
concurrence est convexe sur £x.

ap 0 0 az 0 0 g
. 0 b1 1 0 0 b2 T2 0
O = =
Soient py 0 & ¢ 0 et pa 0 2 ¢ 0 dans Ex

o 0 0 dy 72 0 0 d
et A € [0,1]. Alors d’aprés la formule (2.3) :
C(Ap1+ (1= A)p2)
= 2max{0,|Az1 + (1 — Naa| — v/[ha1 + (1 — Nag][Mdy + (1 — N)da],

IAy1 4 (1= A)yz| — V/IAbL + (1= Nbo][Aer + (1 — Neo]}
(2.4)

0,1)2 -
(u v)mﬁ

—1v1/2 =1
Hess f(y0) = ( 4 w2 —41 ) pour (u,v) €]0,1[% est négative (ses va-
4 4

v3/

La fonction f : est concave car sa hessienne,

4 °
SRS

)

B%
é

leurs propres 0 et _Tl u3 + 5 /2) sont négatives). Ainsi par inégalités de

convexité, on a :

a1+ (1— N — /Phar (1= Naa]Mi + (1 — Nda]
< /\|.Z'1‘ + (1 — /\)’.1‘2| — MWaidy — (1 — )\)\/ang
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et une inégalité similaire pour le second terme de (2.4). D’ou :

C(Ap1+ (1 = A)p2) <2max{0, A(|z1| —+Vaidi)+ (1 = X)(|x2] — Vaadz)
Ayl = Vbier) + (1= N)(Jya| = Vb2e2)  }
[-1,1]2 = R

(2,) — max{0, u, v}
convexe. Ainsi C(Ap1 + (1 — A)p2) < AC(p1) + (1 — A)C(p2) O

Puis g : a un épigraphe convexe donc est une fonction

2.2.2 Géométrie de £y, ’ensemble des états X.

On donne ici des éléments pour comprendre la géométrie de I’ensemble

Ex.

Proposition 2.2.2. £x est un ensemble convexe compact a sept dimensions
réelles.

O La convexité est évidente. En effet la forme X est préservée par combi-
naison convexe et on sait déja qu’une combinaison convexe d’états quantiques
est encore un état quantique.

Il a sept dimensions en tant que variété réelle.

Pour la compacité il suffit de voir que Ex est un fermé borné dans My (C),
espace vectoriel de dimension finie. La forme X est évidemment préservé par

a 0 0 y
. . , 0 b = O

passage a la limite et £x est borné car pour p = 0% ¢ 0 € Ex, les
y 0 0 d

coefficients diagonaux appartiennent a [0, 1]. Comme |y| < vad et |z| < v/be,

on a aussi |z| et |y| dans [0, 1]. O

Par le théoréme de Krein-Milman ®

,on sait que Ex est I'enveloppe convexe
de ses points extrémaux. Nous allons les donner dans le théoréme suivant.
Pour commencer on appelle états de Bell généralisés, les états purs |¢) (1|
et |¢) (@] avec 1) = a|11) +0|00) et |p) = S[10) + v|01) ot v, B, v et § sont
des nombres complexes tels que |a|? + 6] = 1 et |8]* + |y|*> = 1. On peut

aussi les réprésenter matriciellement dans la base (|11), |10), [01),]00)) :

o> 0 0 ad 0 0 0 0
10 00 o0 o 18> By O
as 0 0 |6? 0 0 0 0

Théoréme 2.2.1. Les états de Bell généralisés sont les états extrémaux de

Ex.

5. En dimension finie il fat prouvé par Minkowski, mais il est toujours improprement
dénommé théoréme de Krein-Milman dans ce cadre.
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O On commence par prouver que les états de Bell généralisés sont des
états extrémaux de Ex. On montre par exemple que [¢) (1] est un état ex-
trémal.

ap 0 0 wuy ag 0 0 o
Pour ce faire, on prend p; = 8 fe‘l ‘2 1 8 et ps = 8 2_2 3;2 8
1 1 2 )

:ljl 0 0 dl ?jQ 0 0 dQ
dans Ex et A € [0, 1] tels que :

[V) (] = Ap1 + (1 = A)p2

Ainsi Ab; + (1 — A\)bg = 0, donc by = by = 0. De méme on a ¢; =co =0 et
comme |z;| < /bici, z; =0 (i = 1,2). Ensuite :

s> = N[y]*+ (1= M)yl + A1 = X) (0192 + t172)
< Ny + (1= 2 Jy2l® + A1 = )2y l]yel
< Mapdy + (1= N)2agds + A1 — N2/ ardyasds
< Maydy + (1= N)%agde + A1 — N)(arda + azdy).

Mais d’autre part :

j@d? = |af?|6]?
= [)\al + (1 — )\)az][)\dl + (1 — )\)dg]
= )\2a1d1 +(1- )\)2a2d2 + A1 = N[arda + agd,]

donc il y a partout égalité dans la suite d’inégalités précédente. En particu-
lier on a égalité dans l'inégalité arthmético-géométrique ce qui signifie que
a1ds = asdy. Or d; = 1 — a;, donc a1 = ao. Puis pour passer de la deuxiéme
A la troisiéme inégalité, on a utilisé le fait que |y;| < v/a;d;, 1a encore on a né-
cessairement égalité donc |y1| = vai1di = vasds = |yz|. Enfin les arguments
de y1 et yo sont égaux car on a aussi égalité dans la premicre inégalité. Ainsi
p1 = p2 et notre combinaison convexe devient triviale :

[P) (Y| = Ap1 + (1 = N)p2 = p1 = p2

sigifie que |¢) (1] est extrémal dans Ex. Une démonstration similaire montre
que |p)(¢| est aussi extrémal.

Réciproquement on va prouver qu’on peut écrire n’importe quel état de
Ex comme combinaison convexe d’états de Bell généralisés.
Etape 1 : Pour les états du type

o O 2
o O OO
o O O o

o ow

1—a

<
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la combinaison convexe suivante fonctionne avec A = \/% pour® a €]0,1]:
all—a

a 0 0 a(l—a)e®eW
_ 0 0 0 0
P= 0 00 0
Va(l —a)e ) o 0 l1—a
1 0 0 0 0000
00 00 00 00
+(1—=XNa 00 0 0 +(1-=XN(1-a) 00 0 0
00 00 0 0 0 1
Etape 2 : Pour les états du type
00 0 O
N x 0
P=lo z 1-b 0
00 0 O
la démonstration est la méme.
Etape 3 : Dans le cas général
a 0 0 y
10 b 2 0
P=10 z ¢ 0
g 0 0 d

avec a + d €]0, 1], on écrit p comme combinaison convexe d’états des deux
premiers types :

Y

ﬁ 0 0 a+d
0 00 0
p=latd) | o o0 o
a0 0 1-3%
0 0 0 0
0 b z 0
1= (atad) | g TRy
1—(a+d) 1—(a+d)
0 0 0 0

Les étapes 1 et 2 montrent que ces derniers sont des combinaisons convexes
d’états de Bell généralisés donc p aussi.O

6. Pour a € {0,1}, p est soit [00)(00]|, soit |11)(11] donc un état de Bell.
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Quelle image peut-on se faire de ’ensemble £x 7 C’est un sous-espace de
£ convexe compact & 7 dimensions 7 avec deux sous-espaces de dimensions 3
typiques :
. L’espace, Epy des états de Bell généralisés du type [1)) (1| avec
|) = a|11) + §]00).
. L’espace, Epy des états de Bell généralisés du type |¢)(¢| avec
6) = B110) +~]01).
Il est & noter que ces derniers ne sont pas des ensembles convexes. La fi-
gure 2.1 représente de fagcon imagée Ex .

ngﬁ

EB¢

FIGURE 2.1 — Ex stylisé ou les bords arrondis correspondent a Egy, et Epg.

2.3 Décomposition en états purs produits d’un état
séparable de deux qubits.

2.3.1 Introduction a la décomposition en états purs produits.

A présent nous allons exploiter la facilité de manipulation des états X
pour trouver des décompositions d’états séparables en états purs produits.
On considére toujours un systéme formé de deux parties notées A et B et
on rappelle (voir chapitre d’introduction) :

Definition 2.3.1. Un état p est séparable ssi il existe n € N et | ¥q), ..., |
W,,) tels que | Wy) =| 9x)a® | dr)p € Ha ® Hp avec |[vglla = |[¢nllp =1 et
P1, ..., Pp des réels positifs vérifiant p; + ... + p, = 1, tels que :

P = pey Pk | Vi) (W .

7. Les espaces qu’on considére dans ce chapitre sont clairement tous des sous-variétés
de R*®. On parlera donc toujours de leurs dimensions en tant que sous-variétés réelles.
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Remarque 2.3.1. Il est trivial de voir qu’il faut au moins rg(p) états purs
produits pour obtenir une décomposition comme dans la définition ci-dessus.
On parlera donc de décomposition optimale lorsqu’on obtiendra une décom-
position en exactement rg(p) états purs produits.

Dans le cas général il est difficile de trouver une telle décomposition en
états purs produits. Grace au théoréme de Carathéodory, on sait cependant
qu’on aura besoin d’au plus de (dim(H4) x dim(?‘{B))2 états purs produits
(cf. théoréme 1 dans [53] de P. Horodecki). En fait on peut remplacer (tou-
jours en utilisant le théoréme de Carathéodory) dans la formule précédente
dim(H;) pour i = A, B par rg(p;) oul p; est la trace partielle® de p (cf. pro-
position 2 dans [112] de S. Wu). Dans le méme article [112], la proposition
4 donne? une estimation plus précise dans le cas oti le rang de p est petit.
Précisément, elle affirme que si rg(p) = 1,2 alors il faut exactement rg(p)
états purs produits pour écrire p comme dans la définition ci-dessus, et que
si rg(p) = 3 alors il faut exactement rg(p) ou rg(p) + 1 états purs produits.
Dans le cas général, quand rg(p) > 4, la question de trouver une meilleure
majoration du nombre d’états purs produits nécessaires pour décomposer p
reste ouverte.

Cependant pour un systéme de deux qubits, on sait par Wootters [111] et
Sanpera-Tarrach-Vidal [90] qu’on peut toujours trouver une décomposition
avec au plus quatre états purs produits (soit la borne donnée par le théoréme
de Carathéodory).

Ici on va proposer un résultat plus faible (cf. proposition 2.3.1 et algo-
rithme décrit a la fin de la section 2.3.3) car on ne saura faire la décomposi-
tion que pour des états appartenant & un sous ensemble des états séparables
de deux qubits, décrit dans les théorémes 2.3.1 et 2.3.2. De plus on aura
besoin de cing termes au lieu de quatre. Cependant notre méthode a ’avan-
tage d’étre trés algorithmique, et peu gourmande en calculs. On renvoie a la
section 2.3.6 pour une comparaison des différentes méthodes.

2.3.2 Décomposition pour les états de Ex.

On commence par donner une décomposition pour les états X séparables.
Dans la partie suivante on généralisera ce résultat pour un ensemble d’états
plus grand.

On note Exg le sous-ensemble de Ex formé par les états X séparables (i.e.
ceux tels que |z|?> < min(ad, bc) et |y|*> < min(ad,be)). Le résultat suivant
est un premier pas vers la décomposition en états purs produits :

8. On renvoie au chapitre d’introduction pour la définition de la trace partielle.
9. La preuve de cette proposition repose sur la décomposition de Hughston-Jozsa-
Wootters (cf. [55]).
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Lemme 2.3.1. Soit p € Exg s’écrivant dans la base canonique :

a 0 0 Vade
- 0 b Vade 0
p= 0 Vade c 0
Vade= " 0 0 d

avec 0 et o des réels et a,b,c,d des réels positifs de somme un et tels que
ad = bc.
Alors p se décompose en une somme de deux états purs produits :

1 1
p = ST W]+ 5 W2) (W

ot |Wy) et |¥y) sont les vecteurs normalisés :

[¥1) = (e1|1) + ao[0)) ® (B1]1) + Bol0))
[Wa) = (71]1) +10[0)) ® (01]1) + d0|0))

avec !

ap=—y =VvVa+ bei 5

De plus cette décomposition est optimale dans le sens ot elle ne fait intervenir
que deux facteurs quand rang(p) = 2.

O La preuve consiste juste a effectuer le calcul matriciel dans la base
(]11),|10),]01),]00)). On a :

o (1517 51Bo> _ (|@1|2 51ﬁ0>
Joa (Blﬁo 52) 19 B8 1602

U (0| =
| 1>< 1| F100 (|@1|2 5150) |O£0|2 <|@1|2 61/60>
B1Bo  |Bol? B1Bo  |Bol?
et :
e <(_51|2 515_0> A <|<_51|2 515_0>
|Wo)(Wa| = 0100 |80 0100 160"
i ("—51'2 51‘50) ol? (lgﬁ!? 5150>
0 0199 |50’2 0 9100 ‘(50|2

On note o = $|W1)(Vq| + L[ W) (Wy| et oy; ses coefficients quand on l'ex-
prime dans la base (|11),[10),]01),]00)). On remarque que ¢ est un état X.
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Exprimons & présent les o;; :

1 1
o1 = 5’041|2|51|2 + §|’Y1|2|51|2 = (a+b)(a+c)=a*+a(b+c)+be
=a’+a(l—(a+d)+bc=a+ad—bc=a

puis de méme on trouve :

099 — b
033 = C
oy =d
014 = \/@ew

093 = Vade™.

Ainsi o = p ce qui conclut la preuve du lemme. O

On peut généraliser ce lemme 2.3.1 en :

Lemme 2.3.2. Soit p € Exg s’écrivant :

a 0 0 y
10 b 2 O
P=1o z ¢ 0

y 0 0 d

avec a,b,c,d,x,y comme dans la proposition 2.1.1 mais tels que ad = bc.
On note arg(x) [resp. arg(y)/ Uargument de x [resp. y] et on définit

ve € [0, 5] tel que |z| = cos(vz)Vad
vy € (0, 5] tel que |y| = cos(vy)Vad

de quatre états purs produits :

. Alors p se décompose en une somme

1 1 1 1
p= Z|‘1’1+)<‘1’1+| + Z|‘1’2+><‘1’2+| + Z'Wl*ﬂ%*' + 1!‘1’27><‘1’27!
ol :

(Wis) = (1+|1) + @+]0)) ® (B1£[1) + Box]0))
[Wox) = (M1[1) +70£[0)) ® (d14|1) + do£[0))

avec !

. (arg(y)£vy)+(arg(z)Eve)
a1+ = -7+ =Va+beé 2

Qo+ = Yo+ = 1—(a—|—b)

 (arg(y) +vy) —(arg(z)£vz)
2

fir = —01x =Va+ce
Bot = 6o+ = /1 —(a+c)

Ici aussi cette décomposition est optimale quand rg(p) = 4 car elle ne fait
intervenir que quatre facteurs.
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O Via le lemme précédent on a :

1 1
ZI\Ifli)(‘l’lﬂ + 1|‘1’2i><‘1’2i|

a 0
1 0 b
- 5 0 \/@ e—ilarg(z)+vz)
m e—iarg(y)Evy) 0
0 \/@ eilarg(y)y)
\/@ ei(arg(:p)iuz) 0
c 0
0 d

Ainsi

1 1 1 1
Z|‘I’1+><‘1’1+| + Z|‘1’2+><‘I’2+| + Z|‘I’1—><‘I’1—| + Z"I’2—><‘I’2—’

a 0
B 0 b
N 0 cos(vy)Vad e~ "2e(®)
cos(vy)Vad e~ *28W) 0
0 cos(vy)Vad e'28W)
cos(vz)Vad €8 0
c 0
0 d

Grace a ce lemme nous sommes armés pour présenter le cas général :

Proposition 2.3.1. Soit p € Exg donné par la matrice (2.1) dans la base
canonique, alors on sait décomposer p en une combinaison conveze d’au plus
cing états purs produits. Précisément on distingue trois cas :

Si ad = be, c’est le lemme 2.3.2 qui répond a la question.

St ad > be, alors :
A A A A

p ZZ\‘I’1+><‘I’1+\ + Zl‘l’2+>(‘1’2+| + Z!W1—><‘I’1—! + 1\‘1’2—><‘I’2—\
+ (1= XN)|11)(11],

avec A =1 — % =b+c+d+ % et ot les W+ sont définis comme dans

le lemme 2.3.2 en remplacant a par %, b par %, c par 5, d par %, x par 5
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ety par .
Si be > ad, alors :
A A A A
p = V1) (Wrs |+ 712 )(Tor | + 2|01 ) (1| + T2 ) (2|
+ (1 = \)[10)(10],

avec A =1 — % =a+c+d+ “—Cd et ou les ¥ 1 sont définis comme dans
le lemme 2.3.2 en remplagant a par 5, b par ‘f\—‘é, c par 5, d par %, T par

ety par .

O On se place dans le second cas ou ad > be (le dernier cas se montre de
fagon similaire). On pose comme indiqué A =1 — % =b+c+d+ %C et :

al 0 0 Y1 b b

=2

= 0 bl 1 0 avec = 2\
p1= 0 7 ¢ O =X
_ T

y1 0 0 dy 1 by

(Y1 = %

On remarque que p; € Exg et que a1d; = bicy = %. En appliquant le
lemme 2.3.2 & p1, on peut 'écrire comme une combinaison convexe de quatre
états purs produits :

1 1 1 1
p1 = 1\‘1’1+><‘1’1+\ + 1|‘I’2+><‘I’2+\ + 1|‘I’17><‘1’17| + Z|‘1’27><‘1’2—|,

ou les |W;+) (pour i = 1,2) sont définis dans ’énoncé de la proposition.
Pour conclure la preuve de ce lemme, il suffit de remarquer que
p=Ap1+ (1= XN)11)(11]. O

2.3.3 Ot on généralise le résultat précédent pour une classe
d’états plus grande.

Le résultat précédent n’est pas naturel car il est bati sur un choix de
base particulier : (|11),]10),]01),|00)). Que se passe-t-il si on se permet des
changements de bases locaux 7 C’est ce que nous allons voir dans cette partie.

Faire un changement de bases orthonormeées local revient & multiplier la
matrice densité a gauche par Uy @Up € U(2)®U (2) et a droite par UE@U]TB.
On voit qu’on garde en fait la méme généralité 19 en conjugant directement

N arg(det(U)
10. En effet, en notant U; :=e™* S U; € SU(2) pour j = A, B, alors la conjugai-
son par Ua @ Up € SU(2) ® SU(2) est égale a la conjugaison par Ua ® Ug.
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par une matrice du groupe SU(2) ® SU(2). On considére donc I'application
A défini par :

A Ex % (SU2) © SU(2)) — €
(px,Ua @ Up) = Ua @ Uppx U, @ UL.

On a ici deux motivations. Primo on aimerait connaitre I'image de cette ap-
plication A. Secundo on souhaiterait avoir un algorithme qui nous permette
de trouver un antécédent a tout élément de Im(.A). Alors on saurait décom-
poser tout état séparable p € Im(A) en une somme d’états purs produits.
Cela se fait en deux étapes :

. (1) on écrit p=Us ® UB/)XUI1 o UL ,
. (2) on décompose px = 3751 pr | Y)Yk |a @ | ¢r)(dk [ grace & la
proposition 2.3.1.
Alors p =331 pelUa¥i) (Uatk|a @ |Updk) (Updr|p est une décomposition
de p en états purs produits.

Une nouvelle paramétrisation des états.

Pour réaliser ce programme, on va utiliser la paramétrisation !! suivante

pour les matrices densités introduites dans [54] par R. Horodecki et M. Ho-
rodecki :

Definition 2.3.2.

1 -
p=7 |ld@ld+aGeId+bId®d + Y cjoi®o; (2.5)
(i.4)€[1,3]*

@ =tr{(G @ Id)p} et b = tr{(Id ® &)p} sont des vecteurs de R3 qui repré-
sentent respectivement la valeur moyenne, dans I’état p, du spin A et du spin
B (a un facteur i/2 prés).

C = (cij)i<ij<z = (tr{(o; ® 0;)p})i<ij<3 est une matrice quelconque de
M3(R) représentant les corrélations, dans 'état p, entre les systémes A et B.

Le membre de droite de I’équation (2.5) est hermitien de trace un. On se
demande quand est-ce qu’il représente un état ? Les premiers résultats dans
ce sens sont les propositions 1 et 2 de [54] qui donnent une condition néces-
saire pour que p défini par (2.5) avec C' diagonale soit un état, précisément
c’est :

Proposition 2.3.2. Soit p un état défini par (2.5) avec C' diagonale. On
note c1, co et c3 les éléments diagonaux de C, alors nécessairement le point

11. On utilise la notation classique [n, m] pour désigner I'ensemble des entiers compris
entre n et m.
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M dans R, de coordonnées (cy,c2,c3) dans la base canonique, appartient
au tétraédre dont les quatre sommets ont respectivement pour coordonnées
(=1,—-1,-1), (—-1,1,1), (1,—-1,1) et (1,1,—1).

St on suppose de plus que p est séparable, alors le point M appartient a
loctaédre dont les sommets ont respectivement pour coordonnées (0,0,+1),
(0,41,0) et (£1,0,0).

O On prouve cette classique propriété dans I'annexe E.O

Dans le méme article [54], 'auteur donne des conditions pour que la
réciproque de la proposition précédente soit vraie :

Proposition 2.3.3. Soit p définie par (2.5) avec C diagonale et @ = b=0.
On note c1, co et c3 les éléments diagonaux de C, alors p est un état si et
seulement si le point M dans R3, de coordonnées (cy,ca,c3) dans la base
canonique, appartient au tétraédre T défini dans la proposition 2.3.2.

De plus si le point M appartient a Uoctaédre O défini dans la proposition
2.3.2 alors p est un état séparable.

0O On prouve cette propriété en utilisant les états X dans I'annexe E.O

La proposition suivante, issue de I'article [30] ot on a corrigé les inexac-
titudes, nous donne quant & elle une condition nécessaire et suffisante pour
que (2.5) représente bien un état :

Proposition 2.3.4. Avec les notations de la définition précédente, on pose
K= — [6.5 @Id+bld® 5+ Z(ij)e[[l 32 CijTi ® O’j] , et on définit :

Iy =5 tr(K?) = 2((@ + B + tr(C*O)]

1 .
I :§tr(K3) = 8[det(C) — @.Cb|

o :itr(K‘l) - é(u(}@))?

2
=— <l22> +4(C'@)% + 4(Cb)? + 4a%b?
+2 | (tr(C'C)2 = D ccucike| + 8 [det (C — ab) — det(C)| .
(LikDe[1,3]*
Alors p de la définition précédente est positive (et donc est une matrice den-
sité) ssi :

o+l +10h <1 (2.6)
20+ 11 <4
Iy <6 (2.8)
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O Cette proposition est prouvée dans I’annexe E.O

Soit p € & représenté dans la base (|11),]10),[01),]00)) par la matrice
(pij)lgmgg ou par @, b et C' avec les notations de la définition ci-dessus. En
développant on a les relations suivantes qui relient les deux paramétrisations :

1
= %D (a2 b)) az = (p11 + p22) — (P33 + pas)
pa2 = 7|1+ (az —b.) — ca3]

1 <= Qb = (p11 + p33) — (p22 + pas)
p33 = 71+ (—a. +b.) — c33] 53 = 2(p11 + pat) — 1
pas = %[1 (as +b,) + c33] 33 P11 T P44

c11 = 2R(p14 + p23)
{P14 = (11 — c22) —i(c12 + c21)] e )= 2R (—p1a + p23)
p2s = 1l(c11 + c2) + i(ci2 — c21)] c12 = 28(—p14 + p23)
c21 = —23(p14 + p23)
az = 2R(p13 + p24)
ay = —23(p13 + paa)
p12 = H(by — iby) + (c31 — ics2)] by = 2R(p12 + p34)
p13 = t(az — iay) + (c13 — icog)] PN by = —23(p12 + p3a)
pas = $l(az —iay) + (—c13 + ico3)] c13 = 2R(p13 — p24)
p3s = 1[(by — iby) + (—c31 + icso)] c31 = 2R(p12 — p34)
c23 = —23(p13 — p24)
| c32 = —23(p12 — p34)

Avec cette nouvelle paramétrisation, on caractérise alors les états de Ex de
la facon suivante :

Lemme 2.3.3. Soit p € £ paramétré par @, b et C. Alors p€Ex ssi
cir cz2 0

deVect(é,), be Vect(é) et C = | e can 0
0 0 C33

O I1 suffit d’utiliser les relations ci-dessus et la caractérisation d’un état
de Ex c'est-a-dire p1o = p13 = pog = p34 = 0. O

Pour finir on va donner un corollaire de la proposition 2.3.4 dans le cadre
des états X :

Corollaire 2.3.1. Soit p tel que :

1 -
p=71 [Hdeldtideld+bldod+ Y cjoi®o;),
(i) €13
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. ci1 ci2 0
avec @ € Vect(e,), b€ Vect(é;) et C = [ ca1 c22 O
0 0 C33

R 2 _ [ caz
On pose @ = ae,, b= e, v = Z(i,j)e[[l,s}P c;; et Cp = (021 022>' Alors

p € Ex (i.e. p est positive) ssi les inégalités suivantes sont vérifiées :
y+a?+p%2<3
(v + a® + %) + 2c33(det Cp, — aff) < 1
(y+a? + BH[2 — (v + a® + B%)] + desz[(0? + BP)ess + 2(det Cr, — af)]
+4aflaf — 2det Cp] + 4[c35(c3y + cly + c3) + c3y) + (det C)?] < 1.

O 11 suffit d’appliquer la proposition 2.3.4.0

Comment agit la conjugaison par des unitaires locaux ?

A présent on souhaite savoir comment se transforment @, bet C lorsqu’on
conjugue une matrice densité par un unitaire local. C’est le but du lemme
suivant (cf. [89]) :

Lemme 2.3.4. Soit p comme dans la définition 2.3.2.
Pour Uj = cos %Id — ¢sin %ﬁ}.&’ € SU(2) avec j = A, B, on pose :

p=(Us®Up)p(U} ® UL)
1 > = . i
=4 [ldeld+ageld+bldd+ Y Eoi®a;

(i,4)€[1,3]?

En notant O la rotation d’axe 4 et d’angle 4 et P la rotation d’axe ig et
d’angle 0p, on a :

a=0a
b= Pb
C =0CP.

. S _i%An, s
O 11 suffit de se rappeler que U4 = cos %‘“Id — isin %AnA.a =e 2 A0

est 'expression dans ’espace des états du spin A d’une rotation d’axe 7i4
et d’angle 64 dans I'espace R? de représentation du spin A. Par conséquent
UA(&'.c_r’)UJ:1 = (0d).c et de méme UB(b.c}’)U; = (Pb).c.0

En particulier pour p € Im(A) qu’on paramétrise par a, bet C , il existe

Us® Up € SU(2)® SU(2) et px € Ex qu'on paramétrise par dx, bx et
Cx (de la forme donnée par le lemme 2.3.3 et le corollaire 2.3.1) tels que :

p=(Ua®Ug)px (U} ® UL).
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Par le lemme précédent, on sait qu'il existe O et P deux rotations de SO(3, R)
qu’on peut écrire en fonction de Uy et Up telles que :

@ = Ody
b= Pby
C = OCx Pt

Ou on conclut.

Dans un premier temps on souhaite estimer la "taille" de Im(.A) ie le
nombre de paramétres réels indépendants nécessaires pour la décrire. Comme
Ex x (SU(2) ® SU(2)) est un espace a 7+ 3 + 3 = 13 paramétres, on sait
déja que ce nombre sera inférieur & 13. Mais plus précisément on a :

Théoréme 2.3.1. Im(A) est une sous-variété réelle de R'® de dimension
11.

Démonstration : Tout d’abord Im(A) est une sous-variété réelle de R
car c’est par définition I'image par l'application différentiable A de Ex X
(SU(2)®SU(2)) qui est une sous-variété de R'® car localement difféomorphe
a RIS,

Pour calculer la dimension de Im(.A), on pense évidemment & calculer
le rang de la différentielle, en un point, de I'application A. Cependant cette
méthode directe se révéle trop calculatoire. Aussi nous allons utiliser la repré-
sentation donnée dans la définition 2.3.2. On rappelle (cf. lemme 2.3.3) que

ey 0

si px € Ex, alors il est paramétré par aé,, e, et CX = cg‘i cgg 0
0 0 e

Dans cette paramétrisation, par le lemme 2.3.4, la conjugaison de p par un
élément de SU(2) ® SU(2) est remplacée par 'action de deux matrices de
rotation O et P de SO(3,R) :

@ = O(aé>)
b= P(B¢.)
C =0CXPpt

Enfin on va paramétriser les matrices de rotations de SO(3,R) par les angles
d’Euler, c’est-a-dire que pour O € SO(3,R), on associe trois angles 6y, 05,
f3 et on note Oy, g, 0, tels que :

Oy, 050, = R-(01) Ry (02) R, (03) avec dans la base (&, &, €,) de R?
cos(f) —sin(f) 0 1 0 0
R.(0) = [ sin(f) cos(@) 0] et Ry(0)= |0 cos(d) —sin(h)
0 0 1 0 sin(f) cos(6)
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Ainsi au lieu de calculer le rang de la différentielle en un point de A, on va
établir celui de la différentielle en un point de 'application f (analogue de
I'application A dans la nouvelle représentation) définie 2 par :

fiRP 5 RY
X = -
(Oé, 67 C ) 01, 927 937 ¥1, P2, @3) — (040919279362, ﬁptpl,gog,gagezv
X pt
O616,,0,C P§0178027¢’3)'
Sa matrice jacobienne en un point, jac(f), 5.0X g, 05,0501 00,05 €St de taille
15 x 13. Pour calculer le rang de cette matrice, on cherche son noyau, qu’on
note pour simplifier ker(jac(f)). Enfin on suppose que le point en lequel on
calcule jac(f) n’est pas particulier. On verra par la suite que cela revient a
considérer que «, 3, sin(f2) et sin(yps2) sont non nuls.

Soit (A;)1<i<13 € ker(jac(f)) alors on a nécessairement en considérant les
trois premiéres lignes du jacobien :

0 . 0 .
)‘1870[ ((109192’9363) + /\88791 (05091927936,3)

0 . 0 . S
+ Agi (a09192,9362’) + )\107 (050919270362) = 07

00 003
soit :
sin(6) sin(fy) cos(61) sin(f2)
A1 | —cos(61)sin(02) | + adg | sin(6y) sin(62)
cos(f2) 0

sin(6;) cos(62) 0

+ aXg | —cos(f1)cos(f2) | =10

—sin(62) 0

Le déterminant de la matrice
sin(fq) sin(fy)  cos(f1)sin(f2)  sin(fy) cos(fz)
—cos(01) sin(f2) sin(fq)sin(fy) —cos(f1)cos(f2) | est —sin(fz). On a
cos(f2) 0 —sin(f2)
justement supposé que sin(fy) # 0, alors on a :

)\1 = Oé)\g = Oé)\g =0.
Toujours en supposant que le point n’est pas particulier, a # 0, et alors :

AL =As = Ag = 0. (2.9)

12. On fera toujours les identifications des espaces de matrices de taille n X m sur R
avec R™™ grace a la base canonique de My, xm (R).
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Et de méme en calculant les lignes 4, 5 et 6 de jac(f), on montre comme
sin(p2) # 0 et B # 0 que

Ao = A1 = A2 =0. (2.10)

Ainsi il n’est pas utile de calculer les colonnes 1, 2, 8, 9, 11 et 12 de jac(f)
pour calculer son noyau et (\;)1<i<13 € ker(jac(f)) ssi les conditions (2.9) et
(2.10) sont satisfaites et en notant (e;;)1<; j<3, la base canonique de M3(R) :

X300, 0, 05611 P + MOg, 9,.0,€12 P + X500, 9,.0,€21 P

©1,92,¢3 e1, 902 ®3 P1,92,03
+ )\6091702,93622P¢1 ©2,p3 + )\7091792793 633 501 ¥»2,$3
cos(3 + 5) —sin(63 +
+ A1000, 0,0 | sin(fs +5)  cos( 93 +3 CXP;moz,sos
0
cos(p3 —5) —sin(pz — %) 0 0 00
+ )\13091,92’930)( sin(gog — %) COS((pg g) 0 PAZMP%U =10 0 O
0 0 0 0 0 0
soit en multipliant & gauche par (Op, g, 0,) " et & droite par (PQZ1 (p%pg)_l :
Az€11 + Ag€12 + As€a1 + Ageza + Az€ss
0 -1 0 0 1 0 000
+Aof1 0 olCcX+asCcX -1 0 0] =0 0 0], soit:
0 0 0 0 00 000
)\3 - )\1005(1 - )\136{(2 =0
A4 — )\1065(2 + )\136{(1 =0
As + )\106{(1 — )\1365(2 =0
A6 + )\106{(2 + )\1365(1 =0
A7 =0. (2.11)

Les conditions (2.9), (2.10) et (2.11) nous permettent de conclure que
ker(jac(f)) est un espace vectoriel réel de dimension 2. Par le théoréme du
rang, on a rg(jac(f)) = 13 — 2 = 11, ce qui clot cette démonstration.O

Nous sommes soumis au probléme pratique suivant. Soit p € £, comment
savoir si p € Im(A)?

Théoréme 2.3.2. Soit p € £ paramétrisé par @, b et C comme dans la dé-
finition 2.3.2.

b#£0 bx = |[blle:

d’aze dx N a [resp. bx A b qui envoie dx sur @ [resp. bx sur b] (si ces deux

i#0 ix = |dlle
Si {_, 7 _ , alors on pose {qX ||_,” “ et O [resp. PJ, la rotation
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vecteurs sont colinéaires on pose O = Id [resp. P = Id]). Alors p € Im(A)

* % 0
ssi O'C'P est de la forme |+ * 0
0 0 =
a0 i=0
S (_1,7& ~  (le cas ou “ _  se traite de la méme fagon), alors on
b=0 b0
ax = ||a|le:
pose { - S
by =

Puis on choisit O commme la rotation d’axe dx N a qui envoie dx Sur a
(si ces deuz vecteurs sont colinéaires on pose O = Id). On écrit en lignes

mia! | := O'C. Alors p € Im(A) ssi miz € (Vect(my,mz))*.
Sid=1b=0 alors p € Im(A) quelle que soit la matrice C.

Démonstration : Commengons par le cas le plus facile, ou @ = =b=0.
On pose nécessairement @y = by = 0. Puis en effectuant une décomposition
en valeurs singuliéres de C', on peut toujours trouver O et P dans SO(3,R)

d 0 0
tellesque C =0 0 dy 0 | P
0 0 dj
Sid#0etb+#0, alors p € Im(A) ssi il existe O et P dans SO(3,R)
* *x 0
telles que @ = Oax ,I; = PI;X et O'CP est de la forme [+ % 0] ou dx
0 0 =«

et EX sont définis dans le théoréme. Les conditions @ = Odx et b= PEX
laissent a priori un degré de liberté dans le choix de O et un autre pour P,
mais c’est le lemme suivant qui nous apprend qu’on peut en fait les fixer :

Lemme 2.3.5. Avec les méme notations, on définit :
O :={0 € SO(3,R) telle que O(ax) = a},
P = {P € SO(3,R) telle que P(bx) = (_j} et

C?(XJ)X = {CX (c Z])1<Z]<3 telle que
oy — i {Id@ Id+adx.¢ ®Id+ bX,Id®&+ Z(i,j)e[[l,:%]]z CXZ'jO'i ®Uj] € EX}.

Alors pour 0,0 € O, P,P € P et CX € C% il existe CX € CZ tel
que :

oOCcXpt =oCcXpt.
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O On commence par remarquer que :
OCX P! = (00OH)OCX PY(PPY)
= 0(0'0)CX(P'P)! P!

Mais O [resp. P] et O [resp. P] sont deux rotations de SO(3,R) qui envoient

€- sur le méme vecteur ﬁ [resp. ﬁ]. Alors O'O [resp. PP| est une rotation

qui fixe €. En particulier elle est de la forme :

tA RO 6t t Rp 6t
OO_<6 1 resp P'P = i 1)1

ou Rp [resp. Rp| sont des rotations du plan. D’aprés le lemme 2.3.3, si

L7 X
CcX ¢ C;L(XJ)X, alors elle est de la forme CX = <Cﬁ‘tm c)? ) et on a :
33

C

- - . RoC*Rp' 0
C¥ = (otO)cX(ptp)t:( e ng).

Cette matrice a bien la forme voulue pour étre dans C_‘E(X X Enfin pour

montrer que C¥ appartient bien a Cg(x ’bX, on utilise le corollaire 2.3.1.
Tout d’abord det(RoC*Rp') = det(CX,,), 7ox = e, ou v est défi-
nie dans le corollaire 2.3.1 (car ¢ est le carré de la norme 12 de C' qui
ne change pas quand on multiplie par des matrices de rotations) et enfin
Z?,j:1(cxij)2 = Z?,j:1(5%)§)2 (par le méme argument que précédemment).
Ainsi d’aprés le corollaire 2.3.1, on peut affirmer que C¥ € Cix’bx .0

Sida#0etb=20 (le cas @ = 0 et b = 0 se traite de fagon simi-
laire), on pose nécessairement bx = 0. De méme que dans le cas précé-
dent, p € Im(A) ssi il existe O et P dans SO(3,R) telles que @ = Odx

* x 0

et O'CP sont de la forme | * * 0 |. De méme que précédemment, grace
0 0 =

au lemme 2.3.5, on peut incorporer le degré de liberté laissé par la condi-

tion @ = Odx dans le choix de CX. On fixe donc O comme indiqué dans le

théoréme et p € Im(A) ssi il existe P € SO(3,R) qu’on écrit en colonnes

¢
ml I

P = (p1, Pa, p3) telle que | mb | := O'CP € C;X’bx, c’est-a-dire que les pj;
-
ms

ﬁl’ﬁQ € T?Lé‘
D3 € (\/GC’E(T?Ll,’rﬁQ))L
orthonormée, nécessairement 73 € (Vect(1miy, mso))*. Et réciproquement si

doivent vérifier { . Comme (p1, pa2,p3) est une base
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ms € (Vect(ri1,12))" alors on est assuré de trouver un P qui convient.Ce
qui conclut la démonstration de ce théoréeme. O

La démonstration précédente nous fournit méme un algorithme permet-
tant, étant donné p € Im(.A) de trouver px € Ex et Up@Up € SU(2)@SU(2)
tels que :

p=(Us@Up)px(Ua @ Up)T,

qu’on résume ici :
(1) Calculer la représentation (da, b,C ) de p donnée par la définition 2.3.2.
(2) Calculer les rotations O (d’axe 714 et d’angle 04) et P (d’axe 7ip et
d’angle 0p), les vecteurs dx, I;X et la matrice CX := O'CP grace au
théoréme précédent.
(3) Calculer dans la base (|11),|10),|01),]00)), la matrice px paramétrée
par (6)(, gx, CX)
(4) Calculer dans la base (|11),]10),|01),]00)), la matrice
Us@Up = e_iGTAﬁA'EA ® e_ieTBﬁB' =
Si p € A est séparable, on poursuit I'algorithme en décomposant px €
Ex s en une combinaison convexe de (cinq) états purs produits par la propo-
sition 2.3.1 :

Qu

5
px = > pil i) (|
=1

Puis on calcule |®;) = (Us ® Up)|¥;), alors une décomposition de p en une
somme de (cing) états purs produits est :

5
p=" pil®:) (P
=1

Traitement d’un exemple.

Une mise en pratique s’avére souvent éclairante. Appliquons donc ici la
méthode sur 'exemple suivant :

0.275 0.047 +0.093¢  0.038 —0.0747  0.029 — 0.0457
~ 1 0.047 — 0.093: 0.260 0.033 +0.098: —0.003 + 0.074:
0.038 +0.074¢  0.033 — 0.098: 0.258 0.044 — 0.0684¢
0.029 4+ 0.045¢  —0.003 — 0.0747 0.044 + 0.068¢ 0.207
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Dans la nouvelle paramétrisation on a 2 :

. 1 1

b ~ (0.182,—0.049,0.067)
0.124 0287  0.083

C ~ [-0.106 0.009 0.298

0.005 —0.322 —-0.036

On est dans le premier cas d’application du théoréme 2.3.2. On pose
donc ax = (0,0,|d||) = (0,0,0.1). Ensuite on cherche une rotation O telle
que O(ax) =a. Il est facﬂe de voir que la rotation d’axe €; et d’angle 7/4
convient. Sa matrice représentative dans la base canonique est :

1/vV2 0 1/V2
0= 0 1 0
~1/v/2 0 1/V2

Ensuite on pose by = (0, 0, 116]]) = (0,0, 0.2). De méme, on cherche une rota-

tion P telle que P(bX) = b. On choisit le vecteur f1 IIbH L2 x b comme axe

W, de sorte que P(fl) = f1,

P(ﬁ) = f;; On trouve ensuite facilement P(fé) ~ —fé + 0.667]‘:3;. Dans la
base (f1, f2, f3), on a :

de cette rotation. Puis on pose fg =c, et f3 =

1 0 0
Mat(P)(ﬁJFg,f_é,): 0 0 -1
0 1 0.667

Pour connaitre la matrice représentative de P dans la base canonique on a
besoin de la matrice de passage de la base canonique vers la base (f1, f2, f3)-
Cest :

0.260 0 0911

Pass(é'z,é’y,e_’z)%(f;,fz,f;) ~ 0.966 0 —0.244
0 1 0.333

Pour ne pas alourdir, la notation, on note abusivement P la matrice repré-
sentative de P dans la base canonique, et on a finalement :

—1
P =Pass . o oy (nforfs)

0.378 0.167 0.911
~ | 0.166 0.955 —0.244
—-0.910 0.245 0.333

Mat(P) 7 7. 7 PaS( 6 ) (7 5. 7o)

13. On arrondit tous les résultats & 10~ prés dans le traitement de cet exemple sauf si
les résultats sont exacts.
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En poursuivant ’algorithme, on pose :

0.027 0.446 0
Cx =0'CP~ | -0.310 0064 0
0 0  0.100

Alors I'état px paramétré par ax, l_;X et Cx s’écrit dans la base
(]11),]10),101), |00)) :

0.350 0 0 —0.009 — 0.034:
- 0 0.200 0.023 + 0.189: 0
px = 0 0.023 — 0.189¢ 0.250 0
—0.009 + 0.034: 0 0 0.200

On va alors appliquer la proposition 2.3.1 a cet état. Avec les mémes notations
que dans la proposition 2.3.1, on a :

ad = 0.070 > bc = 0.050

On est dans le second cas traité par la proposition 2.3.1. On pose donc
A=1- 2= — 09 et :

a0 0 ym e 0 0 ¥
|0 bz 0] O 2 20
=10 & e 0] |0 £ <0
i 0 0 d £ 0 0 ¢
0.278 0 0 —0.010 — 0.038i
N 0 0.222 0.025 + 0.021 0
B 0 0.025 — 0.021 0.278 0
—0.010 + 0.0384 0 0 0.222

On applique ensuite le lemme 2.3.2 & p1.
On commence donc par chercher v,, € [0,7/2] tel que |z1| = cos(vy, )Vaidi,
soit cos(vy,) =~ 0.851, d’oit v, =~ 0.552. De méme on trouve v, =~ 1.412.
Enfin on a besoin de calculer les arguments de x1 et y;. C’est respectivement
arg r1 ~ arctan 3210 ~ 1.452 et argy; = m+arctan 238 ~ 4.455. Alors avec

0.025 — 0.010 —
les fomules données dans le lemme 2.3.2, on pose :

|U1+) = (@14[1) + ao+]0)) @ (Bi1+]1) + Bo+0))
[W2+) = (Y14[1) +70+10)) ® (d1+[1) + do+0))
|¥1—) = (1-[1) + ap—|0)) @ (B1-|1) + Bo-[0))
[Wo—) = (71-[1) +70-10)) ® (61-[1) + d0-[0))
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avec :

g = —y14 ~ 0.707393%
oo+ = Yo+ =~ 0.707
By = —014 ~ 0.745e!931
Bo+ = o+ =~ 0.667
Q- = —y]_ 0.707¢M971

B = —01_ ~ 0.745¢071¢,
Par le lemme 2.3.2 on a :
1 1 1 1
p1= 1|‘I’1+><‘1’1+| + Z|%+><%+| + Z'WI*M%*' + Z|%*><%*|’
puis :
0.9 0.9
pPX :TWH)@H' + T|‘I’2+><‘1’2+|
0.9 0.9
+ T\\Ill_ﬂ\lll_\ + T’\IIQ_M\I’Q_’ +0.1]11)(11].

Pour avoir une décomposition de p en une somme d’états purs produits,
il suffit de caluler les matrices U4 et Up qui correspondent respectivement,
dans l'espace des états, aux rotations O et P dans 'espace physique. En
notant 0o, 'angle de la rotation O et ny son axe, on a donc :

4 0
Ua = cos(?O)Id - isin(§)nb-5 = COS(%)Id - isin(g)ay,

soit dans la base (|1),]0)) :

~ (cos(m/8) —sin(7/8)
Ua = (sin(w/S) cos(m/8) > '

De méme on obtient :
Up ~ 0.8161d — 0.150i0, — 0.55Tioy,
soit dans la base (|1),]0)) :

—_— 0.816 —0.557 — 0.150i
B =10.557 — 0.150i 0.816

Comme p = (Ug ® UB)pX(UAT ® UBT), on a:
0.9 0.9
px =1 @1 ) {@r | + =[P4 ) (Do

0.9 0.9
+ T"blf)(q)lf’ + T|<I>2,><<I>2,| + 0.1]p) (|
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avec [®,+) = (Ua @ Up)|¥+) et |p) = (Ua ® Up)|11). Soit :

ou :

2.3.4 Meéthode de Sanpera, Tarrach et Vidal pour décompo-
ser les états séparables en états purs produits.

|®14) ~[(—0.729 — 0.466¢)|1) + (0.463 — 0.1931)(0)]

® [(—0.586 + 0.4694)|1) + (0.502 + 0.4284)|0)]
|Po+) ~[(0.188 + 0.4661)|1) + (0.843 + 0.1931)|0)]

® [(—0.157 — 0.669)|1) + (0.586 — 0.428i)|0)]
|®1—) ~[(—0.525 + 0.602¢)|1) + (0.548 + 0.249i)|0)]

® [(—0.080 + 0.4344)[1) + (0.841 + 0.3114)|0)]
|®o—) ~[(—0.016 — 0.6024)|1) + (0.759 — 0.249:)|0)]

® [(—0.663 — 0.6344)|1) + (0.247 — 0.3114)|0)]

[p) ~[cos(m/8)[1) + sin(r/8)|0)]
® [0.816]1) + (0.557 — 0.1501)|0)].

|®14) ~(0.646 — 0.0697)|11) + (—0.167 — 0.5467)10)

+ (—0.181 + 0.3304)01) + (0.315 + 0.1017)|00)
|Bot) 2(0.282 — 0.1997)[11) + (0.310 + 0.1934)[10)

+ (—0.003 — 0.5947)|01) + (0.577 — 0.2484)|00)
|®1—) ~(—0.219 — 0.2764)|11) + (—0.629 + 0.343)|10)

+ (—0.152 + 0.2184)[01) + (0.383 + 0.3807)|00)
|®y—) =(—0.376 + 0.4094)|11) + (—0.191 — 0.1444)[10)

+ (—0.663 — 0.3237)01) + (0.110 — 0.298)00)

o) ~0.754/11) + (0.515 — 0.1397)|10)
+0.312/01) + (0.213 — 0.057)[00).

Comme indiqué dans I'introduction a la décomposition en états purs pro-
duits, dans [90] les auteurs proposent une stratégie pour décomposer n’im-
porte quel état séparable de deux qubits en une somme d’au plus quatre
états purs produits. On propose de donner les grandes lignes de leur dé-
marche puis d’appliquer leur méthode sur l'exemple précédemment traité

par notre algorithme.

Présentation générale de la méthode.

Les auteurs de [90] se basent sur le critére d’intrication de Peres-Horodecki
exposé dans [81, 52| qui affirme qu’une matrice densité p représentant un état
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d’un systéme de deux qubits 14 est séparable si et seulement si sa transposée
partielle, par exemple par rapport au qubit B dans la base '® (|by), |b2)), p'?
est positive 6. On rappelle que si

p=>> pipai®ppi, oup €0,1]et > p=1
; %

2

et qu’on se fixe une base (|b1), |b2)) du qubit B, alors la transposée partielle
ptB (par rapport a cette base) est :

PP = "pipai @ ply;.
i
ol ply; est la transposée de la matrice représentant pp; dans la base (|by), |b2)).

On se fixe pour commencer une base (|a1), |az)) du qubit A et une base
(|b1), |b2)) du qubit B. On va supposer que rg(p) = rg(p'®) = 4 (les autres
cas sont plus faciles) et évidemment que p > 0 et p!® > 0 (condition de
séparabilité de Peres-Horodecki). On choisit un état pur produit quelconque
le1f1) = |e1) ® |f1) de C* et on pose pour p €]0,1] :

1

p(p) = ﬂ[ﬂ — plevfi){erfil],

p0)"” = 10~ pleafi) e ol

La notation |f;) signifie qu'on prend le vecteur colonne conjugué de |f1) qui
a été écrit dans la base (|a1),|a2)). |e1f1){e1f1| est donc bien la transposée
partielle par rapport au qubit B de |e; f1)(e1fi|. Comme les rangs de p et
de ptB sont maximaux leurs valeurs propres sont strictement positives. De
plus p et de p!B étant de trace un, leurs valeurs propres sont strictement
inférieures a un, de sorte que 'on a p < 1 et p'® < 1. On cherche alors le
plus petit p €]0, 1] tel que p(p) ou p(p)*? admettent une valeur propre nulle.
On est assuré de trouver un tel p en vertue de 'argument suivant.
Pour tout |x) € C? ® C? :

(XI(1=p)pp)Ix) = (xlplx) — pl{xlerf1)|?
<1 —pl{xlerf1)]?

14. Ce critére est également valable pour un systéme composé d’un qubit et d’un qutrit.
En dimensions supérieures, c’est simplement une condition nécessaire d’intrication.

15. Pour alléger la notation, on ne mentionne pas la base (|b1), |b2)).

16. Ou de maniére équivalente si sa transposée partielle par rapport au qubit A, ptA est
positive.
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car p < 1.

Si on note A(p) la plus petite valeur propre de p(p) := p—ple1 f1){e1 f1| définie
pour tout p € [0, 1], alors p — A\(p) est une fonction continue sur [0, 1]. Mais
pour tout p € [0,1], on a :

Ap) = ‘|I;higl<x|ﬁ(p)!x> <Aleifilp(p)lerfi) <1-p

par I'inégalité précédente appliquée pour |x) = |e1 f1).

En particulier A(1) < 0 et de plus A(0) est par définition la plus petite valeur
propre de p, donc A(0) > 0. Par le théoréme des valeurs intermédiaires il
existe pg €]0, 1] tel que A(pg) = 0. Ainsi p(pg) admet une valeur propre nulle
(le méme raisonnement fonctionne pour p*?).

On note p; le plus petit p cherché et on suppose que rg(p(p1)) = 3
et rg(p(p1)'®) = 4. Notons que p(p1) et p(p1)'P sont des états (car ils sont
positifs hermitiens et de trace un) donc p(p;) est séparable par le critére de
Peres-Horodecki et on peut toujours trouver |esfa) € Im(p(p1)). On définit
alors :

p1(p) = 1ip [p(p1) — pleafa)(eafo]]-

De méme que précédemment on considére le plus petit p €]0, 1] tel que
p1(p) posséde une seconde valeur propre nulle ou p1(p)*? admette une pre-
miére valeur propre nulle. Ce ne peut étre le premier cas qui se produit a
moins que simultanément p1(p)'”® admette deux valeurs propres nulles en
vertu du lemme suivant :

Lemme 2.3.6. Soit w un état du systéme & deux qubits. Sirg(w) =2 et w
est séparable alors on peut écrire w comme un mélange statistique de deux
états purs produits. Ainsi WP est aussi de rang 2.

O On prouve ce lemme en remarquant que Im(w) est un sous-espace
engendré par deux états purs produits de C? ® C2. Quitte a utiliser des
transformations locales de SU(2) ® SU(2), on peut toujours supposer que :

= (o) (0) o (5200 o (0, Y]

Si sin(a) sin(8) = 0 alors tous les vecteurs de Im(w) sont des états purs
produits. Dans ce cas la décomposition spectrale de w fournit nécessairement
un mélange statistique de deux états purs produits.

Sinon il n’existe que deux états purs produits dans Im(w). Comme w est
séparable, nécessairement w est mélange statistique de ces deux états.O0
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On reprend donc en considérant ps, le plus petit p tel que p; (p)*? admette
une premiére valeur propre nulle. On a donc rg(p1(p2)) = rg(p1(p2)'®) = 3.

On poursuit le cheminement en cherchant un |es f3) dans Im(p;(p2)) et

tel que |ez f3) € Im(p1(p2)'?).

L’existence d’un tel état est garantie par le fait que p;(p2) est un état sépa-
rable (d’aprés le critére de Peres-Horodecki car p1(p2) > 0 et p1(p2)'? > 0).
Ainsi on a les décompositions en états purs produits suivantes :

p1(p2) = ZQi|ezlfi1><ezlfi1| et
p1(p2) =Y " ailel f1) (el £,

ot les sommes ont au moins trois termes car (rg)(p1(p2)) = (rg)(p1(p2)) = 3,
ce qui nous suffit pour trouver |esf3) qui convient.
On pose alors

1

p2(p) = ﬂ[ﬂl(ﬁz) —plesf3){esfsl].

On cherche toujours le plus petit p €]0,1] tel que p2(p) ou pa(p)? ad-
mette une seconde valeur propre nulle. Mettons que cela arrive dans le pre-
mier cas en pg et qu’alors rg(pa2(ps)) = 2 (si le rang vaut 0 ou 1, alors
lalgorithme se finit). Le lemme 2.3.6 nous assure qu’on aura également

rg(p2(p3)™®) = 2 et que :
p2(p3) = paleafs)(eafs] + (1 — pa)lesfs){es fs|
pour py € [0,1].

Au final on a écrit p comme un mélange statistique de cinq états purs
produits :

p =pilerfi){e1fi] + p2(1 — p1)leafz)(eafo| + p3(1 — p1)(1 — p2)lesfs){es fs]
+pa(1 —p1)(1 = p2)(1 — p3)|esfa)(eafs
+ (1 =p1)(1 —p2)(1 — p3)(1 — pa)les f5){es f5]- (2.12)

On remarque qu’on a traité le cas le plus difficile out rg(p) + rg(p'®) = 8. Si
rg(p) +1g(p'®) < 8, la méthode fonctionne de la méme fagon mais alors on
aura nécessairement au moins une étape de moins. On aboutira donc & une
décomposition en au plus quatre états purs produits.

Dans le cas ou rg(p) + rg(p'?®) = 8, si on veut aboutir & une décomposi-
tion en quatre états purs produits, il suffit de choisir un état |ef) lors de la
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premiére étape de I'algorithme tel que rg(p(p1)) = rg(p(p1)'?) = 3.
On montre ici que cela est possible. Pour ce faire on définit :

1 .
wi(p) = T—p [p—pleifi){eifil], avec p €]0,1[ et i=1,...,5
ou |e; f;) sont les vecteurs définis dans la décomposition (2.12) obtenue précé-
der{lment. On construit ensuite deux ensembles a cing éléments S = {s z’}z‘:l,...,5
et S ={$;}i=1,. 5 définis par :

si = min{z €]0, 1] tel que w;(x) > 0 et rg(w;(z)) = 3}
5; = min{z €0, 1] tel que w;(z)*? > 0 et rg(w;(z)?) = 3}

Par exemple s; correspond au p; de la premiére étape de I’algorithme.
On va montrer qu’il est impossible d’avoir s; < §; Vi ou s; > §; Vi. Pour
ce faire on commence par montrer les expressions suivantes :
1
S§i = ————+, 2.13
Y Aeifilpeifi) (2.13)
1
5 = _ __ . (2.14)
" (efil(pB) e i)

En effet on a :

(Bleafi) (eifilo) = [(olv/p(v/p) ™ leifi)?
< (plplg)(eifilp  eifiy V¢ e C*@C? (2.15)
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi
1
P kil et
D’autre part on a égalité dans (2.15) seulement pour les vecteurs |¢) coli-

néaires a p~!|e; f;) donc p — <e<f~|p11|evfr> le; fi) (e fi| admet une valeur propre
nulle et est de rang inférieur a trois. Ce qui prouve la formule pour s; (la

méme preuve fonctionne pour §;).

lei fi) (e fi| = 0.

Supposons par I'absurde que s; < §; Vi et notons m; = p; 2;11(1 — D)

pour i = 1,2,3,4 et 5 = Hizl(l — pg) de telle sorte que (2.12) s’écrit :

5
p=> mleifi)eifil.
=1
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qui se réécrit en utilisant les formules pour les s; et §; :

5 5
> mileifilp ety > Y mileifil (07)Mei ).
=1 i=1

Comme p = E?:l mileifi) (ei fi|, Uinégalité précédente est :

tr{pp "} > tr{p" (p'%) "'},

ce qui est absurde. Par symétrie, on aboutit de méme & une absurdité en
supposant que s; > §; Vi.

Ainsi on a deux possibilités :

. soit il existe un j tel que s; = §;. Il suffit alors de choisir |ef) = |e; f;)
dans la premiére étape de 'algorithme.

. soit il existe k # [ tel que s > Sp et s; < §;. Alors par continuité
des applications s et § définies sur 'ensemble des états purs produits
et connexité de cet ensemble (c’est I'image par les transformations
unitaires locales du connexe {|11)}), il existe un état pur produit |ef)
tel que s(lef)) = 5(Jef)) et on conclut comme précédemment.

Remarque 2.3.2. Le dernier argument pour passer d’'une décomposition
de cinq états purs produits a quatre états purs produits est une jolie preuve
théorique. Il fonctionne dans la pratique, "exceptionnellement", si il existe
effectivement un j tel que s; = §; (cela demande tout de méme de refaire
tous les calculs). Dans le cas contraire, ¢’est une méthode inadaptée au calcul
effectif. On restera alors avec une décomposition en cing états purs produits.

Application de la méthode sur un exemple.

Dans le but de comparer 'efficacité des méthodes nous proposons de
reprendre le méme exemple que celui traité par notre méthode, soit dans la
base (|11),]10),|01),|00)) :

0.275 0.047 +0.093¢  0.038 —0.0747  0.029 — 0.0451¢
~ 1 0.047 — 0.093: 0.260 0.033 + 0.098: —0.003 + 0.0741
~ 1 0.038+0.074¢  0.033 — 0.098i 0.258 0.044 — 0.068:¢
0.029 + 0.045¢ —0.003 — 0.0747 0.044 + 0.068% 0.207

rg(p) = rg(p*?) = 4, on est donc dans le cas le plus difficile. En gardant les
mémes notations que dans ’exposé précédent on pose par simplicité |e f1) =
|11) et on calcule p; :

. N . 1 1
pL = min(s, §1) = min <<11|p—1|11>’ <11|<ptB>—1|11>)

~ min(0.109,0.164) = 0.109.

60



Ensuite on cherche |eafa) € Im(p(p1)) = v+

de py de valeur propre O :

ou v est un vecteur propre

0.607 — 0.173¢

—0.161 + 0.492:¢

—0.242 — 0.371¢
—-0.371

On cherche par simplicité |es f2) sous la forme :

) = (1) et = (§) wveclaf + 132 =1

et on écrit la condition d’orthogonalité :
(vleafo) =0« (—0.242 + 0.371i)ac — 0.3715 =0

Un choix possible est :

0
0
le2f2) = 0.643
—0.419 + 0.642¢
On considére alors :
1
pi(p) = H[P(pl) — pleaf2){e2f2]]-

On cherche ps €]0, 1] tel que p;(p2)'? admette une valeur propre nulle. 11 est
donné par :

1
~ {eafol(ptP) " exfo)
~ 0.096

Alors py = p1(p2) est de rang trois de méme que p5P.

A présent, on cherche |e3f3) tel que :
les f3) € Im(p2) N (Upylesfs) =0
lesf3) € Tm(p}") (vpgplesfs) =0
ol v, et v P sont des vecteurs propres de valeur propre nulle respectivement

pour pg et pbP. En cherchant |es) et |f3) sous la forme <;> et <1), on trouve

o

aprés résolution d’un systéme d’équations du second degré :

b~ —0.277 — 0.337¢
0 ~ 0.741 — 2.060:.
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On normalise ensuite, ce qui donne :

0.381 0.381
les fi) ~ 0.282 — 0.7841 ot |e f> | 0.282+0.784¢
3130 —0.105 — 0.129i 31301 20.105 — 0.129i
—0.343 + 0.1221 0.187 — 0.3132
On pose comme l'indique la méthode :
1
p2(p) = ﬂ[m — plesfs)(esfsl]-

On doit trouver le plus petit p €]0, 1] tel que p2(p) admette deux valeurs
propres nulles. Ici on ne peut plus utiliser la formule (2.13) car ps n’est pas
inversible. On le cherche donc numériquement et on trouve ps ~ 0.400. Et on
peut vérifier que p3 := p2(0.400) et piP := ptP(0.400) admettent, tout deux,
deux valeurs propres nulles et deux valeurs propres strictement positives avec
la formule dans la base (|11),]10),|01),]00)) :

0.247 0.026 — 0.007¢ 0.105 — 0.186¢ 0.147 — 0.062:

~10.026 + 0.0072 0.075 0.021 + 0.123¢ 0.122 — 0.0037

P3=10.105+0.186; 0.021 — 0.123 0.442 0.125 — 0.106¢
0.147 + 0.062¢ 0.122 4 0.003¢ 0.125 4 0.106% 0.236

Il ne nous reste plus qu’a effectuer la derniére étape de I'algorithme qui
consiste & écrire p3 comme un mélange statisitique de deux états purs pro-
duits. On a commencé par les chercher dans des vecteurs propres, vy =~

0.343 — 0.305¢ 0.468 + 0.316¢
0.122 +0.174 0.345 — 0.177¢ .

0.749 et vy ~ 0412 — 0.091; | associés aux deux valeurs
0.392 4+ 0.1714¢ 0.593

propres non nulles de ps3; mais cela ne fonctionne pas sur cet exemple car
ces vecteurs propres sont intriqués (on le voit en calculant leur concurrence
de Wootters par exemple). On sait donc par la preuve du lemme 2.3.6 qu’il
n’existe que deux états purs produits dans Im(p3). On les note

leafa >< eqfa| et |esfs >< esfs| et on les cherche (on renormalisera par la
suite) sous la forme :

= 1 1
|€afa > = <ﬁ4) ® (64> = U1 + f1402

= 1 1
les5f5 > = (55) ® <55> = A501 + [502.

Apres résolution d’un systéme d’équations du second degré on trouve :
Ag =~ 2.648 + 0.360:
e =~ 0.650 + 1.024¢
A5 >~ 0.315 4 1.045:
s =~ 0.581 — 0.953:.
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Ce qui donne aprés normalisation :

0.341 0.641
eafa) ~ 0.227 +0.253i | esfi) = —0.071 — 0.160i
4= 10,616 — 0.073i SI51 =1 _0.058 + 0.719i

0.464 + 0.410¢ 0.186 — 0.065¢
En écrivant ps = palesfa){eafa| + (1 — pa)|es f5){es f5], on trouve facilement :
pa =2 0.556.

On a finalement trouvé, grace a la méthode de Sanpera, Tarrach et Vidal,
une décomposition de p en une somme de cinq états purs produits :

p="> mileifi)eifil
ou les |e; f;) sont donnés ci-dessus et ou :

T = p1 = 0.109

Ty = p2(1 —pl) ~ (0.085
73 = p3(1 — p1)(1 — pa) ~ 0.322
g =pa(1 —p1)(1 —p2)(1 — p3) ~ 0.269

5= (1 —p1)(1 —p2)(1 — p3)(1 — psg) ~ 0.215.

Comme expliqué plus haut, on s’arréte dans ce cas pratique & une dé-
composition en cing états purs produits car ici s; # §; pour ¢ = 1,2,3,4,5.
Ce qui est aussi bien que notre algorithme passant par les états X pour cet
exemple. Cependant la méthode de Wootters suivante est, comme nous al-
lons le voir, plus forte car elle permet une décomposition pratique en quatre
états purs produits :

2.3.5 Meéthode de Wootters pour décomposer les états sépa-
rables en états purs produits.

L’article [111] de Wootters est trés riche. Evidemment le résultat essentiel
est la mesure de l'intrication donnée par une fonction appelée concurrence.
On a déja utilisé dans cette thése ce puissant outil (car facilement calcu-
lable) pour évaluer 'intrication de deux qubits. Mais il y a d’autres résultats
dans ce méme article. Tout d’abord on a remarqué dans la partie 2.2.1 que
Wootters donne dans [111] ’argument essentiel pour prouver la convexité de
la concurrence. Enfin on va voir ici qu’il donne un algorithme trés efficace
pour décomposer n’importe quel état séparable d’un systéme a deux qubits
en une somme d’au plus quatre états purs produits.
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Présentation générale de la méthode.

Soit p un état séparable d'un systéme a deux qubits. D’aprés [111], la
concurrence de p est nulle. On rappelle que C(p) = max{0, \; — Ao — Az — A\q}
oll A1 > Ay > A3 > A4 sont les valeurs propres de la matrice \/\/pp,/p, avec :

p =0y R 0aypoy & oy,
Ainsi, on aici A\ — Ay — A3 — A4 < 0.

On commence par calculer une décomposition spectrale de p :

p=>_ lvi)(uil
=1

oun < 4 est le rang de p et ot les |v;) sont des vecteurs propres orthogonaux
mais non normés de telle sorte que (v;|v;) corresponde a la i-éme valeur
propre de p.

On cherche ensuite une nouvelle décomposition convexe de p :

p=">>_lwa){wil, o (wil#;) := (wil(oy ® 0)T;) = Nidij. (2.16)
=1

On dit que les |x;) sont "tilde-orthogonaux" (par abus de langage car (x|y)
n’est pas un produit scalaire ni méme une forme sesquilinéaire hermitienne
permettant de parler d’orthogonalité). On peut toujours écrire ces |x;) grace
A une matrice unitaire U d’ordre n :

n
i) = wiglvg).
j=1

La condition de tilde-orthogonalité sur les |z;) devient une condition sur la
matrice U :

~ — =
dighi = (zil@5) = (UTU );5

ol 7 est une matrice d’ordre n dont les coefficients sont 7;; = (v;|v;). La
matrice 7 est symétrique (car oy, est hermitienne et les éléments de matrice
de 0, ® o, dans la base canonique (|11),[10), |01),]00)) sont réels) mais pas
nécessairement hermitienne. De plus U" est bien la matrice transposée de
U et non son adjointe. Ainsi U ou plut6t son inverse n’est pas une matrice
de passage permettant une décomposition spectrale de 7. L’existence et la
construction d’une telle matrice unitaire U vient du théoréme de Schur ou
plus précisément de son corollaire 2.3.2 ci-dessous :
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Théoréme 2.3.3. (Schur) Soit A € M,,(C) telle que les valeurs propres de
AA sont toutes réelles positives alors il existe T une matrice triangulaire su-
périeure dont tous les éléments diagonaux sont réels positifs et U une matrice
unitaire telles que A se décompose de la facon suivante :

A=U'TU.

O On propose ici la jolie preuve constructive tiré du livre [51] de Horn et
Johnson.
Soit  un vecteur propre de AA de valeur propre A. Par hypothése A > 0.
Alors de deux choses 'une :

i) soit Az et x sont liés.

ii) soit AZ et x sont indépendants.

Dans le premier cas i), comme x # 0, il existe u € C tel que Az = px.
Mais alors :

AAx = A(AZ) = A(px) = Az = ux = |pz

et nécessairement |p|? = \.
Dans le second cas ii), on pose y = AZ + fix. Par indépendance de AT et
x, on ay # 0. On choisit p tel que |u|?> = \. Alors

Ay = A(AZ + fiz) = AAxz + pAz = Az + pAz = p(ir + Az) = py.

Dans les deux cas on trouve w # 0 et p € C vérifiant |u|? = X tels que
Aw = pw. On peut méme choisir w normé et quitte & ajouter une phase a
w, on peut considérer que p est un réel positif.

On calcule ensuite une base orthonormée de C™ dont le premier vec-
teur est w. En notant W; = (w, wy, ..., w,) la matrice de passage de la base
canonique vers cette nouvelle base, on a :

*  — %

Wi AW, = "

oSO— O

Et :

(W' AW (W' AWY) = W AW WLt AW, = W AAW,
=Id
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La derniére matrice est conjuguée a la matrice AA, elle a donc les mémes
valeurs propres positives. Ainsi As Ao a toutes ses valeurs propres positives et
on peut appliquer & Ay le méme argument que celui appliqué précédemment
a A.

Par récurrence, on trouve donc n matrices unitaires W tels que :
Wi W AW, W, =T

ol T' est une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux
sont tous réels positifs.O

Corollaire 2.3.2. Soit S € M, (C) une matrice symétrique, alors il existe
une matrice diagonale D dont tous les éléments diagonaux sont réels positifs
et une matrice unitaire U, telles que S se décompose de la fagon suivante :

S =U'DU.

O Comme S est symétrique, SS = SST a donc toutes ses valeurs propres
réelles positives. En appliquant le théoréme de Schur & S, on trouve donc
U unitaire et T triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont
réels positifs, telles que S = U'TU. Mais comme S est symétrique, on a :

St = (U'TU)Y =U'T'U = S = U'TU.
Ainsi T = T" est donc en fait une matrice diagonale qu’on peut noter D.O

Le corollaire 2.3.2 montre que 'on peut trouver des vecteurs |z;) pour
i=1,...,n tels que (2.16) soit vraie.

Sin = 3,4, on pose (si n = 3, il suffit de choisir le vecteur nul pour |z4)) :

|21) = % (ewl|:z:1> + €% |z5) 4 €% |z3) + ei94]a:4))
22) = 5 (o) + €% ) — %) — )
|z3) = % (ei91|x1> — 2| 39) 4 €3 |23) — ei64|$4>)
o) = 5 (¢ on) — e %fas) — e®lag) +€Pag)) . (27)

ot les réels 6; sont choisis tels que :
Z ¢ \; = 0,
J

ce qui est toujours possible grace a la condition Ay — A2 — A3 — Ay < 0. En
effet, sans perdre de généralité, on peut toujours poser ¢y = 0 et 04 = 7 et
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Ao A3

A A — M\ B

FI1GURE 2.2 — Triangle ABC.

€ = A — M. Comme Ay > Mg, on a € > 0. Le probléme revient a trouver,
comme sur la figure 2.2 un triangle ABC de base [AB] de longueur € et dont
les deux autres cotés [AC] et [BC] ont respectivement pour longueur Ao et
Az. On trouve alors facilement que 'angle « entre [AB] et [AC] vérifie :

€ — (A3 - A9

cos(a) = 2N,
et que celui entre [BC| et [AB] vérifie :
A
sin(f) = 2 sina.
A3
En posant :
™+« ™=
92 = 5 et 03 = 5 5,

on a le résultat voulu.
Cela nous assure la séparabilité des |z;) car :

Le calcul montre aisément que S+ |2)(zi] = SO0, &) (x;]. On a donc
une décomposition de p en une somme de quatre états purs produits donnés
par les |z;).

Il reste & traiter le cas ot n = 2 car sin = 1 il n’y a rien & faire. Le plus
simple est d’utiliser le lemme 2.3.6 pour trouver une décomposition de p en

une somme de deux états purs produits.
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Application de la méthode sur un exemple.

De nouveau nous proposons de reprendre le méme exemple que celui
traité plus haut, soit dans la base (|11), |10), |01),]00)) :

0.275 0.047 +0.093¢  0.038 —0.0747  0.029 — 0.0451¢
~ 1 0.047 — 0.093: 0.260 0.033 + 0.098: —0.003 + 0.0741
0.038 +0.074¢  0.033 — 0.098¢ 0.258 0.044 — 0.068¢
0.029 + 0.045¢ —0.003 — 0.074: 0.044 + 0.0684 0.207

On rappelle qu’ici n = rg(p) = 4.
On commence donc par calculer une décomposition spectrale de
p= Y, lvi)u avec :

—0.086 + 0.016i —0.115 — 0.088i

p o | 004300940 | 01060051
0.039 4+ 0.083i |’ 0.215 4 0.017; |’

0.082 —0.334

—0.373 + 0.205i 0.173 + 0.187i

py o | 70200402030 | [ -0.017 — 0.355i
—0.155 + 0.167 —0.345 + 0.180i

~0.121 —0.272

Puis on forme la matrice 7 dont les coefficients sont les 7;; = (v;]v;) :

0.033 + 0.003¢ 0 0 —0.007 — 0.0141
0 —0.029 +0.077¢ —0.194 — 0.137¢  0.002 + 0.001¢
= 0 —0.194 — 0.137¢  —0.116 + 0.099:  0.003 — 0.004¢

—0.007 — 0.014¢s  0.002 4 0.001¢  0.003 — 0.004z  0.234 — 0.340¢

On cherche ensuite & appliquer le corollaire 2.3.2 du théoréme de Schur.
On calcule donc les valeurs propres de la matrice 77. Ce sont 0.001,0.171,0.053
et 0.090. On cherche alors un vecteur propre normé de 77 ayant 0.171 pour
valeur propre :

0.018 — 0.030¢
0.001¢
0.008
0.999

r =~

Puis on calcule 77 qui se trouve étre colinéaire a x :

7T = px ~ (0.234 — 0.3407)z.

[NIES

En considérant w = (ﬁ) x (pour que 7w = |pu|w), on a :

7w ~ 0.413w
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On compléte ensuite w en une base orthonormée de C* dont la matrice dans
la base canonique W7 s’écrit :

0.001 — 0.035¢ 0 0.007 +0.004¢ —0.915 — 0.403:
Wy ~ 0.001 4+ 0.001¢ 0.772 —0.6237 0.015 — 0.127¢ —0.001¢
~ 1 0.007 —0.004¢ 0.086 + 0.0947 —0.990 — 0.053% —0.008
0.884 — 0.465 0 0.008 0.004 + 0.035:¢

On calcule alors :

0413 0 0 O
WfTWl ~ 8 - ol
0

—0.132 - 0.037¢  0.068 4+ 0.189¢  0.001 + 0.001%
o~ | 0.068+0.189: —0.129 4 0.162¢: —0.001 4 0.001%
0.001 +0.001z —0.001 +0.0017  0.025 — 0.023:

Comme prévu par la théorie 75 est bien une matrice symétrique. On cherche
donc de nouveau un vecteur propre y normé, associé a la plus grande valeur
propre de 1972 qui est 0.090 et on trouve :

0.175 — 0.383
y ~ 0.907
0.007 + 0.001i

On remarque que 19y est colinéaire a y. De méme que précédemment on
change la phase de y pour tomber sur

0.421 — 0.001¢
wy =~ | 0.378 4 0.8241
0.003 + 0.007:

tel que mwy ~ 0.300wsy. Puis on compléte wy en une base orthonormée de
C3 dont la matrice W5 dans la base canonique est :

0.421 — 0.001z —0.847 — 0.3247 —0.003 + 0.007%
Wy >~ | 0.378 4+ 0.8247  0.026 + 0.421% —0.005
0.003 + 0.007¢ —0.005¢ 1.000

On calcule ensuite :

0.300 0 0 0
i — | o (=098 +0.117i —0.001 — 0.001
WanWa= | o | N (—0.001 —0.001i 0.025—0.023i )

0
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En répétant la démarche précédente, on trouve la matrice unitaire

( 0.264 + 0.965¢ —0.001 + 0.008i>
W3 ~ .

—0.007 + 0.003: 1
telle que
t_ = _ (0.230 0
Wsmslls = ( 0 0.025-0.023)
1
11 suffit alors de poser w4 ~ (%) ? ~0.932 — 0.364i et 17
1 ! : 1
Ut =w < > 1
Wy W, 1
W4
0.001 — 0.035¢ 0 —0.001¢ —0.998 — 0.043¢
. 10.001 +0.0017  0.435—0.2997  —0.482 —0.700¢  0.001 — 0.001¢
1 0.007 —0.004¢ —0.294 — 0.797¢  0.495 — 0.183: 0

0.884 — 0.465¢  0.003 + 0.007:  —0.003 4+ 0.001¢  0.016 4+ 0.031:
qui est unitaire. On obtient la décomposition du théoréme de Schur :

0.413 At
0.300 - A2
0.230 v=u A3
0.034 A

T~ U

On pose donc comme dans la présentation générale de la méthode :

n
i) = uglvy)
j=1

ol les u;; sont les coefficients de la matrice U.

Enfin il s’agit de trouver des réels ¢; vérifiant la condition :

4

Z €2i9j )\j = 0.

j=1
Comme expliqué plus haut, on pose 01 = 0 et 04 = 5 et € = A\ — Ay ~ 0.379.

On trouve alors gréace a la figure 2.2,

o ~ 0.650
£ ~0.913,

17. On utilise la notation classique pour les matrices creuses, ou les espaces vides sont
& considérer comme des zéros.
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soit :

0y — ”JQFO‘ ~ 1.896

93:”5521.114

Finalement en appliquant (2.17), on a une décomposition de p en une
somme de quatre états purs produits :

4
p=>_lz){zl,
j=1

avec .
—0.186 + 0.138i 0.140 + 0.064i
21} = —0.279 — 0.067i 2g) = —0.027 + 0.040i
UV=1-0123+0.193i | > ""* = | —0.199 + 0.383i | ’
~0.281 4+ 0.037i —0.109 — 0.080i
0.096 — 0.057i 0.429 + 0.036i
2g) = —0.071 — 0.308i 24) = 0.010 — 0.274i
3= | —0.113 —0.017: | > ¥ — | —0.003 + 0.0814

—0.145 + 0.2914 0.051

2.3.6 Comparaison des trois méthodes de décomposition en
états purs produits d’un état séparable de deux qubits.

D’un point de vue quantitatif, c’est-a-dire si le critére est le nombre
d’états d’états purs produits apparaissant dans la décomposition de p, les
méthodes de Sanpera-Tarrach-Vidal et de Wootters sont meilleures car elles
permettent d’obtenir des décompositions en au plus quatre états purs pro-
duits contre au plus cinq pour la notre. Il s’agit cependant de nuancer ce
résultat pour 'algorithme de Sanpera-Tarrach-Vidal car nous avons vu que
I’argument qui permet de passer d’'une décomposition en cing états purs
produits a une décomposition en quatre états purs produits est un argument
d’existence inadapté au calcul pratique.

D’autre part un critére intéressant pour comparer les trois algorithmes
présentés est la complexité des calculs a effectuer.

Pour notre méthode, ’étape la plus difficile consiste a trouver les rota-
tions qui font passer de p a un état X. En effet par la suite il suffit d’appliquer
des formules explicites pour obtenir la décomposition souhaitée. En particu-
lier notre méthode a un degré de difficulté nul si p est déja un état X. Notons
qu’il n’a pas été trés difficile dans 'exemple traité d’obtenir les rotations.

La méthode de Sanpera-Tarrach-Vidal a été de loin la plus longue a
mettre en oeuvre. Il s’agit d’inverser des matrices pour calculer p; puis po.
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Le calcul de p3 était quant & lui non explicite et s’est fait numériquement. De
plus les calculs des |e; fi) ont demandé des résolutions laborieuses de systémes
d’équations.

Enfin la méthode de Wootters parait la plus élégante et la plus aisée a
utiliser de prime abord. On a di cependant pour la mettre en place trouver
les valeurs propres de p, 7 et 7. Ceci demande de trouver les racines de po-
lynémes de degrés 4 et 3. Cela est trés aisé numériquement mais beaucoup
plus laborieux analytiquement avec les formules de Cardan et Tartaglia!

Notre méthode parait la plus adaptée pour les calculs analytiques. En
particulier on donne des formules explicites pour tous les états de Exg. Celle
de Sanpera-Tarrach-Vidal oblige a recourir au calcul numérique (cf. le calcul
de p3 dans 'exemple traité). Quant a celle de Wootters elle permet théori-
quement de s’en passer mais cela s’avére trés laborieux dans la pratique.

72



Chapitre 3

Modéles d’interactions
répéteées.

3.1 Introduction.

3.1.1 Description du modéle.

Comme on I’a esquissé en Introduction, il existe une approche bien plus
commode que celle basée sur le théoréme de Davies pour traiter les systémes
quantiques ouverts markoviens. C’est la théorie des interactions répétées.

Elle est calquée sur l'expérience du MASER & un atome (|106]) ot une
cavité QED (qui joue le role du petit systéme S) est traversée par un jet
d’atomes. Le jet est réglé de telle sorte qu’a chaque instant un seul atome
se trouve dans la cavité et donc peut interagir avec le champ électromagné-
tique y régnant. L’environnement E est donc ici constitué par cette chaine
d’atomes. Cela conduit évidemment & une évolution markovienne pour le
petit systéme S car une fois qu'un atome a interagi avec lui, ce dernier ne le
reverra plus.

Avec ce point de vue sur I'environnement, Attal et Pautrat ont développé
dans [7] une théorie markovienne des systémes quantiques ouverts appelée
théorie des interactions répétées. On va 'expliquer et la mettre en oeuvre
dans ce chapitre sur un exemple original dans le but d’évaluer I’évolution de
I'intrication de deux qubits couplés & un environnement.

On considére deux qubits A et B initialement intriqués dans le modéle
d’interactions répétées suivant :
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Qubit A Qubit B
_ |1> - |1>
|0> —— 0>
Chaine de spins
S1 S2 Sn
1> — 1> — 1>
__|0> __|o> __|0>

FIGURE 3.1 — Schéma du modéle d’interactions répétées.

. Pendant un temps 74, le qubit A interagit avec un élément de la chaine.
. Puis pendant un temps 75, le qubit B interagit avec le méme élément
de chaine.

. Ensuite on répéte ce processus avec un nouvel élement de la chaine...
On aurait pu prendre deux chaines : une pour le qubit A et une pour le
qubit B. L’intérét du présent modéle est qu’il modélise 'interaction de deux
qubits avec un environnement commun. De plus il se rapproche de la nou-
velle expérience décrite dans [49] proposée par Serge Haroche et son équipe
dans le cadre du projet DECLIC. On souhaite ici remercier chaleureusement
Stéphane Attal, Professeur a I'Institut Camille Jordan & Lyon, qui nous a
donné l'idée d’étudier ce modéle riche.

L’idée du modéle étant présentée, nous allons a présent le définir plus
précisément et plus mathématiquement en nous inspirant fortement de 1’ar-
ticle |5 de Stéphane Attal et d’Alain Joye. On considére donc un petit sys-
téme des deux qubits A et B décrit par I'espace de Hilbert Hg = C?> @ C? et
son hamiltonien hg ot :

(A)

ho = €q040_YY + eBaJra,(B),

avec O .= Oy ® Idp et de méme pour B.

Ainsi la différence d’énergie entre les deux niveaux du qubit A [resp. B est
€A [resp. ep]. Puis on considére une chaine de spins ! décrite par I'espace de

1. On appelera spins les éléments de la chaine au lieu de qubits pour les distinguer des
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Hilbert 2 H. = ®;>1C? et par son hamiltonien :
he =Y dal(j)a(y),
j=1

o a(j) est 'opérateur d’annihilation sur le site j, c’est-a-dire le j-iéme élé-
ment de la chaine, et 'opérateur identité sur les autres spins 3. Précisément si
on consideére (|1);,]0);) une base de 'espace de Hilbert C? du j-iéme élément
de la chaine, alors on a :

a(f)[1)j = 10); et a(5)[0); = 0.

On considére que les éléments de la chaine sont identiques et la différence
d’énergie entre les deux niveaux des spins est ici donnée par 9.

Initialement on suppose que le systéme complet formé des qubits A et B
et de la chaine de spins est dans I’état :

—B6at ()a(j)
protal(0) = p(0) (X) <®1211+6_55

ou f = k'BLT pour kg la constante de Boltzmann et T la température. Ainsi

at = 0 le systéme complet est dans un état découplé : le petit systéme est
dans l'état p(0) et la chaine est & 'équilibre thermique a la température 7.

Enfin, en notant 7 := 74 + 75 la dynamique est donnée par 'hamiltonien
dépendant du temps suivant :

H(t,\) = Ho + Hc + MNHin(t),
ou
Hy=ho®Id, H.=1d® he,
et pour t € [(k—1)7,(k — 1)7 + 7a4[, k € N*
Hini (1) = Hinga(k) = 6[o+ @ @ a(k) + oW @ ol (k)]
tandis que pour t € [(k — 1)T + T4, k7]

Hini(t) = Hine g(k) = 8]0 B @ a(k) + 0B @ ol (k)].

qubits A et B.

2. Ce produit tensoriel infini est construit comme limite inductive des produits finis
puis complétion.

3. On opte pour cette notation pour distinguer ces opérateurs agissant sur la chaine
de ceux agissant sur le petit systéme.
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Dans la définition de Hiy, on a fait apparaitre I'énergie § pour que AHipt
soit homogéne a une énergie quand A n’a pas de dimension, c’est donc un
paramétre réel qui décrit l'intensité du couplage du petit systéme avec la
chaine. De plus, on note pour commencer les temps d’interaction avec des
"tildes". Pour j = A, B, 7; est homogéne & un temps et on définit :

0Tj .
T} ::#:573 et T=14+ 178

sans dimension en posant pour la constante de Planck A = 1.

Dans ce modéle il est important de remarquer que c’est le méme élément
de la chaine, le k-iéme spin, qui interagit pendant 'intervalle de temps [(k —
1)7, (k — 1)7 4+ T4[ avec le qubit A, puis avec le qubit B pendant l'intervalle
de temps [(k — 1)7 4 7Ta, k7[. C’est cela qui va permettre une modélisation
de 'interaction des deux qubits avec un bain commun.

3.1.2 Présentation des résultats de ce chapitre.

Le but de ce chapitre est d’étudier I'intrication des deux qubits pour ce
modéle d’interactions répétées.

On note U(A, 7, B), l'opérateur d’évolution, pour la matrice densité des
deux qubits, associé & une interaction d’une durée renormalisée T avec un
élément de la chaine ; et (0) est I'opérateur d’évolution libre des deux qubits
sur le temps 7.

On commence par établir en section 3.3 le théoréme 3.3.1 :

Théoréme 3.1.1. On suppose que la condition de résonance, €4 = €g =
0 =: €, est satisfaite, alors :

p(t) := lim U (0)R2U(N, 7, 8)3 (p(0)) = exp [tT5)((0))
t/A2eN
L(p) = —ilheg, p] + Dp(p) avec

—il—e P (4) o (B _ A o (B
heﬁ'—?wc OU/C—TATB |:O'_ ®U+ —O'+ R o> ] et

1 1
[LpLT - 5{LTL, p}+e P <LTpL — 5{LLT, p})]

pour L = TAO'(_A) RI1d+ tld® O'(_B).

Dolo) = 15

Ce théoréme donne I’évolution de I’état des deux qubits (en schéma d’in-
teraction) au temps %, oll t est un paramétre sans dimension, dans la limite
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A—0
de van Hove s qui correspond physiquement & une énergie d’inter-
T fixé

action trés petite devant 1’énergie € (des niveaux excités) de chaque qubit.
On donne un résultat analogue dans la limite de couplage singulier (théo-
réme 3.4.2 de la section 3.4) :

Théoréme 3.1.2. On suppose que la condition de résonance, €4 = eg =
0 =: ¢, est satisfaite, alors on a la limite forte suivante :

plt) = i U( 7.

¥ (p) = ! (0 P) )

ot heg et ’lf)jg sont obtenus a partir de heg et Dg en remplacant T4 par
p:=7aA/T el T par 1 —p:=TR/T.

Ce théoréme donne I'état des deux qubits au temps ¢ dans la limite de
T—0

Nr=1

couplage singulier ot {

De facon surprenante on retrouve le méme lindbladien effectif dans ces
deux limites alors que génériquement, comme il a été observé dans [5], le
régime de van Hove différe du second par la présence de 'opération "sharp",
introduite dans le théoréme de Davies. Ici, 'opération sharp ne modifie en

fait pas le lindbladien 4, comme on le verra plus loin (cf. propostion 3.3.2).

On va alors étudier p(t) donné par ces deux limites et surtout sa concur-
rence associée.

Tout d’abord, la proposition 3.6.1 de la section 3.6 montre que les états
stationnaires et asymptotiques des deux qubits sont dans les limites de cou-
plage faible ou singulier :

.Si 8 =0et 74 = 7 : une combinaison linéaire de ’état thermique et de
I'état de Bell maximalement intriqué o := |¢) (| ou |¢) = %[HO) —
|01)] (déja rencontré dans le premier chapitre) dépendant uniquement
du choix de l'¢tat initial (cf. formule (3.32)).

. I’état thermique sinon.

3.1.2.1. Intrication asymptotique pour 0 < 3 < oo.

Cela nous permet d’affirmer que pour 0 < § < oo on aura désintrication
en temps fini® (cf. proposition 3.6.2 de la section 3.6).

De plus pour § = 0 et 74 = 75, la présence de I'état ¢ maximalement
intriqué va entrainer une concurrence asymptotique non nulle en général.

4. On avait déja observé ce phénoméne dans le chapitre d’introducution.
5. C’est, comme dans le chapitre d’Introduction, la continuité des valeurs propres de
pp qui assure la désintrication en temps fini.
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3.1.2.2. Pour 5 = co.

L’état stationnaire et asymptotique étant |00)(00|, on sait que la concur-
rence asymptotique est nulle.

On va étudier plus finement ce cas 8 = oo quand I’état initial appartient a
Ex, c’est-a-dire (voir chapitre précédent) que dans la base (|11), |10),]01), |00)),
on a :

)

—

(@n)

SN—

Il
< O O R
o 8 OO
S0 K8 O
Q. oo

avec les conditions :
. a, b, c et dsont des réels positifs de somme un.
.y est complexe tel que |y|? < ad.
.z est complexe tel que |x|? < be.

Pour § = oo et 74 # Tp [resp. T4 = 7|, les formules analytiques pour
la matrice densité, établies en section 3.8.1 [resp. formule (3.28) de la sec-
tion 3.8.2] nous permettent d’obtenir, dans la proposition 3.8.1 [resp. pro-
position 3.8.4] de la méme section, le comportement asymptotique de la
concurrence en fonction de 1’état initial choisi :

Proposition 3.1.1. Pour 8 = co et pour tout état initial de Ex,
si g > T4 alors

C(p(t)) ~t—oo 4(a+ b)%e‘ﬁt sia+b#0

™8~ T4
C(p(t)) =0 Vt sinon;

st T4 > TR alors

C(p(t)) = 2max{0,C(t),Cao(t)} avec

[ 2 2 At
Cr(0) = || 7272 (7 - 33— FA b o] - ] R
LITA — 7B TA~ B
_7124+T]23t
+0t—>oo(€ 2 )7
r 6 4.2 2. 4 6 2.9
Th — OTaTh + 37471 + 97 4r4T
Calt) = |l ~ Va5 |TATSABI B LIy Ty
L (74 —73)%(74 + 75) (2 —78)
TATB It A
—4ﬁ%x + C:| e 2 ¢ + Ot_>oo(e_ 2 ),
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st 74 = TR alors

Cp(t)) ~t—o0 2(a+b) (g)ztef(%)zt sia+b#0
C(p(t)) =0 Vt sinon.

On recentre ensuite I’étude du cas ot § = oo pour un choix d’état initial
parmi les états de Bell généralisé dans le but d’exhiber des comportements
singuliers pour I’évolution de l'intrication.

3.1.2.2.a. Evolution de la concurrence pour un état initial p(0) = |®)(®|
avec |®) = «[10) + v|01). Dans ce cas on observe un phénomeéne spectacu-
laire de rebond de la concurrence. Précisément si 74 # 7p [resp. 74 = 78], on

a la proposition 3.8.2 [resp. remarque 3.8.7| de la section 3.8.1 [resp. section
3.8.2] qui dit que :

Proposition 3.1.2. Si on choisit pe = |®)(P| avec |P) = «[10)+~|01) pour
a # 0 et arg(a) = arg(y) comme état initial,

_ / 2
. s A € {0} U [(1 W/a)+2 Lt/ ,1] alors la concurrence ne s’annule
jamais.
- 1l (A=v/e)+4/1+(y/a)?
. S TTA 6]0,5[U]§, D) [
point de rebond® en tgesreint = %1/2%? In (1 + ]31(/12:5) %) ol pi= 4.
. 81 T4 = TRB, on retrouve le méme phénomene de rebond qui apparait au

2\ 2
temps tags-reint = = (?) :

alors la concurrence présente un

Cette proposition sont illustrée sur les figures 3.2 et 3.3.

6. Un point de rebond de la concurrence est un point ot la concurrence s’annule uni-
quement en ce point au moins sur un voisinage de ce point.
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Concurrence C

(1.6.7)
0.4
i ) 3)
W
0.3 B T T
W, - e
B \;\'._‘ //’ ______
02| W S T
W e Y ]
01+ LA P
LN R G e,
A e [0 e S
0.0 T Tt T T T T T T T
a 2 4 B ) 10 12 14 16 18t 20

F1GURE 3.2 — Concurrence des deux qubits pour S = o0, 74 = p7, 7 = 1 et

pour I'état initial |®) = 2-[10) + %\OD en fonction de t pour (1) : p =0,

2

(2) : p=0.001, (3) : p=103, (4) : p=0.5,(5) : p=0.6, (6) : p= 5, (7) :
p = 1. Les courbes (1) et (7) sont effectivement les mémes. La courbe (6) en
differe tres légérement mais cela ne peut apparaitre sur le graphique.

Cencurrence C

FIGURE 3.3 — Concurrence des deux qubits pour 8 = oo, 74 = 73 = § en

fonction de (3)*t avec pour états initiaux : (1) : [®) = 55110) + %\01%
(2) : |®) = —=[10) + %\01% (3) : @) = \/%!1(» + ﬁIOD, (4) : @) =

J5110) + Z5[01).
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On montre de fagon perturbative, dans la méme section, comment ce phé-
noméne disparait aux petites températures pour laisser place a I’apparition
d’un palier d’intrication nulle (cf. figure 3.4 7).

Cencurrence C
=]
©

L1

=]
=
Ll

o
=
I

FIGURE 3.4 — Concurrence des deux qubits pour e ¢ = 0.001 et 74 = 75 = 3
en fonction (je (g)Qt g)our les états initiaélx (1) - |1<I>> = %|10> + %|Ol),
(2): |®) = %HO) + ﬁ\OD, (3): |®) = \/—TO|10> + ﬁ|01>'

3.1.2.2.b. Evolution de la concurrence pour un état initial pour
p(0) = py = |¥)(¥| avec |¥) = «|11) 4+ ~]00). A contrario on n’observe
pas de phénoméne de rebond de la concurrence dans ce cas, mais 'appa-
rition d’un ou deux paliers d’intrication nulle, défini comme un intervalle de
temps non réduit & un point ou la concurrence est nulle, comme le montre
la figure 3.5 et la proposition 3.8.5 de la section 3.8.2 :

Proposition 3.1.3. Si f = oo, 74 = T et si on choisit pg comme état
iniatial, 1l existe deux constantes ¢1 >~ 1,093 et co ~ 1,106 telles que :
Csteg < ﬁ < ¢9 alors il existe deux paliers ot la concurrence s’annule.
. stnon la concurrence s’annule uniquement sur un palier.

Pour conclure I’étude du cas ot la température de la chaine est nulle (8 =
00), on propose d’exhiber un autre phénomeéne spectaculaire de résurgence
de l'intrication qui apparait par exemple quand on choisit |11)(11| pour état
initial. On montre dans la section 3.8.1 que pour ce choix d’état initial, on
a intrication non nulle pour ¢ assez grand si 74 €0, po7| ot po ~ 0.584 est

7. Volontairement on ne représente pas sur cette figure la courbe pour |®) = %|10> +

% |01) car le but est ici de montrer la disparition du point de rebond au profit d’un palier,
hors il se trouve que ce cas ne présente pas de point de rebond pour § = co.
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Cencurrence C

FIGURE 3.5 — Concurrence des deux qubits, pour = oo et 74 = 73 = 3,
. 2 s ,

en fonction de (%)”t avec pour état mltlal‘: (1) :|¥) = \/%HD +4/%1]00),

(2) W) = Z=[11) + Z100), (3) : [¥) = 5[11) + —5]00).

l'unique racine dans ]1/2,1] du polynéme Q(X) = 4X* — 12X3 4+ 12X2 —
2X — 1. Dans ce cas, comme initialement, la concurrence est nulle, il existe
nécessairement un temps minimum tingi(74) tel que C(p(tingri(74))) = 0 et
C(p(t)) > 0 pour t appartenant & un voisinage a droite de tintri(74) ce que
confirme la figure 3.6. Le temps tini(74) est donc le premier instant ou il
y a création d’intrication. En posant p := 72, on a simulé numériquement
la fonction tingq et on I'a représentée sur la figure 3.7. Elle suggére que tintri
a une limite finie en 07 ce que confirme la proposition 3.8.3 de la méme
section :

Proposition 3.1.4. Si f = oo et p(0) = [11)(11], on a

Bm,, o+ tintri(TA) = tor?, ot to est lunique zéro sur R% de la fonction f
définie par f(t) = 4[—26_t+367%t— 12— [(—975—20)6_'54-2467% +(t—4)]et,
soit numériquement ty ~ 2.197.

Remarque 3.1.1. La figure 3.7 semble indiquer que t;nty; tend vers 'infini en
po- Malheureusement nous n’avons ni pu montrer ce résultat analytiquement,
ni numériquement car les erreurs numériques étaient trop importantes. Pour
p > po, la concurrence est, si elle est non nulle, de toute fagon trés petite

(C <10729).

Remarque 3.1.2. Les phénoménes de production d’intrication présentés
dans cette section sont diis & 'hamiltonien effectif heg. En fait tout se passe
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Concurrence C

FIGURE 3.6 — Concurrence des deux qubits pour 8 = oo, 74 = p7, 7 =1 et
pour I'état initial [11)(11| en fonction de ¢ pour (1) : p = 0.1, (2) : p = 0.3,
(3) : p=0.5.

intri

FIGURE 3.7 — tintri en fonction de p pour 7 = 1.

ici comme si les deux qubits interagissaient entre eux, ce qui, on le sait, est
souvent source d’intrication.
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3.1.2.3. Pour =0 et 74 = 5.

Dans ce cas, en se servant des formules analytiques établies au début de
la section 3.9, on donne, dans la proposition 3.9.1, le comportement asymp-
totique de la concurrence en fonction de I’état initial choisi dans Ex (cf.
figure 3.8) :

Proposition 3.1.5. Pour 3 =0 et 74 = 7 = § et pour tout état initial de
Ex, ona:

Sia+d+2R(x) <0 alors C(p(t)) ~t—oo — [a +d + 2R(x)].
Sia+d+2R(x) > 0 alors il existe un to tel que C(p(t)) = 0 Vt > to.
Sia+d+2R(x) =0 avec a+d # 0 ou I(x) # 0 alors

Clp(t)) ~rsoe s (43 + (0 — )] 2

Sia+d+2R(x)=0 aveca+d=0 et F(z) =0
alors C(p(t)) =0Vt > 0.

Concurrence C

FIGURE 3.8 — Concurrence dans le cas ott § = 0 et 74 = 73 = 7 en fonction de
(%)2 t pour I’état initial donné par la matrice X telle que: (1):a =d =y =0,
b:%,c:éetmzl—g,(12)'b:clza::06ta:d:y:%,(3)a L
b=, c=55d=4 0= _6+’,y:7, ) a=d=b=x=y=
¢ = = (cette courbe est confondue avec 'axe des abscisses).

ol

L’évolution qualitative en temps pour ce cas est donnée par le théo-
réme 3.9.1 de la méme section :
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Théoréme 3.1.3. Si =0,74 =71 = § et si p(0) € Ex, alorst — C(p(t))
est une fonction décroissante.

3.2 Evolution exacte.

Notre but est de comprendre, pour le modéle décrit dans la section 3.1.1,
I’évolution de I'intrication entre les deux qubits. On a donc besoin de calculer
a tous temps la matrice densité réduite p(t) donnée par :

p(t) = tra (protar (t))-
ol protal(t) est calculée via I’évolution de Schrodinger.
L’opérateur d’évolution entre les temps (k — 1)7 et (k — 1)7 + 74 est :

Vi, = e~ TA(Ho+He+AHing, A(K))

Quant a celui entre les temps (k — 1)7 + 74 et kT, c’est :

Vizy = e~ 7B (Ho+He+AHine, 5 (K))

Ainsi entre les temps (k — 1)7 et k7, 'opérateur d’évolution est :

Vie=ViigVisa = eI IA®Y s 5“T(j)“(j)Uk avec

Uk _ e*i%B (H0+Id®5aT (k)a(k)+)\Hint,B (k})) e*if'A (Ho +Id®5aJr (k)a(k)+)\Hint’A (k))

On remarque que Uy ne fait intervenir que le k-iéme élément de la chaine et
. —iF ) (i) a(j . . .

qu’il commute avec e IO, 00 (1)ald) - Ceci va grandement simplifier les

calculs. Ainsi pour t = k7, on a :

p(kT)
= try, (V(ET) (protal(0))) ot V(k7) = (Vi VA).(V] ... V)

S (eif SV 00l 000) (1, @ g Uy e~ Sieali-Ddat ()a()

protar (0)e ZhzaG-D80 G0)a) (1t @ g U 1) z;’“?)(kj)éa*(j)a(j))

=ty ..M, (Uk ®...® Ull?total(O)U1T ®...® UkT) )

La derniére égalité est diie d’'une part a la cyclicité de la trace et d’autre
part au fait que piotal(0) commute avec ¢t Lja(i=1)3at ()a(s)

On remarque que chaque élément de la chaine a la méme influence sur les
deux qubits, aussi on peut simplifier les notations en 6tant I'indice référant
a I’élément de chaine impliqué. On note donc :

. H(0) = hg ® Id + Id ® da’a I'hamiltonien libre du petit systéme et

d’un élément de la chaine,
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. Hinga = b0 @a+d0_ W @al [resp. Hine p| Phamiltonien d’inter-
action du petit systéme avec un élément de la chaine et
U = e B(H(0)+Min, ) o —iTa(H(0)+AHine,4) Popérateur d’évolution cor-
respondant.
Les éléments de la chaine au deld du k-iéme n’intervenant pas, la markovia-
nité du modele et le choix de I'état thermique pour la chaine entrainent :

p(k7) = U7, 8)" (p(0))
1 k
_ -8 B4
= it 6*65)]“ Uoo + e 7°Upr + Uro + e 7°Urr| (p(0)) (3.1)
ou les Uy, sont des opérateurs sur 'ensemble des états du petit systéme tels
que :
Unm (p) = <n]U|m>p<m]UT|n> = UninpUnn| (3:2)

Ici |0) et |1) sont respectivement 1'état fondamental et excité d'un élément
de la chaine®. De plus ici on note Oy, = (n|O|m) pour tout opérateur O
sur Ho ® C? qu'on aura réduit sur Ho. A présent on se propose de faire le
calcul explicite dans différents régimes.

3.3 Etablissement du résultat fondamental dans la
limite de van Hove.
On considére ici le cas limite suivant :
. 7 est fini
A= 0
. On note k le nombre d’interactions, alors k = % — 00

On commence par développer en théorie de perturbation 'opérateur U pour
T fixe?

U = [e7 1O 4 \Fp(7p) + X2Gp(Fs) + O(N)|
x [e7TAHO) 4 AR (7a) + X2Ga(Fa) + OO
(O [e—i?BH(O)FA(%A) n FB(%B)e—z‘%AH(o)]
42 [GB(%B)e*i%AHw) 4 e BHOG, (7)) + FB(%B)FA(%A)} OO,
avec pour j = A, B :

(7;) = —ie " H©O) /Tj dse™HO f, . .e~i5H(0)
0

F;

G;(7) = _e—njH(o)/Ostl/o dsgei s HO) f e=ils1=s)HO) g, o=issH(0),

8. Il ne faut pas faire la confusion avec les états des qubits.
9. On effectue le développement jusqu’a I’ordre deux en \ car les termes d’ordre un ne
vont pas contribuer comme on le verra par la suite.
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Comme H(0)pm = (n|H(0)|n) = 6pmH(0)pn, on a :

U = Oy THOmm 4 ) [e—i’FBH(O)nnFA(%A)nm + FB(%B)nme—i%AH(O)mm}

+ AQ [GB(%B)nmeiﬁAH(o)mm + eiﬁBH(O)nnGA(%A)nm + (FB (fB)FA(%A))nm}
+O(\3).

Ainsi :

Uoo = e "0 + A [e_ﬁBhOFA(%A)oo + FB(%B)ooe_i%Aho}

+ A2 [GB(%B)Ooe_ﬁAhO + e B G 4 (Fa)0 + (FB(%B)FA(%A))OO} +0(\%),
Uoi = A [e_ﬁBhOFA(%A)m + FB(%B)m@_ﬁA(hOM)] +0(\?),
Uig = A [e—”B<h0+5>FA(%A)1O + FB(%B)loe—”AhO] + O(N\?),

Uy = e—i7(hotd) 4 [e—i%s(ho—i-é)FA(%A)n I FB(%B)lle—i%A(ho—i-é)}
+ A2 [GB(?B)ne_ﬁA(hOM) + e BTG (7o) + (FB(%B)FA(%A))H}

+ON%). (3.3)

On a pour j = A, B :

F} (%j)nn =0 (3'4)

a cause de la linéarité du hamiltonien d’interaction en a et af, puis

Fj(7)o1 = [Fj(—f’j)m]T = —je Mo / ’ dsei5h050$)e*i3(h°+6)
0

_ _ie—ﬁjho /Tj dseis(ej—é)(sa(j)
0

i
—ifje_ﬁjhodagf) sigg=20

F(7j)0 = [Fj(=7)o]" = {;i@;f})’lﬁ?iz(j) ) S? 5=0 (3.5)
It e ool ki #£§
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en utilisant les relations de commutation [ho,UE_Lj )] = :I:ejog) et le fait que
eiShoag)e_iShO = etise og). Enfin, on a :

De méme on obtient :

Gi(7)o0 = Gj(—7;)ly = —e~iiho / ds; / dsgelte1=52)(6-9) 5250 5 0)
Tje_ZTjh()(,(a) () e
) {( [0t 2] it Do) iy %0
Gj(7j)o1 =0
Gj(7j)10 =0
Gi(T)n = Gj(— )

72 o~ (ho+8) 52 (J)U(J') siej =0

_ 87,(5 € )T _ _ _ir .
i((s_lsj) i((gigj) L TJ] 7 (ho+6) 52510 )aﬁf) si € # 0.
(3.6)

Ainsi en notant ¢(0) := e~ . ¢iTho on a d’aprés (3.2), (3.3), (3.4), (3.5)
et (3.6) :

Unim = Gl (0) + N2UZ) + O(N3), avec
Uy = e (6ﬁAh°GB(*?B)oo + Ga(—Fa)ooe' B
+ FA(_%A)OIFB(_%B)10> + (GB(%B)ooe_ﬁAho + e MG 4 (F4)00

+ FB(%B)OlFA(%A)lo) - eiTho

u(gQ) ( —Z%BhQFA(,]:A)Ol + FB(%B)Ole—’i’f'A(ho-HS))

« . (FA(_;A)meﬁBho n ei‘T'A(hOJr(s)FB(_%B)lO)

Uy = (fﬁB(hOM)FA(?A)m + FB(%B)we_ﬁAhO)

X - (FA(_%A)Olei‘T'B(hoJrlS) + eﬁAhoFB(_;B>01)
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Uﬁ) — o iT(ho+d) . (ez’%A(h0+6)GB(_7~_B)11 4 GA(_%A)Hei%B(hO—&-J)
+ FA(—%A)mFB(—%B)m)

+ <GB(%B)116i7~'A(h0+5) 4 efif'B(ho+§)GA(7:A)ll
+ FB(%B)loFA(?A)m) - el (hoto) (3.7)

En intégrant ces décompositions perturbatives dans I’équation (3.1), on
obtient :

k_ 2 31"
U T, 8)F = [U(0) + N2T + 0N (3.8)
1 2 2 _ 2 2
avec Tg = ppnper (Z/léo) —i—Ul(O) +e 7 (Z/lél) +U1(1))) .

On voit dans I'équation précédente (3.8) qu’il faut que le nombre d’inter-
actions k croissent en 1/A? pour espérer avoir une limite finie quand A — 0.
Ce choix, que nous adoptons ici, correspond & la classique limite de van Hove.
On pose donc comme indiqué plus haut k& = % . Le paramétre ¢ sera fixé
quand on prendra la limite A — 0. La limite de van Hove est une limite aux
temps longs. Mais ce paramétre ¢ va nous permettre d’avoir une liberté sup-
plémentaire sur I’échelle des temps considérés. Il nous permettra de visualiser
I’évolution de la matrice densité aux temps longs.

De plus on remarque, toujours dans le but d’avoir une limite finie dans
(3.8), qu’il faut passer en schéma d’interaction, c’est-a-dire intégrer 1'évo-

t
lution libre donnée par ¢(0)>?. On souhaite donc montrer que l'opérateur
o

U(O);Tt {U(O) + N2T5 + O()\3)} ** admet une limite finie quand A — 0. Pour
cela il suffit d’appliquer la proposition 3.1 de larticle [5] d’Attal et Joye :

Proposition 3.3.1. Soient V(z), x € [0,20) et R des opérateurs bornés sur
un espace de Banach B tels que V(z) = V(0) + 2R + O(2%/?), et ou V(0)
est une isométrie dont la décomposition spectrale est V(O) = Z;:o e Eip;
avec r < 00. On pose h = 37 E;P; donc V(0) = e, Soit tg > 0 on a
uniformément en t pourt € [0,to] si v — 0 avec t/x € N :

V(O)_%V(a@)% e + O(x1/2)

avec K¥ = > im0 DK Py = limp_ o + fOT ehKe="ds pour tout K € L(B).

O On reproduit, dans 'annexe F, la preuve d’Attal et Joye de cette pro-
position [5].0

Appliquée & notre cas la proposition 3.3.1 donne en remplagant h par
U(0), z par A2 et V(z) par U\, B) :
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Théoréme 3.3.1. Soient {u} 'ensemble des valeurs propres de U(0) et P,
les projecteurs orthogonauz correspondants. Alors

lim U(0) U, 7, )5 (p(0)) = exp [tT5] (p(0))

t/A2eN
avec Tg =U(0) "5 et T =Y PIgP,.
{n}
Explicitons les opérateurs intervenant dans ce théoréme. On commence
par décrire U(0). Pour ce faire on considére la base (|11),[10),|01),|00))

des qubits A et B. Sur Vect({|ij)(kl|}i jk,i=0,1), U(0) est une isométrie. Ses
valeurs propres et ses vecteurs propres sont respectivement si €4 # €p :

e~ imleaten) ot |11)(00)

e~ et |11)(01],]10)(00]

e~ et |11)(10],]01)(00|

e~ m(ca=en) ot [10)(01]

1 et [11)(11],]10)(10],]01)(01],]00)(00|
e'T(ea=eB) ot |01)(10)

T4 et [01)(11], |00)(10]

e'TE et [10)(11], |00)(01]

eiTeaten) ot [00)(11]

et si €4 = eg = € c’est-a-dire, si les deux qubits ont méme énergie :

e 2 et |11)(00|

e ¢ et [11)(10|,]11)(01], [10)(00, [01)(00]

1 et |[11)(11],]10)(10],[10)(01],|01)(10], |01)(01], |00) {00

€™ et |10)(11], [01)(11|,]00)(10|,]00) (01|

e et [00)(11]. (3.9)

Hypothése 3.3.1. Deés lors nous allons considérer ce second cas ot €4 =
ep = €. En effet en pratique les expériences d’intrication sont souvent réali-
sées avec des qubits identiques. De plus nous allons également supposer que
les €éléments de la chaine ont mémes énergies que les qubits A et B : e = 9.
On traite donc le cas ou les qubits sont en résonance avec les éléments de
la chaine. Ce qui, on le rappelle, est le cas dans la plupart des expériences
d’optique quantique notamment les anciennes (avant 2004) expériences de
’équipe de Serge Haroche'© ([21, 85, 50, 48]).

10. Dans les expériences actuelles, ils étudient justement le cas hors résonance.
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Sous cette hypothése, en remplagant les équations (3.5) et (3.6) dans (3.7)
et en utilisant le fait que hy commute avec 053 ) g ) et que e”hoag Je=itho —

ei’”ag ), on obtient les expressions suivantes pour les opérateurs intervenant

dans I'g du théoréme 3.3.1 :

UO) U2 (p) = [rac™® + 10 plract? + 750t

UO) U () = (a0 + 750\ plrac™ + rpo )]
2 2

U(O)‘luég) (p) = —[%‘aiA)a(,A) + T?BOSFB)J(,B) - TATBUSA)O'iB)],O + h.c.
2 2

uO) U (p) = ~"Ao W + Lol 4 1470 Voo 1 hc.

ol h.c. désigne ’hermitique conjugué. En sommant ces quatre relations on
obtient :

Ls(p) = —ilherr, p] + Ds(p) avec

—il—efe (4) o (B) _ (A, (B)
heﬂ—7mcou0—ﬂ47’3|:0'_ Qo —0y @0 ] et
1 1 e 1
Ds(p) = T o Pe [LPLT - §{LTL,P} +e” (LTPL - i{LLT, P}>]
pour L = TAO'SA) ®Id+ tpld ® USB),

ce qui conclut la preuve du théoréme fondamental 3.1.1 exposé dans l'intro-
duction.

On remarque alors facilement avec ces formules que 'opération "sharp"
n’est ici qu’un artefact :

Proposition 3.3.2. On a = g

O Pour prouver cette proposition, il suffit d’utiliser I'autre expression de
Popération "sharp" déja introduite pour le théoréme de Davies [24]. Pour
cela on note Ly = —ilhg, -] le lindbladien de I’évolution libre, alors :

ti N i ° U[:o *’Uﬁo
i) = lim oo [ ave o (Tae ().

Un calcul direct montre que I'g commute avec Lg ce qui conclut la preuve.O
Il faut noter ici que la véracité de cette proposition tient au choix parti-

culier du hamiltonien d’interaction 1.

On obtient donc ici une équation de Lindblad, comme toujours dans la
limite de van Hove [24], de lindbladien I'3 = —i[hegt, -] +Dp. On s’attendait a

11. En particulier si on avait des termes du type o’ a ou UiaT7 la proposition 3.3.2 serait
fausse.
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trouver la partie dissipative Dg car il modélise un systeme de deux qubits en
interaction résonnante de type Jaynes—Cummings avec un bain commun. En
particulier on retrouve a température nulle le lindbladien choisi au premier
chapitre. Mais ce modéle original d’interactions répétées, et c’est la toute
la force de cette théorie, produit également un hamiltonien effectif dont il
n’était pas immeédiat, a priori, de donner I’expression. La forme de heg montre
qu’il produit une interaction effective entre les deux qubits. Aussi on peut
penser qu’il va avoir tendance & créer de I'intrication 2. On va donc dans la
suite de ce chapitre étudier I'intrication des deux qubits et on verra en par-
ticulier que, contre-intuitivement, le phénoméne le plus marquant du point
de vue l'intrication n’apparait qu’a température de la chaine infinie, ¢’est-a-
dire lorsque heg est nul. On verra cependant que heg peut aussi produire de
I'intrication.

3.4 Que se passe-t-il dans la limite N>t =let 7 — 07

On s’intéresse a cette limite essentiellement pour deux raisons.

D’une part, c’est en quelque sorte une limite opposée a celle de van Hove
ou la constante de couplage tendait vers 0. Ici au contraire la constante de
couplage tend vers l'infini comme :

1
A= — — 0.

\/’7' T—0

D’autre part c’est la limite originelle dans laquelle les premiers résul-
tats de la théorie des interactions répétées ont été obtenus. En effet Attal
et Pautrat ont montré dans |7] qu’a chaque modéle d’interactions répétées,
considéré dans la présente limite, on peut faire correspondre des bruits quan-
tiques et un opérateur de Lindblad. Ce point est fondamental car comme on
I’a vu précédemment c’est une des raisons majeures du succés des interac-
tions répétées. On répéte qu’il existe de nombreuses situations physiques ot
il n’est pas évident a priori de choisir un lindbladien décrivant le probléme,
alors les interactions répétées peuvent nous étre d’un grand secours.

Pour commencer on propose d’établir un résultat analogue au théo-
réme 3.3.1 en suivant la méthode d’Attal et Joye dans [5]. On reprend les
mémes notations que dans I'Introduction et dans la partie consacrée a la li-
mite de van Hove. On suppose de plus immédiatement que €4 = eg =€ =9
(Hypotheése 3.3.1).

Le nombre d’interactions ici est k := % :) o0 oil t € Ry est un para-

métre sans dimension. Ainsi le temps ¢ au bout de k interactions est donné

12. On rappelle que le meilleur moyen pour créer un systéme intriqué est de faire inter-
agir ses deux parties.
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. Comme ce temps est fini, on va pouvoir directement
e 7 — 0 dans I'équation (3.1) 13 :

part = kT =
donner la limi

ST

A o+
S|

i
p

p(t) = p(k7) = U\, 7, 8)"(p(0)) = U(\lﬁ, 7.8) (p(0)). (3.10)

De méme que pour la limite de van Hove, on obtient perturbativement 4
1

u(ﬁ?

7,8) =U(0) + T4 + O(7?) (3.11)
ou

f‘/g = —i[iLeH, ] + 155
ol en posant 74 = p7 et donc 75 = (1 — p)7 pour p € [0,1] et :

L=peP@1d+(1-plizo®
C =p(1—p) [0(_‘4) ® O'S_B) — O'S_A) ® 0(_3)] .
on a :

- il—e P
hoff = — = —
o T 91 1B

< 1 - 1 4= Gerst = 1 ==
Dg(p) = 11 e Be {LPLT - i{LTL,p} +e? (LTPL - i{LLT,p})}

Ainsi U (%, 7,8) — Id = O(7) et le théoréme de Chernoff suivant est tout a

fait adapté pour calculer la limite, quand 7 — 0, de I’équation (3.10) :
Théoréme 3.4.1. Soit {S(7)},>0} une famille d’opérateurs sur un espace
de Banach B telle que S(0) = Id et ||S(7)|| < 1 V7 > 0.
St limr_q M =TI existe au sens fort dans L(B) et génére un semigroupe
de contractions, alors on a la limite au sens fort suivante :

lim S(T)é =l

T—0

On ne donnera pas ici la preuve de ce théoréme. On renvoit par exemple

au livre de Bratelli et Robinson [10]. On va par contre vérifier les hypothéses
du théoréme pour S(7) = L{(%, T, B).
La forme (3.11) montre que lim,_, L{(%, T,5) = Id.
Ensuite on a d’apres (3.1) :

[le( ()l < llpll e !U(\;mﬁ)\lél.

\;,nﬁ

13. On n’a pas besoin de soustraire comme pour le théoréme 3.3.1 I’évolution libre.

14. On utilise les formules (3.7) en remplagant A* par L car A*r = 1 ici.
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Enfin :

1 —iT € __iT € T

= p+7{ilho/e,pl + Tslp) } + O(*2).
Ce qui prouve que la limite suivante existe au sens fort :

U(=,7,8) - Id
tg 2077 = —i

T—0 T €

h 5
=) +TDp. (3.12)

Enfin on reconnait dans 755 la partie dissipative d’un lindbladien. Alors le
théoréme de Lindblad nous assure que fz[h—f + et 1+ 155 génére un se-
migroupe de contractions. Les hypothéses du théoréme de Chernoff sont
satisfaites par la famille {Z/{(%, T, ) }r>0 et il vient :

Théoréme 3.4.2. Dans le contexte présent on a la limite forte suivante :

p(t) = %u(\%m )7 (p)

Sl ) b))

Remarque 3.4.1. Le théoréme 21 de l'article [7] d’Attal et Pautrat fournit
une preuve plus directe de ce résultat mais uniquement dans le cas ou la
chaine est dans un état pur. Ce qui signifie, ici, qu’'on traite le cas de la
température nulle. Nous tenons ici & remercier Stéphane Attal qui nous a
expliqué ce calcul lors d’une rencontre a Lyon. En ayant recours & la repré-
sentation GNS (cf. [46],[94]) déja mentionnée dans le chapitre d’Introduction,
Attal et Joye parviennent dans [4] & adapter la méthode de Darticle [7] au
cas ot la chaine se trouve dans I’état thermique. On propose dans I'annexe G
une preuve du théoréme 3.4.2 en utilisant les théorémes généraux exposés
dans [4].

Faisons le lien avec le théoréme 3.3.1 de la limite de van Hove. On peut
réécrire le résultat avec les notations présentées ici sous la forme :

Jim UOFUN7,8)5 () = exp [IT5](0)
t/:\)2€N

avec ['g = <72f5> .

Trois différences apparaisent :
. Le facteur 72 disparait dans la limite 7 — 0 avec A\?>7 = 1. Ce qui est
évident !
. Dans le cas de la limite de couplage faible, A — 0, I’évolution libre
a été soustraite donc elle n’apparait pas dans le résultat final du
théoréeme3.3.1. Ce qui est aussi évident !
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. Enfin la différence majeure entre les deux résultats pourrait étre la
présence de l'opération "sharp" dans la limite de couplage faible et
son absence dans 'autre. Ce fait générique propre aux deux limites
choisies avait été remarqué dans [5]. Cependant comme on 1’a vu pour
ce modéle on a exceptionnellement F% =TI's.

Fondamentalement, les limites de van Hove et de couplage singulier four-
nissent donc le méme lindbladien I'g. Il faut cependant garder en téte que
dans le cas de la limite de van Hove, p(t) est une approximation a grand
temps de la matrice densité du petit systéme, tandis que dans la limite de
couplage singulier c’est une approximation a tous temps car dans ce cas t
représente le temps d’évolution. Dans la suite de ce chapitre on va étudier
p(t) donnée par ces deux limites et surtout sa concurrence associée.

Pour cela on choisit d’effectuer les calculs en partant du théoréme 3.3.1,
c’est-a-dire dans la limite de van Hove, avec le formalisme sharp (f) car il
permet de se restreindre a des espaces plus petits. De plus, dans cette limite,
I’évolution libre étant soustraite, les formules sont allégées. Pour passer des
résultats que nous allons donner & ceux correspondant dans la limite de
couplage singulier, il suffit de remplacer 74 par p, 7 par 1 — p et d’ajouter
les phases dues a I’évolution libre. En fait ’essentiel de ce qui va suivre
concerne la concurrence des états X décrits au chapitre précédent. Dans
ce cas 'évolution libre n’affecte que I’élément de matrice y en lui ajoutant
une phase de e=?. Or c’est le module de y qui intervient dans le calcul de
la concurrence. Ainsi nos résultats sont directement applicables aux deux
modéles.

3.5 Formulation matricielle du lindbladien Fﬁﬁ.

On propose ici de donner une formulation matricielle de 'opérateur Fﬁﬁ
intervenant dans le théoréeme 3.3.1 car cela va étre bien commode pour ef-
fectuer le calcul de p(t). On note donc (pjj)i<ij<4 la matrice de p dans la
base {|11),[10),|01),|00)} et on a d’apres la formule (3.9) :

Pe—QiTeFﬁPe—Qirs (p) = p14rg(|11><00’)

Or U(0)~ 112 (111)(00]) et 24(0)~ 24P (|11)(00]) sont nuls; puis [11)(00] est
vecteur propre de Z/{(O)_ll/{o(g) (111)¢00]) et Z/{(O)_lul(f) (]111){00]) pour la valeur

(TA+75)

propre —4;—£= 1l vient donc :
L (—(a+73) (A +73) s
P2 I'gP,—2ire(p) = 11 o—Pe < 5 + 5 e p14]11)(00|
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Soit

(2 2
P2 I'gP,—2ire(p) = (7—’42—i_7—3)p14|11><00] et de méme on obtient
—(TA +73)
P.2ircDgPoaire(p) = #,041!00%11].
Puis en effectuant le méme genre de calculs on a :
0 ply pis 0
0 O 0 pt
P ZTEF P —iTE == 24 avec
el =10 0 0 4,
0 O 0 0
/
P12 P12
/
P13 | _ 1 M P13 5
- XA —iTE 5 ou 313
Phy 1+ePee P24 (3.13)
P§4 P34
- TA+ 1+e - 1%] —e Beryp
Me—iTe — _TATB - |:1+62 6’7_14 + TB:|
TATB 7'129
Tﬁ TATB
e ’BETATB e_'BeTf1
6*567123 e Perarh
[He ™ +e 5673] —e Perary
—TATB - [6*66731 + 71%2755 7123]
De méme on a :
0 0 0 O
/
Por 0 0 0
P z‘reF P iTe -
e 5 ( ) pgl 0 0 0 avec
0 pip pig O
P/21 P21
! 1
p?l — 7Meire p31 5 Ofl Mei‘re — MeiTe,
Pho 14 e Pe pa2
0213 P43

ce qui est simplement di au fait que p(t) est une matrice densité donc

p21(t) = p12(t) et cetera. Enfin on a :

pu 0 0
0 phy Py

Pil'gPi(p) =
R (K
0 0 0

96

ol

/
P44



P11 P11

/

P22 P22
/
Paz | _ # . P23 avec
/ - _ ’
P39 1+ e Pe P32
/
P33 P33
/
P44 P44
—(T% + T%) 6_667'% e Ber g
7% —(7‘31 + e‘ﬂEng) —e Perarp
—(14e~ B¢ 2 2
M, = TATB —TATB ~UT) (72 4 73)
TATB —TATB 0
Ti 0 —TATB
0 Tf‘ TATRB
—(t2 +73) 6_567'% e Berurp
7123 —(7‘31 + 67567123) —6;’867',47'3
—(+e %)/ 2 2
TATB —TATRB 5 (4 +73)
TATB —TATB 0
Ti 0 —TATB
0 % TATB

Remarque 3.5.1. Sies # ep, on aurait des espaces plus petits a considérer.
En particulier M7 deviendrait une matrice 4 x 4. Ce qui rendrait son expo-
nentiation plus facile. Cependant les expressions seraient plus complexes car
la, condition de résonance § = €; ne pourrait étre satisfaite.

A présent, tirons profit de nos calculs :

3.6 Etats stationnaires et asymptotiques du mo-
déle.

De p(t) = exp[I'gt]p(0), on tire :

LU s

Ainsi un état stationnaire du modéle est un état appartenant au noyau de
I'3. On cherche donc ker(I'g). Or on a :

ker(T'g) = [ ker(P.T'sPy).
o
Il suffit donc de calculer les ker(P,I'gP,). On commence facilement :
ker(P,-2ircI'g P —2ire) = {p € € tel que p1a = 0}
ker(P2irI'gPire) = {p € € tel que ps1 = 0}.

97



Ensuite on va montrer que :

ker(Pe—i-rsFBPefire) = {p € & tel que p1a = p13 = poa = P34 = 0}
ker(P,irel'gPire) = {p € € tel que p21 = p31 = paz = pag = 0}.

Pour ce faire il suffit de voir que :

Lemme 3.6.1. Si 74,75 # 0 alors ker(M, —irc) = {0} c’est-a-dire que
0 ¢ Sp(Me—iTe).

OOna:

_Ti —fe _T% —Be

Sp(Me—i-re) = {T(1+€ ),T(1+6 ),
—b— Vb2 —4c —b+ Vb% — 40}

2 ’ 2
avec :
3
b= S(TA+73)(1+e) (3.14)

2(7'31 + 7'%)2 + 7'317'%] (1+ efﬁﬁ)2 — 167’37’%6756

57373 + 2074 + 78)] (1 + € 259 + 2 [2(73 — 73)2 + 7373] (1 + 7).
(3.15)

4e =

Les deux premiéres valeurs propres sont clairement strictement négatives car
on élimine les cas dégénérés ot 74 = 0 ou 75 = 0 qui correspondraient a un
couplage d’un seul des deux qubits avec la chaine. Quant aux deux derniéres,
elles sont réelles car :

1
b2 —de = Z(Ti —72)2(1 4+ e7P9)? 4 1672 73e 75 > 0.
La plus grande des deux valeurs propres, =btvhi—de V2b2_4‘3, est strictement négative

car b > 0 et 4c > 0 d’aprés les formules (3.14) et (3.15). On vient de montrer
que toutes les valeurs propres de M, -ire sont strictement négatives. Ce qui
prouve le lemme.O

Il reste & étudier le noyau de Mj :
Lemme 3.6.2. Supposons que 74,75 # 0, alors
ker(M;) = Vect((1,1,0,0,1,1),(0,1,—-1,—1,1,0)) si =0 et 74 = 7.

ker(M;) = Vect ((672&6,6756,0,0,6756, 1)) sinon.

98



O En effet dans le premier cas Mj est la matrice hermitienne :

-2 1 1 1 10

1 -2 -1 -1 0 1
el -1 -2 0 -1 1
Ml_(z) 1 -1 0 -2 -1 1
1 0 -1 -1 -2 1

o 1 1 1 1 -2

Il est facile de voir que 0 est valeur propre double et que ’espace propre
correspondant est Vect ((1,1,0,0,1,1),(0,1,—1,—1,1,0)).

Dans le second cas, on remarque simplement que (e~2%¢, e8¢, 0,0, e75¢, 1)
appartient a ker(M7). Puis on va montrer que 0 est valeur propre simple de
M3 ce qui conclura la preuve.

Pour ce faire on calcule le spectre de M :

2 —Be 2 —Be _(7-31 +T%) —Be
Sp(M1) = {0, =73 (1 +e77), =75(1 + ™), — 5" (1 +e77), A, Ay}
avec :
— 1
A+ = T(sz +73)(1+ fﬁeﬁz\/@% +72)2(1 4 eF)2 4 128(Ta7p)2e~Fe.

(3.16)

On a clairement A_ < 0, mais qu’en est-il de Ay ?

>\+<0

& i\/(@% +72)2(1 + e=P€)2 + 128(1a7p)%e P < Z(Ti +73)(1 + 75
2N 16(71473)26_56 < (Ti + 7'%)2(1 + e_ﬁe)Q.
Orona:
4e7P¢ < (14 7592 avec égalité ssi § = 0
A(ta7p)? < (T3 4 75)? avec égalité ssi T4 = 15.

Ainsi dans notre cas (8 # 0 ou 74 # 75), A+ < 0 et donc 0 est valeur propre
simple (les cas dégénérés on 74 = 0 ou 75 = 0 sont toujours exclus).O

Retraduisons cette partie d’algébre linéaire en termes plus physiques. On
vient de montrer que les états stationnaires du modéle sont :

e~28¢ 0 0 0

1 0 eP 0 0
th ._ r
pg = 7(1 By 0 0 eBe of St B#0ourty #7p

0 0 0 1
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et des combinaisons linéaires acceptables des états :

1000 00 0 0
1 1 -1
. |0 7 00 |0 3 = 3 _
po = 0 0 i 0 et o := 0 _71 % 0 si=0et T4 =18
000 1 00 0 0

Une combinaison linéaire )\pf)h + po est acceptable si )\pf)h + po est un état.
La condition de trace unité force p = 1 — A. Puis la positivé exige A € [0, %]
Remarque 3.6.1. On s’attendait a trouver 1’état thermique comme état sta-
tionnaire. Ce qui est plus surprenant c’est I'apparition d’une infinité d’états

stationnaires a température infinie si 74 = 7p.

Dans ce qui précéde on a fait plus que déterminer les états stationnaires
du modéle. On a calculé le spectre de I'g. Il est constitué de la valeur propre
0 et de valeurs propres strictement négatives. On définit un état asympto-
tique comme un état obtenu a partir de la formule €14 (p) en faisant tendre
t vers l'infini. Ici les états asymptotiques du modéle sont donc les états sta-
tionnaires. On résume tout ceci dans :

Proposition 3.6.1. Les états stationnaires et asymptotiques du modéle sont :
p=0

TA=TB = %

. la famille d’états {Apgh (1Mo e [0, %}} si

. Uétat de Gibbs, pg‘ Sinon.

Remarque 3.6.2. Le taux de convergence & 1’équilibre est donné par I'in-
verse de la valeur absolue de la plus grande valeur propre de l'opérateur
L5 En particulier pour fe < 1 et |14 — 7| < T, ce taux est trés lent

14e—Be”
(7/2)? (Be)?

donné par T2(32 + Z55) + o(s%, (Be)?) ol on a posé s := lra=7sl 15

T

Cette proposition nous permet d’obtenir un premier résultat concernant
I'intrication dans ce modéle.

Proposition 3.6.2. 5i 0 < 8 < oo, on a toujours désintrication en temps
fini.

O On rappelle que la concurrence de Wootters est donnée par la formule
suivante dans [111] :

C(p) = rnax{O, )\1 — )\2 — )\3 — )\4}

ol A1 < Ao < A3 < A\ sont les valeurs propres de PP\ P
avec p = (o, ®0y)p(oy®@0y). Or par ce qui précéde on a limy_,o p(t) = ptﬁh et

pour p = ptﬁh, onai—A—A3—N\g = % < 0. Ainsi par continuité de la
fonction t — A\ (t) — Aa(t) — Az(t) — Ag(t) il existe une valeur ¢gesintrication <

oo tel que pour tout ¢ > tgesintrication, ON & C(p(t)) =0 O

15. On obtient cette formule en développant A; dans la formule (3.16).
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Remarque 3.6.3. Dans le cas o f = oo, p(co) = |00)(00| est I'état du
vide et A\1(00) — A2(00) — Ag(00) — Ag(00) = 0. La démonstration précédente
ne s’applique plus. On peut seulement affirmer que C(p(cc0)) = 0. Mais il
restera a voir de quelle maniére la concurrence tend vers 0.

Dans le cas ot § = 0, il peut y avoir intrication asymptotique non nulle
en fonction du choix de I’état initial. On renvoie a la proposition 3.9.1, a la
figure 3.17 de la section 3.9 et & la discussion qui suit. Ce fait remarquable, di
a la présence de I’état noir o, avait déja été observé dans le premier chapitre.

3.7 Motivations pour I’étude du cas ou p(0) € Ex :

Tous les éléments du théoréme 3.3.1 ont été calculés. Il ne reste plus
qu’a appliquer. Cependant au vu des longues expressions constatées, on va
restreindre notre étude au cas des états initiaux de forme X étudiés dans le
chapitre précédent. On renvoie 4 ce méme chapitre qui présente et motive
physiquement 1’étude de ces états. Ici, comme on va le voir par la suite, on
a une motivation supplémentaire pour les choisir comme états initiaux.

On suppose donc qu’initialement 1’état des deux qubits peut étre repré-
senté dans la base (|11),]10),|01),|00)) par la matrice :

g 2 0 l(; a,b,e,d >0
p(0) = 0 7 Cz o| avec lz| < Vbe . (3.17)
g 0 0 d ly| < Vad

La forme X va perdurer au cours du temps, car d’aprés la formule (3.13) si
p12(0), p13(0), p24(0), p34(0) sont nuls alors il en est de méme pour pi2(t),
p13(t), p2a(t), psa(t) pour tout ¢ > 0. Clest cela qui nous a poussé, avec
la formule explicite de la concurrence, a choisir ces états initiaux. On note
donc :

alt) 0 0 y(t)
o e w0
"l 0 z(t) ct) O

a(t) a
b(t) b
y(t) = e~ Tty et ;g; = Tre P! | (3.18)
c(t) c
d(t) d



Par contre pour trouver a(t), b(t), c(t), d(t) et x(t) cela demande un peu

plus de travail. Il s’agit de calculer exp <%) L’écriture suivante,
—(Ti + T%) 0 0 0 0 O
T —73 0 0 0 0
2 2
TAtTh
TATB —TATB — 0 0 0
Ml - 2 T3+T% (319)
TATB —TATB 0 ——45E 0 0
7'31 0 —TATB  —TATB —7%, 0
0 Ti TATB TATB 7'% 0
0 T%, TATB TATB 7'% 0
0 —T]_% —TATB  —TATB 0 7'31
ik
X 6_56 0 0 -5 20 , —TATB TATB
9
0 O 0 —L;TB —TATB TATB
0 0 0 0 —74 3
0 0 0 0 0 —(r3+73)

montre que M; est la somme de deux matrices triangulaires supérieures et
inférieures. Malheureusement ces deux matrices ne commutent pas! Nous ne
sommes pas parvenus a effectuer ce calcul dans le cas général méme en nous
aidant de logiciels de calcul formel comme xcas ou maple. Aussi nous allons
restreindre notre étude a certains cas particuliers intéréssants :

3.8 Expressions analytiques pour la matrice densité
et évolutions de 'intrication si § = oo et p(0) €

Ex.
3.8.1 Cas =00 et 74 # 7p.
3.8.1.a. Formules générales.

Ici M se réduit a la premiére matrice de expression (3.19) qui est tri-
angulaire inférieure. Aprés exponentiation on obtient :

a(t) = ei(TAQJrTBQ)ta (320)
b(t) = (_e—(TAQJFTBQ)t T e—TAQt) a+e ™ (3.21)
—9 _

_ (7—1%4 + 7‘%)6_7—3‘1& _ 27—1477—3 [6_71(7%+T%)t _ 6—7'3115 b+ e%(ﬂ%-‘r'f%)tx

2 _ 2

A B
(3.22)

1

2,2
= 2R 1) [(—rj - 77'1%7'1% + 177}217% — 97’%)6 (Tat7p)t
A B A B
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+ (8742 — 24737 A)e T AR 1 (4rds2 4 ar2h)e i

+ (7§ — 57aTE + 373mh + 97}%)@—@] a

2,2
B (T;lTA:—]g )2 [26%1(T%+T%)t o efﬂ'it _ ef‘r}%t:| b
A~ TR
722“‘732 {%(Tiwﬁ»)t — e*ﬁ%t} (z+2)+ e (3.23)
TA— 7B
—1

d(t) = (=75 — 7747 + 1773 7h — 9r8)e” (TA+7R)!

G R
+ (87478 — 247‘ATB)€%1(T‘%+T123)t

+ (78 + 37473 + 337 + 8)e “TAl 4 (7§ — 57473 + 31aTh + QTg)e_T%t

+ (—7§ + 4R + Tirh - Tg)]a

1

+ 2 2 [8TATB€ 2 LA TR)E (7-1% + 7.%)2677315

(73 —75)?
—arkeBe B+ (72 — B

2 _
oo [%(T%%ﬁ - e_T%t} (@+3)+(1—eB)et+d  (3.24)

Th—T

A B

Remarque 3.8.1. On note que ces formules sont en accord avec la propo-

sition 3.6.1 car (a(t), b(t), z(t), z(t), c(t), d(t))—+-00(0,0,0,0,0,1).

Qu’en déduit-on en ce qui concerne I’évolution de la concurrence ?
Tout d’abord comme on 'avait noté dans la remarque 3.6.3, asymptotique-
ment la concurrence est nulle. Mais il reste a savoir de quelle fagon elle tend
vers (. Pour ce faire on commence par rappeller que, pour un état p € Ex
comme ci-dessus, la concurrence est donnée par la formule (cf. chapitre pré-
cédent) :

C(p) = 2max{0,Ci(p), Ca(p)} avec (3.25)
Ci(p) := |z| = Vad et Cs(p) := |y| — Vbe}. (3.26)

Remarque 3.8.2. C’est cette formule simple qui motive notre choix d’état
initial.

On notera parfois abusivement C(¢) [resp. C;(t)] au lieu de C(p(t)) [resp.
Ci(p(t))] pour t > 0.

3.8.1.b. Concurrence asymptotique.

Proposition 3.8.1. Pour 8 = oo et pour tout état initial de Ex,
si g > T4 alors

Cp(t)) ~tosoo Aa+b) 5B e ™ sia+b#0

Th— T4
C(p(t)) =0 Vt sinon;
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st T4 > T alors
C(p(t)) = 2max{0,C1(t),Ca(t)} avec

[| 27478, o 9 2TATB _TAtTh,
T (TAa—3Tp)a— 5 —b+al—Vale

LITA— TR TA— TR

2 2
_ TA+TB
+ Ot—ﬂ)o(e 2 t)a

Colt) = |y! AT |:Tg - 57'j7'% + 37’%7’% + nga n 4TATB b
i (T3 — 73)%(13 + 73) (73— 73)?

Ci(t) =

_T124+T%t _7124+TBt
e (A

1
TATB 2
TA— TR

OSia+b=0alorsa=0=x =y =0 a cause de la positivité de p.
Mais alors d’aprés (3.18) et (3.22) :

x(t) = y(t) = 0 donc C(t) =0 Vt.

On suppose donc que a+b # 0 et on fait un développement asymptotique,
(t — 00), des formules (3.20), (3.21), (3.22), (3.23) et (3.24) pour 75 > 74
et on obtient :

7'124 +T%
2

— _ 2
ly(t) =e ‘lyl = o(e™74"),
TATB

z(t)| = 2(a + b)— Qe-mwo( TAY),
TB TA

V(D) = e a(1 + o) = ofe ),

Ainsi Ca(t) < |y(t)| = o(C1(t)) ne va pas contribuer asymptotiquement a la
concurrence et il reste :

C(t) = 201 (t) ~ 4(a + b) 5B e At
B~ TA

Traitons & présent le cas oit 74 > 75. On obtient dans ce régime :

_TA+T}23t
ly(t)| =e |yl
2 2 7_2+7_2 7_2+7_2
()] = | 2B (7% = 373)a — 2B bt a|e T o(em ),
TA— TR TA— TR

TA2+TB2t

T 2+7‘ 2
ad(t) = vae™ Ayt +o(em 2 Y,

be(D) = D [Tﬁ — 57’1%7]23 + 37’%7’% + QTga N 47373 b

R G e
1

ATATR 2 rp’4rp® —
———Rr+c| e >t 4o(e
7'A —7h

TA +7'B2t
2

).
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Ce qui conclut la preuve de la proposition.O

Dans les deux sous-sections suivantes, on souhaite exhiber des phéno-
meénes surprenants de la concurrence quand g = oo.

3.8.1.c. Si I’état initial est pp = |P)(P| avec |P) = a|10) + ~|01).

On va a présent recentrer encore I’étude sur une sous-classe d’états ini-
tiaux de Ex. En effet on propose de s’intéresser a I’évolution de la concurrence
pour les choix d’états purs initiaux pe = |®)(P| avec |®) = «|10) + ~|01)
avec |a|? +|B8|> = 1 qui sont des états X (ce sont des états de Bell généralisés
cf. chapitre précédent). Alors a(t) et y(¢) sont nuls par (3.20) et (3.18). Ainsi
la concurrence vaut en utilisant (3.22) :

Clpa(t)) = 2[z(t)]

7‘2 +7‘2 2 7'2 +7'2
=2|af |ve~ At a72TATB2 AR e_Tit) (3.27)
TA~ "B

Remarque 3.8.3. Si o = 0, alors la concurrence est identiquement nulle.
Si oo # 0 et arg(a) # arg(y), alors la concurrence ne s’annule jamais. On
I'illustre sur la figure 3.9.

Le cas le plus intéréssant est o # 0 et arg(a)) = arg(7y) car la concurrence
peut présenter un point de rebond, c’est-a-dire la concurrence s’annule en
un point. Précisément on a :

Proposition 3.8.2. Sous les hypothéses de cette section, en choisissant pp =

|P)(P| avec |P) = a|10) + v|01) pour o # O et arg(a) = arg(y) comme état
nitial, on a

st ™A e {0} U [(1_W/O‘)+2V 1+(7/a)2,1] alors la concurrence ne s’annule

jamais.
— 2
s A €], 1[U]3, a 7/a)+2 Lt/ [ alors la concurrence présente un
. 1/2— N
point de rebond en tges-réint = %2 1/21717 In (1 + p(/lf;) g) ot p = 77“‘.

Cette proposition est illustrée sur la figure 3.10.
Remarque 3.8.4. Le cas ou 74 = 75 sera étudié dans la section suivante.

O Le second cas est immédiat en appliquant la formule (3.27).
Ensuite il est facile de voir que si 74 = 0 ou 74 = 7 alors la formule
72
(3.27) devient simplement C(pg(t)) = 2|a y]e ™2 ".
— / 2
Il reste & voir ce qui se passe pour 2 € [(1 7/a)+2 10/ ,1[. On a
annulation de la concurrence ssi d’aprés (3.27) :

2 2
_TAT BT
2TATE «

2 2
_TA TBt_
e 2 =1
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Concurrence C
1

FIGURE 3.9 — Concurrenqe des deux qubits pour b=00,Ta=pr,T=1c¢et
pour l'état initial |@) = ﬁ|10> + 7\1/%”|01) en fonction de ¢ pour (1) : p =0,
(2):p=01,3):p=03,(4) :p=20.5,(5) :p=0.7,(6) : p=0.8, (7) :

p=1.

Ainsi une condition nécessaire pour avoir annulation de la concurrence est
1 o TZ*T% l
2TATB «
_v2. (7 v : : _ (A=y/a)
Q(X) = X*+(2—-1)X —4.. Les racines de Q étant py =
cela conclut le lemme. O

> 0. En posant p = T4 cette condition se réécrit Q(p) < 0 ou

-
+4/14(v/a)?
2 )

3.8.1.d. Si I’état initial est p(0) = |11)(11].

Notons que p(0) est une matrice de la forme (3.17) dans la base
(]11),]10),01),]|00)) avec a = 1 et b = ¢ = d = x = y = 0. Sa concurrence
est évidemment nulle initialement car c¢’est un état produit.

Or ici d’aprés la proposition 3.8.1 on a :

. _ 2
.si0<7a<TB, C(p(t) ~st00 fgﬂ;‘%e Tat

.sitg >71>0,0n a:
C(p(t)) = 2max {O, (

Ainsi par continuité de la concurrence, on sait déja que pour 0 < 7
il existe nécessairement tintri(74) tel que C(p(tintri(74))) = 0 et C(p(

7'2 +7'2
TQTATB (3 — 37123)‘ - 1) e Bt+0(e_ P t)}

11
AT B

SIS
IN

) >
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F1GURE 3.10 — Concurrence des deux qubits pour =00, 74 = p7, 7 =1 et
pour 'état initial |®) = %HO) + %|Ol> en fonction de t pour (1) : p =0,
(2) : p=0.001, (3) : p=10.3,(4) : p=0.5,(5) : p=0.6, (6) : p= % (7) :
p = 1. Les courbes (1) et (7) sont effectivement les mémes, mais la courbe

(6) en differe trés légérement mais cela ne peut apparaitre sur le graphique.

pour ¢ appartenant a un voisinage & droite de tingi(74).

En étudiant la fonction 74 +— 3%“%%(7% — 37123)‘ — 1, on montre que

celle-ci est strictement positive sur |7, po7[ et négative sur [po7, 7] ol pg est
I'unique racine dans ]%, 1] du polynome Q(X) = 4X* — 12X3 + 12X? —
2X — 1. Numériquement on a pg =~ 0.584. Ainsi on va observer le phénoméne
de création d’intrication décrit ci-dessus au moins pour 74 €]0, po7| ce que
confirme la figure 3.11. ¢jni(74) est donc le premier instant ot il y a création
d’intrication.

En posant p := TTA, on a simulé numériquement la fonction ti,i et on I'a
représentée sur la figure 3.12. On remarque que tini devient trés grand au
voisinage de po7. Cependant on ne peut avoir de résulats numériques trop
proches de ce point car les erreurs numériques sont trop importantes (de
toute facon méme si il y a création d’intrication, celle-ci est trés faible car on
observe numériquement une concurrence inférieure a 10720 pour 74 > poT).
Nous n’avons pas non plus réussi & montrer analytiquement que tintyi tend
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F1GURE 3.11 — Concurrence des deux qubits pour = oo, 74 = p7, 7 =1 et
pour l'état initial [11)(11] en fonction de ¢ pour (1) : p = 0.1, (2) : p = 0.3,
(3) : p=0.5.

vers l'infini quand p tend vers pg par valeurs inférieures. On résume cela
dans :

Remarque 3.8.5. Pour 74 € [pgT, 7], les erreurs numériques sont trop im-

portantes pour conclure sur 'existence d’un temps d’intrication au moins
numeériquement.

Enfin les cas 74 = 7 et 74 = 0 sont triviaux, car alors seulement un des
qubits interagit avec la chaine et donc il ne peut y avoir création d’intrication.

Par contre au voisinage de zéro les choses différent, la figure 3.12 suggére
que tingri converge vers une valeur proche de 2.2 en 0 et en effet on a :

Proposition 3.8.3. On a lim,, o+ tinmri(74) = %, ol tg est l'unique zéro
sur R de la fonction f définie par

Ft) =4[—2e7 + 372" — 12 — [(—=9t — 20)e " + 24e"2 + (t — 4)]e ",

soit tg ~ 2.197.
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intri

FIGURE 3.12 — tiui en fonction de p pour 7 = 1.

O Ici y(t) = 0, donc la concurrence est donnée par C'(t) = 2max{0, |z(t)|—
Va(t)d(t)}. En posant 7 = 1, on obtient & partir de (3.20), (3.22) et (3.24),
les formules perturbatives suivantes pour tout ¢ < tg ot tg > 0 est fixé :

x(t) = 2[—2e " + 32t — 1lp + op—0(p)
a(t) =e "+ 0,50(1)
d(t) = [(—9t — 20)e ™" + 24e % + (t — 4)]p? + 0p0(p?)

Notre probléme revient donc a étudier la fonction f sur Ry définie dans la
proposition car on a C(t) > 0 ssi f(¢) > 0 .On remarque que f est stricte-
ment positive uniquement sur Jtg, +o0o[ ot ¢ est 'unique zéro sur R* de f. O.

Ce phénomeéne de production d’intrication est dit a 'hamiltonien effectif
hesr.- En fait tout se passe ici comme si les deux qubits interagissaient entre
eux, ce qui, on le sait, est souvent source d’intrication. Notons cependant que
I'intrication créée a I'instant ;4 disparait asymptotiquement quand ¢ — oo.
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3.8.2 Cas =o0et 7y =75=3.
3.8.2.a. Concurrence asymptotique.

Dans ce cas on obtient soit a partir du cas précédent en passant a la
limite 74,78 — 5, soit plus simplement en effectuant le calcul directement :

+(1-e ) Yeta (3.28)
On donne ici une proposition analogue a la proposition 3.8.1 :

Proposition 3.8.4. Pour 8 = oo et 74 = 75 = § et pour tout état initial
de Ex, on a :

C(p(t)) ~i—o0 2(a +b) (g)Q te= ()t sia+b #0
C(p(t)) =0 V¥t sinon.

Remarque 3.8.6. Dans le cas non trivial ot a + b # 0, la proposition nous

dit qu’au moins au deld d’un certain temps les deux qubits sont intriqués.
En comparant cette proposition a la proposition 3.8.1, on remarque qu’ici

la décroissance exponentielle de la concurrence est modulée par un facteur ¢.

O Dans le premier cas ou a + b # 0, il suffit de remarquer que :

12(t)| ~toso0 (a + D) (g)zte—@%

~ ae_(%)2t sia
) { T EEED _ ofjae)).

N2
Ainsi Cy(p(t)) ~ (a+b) (%)2 te~(2)"" et Cy ne vas pas contribuer car :

Colp(®)) < y()] = lyle= ()t = ola(x))).



Dans le second cas ot a + b = 0, on conclut comme dans la preuve de la
proposition 3.8.1. O

Comme dans le cas 74 # 7p, on va a présent recentrer I’étude & une
sous-classe d’états de Ex. En effet on propose de s’intéresser a I’évolution de
la concurrence pour les choix d’états purs initiaux suivants 16 :

. pw = |U)(¥| avec |¥) = a|11) + $|00).

. pp = |P)(P| avec |®) = a10) + £|01)

3.8.2.b. Si I’état initial est py = |¥)(¥| avec |¥) = a|11) + ~|00).

Alors on a :

b(t) = [— e 2(G) 7 e (3) ] o2
ot)=[- 5e2(3)"t 4 (54 <%>2t + (%) 2)e=(5) 1] a2
d(t) = [5e2(3)t 4 (6 +4 (%)Qt - <g>4t2)e—(%) 1) jaf? + 2

Ce cas est plus difficile a traiter. Néanmoins on arrive a obtenir :

Proposition 3.8.5. Si f = oo, T4 = T et si on choisit pg comme état
iniatial, 1l existe deux constantes ¢1 >~ 1,093 et co ~ 1,106 telles que :
Csteg < ﬁ < ¢9 alors il existe deux paliers ot la concurrence s’annule.
. stnon la concurrence s’annule uniquement sur un palier.

Ceci est illustré sur la figure 3.13.
O Pour alléger les calculs, on pose 7 = 1. On a en utilisant |[y[* =1 — |/ :

C(t):0<:>{ Cl(t)go@{ ot
) <0 |

- g(t) < ﬁ avec g(t) := —e 2t + (£ — 2)et + (t — 2)?
> 2y avec f(t) =1+ (1—e ") (=5et +5— 4t +1?)

en excluant le cas trivial ou |a| = 0. Ainsi C(t) = 0 ssi g(t) < ﬁ < f(t).
Il s’agit donc d’étudier les fonctions f et g représentées sur la figure 3.14.
On commence par remarquer que f(t) > g(t) Vt € Ry. Puis I'étude de la
fonction f montre qu’elle est strictement croissante sur [0,¢1] et sur [ta, +00]

16. Ce sont les états de Bell généralisés dont on a parlé dans le second chapitre.
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Caoncurrence

FiGURE 3.13 — Concurrence des deux qubits pour 3 = oo et 74 = 7p en

fonction de (%)2 t avec pour état initial :

(1) £ %) = S [11) + ,/24]00)

(2) : |¥) = =[11) + Z]00)

(3) ¢ W) = {11) + 1 |o0)

et strictement décroissante sur |t1,ta[ ou t; < t2 sont les deux solutions
strictement positives de Péquation —10e™2 + (2 — 6t + 14)e ! + 2t — 4 = 0.
On a numériquement :

t] >~ 0,807 et f(tl) >~ 1, 106

to >~ 1,281 et f(t2) ~ 1,093.
Quant a g, elle est strictement décroissante sur [0, t3] et strictement croissante
sur |t3, +-00[ oil t3 est I'unique solution de I'équation 2e =2 4 (—t24-2t+2)e "I+
2(t—2)=0etona:

ts >~ 1,763 et g(t3) ~ 0,217.

On a donc trois régimes :
Lsil < ﬁ < f(t2) alors C' s’annule uniquement sur [t_, ¢4 ] ot t_ [resp.

t4| est 'unique solution de 'équation f(t) = ﬁ [resp. g(t) = ﬁ]
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FIGURE 3.14 — Représentation des fonctions f et g.

. si f(to) < L5 < f(t1) alors C s’annule uniquement sur [t e Ut 2]

= laf?
ot les iy vérifient f(t1) = f(t1) = f(t2) = g(2) = ﬁ
Csif(t) < ﬁ alors C' s’annule uniquement sur [t_, ¢, ] ou t_ [resp. t4]
est I'unique solution de I’équation f(t) = ﬁ [resp. g(t) = ﬁ]
Ce qui conclut la preuve de la proposition.O

3.8.2.c. Si l’état initial est pp = |®)(®| avec |P) = «|10) + ~v|01).

Ici pour ¢t > 0, on a a(t) et y(t) nuls par (3.18) et (3.28), donc la concur-
rence est simplement donnée, en réutilisant (3.28) et (3.25), par :

Clpa(t)) = 2[x(t)]
— (1)2 te_(g)2t|o[|2 + e_(%)Qtaffy

2
6_(

2
7‘0‘(5) t

Remarque 3.8.7. Si a = 0, alors C(t) =0V ¢t. Si a # 0 et arga # argry
alors C(t) # 0V t.

=2

)’t, (3.29)

(SR

= 2|a]
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Enfin si @ # 0 et si arga = arg~y, alors on retrouve le phénoméne de2
désintrication-réintrication ou rebond qui apparait au temps tgesreint = (%) .
On illustre cette formule (3.29) sur la figure 3.15.

Cancurrence C

FIGURE 3.15 — Concurrence des deux qubits pour 3 = oo, 74 = 73 = § en

. 2 ) o
fonction de I) t avec pour états initiaux :

A

(1) : @) = ]10) + Lo
(2) :®) = J=[10) + Zo1)
() :12) = J5110) + i lon)
(4) : @) = [10) + Lo

Pour voir comment ce phénoméne de rebond de la concurrence évolue &

petite température, on propose dans la section suivante de faire une théorie
de perturbation :

3.8.3 Développement perturbatif autour de la température
nulle.

\2
On rappelle qu’on suppose 74 = 75, alors on sait déja que y(t) = 67(5) ¢
Ici le paramétre q := e~ 7€ est petit. On va donc faire un développement
perturbatif en ¢ de la formule (3.18). On réécrit donc la matrice & exponentier
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sous la forme :

1+q’

ﬁm = (;)QtA(Q)

avec A(q) == Ao + qA; ou :

2 0 0 0 0 0 01 1 1 1 0
1 =10 0 0 0 0 -1 -1 -1 0 1
1 -1 -1 0 0 0 00 -1 0 -1 1
do=11 1 g 1 o ol ®NM=]0 0 0o -1 -1 1
1 0 -1 -1 -1 0 00 0 0 -1 1
o0 1 1 1 1 0 00 0 0 0 -2

Le spectre de Ag se lit directement sur sa diagonale car Ay est triangu-
laire. On voit qu’on a deux valeurs propres simples 0 et -2. Par contre la
valeur propre -1 est de multiplicité 4. En jordanisant Ag, on fait apparaitre
deux blocs de Jordan pour cette valeur propre. Un de taille 1 et un autre de
taille 3.

On peut également trouver une matrice de Jordan 7 pour %‘Iq) :
p—(q)
p+(q)
M ~ -1 avec
1+¢ -1 1 ’

-3 1\/1+34¢+¢> 2
_ = - Y- -~ I —_9_
p-(a) = - — 3 T1a 8¢+ O(¢?)
-3 1y1+34g+¢>

== At S S | 2).
p(q) 5 13 T1q + 8¢+ O(q7)

On voit bien ici comment changent les valeurs propres sous leffet de la
perturbation :

- =2 p—(q)

.0—=0

=1 —= —1et us(q)
Le bloc de Jordan relatif a la valeur propre —1 va faire apparaitre des singu-
larités pour les vecteurs propres perturbés correspondants comme prédit par
la théorie de Kato. Mais on laisse ces calculs pour 'annexe H et on donne
ici seulement le résulat qui nous intéresse :

17. On choisit de représentater les matrices creuses par des blancs a la place des zéros.
De plus on utilise la notation classique M ~ N pour signifier que M est semblable a N.
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Proposition 3.8.6. Si 74 = T en posant q := e P¢ et 5 =1, et en choi-
sissant tg € Ry, alors a uniformément en t pour t € [0,t] :

z(t) ={(2—t)e " — 27 + q [(—4t* + 27t — 44)e”" + (16t + 44)e *'] } a
+ {—te” " +q[(—4t* + 11t — 10)e " + 10 *'] } b
telz+q[(—4t—4e ' +4e ] (z +7)
+q[(t— 2)e ! + 26_2% c+qte”td+ O(¢?)

a(t) ={e ™ +q[(t* =8t +18)e" — (8t + 18)e *] } a
+q{(t*—4t+5)e " —be >} b
+q{(~t+2)e " =27} (z +7)
+q(e™ =)+ 0(¢%)

b(t) ={(e™" —e )+ q[1+ (—* + 8t = 19)e™" + (8t + 18)e™*] }
+{et+q[l+(—t*+4t—6)e "+ 5]} b
+q{t—2)e " +2} (z+17)
+q(l—2e"+e et q(l—e)d+0(¢?)

c(t) —{(t2 — 4t +5)e " —be
8
+4q [1 + (517 = 3047 + 104 — 147)e ™" + (40t + 146)6—2,5} }a

8
+ { t?e ™t 4+ ¢ [1 + (§t3 — 141% + 24t — 26)e ™" + 256—%] } b

+ {—te™t + g [(—4t* + 11t — 10)e ™" + 10e ']} (z + %)
+{et+q[l+(—t>+4t—6)e " +5e ]} c
+q{l—(+1e "} d+0()
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d(t) :{1 4 (—t* + 4t — 6)e”! +5e X
+4q [—2 - (%8#" + 30t% — 104t + 148)e ™" — (40t + 146)62t] }a

- {1 —(#+1)et

+4q [—2 - (%85" + 14¢% — 24t 4 27)e ™" — 256%] }b

+ {te™" + ¢ [(4* — 11t + 10)e”" — 10e"*]} (z + 7)
+{l-e'+q[2+F -4t +T)e "' —5e]}c
+{1+q[-2+ (> +2)e "]} d+ O(¢?).

Dans la suite on posera comme dans la proposition précédente 7/2 = 1
dans le but de simplifier les formules. Quelles informations peut-on tirer de
ces formules au sujet de la concurrence ?

Asymptotiquement on sait déja qu’il y a désintrication en temps fini par
la proposition 3.6.2. Par contre la théorie de perturbation présentée ici va
nous permettre de voir comment la température modifie le phénoméne de
désintrication-réintrication observé a température nulle pour les états ini-
tiaux |®) = a|10) + v|01) avec arg(a) = arg(~y) (cf. Remarque 3.8.7). On
rappelle que ce phénoméne apparait au temps tqssreint = % (pour a,y #0)
car la concurrence prend la forme C'(pg(t)) = 2|al|y — at|e™.

On rappelle qu'ici T4 = 75 et on suppose que p(0) = |®)(P|. On a
toujours y(t) = 0 donc C ne va pas contribuer & la concurrence. Il suffit
d’étudier C;. Pour cela on note, grace a la proposition 3.8.6, pour tout ¢ < ¢ :

z(t) = zo(t) + qz1(t) + O(¢?)
a(t) = ag(t) + qar(t) + O(¢%) = qas(t) + O(¢?)
d(t) = do(t) + qdi (t) + O(¢?)

car ag(t) = 0. Ce qui donne :

Ci(t,q) = [(t)] — Vad(t) = |zo(t)] — g/ a1 (t)do(t) + O(q)
= Cl(t, 0) + ACI(t)\/& + O(q)
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On a donc une premiére correction de I'ordre de /g. On explicite ce terme 18

ACH (1)
= — al(t)do(t)
= [{(t2 — 4t +5)e ! — 56_2t} la|? + {(—=t+2)e" - 26_2t} 2|ary|

1
(et = e P] (L= (@ + De Yl + tetfan] + {1 e} 2]

Pour voir ce que devient le phénoméne de désintrication-réintrication, il faut

étudier cette fonction AC au temps tgesréint = % :
|7| \/ 2l JE
ACy 5laf?e ot — [1+ 4lef(le] + )] e 1— '

On voit que AC, (M) < 0, mais a-t-on ACH (M) < 07 L’annulation ne

peut pas venir du second terme car v # 0. On va réécrire le membre sous la
racine du premier terme, soit a; (\hIl) en remplagant |y| par /1 — |«|? :

)

_Vi-]al?
ay <||7|> =e e [SIQ\Z - [1 +4la|(jof + V1 — |of? ] la]
a

On a ay (M) =0ssi f(Ja]) =0ou:

1—2

f(z) :==52% — [1 +4z(z+ V11— 22)} e =

Or une étude de la fonction f montre que celle-ci ne s’annule qu’en —1. Ainsi
on a bien :

Ce résultat nous assure que le comportement exceptionnel de la concurrence
A tqes-reint va disparaitre dés qu’on va "brancher la température". A la place
on va avoir apparition de tout un palier avec concurrence nulle.

O La preuve de cela repose sur deux points :
. le fait que la correction, & petite température, a la fonction C7 en
tdes-reint SOit strictement négative.

18. Il n’y a pas de probléme ici & prendre les racines. En effet comme {

al (t)

>0
a les estimations a priori .
do(t) >0
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. la continuité de la fonction (¢, q) — Ci(t, ¢) dans ses deux variables O.

La figure 3.16 illustre ce phénomeéne d’ouverture du point de rebond avec
I'apparition d’un palier. Pour ce faire, on a repris les mémes états initiaux 19

qu’a la figure 3.15. On a choisi ¢ = 0.001 et on a effectué une simulation
numérique via scilab.

Cancurrence

FIGURE 3.16 — Concurrence des deux qubits pour e ?¢ = 0.001 et 74 = 75 =

5 en fonction de (%)2 t pour les états initiaux :

(1) |2) = L]10) + L Jo1)
(2) |2) = |10} + Zo1)
(3) |2) = A-[10) + o)

Remarque 3.8.8. On voit que la taille du palier dépend du choix de I’état
initial (pour |® = \/%HO) + \/%K)l) on le distingue & peine mais il y a bien
un trés fin palier). On pouvait le pressentir grage a notre formule pour ACY.

19. Nous avons préféré ne pas surcharger la figure avec l'état initial |®) = %\10) +
%|01) car il ne présentait pas de point de rebond a température nulle (cf. courbe (4) de
la figure 3.15). Ici le but est d’illustrer ouverture de ce point de rebond.
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3.9 Expressions analytiques pour la matrice densité
et évolutions de l'intrication si 8 =0, 74 =75 =
5 et si p(0) € Ex.

On n’a pas pu traiter le cas général 74 # 7 pour S = 0 car les for-
mules obtenues a 'aide d’un logiciel de calcul formel tiennent sur plus d’une
cinquantaine de pages.

Si T4 = 7B et p(0) € Ex, il vient en posant pour simplifier les écritures

%:1:

a(t) = s1(t)a + s3(t)[b+ 2R(z) + ¢] + s2(t)d
b(t) = s3(t)a + s1(t)b — s3(t)2R(x) + sa(t)c + s3(t)d
c(t) = s3(t)a + s2(t)b — s3(t)2R(x) + s1(t)c + s3(t)d (3.30)
d(t) = sa(t)a + s3(t)[b+ 2R(z) + ] + s1(t)d
x(t) = s3(t)[a — b] + s1(t)x + s2(t)T — s3(t)[c — d]

s1(t) = % + %e*t - %e*’t

so(t) = é - %eit + %efgt

1

Ce cas est intéressant car on le rappelle c’est le seul & admettre une famille

a un parameétre {)\pg‘ + (1 = X)o avec A € [0, %} } d’états asymptotiques.

En ce qu1 concerne la concurrence, on a :

CO + (1 = N)o) = max {0, 1- 32)\} (3.31)

donc ces états sont intriqués ssi A € [O, % [

Pour un état initial donné, on a un état asymptotique défini par :
2
A= 3 14 (a+d)+2R(z)]. (3.32)

Pour prouver cette formule, il suffit de faire tendre, dans (3.30), ¢ vers I'infini
et on obtient par exemple :

1 1

[1+ (a+d) + 2R(x)].
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Comme on sait que a(co) = (11[Apf" + (1 — A)o|11) = %, cela suffit pour
prouver (3.32).

Ainsi d’aprés (3.31) on a concurrence asymptotique non nulle ssi (a

d) + 2R(x) < 0 et précisément dans ce cas la concurrence vaut C(p(c0))

—la + d +2R(x)].

La propriété suivante résume ce qui précede et traite le cas ot

(a +d) 4+ 2R(z) > 0 en ce qui concerne I'asymptotique de la concurrence :

+

Proposition 3.9.1. Pour 8 =0 et 74 = 7 = § et pour tout élat initial de
Ex,ona:

Sia+d+2R(x) <0 alors C(p(t)) ~t—eo — [a+d+ 2R(z)].
Sia+d+2R(x) > 0 alors il existe un to tel que C(p(t)) = 0 Vi > to.
Sia+d+2R(x) =0 avec a +d # 0 ou I(z) # 0 alors

Clp(t)) ~tsme g [43(2)? + (a — d)?] e~ 2.

Sia+d+2R(x) =0 aveca+d=0 et (z) =0
alors C(p(t)) =0Vt > 0.

On illustre cette propriété sur la figure 3.17.

O Le premier cas vient d’étre traité.

Pour le second (a + d + 2Rz > 0), il suffit de remarquer que Cq(p(c0))
et Ca(p(00)) sont strictement négatifs. On conclut ce cas par continuité de
Ch et Ch.

Si (a +d+ 2Rz = 0) un développement asymptotique s’impose (car
Ci(p(o0)) = 0). Tout d’abord, on remarque que c’est Cy qu'il va falloir
développer car Ca(poo) = %1 On a :

donc :

3 _ _
Cy(t) = 1 [4%(3})2 + (a— d)2] e 4 040 (e73h)
permet de conclure pour le troisiéme cas.
Dans le dernier cas, les égalités a + d + 2Rz = 0 et Sx = 0 entrainent

a =d=x =0 et on a nécessairement p(0) = b/10)(10] 4 ¢|01)(01| donc

121



o
.
o

o
=
T

Cancurrence C
=
o
il

=]
s
T

de (I)zt pour I’état initial donné par la matrice X telle que :

(1) ézd:y:O,b:l,c:zetx:—O.l—i—O.Qi

(2) a:d:y:O,b:i,c:iet:z::O.1+0.2i

(3) a:d:y:O,bzz,c:getx:O.Qi

(4)a=d=2=y=0b=3etc=2 (courbe confondue avec I'axe des
abscisses)

y =0 et Cy(t) <0 Vt. Puis il est facile de calculer qu’ici Cy(t) = 0 V¢ ce qui
conclut la preuve .O

Si la température de la chaine est infinie et les temps d’interaction sont
égaux, on a un phénomeéne d’intrication asymptotique curieux. Cependant
I’évolution de l'intrication ne présente pas de phénoménes spectaculaires
comme le dit :

Théoréme 3.9.1. On considére p(t) donné par le théoréme 3.3.1 avec f =0
et TA =T = 5. Alors t — C(p(t)) est une fonction décroissante.

O On commence par énoncer un lemme trivial mais utile :
Lemme 3.9.1. Cl S —CQ et CQ < —Cl.

O En effet, comme |z| < vbc et |y| < Vad, on a C; = |z| — Vad <
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Vbc — |y| = —Ca. De méme on prouve l'autre inégalité.O

Ainsi, si Cy(t) > 0 [resp. Ca(t) > 0] alors Ca(t) < 0 [resp. C1(t) < 0] et
donc C(t) = 2C1(t) [resp. C(t) = 2Ca(t)]. Il suffit donc d’étudier indépen-
demment les fonctions C et Co sur les domaines ot elles sont positives. On
propose ici une méthode qui distingue les cas :

I) Cas ou C4(t) >0
On a d’apres (3.30) :

Ci(t) = V() — V/g(t) avec
F#) = 12()] = (S()e™)? + (a1 +7e™*)? et

g(t) = —(“ e 12 4 (ay e B2 (3.33)

avec a) = ¢ —i(a+d+2+7), a0 = ¢ +t(a+d+z+7) et v = §(2(a+d) —

1—(x+x)). Notons que g >0 (car 1 +a+d+z+z>1+a+d—2|zx| >

l+a+d—2Vbe>14a+d—b—c= 2a + 2d). On suppose pour l'instant

que Ci(t) > 0, c’est-a-dire que f(t) > g(t).

La dérivée de C1, quand elle existe, est quant & elle donnée par la formule :
d A(t)

= fa(t)

, (3.34)

A(t) == VaO)l(S(z)e™)? + 3ve™ (a1 +7e™)]

FVIDI-(5 0 + 37e 7 (0 + )]

Pour démontrer le théoréme, il suffit donc de prouver que A(¢) < 0.
[L1) Casona+d+x+z>0ety<0,alors as > oy
On réécrit A(t) sous la forme :

AW =~ Va8 + VD Ly
+3ye” ¥ [V () (o +ve™) = V/g(t) (a1 + e )]

-

=v(t)

On remarque que le premier terme est négatif donc il suffit de montrer que
v(t) est positif car on rappelle qu’ici v < 0. On commence par remarquer

trivialement que o + ye 3t est positif car :

a+d
2

ar+ye 3 > a4y = > 0.
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De deux choses I'une, soit a1 +ve 3! est négatif alors v(t) est positif (somme

de deux termes positifs), soit a; + ye™3! est positif et on minore v(t) de la
fagon suivante :

v(t) = Vf(t) (a2 +7e7) —/g(t)(ar +7e) 2 0.
—— N——
>\/g(t)>0 Zartye™20

[2) Casota+d+x+z>0ety>0
Dans ce cas on a toujours

g+ ye 3 > 3ye 3 > 0 (3.35)

donc 3ye 3 (ag + ve3) < (ag + ve3%)2. Pour prouver (3.35), il suffit de
montrer, comme v > 0, que as — 27 > 0. Et en effet :

b+ ¢ —2Vbe] > 0.

DN |

1 1
042—2725[()—1—0—1—:1:—1—:%] 2§[b+c—2\x|]2

Si20 3ve ™3t > ay +ve 3t > 0, alors (I(x)e )% + 3ve 3 (ag + ye3) >

f(0) : -
A(t) < —Va®) F() + VFBg(t) = —/TaO)(VFH) — Vg(b) <.

Si3ve ™ < a;+ve 3 ona:

A(t)
== V) ft) + Va®)l(ar +ve™*)? = 3ve ¥ (ar +ve )]
+VF®)g(t) =V F®)(az +ve )2 = 3ve ¥ (ag + ve )]
< VIOW ) — Vo)

g

<0

+ Vg (a1 +ve ) (a1 — 297 — /) (az +ve ) (az — 29¢7).

<0

La premiére majoration est la méme que dans le cas précédent. Pour la
seconde on utilise 3ve™3! < oy + ye™3! qui donne avec a +d + 2z +Z > 0 et
v>0:

a9 + 'ye*St > o + ’ye*‘% >0
Qo — 2’76_3t > oy — 2’}/6_3t > 0.

Si 376_3t >0>a1 + ’ye“%, en remarquant que :

—g(t) (a1 +ve™) < =/ f(t) (o1 + ve ),

3t

20. On traitera le cas 3ve 2" > 0 > ay + ve ™" a la fin car c’est le plus délicat.
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on obtient la premiére majoration (car v > 0 ici) :

() </ f(t)[—(

En faisant apparaitre f (t) et g(t), on peut réécire cette inéquation sous la
forme :

)2+ 3y (a2 — a1)] = Vg(B)(S(x)e™)?.

A(t) <3ve*(as — a1)]V/ f(1)
+VFt)g(t) = (ag +~ve 32/ f(t)
_\/giftJr (o1 + e 32\ /g(t).

qu’on réarrange en :

At) < = ViB)g®)(VF(t) - Vg(t)

— (o2 + 7€) = 3y *(ag — an) ]/ f(t) + (o1 +ve*)*/g(t)
puis en :
At) <=[V f(t)g(t) + (a1 + ’Vfgt)Q](\/ ) —+g(t))
<0
— (o + 7€ %)% — (a1 + e ™) = 3ve ¥ (ag — a1)] V/ f(1).

::;’(t)
11 suffit donc de montrer que w(t) est positif pour conclure. Or en effet :

w(t) = (e — a1) (e + oy —ye 3t )
—_——

>0 >aqcar ici ay+ve—3t<0

>ar+20 =-(1-(a+d+2x+7))

(b+c—2|z|) > (b+c—2f)

L\’)M—tN)\»—t

[.3) Casota+d+xz+z<0ety>0
Ici on va montrer que :

—[(S(@)e )2 + 3ye (a1 +7e )] < —3ye ¥ /T (3.36)

—(a%eft)2 + 3ve 3 (g + e 3) < 3ye 3 /g(t). (3.37)

Si les inégalités (3 36) et (3.37) sont vérifiées alors on a :
g(t)(=37ve 3/ f(t) + / f(t)3ve 38 /g(t) = 0

On commence par prouver I'inégalité (3.36). Elle est équivalente a :

[(S(x)e™)? + 3ve™ (a1 +7e™)]* = (3ve™*)?f(2)
& (S(@)e™)? [(S(x)e™)? = 3(ye™)? + 6ye~*au] = 0.
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On peut exclure le cas o (S(z)e~%)? = 0 alors :

3.36) < (S(z)e )2 + 3(ye 3t 201 — ye 3 > 0.

(3.36) & (S(z)e™) (ve™")( 1—7 ) >
> 201 — 7y
—_—

_ 1—(L21+d) _ a+d-§z+5€ >0
La derniére inégalité étant vraie, on est assuré de la véracité de (3.36).
On passe a la preuve de (3.37) a présent.

Si —(25%e7)? + 3ve % (as +ve ™) < 0, alors (3.37) est trivialement vraie.
On suppose donc le contraire, c’est-a-dire que (a%de*lt)2 < 3ye 3 (ag +

ve~3). Dans ce cas (3.37) est équivalente & :
a—d _ _ _ _
[~ (5™ + 3y (aa +9e7)]* < (Bye™)g(t)
—d —d
& (L e (B R )2 4 (3ye ™) — 6ye ¥ (az +7e )| <.

2 2

On peut exclure le cas ot a = d alors :

a—d

(3.37) = (

———
<3ve=3t(ag+ye—3Y)

e )2+ (376732 — 6yve 3 (g + ye ) <0,

car on rappelle qu’on a supposé que (a%de_t)2 < 3ye 3 (ag + e 3"). Or on
a:

3ve (g +ve ) + (3ve ™) — 6ve ¥ (ap + e ) = 3ye ¥ (2y — aa).

Il suffit donc de montrer que 2v < ap. Or :
1
2y —ap = 6(—3+3(a+d) —3(x+ 1))

-1
=—((b+c)+ (x+ ) ) <0.
2 ——
>—2|x|>—2vbe>—(bdc)

Ainsi I'inégalité (3.37) est également vraie, ce qui termine la preuve de la
négativité de A(t) dans ce cas.

[4) Casona+d+x+T<0ety<0alors a; > %
Ici on va procéder de méme que précédemment en montrant que :

—[(S(x)e™")? + 3ye (a1 +7ve™)] < =3ye /[ (1) (3.38)
a—d
—(

e )2 4+ 3ve 3 (g + ve 3 < 3ye 3 /g(t). (3.39)
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Si —[(S(z)e™")? + 3ye (a1 + ve )] < 0, alors (3.38) est prouvée. On
suppose donc le contraire, c’est-a-dire que (S(z)e™")? < —3ye™ 3 (ag +ye™3).
L’inéquation (3.38) est équivalente a :

(S(z)e™h)? (S(z)e ™2 =3(ye )2 + 6ve Yoy <0
—
<—3ye 3t (ay+vye3t)

| <—3ve3t (a1 +ye 3 )+3(ve3)2+6ye~3lar =3vya1e =31 <0 |

qui est donc vraie car on rappelle qu’on a supposé que
(S(x)e )2 < —3ve 3 (ay + e 3) et carici a; > 0 et vy < 0.

Quant a (3.39), elle est équivalente par un calcul analogue au cas 1.3) a
a=dou
a—d
2

e )2+ (3ve 32 — 6ye (g +ve ) >0

(

3 6_3t 2 _ 6 e—3t 9 - 6_3t —_ 3 €_St €—3t —20é > 0
(3ye™")" = 6ye M (az +ye ) = 3ve (v 2) >
0 <0 <0

donc (3.39) est vraie (car on rappelle que ag > 0).

Décroissance de la Concurrence sur le domaine ou Cy est strictement

positive

On a montré dans cette partie que pour un instant ¢ ou Ci(¢) > 0 et ou la
fonction C4 est dérivable on a %(t) < 0. Quels sont les points ot C7 n’est
pas dérivable mais ou elle est strictement positive (quand Cy s’annule, elle
ne contribue pas a la concurrence) ? Ce sont les points t tels que g(t) = 0 (et
f(t) > 0). Mais g(t) = 0 < ag + ye 3t = :I:“T_de_t. Ce sont donc les points
t tels que et est racine des polynémes yX3 T %IX + as. Il y en a au plus
six. La fonction Cy étant continue sur R, et dérivable sauf peut-étre en six
points et de dérivée négative, on est assuré de sa décroissance sur les inter-
valles de temps ot elle est strictement positive et donc de la décroissance de

la concurrence sur ces intervalles.

IT) Cas ou Cs(t) >0
On a d’apreés (3.30) et (3.18) :

Ca(t) =lyle™ — V/h(t)

—C

avec h(t) = b(t)c(t) = (¢ + e 342 — (b 5

e t)? (3.40)
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pour ( =3:[2— (a+d)—(z+2)] >t et 0 =¢20b+¢)—1— (z+1)].
Quand (5 est dérivable on a :

dC: =307 4 e + (e t)?
— ) =—lyle™" - ol (3.41)
Il est & noter que :
¢+ et — b(t) -;C(t) >0

Ainsi si 0 < 0, dans le membre droit de (3.41), on a une somme de termes
négatifs donc %(7&) < 0. On considere donc & présent le cas § > 0. Comme

Ca(t) > 0, on a |yle™" > \/h(t) donc :

—Z(t)/h(t) = — |yle™t V/h(t) — | =30e73(C + he3) + (b — Ce*t)2
dt —— 2
>\/h(t)
< — (C 4 96737&)2 4 36673t(c 4 967315)
< (¢ + 0e73)(20e738 — ().
—_——

On va montrer que 20e~3! < ¢, il en découlera que %(t) < 0. On sépare ici

2
1
I’étude en deux cas.

I1.1) Cas ott C2(0) = |y| — v/bc > 0 Comme on a supposé que 6 > 0, il
suffit en fait de montrer que 20 — ¢ < 0. Or un calcul montre que :

a+d)—(x+i“).

20— ¢ = 5

Comme ici C3 > 0, on a par le lemme 3.9.1 C1(0) = |z| — vad < 0. On peut
donc majorer :

(a+d)—(x+7x)
2
< —%[(a—i—d) —2|z|] < —%[(a—i—d) —2Vad] <0,

20— (= —

ce qui conclut la preuve dans ce cas.

I1.2) Cas ot C2(0) = |y| — vVbe < 0
On va montrer qu’en fait ce cas est exclu car si C(0) < 0 alors Co(t) < 0.
En effet, comme ¢ + e3¢ > 0 on a d’aprés (3.40) :

b
Oy(t) <0 e 3 — 1/ |yl2 + (?C)Qe*t +¢ > 0.
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Mais C2(0) < 0 < /|y[2 + (55%)2 < ¢ + 6 (prendre ¢t = 0 dans I'inéquation
ci-dessus). Donc il suffit de montrer que fe 3! — (( 4+ 60)e~" + ¢ > 0. On pose
pour cela P(X) = X3 — (¢ + 0)X + (. Le probléme revient 4 montrer que

ce polyndme est positif sur 0, 1]. Ces racines sont 1, x4 = —% + % # et

# (car on rappelle que zeta > 0 et qu’on a supposé 6 > 0).

_ 1
T-=7373
On voit que P est positif sur ]0,1] ssi x4 — 1 > 0. Mais

1 /4 0

La derniére égalité étant vraie, cela prouve que Cy(t) < 0.

Décroissance de la Concurrence sur le domaine ou Cy est strictement

positive

Par le méme argument que dans la partie ou C; était strictement positive,
on montre ici la décroissance de la concurrence sur les intervalles de temps
ou () est strictement positive.

Conclusion sur la décroissance de la Concurrence
Les deux parties précédentes montrent finalement la décroissance de la concur-
rence sur tous les intervalles de temps ot elle est strictement positive. La dé-
croissance de la concurrence sur R tout entier vient alors de sa continuité.
Ce qui conclut la preuve du théoréme.O
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Conclusion.

Cette thése a été l'occasion d’aborder un domaine riche a la frontiére
entre Physique et Mathématiques.

Le premier chapitre , qui a une dominante Physique, propose un protocole
pour protéger l'intrication d'un systéme de deux qubits en interaction avec
des bains de photons.

Le second est quant a lui plus algébrique et géométrique. D’une part,
il propose une étude de Ex, 'ensemble des matrices densités de deux qu-
bits ayant une forme X dans la base (|11),]10),|01),]00)). D’autre part, il
donne des formules explicites pour décomposer tout état séparable de Ex
en états purs produits, ainsi qu’un algorithme, qu’on compare & ceux déja
connus, pour décomposer une classe plus importante d’états séparables de
deux qubits.

Enfin le dernier chapitre traite le plus complétement possible un modéle
d’interactions répétées de deux qubits en interaction avec la méme chaine de
spins. Ce qui nous a permis de retrouver des phénoménes surprenants pour
I’évolution de l'intrication des qubits.

Pour conclure, mentionnons que le futur est assez excitant dans ce do-
maine. FEn effet I'équipe de Serge Haroche du Laboratoire Kastler Brossel a
pris la décision de construire une expérience d’Optique Quantique avec deux
cavités (projet DECLIC décrit dans [49]). En faisant passer un jet d’atomes
(cf expérience du MASER a un atome) succesivement dans l'une et dans
I’autre on retrouve le modéle d’interactions répétées étudié dans le dernier
chapitre de cette thése.
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Annexe A

Preuve du théoréme de
Schmidt 0.2.1.

On rappelle I’énoncé du théoréme a démontrer :

Théoréme A.0.2. Soient Hy et Hp deux espaces de Hilbert de dimension
finie. Pour tout état pur |¥) € Ha ® Hp, il existe deuzr bases orthonormales
de Ha : {le)} et de Hp : {|XJB>} et des réels d; > 0 tels que :

@) = dilx}) @ Ix])-
;

Les bases en question sont les bases de Schmidt et les coefficients réels positifs
d; sont les coefficients de Schmidt.

O Dans la base canonique, on a [¥) =3, . mij| o) ® \¢§3> . On considere
alors MTM (de taille dim(H4 ® Hp) x dim(Ha ® Hp)). Cest une matrice
hermitienne semi-définie positive. D’aprés le théoréme spectral, il existe V
unitaire telle que :

D 0
BVl -
VIM'MV (0 0>

ou D (de taille d x d) est diagonale définie positive ie tous ses coefficients
sont réels strictement positifs. Soit :

Vit VIIMIMVL VITMIMV2 D 0
M (VI V2) = _
<V2T) MIM(VL V2) = (V2TMTMV1 VQTMTMm) a (0 0> '

ou V1 est de taille dim(Hq ® Hp) x d et V2 de taille dim(Has ® Hp) X
(dim(Ha ® Hp) —d).
On a VIIMTMV1 =D et MV2 = 0. On pose alors Ul = D~1/2V 1t M7

de taille dxdim(H4®H ) . On compléte U1 en formant la matrice U = (g;) .

1



On choisit évidemment U2 de taille (dim(Ha @ Hp) — d) x dim(H4 ® Hp).
Puis on lui demande de vérifier U2U17 = 0. Ou plus géométriquement on
demande que U soit une matrice unitaire. C’est possible car on a déja :

Uit = p~Y2vitMtmviD Y2 = p~Y2pp—12 = 1,.,.

Alors :
Ul DY/2
(U2>M(V1 V2)_< 0 0)'

La seule égalité non triviale est : U2MV1 = 0. Mais MV1 = U1TDY/?
donc U2MV1 = U2U1TD/2. Cest bien une matrice nulle car on a demandé
U2U1" = 0.

Il suffit alors de considérer les bases : {|X34> =" uijlo)}

et {le) =Y, vik|oP)} pour avoir le résultat voulu.O



Annexe B

Preuve du théoréme de
Wootters 0.2.2.

On rappelle I’énoncé du théoréme a démontrer :

Théoréme B.0.3. Soit p un état d’un systéme quantique formé de deux
qubits, alors son intrication de formation est donnée par :

ou & : [0,1] — [0,1] est une fonction strictement croissante convexe donnée
par :

1++v1—C?

E(C) = h(——

)
avec :
h(z) = —zlog(x) — (1 — z)log(1l — x).
C(p) est appelée la concurrence de p et on a :
C(p) = max{0,\; — Ao — A3 — \q} (B.1)

ol les \; sont les valeurs propres dans [’ordre décroissant de la matrice her-
mitienne suivante® :

R := \/ﬁ(ay ® 0y)p(oy @ y)/p-

O On reprend ici la preuve originelle de Wootters dans [111].
L’idée consiste naturellement a trouver une décomposition de p en états
purs qui minimise l'intrication de formation. Précisément on va construire

1. Dans la formule suivante, o, est la seconde matrice de Pauli et p est la matrice
conjuguée de p.



dans cette preuve une suite de décompositions permettant d’aboutir & ce
résultat.

Le cas Ay — Ay — A3 — A4 < 0, traité en section 2.3.5, conduit a une dé-
compositon en états purs produits, donc & une intrication nulle.

On se place donc dans le cas ot Ay — Ao — A3 — Ay > 0. De méme qu’en
section 2.3.5, on commence par donner une décomposition ot n = rg(p) :

p=> lw)(wil on (wil#;) = N\idiy.

i=1,...,n

Puis la seconde décomposition est p=>_,_; . |y;)(yi| avec :

ly1) = |1) et [y;) = ila;) pour j # 1.

Celle-ci est telle que la moyenne de la préconcurrence est égale & C(p). On
rappelle que la préconcurrence, C(1)), déja rencontrée dans le premier cha-
pitre est définie pour un état non forcément normalisé par :

_ (@l
W)=y

A présent on souhaite trouver une troisiéme et derniére décomposition
P=> i1 nlzi)(z telle que C(z;) = C(p) V i. Ainsi I'intrication de forma-
tion associée sera nécessairement égale a & (C(p)). On cherche les |zi) sous
la forme :

2) = Y Ouly;)

7j=1,..,n

ou O est une matrice orthogonale de telle sorte que la préconcurrence moyenne
est inchangée entre les deux décompositions :

Y (mlay =) (0Y0) =t(OYO ) =tx(Y) = > (wilii)

i=1,...,n i=1,...,n i=1,...,n

ot Yi; = (yilyi)-

Comme {|y;) } ala bonne préconcurrence moyenne, soit on a C(y;) = C(p) ¥V 1,
soit un état a sa préconcurrence strictement supérieure et un autre a sa pré-
concurrence strictement inférieure a C(p). Alors on considére les transfor-
mations orthogonales qui modifient uniquement ces deux états. Parmi ces
transformations il en existe une qui les échange. Ainsi par continuité on va
trouver une transformation orthogonale telle que I'un des deux nouveaux
états a sa préconcurrence égale a C(p). En répétant ce processus on arrive a
la décomposition souhaitée.



On a donc trouvé une décomposition de p telle que >, pif(2) =
E(C(p)). Il ne reste donc plus qu’a voir qu’il n’existe pas une autre décompo-
sition ayant une intrication moyenne plus petite. Par convexité de la fonction
&, il suthit en fait de voir qu’il n’existe pas une autre décomposition avec une
concurrence moyenne plus petite.

Mais la concurrence moyenne pour une décomposition générale de p est
donnée par :

ECI= ) |W0YUul= Y | > (Uy)Yy

i=1,....m i=1,....,m [j=1,...,n

ol U est une matrice de taille m x n dont les n colonnes sont orthonormeées.
On minore par inégalité triangulaire :

ECI= > | > (Uy)*Y

i=1,....m |j=1,...n

A%
7
E
=

en choisissant tous les (U;1)? € Ry (ce qui ne restreint pas la généralité car
on peut ajuster les phases des autres éléments de matrice pour compenser).
Enfin, toujours par inégalité triangulaire et en tenant compte de la normalité
des colonnes de U, on a :

DY ST U A =M= X=Xz =M =Clp)

j=2,..mn \i=1,...m

ce qui conclut la preuve du théoréme de Wootters.O






Annexe C

Dérivation d’équations
différentielles stochastiques a
partir de modeéles de sauts
quantiques.

On tient & préciser au lecteur que les arguments suivants sont formels
et en aucun cas on ne prétend donner des dérivations complétement rigou-
reuses ! des propositions C.0.2 et C.0.3.

C.0.1 Le cas de la détection homodyne.

La proposition suivante nous montre que la dynamique d’un modéle gé-
néral de sauts quantiques pour une détection homodyne converge, dans la
limite ou les intensités des lasers sont grandes, vers une équation différentielle
stochastique. Ce résultat a été mentionné au chapitre 1.

Proposition C.0.2. On considére un modéle de sauts quantiques ot les
opérateurs de sauts sont J; et les taux associés ;. Les amplitudes associées
a la détection homodyne sont oj = |ale®i. On note 6t = 1/|afP avec p > 2,
le pas de temps associé au modéle de sauts quantiques (ie tous les dt, il y a
possibilté de saut) et dt = 1/|a|" avec r < 2. Alors a cette échelle de temps dt
dans la limite ot || — oo, le probléeme est décrit par I'équation différentielle

1. Notamment on suppose formellement qu’on peut toujours trouver des solutions des
équations différentielles stochastiques qui apparaitront.
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stochastique suivante :

| dU) = — zHodt—i—Z [ gt gt

R e - S (R P
+ (e T — R T;))dz | | dP) (C.1)

ot dzj sont des variables aléatoires réelles indépendantes, gaussiennes, cen-
trées et de variance dt.

O Comme l'apparition d’un saut survient avec une treés faible probabilité,
on peut considérer (hypothése simplificatrice) les événements d’apparition
des différents sauts comme indépendants les uns des autres. Ainsi on peut se
restreindre au cas plus simple ol le modéle n’est décrit que par un opérateur
de saut J avec 1 pour taux associé (il suffira d’ajouter /7 chaque fois que
J apparait pour avoir le résultat pour un taux de sauts général ).

La détection homodyne (ot « est 'amplitude du laser) fait apparaitre deux
opérateurs de sauts en lieu et place de J (avec le méme taux 1/2)

. J+ald

. J—ald

comme on renormalise la fonction d’onde aprés chaque saut, on peut direc-
tement travailler avec les opérateurs de sauts :
I d + < ?f
On con51derera directement o = |af réel positif. Le passage au cas géné-
ral se fera en ajoutant le facteur de phase e~ devant les opérateurs de
sauts. On rappelle que sans saut, la fonction d’onde évolue via l'opéra-
teur 2e~©tH— 51~ 1q st H, — %JTJ. On considére donc les opérateurs
de sauts infinitésimaux dW; avec les probabilités dp; associées :
LW, = g avec 6p, = (U | (JT +a)(J +a) | T)
. OWp = == avec 5pb B | (I —a)(J—a)|P)
oW, = —zétH g 3 Jt.J avec dp. = 1 — (0pa + Opy)
On regarde ensuite le probléme sur un grain de temps At = % > Ot tel
que :
(i)La probabilité de détection d’un photon soit faible d’oi : 6ta? > 1 <=
p > 2.
(ii)La modification de la fonction d’onde entre t et ¢ + At soit petite donc :
: 5t% = At < 1 (car 5t5pc(5W < 1)

)
2. En toute rlgueur, on prend e W0t FHUT+) I+ +3 (T —a)T—a)]
i 2 . . . .
7’5’5H°+7‘] ez D‘. Mais le second terme étant proportionnel a lidentité, on

peut directement ’0ter car il disparaitra dans la procédure de renormalisation.



. BLsta?l = Ata < 1 (car §Lop;dW; < 1 pour i = a,b)
Dela g > 1.

La variation de la fonction d’onde non renormalisée, | ¢), entre t et t 4+ At
est alors donnée par :

[Ad(t)) =] ot + At))— | ¢(1))

At
5t
= [ Maltm) W + My (t)5Ws + Me(t)8W, + O((abt)?)] | 6(1)
m=1
ou t,, = t+ mdt sont les instants de mesure, M;(t,,) sont des variables

aléatoires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d.) de Bernoulli de
paramétre dp; qui comptent le nombre de sauts 3.

Pour utiliser le théoréme de Poisson multidimensionnel 4, on réécrit cette
équation sous la forme :

A —
| AG) = SL0We | 0) = [ 3 (6Wa — GWe, Wy — 6o )M (1) | 6)

m=1
ou M(t,,) sont des variables aléatoires i.i.d. telles que :
M (t,,) =(1,0)" avec probabilité 6pq ()

(0,1)"  avec probabilité dpp(t.,)
(0,0)" avec probabilité dp. (¢, ).

Estimons les probabilités :

Ck2
Opa(tm) = &7 + 5taR(p(tm)]|P(tm)) + O(Ad(tm)dta) + O(t)
= &2&2 + 5taR{(p(tm)|J|p(tm)) + O(Atsta) + O(5t),
a2
Spp(tm) = &? — 6taR(P(tm)]T|D(tm)) + O(Ad(t,,)dta) + O(5t)
= (%20[2 — 5taR(p(tm)|J|P(tm)) + O(Atdta) + O(dt).

3. Le O((adt)?) provient du fait qu’on néglige les termes quadratiques du type
Mo (tm)0Wo Mo (tn)0Ws. On remarque que lerreur due a l'approximation linéaire de
emiHodt=5 I oot Pordre plus petit : O(5t2), de méme que les termes quadratiques
M (tm )OWe M (tn)dWe.

4. On rappelle qu’en une dimension, le théoréme de Poisson (ou de convergence vers la
loi de Poisson) dit que la somme de n variables aléatoires i.i.d. de Bernoulli de paramétre
pn tel que limy, oo npr, = A € R4 converge en loi vers une variable aléatoire suivant une

loi de Poisson.



Puis calculons la moyenne suivante ®
E || Ag) — A T OWe | 0)| = At [2R((J))J | ¢) + O(a?6t) + O(1/a) + O(At)]

= At 2R((J))J | ¢) + O(1/a) + O(a?5t)] .
Pour appliquer le théoréme de Poisson multidimensionnel &
| Ag) — %(WVC | ¢) —E[| Ag) — %(WVC | $)], il faut s’assurer que la proba-
bilité de faire un saut multiplié par le nombre de pas de temps ie % a

une limite finie quand o — oco. Ainsi le choix At = 1/a? s’impose. Par le
théoréme de Poisson mulitidimensionnel, il vient ¢ :

| Ag) — 5W | ¢) — 2AtRe((J))J | ¢)

At
(5Waa 5Wb)P ‘ ¢> + Ogst— determlmste( ) + Odet(a 5tAt)

+ Oprob=probabiliste(At)
iig
Ve k!

l\.’)\)—l

ott P = (I, k)" avec probabilité Pak) = 7
qu’on réécrit :
JtJ

86) = (=it = L2 3R()T) At )+ O (3 + Oua 5130

+(2-2) P19)+ Oprnl )

A présent, dans le but de faire apparaitre des processus de Wiener, on va
moyenner sur un "grain de temps" dt > At encore plus gros. La modification
de la fonction d’onde entre ¢ et ¢ + dt est petite donc :

Ldt k1
LBl le=dt< L
La variation de la fonctlon d’onde non renormalisée, | @), entre ¢ et ¢ + dt
est donnée par :

t
| dop) = (—iHo - % +2R((J)) > dt| ¢) + Odet(d ) + Oget (6tdt)

N Z < _> Pon | &) + Opron(dt)

5. Le premier terme négligé provient des termes quadratiques. On avait un O(oz25t2) sur
I’échelle 6t. Il vient & présent, sur At, un O(a?§tAt). Ce terme compte également erreur
faite en remplacant dW; — W, par 6W; (i = a,b). Les O(1/a) et O(At) proviennent
respectivement des erreurs O(Atdta) et O(0t) sur les probabilités de sauts.

6. On a répercuté les erreurs déterministes de I’équation ci-dessus. Quant aux erreurs

probabilistes Oprob (At), elles viennent du fait qu'on approche les probabilités de sauts
Sta?
2

par ie qu’on oublie des termes en O(dta). On remarque que 'erreur commise en
remplagant 6W; — W, par dW; (i = a,b) est un Oprob(0t) K Oprob(At).
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ol les P, sont des variables aléatroires i.i.d. de méme loi que P, donc de
1/2 . . 1/2 0
moyenne ( 1 /2> et de matrice de covariance ( 0 1/2

I'utilisation du théoréme central limite, on calcule :

T
(] )] = (it~ 257 + 2R(UINT ) )+ O

car W, + oW, =0.

) . Pour préparer

dt

«

) + Ogst(a?5tdt)

On souhaite obtenir des processus de Wiener de variance dt, pour cela on

doit avoir VAt = é, ce qui est le cas! Le théoréme central limite nous donne
7

alors ' :

i "o . 0\ [dt/2 0
mZ::l(J,—J)Pm s (J, =) Z ouZ~N<<O),( ;i dt/2>>‘

Ainsi, il vient :

| do) = [‘“'Ho - %J W+ 2?R<<J>>J] 0t | 6) + Oger (2) + Ousn(02tdt)

a
1 1
!\/;szl - \/;szzl | #) + Opron(dt)

ou dz; sont des variables aléatroires i.i.d. suivant une loi normale N(0, dt)
de moyenne nulle et de variance dt.

Comme la somme de deux gaussiennes indépendantes, centrées, de va-
riance % est une gaussienne, centrée, de variance dt, on peut réécrire I'équa-
tion précédente sous la forme :

| dop) = [—z’Ho - %JTJ + 23‘%(<J>)J] dt | ¢) + Odét(%) + Oget (a?5tdt)

+ Jdz | ¢) + Oprob(dt) ou dz suit une loi N(0, dt).

A présent, on considére directement ’équation sans les termes négli-
geables car on a obtenu ce qu’on voulait, une équation différentielle sto-
chastique avec des processus de Wiener :

| do) = [—iHa - %JU - +28‘E(<J>)J] dt | ¢) + Jdz | ¢).

Pour connaitre I’évolution de la fonction d’onde normalisée V¥, il suffit de
calculer la norme de ¢ :

_ 1 9)+ | de)
To+dol

7. On n’a pas soustrait E[P,,] car (J,—J)E[P,] =0

| W(t+ dt))
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Mais comme | ¢(t)) =| U(t)) est normalisée, on a par calcul d’'It6 :

1 1 1
H¢+d¢u‘u¢\+d<w>
:1_1<¢‘d¢>+<d¢‘¢>+<d¢|d¢) (d| ¢ |2)?2

 (vier)” (vIer)™

= 1~ J2R(6 | dg) + (a6 | dg)] + 2 [2Relo) | do) + (do | o).

L3
8

Evaluons par le calcul d’Itd R{(¢ | d¢) et (d¢ | do) :

Rio | do) = —%(JTJ) + 24RO + d=R(T)
(do | dg) = dt{JTJ).

Il vient donc :

Té+do]

Puis :

Wt + db)) = <1 C Rz — ;(wm?dt) «

1
(1 —iHpy — §JTU_dt +2R((J))Jdt + sz) | W(t)).
Toujours via le calcul d’Tto, on dérive pour | W(t + dt))— | ¥(t)) =:| V) :

| V) = [ — iHydt — %JUdt + [(R(T))J — %(%U»Q]dt

+(J - §R<J>)dz} | 0.

Ce qui conclut la preuve de la proposition. O

On peut remarquer que dans cette démonstration, nous avons considéré
trois échelles de temps les plus générales 6t < At < dt. Mais pour avoir
convergence dans les théorémes probabilistes, nous avons du nous restreindre
a At = é Nous tenions & signaler ce fait curieux!

C.0.2 Le cas de la détection hétérodyne.

Nous avons vu que physiquement la détection homodyne consistait &
coupler les photons émis a un laser accordé a leur fréquence. Si il existe un
désaccord €1; entre la fréquence du laser j et la fréquence des photons, on

12



parle alors de détection hétérodyne. Celle-ci peut étre décrite par les sauts
quantiques J; & aje_mjt avec y;j/2 pour taux de sauts associé. Si on regarde
la détection hétérodyne extréme, on a une proposition analogue & ce qui
vient d’étre discuté :

Proposition C.0.3. On note 6t = 1/|afP avec p > 2 et , le pas de temps
associé au modeéle de sauts quantiques (ie tous les 0t, il y a possibilté de
saut). On pose Q; = |a|¥ pour q; < 2 et dt = 1/|a|” avec r < q. Alors a
cette échelle de temps dt dans la limite ot |a| — o0, le probleme est décrit
par ’équation différentielle stochastique suivante :

| dw) :{—z’Hodt—kZ [— %Jjjjdt
J

Fuly WD - D e
Ve sy = R(e )] [ 1w (c2)

ot dz; sont des processus indépendants de Wiener complexes vérifiant les
régles d’Ito suivantes : dzjdzy = 0 et dzjdzy = 6; jdt.

O Pour réutiliser la propostion précédente, on se place sur une échelle de
temps dt’ < é Moralement, on souhaite négliger la dépendance en temps
provenant de e?* sur P’échelle de temps dt’. Pour simplifier la preuve, on
prendra encore o = || (si tel n’est pas le cas, il suffit d’ajouter la phase e
devant les opérateurs de sauts), et uniquement un seul opérateur de saut
avec un v = 1.

Sous ces hypothéses, la variation de la fonction d’onde non renormalisée
entre t et t + dt’ est donnée par® :

/

1 ) dt
| do) = [[_Z'HO = 5T+ (TN T + (1) T2 dt + Ougen(

«

) + Oget(a*6tdt")

+ Oaer () + (9 Jdz + Oprap () + Opron (' d2)| | ).

Ensuite, on passe & 1’échelle de temps dt plus longue telle que Qdt > 1.
Les termes quadratiques déterministes peuvent étre négligés car ils vont avoir
une contribution O(dt?) < O(Qdt?).

Quant & €M) 1z (4, ) M) 1q2(t,), cest un Opron (dt') car les va-

8. Les termes négligés ou () n’apparait pas sont les mémes que ceux apparaissant dans
la preuve de la proposition C.0.2. Quant & Oqss(Qdt"?) et Opron(Qdt'dz), ils viennent du

iQ(t4dt’) iQt

fait qu’on approche e par e

13



riables aléatoires dz(t,,) et dz(t,) sont indépendantes. Il vient donc :

dt/dt’
1 ‘ ,
| d(I)> = Z [[—iHO — QJTJ + <JT>J + <J>J62ZQ(t+mdt )]dt/
m=1

dt’
+ Odét(;) + Oget (a25tdt’) + Odét(ﬂdtIQ)

+ MM 72 (8 mdt’) + Oprob(dt') 4+ Opron (Qdt'dz) | | ®).

Mais Zfi/:df/ dt' (.J) Je2Ht+mdlt) est une somme de Riemann. On peut
) N - dt 2iQ(t+u) Q2iQ(t+dt) _ 2i0t .
approcher a la limite par [; (J)Je du = “——5—(J)J qui est
un O(&) < O(dt). 1l reste uniquement :

| d®) = [[~iHy - %JU (T T)dt+ Tdu()] | do) (C.3)

ou dw(t) = ftt+dt e dz(s) est une intégrale stochastique obtenue en prenant

la limite a — oo de I'expression Zif/:df/ e#SUt+mdt) g (t 4 mdt’). On renvoie
a lexcellent ouvrage [45] de Gallardo traitant des intégrales stochastiques.
Elle satifait les régles d’Ito suivantes :

. dwdw = dt

. dwdw =0
O Pour le voir, il suffit grace au théoréme de Fubini, de remplacer le produit
d’intégrales par une intégrale sur le carré [¢, ¢ +dt]%. Puis en intégrant ensuite

par bandes diagonales, on a le résultat voulu. O

Pour finir, il s’agit de renormaliser la fonction d’onde |® + d®). On rap-
pelle pour cela que :

U S 1
[®+dd| [ @] AKE

1 3
=1=gdll @)+ @] @[*)*

Ici on obtient :

o =1 F RN+ (! + ()

2Rt + (Tdw! + (T)du]?

Soit :

1

Ty~ L 10— G(Thdu + ()
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On a donc la dynamique suivante pour la fonction d’onde normalisée :

O B(t+dt)
e +d) |

1
- [[1 —iHy — 1T+ (J)J)de + Tdw

W (t+ dt))

— LIt~ (Tt 4+ (T)dw)
- %(JUJdt} | d),
qu’on réécrit :
[W(t+dt)) — |U(t)) = [dV)
- [[%JU - %(JUJ - i<JT><J>]dt

— %((J)dw + (Jdw")| | d®).0

15
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Annexe D

Solution de I’équation de
Lindblad (1.21) avec la
condition initiale p = |¢) (| ol
¥) = c10[10) + ¢p1]01) + op|00).

On rappelle que I’équation de Lindblad (1.21) est :

d
dif :rprJT—%{JTJ,p} avec J = 0 @ Idp + Idy ® o®. (D.1)

Alors en posant p(t) = (pi;(t))i<ij<a dans la base (|11),]10),|01),]00)), on

a avec la condition initiale p(0) = p = |¢) (] on 1) = ¢10|10) + ¢1]01) +
Coo|00> .

p11(t) = p12(t) = p13(t) = p1a(t) = 0
puis :

B 1427 420t 1—2e 42t

paa(t) = 1 lc10® + 1 N
—1 427 o
1 (c10¢01 + €10¢01)
1—2e 42t 142 M 420t
p33(t) = lc10® + EE
4 4
—1+e 2t

(c10€01 + Cr0co1)

paa(t) =1 — (p22(t) + p33(t))

17



et enfin :

—14e 2t 142 et
pa3(t) Zfﬂcmp + [co1?) + 1 C10Co1
1—2e 7t 420t
1 C10C01

Cy _
p24(t) :% [(c10 = co1) + (c10 + co1)e™ "]

C —
p3a(t) :% [—(010 —co1) + (c10 + co1)e Vt] .
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Annexe E

Preuve des propositions 2.3.2,
2.3.3 et 2.3.4.

On commence par donner une preuve tirée de larticle [53] d’Horodecki
de la proposition 2.3.2 qui est :

Proposition E.0.4. Soit p un état défini par (2.5) avec C diagonale. On
note c1, co et cg les éléments diagonaux de C, alors nécessairement le point
M dans R, de coordonnées (cy,c2,c3) dans la base canonique, appartient
au tétraedre T dont les quatre sommets ont respectivement pour coordonnées
(=1,-1,-1), (—-1,1,1), (1,—-1,1) et (1,1,-1).

St on suppose de plus que p est séparable, alors le point M appartient
Voctaédre O dont les sommets O pour i = 1,2,3 ont respectivement pour
coordonnées (+1,0,0), (0,£1,0) et (0,0,£1).

O p est positif si et seulement si pour tout projecteur P, on a :
tr(pP) >0

En particulier cette inégalité doit étre vérifiée pour les quatre projecteurs sur
les états de Bell définis dans la base canonique (|11),]10),]01),|00)) par :

fuo> frow

On peut représenter ces quatres prOJecteurs P pour i = 0,1,2,3 avec (2.5)
par a’ bl et T%. Un calcul montre que @ = =b=0et que T sont des matrices
dlagonales dont les coefficients diagonaux sont :

(-1,-1,—1) pour T°

(=1,1,1) pour T*

(1,—1,1) pour T?

(1,1,—1) pour T3, (E.1)

[p+) =
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Les quatre inégalités tr(pP;) pour i = 0,1, 2,3 s’écrivent donc :
l—(c1+c2+c3)>0, 1—ci+ca+c3>0,
l+ci—ca+c3)>0et 1+c1+ca—c3>0

ce qui montre la premiére parrtie de la propriété.

Pour la seconde, on considére 'opérateur d’échange, V, sur C?®C? défini
par :

V(626) =d® e pow tout g @ ¢ € C2 o C*.
Un calcul dans la base canonique montre facilement que :
trea (V(A ® B)) = trez(AB) pour tout A, B € B(C?).
Si p est séparable, on rappelle qu’il s’écrit :

p=> pip; @ pP

(2

avec tous les p; positifs de somme un et p{ pour j = A, B des opérateurs
hermitiens positifs sur C2. Alors :

trea(Vp) = Y pitrea(pipl) > 0.
>0

Cette inégalité reste vraie pour les opérateurs V; := (0; ® 0;)V (0; ® 03)
pour ¢ = 0,1,2,3 ot 09 = Id, 01 = 0, 02 = 0y et 03 = 0, car une conjugai-
son par un unitaire transforme un état séparable en un état séparable, on a
donc :

trea (Vip) > 0. (E.2)
On remarque que V? peut étre représenté par :

3
1 § i
=1

oil les matrices diagonales D* (dont les coefficients diagonaux sont dt;, db,, di3)
vérifient D' = —T% pour i = 0,1,2,3. Alors les inégalités (E.2) impliquent

que le point M appartient au tétracdre T symétrique de 7 par rapport a

lorigine du repére. Par ce qui précéde M appartient aussi a 7. L’intersection

de ces deux tétracdres étant I'octaédre défini dans la proposition, ceci clot

la preuve de cette proposition.Od

On donne ici une réciproque partielle a la proposition E.0.4 toujours tirée
de [53] (proposition 2.3.3 du deuxiéme chapitre) :

20



Proposition E.0.5. Soit p définie par (2.5) avec C' diagonale et @ = b=0.
On note c1, co et c3 les éléments diagonaux de C, alors p est un état si et
seulement si le point M dans R3, de coordonnées (c1,cz2,c3) dans la base
canonique, appartient au tétraedre T défini dans la proposition E.0.4.

De plus si le point M appartient & loctaédre O défini dans la proposition
E.0.4 alors p est un état séparable.

O La proposition E.0.4 montre que la condition M € 7T est nécessaire
pour que p soit un état. Montrons ici qu’elle est aussi suffisante dans le cas
ot @=b = 0. Tout d’abord si M € T alors il s’écrit comme la combinaison
convexe suivante :

ot les T (définis en (E.1)) sont les sommets du tétraédre T et oil les p;
sont des réels positifs de somme un. En exprimant p dans la base canonique
(111),10),101), 100)) :

2(p1 + p2) 0 0 2(p2 — p1)
o= 1 0 2(po +p3) 2(p3 — po) 0
4 0 2(ps —po) 2(po + p3) 0
2(p2 — p1) 0 0 2(p1 + p2)

on remarque qu’elle est de la forme X. Or on sait, d’aprés la proposition
2.1.1 du deuxiéme chapitre, que p représente un état si et seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites :

Ip3 — pol ~ Potps

t
2~ 2 °

Ip2 — p1] cPLtpy
2 = 2

Ce qui est clairement le cas ici car les p; sont tous positifs. Ceci conclut donc
la preuve de la premiére partie de la proposition.

Ensuite on suppose en plus que M appartient a 'octaédre O. Alors M
s’écrit comme la combinaison convexe suivante :

M = E pisog
i=1,2,3; s==

ott les O%. (définis dans la proposition E.0.4) sont les sommets de I'octaédre O
et ol les p;4+ sont des réels positifs de somme un. De méme que précédemment
en exprimant p dans la base canonique on a :

a0 0 3
1o b @ 0
P=%lo & ¢ 0

g 0 0 d
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avec :

i=d= i[2p3+ +p1t +p1- +pay +p2]

b=2¢= i[2p3+ + p1y + 1 + P2y +po]
T = %[(pu +p2t) — (p1— +p2-)]
y= %[(PH —p2+) — (P1— — p2-)]-

On remarque trivialement que |# < Vad et |§| < Vbé. Ce qui montre,
d’aprés le lemme 2.2.1 du deuxiéme chapitre, que p est séparabable et conclut
la preuve de cette proposition.O

Ensuite on va démontrer la proposition 2.3.4 qu’on rappelle :

Proposition E.0.6. Avec les notations de la définition 2.3.2, on pose
K=— [d’.&’ @Id+bId®F+ Z(i fep,ap? CiiTi ® 0']} , et on définit :

Iy :%tr(Kz) —9(@ + B2 + tx(C'O)]

1
l() :Etr(KZL) —

2
=— <l22> +4(C'a)? + 4(Cb)? + 4a%p?

+ 2 (tI‘(CtC))2 — Z CikCilCikCil | + 8 |det (C - &@%) — det(C) .
(ij.kD)e[1,3]*

Alors p de la définition 2.3.2 est positive (et donc est une matrice densité)
88t :

lo+1i+1l <1 (E.3)
20+ 11 <4 .
b < 6 (E.5)

O p est positive ssi K < Id® Id. K est une matrice hermitienne de trace
nulle. Ses valeurs propres sont réelles et sont les racines du polynome :

XK = X4 — l2X2 — llX — lo,

qui ne posséde pas de termes cubiques car K est de trace nulle. De plus si
on note x; les racines de x i, on peut les paramétrer par uniquement trois
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réels A\, Ao et A3z :

k1 =(A1 — A2) — A3
kg =— (A1 —A2) — A3
k3 =— (A1 +A2) + A3
ke =(A1 4+ X2) + A3

Dans un premier temps nous allons exprimer les I; en fonction des ;. Ceci
va nous étre utile tout d’abord pour obtenir les expressions des [; introduites
dans la proposition. Mais de plus cela va étre la clé pour montrer le critére
de positivité.

Commencgons donc par écrire lo en fonction des ); :

—ly = K1 (Iig + k3 + I€4) +K2 (/{3 + I€4) +r3 X K4
—_—— —_—— ~—
—K1 —(K14K2) —(k1+K2+K3)

= *(li% + K% + fi%) — (K1K2 + K1K3 + Kak3),

3 (k3= (3 +r3+x3)]

. 1 1
soit 1y = 5(/{% + K3 4 RS 4 K2 = §tr(K2) =2(\2 + X2+ \2).

On obtient directement la derniére expression en écrivant les x; en fonction
des \;. De plus en évaluant directement cette trace, on a :

1
l2 = 51}1’([{2)
_ 2
1 -
=gtr| [@F@ld+bldd+ Y oo
L (i-9)€lL,3]

1 9 ™ 2
=gtr | |@ld+bId+ ) cld
I (i€l 3]

=2|a++ Y
(i.5)€[1,3]*

Pour [1, on a :

l1 = [k1ke (ks + K4) +kska (k1 + K2)]
N—— N——

23 —2X3
=2X\3| Kika —  K3kg |
)\%7(}\17}\2)2 )\%7(}\1%*)\2)2

= 8A1A2A3.
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D’autre part si on calcule tr(K?) en fonction des );, on trouve :

tr(K®) =k + K3 + w3 + K}
=[(A = A2) = A3” = [(A1 = A2) + As]® — [(\1 — o) — As]?
+ (M1 4 A2) + 3P
=6X3[(M1 + A2)? — (A1 — A2)?]
=241 X2 )\3.

1
Ainsi ) = gtr(K?’)

Cette derniére expression nous permet d’exprimer /; en fonction de @, b et

C:

1
ll = gtr(Kg)

1 - 7 -
:—gtr a.0c @ Id+b.Id® o+ Z Cij0; @ 0

(i.5)€1,3]°
3

1 -
=—gtr |6G.CbId@ Id+ | Y cjoi @0
(é,9)€lL,3]?
= 8det C — 83.Cb.

Ensuite on s’attaque & :

lo = —det K = —K1Kok3ky
= —[(A1 = A2) = A3][=(A1 = A2) — As][= (A1 + A2) + As][(A1 + A2) + Ag]
= — [[(A1 = A2) = Asl[(Ar = A2) + As]} [[(A1 + A2) — As][(Ar + A2) + As]]
=~ = 22)? = A3l + A2)? = A]]
=2(A1A3 + ATA3 + A3M3) — (AT + A3+ A3).
Cette expression va nous servir dans la preuve. De plus elle nous permet de
montrer facilement que lo = tr(K?*) — 1[tr(K?)]?. En effet :
1

S - Lo (r2)2 =

1
S (K1 + K3 + K3 + KY) — 5[22

[ R N

[[(A1 = A2) — As]* + [ (A1 — A2) — Ag)?

+ [—(A1 + A2) + Ag] + [(A1 + A2) + As]Y]
—2[A2 + A2+ N3P

=2NN3F N2A2 0202 — (M A+ D)

= 1.
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Cette formule va nous permettre de démontrer ’expression annoncée dans
la proposition pour ly. Pour ce faire, on commence par calculer :

2
K?=(@6)?@Id+1de (b5 + | Y. cjoi®o; | +2@.6)® (b.6)
(i.5)€l1,3)

+ (66®1d) Z Cijo; Qoj | + Z Cij0; & T (65@](1)
(i,9)€l1,3]? (i.7)€l1,3]?

—|—(Id®g.0_") Z Cijo; ®oj | + Z Cij0; @ 0; (Id®5.5"),
(i.7)€l1,3]? (i,9)€l1,3]%

soit :
2
K*=@+)deld+ | > cjoi®o;| +2@6) e (b.6)
(i.5)€l1,3)

+ Z cz'j{c_i&,m}@)aj + Z CijUi®{55,Uj}
(i.)€[1,3] (i.5)€[1,3]°

En utilisant 'anticommutativité des matrices de Pauli, on peut simplifier

€1 :
2

K2=(@+)IdeId+ | Y cjoi®o | +2@6) (b.6)
(i) €lL,3]?

+2 Z cija,-Id@aj + 2 Z Cijbj0i®ld
(i,9)€l1,3] (i.)€[1,3]?

Ensuite dans cette expression on évalue (toujours en tenant compte de I’an-
ticommutativité des matrices de Pauli) :

2
(Z(i,j)e[[l,g}]wijw ® o—j)
= Z szde ® Id + 2(ca3c32 — €22033)02 ® 04

(i.)€[1,3]?

+2(621633 — (23C31)0 ®O'y+2 z Q0

€22C31 — C21C32)0
C13€31 — C11€33)0y & Oy

)
)

C13C22 — €12€23)0; R 0y
)

~~ T~ o~

)

C33C12 — 632013)0' & Oy -+ 2
)
) C12C21 — C11€22)0, & 0.

+2( y
+ 2(cg2c11 — cz1¢12)0y ® 0, + 2
+ 2(c11023 — €13021)0, ® 0y + 2
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K*=(@+b+ > H)ldeld
(i.4)€l1,3]?
+ 2 Z cijald® o;+2 Z cijbjo; @ Id
(i,9)€l1,3]* (i,9)€l1,3]*
+ 2(a1b1 + 2332 — €22€33)0, @ 04 + 2(a1ba + c21¢33 — C23¢31) 0, @ 0y
+2(a1bg + ca2c31 — €21€32)0, @ 0 + 2(az2by + c33¢12 — €32¢13)0y @ 04
+ 2(agby + 1331 — c11¢33)0y @ 0y + 2(azbs + c32¢11 — c31¢12)0y @ 04
+ 2(agby + c13ca2 — c12€23)0;, @ 04 + 2(asbe + cr1c23 — c13¢21)0, @ 0y
+2( )

azbs + ci2c21 — c11¢22)0. ® 0.

On voit qu’il apparait trois types de termes : ceux en Id® Id, ceux en o; ® Id
ouen Id ® o, et enfin ceux en 0; ® 0. Quand on évalue tr(K?*) = tr(K2K?),
on ne garde que les produits de méme nature car les autres s’annulent en
prenant la trace. Ce qui donne :

tr(K*) =tr(K?K?)
=@+0+ > ) uldeld)
(i.5)€[1.3])°

+4 1 Y cjackart+ Y cigbjeaby| trdd @ 1d)
(i.3,k)€[1.,3]° (i,3,k)€[1,3]°

+ 4[(a1b1 + cagesn — caacs3)? + (arby + ca1c33 — co3ean)’
+ (a1bg + cazcar — ca1632)? + (agby + cazcia — czaciz)?

2
agby + c13c31 — 11633 (agb3 + c32¢11 — c31¢12)

+ ( 2+
+ (agby + c13ca2 — c1ac23)* + (agba + c11ca3 — c13¢21)?
+ ( )

asbs + c1ac21 — c11¢22 2]t1‘(1d ® 1d),

qu’on peut réécrire sous la forme :

-,

%tr(K‘*) —(@ + B2 + tr(C'C))* + 4(C1a)2 + 4(Ch)?
+ 4[(a1by + coesa — caoess)? + (arba + corcs3 — cazesr)?

+ (a1bs + ca2c31 — ca1¢32)* + (agb1 + caze12 — cz2c13)?

+ (agba + c13e31 — cr1es3)? + (agbs + cz2e11 — czic12)?

+ (asby + c13c02 — c12¢23)* + (azba + ci1c23 — c13¢21)?

+ ( )

2
asbs + c1ac21 — c11622)7].
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Si on développe les trois derniéres lignes de l'expression précédente on ob-
tient :

%tr(K‘l) —(@ + 1 + tx(CPC))? + 4(C1a)? + 4(CB)?
+ 4a%b?
+ 4[(ca3c32 — cazess)® + (carcss — casest)® + (caacs1 — co1032)°
+ (esze12 — es2c13)® + (c13est — criess)? + (esac11 — czicin)?
+ (c13022 — €12023)° + (c11623 — c13¢21)° + (C12021 — €11022)7]
+ 8la1bi(cazcsa — cazcss) + arba(caicas — cazesn) + arbs(caacsr — caicag)
+ azbi(cs3zcia — c3ac13) + azba(cizcsr — ci1c33) + azbs(cs2ci1 — czic12)
+ agbi(c13cae — c12c23) + agba(cr1c23 — c13¢21) + asbs(ci2car — c11c22)].
Mais le dernier crochet se réécrit de fagon plus compacte det (C' — @bt) — det(C).
Quant a I'avant dernier, on peut remarquer que c’est
% [(tr(CtC))2 _ Z(i,j,k,l)e[[173]]4 CikCﬂCjijl:| . Il vient finalement :

2

itr(K‘l) = (l;) +4(C'3)? + 4(Cb)? + 4820

+2 [ (t(C'C)2 = Y ccucies | + 8det (C — a@b') — det(C).
(i,j,k,)e[1,3]*

D’out on conclut :

o :itr(K‘l) - é(u«(K?))?

2

=— <l22> +4(C'a)? + 4(Cb)? + 4a%p

+ 2 | (tr(C*C))? — Z CikCilCikCil | + 8det (C' — ab') — det(C).
(ij.k1)e[1,3]*

A présent que nous avons toutes les expressions voulues pour les [;, on
va montrer le critére de positivié.
Commengons par montrer que les conditions de la proposition sont néces-
saires. On suppose donc que p est positive ou de fagon équivalente que K est
plus petit que l'identité ie k; < 1. Alors nécessairement

xk(1) >0 lh+1 +1 < 1.

Mais en invoquant le théoréme de Gauss-Lucas, on sait que les racines du
polynéme dérivé, yx’ sont dans I'enveloppe convexe de celles de xx. En
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particulier elles sont majorées par 1, d’otu :
Xk'(1) >0+ 2l+1; < 4.
Enfin en réappliquant le méme argument avec xx’ et xx”, on trouve :

XK”(l) > 0«1y <6.

Réciproquement supposons que les trois inégalités précédentes sont véri-
fiées. La seconde s’écrit en termes des \; :

M A3+ AT+ 20000 < 1.
En faisant jouer & Ay puis & A9 et enfin & A3 un role particulier, elle devient :
(A2Az +A1)% < (1= A3)(1—A3)
(Mds +A2)? < (1= AP)(1 - AF)
(M2 +49)* < (1= AD(A = A

Ainsi nécessairement soit tous les )\? > 1, soit tous les )\? < 1. Le premier
cas est a exclure a cause de de 'inégalité (E.5) qui s’écrit :

M3+ <3,
Ainsi
<1, A <1et M<1
Or:

1 1

A1 = = (K1 + K4) = —= (k2 + K3),
2 2
1 1

Ay = 5(&2 + /<c4) = —i(lil + Hg),

1 1
A3 = 5(:%3 + /€4) = —5(:%1 + Kvg).

En combinant ces expressions aux trois inégalités précédentes on a :
Ki + Kj <2Vi#j.

Ainsi au plus un des k; est strictement supérieur & 1. Or cette derniére
possibilité est a écarter a cause de la condition (E.3) :

1—lz—l1—lo=XK(1): H (1—%1)20.
i=1,2,3,4

On vient donc de montrer que si les inégalités (E.3), (E.4) et (E.5) sont vé-
rifiées alors nécessairement k; < 1 Vi = 1,2, 3,4, ce qui conclut la preuve de
cette proposition. O
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Annexe F

Preuve de la proposition 3.3.1.

On rappelle I’énoncé de la proposition & démontrer :

Proposition F.0.7. Soient V(x), x € [0,z0) et R des opérateurs bornés sur
un espace de Banach B tels que V(z) = V(0) + zR + O(2%/?), et on V(0)

est une isométrie dont la décomposition spectrale est V(0) = 3", e Eip;

avec 7 < 00. On pose h = 37 E;P; donc V(0) = e~ Soit to > 0 on a
uniformément en t pour t € [0,to] si x — 0 avec t/z € N :

V(O)_%V(x)% e + O(x1/2)

avec Kt = > im0 DK Py = limy_ o + fOT et Ke~hds pour tout K € L(B).
O On reprend, ici, la démonstration d’Attal-Joye dans [5] qui se fait en

deux temps. On commence par montrer que V(O)_ﬁ‘/(l‘)% est proche de
, t

V(O)fﬁe_z(’“““)“’ ou lopérateur J est défini ci-dessous. Ce qui est 1'objet

du lemme F.0.2. Puis on montre dans le lemme F.0.3 que cet opérateur
; L ; i . . .

V(O)_%eﬂ(h””‘]) * est voisin de e~* = et¢" ¥ (e qui conclut par inégalité

triangulaire la démonstration de la proposition F.0.7.

Lemme F.0.2. Avec les mémes notations que dans la proposition F.0.7, on
pose :

r e Y
. S o
J = Z Oéjkf)jRPk ou Qi = § ¢ ‘Ejie P o
JE=0 eI st ] =k.

Soit tg > 0 on a uniformément en t pourt € [0,to] st x — 0 avec t/x € N :

t

s e t
VO FV(@)E - V(O)F e t% ]| = o).
O Comme V(0) est une isométrie, il suffit de montrer que :

A3
T

L —1 T
|V (@)= — e el = O@'?).
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Pour ce faire on commence par remarquer, en notant m = % € N, que :

—_

V(m)m _ e—i(h-i-xJ)m _ V(m)k(V(x) - e—i(h+50J))e—i(h—i-a;J)m*l*k.
0

3

e
Il

(F.1)
Puis le terme entre parenthése se réécrit grace a la théorie de perturbation :
V(.%') - e—i(h—i-xJ)

1
= (V(O) + xR+ O(a:3/2))> - <e_ih + a:(—i)e_ih/ el Jemhsds + O(m2)>
0
1
=z <R + z'e_ih/ eihsJe_ihsd5> +0(z%/?).
0

Mais l'opérateur J a été choisi pour éliminer le terme dans la parenthése. En
effet :

1 1
Z'efzh / elhs{]efzhsds — § :Z'ef'LEj / ezEjSaijjRPjeszjst
0 j 0

1
+Zie_lEj/ eZEjsajkPjRPke_ZEksds
i#k 0
=—Y PjRP;—> P;RP,=-R
J J#k
De plus on a :

IV (@)|| =1+ O() et ||e” "+ = 1 4+ O(x).

Ainsi on peut majorer dans (F.1) :

m—1

Hv(x)m _ e*i(th:rJ)mH < 6373/2 Z ‘|V(‘,L,)Hk||efi(h+mj)
k=0

< C$3/2m(1 + dx)m_l < Ct$e% In (14dz)

< xl/QCtoedto _ 0(1‘1/2)

‘mflfk

avec ¢ et d des constantes positives. Ce qui conclut la preuve du lemme F.0.2.0

Lemme F.0.3. Pour tout 0 <t <ty <oo, six—0ett/z €N, on a avec
les mémes notations que précédemment et uniformément en t :

-t _;t x —itJt
[V (0)F e~ =l — 77| = O(a).

Remarque F.0.1. Le théoréme 1.4 de Davies dans [25] est identique & ce
lemme F.0.3 & ceci prés qu'il ne donne pas l'estimation O(z) de Ierreur.
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O Soit f € B et
f:c(t) _ eith/aze—i%(h—i-wJ)f ot f(t) _ e—itﬂf‘

Il s’agit de majorer la norme de la différence de ces deux fonctions. Pour ce
faire on écrit la différence de ces deux fonctions sous la forme suivante grace
au théoréeme fondamental de I'intégration :

i(f(t) = £(1))
_ /t (eish/xJe—ish/xfm(S) _ J%‘(s)) ds

0

_ /t (eiSh/xJe_iSh/I(fx(S) N f(S)) + (eish/mje—ish/:v _ Jﬁ)f(s)) ds.

0

Par inégalité triangulaire il vient donc :

1 fz(t) = F(B)]] < IIJH/0 |z (s) = f(s)llds + F (2, o)

F(z,to) = sup
0<t<to

/t (eiSh/xJe*iSh/m — Jﬁ)e*is‘]ﬁf> dsH. (F.2)

0

On va faire apparaitre un = en facteur de cette équation. Pour ce faire, on
commence par réécrire 'intégrant dans (F.2) :

eish/xjefish/x - Jﬁ _ eish/m<J - J]j)efish/x
_ Zeish/:rf)jjpke—ish/m _ Z eis(Ej_Ek)/x.PjJPk
ot ik
x d ;
- T T s(Ei-Ey)/zp P,
- € .
#Zk ’l(Ej — Ek) ds J k

Puis en intégrant (F.2) par parties, il vient :

t
/0 (ezsh/zt]efzsh/:v _ Jﬁ)eflsﬂf) ds (FS)
¢ T d .
— A B fep p i g
%/o (B~ Ends® s/ e s
Z [ z eS(Ei—Ep)/tp. 1P e—isJ’if:|t
i LBy — Ex) ’ 0
t
L Zs(EfEk)/mP P, jjf’is]ﬁ d
+j;/0 7(Ej_Ek)e i i Py J e fds.
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En utilisant le fait que ||J#|| < ||.J]| et He_iSJuH < !l on peut majorer la
norme de (F.3) par :

= |Ej — Ex|
Ainsi :
L+ || ]))]]7] e/l 7lto

F(x,tp) < max(2,t)(r? — T)HfH( inf; . |E; — Ex|
j j

M
d’ou :

1£2(8) — £ <N /0 1fals) — F(5)]Ids

(1 + [|JID]T el lito
infjz, | Ej — Bk

+ max(2,t0)(?"2 — )|l

On va alors utiliser la version suivante du lemme de Gronwall [87] :

Lemme F.0.4. Soient ¢ une fonction continue positive sur [0,tg], c1 et c2
des constantes positives telles que :

6(t) < o1 + o2 /O " o(s)ds. (F.4)

Alors pour tout t € [0,to], on a :
o(t) < cre®?t. (F.5)
En appliquant le lemme de Gronwall avec ¢(t) = ||f(t) — f(¢)|], c1 =

1 [1IDIJ] el o :
max(2,t)(r? — 7")HfH( in‘flj;llk)'\‘EkEH x et cg = ||J|| on obtient :

1f2(t) = FOI < c1e®’ < 162 = O(x).

Il ne reste donc plus qu’a prouver le lemme de Gronwall. Pour ce faire on
remarque que les deux majorants de ¢(t) dans (F.4) et (F.5) sont égaux a
t = 0. Il suffit donc de montrer que le rapport entre ces deux termes décroit.
On pose donc :

c1 + ¢ fg o(s)ds

Cl€czt

g(t) ==
En dérivant on a :

g'(t) = (Clelzt)g {fﬁ(t) - <c1 + e /thﬁ(s)ds)] c1e2e.

Le terme entre crochets est négatif par hypothése ce qui conclut la preuve
du lemme de Gronwall et du lemme F.0.3.0
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Annexe G

Dérivation du théoréme 3.4.2
via les théorémes de I’article [4]
d’Attal et Joye.

On rappelle le théoréme a montrer :

Théoréme G.0.4. Avec les notations du troisiéme chapitre, on pose T4 = pT
et donc g = (1 — p)T pour p € [0,1], alors on a la limite forte suivante :

) 1 L
= et(_i[h07-]+f5)(,0) = et<_i[h°+h;ﬁ"]+p~ﬁ) (),
avec !
- il—e P,
helr = =51 B
~ T T 1 TTT 3 [ 1 LL
S S By “(LTpL — J{LLT

8lP) = T e [LPL L, p} e (Lol — 5 {LL ’p})}’

pour :

L :pa(,A) RId+ (1 —p)ld® P

C =p(1 —p) [USA) ® 0(+B) - cr(f) ® U(,B)].

O Comme indiqué, I'idée est ici de se baser sur les résultats généraux
de P'article [4] pour obtenir le résultat qui a déja été dérivé en utilisant le
théoréme de Chernoff. Aussi ici on ne redécrira pas la théorie utilisant les
bruits quantiques développée par Attal-Pautrat dans [7] et adaptée par Attal-
Joye dans [4] au cas thermique. On va plutot voir la fagon dont fonctionne
leur méthode et effectuer le calcul explicite pour notre modéle car la seule
différence entre le modeéle générique étudié dans [4] et le notre consiste en
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la dépendance en temps du hamiltonien d’interaction pour notre cas. Mais
toutes les preuves fonctionnent en fait de la méme maniére.
Pour commencer il s’agit de développer perturbativement 'opérateur

d’évolution U introduit au troisiéme chapitre. Dans la base! (|0), 1)) d’un

élément de chaine, on a pour A\ = —= :

N

—ipol f+0( 3/2)
—ipo+)f+0( 3/2)
Id+ (—=ip(ho + €) = 2o WVeMyr + 0(2) )

. _ )2
e_iTB(H(O)"F)\Hint,B) _ Id+ (_2(1 —p)ho - 4(;72;0) US_B)U(_ ))T + O(T )
—i(1 - p)o' P /7 + 0(r3/2)

=il =p)ot? 7+ 02
Id+ (=i(1 - p)(ho + &) — B0 P ol®)r 4 O(r2)

e~ iTA(H(0)+AHint,4) — (Id+ (—ipho — *o-—i- U )T +O(7 )

et donc :
U — e*iTB(H(O)‘i’)\Hint,B)e*iTA(H(O)‘i’/\Hint,A) — (UZJ)OSZ,]Sl
avec

Uy = Id + (— tho —p(l —p)U( )USFB)

D7 (A) (A 1—p)?
—Eai )U(,)—i( 5 ) aﬁr) (B))T—i-O( )
Up = —i(pot™) + (1 = p)ol? )7 + 0(r%?)
Ui = —i(pa(,A) +(1—=p)o (,B))\f+ o(r3 )

U =1Id+ ( —i(hg+¢€) —p(1 — p)aiA)J(_B)

2 2
%O'(_A)O'S_A) - (12]9)0(_ ) (B)>T + O(1?) (G.1)
Si la chaine était dans un état pur, il suffirait d’appliquer le théoréme 21 de
larticle |7] pour conclure. Ici comme indiqué, I’astuce consiste a se placer
dans le cadre d’application de l'article [7] en passant dans la représentation
GNS (cf. [46],]94]) ou I'état thermique devient un état pur.

L’idée de la représentation GNS est de doubler I'espace C?, d’un élément
de chaine, en I'espace £(C?) des endomorphismes sur C? de telle maniére
que I’état thermique d’un élément de la chaine, qu’on notera abusivement
pg, devienne un état pur sur £(C?). Mais on souhaite également garder la

1. Dans le troiséme chapitre on avait choisi (|1),]0)) comme base d’un élement de la
chaine. Ici on préfére inverser l'ordre et prendre la méme base (]0),]1)) que dans larticle
[4] pour que le lecteur intéressé puisse s’y référer facilement. En effet on répéte qu’on va
ici reprendre sans démonstrations les résultats de [4].
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structure d’espace de Hilbert. Aussi on munit £(C?) du produit scalaire
suivant :

(C, D) = tr(psC'D) pour C, D € L(C?).

Ainsi équipé £(C?) devient un espace de Hilbert de dimension quatre qu’on
note Hgns. Pour effectuer les calculs dans cet espace on en donne une base
orthonormée (X, X¢, XV, X{) o :

X0 =1d

[1+4 e Pe
1 _
XO = W(I

XY =1+ e beal
1+eBe /1 0
1_
X1 = | 1+ efe (0 —656)

Ensuite la représentation GNS, notée m s’écrit :

7 L(C?) = L(Hans)
C— 7(C) tel que 7(C)D =CDV C,D € Hgns

En particulier on a (X§,7(C)X{) = tr(pgC) V C € Hans. Clest d’ailleurs
pour avoir cette formule qu’on a choisi Xg = Id.

Maintenant si on a un opérateur K sur Ho®C?, ce qui est le cas de U, alors
la représentation GNS le transforme en un opérateur 7(K) sur Ho ® Hans
qu’on peut représenter par une matrice 4 x 4 a coefficients dans £(Hy), qu’on
note :

Ky = tre2 (ps(XF) K X)

On transforme donc U en 7w(U) et on calcule ses éléments de matrice
perturbativement grace a la formule (G.1) en vue d’appliquer le théoréme 13
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de Particle [7] :

Ugo = trcz(psU)

cePe
1 W B P @ (1-p)° ) (B
+m(p(l—p)a_ e A e )
e P W B P @ (1-p° B ® 2
+ 1o Pl = p)ool = S0 ol — e e ) | + O(7)
10 - e b 3/2
UOO = —Z\/’F mL‘i‘O(T )
U = v\ 7o g LT+ 0%
1 .
UQY = —i/T 1+€_5€L+0(T3/2)
-
UR = —iv/T 1+€_B€LT+O(T3/2)

Ensuite il suffit de remarquer par le calcul que :

hm U = hm Ul = hm Ul =1d

et que :

hm Uy = hm Uy = hm Uy = hm Uss =

hm Ul = hm Ul = hm Uls = hm Uil =

Alors par application du théoréme 13 de l'article 7] on obtient la version
suivante du théoréme 7 de l'article [4] :

Théoréme G.0.5. Le modéle d’interactions répétées étudi€ ici avec pour
constante de couplage \ = % converge fortement quand T tend vers zéro vers
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le modéle de Langevin quantique suivant :

- ce 1 (A),(B) _ P _(4)_(4)
dUt:— |:Z(h0+1_+_6,361d)+ 1+6766 (p( —p)a_ oy — (o
(1-p)? (B (B e~ P p? A
o 0060) ¢ (o1 - oo - B gl
1— 2
( 210) (B)US_B)]Utdt
. 6_56 ~ ~

. 1 T [
_ Z\/;(LUtdagg(t) + L'Uydagy (1)),

ot les daf} sont les bruits quantiques définis dans [7].

[1—eBe.
W =—iy| —1L
! 1+ e Pe
At = 56 ags ( \/ _56%0
\/ _55%0 \/ _Beal[)

I’équation précédente se réécrit :

En posant :

ce e
dUt: |: (h0+heff) +Zm

( W WWT Uyt

+ WU dAS(t) + WTdAY(2)

En appliquant alors le théoréme 12 de l'article [4] & notre cas, on obtient
alors la limite forte :

tim L (t) = ~ilho + hegs. p(8)] + Di(o(1)

ce qui est la version différentielle du théoréme 3.4.2 et ce qui conclut donc
sa preuve. O
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Annexe H

Calculs perturbatifs autour de
la température nulle pour

TA=TRH-.

Pour alléger les formules on pose 7 = 1. Il s’agit d’obtenir un dévelope-

2 p—
ment perturbatif de la formule :

a(t) a
b(t) b
%'(t) = 6(1“'5;7’85]\/[1> % avec
z(t) z|’
c(t) c
d(t) d
M, =
-2 e Pe e Pe e Pe e Pe 0
1 —(1+e P —ePe —ePe 0 e he
1 ~1 —(14e=P¢) 0 —e e e~ P
1 -1 0 —(1+eP9) —ePe e he
1 0 ~1 ~1 —(1+e P e Be
0 1 1 1 1 —2¢~Pe

Ici le paramétre ¢ := e 7€ est petit. On va donc faire un développement
perturbatif en ¢. On réécrit donc la matrice & exponentier sous la forme :

t t
M, =
1+ e Pe 1+g¢q

A(q),

39



avec A(q) == Ao + qA; ou:

2 0 0 0 0 0 01 1 1 1 0
1 =1 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 0 1
1 -1 -1 0 0 0 00 -1 0 -1 1
Ado=11 1 g 1 0 ol M=|o 0 0o -1 -1 1
1 0 -1 -1 -1 0 00 0 0 -1 1
0 1 1 1 1 0 00 0 0 0 -2

On a %qq)(O) = Ap. Le spectre de Ay se lit directement sur sa diagonale car
elle est triangulaire. On voit qu’on a deux valeurs propres simples 0 et -2.
Par contre la valeur propre -1 est de multiplicité 4. En jordanisant Ag, on
fait apparaitre deux blocs de Jordan pour cette valeur propre. Un de taille

1 et un autre de taille 3.

On peut également trouver une matrice de Jordan pour %qq) :
1—(q)
1+(q)
Alg) - -1 avec
1+g¢ -1 1 ’

-3 1\/1+349+¢

Rl A S S, W 2
r—(q) 5 T3 T 2—-8¢+0(q?)

-3 14/1+34q+ ¢> 9
= SV TETE 14 8¢+ 0(4Y).
nila) = - +5 g + 8¢+ O(q?)

On voit bien ici comment change les valeurs propres sous l'effet de la per-
turbation :

=2 —(q)
.0—=0
. —1— —1et us(q)

Le bloc de Jordan relatif a la valeur propre —1 va faire apparaitre des singu-
larités pour les vecteurs propres perturbés correspondants comme prédit par
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la théorie de Kato. En effet la matrice de passage correspondante s’écrit :

11 13 , 577
1—18q 3*21*—%+g7q —2q
—2 +44q i+ 44 =
Plg)=| _ St a7 T
2 + 44q 54718 44q 5
11 51 , 161
PR T S
14 32 T 16 T 524 q
: o 0 | o
0 3 o |0
~11 —11 51 65
FEARE TN IO B
On a tout en main pour calculer :
o [ ! M()]
XD | ——
p 1+q 1\q
[ (1n-(q) |
p+(q)
-1 _
= P(q)exp |t 11 P (q)
—1
- O -
eth—(9)
- P(9) P ()
- 4 et tet q
ot
1
On note :
A = eth—(9)
AL = eth+(@)

Il vient donc :

1+ qu(Q):| = (Cij(t,q))lgi’]’§6 + O(qZ) avec

exp [
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C11 (ta q) =

C21 (ta Q) -

c3i(t,q) =

cai(t,q) =

cs1(t, q) =

c61(t,q)

1 1 (13 1,
[32()\+ e )] q+ {16( —Ay) ik + A }
577 1,
[ 18A_ +32/\+—3—26 +te” ]q
-1 A1 1, _
|:32(A+ — € t):| 6 + |:(16(3€ t + 13)\4_) — —te t_ )\_):|
1
+ [1 —te ! — 3—(31e—t —577A+) + 18— }
1 T [—1 1
—(e_t — )\+) — + et 1A+ — 2)\_ + 44()\_ — )\+)q
8 lqg |8
1 T -1 _, 17
g(e b )\+)_ P - 5 b+ + g~ 2/\_ +44(\- — Ay)q
[ 1 N 5, t 11
_32()\4_ e ):| q2 + |:16(€ A_t,_) 46 :| p
o _—t
+ [ BA_ + 32(161>\+ e )]
+[1—2te”" —e " +146(A- — A1) ¢

[ - m] -

+ [1 —te P+ 5

N
16

1
~ 35 (161X +31e” )]

+ [—2+2(1 +t)e " + 146(Ay — A0)] g

42

t
(A_A,_ — € t) + 4€t:|

1
q



1 1 5, _ 1 _
ciz(t, q) = [32()\+ —e t)} ng [16(6 =) - 1t t}
161 1
A+ —Ap — —e 4 te!
—i—[ S5A- + 35 M+ T 33 +te }q

-1 1 1 _ 1 _
caa(t, q) = [32()\+ —e t)} p + [16(116 "5+ i t]

1
- [1 —te P —BA_ — 3—2(161A+ + 31e—t)} q

1 11 1 1
cs2(t, q) = g(e_t—)ur) .t g()\+—€_t) +10(A- = A4)g
1, 11 1 ]
caz(t, q) = g(e —A4) 6“‘ §(>\+—€ )| +10(A- = At)q
N N T e e A I WY [
csat) = gy = )| o [ Gt S -]
1
+ [te_t—l—32()\+—e_t)] +[1—2tet—e "+ 2500 = Ap)] ¢
I O B B S W
coats) = | 3 O = )| [t = 50— 0] -
+ [1 —te ! — %(A+ + et)} +[-2+ @2+t —25(A- — A1) g
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013(t7 Q) =

C23 (ta Q) =

c33(t,q) =

C43 (ta q) =

653(t7 Q) =

C63 (ta Q) =

014(t7 Q) =

024(t7 Q) =

c34(t,q) =

C44 (ta Q) =

054(t7 Q) =

cealt,q) =

T |
N —

r |
DO |

1
ol

r 1
oo

T |
N | —

Lo —et)

HE NI

(A +e)]

(ve =)

-2

(s —e )]

[—1
| 8

17

+[4(A- = A1)lq

4O = A)]g

|8

N O
gA+—e "
o ;
g(e f= )

-1

17

]+ mos - A0g

|+ 10— 2)lg

44

" R
gA+—e "
o

g(e f= )

1

et — — X\ + 2)\_] q

+[10(A- = Ay)]q

+ 1000 — M) g

1
e+ §7>\+ — 2)\] q

et — — X\ + 2)\_] q

+[10(A- = Ay)]q

| + 100w — 2 )1g



1, ] 13 3 _ 1 _
c15(t,q) = 3—2(6 E-x)) |+ E)\+—)\_+1—66 t—i-zte t] q
1 N 2 I
ea5(t:q) = | 35 (A =€) | + 1= g7 = (197 + 13X ) + A | g

. ]
es(tiq) = | (A —e™)| + é(e_t —17TA4 +2X_| ¢

. ]
cas(t,q) = |z (A —e™)| + g(e_t —17A4 +2X_| ¢

1

cs5(t,q) = 3

1 t 1
(e*t — )\+):| 5 + |:46t + E(lleit + 5A+):|

1
+ [1 —te ! — 3—2(316—t +161X,) + 5)\_] q

-1 _ 1 t _ 1 _
ce5(t, q) = [32(6 f- )\+)] 5"‘ [1 — € i E(H@ t+5)\+)}

1
+ [—2 —BA_ +te '+ 5(6364 + 161)\+)] q
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R 1,15 1
ci6(t, q) = _32(6 /\+)_ + _16(>\+ e )+ 4te ] q
c26(t, q) = L (A —e_t)- + _1 _lge L (117t +5X,)
26800 = | 32 + 4 16 +)| 4

" R )
cs6(t, q) = g()\+—e Ol + g(e —Xilq

o R )
cas(t, q) = g()w*e 91+ g(e t_Xilq

(1, 1 [t ., 3,._

1
+ [1 —te ! — 3—2(316—'5 + /\+)] q

1
+ [—2 e 4 g (63 + m] q

Ici on aimerait développer le résultat précédent en puissances de q. Le
probléme, c’est qu’on n’a pas d’estimation de ’erreur pour des temps arbi-
trairement grands. Aussi on se fixe un temps ty < co. Alors on peut énoncer
le résultat suivant :
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Proposition H.0.8. Soit to € Ry, on a umformément ent pourt € [0,tg] :
a(t) ={(2—t)e " —2e72 4 q [(—4t> + 27t — 4dd)e™" + (16t + 44)e ]} a
+ {—te " +q [(—4t* + 11t — 10)e " + 106*21*] 1o
+etw+q[(—4t—4)e " + 46_2t] (r+ 1)
+q[(t- 2)e ! + 26_%] c+ qte”td + O(¢%)

a(t)={e " +q[(t* —8t+18)e ' — (8t + 18)e *] } a

+q{(t 2—4t+5) “t_5 —Qt}b
+q{(-t+2)e " -2} (x
+q(e™ —e e+ 0(¢%)

b(t) ={(e" —e )+ q[1+ (1 +8t —19)e " + (8t + 18)e *] } a
+{e Tt +q[l+ (—t2+4t—6)e " +5e ]} b
+aq{(t—2)e " +27%} (x+2)
+q(1 —2¢ e )+ q(1 — e Hd + O(¢%)

c(t) :{(t2 — 4t +5)et — 5e*
8
+q [1 + (§t3 — 30t% 4 104t — 147)e ™" + (40t + 146)6%] }a

+ {th‘t +q [1 - (gt?’ — 14t + 24t — 26)e ™" + 256—%] } b

+ {—te™" + q [(—4* + 11t — 10)e" + 10e %]} (z + 7)
+{e gL+ (—2 +4t—6)e " +5e 7]} e
+q{l—(+1)e '} d+ O(¢%)

d(t) :{ 14 (=12 + 4t — 6)e™ + 5e 2!
q [—2 + (%St?’ + 302 — 104¢ + 148)e™" — (40t + 146)€2t] }a

-8
+ {1 — (P4 1e " +q |2+ (?ﬁ + 14¢% — 24t + 27)e " — 256—%} } b

+ {te™" +q [(4t* — 11t + 10)e™" — 10e '] } (v + )
+{l—eHq[2+{*—4t+T)e " =5 H]}c
+{1+q[-2+ (*+2)e ']} d+ O(¢?).
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O La démonstration de ce résultat repose simplement sur les développe-
ments suivants de A_ et Ay :

A =et=(D = 72 _ Bgte™? + O(¢?)
Ay = et @ = o7t L ggte™ 4 O(¢?)

uniformément en ¢ pour t € [0, to].0
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Résumé :

On commence dans le chapitre d’introduction par rappeler les résultats
majeurs sur 'intrication et les systémes quantiques ouverts. Puis en parti-
culier on prouve la désintrication en temps fini pour deux qubits (systémes
quantiques & deux niveaux d’énergie) en interaction avec des bains ther-
miques distincts & température positive.

On propose dans le premier chapitre de cette thése une méthode pour
empécher la désintrication en temps fini basée sur des mesures continues sur
les bains et utilisant la théorie des sauts quantiques et celle des équations
différentielles stochastiques.

Dans le deuxiéme chapitre on étudie un sous-ensemble des états de deux
qubits : celui des états qu’on peut représenter dans la base canonique pour
une matrice ayant une forme de X. Cela nous permet d’obtenir des formules
explicites pour la décomposition d’un état X séparable en au plus cinqg états
purs produits. On généralise ensuite cette étude a I’ensemble des états ob-
tenus a partir d’états X par conjugaison avec des unitaires locaux. Puis on
donne un algorithme pour décomposer tout état séparable de cet ensemble
en une combinaison convexe de cinq états purs produits.

Le troisiéme chapitre de cette thése propose I’étude de I’évolution de
I'intrication de deux qubits dans un modéle d’interactions répétées avec la
méme chaine de spins dans les limites de van Hove et de couplage singulier.
En particulier on observe une intrication asymptotique non nulle quand la
chaine est a température infinie et des phénoménes de création d’intrication
quand la chaine est a température nulle.

Mots clés : systémes quantiques ouverts, décohérence, intrication, qu-
bits

Abstract :

In the introductory chapter we first give the major results about en-
tanglement and open quantum systems. In particular we give the proof of
entanglement sudden death (ESD) for two qubits (two level quantum sys-
tems) interacting with their own heat bath at positive temperature.

We propose in the first chapter a method to protect qubits against ESD,
based on continuous measurements of the baths and using the theory of
quantum jumps and stochastic differential equations.

In the second chapter, we study a subset of two qubits states : the set
of states that we can represent in the canonical basis by an X-form matrix.
We also give explicit formulas for decompositions of a separable X-state in a
convex sum of five pure product states. We generalize this study to the set of
states obtained from X-states by a conjugation with local unitary operators.
Furthermore, we give an algorithm to decompose a separable state of this
set in a convex sum of five pure product states.

Finally, in the third chapter we study entanglement of two qubits in a
model of repeated interactions with the same spin chain in the van Hove
and singular coupling limits. In particular we observe non zero asymptotic
entanglement when the chain is at infinite temperature and phenomenons of
entanglement sudden birth when the chain is at zero temperature.

Keywords : open quantum systems, decoherence, entanglement, qubits



