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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Historiquement, la logique est la science du raisonnement. C’est au début du 20¢ siecle que
celle-ci s’est imposée pour la formalisation des mathématiques — on parle dans ce cas de
logique mathématique. Traditionnellement, la logique mathématique consiste en deux enti-
tés : d’'un coté la syntaxe qui décrit la maniére de construire les formules mathématiques et
leurs preuves — la description du monde (mathématique), de I'autre la sémantique qui étu-
die les modéles d'une théorie — le monde, ou les structures mathématiques. La syntaxe est en
quelque sorte affaire de vérité, ou plutét de prouvabilité : usuellement les regles de construc-
tion de la syntaxe empéchent I’écriture de preuves incorrectes, on étudie alors les formules
prouvables a partir d'un ensemble donné d’axiomes (une théorie). D’un autre c6té, les modeles
sont affaire de réfutation : ainsi, pour montrer qu'une formule A n’est pas conséquence d’une
théorie, on construira un modele de cette théorie dans lequel la formule A n’est pas satis-
faite. Ces deux faces de la logique sont mises en dualité par le théoréme de complétude : une
formule A est dérivable dans une théorie si et seulement si elle est satisfaite dans tous les
modeles.

La théorie de la démonstration, 'étude des systemes de dérivation, se trouve donc appartenir
a l'axe syntaxique. De nombreux systémes de dérivations ont été développés pour les logiques
classique et intuitionniste. A premiere vue, la régle la plus importante d’un systéme de déri-
vation est le modus ponens, généralisée en régle de coupure, qui permet, a partir d'une preuve
de A et d’'une preuve de A = B, de déduire une preuve de la formule B. Cette regle semble
essentielle : c’est 1a régle qui permet I'utilisation de lemmes. Cependant, I'un des résultats fon-
damentaux en théorie de la démonstration, le Hauptsatz (« théoréme fondamental ») prouvé
par Gentzen [Gen64], affirme que la régle de coupure est redondante : s’il existe une dériva-
tion d’'une formule B, alors il existe une dérivation de B n’utilisant pas la regle de coupure. Si
ce résultat est important en lui-méme, il devient réellement fondamental apres la découverte
de la correspondance de Curry-Howard.

La correspondance de Curry-Howard

Au moment ou certains étudiaient les axiomatiques des mathématiques, Church proposa une
axiomatique pour la théorie des fonctions : le A-calcul [Chu41l]. Il s’avere que le A-calcul per-
met de représenter toutes les fonctions calculables, et présente donc une approche alternative
aux machines de Turing [Tur37] pour la théorie de la calculabilité. Dans cette théorie, le cal-
cul est représenté par la regle de S-réduction : si ¢ représente une fonction et © un argument,
alors 'application (¢)u se réduit — ou se f-réduit — en un terme r représentant le résultat du
calcul de la fonction représentée par ¢ lorsqu’on lui donne 'argument représenté par le terme
u. La correspondance de Curry-Howard [Cur34, How80] relie la procédure d’élimination des
coupures en déduction naturelle — I'un des systémes de déduction — pour la logique intui-
tionniste et la B-réduction en A-calcul. En d’autres termes, elle établit une correspondance
entre I'exécution d’'un programme et ’élimination des détours dans les preuves. Ainsi, il est
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possible d’étudier les programmes par le biais des systemes de déduction, et particulierement
de leur dynamique — leur procédure d’élimination des coupures.

En logiques classique et intuitionniste, 'implication A = B peut étre comprise comme une
fonction qui, a tout élément de type A, associe un élément de type B. Cette intuition est ren-
forcée par la correspondance de Curry-Howard puisqu’'un terme représentant une fonction
des entiers N dans les entiers correspondra & une preuve de la formule Nat = Nat (Nat re-
présente le type des entiers naturels). En étudiant les modeles du A-calcul [Gir88all, Girard a
découvert que I'implication classique = se décomposait naturellement en deux opérations in-
dépendantes. La premiére de ces opérations, 'exponentiation — ou la pérennisation, consiste
a rendre disponible un nombre arbitraire de copies de A, tandis que la seconde, I'implication
linéaire — notée —o, est 'opération qui & A associe B, consommant A au passage, comme une
machine effectuant une transformation. Girard introduit donc dans les années 80 [Gir87all
un raffinement de la logique classique tenant compte de cette observation : 1a logique linéaire
(LL). La logique linéaire est sensible aux ressources et est donc particulierement adaptée a
I’étude des programmes. Ainsi, une preuve de Nat —o Nat est une fonction des entiers dans
les entiers qui utilise exactement une fois son argument, c’est-a-dire une fonction linéaire.
La réutilisation des ressources étant gérée par les connecteurs exponentiels, on peut alors
modifier les regles régissant ceux-ci afin d’obtenir des logiques allégées, parmi lesquelles la
logique linéaire bornée (BLL) de Girard, Scedrov et Scott [GSS92], les logique linéaire élé-
mentaire (ELL) et light (LLL) introduites par Girard [Gir95bl, ou encore la logique linéaire
« douce » (Soft Linear Logic, SLL) de Lafont [Laf04]. Ces systémes sont intéressants en cela
qu’ils permettent de représenter des fonctions dont la complexité est bornée.

Avec la logique linéaire, Girard a introduit deux systémes de déduction permettant de re-
présenter les preuves : un calcul des séquents et une sorte de déduction naturelle multi-
conclusion : les structures de preuve. Les structures de preuves ont une particularité intéres-
sante par rapport aux syntaxes traditionnelles : la grammaire permettant de les construire
n’est pas assez restrictive et il est donc possible d’écrire des structures ne correspondant pas
a des preuves en calcul des séquents. Certaines structures de preuves correspondent donc a
des preuves erronées. I1 faut alors caractériser les structures séquentialisables — qui corres-
pondent a une dérivation en calcul des séquents — de celles qui ne le sont pas. De nombreuses
caractérisations ont été obtenues depuis I'introduction de la logique linéaire sous le nom de
critéres de correction. Cette particularité est le point de départ du projet de la géométrie de
Uinteraction : la reconstruction de la logique a partir des preuves et leur dynamique — 1’élimi-
nation des coupures. En effet, I’extension de la syntaxe permet d’ajouter une saveur séman-
tique a celle-ci dans le sens ou les objets syntaxiques ajoutés — qui ne sont pas des preuves
— jouent en quelque sorte le réle de contre-modeéles.

La géométrie de l'interaction

La géométrie de I'interaction (GdI) est au départ une représentation des preuves de la logique
linéaire fondée sur une étude en profondeur des réseaux. Une preuve n’est plus un morphisme
de A dans B — une fonction de A dans B, mais un opérateur agissant sur ’'espace A ®B. Ainsi,
la composition, qui représente généralement le modus ponens, n’est plus de mise et I'opéra-
tion permettant d’obtenir un élément de B a partir d’'un élément de A consiste a résoudre
une équation : I'équation de rétroaction. La géométrie de 'interaction pourrait donc étre com-
prise comme une sémantique opérationnelle en cela qu’elle représente les preuves par des
opérateurs agissant sur les formules — ou leur lieux — et non par de simples fonctions.

Cependant, le programme de la géométrie de I'interaction est plus ambitieux : on ne cherche
pas uniquement a représenter les preuves, mais a reconstruire la logique a partir de celles-ci.
Ainsi, les objets de la géométrie de I'interaction sont des épreuves — ou parapreuves, c’est-a-
dire une généralisation des preuves. Cette généralisation permet d’envisager une reconstruc-
tion de la logique reposant sur l'interaction entre épreuves, offrant ainsi une vision plus homo-
géne que la traditionnelle opposition preuves et contre-modeles. Ce n’est donc ni une séman-
tique — car trop syntaxique, ni une syntaxe — car trop sémantique. Il s’agit d'un entre deux,
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d’'une syntaxe discursive, ou les épreuves — une généralisation des preuves — s’opposent, se
disputent, chacune essayant de convaincre I'autre de ce qu’elle a a prouver. La discussion se
termine lorsqu’un consensus est trouvé, c’est-a-dire lorsque I'une d’elles abandonne. Ainsi, les
épreuves s’opposent au travers d’'une notion d’exécution qui définit la solution a I'équation de
rétroaction et généralise donc la procédure d’élimination des coupures. Deux épreuves sont
alors dites orthogonales lorsque la discussion termine. De cette notion d’orthogonalité se des-
sinent les formules — ou les types — qui sont définis comme les ensembles d’épreuves clos
par bi-orthogonal, une construction classique de réalisabilité.

Une fois les formules définies, on peut alors reconstruire les connecteurs en partant d’'une dé-
finition de « bas niveau » — entre les épreuves — pour en arriver a une définition de « haut
niveau » — entre les types. Ainsi, les connecteurs ne sont pas définis de maniére ad-hoc,
mais leur définition est une conséquence de leur contenu calculatoire : on définit 'action d'un
connecteur sur les épreuves, et les connecteurs — au niveau des formules — ne sont que le
reflet de l'effet de l'interaction entre la notion d’exécution et cette définition de bas niveau.
On obtient ainsi une interprétation des formules de la logique linéaire — ou d’un fragment de
celle-ci dans certains cas. On peut de plus caractériser les épreuves, dites gagnantes, qui cor-
respondent intuitivement aux preuves. Cette définition induit une notion de vérité au niveau
des formules : une formule est vraie lorsqu’elle contient une épreuve gagnante.

Au fil des ans, de nombreuses constructions réalisant ce programme ont été proposées par
Girard. Dans chacune de ces constructions, les épreuves sont définies comme des opérateurs
agissant sur un espace de Hilbert. Dans les premieéres versions [Gir89al |Gir88b, |Gir95al, les
épreuves étaient des isométries partielles appartenant a une algébre stellaire fixée. L'exé-
cution entre épreuves était alors définie par la « formule d’exécution », formule impliquant
I'inversion d’un opérateur. La construction était alors basée sur 'opposition entre épreuves :
A et B sont orthogonales si et seulement si AB est nilpotent (resp. faiblement nilpotent),
assurant que l'inversion de 'opérateur 1 — AB soit possibleEl

Dans la derniére version en date, la géométrie de linteraction dans le facteur hyperfini in-
troduite dans l'article Geometry of Interaction V : Logic in The Hyperfinite Factor [Girllal,
les épreuves sont les opérateurs hermitiens de norme au plus 1 dans une algebre de von
Neumann particuliere : le facteur hyperfini R de typeE] I1;. Girard ayant donné une solution
générale a I'équation de rétroaction [GirQ6l, 'exécution entre épreuves est toujours définie.
Llorthogonalité entre épreuves est dans ce cas définie au travers du déterminant de Fuglede-
Kadison [FK52], une généralisation du déterminant aux facteurs de type II;. Cette construc-
tion permet de reconstruire les connecteurs de la logique linéaire sur cette base, a ceci pres

que la restriction a cette algebre de type II; contraint les exponentielles : on obtient une
construction de la Logique Linéaire Elémentaire, une logique avec exponentielles bornées.

Contenu de la theése

Dans le but de mieux comprendre les constructions de la géométrie de l'interaction, nous
avons commencé par étudier une généralisation de la construction de I’'article multiplicatives
[Gir87bll, en choisissant de travailler dans un cadre ou les épreuves sont des graphes orientés
pondérés. Dans ce cadre, nous avons découvert que la mesure de 'interaction entre épreuves
définie par le déterminant de Fuglede-Kadison dans la GdI5 correspondait & une certaine me-
sure des cycles alternant entre deux graphes. Ainsi, nous avons montré comment ’adjonction
— la propriété fondamentale sur laquelle est fondée la construction des connecteurs multipli-
catifs — utilisée par Girard correspond & une propriété sur les ensembles de cycles alternants
entre plusieurs graphes, ce qui nous a permis de développer une version combinatoire de la
GdI5.

1. Dans le cas faiblement nilpotent, I'inversion de 1 - AB n’est pas nécessairement possible, mais on peut toujours
définir la solution de 'équation de rétroaction.

2. En réalité, les opérateurs u considérés sont des éléments du facteur hyperfini R 1 de type I, mais tels qu’il
existe une projection finie p satisfaisant u € pRg 1p. Ce sont donc des éléments d’'un sous-facteur de type II; du
facteur Ry 1.
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Cependant, la propriété sur les cycles — 'adjonction — ainsi obtenue est en réalité une consé-
quence d’une identité géométrique plus générale qui ne dépend pas de la fonction de mesure
choisie. Nous avons alors essayé d’abstraire les constructions de la GdI5, traitant par exemple
le cas des tranches (correspondant a la notion d’idiome commutatif de GdI5) de maniére pure-
ment combinatoire avec des sommes formelles. Ainsi, on obtient une construction de GdI pour
la logique linéaire multiplicative additive paramétrée par une fonction de mesure, qui repose
sur cette seule propriété géométrique que 'on nomme propriété cyclique. Cette propriété as-
sure a la fois la bonne définition des connecteurs multiplicatifs et le fait que 'on puisse définir
une sémantique catégorique pour MALL. On montre ensuite que les constructions diverses
proposées par Girard correspondent & deux choix particuliers de parameétres, montrant ainsi
que ces différentes GdI reposent sur une méme propriété géométrique traitant des cycles.

On a ensuite généralisé le cadre des graphes afin de définir des connecteurs exponentiels;
ces graphes généralisés sont appelés graphages. Cette généralisation repose sur le passage
au continu : on remplace les sommets des graphes par des boréliens de la droite réelle et les
arétes par des transformations préservant la mesure de Lebesgue. La propriété cyclique qui
est vérifiée dans ce cadre est une conséquence directe de celle des graphes. On montre alors
que 'on peut interpréter une version polarisée de la Logique Linéaire Elémentaire. Cette
généralisation permet d’obtenir également une construction des quantificateurs du second
ordre.

On étudie ensuite la notion de vérité subjective de la GdI5. Girard définit en effet la notion
d’épreuve gagnante qui correspondrait en sémantiques de jeux a la notion de stratégie ga-
gnante. Cela lui permet de définir une notion de vérité : un type est vrai lorsqu’il contient
une épreuve gagnante. Le but originel de I'’étude de cette notion était d’obtenir un résultat
d’adéquation forte, c’est-a-dire que I'on souhaite montrer qu’il est possible d’interpréter les
formules de la logique linéaire par des types et les preuves par des épreuves dans la GdI5
de facon a ce que la notion de prouvabilité (en logique linéaire) et celle de vérité (en GdI5)
soient compatibles : si 7 est une preuve d’'une formule A, alors l'interprétation de 7 sera
une épreuve gagnante dans linterprétation de A. A la différence de la Ludique, la notion
d’épreuve gagnante dépends ici du choix d’'une représentation du facteur hyperfini de type
IT., c’est donc une notion subjective de vérité que I'on obtient. Afin de mieux comprendre
cette notion, on introduit dans un premier temps une version légérement modifiée de la GdI5
ou la vérité dépend d’une sous-algebre commutative maximale. Ceci permet d’utiliser la clas-
sification de Dixmier [Dix54], ainsi que I'invariant de Pukansky [Puk60] pour montrer une
correspondance entre le fragment de la logique linéaire qu’il est possible d’interpréter selon
une sous-algébre commutative maximale ‘3 et le type de 3 (réguliére, semi-réguliere, sin-
guliére) dans la classification de Dixmier. On montre ensuite en quelle mesure cette notion
modifiée de vérité correspond a celle de la GdI5.

Enfin, on présente le résultat d’un travail sur 'article Normativity in Logic de Girard [Girllc].
Dans ce dernier Girard propose une caractérisation de la classe de complexité co-NL (le
complémentaire de la classe des ensembles reconnaissable par une machine de Turing non-
déterministe en espace logarithmique) basée sur la représentation des entiers en GdI5. On
présente ici le résultat de Girard, explicitant la démonstration du fait que tout ensemble
dans co-NL peut étre représenté en montrant comment coder un ensemble co-NL complet.
Le codage de ce probleme est fait via 'introduction de la notion de machines & pointeurs non
déterministes, qui s’avérent étre une caractérisation nouvelle de co-NL en terme de machines
abstraites. On propose également une légere modification de la construction permettant d’en-
visager la caractérisation d’autres classes de complexité en utilisant une approche similaire.

La propriété cyclique.

Partant de la premiére version de la géométrie de l'interaction (GdI) ou les épreuves sont
des permutations, nous développons dans un premier temps une construction ou les épreuves
sont des graphes orientés pondérés. Lopération principale de notre construction, 'exécution de
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deux graphes F et G, consiste a considérer I'ensemble des chemins (suites d’arétes) alternant
entre F' et G — une aréte de F ne peut étre suivie que d'une aréte de G et inversement.

Nous considérons alors les ensembles de cycles alternés apparaissant entre deux graphes
donnés, et prouvons une propriété décrivant I’évolution de ces ensembles de cycles lors de
Popération d’exécution. Nous verrons dans les chapitres suivants que cette propriété — que
nous nommons la propriété cyclique, est un résultat fondamental. Nous développons dans le
chapitre [5| quatre notions d’exécution, chacune associée a une notion de cycle, pour lesquelles
nous montrons que la propriété cyclique est satisfaite.

Dans un deuxieme temps, nous définissons les graphes tranchés, les graphes épais et les
graphes épais tranchés. Ces trois généralisations des graphes correspondent a l'introduction
des idiomes — des algebres de von Neumann finies — dans la GdI5. Les idiomes sont une no-
tion utilisée par Girard dans le cadre de la géométrie de I'interaction dans le facteur hyperfini
[Girllall permettant de définir les connecteurs additifs et les exponentielles. La correspon-
dance entre nos généralisation des graphes et les idiomes peut étre décrite plus précisément
ainsi : les graphes tranchés correspondent a I'introduction d’idiomes commutatifs, les graphes
épais correspondent a l'introduction des idiomes purement non-commutatifs (cas ou 'idiome
est un facteur), et les graphes épais tranchés correspondent au cas général. Nous expliquons
comment la propriété cyclique sur les graphes induit une propriété similaire pour chacune de
ces généralisations.

Adjonctions a trois termes et Logique Linéaire Multiplicative-Additive

L'une des conséquences de la propriété cyclique est une adjonction géométrique a trois termes
reliant I'exécution avec I'union de graphes disjoints — opération qui représente le tenseur
de la logique linéaire ® dans le modéle que nous définissons. Nous pouvons alors, pour tout
choix d’une fonction de quantification des circuits, déduire une adjonction numérique a trois
termes. Cette adjonction, qui relie I’exécution a I'union disjointe, est le fondement sur lequel
repose l'interprétation des connecteurs multiplicatifs.

Dans le chapitre [6] nous montrons donc comment une telle adjonction a trois termes, dans
le cadre des graphes orientés pondérés et celui des graphes épais, permet de construire une
géométrie de l'interaction pour la logique linéaire multiplicative (MLL) avec la regle MIX.
Nous déduisons de cette construction une famille, indexée par ’ensemble des fonctions de
quantification des circuits, de modeéles catégoriques de MLL+MIX. Il est de plus possible de
définir une notion de vérité; on montre alors un théoréme d’adéquation forte pour le calcul
des séquents de MLL+MIX avec unités.

Dans le chapitre |7} on décrira la construction additive dans notre modeéle permise par l'intro-
duction de tranches. Ainsi, dans le cadre des graphes tranchés ou des graphes épais tranchés
il est possible de définir les connecteurs multiplicatifs et additifs de la logique linéaire avec
leurs unités. Cette géométrie de I'interaction restreinte aux connecteurs multiplicatifs permet
d’obtenir, comme dans le Chapitre [6] une famille de modeles catégoriques de MLL (catégories
x-autonomes). Comme c’est le cas dans toutes les GdI traitant des connecteurs additifs, le
connecteur & ne définit pas un produit catégorique du fait du caractére local de 'exécution.
Cependant, il est possible de définir une notion d’équivalence observationelle et de montrer
les résultats suivants, qui sont tous des corollaires de la propriété cyclique :

— Le connecteur & est un produit modulo I’équivalence observationelle ;

— Léquivalence observationelle est une congruence : il est donc possible de quotienter la

catégorie *-autonome obtenue a partir des constructions multiplicatives ;

— La catégorie quotient hérite de la structure *-autonome.
On en déduit donc un modele catégorique de MALL avec les unités additives dans lequel
les regles d’affaiblissement et de MIX ne sont pas satisfaites. De plus, ce modeéle est obtenu
comme une sous-catégorie pleine d’'une catégorie *-autonome, c’est-a-dire un modele de MLL
avec les unités multiplicatives.
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Exponentielles et Second Ordre

Dans le chapitre (8] on expliquera comment utiliser la possible non-commutativité de 'idiome
pour définir la contraction et on en déduira la morphologie nécessaire des types exponentiels.
Cette discussion permet de justifier la définition de la pérennisation — I’exponentiation — qui
est une opération transformant un graphe épais en un graphe sans tranches. Afin d’obtenir
un cadre permettant la définition d’'une pérennisation intéressante — c’est-a-dire permettant
d’interpréter la reégle de promotion usuelle —, on développe ensuite une généralisation des
graphes : les graphages sur un espace mesuré. Cette généralisation des graphes consiste a
considérer des graphes dont les sommets sont des ensembles mesurables et dont les arétes
sont des bijections préservant la mesure entre le sommet source et le sommet but. On définit
dans ce cadre les notions d’exécution et de cycles correspondant aux diverses constructions
sur les graphes introduites dans le Chapitre |5l Ces notions satisfont, pour tout choix d’une
fonction de quantification des circuits, la propriété cyclique.

On se restreint alors a une notion d’exécution particuliére et la notion de cycle correspondante
et on considere les graphages dont les sommets sont des parties mesurables de la droite réelle.
On montre dans ce cas comment définir une famille de fonctions de quantification des circuits.
Etant donné que la propriété cyclique est satisfaite, on peut alors suivre les constructions des
chapitres précédents et définir une famille de modeles de la logique linéaire multiplicative
additive. De plus, le passage des graphes aux graphages, c’est-a-dire le passage d’objets dis-
crets a des objets continus, nous permet de définir des connecteurs exponentiels. On définit
alors une version polarisée de la logique linéaire élémentaire pour laquelle on montre un ré-
sultat d’adéquation forte. On montre également que cette généralisation permet de définir les
quantificateurs du second ordre.

La géométrie de l'interaction hyperfinie

Les chapitres suivants sont consacrés a des résultats liés a la GdI5. Dans un premier temps,
on étudie les constructions sur les graphes des chapitres précédents pour deux fonctions
particulieres de quantification des cycles. On montre que les constructions obtenues sont
des versions combinatoires de celles définies par Girard. En effet, la premiére valeur du
parametre définit une géométrie de l'interaction construite autour de la notion de nilpo-
tence, et correspond a une version légerement raffinée des anciennes constructions de Girard
[Gir89al |Gir88b, |Gir95al. La deuxiéme valeur du parametre définit une géométrie de I'inter-
action construite autour du déterminant. On montre alors comment associer un opérateur
dans le facteur hyperﬁni[ﬂ de type I, a un graphe de maniere a préserver les opérations
logiques : les graphes d’interaction sont donc une version combinatoire de la géométrie de
Pinteraction dans le facteur hyperfini [Girllal, et permettent de comprendre le déterminant
comme une maniére de mesurer des cycles.

Ce résultat montre en particulier que les adjonctions sur lesquelles sont fondées ces diffé-
rentes versions de la GdI sont toutes deux conséquences d'une méme propriété géométrique
portant sur les ensembles de cycles : la propriété cyclique. Ceci permet donc de mettre en lu-
miére les similarités et les différences de ces deux constructions — celles fondées sur la notion
de nilpotence et celle utilisant le déterminant.

On s’intéressera ensuite a la notion de vérité subjective introduite avec la GdI5. En effet,
la notion de gain — et par conséquent celle de vérité — définie dans la construction de Gi-
rard dépend du choix d'une représentation du facteur hyperfini R¢ ; de type Il.. Apres avoir
expliqué la raison d’étre de cette notion subjective de vérité, nous expliciterons une version
légérement modifiée de la GdI5 dans laquelle la vérité subjective dépend du choix d’une sous-
algebre maximale commutative de 9ig1. Dans ce cadre, on montre qu’il existe une corres-
pondance entre le fragment de la logique linéaire que 'on peut interpréter selon un point
de vue 3 — une sous-algébre maximale commutative du facteur 93y 1, et une classification

3. Les opérateurs associés sont en réalité définis comme les éléments d’'un sous-facteur de type II; du facteur
Ro,1, en accord avec les définitions de la GdI5.
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des sous-algeébres maximales commutatives définie par Dixmier [Dix54]] dans les années 60.
On explicitera ensuite la relation entre les deux notions de vérité subjective — celle dépen-
dant du choix d’une représentation et celle dépendant du choix d'une sous-algébre maximale
commutative — afin de mieux comprendre la notion de vérité subjective de la GdI5.

Complexité

Le dernier chapitre est dédié a une relecture de la caractérisation de co-NL proposée par Gi-
rard [Girllc]. On présente donc en détail la représentation des entiers et la notion de paire
normative. Apres cela, on explique comment le remplacement de la condition exprimée par le
déterminant par une condition de nilpotence permet d’envisager plus aisément la caractéri-
sation d’autres classes de complexité en utilisant une approche similaire. On présente enfin
le résultat de Girard en proposant une preuve alternative du fait que tout probléme co-NL
peut étre représenté dans ce cadre. La preuve proposée consiste a montrer comment coder le
complémentaire du probleme NL-complet ST-conn consistant a décider s’il existe un chemin
entre deux points donnés dans un graphe orienté.
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TTF R Axadd FT,A FT,-A a
- Cut?
0 =T
e FTA  FASA
, 71 I—F,A ut
FT,A FT,B +T,A,B
Aadd 7Vmult
FT,AAB FIT,AVB
FLA _ FAB O FTAL
FT,A,AAB FT,A1vVAg '
FT . FT,A,A
FT,A FT,A ctr
FT,A 0 FT,A[B/X]
FT,VXA ° FT,3XA

FIGURE 2.1 — Regles de LK

Logique Classique

Cette section présente simplement une reformulation de la démonstration syntaxique de com-
plétude du calcul propositionnel classique. Cette reformulation a 'avantage de contenir un
certain nombre d’idées que 'on retrouvera par la suite. Celle-ci est donc I'occasion pour le lec-
teur qui n’est pas familier avec la géométrie de I'interaction ou la ludique de gagner quelques
intuitions tout en restant dans un cadre plus « classique ».

Logique Classique

DEFINITION.
Soit 7 un ensemble de variables. Les formules de la logique classique sont définies par la
grammaire suivante :

F=X|-F|FAF|FVvF |VYXF |3XF (X¢eV)

On présentera ici uniquement le calcul des séquents monolatéral. Celui-ci est suffisant car
la négation d’'une formule est toujours équivalente logiquement a une formule ou seules les
variables sont niées. En effet, on peut quotienter 'ensemble des formules par les lois de De
Morgan qui permettent de repousser la négation aux sous-formules.

DEFINITION.
Un séquent - A1,...,A, est un multi-ensemble de formules A1,...,A,.

Il faut comprendre un séquent - A1,...,A, comme I'affirmation que I'une des formules parmi
Aiq,...,A, est vraie.

DEFINITION.

Une preuve d’'un séquent - I' en logique classique (dans le systéme LK) est une dérivation
construite a partir des régles de la Figure [2.1] et de conclusion + I, c’est-a-dire un arbre
construit a partir des regles de la Figure dont la racine est le séquent - I' et dont les
feuilles sont des regles axiomes.

Preuve syntaxique de complétude pour LK propositionnel

Il semble que la premiere preuve syntaxique de complétude soit due a Schutte [Sch77]. On
présente ici une reformulation de ce résultat en empruntant quelques notations de ludique.
Ceci permet de mettre en avant le fait que I'extension de la syntaxe — en l'occurrence I'ex-
tension de la regle axiome — permet de donner une saveur sémantique a celle-ci. Ainsi, le

1. La variable X n’est pas libre dans I'.
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—————— axXe) }_F,A,B |_F,A I_F,B
—_— V
FIL,X, X FT.AVB FT.ANB
FIGURE 2.2 — Les regles de pLKg
+T,A,B FT,A +T,B
= g T aon Y A
+FI,AVB FI,AAB

FIGURE 2.3 — Les regles de pLKI?

calcul que nous allons définir est incohérent au sens strict du terme puisqu’il permet de dé-
river n'importe quel séquent. Cependant, il est possible de caractériser certaines dérivations,
les dérivations correctes, qui correspondent aux preuves du calcul des séquents usuel de la lo-
gique classique. Cette caractérisation se fait uniquement sur la base des axiomes généralisés
que nous avons introduits. On peut alors montrer qu'un séquent est prouvable si et seulement
si il est conclusion d’'une dérivation correcte. La preuve de se résultat permet de comprendre
comment les axiomes incorrects jouent le réle de contre-modéles.

DEFINITION (FORMULES).
Soit &/ un ensemble de variables propositionnelles. On définit I'ensemble — noté Form — des
formules par la grammaire suivante :

F=X|-X|FVF|FANF Xe)

DEFINITION.
Le systéme pLKp est défini par les régles de la Figure[2.2]

DEFINITION.
Le systeme pLK }’? est défini par les regles de la Figure

PROPOSITION (INVERSIBILITE).
Les regles v et A sont inversibles dans le systéeme pLK;?.

Démonstration. La preuve se fait par induction sur le nombre de connecteurs dans le séquent
conclusion. Les deux preuves (pour V et A) étant similaires, on montre uniquement l'inversi-
bilité du v. Le cas de base pour I'induction est un séquent ne contenant qu’un seul connecteur,
c’est-a-dire une régle "X suivie d’'une régle v. Dans ce cas, la régle "X seule nous donne une
dérivation de la prémisse de la régle v. On suppose maintenant que la propriété est vraie
pour tout séquent contenant au plus n connecteurs, et on considére un séquent - I',A v B
contenant n + 1 connecteurs. Soit 7 une dérivation de -I",A v B. Si 7 se termine par une regle
V, la dérivation obtenue en supprimant la derniére regle est une dérivation de la prémisse. Si
7 ne se termine pas par une regle v, alors la derniere regle de 7 est nécessairement une regle
A

51 2

FALAVB,C FA,AvB,D
FAAVB,CAD

En utilisant I’hypothése d’induction sur les prémisses on obtient deux dérivations 7| et 7, de
conclusions - A,A,B,C et - A,A,B,D respectivement. On définit alors la dérivation :

2. Le séquent I I ne contient que des formules atomiques ou des négations de formules atomiques.
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! !
(1 )

FA,A,B,C  +FA,A,B,D
FA,A,B,CAD

Cette dérivation est celle recherchée. ®

PROPOSITION.
Tout séquent est dérivable dans pLK;?.

Démonstration. Il s’agit d'une induction triviale sur le nombre de connecteurs du séquent. ©

DEFINITION.
Etant donné une preuve 7 de pLKX, on note £() le multi-ensemble des séquents introduits
par une régle "X dans 7.

LEMME.
Soit n et n’ des dérivations de conclusion T dans pLK'B, alors £(r) = &(').

Démonstration. La preuve se fait par induction sur le nombre de connecteurs dans le séquent
FT'. Le cas de base est évident. Supposons que le lemme soit valide lorsque le nombre de
connecteurs dans I est inférieur ou égal a n. On va montrer que les dérivation de - I',F,G
dont la derniére regle introduit la formule F' possédent le méme invariant que les dérivations
dont la derniére regle introduit la formule G. On traitera uniquement le cas ou F = A AB et
G =C AD, qui est le cas le plus complexe. Prenons les dérivations :

T b2 T3 T4
FT,A,C  FT,AD +T,B,C  +T,B,D

FT,A,CAD " FT.B.CAD
FT,AAB,CAD

p1 p2 P3 P4
+T,A,C +T,B,C +FT,A,D +T,B,D
A A
FT,AAB,C +T,AAB,D
FI,AAB,CAD

En utilisant 'hypothése d’induction, on obtient les égalités £(m1) = £(p1), L£(m2) = L(p3),
Lmg) = Lp2), L(ry) = £(p4). En utilisant celles-ci et 'hypothése d’'induction a nouveau, on
obtient alors :

— toute dérivation 7 de - T',A,C A D satisfait £(x) = £(m1) + £(72) ;

— toute dérivation 7 de - T',B,C A D satisfait £(x) = £(3) + £(74) ;

— toute dérivation 7 de - I', A A B, C satisfait £(x) = £(1) + £(3) ;

— toute dérivation 7 de - I, A A B, D satisfait £(x) = £(o) + £(74) ;
On a donc montré que si 7 est une dérivation de conclusion - I';)A AB,C A D dont la der-
niére régle est une régle A introduisant A A B et si p est une dérivation de méme conclusion
terminant par une régle A introduisant C A D, alors leurs invariants sont égaux, c’est-a-dire :

gm= Y £0m)=Lp)
i=1,..4

Les autres cas se traitent de maniére similaire. ®

REMARQUE. Par la Proposition [§2.1.12] et le lemme précédent il est possible de considérer
L(FT) pour tout séquent - T'.
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DEFINITION.

Un séquent F I' est correct lorsque toute formule dans I' est un atome ou la négation d’'un
atome, et qu’il existe un atome X tel que les formules X et =X appartiennent toutes deux
a F I'. Par extension, une régle "I est dite correcte lorsque le séquent qu’elle introduit est
correct.

PROPOSITION.
Un séquent T est dérivable dans pLKg si et seulement si £(+T') ne contient que des séquents
corrects.

Démonstration. Supposons que 7 soit une dérivation de - I' dans le systeme pLKg, alors en
remplacant chaque régle axiome par une régle M on obtient une dérivation 7’ de I I' dans
pLKI’g. Chaque régle "It dans 7’ est évidemment correcte.

Inversement, si 7’ est une dérivation de I dans pLK}%< telle que £(n') ne contient que des
séquents corrects, alors chaque séquent dans £(n') peut étre introduit par une régle axiome
dans pLKg. On obtient ainsi une dérivation 7 de - I" dans pLKg. @)

DEFINITION.

Soit § : Form — {0, 1} une Valuationﬁ Alors :
— 0 FT siet seulement s’il existe un A €T tel que 6(A)=1
— ET si et seulement si pour tout §, 6 FT.

LEMME.
Pour toute valuation 6, § ET si et seulement si 6 E A pour tout — A dans £(+T).

Démonstration. Remarquons que, par définition de la satisfaisabilité d'un séquent (et ’asso-
ciativité de v), 5 F A, A,B si et seulement si S FA,A v B.

Dans le cas de la régle A, supposons dans un premier temps que § F A, A et 6§ EA,B. Alors
soit il existe une formule satisfaite dans A, soit les deux formules A et B sont satisfaites, et
donc 6 F A,A A B. Inversement, supposons que § ¥ A, A, alors toute formule dans A est non
satisfaite et A non plus, donc A A B n’est pas satisfaite. On en conclut que § ¥ A,A AB. Le
lemme est alors prouvé par une simple induction. ©)

PROPOSITION.
ET si et seulement si tous les séquents dans £(FT') sont corrects.

Démonstration. Supposons que £(F I') ne contient que des séquents corrects, alors pour toute
valuation § et tous séquents - A dans £(-T'), § F A d’apres la définition des séquents corrects.
On utilise alors le Lemme pour montrer que § T,

Inversement, supposons que £(F I') contient au moins un séquent incorrect, par exemple
FXi,...,X5,7Y1,...7Y, tel que pour tout i € [1,n] et j € [1,p], X; ZY;. On choisit une va-
luation ¢ telle que 6(X;) =0 et 6(Y;)=1. Alors on a § ¥ Xy,...,X,,7Y1,...7Y, et donc par le
Lemme on en déduit 6 ¥ T. ©)

Logique Linéaire
DEFINITION (FORMULES DE LA LOGIQUE LINEAIRE).

Soit 7 un ensemble de variables. Les formules de la logique linéaire sont décrites par la
grammaire suivante :

F:=X|X*|1|T|L|0|F®F|FeF|FeF|F&F|!F|?F (Xe¥)

3. On rappelle qu’une valuation est une fonction assignant & chaque atome de < une valeur de vérité dans {0,1}
étendue aux formules suivant les tables de vérité des connecteurs.
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- A& FAA FI,AL
I—A,AJ' FT.A Cut

(a) Groupe Identité

FTLAB FT,A  FAB
- ®
FT,A®B FT,A,A®B
FT o
FT,L © F1

(b) Groupe Multiplicatif

FT,A; N FT,A +T,B .
FT,A19Ag9 FT,A&B
Pas de régle pour 0 rT |

(c) Groupe Additif

FLA FT,24,74
FOT,IA FT,24 ¢
FT,A FT
7?‘1 Tw
FT,2A FI,7A

(d) Groupe Exponentiel

FIGURE 2.4 — Calcul des séquents de la logique linéaire

La négation est involutive et est étendue aux formules par les lois de De Morgan :
(AeB)}'=A*®BY 1'=1 (A®B)‘=A'eB'
(A&B)*=A*eB* T'=0 (AeB)=A*&B*'

(At =24t

DEFINITION.
Un séquent de la logique linéaire est un multi-ensemble fini [A1,...,A,] de formules de la
logique linéaire noté - Aq,...,A,.

DEFINITION (PREUVES DE LA LOGIQUE LINEAIRE).
Une preuve d’'un séquent - Aq,..., A, est une dérivation de conclusion - A1,...,A, construite
a partir des regles de dérivation décrites dans la Figure|2.4]

En logique linéaire, on parle d’isomorphisme entre des formules A et B lorsque :

— les deux implications A —o B (c’est-a-dire AL B) et B — A (ou B-% A) sont prouvables
par des preuves 71 et 72 (on notera cela A o— B);

— 71 et mg sont telles que la preuve pu (resp. v) obtenue a partir de 71 et 72 par une regle de
coupure sur la formule A (resp. B) se normalise en une n-expansion de 'axiome - B,B*
(resp. FA,A1).

On présente quelques isomorphismes importants.
Le premier isomorphisme a donné leur nom aux connecteurs exponentiels, puisqu’il montre
que le connecteur ! transforme les conjonctions additives en conjonctions multiplicatives :

(A&B)o—-(l1A)®(!B)
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On présente ici les preuves de deux implications mais nous ne décrirons pas la procédure
d’élimination des coupures.

— ax — &
FAAL +B,Bt
_— _—
FAAlteBL +B,AleBt
%d %d
HA2AteBY) FB,2AteBt)
1A, 2A+eBY) 1B, 2(AteBt)
®

FIA®!B,2(A+eBt),2(Alt eB') ,
F1A®!B,2(At o BL) . '
F1(A&B) —(lA)&(1B)

c

ax — ax

FAAL +B,Bt
— % — %
FA?AL , +B,?Bt ,
FA24L 2B " FB2AL 2Bt
&
+A&B,?AL,?Bt '
FIA&B),?2A+ 2B+ .
F (A &B),(?2A+)® (?BL)
F(l1A)® (I1B) — (A &B)

§2.2.6 Le second isomorphisme exprime la distributivité de ® sur & et de ® sur & :

ABB&C) oo (ARB)&AZRCO)
A®BaoC) oo (A9B)a(AxC(C)

On remarquera que ces deux formules sont les mémes par dualité, et nous n’avons qu’a prou-
ver que 'une des deux est valide. On traite ci-dessous le cas des connecteurs % et &.

. +B,Bt . . FC,ct .
FAAL FB,BtecCt . FAAL FC,BteoCt .
FAteBLloCL),A B FAteBLlaoCh),A,C

® »
FA+teBLleCl),A®B FAteBLleCL),ARC .

FAL®B+eCH),(A®B)&ARC)
FARB&C)—~(A®B)&(ARC)

ax ax ax ax

FAAL +B,Bt . FA AL FC,Ct .
+A,B,AteBt . FA,C,AteCt .
FA,B,(At®BhHe(AlteCl) FA,C,(AteBhHeALteCl) .
+HA,B&C,(AteBHe(AleCh)
FARB&C),(AteBhHe(AleCt)
FA®B)&(ARC)—-ARB&C)

§2.2.7 Il existe une représentation alternative des preuves en logique linéaire par le biais de graphes.
On définit dans un premier temps 'ensemble des structures de preuve comme 1’ensemble des
graphes construits a partir d’'un certain nombre de noeuds et de boites (ensemble de noeuds).
Les réseaux sont alors décrits comme I'ensemble des structures de preuve ainsi formées qui
satisfont & une propriété nommée critére de correction. Nous présentons dans la section sui-
vante une définition précise des structures et réseaux dans le cas de la logique linéaire mul-
tiplicative, et nous renvoyons le lecteur intéressé par les extensions aux connecteurs additifs,
exponentiels et du second ordre aux différents travaux sur les réseaux [Gir95c, (GLT89].
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FIGURE 2.5 — Structures de preuve non séquentialisables

Quelques remarques sur les réseaux multiplicatifs
Définition

On va maintenant définir les réseaux de preuve, une syntaxe pour les preuves de la logique
linéaire que l'on peut considérer comme une déduction naturelle multi-conclusion. Les ré-
seaux de preuve sont peut-étre I'innovation la plus importante de la logique linéaire. En effet,
la syntaxe des structures de preuve est trop expressive et permet d’écrire des structures qui
ne correspondent pas a une preuve du calcul des séquents. On doit alors définir les réseaux
de preuve comme le sous-ensemble des structures de preuve qui correspondent & une preuve
en calcul des séquents. Bien entendu, cette définition serait complétement vide et inutile s’il
n’était pas possible de distinguer les réseaux de preuve parmi les structures de preuves. Plu-
sieurs résultats — les critéres de correction — vont dans ce sens et permettent de faire cette
distinction sur des critéres purement géométriques (parfois topologiques).

On commence par définir la notion de structure de preuve. Nous présenterons ici uniquement
les réseaux pour la logique linéaire multiplicative, ce qui est suffisant pour faire les remarques
que nous souhaitons faire sur les réseaux. Nous nous restreindrons également aux axiomes
atomiques, ce qui nous permettra de ne pas nommer les arétes avec les formules.

On écrira d;j,(e) (resp. doyu:(e)) le degré entrant (resp. sortant) d'un sommet e dans un
graphe dirigé.

DEFINITION (STRUCTURE POUR MLL).
Une structure de preuve (pour MLL) est un graphe dirigé fini dont les sommets vérifient 'une
des propriétés suivantes :

— din(v) =0 et doy:(v) =2 — un tel sommet sera appelé un sommet axiome;

— din(v)=2 et dyy:(v) =0 — appelé un sommet coupure ;

— dip(w)=1et dyy:(v) =0 — un sommet conclusion ;

— din(v) =2 et dyy(v) =1 — un tel sommet sera soit un sommet ®, soit un sommet ¥ et

ses arétes entrantes sont nommées L et R.

Une structure de preuve ne correspond pas nécessairement a une preuve en calcul des sé-
quents — une telle structure est dite non séquentialisable. Par exemple, les structures de la
Figure [2.5] sont non séquentialisables.

Il est donc nécessaire de distinguer les structures de preuves séquentialisables — celles
qui correspondent a une preuve de calcul des séquents — de celles qui ne le sont pas. De
nombreux résultats décrivant des méthodes pour faire cette distinction existent sous le nom
de critéres de correction. En particulier, nous retiendrons dans la suite les critéres suivants :
le critere des longs voyages (LV) [Gir87al, le critéere de Danos-Regnier (DR) [DR95I, le critere
des contre-preuves (CP) [[Cur06], et le critére des permutations (P) [Gir07, |Gir10].
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FIGURE 2.6 — La preuve non typée 7
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FIGURE 2.7 — Le typage de 7 (premier exemple)

Ces criteres sont tous construits de maniere similaire. Etant donnée une structure de preuve
Z

1. on définit une famille S d’objets — voyages (LV), graphes de switching (DR), une parti-
tion d’ensemble (CP), permutations (P);

2. on montre que Z est séquentialisable si et seulement si tous les éléments de S vérifient
une certaine propriété : étre des longs voyages (LT), étre acyclique et connexe (DR), étre
orthogonal a la partition définie par les axiomes (CP), étre orthogonal a la permutation
définie par les liens axiomes (P).

En y regardant d'un peu plus prés, on peut se rendre compte que cette similitude est encore
plus profonde que cela : dans chacun des cas cités, les éléments de S (quitte a reformuler
légérement le critére) peuvent étre définis a partir de la structure de preuve sans les axiomes,
c’est-a-dire # dans laquelle on a effacé les sommets axiomes. La seconde partie du critéere —
la propriété qui doit étre satisfaite par les éléments de S — décrit alors comment la partie
purement axiomatique de Z interagit avec le reste de la structure.

On va donc maintenant considérer 'ensemble des sommets axiomes d’une structure de preuve
Z comme une preuve non-typée sous-jacente, tandis que ’on consideérera le reste de la struc-
ture — la partie non-axiomatique — comme une maniere de typer cette preuve. Si une struc-
ture de preuve Z satisfait le critéere de correction, cela signifie alors que la preuve non-typée
contenue dans &% peut étre typée par la partie non-axiomatique de Z%. Par exemple, la Figure
montre une preuve non typée r, et les Figures H et montrent comment cette preuve
non typée peut étre typée de deux manieres différentes.

Elimination des coupures

Une procédure d’élimination de coupures peut étre définie directement sur les structures de
preuve, une procédure plus simple que la procédure d’élimination des coupures pour le calcul
des séquents puisque les regles de commutation ont disparu.
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FIGURE 2.8 — Le typage de 7 (second exemple)

§2.3.8 DEFINITION.

On définit une procédure d’élimination des sommets coupure. Cette procédure est une réécri-
ture locale définie par les deux régles illustrées dans les Figures[2.9]et

1 2 3 T 2 3 4

FIGURE 2.9 — Elimination des coupures : ® — %

~

FIGURE 2.10 — Elimination des coupures : ax — ax

§2.3.9 REMARQUE. La procédure n’élimine pas nécessairement toutes les coupures, mais elle ter-
mine toujours. De plus, c’est une réécriture confluente, donc si & est une structure de preuve,
on peut définir sa forme normale comme la derniére structure de preuve dans toute suite de
réduction maximale.
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FIGURE 2.11 — Vérification de la compatibilité des spécifications (partie axiomatique non uti-
lisée)

Le théoreme suivant est un résultat connu, méme s’il n’est généralement pas énoncé ainsi. Il
assure simplement que I’ensemble des réseaux de preuve (des structures de preuve séquen-
tialisables) est clos pour la procédure d’élimination des coupures, et que la forme normale
d’un réseau de preuve est un réseau de preuve sans sommets coupure.

THEOREME.
Soit & une structure de preuve et Z' sa forme normale. Si R est séquentialisable, alors &' est
séquentialisable et sans sommets coupure.

Nous allons maintenant décomposer cette réduction en deux parties. Nous considererons la
stratégie de réduction qui commence par éliminer toutes les coupures ® —® (réduction du
typage) jusqu’a ce qu’il n’y ait que des coupures ax-ax, et qui réduit dans un deuxiéme temps
les coupures axiomes ('exécution). Remarquons que :

— l’élimination d’'une coupure ® —%® ne fait qu’associer deux a deux les sous-formules du
connecteur ® avec les sous-formules du connecteur % ;

— lélimination des types, en tenant compte de nos remarques précédentes, correspond a
un test de compatibilité des spécifications (les types);

— le calcul se fait réellement lors de I’élimination des coupures ax—ax : c’est le seul pas de
réduction qui fait disparaitre des sommets coupure. Cela signifie que la réduction a lieu
entre les preuves non typées, et que la spécification de celles-ci est sans intérét dans ce
processus.

On en déduit que le calcul se fait entre les preuves non typées, c’est-a-dire les ensembles de
sommets axiome, et le type (c’est-a-dire la structure de preuve dans laquelle on a supprimé
les sommets coupure) assure simplement que les spécifications sont compatibles.

Avec une notion d’adresse I’élimination des types ne serait pas nécessaire. En effet, cette
étape de I’élimination ne fait qu’apparier les arétes sortant de sommets axiomes selon leurs
étiquettes (appariant les L d’un coté et les R de 'autre). Avec une notion d’adresse, 'aréte
étiquetée L (resp. R) d'un ® a la méme adresse que 'aréte étiquetée L (resp. R) du ® qui s’y
oppose. Par conséquent, la coupure devient simplement le partage d’'une adresse et est définie
directement sur les preuves non typées. Dans ce cas, ’élimination des coupures ne consiste
plus qu’en I’étape de réduction.

Preuves comme Permutations

Le programme de géométrie de I'interaction trouve son origine et son nom dans un article
intitulé Towards a geometry of interaction [Gir89bl.
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FIGURE 2.12 — Calcul de I'exécution (partie typée non utilisée)

Cependant, on peut faire remonter I’histoire de la géométrie de I'interaction presque jus-
qu’aux origines de la logique linéaire. En effet, Girard [Gir87bl] remarque, trés peu de temps
apres l'introduction de la logique linéaire [Gir87all, que les switchings utilisés pour la correc-
tion des réseaux de preuves font apparaitre une dualité entre les tests et les preuves. Ainsi,
les tests d’'un tenseur ne sont rien d’autre que des ¥, tandis que les tests pour les % sont des
tenseurs. Il lui vient alors I'idée de représenter les preuves et les tests par des permutations,
d’'une part la permutation associée aux axiomes d’'un réseau, d’autre part les permutations
définies par le critere de correction.

Critere de Correction des Longs-Voyages

DEFINITION.

Soit Z une structure de preuve. Un itinéraire dans Z est la donnée, pour chaque sommet
® et chaque sommet ® d’'une permutation — les indications du sommet — parmi les deux
choix possibles présentés dans la Figure On notera V(Z) ’ensemble des itinéraires de
la structure Z.

DEFINITION.
Soit Z une structure de preuve. On consideére le graphe G5 obtenu en ajoutant a & les arétes
de directions opposées, c’est-a-dire pour toute aréte e dans %, on ajoute 'aréte e* entre les
mémes sommets mais d’orientation inverse.

Etant donné un itinéraire v € V(%) et une aréte e de G %, on définit alors une suite d’arétes
de G4, appelée voyage d’origine e, comme la suite ege;...e, telle que eg =e, =e, et ot ;41
est obtenu comme I'image de e; par 'indication correspondante de I'itinéraire v.

Un voyage est long lorsqu’il contient toutes les arétes de G 4.

REMARQUE. Si, étant donné un itinéraire v, un voyage d’origine e est long alors tous les
voyages (en changeant l'origine) sont longs.

THEOREME (GIRARD [GIR87Al).
Soit Z une structure de preuve. Si pour tout v € V(R) le voyage d’origine e dans X est long,
alors R est séquentialisable.

Orthogonalité

En accord avec les remarques que I'on a faites sur les réseaux de preuve, on va représen-
ter une preuve non typée (un ensemble de liens axiomes) comme une permutation o sur les
atomes. On peut alors remarquer que chaque itinéraire v comme défini dans le critére des
longs voyages détermine une autre permutation 7, sur ces mémes atomes. Les Figures|2.14]
et montrent 'exemple d’'une structure de preuve, d'un itinéraire sur celle-ci et les per-
mutations induites.
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FIGURE 2.13 — Choix d’indications pour la définition d’un itinéraire
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FIGURE 2.14 — Exemple d’un itinéraire pour une structure de preuve; les atomes sont repré-
sentés sur les arétes sortant des noeuds axiomes

S e N RN

(a) Permutation engendrée par les axiomes

N U N0 O

(b) Permutation engendrée par l'itinéraire

FIGURE 2.15 — Les permutations de I'itinéraire de la Figure |2.14
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I1 est alors possible de reformuler le critére de correction. Ainsi, le fait que le voyage d’origine
e défini par un itinéraire v € V() est long correspond exactement au fait que le produit o7,
des permutations induites par les axiomes et I'itinéraire v est cyclique.

DEFINITION.

Soit o et T deux permutations sur un méme ensemble de cardinal n. Elles sont dites othogo-
nales — ce que l'on notera ¢ L T — lorsque o7 est cyclique, c’est-a-dire lorsque (o7)" =1d et
(o)t #£1d pour 1 <k <n.

DEFINITION (PERMUTATIONS ENGENDREES).
Soit Z une structure de preuve. On notera X ’ensemble des arétes qui sortent d'un sommet
axiome. L'ensemble des sommets axiomes définit une permutation sur X : un élément x € X
est envoyé sur I'élément y € X tel qu’il existe un sommet axiome dans & dont les deux arétes
sortantes sont x et y.

Soit maintenant v € V(£) un itinéraire dans %. Alors v définit également une permutation
sur X : un élément x est envoyé sur le premier élément y de X dans le voyage d’origine x induit
par v.

On peut alors reformuler le Théoréme en utilisant la notion d’orthogonalité que nous
venons de définir.

THEOREME.
Soit R une structure de preuve, o4 la permutation engendrée par les liens axiomes, et S =
{1y | veV(R)). Alors R est séquentialisable si et seulement si Vv e V(Z),0 L 1,.

DEFINITION.
Un véhicule est 1a donnée d’'un ensemble non vide X et d'une permutation o sur cet ensemble.

DEFINITION.

Un type est un ensemble non vide de véhicules égal a son bi-orthogonal. Deux véhicules
(X,0) et (Y,7) orthogonaux satisfaisant nécessairement X = Y, on note X2 I'ensemble tel
que (Y,0)e A=Y = XA,

DEFINITION.
Soit (X,0) et (Y, 1) deux véhicules tels que X NY = @. On définit :

X, ,1)=(XUY,ocuUurT)

Nous allons maintenant définir ’'exécution, qui représentera I’élimination des coupures. On
souhaite, étant donné deux véhicules (X,0) et (X UY,7), définir la permutation o h7 sur Y
telle que :

x=0Mh1(y) < Ik eN,x=1(01)*(y)

Cette permutation représente ’ensemble des chemins qui alternent entre la permutation
et la permutation o, et correspond intuitivement a ’élimination simultanée de plusieurs cou-
pures ax — ax. Il reste cependant a vérifier qu’il s’agit bien d’'une permutation. La premiere
chose a remarquer est qu’il s’agit bien d’'une fonction, et qu’elle est injective : puisque 7 et o
sont injectives il n’existe, pour chaque y € Y, qu'au plus un entier £ et un élément x € Y tel
que x = 7(07)¥(y). Il reste maintenant & montrer qu’elle est surjective. Pour cela, on suppose
qu’il existe y € Y tel il n’existe pas d’entier & et d’élément x € Y tels que x = 7(o7)*(y). On peut
alors remarquer que les éléments de la suite (7(67)*(y))zen sont nécessairement deux a deux
distincts puisque 7 et o sont bijectives. Ces éléments étant dans X, un ensemble de cardinal
fini, on tombe sur une contradiction.

Afin de définir formellement la permutation ¢ 7, on considérera les restrictions des permu-
tations 7(07)* a I'ensemble Y, c’est-a-dire les injections partielles (T(UT)k)ry. Ces injections
partielles sont de domaines (resp. codomaines) deux a deux disjoints, et on peut alors définir
o M7 comme 'union de ces fonctions.
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DEFINITION.
Soit (X,0) et (X UY,7) deux véhicules. On définit :

X,0)hXuY,n=, @)= 0h7)
>0

PROPOSITION.
Soit (X,0),(Y,1),(X UY,p) des véhicules. Alors :

ploute(phoLt)A(po acyclique)

DEFINITION.
Soit A, B deux types tels que XA N X® = @. On définit :

A—-B={(XA2UXB,p) | V(XA,0) €A, po acyclique et (XB,ph o) € B}

PROPOSITION.
Soit A,B deux types tels que XAnXB = @.

(A—-BYH ={(X4,0)9(XB,7) | (XA,0)€A,(XB,7) e B}t

La proposition précédente nous assure que 'on a bien défini un « modele » de la logique li-
néaire multiplicative (sans unités). Afin de représenter un fragment plus important de la
logique linéaire, il est cependant nécessaire de changer de cadre. Ainsi, le traitement des ad-
ditifs nécessite de considérer des injections partielles plutét que des permutations. De plus,
il est nécessaire de travailler avec des espaces de dimension infinie pour traiter les expo-
nentielles. Girard, dans les premiéres versions de la géométrie de l'interaction, a donc choisi
de travailler avec des injections partielles d'un ensemble dénombrable. Il choisit cependant
de considérer celles-ci comme des isométries partiellesE] dans l'algebre £(H) des opérateurs
continus sur un espace de Hilbert H de dimension dénombrable. Si les premiéres construc-
tions ne font qu’utiliser des notions de bases de la théorie des algebres d’opérateurs pour
représenter ces injections partielles sur N, la géométrie de 'interaction dans le facteur hy-
perfini [Girllal fait usage de notions plus avancées de cette théorie. Nous avons donc choisi
de présenter les premieres versions de la GdI avec des opérateurs en lieu des injections par-
tiellesE] afin de garder une présentation homogeéne de ces diverses constructions. Nous allons
donc faire un rappel de notions de la théorie des algebres d’opérateurs qui nous seront utiles
pour présenter les constructions de Girard dans le Chapitre[d] et nous présenterons également
certains résultats que nous utiliserons dans cette these (principalement dans les Chapitres

[L0]et [11).

4. Nous verrons plus tard qu’il s’agit d'un sous-ensemble des isométries partielles : les isométries partielles ap-
partenant au groupoide normalisant d'une sous-algébre diagonale de Z(H) définie par une base de H.

5. Une présentation des premiéres constructions en terme d’injections partielles peut étre trouvée dans la these
d’Etienne Duchesne [Duc09].
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Ce chapitre est une introduction aux algébres d’opérateurs principalement axé sur les ré-
sultats qui nous seront utiles dans la suite de cette thése (particulierement dans la partie
concernant les algebres de von Neumann). Le lecteur souhaitant approfondir le sujet trou-
vera plus de détails sur la théorie des algébres stellaires dans I'excellent ouvrage de Murphy
[Mur90] ; concernant la théorie des algebres de von Neumann, 'ouvrage en deux volumes de
Kadison et Ringrose [KR97a, [KR97Db] est parfaitement adapté, méme si la série plus récente
et complete de Takesaki [Tak01, [Tak03al, [Tak03b] reste la référence a ce sujet.

Dans I'ensemble de ce chapitre, tous les espaces vectoriels considérés seront des espaces
vectoriels complexes. De méme, toutes les algebres seront supposées séparables.

Espaces de Hilbert et Opérateurs

Espaces de Banach

DEFINITION (ESPACE VECTORIEL TOPOLOGIQUE).
Un espace vectoriel topologique est la donnée d’'un espace vectoriel V et d'une topologie & sur
V telle que :

1. Tout point de V est un fermé;

2. Les opérations d’espace vectoriel (somme et multiplication par un scalaire) sont conti-
nues.

DEFINITION (NORME).

Une norme sur un espace vectoriel V est une fonction ||| : V — R satisfaisant, pour tous
x,yeVetdleC:

Lolle+yl <lxll+1lyl;

2. | Axll = 1Alllx]l 5

3. x| =0 x=0.
Si |||l ne satisfait pas le point [3| (mais seulement I'implication x = 0 = ||x|| = 0 qui est une

conséquence du point , on dira que ||-|| est une semi-norme.

Une norme sur un espace vectoriel induit une distance par d. (x,y) = lx — yll, et définit
une topologie sur V, a savoir la topologie engendrée par les boules ouvertes définies grace a
la distance d ..

DEFINITION (SUITE DE CAUCHY).
Soit (X,d) un espace métrique (d est une distance). Une suite {x,},cN est dite de Cauchy
lorsqu’elle vérifie :

Ve€R50,ANeN,VpeN,VgeN,((p 2 N)A(g = N))=>d(xp,x4) <€

DEFINITION (ESPACE COMPLET).
Un espace métrique (X,d) est complet lorsque toute suite de Cauchy est convergente dans X.

DEFINITION (ESPACE DE BANACH).
Un espace vectoriel normé (X, |-||) tel que 'espace métrique (X,d.|) est complet est un espace
de Banach.

REMARQUE. Un espace de Banach est un espace vectoriel topologique, si 'on considere la
topologie induite par la distance d ..

Ci-dessous, quelques exemples d’espaces de Banach :

1. Si Q est un espace topologique, alors 65(Q2) ={f : Q — C | f continue et bornée} muni de
la norme [|f oo =infiM € Ry | Vo € Q,|f(w)] < M} est un espace de Banach.

2. Si Q est un espace de Hausdorff localement compact, alors on définit :

60(Q) ={f :QQ— C | f continue et nulle a I'infini}
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ou l'on dit que f est nulle a l'infini lorsque pour tout € > 0, I'ensemble {w € Q | |f(w)| > €}
est compact. Alors 6p(Q2), muni de la norme |||, est un espace de Banach.

3. Si(Q, 4%, ) est un espace mesuré, alors L>(Q, 28, u), 'algébre des fonctions mesurables
essentiellement bornées, munie de la norme du supremum essentiel ||f| o, est un espace
de Banach.

4. Si X est un espace de Banach, alors Z(X) (I'ensemble des opérateurs de X dans X, voir
la Section[3.1.3) muni de la norme opérateur est un espace de Banach.

DEFINITION (FORME SESQUILINEAIRE).
Soit V un espace vectoriel. Une forme sesquilinéaire est une application (-,-) : VxV — C
vérifiant :
1. Vx,yeV ,VaeC,(ax,z)=alx,y);
2. Vx,y,zeV (x+y,2) ={(x,2) + (y,2);
3. Va,y eV, (x,y) = (y,x) ;
On dit qu'une forme sesquilinéaire est positive si :
4. VxeV, (x,x)>0.
On dit qu'une forme sesquilinéaire est définie positive si :
5. VxeV,x#0= (x,x) > 0.

On nommera produit scalaire une forme sesquilinéaire définie positive.

DEFINITION (FORME SESQUILINEAIRE PARTIELLE).
Soit V un espace vectoriel. Une forme sesquilinéaire partielle est une application (-,-) : VxV —
C U {oo} vérifiant les propriétés d'une forme sesquilinéaire.

REMARQUE. Un produit scalaire sur un espace vectoriel V induit une norme définie par :
1
llxll = Cx, ) 2

DEFINITION (ESPACE DE HILBERT).
Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’'un produit scalaire (-,-) tel que (H, ||-||)
— ou ||-|| est la norme induite par (-,-) — soit un espace de Banach.

Soit S un ensemble. Lensemble V des fonctions S — C, muni de la somme de fonctions point
par point, et de la multiplication point par point par un scalaire, forme un espace vectoriel. En
notant g la conjuguée point par point de g, on peut définir une forme sesquilinéaire partielle
sur V ainsi :

(f,8)="_ f(s)&(s)

seS

On note alors 12(S) le sous-espace vectoriel de V défini par I2(S) = {f € V | (f,f) < oco}. On
peut alors montrer que /2(S) muni de la forme sesquilinéaire de V (restreinte a 12(S)) est un
espace de Hilbert. En particulier, (-,-) définit le produit scalaire sur [2(S).
La construction précédente se généralise au cas continu. Soit (X,.#,m) un espace mesuré, i.e.
M est une tribu sur X — 'ensemble des sous-ensembles mesurables de X —et m : .4 — R est
une mesure. On définit L%(X,.#,m) 'ensemble des fonctions mesurables de (X, .#,m) dans
C. Cet ensemble forme un espace vectoriel lorsqu’on le munit des opérations de somme et
multiplication par un scalaire définies point par point, et il est possible de définir une forme
sesquilinéaire partielle :

(f,8 = fX f(x)g(x)dm(x)
On définit alors 'ensemble L2(X,.#,m) des fonctions mesurables & carré sommable :
LAX, M ,m)={f e LX, M, m) | {f,f) < o0}

Contrairement au cas discret, I'espace vectoriel L2(X,.#,m) muni de la forme sesquilinéaire
(f,8 = [x [(x)g(x)dm(x) n’est pas en général un espace de Hilbert, mais seulement un espace
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pré-Hilbertien : il peut exister des fonctions f € L2(X,.#,m) non nulles telles que (f,f) = 0.
Si 'on prend pour X la droite réelle munie de la tribu des boréliens et 1a mesure de Lebesgue,
la fonction caractéristique des nombres rationnels est un exemple d’une telle fonction. I1 faut
donc commencer par séparer I'espace L2(X,.#,m), c’est-a-dire le quotienter par le noyau de
la norme f — (fx|f (x)lzdm(x))%, I’ensemble des fonctions nulles presque partout.
DEFINITION (SOMME DIRECTE).

Soit H, K deux espaces de Hilbert. La somme directe H ® K est définie comme I’espace vectoriel

dont I'ensemble de base est {h @k | h € H,%k € K} et la somme et le produit sont définis par
athok)=(ah)o(ak)et hidoki+hodkg=(h1+ho)®(k1+ke), muni du produit scalaire :

(h1®k1,hg ®ko) =(h1,he) +(k1,k2)
On peut montrer que l'on a bien défini un produit scalaire et que H® K est complet pour la
norme induite.

PROPOSITION.
Soit Hy,Hg,... des espaces de Hilbert, et

(0]
H={hi)2 | Vi, €M, Y I1h;]1? < oo}

n=1

On définit, pour h ={h;}32,,8 ={gi}2, dans H :

(h,g> = Z <hnagn>
n=1

Alors H est un espace vectoriel sur lequel {-,-) définit un produit scalaire et H est complet par
rapport a la norme induite. Cet espace de Hilbert est la somme directe des espaces Hy,Hg,... et
on le notera H= @32 H;.

Soit H,K deux espaces de Hilbert. On considére I'espace vectoriel engendré par les tenseurs
simples x ® y pour x € H, y € K. Cet espace vectoriel peut alors étre quotienté par les relations
(x+x)®(y+y)=x0y+x'@y+x®y +x'®y et (Ax)®y =x®(Ay) = Mx®y) pour x,x’ €H, v,y € K
et 1 € C. On note Ho K cet espace vectoriel, et on définit un produit scalaire en étendant la
forme définie sur les tenseurs simples par (x® y,x’' ® y') = (x,x')(y,y’). Ce produit scalaire
définit une norme, et donc une distance, par rapport a laquelle on peut compléter Ho K.

DEFINITION.

Soit H, K des espaces de Hilbert. Le résultat de la complétion de Ho K est appelé le produit
tensoriel de H et K et sera noté He K.

Quelques propriétés

PROPOSITION (INEGALITE DE SCHWARTZ).
Soit H un espace de Hilbert, et x,y deux vecteurs de H. Alors :

[, )1 < x|
De plus, l’égalité est satisfaite si et seulement si x,y sont linéairement dépendants.

Démonstration. On calcule |x + /1y||2 pour LeC:

llac + Ay 1 (x+Ay,x+Ay)
(x,%) + Ay, x) + Ax, ) + A2 (y,y)

(x,%) + AL, y) + Adx, y) + 1A%y, )

On suppose (x, y) = pe'? et I'on pose A = ae™* pour a € R. Alors :

lx+Ayl2 = lxl®+2ap +a?lyl?
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Comme [x+ Ay|l = 0, on en déduit que le discriminant 4p2 —4||9c||2||y||2 est nécessairement
positif ou nul, dour [|x|12[ly 112 > |¢x, y)I2.

Le cas d’égalité Nl y||2 = Kx, y)l2 correspond au cas ou le discriminant est égal a 0, c’est-
a-dire le cas ou il existe une valeur de A pour laquelle |x + JLyII2 = 0, c’est-a-dire telle que
x=-1y. ©)

PROPOSITION (THEOREME DE PYTHAGORE).
Soit x1,...,x, des vecteurs deux a deux orthogonaux d’'un espace de Hilbert. Alors :

n n
2 2
1) xil® =)l
i=1 i=1

Démonstration. On montre le cas binaire. Par les propriétés du produit scalaire, on obtient
lx + y12 = )% + 2Re({x, ¥)) + |y 1% (cette égalité est parfois appelée 'identité de polarisation).
Si x, y sont orthogonaux, (x,y) =0 d’ou ||x +y||2 = |lxl2 + ||y||2.

Le cas général se prouve par une simple induction. ®

PROPOSITION (IDENTITE DU PARALLELOGRAMME).
Soit x,y deux vecteurs d’'un espace de Hilbert. On a :

o+ y 12+l — y1% = 200121 + 11y I1%)

Démonstration. On obtient les deux égalités suivantes par les propriétés du produit scalaire :

lc+yl? =zl +2Re((x, y) + 112

lx—yI2 = llxl? - 2Re(x, y) + Iy
11 suffit maintenant de les additionner. ®
PROPOSITION.

Soit H un espace de Hilbert, K un sous-ensemble convexe fermé de H, et h € H. Alors il existe
un unique point ko € K tel que

Ik~ koll = dy.y(h, ko) = infllh — k| | k € K}

Démonstration. En considérant K —h ={k —h | k € K}, on peut supposer que A = 0.
Soit d =d.1(0,K) =inf{l|%Z|| | £ € K}. Par définition, il existe une suite {k,} d’éléments de K
telle que &, — d. Par I'identité du parallélogramme, on a :
kn—km o 1 9 9 kn+km o
—— " ==knll"+ 1k — | —
I ) l 2(|I al” + 1k lI?) =l B Il
Puisque K est convexe, (1/2)(k, + k) € K, d’ou |(k, + Em)2|12 > d2.
Soit € > 0. On choisit N tel que pour n > N, IEnll2 < d2 + €2/4. Alors pour m,n tels que
n>N,m>N,ona:

kn —km 2 2d” + 3¢ _g2o 12

2 2 4
Dou ||k, —knll <€ et donc (k,) est une suite de Cauchy. Puisque H est complet et que K est
fermé, il existe kg tel que ||k, —koll — 0. Comme d < [|koll = ko —kn +Enll < ko —Enll + 2n
et que cette derniére expression tend vers d, on obtient ||kgll =d.

Pour montrer I'unicité, on suppose l'existence d’'un deuxiéme point ~g € K tel que ||Agl =
d. Par convexité de K, [og = (ko +ho)/2 € K. D'ou d < ||l < (lkoll + lkol)/2 < d, c’est-a-dire
d = |lgll. Par I'identité du parallélogramme, on obtient :

d? = |lol|® = d® — lI(ko — ho)/2]|%

D’ou h():ko. ©)
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PROPOSITION.

Soit H un espace de Hilbert, M un sous-espace vectoriel fermé de H, h € H et fo l'unique élément
de M tel que |k — foll = d.j(h,M). Alors h — fo € M*. Inversement, si fo € M est tel que h— fo €
M, alors |h— foll = d . (h, M).

Démonstration. Soit f € M. Alors fo+ f € M et donc :
12— Foll® < I —(fo+ IZ = (R — fo) = FIZ = |1h - fol® — 2Re(h — fo, f) + I f1I*

Dot 2Re((h — fo, ) < IIf |2 pour tout f € M. Supposons que (& — fo, ) = pe'¥ et utilisons cette
inégalité avec f; = teief. On obtient donc 2fp < t2||f||2, et, en faisant tendre ¢ vers 0, on en
déduit que r =0, c’est-a-dire que h —fo L f.

Inversement, supposons que foe M tel que h—foe M+. Si fe M,onaalors h—fo L fo—f
et donc

I —F12 =1k = fo)+(fo— POIZ= 1k = Fol> + Ifo—FI1% > Ih - foll®
Finalement, |A - foll = d . (h,M). @)
THEOREME.

Soit H un espace de Hilbert et M un sous-espace vectoriel fermé de H. Pour tout h € H, on note
Ph Punique point de M tel que h —Ph e M. Alors :

1. P est une application linéaire sur H;
2. |Phl < |k pour tout h e H;

3. P2=P;

4. kerP = M*' et im(P) =M.

Démonstration. On rappelle que pour tout A€ H, h —Ph € Mt et ||h—Ph| = dj. (h,M).

1. Soit h1,ho e Het ¢ € C. Si f € M, alors {((h1+ ahg)—(Phi+aPhsg),f)=<(h1—Phi,f)+
alho —Pho, ) =0. Par 'unicité énoncée dans la proposition précédente, on a :

P(hi1+aho)=Phi+aPhs

2. Soit h € H. Alors A = (h—Ph)+Ph, avec Phe M et h—Ph e M+. Do IRI2=lh-Ph|%+
IPRI2 > |PR|2.

3. Soit f € M. Alors Pf = f. Pour tout & dans H, Ph € M, et par conséquent P2(h) = P(Ph) =
Ph.

4. Si Ph =0, alors h =h —Ph € M. Inversement, si h € ML, alors 0 est le seul vecteur de
M tel que h—0=h € M* et donc Ph = 0. Le fait que im(P) = M est clair.

®

DEFINITION.
Si H est un espace de Hilbert et M est un sous-espace vectoriel fermé de H, 'application
linéaire définie dans le théoréme précédent est appelée la projection orthogonale de H sur M.

DEFINITION (BASE DE HILBERT).
Soit H un espace de Hilbert, et 2 = {§;};e1 une famille de vecteurs de H. Alors 28 est une base
de Hilbert si :

1. 2B est une famille orthonormale :
Vi, jeI?,(Bi, B;j) =i,

ou § est la fonction de Kronecker;

2. 9B est génératrice :

vneH,IHAikier eCL Y AiBi =1

el
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PROPOSITION.
Soit H un espace de Hilbert. Si E est un ensemble de vecteurs unitaires deux & deux orthogo-
naux, alors il existe une base de Hilbert 98 de H contenant E.

Démonstration. Voir par exemple le livre de Conway [Con90I. ©
PROPOSITION.
Soit H un espace de Hilbert, et 9B = {f;}ic1 une base de Hilbert. Alors pour tout neH :
n=2) ()P
iel
Démonstration. Voir par exemple le livre de Conway [Con90]. ©
PROPOSITION.

Soit H un espace de Hilbert, et %B1,%Bo deux bases de Hilbert. Alors 9B et PBo ont la méme
cardinalité.

Démonstration. Voir par exemple le livre de Conway [Con90]. ©)

DEFINITION (CONVERGENCE FORTE).
Soit H un espace de Hilbert. Une suite généralisée {{)3} e converge fortement vers 0 lorsque
la suite généralisée {||é3[l}1en converge vers O.

DEFINITION (CONVERGENCE FAIBLE).
Soit H un espace de Hilbert. Une suite généralisée {{)}1ca converge faiblement vers 0 lorsque
pour tout n € H, la suite généralisée {({),n)}1en converge vers 0.

PROPOSITION.
Soit H un espace de Hilbert. La topologie forte est plus forte que la topologie faible. Si H est de
dimension infinie, alors il existe une suite convergent vers 0 faiblement mais pas fortement.

Démonstration. 1l est clair que si une suite converge fortement vers 0, alors elle converge
faiblement vers O : par I'inégalité de Schwartz, on a [(¢3,7)| < (€]l ||n||)%.

Soit 28 une base Hilbertienne de H. Comme H est de dimension infinie, le cardinal de 28
est supérieur ou égal a celui de N. On peut alors considérer une injection de N dans 98 défi-

nissant une suite Bo,f1,...,Pn,.... Cette suite converge faiblement vers 0 mais ne converge
pas fortement vers 0 puisque la norme de chaque g; est égale a 1. ©
Opérateurs
PROPOSITION.

Soit H,K deux espaces de Hilbert et F : H — K une application linéaire. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. F est continue ;

2. F est continueen 0;

3. F est continue en un point;

4. F est bornée : il existe une constante ¢ > 0 telle que |Fnll < clnll pour tout n € H.

Une application linéaire A : H — K satisfaisant ces conditions est appelée un opérateur, et
nous noterons |A| =inf{C € Ry | Vn € H, [|Anll < Clinll}. Nous noterons £ (H,K) l’ensemble des
opérateurs de H dans K, et nous abrégerons £(H,H) en £(H).

Démonstration. Voir par exemple le livre de Conway [Con90]. ®

PROPOSITION.
Soit H, K, L des espaces de Hilbert, A,Be Y(H,K), Ce L(K,L)et a € C. Alors :

I |A+Bl<|Al+IBI;
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2. laAl =lallAll;
3. ICAI < ICIIAL.

Démonstration. Soit x € H. Alors, par I'inégalité triangulaire satisfaite par la norme sur K,
[I(A +B)x|l = |Ax + Bx|| < |Ax]| + ||Bx||, ce qui permet de déduire le premier point. De plus,
[[Ax|l = [Alllx]l, ce qui permet de montrer le second point. On déduit alors le dernier point de
I'inégalité [CAx| < ICIIIAx] <ICIIAN I ©

THEOREME.
Soit H,K des espaces de Hilbert, et A € L(H,K). Alors il existe un unique opérateur A* €
ZL(K,H) tel que :

<An’E>K = <TI,A*5>[H]
Démonstration. Voir par exemple le livre de Murphy [Mur90] pour une preuve détaillée. La
preuve classique est basée sur le théoreme de représentation de Riesz qui énonce que pour
toute forme linéaire p sur un espace de Hilbert H, il existe un élément ¢, € H tel que p(n) =
(n,¢p). On obtient alors le résultat en appliquant le théoreme de représentation de Riesz a la
forme n— (An,&). ®
REMARQUE. On a bien entendu ||A|| = ||A*].

PROPOSITION.
Soit H un espace de Hilbert, A,B € £(H) et a € C. Alors :

1. (A+aB)*=A*+aB*;

2. (AB)* =B*A*;

3. A" =A;

4. Si A est inversible, alors A* est inversible et (A*)~1 =(A~1)*.

Démonstration. Voir par exemple le livre de Murphy [Mur90]. ©

PROPOSITION.
Si H est un espace de Hilbert et A € £L(H), alors IA*A|2 = || A*|2

Démonstration. Voir par exemple le livre de Murphy [Mur90]. ©)

PROPOSITION.
Soit E un idempotent non nul sur un espace de Hilbert H. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. E est une projection : ker P =im(P)* ;

2. E est la projection orthogonale de H sur im(E) ;
IEI=1;

E est hermitien : E =E* ;

E est normal : EE* =E*E ;

(Eh,h) > 0 pour tout h € H.

S v R

Démonstration. Voir le livre de Conway [[Con90l. ©)

Les topologies faibles et fortes sur 'espace de Hilbert H induisent deux topologies sur Z(H).
Ces topologies sont définies comme les topologies de convergence point par point lorsque H
est muni de 'une de ses deux topologies. Bien entendu, la norme sur Z(H) définit également
une topologie. On caractérise ces topologies par la notion de convergence associée.

DEFINITION.
Sur Z(H), on définit :
— la topologie de la norme : A,, — A en norme lorsque |A, — A|l tend vers 0;
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— la topologie forte opérateur : A, — A fortement lorsque Vé e H, A,¢ — A tend fortement
vers 0 (dans H);

— la topologie faible opérateur : A, — A faiblement lorsque V¢ € H, A, ¢ — A¢ tend faible-
ment vers 0 (dans H);

On peut montrer que Z(H) est ’espace dual d’'un espace noté Z(H). contenant les opérateurs

a trace (de maniére générale, on verra — Proposition [§3.3.20|— que toute algebre de von Neu-
mann posseéde un prédual). Le lecteur intéressé pourra consulter le livre de Murphy [Mur90]
ou bien de Takesaki [Tak01]] qui traitent de ce sujet. On énonce ici ce résultat uniquement
afin de définir la topologie o-faible. On rappelle que si A est un espace vectoriel topologique
et A" est le dual de A — I’ensemble des formes linéaires continues de A dans C, on définit la
topologie faible* sur A comme la topologie de convergence point par pointﬂ

DEFINITION.
Soit H un espace de Hilbert. La topologie o-faible sur £ (H) est définie comme la topologie
faible* induite par le prédual Z(H). de Z(H).

REMARQUE. SiH est un espace de Hilbert de dimension infinie dénombrable, £ (H) se plonge
dans Z(H®H) par le morphisme x — x ® 1. Il est alors possible de montrer que la restriction
de la topologie faible opérateur de £ (H ® H) est la topologie o-faible sur Z(H).

Algebres stellaires

Algebres stellaires commutatives

Algebres de Banach

DEFINITION (ALGEBRE DE BANACH).

Une algebre de Banach A est une algebre associative sur le corps des complexes C qui est
un espace normé complet et qui satisfait |lab|| < |la||||6]] pour tous a,b € A (cette condition
garantit la continuité du produit).

REMARQUE. Si une algebre de Banach A contient une unité 1 (on dira que A est unitale), on
peut supposer que ||1]| = 1. En effet, si ce n’est pas le cas, la norme opérateur des fonctions
b — ab définit une norme équivalente pour laquelle 'unité a pour norme 1.

PROPOSITION (ADJONCTION D’UNITE - ALGEBRES DE BANACH).

Etant donné une algébre de Banach non-unitale A, on peut lui adjoindre une unité en définis-
sant Ualgébre A* = A x C avec la multiplication (a,A)(b,u) = (ab+ Ab + pa,Au). Lalgébre A*
est alors une algébre de Banach lorsqu’elle est munie de la norme

(@, VIl = llall + Al
Démonstration. La fonction (a,1) — ||a|/|A| définit bien une norme. De plus, si (a,,A1,) est une
suite de Cauchy, alors a, et A, sont toutes deux de Cauchy. On déduit alors de la complétude

de A et de C que A™ est compleéte pour cette norme, donc A* est une algébre de Banach. ©

PROPOSITION.
L'ensemble des inversibles A* d’une algébre de Banach unitale A est ouvert.

Démonstration. On considére la série

(o8]
Cp = Z bk
k=0

1. Une autre maniére de définir la topologie faible* utilise le plongement de A dans son bi-dual A** : chaque
élément a € A définit donc une forme linéaire sur A* notée 0, et la topologie faible* est la plus faible topologie sur
A* telle que les 0, soient continus.
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Cette série converge pour ||b]| <1, et dans ce cas, c;(1-b)=(1—-b)cp =1. Six € A, alors tout
y€eAtel que |x—y| < V|lx~L| vérifie ||1 - x_lyll <1, et est par conséquent inversible. Donc la
boule ouverte de rayon 1/ lx~ 1|l ne contient que des inversibles. ®

COROLLAIRE.
Un idéal propre d’'une algébre de Banach unitale ne peut étre dense.

Démonstration. Si un idéal est dense, il contient un inversible, et ne peut donc étre propre.
©®

DEFINITION.
Soit A une algeébre de Banach unitale et a € A. On définit le spectre de a, noté Specy(a),
comme I'ensemble {1 € C | 1.14 —a non-inversible}.

PROPOSITION.
Soit A une algébre de Banach unitale, et a,b € A. Alors :

Spec 4 (ab) U{0} = Spec 4 (ba) U {0}

Démonstration. On montre que 1—ab est inversible si et seulement si 1 —ba est inversible.
Pour cela, on suppose 1 —ab inversible et on pose ¢ = (1—ab)~1. On vérifie alors que 1+ bca
est I'inverse de 1 - ba. ©)

PROPOSITION.
Soit A une algebre de Banach unitale et a € A tel que Spec(a) # @. Pour tout polynéme com-
plexe p, on a :

Spec 4 (p(a)) = p(Spec 4 (a))

Démonstration. Soit pye C. Il existe 19, 11,...,A, € C tels que :
PA)—p=2(A-A1)...(A=1y)

Alors p(a)—p=Ag(a—A1)...(@a—Ay), et on en déduit que p(a)—u est inversible si et seulement
si a—Aq,...,a— A, le sont. Finalement, u € Spec,(p(a)) si et seulement si y = p(1) pour un
A € Specy (a). ©

PROPOSITION.
Soit A une algébre de Banach unitale. Alors pour tout a € A, Specy(a) # @.

Démonstration. On commence par montrer que si Specy(a) = @, la fonction 1 — (a — )71 est
différentiable et bornée sur C. Si 7 € A* = £(4A,C), alors A — 7((a — 1)™1) est une fonction
entiére, donc constante par le Théoréme de Liouville. On en déduit que 7((a —1)™1) = 1(a™1),
cest-a-dire 7((a — 1)1 —a~1) = 0. Ceci étant vrai pour tout T€ A*,ona (a—-1)"1-a1=0,
c’est-a-dire a =a — 1, ce qui est contradictoire. ©)

PROPOSITION.
Soit A une algébre de Banach unitale, et a € A. Alors Spec 4 (a) est fermé et borné.

Démonstration. La fonction A — A14 —a est continue et ’ensemble des inversibles d’'une al-
gebre de Banach est un ouvert. Donc le complémentaire de Specy(a) est un ouvert puisqu’il
est 'image réciproque d’un ouvert par une fonction continue. On en déduit que Specy (a) est
fermé.

Choisissons A > |la||. Alors A —a est inversible si et seulement si 1 —a/A est inversible. Or
b= Zi>0(a/it)i est I'inverse de 1 —a/A. Donc Specy (a) est borné. ©®

PROPOSITION.
Soit A une algebre de Banach unitale. Si tout élément non nul de A est inversible, alors A = C.

Démonstration. Soit a € A. Par la proposition précédente, Specy (a) # @. Soit A € Specy (a), par
définition A — a est non inversible, donc égal a 0, et on en déduit que A =a. ©)
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DEFINITION.
Soit A une algeébre de Banach unitale et a € A. On définit le rayon spectral de a par :

rad(a)= sup A
A€eSpecy (a)

THEOREME. )
Soit A une algébre de Banach unitale, et a € A. Alors rad(a) =lim, _lla™| .

Démonstration. Premiérement, si A € Specy (a), alors A" € Specy (a™) par la proposition
Donc |A"| < la™ [, et on obtient rad(a) < inf,>1la™ ||+ < liminflla™ ||

Soit maintenant A={A € C | |A| < 1/rad(a)}. Si A€ A, alors 1— Aa est inversible. Soit 7€ A*,
et f:A— 7((1 - Aa)"1). On montre que cette fonction est analytique sur A, et donc f(1) =
Zn>0/1n/1”. Si |A| < 1|lall, alors [|[Aal < 1 et donc 1-2a)t = Zn>0A”a". On a donc A, =
7(a"), et T(a™)A" tend vers 0, ce qui permet d’affirmer que 7(a”)A" est bornée. Comme nous
n’avons pas fait d’hypothéses sur 7, on en déduit que a” A" est bornée, donc il existe M tel que
la" A" < M quelque soit n. Dot [a”[|# < M7/|Al. On a donc limsuplla”[|* < 1/|A].

Comme rad(a) < |17 implique limsuplla”II% <A1, ona limsuplla”II% <rad(a).

Finalement, comme limsupllanll% < rad(a) < liminflla”II%, on a 1imnaoo||a”||% = rad(a).

®

Algebres stellaires

Le but de cette section est d’introduire uniquement les notions d’algebres stellaires néces-
saires pour la suite, et ne constitue donc pas un cours sur les algebres stellaires. Une bonne
référence pour en savoir plus sur les algébres stellaires est le livre de G. Murphy, C*-algebras
and operator theory [Mur90].

DEFINITION (ALGEBRE DE BANACH INVOLUTIVE).
Une algebre de Banach involutive est une algébre de Banach munie dune involution (-)* :
A — A vérifiant, pour a,b € A,1€C :

a**=a, (@+b)* =a*+b*, (ab)*=b*a*, Aa)* =a* |a*|=lel

DEFINITION (ALGEBRE STELLAIRE).
Une algébre stellaire (ou C*-algebre) est une algébre de Banach involutive satisfaisant pour
tout a € A 'égalité

2
la*all=lal

Si 'algebre A de départ est une algebre stellaire, on souhaiterait que 1’algébre unitarisée
A" soit également une algeébre stellaire. Si 'involution définie sur A* est celle a laquelle on
pense naturellement, cest-a-dire (a,1)* = (a*, 1), la norme définie en ne fait pasde A™*
une algébre stellaire. On peut cependant montrer qu’il existe une norme qui fait de A™ une
algebre stellaire.

LEMME.
Si un espace vectoriel normé X posséde un sous-espace complet Y de codimension finie, alors
X est complet.

Démonstration. La preuve se fait par induction et on montre le résultat uniquement pour Y
de codimension 1. Supposons Y de codimension 1 et fixons u € X —Y. Soit (x,, + A, u) une suite
de Cauchy. Si |A,| — oo, le fait que (x, + A,u) soit bornée montre que A;l(xn +A,u) — 0, i.e.
—A;lxn — u. Comme Y est complet, et donc clos, on obtient que u € Y, une contradiction. On
peut donc supposer que A, — A € C. Alors (x,) doit étre de Cauchy, et converge vers x € Y.
Donc x, — x + Au et X est complet. &)
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PROPOSITION (ADJONCTION D’UNITE - ALGEBRES STELLAIRES).

Soit A une algébre stellaire non unitale. La fonction ||(a,A)|l . =supfllab + Ab| : 6|l < 1} définit
une norme sur AT = A xC et A% est complete pour cette norme. De plus, si A est une algébre
stellaire, alors A" munie de la norme |||, et de Uinvolution (a,A) — (a*,1) est une algébre
stellaire.

Démonstration. On montre tout d’abord que 'on a bien défini une norme :

1. On a la sous-additivité :

@, )+@,wll. = l@+bd,A+pl.
supfli(@+d)c+ A+ el | llell < 1}

< supfllac+ Acll : llell < 1} +suplllbe + pell | llell <1}
< e, Ml + 16, wl -«
2. On a 'homogénéité :
(e, DIl = (e, pA)ll .

= sup{lluab +uAbl | 6] < 1}
= sup{llulab+Ab)| | 16] <1}
= supflullab+2Abl | 6] <1}
= |ulsup{llab+Ab| | 6] <1}
= |pllita, Ml

3. On a la séparation :

@, MDl.=0 < supiladb+Abll|[b]l<1}=0
< V[blI<1,llab+Abl=0
< Vb,ab+1b=0

SiA#0,
@, D=0 < Vb,—(@A)b=b

donc —a/A est une unité gauche de A, d’ou (—a/A)* est une unité droite de A, et alors
—a/A = (—a/A)(—a/A)* = (—a/A)* montre que —a/A est une unité de A, ce qui contredit les
hypotheses. Donc A =0. On a alors ab =0 pour tout be A, i.e. a =0.

4. On a la sous-multiplicativité :

@, Db,wl. = I(ab+Ab+pa, AW .
= sup{llabc +Abc+pac+ Aucl | llcll < 1}
= sup{lla(be+pc) + Albe +pe)ll | el <1}

sup{lad + Ad|l | 4]l < be + pell, llell < 1}
sup{llad + Ad|lllbe + pell | 1dIl < 1, llcll < 1}
sup{llad + Ad|l | [d]l < 1}supilibe + pell : llell < 1}
€@, M1 NI(B, )l

INCINCIN N

Remarquons que restreinte a A, la norme ||-|| . est égale a4 la norme de A. En effet, la norme
de (a,0) est égale a sup{|lab|l : |6]| <1}, donc ||(a,0)|. < lla| par la sous-multiplicativité de la
norme. De plus, la propriété des algebres stellaires nous donne lal? = lle*al < (e, «lla*]l =
@, 0l.llall : on a a*al < supilla*abl : 6] < 1} < lla*|l(a,0)|l., la premiére inégalité étant
donnée par le fait que b =a*a/lla*a| est de norme 1 et vérifie

2 -1 -1 -1
la*all =@ )%la*al™ =ll@*a) (@ a)lla*al™ = l(a*a)a*d)la*al ™Il = la*abl
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Comme A est compléte et de codimension 1 dans A", on en déduit que A" est compléte.
De plus, A" est une algébre stellaire :

(@, V) (a, V. sup{lla*ab +Aab+Aa*b+AAb| | |6l <1}

> sup{l|b*a*ab+ b ab+Ab*a*b+AAD D] | |b] < 1}
> sup{l(ab+21b)" (ab+Ab)| | |16l < 1}
> sup(llab+Ab|® [15] < 1}
> @M
Linégalité opposée étant une simple conséquence de la sous-multiplicativité. ©

PROPOSITION.
Si A est une algébre stellaire et a € A est hermitien, alors rad(a) = ||lal|.

. . . . 1 212 , N
Démonstration. On utilise le fait que rad(a) =lim,_lla”||» pour tout élément d’'une algebre
de Banach. Or, [a?] = lle*al = llall?, et donc [|la®"|| = |a||?". Dot :

. nyt . oy L
rad(a) = lim [la"||» = lim [[a™"|2» = |a]
n—oo n—oo
Donc rad(a) = |lall. ©]

COROLLAIRE.
11 existe au plus une norme faisant d’'une algébre de Banach une algébre stellaire.

Démonstration. Soit |-||; et ||-]lo deux normes faisant de A une algebre stellaire. On utilise le
fait que pour tout a € A, 'opérateur a*a est hermitien :

2 2
Va€A, |allf=la"al;=rad(a"a)=lla"allz = lal} ®

COROLLAIRE.
Un %-homomorphisme ¢ d’'une algébre de Banach involutive A dans une algeébre stellaire B
fait décroitre la norme.

Démonstration. Quitte a prendre les unitarisations des algebres, on peut les considérer uni-
tales. Pour a € A, on a Spec(¢(a)) < Spec(a), d’our :

lpal® = I(pa)* pall = llp(a*a)l = rad(p(a*a)) < rad(a*a) < llall®
Dot |¢(@)ll < lall. ©

COROLLAIRE.
Un *-isomorphisme entre algébres stellaires est isométrique.

La transformation de Gelfand pour les algebres de Banach

DEFINITION.
Un espace de Hausdorff compact X définit naturellement une algebre de Banach commutative
unitale €(X) : 'ensemble des fonctions continues X — C avec la norme

I lloo = suplf ()l
xeX

DEFINITION.
Un espace topologique X est dit localement compact si pour chaque point x il existe un com-
pact K, c X contenant un voisinage de x.

DEFINITION (COMPACTIFICATION D’ALEXANDROFF).

Si X est un espace de Hausdorff localement compact, mais non compact, on définit la com-
pactification ¢ un point de X comme 'espace X = X U {oo} dont la topologie est définie comme
I'union des ouverts de X et des unions G U {oo} ou1 G est le complémentaire d'un compact.
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THEOREME (C.F. [MUNOO], P.183).
Un espace de Hausdorff X est localement compact si et seulement si X est compact.

DEFINITION.

Un espace de Hausdorff localement compact (mais non compact) X définit une algebre de
Banach commutative 6,(X) : 'ensemble des fonctions continues X — C qui s’annulent a I'in-
fini (i.e. 'ensemble des fonctions continues f : X — C telles que pour tout € > 0, 'ensemble
{x | |f(x)| > €} soit compact) avec la norme

I/ lloo = suplf ()l
xeX

C’est une algebre de Banach non unitale.

PROPOSITION.

Soit X un espace de Hausdorff localement compact mais non compact, et Y sa compactification
& un point. On a €p(X)* =€(Y).

Démonstration. Il faut montrer que les fonctions continues qui s’annulent a I'infini peuvent
étre identifiées avec les fonctions continues f de la compactification a un point de X dans C
avec f(co) = 0. Lextension d’une fonction f de 6y(X) par f(oo) = 0 définit bien une fonction de
%(Y). Inversement, une fonction f € €(Y) telle que f(co) = 0 vérifie que {x | |f(x)| = €} est le
complémentaire de f~1(]1-¢,e[) qui est un ouvert ne contenant pas oo, et est donc compact.
On définit ensuite, en notant f 'extension de f a4 Y par f(co0) =0, (f,1) € €o(X)* — f(x)+
A€ €(Y). On vérifie facilement que c’est un *-isomorphisme. ©)

Le théoreme de Gelfand définit, pour toute algebre de Banach commutative A, un mor-
phisme de A dans une algebre de fonctions sur un espace localement compact.

DEFINITION (CARACTERE).
Un caractere d’'une algebre de Banach A est un morphisme d’algebre non nul A — C. Len-
semble des caracteres (éventuellement vide) est noté M(A) et est appelé le spectre de A.

REMARQUE. Si A n’est pas unitale, un caractére y de A s’étend en un caractére u* de A™*
en posant p((0,1)) =1, et la fonction nulle s’étend en le caractére (a,1) — A. On identifie donc
M(A)uU{0} avec M(A™).

PROPOSITION.
Le spectre d’une algébre de Banach A est inclus dans la sphére unité du dual A* de A.

Démonstration. On remarque tout d’abord que si p est un caracteére de A, alors u(a) € Spec(a)
pour tout a € A. En effet, si a — u(a) était inversible dans A, p(a — u(a)) = 0 serait inversible
dans C. On a donc |u(a)| < llell, donc p est borné (donc continu) et ||| < 1. De plus, on a
(1) =1, donc |lull =1. ®

DEFINITION.

Si A est une algébre de Banach, on munit M(A) de la topologie induite par la topologie faible*
sur A*. On rappelle (voir [§3.1.41) que la topologie faible* est celle de la convergence point par
point sur les éléments de A.

LEMME.
Le spectre M(A) d’une algébre de Banach commutative, muni de la topologie de Gelfand, est
un espace localement compact.

Démonstration. Le théoréme de Banach-Alaoglu affirme que la boule unité de A* est faible*
compacte. On montre donc simplement que M(A)uU {0} est clos pour la topologie faible*, et
on en déduit qu’il est compact. On fixe pour cela a,b € A, et on remarque que la fonction
w— wa)u(d)—u(ab) est faible* continue sur la boule unité (les fonctions y— p(a) sont faibles*
continues car les p sont continus : p(a)) converge vers p(a) pour toute suite généralisée
(ap)1en). Cette fonction étant nulle sur M(A)u {0}, elle est nulle sur sa cloture faible*. Dans
ce cas, enlever {0} donne un espace localement compact ou compact (si {0} est isolé).
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Si A est unitale, alors le point {0} est isolé, car la fonction y— u(1), qui est continue pour
la topologie faible*, le sépare de M(A). ©)

DEFINITION.
Soit A une algebre de Banach commutative. La transformée de Gelfand de a € A est la fonction
d:M(A)— C définie par d(u) = p(a), c’est-a-dire d est I’évaluation au point a.

La transformation de Gelfand est la fonction ¢ : A — 6y(M(A)) définie par 4(a) =d.

THEOREME (GELFAND).
Soit A une algébre de Banach commutative telle que M(A) soit non vide. La transformation de
Gelfand 4 : A — 60(M(A)) est un morphisme faisant décroitre la norme.

La transformation de Gelfand pour les algebres stellaires

Dans une algebre stellaire, on distingue certains types d’opérateurs.

DEFINITION.
Soit A une algebre stellaire. On dit d'un élément u € A qu’il est :
un hermitien — on dit également que u est auto-adjoint —siu=u"*;
— normal siuu* =u*u;
— une projection siu=u*=u
— une isométrie partielle si uu* = p ou p est une projection.
Si A est unitale, on dira également que u € A est :
— ununitairesiuu® =u*u=1;
— uneisométriesiuu* =1;
— une co-isométrie si u*u =1.

2.
’

L'algebre de Banach ¢ (X) définie (pour X Hausdorff compact) dans la section précédente est
en réalité une algebre stellaire. En effet, en définissant f*(x) = f(x), on vérifie que la propriété
des algebres stellaires est bien satisfaite :

1712 = sup{lf(x)|?} = sup{f (x)f (x)} = sup{f* f@)} = | f*F I
xeX xeX xeX

De méme, 'algebre de Banach non unitale 6,(Y) pour Y Hausdorff localement compact est
une algebre stellaire non unitale lorsque munie de cette méme involution.

LEMME.
Soit a un hermitien dans une algébre stellaire A. Alors u(a) € R pour tout pe M(A).

Démonstration. On consideére la série u =expia = ZZ‘;O(ia)k/k! qui est convergente dans A (ou
dans A% si A est non unitale) avec ||u| <expla|. Alors u* =exp—ia et alors uu* =1=u"*u,
i.e. u est un unitaire. On a donc, par la condition des algebres stellaires, que ||z~ = |u|? =
lu*ull = 1]l = 1. Comme ||| < 1, on obtient |u(u)| < 1et |u(w)| ™ = [uwu 1) < 1, done |u(u)| = 1.
Comme par ailleurs on a pu(u) =377 u(ia)t/k! = expip(a) on obtient u(a) € R. ®©

REMARQUE. Soit A une algebre stellaire. Si a € A n’est pas hermitien, on peut écrire a =
a1 +iag, avec a1 = %(a +a*) et ag = %(a —a”) deux hermitiens. On obtient alors, pour tout
HeM(A): N

wa™) = way —iag) = wa) - iplaz) = pa)

Cela nous donne a*(u) = 4(u), cest-a-dire a* = (4)*.

LEMME.
Soit A une algébre stellaire commutative, soit a € A et A un élément du spectre de a. Si A est
unitale, ou bien si A est non-unitale et A # 0, il existe un caractere p tel que u(a) = A.

Démonstration. Le noyau d’un caractere y d'une algebre stellaire unitale commutative est un
idéal maximal propre. Si J est un idéal contenant strictement kery, et si a € J/kery, alors
(a) a un inverse, et il existe b € A tel que p(db)u(a) = 1. Comme ba et ba — 14 sont dans o,
1 A€ J.
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Réciproquement, si J est un idéal maximal, alors il est clos. En effet, sa cléture est aussi
un idéal et, comme nous I'avons déja remarqué (paragraphe un idéal propre dans une
algebre de Banach unitale ne peut étre dense. Comme A/J est une algebre de Banach unitale
commutative sans idéaux propres (voir par exemple le livre de Cohn [[Coh82], page 303), c’est
le corps des complexes (on remarque que, pour tout y € A/J non nul, y(A/J) est un idéal et
qu’il contient nécessairement 1 donc tout élément est inversible, puis on utilise le théoréme de
Gelfand-Mazur). Il y a donc un unique caractére u, I'application quotient, tel que g~ 1(0) = J.

On obtient alors le résultat pour une algebre unitale, puisque I'idéal non trivial A(a —1.1)
est contenu dans un idéal maximal (une conséquence du lemme de Zorn). Pour le cas non
unital, on fait le méme raisonnement sur A*. ©)

THEOREME (STONE-WEIERSTRASS).
Si X est un espace localement compact, et B est une sous algebre close de €(X) telle que :

1. B sépare les points : pour tous p # q dans X, il existe y € B tel que y(p) # y(q);
2. il n’existe pas de point de X ot B s’annule ;
3. B est close par conjugaison complexe.

Alors B est égale a €(X).

THEOREME (GELFAND-NAIMARK).
Si A est une algébre stellaire commutative, la transformée de Gelfand est un *-isomorphisme
isométrique de A sur 6o(M(A)).

Démonstration. On a déja remarqué que la transformée de Gelfand était un *-morphisme
puisque a* =(d)*. Elle est isométrique car :

N S — 2
I@l® = lda*dl = lla*al = rad(a*a) = la*al = llal

o I'égalité |a*a| = rad(a*a) est justifiée par le lemme précédent. En particulier, ¢ est injec-
tive. Comme %(A) est une sous-algebre de 6o(M(A)) qui est compléte puisque A est complete
et ¥ est isométrique, et par conséquent close. Comme 4(A) vérifie les hypotheses du théoréeme
de Stone-Weierstrass (les deux premiéres sont immédiates et la troisiéme est une conséquence
du lemme [§3.2.40), on en déduit que ¥ est surjective. ©)

THEOREME.
Soit u un unitaire dans une algébre stellaire A. Si Spec(u) # T (T est le cercle unité), alors il
existe a € A hermitien tel que u = expia.

Démonstration. Quitte a remplacer u par Au avec A € T, on peut supposer que 1 ¢ Spec(u).
Comme u est normal, on peut également supposer que A est commutative, quitte a remplacer
A par l'algebre stellaire engendrée par 1 et u. Soit log : C—]1—00,0] — C la branche princi-
pale du logarithme. Alors g = logo%(u) est un élément de 6p(M(A)) et expg = ¥4(u). Comme
|%4(u)(w)| = 1 pour tout w € M(A), la partie réelle de g est nulle, donc g = ik pour A = h*
dans €y(M(A)). Soit @ = ¢ 1(h), alors @ = a* et u = expia car Y (u) = expih = expi¥(a) =
“4(expia). ©)

REMARQUE. Si ||[1—u| <2, alors Spec(u) #T. En effet, |1 —u| =rad(1 —u)=sup{|]1-A| | 1 €
Spec(u)}, d’ou —1 ¢ Spec(u).

REMARQUE. Si X et Y sont deux espaces de Hausdorff compacts, et f: X — Y est continue,
la transposée :

Cf:€Y)—€X), g—gof

est un *-homomorphisme unital. De plus, si f est un homéomorphisme, alors €f est un *-
isomorphisme unital.




§3.2.48

§3.2.49

§3.2.50

§3.2.51

§3.2.52

§3.2.53

§3.2.54

3.2. ALGEBRES STELLAIRES 49

THEOREME.

Soit a un élément normal dans une algébre stellaire unitale A, et 1 : Spec(a) — C l’injection
canonique du spectre dans C. Il existe un unique *-homomorphisme unital ¢ : €(Spec(a)) — A
tel que (1) = a. De plus, ¢ est isométrique et Im(¢p) est la sous-algebre stellaire de A engendrée
par leta.

Démonstration. Soit B I'algebre stellaire commutative engendrée par 1 et a. La transformée
de Gelfand ¢ : B — € (M(B)) est un *-isomorphisme, tout comme ¢ad : €(Spec(a)) — €(M(B))
car G : M(B) — Spec(a) est un homéomorphisme. Soit ¢ la composée ¢! o€d, qui est un *-
isomorphisme, et donc isométrique. On a ¢(1) = a car ¢p(1) = 4~ H€4() =97 1(4) = a, et ¢ est
unital. Par le théoréme de Stone-Weierstrass, on sait que 6 (Spec(a)) est engendrée par 1 et ¢,
donc ¢ est 'unique *-homomorphisme de € (Spec(a)) dans A tel que ¢(1) = 1. ©)

L'unique *-homomorphisme unital tel que ¢(t) = a que 'on vient de définir est appelé le calcul
fonctionnel en a. Si p est un polynéme, alors ¢(p) = p(a), donc pour f € €(Spec(a)) on écrira
f(a) pour ¢(f).

Si B est 'image de ¢, alors B est ’algebre engendrée par 1 et a. Si 7 € M(B), alors f(t(a)) =
7(f(a)) car les fonctions f — f(1(a)) et f — 7(f(a)) sont des *-homomorphismes prenant les
mémes valeurs sur les éléments générateurs de B.

THEOREME.
Soit a un élément normal d’une algébre stellaire unitale A, et soit [ € €(Spec(a)). Alors

Spec(f(a)) = f(Spec(a)). De plus, si g € €(Spec(f(a))), alors (gof)a)=g(f(a)).

Démonstration. Soit B ’algeébre stellaire engendrée par 1 et a. Alors Spec(f(a)) ={t(f(a)) | T€
M@B) ={f(z(a)) | Te M(B)} = f(o(a)).

Si C est la x-sous-algebre engendrée par 1 et f(a), alors C c B et pour tout 7 € M(B),
la restriction 7¢ est un caractere sur C. On a alors 7((g o f)a)) = g(f(1(a))) = g(tc(f(a))) =
1c(g(f(a)) = 1(g(f(a))). Donc (g o f)(a) = g(f(a)). €]

Topologie Non-Commutative

DEFINITION.
On notera CompH la catégorie dont les objets sont les espaces de Hausdorff compacts et les
morphismes sont les fonctions continues.

On notera Gtelll , la catégorie dont les objets sont les algebres stellaires unitales com-
mutatives et les morphismes sont les *-homomorphismes.

Nous avons vu que si f : X — Y est une fonction continue entre espaces de Hausdorff com-
pacts, alors €f est un *-homomorphisme unital. On vérifie de plus que si g:Y — Z est
une autre fonction continue entre espaces de Hausdorff compacts, alors €(gof)=€fo%6g.
Comme de plus ¥Idx =Idx, on a défini un foncteur contravariant C: f — Cf de la catégorie
CompH dans la catégorie Gtelll,

com °

Il existe un autre foncteur contravariant, qui va de Gtelliom dans CompH . La topologie
de Gelfand est en effet définie comme la plus faible topologie pour laquelle les fonctions
d:M(A) — C pour a € A sont continues. Elle posséde donc une propriété universelle : une
fonction f : X — M(A) est continue si et seulement si chaque do f : X — C est continue.

DEFINITION.

Si¢p: A — B est un *-homomorphisme unital entre algebres stellaires unitales commuta-
tives, on note M¢ la fonction p— po¢ de M(B) sur M(A). Alors M¢ est une fonction conti-
nue puisque d o M(¢p) = a(a\) est continue pour tout a € A. Si ¢ : B — C est un autre *-
homomorphisme unital, alors M(y o ¢) = M¢po M. Cest donc un foncteur contravariant de
Stelll  dans CompH.

com




§3.2.55

§3.2.56

§3.2.57

§3.2.58

§3.2.59

50 3. ALGEBRES D’OPERATEURS

f ¢
X —Y A—— B
€X €y Ga 9B
M€ X)) —— M(€Y)) C(MA) —— €(M(B))
McCf CM¢

FIGURE 3.1 — Diagrammes de Naturalité

THEOREME.
Soit X un espace de Hausdorff compact. Pour tout x € X, on note €, le caractére sur € (X) défini
par Uévaluation en x, i.e. €x(f) = f(x). Alors la fonction

X > M X)), x— ey
est un homéomorphisme.

Démonstration. Cette fonction est continue, car si (x)))ca est un net dans X convergeant vers
un point x, alors limyea f(x3) = f(x) pour tout f € €(X), donc la suite généralisée (ex,)ren est
faible* convergente vers €.

Cette fonction est injective, car si x,x’ sont deux points distincts de X, par le lemme d’Ury-
sohn, il existe une fonction f € €(X) telle que f(x) =0 et f(x') =1, et donc e,(f) # e, (f).

On montre maintenant la surjectivité. Soit 7 € M(6(X)). Alors N = ker(r) est une sous-
algebre stellaire propre de €(X). De plus, N sépare les points de X car si x,x’ sont des points
distincts de X, il existe, comme on vient de le voir, une fonction f € €(X) telle que f(x) # f(x')
et alors g = f — 7(f) est une fonction dans N telle que g(x) # g(x'). Par le théoréme de Stone-
Weierstrass, on déduit qu’il existe un point x € X tel que f(x) = 0 pour tout f € N. Donc
(f —1(fN(x) =0, et f(x) =1(f) pour tout f € €(X). Par conséquent, 7 = ¢, et la fonction est une
bijection continue entre espaces de Hausdorff compacts, donc c’est un homéomorphisme. ©

On a (ey of):x — €f(x), donc (ey o f)(x)(g) = g(f (x)). D’autre part, (M€ f oex)(x) : MEf(ey) et
donc (M6 f oex)x)(g) =(ex0E€f)Ng)=€ex(gof)=gof(x).

Au final, ey o f = MCf oex pour toute fonction f : X — Y continue, et on a défini une
transformation naturelle bijective entre le foncteur MC et le foncteur identité sur CompH .

Le théoréeme de Gelfand-Naimark définit une autre transformation naturelle ¢ entre le fonc-
teur identité sur Gtelll , et le foncteur CM. En effet, le théoréme nous dit que @ — 4 est un
isomorphisme de A sur € (M(A)). De plus, si ¢ : A — B est un *-homomorphisme unital, alors
pour G € €(M(A)) et ve M(B), on a

(CMP)a)W = A(MP)V) = 4(vo ) = v((a)) = pla)(v)

donc (CM¢p)a) = ¥p(d(a)) ou de maniere équivalente Ypop =CMpo¥b,.

PROPOSITION.
Les catégories CompH et Gtelll,, sont équivalentes.

Ce théoreme se généralise au cas non unital. Il faut alors considérer 'ensemble des espaces
de Hausdorfflocalement compacts muni des fonctions propres, c’est-a-dire des fonctions conti-
nues telles que 'image réciproque d’'un compact est un compact. On note £C5) la catégorie des
espaces de Hausdorff localement compacts et des fonctions propres, et Gtell.,m, la catégorie
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des algebres stellaires commutatives et des morphismes propres, c’est-a-dire les morphismes
qui préservent les approximations de I'unité. On peut alors montrer que ces catégories sont
équivalentes.

Ce théoreme et sa généralisation permettent de comprendre pourquoi la théorie des algebres
stellaires est parfois appelée la topologie non-commutative. En effet, 'équivalence de caté-
gories que l'on vient de démontrer permet d’obtenir des définitions et constructions sur les
algebres stellaires équivalentes aux définitions et constructions sur les espaces de Hausdorff
localement compacts. Par exemple, on peut montrer que la notion de compactification d’'un
espace correspond a I'unitarisation d’'une algebre.

Opérateurs positifs

On peut déduire des résultats précédents certaines propriétés sur les spectres d’opérateurs
particuliers. Ainsi, le spectre d'un hermitien est nécessairement inclus dans R. De méme,
on peut montrer que le spectre d'une projection est inclus dans {0, 1}, et que le spectre d’'un
unitaire est inclus dans le cercle unité 7' de C. Le spectre d'une isométrie partielle est inclus
dans T'u{0}, et celui d’'une symétrie partielle, c’est-a-dire une isométrie partielle auto-adjointe,
est inclus dans {—1,0,1}.

PROPOSITION.
Soit u un élément d’'une algeébre stellaire A. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1 uv*u=u;

2. v*uut=u*;

3. uu* est une projection ;

4. u*u est une projection.
Démonstration. Supposons que uu*u = u. Alors u*uu* = (wu*u)* = u*. Cela montre que 1
implique 2. On montre de la méme maniere que 2 implique 1.

De plus, si uu*u =u, alors (uu*)? = uu* = (wu*)*, donc uu* est une projection. On a donc
que 1 implique 3. De méme, 2 implique 4, donc 1 implique 4.

Il reste & montrer que si u*u est une projection, alors uu*u = u. On pose v =uu*u—u et
on calcule :

vy = Wruut-u)wutu-u)

* * * * * * * *
uuu uu u—u uu u—u uu +tuu

wu)?-2w v’ +u*u
= 0

De v*v =0, on déduit v =0 car |v]|2 = lv*v| =0, et donc wu*u = u. ©)

Soit A = 6p(X) ou X est un espace de Hausdorff localement compact. Alors les opérateurs
hermitiens de A sont exactement les fonctions f € A telles que f(X) < R. On a un ordre partiel
sur ces fonctions : f < g si f(x) < g(x) pour tout x € X. On peut alors définir les opérateurs
positifs de A comme les hermitiens tels que f > 0. On peut alors montrer qu'un opérateur est
positif si et seulement si il est de la forme f = g2, et que dans ce cas f a une unique racine
carrée positive dans A, a savoir la fonction x — /f(x).

Nous allons maintenant voir comment généraliser cette définition aux algebres stellaires
quelconques (i.e. non commutatives).

DEFINITION.
Soit A une algebre stellaire, et a € A. On dit que a est positif si a est hermitien et Specy(a)
R>(. On notera A* 'ensemble des opérateurs positifs de A.

PROPOSITION.
Soit A une algébre stellaire et a € A*. Alors il existe un unique élément b € A* tel que b® =a.
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Démonstration. Lexistence est une conséquence du calcul fonctionnel (Proposition [§3.2.48).
Pour l'unicité, on suppose I'existence d’un élément c € A* tel que c? = a. Comme ¢ commute
avec a, il commute avec b puisque ce dernier est une limite d’'une suite de polynémes en a.
On consideére alors I'algebre B (commutative) engendrée par b et c, et 'on note ¢ : B — 6p(Q)
la représentation de Gelfand de B. Alors ¢(b),¢(c) sont des racines carrées positives de ¢(a)
dans 6y(Q2), donc elles sont égales. Ce qui implique que b = c. ©)

Soit ¢ un hermitien dans une algébre stellaire A. Alors ¢? est un élément de A, et on défi-

. 1 _
nit |c| = (02)2, ct = %(Icl +ec)ete = %(Icl —¢). On peut alors montrer que |c|,c?,c

éléments positifs de A, et quec=c" —c et c ¢ =0.

sont des

Soit @ un hermitien tel que [la]| < 1. Alors 1-a2€ A* et
u=a+ivVl—-a?2 v=a-ivV1-a?

sont deux unitaires tels que a = ”T“’ On en déduit que tout élément est combinaison linéaire
de quatre unitaires, et que I'ensemble des unitaires d’'une algébre stellaire A engendrent A.

PROPOSITION.
Tout opérateur d’une algébre stellaire unitale est combinaison linéaire de quatre unitaires.

Démonstration. Soit A une algebre stellaire unitale et ¢ € A. Alors ¢ = ||a||”Z—” + iIIbIIﬁ, ol
a,b sont les hermitiens définis par :
_c+c” _c-c”

- b=
=79 2

Comme 3y = Uq + Vg OU Uq = a+ivl-a? et v, =a—ivV1-a? sont des unitaires, et que de

méme ”2—” =up +vp ol up et vy sont des unitaires, on a :
¢ =llallug + lallvg +illbllug +illbllvy
Donc ¢ est bien combinaison linéaire de quatre unitaires. ©)

PROPOSITION.
Pour toute algeébre stellaire A, on a :

AT ={w*u|luecAl

Démonstration. Linclusion A* < {u*u | u € A} est donnée par 'existence d'une racine carrée.
11 suffit donc de montrer I'autre inclusion.

On montre dans un premier temps que a = 0 lorsque —a*a € A*. Puisque Spec(-aa™)—
{0} = Spec(—a*a)—{0}, —aa* € A" car —a*a € A*. On écrit a = b +ic avec b,c hermitiens. Alors
a*a+aa* =2b%+2¢? donc a*a = 262 +2¢2 —aa* € A*. Donc Spec(a*a) c R>on(-R>o) = {0}.
Dot |al|? = |la*al =rad(a*a) = 0 et donc a = 0.

Soit @ € A. Alors, si b =a*a, b est un hermitien et on peut donc écrire b = bt — b~ avec
b*,b” positifs. Si c =ab~, alors —c*c=-b"a*ab " =-b"(b*-b")b" =(b")>c A*. Donc ¢ =0,
et par conséquent (b7)3 = 0. Comme b~ est positif, cela implique que 5~ = 0. Finalement, on a
montré que a*a =b"*. ©

Construction GNS

La construction GNS (Gelfand-Naimark-Segal) est en quelque sorte I'équivalent du théoréme
de Gelfand pour les algebres stellaires non commutatives. En effet, le théoreme de Gelfand
montre que toute algébre stellaire commutative est I'algebre des fonctions continues sur un
espace localement compact. De la méme maniere, la construction GNS caractérise I'ensemble
des algebres stellaires (non nécessairement commutatives) en montrant que toute algebre
stellaire A peut étre représentée comme une *-sous-algebre de Z(H) pour un certain espace
de Hilbert H. C’est de la que vient le terme « construction » : la preuve consiste a construire
Pespace de Hilbert H sur lequel il sera possible de représenter A.
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DEFINITION (REPRESENTATION).
Une représentation d’'une algebre stellaire A est un couple (H,¢) ot ¢ : A — ZL(H) est un *-
morphisme. Si ¢ est injectif, on dira que la représentation est fidéle.

Soit maintenant 7 une forme linéaire positive sur une algebre stellaire A, c’est-a-dire que
7(A") cR>¢. On définit alors N; = {a € A | 7(a*a) = 0}. On peut alors montrer que N; est un
idéal (gauche) fermé de A et que A/N; peut étre muni d’un produit scalaire :

(a,b) =1(b%a)

On note alors H; la complétion de A/N; par rapport a la norme induite.
Soit a € A un opérateur. On définit ¢(a) de A/N; sur A/N; par :

¢(@)b =abd

On peut alors montrer que [|[¢p(a)|| < |la| et on définit ¢p; 'unique extension de ¢ a H;. On
montre alors que ¢; est un *-morphisme.

On a donc défini, pour chaque forme linéaire positive 7, une représentation (H;, ;). On peut
alors définir la représentation universelle de A comme la somme directe sur 'ensemble des
formes linéaires positives 7 des représentations (H;, ¢;) :

My, ¢v) = @ H., P¢r)

THEOREME.
Soit A une algébre stellaire. Alors A posséde une représentation fidéle. En particulier, la repré-
sentation universelle de A est fidéle.

Algébres de von Neumann

Facteurs
Définition

DEFINITION (ALGEBRE DE VON NEUMANN).
Une algebre de von Neumann est une *-sous-algebre de £ (H) close pour la topologie forte
opérateur (SOT).

Soit M c £(H). On définit le commutant de M (dans £(H)) comme 'ensemble M'<™ = {x €
ZLMH) | Vm € M,mx = xm}. On omettra la plupart du temps la précision de ’algebre ambiante
et on notera M’ le commutant de M lorsque le contexte sera suffisamment clair. On notera de
plus M" le bi-commutant (M') de M.

Le théoreme suivant est la clef de voiite de la théorie des algebres de von Neumann. Ce
théoreme est particulierement élégant, puisqu’il permet de montrer I'’équivalence entre une
notion purement algébrique (étre clos par passage au bi-commutant) et une notion purement
topologique (étre clos pour la topologie forte opérateur).

THEOREME (THEOREME DU BI-COMMUTANT DE VON NEUMANN).
Soit M une *-sous-algebre de L(H) telle que 1y € M. Alors M est une algébre de von Neu-
mann si et seulement si M = M".

REMARQUE. Etant donné que la topologie forte opérateur (SOT) est plus faible que la topo-
logie de la norme, une algebre de von Neumann est également close pour la topologie de la
norme, et par conséquent une algebre stellaire. De plus, étant donné que M est le commutant
d’un ensemble d’opérateurs, M contient nécessairement I'identité de Z(H), et est par consé-
quent une algebre stellaire unitale. Il est donc possible de définir le calcul fonctionnel continu
pour tout opérateur normal de M.
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Facteurs et Intégrales directes

Soit 9t une algebre de von Neumann. On définit le centre de 9)t comme I'algébre de von Neu-
mann 3(0) =MN IO

DEFINITION (FACTEUR).
Un facteur est une algébre de von Neumann 9t dont le centre est trivial, c’est-a-dire lorsque

3N = C.12aw.

Létude des algebres de von Neumann peut étre réduite a celle des facteurs. C’est 'un des
résultats les plus importants, di & Murray et von Neumann [MvN36] : ils ont montré que
toute algeébre de von Neumann peut étre écrite comme une intégrale directe de facteurs. Une
intégrale directe est une somme directe continue, tout comme une intégrale est une somme
continue. Une exposition compléte de ce résultat se trouve dans le premier volume de Take-
saki [Tak01], section IV.8, page 264.

Lidée est la suivante. Si 2 n’est pas un facteur, son centre 3(2() est une algébre de von Neu-
mann commutative non triviale (différente de C). Supposons alors que 3(2l) est une algébre
diagonale, c’est-a-dire qu’il existe un ensemble dénombrable I (éventuellement fini) et une
famille (p;);c; de projections minimales disjointes deux a deux telle que Y ;c;p; = 1. Alors
les algebres p;2l sont des facteurs, et I'on a 2 = @,;; p;2. Cependant, dans le cas général,
le centre 3(2() n’est pas nécessairement une algébre diagonale, et peut contenir une sous-
algebre diffuse, c’est-a-dire sans projections minimales. Il est alors nécessaire de considérer
une version continue de la somme directe : les intégrales directes.

DEFINITION.
Soit (X, %, 1) un espace mesuré. Une famille (H,),ex d’espaces de Hilbert est mesurable sur
(X,9, 1) lorsqu’il existe une partition dénombrable (X;);c; de X telle que pour toutie ! :

K, Vxe X;,H, =K

ot K est soit C* (n € N) soit I2(N).
Une section (¢y)ex (éx € Hy) est mesurable lorsque sa restriction a chacune des partitions
X, est mesurable.

DEFINITION.

Soit (Hy)xex une famille mesurable d’espaces de Hilbert sur un espace mesuré (X,%,1).
Lintégrale directe f}? H.d A(x) est 'espace de Hilbert dont les éléments sont les classes d’équi-
valence de sections mesurables modulo I’égalité presque partout, et le produit scalaire est
défini par :

&
(Edexs (Deex) = fX (Ex (A

Tout comme les algebres stellaires commutatives sont exactement les algebres des fonctions
continues sur les espaces de Hausdorff localement compacts, il est possible de montrer que
toute algébre de von Neumann commutative est I'algébre L°(X,%,1) des fonctions mesu-
rables essentiellement bornées sur un espace mesuré (X, %, 7).

THEOREME.

Soit A une algébre de von Neumann commutative. Alors il existe (Hy)ex une famille mesurable
d’espaces de Hilbert sur un espace mesuré (X,98, 1) telle que 2 soit unitairement équivalente a
lalgebre L™°(X) agissant sur lespace f; Hyd Alx).

Nous ne définirons pas ici ce qu’'est une famille mesurable d’algebres de von Neumann, ni ce
qu’est une intégrale directe d’algebres de von Neumann. Nous nous contentons d’énoncer le
théoréeme fondamental que nous avons cité plus haut.

THEOREME.

Toute algebre de von Neumann est une intégrale directe de facteurs.

Démonstration. Voir le deuxiéme volume de Takesaki [Tak03al, Théoreme IV.8.21 page 275.
©




§3.3.16

§3.3.17

§3.3.18

§3.3.19

§3.3.20

§3.3.21

§3.3.22

§3.3.23

§3.3.24

3.3. ALGEBRES DE VON NEUMANN 55

Théoreme de Sakai

Nous avons défini pour I'instant les algebres de von Neumann comme des sous-algebres de
Z(H) ou H est un espace de Hilbert séparable. Nous en avons donc donné une définition
concrete, c’est-a-dire comme un ensemble d’opérateurs agissant sur un espace donné. Nous
avons vu dans le cas des algebres stellaires que celles-ci pouvaient étre définies de maniere
abstraite, sans référence a un espace sous-jacent. De méme, les algebres de von Neumann
peuvent étre caractérisées de maniere abstraite, un résultat da a Sakai [Sak71l.

DEFINITION.
Soit 9t une algebre de von Neumann. Le pré-dual 9. de 9 est 'ensemble des formes li-
néaires continuesE] pour la topologie o-faible (Définition [§3.1.42).

PROPOSITION.
Soit M une algébre de von Neumann. Alors il existe un isomorphisme isométrique entre 901 et
(OM.)* — le dual (en tant qu’espace de Banach) du pré-dual de M.

Démonstration. Voir le premier volume de Takesaki [Tak01l], Théoreme I1.2.6, page 70. ®

La réciproque a été démontrée par Sakai [Sak71] et permet alors de caractériser exactement
les algeébres de von Neumann parmi les algebres stellaires.

THEOREME.
Une algeébre stellaire 2 est une algebre de von Neumann si et seulement si il existe une algébre
de Banach B dont 2l est le dual : A = B*. Lalgébre B est de plus unique.

Démonstration. Voir le premier volume de Takesaki [Tak01ll, Théoreme 3.5, page 133, ainsi
que le Corollaire 3.9, page 135. ©)

Classification des facteurs

Il existe une classification des facteurs fondée sur ’étude de I'’ensemble des projections et
leurs isomorphismes (isométries partielles). On rappelle quune projection est un opérateur
p tel que p2 = p = p*. Si M est un algebre de von Neumann, on notera I1(9)1) I'ensemble
des projections dans 9. On dit que deux projections p,q sont disjointes lorsque pgq = 0. On
rappelle également qu’il existe un ordre partiel sur I’ensemble I1(Z(H)) défini par p < q si et
seulement si pg = p. Si 9 est une algebre de von Neumann, la restriction de cet ordre partiel
a TI(9N) définit bien entendu un ordre partiel.

Un opérateur u tel que u*u est une projection (ou, de maniére équivalente, uu* est une pro-
jection) est une isométrie partielle (Proposition [§3.2.62). Dans une algébre de von Neumann
M, on peut définir une relation d’équivalence sur II(IN) par : p ~9n q lorsqu’il existe une
isométrie partielle u € 9 telle que uu*=p et u*u =q.

Lordre partiel sur 'ensemble des projections induit un nouvel ordre partiel Zgn sur les
classes d’équivalence de projections, c’est-a-dire sur II(ON)/ ~gx.

REMARQUE. Comme nous I'avons déja vu, p < q signifie que pH est un sous-espace de qH.
Le fait que p ~9n q signifie que pH et gH sont isomorphes intérieurement (par rapport a M),
c’est-a-dire qu’il existe un isomorphisme entre elles qui est un élément de 9J1. Par conséquent,
le fait que p Zon g signifie que pH est isomorphe intérieurement a4 un sous-espace de gH, et
donc que pH est en quelque sorte intérieurement plus petit que qH.

DEFINITION.

Une projection p dans une algebre de von Neumann 91 est dite infinie (dans 901) lorsqu’il
existe q < p (C’est-a-dire une sous-projection propre) telle que g ~9; p. Une projection est dite
finie lorsqu’elle n’est pas infinie.

2. On rappelle que 'on nomme généralement forme linéaire sur un espace vectoriel V une application linéaire de
V dans C, c’est-a-dire un élément du dual de V. Dans le cas ou V est un espace vectoriel topologique, les éléments
du dual topologique de V sont donc les formes linéaires continues.
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PROPOSITION.
Soit M une algébre de von Neumann. Alors 9N est un facteur si et seulement si la relation Zon
est un ordre total.

Démonstration. Voir le premier volume de Takesaki [Tak01], Proposition V.1.3 page 291 et
Théoreme V.1.8 page 293. ©)

Pour énoncer le théoréme suivant, nous utiliserons une légeére variante de la notion usuelle
de type d’ordre : nous distinguerons I’élément noté co de tout autre élément, considérant
que oo représente une classe de projections infinies. Par exemple, {0,1} et {0,00} doivent étre
considérés comme des types d’ordre distincts puisque le premier ne contient pas d’éléments
infinis contrairement au second.

PROPOSITION (TYPE D’UN FACTEUR).
Soit 9N un facteur. On dira que :
— Mest de type I, lorsque Zgy est du méme type d’ordre que {0,1,...,n};
— M est de type I, lorsque Zoy est du méme type d’ordre que N U {oo};
— M est de type II1 lorsque Zon est du méme type d’ordre que [0,1];
— Mest de type Il lorsque Zon est du méme type d’ordre que R U {oo} ;
— M est de type III lorsque Zon est du méme type d’ordre que {0,00}, c’est-a-dire que toutes
les projections non nulles sont infinies.
De plus, Zon ne peut étre d’'un autre type d’ordre.

Démonstration. Voir le premier volume de Takesaki [Tak01l]l, Corollaire V.1.20 page 297. ©

On peut montrer qu'un facteur de type I,, est isomorphe a 91,(C), 'algebre des matrices
carrées n x n a coefficients complexes. Un facteur de type I, est isomorphe a Z(H).

REMARQUE. Suivant la remarque précédente lorsque nous nous restreignons a une
sous-algebre de £ (H), nous perdons nécessairement des opérateurs, et plus particulierement
des isométries partielles. Il y a une analogie a faire ici avec le fait qu’il soit possible de trouver
des ensembles non dénombrables dans un modele dénombrable de la théorie des ensembles
(paradoxe de Skolem). L'explication de ce semblant de contradiction est qu'un ensemble X est
intérieurement non-dénombrable car il n’existe pas de bijection a l'intérieur du modéle entre
w et X, mais il reste extérieurement dénombrable car il existe une telle bijection a 'extérieur
du modele. Ici, nous sommes dans une situation similaire : il se peut que les sous-espaces pH
et gH définis par des projections p,q soient isomorphes, mais qu’il faille sortir de 91 pour s’en
rendre compte (c’est-a-dire que toute isométrie partielle de pH sur gH est a 'extérieur de 91).
Les sous-espaces sont donc non isomorphes du point de vue de 991, méme s’ils le sont du point
de vue de Z(H).

DEFINITION.
Une trace 7 sur une algébre de von Neumann 91 est une fonction de 9" dans [0, oo] satisfai-
sant :

1. 7(x+y)=1(x) + 7(y) pour tous x,y € M™*;
2. 7(Ax) = A1(x) pour tous x e M* et 1 >0;
3. 1(x*x)=1(xx™) pour tout x € M.

On dira que 7 est :
— fidéle si T(x) > 0 pour tout x # 0 dans M+ ;
— finie lorsque 7(1) <00}
— semi-finie lorsque pour tout élément x de 9" il existe un élément y € M* tel que x—y €
IM* (on dit que x majore y) et 7(y) <oo;
— normale lorsque t(sup{x;}) = sup{r(x;)} pour toute suite généralisée croissante et bornée
{x;} dans 9*.
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THEOREME.
Si N est un facteur fini (c’est-a-dire que lidentité est finie), alors il existe une trace 7 fidéle,
normale et finie. De plus, toute autre trace p fidele, normale et finie est nécessairement propor-
tionnelle a 7.

Si M est de type 111, on appellera trace normalisée l'unique trace T fidéle, normale et finie
telle que T (1) = 1.

Démonstration. Voir le premier volume de Takesaki [Tak01l], Théoréme V.2.6 page 312. ©

REMARQUE. Puisque les opérateurs positifs dans 9t génerent ’algebre de von Neumann )1,
une trace finie 7 s’étend de maniére unique a une forme linéaire positive sur ) que 'on notera
abusivement 7. En particulier, tout opérateur a dans un facteur de type II; a une trace (finie).

DEFINITION.

Une algebre de von Neumann 901 est Ayperfinie s’il existe une famille dirigée ; de *-sous-
algebres de 9 de dimension finie telle que 'union U;9T; est dense dans 9 pour la topologie
o-faible.

REMARQUE. Lhyperfinitude d’un facteur 91 doit étre comprise comme le fait que les opéra-
teurs dans 9 peuvent étre approximés par des matrices — c’est-a-dire par des opérateurs
agissant sur un espace de Hilbert de dimension finie.

THEOREME.
Le facteur hyperfini R de type II; est unique & isomorphisme prés.

Démonstration. Voir le troisieme volume de Takesaki [Tak03bl, Théoreme XIV.2.4 page 97.
©®

THEOREME.
Le facteur hyperfini Ro 1 de type Il est unique & isomorphisme pres. En particulier, il est
isomorphe a lalgébre de von Neumann définie comme le produit tensoriel £(H) ® R.

Démonstration. Voir le troisieme volume de Takesaki [Tak03bl, Théoreme XVI.1.22 page 236.
©

Algebre d’un Groupe et Produits Croisés

DEFINITION.
Une action d'un groupe topologique G sur une algébre de von Neumann 9t est un homomor-
phisme continu de G dans Aut(9).

DEFINITION (PRODUIT CROISE).

Soit (H, p) une représentation d’'une algebre de von Neumann ), G un groupe localement
compact, et a une action de G sur 9. Soit K = L2(G,H) I'espace de Hilbert des fonctions de G
dans H de carré sommable. On définit des représentations 7, de 9 et 1 de G sur K comme
suit :

p(a(g) tx))E(g)
&g th)

(ma(x).$)(8)
(A(g).E)h)

Lalgebre de von Neumann sur K engendrée par 7,(9) et M(G) est appelée le produit croisé
de la représentation (H, p) de 90 par a et sera notée (H,p) x4 G.

DEFINITION.

Le produit croisé d’'une algebre de von Neumann 9t par une action a d’un groupe localement
compact G — noté simplement 2 x, G — est défini comme le produit croisé de la représen-
tation standard de 91 (voir Théoreme [§3.3.54) par a.
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THEOREME (TAKESAKI [TAKO3All, THEOREM 1.7 PAGE 241).

Soit (H,p) et (K,p') deux représentations fideles d’une algébre de von Neumann 90, et a une
action d’un groupe localement compact G sur M. Il existe alors un isomorphisme entre les
algébres (H,p) x4 G et (K,p") x4 G.

DEFINITION (ALGEBRE D'UN GROUPE).
Soit G un groupe. On définit 'algébre de von Neumann de G comme le produit croisé C x, G,
ou a(g) = Id pour tout g € G.

DEFINITION (GROUPE 1.C.C.).
Un groupe est dit I.C.C. (pour Infinite Conjugacy Class) lorsque la classe de conjugaison de
tout élément (en dehors de I'identité) est infinie.

PROPOSITION.
Lalgébre de von Neumann C x G d’un groupe G est un facteur si et seulement si G est I1.C.C.

Démonstration. Voir par exemple dans le livre de Sinclair et Smith [SS08]. ©)

DEFINITION (GROUPE MOYENNABLE).
Un groupe topologique de Hausdorff localement compact est moyennable lorsqu’il existe une
forme ¢ : L*°(G,R) — R qui est :

— bornée et telle que ¢p(1)=1;

— positive : si Vg e G, f(g) >0, alors ¢(f) > 0);

— G-invariante a gauche : pour tout g € G, ¢(g.f) = ¢(f) ou f.g : G — R est définie par

h— f(g7h).

Par exemple, les groupes commutatifs sont moyennables, et la classe des groupes moyen-
nables est close pour un certain nombre d’opérations, comme par exemple le produit semi-
direct (le lecteur peut consulter par exemple le livre de Liick [Liic02] pour plus de détails).

THEOREME.
Lalgébre de von Neumann C x G d’un groupe G est hyperfinie si et seulement si G est moyen-
nable.

Démonstration. Voir par exemple dans le livre de Sinclair et Smith [SS08]. ©)

DEFINITION (GROUP MEASURE SPACE CONSTRUCTION).

Soit (Q, 1) un espace mesuré standard o-fini, et G un groupe séparable localement compact
agissant sur (Q, ) par l'action 7. Alors 'action T induit une action @ de G sur l'algebre de
von Neumann commutative L*°(Q, u) par :

ag@) @) =aT;' @) geG, acL™®(Q,p), weQ

Le produit croisé L*™°(Q, 1) X4 G correspond & la construction nommée group-measure space
construction introduite par Murray et von Neumann [MvN36] associée au triplet (Q,u,G)
selon l'action T'.

DEFINITION (ACTIONS LIBRES ET ERGODIQUES).
On dit qu'une action T de G sur (Q, ) est libre si pour tout sous-ensemble compact K de G
tel que 1 ¢ K et pour tout borélien E de Q avec pu(E) > 0, il existe un borélien F c E tel que
wF)>0et Ts(F)NF = @ pour tout s € K.

Laction T est dite ergodique si Vs € G,Ts(E) = E implique p(E) =0 ou u(QQ—-E)=0.

PROPOSITION (THEOREME 1.7, [TAKO3BI P.7).
Si lPaction a de G sur (Q,u) est libre et ergodique, alors R = L®°(Q, 1) X4 G est un facteur. De
plus, il est de type Il si et seulement si

1. Paction n’est pas transitive ;
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2. il existe une mesure v équivalente a y telle que

dvoT;

dg(s)——(w)=1 Vse@G, YweQ
dv

ot 6 est la fonction modulaireE] de G;
3. lorsque G est discret, [ est une mesure infinie.

Une généralisation de cette construction a été introduite par Krieger [Kri70] qui a défini,
étant donné une relation d’équivalence ergodique S, le facteur de Krieger R(S). Cette construc-
tion est assez complexe, et nous nous contenterons d’utiliser quelques résultats. Nous ne défi-
nirons pas les facteurs de Krieger explicitement, et renvoyons le lecteur au troisiéeme volume
du livre de Takesaki [Tak03bl pour les preuves des théorémes qui suivent.

PROPOSITION (PROPOSITION 4.9, [TAKO3B[] P.71).

Soit G un groupe discret moyennable agissant sur un espace mesuré standard o-fini (X, u) par
des transformations non singuliéresﬁ Alors le groupoide mesuré principal induit {4,X, 1} est
moyennable.

THEOREME (ZIMMER [ZIM77]).
Un facteur de Krieger est hyperfini si et seulement si la relation d’équivalence ergodique cor-
respondante est moyennable.

COROLLAIRE.
Lalgebre de von Neumann engendrée par Uaction d’un groupe discret moyennable agissant sur
un espace mesuré o-fini par des transformations non-singuliéres est un facteur hyperfini.

Démonstration. Par définition, une relation d’équivalence ergodique est moyennable si et
seulement si son groupoide mesuré principal ’est. Le résultat est donc une conséquence tri-

viale de la Proposition [§3.3.49|et du Théoréme [§3.3.50 ©

Nous allons définir le facteur [*°(R, ) x G, ou u est la mesure de Lebesgue et G est le
groupe des translations rationnelles. Nous allons montrer qu’il s’agit du facteur hyperfini de
type .

PROPOSITION.

Soit Ro1 l'algeébre de von Neumann définie par I°(R, ) X Q, ot u est la mesure de Lebesgue
sur R, et Q est le groupe des nombres rationnels agissant sur R par translation. Alors Ry 1 est
le facteur hyperfini de type 1l .

Démonstration. Remarquons que dans la construction le groupe G est supposé localement
compact, donc topologique. On considérera Q muni de la topologie discréte. On montre que
Paction de G sur L*°(R, i) est libre et ergodique. Ceci montrera, par la Proposition
que 9o 1 est un facteur.
— Liberté. On choisit un sous-ensemble compact K < Q* et un sous-ensemble mesurable
E c R avec u(E) > 0. Alors, puisque K est compact, il existe un élément m de K tel que
pour tout x € K, |[m| < |x|. De plus, puisque p(E) > 0, il existe au moins un intervalle
[x0,20], avec zg = xo + |m|/2 tel que F = E N [xg,2¢] vérifie u(F) > 0. Alors, puisque F N
T4 (F)= @ pour tout g € K, 'action de Q est libre.

3. La notion de fonction modulaire est liée a celle de mesure de Haar. On rappelle qu'une mesure de Haar sur
un groupe topologique G est une mesure de Borel u invariante par translation a gauche : u(gA) = u(A) pour tout
g € G et tout ensemble mesurable A de G. Lexistence de telles mesures est assurée dans le cas ou G est un groupe
localement compact, et si y, i’ sont deux mesures de Haar sur G, alors = ay’ pour un nombre réel positif a que I'on
notera abusivement y/y’. Comme une translatée & droite u.h : A — u(Ah) d’'une mesure de Haar u est toujours une
mesure de Haar, on peut alors définir le morphisme de groupe g : G — R;O par dg(h) = p/(u.h). Le morphisme 6
est appelé la fonction modulaire de G.

4. On rappelle que T est une transformation non-singuliére si elle est bijective, bi-mesurable, et satisfait
WT1B)=0o wB)=0.
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— Ergodicité. On suppose qu’il existe un sous-ensemble mesurable E c R tel que T'x(E) =
E pour tout g € Q. On définit une mesure ug par ug(X) = u(E nX), pour tout X € %, ou
& est la o-algébre des boréliens de la droite réelle. On a alors ug(TX)=UENT.X)=
WUT g1 EnX) = wENX)=pg(X). Donc tous les intervalles de la forme [a,a +1[, ot a € Q
ont la méme mesure pg([a,a+1[) = c. De plus, on peut montrer que pour tout n € N*, on
a pg(la,a +1/n[) = ¢/n pour tout a € Q en écrivant [a,a + 1[ comme l'union disjointe de n
copies de l'intervalle [a,a + 1/n[. Puisque I'’ensemble .¥ des boréliens de la droite réelle
est engendré par ces intervalles, on obtient pug(X) = cu(X) pour tout X € . En posant
X =E°ona0=uEnE’)=pug(E°) =cu(E°). Donc, soit ¢ = 0 soit u(E°) = 0. Puisque
¢ =0 implique que u(E) =0, on a montré que 'action de Q est ergodique.
De plus, puisqu’il est clair que I'action de Q sur R n’est pas transitive et qu’elle laisse la
mesure invariante, et puisque y(R) =oco et Q est unimodulaireﬂ on en déduit que 9p 1 est un
facteur de type I1.

Le groupe Q est considéré avec la topologie discrete, et il est évidemment moyennable (il
est commutatif). De plus, il agit sur (R,u) par les translations Ty : x — x +q pour x € R et
q € Q qui sont clairement des transformations non-singuliéres. Par le Corollaire on
peut alors conclure que g 1 est le facteur hyperfini de type Il. ©)

Représentation Standard

L'un des résultats majeurs relativement récent dans la théorie des algébres de von Neumann
est que toute algebre de von Neumann admet une représentation standard satisfaisant cer-
taines propriétés.

THEOREME (HAAGERUP [HAAT5]).
Soit M une algébre de von Neumann. Alors il existe un espace de Hilbert H, une algébre de von
Neumann G c £(H), une involution antilinéaire isométrique J :H — H et un cone B clos pour
(-)* tels que :
— Met G sont isomorphes ;
- JMT =M ;
Jad =a* pour a € 3(MN);
- Ja=apourac’P;
adaJ P =P pour tout a € M.
Le quadruplet (G,H, J,*3) est la forme standard de l’algebre IN.

Démonstration. Voir le second volume de Takesaki [Tak03al, Section IX.1, page 142. ©)

Dans le cas d’une algebre de von Neumann 9)t munie d’une trace fidele, normale et semi-finie,
il existe une construction d’une représentation standard relativement simple a comprendre.
On définit l'idéal n; = {x € M | 7(x*x) < oo} (on remarque que dans le cas d’'une algebre finie,
n; =2M). On considere alors la forme (-,-) sur 9 définie par :

(x,y)=1(y"x)

Il s’agit d’'une forme sesquilinéaire par la linéarité de la trace et ’antilinéarité de I'involution.
Comme de plus x*x est un opérateur positif, 7(x*x) > 0. On a donc défini un produit scalaire
sur ng, et on définit alors Iespace de Hilbert L2(91,7) comme la complétion de n, (01 dans le
cas d’une algebre finie) muni de la distance induite par la norme x| = r(x*x)%.

On peut alors montrer que pour tout élément a € 91 et tout élément x e n; :,

lexlle < leallxllz

~
lxalls < lalllxlls

On note alors 7, (resp. 7.) la représentation de 91 sur L2, 1) par multiplication & gauche
(resp. a droite).

5. Un groupe G est unimodulaire lorsque la fonction modulaire §; est constante égale a 1. En particulier, tout
groupe commutatif est unimodulaire.
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On remarque que l'opération (-)* est une isométrie pour la norme ||-||5. Elle s’étend donc & une
isométrie antilinéaire o : L2(9,7) — L2(9N, 7). On montre alors que :

— 7, (resp. ) est une représentation (resp. antireprésentationﬁ) fidele;

= (M) =7 (M) et 7L, = 7 (M) ;

— Ju(a)d =n,(a*) pour tout a € M.

Sous Algebres Commutatives Maximales

Nous commencgons par énoncer un théoréme utile affirmant que deux sous algébres commu-
tatives maximales diffuses de Z(H) sont unitairement équivalentes. Nous utiliserons ce ré-
sultat afin d’interpréter la promotion dans le cadre de la GdI5 au Chapitre[10} Nous énongons
également un théoreme de classification des sous algébres commutatives maximales de £ (H).

PROPOSITION.
Soit A une sous-algébre commutative maximale de L (H) ne possédant pas de projections

minimales (non nulles) — on dit dans ce cas que 2 est diffuse. Alors il existe un unitaire
U :H — L2([0,1]) tel que UAU* = L°°([0, 1]).

Démonstration. Voir le livre de Sinclair et Smith [SS08]. ®

THEOREME.
Soit A une sous-algebre commutative maximale de £ (H). On est alors dans l'un des cas sui-
vants :
— soit 2 est unitairement équivalente a L°*°([0,1]) (cas diffus);
— soit 2 est unitairement équivalente a © une algébre diagonale (cas discret) ;
— soit 2 est unitairement équivalente a ® & L*°([0,1]), ot ® est une algebre diagonale (cas
mixte) ;

Démonstration. Voir le livre de Sinclair et Smith [SS08]. ©)

Concernant les sous-algébres commutatives maximales de Z(H) les choses sont donc claires,
et on posséde une classification compléete de celles-ci. Dans le cas des algébres de von Neu-
mann de type II;, les choses sont bien plus complexes, et de nombreux travaux traitent de ce
sujet. Si 2 et B sont des sous-algebres commutatives maximales d'une algebre 91, celles-ci
peuvent étre « isomorphes » de trois manieres différentes :
— elles peuvent étre isomorphes en tant qu’algebres de von Neumann — c’est la notion la
plus faible;
— il peut exister un automorphisme ® de 91 tel que @) = B ; on dit alors que A et B
sont conjuguées ;
— il peut exister un unitaire U tel que UAU* = B — c’est la notion la plus forte; on dit
dans ce cas que 2 et 2B sont unitairement équivalentes.

Nous présenterons dans un premier temps la classification des sous-algebres commutatives
maximales de Dixmier [Dix54], qui est fondée sur I'algébre engendrée par le normalisateur.
Remarquons que cette classification n’est pas exhaustive ! Nous énoncerons de plus quelques
résultats qui nous seront utiles dans le Chapitre Dans la section suivante, nous présen-
terons l'invariant de Pukansky, un invariant plus précis que les notions de sous-algebres
singulieres, semi-régulieres et régulieres de Dixmier.

DEFINITION (NORMALISATEUR).
Soit 9t une algébre de von Neumann, et 2 une sous-algébre de von Neumann de 9. On notera
Non () le normalisateur de 2 dans 9, défini par :

N () = {u € 9 | u unitaire, uAu™ = A}

On notera A4, (2() 'algébre de von Neumann engendrée par le normalisateur Ny (21).

6. Une antireprésentation est une représentation qui inverse la multiplication : 7} (xy) = 7/ (y)7/, (x).
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DEFINITION (GROUPOIDE NORMALISANT).
Soit 9 une algebre de von Neumann, et [ une sous-algebre de von Neumann de 9J1. On notera
Gon () le groupoide normalisant de 2l dans 9t défini par :

G ={ueM|uv*u=u,uu” cA,u"ueA,uAu” <A}

On notera %yn () 'algebre de von Neumann engendrée par Ggy (20).

Jacques Dixmier [Dix54]] a proposé une classification des sous-algébres commutatives maxi-
males d’un facteur de type II; en fonction de I’algébre de von Neumann engendrée par son
normalisateur. Il faut remarquer que cette classification n’est pas exhaustive (on construit un

exemple dans le paragraphe(§3.3.86).

DEFINITION (CLASSIFICATION DE DIXMIER).
Soit 2N un facteur, et P une sous-algebre commutative maximale de 1. On distingue alors
trois cas :

1. Si A9n(P) =M, on dit que P est une sous-algébre commutative maximale réguliére ou
de Cartan.

2. Si /9 (B) = R, ou K est un facteur, on dit que P est semi-réguliere.
3. Si A (P) =B, P est dite singuliére.

Les trois résultats suivants peuvent étre trouvés dans la littérature. Les deux premieéres
propositions peuvent étre trouvées avec leur preuve, dans un livre dédié aux sous-algébres
commutatives maximales des algebres de von Neumann finies ([SS08]). La troisiéme est une
généralisation récente [[Chi07]] d’'un résultat qui était déja connu pour les sous-algeébres com-
mutatives maximales singuliéres.

THEOREME (DYE, [DYE6G3I).

Soit 9 une algébre de von Neumann avec une trace fidele o-faiblement continue, et 2 < M
une sous-algebre commutative maximale de M. Alors l'ensemble Gop(2l) est contenu dans le
sous-espace vectoriel de N engendré par Ny ().

COROLLAIRE.
Sous les hypothéses du théoreme précédent, les algébres de von Neumann Non(R) et Gon ()
sont égales.

THEOREME (JONES & Pora, [JP82]).

Soit 9 un facteur de type I, et A <IN une sous-algébre commutative maximale. Soit p,q €2
des projections de traces égales. Alors, st Nop(2) est un facteur, il existe une isométrie partielle
vo € Gon(R) telle que p = vovy et g = v V.

THEOREME (CHIFAN, [[CHIO7]).
Soit 9y et My des facteurs de type II;. Pour i = 1,2, soit 2; une sous-algébre commutative
maximale de 9M;. Alors :

N, e, Q1 ©Ag) = Aop, (A1) ® Agn, (Aso)

THEOREME (CONNES, FELDMAN ET WEISS [CFW81]).
Soit A,B deux sous-algébres commutatives maximales réguliéres du facteur hyperfini R de
type II1. Alors 2 et B sont unitairement équivalentes.

Invariant de Pukansky

Pukansky [Puk60] a défini un invariant pour une sous-algébre commutative maximale 2l
d’'un facteur de type II; séparable, basé sur la décomposition de type I de (LU JUAJ), ot J
est I'isométrie anti-linéaire Jx = x* sur L2(M). Cette algebre est le commutant d’une algébre
commutative et est donc de type I, et elle se décompose donc en une somme directe de facteurs
de type I, (avec éventuellement n = oo). Linvariant de Pukansky est alors essentiellement
I’ensemble des valeurs de n apparaissant dans cette décomposition.
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Soit 2l une sous-algébre commutative maximale d'un facteur 91 de type II; séparable avec
une trace normale et fidele 7, soit J 'isométrie anti-linéaire Jx = x* sur L2(N) et & le vecteur
de L2(M) correspondant a Iidentité de 91. On définit ey la projection de L2(D1) sur L2(2).
On notera By 'algebre commutative engendrée par A U J2AJ. Le lemme suivant permet de
justifier la définition de l'invariant de Pukansky.

LEMME.
Soit Nun facteur de type IT; séparable représenté sur L2(N) et A une sous-algébre commutative
maximale de N. Alors eq € By et eq est une projection centrale dans ‘B’m.

Démonstration. Voir le Chapitre 7 du livre de Sinclair et Smith [SS08]. ©)

DEFINITION.
Soit 2 une sous-algébre commutative maximale d’'un facteur 91 de type II; séparable. On
définit linvariant de Pukansky Puk(2(,91) de 2 dans 91 — généralement noté Puk(2l) lorsqu’il
ne peut y avoir de confusion sur le contexte — comme I'ensemble des n € N U {oo} tels que
a- te)%’Q[ possede une partie de type I,,.

En cas d’ambiguité, on pourra inclure le facteur 91 dans la notation et on écrira alors
Puk(A, ).

En 6tant la projection eg de %'m, on supprime la partie %’meg[ = Bygeqy qui est abélienne pour
toute sous-algébre commutative maximale 2. Cela permet d’obtenir un meilleur invariant
puisque son inclusion ajouterait 'entier 1 a tous les invariants de Pukansky, et il serait alors
impossible de distinguer les algébres d’invariants {2} de celles d’invariants {1,2}.

Linvariant de Pukansky vérifie que si 2 et B sont deux sous-algébres commutatives maxi-
males unitairement équivalentes d’un facteur 9 de type I3, alors Puk(2() = Puk(*8). En re-
vanche, la réciproque n’est pas vraie! On peut méme trouver quatre sous-algebres 2,8,¢,D
de méme invariant (égal a {1}) avec 2 réguliére, 5 semi-réguliére, € singuliére, et © qui n’est
ni singuliére, ni semi-réguliére, ni réguliére! Linvariant de Pukansky est cependant souvent
utile et nous nous servirons de certains résultats dans le Chapitre

Les quatre théorémes suivants peuvent se trouver dans le livre de Sinclair et Smith [SSO08].

PROPOSITION.
Soit N un facteur de type II; et A une sous-algébre commutative maximale de . Si 2 est
réguliere, alors Puk(2l) = {1}.

PROPOSITION.
Soit N un facteur de type I1; et A une sous-algebre commutative maximale de N. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

— A est une sous-algébre commutative maximale de L(L2(N));

— Puk(2) = {1}

PROPOSITION.

Soit N un facteur de type I1, et A une sous-algébre commutative maximale de .
— Si Puk() c{2,3,4,...,00}, AU est singuliére.
— Si M) #, alors 1 € Puk(2L).

PROPOSITION.
Soit 2 (resp. °B) une sous-algébre commutative maximale d’un facteur N (resp. N) de type 11;.
Alors :

Puk(2® B) = Puk(A) U Puk(B) U Puk(A)Puk(B)

ot Puk()Puk(B) ={a x b | a € Puk(),b € Puk(*B)}.

Nous avons énoncé plus haut qu’il était possible de trouver quatre sous-algebres commuta-
tives maximales 2,8, €,® du facteur hyperfini R de type II; telles que toutes soient de méme
invariant de Pukansky, et telles que 2 soit réguliére, B soit semi-réguliere, ¢ soit singuliére,
et O soit hors de la classification de Dixmier (on dira que ® n’est pas Dixmier-classifiable). Les
sous-algebres régulieres sont nécessairement d’invariant de Pukansky {1}. De plus, il existe
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des sous-algebres commutatives maximales réguliéres du facteur hyperfini R (par exemple
en considérant une construction de R par un produit croisé [SS08]). Nous avons donc bien
notre sous-algebre 2.

D’un autre c6té, Stuart White [WhiO6l] a montré que les sous-algébres commutatives maxi-
males de Tauer ont toute pour invariant de Pukansky le singleton {1}. Or il existe des sous-
algebres commutatives maximales de Tauer singulieres [WSO07] et semi-régulieres [WhiO6]
dans le facteur hyperfini. Nous avons donc bien I'existence de deux sous-algébres commuta-
tives maximales ‘B semi-réguliére et ¢ singuliere telles que Puk(*8) = Puk(¢) = {1}.

Or, puisqu’il existe des sous-algébres commutatives maximales singuliéres d’invariant de Pu-
kansky égal a {1}, il existe également des sous-algebres commutatives maximales ni réguliéres
ni semi-réguliéres ni singuliéres dont 'invariant de Pukansky est égal au singleton {1}. En
effet, si A est commutative maximale singuliére telle que Puk(2() = {1}, on considére 2A® £ ou
£ est une sous-algébre commutative maximale réguliére (donc Puk(9Q) = {1}) de R®*R. On a
alors que Puk(2 ® ) = {1} par la Proposition et de plus, en utilisant la Proposition
§3.3.71] on obtient :
Nrenr(RAU® Q) = Hr(A)® ARx(Q)=AR

Or le centre de A ®*R est égal a4 AR C car 2 est commutative et que le commutant d'un produit
tensoriel est égal au produit tensoriel des commutants (un résultat da a Tomita). Donc A ® ‘R
n’est pas un facteur, ce qui implique que 2l ® £ n’est ni semi-réguliére ni réguliére. Puisque
de plus A ® Q est évidemment distincte de 2 ® R, on en déduit que 2A ® £ n’est pas non plus
singuliere : elle est donc en dehors de la classification de Dixmier. Comme SR®*R est isomorphe
a R, il suffit de alors choisir un isomorphisme ¢ pour définir D = P2 ® Q) une sous-algebre
commutative maximale de R non Dixmier-classifiable telle que Puk(®) = {1}.
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Les premieres géométries de l’'interaction

Premieres GdlIs : Nilpotence

Le premier article sur la géométrie de I'interaction [Gir89al se place déja dans des algebres
d’opérateurs, qui procurent une généralisation naturelle des permutations par le biais des
isométries partielles. En effet, il est nécessaire d’avoir des objets infinis afin de représenter
les exponentielles, et il est relativement naturel de généraliser les permutations finies par les
permutations d’'une base d'un espace de Hilbert de dimension infinie. Ceci revient en fait a
considérer les isométries partielles qui normalisent une sous-algébre commutative fixée.

On commence donc par fixer un espace de Hilbert H de dimension infinie (dénombrable), et
une sous-algébre maximale commutative 2 c £(H). On supposera que H = %(N) et que 2 est
I'algebre maximale commutative des opérateurs diagonaux dans la base (§; ,)nen. On peut
alors définir des opérateursE] d,g € Ggep@) tels que dd* +gg* =1etd*d=g*g=1. On
choisira ici d((x,)neN = (X2n)neN €t g((xn)neN = (X2, +1)neN. Si 7 est une projection dans 2l il
est immédiat que dnd* (respectivement gng*) est une projection dans 2, donc d2Ad* <
(respectivement g2 g* < ) puisque 2l est engendrée par ses projections. De plus, d et g sont
des isométries partielles et les projections dd* et gg* sont dans 2, donc d et g sont bien des
éléments de G ¢ qy(20).
Si u € L(12(N)), on notera d(u) (resp. g(u)) Popérateur dud* (resp. gug™).

On se restreindra dans la suite aux éléments de G(2(). On définit maintenant une notion
d’orthogonalité basée sur la nilpotence.

DEFINITION.
Deux éléments u,v de G(2() sont orthogonaux — noté u L v — lorsque uv est nilpotent, c’est-
a-dire lorsqu’il existe un entier n tel que (uv)” =0.

Cette notion d’orthogonalité permet de définir les types comme des ensembles clos par
bi-orthogonal.

DEFINITION (TYPES).

Un type est un ensemble d’éléments de G(2l) clos par bi-orthogonal, c’est-a-dire un ensemble
T c G() tel que T+ =T.

La construction du tenseur se fait a ’aide des opérateurs d et g qui internalisent la somme
directe. En effet, 'espace de Hilbert H vérifie H = H & H.

DEFINITION.
Si A, B sont des types, le produit tensoriel de A et B est défini par :

A®B={du)+gWw)|ucA,veB*t

On notera u ©v = d(u) + g(v). Par les Propositions [§10.2.20] et [§10.2.21] on montre que si ©,v
sont dans le groupoide normalisant G &) (2) alors u © v € G £g)(20).

On doit également définir 'implication linéaire. Celle-ci est définie a travers la formule
d’exécution :

DEFINITION.
Soit u,v des éléments de G(2I) tels que u L d(v). Lexécution de u et d(v), que 'on notera
u::d(v), est définie par :

ud@) =1 -dd")1-ud@) M 1-dd*)

Comme u 1 d(v), I'inverse de 1—ud(v) existe toujours et est défini par la série Z;’go(ud(v))i.
On peut montrer queE] si u et d(v) sont dans G (), alors u::d(v) € G (RD).

1. On rappelle que G »(y)(2D) est le groupoide normalisant de 2l (Définition [§3.3.64).
2. Nous ne faisons pas ici cette démonstration, mais celle-ci est presque similaire a la preuve de la Proposition
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La propriété importante qui permet de s’assurer que 'on peut interpréter les connecteurs
multiplicatifs de la logique linéaire est 'adjonction.

PROPOSITION (ADJONCTION).
Si u,v,w sont des éléments de G(2), alors :

fluove (f Ldw)A(f::du)L g))

THEOREME.
Si A, B sont des types, on consideére ’ensemble A —o B défini par :

A—oB={feG®)|VueA,FveB,f:du)=gl)
Cet ensemble est un type, et vérifie :
A—oB=(AsBY)*

Démonstration. Soit f€ A —B,ucA etv' € BL. Alors f::d(u) = g(v) ol v est un élément de
B, donc f Ld(u) et f::d(u) L g"). Donc f Luov'. On a donc f € (A®BL)tL.

Inversement, si f € (A®BL)!, alors f L u®v’ pour tout u € A,v' € B, et donc f::d(u) est
défini et égal a g(v) pour v dans B, donc f € A — B.

On en déduit que A —o B = (A ® B+)*, ce qui implique que A —o B est un type. ©)

Pour définir des exponentielles, on utilise une internalisation du produit tensoriel. En effet,
puisque H est de dimension infinie, il vérifie H = H® H. On choisit donc un tel isomorphisme
B et une internalisation de I'associativité . On peut par exemple définir la bijection §: N x
N — N par (n,m) — 2"(2m + 1) — 1. Cette bijection § induit un unitaire ug:HxH — H en
définissant (6; ,,0; m)n,meN — (0; pm,n)) sur les éléments de la base. On peut alors définir une
internalisation du produit tensoriel : si u,v sont des éléments de G(2(), on définit u®v = ug(u®
v)uz. Naturellement, (v ®v)®w =ug((u ®v)® w)u; =up(upgue® v)uZ) ® w)u;; n’est pas égal a
udWwew)=ugue(usve w)uz))uz, mais il existe un unitaire ¢ qui internalise ’associativité,
Popérateur induit par la fonction :

N - N
Y:
BB(p,q),r) — PB(p,B(q,r)

DEFINITION.
Soit u € G(A). On définit !u comme I'internalisation de 1 ® u, c’est-a-dire comme 1® u.

Le fait de définir 'exponentielle comme 1®u revient a remplacer u par un nombre dénom-
brable de copies de lui-méme. En effet, 1®u € L(HoH) est égal a ) ;cne; ® u, ou (e;) est une
base de H.

Interprétation des preuves

Girard définit linterprétation des preuves comme des matrices dans ,(Z(%(N))), ot n
est le nombre de formules dans le séquent conclusion (en comptant les formules coupées
qui apparaissent dans les séquents). On se contentera ici de présenter 'interprétation de
MLL. La figure présente les régles de formation des dérivations dans ce systeme. Les
formules sont celles de la logique linéaire, et les séquents sont de la forme - [A],T ou A =
A1,Af,A2,A2l, ... ,Ak,A}f est 'ensemble des couples de formules coupées. Girard définit alors
I'interprétation d’'une preuve par un couple (7°,0;), ol 7° est une isométrie partielle dans
Mp(L(12(N))) (plus précisément dans ., (G 212Ny (@D)) représentant la preuve 7, et o, est
une symétrie partielle dans .#,(Z(%(N))) (plus précisément dans M (G p2(ny)(2D)) repré-
sentant I’ensemble des coupures effectuées dans 7.
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F[O11,A,A F[02],T,AL

|_[] A AJ_ Ax Cut
b F[01,02,A,A+],T,A

+HI[O],T,A,B » F[O11,T,A FI[O2],A,B

F[O,T,A%B F[01,02],T,A, A B

FIGURE 4.1 — Calcul des séquents avec coupures explicites

Contrairement a ce que fait Girard, nous allons définir 'interprétation directement dans
ZL(L?(N)) en internalisant I'algébre de matrices 9, (L(L2(N))). On représente donc un sé-
quent par le ® des formules le composant. Les deux projections dd* et gg* sont équiva-
lentes au sens de Murray et von Neumann : I'isométrie partielle a = gd* est telle que aa™ =
(gd*)gd*)* =gd*dg* = gg* et a*a =dd*. On va donc utiliser celle-ci pour représenter les
axiomes.

Soit + [A],T un séquent. Chaque formule A dans AuUT posséde une adresse, c’est-a-dire une
projection sur le sous-espace correspondant 2 A. Si A et A sont deux formules aux adresses
P1,p2 respectivement, on peut définir une symétrie partielle entre ces adresses (construite a
laide des isométries partielles d et g) que ’'on notera 7(p1, p2).

DEFINITION (REPRESENTATION DES PREUVES).
On définit 1a représentation (7°,0,) d'une preuve 7 en calcul des séquents inductivement :
— Si 7 est une régle axiome, on définit 7° =a+a* et 0, =0;
— Si 7 est obtenue a partir de 71 et 72 par 'application d’'une régle ®, on définit 7° = 7] o7}
et o, =d(o1)+5(09);
— Si 7 est obtenue a partir de 71 par l'application d’'une regle ®, on définit 7° = 7] et
On=0ny;
— Si 7 est obtenue a partir des preuves 71 et 1o par 'application d’'une régle Cut entre
deux formules aux adresses p1,p2, on définit 7° = 7] 075 et o = d(o1)+5(02)+1(p1,p2).

11 est alors possible de montrer que si 7 est une preuve contenant des coupures et 7’ est la
preuve sans coupure obtenue en appliquant la procédure d’élimination des coupures sur 7,
les opérateurs 7° et 0, sont orthogonaux et le résultat de 'exécution Ex(7*,0;) = Zfzo(ﬂ'a,,)i
est égal a (7)".

Nilpotence Faible

La GdI que nous venons de présenter partiellement permet d’interpréter le systéme F'. Girard
a ensuite voulu étendre celle-ci afin d’interpréter le lambda-calcul pur. La différence princi-
pale, qui est également la plus grande difficulté, consiste 4 montrer que la formule d’exécution
Ex(u,0) est bien définie lorsque uo est faiblement nilpotent.

DEFINITION.
Un opérateur u est dit faiblement nilpotent si u” tend faiblement vers 0.

Dans la section précédente, la nilpotence de 'opérateur uo permettait d’assurer la bonne dé-
finition de la série Z‘i’zo(ua)i, et donc de la formule d’exécution. Le cas de la faible nilpotence
est plus délicat. En effet si uo est faiblement nilpotent I'opérateur 1 —uo n’est en général pas
inversible. Girard montre [Gir88bll que celui-ci admet un inverse non borné p défini sur un
sous-espace dense de H. De plus, puisque les opérateurs choisis sont tous dans le normalisa-
teur d’'une méme sous-algébre maximale commutative, les termes (z0)* sont des isométries
partielles de domaines et co-domaines disjoints et on peut alors montrer que la restriction de
p au sous-espace (1 —o2)H est un opérateur borné. Ce qui donne la proposition suivante :

PROPOSITION (GIRARD [GIR88BI).
Si uo est faiblement nilpotent, 'exécution Ex(u,o) est bien définie.
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Les additifs

Le traitement des additifs n’apparait que plus tard [Gir95all, avec I'introduction de la notion
de dialecte. Cette notion permet de rendre privée une partie de I'information contenue dans
un opérateur. On ne considerera plus des opérateurs agissant sur un espace de Hilbert H,
mais plutét des opérateurs agissant sur ’espace de Hilbert H® H, ou la premiére copie de H
est « publique », tandis que la seconde est « privée ». Ainsi, lorsque 'on souhaitera compo-
ser deux tels opérateurs, il faudra considérer que leurs dialectes (tous deux égaux a H) sont
disjoints : I'action d’un opérateur sur le dialecte d'un autre sera nécessairement l'identité. Le
fait de forcer un opérateur a agir comme l'identité sur le dialecte d'un autre se traduit par
I'utilisation du produit tensoriel H® H : si u,v sont des opérateurs sur H® H, on va les étendre
a des opérateurs u',v¥ sur He (H®H), c’est-a-dire des opérateurs possédant deux dialectes
(celui de u et celui de v) mais n’agissant que sur 'un d’entre eux (on les étends par l'identité
sur le dialecte qui n’est pas le leur, par exemple ' = u ®1). Par une internalisation du produit
tensoriel, on peut alors considérer que le couple formé des deux dialectes n’est en réalité qu'un
seul dialecte : Popérateur ufv* peut étre considéré comme agissant sur H® H.

Larticle Geometry of Interaction III : Accomodating the Additives [Gir95al interpréte les
preuves comme des opérateurs dans une algebre stellaire, tout comme la premiére version
présentée plus haut, mais cette algebre stellaire est décrite comme une algebre d’unification.
Pour des raisons d’homogénéité, nous allons donc nous éloigner de cette approche pour pré-
senter cette extension aux additifs. La présentation que nous ferons ici de cette construction
— que nous nommerons GdI3 — est une variante de celle que I'on peut trouver dans la these
d’Etienne Duchesne [Duc09l.

On se fixe comme auparavant I'espace de Hilbert H = /2(N), ainsi que la sous-algébre maxi-
male commutative 2 de £(12(N)) définie comme I'ensemble des opérateurs diagonaux dans la
base (6; ,)neN. On considérera des sommes (disjointes) d’opérateurs de la forme u ® p — ou p
est une projection et u une isométrie partielle — dans le groupoide normalisant de A ® 2, qui
est une sous-algébre maximale commutative de Z(H & H).

DEFINITION.

On dira que u est un opérateur de GdI lorsque u =Y ;c;u; ® p;, ou pour tout i € I, u; est
une isométrie partielle dans G(2(), p; est une projection dans 2. De plus, on demandera que
Yierpi~1let p; ~pj (pour tous i, ;) au sens de Murray et von Neumann.

REMARQUE. Si u est un opérateur de Gdl, alors u € G (e (A ©21).

DEFINITION.
Soitu=3;cru;®p; etv =3 ;cyv;®q; deux opérateurs de GdI. On définit u' comme lopérateur
Yicrui ®(p; ®1). De méme, on définit v comme l'opérateur Y jegvj®(1®g; ).

DEFINITION.
Si u et v sont deux opérateurs de GdI, on dira qu’ils sont orthogonaux lorsque u'v* est nil-
potent. On dira que u et v sont faiblement orthogonaux lorsque uv* est faiblement nilpotent.

Nous allons utiliser a nouveau les isométries partielles d, g introduites au début de ce cha-
pitre. Cependant, d et g sont des opérateurs dans Z(H) tandis que les opérateurs de GdI
sont des éléments de Z(H®H). Il est donc nécessaire d’étendre ceux-ci a des opérateurs de
#(He®H) pour tenir compte de I'introduction des dialectes. On notera par conséquent d (res-
pectivement g) I'opérateur d ®1 (respectivement g®1) et 'on écrira d(u) (respectivement 3(u))
lopérateur dud* (respectivement gug*).

DEFINITION.
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Soit u,v deux opérateurs de GdI. Alors :

dw" Y dw)e(p;®1)
iel
= ) Y duj)e(p;&q))

i€l jed

Y gwHeleg;))
Jjed

= )Y Y gwpepi&q)

jediel

U5

Lopérateur u o v = d(u’) + (v¥) est donc un opérateur de GdI, égal a :

Y Y du)+gw)e(pi&q;))

iel jed

DEFINITION.
Soit A, B deux types, on définit leur tenseur par :

A®B={uov| uEA,UEB}“‘

DEFINITION.

Soit u,v des opérateurs de GdI orthogonaux. On définit 'exécution de u et d(v) comme l'opé-
rateur de GdI u:d(v) = (1-dd*)¥;>1(u'd@"))u(l-dd*).

Le fait que ce soit un opérateur de GdI vient du calcul suivant :

w:d)
= (1-dd" Y 'dehu'1-dd*)
i>1
= (1-dd") Z((ZZ k®(pk®qz))((z Zd(vl’)®(Pk’®(Il’))) u(l-dd"*)
i>1\\k=01=0 k=01’

1
=

|

Qo
Q;:
™

—_—

M=
Mz

(wrv)) ®(pr éﬂll)) (Z Y ure(p ®qz))(1—5i<§l*)
£=01=0

Il
M=
Mz

—_—

[

|

Q>

&)

M

(urd @) up(l-pp )) ®(pr®q1)
PROPOSITION.
Soit u,v des opérateurs de GdI orthogonaux. Alors :

ul@ow e ldwNa:dw") Lgw)

THEOREME.
Soit A,B deux types. Alors

A—oB={f|VuecA,JveB,[:du)=50)}

est un type et A — B =(A®Bb)*.

DEFINITION.
Soit u,v deux opérateurs de GdI. On définit

u&v=>1®pu(lep) +1eqv(leq)*
Si A, B sont deux types, on définit

A&B={u&uv|ucA,veB*t
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DEFINITION.
Soit u,v des opérateurs de GdI. On dit que u est un variant de v — noté u ~ v — lorsqu’il
existe une isométrie partielle w € G(2) telle que u = (1@ w)v(1 @ w)*.

PROPOSITION.
Soit u,v,w des opérateurs de GdlI tels que u ~v. Alors u L w si et seulement si v L w. De plus,
uiw~viw.

Géométrie de l'interaction hyperfinie

La locativité

Entre les constructions de géométrie de l'interaction présentées ci-dessus et la géométrie de
I'interaction dans le facteur hyperfini, Girard a introduit la ludique. Si 'approche de la lu-
dique semble a priori éloignée de celle de la géométrie de I'interaction, il se trouve que dans
un certain sens la construction est parfaitement similaire. En effet, seuls les points de départ
de ces deux constructions different. La ot la géométrie de 'interaction est construite autour
de I'abstraction des réseaux de preuve, la ludique est construite autour d'une abstraction des
dérivations en calcul des séquents (pour MALL). On peut montrer qu'une formule A est prou-
vable dans MALL si et seulement si une formule Af est prouvable dans un systéme MALLg,.
Cette formule A? est une forme normale de A obtenue en appliquant les isomorphismes de
distributivité (voir le Chapitre[2] Section [2.2). Le systéme MALL¢,, quant a lui, utilise le fait
que tout séquent prouvable posséde une preuve focalisée, c’est-a-dire une preuve alternant
entre une suite de regles réversibles (négatives) de longueur maximale, et une suite de regles
non réversibles (positives) introduisant les connecteurs positifs d'une formule choisie (d’ou1
le terme de focalisation) de longueur maximale. Ce calcul des séquents posséde donc deux
schémas de regles, un schéma négatif et un schéma positif — chacun représentant les suites
possibles de régles négatives ou positives, et une régle d’axiome.

La ludique est alors une abstraction de ce calcul des séquents : premiérement on remplace la
régle axiome par une régle " comme celle introduite au début du Chapitre [2| La différence
entre la régle " de la ludique et celle que nous avons présentée est que la régle de la ludique
ne peut introduire des séquents de la forme - A, A" et ne correspond donc jamais a applica-
tion d’'un axiome. Ceci est rendu possible en acceptant les arbres de dérivation infinis : ainsi,
un séquent correct — comme A - A — pourra étre introduit par une n-expansion infinie. La
seconde abstraction consiste a remplacer les formules par de simples adresses — des suites
finies d’entiers. On peut remarquer que nous avons déja introduit une approche similaire. En
effet, les constructions présentées dans la Section du Chapitre [2| utilisent également des
entiers en remplacement des atomes des structures de preuve. Nous avons également ren-
contré la notion d’adresse dans la présentation que nous avons faite de 'interprétation des
preuves dans la premiére GdI (Section [4.1.2).

Nous ne rentrerons pas dans les détails de la ludique ici, mais nous insisterons sur cet aspect
locatif. Si la géométrie de l'interaction était déja locative dans ses premiéres versions — une
adresse étant donnée par une suite de d et g — ce n’est qu’apres la ludique que celle-ci
devient réellement explicite. En particulier, dans les premiéres GdlI, le produit tensoriel était
toujours défini car il contenait les délocalisations nécessaires : les conjugaisons par d et par
g. Cela permet en particulier de considérer des opérateurs agissant sur le méme espace :
Pespace de Hilbert L2(N). Dans la GdI5, les opérateurs considérés seront des éléments d’'une
algebre 9o 1 de type II, mais agissant uniquement sur un sous-espace « fini » (du point
de vue de l’algebre). Ainsi, les objets considérés seront la donnée dune projection finie p €
Ro,1 — le lieu — et d'un opérateur u tel que pup = u. Une conséquence de la locativité est
que certaines opérations sont définies seulement partiellement — comme le tenseur, mais
nous montrerons qu’il est malgré tout possible d’obtenir des constructions totales lorsque I'on
travaille a délocalisation prés (on obtiendra ainsi des modeles catégoriques).
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L’équation de rétroaction

L'équation de rétroaction est la contrepartie — au niveau des opérateurs — de la procédure
d’élimination des coupures. Ainsi une solution de I’équation de rétroaction est I'équivalent
de la forme normale d’un réseau contenant une coupure. Cette équation peut s’écrire comme
suit : si u,v sont des opérateurs sur les espaces de Hilbert He H' et H' ® H” respectivement,
une solution de l'équation de rétroaction est un opérateur w sur HeH" tel que w(x®z) =x'®2’
des lors qu’il existe y,y’ € H' satisfaisant :

uxey) = 2oy
vy ez) = ye2
y
H H
x X'
u
M , M
y
v
H// H/I
z o

On note p,p’, p” les projections sur les espaces H,H’,H” respectivement. La formule d’exécu-
tionu:v=(p +p”v)2,>0(uv)i(up +p"), lorsqu’elle est définie, donne une solution & ’équation
de rétroaction entre u et v. De maniére plus générale, la formule (p + p"v)(1 —uv) Nup +p"),
lorsqu’elle est définie, donne une solution a ’équation de rétroaction.

Girard a étudié, dans son article Geometry of Interaction IV : the Feedback Equation [Gir06]
une extension de cette solution. En effet, il a montré que deés lors que u,v sont des hermi-
tiens de norme au plus 1, la solution (1 —uv)~! de équation de rétroaction définit une sorte
d’application fonctionnelle, et que celle-ci peut étre étendue de maniére a étre définie pour
tout couple d’opérateurs hermitiens de norme au plus 1. De plus, cette extension est I'unique
extension préservant I'associativité et satisfaisant certaines propriétés de continuité.

Déterminant

La nouvelle version de la Géométrie de I'Interaction, celle qui a été principalement étudiée
dans cette these, n’utilise plus la notion d’orthogonalité définie par la nilpotence mais utilise
une notion définie a partie du déterminant. Nous allons essayer de justifier ce passage au
déterminant, et pour cela nous allons considérer G,H,F des matrices carrées de dimensions
respectives n x n, m x m et (n + m) x (n + m). On peut alors décomposer par blocs la matrice F
ainsi :

F11 Fro

Fa1 Fy

ou F1; (respectivement Fg) est une matrice carrée de dimension n xn (respectivement m xm).
On notera de plus G @ H la matrice carrée de dimension (n + m) x (n + m) définie par :

G 0
0 H

GeoH=
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Girard a alors remarqué que dans le cas ou la matrice 1 — F11G est inversible (1 est ici la
matrice identité de dimension n xn), le calcul du déterminant de 1-F(G & H) faisait apparaitre
la formule d’exécution Ex(F,G) :

det(1-F(G o H))
1-F1G  -FiuH
~Fo1G 1-FaH

1-F11G -Fi2sH+(1-F11G)C 3

— C=1-F11G) lFlgH)
-Fo1G 1-FooH - F91GC

1-F11G 0

-Fo1G 1-Ex(F,G).H

det(1-F11G)det(1-Ex(F,G).H)

Cependant, afin d’interpréter les connecteur exponentiels, il est nécessaire de travailler avec
des opérateurs agissant sur des espaces de dimension infinie. C’est pourquoi Girard travaille
avec les algebres de von Neumann de type II. En effet, I’'existence de la trace dans les facteurs
de type II; permettent de définir une généralisation du déterminant.

Cette nouvelle version de la Géométrie de I'Interaction considére donc des opérateurs dans
une algebre particuliére : le facteur hyperfini de type Il,. En réalité les opérateurs considérés
sont des opérateurs appartenant a une sous-algébre pig 1p, ou p est une projection finie. On
travaille donc avec des opérateurs du facteur hyperfini de type II; : l'algebre de type 11
permet simplement de s’assurer que suffisamment de lieux sont disponibles.

Dans un facteur de type I3, il existe une trace. Il est possible de définir alors une généralisa-
tion du déterminant grace a I'identité det(exp(A)) = exp(tr(A)), qui est vérifiée en dimension
finie pour toute matrice A.

En effet, si A est une matrice a coefficients complexes, alors on peut la supposer sous forme
triangulaire supérieure. Le déterminant de exp(A) est donc le produit des exponentielles des
valeurs propres de A : det(exp(A)) = []; exp(1;) et donc det(exp(A)) = exp(}_; 1;). On a donc
bien det(exp(A)) = exp(tr(A)).

Dans le cas d’'un facteur de type II;, muni d’une trace normalisée Tr, on peut alors définir,
pour tout opérateur A inversible :

det(A) = eT(log(AD)

Cette généralisation du déterminant a été introduite par Fuglede et Kadison [FK52[, qui
montrent que de nombreuses propriétés sont satisfaites par ce dernier. Parmi ces propriétés,
celles que nous utiliserons par la suite sont :

— det est multiplicatif : det(AB) = det(A)det(B);

— pour tout A, det(A) <rad(A).
Dans la GdI5, Girard utilise une généralisation de la trace : les pseudo-traces. Une pseudo-
trace est une forme linéaire hermitienne (a(u) = a(u*)), traciale (a(uv) = a(vu)), fidele et o-
faiblement continue.

DEFINITION.
Si a est une pseudo-trace sur 2, et tr une trace sur ‘R, on peut définir, pour tout A e R

inversible :
dettr@a(A) = etl‘®a(log(\A|))

PROPOSITION.
Si ¢ est un *-isomorphisme de 2 dans *B, alors pour tout élément inversible A e R :

dettr®(ao¢-1)(1d ® P(A)) = detiroq(A)
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Démonstration. Soit A inversible dans $ig 1 ® 2. Alors, en utilisant la définition du détermi-
nant et le fait que Id ® ¢ commute au calcul fonctionnel, on a :

exp(tre (ao (p_l)(log(IId ® p(A)]))

exp(tr @ (ao ¢ 1)(Id ® ¢p(log(|A]))))
exp(tr ® a(log(|A])))

det tr@(aoq)—l)(ld ® ¢(A))

Donc det (g (qog-1)(Id @ P(A)) = det troa(A). ©

LEMME.
Soit B un opérateur, u un unitaire et  une fonction continue sur Spec(B). Alors f(uBu*) =
uf(B)u*.

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour les polynémes par définition du calcul
fonctionnel continu. Or, si p =x*, £ > 2, on a (wBu*)* = uB(u*uB)*1u* = uB*u*. Pour le cas
k=0,0onal=uu” car u est unitaire. Le cas k& = 1 est trivial. On déduit donc de cela que, si
p=X%  a;x!, alors p(B)=Y*_ a;uB'u* =u(X*  ja;BHu*. ©

PROPOSITION.
Soit B un opérateur et u un unitaire. Alors :

det(1—uB) =det(1-Bu)

Démonstration. Si u est un unitaire, on utilise le lemme précédent et la propriété de la trace
pour avoir :

det(1-uB)

exp(tr(log(|]1—uBl)))

= exp(tr(log(|luu® —uBuu®|)))
= exp(tr(og(lu(l1-Bu)u*|)))
= exp(tr(og(u|l-Bulu™))

= exp(tr(log(|1 - Bul|u*u))

= exp(tr(log(]1—Bul))

= det(1-Bu)

Donc det(1 — uB) = det(1 - Bu). ®

LEMME.
Si A est nilpotent, alors rad(A) = 0.

Démonstration. On arad(A)=1lim,,_[|A"| % Or, si A est nilpotent de degré &, |A™| =0 pour
n>k.Dourad(A)=0. ®

LEMME.
Si A est nilpotent, alors P(A) = Z?Zl akAk est nilpotent.

Démonstration. Le degré minimal de A dans P(A)’ est égal a2 A’. Donc P(A)' = 0 pour i >
k. ©

PROPOSITION.
Si A est nilpotent, alors det(1+A) = 1.

Démonstration. On notera k le degré de nilpotence de A. Comme A est nilpotent, rad(A) = 0.
Soit A € Spec(1+ A). Par définition, A —1— A est non-inversible, ce qui signifie que (A-1)-A
est non-inversible, c’est-a-dire 1 — 1 € Spec(A). Cela implique que A = 1 puisque le spectre de
A est réduit a {0}. On en déduit que rad(1+A) <1 et donc que det(1+A) < 1.

De plus, (1+A)™ 1 = Z?z_ol(—A)i =1+ Zf’:—ll(—A)i. Par le lemme précédent, on sait que B =
Zf;ll(—A)i est nilpotent, et donc det(1+B) < 1 par le méme raisonnement que précédemment.
Comme det(1+B) =det((1+A)~1) = (det(1+A))", on en déduit que det(1+A)=1. ©)
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PROPOSITION (GIRARD [GIR11Al).
Soit u,v,w trois opérateurs dans le facteur hyperfini de type 111, et u ::v la solution de I’équation
de rétroaction définie par u et v. Alors :

det(1 - u(v +w)) =det(1 —uv)det(l —(u::v)w)

Multiplicatifs

La version de la Géométrie de I'interaction hyperfinie présentée dans le reste de cette section
n’est pas la version apparaissant dans I’article de Girard [Girllal (une courte présentation de
celle-ci se trouve a la fin de ce chapitre). Lorsqu’il faudra distinguer les deux versions de la GdI
hyperfinie, nous distinguerons la GdI5.1 — celle de I'article [Girllall — et la GdI5.2 présentée
ici. Notons que nous utiliserons également une troisieme version de la GdI hyperfinie dans le
Chapitre [10| qui correspond a une version antérieure a la GdI5.1 qui n’a finalement pas été
publiée et sera par conséquent nommée GdI5.0.

DEFINITION.
Un projet hyperfini est un 5-uplet a = (p,a,2,a,A), ou :
— p est une projection dans Ry 1, le support de a;
— a € Ru{oo}, la mise de a;
— A est une algebre de von Neumann finie de type I, I'idiome de a;
— a est une pseudo-trace : a est une forme hermitienne (a(a) = a(a*)), traciale (a(abd) =
a(ba), et continue pour la topologie o-faible ;
— A € pPRo,1p ®2 est un hermitien de norme au plus 1.
On utilisera la notation introduite par Girard, et on écrira a =a-+-a+A. Lorsque I'idiome est
égal a C, on notera 1¢ la « trace » x — x.

En anticipant sur la définition des graphes tranchés (Chapitre 5] Section [5.3.2), on peut re-
marquer qu’une algébre finie de type I peut toujours s’écrire comme @;c; My, (C), ou I est un
ensemble fini, et les k; sont des entiers naturels. On peut alors montrer quune pseudo-trace
peut se décomposer sous la forme a = D;cs ajtry,;, ou try, est la trace normalisée (tr, (1) = 1)
sur l'algébre de matrices 91, (C) et les a; sont des réels.

LEMME.
Soit A =M (C) une algebre de matrices, et a une pseudo-trace sur 2. Alors il existe un réel A
tel que a = Atr ou tr est la trace (normalisée de maniére a ce que tr(1) =1) sur 2.

Démonstration. Fixons 71,...,7; un ensemble de projections minimales de [ = 0, (C) tel que
Zf.:l n; = 1. Alors comme les projections 7; sont toutes équivalentes au sens de Murray et von
Neumann, on peut trouver pour tout 1 < j < k& une isométrie partielle u; telle que u; u;‘ =7
et u; u; = 1. En utilisant le fait que a soit traciale, on obtient alors :

a(n;) = a(uju;-) = a(u}’f uj) = almy)

On pose donc A =k x a(m17).

On montre que 'on a a(p) = Atr(p) pour toute projection p dans 91,(C). Si p est une telle
projection, alors il existe une isométrie partielle w entre p et une somme partielle Z;": 1 7j pour
un entier j. La tracialité de a et de tr impliquent alors respectivement que a(p) = a(Z;.":l ;)
et que tr(p) = tl‘(Z;-n:l 7;). On en déduit donc :

a)=aY_mj)=Y alr))=) Mr(r;)=Mr(} 7;)= Ar(p)

m m m
Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1

Les deux formes a et Atr sont donc égales sur 'ensemble des projections et continues : elles
sont donc égales puisque 'ensemble des projections engendrent toute 'algebre. Il reste & mon-
trer que A est réel. Ceci est une conséquence immédiate du fait que a(a) = a(a™) : si a est
auto-adjoint, alors a(a) € R; en particulier une projection 1 est autoadjointe et tr(m1) = 1/
est dans R, et donc A = a(m1)/tr(71) est nécessairement un nombre réel. ®
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PROPOSITION.
Soit A = @ﬁZISﬁki(C) une somme directe d’algébres de matrices, et a une pseudo-trace sur 2.
Alors il existe une famille ()Li)ﬁzl de réels telle que a = @izl )Litrgmki(c).

Démonstration. On note p; (i = 1,...,1) la projection de A sur l'algébre M, (C). Si a € 2,
onaa-= EB%Zlai, d’ou on obtient que a(a) = Zi:l a(a;). On note donc «a; la restriction de a
a lalgebre 9, (C), c’est-a-dire a; = a(p;ux)p;) ol 1 : M, (C) — A est I'injection canonique.
Comme « est une pseudo-trace, a; est également une pseudo-trace sur 9, (C) et I'on peut
donc utiliser le lemme précédent pour trouver un réel A; tel que a; = A;troy, (c). Finalement,
pour tout a €2, on a : L

! ! ! !
al@) =} ala;) =) aia;)= ) Aitran, ©ai) =D Aitron, ©)(@)
i i=1 i=1

i=1 i=1 i

On a donc montré le résultat voulu. ®

REMARQUE. On a choisi ici de présenter une version de la GdI5 1égerement différente de
celle présentée dans l'article de Girard. La différence entre la version de l'article (GdI5.1) et
celle-ci (GdI5.2) est que nous n'imposons pas qu'un projet a =a-+-a + A satisfasse a(ly) # 0.
Cette version est suggérée par Girard dans la syntaxe transcendantale |Gir11b] et elle permet
d’éviter I'introduction de conduites négatives et positives (GdI5.1), qui sont remplacées par
une seule morphologie : les dichologies.

Si A ey 102Aet Bep1©°B, on notera A'> et B™ (on écrira souvent abusivement AT et B¥
pour simplifier les notations) les opérateurs de Rp ; ® A ® B définis par :
Ats
B

Aoly
(Idgr,, @ TI(B @ 1g()

ou 7 est 'isomorphisme B @2 — A ® B.

DEFINITION.
Soita=a-+-a+Aetb=>b-+-6+B deux projets hyperfinis. Alors a L b si:

<a,b> = af(1lg) + alAg)b —log(det(1 - ATB¥)) # 0,00
Si A est un ensemble de projets, on notera A~ = {b | Vac A,a L b} et A** =(AY)*.

DEFINITION.
Soit p une projection finie de Ro,1. Une conduite de support p est un ensemble A de projets
de support p tel que A=A,

DEFINITION.
Si a,b sont des projets hyperfinis de supports disjoints, alors le tenseur de a et b est défini
comme le projet hyperfini de support ps + pp : a®b=ap(ly)+a(lg)b -+ -a®f+A' + B

DEFINITION.
Si A,B sont des conduites de supports disjoints, leur tenseur est défini comme la conduite :

A®B={a®b|acA,beB}*

PROPOSITION.
Soit A,B deux conduites de supports disjoints. Alors :

(AeBY)" ={f | VacA,f:aeB}

DEFINITION.
Si A,B sont des conduites de supports disjoints, on définit :

A—oB={f|VacA,j:aecB}

THEOREME.

A--B=(AeBY)*




§4.2.36

§4.2.37

§4.2.38

§4.2.39

§4.2.40

4.2. GEOMETRIE DE L'INTERACTION HYPERFINIE 77

Les additifs

LEMME (VARIANTS).
Soit a un projet hyperfini dans une conduite A, et ¢ : A — B un *-isomorphisme. Alors le projet
hyperfini a® =a-+-ao¢p~1 +Id ® p(A) est dans A. On dira que a? est un variant de a.

Démonstration. Soit ¢ un projet hyperfini de méme support que a. Alors :

<a®,c> = ay(le)+aod lg)e—log(det(1—(Id @ p(A) e C¥2))
= ay(le)+ a(lg)c —log(det(1 —Id ® ¢ ® Id(ATe)CHo)
ay(le) + a(ly)c —log(det(1 —Id ® ¢ ® Id(A Te CF))

Finalement, comme det(1—A) = det(1—-1(A)) pour tout isomorphisme 1, on obtient <«<a?,c> =
«a,¢>. On en déduit que pour tout c€ A%, a? L ¢, donc a® € A. ©)

DEFINITION.
Soit a, b des projets hyperfinis de méme support p, et 1 € R. On définit a + Ab comme le projet
hyperfinia+Ab-+-a®Af+ A & B, d'idiome 2A @B et de support p.

DEFINITION.

Une conduite a la propriété d’inflation lorsque pour tout a € A, et tout A € R, le projet hyperfini
a+ Ao appartient a A, ou o est le projet 0-+- 1¢ + 0 dont le support est égal a celui de a.

La proposition suivante montre que cette définition est équivalente a celle utilisée par Girard
[Girllal.

PROPOSITION.

Si A a la propriété d’inflation, alors pour tout élément a = (p,a,2,a,A) dans A, pour toute
algebre de von Neumann finie et tout *-morphisme injectif ¢ : 2 — B, le projet hyperfini a® =
(p,a,*B, B,1d ® p(A)) tel que Bop = a est un élément de A.

Démonstration. Soit p la projection image de I'identité par ¢. Alors Id ® p(A) = pId ® p(A)p.
De plus,

p(l) = B(p + (13 = p)) = f(p) + f(1 — p) = f(Pp(1g)) + f(1y — p) = a1y + f(1 = p)
Soit c € A'. On remarque que

det(1-Ide¢oIdAHC*®) = det(1-(1opeDIde¢eldAT)1spe1)Ci®)
= det(1-Ide¢peldAN1epe)C**(1epel)
= det(1-Id® ¢ eId(AT)CHor)
= det(1-Id®¢eId(ANHCH)
= det(1-Ide¢peIld(ATCH))
= det(1-AfCH)

On calcule «<¢,a?> :

<c,a?> = cf(ly)+ay(le)-log(det(1-(Id e pA) CH»))
= cla(lg)+ M) +ay(le) —log(det(1— (Id ® ¢ ® Id(AT)C¥8))
= cla(ly)+ M) +ay(le)—log(det(1— ATCH))
= cla(ly)+ M) +ay(le) —log(det(1— (A @ 0) C¥2eC))
= <<ca+lo>

On a donc montré que «c,a?>> = «¢,a+A0o>. Comme A a la propriété d’inflation, et que
a€A, ona<c,a+ 10> # 0,00 pour tout c € At doua? L pour tout c € A", Finalement, on a
montré que a® € A. &)
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DEFINITION.
Une dichologie est une conduite A telle que :
— A ala propriété d'inflation;
- Alala propriété d’inflation ;
Une dichologie A est propre lorsque A et A sont non vides.

DEFINITION.
Soit a un projet hyperfini de support p, et ¢ une projection telle que pq = 0. On définit a,,,
comme le projet hyperfini a -+ - a + (A + 0) de support p +q.

Si A est une conduite de support p, on définit A, ., ={ap4q | a€ At

DEFINITION.
Soit A,B deux conduites de supports respectifs p,q avec pqg = 0. On définit :
A&B
AsB

(AY)psg) N(BY)prg)™
(Apsg) " T UBpi) )t

PROPOSITION.
Si A,B sont des dichologies de supports disjoints, alors A9 B,A&B,A® B et A — B sont des
dichologies.

DEFINITION.
Etant donné deux projets a=a-+-a+A et b=5-+-+B, on définit le projet a+b :

a+b=a+b-+-a®pf+As0+06B

LEMME.
Si A,B sont des dichologies propres, alors A+ B ={apq+bpiq | a€ A beB}est tel que A+Bc
A&B.

Cependant, ’'équivalent de la proposition 16 de I'article de Girard se trouve étre fausse.

Proposition 16.
Si A,B sont des dichologies de supports respectifs p,q, alors :

(A+B)“ =A,.,UB,.q

PROPOSITION.
Soit A,B des dichologies propres. Il existe un projet hyperfini f € At +BY tel que f¢AeB.

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que p = q. Il existe donc une pro-
jection p’ < q telle que p’ ~ p. Soit u une isométrie partielle telle que uu* = p et u*u = p’.
SoitacAetc=a,.g+0, 000, =0-+-1c+(m+u").

On va montrer que le projet hyperfini ¢ possede les propriétés voulues. On commence par

AL .

montrer que ¢ € A*+BY”, puis on montre que c¢ Ae B.

On montre que ce At +BYHL.

So0it 0 =/ pag + b/ prg €AY + B, Alors :
K> = Klpegt Ollia;)+q + b;+q>>

i ! !
= Kpiqs Oprg™> + Kpig, by > + K0y, 05,4 + <0y, b

= «<a,0'>+ xoy,a, >+ <K0y,b

l
p+q>>
l

pt+q >

l
p+q

Or, comme u* =u*uu*=p'u*,A'=A'pet pp'=0,0na:

—log(det(1—A'(u +u*))) —log(det(1-A'u—A'u*))
—log(det(1-A'u—-A'pp'u™))

—log(det(1—A'w))




4.2. GEOMETRIE DE L'INTERACTION HYPERFINIE 79

Or, puisque u =uu*u=up’' et A'=pA’,ona A'uA'u=A"up’'pA’u =0, c’est-a-dire que
A’u est nilpotent. En utilisant la Proposition [§4.2.19] on a alors :

—log(det(1-A'u)) = 0

Et donc <<ou,a£) +q>> = 0 puisque toutes les mises sont nulles. On montre de méme que

<0y, by, > = 0 puisque uB = puBq et donc (uB)?=0:

—log(det(1—(w+u*)B)) = —log(det(1-uB—-u*B))
= —log(det(1-uB-u*pqB))
= —log(det(1—-uB))
= —log(1)

On a donc montré que que <¢, 0> = <a,a’>, c’est-a-dire c € (A* +B* )’L.

On montre que c¢ Ao B.
Pour cela, on trouve un élément t de (Ap+q)4’ al (Bp+q)J“ telque c £ t. Soit b’ e B, a €A,
AeRxgavec || <let 0oy =0-+-1c+Au+u"). On va alors montrer qu’il existe un réel
ptel que t=b"p g + a;+q + oy vérifie t € (Ap+q)”L, te (Bpw)’L et t L ¢. Soit b € B, on
peut alors calculer :

_ I !
<t,bprg> = b +ap,q+ MO, bprg>
/

p+Q’

bprq>> + UKoy, bprg>

= &by, bpeg>™> + <Ky g, bprg™> + KOy, by >

l
p+q?

= «b,b'>+<«al

p+q’

Or, puisque A'B =0, on a <y, 4, bpiq> = 0. De plus, on a, comme auparavant :

—log(det(1 - Mu +u*)B))
—log(det(1 - AuB + Au*pB))
—log(det(1— AuB))

—log(1)

= 0

<KOpu, bp+q>

Donc <t, bp,q>> = <b,b’>>, ce qui montre que te (Bpq)™.
Soit a € A, on peut alors calculer :

! !
<t apg>» = « bp +q T Opsq T HOAu,s Opiq>>

/
p+q’

Op+q>> + K0y, Ap+q>>

= <«b Op+g>> + <0 Ap+q>> + UKO gy, Ap+q>>

/
p+q’

= «a,a'>+<«b/

p+q

!

: ! _
Or, puisque AB' =0, on a <« bp+q,

ap+q>> = 0. De plus, on a, comme auparavant :

KOpu,ap+q> = —log(det(1—-Mu+u")A))
—log(det(1—Aup’A + Au*A))
—log(det(1—Au*A))
—log(1)

= 0

Donc <t, tp,q>> = <a,a’>>, ce qui montre que t€ (Ay4q)™.
Donc te (pr)”L N (Bp+q)”L. Or:
(AeB)Y" = (ApqUBp) ™"
= (AprqUBpg)™
(Apiq) ™ N(Bpig)™
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On calcule maintenant <t,¢> :

_ 1 /
<t o> = Kb, +05.q+ HOAu,s Opiq +O0u>
_ li / /
= by g, 0piq> + Kb g, 00> + K, g, Operg™> + ...
e K, 00> KOy, psq > + UKO0 Ay, 0>
On a <by,q,0p+q> = 0. De plus, <bp,,00>>, <00 et KOju,0psq>> sont aussi

égaux a zéro (le raisonnement est maintenant classique : 'un des deux termes u,u”
disparait, puis on utilise la Proposition [§4.2.19). On obtient donc :

<t > = <«ua Op+q>> + U<KOpy, Oy

!
p+Q
= <d, 0>+ pu<koyy, 0>

D’ou,

—log(det(1 - A(w +u™)u+u*))
—2tr(p)log(1-1)

KOy, 0y

i
On peut alors poser u = % et dans ce cas, <t,c> =0.

Finalement, on a montré que ¢ € AY+BY) et c ¢ (Apiq ﬂBp+q)”L”L — cest-a-dire que ¢ ¢
AsB. ©

En particulier, 'ensemble A + B n’est pas une éthique compléte pour A & B puisqu’il ne s’agit
pas d’une éthique : (A+B)*" # A&B. Par contre, on montrera dans le Chapitreque tout
élément de A &B est observationnellement équivalent & un élément de A+ B. De méme, on
montrera que tout élément de A @B est observationnellement équivalent soit & un élément
de la forme a,,4 (a € A) soit & un élément de la forme b,., (b €B).

Le fait que 'ensemble A + B n’engendre pas la conduite A & B implique que certaines démons-
trations de 'article de Girard [|Girllall doivent étre reprises, comme la distributivité et le fait
que tout élément dans A& B est observationnellement équivalent a un élément de A+ B.
Nous ne présentons pas ici les démonstrations alternatives : celles-ci sont obtenues par une
simple adaptation des preuves des propositions équivalentes se trouvant dans le Chapitre [7}

Exponentielles

Les exponentielles sont définies par une opération de pérennisation, qui est un isomorphisme
de Mo,1 ® R dans NRg 1. Nous renvoyons le lecteur au Chapitre (8| pour une explication de la
raison d’étre de cette définition. Nous nous contenterons dans ce chapitre d’expliquer succinc-
tement la pérennisation particuliére définie dans l’article de Girard [Girllal.

DEFINITION.

Une pérennisation est un morphisme injectif ® :93g 1 ® R — PRy 1.

DEFINITION.

Un projet a=a-+-a+A est équilibré lorsque a = 0, 2 est un facteur de type I, et a est la trace
normalisée sur 2. Si a est équilibré d’idiome M, (C), et 6 : M(C) — R est un *-isomorphisme
préservant la trace, on notera abusivement a’ comme le « projet »a-+-tr+1d®0(A), ou tr
est la trace normalisée sur fA.

DEFINITION.
Si A est une dichologie et ® une pérennisation, on définit oA comme I’ensemble :

HpA = {loa? =0-+- 1c+P(Id®06(A)) | a € A équilibré,d : 2 — R *-iso. préservant la trace}

On peut alors définir les conduites lpA = (HA)*" et 7oA = (HAY)*.

3. Le résultat est montré dans le cadre des graphes d’interaction, mais la démonstration n’utilise que des pro-
priétés de la fonction de quantification <-,-> qui sont satisfaites en GdI5.
4. Il ne s’agit pas réellement d’'un projet puisque son idiome n’est pas une algebre de type I.
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Le morphisme utilisé dans la géométrie de l'interaction hyperfinie est défini a partir d’'un
groupe. Ce groupe est particulier : il s’agit d’'un groupe I.C.C. moyennable (voir Section [3.3.2]
du Chapitre[3) contenant le monoide libre & deux éléments. A premiere vue, 'existence méme
d’un tel groupe peut paraitre étrange : I'exemple typique d'un groupe non-moyennable est
le groupe libre & au moins deux éléments. Cependant, Girard montre qu’il est possible de
construire un tel groupe.

On notera Z'Z! e groupe des fonctions Z — Z presque partout nulles (muni de la somme point
par point). On peut alors faire agir le groupe Z sur Z%! par translation : on définit a : Z —
Aut(Z'%) par a(p) : (xp)pez — (Xn+ p)nez. On notera maintenant & le produit semi-direct de
Z'Z! par Z suivant l'action a. Les éléments de & sont les couples ((x,)nez,p) d’un élément de
Z'Z et d’un élément de Z, et la loi de composition est définie par :

ez, P) ez, @) = (xn)nez + (@(p) (Y )nez, p + @) = (Xn + Yn+plnez, 0 + q)

Comme produit semi-direct de groupes moyennables, & est un groupe moyennable. De plus, il
est I.C.C. puisque, si x = ((x,,), p) est différent de ((0),0), la classe de conjugaison de x contient
au moins les éléments ((6,,,0),k) 1x((8,,0),%) pour tout & € N. Or ((§,,0),k)"1 = (=8,.-1),—F),
et alors ((5n,0),k)_1x((6n,0),k) =((xp— +0n,p —0n,—k)nez,p). Donc la classe de conjugaison de
x est nécessairement infinie car ces éléments sont deux a deux distincts.

De plus, il est possible de trouver une copie du monoide libre dans &. On définit a = ((§,,0),,0)
et b = ((0),,1). Alors on peut calculer que ((az)r,p)b = ((@p)r,p +1) et (ap)r,p)a = (ar, +
Or,0)k,P), ce qui permet de montrer que :

k
aPtb% aPr-1p%-1_ aPlbil = ((p,),, Z q;)
i=1

ou p, =p;lorsquen = Z;Zl q;, et pp =0 sinon. Ceci montre bien que le monoide engendré par
a et b est libre.

Par exemple, le mot aZbla*®b? est égal a ((x,),3) ou (x,) est la suite définie par xg = 48,
x3 =2 et x, =0 pour n #2,3.

Finalement, on a montré que :

PROPOSITION (GIRARD [GIR11Al).
Le groupe ZV%' xZ est I.C.C. moyennable et contient une copie du monoide libre & deux éléments.

La pérennisation Q utilisée par Girard est alors défini comme suit. Si A est un opérateur
dans PRg 1 ® R, on utilise 'isomorphisme entre A et ®,e1R pour obtenir un opérateur dans
PRo,1® RM_ Cet opérateur définit un élément de Do 1 ® RO % &. Comme R x & est isomorphe
a i, il existe un isomorphisme de R 1 ® R® x & dans NRo,1. Le résultat de ces opérations est
noté Q(A).

En réalité, I'intérét de cette construction se cache dans le fait qu’il ne s’agit pas d’'un isomor-
phisme mais d’'un morphisme injectif. C’est le fait de coder 'opérateur sur une partie seule-
ment de I'idiome qui va permettre de simuler I'interaction dialectale des opérateurs et définir
la promotion. La construction des exponentielles du Chapitre [8| permet de mieux comprendre
en quoi le fait que ce soit une injection permet d’interpréter la promotion fonctorielle.

PROPOSITION (GIRARD (GDI5.1) [GIR11Al).
Pour toutes conduites négatives A,B, on a :

10A® 0B =!0(A&B)

PROPOSITION (GIRARD [GIR11Al).
11 est possible d’implémenter la promotion fonctorielle.
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GdI5.1

Définition
DEFINITION.

Un projet de la GdI5.1 est un projet au sens de la Définition [§4.2.23| vérifiant de plus que
a(ly) #0.

Les définitions d’orthogonalité, de produit tensoriel, d’exécution sont les mémes que celles
présentées plus haut. Cependant, la notion de dichologie est remplacée par les notions de
conduites positives et négatives.

DEFINITION (CONDUITES NEGATIVES/POSITIVES).
Une conduite A est négative lorsque :

—a-+-a+A€Aimpliquea=0;

— a€A implique a? € A pour tout morphisme injectif ¢ (pas nécessairement unital) ;
Une conduite B est positive lorsque :

—a-+-a+AecAaveca#0implique b-+-+a+A €A pour tout b #0;

— pourtout A #0,1-+-1c+0€B.

On peut alors définir les connecteurs additifs : le & entre conduites négatives, et le ® entre
conduites positives. Si a, b sont des éléments dans les conduites négatives A, B tels que a(1g)+
B(1lxs) # 0, on notera a + b 'élément noté a & b par Girard, a savoir le projet 0-+-a®f+A 60+
0@ B dont I'idiome est A & ‘5.

Le probleme des additifs

Contrairement a ce que nous avons démontré (Proposition [§4.2.48), Girard énonce (Proposi-
tion 16) dans son article que I'ensemble des éléments de la forme a+b avecac Aet be B
engendre la conduite A &B. Il est alors naturel de se demander pourquoi la construction des
additifs dans la GdI5.2 posséde des propriétés plus faibles que celle présentée dans I’article de
Girard. En réalité, la Proposition 16 en question se trouve étre erronée. Nous allons donner
la démonstration de ce fait ci-dessous.

LEMME (LEMME (GDI5.1)).

Soit A une conduite négative, a € A et b € A*. Alors seulement deux cas se présentent :
— soit la mise b de b est nulle;
— soit linteraction —log(det(1 — ATBY)) est nulle.

Démonstration. Supposons que la mise b de b est non nulle et que A = —log(det(1 - ATB¥)) est
également non nul. Alors <a,b> = ba(ly) - log(det(1 - ATB*)). Comme a(1y) est non nul, on
en déduit que le réel A/a(1ly) est non nul. En utilisant I'une des deux propriétés définissant
les conduites positives, on en déduit que b’ = —A/a(lgy)-+- B+ B est un élément de A*. Or
«a,b’>> =0, ce qui est une contradiction. On en déduit que soit @ = 0, soit A = 0. ®

LEMME (LEMME (GDI5.1)).
Si A,B sont des conduites négatives, on a A+ B c A&B.

Démonstration. Comme A&B = (AaB)* = (ApiqU Bp+q)"L, on montre que tout élément de
A +B est orthogonal aux éléments de A, ,UB, 4. Soit f + g un élément de A& B, a,.4 €Ay
etbeB,,,. Alors:

Kfprq T Op+qp Oprq™> = Kfpag, Op+q™> + KPprqs Opsg>>
<f,a>»>+ay(le)

Or, par le lemme précédent, soit <f,a,.+4>> = a@(13), soit @ = 0. Dans le premier cas, on obtient
que Kfpiq + Pp+qs Op+qg>> = al@(lz) +7(1e)) qui est nécessairement différent de 0 et co. Dans le
deuxiéme cas, Kfp+q + Op+q> Op+q>> = <Kf,a>> qui est différent de 0 et co également.

On montre de la méme maniére que <fp.q + gp+q, bp+q> # 0,00. ®
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PROPOSITION (CONTRE-EXEMPLE EN GDI5.1).
Soit A,B deux conduites positives. Il existe un projet dans At +BYt qui n’appartient pas &
la conduite Ae B.

Démonstration. La preuve est une adaptation de la preuve de la Proposition afin de
tenir compte des différences entre les GdI5.1 et GdI5.2. Comme précédemment, si 'on note
p et q les supports respectifs disjoints de A et B, on peut supposer sans perte de généralité
que p 3 g, et donc qu’il existe une projection p’ < g telle que p ~ p’. On notera u I'isométrie
partielle telle que uu* = p et u*u = p’. On choisit un élément a =a-+-1c +0 de A et on définit
C=apsg+0y—0aveco, =0-+-Ic+(u+u*)eto=0-+-1c+0.
Le projet ¢ est dans At +BY)*L.

Soit 0 € A* +B*. Alors 0 = Opyq t bpiq OU 0 € A" et b’ € B*. On peut alors calculer

<, 0> (en utilisant le fait que o/, b’ sont dans des conduites négatives et donc de mise

nulle on remarque que <o,a., > = «0,b. . > =0):

p+q > Vptq
KGO = Klippq +O0u 0,05, + by, >
_ ! ! ! ! ! !
= KlpiqsUpeq t+ bp+q>> + KO0y, Uy g > + K0, 05,4 + K0y, bp+q>> + <0, bp+q>>
! ! ! !
= Klpiq, Opyq T bpyq™> + KOy, ap,q>> + K0y, by >

De la méme maniére que dans la preuve de la proposition [§4.2.48, on montre que

<<ou,a£)+q>> =0 et K0y, b;,+q>> =0, car les mises de a’,b’ sont nulles. Dot :

KGO = Klpig, Oy
On en conclut, en utilisant le lemme précédent, que ¢ L 0.

Le projet ¢ n’est pas dans Ao B.
Pour cela, on trouve un élément t de (Ap+q)”L N (Bpﬂl)”L tel que ¢ £ t. Soit b’ € B”L,
deAtl Le R3¢ avec A <1let oy, =0-+-1c+A(u+u"). On va montrer qu’il existe un
réel u tel que t=0'p g + a;Hq + oy — po vérifie t € (Ap+q)”t, te (Bp+q)’L et t L c. Soit
b € B, on peut alors calculer :

_ ! !
<t,bprg> = Kb+ ap,q+ MO0 — O, bpig>
! !
= <<bp+q +0h. bprg>> + UK0py, byt g> — u<0,bp >
! !
= KbpygtOpig bpiq™> + UKOAy, by q>> — p<K0, by g>

Or, en utilisant le fait que A'B =0 on a <ay,q, bp+q> = a'(190)b. De plus, <0,bpq>> =

b.On a alors :

KOpu,bpiqg> = b-log(det(1-AMu+u*)B))
= b-log(det(1-AuB + Au*pB))
= b-log(det(1—AuB))
= b-log(1)

b

Donc «<t, bpyq>> = <bpig, b4q + 051>, ce qui montre (grace au lemme précédent) que
teBpig)t.
Soit a € A, on peut alors calculer :

_ li /
<t apeg> = <<bp+q+ap+q+uo;m—(1+p)o,ap+q>>

/
p+q’
I

prq» Oprq™> + K04y, Apq> — 1+ <o,ap4q>

<b

!
p+qr Gp+q™> + <0 Ap+q>> + PKO0 Ay, Ap+q>> — (1 + p)<K0, ap g >

= «<a,a’>+<b
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Or, puisque AB' =0, <<b;+q, Up+q> =@ ; de méme <0,bp, 4> =a. De plus,on a :

KOAw, Op+q>> = a—log(det(1—Mu+u™)A))
= a-log(det(1-Aup’A+Au*A))
= a-log(det(1-Au*A))
= a-log(1)
= a

Donc <t,apyq>> = <a,a’ > +a + pa — (1+ pa = <a,a’>, ce qui montre que t€ (A, ,)".
Donc t€ (Ay+g)  N(Bpig)*. Or:

(A @ B)L = (Ap+q U Bp+q)’LiﬂL
(AprqUBpiq)™
(Apiq) ™ N(Bpi)™

On calcule maintenant <t,¢> :

<G> = Kby, g+, +HOLy — MO, Upyq + Oy — 03>
= <<b;)+q + a;Hq, OUp+q > + KOy — O, 0y — 0>
= Kb+ Opyqy Opeg™> + HKO 1y, 04>
D'our :
KO0aw,0u> = —log(det(1—Mu+u")u+u™)))
= —2tr(p)log(1-A)
D’ou :
<t o> = by, + g, 0peg>> — 2utr(p)log(1- 1)
Kbyt g, Oprg>>
On peut alors poser u = —2tr(p)log(=1) et dans ce cas, <t,c> =0.

Finalement, on a montré que ¢ € (AJ“ +B*)”L et ¢ ¢ (Apiq ﬁBp+q)J“J“ — cest-a-dire que ¢ ¢
AoB.
©)
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Nous présenterons dans ce chapitre différentes notions de graphes, ainsi que des générali-
sations de celles-ci permettant d’introduire la notion de dialecte (correspondant a la notion
d’idiomes en GdI5). Dans chacun des cas, nous montrons la propriété fondamentale qui per-
met de développer une GdI5 pour la logique linéaire multiplicative additive (MALL) : la pro-
priété cyclique. Informellement, la propriété cyclique relie I'opération consistant a définir le
graphe F::G des chemins alternant entre deux graphes F' et G et les ensembles de cycles
alternés entre deux graphes. La Figure permet de mieux comprendre celle-ci. Dans cette
figure, nous avons représenté trois graphes F',G, H tels qu'un sommet ne peut appartenir aux
trois graphes simultanément. Les arétes doubles représentent les ensembles d’arétes qu’il est
possible de suivre pour passer d’un graphe 2 un autre : par exemple I'aréte double entre V¥
et V@ représente 'ensemble des arétes de F dont le but est un élément de V&. On représente
également les ensembles de cycles formés uniquement d’arétes de F et de G (respectivement
d’arétes de F et de H, respectivement d’arétes de G et de H) par un cycle rouge (respecti-
vement bleu, respectivement vert), 'ensemble des cycles contenant au moins une aréte de
chaque graphe étant représenté en violet. Les rectangles colorés représentent le résultat de
Pexécution de deux graphes, que I'on peut comprendre comme une boite dont le contenu ne
nous est pas accessible. On remarque alors que lors de ’exécution de deux graphes F et G, on
« perd » les cycles internes alternants entre F' et G. La propriété cyclique énonce alors, si I'on
note Cyc(A,B) I'ensemble des cycles entre deux graphes A et B :

Cyc(F ::G,H)uCyc(F,G)=Cyc(G::H,F)uCyc(G,H) = Cyc(H ::F,G)UCyc(H,F)

Définitions sur les graphes

Graphes

Dans la suite, on définit la notion de graphe orienté pondéré. Les poids seront considérés dans
un ensemble Q clos par multiplication. Dans les faits, on utilisera principalement 'ensemble
10, 1] pour Q.

DEFINITION.

Un graphe orienté pondéré (dans ) est un uplet G = (VG,EG,sG 1% wF), ou VE est 'ensemble
des sommets, EG Pensemble des arétes, sG et t% deux fonctions de EG dans VG, respective-
ment les fonctions source et but, et w& une fonction E¢ — Q, la fonction de pondération.

On écrira E%(v,w) I'ensemble des arétes e € E satisfaisant s%(e) = v et t%(e) = w. De plus,
on oubliera les exposants lorsque le contexte sera suffisamment clair.

On définit maintenant une construction sur les graphes qui nous permettra de considérer,
étant donnés deux graphes G et H, 'ensemble des chemins alternants entre G et H, c’est-
a-dire formés d’arétes alternant entre une aréte de G et une aréte de H. Cette construction
est assez standard dans la littérature [AHS02, /AJM94, |[dF09]. La premiere des définitions (le
branchement de deux graphes) est la clef de votite de la construction, et nous verrons dans
le Chapitre [7| comment une modification de celle-ci permet de faire apparaitre des dialectes,
indispensables pour définir les connecteurs additifs et exponentiels. Une fois que I'on sera
capable de parler de chemins et cycles alternants entre deux graphes, on obtiendra deux
résultats importants : une opération d’exécution associative — correspondant a ’élimination
des coupures, et une égalité a trois termes (proposition a partir de laquelle il sera
possible de définir une adjonction.

On écrira ¥ Punion disjointe d’ensembles. Etant donnés des ensembles E, F et X ainsi que
deux fonctions f :E — X et g: F — X, on écrira f W g la fonction E wF — X définie par la
propriété universelle des co-produits, c’est-a-dire le “co-couplage” de f et g.
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(a) Représentation des graphes F,G, H et leurs interac- (b) Les cycles entre F::G et H
tions

(c) Les cycles entre G::H et F (d) Les cycles entre F::G et H

FIGURE 5.1 — Représentation graphique de la propriété cyclique
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F G H

1—2 34

FIGURE 5.2 — Graphes F', G et H

FIGURE 5.3 — Branchement de F et G

§5.1.4 DEFINITION (UNION DE GRAPHES).
Etant donnés deux graphes G et H, on définit 'union GUH de G et H par :

(VEOUVE ECwEH sCwst G w0 waol)

§5.1.5 REMARQUE. Il est important de noter que si I'on considére I'union disjointe des ensembles
d’arétes, on fait I'union (non disjointe) des ensembles de sommets. Par conséquent, 'union de
deux graphes n’est pas toujours égale a I'union de deux copies isomorphes de ces graphes,
puisque rien ne nous assure que les ensembles de sommets de ces copies isomorphes soient
dans la méme disposition. C’est 1a que la locativité prend toute son importance, puisqu'une
intersection non vide des ensembles de sommets de deux graphes représentera une coupure,
c’est-a-dire 'endroit ot I'interaction a lieu.

Pour définir 'ensemble des chemins qui alternent entre deux graphes, il faut que 'on
garde une trace de l'origine des arétes dans le graphe union, ce qui motive la définition sui-
vante.

§5.1.6 DEFINITION (BRANCHEMENT).
Etant donnés deux graphes G et H, on définit le graphe GLJH comme le graphe union de G et
H, associé & une fonction de coloriage § de E¢ w EH dans {0,1} telle que

6(x)=0sixcEC
5(x)=1six€EH

On appellera GUIH le branchement de G et H.

Les figures et montrent deux exemples de branchement entre les graphes F et G
et entre les graphes F et H de la figure ou les couleurs sont représentées par la position
des arétes : les arétes du dessus correspondent aux arétes coloriées 0, tandis que les arétes
du dessous correspondent aux arétes coloriées 1.
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FIGURE 5.4 — Branchement de F et H

Cycles, Chemins et Circuits

DEFINITION (CHEMINS, CYCLES ET k-CYCLES).

Un chemin m dans un graphe G est une suite finie d’arétes (e;)o<i<n (n € N) dans EG telles
que s(ej+1) = t(e;) pour tout 0 <i < n—1. On appellera les sommets s(7) = s(eg) et t() = t(e,)
la source et le but du chemin.

On dira qu’'un chemin est simple s’il ne passe pas deux fois par le méme sommet.

On dira qu'un chemin est eulérien s’il ne passe pas deux fois par la méme aréte.

DEFINITION (CHEMINS ALTERNANTS).
Soit G = (VG ECG G G wG) et H=(VE,E® H tH H) deux graphes. On définit les chemins
alternants entre G et H comme les chemins (e;) dans GLIH qui satisfont :

oe;) #0(ei+1)

On écrira Chem(G, H) ’ensemble des chemins alternants dans le graphe GL1H, et on notera
Chem"" (G, H) 'ensemble des chemins alternants dans GOH de source v et de but w.

REMARQUE. Avec les notations de la définition précédente, si VGaVH = @, Pensemble des
chemins alternants Chem(G, H) est réduit 4 'ensemble E¢ w EH | modulo I'identification entre
arétes et chemins de longueur 1.

DEFINITION (CYCLES ET k£-CYCLES).
On dira qu'un chemin 7 = (e;)o<;<n est un cycle si s(eg) = t(e,), c’est-a-dire la source et le but
de 7 coincident. Si 7 est un cycle, et & est le plus grand entier tel qu’il existe un cycle p avecE]
7 =p*, on dira que 7 est un k-cycle.

On appellera cycle alternant dans GLUH un cycle (e;)ogi<n € Chem(G,H) tel que 6(e,) #
d(eq).

REMARQUE. Tous les cycles alternants sont de longueur paire, puisqu’ils vérifient 6(eg) #
d(ey).

PROPOSITION.
Soit p = (e;)ogign-1 un cycle, et o la permutation envoyant i sur i+1(i=0,...,n-2)etn-1
sur 0. On définit l'ensemble

p =1{legrilogicn-110<k<n-1}

Alors p est un k-cycle si et seulement si le cardinal de p est égale a n/k. Dans la suite, on utili-
sera le terme de k-circuit (ou plus généralement celui de circuit) lorsque nous ferons référence
a une telle classe d’équivalence modulo permutations cycliques d’un k-cycle.

Démonstration. On retrouve ici des techniques classiques associées aux groupes cycliques.
Si p = (ej)ogign-1 est un chemin et 7 une permutation de {0,...,n — 1}, on notera 7(p) =
(ex(i)o<i<n-1-

1. Ici, pk correspond a la concaténation de % copies de p.
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Premiérement, remarquons que si p est un k-cycle, alors ™*(p) = p. Si s est le plus petit
entier tel que 0°(p) = p, alors e;.s = e;. Par conséquent, en écrivant m = n/s, on obtient p = 7™
ou 7 = (e;)ogigs—1- Cela implique que & = n/s par la maximalité de k. Donc p est un k-cycle si
et seulement si le plus petit entier s tel que o°(p) = p est égal a n/k.

Posons s le plus petit entier tel que 0°(p) = p. Pour tous entiers p,q tels que 0 < g <s,on a
oP$*9(p) = 09(p). En effet, c’est une conséquence directe du fait que o”*(p) = p pour tout entier
p. De plus, puisque 6" (p) = p, alors s divise n. Donc le cardinal de § est au plus égale a s. Pour
montrer que le cardinal de § est exactement n/s, il suffit de montrer que o’(p) # 0/(p) pour
i < j entre 0 and s — 1. Mais si c’était le cas, puisque o est une bijection, on aurait p = 0/ %(p),
une égalité contredisant la minimalité de s. ©)

On étend maintenant naturellement la fonction de poids aux chemins.

DEFINITION.
Le poids d'un chemin 7 = (e;)o<;<», dans un graphe pondéré G est défini par le produit des
poids des arétes qui le composent : 0% (1) = [T 0wG(e,-).

Cette définition ne dépend pas du chemin & proprement parler, mais uniquement de I'en-
semble des arétes qui le composent. Le poids est donc invariant par permutation cyclique et
on peut donc définir le poids d’un circuit comme le poids des cycles de la classe d’équivalence.

DEFINITION.

Soit deux graphes F',G munis de deux fonctions de coloriage des arétes 6%, 8. On étend 'opé-
ration de branchement de la maniére suivante : le graphe FUIG est défini comme le graphe
union FuG de F = (VF,EF,SF,tF,a)F) et G = (VG,EG,SG,tG,wG), muni de la fonction de colo-
riage 6 :

0,6F(x)) sixeEF

5(x)
6(x) = (1,60(x) sixeEC

PROPOSITION.
Lopération de branchement est associative. Etant donnés trois graphes F,G, et H munis de
fonctions de coloriage 6* :E' — C' (i=F,G,H) :

FOGUH) = (FOG)OH
ot le signe = signifie que les deux graphes sont égaux & un renommage des couleurs prés.

Démonstration. Les graphes sous-jacents F U(G UH) et (F UG)UH sont égaux. Seule la fonc-
tion de coloriage differe. Remarquons que si x est une aréte dans FLI(GLIH), on est dans 'un
des trois cas suivants :

SFOGOH) () (0,5F (x)) si xe EF
sFOGUH) (1) = (1,0,6%x)) si x e E¢
6FD(GDH)(.’)C) = 1, ]_,5H(x)) sixeEY

Similairement, si x est une aréte dans (FUG)UH on est dans I'un des cas suivants :

SFOGDH vy~ (0,0,6 (x)) si x € EF
sFOODH ) = (0,1,6%) si x € BC
sFHODH ) = (1,6 (x)) si x e EX

On définit donc la fonction 6 de {0, 1} x ({0, 1} x (CF uC%))uCH) dans {0, 1} x (CF U({0, 1} x (CC U
CH)Y)) par :

0(0,0,x) = (0,x)
6(0,1,x) = (1,0,x)
0(1,x) = (1,1,x)

O(x) = «x dansles autres cas
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Alors il est facile de vérifier que le graphe (FLG)LJH muni de la fonction de coloriage 6 o
SFUGUH gt égal au graphe FOO(GOH) muni de la fonction de coloriage 6 LGUm, ©)

COROLLAIRE.

Lensemble des chemins alternants dans (FUG)UH est en bijection avec l’ensemble des chemins
alternants dans FL(GUH).

COROLLAIRE.
Lensemble des cycles alternants dans (FUG)UH est en bijection avec l'ensemble des cycles
alternants dans FL(GUH).

COROLLAIRE.
Lensemble des circuits alternants dans (FUG)UH est en bijection avec I’ensemble des circuits
alternants dans FL(GUH).

On aura également besoin de la proposition suivante par la suite. La preuve en est immédiate.
En effet, le fait de renommer (bijectivement) les sommets de deux graphes F et G ne change
pas leur interactionﬂ C’est-a-dire que les ensembles de cycles sont les mémes.

PROPOSITION.

Soit F,G deux graphes, et ¢ : VF UVE — E une bijection. On note ¢(F) (resp. p(G)) le graphe
((p(VF),EF,(/)osF,(po tf ") (resp. ((p(VG),EG,(posG,(po tG w)). Alors lensemble des circuits
alternants dans FUG est égal a l'ensemble des circuits alternants dans ¢(F)IP(Q).

Adjonctions Géométriques

Adjonction des circuits

Une conséquence directe des propositions précédentes est la propriété cyclique des cir-
cuits.

DEFINITION (ENSEMBLE DES CIRCUITS).
Soit F',G deux graphes. On note Circ(F,G) 'ensemble des circuits alternants dans FLUIG.

On définit maintenant une opération sur les graphes que I'on nommera exécution, une
opération assez standard la encore, et qui ressemble a la « composition and hiding » des
stratégies en sémantiques de jeu. Cette opération correspond a I’élimination des coupures
dans les réseaux. Si F et G sont deux graphes, 'exécution F M G sera définie comme le graphe
des chemins alternant entre F et G (la partie « composition ») dont la source et le but sont
dans la différence symétrique VFAVE de VF et VC (la partie « hiding »).

DEFINITION (EXECUTION).
Soit G = (VG EC sG tF wG) et H = (VH EH H tH ,H) deux graphes. On définit lexécution
de G et H comme le graphe G M H défini par

e yGayH
ESM =, yeyann Chem” (G, H)
sEM = (eoicn — s% P (eo)
(GH -~ (eidogi<n— %M (e,)
WG = (eidogi<n— wGDH((ei)OéiSn)

REMARQUE. Si les graphes G, H ont des ensembles disjoints de sommets (c’est-a-dire si V& n
VH = @), alors G M H est égal 2 GUH a un renommage des sommets pres.

Les Figures [6.5| et [5.6) montrent les chemins alternants dans FOG et FUH, ou F, G et H
sont les graphes de la Figure Remarquons l'apparition d’un cycle interne entre F et H,
c’est-a-dire un cycle entre F et G disparaissant lors du calcul de 'exécution F M G.




94 5. ADJONCTIONS GEOMETRIQUES

2 3 4

O G

FIGURE 5.5 — Chemins alternants dans FOG

FIGURE 5.6 — Chemins alternants dans FL1H

§5.2.4 Dans la proposition suivante, il faut interpréter le symbole d’égalité comme signifiant « égaux

§6.2.5

§5.2.6

§5.2.7

modulo un renommage des arétes ». Nous avons choisi d’écrire le symbole d’égalité car nous
allons en réalité travailler avec les classes d’équivalence modulo renommage. Or, on peut mon-
trer que deux graphes égaux modulo renommage des arétes sont universellement équivalents
(Définition pour I'équivalence universelle, et Proposition [§5.3.44). Nous remettons a
plus tard la discussion de I'équivalence universelle afin d’en donner une définition générale
applicable aux graphes dirigés pondérés, mais également aux graphes cohérents et cohérents
stricts (Définitions [§5.2.34] et [§5.2.20), ainsi qu'aux versions tranchées, épaisses et épaisses
tranchées de ces notions de graphes.

THEOREME (ASSOCIATIVITE DE L'EXECUTION).
Soit F,G,H trois graphes tels que VF nVEnVH = @. Alors :

FhGMH)=(FhGMHH
Démonstration. C’est une conséquence immédiate du Corollaire(§5.1.16 ©)

REMARQUE. Lexécution n’est pas une simple composition de fonctions et 'associativité, une
conséquence de la locativité de notre cadre, n’est satisfaite que sous certaines conditions
sur l'intersection des ensembles de sommets (le lieu) des graphes. Afin d’obtenir un contre-
exemple, il suffit de prendre trois graphes F,G,H avec VF = VG = VH = {1} tels que F,G
n’aient aucunes arétes et H posséde une unique aréte (qui est nécessairement de source et
but1):alors Fh(GhH)=F et (FMNG)MH=H.

Cependant, le théoréeme précédent aura pour conséquence I'associativité de la composi-
tion de la catégorie définie a partir de nos constructions, car la composition sera définie a
délocalisation pres (Sections [6.2] et[7.2).

THEOREME (PROPRIETE CYCLIQUE).
Soit F,G,H trois graphes tels que VF nVEnVH = @. Alors :

Cire(F,G M H)u Cire(G,H) 2 Cire(H,F th G)u Cire(F,G)

2. 11 faut évidemment un unique renommage pour les deux graphes, sinon il serait possible de faire en sorte que

I'intersection entre les ensembles de sommets des renommages de F' et G soit nulle tandis que VEAvVG #g.
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w
ol = signifie qu’il existe une bijection w-invariante, c’est-a-dire préservant les poids.

Démonstration. C’est une conséquence directe du corollaire En effet, 'ensemble des
circuits alternants dans FLO(GOH) est en bijection avec ’ensemble Circe(F,G h H)UCire(G, H).
De méme, 'ensemble des circuits alternants dans (FLG)UIH est en bijection avec I'ensemble
Cire(F M G,H) U Cire(F,G). ©

REMARQUE. Cette propriété n’est pas satisfaite si 'on considere 'ensemble des cycles en lieu
de ’ensemble des circuits. Un circuit alternant dans FLI(GLIH) contenant au moins une aréte
de F correspond a exactementrﬂ un circuit alternant dans FLO(G h H). Cependant, le nombre
d’arétes (la longueur) des deux circuits n’est pas nécessairement la méme, et il n’y a donc
pas de bijection entre ’ensemble des cycles alternants de FLO(GLJH) contenant au moins une
aréte de F et ’ensemble des cycles alternants de FLI(G M H).

COROLLAIRE (ADJONCTION).
Soit F,G,H trois graphes tels que VG nVH = @. Alors :

Circ(F,G UH) = Circ(H,F hG)u Circ(F,G)

Adjonction des 1-circuits

DEFINITION (L’ENSEMBLE DES 1-CIRCUITS).
On écrira 6(G,H) 'ensemble des 1-circuits alternants dans GLIH, c’est-a-dire le quotient de
I’ensemble des 1-cycles alternants par les permutations cycliques.

Soit F, G et H des graphes tels que VF n VG nVH = @. Etant donné un 1-circuit alternant
{(ei)log2n-1 entre GUH et F, on distingue deux cas. Premiérement, le 1-circuit peut étre une
suite d’arétes entre sommets de V&, et cela signifie que le 1-circuit est localisé entre G et
F, c’est-a-dire pour tout 0 < i < 2n —1 'aréte e; est soit une aréte de G soit une aréte de F
(en d’autres termes, aucune aréte e; n’est une aréte de H). Dans ce cas, ce 1-circuit n’est pas
compté parmi les 1-circuits alternants entre F h G et H. Dans le second cas, le 1-circuit passe
par au moins un sommet de V| et il n’est alors pas compté comme un 1-circuit alternant
entre G et F. Dans ce cas, le fait que ce 1-circuit induise un 1-circuit alternant entre F th G
et H est conséquence immédiate des définitions. En effet, si i,...,i; sont les indices tels que
les arétes e;; soient les seules arétes dans 7 provenant de H, alors le chemin défini pour
0<j<k+1l(enprenantio=-1leti,,;=2n)parn;= {epli;j+1<p<ij,,—1 sont en bijection avec
les arétes de F hG.
La proposition suivante généralise cette simple remarque.

PROPOSITION.
Soit F, G et H trois graphes tels que VE nVGnVHE =¢. Ona :

CF,GhNH)wEG H)ZECF,GwEF NG,H)

Démonstration. 11 s’agit d'une conséquence de la propriété cyclique des circuits. En effet, il
faut simplement vérifier que la bijection de la Proposition[§5.2.7|préserve le degré des circuits,
c’est-a-dire envoie un k-circuit sur un k-circuit. Mais ceci est clair. En effet, cette bijection
revient 4 un simple re-parenthésage de suites finies d’arétes, et ne modifie donc en rien le
degré des circuits. Cette bijection induit donc, par restriction, une bijection entre les 1-circuits.

©

COROLLAIRE.
Soit F, G et H trois graphes tels que VS nVH =¢. On a :

CF,GUH)=Z€E(F,G)wEF NG, H)

3. En supposant VF VG VH = g bien entendu.
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Nous allons maintenant définir deux notions alternatives d’exécution et de circuits. La mo-
tivation derriére ces définitions est d’obtenir un cadre ou tous les graphes sont finis, c’est-a-
dire que 'ensemble des sommets est finis, mais également ’ensemble des arétes. Ceci n’est
pas possible avec la notion d’exécution que nous avons considérée jusqu'a présent, puisque
celle-ci peut produire des graphes avec une infinité d’arétes. Les deux notions que nous allons
considérer sont naturelles dans le cas des graphes : on souhaite se restreindre aux chemins
eulériens — c’est-a-dire ne passant pas deux fois par la méme aréte — ou aux chemins simples
— c’est-a-dire ne passant pas deux fois par le méme sommet.

Adjonction des circuits eulériens

DEFINITION.

On définit un chemin eulérien {e;}7_ ) comme un chemin ne passant pas deux fois par la méme
aréte, cest-a-dire Vi # j,e; # e;. On notera Euler,(¥,G) I'ensemble des chemins eulériens
alternés dans FOIG, Eulery” (F,G) sera 'ensemble des chemins eulériens alternés dans FOG
de source v et de but w, et finalement on écrira 6,.(F,G) ’ensemble des circuits eulériens
alternés dans FLIG.

DEFINITION.
Soit G = (VG EG s% 1% wC) et F = (VF EF sF tF wF) deux graphes pondérés. On note F rh,
G= (VFmeG,EFmeG,sFrheG,tFmeG,meeG) T’exécution eulérienne de F et G, défini par:

vEheG  — yFAyG

EFMG U wevanes Eulerg™ (G, H)
FheG  _ o {e;}! € E— s"HG (e)
NG = e e B tF0(e,)
L R L DT ﬁwFDG(ei)

i=0

La notion d’exécution eulérienne permet bien de rester dans le cadre de graphes finis : si ¥
et G ont un nombre fini de sommets et d’arétes, alors ’exécution F i, G aura un nombre fini
de sommets et d’arétes. Cependant, 'adjonction a trois termes n’est pas satisfaite lorsque I'on
considere les circuits eulériens.
Par exemple, considérons le graphe F définit par ({1,2,3,4,5,6},{(2,3),(2,5),(4,1),(6,1)}), le
graphe G définit par ({3,4,5,6},{(3,4),(5,6)}), et le graphe H définit par ({1,2},{(1,2)}) (repré-
sentés respectivement en rouge, bleu et vert dans la Figure [5.7). On trouve deux circuits
eulériens alternés entre F' et GUH : 11 =ebfc et 13 = eagd. Lexécution eulérienne de F et
G est le graphe représenté en violet dans la Figure Les circuits eulériens alternés entre
F M, G et H sont alors au nombre de trois : p1 = (cedb)f, p2 = (dea)g et ps = (cea)g(deb)f. Les
circuits p; et pa correspondent respectivement aux circuits 71 et 2. Or p3 ne correspond a
aucun circuit eulérien alterné entre F et G UH : en effet, ceagdebf n’est pas eulérien car il
passe deux fois par 'aréte e.

En ajoutant une relation de cohérence stricte entre les arétes on peut cependant pallier ce
probléme.

REMARQUE. On peut aussi choisir une relation de cohérence non stricte, mais il faut alors
considérer les chemins eulériens cohérents. Avec la relation stricte, un chemin cohérent sera
nécessairement eulérien.

DEFINITION.
Un graphe cohérent strict est un graphe orienté pondéré F' muni d’une relation de cohérence
stricte p (c’est-a-dire antiréflexive et symétrique) sur ’ensemble des arétes.

4. On note ici E pour EFMeG afin de simplifier les notations. Il nous arrivera de faire cette simplification dans la
suite du texte lorsque le contexte sera clair.
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FIGURE 5.7 — Contre-exemple a ’adjonction pour les cycles eulériens : FLI(G U H)

FIGURE 5.8 — Contre-exemple a 'adjonction pour les cycles eulériens : (F h, G)OOH
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DEFINITION.

Le branchement F[1G de deux graphes cohérents stricts est le graphe coloré FLIG des graphes
orientés pondérés sous-jacents (obtenus en oubliant la relation de cohérence stricte), muni de
la relation de cohérence stricte :

e;Cpage; < (0(e;) #8(e;) v(d(e;)=6(ej)ne; ej)

DEFINITION.
Soit F' un graphe cohérent strict. Un chemin 7 = {e;}}_ est dit cohérent lorsque les arétes qui
le composent sont deux & deux cohérentes, c’est-a-dire lorsque VO < i # j<n,e; Cre;.

REMARQUE. Un chemin cohérent est nécessairement eulérien.

DEFINITION.
Soit F' un graphe cohérent strict. On définit une relation de cohérence stricte entre les chemins
dans F : deux chemins 7 ={e;}]_, et 7= {fi}]*, dans F sont cohérents lorsque

VO<i<n,VO< j<m,e; <rf;

DEFINITION.
Llexécution entre (F,<F) et (G,<g) est définie comme I'exécution eulérienne sur les graphes
sous-jacents F i, G munie de la relation de cohérence stricte définie sur les chemins.

PROPOSITION (ASSOCIATIVITE).
Soit F,G,H trois graphes cohérents stricts tels que V¥ nVEnVH = @. Alors :

Fmh, (G H)=Fh, G)the H

Démonstration. On sait que I'ensemble des chemins alternants dans FLI(GLIH) est en bi-
jection avec I'ensemble des chemins alternants dans (FOJG)COH par le Corollaire Si
7 est une aréte de F ., (G M, H), alors 7 est un chemin alternant dans FIO(GOH). Clest
donc un chemin alternant dans (FUG)UH. Pour montrer que 7 correspond & une aréte de
(F e G) h H, il suffit de montrer qu’il est cohérent. Or, en tant qu’aréte de F rh, (G . H),
7 est cohérent et par conséquent toutes les arétes provenant de F' (resp. de G, resp. de H)
qu’il contient sont deux a deux cohérentes. Cela suffit & montrer que 7 définit bien un chemin
cohérent dans (F M, G) M, H. @)

DEFINITION.
Si F,G sont des graphes cohérents stricts, on notera 6,(F,G) 'ensemble des chemins alternés
cohérents dans FLIG.

PROPOSITION (PROPRIETE CYCLIQUE).
Soit F,G,H des graphes cohérents stricts tels que VE nVGnVH = @. Alors :

Ge(F,G My H)W6(G,H) = C(F th, G, H) W C(F,G)

Démonstration. Soit & = egfoe1f1...enfn un cycle cohérent alternant entre F' et G M, H, ou
les f; sont les arétes de F, et les e; sont des arétes dans G M, H. Remarquons que par dé-
finition de la cohérence, les f; sont cohérentes deux a deux. Pour tout i, e; = {az}oékém
est un chemin alternant cohérent entre G et H. Par définition de la cohérence entre les

chemins, tous les al sont cohérents deux & deux. Définissons alors la suite d’arétes p =
k

egaga(l)...agoel...enaga’ll...a;‘,n.

— Si p ne contient pas d’arétes dans H, cette suite définit un cycle alternant entre F et
G. De plus, ce cycle est cohérent puisque, par définition, les arétes de F' sont cohérentes
avec les arétes de G dans F[IG, et que nous avons montré que les f; (les arétes de F')
sont cohérentes deux a deux, et les af (les arétes de GG) sont cohérentes deux a deux.

— Dans le cas ou p contient des arétes de H, le fait que les arétes de F, resp. de G, resp.
de H, sont deux a deux cohérentes permet de montrer que p définit un cycle alterné
cohérent dans (F M, G)TIH. En effet, p peut étre décomposé ainsi :

p=b3bY...b% hobj...b} hy...bEbE . b by
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ol les /; sont des arétes de H, et les suites c; = b{) ... bﬂj sont des chemins alternés dans
FUG. De plus, ces chemins sont cohérents puisque les arétes de F (resp. G) contenues
dans p sont deux a deux cohérentes, et nous avons donc montré que p définit un cycle
alterné cohérent dans (¥ h, G)H.
Soit maintenant 7 un cycle alternant cohérent dans GC1H. Chaque aréte de G contenue dans
7 définit une aréte de F' h, G, puisqu’une telle aréte est un chemin alterné cohérent dans FOIG
dont les sources et buts sont dans VFAVY (puisqu’ils sont dans V& n VH). On en conclut que
7 définit un cycle cohérent alternant dans (F h, G)OH.
Il est clair que cette correspondance est bijective : on peut construire une correspondance
inverse (il suffit d’échanger les roles de F,G,H) et il est facile de vérifier que la composition
de ces deux correspondances donne l'identité. @)

COROLLAIRE.
Soit F,G,H des graphes cohérents stricts tels que VG nVH = @. Alors

Ge(F,GUH)Z6,(F,G)y6.(Fh, G,H)

Adjonction des circuits simples

DEFINITION.

On définit un chemin simple {e;}?_; comme un chemin ne passant pas deux fois par le méme
sommet, c’est-a-dire Vi # j,s(e;) # s(e;). On notera par Simp (F,G) 'ensemble des chemins
simples alternants dans FOG, Simp. ' (F,G) 'ensemble des chemins simples alternants dans

FUG de source v et de but w, et enfin €,(F,G) ’ensemble des circuits simples alternants dans
FOG.

DEFINITION.
Soit G = (VG EG 9 1%, wC) et F = (VF EF sF tF wF) deux graphes pondérés. On note F rh,
G= (VFmSG,EFmSG,sFmSG,tFmSG,meSG) I’exécution simple de F et G, définie par :

VvFhG  _ yFAyG
EFmSG = Uv,wEVGmsHSimp:,w(G’H)
sFmSG = n:{ei}?ZOEE'_’SFDG(eO)
tFmsG = n:{ei}?ZOEE'—’tFDG(en)
n
FMsG  _ m={e;}l,€E — HwFDG(ei)
i=0

DEFINITION.
On rappelle que si deux graphes F,G ont des supports disjoints, c’est-a-dire V¥ nVE = @,
l'union de F et G est définie par FUG = (VF uVE EF wEC sF wsC tF wit%, wf wwb).

REMARQUE. Comme dans le cas des chemins eulériens, nous n’obtenons pas d’adjonction
dans ce cas. Les Figures[5.9] et donnent un contre-exemple (dans la premiere figure, il
n’apparait pas de circuits simples, tandis qu’il en apparait un dans la seconde). Le principe est
le méme que dans le cas des chemins eulériens : lors d'une exécution, on oublie les sommets
traversés par les différents chemins et on peut alors définir un circuit simple passant par
deux arétes e, f provenant de chemins qui passaient par un point commun.

DEFINITION.
Un graphe cohérent est un graphe orienté pondéré F muni d’'une relation de cohérence g
réflexive et symétrique sur 'ensemble des arétes.

DEFINITION.
Soit (F,<p) et (G,<g) deux graphes cohérents. On définit le branchement de ces deux graphes




100 5. ADJONCTIONS GEOMETRIQUES

FIGURE 5.9 — Contre-exemple a I'adjonction pour les circuits simples : FLI(G U H)

ThG T |
deb
: ceila :
3 .4 5 6
l\i_”/ \§/l
Ho |

FIGURE 5.10 — Contre-exemple & I'adjonction pour les circuits simples : (F h; G)OOH
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par (FUG,<pOg) ou la relation de cohérence est définie par :
ecruge oecre)viecge)Vvde)#d(e))

En particulier, si F' et G sont de supports disjoints, F UG est le graphe cohérent FL1G obtenu
en oubliant la fonction de coloriage.

DEFINITION.
Soit F' un graphe cohérent. Un chemin 7 = {e;}?_; est dit cohérent lorsque les arétes qui le
composent sont deux a deux cohérentes, c’est-a-dire lorsque V0 < i,j <n,e; Cre;.

DEFINITION.
Soit 7 = {e;}7_ un cycle dans un graphe F. On définit le support de 7 comme I'ensemble des
sommets traversés par 7 :

supp(r) = {s"(e;) | 1 <i <n}

DEFINITION.
Soit F' un graphe cohérent. Deux chemins 7 = {e;}7_; et = {fi}]*, dans F sont cohérents
lorsque

VO<i<n, VO j<m,e; CF f;

DEFINITION.
Lexécution entre (F,<p) et (G,<g) — que 'on notera F thy G — est définie comme I'exécution
simple sur les graphes sous-jacents F rh; G munie de la relation de cohérence :

T rhg T € (T<pOe ') A(supp(r) Nsupp(n’) = @)

PROPOSITION (ASSOCIATIVITE).
Soit F,G,H des graphes tels que VE nVEnNVH = @. Alors :

Fhs (Ghs H)=(F hs G)ths H

Démonstration. Les ensembles de sommets des deux graphes sont égaux, en raison de ’hy-
pothése VF nVENVH = @ 11 est ensuite possible de montrer ’égalité des ensembles d’arétes.
Pour cela, on se contentera de montrer I'une des deux inclusions (I’autre s’obtenant par sy-
métrie). De plus, on ne fera la démonstration que dans le cas d'un chemin commencant et
terminant par une aréte de F. Les autres cas se traitent de maniere similaire.

Soit p une aréte de F g (G Mg H), c’est-a-dire que p = f1vifeva...[r est un chemin alter-
nant simple et cohérent dans FI(G thy H) ol, pour tout 1 <i<k-1,v; = {a;}lgjgpi est un
chemin alternant simple et cohérent dans GL1H. Le chemin p est donc un chemin simple et co-
hérent, alternant dans FLI(GLIH). Par la proposition p est donc un chemin — simple
et cohérent — alternant dans (FOG)UIH. 11 est clair, de par la définition des chemins co-
hérents, qu'un sous-chemin d’'un chemin cohérent est cohérent. De plus, un sous-chemin d’'un
chemin simple est simple. En écrivant p = (b}b% ... b(ll1 hi...(bT'bY ...bg ), on peut remarquer
que chaque bilbé ...b! est une aréte dans F rh; G. On en déduit que p est un chemin alternant

qi
simple et cohérent dans (F h; G)OH, c’est-a-dire que c’est une aréte de (F thy G) s H. ©

DEFINITION.
Si F,G sont des graphes cohérents, on notera 6s(F,G) 'ensemble des circuits alternés simples
et cohérents dans FLIG.

PROPOSITION.
Soit F,G,H des graphes tels que VE nVGnNVH = @. Alors

6:(F,G ths H)w6:(G,H) = 65(F,G)w€:(F hs G,H)

Démonstration. Soit p un circuit simple alternant dans F[(G rhs H). On supposera, sans
perte de généralité, que p est de longueur paire 2n. Alors on peut supposer que p = {ei}?zl est
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tel que egr, € G thg H et eg41 € F. Dans ce cas, chaque egp, correspond a un chemin cohérent

simple a’fag .. .a’; .- On peut alors considérer le cycle alternant

n

_ 1.1 1 n_n
H=e1a7a5...0p,€2...€Q105...0},

“Upsg
dans le graphe FL(GLIH). Ce cycle correspond a un cycle alternant v dans (FUG)UH par la
proposition [§5.1.15|(en réalité par son corollaire[§5.1.17), et, comme y est un chemin cohérent
simple, v est un chemin cohérent simple. Il est clair, de par la définition des chemins cohé-
rents, quun sous-chemin d'un chemin cohérent est cohérent. De plus, un sous-chemin d’un
chemin simple est simple. Or nous avons soit

v="b1by...b) h1b3b3... b, .. . bTDY ... b

(avec m éventuellement égal a 1, ce qui correspond au cas ou le cycle ne contient pas d’arétes
de H), soit

v=">b1b}...by h1b3b3...b2, ...bTDY ...bT hpy
Dans le cas particulier ou v = b%b% ... b}h,
(cohérent) v dans FG. Dans les autres cas, les chemins d; = bilbé...bfh_ sont des chemins
cohérents simple alternés dans FIG, et correspondent donc & des arétes c¢; dans F thy G. On
a donc montré que p correspondait a un circuit c1hicohg... simple alterné et cohérent dans
(F s G)OH.
On montre de méme que tout circuit alterné simple et cohérent dans GLIH correspond a
un chemin dans (F thy G)OH.
Un raisonnement similaire permet de montrer que 'on peut faire correspondre a chaque
circuit dans 6s(F,G)w €s(F g G,H) un circuit dans 65(F,G s H)w €s(G,H), et que cette
correspondance est exactement 'inverse de la correspondance détaillée ci-dessus. ©)

on a montré que p correspondait & un circuit simple

COROLLAIRE.
Soit F,G,H des graphes tels que VG nVH = @. Alors :

6s(F,GUH)=%6;(F,G)o%:(F hs G,H)

Graphes tranchés, graphes épais

Toutes les adjonctions que nous avons exposées jusqu'a présent ont été énoncées sous la forme
de bijections entre des ensembles de cycles. Nous allons expliquer maintenant comment obte-
nir des adjonctions numériques a partir de celles-ci. L'intérét de cette opération est double :
cela nous permet d’obtenir une adjonction plus classique (a4 deux termes, comme dans les es-
paces cohérents par exemple), et cela nous sera utile par la suite pour définir une construction
combinatoire des additifs.

Dans la suite de ce chapitre, nous considérerons que nous travaillons dans une catégorie
de graphes quelconque, pondérés dans un ensemble Q, dans laquelle nous avons défini une
notion d’exécution :: et, pour tout couple de graphes (F,G), un ensemble de cycles alternés
Cy(F,Q) tels que, pour tous graphes F,G,H avec VF nVEG nVH = @ on ait une bijection pré-
servant les poids :

Cy(F,G::H)wCy(G,H) = Cy(H,F ::G)w Cy(F,G)

Nous allons montrer comment il est possible de généraliser un tel cadre afin d’ajouter des
« tranches », indépendantes (graphes tranchés) ou non (graphes épais, graphes épais tran-
chés). Ces généralisations nous permettrons, aux Chapitres[7)et[8 de définir des connecteurs
additifs et exponentielles.
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Adjonctions numériques

DEFINITION (QUANTIFICATION DES CYCLES).

Une fonction de quantification des circuits est une application Q2 — R U {oo}.

Etant donnée une fonction de quantification des circuits m, on définit une mesure de l'inter-
action entre deux graphes F,G par :

[F.G]= Y mw(p)
peCy(F.G)

THEOREME (PROPRIETE CYCLIQUE NUMERIQUE).
Soit F, G, et H des graphes tels que VE nVGnVH = @. Alors :

[F,G:H]+|[G,H|=[F,G]+[F:G,H]

Démonstration. 1l s’agit d'une conséquence immédiate de la propriété cyclique géométrique

©

THEOREME (ADJONCTION NUMERIQUE).
Soit F, G, et H des graphes tels que VG nVH = @. Alors :

[F,GuH]=[F,G]+[F:G,H]

Il s’agit maintenant de récupérer une adjonction au sens plus habituel des sémantiques dé-
notationelles de la logique linéaire. Il faut donc s’arranger pour faire disparaitre le terme
supplémentaire [F,G] de 'adjonction numérique. Pour cela, nous utiliserons la solution utili-
sée par Girard dans la géométrie de I'interaction dans le facteur hyperfini : I'introduction des
mises.

Lidée des mises est simple. Au lieu de considérer uniquement des graphes, nous allons leur
associer un nombre qui servira a comptabiliser les erreurs d’exécution, c’est-a-dire capturer
les termes additionnels. On définit alors de maniére naturelle les généralisations des opéra-
tions d’exécution et de mesure.

On considere donc des couples (a,A), ou a est un nombre dans[ﬂ im([-,-]), et A est un graphe.
On définit alors :

1. «(a,A),(b,B)>»=a+b+][A,B];
2. (f,F):(a,A)=(a+ [ +[F,A],F::A).

On remarque que dans le cas ou VENVA =@, on a (f,F)::(a,A) = (a+f,AUF), que I'on notera
(a,A)U(f,F).

PROPOSITION (PROPRIETE CYCLIQUE).
Si F,G,H sont des graphes tels que VE n\VENVH =@ et f, g, h sont des éléments quelconques
de im([,-]), alors :

<(f,F),(g,G):(h,H)» = «x(g,G),(h,H)::(f ,F)>» = <(h,H),(f ,F):(gG)>

COROLLAIRE (ADJONCTION).
Si F,G,H sont des graphes tels que VG N VH = @, et f,g,h sont des éléments quelconques de
im([-,-]), alors :

<(f,F),(g,Gu(h,H)>» =<(f,F):(g,G),(h,H)>

5. On ne présuppose pas ici que la mesure [-,-] est a valeur dans R g U{oo} car ce ne sera pas toujours le cas (voir
la construction additive dans la section suivante).
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3 n(GUH)!
- C) O N
1 2 35 4
F****"""*****’””’*****”””***%%:‘

FIGURE 5.11 — Exemple de graphe tranché : %F +n(GUH)

Graphes tranchés : la construction additive

On veut maintenant généraliser le cadre des graphes afin de définir des connecteurs additifs.
La manieére la plus naturelle de faire cela est d’'introduire des tranches, comme pour les ré-
seaux additifs [Gir95c]. On ne considérera donc plus des graphes, mais des familles finies de
graphes {G;};c; sur un méme ensemble de sommets V, que 'on pourra représenter sous la
forme d’un graphe dont ’ensemble des sommets est V x I et tel que les arétes ne changent pas
de tranches : si (v,1) et (w,j) sont respectivement source et but d’'une aréte, alors i = j.

Toutes les constructions considérées dans le chapitre précédent peuvent étre étendues aux
graphes tranchés en les appliquant tranche a tranche. Cependant, ce cadre s’avere insuffi-
sant pour définir les connecteurs additifs correctement, et nous considérerons que les graphes
tranchés sont également équipés d’'une pondération des tranches. Cette généralisation permet
en effet d’obtenir suffisamment de contre-projets pour le connecteur additif &.

On définit donc les objets avec lesquels nous allons travailler. Un graphe tranché orienté
pondéré (resp. cohérent) G de support VE est une famille finie YieIG a?G ; ot, pour tout i € IG,
G, est un graphe orienté pondéré (resp. cohérent) tel que V& = VG et aLG € R. Le graphe G;
sera nommé la i-éme tranche de G, et I'on utilisera la notation suivante :

IG = 2: a?

ielG

La ﬁgureest un exemple de graphe tranché : il s’agit du graphe %F +n(GUH)ou F,G,H
sont les graphes de la ﬁgure A partir de maintenant, on utilisera la convention graphique
suivante :

— Les graphes sont comme auparavant représentés avec les arétes colorées (une seule
couleur par graphe), et entourés de lignes hachurées;
Les points du support V& sont représentés suivant 'axe des abscisses, tandis que les
points de 'index I¢ sont représentés suivant ’axe des ordonnées ;
A Pintérieur d’un graphe, les tranches sont séparées par une ligne hachurée ;
— Dans un coin de chaque case représentant une tranche, on inscrit le monéme de la

somme ) ; ;¢ a?Gi qu’il contient.

DEFINITION (EXECUTION).
Soit F et G deux graphes tranchés. On définit leur exécution :

(X IR0 Y afG0- Y, afalFisG,

ielF ielG (i, j)eIF xIG

Lorsque VF n V& = @, on écrira I'exécution de F et G comme une union : FUG.
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DEFINITION.
Soit F' et G deux graphes tranchés. On définit la mesure de I'interaction :

F G F_G
[[ZaiFi’Zai Gi]]: Z a; a; [[Fi,Gj]]
iel? ielG (i,))eIF xIG

Lorsque certains termes [F;,G ;] sont égaux & oo, on pose [F,G] comme étant égal a oco.

Un simple calcul permet de montrer que la propriété cyclique est toujours satisfaite dans
ce cadre étendu.

PROPOSITION (PROPRIETE CYCLIQUE).
Si F, G, H sont des graphes tranchés tels que VF nVGnVH = g,

[F,G:H]+1r|G,H] =[H,F:G]+1y[F,G]

Démonstration. Le calcul est direct, en utilisant la proposition

[F,G:H]+1Fr[G,H] [[F,G::H]]+(Z dF(i)) Y Y [Gj,Hi]

iel¥ jeIG kelH
= Y ¥ ¥ d¥0)d%)at ®)[F;, G, Hy]
ielF jeIG kel
+Y Y Y dF@db(ihHdwG;, He]
iel¥ jeIG kelf
= Y Y ¥ d"@d®G)d" k)[F;,G;:Hy] + Gy, He])
il jeIG kel

= Y Y Y d"@d()d” ([Hy,Fi:G ] +[Fi,G)])
ielF jeIG kelH
= Y Y ¥ df@d®Ga ®F; G, Hy]
ielF jeIG kelH
+Y Y Y d"@d%(Haw[F;, Gl

iel¥ jeIG kelf

= [[H,F;:G]]+( 3 dH(k)) > 2 [Fi.G)]

kelH ielF jeIG

= [H,F:G]+1y[F,G]

COROLLAIRE (ADJONCTION).

Si F, G, H sont des graphes tranchés tels que VF=vGyuVH gt VGAVH = @,

[F,GUH] =[FhG,H]+1x[F,G]

Graphes épais

DEFINITION.
Soit S¢ et DY des ensembles finis. Un graphe épais orienté pondéré (resp. cohérent) G de
support SC et de dialecte D@ est un graphe orienté pondéré (resp. cohérent) dont 'ensemble
des sommets est égal & S x DY,

On nommera tranches les ensembles de sommets S& x {d} pour d € DY

La Figure [5.12| est un exemple de deux graphes épais. On représentera les graphes épais
suivant une convention similaire a celle régissant la représentation des graphes tranchés :
— Les graphes sont comme auparavant représentés avec les arétes colorées (une seule
couleur par graphe), et entourés de lignes hachurées;
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FIGURE 5.12 — Deux graphes épais G et H, tous deux de dialectes {1,2}

— Les points du support SE sont représentés suivant axe des abscisses, tandis que les
points du dialecte DS sont représentés suivant 'axe des ordonnées;
— A Tintérieur d'un graphe, les tranches sont séparées par une ligne pointillée.
REMARQUE. Si G =}, ¢ a?Gi est un graphe tranché tel que Vi € IG,a? =1, alors G peut
étre vu comme un graphe épais de dialecte IG. En effet, on peut définir {G} comme le graphe :

V{G} — VG % IG
EY - LJ'JL'EIGEGL.
s = eeE% — (s%(e),i)
19 = eeE% — (1% (e),i)
0@ = eeE% —wli(e)

DEFINITION (VARIANTS).
Soit G un graphe épais et ¢ : DG — E une bijection. On définit alors G comme le graphe :

v® = SOxE

EG" = EC

s = (Idye x ¢p)os®
¢ = Idye x ¢)otC
W = o

Si G et H sont deux graphes tels que H = G? pour une bijection ¢, alors on dit que H est un
variant de G. La relation de variance définit une relation d’équivalence sur les graphes épais.

DEFINITION (INTERACTION DIALECTALE).
Soit G et H des graphes épais.

1. On notera G'o# le graphe épais de dialecte DS x DH défini comme X, epu Gl

2. On notera H'p¢ le graphe épais de dialecte DG x D défini comme {X;cpc HY ou 7 est
la bijection naturelle DH x DG . DG x D (a,b) — (b,a).

On définit alors le branchement F[IG de deux graphes épais comme le branchement des
graphes F'pé et G¥F . La Figuremontre le résultat du branchement des graphes G et H
de la Figure|5.12

On définit ensuite I'exécution G:-:H de deux graphes épais G et H comme I'exécution des
graphes G'oH et HDG . La Figuremontre I’ensemble des chemins alternés dans le bran-
chement des graphes G et H de la Figure[5.12] Les Figures[5.16]et[5.17illustrent le résultat de
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FIGURE 5.13 — Les graphes G'o¥ et H ipe

FIGURE 5.14 — Le branchement des graphes épais G et H
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; o 2
Al = tranche (2,2)
’ Ss
/ S
I
Q ! \
\ tranche.(2,1) -
1271 \\ 32,1 // k//
N
15 319
o = tranche (1,2)
i 4 tranche (1,1)\
145 31,1 ;

FIGURE 5.16 — Le résultat de I'exécution des graphes épais G et H

Pexécution de ces deux graphes, la premiére est une représentation en trois dimensions afin de
faire le lien avec la figure[5.15] tandis que la seconde est une représentation du méme graphe
en deux dimensions. De méme, la mesure de I'interaction est définie comme [[GTDH ,H6 1.

§5.3.26 DEFINITION.

On définit ’'exécution F:-:G de deux graphes épais F,G comme le graphe épais de support
SFASC et de dialecte DF x DG défini par F'oG .:G%F .

§5.3.27 Etant donné que nous avons simplement modifié les graphes avant de les brancher, nous
pouvons faire la remarque suivante. Soit F,G,H des graphes épais, alors le graphe épais
F :-:(G:-:H) est par définition le graphe

FipG<pH ::(GTDH . ;e )-’FDF = Fipe.pE ::((GTDH )iDF ::HiDFxDG)

Si P'on suppose S¥ NSFNSH = @, alors il est clair que (SF x D)N(SE x D)N (ST x D)= @. On
en déduit par I'associativité de 'exécution que

Fipc.pr ::((GTDH )iDF - H¥pF «pG )= (FTDG «DH ::((GTDH )iDF )) - H¥pF«pe
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| . |
a‘G.-.H !
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© | |
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5 |
| |

I 1

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

tranche (1,1)

FIGURE 5.17 — Le graphe épais G :-: H représenté en deux dimensions.

Or, nous avons :
(FTDGX[)H ::((GTDH )iDF ) - H¥pF.pG = ((FTDG - GipF )TDH ) - H¥pF «pG

Ce dernier est par définition le graphe (F:-:G):-: H. Ce qui montre que I’associativité de :-: sur
les graphes épais est une simple conséquence de I'associativité de ::.

§5.3.28 PROPOSITION (ASSOCIATIVITE).
Soit F,G,H des graphes épais tels que ST NS¢ nSH = @. Alors :

F.«(G::H)=(F::G)::H

§5.3.29 DEFINITION.
Etant donné deux graphes épais F et G, on définit Cy®(F,G) comme Pensemble des circuits
dans le branchement F o6 IG*F .
On définit également, étant donné un dialecte DH,
— I'ensemble Cye(F,G)TDH des circuits dans le graphe (F'p6e o (G Hor )TpH
— l'ensemble Cye(F,G)iDH des circuits dans le graphe (F*p6 o (GFpr ) pH

§5.3.30 PROPOSITION.
Soit F,G,H des graphes épais, et ¢ : D — D une bijection. Alors :

1§

Cy“(F,H) = Cy°(F,H?)
Cy*(F,o = Cy*(F,) w0
Cy“(F,a)ntt = Cy“(F,G)H
Démonstration. Ces trois bijections sont des simples conséquences de la propriété[§5.1.20f ©

§5.3.31 De la méme manieére que dans le paragraphe[§5.3.27] on considére trois graphes épais F,G,H,
et on s’intéresse maintenant aux circuits dans Cy®(¥,G::H)uU(Cy*(G,H )iDF). Par définition,
ce sont les circuits de I'un des deux graphes suivants :

Fipe.pr D((GTDH .- H¥pG )iDF) = FipG.pH D((GTDH )iDF - H¥pF«pG )
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(GToH O DG )iDF = (Gt ypF O pF xpG

On peut alors utiliser la propriété cyclique pour déduire que ces circuits sont en bijection avec
les circuits des graphes suivants :

(FTDG «DH ::(GiDF )TDH )DHiDFxDG — (FTDG - GipF )TDH CH*pF xpG )
(FTDG «DH D(GiDF )TDH — (FTDG OGpF )TDH
Ce qui montre la propriété cyclique géométrique pour les graphes épais.

PROPOSITION (PROPRIETE CYCLIQUE GEOMETRIQUE).
Si F, G, H sont trois graphes épais tels que S¥ nSGnSH = @, alors :

Cy®(F,G::H)UCy*(G,H)'pF = Cy*(F::G,H)UCy*(F,G)'pH

COROLLAIRE (ADJONCTION GEOMETRIQUE).
Si F, G, H sont trois graphes épais satisfaisant SCNSH =@, on a :

Cy®(F,GUH) = Cy*(F::G,H)UCy*(F,®)'p#

DEFINITION.
Etant donné une fonction de quantification des circuits m, on peut définir une mesure de
I'interaction des graphes épais. Pour tout couple de graphes épais F,G on définit :

1

————————m(w(1)
nec);F,G) Card(DF x D%)

[F,G] =
PROPOSITION (PROPRIETE CYCLIQUE NUMERIQUE).
Etant donnés des graphes épais F,G,H tels que S* NS nSH =@, ona :
[F,G::H|+[G,H] =[H,F::G]+[F,G]

Démonstration. La preuve est un calcul direct utilisant la propriété cyclique géométrique
(Proposition [§85.3.32). On notera n¥ (resp. n®, nf) le cardinal du dialecte D¥ (resp. DG, DH).

[F,G::H|+[G,H]
= > ;m(a}(n))+ >

F,G,H
neCy?(F,G:-H)TV" -1

1 1
- Y ————m(w(n)+ > ——— ()

———m(w(n))
7eCy®(G,H) nGnfl

Fo G H F, G H
n1eCy®(F,G:-H)V =1 ﬂecyE(G,H)*DF e
= > —F0,a @)
. . + o nfnln
neCy®(F,G -:H)uCy®(G,H) D
5 e
= m(w\mw
nFnGnH

7eCy?(H,F:G)UCy*(F,G) DH

1
= ——m(w()) + ———m(w(r))
H€Cye(§7Fi'1G) nfnGntt neCye(%’G)TDH nfnntt
1
= Y ———m@)+ Y m(w(r))

nGnf

F G
neCy*(H,F::G) T neCy*(F,GH V" 1

= [H,F::G]+][F,G]

COROLLAIRE (ADJONCTION NUMERIQUE).
Etant donnés des graphes épais F,G,H tels que S nS" =@, on a :

[F,G::H| =[H,F::G]+[F,G]
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SUR LA CONVENTION DE LA MESURE NUMERIQUE

La mesure de l'interaction que nous avons définie cache une convention : chaque tranche d’'un
graphe épais F est considérée comme "de poids" 1/n¥, ce qui fait que I'ensemble des tranches
a pour poids total 1. Cette convention correspond a considérer une trace normalisée (telle que
tr(1) = 1) sur le dialecte (voir chapitre [9). Il est également possible de considérer une autre
convention toute aussi naturelle selon laquelle chaque tranche est de poids 1. Dans ce cas, la
mesure entre deux graphes épais F,G est définie simplement comme

(F.G)= >  m@)
neCy*(F,G)

La propriété cyclique numérique s’énonce alors différemment : pour tous graphes épais F, G,
et H tels que SFnSEnSH =@, ona

(F,G::H) +n" (G,H) = (H,F::G) +n™ (F,G)

On peut remarquer que apparition des termes n’ et nf dans cette égalité est reliée a 'appa-
rition des termes 1z et 1z dans la propriété cyclique des graphes tranchés : il s’agit en réalité
d’un seul et unique terme, comme on le verra dans la section suivante.

Graphes épais tranchés

On peut bien entendu appliquer la construction additive de la Section|5.3.2|au cas des graphes
épais. Un graphe épais tranché orienté pondéré (resp. cohérent) G de support S¢ est une
famille finie } ;. ;¢ alGGi otl, pour tout i € I, G; est un graphe épais orienté pondéré (resp.
cohérent) tel que S¥ =S et och € R. On définit le dialecte de G comme I'ensemble w, ;¢ D%:.

On peut alors définir les extensions de I'exécution et de la mesure de l'interaction comme
expliqué dans la section :

(Z a:{"Fi)::( Z a?Gi) Z afaJGFi Gy
ielF ielG (i,j)eIF xIG

[Y ofFy, Y OCLGGL'H > afaf[[F,-,Gj]]

iel¥ ielG (i,/)eIF xIG

La figure donne deux exemples de graphes épais tranchés. La convention de représen-
tation des graphes épais tranchés correspond simplement a la convention de représentation
des graphes tranchés, a ceci pres que les graphes contenus dans les tranches sont des graphes
épais. Ainsi, deux tranches sont séparées par une ligne hachurée, tandis que deux points du
dialecte d’'un graphe épais (c’est-a-dire le contenu d’une tranche) sont séparés par une ligne
pointillée.

I1 faut cependant remarquer que certains graphes (par exemple le graphe F, + F, représenté
en rouge dans la Figure[5.18) peuvent étre considérés comme un graphe épais — et par consé-
quent comme un graphe épais tranché a une tranche — ou bien comme un graphe tranché a
deux tranches — et par conséquent un graphe épais tranché a deux tranches. En effet, si I'on
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L2 22 32 oo /\ T
| - O
| 1 21 31 | e
S S

FIGURE 5.19 — Les graphes G et Go

définit les graphes :

F, Fy, F.
Vi = (1,2} vF = (1,2} VFe = (1,2} x{a,b}
Efe = {fg Efe = {f,g Efe = {fo,fv,8a,8b}
o o ;> Fi
SFa = f 1 st = f 1 sFC = fl § (f)
g—2 g—1 gi—sti(g)
Y
tFa = f=2 o = f2 e = fimtF)
g2 g—1 gi—tri(g)
ofe = 1 oft = 1 wfe = 1

On peut alors définir les deux graphes épais tranchés G = F, et Go = %Fa + %Fb. Ces deux
graphes sont tous deux représentés dans la figure Ils sont similaires en un sens trés
particulier : il est possible de montrer que si H est un graphe épais tranché quelconque, et m
est une fonction de quantification des circuits, alors [G1,H] = [Ge,H]. 11 sont donc observa-
tionellement équivalents, et ceci explique la remarque dans laquelle nous disons avoir
choisi la convention ou les tranches définies par le dialecte d’'un graphe épais F sont chacune
de poids 1/Card(DF).
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DEFINITION (GRAPHES UNIVERSELLEMENT EQUIVALENTS).
Soit F',G deux graphes. On dit que F' et G sont universellement équivalents (pour la mesure
de linteraction [-,-]) — noté F =, G — si pour tout graphe H :

[F.H] =[G,H]

La proposition suivante énonce que si un graphe F’ est obtenu par renommage des arétes
d’un graphe F, alors F ~, F".

PROPOSITION.
. . P z z z z M /
Soit F,F' deux graphes (orientés pondérés, cohérents, cohérents stricts) tels que VF =VF | et ¢
.o . !
une bijection EF — ET telle que :

sGOgb:sF, tGO(pth, a)GO(psz
(et éventuellement e f [ < Pp(e) g H(f))

Alors F =, F'.

Démonstration. La proposition est évidente. En effet, la bijection ¢ induit, grace aux hypo-
theses sur les fonctions sources et but (ainsi que la condition sur la cohérence dans le cas
des graphes cohérents), une bijection entre les ensembles de cycles Cy(F,H) et Cy(G,H). La
condition sur la fonction de poids nous assure que cette bijection est w-invariante, et on en
déduit le résultat. ©

PROPOSITION.
Soit F,G des graphes tranchés. S’il existe une bijection ¢ : IF — IG telle que F; = Gy et
af = ocg(i), alors F =, G.

1
Démonstration. Par définition :

[G.H]

Y. afdl[Gi,Hj]
(i,7)elG xIH
G _H
Z Ay @ [[Gtﬁ(i),Hj]]
(i,))elf x112
Y o af[F;,G]

@i, j)eIF xIG

Donc F et G sont universellement équivalents. ©

PROPOSITION.
Soit F,G des graphes épais. S’il existe une bijection ¢ : DF — DY telle que G = F?, alors F =, G.

Démonstration. Soit F,G des graphes épais tels que G = F® pour une bijection ¢ : D¢ — DF
et H un graphe épais quelconque. Alors la bijection ¢ x Id :DG x DH —. DF x DH est telle que
G'pH = (F*DH yoxId parla Proposition|§5.1.20, I’ensemble des circuits alternants dans FiOH?*
est égal & lensemble des circuits alternants dans (FH)?MOHE)?*1d = GTOH*. On a alors :

[F,H] Y m(w(n)

neCy(F,H)

Y. mlw(n)
n1eCy(G,H)

[G.H]

On en déduit donc que F et G sont universellement équivalents. ©)
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PROPOSITION.

Soit F =Y, F alEF,- un graphe épais tranché, et notons, pour tout i € I¥, nfi = Card(D¥) et
Fi

nf = Y ielF n¥i. Supposons qu’il existe un scalaire a tel que pour tout i € IF, af = a';—F. On

définit alors le graphe épais tranché & une seule tranche aG de dialecte wD¥i = Uie IFDF i x {1}

et de support VF par :

vGé = vFxwDFi
E¢ = wEFi= UieIFEFi x {i}
s = (e,i)—(sTile),1)
t9 = (e,i)—(tFi(e), )
wf = (e,i)— wFie)

(e.0=C ¢t o GEHVG=jresTr)

Alors F est universellement équivalent a G.

Démonstration. Soit H un graphe épais tranché. On a :

F,H = a;HagE Fi,H'
[ 2l J
ielf jelF
F.
g n'
) 'ZI:H Z]'Fai an_F[[Fi’HjH
iel” je
F.
H nt 1
= )Y Y aa—g——s 3  mom)
et jer P nFin® el Fom)
1
= Y Yalagg X m@)
ielH jeIF "N neCy(Fy H;j)

1
> “f{“nF = ) mm)

ield Y jeIF meCy(Fy,Hj)

Il reste a remarquer que U ;r Cy(F;, H) = Cy(G,H). On a alors :

1
[F,H] Y afa = Y. mlw(n)

F .
ielH "N e [P neCy(Fy H))
1
= Z aLHa - Z m(w(r))
jelH nE N peCy(FLH))
[aG,H]

On a donc montré que F est universellement équivalent a aG. ©)

Sil’on avait choisi la convention selon laquelle les tranches définies par le dialecte d'un graphe
épais sont de poids 1, alors on pourrait montrer que les graphes F. et S = Fy, + F, sont équi-
valents observationellement (suivant la mesure (-,-), c.f. . Dans ce cas, il et possible
de voir que le terme Card(F.) qui apparait dans la propriété cyclique lorsque appliquée avec
le graphe F. correspond tres exactement au terme 1g qui apparait dans cette méme propriété
lorsque 'on remplace F, par S.

Une des conséquences des Propositions[§5.3.44] [§5.3.45] et[§5.3.46]est que deux graphes F,G
tels que G est obtenu a partir de F par renommage des ensembles EF, I¥ D sont universel-
lement équivalents. On considérera donc par la suite nos graphes 4 renommage pres de ces
ensembles.
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Conclusion et Notations

On a donc développé quatre adjonctions géométriques distinctes :

Ad1. DLadjonction des circuits dans le cadre des graphes orientés pondérés;

Ad2. L’adjonction des 1-circuits dans le cadre des graphes orientés pondérés ;

Ad3. L’adjonction des circuits dans le cadre des graphes cohérents stricts;

Ad4. Ladjonction des circuits simples dans le cadre des graphes cohérents;
A partir de maintenant, on fera référence a ces adjonctions un utilisant les abréviations Ad1,
Ad2, Ad3, Ad4.

On a de plus montré que chacune de ces quatre adjonctions donnaient lieu a quatre adjonc-
tions numériques (paramétrées par une fonction de quantification des circuits) :

S. Le cas des graphes sans tranches ni dialectes ;

T. Le cas des graphes tranchés;

E. Le cas des graphes épais;

ET. Le cas des graphes épais tranchés.
On dénotera alors les différentes adjonctions numériques en précisant I’adjonction géomé-
trique considérée, suivie de la variante numérique choisie. Ainsi, la variante avec graphes
épais tranchés de ’adjonction des 1-circuits sera notée Ad2.-ET..

Nous définirons dans la suite de cette thése d’autres cadres. En particulier, le cas des gra-
phages pondérés (voir Chapitre[8) :

G. Le cas des graphages pondérés.
Dans le cas des graphages, nous aurons a nouveau quatre cas : sans tranches G.-S., tranchés
G.-T., épais G.-E., et épais tranchés G.-ET..
De plus, nous présenterons les adjonctions numériques suivantes :

TII Ladjonction spectrale (voir[§10.2.6) ;

FK Ladjonction du déterminant de Fuglede-Kadison (voir [§4.2.21)) ;
Ces différentes adjonctions auront elles aussi différentes variantes, qui correspondent aux
variantes S., T., E., et ET. des adjonctions sur les graphes, et seront par conséquent notées
par les méme abréviations :

S. Le cas sans dialectes;

T. Le cas commutatif : des algébres commutatives comme dialectes;

E. Le cas purement non-commutatif : seulement des facteurs comme dialectes ;

ET. Le cas général : toute algebre finie et hyperfinie comme dialecte.
Le lien entre les différents types de dialectes et les différentes variantes des graphes est
étudié précisément dans la section[9.3
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CHAPITRE 6

FRAGMENT MULTIPLICATIF
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Dans ce chapitre, nous développons la construction d'une interprétation de la logique linéaire
multiplicative a partir d’'une adjonction comme celles obtenues au chapitre précédent. Les
choix de I'adjonction et de la fonction de quantification des cycles ne sont pas significatifs
dans la construction. Il est cependant important que la mesure [-,-] choisie soit a valeur
dans R3¢ U{oo}, et cette construction ne convient donc pas aux graphes tranchés (le chapitre
suivant est une adaptation de la construction de ce chapitre au cas des graphes tranchés). Les
constructions de ce chapitre conviennent donc aux adjonctions numériques Ad1.-S., Ad1.-E.,
Ad2.-S., Ad2.-E., Ad3.-S., Ad3.-E., Ad4.-S., et Ad4.-E.. Elles conviennent également aux cas
G.-S. et G.-E., introduits dans le Chapitre§]

Dans I'ensemble de ce chapitre, sauf indication contraire, nous considérerons que nous tra-
vaillons avec une notion de graphes pondérés dans un ensemble Q, pour laquelle nous avons
défini une notion d’exécution :: et, pour tout couple de graphes (¥,G), un ensemble de cycles
alternés Cy(F,Q) tels que, pour tous graphes F,G,H avec VF n VG nVH = @ on ait une bijec-
tion préservant les poids :

Cy(F,G::H)wCy(G,H) = Cy(H,F ::G)w Cy(F,G)

On considerera également que I'on a défini une fonction quelconque m : 2 — R, et on tra-
vaillera avec la mesure [-,-],, associée (nous oublierons I'indice m afin de simplifier les nota-
tions).

Le contenu de ce chapitre — ainsi que la Section[9.3]du Chapitre[9] dans le cas particulier des
graphes orientés pondérés avec la fonction de quantification des cycles x — —log(1 —x), a fait
Pobjet d’un article [Seil2]. On y montre en particulier que le modeéle obtenu est une version
combinatoire de la GdI5 de Girard (voir la Section [9.3).

Les multiplicatifs

Projets, Conduites

On va maintenant définir les objets qui interpréteront les preuves. Ils consisteront évidem-
ment en un graphe, mais nous y associerons aussi un réel positif ou infini (i.e. un élément de
R U{oo}). Ce nombre réel a pour réle de compenser le terme additionnel [F,G] de I'adjonc-
tion (voir la Section [5.3|au sujet des adjonctions numériques).

DEFINITION (PROJETS).

Un projet multiplicatif est un couple a = (a,A), ot @ € R>( est appelé la mise, et A est un
graphe orienté pondéré sur un ensemble fini de sommets V4. Lensemble V4 de sommets de
A sera appelé le support de a.

DEFINITION (MESURE DE L'INTERACTION).
Soit a = (a,A) et b =(b,B) deux projets multiplicatifs. On définit «a,b> =a +b + [A,B].

DEFINITION (ORTHOGONALITE).

Deux projets multiplicatifs a et b de méme support sont orthogonaux lorsque <a,b> ¢ {0,00}.
On écrira cela a L b et on définit I'orthogonal d’'un ensemble A de projets multiplicatifs de
méme support (une éthique) par A~ ={b | Vac A, a L b}.

Pour comprendre un peu mieux cette notion d’orthogonalité, prenons une structure de preuve
2, et considérons les permutations o et 1, respectivement définies par les liens axiomes et
par un itinéraire v € V(£). La structure de preuve est alors séquentialisable si et seulement
si pour tout itinéraire v € V(Z) le produit des permutations o et 7, est cyclique. Or les permu-
tations o et 7, définissent deux graphes S et T, tels que o1, est cyclique si et seulement s’il
existe exactement un cycle alternant dans SCIT', passant par toutes les arétes.

La définition de I'orthogonalité peut donc étre comprise comme une généralisation de celle
obtenue a partir du critére de correction des longs voyages (voir la discussion a ce sujet dans
la Section [2.4.1). En se basant sur les résultats obtenus dans 'article Multiplicatives [Gir87bl
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— présentés dans la Section[2.4]— on peut alors définir les conduites — les formules — comme
des ensembles clos par bi-orthogonal.

DEFINITION (CONDUITES).
Un ensemble de projets multiplicatifs S de méme support X égal a son bi-orthogonal St est
appelé une conduite. On dira que X est le support de la conduite S.

REMARQUE. Comme pour toute notion d’orthogonalité, on a, pour tous ensembles A,B de
projets multiplicatifs (de méme support), les propriétés suivantes :

- AcB=>BY‘cA*t

_ AL,LJ, — AJ, :

Pour la premiére propriété, si tout élément de A est un élément de B, et si x est orthogonal a
tout élément de B, alors x est orthogonal & tout élément de A. Dot x e B* =>xe A™.

Pour la seconde propriété, il est clair que l'on a linclusion A* < A***. On montre alors
linclusion inverse : il est évident que A ¢ A", et on obtient A*** < A% par la remarque
précédente.

Remarquons qu'un ensemble S est une conduite si et seulement si il existe un ensemble 7T tel
que S = T+. En effet, si S est une conduite, alors S = S** = (SY)*, et on peut alors prendre
T = S*. Inversement, s'il existe 7' tel que S= T+, alors St =744+ =7+ Dou St =S.

Connecteurs

On définit maintenant les connecteurs, en premier lieu sur les projets multiplicatifs puis sur
les conduites. Les connecteurs sont donc définis sur les conduites — les formules — par leur
action sur les projets — les preuves.

DEFINITION (TENSEUR).
Soit a et b deux projets multiplicatifs de supports disjoints. On définit le tenseur de a et b
par:

(a,A)®(b,B) =(«<a,b>,AUB)

REMARQUE. Dans cette définition, puisque a et b ont des supports disjoints, <a,b> =a +b.

DEFINITION (TENSEUR DE CONDUITES).
Soit A,B des conduites de support disjoints. On définit la conduite A® B

A®B={a®b|acA,beB}**

On écrira A©B I'ensemble {a®b | a € A, b € B}, 'éthique du tenseur.

PROPOSITION (PROPRIETES DU TENSEUR).
Le tenseur est associatif et commutatif. De plus, il a un élément neutre, a savoir la conduite 1 =
{(0,((25,(25))}’““ ={(a,(®,?)) | a =0}, ou (@, ) est le graphe vide sur l’ensemble vide de sommets.

Démonstration. La localisation des objets implique que les conduites A ® B et B ® A sont exac-
tement les mémes. De la méme maniére, A® (B® C) = (A®B)® C. La vérification concernant
1 est immédiate. ©

DEFINITION (COUPURE).
On définit, lorsque <f, g> # oo, la coupure des projets multiplicatifs f et g :

frg=(<f,g>,F:G)

DEFINITION (IMPLICATION LINEAIRE).
Soit A, B des conduites de supports respectifs V4 et VB satisfaisant VANVE = .

A—oB={f|VaeA,j:aleB}

ou la fleche vers le bas signifie que f::a est défini.
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Le fait que I'implication entre deux conduites est bien une conduite (sans avoir a effectuer
la cléture par bi-orthogonal) est une conséquence de la proposition suivante :

THEOREME (DUALITE).
Ona:
A—B=(AsBY)!

Démonstration. Soit VA et VB les supports disjoints de A et B, f un projet multiplicatif de
support VAUVE, et a,b des projets multiplicatifs dans A et B respectivement. A partir de
Padjonction on a I'égalité de <f,a® b> et <f::a,b>, et on obtient donc I'équivalence entre
flaobetfralb. On a alors f€e A— B si et seulement si a® b L f — ce qui signifie que

fe(AoBY) " =(AeBY) . ©
REMARQUE. Ladjonction implique que f L a® b est équivalent a f::a L b, mais cela nous en

dit un peu plus, a savoir que l'interaction est la méme. En effet, si f L a® b ou bien si f::a L b,
ona:

«<f,a®b> = a+b+f+[F,AUB]
a+b+f+[F,A]+[F:A,B]
<fua,b>

Ce calcul permet de voir par la méme occasion comment la mise compense I'apparition du
terme supplémentaire dans I'adjonction. En effet, la mise peut étre vue comme un résidu des
termes [F,A] apparaissant dans la composition des graphes, un résidu des éventuels cycles
internes (comme dans la Figure[5.6] page[94) qui seraient apparus lors du branchement de F
et A.

PROPOSITION (REGLE MIX).

Soit a L b et ¢ L 0 des projets multiplicatifs tels que le support de a (qui est aussi celui de b)
soit disjoint du support de ¢ et 0. Alors a®c L b®0. Cela implique que 'on a une inclusion
ABcABB=A" - B pour toutes conduites A,B de supports disjoints.

Démonstration. Il est immédiat que <a®c¢,b® 0> = <«a,b> + «c¢,0>> du fait de la locativité.
Puisque ces deux termes sont des réels positifs non nuls, leur somme est un réel positif non
nul et on a bien a®c L b®0. Maintenant, prenons les projets multiplicatifs a et ¢ dans des
conduites A et B de supports disjoints. On vient de montrer que a®c € At eBY)*t. Par la
Proposition on obtient que (A* @ BY)* = At —©B. ©

Finalement, on définit un objet trés important qui sera utilisé dans la section suivante.

DEFINITION (DELOCALISATIONS).
Soit a un projet multiplicatif de support V4, VB un ensemble tel que VANVE =@, et p: VA —
VB une bijection. On définit la délocalisation de a = (a,A) comme ¢(a) = (a,P(A)), oit H(A) est

le graphe (voir[85.1.20) :
PA)=(V2,EA, pos?, port 0t

Si A est une conduite de support V4 alors ¢(A) = {(a) | a € A} est une conduite, la déloca-
lisation de A.

REMARQUE. A des fins de simplification nous utiliserons abusivement — principalement
dans la section suivante — la notation ¢(a) méme dans le cas ou la bijection ¢ ne véri-
fie pas la condition dom(¢) Nim(¢) = @ (et par conséquent ne satisfait pas nécessairement
VAN @(VA) = ). Cependant, cet abus de notation n’est qu'une simplification : si I'on définit

¢ dom(¢p) x {0} — codom(¢p)x {1}, (x,00 — (p(x),1)
L: dom(¢p) — dom(p)x{0}, x — (x,0)
{: codom(¢p)x{l} — codom(¢), (x,1) — «x
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ce que l'on note abusivement ¢(a) est parfaitement défini par des délocalisations comme

(' ((a))).

PROPOSITION.
En gardant les notations de la définition précédente |86.1.20} on définit le projet multiplicatif
Saxy =(0,P) par :

ve® = vauvE

E® = {(@,¢@)]aeVAUipa),a)laeVA

s = (w,v)—u

t® = (u,v)—v

w® = e—1
Alors Fary € A —o P(A).
REMARQUE. Dans le cas des graphes épais, on considere le graphe ainsi défini comme un

graphe de dialecte {1}.

Sémantique Dénotationelle

Définition de la catégorie

On va maintenant montrer qu’il est possible de construire une sémantique dénotationelle (une
catégorie *-autonome) a partir des constructions sur les graphes définies dans la section pré-
cédente. Cette catégorie *-autonome a la particularité d’interpréter les unités multiplicatives
par des objets différents. La majeure partie de cette section est consacrée a la démonstration
que notre catégorie possede les propriétés requises, mais ces résultats techniques cachent I'in-
térét principal de la définition explicite de la catégorie. En effet, il est important de souligner
les différences entre la géométrie de l'interaction et les sémantiques dénotationelles. En par-
ticulier, méme si les objets de la catégorie ont encore un lieu, nous ne travaillons plus dans
un cadre locatif puisque toutes les définitions (morphismes, composition, foncteurs) se font
au travers de délocalisations.

La différence vient du fait que la géométrie de I'interaction est une "sémantique" de processus,
d’actions [Gir89b]l. C’est pourquoi il n’existe pas d’objets de type A —o A : un processus qui pour
tout a produit a n’est pas un processus, car il n’a aucune action. Les objets qui se rapprochent
le plus d’identités sont les délocalisations, i.e. les processus qui envoient a sur une copie a’ de
a localisée autre part. Afin de définir une catégorie nous sommes donc obligés de considérer les
délocalisations comme des identités afin d’obtenir des morphismes identités. Ce “quotient” par
délocalisation que I'on se voit contraint d’effectuer a pour conséquence la perte de la locativité.

Afin de définir la catégorie, on commence par définir deux fonctions N — N x {0, 1}

Yo: X +— (x,0)
v x — (x,1)

Afin de définir la composition des morphismes, on utilisera trois copies de N. C’est pourquoi
on aura également besoin des deux bijections suivantes :

v: Nx{0,2} — Nx{0,1}
(x,00 —~ (x,0)
x,2) — (x,1)

p: Nx{0,1} — Nx({1,2}

(x,7) — (x,1+1)
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DEFINITION (OBJETS ET MORPHISMES DE &taphrr).
On définit la catégorie :

Obj={A | A=A de support X c N}
Mot[A,B] = {f € po(A) — y1(B)}

DEFINITION (COMPOSITION DE &raphysrr)-
Etant donné deux morphismes f et g, respectivement dans Mtor[A,B] et Mor[B, Cl, on définit :

gof=v(f:ug)

PROPOSITION (&taph 7.7, EST UNE CATEGORIE).
Les objets et morphismes que l’on vient de définir, avec la composition induite par la composi-
tion des graphes, forment une catégorie.

Démonstration. On montre tout d’abord qu’il existe un morphisme identité pour tout objet de
Braphysrr, et que c’est un élément neutre pour la composition.

— Unité. Pour S cN, on définit la bijection

Sx{0} — Sx{1}
(x,00 — (x,1)

Alors §aryg est le morphisme identité pour tous les objets de support S < N.
Un simple calcul montre que les diagrammes requis commutent. Remarquons que dans
le cas des graphes épais, il est indispensable de travailler 4 renommage des dialectes
prés. En effet, le dialecte de I'exécution d’'un Far avec un graphe épais de dialecte D4
est égal 4 DA x {1}, et sans cette identification, les diagrammes traitant des identités ne
commuteraient pas.

— Associativité. L'associativité de la composition est une conséquence directe de l'asso-
ciativité de 'exécution (les délocalisations utilisées lors de la définition de la composi-
tion nous assurent que ’hypothése sur 'intersection des lieux est satisfaite).

©

Un modeéle de MLL

Il est bien connu qu’une catégorie *-autonome définit un modele de MLL [See89]. On va donc
définir une structure *-autonome sur &raphys ;. On commence par définir un foncteur ® et
on montre que Braph,,rravec ce foncteur est une catégorie symétrique monoidale close. On
montrera ensuite que lobjet L = 1 est un objet dualisant, c’est-a-dire que la catégorie est
*-autonome.

DEFINITION.

Une catégorie monoidale est une catégorie K munie d’'un bifoncteur ® : K x K — K, une unité
(4 gauche et a droite) 1 € Objy, et satisfaisant (A®B)®C = A ® (B ® C). Il faut ajouter a cela
la commutation de certains diagrammes (voir le livre de Mac Lane [ML98]).

On dit que la catégorie monoidale est symétrique si A® B = B® A, et close lorsque I'on peut
associer & chaque famille de morphismes 9otk [A,B] un objet A — B € Obji tel que Mork[A®
B, C] soit naturellement isomorphe a Mork[A,B — C].

Pour définir le bifoncteur, on va a nouveau utiliser des délocalisations. On définit pour cela
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les deux bijections :

Nx{0,1} — N
(x,7) — 2x+1

Nx{0,1} — Nx{0,1}
2x+1,00 ~ (2x,1)
2x,1) — (2x+1,0)
(x,i) ~— (x,1) sinon
PROPOSITION.

La catégorie (Graphyrr,®,1) est symétrique monoidale close, avec le bifoncteur & induit par
le tenseur défini sur les objets par

ABB = ¢p(yo(A) e yp1(B))

et sur les morphismes par

f&g =1(wo(Pp(f) @ w1(h(g))
et ot l'unité est définie comme la conduite 1 ={(0,(®, %)) el
Démonstration. On vérifie tout d’abord qu’il s’agit d’'une catégorie monoidale, puis qu’elle est

symétrique. On définit les isomorphismes par des bijections de N sur N. En effet, une telle
bijection a induit un isomorphisme pour tout X < N en posant :

as =(0,As)
ou Ag est le graphe
VAs = (Sx{0Du(a(S)x{1})
EAs = Sx{0,1}
sA5 = (s,0)— (5,0)
A = (s,i)—(s,1—10)
i = 1

— Associativité. Soit A,B,C trois objets de Graph,,r. Pour toutes conduites A,B de
supports disjoints, et toute délocalisation 6, on a 6(A ® B) = 0(A) ® 6(B). On peut donc
voir A®(B®C) et (A®B)®C comme le tenseur (localisé) de délocalisations de A,B,C, i.e.

A&B&C) P(yo(A) @ y1(Pp(yo(B) ® y1(C)))))
= Ppo(A) ® Py 1(P(o(B)))) ® Py 1(Pp(y1(C))))
(A@B)®C = ¢(ypolp(yo(A)ey1(B))®ypi1(C))

= P(wo(Pp(yo(A)))) @ d(yo(d(y1(B)))) ® Pp(y1(C))

Il nous suffit alors de résoudre un simple probleme combinatoire, et il est facile de
vérifier que la bijection suivante, qui ne dépend pas des objets considérés, transforme
A&(B&C) en (A®B)®C
2n if n = 0[2]
a:n—< n+l if n = 1[4]
(n-1)2 ifn=3[4]

On obtient donc I’associativité par une transformation naturelle. De plus, le diagramme
pentagonal requis commute.
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— Unité On doit montrer qu’il existe deux transformations naturelles 1:18A=A et p:
A®1=A. On pose :
A/ = p =JTO (P71

ou 7 :Nx{0,1} — N est défini par 7(n,i) = n. Puisque les diagrammes requis commutent,
Braph sz est bien une catégorie monoidale.

— Cléture. Dans la section précédente, on a vu que A — B est une conduite. De plus,
si X et Y sont les supports de A et B, la conduite ¢p(1o(A) — y1(B)) est de support
P(yo(X)Uy1(Y)) < N, donc un objet de &raphy, ;. On notera cet objet A—B, et on
montre Mot[A&B,C] = Mor[A,B—oC] en utilisant le Théoréme[§6.1.17 et le morphisme
a:

Mor[A&B,C] (Wo(Ppwo(A) 8 11 (B))) 8 w1 (C) ™)™

(P_l

ne

(Wo(A) ® Y 1(dwoB) @ w1 (CY) )t
(Wo(A) ® g1 (BoC)*)"

Wo(A) —o 11 (B=C)

= Mor[A,B—C]

— Symétrie. On définit la bijection suivante :

N - N
Y: 2n — 2n+1

2n+1 — 2n

Cette bijection définit I'isomorphisme entre A®B et B®A. Cet isomorphisme est naturel,
et puisque y? = Id on obtient la commutativité du diagramme de symétrie. On vérifie
finalement par un simple calcul que (I'un des) diagrammes hexagonaux de tresses com-
mute.

@)

DEFINITION.
Une catégorie *-autonome K est une catégorie symétrique monoidale close (K, ®,1) munie
d’un objet dualisant L.

PROPOSITION.
Lobjet L =1" est dualisant pour Graph .

Démonstration. Partant du morphisme identité de ’'objet A—ol, on obtient un morphisme
de (A—1)®A dans 1| en appliquant o ta 1. A partir de 13, on obtient un morphisme de
A&(A—o1) dans L en pré-composant par y. En appliquant ¢~'a¢ a nouveau, on obtient alors
un morphisme de A dans (A—ol)—ol défini par la fonction x — 4x. Cest donc un isomor-
phisme, ce qui signifie que L est bien dualisant. ©)

Par conséquent, on obtient le théoréme suivant.

THEOREME.
La catégorie BGraphy,prest *-autonome.

REMARQUE. Lunité du tenseur 1 et son dual L ne sont pas le méme objet, contrairement
a la plupart des modeles catégoriques de la logique linéaire multiplicative avec unités. En
effet, 1 contient le projet multiplicatif (0,(®,®)), tandis que L ne le contient pas (L contient
exactement tous les projets multiplicatifs (A,(@, ®)), avec A > 0).

1. Voir la preuve de la cléture de Graphpsr7,-
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Vérité

Dans cette section, il est nécessaire de supposer que ) contient une unité 1 et la fonction
m :Q — R choisie (voir [§6.2) vérifie m(1) = co.

Projets gagnants, conduites vraies

On peut également définir une notion de vérité a partir de notre cadre. On va tout d’abord dé-
finir ce qu’est un projet multiplicatif gagnant — qui correspond a une preuve correcte ou une
stratégie gagnante dans les sémantiques de jeu, comme un graphe ressemblant a4 un ensemble
de liens axiomes, i.e. qui est une union disjointe de transpositions. L'idée est qu'un ensemble
de liens axiomes interagissant correctement avec 'ensemble de ses tests (les switchings dans
le cas des structures de preuves) définit une preuve correcte (une structure correcte, i.e. ré-
seau de preuve). Avant de définir la notion de gain, nous commengons par poser quelques
notations.

DEFINITION (PROJET GAGNANT).

Un projet multiplicatif a = (a,A) est gagnant lorsque a = 0, et que A est le graphe d’une
union disjointe de transpositions, c’est-a-dire un graphe dont chaque sommet est source (resp.
but) d’au plus une aréte, et tel que pour chaque aréte e € E4(v,w), il existe e* € E4(w,v) et
w(e)=1=w(e").

REMARQUE. Cette définition peut étre relachée en définissant un projet multiplicatif gagnant
a=(a,A) comme un projet multiplicatif de mise nulle (a = 0), et tel que A soit le graphe d’une
union disjointe de transpositions et de points fixes. Il n’est pas difficile de se rendre compte
que les résultats qui suivent (consistance et compositionalité) sont alors toujours corrects.

DEFINITION (CONDUITE VRAIE).
Une conduite A est vraie lorsqu’elle contient un projet gagnant.

PROPOSITION (CONSISTANCE).
Les conduites A et A ne peuvent étre simultanément vraies.

Démonstration. Soit a=(0,A) et a’ =(0,A’) des projets multiplicatifs gagnants de méme sup-
port VA, Comme A et A’ sont des unions disjointes de transpositions, soit le branchement
A[A’ ne contient pas de circuits alternés et <a,a’> =0, soit il contient un circuit de poids 1
(toutes les arétes de A et A’ sont de poids 1) et donc <a,a’> =oco. On en déduit que a et a’ ne
peuvent étre orthogonaux. ®

PROPOSITION (COMPOSITIONALITE).
Si f et a sont des projets multiplicatifs gagnants respectivement dans A — B et A, alors U'ap-
plication f::a est également un projet multiplicatif gagnant.

Démonstration. Remarquons que <f,a>> est nécessairement égal a 0 ou co. Par définition de
A — B, §::a est un projet multiplicatif dans B de mise «f,a>>. Ce qui implique que «f,a>> =0,
car un projet multiplicatif ne peut avoir une mise infinie.

Il reste a montrer que F':: A est une union disjointe de transpositions. On vient de montrer
qu’aucun circuit alterné n’apparait dans F[IA. Chaque sommet de A (resp. de F) est source
(resp. but) d’au plus une aréte. On en déduit que F :: A vérifie cette méme propriété. De plus,
si = (e;)?_, est un chemin alterné de source v et de but w dans F[A, alors n* = (e _ ) , est
un chemin alterné de source w et de but v dans FIA. Il est évident que 7 et 7% sont de poids
A, et on a donc montré que F :: A est une union disjointe de transpositions. ©)

Interprétation des preuves
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Dans cette section, on donne une interprétation explicite des preuves de logique linéaire mul-
tiplicative avec mix et unités. Bien que la plupart des résultats de cette section aient déja été
obtenus par la définition de la catégorie Graphy,r; (Section[6.2), cette construction semble im-
portante car elle permet de mieux comprendre notre modele ainsi que la notion de locativité.

On notera 6 la bijection N x N — N définie par (n,m)— 2"(2m + 1) — 1. Dans cette section,
on travaillera modulo § et on considérera les sommets de nos graphes dans N x N.

DEFINITION.

On fixe Var = {X;(j)}; jeNn un ensemble de variables localiséesﬂ Pour i € N, 'ensemble X; =
{Xi())}jen sera appelé le nom de variable X;, et on appellera un élément de X; une variable
de nomE] X ;. On suppose de plus que chaque nom de variable X; est associé a une taille n; et
que pour chaque m € N*, il existe une infinité d’entiers i € N tels que n; = m.

Pour i, j € N on définit le lieu #X;(j) de la variable X;(j) comme ’ensemble
{G,m) | jni <m <(+Dn; -1}

DEFINITION (FORMULES DE LOCMLL).
On définit inductivement les formules de la logique linéaire multiplicative localisée locMLL
ainsi que leur lieu comme suit :
Une variable X;(j) de nom X; est une formule dont le lieu est défini comme #X;(;);
Si X;() est une variable de nom X;, alors (X;(j))" est une formule de lieu §X;(;).
Si A,B sont des formules de lieux X,Y tels que X NY = @, alors A ® B (resp. A ® B) est
une formule de lieu X UY ;

— Les constantes 1 et L sont des formules de lieu @.
Si A est une formule, on écrira §A le lieu de A. On définit également les séquents F I' de
locMLL lorsque les formules de I' ont des lieux deux a deux disjointsﬂ

DEFINITION (FORMULES DE MLL+MIX).
Les formules de MLL+MIX sont définies par la grammaire suivante :

F:=X;| X" |FeF |F®F| 1|1
ou les X; sont les noms de variables.

REMARQUE. Remarquons qu’a toute formule de locMLL correspond une formule de MLL ob-
tenue simplement en remplacant les variables par leur nom, i.e. en appliquant X;(j) — X;.
Inversement, il est possible de localiser une formule de MLL : si e est une énumération des
occurrences des noms de variables dans F I', on peut définir un séquent de locMLL + I'¢. Par
exemple, la formule de MLL X; ® (X; ® X9) — (X1 ® X9) ® X1 peut étre localisée en la formule
de locMLL X1(1)® (X1(2)® X5(1)) — (X1(3) ® X5(2)) ® X1(4), ou bien encore comme la formule
X1(42)® (X1(78) ® X (7)) — (X1(99) ® X2(88)) ® X1(1324), etc.

DEFINITION (PREUVES DE LOCMLL).

Une preuve de locMLL est une preuve obtenue a partir des régles de calcul des séquents de
la Figure et telle que toute variable X;(j) et toute négation de variable (X;( j))”L apparait
dans une regle axiome au plus une fois.

DEFINITION (PREUVES DE MLL+MIX).
Une preuve de MLL+MIX est une preuve obtenue a partir des regles de calcul des séquents
de la Figure|6.2

REMARQUE. A toute preuve de locMLL correspond une preuve de MLL en remplacant chaque
variable par son nom. Inversement, étant donné une énumération e des occurrences de noms
de variables dans les regles axiomes d'une preuve de MLL+MIX 7, on peut étendre cette
énumération a 'ensemble de I’'arbre de dérivation afin d’obtenir une preuve de locMLL 7¢.
Par exemple, la preuve de la Figure peut étre localisée en la preuve de la Figure

2. Les noms de variables sont les variables au sens habituel, tandis que la notion de variable localisée se rap-
proche de la notion usuelle d’occurrence.
3. Cette condition est des plus naturelles, puisque la virgule des séquents correspond & un 3.
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————— AxG#)) FAA  FAYNT
FXi() 7, X CAT cutfl
FAN  FBT o )
FAgB,AT ° F1
FABT kT
FA®B,T FLT
T FA
|—F,A leH

FIGURE 6.1 — Calcul des séquents localisé locMLL

WAX FAA FAYT cut
oA FAT
FAA +B,T 1
FA®BAT F1
+A,B,T
FA®B,T [
FT FA
T rrL,A ™

FIGURE 6.2 — Calcul des séquents de MLL+MIX

§6.3.16 DEFINITION (INTERPRETATIONS).
On définit une base d’interprétation comme une fonction @ qui associe a chaque nom de va-
riable X; une conduite de support {0,...,n; —1}.

§6.3.17 DEFINITION (INTERPRETATION DES FORMULES DE LOCMLL).
Soit ® une base d’interprétation. On définit 'interprétation I¢(F) selon ® d’'une formule F
inductivement :
— Si F = X;(j), alors Ip(F) est la délocalisation (i.e. une conduite) de ®(X;) suivant la
bijection x — (i, jn; +x);
— SiF =(X;(j))’", on définit la conduite Io(F) = To(X; ()™ ;
— Si F =1 (resp. F = 1), on définit Io(F) comme la conduite 1 (resp. L);
— Si F = A®B, on définit la conduite Io(F)=Ip(A)® I5(B);
— Si F =A% B, on définit la conduite I(F) =I(A)® 15(B).
De plus, un séquent + I sera interprété comme le ® des formules de I', que 'on écrira 2T

§6.3.18 DEFINITION (INTERPRETATION DES PREUVES DE LOCMLL).
Soit ® une base d’interprétation. On définit 'interprétation d’une preuve (un projet multipli-
catif) I¢(r) inductivement :
— si 7 consiste uniquement en une régle axiome introduisant - (X;(j))~, X;(j), on définit

4. 11 est nécessaire que (fA UA) N (#B UtT’) = @ pour appliquer la régle ® et que A N4l = @ pour appliquer les
régles de coupure et de mix.

Ax Ax
FX1,X¢ FX, X
1 1 Cut Ax
- X1,X§ FXa, X5

®
FX&, X5 X1 e X X
FX;®Xy, X19Xo

FIGURE 6.3 — Une preuve de MLL+MIX
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Ax Ax

FX1(3), X197 FX1(97),X1(23)* o N
- X1(3),X1(23)" F X2(7), X2(12)*

F X1(23)Y, X2(12)Y, X1(3) @ Xo(7)

FX1(23)" % X(12)", X1(3) ® Xo(7)

FIGURE 6.4 — Une preuve de locMLL+MIX

Iy(r) comme le projet multiplicatif Fax obtenu par la bijection (i, jn; +x)— (i,j'n; +x);
— si 7 consiste uniquement en une regle 1, on définit I¢(1) = (0,(,®));
— si 7 est obtenue a partir de 7’ par une regle ®, alors I(n) = Io(7') ;
— si 7 est obtenue a partir de 71 et mo par une régle ®, on définit Io(7) = Io(71) ® Iop(n');
— si m est obtenue a partir de m; et my par une régle de coupure, on définit Io(r) =
Ip(my):Io(ma);
— si 7 est obtenue a partir de 771 et 7o par une régle mix, on définit I¢() = Io(71)®1p(12) ;
— si 7 est obtenu a partir de 7’ par une régle L, on définit I¢(7) = Io ().

Théoremes d’adéquation forte

PROPOSITION (ADEQUATION FORTE LOCALISEE).
Soit ® une base d’interprétation. Si 7w est une preuve de conclusion + A, alors I¢(w) est un
projet multiplicatif gagnant dans la conduite I1o(F A).

Démonstration. On montre le résultat par induction sur la derniére regle de 7. Par définition,
I'interprétation de la régle axiome introduisant - (X;(/))",X;(j") est un projet multiplicatif
gagnant dans I¢(X;(j)) — Io(X;(j")) qui est égale a Icp((Xi(j))”L % X;(j)). Ensuite :

— si 7 est la regle 1, alors 7 =(0,0) est gagnant et dans 1;

— si la derniére regle de 7 est une regle ® entre 71 et 72 avec ; de conclusion - A;,T’;,
alors 7 = 71 ® g, qui est un projet multiplicatif gagnant dans (A1 R (PT1))® (A2 B
(T2)=(A10A2)B(T);

— sila derniére régle de 7 est une régle ®, alors I¢(n) € Ip(A1 R AR (R T)) par définition ;

— si 7 se termine par une régle | sur n’, I'interprétation de 7 est la méme que celle de 7/,
et 'interprétation de la formule QT est égale & I'interprétation de la formule 1 % (29 T)
puisque L est I'unité du ¥ ;

— si 7 est obtenue par une coupure entre 71 et 79, de conclusions respectives = A, T’y
et - A%, Ty, alors le Théoreme nous assure que Io(m1)::Iop(mg) est un projet
multiplicatif gagnant dans 29T ;

— si 7 est obtenue a partir de 777 et 1o de conclusions respectives - I'1 et - I'y par une regle
MIX, nous savons que I¢(7) est un projet multiplicatif gagnant dans (PT1) ® (P Ty),
qui est inclus dans la conduite 29T d’apres la Proposition

®

THEOREME (ADEQUATION FORTE POUR MLL+MIX).

Soit ® une base d’interprétation, m une preuve de MLL+MIX de conclusion T, et e une énu-
mération des occurrences de variables dans les axiomes de n. Alors Ip(7°) est un projet multi-
plicatif gagnant dans Io(FT°).

Démonstration. C’est un corollaire immédiat de la Proposition [§6.3.19 ©)
Apres avoir démontré un théoréeme d’adéquation, il est naturel de se demander si un théo-

réme de complétude peut étre démontré. Si nous n’avons pas de résultat de complétude, il est
possible de montrer un théoréme de complétude interne faible.




§6.3.22

§6.3.23

§6.3.24

§6.3.25

6.3. VERITE 129

THEOREME.
On suppose que la fonction de quantification des cycles m est telle que m(1)=oc0. Si fe A®B
est gagnant, alors f=a® b avec a € A et b € B des projets gagnants.

Démonstration. La preuve est similaire a celle du cas particulier ou m(x) = —log(1—x) [Seil2l].

®©

Invariance par élimination des coupures

LEMME.
Si a; (i=1,2,3) sont des projets multiplicatifs, alors :

(a1®a,):ag=(aj::ag):as

Démonstration. C’est une conséquence directe de la propriété cyclique. En effet, on a :

(ag::a,)::as
(ag::aq):as

(a1 ®a,)::as

On conclut en remarquant que la coupure est symétrique. ©)

COROLLAIRE.
Si a; (1 =1,2,3) sont des projets multiplicatifs, avec aj et ag de supports disjoints et a; et ag
également de supports disjoints, on a :

(a1®a,):a3=a;®(ag::a3)
Démonstration. D’apres le lemme précédent, on a :
(a1 ®a,):az=aj:(ag::ag)

Puisque a; et a3 sont de supports disjoints, les supports de a; et as::as sont disjoints (a; et ag
sont de support disjoint puisque leur tenseur est défini). Donc, on obtient que a, ::(ag::ag) =
a1 ®(ag::ag). ®

THEOREME (INVARIANCE PAR ELIMINATION DES COUPURES).
Soit ® une base d’interprétation. Si 7 est une preuve de locMLL et i’ est la preuve sans coupure
obtenue en éliminant les coupuresE] de 7, alors Ip(n) = Io(n").

Démonstration. On montre que l'interprétation est invariante pour les différents pas de I’éli-
mination :

— si 7 est une coupure entre deux axiomes introduisant les séquents F (X;( j))”L,X (G et
FXG)Y, X (") alors To(n) = Fax; :Faxry ou Faxry et Fary sont donnés par la Définition
§6.3.18]; on vérifie aisément que la réduction de deux faxs est un fax : dans ce cas, c’est
le fax obtenu a partir de la bijection (i, jn; +x) — (i,j n; +x) pour 0 < x < n;—1,i.e. I'in-
terprétation de la régle axiome introduisant - (X;(j))", X;(j"), résultat de I’élimination

des coupures appliquée a 7 :
Ax (G #J")

H (X G, X (G
— si 7 est une coupure entre deux preuves, la premieére obtenue comme le tenseur de
preuves 71 et 79, et la seconde obtenue a partir d’'une regle ® sur 73 :

.nl Y -n3
FALA  FAg,B FAg, A%, Bt .
®
FA;,As,A®B A3, A*®BL )
FA1,A2,A3 “

5. Lélimination des coupures est la procédure habituelle, et le fait que I'on soit localisé ne change rien. Voir
Chapitrepour la définition de la procédure.




On a, en écrivant a; = I¢(;) (i =1,2,3), [o(1) = (a1 ® ag)::ag, qui est égal a (ag::ag):

(par le lemme [§6.3.23) qui se trouve étre I'interprétation de la preuve :

m1 T3
: . .
FALA A At Bt 7
cul *
+A;,As,B* + Ag,B

cut

FA1,A3,A9
— les regles de commutations sont claires d’apres le Corollaire [§6.3.24

ai

Ce sont les seuls cas puisque nous considérons un calcul des séquents avec uniquement des

axiomes atomiques.

©
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Dans ce chapitre comme dans le précédent, nous considérerons — sauf indication contraire
— que nous avons choisi une catégorie de graphes quelconque, pondérés dans un ensemble
Q, dans laquelle nous avons défini une notion d’exécution :: et, pour tout couple de graphes
(F,@), un ensemble de cycles alternés Cy(F,G) tels que, pour tous graphes F,G,H avec VI n
VG nVH = @ on ait une bijection préservant les poids :

Cy(F,G:H)wCy(G,H)=Cy(H,F::G)uCy(F,G)

Nous considererons également que nous avons choisi une fonction quelconque m : Q — Rxq et
considererons la mesure associée [-,],, que nous noterons [-,-] afin de simplifier les notations.

Ce chapitre est consacré a la construction des additifs. La construction des additifs repose sur
Pintroduction des tranches, et les constructions qui suivent utiliseront donc les adjonctions
des graphes tranchés ou des graphes épais et tranchés. On travaillera donc dans I'un des
cadres Ad1.-T., Ad1.-ET., Ad2.-T., Ad2.-ET., Ad3.-T., Ad3.-ET., Ad4.-T., et Ad4.-ET. définis
au Chapitre [5| Ces constructions s’appliquent également aux cadres des graphages G.-E. et
G.-ET. présentés dans le Chapitre

La construction des additifs présentée ici est inspirée de la construction des additifs en GdI5
[Girllal. Cependant, on a choisi d’adopter les modifications proposées dans la syntaxe trans-
cendantale, qui permettent d’améliorer celle-ci. En particulier, 1a ou la GdI5 traitait de com-
portements négatifs et positifs, la modification que nous avons adoptée permet de n’avoir
qu’une seule morphologie : les comportements. On remarquera que les résultats de cette sec-
tion reposent principalement sur la propriété cyclique.

Géométrie de 'interaction

Cette section est une simple adaptation des constructions du chapitre précédent. On définit
les projets additifs, qui consistent maintenant en un graphe tranché associé a un nombre réel.
Comme c’était déja le cas dans le chapitre précédent, ce nombre réel, la mise, est introduite
afin de compenser 'apparition du terme supplémentaire 15 [F,G] de 'adjonction. Cependant,
comme 1y n’est pas nécessairement un nombre positif, la mise pourra également étre néga-
tive.

Connecteurs

DEFINITION (PROJETS).
Un projet additif est un couple a = (a,A), ou a € RU{oo} est appelé la mise, et A est un graphe
tranché sur un ensemble fini de sommets V4. Lensemble V4 sera appelé le support de a.

REMARQUE. Il est nécessaire de préciser la convention que nous utiliserons par la suite
concernant co. Nous considérerons toujours co comme prépondérant, a la fois dans les sommes
et les produits. Cela signifie que pour tout a € Ru{oo}, on a a + 0o = 0o = a x co. En particulier,
0 x 0o = 00, ce qui permet de conserver la distributivité de la multiplication sur l’additionﬂ

DEFINITION (ORTHOGONALITE).
Deux projets additifs a,b de méme support sont orthogonaux, noté a L b, si <a,b> #0,00.

Si A est un ensemble de projets additifs, 'orthogonal A" de A est défini comme 'ensemble
{b|VaeA,al bl

DEFINITION (CONDUITES).

Une conduite est un ensemble A de projets additifs égal a son bi-orthogonal, associé a un en-
semble V4 tel que a € A= supp(a) = V4. Lensemble V4 sera appelé le support de la conduite,
et noté supp(A).

1. Si 0 xo00=0, alors la distributivité donne co=cox 1+ocox(-1)=cox(1-1)=0c0ox0=0.
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PROPOSITION.

Soit A une conduite, et a =(0c0,A) € A un projet additif avec une mise infinie. Alors At=¢.0n
notera Oya = A* la conduite vide de support VA et par Tya = A la conduite contenant tous les
projets additifs de support VA.

Démonstration. Soit b = (b, B) un projet additif de support V4. Alors,
<a,b>»> =1goo+14b+[A,B] =00
Donc b ¢ A*. On en déduit que A" = 0y 4. ©)

REMARQUE. Puisqu’il n’existe qu'une seule conduite (a support fixé) contenant des projets
additifs ayant une mise infinie, pourquoi les introduire ? En réalité, I'introduction des mises
infinies nous assure que 'application §::a est toujours définie. Cela nous permet donc d’avoir
P’égalité entre les conduites Oy —o A et A~ —o Ty, une égalité qui serait fausse si I'application
n’était que partiellement définie. En effet, par définition de I'implication linéaire, la conduite
Oy —o A serait alors égale 4 Ty, 4, tandis que la conduite A" — Ty contiendrait uniquement
les projets additifs f vérifiant supp(f) = V U V4 tels que f::a soit défini pour tout a € At

DEFINITION (TENSEUR DE CONDUITES).
Soit A,B des conduites de supports disjoints. On définit la conduite A® B par :

Ae®B={a®b|acAbeB}*"

On notera A©B I'ensemble {a®b | a€ A, b € B}.

PROPOSITION (PROPRIETES DU TENSEUR).
Le tenseur est commutatif et associatif. Il admet de plus un élément neutre, la conduite 15 =
{0,(3, 2N Y, out (8, @) est le graphe vide considéré comme un graphe tranché (a une tranche).

Dans la suite on utilisera les conduites 1y, ou V est un ensemble quelconque. Celles-ci sont
définies par 1y = {oy}*" : ce sont les conduites engendrées par le projet oy = (0,(V,®)) sans
mise, de support V et dont le graphe est vide. Ceci explique la notation 14 pour l'unité du
tenseur. Les projets oy et les conduites 1y, qui sont de purs produits de la locativité, nous
seront utiles dans la définition des connecteurs additifs.

PROPOSITION.
Soit E (respectivement F) un ensemble non vide de projets additifs de mémes supports V (res-
pectivement W) avec VW = @. Alors :

(E @F)rLrL — (ELfL @FrLrL)LfL

Démonstration. 1l est clair que E c E*" et F c F**, et donc EoF c E** o F**. Ce qui nous
donne une premiére inclusion (E o F) c (EJ“L o Fhytt

Pour linclusion inverse, on montre que (E o F)* c (E*+* . Soit a un projet additif
dans (E o F)*. Alors, pour tous ¢ € E et f € F on a <a,e®{> # 0,00. Par adjonction, cela
signifie que <a::e,f> # 0,00, i.e. a::e € F*. Donc <a::e,f'> # 0,00 pour tous ¢ € E et f € F+*.
Puisque <a::e,f'> = <a:f, e, on déduit que a:f € E*, ce qui signifie que a::f L ¢/ pour
tous ' € F*L et ¢ € EYY. Afin de conclure, il suffit de remarquer que ceci est équivalent au
fait que pour tous ¢ € E** et § € F**, «aq,¢/ ®f'> # 0,00. Cela implique que a € (E** o
F*)! ce qui nous donne la seconde inclusion. ©

@FfL,L),L

DEFINITION (IMPLICATION LINEAIRE).
Soit A, B des conduites de supports respectifs V4 et VB avec VANVE = g.

A—-oB={f| supp(f)zVAuVB/\VaEA,f::aeB}

PROPOSITION (DUALITE).
Ona:
A—-oB=(A’BY)*
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Démonstration. Cest une conséquence directe de 'adjonction. En effet, avec f € A—B,a €
Abe BJ“, on a <f,a®b> # 0,00 si et seulement si «f::a,b> # 0,00. Par conséquent, f La®b
si et seulement si f::a est orthogonal & b. Cela implique que f € (AoB)'={a®b|acA beB}*
si et seulement si f € A —o B. Or, pour tout ensemble de projets additifs C on a cttt=ct, et
doncA —-B=(A®B")". ©

PROPOSITION.
Soit E un ensemble non vide de projets additifs de méme supports VE, B une conduite non
vide, et f un projet additif tel que f::¢ € B pour tout ¢ € E. Alors f€ E‘t B

Démonstration. Ona E** —-oB=(E**eBY)* par la proposition précédente. De plus, par la

proposition [§7.1.11}:

(EpLaL ®B~L)pL — ((E,LFL G(B,L)AWL)A”L)FL
= (EoBY)*
Un projet additif § tel que pour tout ¢ € E, f::¢ € B est évidemment dans (E o BY)*Y, et donc
dans E** —B. ©)

DEFINITION.
On étend aux projets additifs les opérations de somme et de produit par un scalaire (ces
opérations sont définies sur les graphes tranchés) :

a+Ab=(a+1b,A+AB)

PROPOSITION.
Soit a,b des projets additifs, et A € R*. Alors, pour tout projet additif ¢, on a :

<a+Ab,c>»> = <a, o>+ A<b, >

Démonstration. Comme conséquence directe de la définition des graphes tranchés, on a [A +
AB,C] =[A,C]+A[B,C]. De plus, 14,8 =14 + A1p. On a alors
<a+Ab,c>»> = (a+Ab)le+1a4a8c+[A+AB,C]
= alc+Able+1pc+Alge+[A,C]+A[B,C]
= (ale+1ac+[A,CH+Ab1le +1pc+[B,C])
= <q,c>>+Akb, o>

On a donc obtenu le résultat voulu. ®

LEMME (HOMOTHETIE).

Soit a = (a,A) un projet additif dans une conduite A, et soit A # 0 un réel. Alors Aa est un projet
additif dans A.

Démonstration. Si a=(a,A) est dans A, alors pour tout b e Al «a,b> #0. Mais <Aa,b> =
A<a,b>, donc «Aa,b>> # 0 puisque A # 0. Finalement, Aa € A puisqu’il est orthogonal a tous
lesbe A*. ©

DEFINITION.
Soit a = (a,A) un projet additif de support V4, et V un ensemble fini tel que VN V4 = @. On
notera ajy le projet additif a ® oy. Lorsque B est une conduite, on notera a;, le projet ar,p
afin de simplifier les notations.

Si A est une conduite de support V4, alors A,v représentera 'ensemble {a;y | a € A}

DEFINITION.
Soit A et B des conduites non vides de supports disjoints. On définit :

A+B={alp+bla|acAbeB}
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Les deux propositions suivantes sont des conséquences de la Proposition|§7.1.11

PROPOSITION.
Soit A une conduite. Alors (ATV)’U“ =A®ly.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la Proposition|§7.1.11lavec E = A et F ={oy}. ©)

PROPOSITION.

Soit A une conduite de support W, et | un projet additif de support V tel que §::0v € A. Alors
fely —A

Démonstration. Pour tout a’ € A*, on a «f,a' ® oy>> # 0,00. Donc f € (A* o{oy})*". En utilisant
la Proposition|§7.1.11} cela implique que f € (At ®1y)*, et done que fely —A. ©)

Soit A une conduite de support V4 et soit V un ensemble fini tel que VN V4 = @. On veut
définir a partir de la conduite A une conduite de support VA U V. Ceci peut étre fait de deux
maniéres différentes : on peut considérer la conduite (A;,)** ou bien considérer (A"“);, ).
Ces deux définitions différentes sont au coeur de la définition des additifs.

DEFINITION (CONNECTEUR ADDITIFS).
Soit A,B des conduites de supports disjoints. On définit les conduites A& B et A® B comme
suit :

AoB
A&B

(A1p)* U@y )ttt
(AR N(@BY) 1)

PROPOSITION.

(A&B)'=AteB*

Cependant, cette construction nous laisse un peu les mains vides : comment construire un
projet additif de A& B a partir de deux projets additifs a,b dans A,B respectivement? On
aurait besoin d’une construction du connecteur & au niveau des projets additifs. Afin d’y
parvenir, il est nécessaire de restreindre la classe des conduites que 'on consideére, et de
travailler avec les comportements.

Comportements

DEFINITION.

Un comportement A de support V est une conduite A de support V telle que :
1. sia=(a,A)eA, alors VAeR,a+ Aoy €A.;
2. sia=(a,A)eA", alors VAeR,a+ Aoy €A™,

REMARQUE. Lorthogonal d'un comportement est un comportement.

PROPOSITION.
Si A est un ensemble non vide de projets additifs de support V tel que a e A= VAeR,a+ Aoy €
A, alors tout projet additif dans A" a une mise nulle.

Démonstration. On choisit un projet additif a = (a,A) € A, ce qui est possible puisque A est
supposé non vide. Alors pour tout b =(b,B) € At <«a,b> #0.Ora+Ao€A pour tout 1 € R.
Donc «a+ 10,b> = <a,b> + b doit étre non nul, et par conséquent b doit étre égal 2 0. ©

PROPOSITION.
Si A est un ensemble non vide de projets additifs de méme support tel que (a,A) € A implique
a=0, alors be A" implique b+ Ao € At pour tout L€ R.

Démonstration. On choisit un projet additif a = (a,A) € A. Pour tout projet additif b, on a, par
la Proposition [§7.1.16] «a,b+ Ao> = «a,b> + Aa. Puisque a = 0, on obtient «a,b+ 10> =
«<a,b>. Dongc, si b(—:A”L, alors b+ 10 € A%, ©)




§7.1.30

§7.1.31

§7.1.32

§7.1.33

§7.1.34

136 7. FRAGMENT MULTIPLICATIF-ADDITIF

COROLLAIRE.
Si A est une conduite de support V telle que :

1. siacA alors VAeR,a+ Aoy €A;
2. sia=(a,A)€A, alorsa=0;
3. A est non vide.

Alors A est un comportement, et At satisfait a toutes les conditions ci-dessus. Un tel compor-
tement sera qualifié de propre.

Démonstration. Par la proposition précédente et les deux derniéres conditions, on sait que
A% vérifie b e A* = b+ 10 € A*. Donc A est un comportement. De plus, A" est non vide : si
A% était vide, tout projet additif a de méme support que A serait dans Iorthogonal de A%,
et par conséquent A ne serait pas une conduite, puisqu’il ne contient que des projets additifs
ayant une mise nulle. Finalement, comme tout projet additif de A* a une mise nulle par la
proposition A" vérifie les trois conditions énoncées. ©

PROPOSITION.
Un comportement est soit propre, soit égal a Oy = @, soit égal a Ty = 0&.

Démonstration. Soit A un comportement. S’il est vide, alors A =0. Si A% estvide, alors A=T.
Dans les autres cas, puisque A est non vide, A ne contient que des projets additifs ayant une
mise nulle par la proposition [§7.1.28| Donc A est propre puisqu’il satisfait aux conditions
voulues. ®

PROPOSITION.
Si A et B sont des comportements, alors A —o B est un comportement.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que A et B sont deux comportements
propres. Soit fe A—oB,acAetbe B* des projets additifs. Alors, en utilisant I’adjonction,
nous avons : f L a®b si et seulement si f::a L b. Puisque Ao B est non vide et ne contient
que des projets additifs sans mises, f € A— B implique f+ Ao € A—o B. De plus, pour tout
AeR, fr:a+doe B, done f1a + fA+[F,A] = 0. Ce qui signifie que f = 0. Donc A — B ne
contient que des projets additifs sans mises. Finalement, soit A — B est vide, et donc égal a
0, soit il est non vide et satisfait les conditions définissant les comportements propres.

Maintenant, si A=0ou B=T, il est clair que A—B=T.

Le dernier cas a traiter : si A =T et B est propre, ou bien si B =0 alors que A est propre.
Alors par définition de I'implication linéaire, on obtient A — B = 0 dans le second cas. Pour
montrer que T — A = 0 lorsque A est propre, remarquons que § est de support V U VA et
qu’en appliquant § & un projet additif ayant une mise infinie on obtient un projet additif de
mise infinie. Par conséquent, si T — A était non vide, A contiendrait un projet additif ayant
une mise infinie, i.e. A ne serait pas propre. ©)

COROLLAIRE.
Si A et B sont des comportements, alors A® B est un comportement.

Démonstration. On prouve ceci en utilisant la dualité A®B = (A —BY)" des connecteurs
multiplicatifs. Puisque A,B" sont des comportements, A —B* est un comportement. Par
conséquent, A ® B est 'orthogonal d'un comportement, donc un comportement. ©)

PROPOSITION.
Soit A, B des comportements. Alors A&B et A B sont des comportements.

Démonstration. Soit A un comportement propre et soit VB tel que VEnVA = @. Alors, si
a®o€Afpg,onaa®o+10€Aflp puisque (a+10)®0 = a®o0+ A10. De plus, A ne contient que
des projets additifs sans mises, donc Afp contient uniquement des projets additifs sans mises.
Puisque Alp est clos par extension, non vide, et ne contient que des projets additifs sans
mises, il génére un comportement (propre) (A1 IS acad
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SiA=Tya,ona T;/LA =0ya4, donc ((T;/LA)TB)’L = Tya_ys. Par conséquent, ((A”'“)TB)”L est
un comportement.

Si A =0ya, alors A" =Ty, donc (A1) ={a®oys | a€Tya}t = (Tya ®1lys)* =T —o
Lyg. Or, étant donné qu’il existe des projets additifs de mise infinie dans T, tout f€ T — Ly
appliqué a un tel projet additif aurait pour résultat un projet additif avec une mise infinie.
Donc Ly g devrait contenir un projet additif avec une mise infinie. Mais ceci n’est pas possible,
car Lyr # Tys. Finalement, T — Ly est nécessairement vide, i.e. ((0# BT =04 s est
un comportement.

Ceci implique que si A, B sont des comportements, la conduite A & B est un comportement,
en tant qu’intersection de ((A’L)T B)’L et ((B’L)T A)’L qui sont des comportements.

Puisque l'orthogonal d'un comportement est un comportement, si A,B sont des comporte-
ments alors A, BV sont des comportements. Donc At &B* est un comportement, et finale-
ment Ao B = (A* &BY)" est un comportement. ©)

PROPOSITION.
Soit A,B des comportements. Alors {a®olp | a€Aluf{ola®b|be B)‘t=AoB.

Démonstration. Pour tous ensembles A,B avec A = A*t et B=B*t .

(AuB* = A*nB*
AnB**t = A*UBYt
En effet, la premiére égalité — valable pour tous ensembles A,B — vient du fait que a €

(A LJB)”L si et seulement si a € A" et a € BV si et seulement si a € A~ nB*. La seconde —

valable uniquement lorsque A,B sont des conduites — vient du fait que (An Bt =@Attn
B,L,L),L,L — (A’L UB’L)JWJWL — (A’L UB'L)'L.

On a alors — en notant A_,VB (resp. B—’VA) I'ensemble {a®01p | a € A} (resp. 'ensemble {014 ®
bl|beB)):
A
(A1UBLOY = (AR nB1a) )"
AL
(A1) nB1OY)

(At uBT )Y

On en déduit que {alp | a€ A}u{bl4 | b € B} engendre bien A& B. ©)

LEMME.
Soit A,B des comportements non vides. Alors A+Bc A&B.

Démonstration. Soit f=a®oys+b®0y,4 € A+B. Etant donné que

A&B = (A‘*eBYt
(alg lacAjuibls | be BY*

11 suffit de montrer que pour tout ¢ € (A*)1gU(B*)14 on a f L ¢. On suppose, sans perte de
généralité, que c € (A*)1p, donc c=a'® oy pour a' € A*. On remarque que

!
<b®0ya,a ®oye>=0

car les mises de b et a’ sont égales 4 0. On a donc :

<f,c»> = <«<a®oyr+b®oya,a’ @0y s>

<a®oys,a ®0ys>+<b®oya,d ®0yz>

<a,a'>

Et donc finalement f L ¢. ©
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Cependant, comme dansE]la GdI5 (versions 5.1 et 5.2), 'ensemble A + B n’engendre pas A& B.
Nous verrons plus tard qu’il n’existe pas de projet dans A&B qui ne soit équivalent (voir
Définition [§7.1.42) & un élément de A +B.

PROPOSITION.
On suppose que la fonction m : Q2 — R (voir prend une valeur u # 0,00. Si A,B sont des
comportements propres, alors (A+B)** CA&B.

Démonstration. Soit a’ € A”L, et 0, le projet (0,U) ou U est le graphe a une tranche avec une
aréte de source un sommet s, € V4 et de but un sommet s, € VE. Alors pour tout élément
¢ de A+B, on a <¢,0py>» =0 et donc <¢,a'®0ys +0y> = <¢,a'®0ys> # 0,00. Donc 0 =
a'®oys+oy € (A+B)*“.

On montre maintenant que pour tout v, tout 0 < A <1 et a,b dans respectivement A, B, le
projet t, = a+ b +vo,p+ est dans (AY @ BY)Y — ot U* est le graphe a une tranche et une aréte
ayant pour source s; et pour but s,. En effet, pour tout a” ® 0 € (A*)15 (resp. b” ® 0 € (BY)14),
ona:

<ad’"®o0,t,»> = «d’®0,a»>+<a’®0,b>>+v<xd"®0,0,y > =<a”",a>
«<b’®o0,t,> = <«b’'®0,a>+<xb’"®0,b>+v<xb"®0,0 > =<b”,b>>

Donc a”®0 L t, (resp. b”®0 L t,). Par conséquent, t, € (A~ e BY)* (Proposition ,
c’est-a-dire t, € A& B.

Or «t,,a' ® oys +0opy> = <a’,a> +vm(A). Quitte a changer la valeur de A, on peut suppo-
ser que m(A) = u # 0,00. Comme <a’,a>> et m(1) sont tous deux différents de 0 et oo, on peut
définir v = (—<a’,a>)/u. Alors «t,,0> = 0, cest-a-dire t, ¢ (A+B)*! = A&B. Finalement,
on a montré que inclusion (A + B)** c A& B — qui est conséquence de la Proposition
— est stricte. ®

Nous souhaitons maintenant montrer la propriété de distributivité, c’est-a-dire qu’il existe un
projet Distr dans les comportements

(p(A) — 6(B)) & (y(A) — p(C))) — (A — (B& C))

ou ¢,0,y,p sont des délocalisations disjointes et A,B,C sont des comportements disjoints.
Le projet implémentant la distributivité consiste essentiellement en deux §ar superposant les
contextes. Il est nécessaire d’effectuer les deux délocalisations dans deux tranches distinctes
afin d’éviter les interférences avec les éventuelles arétes entre V4 et VB. On remarque que
si légalité (A + B)** = A & B était satisfaite, il serait possible d’effectuer les deux délocalisa-
tions dans la méme tranche!

PROPOSITION (DISTRIBUTIVITE).
Pour tous comportements A,B,C non vides, et délocalisations ¢,v,0,p de A,A,B,C respective-
ment, il existe un projet additif diste dans le comportement

((¢p(A) — 6(B)) & (y(A) — p(C))) — (A — (B& ()
Lorsque nous voudrons préciser les délocalisations, nous écrirons @isttg’g/.

Démonstration. Soit g un projet additif dans (¢p(A) — 0(B)) & (w(A) —o p(C)). En utilisant la
définition du &, et les Propositions[§6.1.17]et[§7.1.20] on obtient :

(P(A) — O(B)) & (y(A) —o p(C))
((PA) — OB ) ya), )™ N (WA —o p(C) ) pay, o)™
(GAOB)® 1), ) NWA) @ P(C)® Lyyya) gy
(@A) —0 (L), ey ey — OB N (WA —o (L4, vy — P(C))

2. On a en réalité obtenu le résultat équivalent dans la géométrie de l'interaction hyperfinie par une simple
adaptation de la preuve sur les graphes.
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Définissons maintenant les projets additifs :

fi = §ary®§arg ®0,wayewe) ®oyce
fa = Fary, ®@Far, ®oywya)ewe) ®OyB
distt = fy 4§,

On adonc Distr::g =7, ::g+f,::g. Calculons maintenant (f, ::g)::a pour un projet additifa € A :

(fr:g):a (Fary ® Farg ® 0y ya),,ve) ®Oyc)iig)a
Farg @ 0y yaypwe) ®oye):(gidla)

= (SCLXQ ®OvC)::((g::(p(a))::ow(vA)Up(VC))

Puisque, comme nous I'avons vu plus tot, g € (¢p(A) —o (lw(VA)U p(VC) ™0 0(B))), le projet additif
(g ::(b(u))::ow(VA)Up(Vc)) est dans O(B), et il est donc égal a 8(b) pour un projet additif b € B.
On obtient donc :

(Saxg ® oyc)::0(b)
b®oyc

(frug)a

De la méme maniére, on montre que (f,::g)::a = ¢® oys pour un projet additif ¢ € C. Par
conséquent (Distr::g)::ae B+CcB&C.

Finalement, distr::g € A—-oB&C, ce qui implique que le projet additif distr implémente
bien la distributivité. ®©

DEFINITION (EQUIVALENCE OBSERVATIONNELLE).
On définit, pour toute conduite A, une relation d’équivalence observationnelle sur les projets
additifs de A :

aZpbo VceA*,<<a,c>> =<b, >

On notera la classe d’équivalence de a par [f]a, en omettant I'indice lorsque le contexte ne
portera pas a confusion.

PROPOSITION.
Soit a =(a,A) et b =(a,B) deux projets additifs. Si A,B sont universellement équivalents, alors
a Za b pour toute conduite contenant a.

Démonstration. Par définition de ’équivalence universelle, on a [A,C] = [B,C] pour tout
graphe C. On en déduit que <a,c>=alg+cly +[A,C] =alc+clp+[B,C] = <a,b>. ©

LEMME.
Soit E un ensemble de projets additifs de support V, et a,b deux projets additifs dans E*.
Alors a=g.L b siet seulement si Ve € E,<a,e>> = <b, e

Démonstration. Par définition, si a =g b, on a Vfe E**,«a,f» = «b, >, ce qui est équi-
valent & VA € R,<Aa—Ab,{> = 0. Donc 'équivalence de a et b peut étre reformulée ainsi :
VAieR,Vee EY,c+da—Abe E*L. Ceci est, par définition, équivalent a VA € R,Vc e Et,vee
E,<c+Aa—-Ab,e> #£0,i.e. <Aa—Ab,e>> = 0. Finalement, on a montré que a =5 b si et seule-
ment si Vee E, <a,e>> = <b,e>. ©)

PROPOSITION.
Soit A,B des comportements propres, et f € A&B. Alors il existe ge A et ) € B tels que

f=a&BO+H
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Démonstration. On commence par choisir un projet additif f € A&B. Etant donné que fe
(A 1R N(BY)14)Y, on a <f,a’ ® 0> # 0,00 et «f,0® b'>> # 0,00 pour tous a’ € A, b’ € B*.
Donc g=f::0ys € Aet h=§::0y4 € B. On va montrer que f SagB g+ b.

Remarquons dans un premier temps que (A%) 13 UB)14)" = (A1) n(BY) 1) =
A&B. Donc, par le lemme il suffit de montrer que I'on a I'égalité «f,c»> = «<g+h, >
pour tous ¢ € (AY)13 UBY)14 pour montrer que f=aeB O+b.

Prenons par exemple a’ ® 0 dans (A”L)T B. Comme <a® oy,b®oy> = «<a,b>, on obtient :

<g+h,a ®o> «<g®0,a ®0>» +<xo®h,d ®0>
= <«g®o,a ®0>

= <(f:o)®0,a ®0>

= <«fio,a’>

= «f,d®0>

On a de méme, pour tout b’ ® 0 dans BY)14,
<g+h,b/®0> =«g,b/ ®0> = «f,b/ 0>
Finalement, on a montré que g+ =agB - ©®

PROPOSITION.
Soit A,B des comportements propres, et f € A®B. Alors il existe h € Alp UB1 4 tel que

f =AoB h

Démonstration. Soit f € AeB. Puisque A@B c (A~ +BY)*", alors f est orthogonal a a’ + b’
pour tous @’ € A et b’ € B*. Puisque A*,B" sont non vides, on peut y choisir a,,b,. Alors,
pour tous A,u, les projets additifs Aa, et ub, sont dans A”L,B”L respectivement, et donc
<f,Aao + pbo> = A<, 00>+ p<f,b,> # 0,00. Puisque ceci doit étre vérifié pour tous A, u # 0,
soit «f,a,>> =0 et <f,by> # 0,00, soit «<f,by> =0 et <f,a,>> # 0,00. Sans perte de géné-
ralité, supposons que 'on est dans le premier cas, i.e. <f,a,>> =0 et «f,b,> # 0,00. Alors,
pour tout a’ € A, «f,a’>> = 0 puisque VA, u, <f,Aa’ + pbo> # 0,00. Done, pour tout b’ € B,
«f,b"> #0,00. Ceci implique que <f,b’ ® 04> = <f::0,b'> # 0,00, i.e. f::0y4 est dans B.

Maintenant, on veut montrer que f =5 LgpL f::0ya ®Opa.

Choisissant un élément g € A* &B~, on veut montrer que «f,g>» = <(f:0)®0,g>. Or,
en utilisant la proposition précédente, nous savons qu’il existe deux projets additifs g, et
g, dans A’L,B”L respectivement, tels que <«g, > = «g, +g,,c> pour tout ¢ € AeB. Donc,
<, g9 = <f,g, + 9, et K(f::0)®0,9>»> =x(f::0)®0,g9, +g,>. Or

<f, 91+ 9., = <f,0: > + <f, 9, = <f,g,>
puisque <f,a’> =0 pour tout a’ € A'. D’un autre coté,
<(f::0)®0,8; +9,>»> =<(f::0)®0,8,> + K(f::0)® 0,8, >
Etant donné que «(f::0)®0,g,>=0,0na:

< (fro0)®0,g:+9,>»> = <(fj:0)®0,9,>
= «(fr:o0)®0,g, ®0>
= <fuo,g,>»
= <«f,9,00>»

= «f,g,>

Finalement on a obtenu pour tout g € At &B*t Pégalité «f,g> = «<(f::0)®o0,g>. ©)
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PROPOSITION.
La régle Mix n’est jamais satisfaite pour les comportements.

Démonstration. Soit A,B des comportements, et soient a,a’,b,b’ des projets additifs dans,
respectivement, les comportements A, A”L,B,B”L. Alors, en remarquant que :

[AuB,A'UB'] = a?afa‘,?/a?[[Aiqu,A;euBﬂ]
Lkl

= Y afafap of ([A:,A,]+[B;.B)D
i,7,k,0
= lBlBr[[A,A,]]'F].AlA’[[B,B,]]

on peut calculer aisément <a®b,a’ ® b'> ainsi :

<a®b,a’®b’> = 141p1ab+1pa)+1x15(14b" +1pa")+[AUB,A’UB']
1414 (Ap b+ ].Bb’-i- [B,B’]])+ 11 (1pa + 1Aa' + [[A,A,H)
1414 <b,b'>+1plp<a,a'>

Puisque «a,a’> et «<b,b’> sont différents de 0 et oo, il est possible d’annuler cette derniére
expression en changeant la valeur de 14. Par exemple, en utilisant le fait que si ¢ = a+ 10,
alors <c,a’> =<a,a’> et 1c =14 + A. ®©

PROPOSITION.
Laffaiblissement n’est pas satisfait par les comportements propres.

Démonstration. Soit A,B,C des comportements, et f € A — B. Alors §® oyc n’est pas un élé-
ment de A® C — B. En effet, choisissons a®c¢ dans A®C. Alors «<f®0,a® > = 1o<f,a>.
De plus, (F®0)::(A®C) = 1¢cF ::A. Cela implique que (f®0)::(a®c) = 1¢f::a. Puisque C est
un comportement, il est possible d’annuler 1¢ en considérant le projet additif c—1¢c0 € C.
Finalement, cela implique que f® o0 n’est pas dans A® C — B a moins que (A®C) —-B =T,
cest-a-dire que A=0,B=T ou C=0. ©)

REMARQUE. Cela revient a montrer qu’il n’existe pas de morphisme de C dans 1 lorsque C
est un comportement propre.

Sémantique dénotationelle

Catégorie *-autonome

DEFINITION.
Soit a = (a,A) un projet additif de support V4, VB un ensemble tel que VANVE =g et ¢ :
VA — VB une bijection. La délocalisation de a selon ¢ est le projet additif ¢(a) = (a,Pp(A)),
o ¢p(A) est le graphe tranché Y, ;4 a‘i“ P(A;) ot P(A;) est le graphe décrit dans la Définition

Comme dans le chapitre précédent, il est possible d’obtenir une catégorie *-autonome
en appliquant un "quotient par délocalisations". On définit, cette fois encore, les fonctions
v;:N—-Nx{0,1} (:=0,1) :

Wix— (x,1)

DEFINITION (OBJETS ET MORPHISMES DE Btaphrr)-
On définit la catégorie :

Obj={A | A=A"" de support X < N}
Mor[A,B] = {f € yo(A) — y1(B)}
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Pour définir la composition des morphismes, on utilise & nouveau trois copies de N, en
s’aidant des deux bijections suivantes :
w: Nx{0,1} — Nx{1,2}, (x,i)) — (x,i+1)
v: Nx{0,2} — Nx{0,1}, (x,i) — (x,i/2)
DEFINITION (COMPOSITION DANS &raphyrr)-
Etant donnés f et g deux morphismes dans 9Mot[A,B] et 9or[B, C] respectivement, on définit :
gof=v(f:ug)

On montre alors que ceci définit bien une catégorie. On ne présentera pas ici la démons-
tration qui est une simple adaptation du résultat obtenu dans le cas des graphes non tranchés
(voir Chapitre[6.2).

On définit le bifoncteur induit par ®, en s’aidant des fonctions ¢ : N x {0,1} — N définies
par ¢((x,1)) =2x+i,et T

Nx{0,1} — N=x{0,1}
2x+1,0) — (2x,1)
(2x,1) - (2x+1,0)
(x,i) — (x,i) sinon
DEFINITION.
On définit sur Braph,,rle bifoncteur & sur les objets :
A&B = ¢(yo(A) @ y1(B))
et sur les morphismes :
f&g = 1(yo(¢(f)) @ w1(P(g)))

THEOREME.
La catégorie Braplyy rest *-autonome. Plus précisément, (Graphy,rr,®,14) est symétrique mo-
noidale close et l'objet Ly = lé est dualisant.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la Proposition [§6.2.13| présentée dans la
Section du Chapitre g ®

Produits et Coproduits

Afin d’obtenir une sémantique catégorique pour MALL, on doit maintenant définir un pro-
duit. La construction qui semble naturelle est de définir la sous-catégorie pleine Compyr47 7, de
Braph,yr et le bifoncteur & induit par le connecteur &.

DEFINITION (OBJETS ET MORPHISMES DE Compyraryr, )-

On définit la catégorie :
Obj={A|A= At comportement de support X5 < N}
Mot[A,B] = {f € wo(A) —o w1(B)}

On définit alors le bifoncteur & par A,B — ¢((A) & 1(B)) sur les objets, et :

&g = T(Diste:(wo(Pp()) & p1(p(g))))

sur les morphismes.

Cependant, ceci ne définit pas un produit catégorique. En effet, comme c’est le cas dans les
autres géométries de I'interaction traitant les additifs, le probléme vient de ’élimination d’une
coupure entre les connecteurs additifs.
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TN =

Tranche 1 . ! ) ‘
‘\—/
heoyc M O
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Une aréte de Vi a VJ représente 'ensemble des arétes dont la source est dans Vi et le but est dans V. Les
ensembles d’arétes nécessairement vides ont été omis (par exemple de vC avC dansle graphe de f®0). Les points
entourés représentent le lieu de la coupure, c’est-a-dire les sommets disparaissant durant I'exécution.

FIGURE 7.1 — Représentation graphique du branchement de {&g avec h ® oyc.

Nous allons essayer d’expliquer ce qui se passe. Soit deux projets additifs f, g respectivement
dans A — B et A — C. Supposons de plus que chacun de ces projets additifs ne posséde qu'une
seule tranche afin de simplifier la discussion ; on pensera a f,g comme a des interprétations
de preuves 77 et 74 en calcul des séquents. Alors, &g est un projet additif avec deux tranches
dans A — (B &C), ou la premieére tranche contient le graphe F U (DVC, et la seconde contient
le graphe G U Q)VB. On définit alors f&g comme l'interprétation de la preuve obtenue a par-
tie de s et mg en appliquant une régle & ; on notera cette preuve ng. Prenons maintenant
un projet additif f (avec une seule tranche) dans B — D, que nous considérerons comme
l'interprétation d’'une preuve 75 en calcul des séquents. Le projet additif h ® oy,c est alors
dans (B&C) — D, et c’est 'interprétation de la preuve obtenue en appliquant une régle @
a 7mj,, preuve que nous noterons 7. La coupure entre les projets additifs f&g et h ® oyc est
alors 'interprétation de la preuve 7 obtenue en appliquant une régle de coupure entre g et
7. Apres une étape de la procédure d’élimination des coupures a cette preuve 7z, on obtient
une preuve 7' dont l'interprétation devrait &tre §::h. D’ol la question naturelle : est-ce que
p’ =f:b est égal & (f&g)::(h ® 0y¢)? Or ceci n'est jamais le cas. En effet, (j&g)::h est égal a
p= ((f®ch)::b)&((g@ovs)::ovc) (voir la représentation graphique de la Figure . Il est
alors clair que p n’est pas égal a p’ puisque p posséde deux tranches tandis que p’ n’en pos-
séde qu'une. De plus, méme si 'une des tranches de p est égale & p’, 'autre tranche n’est en
général pas une tranche vide : lors de l'exécution (G U(VE,@))::(HU(VC,)) les arétes de G
dont la source et le but sont dans V4 (ainsi que les arétes de H dont la source et le but sont
dans V) ne sont pas effacées.

Equivalence Observationnelle

Comme nous venons de 'expliquer, le connecteur & ne définit pas un produit car, si fe A — B,
geA—oCetbe B* sont trois projets additifs, le résultat de I'élimination de la coupure
(f&g):(h® 0)yc est égal & §+ves o1 ves est un résidu égal a (g ® oys)::(h ® oy,c). La proposition
suivante montre que ce résidu n’est pas détecté par les éléments de A%t ie. que <tes,a’> =0
pour tout o’ € A*. Cela signifie que le connecteur & définit un produit catégorique & équiva-
lence observationnelle prés.
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PROPOSITION. B
Soit f € A— B et g € A—o C des projets additifs, et h = &g. Pour tout b € B*, f:b=pbhubeoyec.

Démonstration. Onabh:(b®oya)=f:b+g:0.Soit b e B un projet additif. Alors
<b::(b®0oya),a> = <fub,a> + Kg::0,a>

Supposons «g::0,a>> = A # 0. Puisque f::b € A, on a «f::b,a>> = u # 0. Or, par le lemme
d’homothétie , on obtient g = —%f € A —B. Puisque g::b —%f::b, on a finalement
«0istr:(f & g),a> =0, qui est une contradiction.

Finalement «g::0,a> =0. ©)

On souhaiterait donc quotienter la catégorie ®raph;,;; par équivalence observationnelle.
On doit donc montrer que la structure catégorique que 'on avait ne s’effondre pas lors de ce
quotient, i.e. que I'équivalence observationnelle est une congruence sur les morphismes. La
proposition suivante — une conséquence directe de la propriété cyclique (voir Chapitre [5) —
et ses corollairesﬂ nous assurent que c’est le cas.

PROPOSITION.
Soit f Za_.B | et g € B —o C des projets additifs. Alors f::g =a_oc § :: 9.

Démonstration. Pour tout c € C — A, on a «f::g,c>»> = <f,g::c>>. Finalement, il suffit de faire
le simple calcul <«f::g, > = <f,g:c» = <f,guo> = <f g, o>, ©

COROLLAIRE.
Soit §,§',9,0' des projets additifs tels que f Sao_-Bf et g=B_oc ¢'. Alors fg = ::¢.

COROLLAIRE.
Soit a = a' et f Za_oB g des projets additifs. Alors f::a =g g::a’.

COROLLAIRE.
Sia=ad etb=gb/,alorsa®b=pspa’' ®b.

Le Corollaire §7.2.12| nous permet donc de définir la catégorie obtenue en quotientant
Braphysrrpar 'équivalence observationnelle.

DEFINITION.
On définit la catégorie Cond par :

Obj={A | A=A*" de support X5 < N}
Mot[A,B] = {[f] | f € wo(A) — y1(B)}

PROPOSITION.
La catégorie Cond hérite de la structure *-autonome de la catégorie Graphyrr.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que I'on se contente de quotienter les hom-sets. Les
trois corollaires de la Proposition [§7.2.11| nous assurent que l'on a bien défini une catégorie,
et que celle-ci hérite de la structure symétrique monoidale de &raph;,; 1. Pour montrer que
Cond est fermée, il suffit de montrer que I'isomorphisme entre Mot[A,B—C] et Not[ARB, C]
dans Braph,,rrest compatible avec 'équivalence observationnelle. Cette compatibilité est
claire : 'équivalence observationnelle est préservée par les délocalisations. Le fait que L soit
dualisant est ensuite une conséquence directe de la préservation des isomorphismes lorsque
I'on quotiente une catégorie. ©)

3. Ces corollaires montrent un peu plus : ils nous assurent que la catégorie quotient hérite de la structure monoi-
dale symétrique de Srapharr.-
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DEFINITION.
On définit la catégorie Behav par

Obj ={A | A comportement de support Xa < N}
MorlA,Bl={[f1] f € yo(A) — y1(B)}

PROPOSITION.

La catégorie Behav est une sous-catégorie pleine de Cond, close pour le produit monoidal, l'in-
ternalisation des hom-sets et la dualité, qui a des produits et des coproduits, et dans laquelle
le Mix et ’Affaiblissement ne sont pas satisfaits.

Démonstration. 11 suffit de montrer que ® est un coproduit, puisque ‘Behav est close par or-
thogonalité. Soit A,B,C des comportements, et f € A — C, g € B — C des projets additifs. Alors
le projet additif &g est dans (A ® B) — C. On définit 15 (resp. tg) comme le produit monoidal
de l'identité sur A (resp. sur B) et de oy 5 (resp. 0y4). On obtient alors, comme conséquence im-
médiate de la Proposition que pour tout représentant h) de [f&g] et tout représentant
ide[tal on a h::i € [f]. La vérification concernant i est similaire. ®

Vérité et Adéquation

Comme dans le chapitre précédent, on supposera dans cette section que Q contient 1 et que
la fonction m choisie (voir [§7.1) satisfait m(1) = co. On définit alors une notion de vérité, on
montre un résultat d’adéquation forte, et on montre un résultat de complétude interne pour
le tenseur.

Vérité
DEFINITION (GAIN).

Un projet additif a = (a,A) est gagnant lorsque a =0et A=}, ;4 AA;, o1 14 =1 et pour tout
i € I le graphe A; est une union disjointe de transpositions (voir Définition [§6.3.3).

DEFINITION (VERITE).
Une conduite A est vraie lorsqu’elle contient un projet additif gagnant.

PROPOSITION (CONSISTANCE).

Les conduites A et A™ ne peuvent étre simultanément vraies.

Démonstration. Soit a =(0,A) et a/ = (0,A’) deux projets additifs de méme support V4. Leur
interaction est calculée par la somme
1
A A
W Card(IA)Card(IA')[[ oAl

(i,j)elAxT

Il est facile de montrer (voir la démonstration de la Proposition [§6.3.6) que les deux seuls cas
possibles sont «<a,a’> =0 et <a,a’> = oo. Cela montre que a et a’ ne peuvent étre orthogo-
naux. ©

PROPOSITION (COMPOSITIONALITE).

Soit f=(0,F) et a =(0,A) deux projets additifs gagnants dans les conduites A —o B et A respec-
tivement. Alors B est une conduite vraie. De plus, si B # Tys, alors f::a est un projet additif
gagnant.

Démonstration. Puisque les mises de f et a sont nulles, on a

1
4 Card(IF)Card(I4)

<f,a>=[F,A]= )
. j)elF I

[Fi’Aj]]
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Or chacun des termes [F;,A j]] sont soit nuls soient égaux a co. On en déduit que <f,a> est
soit nul, soit égal a oo.

— Supposons que «f,a>> = oco. Puisque f::a est, par définition de A — B, un projet additif
dans B de mise «f,a>>, on en déduit que B contient un projet additif de mise infinie, et
donc B =Ty par la Proposition Donc B est vraie puisqu’elle contient le projet
additif oy 5.

— Supposons maintenant que «f,a>> = 0. Dans ce cas, le raisonnement de la proposition
, appliqué a chaque couple de tranches (i, ) € I¥ x I4, montre que F; :: A j est une
union disjointe de transpositions. On conclut que

1

za=(0,
F (i’j)E;TXIA Card(IF)Card(I4)

F;:Aj)

est un projet additif gagnant dans B.
En particulier, si 'on suppose que B # Ty s, on se trouve nécessairement dans le second cas
(Cest-a-dire <f,a>> = 0) car «f,a> =oo implique B =Ty 5. ©)

Calcul des séquents

DEFINITION.

On fixe 7 = {X;(j)}; jen un ensemble de variables localiséeslﬂ Pour i € N, 'ensemble X; =
{X;(j)}jen sera appelé le nom de variable X;, et on appellera un élément de X; une variable
de nom[z_f] X;. On suppose de plus que chaque nom de variable X; est associé a une taille n; et
que pour chaque m € N*, il existe une infinité d’entiers i € N tels que n; = m.

Pour i, j € N on définit le lieu §X;(j) de la variable X;(j) comme I'’ensemble
{G,m) | jni <m <(+Dn; -1}

DEFINITION (FORMULES DE LOCMALL).
On définit inductivement les formules de la logique linéaire multiplicative additive localisée
locMALL ainsi que leur lieu comme suit :

— Une variable X;(j) de nom X; est une formule dont le lieu est défini comme #X;(j);

— Si X;(j) est une variable de nom X;, alors (Xi(j))* est une formule de lieu §X;(j).

— Si A, B sont des formules de lieux X,Y tels que XNY = @, alors A®B (resp. A® B, resp.

A & B, resp. A @ B) est une formule de lieu X UY ;

— Les constantes Tyr sont des formules de lieu {I’;

— Les constantes 0yr sont des formules de lieu fI.
Si A est une formule, on écrira A le lieu de A. On définit également les séquents - I" de
locMLL lorsque les formules de I' ont des lieux deux a deux disjoints[’}

DEFINITION (FORMULES DE MALLT ).
Les formules de MALLT ¢ sont définies par la grammaire suivante :

F::XiIX;LIF®F|F29F|F&F|FEBFIOIT

ou les X; sont les noms de variables.

REMARQUE. A toute formule de locMALLT ¢ correspond une unique formule de MALLt
obtenue simplement en remplagant les variables par leur nom, c’est-a-dire en appliquant la
transformation X;(j) — X; pour chaque variable localisée X;(j). Inversement, il est possible
de localiser une formule de MALL : si e est une énumération des occurrences des noms de
variables dans A, on peut définir une formule de locMLALTt o A°.

4. Les noms de variables sont les variables au sens habituel, tandis que la notion de variable localisée se rap-
proche de la notion usuelle d’occurrence.
5. Cette condition est des plus naturelles, puisque la virgule des séquents correspond & un 3.
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Ax(#j)

FAA FAYT

F X)X () FAT cutf]
FA,A +B,T . FABT
FA®B,AT ° FA®B,T
FA;T FAT +B,T
FAo@A,I °© FA&B,T
—
FT,r Pas de régle pour 0.

FIGURE 7.2 — Calcul des séquents localisé locMALL

mAX FAA FAYT cut
i FA,T
FAA +B,T FA,B,T R
FA®B,A,T FA®B,T
FA;T . FT,A +T,B
FAg@A,T °© FT,A&B
+T,T ! Pas de regle pour 0.

FIGURE 7.3 — Calcul des séquents MALLt

DEFINITION (PREUVES DE LOCMALLT ).

Une preuve de locMALLt  est une preuve obtenue a partir des regles de calcul des séquents
dela ﬁgure et telle que toute variable X;(j) et toute négation de variable (X;(j D apparait
dans au plus une reégle sans prémisses (axiome ou T).

DEFINITION (PREUVES DE MALLty).
Une preuve de MALLT o est une preuve obtenue a partir des regles de calcul des séquents de

la figure

REMARQUE. A toute preuve de locMALLT ¢ correspond une preuve de MALLT g en rempla-
cant chaque variable par son nom. Inversement, étant donnée une énumération e des occur-
rences de noms de variables dans les regles axiomes d'une preuve de MALLt o 7, on peut
étendre cette énumération a I’ensemble de ’arbre de dérivation afin d’obtenir une preuve de
locMALLT ¢ 7°.

Adéquation forte

DEFINITION (INTERPRETATIONS).
On définit une base d’interprétation comme une fonction ® qui associe a chaque nom de va-
riable X; un comportement de support {0,...,n; —1}.

DEFINITION (INTERPRETATION DES FORMULES DE LOCMALLT,Q).
Soit ® une base d’interprétation. On définit 'interprétation I¢(F') selon ® d’'une formule F
inductivement :
— Si F =X;()), alors Io(F') est la délocalisation (i.e. un comportement) de ®(X;) suivant la
bijection x — (i, jn; +x);
— SiF =(X;(j))’*, on définit le comportement Io(F) = Io(X; ()N ;
— Si F =Tyr (resp. F' = 04r), on définit I¢(F) comme le comportement Tyr (resp. Oyr);

6. Il est nécessaire que (fA U#A)N (B UHT’) = @ pour appliquer la régle ® et que A N{I' = @ pour appliquer les
régles de coupure et de mix. De méme, on demande que ($A) N (#B) = @ pour appliquer la regle &.
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— Si F = A ®B, on définit le comportement Io(F)=1¢p(A)® Io(B);
— Si F = A® B, on définit le comportement Io(F) = I$(A)® [o(B);
— Si F = A e B, on définit le comportement Io(F)=1¢(A)® I¢(B);
— Si F = A &B, on définit le comportement Io(F) = Ip(A) & I¢(B).
De plus, un séquent + I sera interprété comme le ® des formules de I', que 'on écrira QT

DEFINITION (INTERPRETATION DES PREUVES DE LOCMALLT ).
Soit ® une base d’interprétation. On définit I'interprétation d’'une preuve I¢(7) — un projet
additif — inductivement :
— si 7 consiste uniquement en une régle axiome introduisant + (X;(j))“, X;(j"), on définit
I(m) comme le projet additif Fax obtenu par la bijection (i, jn; +x)— (i,j'n; +x);
— si 7 consiste uniquement en une régle Tyr, on définit () = (0,(I’, 8));
— si 7 est obtenue a partir de 7’ par une régle ®, alors I¢(7) = Iop(n');
— si 7 est obtenue a partir de 71 et mo par une régle ®, on définit Io(7) = Ip(71) ® Ip(n');
— si 7 est obtenue & partir de 7’ par une régle ' introduisant une formule de lieu V, on
définit Io(n) = Ip(n') ® 0y ;
— siw de conclusion -T',Ay& A est obtenue a partir de 7y et 71 de conclusions respectives
FI,Apet HT,A; par une regle &, on définit :

v : x—(x,i) (=0,1)
Wi ((wi)[“r)f1 (i=0,1)
Yi (i), )b (=0,1)

Linterprétation de 7 est alors définie comme :

Io(m) = @iﬁttzgzgi 2(polo(mo)) ® 044, + w1l o(mr1)) ® 044,)

— si 7 est obtenue a partir de 71 et 72 par une régle de coupure, on définit Ip(n) =
Io(m1):: 1o(m2).
La figure[7.4 représente les étapes de la formation de l'interprétation de la régle &.

LEMME.
Soit A,B,C des comportements. Alors (A—B)eCc A —-o(BaC).

Démonstration. 1l est équivalent de montrer I'inclusion AeB'&CY) c(AeBY)&C* . En
utilisant la définition de &, on a :
A®(B*&CY) = As(Blc)"n(Clp™Y)
= {a®d|acAde(Ble)  n(Clpy it
AeBY&CY = (AeBYMY)1er*n(Clap)’*
= (A—B)1c)"n(Clap)"
= (A—B)lcuClap)"
I1 suffit alors de montrer que tout projet additif de la forme a ®?, ot a est un élément de A et

2 e((B1e)* n(C1)™Y), est orthogonal a tout projet additif dans E = (A — B){¢ UC1 4 . Soit ¢
un projet additif dans E. Alors :

1. Soit ¢ € C14 B, c’est-a-dire ¢ = c® oy a 5. Alors Ka®0,e>> = <0, c®0y5>. Or, puisque
o€ (CTB)J“), on a <0,c®0ye>> #0,00. Donce L a®d.
2. Soit ¢ € (A — B)1¢, cest-a-dire ¢ = f® oy,c pour f € A—o B. On a alors

<e,a®0>» = <f®0yc,a®d>
= «f,(a®0):oyc>
= <f,a®@:opc>
= <fua,0nope>
= <(fra)®0yc,0>
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Or, comme f::a € B, (f::a)® oy,c € Bf¢. Or 0 est par définition dans (BTC)J“. Finalement,
elaod. ®

PROPOSITION (ADEQUATION FORTE LOCALISEE).
Soit ® une base d’interprétation. Si m est une preuve de conclusion + A, alors I¢(w) est un
projet additif gagnant dans le comportement Io(F A).

Démonstration. On montre le résultat par induction sur la derniére regle de 7. Par définition,
I'interprétation de la régle axiome introduisant - (X;(j))", X;(j') est un projet additif gagnant
dans Io(X;(j)) — Io(X;(j)) qui est égale a Iq)((X,-(j))’L 2 X;(j")). Ensuite :
— si z est la regle Tyr, alors Ip() = (0,04r) est gagnant et dans Tyr;
— les cas correspondant aux connecteurs additifs sont traités de maniére similaire a ce
qui a été fait dans la démonstration de la Proposition [§6.3.19];
— si la derniére regle est une regle & — on supposera sans perte de généralité qu’il s’agit
d’une regle o1 :

o’

FT,Aq .
- F,Al GBAQ N
Alors Igp(n) = Ip(n)® oy, et Ip(-T,A1 @ Ag) = (PT)R (A1 Ag). On utilise le fait que
(A—B)#CcA—-(BaC) (voir Lemme pour montrer que l'on a l'inclusion
Io(FT, A7)0 I%(As) c Ip(-T,A1 ® Ag). Or, comme I(n) est un projet additif gagnant
dans Io(F T, A1), Io(n) est un projet additif gagnant dans Ip(- I',A1) ® I®(Ag), et par
conséquent c’est un projet additif gagnant dans Io(-T,A; @ A9);
— si la derniére regle est une regle & :

FI,Ap FT,Aq
FT,A0&Aq

Dans ce cas, en utilisant les notations de la Définition|§7.3.15} on a :
Ip(n) = ©i5ft£8:& 2(yolo(mo)) ® 044, +w1(lo(m1)) ® 044,)

Par définition, les interprétations I¢(7;) sont des projets additifs gagnants dans les com-
portements Io(I',A;). On en déduit que les projets additifs w;(I¢(7;)) sont gagnants et
dans les comportements y;(Io(FT',A;)) (il est évident que les délocalisations préservent
le gain). Etant donné que A+ B c A &B lorsque A, B sont des comportements non vides,
on en déduitE] que

Wolo(mo)) ® 044, + 1T (1)) ® 044,

est un projet additif gagnant dans
yollo(FT,A0)&y1(lo(FT,A1))

Etant donné que la délocalisation d’'un projet additif gagnant est un projet additif ga-
gnant et que le projet additif implémentant la distributivité est la somme de deux dé-
localisations, I¢(7m) est un projet additif gagnant. De plus, il est dans l'interpretation
Io(FT,Ag &A1) de FT,Ag & Aq par la Proposition[§7.1.41]

— si 7 est obtenue par une coupure entre 71 et 7o, de conclusions respectives - A,I'; et
= A"L,Fz, alors le Théorémenous assure que Ig(m1)::Iop(me) est un projet additif
gagnant dans 2PT.

7. En effet, par hypothése d’induction, les interprétation des séquents -T',Aq et -I', A1 sont non vides.

8. On passe ici sur un détail technique. Il faut pour utiliser le Théoréme dans le cas ot une formule Tyr
apparait dans un des séquents coupés que l'on est dans le cas ou la mise produite par la coupure est nulle. Ceci est
cependant immédiat puisque le graphe de l'interprétation de la régle d'introduction de Tyr est vide et ne peut donc
produire de cycles.
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(a) Interprétations de mg et 71

(b) Délocalisations des interprétations

E wo(Ao) wo(l)

wollo(mp)) ® 054, W1la(m1)) ® 044,

OfAgULA 4T

Io(m1) ® 044,

OfAgUA LT

Io(mo) ® 044,

(d) Interprétation de =

FIGURE 7.4 — Interprétation de la régle & (de conclusion I',Ag & A1) entre deux preuves 7o
et m1 de conclusions respectives HFI',Ag et FT',A;




§7.3.19

§7.3.20

®

En suivant les remarques[§6.3.12]et[§6.3.15] on peut également choisir des énumérations des
occurences de variables afin de « localiser » les formules A et les preuves 7 de MALLt : on
obtient des formules A® et des preuves 7° de locMALLT . Le théoréeme suivant est alors une
simple conséquence du précédent.

THEOREME (ADEQUATION FORTE POUR MALLty).

Soit ® une base d’interprétation, m une preuve de MALLt o de conclusion =T, et e une énumé-
ration des occurrences de variables dans les axiomes de n. Alors 1¢(n°) est un projet additif
gagnant dans I¢(FT°).
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FIGURE 8.1 — Le graphe d’un projet de contraction

Changement de tranches et contraction

Dans cette section, nous allons expliquer comment le fait d’avoir des arétes entre différentes
tranches permet d’interpréter la contraction. Pour cela, nous travaillerons uniquement avec
des graphes épais tranchés. Le principe de la contraction par changement de tranche est tres
simple, et le graphe qui implémentera cette transformation sera essentiellement le graphe de
la contraction additive (i.e. le graphe qui implémente la distributivité — Proposition
— restreint aux lieux des contextes) auquel on ajoute des changements de tranches.

Le graphe que l'on obtient est donc la superposition de deux §ar, mais ot I'un des deux
change de tranche.

DEFINITION (CONTRACTION).
Soit ¢p: VA — Wy et y: VA — Wy deux bijections avec VANW; = VAN Wy = W n Wy = @. On
définit alors le projet €tt$ = (O,Ctri), ou le graphe Ctrﬁ est défini par :

VO = VAW UW,
DCtI‘ﬁ — {1’ 2}

]
E® = VAx{1,2}x{i,o0}

®,1,0) — (¢p(),1)
v,1,i) -~ (@1
v,2,0) — (p(),1)
v,2,i) — (©v,2)

P
SCtrw

w,L0) — (v,1)
ou) @,1,i) — (¢@),1)
®,2,0) — (v,2)
v,2,1) — ()1

¢

¢
thru/ = 1

La figure illustre le graphe du projet Qﬁtt:’;, avec les fonctions ¢:{1,2,3} — {4,5,6},x — x+3
ety :{1,2,3] - {7,8,9},x — 10 — x.
PROPOSITION.

Soit a =(0,A) un projet dans un comportement A, tel que D = {1}. Soit ¢,y deux délocalisa-
tions VA — Wy, VA — Wy de codomaines disjoints. Alors (C’ctg taePpA)y(A).

Démonstration. On notera Ctr le graphe Ctri pour simplifier les notations. On calcule tout
d’abord A:-:Ctr. On a A¥e2 = (VA x (1,2}, E4 x {1,2},s4 x Id{l,g},tA x Id(l,g},a)A om) ou 7 est
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(b) Les graphes A et B des dessins a et b

FIGURE 8.2 — Les graphes des projets Qﬁttﬁ, aetb.

la projection : E4 x {1,2} — E4 (x,i) — x. D’un autre coté, le graphe Ctr'p4 est un variant
du graphe Ctr puisque D4 = {1}. Voici donc & quoi ressemble le branchement de Ctr'p4 avec
Afua .

Le résultat de I'exécution est donc un graphe & deux tranches, c’est-a-dire de dialecte D4 x
{1,2} = {1,2}, qui contient le graphe ¢(A) U w(A) dans la tranche 1 et qui contient le graphe
vide dans la tranche 2.

On en déduit que Qﬁttg::a est universellement équivalent (Définition [§5.3.43) au projet

%qﬁ(a) ®y(a)+ %0 par la Proposition Comme ¢(a) ® yw(a) € p(A) ® w(A), alors le projet
%((p(a) ®w(a)) est un élément de Pp(A) ® Y(A) par le lemme d’homothétie De plus, A
est un comportement, et par conséquent ¢p(A) ® Y(A) est un comportement et on en déduit que
1p(a) @ y(a) + 1o est dans p(A) @ y(A). ©

Les figures et[8.5illustrent le branchement et 'exécution d’une contraction avec deux
graphes : 'un — A — n’ayant qu'une tranche, et 'autre — B — ayant deux tranches (les
graphes sont ceux présentés Figure . On voit ici que I'hypothése que D# = {1} dans la Pro-
position précédente est nécessaire, et que les changements de tranches permettent seulement
d’implémenter la contraction des graphes n’ayant qu'une tranche.

On rappelle la proposition [§7.1.14
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(a) Branchement de Ctr et A

(b) Branchement de Ctr et B

FIGURE 8.3 — Branchements de Ctrﬁ avec les deux graphes A et B

(a) Résultat de I'exécution de Ctrﬁ et A

(b) Le graphe de ¢(a) ® y(a)

FIGURE 8.4 — Les graphes des projets Q:tt$ aet opla)®y(a)
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(b) Graphe du projet ¢(b) ® y(b)

FIGURE 8.5 — Graphes des projets Qltti b et ¢p(b) @ w(b)
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PROPOSITION.
Si E est un ensemble non vide de projets de méme support VE, F est une conduite non vide et f
est tel que Ve€ E, f::e€F, alors f€ E*Y LF

Cette proposition nous assure que si A est une conduite telle qu’il existe un ensemble E
de projets n’ayant qu’une seule tranche avec A = E*4 alors un projet de contraction (Cttg
appartient a la conduite A —o ¢p(A) ® w(A).

Nous trouvons donc ici une raison géométrique a l'introduction des exponentielles. En
effet, afin d’utiliser la contraction, nous devons nous assurer d’avoir uniquement des graphes
a une tranche. Nous allons donc définir, pour tout comportement A, un comportement !'A
engendré par des projets n’ayant qu'une tranche.

Il faut remarquer qu'une conduite !A engendrée par un ensemble de projets sans tranches
ne peut étre un comportement : les projets (a,®) sont dans 'orthogonal de !A. Il faudra donc
introduire les conduites pérennes comme les conduites engendrées par un ensemble de pro-
jets sans tranches et de mise nulle. Dualement, nous introduirons les conduites co-pérennes
comme les conduites orthogonales a des conduites pérennes.

Dans un premier temps, il faudra définir une maniere d’associer a un projet sans mise un
projet sans mise et sans tranches. On introduit pour cela les graphes mesurés, qui sont une
généralisation des graphes orientés pondérés : un graphe mesuré sur un ensemble mesurable
(X,%B,m) est un graphe orienté pondéré dont les sommets sont des ensembles mesurables, et
dont les arétes sont des transformations préservant la mesure.

Graphages

Définitions

Lidée des graphages est de considérer des graphes dont les sommets sont des intervalles de
la droite réelle, et les arétes représentent des transformations préservant la mesure entre
leurs intervalles source et but. Certaines difficultés apparaissent lorsque I'on veut définir une
notion de graphage qui soit maniable. En effet, un phénomeéne nouveau apparait lorsque les
sommets sont des intervalles : que faire dans le cas ou deux sommets, donc deux intervalles,
sont d’intersection non vide ? Les sommets ne sont alors ni disjoints ni égaux. L'une des so-
lutions est de considérer des graphages ou les différents sommets sont des intervalles néces-
sairement disjoints. Cependant, des problémes complexes se posent trés rapidement dans la
définition de I'exécution.

Considérons par exemple deux graphages ayant chacun une aréte, et dont le branchement
est représenté dans la Figure Pour représenter les différents chemins alternants dont la
source et le but sont dans la différence symétrique des supports — c’est-a-dire représenter
Pexécution — il va falloir découper chacun des intervalles en plusieurs morceaux, chacun cor-
respondant au domaine et/ou codomaine d’'un chemin. Dans le cas que nous avons représenté,
cette opération n’est pas trés compliquée : il suffit de considérer les différents ensembles
((pw)_k(U +— V)N (Us — Vy). Cependant, cela se complique trés rapidement avec I'ajout de nou-
veaux cycles. La Figure représente le cas de deux graphages avec deux arétes chacun.
Définir le découpage des sommets induit par 'exécution est — déja dans ce cas — difficile
a définir. En particulier, étant donné que nous considérons des ensembles d’arétes éventuel-
lement infinis, le nombre de cycles peut étre infini, et 'opération est alors d’'une extréme
complexité.

Par conséquent, nous avons décidé de travailler avec une présentation différente, ou deux
sommets distincts peuvent étre d’intersection non négligeable, voire méme égaux. Il est éga-
lement nécessaire de considérer que les sommets sont des boréliens quelconques, puisque
le découpage ne produit pas nécessairement des intervalles. De plus, il est intéressant de
travailler dans un espace mesuré quelconque plutét que de se restreindre a la droite réelle,
en particulier afin d’introduire les tranches. Nous introduisons donc la notion de graphage
pondéré en tenant compte de ces remarques. La terminologie est empruntée a un article de
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FIGURE 8.7 — Exemple de branchement de graphages

Damien Gaboriau [Gab00l, dans lequel est définie la notion de graphage sous-jacente (en
oubliant la pondération).

Comme c’était déja le cas dans le Chapitre |5, nous fixons un ensemble Q clos par multiplica-
tion qui sera 'ensemble de pondération des graphages. Dans la pratique et pour les exemples
nous considérerons Q =]0, 1].

DEFINITION (GRAPHAGE PONDERE).
Soit X = (X, %, 1) un espace mesuré et VF € 2 un ensemble de mesure finie. Un graphage
sur X de lieu V¥ est une famille dénombrable F = {(wf,¢f : ST — TF},_zr, ot1, pour tout
ecEF, wf est un élément de Q, et qbf est une transformation préservant la mesure entre les
ensembles mesurables S c V¥ et TF cVF.

On définit de plus le lieu effectif du graphage F comme I’ensemble mesurable U eeEFSf u
Tf qui est par définition un sous-ensemble du lieu V¥ de F.

REMARQUE. En particulier, on peut remarquer que si F' est un graphage pondéré, alors pour
tout e € EF, A(ST) = A(TF).

REMARQUE. Il est naturel, suite aux constructions proposées au Chapitre[5, de considérer les
notions de graphage cohérents stricts et de graphages cohérents. Un graphage cohérent (resp.
cohérent strict) F est un graphage pondéré muni d’une relation de cohérence (resp. cohérence
stricte) sur I'ensemble EF. Les résultats de cette section peuvent étre adaptés aux cas de ces
types de graphages, mais on se contentera ici de traiter le cas des graphages pondérés.

Il est usuel, en théorie de la mesure, de travailler &4 un ensemble négligeable pres, c’est-a-dire
a un ensemble de mesure nulle prés. De la méme maniére, nous allons travailler avec des
graphages a égalité presque partout pres. Il faut donc dans un premier temps définir ce que
signifie ’égalité presque partout de deux graphages. Nous utiliserons pour cela la notion de
graphage vide. Un graphage vide sera égal presque partout au graphage sans arétes.

DEFINITION (GRAPHAGES VIDES).
Un graphage F est dit vide si son lieu effectif est de mesure nulle.

DEFINITION (EGALITE PRESQUE PARTOUT).
Deux graphages F,G sont dit égaux presque partout s’il existe deux graphages vides Og,0q et
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une bijection 0 de EF wEF — EG wE% telle que :

— pour tout e € EF w EOF waOF = wg(;J)OG ;
— pour tout e € EF w E0F | SFV0F AS((;(L:)O ¢ est de mesure nulle ;

— pour tout e € EF wEO  TFV0F AT;}(‘L:)O ¢ est de mesure nulle;

— pour tout e € EF w EOF (/)g(j)o‘; et ¢pf¥0F S(S)OG nGEeor

REMARQUE. Dans le cas de graphages cohérents ou de graphages cohérents stricts, on ajoute

naturellement a ces conditions une condition portant sur la relation de cohérence : pour tout
e,f e EF wEOF o oFU0F £ i et seulement si O(e) =G0 O(f).

>

sont égales presque partout sur S

PROPOSITION.
On définit la relation ~, p. entre graphages pondérés par :

F ~p, p. G siet seulement si F et G sont égaux presque partout

Cette relation est une relation d’équivalence.

Démonstration. 1l est clair que cette relation est réflexive et symétrique (il suffit de prendre la
bijection 8~1). On montre que celle-ci est transitive. Soit donc F,G, H trois graphages tels que
F~pp. GetG~p, H.lexiste donc quatre graphages vides Or,0gr,0q#, 0 et deux bijections
Or.c :EF wEF — EGwE%F et 0o :EGwE%H — EH wE satisfaisant les propriétés listées
dans la définition précédente. On remarque que Or ¥0su et Ogr w0y sont des graphages vides.
On définit alors 0 g = (0g.H LﬂIdEoGF Yo(Ildge w1)o(OF g trJIdEoGH ), ou T représente la symétrie

E%F wE%!H — E%H wE, . ;
G

Or.c L’:JIdEoGH

EF wEOF wE H EG wE %F wE%H
0.z Idge Wt
. 0. wld o p
> E G
EH yE% yE%F ECG wE%H oy E%F

Il est alors facile de vérifier que les trois premieéres propriétés listées dans la définition pré-
cédente sont satisfaites. On se contente donc de montrer que la quatriéme propriété est éga-
lement satisfaite. On oubliera les exposants correspondant aux graphes pour simplifier les
notations. On notera de plus éF,G (resp. 7 et éG,H) la fonction 0r g W IdEGH (resp. Idgc W et
QG,H ] IdEGF )

Soit e € EF wE% wE%

— siee E%H  alors Op g(e) = e, et surtout Pge) = Ple);

— si e € EF wE'F alors, par définition de OF G, $gi) est presque partout égale a ¢, sur

S.nS ole)"
Donc ¢y, et ¢ sont égales presque partout sur S, NSy, dans tous les cas. Un raisonnement
similaire montre que pour tout f € EG w E% L+JEGF, les fonctions ¢g, ,(r) et ¢ sont égales
presque partout sur Sg, ()N Sy.

De plus, ¢z, o) € Pigp g(e) SNt égales et de méme domaine Sg,. (o) = Sty ey D01
P16y (o)) €t Pe sONt gales presque partout sur i) NSe- OF iy ;o) € Phg y(7(p oo 0N
presque partout égales sur S; gy (o)) N Sgg 4(7(Gp a(ery- ON en déduit que les fonctions ¢, et
¢0F,H(e) sont égales presque partout sur

SeNSop.1e) NSt aeen = Se NSopue) N Spp e
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On note Z I'ensemble de mesure nulle sur lequel elles difféerent. Or, comme S.ASj_ . est de
mesure nulle, il existe des ensembles X,Y de mesure nulle tels que S, UX = S@F () UuY.On

en déduitfl|que S, (o) = Se UX ~Y. Dot
Se ﬁS@F’H(e) ﬂSgF’G(e) = Se ﬂSgF!H(e) ﬂ(Se U.X_Y) = Se nSéF!H(e) ﬁSe -Y= Se ﬂSgF!H(e) -Y

On en conclut alors que les fonctions ¢, et Py, . (), restreintes a S, NSy, (), different au plus
sur Y UZ qui est un ensemble de mesure nulle. ' ©)

Chemins et Cycles

Le choix consistant a autoriser différents sommets a avoir une intersection non nulle rend
le branchement plus facile a définir a premiere vue. Il faut cependant définir ce qu’est un
chemin, puisque nous ne pouvons garder la notion de chemin dans un graphe définie au Cha-
pitre [5} Comme auparavant, un chemin sera une suite d’arétes. On remplacera la condition
qui demandait que le but d’'une aréte soit égal a la source de I'aréte qui lui succede par le
fait que l'intersection de ces mémes source et but soit de mesure non nulle, c’est-a-dire non
négligeable.

DEFINITION (BRANCHEMENT).
Etant donné deux graphages pondérés F,G on définit leur branchement FLJG comme le gra-
phage FwG muni de la fonction de coloriage & : EF¥G — {0,1} telle que 8(e) = 1 si et seulement
sieeEC.
DEFINITION (CHEMINS ALTERNES).
Un chemin dans un graphage F est une suite finie {e;}?_, d’éléments de EF telle que pour tout
0<i<n—-1, Tf; AS£+1 est de mesure non nulle.

Un chemin alterné entre deux graphages F,G est un chemin {e;}7" ) dans le graphage F mle!
tel que pour tout 0 <i <n-1, (e;) #6(e;j+1). On notera Ch™(F,G) 'ensemble des chemins
alternés dans FLIG.

On définit de plus le poids d’un chemin 7 = {e;}7_, dans un graphage F' comme le scalaire
F

ol = [Ty we,-
Etant donné un chemin {ei}?_, dans un graphage F, on peut définir une fonction ¢>§ comme
la transformation partielle :

F F F F
- o o o O+++0 o
(pn (Pen XTE;L ﬁanil ¢9n—1 XTf‘n,l ﬂsfn, XTgl meO ¢80

2
ou pour tout mesurable A, la fonction y4 est 'identité partielle A — A.

On note respectivement S, et T'; les domaines et codomaines de cette transformation par-
tielle Sf 0~ Tfn . Il est alors clair que la transformation (/)f,7 :S; — T, est une transformation
qui préserve la mesure.

DEFINITION (CYCLES ALTERNES).
Un cycle dans un graphage F' est un chemin {e;}7_, dans F tel que Sfo
non nulle.

Un cycle alterné entre deux graphages pondérés F',G est un cycle {e;}_, dans FOG qui
est un chemin alterné et tel que &(eg) # 6(ey,). On notera Cy™(F,G) I'ensemble des cycles
alternants entre F et G.

ATY soit de mesure

On va maintenant introduire la notion de découpage d’'un graphage suivant un ensemble
mesurable C. Cela consiste a remplacer une aréte par quatre arétes disjointes selon que la
source (resp. le but) est dans ’ensemble C ou dans son complémentaire.

DEFINITION (DECOUPAGE).
Soit ¢ : S — T une transformation préservant la mesure, C un ensemble mesurable et C¢ son

1. On peut choisir X de maniére a ce que SgF " Y =9.
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complémentaire. On définit les transformations préservant la mesure :

[l = Plonp1i0 tAnCNn¢ HC)—~Bnp(C)NC

[pl° = Blonp1ce tANCn¢ HC)—Bnp(C)nCe
(61, = Plpeyr ANCTNPTHC)=BNHCINC
(1] = Ploeree, ANCENGTHC) = BNHCINCE

On notera [S12,[T1% (a,b € {i,0}) les domaines et codomaines de [¢]2.
Si F' est un graphage, on définit alors FYC = {(wf,[gbf]g) lecEF a,bel{i,o}.

Dans certains cas, le découpage d’'un graphage G selon un ensemble mesurable C ne modifie
pas vraiment G. En effet, si chacune des arétes a sa source et son but inclus (& un ensemble de
mesure nulle prés) dans C ou bien son complémentaire, le graphage obtenu apres le découpage
est égal presque partout au graphage G.

DEFINITION.
Soit A,B deux ensembles mesurables. On dira que A est d’intersection triviale avec B si
MANB)=0o0ou MANB°)=0.

Si F est un graphage et que pour tout e € EF Sf et Tf sont d’'intersection triviale avec C,
alors on dit que F est C-résistant.

LEMME.
Soit F un graphage, et C un ensemble mesurable. Si F est C-résistant, alors FYC ~pp. F.

Démonstration. Soit e € EF. Comme F est C-résistant, on est dans 'un des quatre cas sui-
vants :

- SFnC et TF N C sont de mesure nulle;

- SFnC et TF N C¢ sont de mesure nulle;

- SFnCe et TF NC sont de mesure nulle;

- SFncCe et TF NC° sont de mesure nulle;
Les quatre cas se traitent de maniere similaire. En effet, des fonctions [gbf ]Z, a,b € {i,o}, une
seule est de domaine (et donc de codomaine) de mesure non nulle. On définit donc un graphage
vide Op, avec EOF = EF x{1,2,3}, et on peut définir une bijection EFVC — EFwEF qui associe a
élément (e,a,b) (e € EF, a,b € {i,0}) I'élément e € EF sile domaine de [¢f']? est de mesure non
nulle, et un des éléments (e, ) € E%F sinon. On peut alors vérifier que cette bijection vérifie les
propriétés voulues. Finalement, F ~, ;. FYC, ®

Gréce a la notion de découpage, on peut maintenant définir ’exécution de deux graphages F'
et G : on considére ’ensemble des chemins alternés entre F' et (G, puis on ne garde que la
partie de ce chemin qui est externe a l'intersection C des lieux de F et G. On peut définir,
pour chacun des cadres définis dans le Chapitre [5, sa généralisation aux graphages. Ainsi,
Pexécution sur les graphages pondérés est la généralisation de I'exécution sur les graphes
orientés pondérés.

DEFINITION (EXECUTION).
Soit F',G deux graphages pondérés de lieux respectifs V¥,V et soit C = VF n VG, On définit
le graphage F :m:G comme la famille

{(@FOC $FPG . [S,1° — [T,1°) | € Ch™(F,G), A([S71°) # 0}

On veut maintenant définir ’ensemble des fonctions représentant les circuits entre les gra-
phages. C’est 1a que les choses se compliquent : si 77 et 719 sont deux cycles représentant le
méme circuit (c’est-a-dire que 71 est une permutation cyclique de 72) les fonctions ¢, et ¢,
ne sont en général pas égales ! On se contente alors pour le moment de définir un tel ensemble
pour chaque choix de famille de représentants des circuits. Il faudra cependant tenir compte




§8.2.26

§8.2.27

§8.2.28

§8.2.29

§8.2.30

§8.2.31

8.2. GRAPHAGES 163

de cette non-uniformité plus tard, lors de la définition des fonctions de quantification des cir-
cuits (dans les cas — ceux qui nous intéressent — ou celle-ci dépend des fonctions ¢y, ¢,
associées aux représentants des circuits).

DEFINITION.

Soit F',G deux graphages pondérés. On note Cy™ (F,G) ’ensemble des cycles alternants entre
F et G. Un choix de représentant des circuits est un ensemble Rep(F,G) tel que pour tout élé-
ment p de Cy™(F,G) il existe un unique élément 7 de Rep(¥,G) tel que p = 7 (on rappelle que
7 est la classe d’équivalence de m modulo 'action des permutations cycliques, voir Proposition

§5.1.12).

DEFINITION (CIRCUITS ET 1-CIRCUITS).
Si F,G sont des graphages pondérés et Rep(F,G) est un choix de représentant des circuits
alternants entre F' et G, on définit :

Circ™(F,G) = ({[$sl! | m€Rep(F,G)}

PROPOSITION.
Soit F,F',G des graphages tels que F ~, , F'. Alors il existe une bijection

0:Ch™(F,G)— Ch™F',G)
telle que ¢y = o(r) pour tout chemin .

Démonstration. Par définition, il existe deux graphages vides Or,0p et une bijection 6 de
EF wE% — EF wEF telle que :

— pour tout e € EF wE%F', wf’UOF = a)g(LeJ)OF ;

— pour tout e € EF wE%, Sf’UOF' ASS'(S)F est de mesure nulle;

— pour tout e € EF wE%F, TfUOF'ATg‘(j)OF est de mesure nulle;

— pour tout e € EF wE%F', (pg(f)o " et ({)f’wOF ' sont égales presque partout;

Soit 77 un chemin alterné dans FLJG. On traite par exemple le cas 7 = fog0...fngn. On peut
alors définir un chemin 6—1(r) dans F'CIG par 7’ = 07 1(f0)g00 1 (f1)...0 1 (f,)gn. En effet,
comme les ensembles Sy, NTg, (resp. Sg;, N Ty,) sont de mesure non nulle, alors 07 1(fis1)
(resp. 071(f;)) est de mesure non nulle (donc un élément de ET") et vérifie de plus Sg-1¢,,,)N
Ty, (resp. Sg; NTy-1(5,)-

Inversement, un chemin 7’ = eggy...e,g, dans F'LJG permet de définir un chemin 6(') =
0(e0)gob(e1)...0(en)gn. I est clair que (0~ 1(x)) = m (resp. 0~1(8(x")) = ') pour tout chemin 7
(resp. n') dans FOG (resp. F'OG). ®

On vérifie également que la notion d’exécution est compatible avec la notion d’égalité presque
partout. En effet, étant donné que nous souhaitons travailler avec des classes d’équivalences
de graphages pondérés, il faut que ’exécution ne dépende pas des représentants choisis.

COROLLAIRE.
Soit F,F',G des graphages tels que F ~, , F'. Alors F :m:G ~p, p F':m:G.

Démonstration. Soit 0 la bijection définie par la proposition précédente. On remarque que
Wg = Wg-1(p), €t que ¢y et Py-1(,) sont égales presque partout car composition de fonctions
égales presque partout. En particulier, leurs domaines et codomaines ne different que d’'un
ensemble de mesure nulle. Cela nous permet de conclure que 0 : EF ™G — EFm:G yerifie
toutes les propriétés voulues : F':m:G et F:m:G sont égaux presque partout. ©

COROLLAIRE.
Soit F,F',G des graphages tels que F ~, , F'. Alors Cy™(F,G) = Cy™(F',G).
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Démonstration. Soit 0 la bijection définie dans la preuve de la Proposition Les fonc-
tions ¢, et Pg(r) sont égales presque partout et leurs domaines et codomaines ne different que
d’'un ensemble de mesure nulle. On en déduit que [(,bn]ﬁ et [({)3-1(”)]2 sont égales presque par-
tout, et que leurs domaines et codomaines ne different que d'un ensemble de mesure nulle. ©

Découpages, Cycles et Exécution

Nous allons maintenant montrer un résultat technique qui sera utile pour la suite, et qui
permet de mieux appréhender I'exécution entre deux graphages. L'exécution des graphages
F et G est définie comme une restriction de 'ensemble des chemins alternés entre F' et G.
Nous aurions également pu découper F et G selon I'intersection C des lieux de F et de G, puis
définir 'exécution comme I'ensemble des chemins dont la source et le but sont a I'extérieur de
la coupure C. Le lemme technique que nous allons présenter énonce que ces deux opérations
sont équivalentes.

Soit F,G deux graphages et C = VF n V&, On peut remarquer qu’il doit y avoir une corres-
pondance bijective entre les arétes de F':m:G et celles de FYC.:GYC En effet, pour que deux
arétes e, f soient consécutives dans un chemin, alors nécessairement S, N Ty est de mesure
non nulle. Or on peut remarquer, puisque S;NTr et S fns ¢ sont inclus dans C, que les termes
suivants sont égaux :

7 7
XSgnTpoProxsrns, et ngmTfmCmq)l;(C)°(¢f)rw¢1;)_1<c) C XS 0S4, nCn@E1(O)

On en déduit :
F _ ) Fqi .
XSgnTy °¢f °Xsfns, = XSgn[Tf]; o [(pf]i OX[Sf];mSg

De la méme maniére, on obtient les égalités suivantes :

Xce °¢f°XSfng = XCCO[(/’f]?oX[sf]ngg
XSgnTpoproxce = XS i1 © [(»bf]é °Xce
Xceoproxce = xceolgrlgoxee

LEMME.
Soit F,G deux graphages, VF VG leurs lieux et C =V¥ nVE. Alors :

Fm:G=FYC m:G
Démonstration. Par définition, I'exécution F :m:G est le graphage
(WEDG ¢FDG 118,10 — [T,12) | € Ch™(F,G), A([Sx12) # 0)
De méme, 'exécution FYC :n:G estle graphage
FYCOG FYCOG . 0 0 mpYC o
{(wy o :1Szlo = [Ty1y) | me Ch™(F '™ ,G), A([S,]1,) # 0}

Soit 7 un chemin alterné dans FLIG. Alors 7 est une suite alternée d’éléments de EF
et d’éléments de E®. On suppose par exemple que 7w = fogof1...frgrfr+1, €t on notera 7 =

[fologolf1l...[fx]igklfr+1]i. La fonction [¢F-9]3 est égale a :

) F G
chﬁd’fiDG(CC) O(’bfkn C XSy, NTg, °Pg 0
G F G
mo(pgiﬂ OXSg; 1Ty O(’bel O XS, NTg; O(pgi O

e F )
g0 © XSg; 1 Tr, s ©Phiy © XcenE D6y -11ce)
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En utilisant les remarques précédentes, on obtient alors que [(,bf,' EG]g est égale a :

B F  qo G
Xeengt V006 ey ° WPy i O XSy 1Ty, © Py 0
G . Fqi . G
0 Pgi OXs,, niry, 1 P dio Xisy, a0 Pgi 0

G ) Fqi -
o ¢g0 ° XSgH1 nTy,, .1 ° [(Ple]o OXCCO(QDQVCDG)’I(CC)

On a donc [¢F DG]g = [(pgvcﬂG]g. Inversement, chaque chemin alterné dans FVC[JG dont la
premiere aréte est dans FYC est nécessairement de la forme [fo](i)go[fﬂﬁ ... [fk]ﬁgk[karl](i) ou

fo80f1-.-[L8h[r+1 est un chemin alterné dans FUG.
Les autres cas sont traités de maniére similaire. ©)

COROLLAIRE.
Soit F,G deux graphages, VF VG leur lieux et C =V¥ nVC. Alors :

Fm:G=FYC..GYC

De la méme maniere, les ensembles de cycles sont égaux.

LEMME.
Soit F,G deux graphages, V¥ VG leurs lieux, et C =V¥ nVE. Alors :

Cy™F,G)=Cy™F¢,G)

Démonstration. Leraisonnement est similaire a celui de la proposition précédente. En effet, si
T =eq...e, est un cycle alterné entre F et GG, alors on lui associe le cycle [7] = [eo]é[el]é ... [en];:.
Inversement, si 7’ est un cycle dans FVCIjG, alors chaque aréte de 7’ est nécessairement de
la forme [e]i pour un élément e de F'. De plus, les fonctions associées sont égales, c’est-a-dire

que [(Pn]; = Pra)- ©

LEMME.
Soit F un graphage, et 1 =eq...e, un chemin dans F tel que S, soit de mesure non nulle. On
note, pour tout couple d’entiers i < j par p; ; le chemin e;e;,1...ej. Alors :

— pourtout 0<i<j<n, Spi,j NnT, est de mesure non nulle;

— pourtout 0<i<j<n, T,,i,j NS est de mesure non nulle,

€i-1

€j+1

Démonstration. Soit i,j fixés. On suppose que Sy, N T, , est de mesure nulle. Alors pour
tout x € Spi, Peg...e;_; est défini en x, et tel que ¢, ., soit défini en ¢ ¢, ,(x). Donc en
particulier, Pe,...e; €St défini en ¢e. ¢;_, (%), Cest-a-dire que ¢e,. ¢, ,(x) appartient & Spi,j- De
plus, et par définition, ¢, ., ,(x) appartient a T, . Donc ¢, ¢; ;(Sz) < SPi,j NT,, ,. Comme
Pey...e;_; est une transformation préservant la mesure définie en tout x € S;, on en déduit que
MS7) S MSy, ;NTe,; ;). Ce qui méne a une contradiction, puisque cela implique que A(S7) = 0.

Un raisonnement similaire montre que T, NS, ., est également de mesure non nulle. ©
REMARQUE. On a montré dans la preuve précédente que A(S) < )L(Spiyj NT,,_,) pour tout
i,j. En particulier, MS;) < MS¢, NnTe, ,), et donc:

MS,) < minfAS,, T, ) li=1...n)

Comme dans le cas des graphes, nous pouvons montrer que ’exécution est une opération
associative sous réserve que l'intersection des lieux des trois graphages soit négligeable.
PROPOSITION (ASSOCIATIVITE DE L'EXECUTION).

Soit F,G,H trois graphages tels que A\V¥ nVGnVH)=0. Alors :

Fm:(Gm:H)=F :m:G):m:H
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Démonstration. On peut tout d’abord supposer que F (resp. G, resp. H) est Cr =VF n (VG U
VH).résistant (resp. Cq = VG n(VF uVH)-résistant, resp. Cy = VH n(VF U VE)-résistant),
puisque s’ils ne le sont pas, il suffit de les découper selon Cr (resp. Cg, resp. Cg). Cela per-
met de simplifier 'argument qui suit puisque nous considérons simplement des chemins, et
non des restrictions de chemins. La preuve est alors similaire a celle de I'associativité de
I'exécution dans les graphes orientés pondérés (Théoreme [§5.2.5).

On peut définir le branchement simultané de F,G,H comme le graphage FwGwH muni de
la fonction de coloriage § définie par 6(e) = 0 lorsque e € EF, 5(e) = 1 lorsque e € EC et §(e) =2
sie € EH. On définit alors simplement ’ensemble des chemins 3-alternés entre F,G,H comme
les chemins ege; ...e, tels que si 6(e;) #6(e;jt1).

Siegfoer...fr-1erfr est un chemin alterné dans F :m:(G :m: H), ot chaque e; est un chemin
alterné e; = gf)hf) ... giihzi, alors la suite d’arétes obtenue en remplacant e; par la suite (en
oubliant les parenthéses) est un chemin. En effet, on sait par exemple que S,, N Ty,_, est
de mesure non nulle, or S,, = Sz, donc Sg) N Ty, , est de mesure non nulle et on a défini
un chemin 3-alterné entre F',G et H. Les deux chemins définissent la méme transformation
partielle préservant la mesure, et possédent le méme domaine et codomaine.

Inversement, si egeq...e, est un chemin 3-alterné entre F,G et H, alors on peut le voir
comme une suite alternée d’arétes dans F et de suites alternées entre G et H. Soit 7 =
goho...grhp le chemin défini par une telle suite apparaissant dans le chemin eg...e,. On uti-
lise le lemme précédent pour montrer que S mTej est de mesure non nulle. De méme, T, NS,,
est de mesure non nulle. On a donc montré que I'on avait une aréte dans F :m:(G :m: H). Les
deux chemins définissent la méme transformation partielle préservant la mesure, et ont donc
le méme domaine et codomaine. ©)

Raffinements

Afin de gérer le second ordre, nous allons définir la notion de raffinement d'un graphage.
Obtenir un raffinement d’'un graphage est une opération relativement naturelle. Lexemple
le plus simple est de prendre un graphage F et une aréte e € EF, et de découper cette aréte
en deux arétes disjointes f,f’ avec Sy USy =S, et Sy NSy négligeable (il faut alors définir
Tf = ¢e(Sf) et Tf' = (Pe(Sfr)).

DEFINITION (RAFFINEMENTS).
Soit F,G deux graphages. On dit que F est un raffinement de G — noté parfois F < G — s'il
existe une fonction 0 : EF — EC telle que :
— pour tout e,e’ € EF tels que 6(e) = 0(e’) et e # ¢, S¥ nSE et TF nTY sont de mesure
nulle;

pourtouteeEF,wG =of

=w’ :
O(e) e’
pour tout f € EC, S? et Ue€971(f)S§ ne different que d'un ensemble négligeable ;

pour tout f € EC, T? et Ueee_l(f)Tf ne difféerent que d'un ensemble négligeable ;

— pour tout e e EF gbg(e) et (,bf sont égales presque partout sur Sg(e) N Sf .

On dira que F est un raffinement de G selon g € E¢ il existe un ensemble D d’éléments de
ET tel que :

-0 Yg)=D;

— Ot :EF —D — EC — {g} est bijective.
Si D est de cardinal 2, on dira que F est un raffinement simple selon g. On notera parfois les
raffinements (F',0) afin de préciser la fonction 6.

PROPOSITION.
On définit la relation ~ sur les graphages pondérés par :

F~cGodH,(HLF)ANHKLG)

Cette relation est une relation d’équivalence.
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Démonstration. La réflexivité et la symétrie sont évidentes. On traite le cas de la transitivité :
soit F',G,H trois graphages pondérés tels que F ~¢ G et G ~< H. On notera (Pg g,0) (resp.
(Pg,m,p)) le raffinement commun a F' et G (resp. 4 G et H). On va construire un graphage P
tel que P < Pp g et P < Pg pg. On définit :

— EP ={(e,f) e EPro x EPar | 9(e) = p(f)};

- 8P = Sl:F’G mS?G’H lorsque 6(e) = p(f);

(e,f)
P P
- TG =Te " n T, lorsque 6(e) = p(f);
P _ Pr g _ Pe o .
T W TWe T E 0T »
- ¢{Z st la restriction de ¢, "% a S{;,f )’

- purg:le,fl—eetugm:(e,f)—f.
Il est alors aisé de vérifier que (P, ur g) (resp. (P, g, g)) est un raffinement de Pr g (resp. de
Pg ).

Comme (Pp,0) est un raffinement de F' et (P,ur ) est un raffinement de Ppg, il est
clair que (P,00pur g) est un raffinement de F. De méme, (P,00 ug g) est un raffinement de H.
Finalement P < F et P <H, et donc F ~¢ H. ®

PROPOSITION.
La relation ~ contient la relation ~p p ..

Démonstration. Soit F,G deux graphages tels que F' ~, , G. On va montrer que F ~¢ G.
On utilisera les notations de la Définition : 0,0 pour les graphages vides et 0 la
bijection entre les ensembles de sommets. On peut dans un premier temps remarquer que
F <Fulp et G < Gw0g. Par conséquent F ~¢ F w0r et G ~¢ Og. De plus, la bijection
0 : EF wE — EG wE% satisfait clairement les conditions nécessaires pour affirmer que
(Fw0g,0) est un raffinement de G w0g, ce qui implique que F w0p ~< Gw0q. Par transitivité
de ~«, on conclut alors que F ~¢ G. ®

Bien entendu, le découpage d’'un graphage G selon un ensemble mesurable C est un raffine-
ment ou chaque aréte est remplacée par quatre arétes disjointes. Ceci permettra de simplifier
certaines conditions par la suite : une mesure ne dépendant pas du raffinement ne dépendra
pas du découpage non plus.

PROPOSITION.
Soit G un graphage et C un ensemble mesurable. Le graphage GVC est un raffinement de G.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que la fonction 6 :EGW — ES%, (e,a,b) — e satisfait les
GV
(e,a,
suite, les ensembles [SC1Y, a,b € {i,0} (resp. [T%12) forment une partition de S¢ (resp. TS).

Ensuite, par définition, [¢$12 est égale a ¢¢ sur son domaine. ©)

conditions nécessaires. Premiérement, par définition, les poids w p) €t weG sont égaux. En-

LEMME.
Soit F,G deux graphages, e € EF et F© un raffinement simple de F selon e. Alors F'® :m:G est
un raffinement de F :m:G.

Démonstration. Par définition,
Fim:G = {(0FPC ¢FO6 . [S10 — [T,19) | 7 € Ch™(F,G), M[S41°) # O}

Etant donné que F© est un raffinement simple de F selon e, il existe une partition de Sf en
deux ensembles S1,Sg9, et une partition de Tf en deux ensembles T'1,T9 telles que ¢§ S;)=
T;. On peut supposer sans perte de généralité que S1NSe = @ car il existe un graphage
égal a F© presque partout vérifiant cette condition et que 'exécution est compatible avec
I’égalité presque partout. Cette condition implique en particulier que 71 N Ty est également
négligeable. On note f1, f2 les deux éléments de EF © envoyés sur e par 6.
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A tout élément 7 = {ei};‘:0 de F@:m:@G, on associe le chemin 0(r) = {H(ai)}?zo. I1 faut main-
tenant vérifier que ceci définit un raffinement. Soit 71,79 deux chemins distincts tels que
0(71) = 68(r2). On veut montrer que Sy, NSy, est de mesure nulle. Puisque 71 = {Pi}?io et
g = {qi}?jo sont distincts, alors ils different au moins d’'une aréte. On notera % le plus petit
entier tel que pp # gr. On peut alors supposer sans perte de généralité que pj, = f1 et g = fo.
Six €Sy, alorsxe sz;(}---pkq(sl)' De méme, si x € Sy,, alors x € ¢(;01...qk_1(52) = ¢;§...pk_1(s2)~
Comme nous avons supposé S1 NSz =@, on en déduit que Sy, NSy, = @.

Par définition, le poids d’un chemin 7 est égal au poids de tout chemin 7’ tel que 0(n') = 7.
De méme, les fonctions ¢, et g,y sont par définition égales presque partout sur l'intersec-
tion de leurs domaines puisque chaque ¢, est égale presque partout a ¢g().

Il reste & montrer que Sy = U,1cp-1(;)Sy (le résultat concernant T'; est alors évident). Il
est évident que S,y = S, lorsque O(n') = 7, donc il nous suffit de montrer une inclusion : que
pour tout x € S;; il existe un 7’ avec 0(n') = 7 tel que x € S/. Soit 7 = Mpegm1€1...TpenTpt1 OU
pour tout i, e; = e, et m; est un chemin (éventuellement vide lorsque i = 0 ou i = n + 1). Soit
maintenant x € S;. Alors pour tout i =0,...,7, ¢rgeq..n; (%) €Se;, =S¢, donc ¢y e,...n; (x) est soit
dans S; soit dans Sg. On obtient donc une suite ag,...,a, dans {1,2}". Il est alors facile de
voir que x € Sy oU T’ =0 fao1fay - Tnfa, Tn+1- ®

LEMME.
Soit F,G deux graphages, e € EF et (F',0) un raffinement de F selon e. Alors F':m:G est un
raffinement de F :m:G.

Démonstration. Cest une simple adaptation de la preuve du lemme précédent. Soit D I'en-
semble des éléments tels que 6 1(e) = D ; on peut supposer, quitte & considérer un graphage
équivalent presque partout, que les ensembles Sy (d € D) sont deux a deux disjoints. A
tout chemin 7 = (f;)_, dans F':m:G, on associe (1) = {0(f)},_,- Inversement, un chemin
7 =(gi)}_, dans F :m:G définit un ensemble dénombrable de chemins :

Cr = {(F)y 1 0(F) = g1}

Il nous reste a vérifier que 0 : 7 — (1) est un raffinement. On consideére alors deux chemins 71
et 7o tels que B(;r1) = B(;ro). Par le méme argument que dans la preuve précédente, on montre
aisément que Sy, NSy, est négligeable. La vérification concernant les poids est immédiate,
et le fait que les fonctions soient égales presque partout sur l'intersection de leur domaines
également. Il reste donc & montrer que S; = Uyrcc, Sy A nouveau, le raisonnement est le
méme que précédemment : un élément x € S;; est dans le domaine d’'un et un seul S,/ pour
7' eCy. ©

THEOREME.
Soit F,G des graphages et (F',0) un raffinement de F. Alors F':m:G est un raffinement de
Fm:G.

Démonstration. Si m est un chemin alterné fogofi...fngn entre F' et G, on définit O(x) =
0(fo)go-..0(f1)...g,0(f,). 1l est clair que ceci définit un chemin, car Sy, = Sg(s,) (resp. Ty, =
To(f,)) et que 7 est un chemin.

Soit fo,...fn,... les arétes de F. On définit les graphages F" comme les restrictions de F
suivantes : {(wﬁ_ ,(pffi )}, On définit également les restrictions correspondantes de F' comme

les graphages (F')" = {(wf",¢F') | e € 67(f i), Par une itération du lemme précédent, on a
clairement que ((F')" :m:G,0) est un raffinement de F" :m:G pour tout entier n. Il n’est alors
pas difficile de voir que (F':m:G,0) = (U,>o(F')" :m:G,0) est un raffinement de U,>oF" :m:G,
c’est-a-dire de F':m:G. ©)
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x—5-x
x—5—-x
m x—5—x
[0,2] \_/ [3,5] [0,1 [1,2 [3,4] [4,5]
xX—x-3 x—x-3
(a) Un cycle qui double de longueur
x—x+3 x—x+3
[0,2] \_/ [3,5] [0,1 (1,2 [3,4] [4,5]

x—x—-3 x—x-3

(b) Un cycle qui devient deux cycles

FIGURE 8.8 — Exemples d’évolution d’un cycle lors d'un raffinement

Mesure des circuits

On voudrait définir une mesure des circuits entre deux graphages F et G de telle maniere
que si (F’,0) est un raffinement de F, les mesures [F,G] et [F',G] soient égales. Pour étre
une fonction de quantification des circuits, il faut dans un premier temps tenir compte du fait
que si 71,72 sont deux représentants d’'un méme circuit, les fonctions ¢, et ¢, ne sont pas
égales.

Dans un deuxiéme temps, supposons que 'on dispose d'une telle fonction g (ne dépendant
pas du choix des représentants), que 7 est un cycle alternant entre F et G et que (F',0) est
un raffinement de F. On va essayer de comprendre quels sont les cycles « engendrés » par «
dans F'CJG. On peut tout d’abord remarquer que le cycle 7 correspond & une famille E, de
cycles alternant entre F' et G. Si par exemple 7 = fog0...fn8n, il est nécessaire de considérer
I'ensemble des suites {fjgo.../,&n | Vi, fi’ € 071(f})}. Cependant, chacune de ces suites n’est
pas nécessairement un chemin : il est possible que S, N Tfi/ (ou bien S £l NTyg,) soit de mesure
nulle. Il est méme possible qu’une telle suite soit un chemin sans pour autant étre un cycle,
et qu'un cycle de longueur /, une fois décomposé selon le raffinement, devienne un cycle de
longueur m x [, pour un entier m quelconque. La Figure montre comment un cycle de
longueur 2 peut soit se transformer en un cycle de longueur 4 soit se transformer en deux
cycles de longueur 2 apres raffinement. Cependant, un cycle de longueur 4 peut aussi bien
étre engendré par le cycle 72 si celui-ci est dans Cy™(F,G). La définition suivante permet de
tenir compte de toutes ces remarques.

DEFINITION.
Soit 7 un cycle entre deux graphages F,G, et 7% = {n* | £ € N} n Cy™(F,G). Soit (F’,0) un
raffinement de F'. On fixe Rep(F’,G) un choix de représentants des circuits, et on note

ET9 = {p=flgoflg1...f.gn € Rep(F',G) | Ik € N,0(p) = 7%}

On dit qu’une fonction ¢ de l’ensembleﬂ des cycles dans R est invariante par raffinement si

2. Comme dans le cadre des graphes, nous travaillerons 4 renommage des arétes pres. Ainsi, si la classe des cycles
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pour tous graphages F',G et tout raffinement simple (F’,0) de F, I’égalité suivante est vérifiée :

Y oalp= > qlp)

env F'.0)
P peEY

Cette définition est la plus générale possible et permet de définir ce que signifie étre invariant
par raffinement dans le cadre général des circuits ou bien dans le cadre des circuits eulériens.
Dans le cas qui nous intéresse, c’est-a-dire le cas des 1-circuits, on remarque que cette défi-
nition est bien plus simple. En effet, 'ensemble 7% est réduit au singleton {r}, et 'égalité a
vérifier est donc

gm= ) qlp)

F'.0)
pEE

DEFINITION (FONCTION DE QUANTIFICATION DES CIRCUITS).
Une fonction g de 'ensemble des cycles dans R est une fonction de quantification des cir-
cuits si :

1. pour tous représentants 71,79 d’un circuit 7, g(71) = g(72);

2. q est invariante par raffinement.

Une fonction de quantification des circuits doit donc satisfaire a des contraintes assez com-
plexes et il est donc parfaitement naturel de se demander §’il existe au moins une telle fonc-
tion. Nous définirons dans la section suivante une famille de telles fonctions mesurant 1’en-
semble des 1-circuits. On définit maintenant la mesure associée a une fonction de quantifica-
tion des circuits. Si la définition formelle de celle-ci dépend d’'un choix de représentants des
circuits, le résultat [F,G] ne dépend bien évidemment pas de ce choix du fait de la définition
des fonctions de quantification des circuits.

DEFINITION (MESURE).
Soit g une fonction de quantification des circuits. On définit la mesure associée a ¢ comme la
fonction [-,-] qui & tout couple de graphages pondérés F,G associe :

[F.G]= )  q@
neCirc™(F,G)

Ou Circ™(F,G) dépend d’un choix de représentants des circuits.

LEMME.
Soit F,G deux graphages, e € EF, et F© un raffinement simple selon e de F. Alors :

[F,G] =[F®,G]

Démonstration. Onnote §:EF® — EF et {f,f"Y=071(e). On utilisera les notations introduites
dans la Définition [§8.2.53

On notera également O({e},G) ’ensemble des 1-circuits dans Cy™({e},G). Alors la famille
{n“}re0de),q) est une partition de Cy™({e},G) : il est clair que si 7,7 sont deux éléments dis-
tincts de O({e},G), n® et (7')” sont disjoints, et il est tout aussi évident que Cy™({e},G) =
Ureode),c)T” car chacune des notions de cycles que nous avons considérées sont telles que si
7* € Cy™F,Q), alors n € Cy"™(F,G).

n’est a priori pas un ensemble, la fonction ¢ ne dépendra pas du nom des arétes, mais seulement du poids et de la
fonction associée au cycle. On peut donc bien définir ¢ comme une fonction sur 'ensemble des classes d’équivalence
de cycles modulo renommage.
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Par définition, on a :

[[F(e),Gﬂ — Z q(n)

neCy™(F©,G)

= > gqm+ Y, q)
neCy™(FO—{f,f',G) neCy™(f,f"},G)

= Y qm+ ) Y qp)
7eCy™(F—{e},G) n€0({e},G)p€E§f<€),a)

= Yoo gm+ Y Y qlp)
neCy™(F —{e},G) ne0({e},G) pen®

= > gm+ Y. qm)
7eCy™(F—{e},G) 7eCy™({e},G)

= Y g
7eCy™(F,G)

Et on a donc bien [F®,G] = [F,G]. ©)

THEOREME.
Soit F,G des graphages et (F',0) un raffinement de F. Alors :

[F.G] =[F',G]
Démonstration. Largument est maintenant classique. On commence par énumérer les arétes
de F, que I'on notera fy,...,fn,.... On notera alors
F . F
F* = {(wfi’¢fi )}?:0

FY = (ol 166 = i),
Alors ((F')",0) est un raffinement de F", et par une itération du lemme précédent, on a :
[FY,G] =[F",G]
Alors :
[F,G] = Y g

neCy™(F',G)

= lim Z q(m)
T reCy™(F,G)

_ . nn

— : n

= lim [F*,G]

= lim Z q(r)

TR L eCy™(Fr,G)

= Y g

neCy™(F,G)
Finalement, on a bien [F',G] = [F,G]. ©)

PROPOSITION.
Soit F,G,H des graphages tels que A\(VF nV& nVH)=0. Alors :

[F,Gm:H] +[G,H] = [H:m:F,G] + [H,F]

Démonstration. On considere Pexpression [F,G :m:H| + [G,H]. On peut supposer sans perte
de généralité que F (resp. G, resp H) est VI n(VF uVH)-résistant (resp. VG n(VF uVH)-
résistant, resp. VE n(VF uV%)-résistant). En effet, la Proposition précédente permet de rem-
placer F,G,H par les découpages nécessaires sans changer la mesure.
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Le reste de la preuve est essentiellement similaire aux preuves des propriétés cycliques
dans le cas des graphes (voir Chapitre[5).

Soit 7 un élément de Circ™(F,G :m: H). Alors 7 est un chemin alternant entre F et G :m: H,
par exemple, 7 = fopof1-..[nPn. Dans ce cas, chacun des p; est un chemin alternant entre G
et H. Deux cas se présentent : soit chacun des p; est un élément de G, et dans ce cas 7 est un
chemin alternant entre F et G, et correspond donc a4 un élément de Circ™(F,G), soit au moins
I'un des p; contient une aréte de H. Dans ce second cas, il est clair que 7 est un élément de
Cy™(F :m:G,H) (on utilise le Lemme pour s’assurer que les chemins alternés entre F
et G apparaissant dans 7 ont un domaine — et donc un codomaine — de mesure non nulle).
De méme, un élément de Cy™ (G, H) est un élément de Cy™ (F :m:G,H). ©

Nous allons maintenant travailler avec les classes d’équivalence de graphages pondérés mo-
dulo I'équivalence ~<. Les théoremes [§8.2.59] et [§8.2.50] nous assurent que les opérations
d’exécution et de mesure ne dépendent pas du représentant choisi et que nous pouvons donc
tout a fait travailler modulo cette équivalence. Si le fait de travailler modulo ’équivalence
~p.p. (qui est contenue dans ~, Proposition est trés naturel, il peut sembler étrange
de vouloir travailler modulo I'équivalence ~. La raison devrait apparaitre claire lorsque
nous traiterons la quantification du second ordre : travailler modulo ~ permet de définir la
quantification universelle par une intersection de maniére tres naturelle.

Graphages épais et tranchés

Les graphages tranchés sont construits de maniére similaire aux graphes tranchés : on consi-
dere des sommes pondérées formelles F' =}, _;r af F; ot les F; sont des graphages de lieu V7',

On définit le lieu de F comme I'ensemble mesurable U, V. Les constructions sont alors
généralisées de la méme maniére qu'au Chapitre[5] I'exécution et la mesure sont définies par :

( Z afFi)::( Z a?Gi) Z afaJGFi =Gy
ielF ielG (i,))eIF xIG

[Y afFi, ) afGil Y afaf[Fi:G)]

iel? ielG @i, )el xIG

On obtient alors aisément la propriété cyclique et I'adjonction.

On considére maintenant la notion la plus générale possible de graphage épais. Comme dans
le cas des graphes, un graphage épais est un graphage dont le lieu est de la forme V x D. Ce
qui fait la différence entre un graphage et un graphage épais provient principalement de la
maniere dont deux graphages pondérés interagissent.

DEFINITION.

Soit (X,9%,1) un espace mesuré et (D,2,u) un espace de probabilité (un espace mesuré tel
que (D) =1). Un graphage épais de lieu V € 28 et de dialecte D est un graphage sur X xD de
lieu V xD.

DEFINITION (INTERACTION DIALECTALE).
Soit (X, %8, 1) un espace mesuré et (D,2,u), (E,8&,v) deux espaces de probabilité. Soit F,G des
graphages épais de lieux respectifs V¥, VC € & et de dialectes respectifs D,E. On définit les
graphages F'E et G comme les graphages de lieux respectifs V¥, VG et de dialectes E x F :
F'e {(wF ,¢F x1dg :SE xD xE — TF x D x )} ,cpr
G*p {(wG,1dx x T(¢p¢ x1dp):SE x D xE — TS x D x E)} e gc

DEFINITION (BRANCHEMENT).
Le branchement F::G de deux graphages épais de dialectes respectifs D¥ ,DF est défini
comme F 06 (JG#oF .

DEFINITION (EXECUTION).

Soit F,G deux graphages épais de dialectes respectifs D¥ , D@. Leur exécution est égale a
F'6 im: G¥oF .
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DEFINITION (MESURE).
Soit F,G deux graphages épais de dialectes respectifs D¥ , DG, et ¢ une fonction de quantifi-
cation des circuits. La mesure de I'interaction correspondante est égale a [[FTDG ,G*pF I

Tout comme dans le cas des graphes, on peut montrer que ’'on conserve les propriétés impor-
tantes lors du passage aux graphages épais.

PROPOSITION.
Soit F,G,H des graphages épais tels que VF n VG AV est de mesure nulle. Alors :

F:(G:H)
[F,G:H]+|[G,H]

(F:G):H
[G,H::F|+[H,F]

De méme, la considération des graphages épais tranchés est maintenant bien comprise. On
étend les opérations par « linéarité » aux sommes formelles pondérées de graphages épais, et
on obtient, dans le cas ou F,G,H sont des graphages épais tranchés tels que VF n VG nVH
soit de mesure nulle :

F:(G:H)
[F,G:H]+1r[G,H]

F:G):H
[G,H::F]+1g[H,F]

Géométrie de 'interaction

Lexistence d'une fonction de quantification des circuits n’est pas évidente. On va maintenant
se fixer I'espace mesuré (R,%,1) de la droite réelle munie de la tribu des boréliens et la
mesure de Lebesgue. On considérera a partir de maintenant ’adjonction des 1-circuits sur les
graphages épais tranchés uniquement, et on va montrer qu’il existe une famille de fonctions
de quantification des circuits. Celles-ci sont les généralisations naturelles des fonctions de
quantification des circuits sur les graphes orientés pondérés.

Quantification des circuits

DEFINITION.
Soit ¢ : X — Y une transformation préservant la mesure. On définit 'ensemble mesurable :

{pt= [ P"X)np ()
neN
THEOREME.

Soit ¢ : X — X une transformation préservant la mesure, oit X < R est un ensemble mesurable
de mesure finie. Alors la fonction suivante est mesurable :

X — Nufoo}
P x — inflneN|P*"(x)=x} si{fneN|Pp"x)=x}#0

X — 00 sinon

Démonstration. On commence par montrer que les ensembles X; sont mesurables. Premie-
rement, remarquons que R peut s’écrire comme l'union disjointe dénombrable L*‘JiGZ[QLk, i;—kl[
pour tout entier naturel £. On notera I f’ = 2%, l;—kl[. On peut alors, pour tout %, définir la fa-
mille (X f‘ )iez ou X f =1 f NX. Par définition, les ensembles X f sont des ensembles mesurables.
Comme X est de mesure finie et que ¢ préserve la mesure, on peut alors définir la fonction
mesurable pf :Xge —NuU{oo} quiaxe Xf associe 'entier min{n e N | ¢"(x) € Xf} lorsqu’il est
défini, et oo sinon. On a donc, pour chaque % € N, une fonction mesurable p* : X — N U {oo}
construite comme l'union des fonctions p?. 11 est facile de remarquer que, pour un x € X fixé,
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la suite gbk (x) est une suite croissante dans N U {oo}, et posseéde donc une limite. On peut alors
définir la fonction p : X — NU{oo} comme la limite point par point des fonctions p*. Cette fonc-
tion est en particulier mesurable comme limite d'une suite de fonctions mesurables. Il suffit
maintenant de vérifier que cette fonction coincide bien avec la fonction définie plus haut. ©

REMARQUE. Le théoréme de récurrence de Poincarré permet d’affirmer que I'ensemble des
x tels que p”(x) = oo est de mesure nulle et on pourrait éventuellement négliger ces points.
Cependant, c’est la limite p(x) des p*(x) lorsque % tend vers linfini qui nous intéresse, et
Iensemble des points x tels que p(x) = co n’a aucune raison d’étre de mesure nulle. Il est
méme possible que cet ensemble soit de méme mesure que X : si ¢ est une transformation
apériodique, alors A(p(;l(oo)) = AUX).

On ne considérera pas ici dans nos mesures I'ensemble des éléments appartenant a I'en-
semble p(;l(oo), mais il est tout a fait possible de tenir compte de ce dernier en considérant
une variante des fonctions de quantification des circuits que nous allons définir.

DEFINITION.

Soit 7 un cycle dans un graphage F. Alors la fonction ¢, restreinte & X = {¢p;} est bien une
transformation préservant la mesure X — X. On peut alors définir la fonction p(y,) sur X, que
Pon notera abusivement p, dans la suite. On définit le support supp(r) de 7 comme I’'ensemble

P, (N).

DEFINITION.
Soit m une fonction mesurable Q — R U {oo}. On définit ¢,, comme la fonction :
(T pl/)rr(x)
. @) @)
supp(n) P(p,,(x)
LEMME.

Pour toute fonction m, la fonction q,, est constante sur les classes d’équivalence de cycles mo-
dulo laction des permutations cycliques.

Démonstration. Soit 1 = egeq...e, un cycle, supp(;r) son support. Pour tout i € N, on note
(supp(n)); = p,‘,l(i). Soit maintenant 7’ = ejes...e,eq, supp(n’) son support. On notera alors
(supp(n')); = p;,l(i). On montre dans un premier temps que (supp(r’)); = ¢e,((supp(n));) pour
tout entier i.

Soit x € (supp(n'));, c’est-a-dire x € supp(n’) et (p]il,(x) = x. Puisque ¢/(x) = Pey(Pe;..c, (),

onax= <Pe0(¢e1...en¢f,71(x))- On pose y = (/)elmen(pf;l(x)) et on va montrer que y € (supp(n));.
Comme ¢, () € supp(n’), on a ¢, € Se, . ¢, , €t donc y € S;. De plus,

PE@) = Pier..c, $ @)
= n(Pi P (Peye, P (@)
= Pey.en(Peo( @l Doy, (@)
= Peyen (L (1))
= ey (P (PL D)
= Peyen (@)
Yy

Donc y est dans supp(n’) et plus particulierement dans (supp(z'));. On a donc montré I'inclu-
sion (supp(n)); < ¢, ((supp(m));).
Pour montrer I'inclusion réciproque, on prend x = ¢, () avec y € (supp(r));. Alors y € S »
donc y € Se¢qe;...ene0- €t finalement ¢, (y) € S;r. On a de plus
oh@) = PR ey ()
= e (i)
(Peo(y)

= X
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Donc x est bien dans (supp(7));, ce qui montre la seconde inclusion.
On peut alors calculer :

Ppr (%)
f M dA(x)
supp(m)

qm(n) = p%(x)
_ f ™) 2
i>nJ(supp(m); l
_ @) )

i>n »/(.supp(n’))i 12
Po_ (x)

m(w_," )
f — __dAx)
supp(n’) Py (x)

D’ott ¢ () = gm(7’). On en déduit que la fonction q,, est constante sur les classes d’équiva-
lence de cycles modulo I’action des permutations cycliques. ®

Comme la fonction q,, est invariante sur les classes d’équivalence modulo I'action des per-
mutations, on peut définir q,,(7) pour tout 1-circuit 7. On se permettra également d’écrire

abusivement : w
m wpn X
[ me
upp(7)

ou 77 est un 1-circuit.

LEMME.
Pour toute fonction m, la fonction q, est invariante par raffinement.

Démonstration. Soit F,G des graphages, et F© un raffinement simple de F selon e € EF. On
notera f,f’ les deux éléments de F© qui sont la décomposition de e. A équivalence presque
partout pres, on peut supposer que Sy NSy = @. Soit maintenant 7 un représentant d'un 1-
circuit 7. Comme nous travaillons avec les 1-circuits, 'ensemble 7 est égal a {x}. On suppose
que 7 contient des occurrences de e, et on écrit alors 7 = pge;,p1e;,...€i, ,Pn OU pour tout j,
ei; = e et pj est un chemin (avec éventuellement l'un des deux chemins pg ou p, vide). On
notera E, I’ensemble des 1-cycles u = Po€0P1€;0 ...eig_lpnpoeiépl...E}L_lpn...poeig <€k Pn
ou k € N — que l'on notera [ g(u), et ot pour toutes valeurs de I,m, eim est soit égal a f soit

égal a f'. On notera E, 'ensemble des 1-circuits dans E, c’est-a-dire I'ensemble E%F’H) de la
Définition [§8.2.53]

Soit x € supp(r) — p;l(oo). Alors x € (supp()); pour une valeur de &2 dans N, c’est-a-dire
qbﬁ(x) = x. Etant donné que S, =S £ USy, on a, pour chaque occurrence e;, de e et tout entier

l:
ko _ 4l k—1-1
¢ =P O¢Pp+leip+1--~einpn °¢8ip °¢P0€iop1.~.ez‘p,lpj °Pxr

Alors ¢pge...p; ogbﬁ_l ~l(x) appartient soit & S £ soit & Syr. Pour chaque occurrence e; de e, on
notera dip,z =f ou dip,l = f' selon que Ppoe...p; ogbﬁ‘l_l(x) est dans Sy ou dans Sy/. On obtient
alors pour tout entier 0 </ < k des chemins v; = Podio,z pldil’l ...d;i, ,1Pn. En concaténant ces
chemins on définit un cycle v = vov;...vp. Ce cycle est un d-cycle pour un entier d, c’est-a-dire
v =79 ol 7 est un 1-cycle dans E. Il est clair par la définition de 7 que x € supp() et que,
pour tout 1-cycle u dans E, x ¢ supp(u) lorsque p # 7.

De plus, il est facile de voir que si x € supp(y) pour un 1-cycle u € E, alors on a nécessai-
rement x € supp(). On en déduit que la famille (supp(u))uck, est une partition de supp(r).
On remarque que w, = wf,g(“ ) De plus, pour tout x € supp(u), on a pg,(x) x Lg() = pg, (x), dou

p<0n(x) _ p‘l’ﬂ(x)
Wy =w .

Il reste & remarquer que si g = pU1...1jg € Ex, et o est la permutation cyclique sur
{1,...,lg(w} telle que 0(i) =i +1, alors les 1-cycles pior = tok(1)Hok(@)-- - Hok g POUr 0 <k <
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lg(u) — 1 sont des éléments deux a deux disjoints de E,. En effet, ce sont des 1-cycles car u
est un 1-cycle, et ils sont deux a deux disjoints car si y,» = g, (on suppose & > k'), on montre
que Uyk—kn = K et que k — k' divise Ig(u), ce qui contredit le fait que u soit un 1-cycle.

On en déduit alors que :

Pepr ()
f m@r " ) jaw
supp(m) Py (%)

f m(w""™)
peE, Jsupp()  Pepy ()

Ppp(x)
m(w, " )

qm(7)

dA(x)

f ——dAx)
ek, Jsupp()  Pepr (%)

(%)
lg(ﬂ)m(w;¢” )

f dMx)
fi€E ; Y supp(iD) P, ()

()

lg(@mw,™ )

= f ———dAx)
e, Jsupp() P (%) x [ (1)

Py (%)

)

)y f ™%
= X
B, Jsupp(®) Py (X)

Ce qui montre que ¢, est invariante par raffinement. ©)

Les deux lemmes précédents ont pour conséquence directe le théoréme suivant qui nous per-
met de définir une famille de fonctions de quantification des circuits.

THEOREME.
Pour toute fonction m : Q — RuU {00}, la fonction q,, est une fonction de quantification des
circuits.

Conduites Pérennes et Co-Pérennes

Etant donné que nous travaillons dans le cadre de graphes mesurés épais et tranchés, on peut
suivre les constructions du chapitre[7, On obtient donc, comme auparavant, une construction
des connecteurs multiplicatifs et additifs de la logique linéaire.

DEFINITION (PROJET).
Un projet est la donnée d’un couple a = (a,A), d’'un support V4 our :
— a € Ru{oo} est la mise;
— A est un graphage pondéré épais tranché de lieu V4, de dialecte D4, un espace de
probabilité discret, et d'index I, un ensemble fini.

REMARQUE. On a choisi ici de rester au plus proche de la géométrie de 'interaction dans le
facteur hyperfini. Ainsi, le choix d’'un espace de probabilité discret pour dialecte est une res-
triction qui correspond a restreindre les idiomes aux algebres finies de type I dans le cadre de
la GdI5. Cependant, les résultats de la section précédente concernant 'exécution et la mesure,
ainsi que la définition de la famille de fonctions de quantification des circuits ne dépendent
pas de cette hypothese. Il est donc tout a fait envisageable de considérer une version élargie
du cadre présenté ici avec des dialectes éventuellement continus. Il est possible qu'une telle
généralisation permette de définir des exponentielles plus expressives que celles présentées
ici, voire méme les exponentielles usuelles (non bornées) de la logique linéaire.

Comme nous l’'avons précisé auparavant, nous allons devoir considérer des conduites parti-
culieres, qui seront les conduites engendrées par l'opération d’exponentiation et qui ne sont




§8.3.16

§8.3.17

§8.3.18

§8.3.19

§8.3.20

§8.3.21

§8.3.22

§8.3.23

8.3. GEOMETRIE DE L'INTERACTION 177

malheureusement pas des comportements. Nous allons donc introduire les différentes no-
tions.

DEFINITION (PERENNISATION).
Une pérennisation est une application qui associe a tout graphe mesuré épais un graphe
mesuré.

DEFINITION (EXPONENTIELLES).
Soit A une conduite, et O une pérennisation. On définit la conduite !A comme la cléture par
bi-orthogonal de ’ensemble de projets :

HA = {la=(0,Q(A) | a=(0,A) e A, T* = {1}}

Le connecteur dual est bien entendu défini par ?A = (ﬂA*’ o

DEFINITION.
Une conduite A est une conduite pérenne lorsqu’il existe un ensemble A tel que :

1. A=A,
2. pour tout a=(a,A)€ A, a =0 et A est sans tranches.

Une conduite co-pérenne est une conduite B=A" ou1 A est une conduite pérenne.

PROPOSITION.
Une conduite B co-pérenne vérifie l'inflation : pour tout Le R, be B= b+ AbeB.

Démonstration. La conduite A = B étant pérenne, il existe un ensemble A de projets sans
tranches et de mise nulle tel que A= A*". Si A est non-vide, le résultat est une conséquence
directe de la proposition page Si A est vide, alors B=A" = A% est le comporte-
ment Ty s qui vérifie bien évidemment l'inflation. ©)

PROPOSITION.
Une conduite co-pérenne est non vide.

Démonstration. Supposons A" co-pérenne de support V4. Alors il existe A un ensemble de
projets sans tranches et de mise nulle tel que A = At Si A est vide, alors A = A" est le
comportement Ty,4. Si A est non-vide, on peut vérifier que pour tout scalaire A # 0, le projet
Daiy =(1,(VA,9)) est dans A~ = A" ©

COROLLAIRE.
Soit A une conduite pérenne. Alors a=(a,A)e A=>a=0.

Démonstration. Comme A™ est co-pérenne, c’est un ensemble non vide de projets vérifiant
la propriété d’inflation. Le résultat est alors obtenu par application de la proposition[§7.1.29|

page[135] ®

PROPOSITION.
Si A est co-pérenne, alors pour tout a #0, Dai, = (a,(V4,8)) € A.

Démonstration. On note B I'ensemble de projets sans mise ni dialecte tel que Bt =A. Alors
pour tout élément b € B, on a 13 =1, d'ou1 : <b,Dai,> =alp = a. Donc Dai, eB'=A pour
tout a #0. @)

PROPOSITION.
Le tenseur de conduites pérennes est une conduite pérenne.

Démonstration. Soit A,B des conduites pérennes. Alors, il existe deux ensembles de projets
sans mises ni tranches E,F tels que A = E** et B = F**. Par la proposition on a
A®B = (EoF)**. Or, par définition, E o F ne contient que des projets de la forme ¢® f, ou
¢,f sont sans mises ni tranches. Donc E © F' contient uniquement des projets sans mises ni
tranches et finalement A ® B est une conduite pérenne. ©)
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PROPOSITION.
Si A,B sont des conduites pérennes, A® B est une conduite pérenne.

Démonstration. Conséquence de la Proposition[§7.1.35! ©)

PROPOSITION.
Si A est une conduite pérenne et B est une conduite co-pérenne, alors A — B est co-pérenne.

Démonstration. On rappelle que A—oB=(A® BY)". Comme A et B* sont pérennes, A® B*
est pérenne, et donc A — B est co-pérenne. En particulier, A — B est non vide et vérifie la
propriété d’inflation. ©

PROPOSITION.
Si A est pérenne et B est un comportement, alors A® B est un comportement.

Démonstration. Si A=0ya ouB=0ysz, alors A®B =0y 5 qui est un comportement.

Soit A I'ensemble de projets sans mises et sans dialectes tel que A = At . OnaAeB-=
(A @ B)** par la proposition Si B #0ys et A #0, alors A©B est non vide et ne
contient que des projets de mise nulle. Donc (A ® B)" satisfait la propriété d’inflation par la
proposition

Supposons maintenant qu’il existe f =(f,F) € (A® B)*“ tel que f #0. Alors pour tout ae A
et beB, «<f,a®b> # 0,00. Or, puisque a est de mise nulle et que 14 =1, <f,a®b> = flp +
blp+[F,AUB]. On pose alors = (-[F,AuB]-b1p)/f —1p. Comme B est un comportement,
b+uoeB.Or:

fAp+w+blp+[F,Au(B+p0)]

= f(p+w+blp+[F,AUB]

= f(p+(~[F,AUB]-blp)/f -1p)+blp +[F,AUB]|
= —[F,AuB]-blp+blr+[F,AUB]

0

<f,a® (b + po)>

Ce qui est une contradiction. Donc tout élément de (A®B)" est de mise nulle.

Si (A®B)" est non vide, étant donné qu’il satisfait la propriété d’inflation et ne contient
que des projets de mise nulle, il s’agit d'un comportement.

Reste le cas ot (A® B)" est vide, mais alors A® B = Tya_ye est un comportement. ®

COROLLAIRE.
Si A est pérenne et B est un comportement, alors A — B est un comportement.

Démonstration. On rappelle que A — B = (A®B*Y)*. Par la proposition précédente, A® B~
est un comportement car A est pérenne et B* est un comportement. Donc A — B est ortho-
gonal d’'un comportement, donc un comportement. ©)

COROLLAIRE.
Si A est un comportement et B est co-pérenne, alors A — B est un comportement.

Démonstration. 11 suffit d’écrire A—B = (A®BY)*. Comme A®B? est le tenseur d’une
conduite pérenne et d’'un comportement, il s’agit d'un comportement. Lorthogonal d’'un com-
portement étant un comportement, on peut alors conclure. ®

PROPOSITION.
Laffaiblissement (& gauche) des conduites pérennes est satisfait.
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Démonstration. Soit A,B des conduites, et N une conduite pérenne. Soit f € A—B. On va
montrer que f® oy~ est un élément de A®N — B. Pour cela, on choisit a € A et n € N (on
rappelle que n est de mise nulle). Alors pour tout b’ € B*,

<(f®o0):(a®n),b’ >

= «f®o,(a®n)®b>

<f®o0,(a®b)en>

= 1p(1alpn+1x140"+1n1pa)+1n1alpf+[FU0,AUB UN]
= 1p(AN140" +1x1pa)+1N1alp f +[FU0,AUB'UN]

= 1Iny(Arppd' +1pa)+ 141 f)+1N[F,AUB’]

= 1y<f,aeb’>

Puisque 1y # 0, <(f®0):(a®n),b’> # 0,00 si et seulement si «f::a,b’> # 0,00. Donc pour
tout a®en € AoN, (f®o)::(a®n) € B. Cela prouve que f®0 € A® N — B par la Proposition
§7.1.14 ©

Second Ordre

DEFINITION.
On définit la quantification localisée du second ordre par :

VIXFX) = () F@A)
AVA=L
AL
AXFX) = ( U F(A))
AVA=L

PROPOSITION.

(ViX FX)* = 3. X (FX)"

Démonstration. La preuve est presque immédiate. En utilisant les définitions :

(VX FX)*

]

AVA=L

LAl
( U (F(A))’L)

AVA=L
ILX FYUX)

En utilisant le fait que 'orthogonal transforme une intersection en union (voir la preuve de

la Proposition [§7.1.35). ©

Ces connecteurs du second ordre sont cependant des connecteurs localisés et vérifient donc
certaines propriétés qui sont des conséquences de la localisation (comme c’était déja le cas
dans la Ludique [GirO1l]). De plus, un élément d’'une conduite quantifiée, par exemple la
conduite VX7, F(X), ne permet pas d’obtenir un élément dans la conduite F(Y7/) ou L’ est
un lieu disjoint de L. Pour obtenir par exemple un théoréeme d’adéquation (non localisé), un
travail est donc nécessaire avant de définir I'interprétation des quantificateurs du second
ordre. Une piste est proposée par Girard dans ce sens dans son article introduisant la GdI5.1
[Girl1al.

On peut remarquer qu’il est possible de restreindre les constructions que nous avons définies
jusqu’a présent a des sous-classes de la classe des graphages. En effet, tout sous-ensemble des
transformations partielles préservant la mesure sur R qui est clos par composition définit une
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sous-classe de graphages. On peut donc, par exemple, définir les graphes d’intervalles comme
les graphages pondérés dont les arétes sont des translations. Il se trouve que ceci nous donne
une simple extension de la construction des graphes tranchés permettant de définir un modele
de MALL avec connecteurs du second ordre.

Une construction des exponentielles

On montre dans un premier temps un résultat qui nous permettra de définir des transforma-
tions préservant la mesure a partir de bijections sur les entiers. Ce résultat nous sera utile
pour montrer qu’il est possible dimplémenter la promotion fonctorielle pour I'exponentielle
que nous définissons.

DEFINITION.
Soit ¢ : N — N une bijection et b un entier > 2. Alors ¢ induit une transformation T(I; :[0,1] —

[0, 1] par ¥i>0ar27* = Lizoag 127"

REMARQUE. Soit deux représentations distinctes }.;> aib’l et 2i>0 a;b‘i représentant le
méme nombre réel r. Si 'on fixe le premier indice io tel que a;, # a’io, on peut remarquer
que la valeur absolue de la différence entre ceux-ci est nécessairement égalea 1: |a;, — a;0| =

1. En effet, si ce n’est pas le cas, c’est-a-dire si |a;, — a’iol > 2, la distance entre } ;>0 a;b7’
et Yi>o a’ib‘i serait supérieure a b, ce qui contredit le fait que ces deux sommes soient
égales a r. Supposons par exemple que a;, = aéo +1. Alors a; = 0 pour tout j > i puisque s’il
existe j > ig tel que a; # 0, la distance entre les deux sommes Zi>oaib’i et Z;}oa'ib*i est
nécessairement supérieure a b/, ce qui est impossible. De plus, a;. =b -1 pour tout j > ig
puisque si ce n’était pas le cas on pourrait montrer que la distance entre les deux sommes est
strictement supérieure a 0. On en déduit que seuls les éléments ayant un développement fini
(suite presque partout nulle) possédent deux représentations.

Lensemble de ces éléments étant de mesure nulle, la transformation 7'y associée a une bi-
jection ¢ de N est bien définie puisqu’on peut négliger de définir Ty sur les éléments possédant
deux représentations distinctes. On peut cependant faire autrement : choisir une représen-
tation, par exemple exclure les représentations par des suites presque partout nulles. Alors
Ty est définie en tout point et bijective. On choisira dans la suite cette seconde option qui
permet de montrer plus aisément que T’y préserve la mesure. Cependant, le choix n’influe au-
cunement sur le résultat puisque les deux transformations ainsi définies sont égales presque
partout.

LEMME.
Soit T une transformation de [0,1] telle que pour tout intervalle [a,b], M(T([a,b])) = M[a, b]).
Alors T préserve la mesure sur [0,1].

Démonstration. Un résultat classique de théorie de la mesure énonce que si T' est une trans-
formation sur un espace mesuré (X,%,1), que 9B est engendrée par une algebre <f, et que
pour tout A € o/, A(T'(A)) = A(A), alors T préserve A sur X. En ’appliquant au cas particulier
X =[0,1], avec o/ I'ensemble des intervalles [a,b] = [0, 1], on obtient le résultat voulu. ®

LEMME.
Soit T une transformation bijective de [0,1] préservant la mesure sur tout intervalle I de la
forme [ZZ:l ap bik,zzzl arb~® +b7P], alors T préserve la mesure sur [0,1].

Démonstration. Soit [a,b] < [0,1]. On peut écrire [a,b] comme une union U‘L.’Zo[ai,aiﬂ], avec
pourtouti>0,a;y1=a;+ b~*i_ On obtient alors, en utilisant I'hypotheése et la o-additivité de
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la mesure A :

MT(a,b]) = MTURlai,ai:1D)
= MU, T(ai,ai41D)

= Y MT(ai,ai+1D)
i=0

= ) Mai,airD)

i=0
= Mugla;,aiil)
= Mla,b))

On conclut alors par le lemme précédent. ®

THEOREME.
Soit ¢ : N — N une bijection et b > 2 un entier. Alors la transformation Tg préserve la mesure.

Démonstration. On rappelle dans un premier temps que la transformation T(I; est bien bijec-

tive (voir Remarque[$8.3.36).

En utilisant le lemme précédent, on peut se contenter de montrer que TZ préserve la
mesure des intervalles de la forme I =[a,a + b %] avec a = Zi?zoaib_i. Soit N = max{¢(i) | 0 <
i < k}. On écrit alors [0,1] comme l'union des intervalles A; = [i x b’N,(i +1) x b N7 avec
0<i<dV -1 .

Alors 'image de I par Té; est égale a union des A; pour i xb N =Y oXid ™", ol xy(j) =
a; pour tout 0 < j < k. Le nombre de tels A; est exactement égal au nombre de suites de
{0,...,b — 1} de longueur N -k, cest-a-dire 5N %, Or chaque A ; est de mesure b, donc
I'image de I par T(l; est de mesure b VbNV % = p~* et est donc de méme mesure que I puisque

A =b"*%. &)

N
i

REMARQUE. Le théoréeme précédent peut étre généralisé aisément aux bijections N +--- +
N — N (le domaine est 'union disjointe de & copies de N, 2 € N) qui engendrent alors des
transformations préservant la mesure entre [0, 11% et [0,1]. Le cas particulier N+ N — N,
(n,i) — 2n + i définit la transformation bien connue préservant la mesure entre le carré unité
et I'intervalle [0, 1] :

(Y a;27,Y 5;27) = Y a9 272 + bg; 127271
i>0 i>0 i>0

On définit la bijection :
Yw:N+N+N—-N, (x,i)—3x+1i

De plus, on a des injections ¢; (i =0,1,2) :
;i :N->N+N+N, x—(x,1)

On notera v; la composée yor; : N — N.

DEFINITION.

Soit A € N+ N+ N un ensemble fini. On écrit A sous la forme Ag+ A; + Ag, et on note, pour
1=0,1,2, n; le cardinal de A; si A; # et n; = 1 sinon. On définit alors une partition de [0, 1],
notée Pp = {P,"*" | Yk €{0,1,2},0 < i < n; — 1}, définie par :

ip+1

S . i .
PR = (Y a;27 | VR € (0,1,2), = < Y ay, 27 < )
e 21

i>1 Tk

Lorsque A, est vide ou de cardinal 1, on ne notera pas I'élément i, correspondant dans le
triplet (i1,i2,13) puisque celui-ci est nécessairement égal a zéro.
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PROPOSITION. o o
On garde les notations de la définition précédente. Soit X = P> et Y = P>/ deux éleé-
ments de la partition 24. Pour tout x =Y ;>1 @27, on note T{ll’{;’i];(x) =Xi>1 b;27¢ oui la suite
(b;) est définie par :
VEE€{0,1,2, Y by,27 = Y ay, 027 + ik —in
>1 >1
Alors T{llfjlj;’ : X — Y est une bijection préservant la mesure.

Démonstration. Pour k =0,1,2, on notera (mi‘?) la suite telle que jp—ir =Y ;>1 mf2_l. On peut

alors définir le réel ¢ = ;51 Y 40,12 m 27%** 1l suffit ensuite de vérifier que T{ll’{;’i];(x) =

T/1/2J3 egt une translation, c’est une bijection préservant la mesure. ®

x+t. Comme !
11,12,13

DEFINITION.

Soit A < N un ensemble fini muni de la mesure de comptage normalisée — c’est-a-dire telle
que A soit de mesure 1, et X < (R x A) un ensemble mesurable. On définit le sous-ensemble
mesurable " A7 e R x[0,1] :

A ={(x,y) | 3z EA,(x,z)EX,yePZ}

On notera 9‘;1 :[0,1] — A la fonction qui & un élément x associe 'élément z € A tel que x € P.

PROPOSITION.

Soit DA = N un ensemble fini muni de la mesure u de comptage normalisée (telle que p(A) = 1),
S,T € BR x DA) des ensembles mesurables, et ¢ : S — T une transformation préservant la
mesure. On définit "¢ ':"S'—"T "par :

. s (! -1 (] I _ mz
T :(x,y)— (') ox, 2, () =(x',2), y —ngl(y)

Alors "¢ est une bijection préservant la mesure.

Démonstration. On définit pour tout (a,b) € D2 'ensemble Sap =XNRx{a} No~HY NRx{b}).
La famille (Sq ), pepa est une partition de S, et la famille ("Sy 5 ), pepa est une partition de
lA. La restriction de "¢ a ™S, 5 ' peut alors étre définie comme la composée T, o ¢p1 ol1 :

¢1
Tq

(m10¢)x1d
Id x T?

Etant donné que le produit (resp. la composée) de bijections préservant la mesure est une
transformation préservant la mesure, la restriction de "¢ ' a4 X, est une bijection préservant
la mesure. De plus, il est clair que I'image de "S ™ par "¢ "' est "7 et on a obtenu le résultat
voulu. )

DEFINITION.
Soit A un graphage épais, c’est-a-dire de lieu V4 c R x DA mesurable, ot D? est une partie
finie de N munie de la mesure de comptage normalisée. On définit le graphage

A A A A
TAT = {(we ’r(»be 7:rSe 7_,rTe —I}eeEA

DEFINITION.
Soit A un graphage épais de dialecte D?, et Q : R x[0,1] — R un isomorphisme d’espaces
mesurés. On définit le graphage ! A par :

104 = {(04,Q07¢2 0 Q™1 QCSAT) = QT TA ), pa
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DEFINITION.
Un projet a est dit équilibré si a = (0,A) ol A est un graphage épais, cest-a-dire I4 est un
singleton, par exemple I A= {1}, et a‘? =1.

DEFINITION.
Soit a un projet équilibré. On définit !ga =(0,!q0A). Si A est une conduite, on définit :

oA ={lga|a=(0,A)€A, aéquilibré}**

On va montrer qu’il est possible d’implémenter la promotion fonctorielle. On définit pour cela
les bijections 7,0 :N+N+N—->N+N+N:

(x,00 — (x,1)

T oy (x1) — (x,0)

(x,2) — (x,2)

(x,00 — (2x,0)
(x,1) — (@2x+1,1)
(2%,2) — (x,1)
2x+1,2) — (x,2)

Ces bijections induisent des bijections de N dans N a travers v : (x,1) — 3x+i. On notera abu-
sivement T'; = Tw 1et Ty = TwOGow—l les transformations induites [0, 1] — [0, 1] préservant
la mesure.

Soit a € fp(A) et | € H(A — B), ou ¢ est une délocalisation. Alors par définition a =(0,Q("A™))
et § = (0,Q("F™) ou A,F sont des graphages de dialecte D4,DF. On définit les graphages
T ={(1,QId x T;)),(1,(Qd x T;) 1)} de lieu V¥4 U VA, et on notera ¢,¢* les deux éléments
de ET. On fixe (x,y) un élément de V5 et on va essayer de comprendre quelle est action du
chemin fotaot*f1...tap_1t* fp. .

On fixe la partition Zpr, pa de [0,1], et on note (i, /) les entiers tels que y € ‘@11),1]?+DA'
Par définition de "F, la fonction r(bl;o 7 envoie cet élément sur (x1,y1) qui est un élément

oToy ™

de 2271 avec ji = j. Ensuite, la fonction ¢ envoie cet élément sur (xg,y2), ol x2 = x1 et

DF+DA
y2 est un élément de (@IJ)IF’:ID 4 La fonction r(paAOj renvoie alors un élément (x3,y3) avec ys3
dans t@gf:lfD 4 avec ig = i1. Lélément retourné par ¢« = (pt_l est alors (x4,y4) ol y4 est un

élément de @;Zgjfl) - On voit donc comment la graphage T simule I'interaction dialectale. La
proposition suivante montre comment utiliser le graphage T' pour implémenter la promotion
fonctorielle.

Ces trois bijections vont donc nous servir & implémenter la promotion fonctorielle, une opéra-
tion qui semble compliquée de premier abord. L'idée sous-jacente est pourtant relativement
simple : on utilise trois copies de N, disons N; (i =0,1,2). Lors de la promotion, on va coder
Iinformation du dialecte dans la premiére copie Ny (remarquons ici, comme nous ’avons déja
signalé dans la Remarque que la promotion n’est donc pas surjective, une chose qui
sera indispensable par la suite). Supposons que 'on ait maintenant deux graphes promus :
leurs informations sont donc sur la copie Ny dans chacun de ces graphes. Afin de simuler I'in-
teraction dialectale, il faut rendre ces informations disjointes : on utilise pour cela la seconde
copie N7. Ainsi, on applique a I'un des graphes promus la bijection 7 (en pratique on utilise
bien entendu la transformation 7';) qui échange Ny et N;. Les informations provenant des
dialectes des deux graphes sont alors disjointes. On peut alors calculer ’exécution entre ceux-
ci : on obtient comme résultat un graphe dont I'information du dialecte est codée sur les deux
copies Ny et N1 ! Afin de pouvoir considérer ce graphe comme la promotion d’'un graphe épais,
il faut donc déplacer cette information afin que celle-ci ne soit codée que sur la premiére copie
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Np. C’est 1a que la troisieme copie Ng va nous étre utile : on utilise la bijection 0 (en pratique
on utilisera Ty) afin de contracter les deux copies Ny et N7 sur la copie Ny, tout en déployant
la copie Ng sur les deux copies Nj et No.

PROPOSITION.
On peut implémenter la promotion fonctorielle : pour toutes délocalisation ¢,y et conduites
A, B telles que $p(A),A,B,y(B) soient de supports deux & deux disjoints, il existe un projet prom
dans la conduite

1p(A) ® (A — B) —o ly(B)

Démonstration. Soit f € A—o B un projet équilibré, ¢, des délocalisations de A et B respec-
tivement. On définit les graphages T = {(1,Q(Id x T;)), (1,(Q(Id x T;))~1)} de lieu V¥ uVA et
P ={(1,Q(Id x T9)),(1,(Q(Id x Tp)) 1)} de lieu VE uV¥®B)_ On notera t = (0,T) et p = (0,P). On
définit alors le projet :

prom=(0,TUP)=tep

On va montrer que prom est un élément de (!¢p(A) ® (A — B)) —o ly(B).

On peut supposer, quitte a considérer des raffinements de A et F', que pour chaque e €
EAUEF | (S,)s et (T,)s sont des singletons

Soit a € §p(A) et | € §(A — B). Alors par définition a =(0,Q2("A™) et f=(0,QC"F ") ou A, F
sont des graphages de dialecte D4,D¥. On a a®f:prom = ((a::0)::f)::p par associativité et
commutativité de :: (on rappelle que a®{=a::f).

On montre que "A7:"T7 est le graphage des "¢, pour a € E4, o1 1" ¢, est défini comme :

T : (2, 3) = @), Gale, P, a0 =,2), y'= T ()

@ 1
{0}+DA 2

Ceci est presque évident. Un élément de "A '::" T est un chemin de la forme tat*. C’est donc
la fonction ¢p; 0", "o ;L. Par définition,

T Vi (x, ) = () n=2Ny), ¢ulx,n)= k), ¥ = THY)

Or ¢, :Id x T; et T; est une bijection entre 24 (y) et Pjg3+4(1, ).
On décrit maintenant le graphage G = ("A::"T")::"F . 1l est constitué des chemins de la
forme p = fo(taot™)f1(ta1t™)fa... fn-1(tap—1t")f,. La fonction associée est donc définie par :

o = r(/)fo—l(!r(pao)r(pfl T r(bfn—1 —l(!T(Pana )I—(pfn !

Soit m = foaof1...fn-1an-1fn le chemin correspondant dans F'::A. La fonction ¢, est par
définition de domaine et de codomaine des ensembles mesurables dans RxD¥ x D4, On définit
alors, pour une telle fonction, la fonction i¢, par :

ir:(a,y)— (&', y")
(,m)= Pk (), ale,n,m) = k,D), ¥ =TED (5)

(n,m

On peut alors vérifier que i¢; = .
Finalement, G ::" P est le graphage constitué des chemins de la forme ppp* ou p est un

chemin dans G. Or ¢, = Id x Ty effectue une bijection, pour chaque couple (%,!) € DF x DA,
0(k,1) ..
ye(DF+DA) ou:

entre 'ensemble ‘@1];}£+D 4 et lensemble
0(D" +D*)={0(f,a) | f e D" ,a e D*)
On en déduit que :
Gppp* (2, y)— (', ¥)

n=0(k,l)= 96_(})F+DA)(y) Prx, k1) = LB Y = TZ(k’,lr)(y)

3. Les ensembles S, et T, étant des parties d'un produit, on note (S¢)g (resp. (T)9) le résultat de leur projection
sur la seconde composante.
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H(VA)x[0,1] (VAUVE)x[0,1] w(VE) x[0,1]

1p(A) A \F B lw(B)

(a) Schéma général

H(VA)x DA d(VAHxDA  y(VB)xDF xDA w(VB)x 0(DF + DA)

PoDF +DA)

H(VA)x[0,1] H(VA)x[0,1] H(VA)x[0,1] H(VA) x[0,1]

(b) Action de T'; (c) Action de Ty

FIGURE 8.9 — Promotion Fonctorielle

Modulo la bijection p: DF x DA — 0(DF + DA) N, on a donc bien que G ::"P7 est la délocali-
sation (selon ) du graphage !(F:: A).

Pour tout a,f dans respectivement #A, (A — B), il existe donc un projet b dans fy(B) tel
que prom:(a® f) = b. Donc, on a montré que pour tout g € A © §(A — B), on a prom::g € B,
et donc prom € (JA © §(A —o B))'** —o B par la Proposition [§7.1.14] Or (A o §(A — B))** =
!A®!(A — B) par la Proposition [§7.1.11] ®

Dans le cadre de la GdI5.1 [Girl1al, Girard montre que I'on obtient Iisomorphisme des expo-
nentielles comme une égalité entre les conduites (A& B) et !A® !B. Le cadre de la GdI5.2 est
cependant bien différent. En effet, si I'introduction des comportements a la place des conduites
positives et négatives est un apport extrémement intéressant en terme d’additifs, cela pose
certains problémes au niveau des exponentielles. La premiére chose & remarquer est que la
preuve de I'implication !A ® |B —o !(A & B) dans un calcul des séquents avec la promotion
fonctorielle et sans les regles de déréliction et de digging ne peut se faire qu'avec une regle
d’affaiblissement n’étant pas restreinte aux seules formules de la forme ?A :
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—_— aX —_— ax
FAAY +B,B*
FABL AL Y fpptat "™
B A+ A&B

!
2B+ 24" (A &B)
F1A®!B — (A &B)

Ainsi, dans la GdI5.1, I'affaiblissement est disponible dans le cas des conduites positives (les
seules formules auxquelles il est possible d’appliquer un ?), ce qui est cohérent avec le fait
que l'inclusion !A® !B c!(A&B) est satisfaite. Dans le cadre de la GdI5.2, 'affaiblissement
n’étant pas disponible pour les comportements, nous pensons que cette inclusion n’est pas
vérifiée. La question reste cependant ouverte.

Concernant I'inclusion inverse, celle-ci ne semble également pas évidente a vérifier dans le
cadre de la GdI5.2. Le probleme de cette inclusion est en lien avec la regle de contraction.
Celle-ci ne semblant pas possible dans le cas général (voir Remarque [§8.4.4), on pourrait
penser que l'inclusion (A& B) c!A® !B n’est pas satisfaite. On montrera cependant dans la
Section que celle-ci est vérifiée, par le biais de l'introduction de « connecteurs » additifs
alternatifs. Ce résultat ne sera pas utilisé dans la suite de cette section et la suivante.

PROPOSITION.

La conduite 1 est pérenne, et égale a 'T.

Démonstration. Par définition, 1 = {(0, )}V est pérenne. De plus, les éléments équilibrés de
T sont les projets de la forme tp = (0,9) et de dialectes D c N. Chacun de ces éléments vérifie
1tp =(0,%). Donc T ={(0, @)} et IT =1. ©

COROLLAIRE.
La conduite 1 est co-pérenne et égale a ?0.

Démonstration. Cestimmédiat : L =17 =(T)" = (T = (1T = (10+)* =20. ®

Adéquation

Calcul des séquents

Pour gérer les trois morphologies (comportement, pérenne et co-pérenne), on introduit trois
types de formules.

DEFINITION.
On définit trois sortes de formules, (C)omportements, (N)égatives — pérennes, et (P)ositives
— co-pérennes, inductivement par la grammaire :

C TIO|X|X'|CeC|CR®C|CaC|C&C|N&C|PRC
N = 1|P*|ICINeN|Na&N
P L|NY|?2C|PRP|P&P

DEFINITION.
On définit les pré-séquents All-T';0 ou A, O contiennent des formules pérennes, © contient au
plus un élément, et I' ne contient que des comportements.

La Proposition suppose que 'on travaille avec des comportements, et ne permet donc
pas d’interpréter la contraction en général. Il est cependant possible de montrer de la méme
manieére que la contraction peut étre interprétée lorsque le séquent contient au moins un
comportement (proposition suivante). Cette restriction du contexte est indispensable : sans
comportements dans le séquent, il n’est pas possible d’interpréter la contraction, puisque
la propriété d’inflation est nécessaire pour montrer que (1/2)¢(la) ® w(la) + (1/2)o est dans




§8.4.5

§8.4.6

§8.4.7

§8.4.8

§8.4.9

§8.4.10

§8.4.11

8.4. ADEQUATION 187

¢('A) @ w(!A). Pour étre plus précis, le projet Qﬁttg ::la permet d’interpréter la contraction, mais
celui-ci n’est pas gagnant (voir la section suivante). On montrera dans la section suivante que
ce résultat peut étre amélioré par le biais de I'introduction de connecteurs additifs alternatifs.

PROPOSITION.
Soit A une conduite et ¢,y des délocalisations disjointes de V4. Soit C un comportement et 0
une délocalisation disjointe de ¢ et v. Alors le projet Cttgug est dans le comportement :

(1A & C) — (p(1A) @ y(!1A) ® (C))

Démonstration. La preuve est similaire a celle de 1a Proposition On montre de la méme
maniere que le projet Qittgug ::(a®c) est universellement équivalent a :

1 1
o0 ! —
2</>(.a)®w(.a)@@(C) + 20

Puisque !A est une conduite négative et C un comportement, la conduite (¢(!A) ® w(1A) ® 6(C))
est un comportement. Donc (’Itt:zug 2(a®c) est un élément de (Pp(!A) @ w(1A) ® 6(C)). On a fina-

lement montré que Qlttgue est un élément du comportement (IA® C) — (¢(!A) ® w(1A) ® 6(C)).
®

De méme, la preuve de la distributivité repose sur la propriété A+B c A& B, qui n’est pas
satisfaite en général. Il est donc nécessaire de se restreindre a des pré-séquents contenant
au moins un comportement pour interpréter la regle &. En effet, on peut penser a un pré-
séquent AllF I';0 comme la conduite 29 A~ 2 29T R 2P © — ce sera méme la définition de leur
interprétation. Une telle conduite est bien un comportement lorsque I' est non vide et © est
vide, mais n’est ni pérenne ni co-pérenne lorsque I' = @. On se restreint donc aux pré-séquents
telsque ' # @ et O = @.

DEFINITION (SEQUENTS).
Un séquent A FT'; est un pré-séquent A llFT';0 tel que I' soit non vide et © soit vide.

DEFINITION (SYSTEME ELLcomp).
Une preuve dans le systéme ELL¢omp est une dérivation construite & partir des régles de
dérivation présentées dans la Figure page [188]

Vérité

La notion de gain est la généralisation naturelle de la notion correspondante sur les graphes.
Le graphage d’'un projet gagnant sera donc une union disjointe de transpositions. Un tel gra-
phage peut étre représenté par un graphe avec un nombre de sommets éventuellement infini,
mais nous travaillons avec des classes d’équivalence de graphages. Ainsi, on peut nécessaire-
ment trouver un représentant plus simple : un graphage a deux arétes.

DEFINITION.
Un projet a =(a,A) est gagnant lorsque a =0 et A est équilibré et est une union disjointe de
transpositions :

— pour tout e EEA, w‘? =1;

— pour tout e, f € E4, S? N S‘;‘ et Tf N TfA sont négligeables ;

— pour tout e € E4, 3e* e E4, ([)?* =(¢2)"! — en particulier S4 = Tf* et T4 = Sf* ;
Une conduite A est vraie lorsqu’elle contient un projet gagnant.

LEMME.

Si a=(0,A) est gagnant, on peut trouver un représentant A de la classe d’équivalence modulo

~g de A tel que E4 soit de cardinal 2.
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—  ax A FT4,C; A2|_r2,C'L§
F CJ“,C; A Ao FTq.To: cut
1,82 1,12,
(a) Groupe Identité

A1 FT1,Cy; Ag -T9,Co; AFT,Cy1,Cy;
® B
A1,A9+T1,T9,C10Cg; AFT,C1®Cy;
ANyNoFL; AP*FT,C; .
AN1®Ny-T; ¢ AFT,P®RC,
AFT,C, L AFT;
AFT,Cel; ° AIFT; ©

(b) Groupe Multiplicatif

A+T,C;; o ART,Cq; ART, Co;
AFT,C1®Cy; AFT,C1&Cy;
AFT,T; | Pas de regles pour 0.

(¢) Groupe Additif

A1 +T1,Cy; Ao +T9,Cg; ,
!Al,Az,!rf“P—rz,C'l@!Cz; '
AJANAFT AT,
TAArT, P ANFT

(d) Groupe Exponentiel

FIGURE 8.10 — Calcul des séquents ELLcomp
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Démonstration. On peut définir une partition E1,Eq de E2 telle que pour chaque couple e,e*
dans E4, on a e € E1 si et seulement si e* € Es. Il suffit alors de définir

A=, Ut UsSi—UTHha Uet:Ust— U T

ecEq ecEq ecEq ecEs ecEs ecEsy
I1 est alors clair que A est un raffinement de A et on a donc terminé. ©)

PROPOSITION (CONSISTANCE).
Les conduites A et A" ne peuvent étre simultanément vraies.

Démonstration. On suppose a =(0,A) et b =(0,B) des projets gagnants dans respectivement
Aet At Alors :
<a,b> =[A,B]

S'il existe un cycle de support non négligeable entre A et B, alors [A,B] = co. Sinon, [A,B] = 0.
Dans les deux cas, on a une contradiction puisque a et b ne sont pas orthogonaux. ©)

PROPOSITION (COMPOSITIONNALITE).
Si A et A — B sont vrais, alors B est vrai.

Démonstration. Soit a€ A et f € A—o B des projets gagnants. Alors :

— Si «a,f>» =00, la conduite B est égale & Ty,5 qui est gagnante (elle contient (0, ®));

— Sinon, «a,f> =0 (la preuve est similaire a la précédente) et il suffit de montrer que
F::A est une union disjointe de transpositions. Ceci est immédiat : & chaque chemin
correspond un chemin inverse et le poids de chaque chemin est égal a 1, les conditions
sur les ensembles source S, et but T'; sont alors de simples vérifications.

Finalement, si A et A — B sont vraies, alors B est vraie. ®

Interprétation des preuves

La construction est maintenant classique. On définit un calcul localisé et on montre un résul-
tat d’adéquation forte pour celui-ci. adéquation pour le calcul non localisé est alors obtenu
en remarquant qu’il est possible de localiser toute dérivation dans celui-ci. On considérera
que les variables sont ici définies avec comme lieu un intervalle de R de la forme [7,i + 1[.

DEFINITION.

On fixe 7 = {X;(j)}; jenxz un ensemble de variables localisées. Pour i € N, 'ensemble X; =
{X;(j)}jez sera appelé le nom de variable X;, et on appellera un élément de X; une variable
de nom X;.

Pour i,j € N x Z on définit le lieu §X;(j) de la variable X;(j) comme ’ensemble
(xeR|2/2j+1)<m<242j+1)+ 1}

DEFINITION (FORMULES DE LOCELLcomp).
On définit inductivement les formules de la logique linéaire élémentaire polarisée localisée
locELL¢omp ainsi que leur liew comme suit :
— Les comportements :
— Une variable X;(j) de nom X; est un comportement dont le lieu est défini comme
1Xi();
— Si X;(j) est une variable de nom X;, alors (X;( j))’L est un comportement de lieu $X; ().
— Les constantes Ty sont des comportements de lieu fiI';
— Les constantes 0yr sont des comportements de lieu fI'.
— Si A,B sont des comportements de lieux X,Y tels que X NY = @, alors A ® B (resp.
AR B, resp. A &B, resp. A ® B) est un comportement de lieu X UY ;
— Si A est une conduite pérenne de lieu X et B un comportement de lieu Y tel que
XNnY =@, alors A ® B est un comportement de lieu X UY ;
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— Si A est une conduite co-pérenne de lieu X et B un comportement de lieu Y tel que
XnY =@, alors A% B est un comportement de lieu X UY ;
— Les conduites pérennes :
— La constante 1 est une conduite pérenne;
— Si A est un comportement ou une conduite pérenne de lieux X, alors !A est une
conduite pérenne de lieu Q(X x[0,1]);
— Si A, B sont des conduites pérennes de lieux X,Y tels que XNY = @, alors A®B (resp.
A @ B) est une conduite pérenne de lieu X UY ;
— Les conduites co-pérennes :
— La constante L est une conduite co-pérenne;
— Si A est un comportement ou une conduite co-pérenne de lieux X, alors ?A est une
conduite co-pérenne de lieu QX x[0,1]);
— Si A,B sont des conduites co-pérennes de lieux X,Y tels que X NY =@, alors A®B
(resp. A & B) est une conduite co-pérenne de lieu X UY ;
Si A est une formule, on écrira #A le lieu de A. On définit également les séquents A+ T'; de
locELLcomp lorsque :
— les formules de I' U A ont des lieux deux a deux disjoints ;
— les formules de A sont des conduites pérennes;
— I est non vide et ne contient que des comportements.

DEFINITION (INTERPRETATIONS).
On définit une base d’interprétation comme une fonction @ qui associe a chaque nom de va-
riable X; un comportement de support [0, 1[.

DEFINITION (INTERPRETATION DES FORMULES DE LOCELLcomp).
Soit ® une base d’'interprétation. On définit l'interprétation I¢(F) selon ® d'une formule F
inductivement :

— Si F =X;()), alors I¢(F) est la délocalisation (i.e. un comportement) de ®(X;) suivant la

fonction x — 24(2j + 1) +x;

— SiF =(X;(j))", on définit le comportement Io(F) = Io(X; ()N ;

— Si F =Tyr (resp. F' = 0yr), on définit I¢(F) comme le comportement Ty (resp. Oyr) ;

— Si F =1 (resp. F = 1), on définit Io(F) comme le comportement 1 (resp. 1);

— Si F =A®B, on définit la conduite I1¢(F)=Ip(A)® Ip(B);

— Si F =A% B, on définit la conduite Ip(F) =Ip(A) R 15(B);

— Si F = A& B, on définit la conduite I(F) = Ip(A) & Io(B);

— Si F = A &B, on définit la conduite I(F) = Ip(A) & Io(B);

— Si F =!A (resp. ?A), on définit la conduite Io(F) =!I¢p(A) (resp. ?21p(A)).
De plus, un séquent A FT'; sera interprété comme le ® des formules de I et des négations des
formules de A, que l'on écrira @A* B 2PT. On pourra également représenter cette formule
par la formule équivalente @ A —o (ZPT).

DEFINITION (INTERPRETATION DES PREUVES DE LOCELLcomp).
Soit @ une base d’interprétation. On définit I'interprétation d’'une preuve I¢(r) — un projet
— inductivement :
— si 7 consiste uniquement en une régle axiome introduisant - (X;(j))“, X;(j"), on définit
Io(r) comme le projet Fax défini par la translation x — 242" —2j) +x ;
— si 7 consiste uniquement en une régle Tyr, on définit I¢(7) = o4r ;
— si 7 est obtenue a partir de 7’ par une régle ¥, 7™, ®§°l, ou une regle introduisant 1,
alors Iop(m) =Igp(n');
— si 7 est obtenue a partir de 71 et mo par une régle ®, on définit Io(7) = Io(m1) ® Iop(n');
— si 7 est obtenue a partir de 7’ par une régle aff ou ®; introduisant une formule de lieu
V, on définit I¢(n) = Ip(n') @0V ;
— sinm de conclusion FI',Ay& A est obtenue a partir de 7g et 71 par une regle &, on définit
P'interprétation de 7 comme dans le cas du & traité au Chapitre[7];
— si 7 est obtenue a partir de 71 et 72 par une régle de promotion !, on pense a cette regle
comme a une « dérivation » de pré-séquents :
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.7.[2
T °
: Ag -Tg,Cy;
A FT1,Cy; 1Ag,1Ty lIF;!Cs

gMmix

Ao, A1, !IEL FI'1,C19!C9;
On définit donc dans un premier temps une délocalisation de !I¢() sur laquelle on
applique I'implémentation de la promotion fonctorielle. En effet, 'interprétation

Watm YT

peut étre mise sous la forme d’'une suite d'implications. L'exponentielle d'une délocali-
sation bien choisie est alors représentée par :

(p1(A1) —o (Pp2(Ag) —o...(¢pn(An) —o Pn+1(Ans1))...))

En appliquant n instances du projet qui implémente la promotion fonctorielle sur l'in-
terprétation de 7, on obtient alors un projet p dans :

(¢p1(A1)) —o U(p2(A2)) —o ... (pn(An)) — (Pn+1(An+1))

qui est la méme conduite que celle interprétant la conclusion de la « regle » de pro-
motion dans la « dérivation de pré-séquents » que nous avons définie. Il suffit alors de
prendre le tenseur de l'interprétation de o et le projet p qui est un élément de l'inter-
prétation de la conclusion;

— si 7 est obtenue a partir de 7 par une reégle de contraction ctr, on écrit la conduite
interprétant ’hypothése de la regle sous la forme (!A®!A) — D. On définit alors une
délocalisation de celle-ci afin d’obtenir (¢(!A) ® w(!A)) — D, et on coupe avec le projet ctr
dans A —- ('A®!A);

— si 7 est obtenue & partir de 77 et 7o par une régle de coupure cut ou cut??’, on définit
Io(m) = Igp(my) h Ip(me).

THEOREME (ADEQUATION POUR LOCELLcomp).
On fixe ® une base d’interprétation. Soit n une dérivation dans locELLcomp d’un séquent AT,
Alors I¢(m) est un projet gagnant dans Io(AFT;).

Démonstration. La preuve est immédiate du fait des propositions et théoréemes déja démon-
trés. En effet, les cas des régles de la logique linéaire multiplicative additive ont été trai-
tés dans les chapitres précédents. Seules les regles exponentielles et des unités multiplica-
tives n’ont jamais été traitées. Or I'implémentation de la promotion fonctorielle (Proposition
utilise un projet gagnant et n’utilise pas d’hypothéses sur la morphologie des for-
mules, et le projet de contraction (Définition[§8.1.2et Proposition [§8.4.5) est gagnant. Quand
aux unités multiplicatives, les régles les introduisant ne changent pas l'interprétation. ©

En suivant les remarques[§6.3.12]et[§6.3.15] on peut également choisir des énumérations des
occurrences de variables afin de « localiser » les formules A et les preuves 7 de ELL¢omp : on
obtient des formules A° et des preuves n° de locELL¢omp. Le théoréme suivant est alors une
simple conséquence du précédent.

THEOREME (ADEQUATION FORTE POUR ELLcomp).

Soit ® une base d’interprétation, w une preuve de ELL¢omp de conclusion AFT'; et e une énumé-
ration des occurrences de variables dans les axiomes de n. Alors 1¢(n°) est un projet gagnant
dans Io(A¢ =T¢;).

Contraction, Conduites polarisées et ELL

Définition et propriétés
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Dans cette section, on considére une variante des additifs. Celle-ci est construite sur la somme
formelle a+ b entre projets. Essayons d’expliciter la différence entre les additifs & et & consi-
dérés jusqu'a présent et les additifs & et & définis dans cette section. La conduite A& B
contient les tests nécessaires pour que I'ensemble des {a'®0 | @’ € A*}u{b'®0 | b’ € BY}
engendre la conduite A @ B, et ’ensemble des projets de la forme a+ b n’est pas suffisant pour
cela. Dans le cas des additifs introduits dans cette section, c’est le contraire : 1a conduite A&B
est engendrée par les projets de la forme a + b, mais pour cela il nous faut rajouter dans AéB
les tests nécessaires.

DEFINITION.

Soit A,B des conduites de supports disjoints. On définit A&B = (A+B)*“". Dualement, on
définit A®B = (A*&B)*.

Ces connecteurs nous serons utiles afin de montrer que l'inclusion (A&B) c IA® !B est sa-
tisfaite lorsque A,B sont des comportements. On montre rapidement quelques propriétés de
ces connecteurs avant de montrer cette inclusion. On notera que par définition, si I'une des
conduites A,B est vide, alors A&B est vide. Ainsi, le comportement 0y est un élément absor-
bant pour &. Ce dernier posséde quand méme un élément neutre : 1! On remarque que le fait
que & et ® partagent la méme unité apparaissait dans la GdI5.1 [Gir1ial.

PROPOSITION.
On peut implémenter la distributivité sur les comportements.

Démonstration. On utilise le méme projet que pour la Proposition [§7.1.41] La preuve est en-
suite un simple calcul. ©)

PROPOSITION.
Soit A,B des comportements. Alors {a®oys | a€ Aju{b®oya | be B} c A$B.

Démonstration. On montre I'une des inclusions seulement, ’autre est obtenue par symétrie.
Soit f+ge A* +B* et ac A. Alors :

<f+g,a00>» = <f,a®0>» +<Kg,a®0>

<f,a>
Car g et a ont des mises nulles. ©®

PROPOSITION.
Soit A,B des comportements propres. Alors tout élément de A®B est observationellement équi-
valent a un élément de {a®oys | a€ Aju{b®oya | be Bl c AEB.

Démonstration. Soit c € A®B. Pour touta+beA*+BY, ¢ La+b puisque A' +BY)' = ASB.
Par le lemme d’homothétie (Lemme[37.1.17), on a, pour tous A, u différents de O :

K, da+ pb>» = Ak, a>> + p<c,b> # 0,00

On en déduit que 'un parmi <c¢,a> et <c,b> est nul. Supposons qu’il s’agit de <c,a>>,
Pautre cas étant symétrique. Alors <¢,a’> = 0 pour tout a’ € A*. Donc «<b,c> # 0,00 pour
tout be BY. Or «<b®0,c> = <b,c::0>. On en déduit c::0 e B et c::0 Zp5p ¢. ©®

PROPOSITION.
Soit A,B des comportements propres. Alors A&B est un comportement propre.

Démonstration. On a A&B =(A+B)**. Or A,B ne contiennent que des projets sans mises et
sont non vides. Donc A + B est non vide et contient uniquement des projets sans mises. Donc
(A+B)" est clos par inflation. De plus, sia+beA+B, on a a+b+10=(a+10)+b. Comme A
est clos par inflation, A+ B est clos par inflation. Donc (A +B)* ne contient que des projets
sans mise. De plus, (A+B)* = A*3B" et est donc non vide par la proposition précédente
(car AY,B* sont non vides). Donc (A+B)" est un comportement propre, ce qui permet de
conclure. ©)
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PROPOSITION.
Soit A,B des comportements. Alors (A&B) c!A®!B.

Démonstration. Silun des comportements parmi A, B est vide, ((A&B) = 0 = A ® !B. On peut
donc maintenant supposer A, B non vides.

Soit § = (0,F) un projet de mise nulle et tel que F n’a qu'une tranche. On a {' = np/(np +
ng)f € A ssi f € A par le lemme d’homothétie De plus, comme A est un comportement,
feAest équivalentﬂ af’ =§+Xicns(Unp +ng))o € A. Puisque le graphage épais —£ ~F+

ng+n

Z?:Gl nFi e ? est universellement équivalent a un graphage épais a une tranche F’, on
obtient finalement que le projet (0, F’) est dans A si et seulement si f € A. On définit de méme,
étant donné un projet g, un graphage épais a une tranche G’ tel que (0,G’) € B si et seulement
sigeB.

11 suffit maintenant de montrer que (0,F') ® 1(0,G') = !(f + g). Par définition, le graphage
de Y(0,F")®1(0,G') est égal a |oF' w!nG'. Par définition également, le graphage de !(f + g) est
égal A lq(Fw@)=1oF1u!nG', ou 11 (resp. t2) est I'injection de DF (resp. DG) dans D¥ wDG.
11 reste alors a remarquer que !qF" =!qF’ car F"1 et F’ sont des variants I'un de autre. De
méme !0G"2 = oG’. Finalement, on a (A + B) c A 0 {{B ce qui permet de conclure. ©

LEMME.
Soit A une conduite, ¢,y des délocalisations disjointes. Il existe un projet gagnant dans

A — p(A&y(A)
Démonstration. On définit ¢ = Fary ® Oy(vay + Saxy ® Op(V4)- Alors pour tout a€ A :
c:a=(a)® 0y yay+Y(a)®0yya)
Donc ¢ € A —o ¢(A)&y(A). De plus, ¢ est evidemment gagnant. ©

PROPOSITION.
Soit A un comportement, ¢,y des délocalisations disjointes. Il existe un projet gagnant dans

2p(A) B 2P(A) — 2A

Démonstration. Sife ?2¢p(A) B ?w(A), alors f € 2(Pp(A)&y(A)) par la Proposition De plus,
on a un projet ¢ dans A* — ([)(AJ‘)&w(A’L) par le lemme précédent. On peut alors utiliser la
promotion fonctorielle et obtenir ¢’ € !A* —o !(gb(A”L)&w(A"L )). Donc ¢’ est dans ?¢(A)&w(A) —
?A. Finalement, en composant, on obtient §::¢’ dans ?A. Donc ¢’ implémente la contraction
et est gagnant du fait que ¢ est gagnant et que la promotion fonctorielle est obtenue par
composition avec un projet gagnant. ©)

COROLLAIRE.
Soit A,B des comportements, ¢,w des délocalisations respectives. Alors il existe un projet ga-

gnant dans la conduite
(A&B) — lp(A) ® ly(B)

Démonstration. C’est I'interprétation de la dérivation suivante dans le calcul que I'on définira
plus tard :

—_— ax —_— X
I-FA,AY, I-B,BY;
94,2 941
IFA*eB* A , I-A*eB* B ,
NA&B)IF!1A (A &B)II;!B
(A &B),(A&B)IIF;!A®!B

(A&B)IIF;!A®!B
Le fait qu’il soit gagnant est une conséquence du théoréeme d’adéquation [§8.5.39 ©)

®P0

ctr

4. Limplication a € A = a+ Ao € A vient de la définition des comportements, la réciproque se montre en remar-
quant que a+ 10— A0 est équivalent a a.
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Conduites Polarisées
Définitions

Les morphologies pérennes/co-pérennes ne sont pas entierement satisfaisantes. En particu-
lier, nous ne savons pas montrer qu'une implication A — B est pérenne ou co-pérenne, lorsque
A est une conduite pérenne (resp. co-pérenne) et B est une conduite co-pérenne (resp. pé-
renne). Ceci est génant pour l'interprétation du calcul des séquents : la regle de promotion
doit étre associée a une regle faisant intervenir des comportements afin de rester dans le
cadre des comportements (grace a la Propostion [§8.3.26). En effet, un séquent - ?T,!A serait
interprété par une conduite ni pérenne ni co-pérenne en général. Les séquents considérés
doivent donc nécessairement contenir des comportements.

On présente donc ici une morphologie alternative a 'approche pérenne/co-pérenne. L'idée est
de relacher quelque peu la notion de conduite pérenne afin d’obtenir la notion de conduite
négative. Lintérét est que les conduites positives/négatives gardent les mémes propriétés que
les conduites pérennes/co-pérennes tout en interagissant mieux avec les différents connec-
teurs. En particulier, on pourra interpréter la promotion fonctorielle habituelle (non associée
a un ®), et on pourra utiliser la régle de contraction dans un cas plus général.

DEFINITION (CONDUITES POLARISEES).

Une conduite positive P est une conduite close par inflation contenant les démons :
- peP=>p+1oeP;
— VAeR-{0}, Daiy =(1,(VF, @) eP.

Une conduite N est négative lorsque NV est positive.

PROPOSITION.
Une conduite pérenne est négative. Une conduite co-pérenne est positive.

Démonstration. On a déja montré que les conduites co-pérennes sont closes par inflation (Pro-

position [$8.3.19) et contiennent les démons (Proposition [§8.3.22). ©)
PROPOSITION.

Une conduite A est négative si et seulement si :
— A ne contient que des projets sans mise;
—aeA=>14#0.

Démonstration. Si A" est positive, alors c’est une conduite non vide close par inflation, donc
A ne contient que des projets sans mise par la Proposition Par conséquent, si a € A,
on a <a,Daiy> =114 donc la condition <a,Dai>> # 0 implique que 14 #0.

Inversement, si A vérifie les conditions énoncées, alors on distingue deux cas. Si A est vide,
alors il est évident que A est positive. Sinon, A est un ensemble non vide de projets de
mise nulle, donc A" est clos par inflation. De plus, <a,Dai>> =141 # 0 du fait de la seconde
condition et donc Dai € A. Finalement, A est positive, donc A est négative. ©)

Les conduites polarisées n’interagissent pas extrémement bien avec les connecteurs & et &.
En effet, si A, B sont des conduites négatives, la conduite A&B est engendrée par un ensemble
de projets de mise nulle, mais ne vérifiera pas la seconde condition des conduites négatives.
De méme, si A, B sont positives, alors A&B vérifiera naturellement la propriété d’inflation,
mais contiendra le projet Daigp (ce qui implique que tout élément ¢ dans le polaire est tel que
1¢ = 0). Nous ne pouvons pas non plus dire quoique ce soit sur A&B lorsque A est positive et B
négative, sauf qu’il est clos par inflation. Cependant, les connecteurs ®,&,%,® interagissent
bien avec ces morphologies.

Conduites polarisées et connecteurs

PROPOSITION.
Le tenseur de conduites négatives est une conduite négative. Le & de conduites négatives est
une conduite négative. Le & de conduites négatives est une conduite négative.
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Démonstration. On a A®B = @ si A ou B est vide, ce qui nous laisse a traiter le cas non
vide. Dans le cas non vide, A® B = (Ao B)“" est le bi-orthogonal d’'un ensemble non vide de
projets sans mises. Donc (A ® B)" est clos par inflation. De plus <a® b,Dai>> = 15141 qui est
non nul car 14,15 sont non nuls. Donc Dai € (A®B)*, ce qui montre que A® B est négative
puisque (A ® B)* est positive.

Lensemble A”LT B contient les démons car Daiy ® 0 = Daiy, et Dai € A%l 11 vérifie de plus
Tinflation car (b+10)®0 = b® 0+ 10. Donc ((AY)15)" est négatif. De méme, (BY)15)" est
négatif et donc 'intersection est bien négative puisque les propriétés des conduites négatives
sont préservées par intersection. Par conséquent, A & B est bien une conduite négative.

Dans le cas de &, on utilise le fait que Ao B =(Alp UBTA)*. SiaeA, a®o=b est de mise nulle
et vérifie 13 =14 #0. Si A est vide, (A1 B)'L est positif. Si A n’est pas vide, alors la Proposition

§7.1.29| nous permet d’affirmer que (A1 B)" est close par inflation. De plus, le fait que tout

élément a®o = b vérifie 1 # 0 implique que Daiy € Arp)t pour tout A # 0. Donc (Alg)*
est positive. Par conséquent, Alp est négative. On montre de méme que B14 est négative.
On en déduit que Afp UB14 ne contient que des projets ¢ sans mise et tels que 1¢ # 0. Par
conséquent, A @ B est négative. @)

COROLLAIRE.
Le ® de deux conduites positives est une conduite positive, le & de deux conduites positives est
une conduite positive, et le ® de deux conduites positives est une conduite positive.

COROLLAIRE.
Si A est négative et B positive, A—oB=(A® BY)" est positive.

PROPOSITION.
Soit A positive et B négative. Alors A ® B est une conduite positive.

Démonstration. Soit f € (A®B)' = B—oA"'. Alors pour tout élément b € B, fub=QApf+
17b,F ::B) est dans A'. Comme A% est négatif, on en déduit que 1plp #0 et 1pf +1pb =
0. Donc 1 # 0. De plus, B est une conduite négative, donc 15 # 0 et b = 0. La condition
1gf +1pb =0 devient alors 1gf =0, c’est-a-dire f = 0.

Donc (A ®B)" est une conduite négative, et finalement A ® B est une conduite positive. ©

COROLLAIRE.
Si A,B sont des conduites négatives, A —o B est une conduite négative.

Démonstration. On a A—o B =(A®B)*. On vient de montrer que A @B est une conduite
positive, donc A — B est une conduite négative. ©

PROPOSITION.
Le tenseur d’une conduite négative et d’un comportement est un comportement.

Démonstration. Soit A une conduite négative et B un comportement. Si A ou B est vide (ou
les deux), (A® B)* est égal a Tya,ys et on a terminé. On suppose donc que A et B sont non
vides.

Comme A,B ne contiennent que des projets de mise nulle, 'ensemble {a®b | a € A,b € B}
ne contient que des projets de mise nulle. Donc (A®B)" est clos par inflation : c’est une
conséquence de la Proposition Supposons qu’il existe f € (A®B)' tel que f # 0. Soit
acAetbeB. Alors «f,a®b> =flply+[F,A::B]. Comme 14 #0, on peut poser u=—[F,AuU
B]/(14f), et b+ po € B puisque ce dernier est clos par inflation. On a alors :

<f,a® b+ po)> fla(p+p) +[F,A:(B+ uo]
~[F,AUB]
= fla—/—F

W +[F,A:B]
= 0

Ceci est une contradiction, puisque f€ (A® B)*. Donc f=0.
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| N|/P ®|N|P &|N|P o|N|P

N|N|P N|?|N N|N|? N|N|?

PP | ? PIN|P P ?2 1P P ?2 | P
(a) Tenseur (b) Parr (c) Avec(1) (d) Plus(1)

FIGURE 8.11 — Connecteurs et Polarisation

Finalement, on a montré que (A ®B)" est clos par inflation et ne contient que des projets
de mise nulle. ©

COROLLAIRE.
Si A est une conduite négative et B un comportement, A — B est un comportement.

PROPOSITION.
Laffaiblissement (& gauche) des conduites négatives est satisfait.

Démonstration. Soit A,B des conduites, et N une conduite négative. Soit f € A—B. On va
montrer que §f® oy~ est un élément de A® N — B. Pour cela, on choisit a € A et n € N. Alors
pour tout b’ € BY,

<(fe®o):(a®n),b’ >

<f®o,(a®n)®b>

= «f®o,(a®b)en>

= 1p(lalgn+1n14b"+1x1ga)+1In1alp f+[FU0,AUB UN]
= 1p(In140" +1x1pa)+1N1alp f +[FU0,AUB UN]

= Iny(1pad' +1pa)+141pf)+1N[F,AUB’]

= 1y<f,aeb’>

Puisque 1y # 0, <(f®0)::(a®n),b’> # 0,00 si et seulement si «f::a,b’> # 0,00. Donc pour
tout a®en € AoN, (f®o):(a®n) € B. Cela prouve que f®0 € A®N — B par la Proposition

§7.1.14 ©

Calcul des séquents

Nous allons maintenant décrire un calcul des séquents se rapprochant plus du systéeme ELL
habituel. Celui-ci fonctionne sur le méme principe que le calcul présenté plus haut. Nous al-
lons a nouveau introduire trois types de formules : (C)omportements, (P)ositives, (N)égatives.
Les séquents avec lesquels nous travaillerons seront donc I’équivalent des pré-séquents que
nous avions définis.

DEFINITION.
On définit les trois types de formules — (C)omportements, (P)ositives, (N)égatives — par la
grammaire suivante :

C X|X“|0|T|CoC|CRC|CaC|C&C|CoN|CRP
N = 1|IC|IININ@GN|N&N|NeN|NZRP
p L|?C|?P|PR®P|P&P|PeP|NQ®P

DEFINITION.
Un séquent A ll-T;0 est tel que A,0 contiennent uniquement des formules négatives, ®
contient au plus une formule et I' ne contient que des comportements.
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DEFINITION (SYSTEME ELLy)).
Le systéme ELL, est le systeme dont les régles sont données dans la Figure

REMARQUE. Malgré le fait que nous puissions considérer A& B ou A,B sont des conduites
négatives, aucune régle du calcul ELLy, ne permet de construire de telles formules. La raison
est simple : puisque dans ce cas A+ B n’est pas nécessairement inclus dans A &B, nous ne
pouvons correctement interpréter la régle en général. Celle-ci peut étre interprétée lorsque
le contexte contient au moins un comportement, mais une telle condition peut poser des pro-
blémes pour I’élimination des coupures (pour les cas de commutation). Nous avons donc choisi
de présenter un systéme n’introduisant les additifs que sur les comportements. On remarque
cependant qu'une formule contenant des additifs entre conduites négatives peut étre intro-
duite par un affaiblissement.

PROPOSITION.
Le systéme ELLy, admet une procédure d’élimination des coupures.

Démonstration. On ne fera pas la preuve qui ne pose pas de difficultés. ©

On peut alors définir une version localisée des formules, séquents et dérivations de ELLyq.
La technique est maintenant classique et ne cache aucune surprise. En donnant une inter-
prétation naturelle des formules et dérivations du systéme localisé, on peut alors montrer un
théoreme d’adéquation localisé pour ce systeme.

DEFINITION.

On fixe 7 = {X;(j)}; jenxz un ensemble de variables localisées. Pour i € N, I'ensemble X; =
{X;(j)}jez sera appelé le nom de variable X;, et on appellera un élément de X; une variable
de nom X;.

Pour i,j € N x Z on définit le lieu §X;(j) de la variable X;(j) comme ’ensemble
xeR|212j+1)<m<242j+1)+1}

DEFINITION (FORMULES DE LOCELLy).
On définit inductivement les formules de locELLy,) ainsi que leur lieu comme suit :
— Les comportements :
— Une variable X;(j) de nom X; est un comportement dont le lieu est défini comme
1X:();
— Si X;(j) est une variable de nom X, alors (X;( j))J“ est un comportement de lieu $X; ().
— Les constantes Tyr sont des comportements de lieu {I';
— Les constantes Oy sont des comportements de lieu fI'.
— Si A,B sont des comportements de lieux X,Y tels que X NnY = @, alors A ® B (resp.
A% B, resp. A &B, resp. A ® B) est un comportement de lieu XUY ;
— Si A est une conduite négative de lieu X et B un comportement de lieu Y tel que
XNY =@, alors A ® B est un comportement de lieu XUY ;
— Si A est une conduite positive de lieu X et B un comportement de lieu Y tel que
XNnY =@, alors A% B est un comportement de lieu X UY ;
— Les conduites négatives :
— La constante 1 est une conduite négative ;
— Si A est un comportement ou une conduite négative de lieu X, alors !A est une
conduite négative de lieu Q(X x[0,1]);
— Si A,B sont des conduites négatives de lieux X,Y tels que X NnY = @, alors A®B
(resp. A @ B, resp. A & B) est une conduite négative de lieu X UY ;
— Si A est une conduite négative de lieux X et B une conduite positive de lieux Y, A®B
est une conduite négative de lieu X UY.
— Les conduites positives :
— La constante L est une conduite positive;
— Si A est un comportement ou une conduite positive de lieu X, alors ?A est une
conduite positive de lieu Q(X % [0,1]);
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— Si A, B sont des conduites positives de lieux X,Y tels que XNY = @, alors A® B (resp.
A & B, resp. A @ B) est une conduite positive de lieu X UY ;
— Si A est une conduite négative de lieu X et B une conduite positive de lieu Y, A® B
est une conduite positive de lieu X UY.
Si A est une formule, on écrira #A le lieu de A. On définit également les séquents AllFT;0 de
locELLy lorsque :
— les formules de ' U A U® ont des lieux deux a deux disjoints;
— les formules de A et ® sont des conduites négatives;
— il y a au plus une formule dans O ;
— I' ne contient que des comportements.

DEFINITION (INTERPRETATIONS).
On définit une base d’interprétation comme une fonction ® qui associe a chaque nom de va-
riable X; un comportement de support [0, 1[.

DEFINITION (INTERPRETATION DES FORMULES DE LOCELLq).
Soit ® une base d’'interprétation. On définit l'interprétation I¢(F) selon ® d'une formule F
inductivement :

— Si F =X;()), alors I¢(F) est la délocalisation (i.e. un comportement) de ®(X;) suivant la

fonction x — 24(2j + 1) +x ;

— Si F =(X;(j))*", on définit le comportement I(F) = (Io(X; (/)™ ;

— Si F =Tyr (resp. F' = 0yr), on définit I¢(F) comme le comportement Ty (resp. Oyr);

— Si F =1 (resp. F = 1), on définit Io(F) comme le comportement 1 (resp. 1);

— Si F = A ®B, on définit la conduite I1¢(F)=Ip(A)QIp(B);

— Si F =A% B, on définit la conduite Ip(F) =Ip(A) R 15(B);

— Si F = A& B, on définit la conduite I(F) = Ip(A) & Io(B);

— Si F = A &B, on définit la conduite Io(F)=I¢(A) & 1(B);

— Si F =!A (resp. ?A), on définit la conduite Io(F) =!I¢(A) (resp. ?2Ip(A)).
De plus, un séquent A +T';0 sera interprété comme le ® des formules de I' et © et des néga-
tions des formules de A, que l'on écrira 29 At 2 I'®2Y 0. On pourra également représenter
cette formule par la formule équivalente @ A — (T B 2 O).

DEFINITION (INTERPRETATION DES PREUVES DE LOCELLy).
Soit @ une base d’interprétation. On définit I'interprétation d’'une preuve I¢(r) — un projet
— inductivement :

— si 7 consiste uniquement en une regle axiome introduisant F (X;( j))”L ,X;(j), on définit
Io(r) comme le projet Far défini par la translation x — 242" —2j) +x ;

— si 7 consiste uniquement en une régle Tyr, on définit I¢() = o4r ;

— si 7 consiste uniquement en une regle 14, on définit I¢(7) =04 ;

— si 7 est obtenue a partir de n’ par une regle ¥, ®§°l, ’9501, M ou 1, alors Ip(n) =
Io(n');

— si 7 est obtenue a partir de 71 et 719 par une regle ®, ®ZOZ, ’?ZOZ ou ®™* on définit
Iop(m)=Igp(n) @ Ip(n');

— si 7 est obtenue a partir de 7’ par une régle aff ou ®; introduisant une formule de lieu
V, on définit Igp(n) = Ip(n")®0Vy ;

— siw de conclusion - T',Ag& A est obtenue a partir de 7 et 71 par une régle &, on définit
P'interprétation de 7 comme dans le cas & du Chapitre|7;

— si 7 est obtenue a partir de 7’ par une régle de promotion ! ou %, on applique I'implé-
mentation de la promotion fonctorielle a !I¢(7') n—1 fois, ou1 n est le nombre de formules
dans le séquent ;

— si 7 est obtenue a partir de 7 par une reégle de contraction ctr, on coupe celle-ci avec
I'implémentation de la contraction décrite dans la Proposition §8.4.5];

— si 7 est obtenue & partir de 71 et 79 par une régle de coupure cut ou cutP®, on définit
Ip(n) =Igp(my) MIp(ma).

On obtient alors un résultat d’adéquation localisé pour le systeme locELLy,1, qui nous permet
d’obtenir le théoréme suivant.
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§8.5.39 THEOREME.
Soit ® une base d’interprétation, m une preuve de ELLy, de conclusion All-T;0, et e une

énumération des occurrences de variables dans les axiomes de n. Alors Io(n¢) est un projet
gagnant dans Io(A° - T¢;0°).
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(a) Groupe Identité
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®
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A,P{1I-T; Ny ” AqlIFTy;Pf Ag,NolIFT9;©
AIFT;P BN, ¢ AL Ag, PiB Nyl [1,05,0

A1|”— Fl;N Ag”" Fz,C;@ mix

APTIFT,C;0
mix ®
AIFT,P®C,0 AL, A5 IFT1,T3,N®C;0
1 AllFT;©
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(b) Groupe Multiplicatif

N AlFT,C1;0 AllFT,C9;0
' AlIFT,C1 &C9;0

AllFT,C;;0
AllFT,C10C9;0

Pas de regles pour 0.

AIFT,T:0
(¢) Groupe Additif
AllFT;N l AIFT,C;
1po -
IA T I IC

IA T IFIN

A,IC,ICIIFT;0 AlFT;0
—————— ctr (C comportement) ——————— a
AICIFT;© ANIFT; 0

(d) Groupe Exponentiel

FIGURE 8.12 — Calcul des séquents ELLyp,
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Dans ce chapitre, on étudie deux choix particuliers de la fonction de quantification des circuits.
On travaillera uniquement dans le cadre de I'adjonction des 1-circuits Ad2, et on considérera
les fonctions x — oo et x — —log(1 — x). Nous commencerons par montrer certaines propriétés
de la fonction de quantification des circuits g(x) = —log(1—x). On montrera alors que, si 'on se
restreint a certains graphes, on peut associer a tout graphe un opérateur hermitien de norme
au plus 1 dans le facteur hyperfini. Ce plongement des graphes s’étend aux projets : on associe
a tout projet (a,A) un projet hyperfini a - + - @ + ®(A). Ce plongement nous permettra ensuite
de comprendre les liens entre les graphes d’interaction et la géométrie de I'interaction dans
le facteur hyperfini.

Circuits et Déterminant

La premiere fonction de quantification qui nous intéresse dans ce chapitre est la fonction
constante g(x) = oco. Cette fonction posséde une propriété particuliere : si F,G sont deux
graphes, alors [F,G] = [A(F), A(@)], ol les graphes A(F), A(G) sont obtenus a partir de F
et G en regroupant les arétes. La mesure de l'interaction induite est donc invariante par
cette opération de contraction des arétes. Cela permet donc de se ramener au cas des graphes
simples (ayant au plus une aréte entre deux sommets fixés), c’est-a-dire au cas de matrices
finies. La seconde fonction de quantification est la fonction g(x) — —log(1 —x). Il se trouve
que la mesure de I'interaction induite par cette fonction est aussi invariante par contraction
des arétes, ce que nous allons montrer dans la section suivante. Nous montrerons alors que
la mesure de I'interaction induite entre deux graphes est reliée au déterminant des matrices
induites.

La Propriété de Contraction

Dans cette partie, nous fixons la fonction m : [0,1] — RuU {oo} définie par m(1) = co et m(x) =
—log(1 —x) pour x € [0,1[. Le choix de cette fonction —log(1 —x) est essentiel afin d’obtenir la
proposition qui est le résultat clé permettant de construire la correspondance entre
le cadre des graphes et la géométrie de l'interaction de Girard. En effet, nous verrons dans
la derniere section (théoréme que la mesure que nous venons de définir correspond
exactement a celle définie par Girard en terme de déterminant.

DEFINITION (GRAPHES SIMPLES).
Un graphe G est dit simple lorsqu’il n’existe pas plus d'une aréte entre deux sommets donnés,
cest-a-dire lorsque pour tout v,w € V¢, Card(E€ (v,w)) < 1.

DEFINITION.
A partir d’'un graphe orienté pondéré G, on définit un graphe simple pondéré <(G) dont les
poids sont dans R U {oo} :

V/<(G) — VG
E/<(G) = {(v,w) ]| Je €EG,3G(e) = v,tG(e) = w}
0@ . ww— Y o)

ecEG (v,w)

Lorsque les poids de A(G) sont dans R (c’est-a-dire que w* @

on dira que A(G) est total.

ne prend pas la valeur oco),

On rappelle que la mesure de I'interaction entre deux graphes associée a la fonction de quan-
tification m(x) = —log(1 —x) est définie par :

[F.G]= ) -log(l-w(n)
e iae)
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Pour énoncer la prochaine proposition, on étend la définition de [F,G] aux graphes ayant des
arétes de poids supérieur a 1 en posant :

00 (wFDG(T[))k

[F.Gél= > )

ne€(F,G) k=1 k

ce qui nous permet de considérer [K(G), K(H)].

§9.1.6 PROPOSITION.
Soit G,H deux graphes orientés pondérés. On a :

G, H] =[G, A(H)]
La preuve de cette proposition repose sur le lemme technique suivant et ses corollaires.

§9.1.7 LEMME.
Soit G un graphe orienté pondéré, et e1,es des arétes de méme sources et buts de poids res-
pectifs x1,x9. Soit G' le graphe obtenu & partir de G en remplacant eq,es par une unique
aréte g de poids x1 + xo. Soit  un 1-circuit dans G’ contenant g exactement [ fois, c’est-a-dire
T =p18p28-..p18 o pour tout 1 < i <1 le chemin p; ne contient pas g. On notera F,E les
ensembles :

F
E

{p=piei;, .- P1€iy P1€ig; - PlCIy - P1€1 0 ---Pleim,l}
{ueF | pest un 1-cycle}

Alors E représentera l'ensemble des 1-circuits dans E, cest-a-dire que E est égal au quotient
de l'ensemble E par Uaction des permutations cycliques sur les cycles. On a alors Uégalité sui-
vante :

~log(1-w (@)= Y ~log(1-wC ()
ek

Démonstration. On notera y; le poids du chemin p;. Alors :

((x1 +x2)ly1-.-yl)k

~log(1 - 0% (7))
E>1 k

Z ( (xl +x2)y_] )
k=1

A )xix’% )

On notera Fk I'ensemble des chemins {p;x;,...p,x;, | 0 <i, < n}. Puisqu’il y a exacte-

M,_.

k'Ir—l

i
i

ment (© ) elements u de Fk tels que u contient e exactement i f01s onaY?  (F)aixk-i yk

> P G(w).

UE
De plus, il y a une bijection entre F* = {ue F | |u| = k} et le produit F{e X Fé” X +ee X Flk On
obtient donc :

~log(1 - (7))

It
| =
:N

. M

IS
=
B

1
Bl
v
| =
—_—
™
g
@
=
e

Maintenant, si p est un élément de F*, c’est un d-cycle pour un entier d divisant % (ce que
l'on notera d|k). Cela signifie qu’il existe un élément v € E¥? tel que pu = v?. Par la Proposition
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§5.1.12] sa classe d’équivalence v modulo permutations cycliques est de cardinal %/d. Donc,
puisque E*@ est Tensemble des classes d’équivalences modulo permutations cycliques des
éléments de E*/ d, on obtient :

G d
~log(1- % @) (w?(v)®

|
VM

IS1dkvepia @k

®

Par une simple récurrence, on peut alors généraliser ce résultat & un nombre fini arbitraire
d’arétes eq,...,e,.

COROLLAIRE.

Soit G un graphe, et e1,...,e, des arétes de mémes sources et buts, de poids respectifs x1,...,%n.
Soit G’ le graphe obtenu a partir de G en remplacant e1,...,e, par un unique aréte g de poids
X7, xi. Soit 7t un 1-circuit dans G' traversant g exactement [ fois, c’est-a-dire # = 018028 ... P18
ot pour tout 1 < i <1 le chemin p; ne contient pas g. On notera F,E les ensembles :

F
E

{,u=pleim...pleil’lpleizl...plem Q1€ ---Pleim,l}
{LeF | pest un 1-cycle}

On notera E Pensemble des 1-circuits dans E, i.e. E est le quotient de E par Uaction des per-
mutations cycliques. Alors on a l’égalité :

~log(1-w% @)= Y ~log(1-w®(@)
ek

Mais ce résultat peut méme se généraliser a un ensemble infini d’arétes.

COROLLAIRE.

Soit G un graphe, et (e;)icN des arétes de mémes sources et buts. Pour tout i € N, on notera
x; le poids de e; dans G. Soit G' le graphe obtenu & partir de G en remplacant ey, ...,en,...
par une unique aréte g de poids ¥ ;enx;. On considérera un 1-circuit @ dans G' qui traverse g
exactement [ fois, i.e. 1 =p18p28...p18 ot pour tout 1 < i <[ le chemin p; ne contient pas g.
On notera F,E les ensembles :

F
E

{szleil,l---Pleil,lpleizyl---Pleig,l~~-Pleim,1~--Pleim,l}
{LeF | pisa l-cycle}

On écrira E l'ensemble des 1-circuits dans E, i.e. E est le quotient de E par Paction des permu-
tations cycliques. On a alors U’égalité suivante :

~log(1-w% @)= Y ~log(1-w®(@)
ek

Démonstration. On introduit tout d’abord quelques notations. On considérera les ensembles
F; définis, pour tout i € N, comme 'ensemble des cycles w dans F tels que e, e 7 = k < i.
On peut alors définir F; = F¢; —F¢;_1 pour i < 1 et Fy = F¢o par convention. Remarquons
que (F;);eN est une partition de F. Suivant les notations déja introduites, on notera E* (resp.
ES?) Tensemble des 1-cycles dans F; (resp. Fg;) et par E; (resp. Egi) I'ensemble de 1-circuits
correspondant.
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Alors, en utilisant la continuité du logarithme et le corollaire précédent, on a :

n

Tim —log(1-(}_ %))

~log(1 - % (7))

=0

= lim Y -log1-w%@)
n ooﬁEE'gn

= 1im ) Y —log(1-0%@)
n—»ooizoﬂEE,i

= Y ¥ —log(1-wC@)
nzoﬂEE’i

= Y ~log(1-w%@)
ficE

®©

Preuve de la Proposition
En utilisant le lemme précédent (§9.1.7) et ses corollaires (§9.1.8] [§9.1.9), on déduit que le

fait de contracter toutes les arétes de méme source et méme but ne change pas la mesure de
I'interaction.

On obtient alors le résultat général énoncé dans la Proposition[§9.1.6]en itérant ce résultat
sur Pensemble des ensembles d’arétes E (v,w) (v,w € V) dans le graphe H. ©

PROPOSITION (PROPRIETE CYCLIQUE).
Soit F,G,H des graphes d’opérateurs tels que VF nVG nVH = @. Supposons que A(G::H) et
A(H ::F) sont totaux. On a alors :

[F, A(G:H)| +[G,H] = [G, A(H ::F)] + [H,F]

Démonstration. C’est un corollaire immédiat de la Proposition et de la propriété cy-
clique sur les graphes. ©)

COROLLAIRE (ADJONCTION).
Soit F,G,H des graphes d’opérateurs tels que V& nVH = @. Supposons que A(F ::G) est total.
On a alors :

[F,GUH]=[F,G]+[AF:G),H]

Contraction et Vérité

On montre dans cette section comment la notion de vérité définie sur les graphes peut étre
ramenée a la condition : la matrice .# «<(4) est une symétrie partielle. Cela nous permettra
dans le chapitre suivant de montrer les liens entre notre notion de gain et celle de la géométrie
de l'interaction.

On notera A le graphe des chemins de longueur % dans le graphe A.
De plus, on définit ce qui correspond intuitivement a la généralisation aux graphes de la

trace des matrices :
Tr(A) = Z Z a)A(e)

veVA eeEA(v,v)

On dira de plus qu'un graphe G est symétrique lorsque pour tous sommets v,w il existe
une bijection préservant la pondération entre EC (v,w) et EG(w,v).

DEFINITION (PROJETS GAGNANTS).

Un projet a = (a,A) est gagnant lorsque a = 0, et que la matrice des poids du graphe £(A) est
une symétrie partielle, cest-a-dire lorsque <(A) est symétrique et total, et tel que (£(A))3 =
A(A). Le projet a est dit fortement gagnant lorsque de plus Tr(A) = 0.
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PROPOSITION.
Si a=(0,A) est gagnant, le graphe K(A) est une union disjointe de transpositions et de points
fixes. Si a est fortement gagnant, K(A) ne contient pas de points fixes.

Démonstration. Le fait que <(A) soit symétrique et satisfasse (£(A))? = K(A) implique qu’un
sommet donné ne peut étre la source de plus d’'une aréte, ni étre le but de plus d'une aréte.
En effet, soit e = (v,w) et f = (w, z) deux sommets dans <(A). Alors il existe des arétes e ! et
f~! respectivement de w sur v et de z sur w. Il y a alors dans <(A)? plus d’'une aréte entre v
et w, par exemple ee le et ef "1 f. On en déduit que (£(A))® ne peut étre égal a <(A).

De plus, (£(A))? = K(A) implique que tous les poids sont égaux a 1 (puisque tous les
poids A satisfont A3 = 1), ce qui signifie que <(A) est le graphe d’une union disjointe de
transpositions et de points fixes. Cependant, <(A) ne peut contenir de points fixes, puisque
Tr(A) = Tr(K£(A)) = 0. Finalement <(A) est une union disjointe de transpositions.

On remarque de plus que si a est fortement gagnant, on a ¥ .ya ZegEA(v,v)a)A(e) =0.
Comme il s’agit d'une somme d’éléments strictement positifs, on en déduit qu’elle ne contient
aucuns termes, c’est-a-dire que pour tout v € VA, I’ensemble EA(v,v) est vide. En d’autres
termes, si a est fortement gagnant, alors <(A) ne contient pas de points fixes. ©®

Le résultat précédent permet donc de faire le lien entre la notion de projet gagnant présentée
dans les Chapitres[6] [7]et[8] et la notion de projet fortement gagnant que nous venons de défi-
nir. Par la Proposition[§9.1.6] lorsque 'on a fixé m(x) = —log(1—x) (c’est également vrai dans le
cas m(x) = 0o) tout projet a = (a,A) est universellement équivalent au projet <(a) = (a, K(A)).
Ainsi, tout projet fortement gagnant au sens de la Définition est universellement
équivalent a un projet gagnant au sens des Chapitres [6] [7] et [8] Ce résultat permet de mon-
trer que si a est un projet gagnant, le projet hyperfini ®(a) (défini au paragraphe
est prometteur au sens de la Définition par rapport & ’angle définit comme D ® 2l
ou D est l'algébre diagonale correspondant a la base fixée au paragraphe[§9.3.1|et 2 est une
sous-algebre commutative maximale de fR.

DEFINITION (VERITE).
Un conduite est (fortement) vraie si elle contient un projet (fortement) gagnant.

THEOREME (CONSISTANCE).
Les conduites A et A* ne peuvent étre simultanément vraies. A fortiori, elles ne peuvent donc
non plus étre simultanément fortement vraies.

Démonstration. Soit a =(0,A) et b = (0,B) deux projets gagnants respectivement dans A et
A*. Tous les poids de <(A) et A(B) étant égaux a 1 d’apres la proposition si le graphe
A(A)O K (B) ne contient pas de 1-circuits, on a [<(A),A(B)] = [A,B] = <a,b> =0, et sl
contient au moins un 1-circuit on a [ K(A), K(B)] = [A,B] = «a,b> = co. Puisque ces deux cas
contredisent le fait que a L b, la preuve est terminée. ©)

Pour montrer la compositionnalité, on utilise le lemme suivant.

LEMME.
Soit A et B deux graphes. Alors

A(A(A):: A(B)) = A(A::B)

Avant de faire la preuve, on montre sur un exemple simple comment 'argument se déroule.
Prenons les deux graphes A et B de la figure Les graphes A[IB et K(A)L] A (B) sont
représentés sur la figure[9.2] Les graphes (A ::B) et £(X(A):: A(B)) sont tous deux composés
d’une aréte de a sur c, et leurs poids sont respectivement égaux a x1y1 +x1y2+x2y1+x2y2 et a
(x1 +x2)(y1 + y2), et donc égaux. En réalité, la preuve repose uniquement sur la distributivité
de la multiplication sur I'addition.
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| A rm-"">"~>">"===== A
A wm ? |
: : e
R : :
: ‘ NEaNE
1 2 2 3

Ay | A |

| l R ) l

| x2 | /\
| ¥2 | U
l | | y1+y2 |
B B :

FIGURE 9.2 — Les graphes ALB (a gauche) et K(A)O K(B) (a droite)

Démonstration. Une aréte fo dans K(X(A):: A(B)) est un chemin alternant 7 =€;...€p, ou les
¢; sont soit dans <(A) soit dans A(B) selon la parité de i. En écrivant s et ¢ la source et but
de ¢; (for i = 1,...,k), on peut supposer, sans perte de généralité, que 7w a sa source et son but
dans A(A) : alors pour tout 0 < j < (k—1)/2, I'aréte €3;,1 est une aréte de <(A) de poids

w(egjr1) = > w(e)

eEEA(32j+1,t2j+1
Similairement, pour tout 1< j < (k —1)/2, 'aréte €3; est dans <(B) et de poids

wleg)= Y. wle)

ecEB(s2/ t2))
Alors, le poids de 7, qui est le poids de f(, est donné par :

wm= [] o)

1<i<k

La distribution du produit sur la somme donne :

w(m) = Z Z Z w(ep)w(eg)...w(ey)

e1€EA(s1tl)eqeEB(s2,t2)  ejpeEA(sk th)

> w(p)

peChem(sl,t*)A B

Z w(e)

eEEA::B(sl,tk)

Le dernier terme de droite est par définition le poids de 'aréte f1 de A(A::B) dont la source
est st et le but t*. De plus, il est clair qu’étant donnés deux sommets v,w, il existe une aréte
entre v et w dans K(K(A):: A(B)) si et seulement si il existe une aréte entre v et w dans
A(A::B). Puisque nous venons de montrer que les poids ce ces deux arétes sont égales, les
deux graphes sont égaux. ©)
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THEOREME (COMPOSITIONNALITE).

Si | et a sont des projets gagnants respectivement dans A — B et A, alors application §::a est
également un projet gagnant. De plus, si f,a sont fortement gagnants, alors f::a est fortement
gagnant.

Démonstration. Soit f=(0,F) et a =(0,A) les deux projets gagnants ; on écrira L(f) = (0, A(F))
et A(a) = (0, £(A)). On montre que b = (b,B), le résultat de la réduction A(f):: L(a), est effec-
tivement gagnant. Etant la réduction de deux graphes symétriques, B est symétrique. Le
fait que <(A) soit symétrique et satisfasse <(4)% = £(A) implique qu’'un sommet donné ne
peut étre la source ou le but de plus d’'une aréte (voir la preuve de la Proposition §9.1.15).
Puisque ceci est également vrai de A(F), il est clair que chaque sommet dans B est la source
(resp. le but) d’au plus une aréte, et cela implique, combiné au fait que B soit symétrique, que
A(B)? =B = A(B).

L'unique question restante est celle de la mise. Puisque tous les poids apparaissant dans
F et A sont égaux a 1,0n a b = «a,f>> =0 ou bien b = «a, > = co. Mais puisque la mise d'un
projet ne peut étre égale a oo, on a b =0, de quoi on déduit que b est gagnant. Cale implique,
par le lemme [§9.1.19] que f::a est gagnant.

Supposons maintenant que f,a soient fortement gagnants, et que §::a ne le soit pas. Cela
signifie que AK(F'::A) contient au moins un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe un sommet v €
VAF:4) of une aréte e € EXF4)(y v). Or une telle aréte est un chemin {ei}?zo. Etant donné
que la source de eq est égale au but de e,, on a nécessairementlﬂ e, = ez‘). On peut alors
montrer par une simple induction que le chemin {e;} vérifie e,_; = e;. Etant donné que ce
chemin est alterné, ceci n’est possible que si le longueur de ce chemin est impaire (n = 2k) et
que e = e;, cCest-a-dire si e}, est un point fixe. Or e;, est une aréte de <(A) ou de A(F) et ne
peut donc étre un point fixe. ©)

Circuits et Déterminant

Dans cette section on montre certains résultats sur les matrices faisant apparaitre les connec-
tions entre les opérations que nous avons définies sur les graphes et certaines notions d’al-
gebre linéaire. Ces résultats nous conduiront a la preuve que notre cadre, lorsque restreint
a une certaines classe de graphes, se plonge dans la géométrie de l'interaction de Girard
[Girllal. Dans cette section, nous utiliserons des notions d’algébres d’opérateurs qui ne sont
pas nécessairement familiéres au lecteur. Les résultats et définitions que nous utiliserons
peuvent étre trouvées dans le chapitre

Etant donné que les objets de la géométrie de I'interaction de Girard [Gir11al sont des opé-
rateurs hermitiens de norme < 1, nous allons restreindre nos objets a la classe des graphes
correspondant aux matrices hermitiennes de norme < 1. On montre ensuite que les diverses
définitions que nous avons introduites sur les graphes peuvent étre traduites en termes d’opé-
rations algébriques. En particulier, nous montrerons que I'adjonction est toujours valide, ce
qui implique que cette restriction définit une géométrie de I'interaction en suivant les mémes
constructions que celles des graphes d’interaction. De plus, les définitions algébriques corres-
pondant aux définitions que nous avons données sur les graphes se réveleront (dans la section
suivante) étre exactement les définitions de la géométrie de I'interaction dans le facteur hy-
perfini.

Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie (dénombrable). On fixe une base orthonormée
(e;)ien de H. Etant donné un ensemble fini S © N, il existe une projection sur le sous-espace
engendré par {e; | i € S} que nous noterons pg. La restriction pg%B(H)pg est alors isomorphe a
Palgebre de matrices .4, (C) ou n est le cardinal de S. Tous les graphes que nous considérerons
dans cette section seront définis sur un ensemble sommets qui est une partie finie de N.

DEFINITION (MATRICE DES POIDS LOCALISEE).
Si G est un graphe simple pondéré, la matrice des poids .#g de G définit un opérateur dans

1. On rappelle que dans un graphe F qui est une union disjointe de transpositions, on note, pour toute aréte
e EEF(v,w), par e* l'unique aréte dans EF(w,v).
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pycB(H)pye (et par conséquent dans Z(H)) dont la matrice est .#; dans la base {e;};.yc.
Nous ferons un abus de notations et écrirons .#g cet opérateur, la matrice des poids localisée
de G.

DEFINITION (GRAPHE D’OPERATEUR).
On appellera graphe d’opérateur un graphe orienté pondéré symétrique simple G tel que
Al < 1.

On rappelle que si G,H sont des graphes sur le méme ensemble d’arétes, le produit .#q. 41
est la matrice des poids du graphe des chemins de longueur 2 dont la premiére aréte est dans
G et la seconde est dans H. C’est I'ingrédient principal nécessaire a I'obtention des résultats
suivants.

PROPOSITION.
Soit G,H des graphes d’opérateurs, et Mr, Mg leur matrices des poids localisées respectives.
Le produit de My et Mg en tant qu’éléments de 9B(H) est un opérateur dans la sous-algebre
(vaUvG )«%(H)(vaUvG) et:

00 k

[F,G]=% Tr((a%p];uﬂa) )

k=1
Démonstration. Posons T, = tr((Ar.4g)")/n. On rappelle que le coefficient diagonal §; de
(Mr)" est égal a la somme des poids des cycles de longueur n dans F' qui commencent et
terminent en i, et que chaque chemin est compté exactement une fois. Cela signifie que dans
tr((r Ma)") chaque circuit alternant p est compté exactement fip fois, ot firho est le cardinal
de 'ensemble p défini dans la proposition [§5.1.12] Donc T, est égal a la somme, pour tout
circuit alternant p de longueur n dans FUG, de ﬁp of DG(p)/n On obtient alors que T, est
égal a la somme, pour tout d-circuit 7 de longueur n, des termes o HG(7)d/d (on rappelle que
o est de cardinal n/d).

Choisissons maintenant un 1-circuit 7 de longueur k. Nous venons de voir que chaque
terme Q7 = WFOH ()d/d apparait dans > ; T', et apparait exactement une fois (dans le terme
T4r). En sommant ces termes, on obtient —log(1—w(77)). Finalement, en prenant la somme sur
Iensemble des 1-circuits 7 € €(F,G), on obtient I’égalité voulue. ©)

LEMME.
Soit a une matrice carrée telle que |la| < 1. Alors, en prenant —1og(0) = oo

(o) k
“log(det(1-a)= Y Tr(ka )
k=1

Démonstration. On remarque tout d’abord que —log(det(1 —a)) = Tr(—log(1 — a)), puisqueE]
det(1 —a) = exp(Tr(log(1 —a))).

On suppose dans un premier temps que 1 n’est pas une valeur propre de a et on écrit
A,...,An ces valeurs propres. La branche principale du cologarithme de 1—a est définie par
la série 3 > a®/k, convergeant pour tout nombre complexe de module 1 différent de 1. La
matrice étant inversible, le logarithme de 1—a existe et ses valeurs propres sont égales a
Yr>1A/k =1log(1-1;). On a alors :

Tr(a")

n k
Tr(—log(1—a)) :ZZf
=P

N

)
oET 2k 2k+1

2. Cette formule est une conséquence de 1’égalité det(exp(A)) = exp(Tr(A)) pour toute matrice carrée A, une for-
mule que 'on montre aisément en écrivant A en forme triangulaire.
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Ceci est égal a
Y =+ + Y AR ()
2k 2+l 57 2k 2k +1

qui est minorée par
X1 1

— +
=2k 2k+1

Comme cette derniére série est divergente, on en déduit que 377 ; Tr(a®)/k = co. Mais, puisque
1 est une valeur propre de a, le noyau de 1 —a est non trivial, et donc det(1-a) =0, ce qui
signifie que —log(det(1-a)) =co =Y Tr(a*)/k. ®

COROLLAIRE.
Soit F,G des graphes d’opérateurs. Le produit de MF et Mg dans PB(H) donne un opérateur
dans pyr ye BMH)pyr ye etlﬂ:

[F,G] = —log(det(1 — A ts))

Démonstration. Cest une conséquence directe de la proposition [§9.1.27| et du lemme précé-
dent. ©)

PROPOSITION.
Soit F et G des graphes d’opérateurs. Si [F,G] # oo, alors A(F ::G) est total.

Démonstration. Par définition, A(F::G) est total si et seulement si pour tout couple v,v’ de
sommets dans la différence symétrique S = VFAVE la somme suivante converge :

wFDG(ﬂ)
n€Chem(v,v")F,G

Fixons v,v’ deux sommets et notons E ’ensemble des chemins alternants allant de v & v’ dans
FOG qui ne contiennent pas de cycles. Alors, puisque S est fini nous savons que E est fini, et
il existe un chemin y de poids maximal. Alors, on peut écrire :

n=(v,v")eChem(F,G ne€(F,G)

Le membre de droite étant égal a #(E)w" DG()/)[[F ,G], on en déduit que la somme converge. ©

PROPOSITION.
Soit F et G des graphes d’opérateurs, avec [F,G] # co. Alors My = M «F ) est la solution de
léquation de rétroaction[z_f]entre My et Mg, et est par conséquent un graphe d’opérateur.

Démonstration. En utilisant un argument similaire a celui de la preuve précédente, on dé-
montre que pour tout couple de sommets v,v’ € VF UVE, 1a somme

Z a)FDG(TL’)
n1€Chem(v,v")F,G

converge. Supposons que v,v’ € VF nVE et puisque of 06 gt toujours positif, il suit que la

somme 5% () sur tous les chemins 7 commencant par une aréte dans G et terminant par
une aréte dans F' est convergente. Ce qui signifie que <}.3° (M 4G Yee,, e, > converge pour
tout couple v,v’ € VFAVE, Donc 1 — Mg MF est inversible, et la solution de ’équation de
rétroaction est un hermitien de norme au plus 1 défini par :

S =(pyrF +pye)1 - Mg Mp) " (Mgpyc +pyr)

3. Le déterminant est bien défini : puisque VF et VG sont finis, 4 7 M peut s’écrire comme une matrice finie.
4. Voir Chapitre
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C’est un calcul simple qui permet de montrer que S = .#x. Nous écrirons Vf =VF_VG et
VAG =VG - VF Lavaleur 0™ ((v,v") = <Mey,e,>= H,ﬁ’ est donnée par :

<YXR (Mp M) ey, ey> for v,v' e VF
e <l X2 oMy M) Mrey,en> forveVE v eVE
’ <Mp Y2 (M My Mgey ep> forveVE v eV
<X (MaMpY ey, e > for v,v' e VF
Finalement, .4 est égal a S. ©

Graphes d’interaction et premieres GdI

Dans cette partie, on va montrer que la fonction x — oo définit une version légerement raffi-
née du fragment multiplicatif des anciennes versions de la Gol [Gir89al |Gir88b) [Gir95all. On
montrera dans la section suivante que la seconde fonction, x — —log(1—x), définit une version
combinatoire de la Géométrie de I'Interaction dans le Facteur Hyperfini (GdI5).

On notera H ’espace (unique a isomorphisme pres) de Hilbert séparable de dimension infinie
(par exemple, I'espace 12(N) des suites de carré sommable), et on notera {e;};en une base de
H. Pour chaque sous-ensemble fini S c N il existe une projection sur le sous-espace engendré
par {es | s € S} que nous dénoterons pg.

Circuits et Nilpotence

DEFINITION (MATRICE D’ADJACENCE).

Soit F' un graphe orienté de sommets sg,s1,...,S,. On définit la matrice d’adjacence de F
comme la matrice (a; j)ogi,j<n avec a; j = 1 §’il existe une aréte e telle que sFe)=a;ettf(e) =
aj,eta; ;=0 sinon.

DEFINITION.
Soit G un graphe. On définit .4 — la matrice d’adjacence localisée de G — comme l'opé-
rateur de pyc B(H)pye c %B(H) dont la matrice dans la base {e; | i € VG} est la matrice d’ad-
jacence de G.

PROPOSITION.
Soit a,b des projets multiplicatifs de support V, et m(x) = oo pour x €]0,1]. Alors :

M M est nilpotent
albo 4 B

I4b+1ga #0,00

Démonstration. On alimplication de gauche a droite : a L b implique que alp+bls+[A,B] #
0,00. Or, §il existait un cycle dans ACIB, le terme de droite [A,B] serait égal & co. Donc
<a,b> serait infini, et les projets ne seraient pas orthogonaux. Donc .#3°"" 4" est nil-
potent et [A,B] =0, ce qui signifie que 1pa +b14 # 0,c0.

Limplication réciproque est immédiate. ©)

REMARQUE. Cette proposition est correcte car nous travaillons avec des graphes finis (en-
semble fini de sommets). Ce que nous prouvons en réalité est que a L b si et seulement si
140 +1ga # 0,00 et, pour tous i,j, il n'apparait pas de cycles dans A;[1B;. Dans le cas de
graphes infinis, cette condition impliquerait la nilpotence faible de 'opérateur .4/ *"" 45",
mais pas nécessairement sa nilpotence. On obtient donc une orthogonalité proche de celle de
GolI2 [Gir88bl dans le cas infini, et proche des GdI1 et GdI2 dans le cas fini, ou nilpotence et
nilpotence faibles sont indistinguables.
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COROLLAIRE.

oit a =(a,A) un projet, et a' =(a, el que = . Alors a = a’ pour toute conduite
Soit a=(a,A) t, et a' =(a,A") tel que M3 = ML, Al ' toute conduit
A contenant a.

Le modele que I'on obtient lorsque 1'on choisit le paramétre m(x) = co peut donc étre réduit,
a équivalence observationnelle pres, au cas des graphes simples (au plus une aréte entre deux
sommets) orientés non pondérés.

Il y a tout de méme une différence entre les premieéres version de la GdI et le modele que
I’'on obtient avec ce parametre. Lajout de la mise est est une amélioration importante : sans
elle, nous aurions 1= 1.

Projets additifs

DEFINITION.
La matrice d’adjacence localisée d'un graphe tranché G = {G;},.;¢c sera définie comme la

. o 1G
somme directe /5" = @il MET

Si G, H sont deux graphes trarllchés, on définit :

G,/)elG <11
conn conn __ conn conn
MG * My = @ “”Gi M H,

PROPOSITION.
Soit a,b des projets additifs de support V, et m(x) = oo pour x €]0,1]. Alors :

AMET Kk M est nilpotent
albe A B

I,b+1ga+#0,00

En particulier, si A,B n'ont qu’une tranche, le produit M""" Mg™"" est nilpotent.

De plus, la construction additive (I'utilisation de graphes tranchés) nous permet de définir,
comme nous ’avons expliqué dans le chapitre [7}, un modeéle catégorique de MALL. En regar-
dant d’un peu plus pres ce modele, on peut malgré tout remarquer que celui-ci n’est pas tres
excitant.

PROPOSITION.
Soit m(x) = oo et A un comportement. Alors A est égal soit & Oya soit a Tya.

Démonstration. Rappelons qu'un comportement propre et son orthogonal ne contiennent que
des projets a = (a,A) avec a = 0. Or deux tels projets ne peuvent étre orthogonaux lorsque
m(x) = oo. Il n’y a donc pas de comportements propres dans ce modeéle, et, par la Proposition
nous en concluons que A = Oy.4 ou bien que A" = 0y4. ®

Graphes d’interaction et GdI hyperfinie

On notera a nouveau H I'espace (unique a isomorphisme pres) de Hilbert séparable de dimen-
sion infinie (par exemple, Iespace [2(N) des suites & carré sommable), et {e;};cn une base de
H. Pour chaque sous-ensemble fini S c N il existe une projection sur le sous-espace engendré
par {es | s € S} que nous dénoterons pg.

On va construire le plongement de nos graphes dans le facteur hyperfini petit a petit afin
de montrer la correspondance entre les graphes d’interaction et la géométrie de I'interaction
hyperfinie. Pour ce faire, nous commencerons par plonger les graphes sans tranches et non
épais. Puis nous étendrons les résultats aux graphes tranchés, et enfin aux graphes épais.
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Déterminant de Fuglede-Kadison

On rappelle la définition du déterminant de Fuglede-Kadison (voir la Section [4.2]du Chapitre
pour plus de détails)

DEFINITION (DETERMINANT DE FUGLEDE-KADISON).
Soit «f un facteur fini, et T sa trace normalisée. On définit, sur le groupe des opérateurs
inversibles, le déterminant de Fuglede-Kadison :

1
A(A) = exp(T(log((A* A)?)))
Alors A peut étre étendu a «of.

REMARQUE. Le déterminant de Fuglede-Kadison ne prend que des valeurs positives.
On utilisera également le lemme suivant, dont la preuve se trouve dans l’article original
de Fuglede et Kadison [FK52].

LEMME.
Soit det¥X une extension du déterminant de Fuglede-Kadison sur /. Si u est un opérateur
avec un noyau non trivial, det*¥(u) = 0.

Tout comme Girard [Girllal, on considerera une trace tr sur % choisie une fois pour toute.
Pour cette raison, si p est une projection finie la trace induite sur pZ% 1p n’est pas norma-
lisée puisque tr(1,z,,p) = tr(p). Nous noterons donc (abusivement) det" une extension du
déterminant de Fuglede-Kadison A sur pZ%y 1p pris a la puissance tr(p), un choix expliqué
par la remarque suivante.

REMARQUE. Soit tr la trace que nous avons fixée, A = tr(p), et soit T = ¢r/A la trace normalisée
sur pZo,1p. Alors pour tout opérateur inversible A € p%o 1p,

A(A)! = exp(AT(log((A *A)% ) = exp(tr(log((A *A)% )

Donc le déterminant de Fuglede-Kadison pris a la puissance A correspond au « déterminant »
défini comme au paragraphe mais avec une trace non normalisée tr(1) = A en lieu de la
trace normalisée T'.

PROPOSITION.

Soit & un *-morphisme préservant la trace de #,(C) dans %1, et u une matrice telle que
lull < 1. Alors :
detFE(&(1-u)) = |det (1 - w)|

Démonstration. On note B la boule unité de C. On suppose dans un premier temps que
Spec_ s, c)(u) = B—{1}. Alors {(u) satisfait Specgo’l(f(u)) c B —{1}. De plus, puisque & est un *-
homomorphisme, il commute avec le calcul fonctionnel continu, ce qui signifie qu’il commute
avec le logarithme et la racine carrée. Finalement,
det"™ (1 - ¢@)) exp(tr(log(|1 - &w))))

= exp(tr(log(I{(1-w)D))

= exp(tr(log(&(|1—ul))))

= exp(tr({(og(I1—ul)))

= exp(tr(log(|1—ul)))

= det(|1-ul)

= det((1-w)*(1-u)"?)

= (det((1—u)*(1—u))"?

= |det(1—u)|

Maintenant, si 1 € Spec 4 ()(w), alors 1 € Specg ,(¢(v)) et les opérateurs u et {(u) ont

tous deux un noyau non trivial, et satisfont donc detFE(1- é(w)) =0=|det(1—u)| (utilisant le
lemme pour ’égalité de droite). @)
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Matrices des poids

On écrit maintenant le facteur hyperfini Rg ; de type Il comme Z%(H)®R, ou R est le facteur
hyperfini de type II;, et on considérera la trace tr définie comme le produit tensoriel des
traces normalisées de 28(H) (la trace des projections finies est égale a 1) et de A (la trace de
Iidentité est égale a 1). On notera ® le *-morphisme 2B(H) — AB(H) ® Z défini par a — a ® 1.
On associe alors a chaque projet d’opérateur a = (a,A) un projet ®(a)=a -+ -1+ .44 ® 15 de
support pya ® 1g, ou ./, est la matrice des poids localisée de A.

THEOREME.
Le plongement ainsi défini préserve la mesure, i.e. pour tous graphes multiplicatifs d’opéra-
teurs A et B, on a [A,B] = —log(det "X (1 — ®(tL4)D(MpB))).

Par conséquent, si a,b sont des projets multiplicatifs, <®(a), D(b)> = <«a,b>.

Démonstration. Le morphisme ® est clairement un *-morphisme préservant la trace, donc
sa restriction a pHp, ou p est une projection finie, satisfait les hypotheses de la Proposi-
tion Par le Corollaire et la Proposition et en remarquant que |det(1 -
MpMB)| = det(1 — MaMp), puisque || M B <1 et que Hs.4/p est une matrice réelle, on
obtient

[A,B] —log(det(1— . tB))

—log(det"E(1— (M ® 1) MB ®15)))

On a alors, si a,b sont des projets multiplicatifs,

a+b —log(det™™ (1 - D(A)D(B)))
a+b+[A,B]

<®(a),D(b)>

Donc «<®(a), ®(b)> = <«a,b>. ®

THEOREME.
Soit A et B des graphes multiplicatifs d’opérateurs tels que [A,B] # co. Alors ®(Ms..B) =
D(Mp):: D(MB).

Par conséquent, si a,b sont des projets multiplicatifs, ®(a::b) = ®(a):: D(b).

Démonstration. Soit (f,F)=a::b. On a montré que .4 est la solution de I’équation de rétro-
action entre .4, et .4 (proposition [§9.1.37). Il est alors clair que /#F ® 15 est la solution de
I’équation de rétroaction entre .44 ® 14 et #p®1g4. Par conséquent Mr®1gp = MaQ1g:: Mp®
1. De plus, on a montré que <a,b> = <®(a), D(b)>. D’ou ®((f,F)) = D(a):: D(b). ©)

Graphes épais : dialectes purement non-commutatifs

Un graphe épais F de support VF et de dialecte DF n’est rien d’autre qu’un graphe sur I'en-
semble de sommets VF xDF . On définit alors naturellement les notions de graphe épais simple
et graphe épais d’opérateur. Les résultats sur les graphes épais seront tous des conséquences
immédiates des résultats déja obtenus sur les graphes non épais dans la section précédente.

THEOREME.
Soit F,G deux graphes épais. Alors [F,G] = [ A(F), A(@)].

Démonstration. Dans le cadre de cette démonstration, on notera (-,-) la quantification de
l'interaction entre graphes épais, afin de réserver la notation [-,-] pour la quantification de
I'interaction pour les graphes non épais.
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Par définition, si F' et G sont des graphes épais, on a (F,G) = [F'¢,G*"]. Or il est évident
que A(Fe) = (L(F)ie et L(GH)=(A(G))*. Donc, en utilisant la Proposition [§9.1.6]:
(]F,G[) — [[FTG’GiFﬂ
[AF6), K(GH)]
[(<ENTe,(L(G)F]
(AE), K@)

Finalement, la mesure de 'interaction entre graphes épais est invariante par contraction
des arétes. ®

Soit G un graphe épais simple de support VG et de dialecte D%. On notera n€ le cardinal
du dialecte de G. On peut alors définir la matrice .#; des poids de G comme un élément

de pyec Z(H)pye © M,c(C). En effet, si 'on note vy,...,vn les éléments de VG et dq,...,dp,
0<iqg,ja<k

ceux de D, on peut définir la matrice (@OGy,i0)Goia)o<iy jusn

OU WG, i ),(ju,ja) = We Sil existe
e € E9 (nécessairement unique car G est simple) tel que sG(e) = (i,,d;,) et tG(e) = wj,,d;,),

et Wiy,in),Goja) = 0 sinon.

DEFINITION.

Soit G un graphe épais simple de support V¢ et de dialecte D¥. On notera n% le cardinal du
dialecte de G. On définit alors la matrice des poids localisée .#; de G comme l'opérateur de
pye L (H)pyec ® #,c(C) induit par la matrice des poids de G.

DEFINITION.
On définit alors ®(A), ot A est un graphe épais de dialecte D4 de cardinal n4, par :

DA)=D® IdﬂnA(c)(J%A)

PROPOSITION.
Soit G,H deux graphes épais d’opérateurs, et nG,n* les cardinaux de leurs dialectes respectifs.
Alors

“log(det (1 — D(.4g) “att © ()6 ©)) = [G,H]

Démonstration. Dans le cadre de cette démonstration, on notera (-,-) la quantification de
interaction entre graphes épais, afin de réserver la notation [-,-] pour la quantification de
I'interaction pour les graphes non épais.

Par définition,

(G,H)

[[GTH Hia]]
—log(det (1 — P(M g1y YO(Mp6))

Il faut maintenant remarquer que ®(.#1;) est un variant de @(Mg)TMnH ©  En effet, My
est un élément de pyec L(H)pye ® A, ¢, ,x(C). Modulo I'isomorphisme entre .4, ¢, ,z(C) et
M6 (C)® M,1(C), les opérateurs M iy et Mg ® 1 A 51(C) sont les mémes (par définition, G'H

est une union disjointe, indicée par les éléments de DH e copies de G). De méme, O(M 1)

est un variant de CD(J[H)i“”nG(C).
Donc :
(G,H) = —log(det(1— (Mg )P(Myss))
_ —1Og(det(1—(D(./MG)TM”H(C)@(./%H)*J”"G(C)))
Ce qui prouve le résultat énoncé. ©)
PROPOSITION.
Soit F,G deux graphes épais et n¥ ,nG les cardinaux de leurs dialectes respectifs. Alors I'opé-

. a2 . . . T g© fu p
rateur M« ..q) est la solution de I’équation de rétroaction entre M/((F) et M G
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Démonstration. Dans le cadre de cette démonstration, on utilisera la notation :-: pour le bran-
chement de graphes épais, et la notation :: pour la quantification de l'interaction pour les
graphes non épais.

Par .déﬁnition, F:::G = Ffc ::GiF', Par la Proposition §9.1.3 on sait que M pig . gir) €St
la solution de I'équation de rétroaction entre .#y+; et .#;i,. Comme nous 'avons vu dans la

(c

T g
preuve de la proposition précédente, .41, est un variant de .4, " et My estun variant

fu g . . . .
de .4, " Donc .4 (G -gir) €St un variant de la solution de 'équation de rétroaction entre
T q© fu g
n n
My et A, . ©

DEFINITION.
Soit a = (a,A) un projet épais d’opérateur. On associe a a le projet de GdI5 :

D(a) Za-+-tr+q)®1dﬂnA(C)(./%A)

ou tr est la trace normalisée.

THEOREME.
Soit a,b des projets épais d’opérateurs. Alors :

D(a®b) = D(a)eD(b)

<a,b> = «<®(a),db)>
lorsque [A,B] # oo :

D(a::b) = D(a):Dd(b)

Démonstration. Soit a,b des projets épais d’opérateurs, a = (a,A) et b = (b,B). On a montré
que :

~log(det(1— @(J%A)T.ﬂngm)@(ﬂlg)iﬂn[,<C)

On en déduit que <a,b> =a+b + [A,B] = <®(a), D(b)>.
De plus, la Proposition [§9.3.19|montre que si [A,B] # oo, alors .# «(4 .. ) est la solution de

re on de 16 . T B (© fu 4
équation de rétroaction entre .4 KA t A (@B Donc

D(a::b) = (xa,b>, O(AM (4 --B)) = D(a):: D(b)

Il reste a vérifier que, lorsque les supports de a et b sont disjoints, ®(a ® b) = D(a) ® D(b).
Comme ®(a®b) = D(a::b) et P(a)® D(b) = D(a):: D(b), c’est un corollaire de la propriété que
nous venons de montrer. @)

Graphes tranchés : commutativité dans les dialectes

Deux approches sont possibles dans le cas de graphes tranchés. La premiére consiste a définir
les projets de la GdI5 en considérant des sommes formelles pondérées d’opérateurs A; dans
une algebre pPp 1p ® M (C) ou p est le lieu de cette somme et 91, (C) est considéré avec la
trace normalisée tr(1) = 1 (voir le Paragraphe [§4.2.24). Il faut alors montrer que cette défini-
tion alternative — qui a 'avantage de ne pas utiliser de pseudo-traces — est équivalente a
celle donnée par Girard. La seconde approche consiste & montrer directement que 1'on peut
associer a un graphe tranché un projet de la GdI5 au sens de Girard : la somme formelle est
alors représentée par une somme directe, et la pondération des tranches permet de définir la
pseudo-trace. On a choisi ici de développer la seconde approche, méme si la premiére est tout
a fait valide.

DEFINITION.
Un graphe tranché simple est un graphe G =}, ;¢ a?Gi tel que chaque graphe G; soit un
graphe simple.
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DEFINITION.
On étend la fonction de contraction des arétes aux graphes tranchés : A(G)=};.s¢ aLG A(G}).

THEOREME.
Soit F,G deux graphes tranchés. Alors [F,G] = [ A(F), A(GQ)].

Démonstration. Par définition et la Proposition|§9.1.6]|:

IF.G] = Z,F -Z,G af af [Fi,G,]
elt je
- ZF ZG af S [AF), AG )]
ielf je
Donc [F,G] = [A(F), A(@)]. ®

SiG=Y;c a?Gi est un graphe tranché simple, alors on peut associer a chaque G; sa ma-
trice des poids localisée .#g,. Comme les G; on tous le méme ensemble de sommets VG, les
matrices des poids localisées .4, sont des éléments de py¢ Z(H)pye.

DEFINITION.

Soit G un graphe tranché. On définit la matrice des poids localisée de G comme la matrice
MG = &, 16 Mga,;. Cest un élément de pye L (H)pye ® D;c;6 C. On définit de plus la forme
linéaire a® sur @,.;¢C par (x,);c;¢ — X;cs6 a?xl-. Cette forme linéaire est évidemment une
pseudo-trace sur @, ;¢ C.

DEFINITION.

Un graphe tranché d’'opérateur est un graphe G = ¥, ;¢ aiGGi tel que chaque G; soit un
graphe d’opérateur.

LEMME.

Soit 2,8 des idiomes et a, f des pseudo-traces sur 2,B respectivement. Alors pour tous opéra-
teurs A€ R®Aet BeR®B, on notera A & B lopérateur de R ® (A& *B) défini par 11(A) +12(B)
ou 11 (resp. 12) est le plongement ROA — R (A& B) (resp. ROB — R (A& B)). On peut alors
définir la pseudo-trace a ®  sur A &*B, et on a :

—log(det} s ,0p(1— A ®B) = —log(dety, s (1 - A)) —log(det} % (1~ B))
Démonstration. Comme detfX(AB) = detFX(A)det (B), on obtient

—log(det "% (A)) —log(det X (B)) = —log(det "X (AB))

Alors :
—log(det} s ,ep(1-A®B))
= —log(det} s ep((1—A)®(1-B))
= —log(det} ,op(1—A)® 1)~ log(det] s o5 (1@(1-B))
Or:

—log(det s yop((1-A)@ 1) = tre(aep)log(l-A)e1])
= tre(aep)log(l-Ale1)
= tre(ae p)log((1-A))e0)
= trealog((1-A))
= —log(detFE (1-A))

De méme, —log(det[ X - (1&(1-B))=—log(det} % 5(1-B)). On en déduit alors I'égalité que

tre(aef tre
P’on voulait prouver. ©)
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LEMME.
SiA=Ceta€eR, alors:

—log(detFE (1-A)) = —a xlog(det™ (1 - A))
Démonstration. Par définition,

det; X (1-A) = exp(—treallog(|1-Al))
= exp(a x (=tr(log(|1 - A]))))
= (exp(—tr(og(|]1-A)H)N*
= (det™&(1-A)~

Donc —log(detFX (1—A)) = —log((det"X(1-A))* = —alog(detFE (1 - A)). ®

trea

On étend maintenant la fonction @ définie dans la section précédente aux matrices avec dia-
lectes en définissant ¥ = ® ® Idy,.

PROPOSITION.
Soit G,H deux graphes tranchés. Alors

[G,H] = ~log(det"X (1 -Vl PuoN)

tr®

Démonstration. On a MCT;H = @16 ®jen Mg, et J[;IG =®,c16 ® jei Mp;. Donc :

~log(det™® . (1- (MO

= —log(det™ . (11—l ;%))

= —log(detFK (1_ @iEIG @jeIH q)(-/%Gl'/%HJ)))

tro(®; G 9 n)

= Y Y -logWdet?™ . . (1-®(Ma)D( M)
[

ielG jeIlH
= Y Y —afallog(det"™ (1 -t Mu,)
ielG jerHd
= Y Y afd[G;,H]j]
ielG jerHd
Donc —log(det g6 401 (1 — A 4(59)) = [F,G]. @

PROPOSITION.

Soit F,G deux graphes tranchés tels que [F,G] # oo. Alors M «F ..c) est la solution de l'équa-
tion de rétroaction entre M <) et M <)

Démonstration. Par définition A(F::G) = ¥;crr X e o afajq A(F;,G;). Comme [F,G] # oo,
alors [F;,G ] # oo pour tous (i, /) € IF < IG . Donc :

MAF:6) = MZieIF L jesG & @5 AFi,Gj)
= OerF O 0 '/%/«Fi:Gj)
Les Propositions [§9.1.37] et [§9.3.19| nous assurent que .4 A(F;,G;) est la solution de ’équation
de rétroaction entre ./x; et .#q;. On en déduit que ®;c;r ®;c j6 M «(F,;G;) est la solution de

I'équation de rétroaction entre @, ;r 4F, et ® jer6Ha;. Done M «F ) est bien la solution de
I'équation de rétroaction entre .4 «r) et M «(q). ©

DEFINITION.
Soit a = (a,A) un projet additif d’opérateur. On associe a G le projet hyperfini :

Da)=a-+-a+d ®Id$idac(ﬂA)
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THEOREME.
Soit a,b des projets additifs d’opérateurs. Alors :

®O(a®b) = @(a)ed(b)

D(a+b) = D(a)+D(b)

<a,b> = «<®(a),d(b)>
lorsque [A,B] # o :

d(a::b) = D(a):d(b)

Démonstration. Le théoréme est une conséquence immédiate des propositions précédentes
§9.3.32] et [§9.3.33] ainsi que de la définition de ® (pour la seconde équation). ©)

Graphages et GdI

On présente ici certains résultats partiels permettant de relier les constructions sur les gra-
phages définies dans le Chapitre [§]avec les constructions de Girard.

On se fixe maintenant I'espace mesuré (R, %, 1) de la droite réelle munie de la mesure de Le-
besgue et la tribu des boréliens. On notera abusivement (R, 1) pour simplifier les notations.
Les deux propositions suivantes sont des corollaires immédiats du Théoreme et pré-
sentent deux fonctions de quantification des circuits qui sont les généralisations naturelles
des fonctions x — —log(1 — x) et x — oo lorsque Q =]0, 1].

PROPOSITION.
La fonction suivante est une fonction de quantification des circuits :

| 1— P (x)
Qoo : T — Md&(x)
supp(r) Po, (x)

On notera [-,-] ., la mesure correspondante.

PROPOSITION.
La fonction suivante est une fonction de quantification des circuits :

oo si Msupp(n))>0
Qdet - T —

0 sinon

On notera [-,-] 4, la mesure correspondante.

Si T :R — R est une transformation préservant la mesure, on peut lui associer une isométrie
[Tle LLAR, M) :
[T]:f e L’(R,A) — foT e L%(R, 1)

Le fait que [T] est une isométrie provient du fait que 7' préserve la mesure :

(T1f,[T1g)

fR (T TTTD @A)

fR foT(x)goT(x)dA(x)

fR foT(x)goT(x)dA(x)

f Fx)g(x)d Ax)
TR)

fR Fx)g(x)d Ax)
f,g
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Soit maintenant U : X — Y une transformation préservant la mesure, avec X,Y < R mesu-
rables. On définit, pour toute fonction f € L2(R, ), [U1f(x) = foU(x) si x € X et [Ulf(x) =0
sinon. Ceci définit une isométrie partielle. En effet, si I'on note p la projection de Z(L2(R, 1))
induite par la fonction caractéristique de Y, alors pour tous f,g € pL2(R, A),

(Uif,lUlg)

fR U1AUIg)(x)d Mx)

fX U1 @A)

/X foU(x)goU(x)dA(x)

fY FF@dA)

f F)g@dA)
R

De plus, il est clair que pour tout f,g € (1— p)L2(R,A), ((U1f,[Ulg) = 0.
DEFINITION.
Soit F' un graphage pondéré. On définit I'opérateur associé a F' par [F] =} ,.gF wf [gbf 1.

DEFINITION.
Un point de vue est une représentation du facteur hyperfini 2o ; de type Il sur L2R, ) telle
que L*¥R) c (R 1) et tr([yx]) = A(X) pour tout mesurable X cR.

DEFINITION.
Soit 7 un point de vue. Un graphage F' est un graphage d’opérateur par rapport a la représen-
tation 7 si [F]€9ip 1 et [F] est un hermitien de norme au plus 1.

LEMME.

Soit ¢ : X — Y une transformation préservant la mesure telle que [¢p] € Ro 1. Alors tr(wlp]) =
MxeX | Pplx) =x}) x w.

Démonstration. Par la linéarité de la trace, on a tr(wl¢]) = w x tr([¢p]). On est donc ramenés
a montrer que tr([¢]) = A({x € X | ¢(x) = x}) pour toute transformation partielle préservant
la mesure. Ce résultat est prouvé dans I’'annexe de l’article de Girard introduisant la GdI5
[Girl1all. ©

LEMME.
Soit ¢ : R — R une transformation préservant la mesure telle que [p] € Ro 1. Alors :

f —log(1 — wPr®)) 3 tr((wlpD™)
supp(¢p) pxr(x) n>1 n

Démonstration. Comme nous 'avons déja vu, on a :

f —log(1-wf"®) 5 f ~log(1 - w?)
supp(¢p) Pr(x) i>1(supp(¢); i

On utilise alors la série du logarithme pour regrouper les termes en fonction de la longueur
des cycles :

f —log(1 - w’) [ 1 '/
i>1(supp(e); i i>17(supp(¢); i =1 J

w'

i>1j>1 f(supp«bn))i iLj

wn

n>1i,j ixj=n f(supp(qﬁn))i n




On rappelle que la notation i |n signifie que i divise n. On remarque que 'ensemble X, =
{x € supp() | P72 (x) = x} est égal a I'union (disjointe) U;),(supp(¢x));. On peut alors écrire, en

utilisant le lemme précédent :

f —log(1 — wP=®))
supp(¢p) pr(x)

On a donc montré 1’égalité voulue.

§9.A.12 LEMME.

wn

n>1liln f(supp(%))i n

f 7 n
n>1 X, N
n

¥ AXn) x
n>1 n

tr((wlpD™)
Z it i

n>1 n

®©

Soit F,G deux graphages pondérés, et FG le graphage des chemins alternés f;g; de longueur

2 tels que f; € EF. Alors [FIIG] = [FG].

Démonstration. Par définition, on a [F1=Y ,.pr of [¢pF] et [G]= X ,cze 0G[¢¢]. Donc :

[FIGl= )

(e,f)eEF xEG

AT A 0

11 est clair d’apres les définitions que [(,bf' ][(,b}cf] = [¢per] lorsque ef est un chemin dans FG et

[<pf ][qb?] = 0. De plus, par définition du poids des chemins, le poids du chemin ef est bien égal

éwfw?.

Les deux lemmes précédents permettent d’obtenir la proposition suivante.

§9.A.13 PROPOSITION.
Soit F un graphage d’opérateur. On a :

—log(1 - (wF)Pr®)

necy(F)fsupp(n) pr(x)

dMx)= Y

i>0 !

tr([F1P)

®©
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Vérité Subjective

Comme nous l'avons vu plus haut, la notion de gain dans les graphes peut étre exprimée
comme le fait que A(G) est une symétrie partielle. Le cas des graphes est cependant parti-
culier. En effet, un graphe G tel que A(G) est une symétrie partielle vérifie une condition
supplémentaire. En effet, du fait de la représentation matricielle des graphes, ceux-ci sont
représentés dans la base & définie par 'ensemble des sommets du graphe. On peut alors
montrer que la symétrie partielle définie par un graphe A(G) est une union disjointe de trans-
position dans cette base. Ainsi, la symétrie partielle obtenue a une propriété supplémentaire :
il s’agit d’'un élément du groupoide normalisant de la sous-algébre commutative maximale 2
définie par %. Ceci est immédiat d’apres la caractérisation que nous avons donnée : si p est
une projection dans 2, c’est-a-dire une projection décrite par une matrice diagonale dans la
base %, et [G] est 1a matrice définie par £(G), alors [GIp[G]* est une projection dans 2.

Dans la GdI5, ou dans une construction similaire dans le type I, toutes les symétries par-
tielles considérées ne sont pas des éléments d'un méme groupoide normalisant. En effet, la
restriction aux poids dans [0,1] dans la définition des graphes permet de n’écrire qu'un cer-
tain ensemble d’opérateurs. Le fait de considérer un cadre dans lequel on travaille avec toutes
les matrices fait que la définition de projet gagnant basée sur la simple notion de symétrie
partielle n’est pas suffisante. Par exemple, si S et T sont les symétries partielles définies par :

01 0 o Vi /%
u=|10 0 v= 3 0 0
000 -3 0 0

On peut vérifier que u,v sont deux symétries partielles : c’est évident pour u, et :
1
vt =v7=| 0
0

1
=] 0
0

Cependant, leur produit n’est pas une isométrie partielle :

01 0 o Vi -/% Vi oo o
w=l10 0|l VI o o |5 0o I -/}
000/l /T o o 0o 0 0

De plus, le calcul du déterminant de 1 —uv nous donne :

1-y/3 0 0
1
1 1 [=(1-+/2)2
0 1- 5 3 —(1 \/;) ¢O,OO

0 0 1

La notion de gain ainsi définie ne convient donc pas : si u,u’ et v sont les opérateurs de projets
gagnants dans respectivement A, A% et A — B, nous voulons nous assurer que :

— v:u sera une symétrie partielle (pour la compositionnalité) ;

— det(1-uu') =0 (pour la consistance).
Pour cela, il est nécessaire de se restreindre a une classe de symétries partielles close pour
la somme et la composition. Comme nous le verrons dans la Section la somme et le
produit d’isométries partielles dans le groupoide normalisant d’'une sous-algébre commutative
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maximale est encore une isométrie partielleﬂ En particulier, si u et v sont des symétries
partielles dans G(2(), alors u::v est une symétrie partielle dans G(2l).

En dimension finie, cela correspond a choisir une base. En effet, la classification des sous-
algébres commutatives maximales de Z(H) (Théoréme nous permet d’affirmer que
dans le cas ot H est de dimension finie, les sous-algébres commutatives maximales de Z(H)
sont les sous-algebres diagonales : 'ensemble des opérateurs diagonaux dans une base fixée.
Ainsi, on peut définir une notion de gain subjective, c’est-a-dire dépendant de la base choisie.
Un opérateur est alors gagnant selon 98 lorsqu’il s’agit d'une symétrie partielle dans le grou-
poide normalisant de I'algebre ® des opérateurs diagonaux dans la base 8. La composition
de telles symétries partielles est encore une symétrie partielle et on peut alors montrer que
le résultat de ’exécution est également une symétrie partielle dans le groupoide normalisant
de ®. Cependant, il reste un probléme de mise et on ne pourra pas montrer la consistance :
étant donné deux symétries partielles u,v dans G(®), le logarithme de leur déterminant n’est
pas nécessairement nul ou infini. En dimension finie, il suffit de considérer des matrices 2 x 2
pour trouver un exemple. Soit u et v les matrices :

0 -1 01
-1 0 1 0

Alors det(1 — uv) = 4, c’est-a-dire —log(det(1 — uv)) # 0,00. Le probléme vient du fait qu’il est
impossible d’exclure les matrices u dont certains coefficients sont négatifs. La solution trou-
vée par Girard dans la GdI5 [Girllal] est de considérer une représentation de I’algebre dans
laquelle I'opérateur u est induit par une transformation préservant la mesure sur un espace
mesuré. La définition précise se trouve dans la Section On va dans un premier temps
étudier la notion de vérité subjective dans une version de la GdI5 antérieure a celle publiée
(que I'on nommera GdI5.0) dans laquelle 'orthogonalité n’est pas définie par le déterminant
dans tous les cas (une condition est posée sur le rayon spectral). Dans ce cas, il est alors pos-
sible de définir simplement la subjectivité basée sur la notion de sous-algebre commutative
maximale car le probléme posé par la consistance ne se pose pas. Nous ferons ensuite le lien
avec la notion de vérité de la GdI5.1 dans la derniére section.

MASAs et Vérité Subjective dans le type 11

On va commencer par étudier une version de la GdI5 antérieure a celle introduite dans I'ar-
ticle de Girard [[Girllal. L'intérét de cette construction est que la notion de vérité subjective
dépend du choix d’'une sous-algébre commutative maximale, c’est-a-dire I'’équivalent d’une
base dans le cas des matrices. On pourra alors s’aider de certains résultats sur la classifica-
tion des sous algebres commutatives maximales afin d’obtenir des résultats d’adéquation.

La GdI5.0

DEFINITION.
Un opérateur dialectal de support p* = p2=p € NRo,1 et de dialecte 2 une algebre de von
Neumann finie de type I est la donnée :

1. d’un hermitien A* =A € pPRp1p @A tel que Al <1;
2. d’une pseudo-trace a.

On définit, pour 2,5 deux algeébres de von Neumann, les isomorphismes :

(‘)T% : 9%0,1 ®9l—»‘}i0,1 AR B
O . Ry eB—NRe 0AB

1. Pour la somme, il faut supposer que les domaines et codomaines sont disjoints.
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DEFINITION (LDET).
Soit A € %1 ®2 un opérateur de norme strictement inférieure a 1, avec une trace ¢r sur Ro 1
et une pseudo-trace a sur I’algébre finie et hyperfinie 2. On définit :

0 Ak
ldet(1-A)= ) tr®+()
i=1

DEFINITION.
On définit la mesure de 'interaction entre deux opérateur dialectaux (A, a),(B, 8) de supports
respectifs p,q et de dialectes respectifs 2,5 par :
[A.5] ldet(1-AT®B*) sirad(AT®B¥#)<1
0o sinon

LEMME.
Soit u,v € Ro,1 ®2 et a une pseudo-trace sur 2. Alors, sous 'hypothése de la convergence des

séries :
Idet(1 —(u +v —uv)) =1det(1 —u) +1det(1 —v)

Démonstration. Sous I’hypothése de la convergence des séries :

ldet(1 - (u +v))

—tr(log((1-u)(1-"0)))
—tr(log(1-u)+log(1-v))
= —tr(log(1—u))—tr(log(1-v))

D’ou ldet(1 — (u + v — uv)) =1det(1 — u) + ldet(1 — v). ®

LEMME.
Soit u € Ro 1 ®2, une trace tr sur Ro,1 et une pseudo-trace a sur A une algebre finie et hyperfi-
nie. Pour toute algébre finie et hyperfinie B et pseudo-trace f sur *B, on a :

ldet(1 - u ® 1o3) = B(1gs)ldet(1 — w)

Démonstration. Par définition :

trea®f(uely)t)
k

Idet(1 —u ® 1s3)

treas® fut ely)

Z
i

tre a(uk)ﬁ(l%)

tre a((u)k)

= Py )Z

DEFINITION.
Deux opérateurs dialectaux (A, a),(A’,a’) sont dits universellement équivalents si pour tout
opérateur dialectal (B, §), ils vérifient [(4,a),(B, )] = [(A’,a"),(B, B)].

LEMME (VARIANTS).
Soit (A, a) un opérateur dialectal dans A, et ¢ : A — € isomorphisme unital d’algébres de von
Neumann. Alors ((Idy,, ® p)(A),a o@~1) est universellement équivalent & (A, ).
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Démonstration. Soit (B, ) un opérateur dialectal. Comme B¢ = (Idgr, ®@)(B*), que Idgs,, ®
¢ est un isomorphisme unitale d’algebres de von Neumann et que les isomorphismes entre
algebres stellaires sont isométriques (voir le Chapitre[3), on a :

I[Ides,, ® PATEBR| = |Idy,, ® p)AT=BM))
||AT%BiQ1 I

De méme, on montre aisément que pour tout entier % :

I([(Idws,, ® P)A)T® B | = (AT5Bray|

Par conséquent, comme rad(u) = limkaoolluk II i , on en déduit que :
rad([(Ids, , ® p)(A)]™® B¥¢) =rad(A™® B™)
De plus, si rad(ATsB¥) <1 :

1det(1 - [(Idw,, ® p)(A)]'®Be)
= ldet(1-(Idg,, ® p® Ly )AT3B™))
i tr([(Idg,, ® 9 ® Ly )(AT2 BR)TF)

k=1 k

&) ATs giaik
= tr((IdmO’l ®P® 1%)(%»
1

ol

ATs gk
(trmm ®(ao ‘P_l) ® ﬁ)((Idg{o’l ®P®ly )(%))

I
P18

b
]
—

Ats giagk
(trozy,, ®a® ﬁ)(%)
k=1

= ldet(1-A"®B*™)

I
P18

Finalement, on a montré que [((Idg,, ® 9)(A),a0 ¢~ 1,B,8)] =[(A,a),®B,B)]. ©

DEFINITION.

Soit (A, a),(B, B) deux opérateurs dialectaux de supports p +r,r + g et de dialectes 2,*5 tels
que rad(A,B) < 1. Lexécution de A et B est définie comme 'opérateur dialectal (A::B,a ® f)
de support p + q et de dialecte A ®5 ou A ::B est défini par :

A:B=(pA™ +q)1-B*A™) (p+B¥g)
Lorsque r =0, alors B¥ AT = 0, et on notera
AUB=A:B =pAT%p +qB*g —Afs 4 gho

COROLLAIRE (ADJONCTION, GIRARD [[GIRO7I]).
Soit (F,¢$),(G,y),(H,p) des opérateurs dialectaux de supports respectifs p,q,r tels que qr = 0.
Alors :

[F,GUH] =p(1)[F,G] +[H,F ::G]

DEFINITION.

Si (A, a) et (B, B) sont des opérateurs dialectaux de méme support p et de dialectes respectifs
2,8, et 1 € R est un nombre réel, on peut définir A(A, a) + (B, f) comme l'opérateur dialectal
(A +B, Aa e pB) de support p et de dialecte 2 & *B.

DEFINITION (PROJETS).
Un projet est un couple a = (a,(A,a)) ou (A, a) est un opérateur dialectal et a € Ru {o0} est la
mise. On notera a=a-+-a + A les projets.
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DEFINITION (VARIANTS).
Soit (A, a), (B, B) des opérateurs dialectaux. S’il existe ¢ : A — B un isomorphisme tel que
B,p) = (Idg)%’1 Q@ Pp(A),a0 ([)_1), on dira que (B, ) est un variant de (4, a).

On peut alors construire les connecteurs multiplicatifs, les comportements et les connecteurs
additifs en suivant les constructions du Chapitre [7| De plus, on peut utiliser la définition de
I'exponentielle de la GdI5 (Chapitre [, Section [4.2).

Vérité Subjective

DEFINITION (ANGLES).
Un angle est une sous-algébre commutative maximale de 9ig 1.

DEFINITION (PROJET PROMETTEUR).
Un projet a=a-+-a+ A est prometteur sous 'angle *3 si :
— aestsans mise: a =0;
— «a est la trace normalisée sur 2 ;
— A est une symeétrie partielle: A=A* =A3;
— A est dans le groupoide normalisant de B ® Q, avec Q < 2A;
— pour toute projection 7 € P ® Ny(Q), tr(mA) = 0.

REMARQUE. Si a est un projet prometteur, on peut supposer que 2l est un facteur. En effet,
nous avons montré que si ¢ est un morphisme injectif de 2 dans B, alors a? est universelle-
ment équivalent & a dans le sens out <a,b> = «a?,b> pour tout projet b. Donc, a € A si et
seulement si a? € A.

DEFINITION.
Une conduite A est correcte du point de vue de 2 §’il existe un projet a € A prometteur sous
Pangle 2.

Il reste a vérifier que cette notion de projet prometteur satisfait les critéres indispen-
sables : la compositionnalité et la consistance. On aura besoin pour cela de trois lemmes.

LEMME (PRODUITS D’ISOMETRIES PARTIELLES).
Soit u,v deux isométries partielles, toutes deux dans le groupoide normalisant Ggz,,(B) d’'une
sous-algebre commutative maximale * < Ry 1. Alors uv est une isométrie partielle, et uv est

dans G, , (P).

Démonstration. Puisque u et v sont dans le groupoide normalisant de 3, on sait que p =
u*u eP et g =vv* €P. De plus, puisque P est commutative, pg = gp. D’our :

(wv)wv)*(wv) =uvv*u*uv =ugpv =upqv = uu*uvv*v = uv

On a montré que (uv)(uv)*(uv) = uv, et donc uv est bien une isométrie partielle. De plus, il
est clair que les projections uv(uv)* et (wv)*uv sont dans P et que uvP(uv)* < P. ©)

LEMME (SOMMES D’ISOMETRIES PARTIELLES).

Soit u,v deux isométries partielles, toutes deux dans le groupoide normalisant G, , () d’une
sous-algébre commutative maximale P < R 1. Si uv* =u*v =0, alors la somme u +v est une
isométrie partielle, et appartient a Gg,, (F).

Démonstration. On a (uv*)* =vu* =0, ce qui implique que (z*v)* = v*u = 0. On obtient alors :
w+v)u+v)' @w+v)=@w+v)u* +v ) u+v)=uv*u+vvv=u+v

Cela signifie que u +v est une isométrie partielle. Il reste & montrer qu’elle appartient au
groupoide normalisant de B. Les projections uu®,u*u,vv*,v*v sont toutes des éléments de
B, et commutent donc les unes avec les autres. Si a est un élément de 3 :

(w+v)a(u+v) =uau™ +vav®
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Puisque u,v sont dans le groupoide normalisant de 3, on en conclut que (u + v)a(u + v)*
est la somme de deux éléments de ‘B3, qui est toujours un élément de *B. Cela signifie que

(u+v)B(u+v)* <PB.
Finalement, les projections (u + v)(u +v)* =uu* +vv* et (u+v)*(w+v) =u*u+v*v sont égale-
ments dans B car ce sont des sommes d’éléments de . ®

LEMME (SEMI-DISTRIBUTIVITE).
Soit A,B,C des conduites de supports deux & deux disjoints. Alors :

(A*3B)eCY)c(Ae B2 C)*

Démonstration. On définit AeB={a®b | a € A,be B} I'éthique du produit tensoriel, et on
va montrer que ((A — B)©® C) c (A — (B® C)). On pourra alors conclure en prenant la cloture
par bi-orthogonalité.

On définit tout d’abord les projets :

f = (p+q,f,¢,%’,F)€A—OB
a = (p,a,a,AA)eA
¢ = (s0c7¢CEeC

Il suffit de montrer que f®¢)::a=(f::a)®c:
foc=(p+q+sfrle)+P(lz)e,py,F@C,F+CH)

On notera w la mise de f®¢, { = p®y® a la pseudo-trace de X = FoC® A et x la mise de
(f®c):a, Cest-a-dire x = wa(ly) + p(13)y(le)a +1det(1 — (FTe + CH) 2 A%sec). Alors :

(Fo®c)ia=(g+s,%EX,(Fe+CH)M): Atsec)
Un simple calcul montre que modulo la commutativité du produit tensoriel sur les dialectes,
((FTC +C¥s )Tm)::Aigxc - (FTQL A )Tc + Czen
De plus, puisque (F¢ + %) 2 A¥see = (Ffe)fap¥sec ona:
x = (a(lg)f +Pp(1z)a +1det(1 - FTHAM))y(1¢) + a(lg)p(13)c

On en déduit que (f®¢)::a € B®D par le lemme [§10.2.9 page [228] donc f € A — (B® C), ce qui
signifie que l'on a I'inclusion ((A — B) o C) c (A — (B® C)). ©)

PROPOSITION.
Soit B un angle. Deux conduites A et A* ne peuvent simultanément contenir un projet promet-
teur sous l'angle ‘B.

Démonstration. Supposons que f,g sont des projets prometteurs dans A, At respectivement.
On doit montrer que ldet(1 - F'¢ G*5) = 0. Comme f L g, on a p(FT®¢G*5) < 1. En d’autres
termes :
. t txnk g L
lim inf |[(F'¢G*S)*||% < 1 (10.1)

Soit Pz = § et Pgs = & des sous-algebres commutatives maximales telles que F' et G soient
dans le groupoide normalisant de 3 ® Pz et ‘P ® P respectivement.

Puisque F et G sont des symétries partielles dans le groupoide normalisant de P ® Pz
et P ® P respectivement, il est clair que F'® et G*5 sont encore des symétries partielles,
et on peut montrer[ﬂ qu’elles sont dans le groupoide normalisant de P ® Pz ® Pg. De plus,
ce sont a fortiori des isométries partielles, et le lemme nous assure que FTo G
est une isométrie partielle appartenant au groupoide normalisant de ‘B ® ‘Bz ® B¢s. On peut

2. En utilisant le fait que 'unité d’une algébre de von Neumann 2 est contenue dans toute sous-algébre commu-
tative maximale de 2.
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alors montrer aisément que pour tout % € N, (FT& G¥5)* est une isométrie partielle. Puisque la
norme d’une isométrie partielle est nécessairement égale a 0 ou 1, on a que pour tout 2 € N,
I(Ffe G¥)e | = 0 ou (FTeGs)*|| = 1. On en déduit, en utilisant ’équation qu’il existe
N €N tel que [|(FTeG*)N| =0, i.e. (FTe G¥)N = 0. Finalement, cela montre que F'¢ G¥% est
nilpotent, ce qui implique que ldet(1 - FfeG#s) = 0. ®

PROPOSITION (COMPOSITIONALITE).
Si € A— B et g € B—o C sont des projets prometteurs sous l'angle B3, alors {::g est un projet
prometteur sous langle 3 dans A — C.

Démonstration. Soit f=0-+-¢p+F et g=0-+-9+G deux projets prometteur sous 'angle
2A, respectivement dans A — B de support p + q et B— C de support q +r. Soit h =f:g =
ldet(1-FTe G¥).+-p @ w+ F ::G le projet obtenu par la coupure de fetg.
— Dialecte
Il est clair que le dialecte §®® est un facteur fini et hyperfini, puisqu’il s’agit du produit
tensoriel de deux copies § et & du facteur hyperfini de type II;.
— Diatrace
La trace ¢ ® ¥ est bien entendu normalisée. En effet, puisque ¢ et ¥ sont normalisées,
il s’agit d’'une simple vérification :

Ppey(lzes) =Pyl ®le)=d(1x)y(le) =1

— Mise
Pour montrer que la mise est nulle, on doit montrer que ldet(1—F¢G#) = 0. Il est clair
que (p,00,$,§,0) € A et (r,00,,8,0) € C*, et on a donc :

01=(p+q+r,00,00Y,FoG F¢)c(A—B)aC"
09 =(p+q+r,oo,¢®w,S®Q5,G*5)eA®(B—oC)

En utilisant le lemme de semi-distributivité [§10.2.22] on obtient :
(A—-B)eC*=(A*3B)eC* c(Ae(B*3C)" =(Ag(B —C)"
ce qui signifie que 01-Log, i.e. ,o(FJer G¥3) < 1. En d’autres termes :
im i fo is )|+
lim inf |(F'®G*)? ||k <1 (10.2)

Soit Pz < F et ‘P < & des sous-algebres commutatives maximales telles que F et G
soient dans le groupoide normalisant de 3 ® Pz et ‘P ® P respectivement. Puisque F
et G sont des symétries partielles dans le groupoide normalisant de P ® Pz et P o Py
respectivement, il est clair que F'® et G¥ sont encore des symétries partielles, et on
peut montrer qu’elles sont dans le groupoide normalisant de ‘B ® Pz @ P¢. De plus,
ce sont des isométries partielles, et le lemme nous assure que F'¢G¥ est une
isométrie partielle appartenant au groupoide normalisant de ‘BBz ® . On peut alors
montrer aisément que pour tout % € N, (F® G¥)* est une isométrie partielle. Puisque
la norme d’une isométrie partielle est nécessairement égale a 0 ou 1, on a que pour tout
keN, I(Ffe G¥F)e | = 0 ou |(FTeG*5)%| = 1. On en déduit, en utilisant 'équation
qu’il existe N € N tel que I(Ffe GF)N || = 0,1i.e. (Ffeg¥)N =0, Finalement, cela montre
que FT¢G¥5 est nilpotent, ce qui implique que ldet(1-Fe G¥5) = 0.
— Opérateur

Dans la suite, on notera p,r les produits tensoriels p ® 13 ® 15 et 7 ® 15 ® 1. Nous
faisons cet abus de notation afin de rendre les équations plus lisibles. Etant donné que
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FTeG¥ est nilpotent, on a :

F:G (pF'® + (1 -GHFTe) L (p+G¥r)

N-1
= (pFTe +r) > (GFFTo ) p +GFsr)
£=0

N-1 N-1
— pFT@ (G¥sFte )kp + Z r(GisFte )kp
k=0 k=1

N-2 N-1
+ Y pFle(GHFTe}G%Nr+ Y n(GHFie ) GHr

k=0 k=0
N- N-1
= pFTe(GHFleYip+ Y G FTe}GHsy
k=0 k=0
N-1
+ Y (MGBFTeYp 1 p(FTe G )rr)
k=1
On pose :
ty = FT@ (GigFTes )k
t;e — (GiSFTcs )kG*S
sp = (GigFT@ )k
s, = (FlogHhy

En utilisant le fait que F',G sont des symétries partielles dans le groupoide normalisant
de PPz et PP respectivement et que p,r € PPz ® P, on montre aisément que
chacune des trois sommes (¢, t;e et sy +s;e respectivement) sont des isométries partielles
dans le groupoide normalisant de 3 ® Pz @ P (par le lemme et sont de plus
hermitiennes (puisque F et G le sont). Ces termes sont donc des symétries partielles
dans le groupoide normalisant de P ® Pz @ Ps.

— On vient de montrer que (ptyp)® = ptsp, et on en déduit (ptypt;)? = ptypts. Puisque

ptrptr = (ptrptr)”, on obtient, par composition par p sur la droite :

pirpty = tpptrp (10.3)
DPippty = ptpptrp (10.4)

— On montre de méme que :
rt}ertk = rt%rt}er (10.5)

— On peut aussi calculer :
(psger + rskp)3 = ps;erskps}er + rskps%,/rsk

Puisque (ps;er+rskp)3 = ps;er +rspp, en composant par p a gauche (resp. a droite)
et r a droite (resp. a gauche), on obtient ps),r = ps) rs;ps,r (vresp. rspp =rs,ps,rsg).

On en déduit :
2
(rsgpsy)® = rsyps),
(psyrsp)® = psjrsk
On peut alors montrer que :
rskps;e +ps;ersk = (rskps}e +ps;€rsk)*

= (rspps))” +(ps,rsp)”
! !
= spps,r+s,rspp
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En composant par p (resp.r) a droite, et en utilisant le fait que Gp =0 (resp. Fr =0),
on a alors :

rsgpps,r = Tspps), (10.6)

pPS,rSkp = DS,Isk (10.7)

Par les équations[10.4] [10.5] [10.6]et[10.7] on peut montrer que le produit de deux termes
distincts des sommes est nécessairement nul. Puisque pr = rp = 0, on a cinq cas a
considérer :
— (pt;p)pt;p), avec i # j.
On peut supposer que i < j, puisque le cas j < i se réduit a i < j en prenant I'adjoint.
On a alors :

(ptip)pt;p) ptipt;p
— (ptipFTes(GigFTes )jp
= (pt;pt)(GFTey~ip
= (ptiptip)sj-ip
Puisque pG¥ =0, on a psj-i =0, et finalement (pt; p)(pt;p) =0.
- (rt;r)(rt;.r), aveci#j.
Ce cas est similaire au cas précédent. On traite le cas j<i :

((rt'ir)(rt;-r))* (rt'jr)(rt'ir)
= rt'jrt'ir
= rt’r(GHFTe) Gy
= (et FleGF) Iy
= (rt'jrt;-r)s’i_jr
Puisque rF® =0, on a rs;ﬂ. =0, et finalement (rt;r)(rt;.r) =0.

— (ptip)(ps’r).
Sij<i,ona:

(ptip)psir) = ptips;r
= pti_j(s]-ps;-r)
= ptl-_j(rsj-ps}r)
Sii<j,ona:
(ptip)psir) = ptipsir

= pFle(G*FleypFTeGhsyr
= pFT® (GiEFTes )ip(Fqu Gis)iFTes Gig(FT@ G )j—i—lr

Puisque F'® ,G*5 sont hermitiens, et dans le groupoide normalisant de 3 e Pz Vs,
et étant donné que r est dans P ® Pz ® P, on obtient que I'opérateur

Fle (GigFqu )ip(F’ras Gig )iFqu

est un élément de PPz ®Pes . Il commute alors avec p qui est également un élément
de Po Pz ®Pe. Finalement :

(ptip)(ps’jr) = pFleGHsFley p(FfeGis)ipTe)gis(Flegisy-i-1,
= (FT@ (Gi{?FT@ )lp(FTGS Gig )LFTb )pGig(Fqu Gig )j—i—lr

Puisque pG¥s =0, on obtient que (ptip)(ps}r) =0.
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- (rtir)(rs;p).
De méme, on a, dans le cas j < i :
(rt;r)(rs;p) = rtirs;jp
= rG%sirs;p
= rGi\?s’i_j(s;-rsJ-p)
= rGiss;_j(ps'jrsjp)
Sii<j,ona:
(rt;r)(rsj-p) = rt;rsj-p
= r(GHF) GG FTeyYp
= rG% (FTQ5 G )ir(GigFqu )iGigFT@ (GigFTQs )j—i—lp
Puisque F,G sont hermitiens, dans le groupoide normalisant de P ® Pz ® P, et
puisque r est dans ‘B ® ‘Pz ® P, on obtient que G* (Ffe G¥) r(GT FT6) G5 est un
élément de P ® ‘Pz P Il commute donc avec r puisque ce dernier est un élément
de PoPz ®Pe. Finalement :
(rt'r)rs;p) = r(GHEFCGH)HGHFTe)GR)FTe(GRFTey—it1,
(Gig(FTQS Gig)ir(GigFT@ )iGig )rFTQs (GigFT@ )j—i—lp

Puisque rFTe =0, obtient que (rt;r)(rsjp) =0.
— (rsip +ps;r)(rs;p +ps;.r), aveci#j.
On peut suppose que i < j sans perte de généralité. On a alors :
(rsip +ps;r)rs;p +ps;-r) = rsips'jr +ps;rs;p

= (rsips))s;_;r+(psirs;)sj-ip

_ (rsips;r)s;-_ir+(ps'irsip)sj_ip

Puisque rF = 0 = pG, on obtient que rs;.fi =psj-; =0, et donc que (rs;p+ps,r)(rs;p+
ps’jr) =0.
Finalement, on a montré que F'::G est une somme de symétries partielles vérifiant les
hypothéses du lemme On en déduit donc que F ::G est une symétrie partielle,
et est dans le groupoide normalisant de ‘B ® Pz ® Px.
— Projections
Soit[ﬂ €PN (Pz) ® Nk (Ps) est une projection. On peut alors calculer tr(rA) :

tr(rF:=G) = tr(l(pF'e + 1)1 -GHFTe) Y (p+GHr))

N-1 N-1
= tr(xl Z pFTQS (GI'SFTQS )kp]) +tr(n[ Z r(GigFT@ )kGig =)
k=0 k=0

N-1 N-1

+tr(l Y r(GRFTe Y ph)+tr(nl Y p(FTe G )rr))
k=1 k=0

N-1 N-1

= ) tr(lpF'eGHWF ) ph+ Y tr(alr(GFFTe ) Gsr)
N

el

0 k=0

-1 N-1
+ Yt GHEFe ) pl)+ Y tr(alp(FTe G )Yrr)
k=1 k=1

Il suffit alors de montrer que tr(nptyp) = tr(nrt}er) =0 pour tout 0 <A N-1, et
tr(nrsyp) = tr(nps}er) =0pour 1I<E<N-1.

3. Remarquons que P @ Nirgo (P @ Pe) = P Nr(Pz) @ Nr (P ) par le théoreme §3.3.71
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— tr(nptrp) =0 et tr(nrt,r)=0
On suppose tout d’abord, sans perte de généralité, que np = 7, c’est-a-dire que 7 est
une sous-projection de p. Alors :

tr(Fte (G Fle)s n(Fle gin)s) sik=0[2]

tr(nptrp) = _ _
{ tr(GH (FleGH)'s (FlenFlo) G FTe)'s')  sik=1[2]

Puisque F'¢ G*5 sont dans le groupoide normalisant de P ® Pz ® P, on peut mon-
trer que ce sont des éléments de DN(Pp1q+r ® Nz (P3) ® Nk (Pe)). En effet :

NPBpigirs @Bz 8BPs) = N PBpigr) 8NP 8N(Ps)
c NPpger) ® NOUPF)) © NOUP))
< m(mp+q+r ® m(m&) @ N(Pew))

Donc, puisque 7 est une projection de Ppig+r @ Nr(P3) ® N (Pe), on en déduit
que les termes (G*FTe )%JT(FJ(“5 GiS)% et (F'e G‘EF)kZ;l(FTQ5 nFfe )G Fie )}62;1 repré-
sentent des projections de B ® Nk (Pz) ® Nr(Pe).

Finalement, puisque tr(¥v) = 0 pour toute projection v € ‘B ® 9z (Pz), on peut mon-
trer que tr(FT® u) = 0 pour toute projection u € P ® Nk (Pz) © R, et par conséquent
pour toute projection dans P ® N (Pgz) ® Nk (Pe). De méme, tr(G¥ ) = 0 pour une
telle projection, et on en conclue que tr(zpt;p)=0.

Le cas tr(ﬂrt}er) =0 est traité de manieére similaire.

— tr(nrspp) =0 et tr(wps,r) =0

Puisque p = p®1®1 et P est commutative, p est dans le centre 3(P ® R ®R) de
PR et commute donc avec toute projection dans I'algébre PNk (Pz)@Nn (Pe).
De méme, la projection r est dans 3(PF ® R ®R) et commute donc avec toute projection
dans P @ Nk (Pz) @ N (P ). Alors, étant donné que pr=rp=0:

tr(nrspp) =tr(rasyp) =tr(pras;)=0
tr(nps),r) =tr(pns,r =tr(rpus,) =0

Finalement, ce projet est sans mise, normalisé, I'opérateur F::G est une symétrie partielle
dans le groupoide normalisant de ‘B ® Pz ® P, et pour toute projection 7 € P ® Nk (P), on a
tr(n(F::G)) = 0. Il est donc prometteur sous 'angle 3. ©)

Classification des MASAs et Logique Linéaire
MASASs singuliéres

Dans cette partie, on montre que tout projet prometteur par rapport a un angle 3 <R ; sin-
gulier est trivial, dans le sens ou1 son opérateur est égal a 0. On montre dans un premier temps
deux lemmes. On notera R 1 le facteur hyperfini de type Il et par A le facteur hyperfini de
type II1. De plus, on écrira 2, I'agébre de von Neumann p2p ot p est une projection.

LEMME.
Soit A <M une sous-algébre commutative maximale d’'un facteur M, et soit p une projection
dans 2. Si A € M normalise 2, et Ap = pA, alors A normalise 2.

Démonstration. On choisit x dans A, c 2. Alors AxA* = y € 2 puisque A normalise 2. De
plus, yp = AxA*p = Ax(pA)* = Ax(Ap)* = AxpA* = AxA* = y, et on montre de méme que
py=y.Douy=pypetyel,. ©)

REMARQUE. Ce résultat implique que pGNon(2)p < GNoy, (Ap).
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Le lemme suivant est particulierement important puiqu’il nous permettra de nous ramener
au cas des facteurs de II;, et donc d’utiliser le résultat de Chifan (Théoréme [§3.3.71). Le fait
que 2 soit abélienne est nécessaire ici. En effet, il est méme possible de trouver des contre-
exemples en dimension infinie dans le cas ou 2 n’est pas nécessairement commutative. Par
exemple, le sous-facteur 2 = Na(C) & C de M3(C) est singulier : Ngy,(cy(A) =2A. Si P'on prend
la projection p =0® 1@ 1 dans Mi3(C), on obtient que 2, n’est pas singulier dans (9MN3(C)), —
c’est méme une sous-algébre réguliere — puisque Mgy, (c)(Ap) = M2(C).

LEMME.

Soit A < 9N une sous-algébre commutative maximale d’un facteur M, et p une projection dans
2. Alors 2, est une sous-algebre commutative maximale dans M. De plus, si A est singuliére,
2, est également singuliére.

Démonstration. Soit v un élément de (A,), le commutant de 2, dans 9, et soit @ € A. On
a pa =pap et (1-p)a=(1-p)a(l-p) puisque p et (1— p) sont des éléments de A — qui est
commutative. En utilisant le fait que vp = pv = v, on obtient :

va v(pa+(1-pla)

= vuvpa+v(l-p)
= vpap

= papv

= av

Par conséquent, () < (A"), =2, de par la maximalité de 2. Cela nous donne que () <2,
i.e. 2, est commutative maximale.

Supposons que 2 est une sous-algebre singuliere. Choisissons u € Noy, (2,). Par definition
u est un unitaire de 91,, c’est-a-dire uu™* = u*u = p, et donc up = pu = u. Définissons v =
u+(1-p), un élément de IN. Alors, étant donné que p(1— p) =0, v est un unitaire : vv* =
w+A-pYu*+A-p)=uu*+1-p)=1=v*v, et pvp=u.
Prenons maintenant x € 2. Puisque x et 1—p sont des éléments de 2 et que 2 est commutative,
ux(1-p)=u(l-p)x =up(l-p)x =0. De méme, on montre que (1 — p)xu = 0. Cela implique
que vaxv* = uxu® + (1 - p)x(1— p). Or, puisque u normalise A, uxu™ = upxpu® est un élément
y de 2. De plus, étant donné que 1 — p est dans 2, I’élément (1 — p)x(1 — p) est également un
élément de 2. Finalement, vxv* est un élément de 2 et v € Noj (). D’ott u € pNop(A)p. Mais
Non(R) = Ngn (A) = A (A est singulieére), et donc u € 2A,.
Puisque Noy, (/) <2, on obtient que oy, (Ap) = Ap. ©)

THEOREME (ANGLES SINGULIERS ET CORRECTION).
Si P < No,1 est singuliere, alors tout projet prometteur sous l'angle P est trivial.

Démonstration. Soit a =(p,0,R,tr,A) un projet prometteur sous I'angle B c Ry ;.

On souhaite montrer que A € B ®R. Puisque A est un élément de (PRo,1), ® R, on sait que
Ap =pA = A ou p représente la projection p ® 1. Puisque A est dans le groupoide normalisant
GNgy o (P ®9Q), il est également dans GN,),e:(Pp ® Q) par le lemme et il est
donc dans l'algébre M, ,), 090 (Pp ® ) par le théoréme En utilisant maintenant le
Théoréme on a A € Ny, , (P) ® Nor(Q). Finalement, puisque P est singuliére dans
QRo,1, B est singuliere dans (Ro,1), par le Lemme[§10.2.29] Ceci montre que A € P, Mk (Q).
Le fait que A soit prometteur par rapport a 3 implique également que pour toutes projections
7 ePNxk(Q), on a tr(rA) = 0. Puisque les projections dans P ® Nk (Q) engendrent tous les
éléments de P ® Nk (Q), et par la continuité de la trace, on en déduit que pour tout élément
BePeoNxr(), tr(BA)=0.

Puisque A% = A = A*, A% = r est une projection, avec rA = Ar = A. On peut alors conclure,
étant donné que A € P ® Ny (), que tr(A2) =0, c’est-a-dire A% =0 et donc A = A3 =0. ©

REMARQUE. Sans la condition additionelle dans la définition du gain, il serait facile de trou-
ver des projets non triviaux gagnants par rapport & un point de vue singulier 8 = 93y 1. En
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effet, soient p, g deux projections dans 3. Alors le projet a =(p+¢q,0,1,C, p + ¢) est clairement
prometteur par rapport a *§3 si 'on oublie la condition additionnelle.

On pourrait également penser que cette condition peut étre affaiblie, en demandant par
exemple que la trace de A soit nulle. Cette condition ne serait cependant pas suffisante,
puisque pour toutes projections p,q € ‘B telles que tr(p) = tr(q), le projet b défini par (p +
q,0,1,C, p — q) satisfait toutes les conditions de gain excepté la condition additionnelle, et vé-
rifie de plus tr(p — q) = tr(p) —tr(q) = 0.

Une derniére possibilité serait de remplacer la condition additionnelle par la condition sui-
vante : pour toutes projections 7 € P ® 9, tr(wA) = 0. Cependant, le projet suivant serait alors
prometteur par rapport a ‘¥ lorsque p,q €3 sont des projections :

(p+q)
¢=(p+q,0,tr,Mp(C), P deln

(p+Qe1y 0

MASASs non-singuliéres

Dans cette section, on considérera que le point de vue 3 est une sous-algébre commutative
maximale non-singuliere P < $Ry 1 fixée une fois pour toutes. Nous allons montrer que toute
preuve du calcul des séquents MALLT ¢ (voir la définition au Chapitre peut étre interprétée
par un projet prometteur par rapport a 3.

Syntaxe de MALL

DEFINITION (DELOCALISATION).
Soit p,q des projections dans 3. Une délocalisation de p sur q est une isométrie partielle
0 :p — q telle que 6 € GNgz , (P).

On va en réalité travailler avec la sous-algébre commutative maximale 3 & ‘P de IMa(NRo,1)
afin d’avoir un espace primitif (la premiére composante de la somme 3 ®°13) ainsi qu'un es-
pace d’interprétation (1a seconde composante de la somme). Les interprétations des preuves
et formules seront des éléments de ’espace d’interprétation, tandis que I’espace primitif nous
servira uniquement a définir correctement la syntaxe. La proposition suivante montre que,
puisque les interprétations seront des projets définis dans la seconde composante de la somme
P &P, le fait qu’ils soient prometteurs par rapport a °3 @ ‘P dans Ma(NRo,1) implique qu’ils sont
prometteurs par rapport & °J3 dans 9g 1.

PROPOSITION (RESTRICTION DE GAIN).

Soit a=(p,0,tr,R,A) un projet prometteur par rapport & B &°B < Ma(Ro,1), tel que p <0 1.
Alors A(0e1)=(0®1)A = A, et a est un projet prometteur par rapport & B < (Ma(NRo,1))0e1 =
9{0,1.

Démonstration. 11 est clair que 3 est une sous-algébre commutative maximale dans I’algebre
(M2(Ro,1))0e1, est le résultat est une simple conséquence du Lemme [§10.2.26|page ®

On définit maintenant les variables. On choisit tout d’abord une famille de projections deux
a deux disjointes (pi, ;)i eQ: xN, telles que p; j € P et tr(p; ;) = i. Les projections p; j &0 se-
ront les lieux primitfs des variables, et cette famille de projections est en quelque sorte notre
ensemble de variables.

DEFINITION (NOMS DE VARIABLE ET VARIABLES).

Un nom de variable est un couple (i,7) € Q} x N que nous noterons par des lettre capitales
X,Y,Z,.... Lentier i est appelé la taille du nom de variable.

Une variable est un couple Xy = (X = (i, j),0), ou 0 est un délocalisation de p; ; ® 0 sur une
projection 0 ® g x, (nécessairement de trace égale a i). La projection 0 ® gx, est appelée le lieu
de la variable, et on se permettra par moments d’oublier la premiére composante de la somme
en écrivant simplement qx,.
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REMARQUE. Notons que la définition méme des variables présuppose que ‘F est non-singulier
— ce qui implique que ‘P ®*P est non-singulier dans 9M2(Ro 1), puisque nous avons besoin de
cette hypotheése pour étre certain, par le Théoreme de I'existence d’isométries par-
tielles dans GNoy, i, ,)(P @ P) de pi,; sur gx,. Ces délocalisations vont nous permettre de
définir I'interprétation de la regle axiome ainsi que l'interprétation du &, et on peut alors voir
que le Théoréme est la clef de votite de la construction de I'interprétation des preuves.

Interprétation des formules

On définit maintenant l'interprétation des formules.

DEFINITION (BASE D’INTERPRETATION).

Une base d’interprétation est une fonction § qui associe & chaque nom de variable X = (i, /) un
comportement §(X) sur le lieu primitif p; ; de X. Cette fonction s’étend & une unique fonction
& qui & toute variable Xy associe un comportement §(Xy) = 6(6(X)) de support ¢ x, — le lieu
de Xp. On nommera abusivement cette extension une base d’interprétation.

DEFINITION (INTERPRETATION DES FORMULES).
Linterprétation ||[F'||s d'une formule F selon la base d’interprétation § est définie inductive-
ment :

~F=Xp
On définit || F||; comme le comportement §(Xg) de support g Xy
- F=X}
)

On définit [|F|ls = (| Xg ||5)”L, un comportement de support qx, ;
— F=AxB (x€{8,%,&,)
On définit |F|ls = [|Alls * [|IBlls, un comportement de support p + ¢, ol p et g sont les
supports respectifs de ||Alls et |Blls ;
— F=T (resp. F =0)
On définit ||F||s = To (resp. 09).

DEFINITION (INTERPRETATION DES SEQUENTS).
Un séquent T sera interprété comme le ® des formules de T, noté Z9T.

Interprétation des preuves

La regle d’introduction du ¥ ainsi que la régle d’échange ont une interprétation triviale,
puisque les séquents prémisses et conclusion sont interprétés par le méme comportement (du
fait de la locativité, de la commutativité du % et la neutralité de 1). De méme, les régles pour
@ sont évidentes, puisqu’il suffit d’étendre le support du projet interprétant les prémisses pour
obtenir le projet interprétant la conclusion. De plus, la régle T, est évidemment interprétée
par le projet (0,0,1¢,C,0). Concernant les axiomes, ceux-ci seront interprétés naturellement
par des délocalisations. Le cas de la coupure ayant déja été traité[§10.2.24] il nous reste donc
a définir 'interprétation des régles d’introduction de ® et de &.

Etant donnés deux projets f et g dans les interprétations des deux prémisses d’'une regle ®,
nous devons définir un projet fj qui sera dans l'interprétation de la conclusion. Liopération
qui vient naturellement a l'esprit est de définir ce projet comme le tenseur des deux projets §
et g. Il s’avere que cette interprétation de la regle ® fonctionne parfaitement : la proposition
suivante montre que h définit comme f® g est un projet dans l'interprétation du séquent
conclusion.

PROPOSITION (INTERPRETATION DE LA REGLE TENSEUR).
Soit A,B,C,D des conduites de supports respectifs pa,pB,pc,pp- On a Uinclusion :

(A—-B)®(C—D))c((A2C)—-(BeD))

Démonstration. On montre que (A®C) —- (B®D) contient la conduite (A — B)®(C — D),
quelque soit les conduites A,B,C,D.
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On notera p4, pB, pc et pp les supports des conduites A,B,C,D. Soit fe A—<B et ge
C — D les deux projets :

f
g

(pa+pB.f,$,5,F)
(pc+prp,8,v,86,G)

On veut montrer que, pour tout projets a = (pa,a,a,2,A) et ¢ = (pc,c,y,¢,C) dans A et C
respectivement, le résultat de 'application (f® g)::(a ® ¢) est bien un élément de la conduite
BeD.
Ona:
(feg):(a®c)=(pp+pp,w,v,N,P)

ou
w = ¢yY(lzee)Nay(le)+cally))

+a®@y(laee)(fy(le) + 8p(15))
+ldet(1 — (FTe + ga)tuse(Afe ¢ ota)zes)

v = ¢oy®a®y
N = FobeACE
P = FTog)fuee . (afe 4 ota)ises

On va alors montrer que ce projet est un variant du projet (f::a) ® (g::¢). On pourra donc en
conclure que (f® g)::(a®c) € (A® C) — (B D) par le Lemme [§10.2.9

— Il est clair que D1 est égal au dialecte de (f::a) ® (g::¢) & un isomorphisme de commuta-
tivité pres. En effet, le dialecte de (f::a)®(g::c) est égal 4 §9A® B ® € et le morphisme
¢ =1dz ® 7 ®Idg est un isomorphisme entre cette algébre et 1;

— 11 est de méme clair que v est égal a po¢~! o1 u est la pseudo-trace du projet (f::a) ®
(g::c);

— Puisque F et A sont des éléments de (JRo1)p,4+p; €t G et C sont des éléments de
(Ro,1)pc+pp> on déduit du fait que toutes les projections sont deux a deux disjointes
que :

P = (FTo)yfuse . (aTe)iszes 4 (GT5)faee . (T )tizen

Une fois de plus ceci est égal, modulo ¢, a 'opérateur du projet (f::a) ® (g::c) :
(FT . Ats)fess | (GTe .. oTo yrues

— En utilisant le fait que ¢ ® Y(1zg¢) = Pp@Y(1z ®1e) = P(13)p(le) et que a ® y(lyge) =
a(ly)y(1e), on obtient :
w = YA)v(le)ap(lz)+fal(ly))
+a(l)p(1z)cy(ls) +gy(le))
+1det(1 — (FT® + G¥3)Taec(ATe 4 CH2a)tses )
De plus, comme AG =0 le Lemme [§10.2.6|nous permet d’obtenir que :
ldet(1 - (FTo + gs)fase(Ate 4 otayises)
= 1det(1— ((FTcﬁ )‘bl@ﬁ‘(ATQ‘)iS@@ + (Gig )Tma‘(cim )i\w@» )
= 1det(1 — (Ffe)tusec(Ate)zes) 4 1det(1 — (GF5)Taee (O )ts00)
= Y1)y (le)ldet(1 - F2ATS) + a(1g)p(1z)1det(1 - G*eCro)

qui nous permet de déduire finalement que :

w = y1)y(elap(lz)+fally)+1det(l-F*AT)]
+a(1g)p(15)cw(le) + gy(le) +1det(1 - GFeCto)]

qui est la mise du projet (f::a) ® (g::¢).
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On en déduit que pour tout §,g,a,¢, on a (fog)::(a®c) e (A® C) — (B D) par le Lemme([§10.2.9
page Finalement, on a bien montré que (A—-B)®(C —-D)c(A®C) —- (BoD). ©)

Nous devons maintenant interpréter la regle &. Nous allons pour cela interpréter une preuve
se terminant par une régle & comme la somme des projets f,+4 et gp+4, ol f et g — de supports
respectifs p et ¢ — sont les interprétations des sous-preuves dont les conclusions sont les
prémisses. Afin de pouvoir effectuer cette opération, nous devons dans un premier temps
délocaliser les prémisses puisque les lieux des contextes ne sont pas disjoints. Une fois cette
délocalisation effectuée, on peut former le projet h défini comme 01() & O2(g) — ou 61 et O2
sont des délocalisations. Il faut alors appliquer le projet implémentant la distributivité afin
de superposer les contextes.

PROPOSITION (INTERPRETATION DE LA REGLE &).

Soit A,B,C des comportements de supports respectifs pa,pp,pc disjoints deux a deux, et soit
®(A) une délocalisation de A de support une projection disjointe des supports de A,B,C. Alors
pour toutes délocalisationslﬂ@lﬁz,@g dans GNgx, , (P), il existe un projet With dans le compor-
tement :

(A — B) & (¢p(A) — C)) — (61(A) — (02(B) & 03(D)))
De plus, 25ith est prometteur sous l'angle ‘3.

Démonstration. On choisit p', ~r1 pa, p!y ~npa, Py ~11 PB et p; ~n pc des projections deux
a deux disjointes et disjointes des supports de A,B,C., Alors comme ‘J3 est un angle semi-
régulier ou régulier il existe des isométries partielles ¢, 61, 02 et 63 dans le groupoide norma-
lisant de GNw,, (P) :

¢ : pa — D
61 : pa — DP)
62 : pp — Dy
03 : pc — Dpg
On note p = pa +pp+p/, +pc et p' = p/y +pp +pg, et on définit £ = (p +p’,0,x,8,K) ot :

1c®1c
2
R = CeaC
K = (01+0]+02+605)® (010" + 07 +03+03)

On va montrer que le projet £ prometteur sous ’angle 13 et dans le comportement :
(A —B) & (p(A) — C)) — (01(A) — (02(B) & 03(C)))

On commence par montrer qu’il s’agit bien d’un élément de ce comportement, et on montrera
dans un second temps qu’il est prometteur sous 'angle 3. On notera g = ps+ppetr= pA’A +pc.
— Soit feA&B:

f = (g+r,0,¢007,5,F)
On peut alors calculer £:: :

w=¢:f=(p',w,&W,W)

ou :
w = 0
¢ - Lol _ge9
) )
W = (CeC)®F=FeF

4. 11 faut bien entendu supposer que les supports sont deux a deux disjoints.
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et
W = K'S:Fis
(01 +6] +02+05)SF™(0, + 0] +02+65)'s
(019" + P07 + 03 +6; )TgFi‘ﬁ(HﬂP* +¢0] +03+03 )5

On utilise maintenant le fait que (voir la preuve de la Proposition [§7.1.41) :
(A—B)&(PA) —-C) = (A—o(1;—=B)N(PA) —o(1g—C)) (10.8)

On notera également Wy (resp. Wo) la premieére (resp. la seconde) composante de W ;
c’est-a-dire que 'on a W = W; & Ws.

La preuve est alors similaire a celle de la Proposition : on choisit un élément
01(a) € 01(A) et on montre que tv::a € 02(B) & O3(C). On considere donc tv::a :

w:a=(pg+pe,m,(Ppea)e(@e a),%@%{@%@ﬂ,wp‘ zATS eBW;rgl = A¥S)
ou la mise m est calculée ainsi :

m = ldet(1—(W; o W) 2 A¥5es)
= 1det(1-W;* A% @ W) A¥s)
= 1det(1 - W,*A%5)+1det(1 - W, * A*5)

On peut alors montrer que Wi est un élément de 61(A) — 63(B) en utilisant I'égalité

de conduites Donc Idet(1 - WI % A%5) est nul puisque c’est la mise d’'un élément de

02(B). De plus, l'opérateur B = WITgl A5 définit un élément de O2(B) : b = (pp,0,0®

a,F o2, B) e b2(B).

Un raisonnement similaire permet de montrer que ¢ = (p,,0,¢® @,F ® Q(,WZTQ‘ wA%) €

03(C). On a donc tv::a =b+c¢ € B2(B)&03(C), et on a donc montré que ¢ est bien un

élément du comportement ((A —o B) & (¢p(A) — C)) —o (61(A) — (02(B) & 63(D))).

— Il est clair que ce projet est prometteur car il est construit a partir de délocalisations.

@)

REMARQUE. Linterprétation du & sera donc définie grace a la construction relativement
compliquée ng = [20ith1(61() &O2(g)). Cette construction ne doit cependant pas cacher la re-
lative simplicité de I'idée qui la sous-tend. Ainsi, étant donnés deux projets f=(p +r,0,¢,§,F)
et g=(q+r,0,7,8,G), nous construisons le projet :

f&g=(p+q+r,0,007,506,FoQ)

Adéquation

THEOREME (ADEQUATION).
Soit - T'; A un séquent prouvable dans MALL, et 6 une base d’interprétation. Alors linterpré-
tation de |- T;Alls est vraie sous Uangle ‘B.

Ce théoreme est en réalité obtenu comme corollaire d’'un résultat plus fort (Théoréme
§10.2.49). Afin d’énoncer ce dernier, nous allons utiliser les constructions de la section précé-
dente afin de définir I'interprétation des preuves de MALL.

DEFINITION (INTERPRETATION DES PREUVES).
On définit inductivement 'interprétation d’'une preuve I1 par rapport a un systéme de déloca-
lisations ¢ :
— Si II est une regle axiome introduisant le séquent - Xg;X, on définit naturellement
IT* =(gx, +qX¢,O,tr,9"t,9gb* +¢B*).

5. On rappelle que 01 et 62 sont des délocalisations.
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— Si Il est obtenu par 'application d’'une regle ®, ou d’'une régle d’échange, sur une preuve
I3, on définit IT° =T13.

— Si IT est obtenue par I'application d'une regle @ sur une preuve I1; de support p, alors
IT* = (T1])p+¢ ot q est le support de la formule introduite.

— SiIl est obtenue par I'application d’une régle coupure entre deux preuves I1; et I1g, alors
IT° =107 «: 115,

— Si IT est obtenue par I'application d’une regle ® sur deux preuves I1; et IIg, alors I1° =
I3 ® I15,

— Si II est obtenue par 'application d’une régle & sur deux preuves I1; et Ilg, interpré-
tées par des projets I1] et I13, on forme alors I1° = [2ith1(01(I17) & O2(T15)) o1 01,02 sont
des délocalisations sur des supports disjoints, et ou 2Jith est le projet défini dans la

Proposition [§10.2.45

THEOREME (ADEQUATION FORTE).
Soit II une preuve de conclusion - I';A dans MALL, et & une base d’interprétation. Alors le
projet I1° appartient & || T;Alls et est prometteur sous U'angle 3.

Démonstration. La preuve est une conséquence directe des Propositions [§10.2.43| et [§10.2.45
de la section précédente, ainsi que de la compositionnalité (Proposition [§10.2.24). ©)

MASASs réguliéres

Pour interpréter les exponentielles élémentaires, on utilisera la construction de ’exponen-
tielle proposée par Girard. Il reste cependant un probleme de taille. En effet, si a est un
projet prometteur sous 'angle 3, il est évident que le projet !qa est prometteur par rapport a
QP & Q) o O est une sous-algeébre commutative maximale de JR. Cependant, s’il est évident
que Q(P ® Q) est une sous-algébre commutative maximale de Rg 1, il ne sera pas vrai, en
général, que Q(P ® Q) =‘P. Comme ce sont des sous-algébres commutatives maximales de
Ro.1, les deux algebres Q(P @ Q) et P sont des algébres de von Neumann commutatives dif-
fuses, donc isomorphes en tant qu’algebres de von Neumann. Ce résultat est cependant trop
faible puisque cet isomorphisme n’est pas en général implémenté par un unitaire, condition
nécessaire a la bonne interprétation de la promotion.

PROPOSITION.

Soit a un projet prometteur sous langle 3. Supposons que B3 soit une sous-algébre commuta-
tive maximale réguliere (de Cartan) de R 1. Alors il existe une isométrie partielle u telle que
uQ(A)u™ soit une symétrie partielle dans le groupoide normalisant de *J.

Démonstration. Cette preuve repose sur deux hypotheses : le fait que le point de vue soit ré-
gulier, et le fait que Popérateur A soit un élément de p9ip 1p, c’est-a-dire dans une algébre
de type II;. En effet, comme a est prometteur par rapport a 3, A est un élément du grou-
poide normalisant de P ® Q, ou 2 est une sous-algébre commutative maximale de 2 qui est
nécessairement réguliére puisque 2 est finie de type I. Comme P8 et Q sont régulieres, leur
produit tensoriel est une sous-algebre commutative réguliere de 9 1 ® 2, et par conséquentE]
Q(P ® Q) est une sous-algebre commutative maximale réguliére de Ro 1.

De plus, A = pAp ou p est une projection finie dans ‘3. Alors Q(A) = Q(p)Q(A)Q(p), ce qui
implique que Q(A) est un élément du groupoide normalisant de Q(p)Q(B®Q)Q(p), qui est une
sous-algeébre commutative maximale réguliere de Q(p)9g 1Q(p) par le Lemme Soit
maintenant p’ une projection de Ro 1 de méme trace que p (et donc de méme trace que Q(p)).
On peut alors considérer la sous-algébre commutative maximale réguliere p'Bp’ de pRo 1p.
Comme p’ et Q(p) ont la méme trace, il existe une isométrie partielle u telle que uu* = p’ et
u*u=Q(p). Alors u*p’Bpu est un sous-algebre commutative maximale de Q(p)Po,1Q2(p). Un

6. On fait un abus de notation ici, puisque 2 n’est pas une sous-algébre commutative maximale de 3. Cependant,
il est possible de choisir le plongement de 2 dans PR de maniére a ce que 2l soit une sous-algébre d’'une algebre
commutative maximale réguliere de ‘R.
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résultat de Connes, Feldman et Weiss (Théoréme[§3.3.72) montre que deux sous-algébres com-
mutatives maximales régulieres du facteur hyperfini de type II; sont unitairement équiva-
lentes. Il existe donc un unitaire v € Q(p)Ro 1Qp) tel que v* (w* p"Pp'u)v = QP)QPR)Q(p).
Comme le produit uv est une isométrie partielle (vv(uv)*uv = uvv*u*uv = uQ(P)Q(P)v = uv),
on peut alors montrer que (uv)*A(uv) est une symétrie partielle dans le groupoide normali-
sant de ‘P :

v'utAuvv*utAuv = v'utAuQ(p)utAuv=v*u*ApAuv=v*'u*AAuv =v*u*Auv
@'u Auv)* = v'utA*uv=v'u*Auv
Lisométrie partielle uv est donc celle recherchée. ®

Grace a cette proposition, et en remarquant que la contraction et 'implémentation de la pro-
motion fonctorielle n’utilisent que des projets prometteurs, on peut montrer aisément un théo-
réme d’adéquation forte pour les calculs des séquents ELLpo et ELLcomp définis au Chapitre
lorsque I'angle choisi est une sous-algebre commutative maximale réguliére. Remarquons que
cette proposition ne dépend pas du morphisme Q choisi (le résultat d’adéquation en dépend
cependant puisque tout choix de  ne permet par d’interpréter la promotion fonctorielle).

Il est alors naturel de se demander si la réciproque est vraie, c’est-a-dire si le fait que *J3 ne soit
pas réguliére implique que 'on ne puisse pas interpréter les (au moins une) exponentielles.
Nous ne savons pas si une telle réciproque existe, mais nous allons tout de méme discuter
cette question.

Considérons tout d’abord les invariants de Pukansky de I'angle I3 choisi et de la sous-algébre
QP ® ) (en utilisant les notations de la preuve précédente). Il est connuE] qu’il existe des
sous-algebres commutatives maximales singulieres de R dont I'invariant de Pukansky est
inclus dans {2,3,...,00}, et la sous-algébre £ vérifie Puk() = {1} puisqu’elle est réguliére
(Théoréme[§3.3.80). En utilisant la Proposition[§3.3.83] on obtient que Puk(Q(P®1)) contient
1, et il est donc impossible dans ce cas que Q(E ® Q) et P soient unitairement équivalentes.

Cependant, I'invariant de Pukansky d’une algébre semi-réguliére est une partie de N U {oo}
contenant 1 (du fait du Théoréme [§3.3.82). La Proposition nous donne alors que
Puk(Q(P ® Q) = Puk(R). Il n’est donc pas possible de montrer la réciproque de la Proposi-
tion de cette maniere. Nous conjecturons qu’il existe des pérennisations Q et des
angles 3 semi-réguliers tels que (I'équivalent de) la Proposition [§10.2.51] soit satisfaite. Nous
conjecturons également qu’il existe des pérennisations Q et des angles ‘¥ semi-réguliers tels
que (Péquivalent de) la Proposition ne soit pas satisfaite. Une question plus inté-
ressante serait de savoir si pour toute pérennisation (et donc en particulier celle définie par
Girard) il existe un angle semi-régulier 3 donnant un contre-exemple a (I'équivalent de) la

Proposition [§10.2.51

Conclusion

Les différents résultats obtenus dans cette section peuvent étre combinés afin d’obtenir le
théoréme suivant :

THEOREME.
Soit °B une sous-algébre commutative maximale de fRo 1. Alors :
— Si P est singuliere, il n’existe pas d’interprétation (non triviale) de MALL (ni de ELL)
par des projets matriciels prometteurs sous Uangle 13 ;
— Si P est semi-réguliére, il est possible d’interpréter les preuves de MALL par des projets
matriciels prometteurs sous l'angle B3 ;
— Si P est réguliere, il est possible d’interpréter les preuves de ELL par des projets matri-
ciels prometteurs sous l'angle 3.

7. White [WhiO8] a montré que toute partie de N U {oo} est 'invariant de Pukansky d’une sous-algébre commuta-
tive maximale de R




10.3

§10.3.1

§10.3.2

§10.3.3

§10.3.4

§10.3.5

§10.3.6

10.3. VERITE SUBJECTIVE EN GDI5.1 ET GDI5.2 245

Vérité Subjective en GdI5.1 et GAI5.2

Points de vues et angles

Nous commengons par présenter la notion de vérité de l’article de Girard [Girllal basée sur
la notion de projet gagnant. Nous expliciterons alors une certaine correspondance entre la
notion de projet gagnant et celle de projet prometteur. Celle-ci nous permettra de déduire
certains résultats concernant la GdI5.

DEFINITION (POINT DE VUE).
Un point de vue est une représentation n de I'algebre 2o 1 sur L%(R, 1) ou1 A est la mesure de
Lebesgue, satisfaisant les conditions suivantes :
— LR, cn(Ro1);
— VAcCR, tr(m1(y4)) = MA), ou1 y4 est la fonction caractéristique de A.
Un point de vue est dit fidéle lorsque la représentation 7 est fidele (voir Définition [§3.2.71).

DEFINITION.
Un projet a=0-+-a+ A de support p est gagnant pour un point de vue 7 lorsque :
— m(p)e L*°R);
a est la trace normalisée sur 2 ;
Il existe une base e, ...,e, du dialecte 2 telle que A =[f]ou f est une bijection partielle
qui préserve la mesure sur R x{1,...,n};
Lensemble {x e R x{1,...,n} | f(x)=x} est de mesure nulle.

REMARQUE. Nous avons ajouté la derniére condition a la définition proposée par Girard
[Girllall. Celle-ci correspond a la condition concernant la trace dans la définition des projets

prometteurs (Définition [§10.2.17).

PROPOSITION.
Tout point de vue fidéle définit un angle.

Démonstration. Soit m un point de vue fidele, alors L(R, 1) < 7(9Rp,1). Comme L*(R, 1) est
une sous-algébre commutative maximale de LLAR, L), LR, 1) est égale a son commutant
dans Z(L2(R,1)). On en déduit que le commutant de L°(R, 1) dans 7(MRo,1) est inclus dans
L*®°(R, ). Or, l'algebre étant commutative, I'inclusion inverse est également vérifiée. Donc
L>®(R, 1) est une sous-algebre commutative maximale de n(i¢ ). Posons maintenant 5 =
7 Y LR, A)). Cette sous-algebre de PRo,1 est clairement commutative. De plus, si x € Ro 1
commute avec les éléments de B, alors n(x) commute avec les éléments de L°(R, 7). Par
maximalité de cette derniere, on en déduit que 7(x) € L°(R, 1), et donc que x € B. Donc ‘B est
une sous-algébre commutative maximale de g 1. ®

PROPOSITION.
Soit m un point de vue fidéle, et B = 1~ (L®R, ) Uangle induit par m. Si a=0-+-tr+ A est
gagnant pour 1, alors il est prometteur sous 'angle *B.

Démonstration. Il faut simplement vérifier que A appartient au groupoide normalisant de
B ®  pour une sous-algébre commutative maximale Q < 2. Comme 2l est une algébre de
von Neumann finie, on peut supposer sans perte de généralité (quitte a considérer un variant
de a) que celle-ci est égale a 91,(C) pour un entier n € N. La base eq,...,e, du dialecte telle
que 7(A) = [f] pour une bijection partielle f préservant la mesure sur R x {1,...,n}, définit
une sous-algébre commutative maximale © de 21, (C), a savoir la sous-algebre des opérateur
diagonaux dans la base {e1,...,e,}. Soit maintenant p une projection dans 6 ® 2. On sait
que n(p) =[xyl ou U est un sous-ensemble mesurable de R x {1,...,n}. Pour tout élément
feL?R,\),ona:

(A 1(p)(A)E = 1(A)(p)éof =m(A)ofoyy =Eofoyyof
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Or foyyof~!=yy otV est le sous-ensemble mesurable de R x {1,...,n} défini par V = f(U).
Donc finalement, 7(A)* n(p)n(A) = [xv]¢ = n(q)¢, ol q est la projection [yy]. Comme ¢ est
dans B ®2%, on a montré que m(A) normalise toute projection dans B ®%. On conclut que
m(A) € G(B ®D) en utilisant le fait que les projections engendrent 'algebre B ® ©. Donc A
est une symétrie partielle dans le groupoide normalisant de ‘B @ D.

Il reste maintenant a vérifier la derniére condition sur les projets prometteurs. Pour cela,
on choisit une projection p dans B ®91,(C) et on utilise le Lemme [§9.A.10] pour montrer :

tr(pA)=A{xeU, x{1,...,n} | f(x) =x}) <A{x e R x{L,...,n} | f(x)=x})
Comme a est gagnant, on a donc 0 < tr(pA) < 0, ce qui permet de conclure. ©)

§10.3.7 THEOREME.
Soit m un point de vue fideéle. Alors l'angle associé 2 satisfait que pour toute projection finie
p e, Puk(plp)={1}.

Démonstration. Pour toute projection finie p € 2, algebre p2Ap est une sous-algébre com-
mutative maximale de pPRo 1p par le lemme Supposons qu’il existe une projection
p telle que Puk(p®p) contient au moins un entier supérieur ou égal a 2, que I'on notera k.
Pour toute sous-algébre commutative maximale réguliére £ de R, Puk(pRp ® Q) contient cet
entier par la Proposition[§3.3.83] On déduit alors du Théoréme que pRAp ® Q n’est pas
commutative maximale dans Z(L?( DPRo,1p®NR)). Or 71(A) = L (R) est commutative maximale
dans Z(L%(R)), et donc m(p2Ap) = L®(X) pour X un borélien de mesure finie. On en déduit que
n(pAp) est commutative maximale dans Z(L?(X)), et donc unitairement équivalente (on note
u l'unitaire en question) a une sous-algebre commutative maximale de $(L2(p9‘{0,1 p) ®R)
(Proposition [§3.3.59). Le morphisme ¢ : @ — un(a)u* est alors un morphisme de pRo1p ® Q
dans ¢(pRo,1p ® Q) tel que Puk(¢p(2A)) = {1} ce qui contredit le fait que % € Puk(2A). ©)

§10.3.8 PROPOSITION.
11 existe des points de vue réguliers, des points de vue semi-réguliers, et des points de vue non
Dixmier-classifiables.

Démonstration. On considére R dans sa représentation standard, et on fixe 2, B, € trois sous-
algébres commutatives maximales de ‘R telles que 2l soit réguliere, B soit semi-réguliére, €
soit singuliére, et Puk(2() = Puk(8) = {1} (on pourra consulter les paragraphes
et[§3.3.86] a ce sujet).

Puisque 2, B et € ont pour invariant de Pukansky le singleton {1}, ce sont des sous-
algebres commutatives maximales de Z(L2(R)) par la Proposition De plus, elles sont
diffuses puisque ‘R est de type II et il existe par conséquent des unitaires u,v,w tels que
u*Au = L°°([0,1]), v*Bv = L*=°([0,1]) et w* Cw = L*°([0,1]). On choisit alors une sous-algebre
commutative maximale diagonale ® dans Z(H) associée a une base, et on définit les sous-
algeébres commutatives maximales de R ® Z(H) suivantes :

Cu=A0D CEx=20D Cr=CaD

Les unitaires u ® 1,v® 1,w ® 1 : L2(R) ® L(H) — L2([0,1]) ® £(H) définissent — modulo l'iso-
morphisme entre L2([0,1]) ® Z(H) et L2(R) — des représentations 7y : x — (1 ® 1)*x(u ® 1),
nix— e D)*x(wel) et me:x— (we1)*x(we1) de No 1 sur LAR) telles que :

m(Eg) =L¥MR) 7p(Exp)=LPR) 7me(Ee)=L7R)

Il nous reste a montrer que les angles associés a my, msg et mg, c’est-a-dire les sous-
algebres commutatives maximales Eg, €y et E¢, sont respectivement réguliéres, semi-réguliéres
et non Dixmier-classifiables. Il s’agit pour cela d’'une simple application du Théoréme
Danslecasde €y =2A®9D,0ona:

Nre2w)A D) = SR Q) @ Nep@)(D) =R e L(H)
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Donc &g est bien réguliere.
Dans le cas de €z =B ® D, on obtient :

Nre2)(B D) = N5 (B) @ Ne@(D) = Ne L(H)

Comme ‘B est semi-réguliére, I est un sous-facteur de R, et donc 91® Z(H) est un sous-facteur
de R e Z(H) (on utilise ici un théoréme[ﬂ de Tomita qui énonce que le commutant d’'un produit
tensoriel est le produit tensoriel des commutants). Donc g est bien semi-réguliere.

Dans le cas de ¢ =€ ®23, on obtient :

Nre2) (€0 D) = NR(C)® V(D) = C® L(H)

Comme le commutant de € ® Z(H) est égal a €® C, le centre de €® £ (H) est égal a € C. On
en déduit que A2 (Ee) n'est ni égale a E¢, ni un facteur. ¢ est donc bien en dehors de
la classification de Dixmier. ©

La question de l'existence de points de vues singuliers est quant a elle toujours ouverte. En
effet, la méthode utilisée dans la preuve précédente ne s’applique pas pour montrer ’existence
de sous-algebres singulieres : en écrivant 2R 1 = R ® L(H) et en choisissant une sous-algébre
de la forme A ® 9, on s'impose une certaine « régularité », puisque © est nécessairement
une sous-algebre réguliere de Z(H). Lexistence de sous-algébres commutatives maximales
singuliéres d’invariant de Pukansky égal a {1} du facteur hyperfini ‘R de type II; obtenue par
White [WS07] suggere cependant qu’il puisse exister de tels points de vue.

8. Ce théoréme se trouve dans les livres de Takesaki [Tak01) Tak03al (Tak03bl.



248 10. VERITE SUBJECTIVE




CHAPITRE 11

ENTIERS LOGSPACE

Table des matiéres

[11.1 Representationdesentiers|. . . . . .. ... .00ttt ittt 250
(11.1.1 Entiers Unairesl . . ... ... ... . .. .. . 250
01312 EntiersBinaires| . . . . .. ... .. ... ... ... . ... .. . ... 254

M2 Paires NOrmatives] . - - - « « v e e oot et ettt e oo eeeennnnnnnnas 259
[11.2.1 Déterminant] . . . . . . . o o v i i e e 259
..................................... 260

11.3 Caractérisationde co-NLl . . . . . ¢t i it ittt ittt e et oneeenes 261
|11.3.1 Machines a pointeurs non déterministes| . ................. 262




250 11. ENTIERS LOGSPACE

§11.1 Le contenu de ce chapitre présente un travail [AS12] effectué en collaboration avec Clément
Aubert. 11 s’agit de comprendre et de détailler la caractérisation de la classe de complexité
co-NL proposée par Girard [Girllc]l. En dehors de I'explicitation de cette caractérisation, on
obtient une nouvelle caractérisation de co-NL par des machines abstraites, les machines a
pointeurs non déterministes.

§11.2 Ce chapitre se compose de trois parties. La premieére partie explicite la représentation des
entiers en géométrie de l'interaction. Cette représentation des entiers est en effet celle qui
sera utilisée par la suite pour obtenir la caractérisation de co-NL. Dans une seconde partie,
on définit et motive la notion de paire normative utilisée par Girard. On donne également un
procédé de construction de telles paires basé sur la notion de produit croisé entre une algebre
de von Neumann et un groupe agissant sur celle-ci. Dans la troisiéme partie, on montre que
I’on peut caractériser la classe de complexité co-NL par un ensemble d’opérateurs. La preuve
de ce résultat est effectuée en définissant une notion de machine a pointeurs abstraite per-
mettant de résoudre un probléme co-NL complet, puis en montrant que ces machines peuvent
étre encodées par des opérateurs.

11.1 Représentation des entiers

Entiers Unaires

§11.1.1 On utilise la représentation des entiers en GdlI : on représente I’entier n par I’ensemble des
liens axiomes de la preuve de YX!(X — X) —o (X —o X)) (le type des entiers en Logique Li-
néaire Elémentaire) qui utilise n fois la régle de contraction :

ax

ax
FX@n+1),XM)% FX©2),X6)"
XM7Y eX(©2),X@n+1),X@3)" FX(4),X6)"
XMWY 2 X(2),X3) @ X(4),X(2n + 1), X(5)

ax

ax

: FX(2n),X@n +2)"
FX)Y eX(©),...,X@2n -1 2 X(2n),X(2n+1),X@n + 2"
FXMY eX©),...,X@Cn- 1D ©X(©2n),XCn+1)BX2n+2)"
F2AX ) 9 X(2),...,2AX@n - DY @ X(2n)), (X (20 + 1) X(2n +2)")

®

»

!

FAX )Y @ X(@2),1(X@2n +1)B X 2n +2)Y)
FYX2XM)Y @ X(2),(X@2n+ DB X2n+2)Y)

§11.1.2 La partie de cette preuve se trouvant avant la promotion est interprétée par un graphe ayant
2n +2 sommetsE] dont les arétes représentent les liens axiomes. Par exemple, ’entier 5 sera
représenté par le graphe :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1. Comme nous considérons ici la contraction, le graphe en question est un graphage épais tranché n’ayant qu'une
seule tranche et les sommets sont en réalité des boréliens de méme mesure, par exemple les intervalles [m s % [.
Cependant, puisque la promotion se fera sur un graphe sans tranches, la promotion reviendra a une simple délocali-

sation, et il est donc suffisant de considérer ces sommets comme de simples points.
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La matrice des poids de ce graphe :

S H O O O O O o o o o o
SO O O O o +H O O o o o o
SO O O H O O O O o o o o
SO O O O H O O O o o o o
H O O O © o o o o o o o
S O H O O O O O o o o o

S O O O o o o o o = o o
S O O O o o o o o o = o
S O O O o o o +H o o o o
SO O O O o o o o = o o o
SO O O O ©o o +H O o o o o
SO O O O ©O o o o o o o =

Comme ce graphe est sans tranches, la promotion de celui-ci n’est rien d’autre qu’une délo-
calisation, et la matrice reste donc inchangée. L'application de la régle de contraction permet
alors de superposer les points 2,4,6,...,2n et les points 1,3,5,...,2n—1 dans un dialecteﬂ On
obtient alors le graphe épais suivant dans le cas de ’entier 5 :

(1,5) (2,5 (1i,5)  (12,5)
N

1,4 (24 (1i,4)  (12,4)
N

1,3) (23) (12,3)
R

L2 @22 (12,2)
N

Ly @D (1i,1)  \(12,1)

1,00 (2,0) 1,00 (12,0)

2. La représentation des entiers choisie par Girard considére que les points 2n + 1 et 2n +2 sont dans une tranche
particuliére, ce qui n’est pas nécessaire. Ce détail est cependant d'importance puisqu’il permet de distinguer les
points de « départ » et d’« arrivée » du cycle décrit par le graphe.
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La matrice des poids de ce graphe est une matrice bloc 4 x 4 contenant des matrices 6 x 6 :

0O uw v O
vt 0 0 w*
n=

v 0 0 O

0 w 0 0
0 0 00 OO 0 00 0 0O 0 00 0 0 1
0 0 00 OO 1 000 0O 0 00 0 OO
01 00 0O 0 00 0 OO 0 0 00 0O

u= v= w=
0 01 0 0O 0 000 OO 0 000 OO0
00 01 O0O0 0 00 0 OO 0 00 0 OO
0 0 00 1 0 0 00 0 OO 0 000 0O
§11.1.4 De manieére générale, 'entier n est représenté par une matrice bloc 4 x4 :

O w, 0 O

oules u,,v,,w, sont les matrices (n +1) x(n+1) :

0 0 O 0 0
0 0 O 0 0
0 1 0 0 0
u, =
0 0 1 0 0
0 0 O 1 0
0 0 O 0 0
1 0 0 0 0
0 0 O 00
Uy, =
0 0 0 00
0 0 O 0 0
0 0 0 01
0 0 O 0 0
0 0 0 00
w, =
0 0 O 00
0 0 O 0 0
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Lentier n est finalement représenté comme une matrice carrée de taille 4(n + 1). Il est donc a
priori difficile de définir des algorithmes agissant sur tous les entiers avec cette représenta-
tion. C’est pourquoi Girard utilise le facteur hyperfini de type II;, que nous notons k. En effet,
toute algeébre de matrices carrées peut étre plongée dans celui-ci. Supposons que I'on veuille
plonger l’algebre des matrices carrées de taille n dans $R. On commence par choisir une famille
P1,---,Pn de projections équivalentes (au sens de Murray et von Neumann) dont la somme est
égale a l'identité. On fixe alors des isométries partielles u; ;1 telles que u;‘L clii+1=Pis1 et

ui,i+1uzi+1 = p;. On définit alors :

Ui i+1Ui+1,i+2-- - Uj-1f 10rsquej> i

*

¥ ..
i1 lorsque i <j

PO *
Uij=) U4

pi lorsque i =

Cette famille vérifie que u; ju; est égal 4 0 si j # & et a u; ; sinon. On peut alors représenter
une matrice carrée (aw)i,j:1 par Y.y a;jui,.

La représentation des matrices n x n que nous venons de décrire n’est cependant pas unique !
On se retrouve donc avec de nombreuses représentations d'un méme entier n dans le facteur
hyperfini. Celles-ci sont caractérisées par certaines équations dont il est aisé de voir qu’elles
sont vérifiées par les matrices décrites ci-dessus.

DEFINITION (ENTIERS - REPRESENTATION UNAIRE).
Un opérateur N € 9t4(FR) est une représentation unaire de 'entier n € N lorsqu’il existe des
projections 7o,...,m, dans R telles que X7 7, =1 et :

0 e, d, O

No| & 0 0 fa
d: 0 0 0
0 fn 0 0

ou les isométries partielles e,,d,, f» (pour « entier », « début » et « fin ») satisfont :

dp, = midpmo
n-1
en = Z”Hlenni
i=1
-1
fn = d;(ez)n =70fnTn

PROPOSITION.
Si u est une représentation de Uentier n, alors il existe un morphisme ¢ : My, +1)(C) — R tel
que u = ¢(N) ot N est la matrice représentant n.

Démonstration. Soit N une représentation de 'entier n € N dans R, et ng,...,7m, les projec-
tions associées. Dans un premier temps, il est nécessaire de remarquer que les projections
7; sont toutes équivalentes au sens de Murray et von Neumann : on a 7; = eildn(efldn)* et
Ty = (eﬁldn)*efldn donc 7 est équivalente a toutes les autres projections.

On définit maintenant un plongement ¢ de 2,,.1(C) dans R par :

n n

¢ (@i o<ij<n = D, D i Ui

i=0,7=0




§11.1.9

§11.1.10

254 11. ENTIERS LOGSPACE

avec :
i1 ..
el "dy sii=0
i—1 S
el sii<jeti#0

Uij,j = (eﬁ;ldn)* sij=0

(el 1y sii>jetj#0

193 sii=j=k
Limage de v, dans la représentation matricielle des entiers (voir[§11.1.4), est alors Popérateur
d,. De méme, 'image de w, est (eﬁ_ldn)* = d;(eZ)”_l = f,. La matrice u,, est représentée par
Popérateur e;,.

On en déduit que I'image de la représentation matricielle de n par le plongement ¢ est
égale a N. ©)

PROPOSITION.
Soient N,N' € 9M4(C) ® M, 1(C) deux représentations d’'un méme entier n € N. Alors il existe
un unitaire u € R tel que Id®u)N(Ideu)* =N'.

Démonstration. On note 7y, ...,7, (resp. vo,..., V) les projections et d,,, en, frn (vesp. d), e, fr)
les isométries partielles associées a N (resp. N'). Il est clair que g et vy sont équivalentes au
sens de Murray et von Neumann. Il existe donc une isométrie partielle v telle que vv* = v et

v*v = my. On définit alors les isométries partielles :
vi = ((el) " d) (el d,)*
Alors :
vivi = (e ) uel tdy) (el d ) (el T )
= () td wmov* (e 1d))”
= ()t vol(el) ' dy)”
= Vi
viv, = (e ld,)u*((el) T ) ((e)) T ) uel T d )
= (e v vou(el td,)*
= (e dy)molel td )
= ][i

La somme u =} jv; est alors un unitaire et (Id® w)N(Id®u)* = N'. ©)

Entiers Binaires

Les suites binaires finies sont représentées par les preuves de la formule
VX (X —oX)—o((X —-oX)—o !X —-X))

Cela correspond donc a montrer le séquent - ?(X ® X ), 2AX @ XY),I(X —o X). Ces preuves
dépendent donc de la maniére dont les contractions sont faites et des éventuels affaiblisse-
ments (pour la liste vide ou les listes contenant uniquement des 0 ou uniquement des 1). Par
exemple :

e la preuve représentant la liste vide est obtenue a I'aide de deux affaiblissements :

ax

XD, X(F) R
FX(D)—-o X(F) ,
FIX(D)— X(F))

F 2(X(0i) ® X(00)™), (X(D) — X (F))
F2AX(01) ® X (00)™%), 2X (1i) ® X (10)™“), (X (D) —o X (F))

F (X (0i) — X (00)) —o ((X(1i) — X (10)) —o UX (D) — X(F)))
F VX (X (0i) —o X(00)) —o ((X(1i) —o X (10)) —o X (D) —o X(F)))

?,

?
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Le graphe correspondant est :

N
(00,0) (05,00 (10,0) (17,00 (D,0) (F,0)

¢ la preuve représentant la liste < 0 > est obtenue a l'aide d’'un affaiblissement pour in-
troduire X (1i) — X (10) :

ax ax

FX (D), X(0i) F X(00)", X(F)
F X(0i)® X(00)*, X (D)™, X(F)
F X(0i) ® X(00)", X(D) —o X (F)
F 2AX(0i) ® X(00)¥), (X (D) —o X(F))
F 2(X(0i) ® X(00)"), X (1i) ® X(10)™¥), (X (D) —o X (F))

(X (0i) —o X(00)) —o (I(X(1i) —o X(10)) —o (X (D) —o X(F)))
VX (X (0i) —o X(00)) —o ({(X (1) —o X (10)) —o (X (D) —o X(F)))

2

Le graphe correspondant est le suivant :

(0o,1) . (0i,1) _ (10,1) (13,1) (D,1) (F,1)

(00,0)  (05,0) (10,00 (15,0) ~(D,0) ~(F,0)

¢ la preuve représentant la liste < 1 > est obtenue a 'aide d’'un affaiblissement pour in-
troduire X (0i) — X (00) :

ax

FXMD)Y, X1 " FX(10)Y, X(F)
FX(1i)® X(1o)¥, X (D)"Y, X (F)
F X (1)) ® X(10)™, X (D) —o X(F)
F 2AX(1i) ® X(10)¥), (X (D) —o X(F))
F 2X(0i) ® X(00)), 2X (1i) ® X (10)™), (X (D) —o X(F))

F (X (07) —o X (00)) —o ((X (1) — X (10)) —o (X (D) —o X(F)))
VX (X (0i) —o X(00)) —o ((X(1i) — X (10)) —o (X (D) —o X(F)))

w

Son graphe est :

(00,1) (0:,1) (1o,1) (17,1) (D, (F,1)

(00,0) (05,00 (10,00 (1i,00 (D,0) (F,0)

 la preuve représentant la liste < 10 > est la suivante :

ax ax

F X (0i), X(F)* F X(1i),X(00)™*
F X(0i)® X(00)™, X (1), X(F)™ ° FX(D),X(1o)"
F X(0i)® X(00)™, X (1)) ® X (1), X (D), X (F)"
F X(0i) @ X(00)™", X (1i) ® X (10)™", X(D) —o X(F)
F 2AX(0i) ® X(00)™), AX (1i) ® X(10)™¥), (X (D) —o X(F))
F VX (X (0i) —o X(00)) —o ((X(1i) —o X (10)) —o (X (D) —o X(F)))

ax

Et le graphe correspondant est :
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(00,2) (0:,2) (1o0,2) (17,2) (D,2) (F,2)

/

05,1)  (1o,1) (1i,1)

(00,1) 0,1y (F,1D

(00,0) (05,00 (10,0) (17,00 (D,0) ~(F,0)

e la preuve représentant la liste < 010 > est celle utilisant une contraction sur la premiere
copie de X ® X, clest-a-dire sur X(0i)® X(00)" :

F X(0i), X(F)" F X (1i), X (00)™*
[ ax
F X(0i) ® X (00)™, X (1i), X (F)~~ F X(Ai),X(1o)"
® ax
F X(0i) @ X(00)™*, X (1) ® X (1o)™¥, X (Ai), X (F)* F X(D),X(Ao)"

F X(0i)® X(00)™, X(1i) ® X(10)", X(Ai) ® X(A0)™¥, X (D), X (F)*"

F X(0i)® X(00)", X(1i) 8 X (10), X (Ai) ® X(A0)™¥, X(D) — X(F)
F2(X(0i) & X(00)™), AX (1) 8 X (10)™¥), A X (A1) ® X (A0)™), (X (D) —o X(F))
F 2(X(0) ® X(00)™%), AX (1) ® X (10)™), (X (D) —o X (F))

F VX (X (0i) —o X(00)) —o ((X(1i) —o X (10)) —o (X (D) —o X(F)))

Son graphe est le suivant :

(00,3) (0z,3) (D,3) (F,3)

(00,2) D,2) (F,2)

0i,2) (10,2)

/

05,1)  (1o,1) (1i,1)

(14,2)

(00,1) 1y FD

(00,0) (05,00 (10,0) (17,00 (D,0) ~(F,0)

e la preuve représentant la liste < 110 > est celle utilisant une contraction sur la seconde
copie de X ® X, cest-a-dire sur X(1i)® X(1o)™* :

ax ax

F X(0i), X(F)“ F X (1), X(00)"
ax
F X(0i) & X(00)", X (1i), X (F)*~ F X(Ai),X(1o)"
ax
F X(0i)® X(00)", X(1i) @ X(10)", X (Ai), X (F)* FX(D),X(Ao)"

F X(0i)® X(00)", X(1i) 8 X(10)", X (Ai) ® X(Ao)™¥, X(D), X (F)"
F X(0i)® X(00)", X(1i) 8 X (10), X (Ai) ® X(A0)™*, X(D) — X(F)
F 2X(0i) ® X(00)™¥),2(X (1) ® X (10)™), X (Ai) ® X(A0)™), (X (D) —o X (F))
F 2X(0) ® X(00)™), A(X (1) ® X (10)™), (X (D) —o X(F))
VX (X (0i) —o X(00)) —o ((X(1i) —o X (10)) —o (X (D) —o X (F)))

Le graphe correspondant a cette preuve est :
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(00,3) (0:,3) (10,3) (17,3) (D,3) (F,3)

N

(00,2)  (05,2) (10,2) (1i,2)

/

(0z,1) (1o,1) (17,1)

D,2) (F,2)

(00,1) (D, 1) (F,1

(00,0) (05,00 (10,00 (1:,0)0 (D,0) ~(¥,0)

§11.1.11 On remarque que les arétes des graphes décrivent un parcours de la liste : aréte partant de

X (D) a pour but :

e X(0i) lorsque la liste commence par un 0;

e X(1i) lorsque la liste commence par un 1;
Les arétes suivantes relient un X(00) (dans le cas d'un 0) ou un X(10) (dans le cas d’'un 1) a
un X (07) ou un X (17) selon que I’élément suivant dans la liste est un 0 ou un 1. Ceci explique
notre choix de notation : X(0i) (resp. X(1i)) est le point d’entrée (« input ») dans un 0 (resp.
dans un 1), et X(00) (resp. X(10)) est le point de sortie (« output ») d’'un 0 (resp. d’'un 1). On
peut donc construire le graphe correspondant directement a partir de la liste. Par exemple,
prenons la liste < 11010 >. Alors on va construire le graphe dont les arétes sont représentées
dans la figure suivante :

En tenant compte du fait que chaque élément de la liste vit dans une tranche séparée (les
tranches sont indiquées par les chiffres en bleu au-dessus des éléments de la liste), et donc
chaque aréte change de tranche, on obtient le graphe suivant :

(00,5) (0i,5) (1o,5) (1z,5) (D,5)  (F.,5)

N

(00,4) (0i,4) (10,4 (1i, (D,4) (F,4)
(00,3) (0i,3) (10,3) (13,3)\ (D,3) (F,3)

(00,2) (05,2) (10,2) ~ (1i,2)

/

(07,1) (1o,1) (1i,1)

(D,2) (F,2)

(00,1) 1) (F,1)

(00,0)  (0i,0) (10,00 (17,00 (D,0) ~ (F,0)
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Les listes non vides de longueur n sont donc représentées par des matrices bloc 6 x 6 dont les
coefficients sont des matrices (n + 1) x (n + 1) de la forme :

0 loo O Ii9p do O
loo 0 I5y O 0 f5
0 log O I117 di O
lip 0 I3 0 0 ff
dy 0 dy 0 0 O
0 fo O f1 0 O

Les termes log,l01,110,/11 correspondent aux arétes entre les éléments de la liste :

e [oo correspond aux arétes entre X (00) et X(0i), c’est-a-dire allant d'un 0 dans un 0;

e /10 correspond aux arétes entre X (1o) et X(0i), c’est-a-dire allant d'un 1 dans un 0;

e o1 correspond aux arétes entre X (00) et X(1i), c’est-a-dire allant d'un 0 dans un 1;

e [17 correspond aux arétes entre X (1o) et X(1i), c’est-a-dire allant d’'un 1 dans un 1;

Les termes dg,d; correspondent aux arétes entre X(D) et I'un parmi X(0i) et X(00) (selon
que la suite commence par un 0 ou un 1), et les termes fy, f1 correspondent aux arétes entre
I'un parmi X (17) et X(10) (selon que la suite termine par un 1 ou un 0). En particulier, un seul
des termes parmi dg,d; (resp. fo, f1) est non-nul.
Comme dans le cas de la représentation unaire des entiers, on va plonger les matrices (n +1) x
(n+1) dans le facteur hyperfini R afin d’obtenir une représentation uniforme des listes : une
liste sera représentée par un opérateur dans Mg(*R) satisfaisant certaines propriétés. Pour
énoncer celles-ci, on définit, étant donné une suite <a1i,...,a; > représentant un entier n, les
ensembles :

I, = (Q<i<klai=ai1=0)
I = <i<kla;=0au1=1)
I, = (1<i<klai=Lau1=0)
I, = {1<i<kla;=a;41=1}
I, = {i=1]a;=0)
m, = li=1la;=1
I = li=kla;=0)
e = li=klai=1)

§11.1.14 DEFINITION (ENTIERS - REPRESENTATION BINAIRE).
Un opérateur u € Ng(C) est une représentation binaire d’'un entier n = ZfzoaiZ’ lorsqu’il

existe des projections g, 71,...,7; dans R vérifiant Z?:o 7; =1 et telles que :

0 loo O I Ipo O

iy 0 Iy 0 0 Iy

0 l()l 0 111 lDl 0
u=

By 0 Ly 0 0 I

iy 0 Iy 0 0 0

0 Ilor O Lir O 0

ou les coefficients sont des isométries partielles satisfaisant les équations (ou 731 = 7g) :

i

o

Y mivilam

7 n
i€l

(% €{00,01,10,11,D0,D1,0F, 1F})

(or +117) oo + Lot + 110+ 11" (Upo +1p1)
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PROPOSITION.

Soit N € Mg(R) une représentation binaire de Uentier n dont l’écriture en binaire est de lon-
gueur k. Alors il existe un plongement ¢ : 9Mp1(C) — R tel que Id ® p(M) = N, oit M est la
représentation matricielle binaire de l’entier n.

Démonstration. Soit N une représentation de ’entier n € N dans fR, et 7ng,...,7n; les projec-
tions associées. Comme dans le cas des représentations unaires, on montre aisément que les
projections 7; sont deux a deux équivalentes au sens de Murray et von Neumann.

On définit maintenant un plongement ¢ de 21,,.1(C) dans R par :

n n

¢:(aiDo<ij<n = ) Y @i jlij
i=0,/=0
avec :
Uoo+1lo1+110+111Y YUpo+1p1) sit=0
(oo +1o1 +110+111V ! sii<jeti#0

uij=1 ((oo+lo1+l10+111) tUpo+Ip1)* sij=0

((Zoo+1lo1+110+11)" ™" sii>jetj#0

Tk sii=j=k
On vérifie alors que I'image de la représentation matricielle de n par le plongement ¢ est

égale a N. ®

PROPOSITION.
Soit N,N' deux représentations binaires d’un méme entier n. Alors il existe un unitaire u € R
tel que Id®u)N(Id®u)*=N'.

Démonstration. La preuve est similaire au cas unaire. On note ny,..., 7, (resp. vo,...,v,) les
projections et I, (resp. I’) les isométries partielles associées a N (resp. N'). Il est clair que
7o et vy sont équivalentes au sens de Murray et von Neumann. Il existe donc une isométrie
partielle v telle que vv™ = vg et v*v = mg. On définit alors les isométries partielles :

vi = (o + Loy + Lo + 15 g + U Do(oo +Lo1 + 110 +111)  Hpo +1p1)*

On vérifie alors aisément que :

vivi = Vi
viv, = mj
La somme u =} v; est alors un unitaire et (Id® w)N(Id® u)* = N'. ©)

Paires normatives

Déterminant

On souhaite représenter les algorithmes par un opérateur. Cependant, le résultat du calcul
de I’algorithme sur 'entier n ne devrait pas dépendre du choix d’une représentation de n. La
notion de paire normative permet de résoudre ce probleme.

DEFINITION (PAIRE NORMATIVE (GIRARD)).
Soient deux sous-algébres 91 et O de R. La paire (91,9) est une paire normative si :
— Dalgebre 91 est isomorphe a R ;
— Pour tout ® € Mg(O), et toutes représentations N, N’ d'un méme entier dans Ng(N),

ldet(1 — ®N) = Idet(1 — ®N')
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Le fait que le déterminant ne dépend pas de la représentation de I'entier permet alors d’écrire
la définition suivante, celle de I’ensemble des entiers reconnus par un élément de O.

DEFINITION.
Soit (D1, ) une paire normative, ¢ une algébre de von Neumann finie de type I, et ® € O ® €.
On note [@] 'ensemble des entiers reconnus par P :

[®]={rneN|ldet(1 - (N ®1¢)P) =0}

PROPOSITION.

Soit S un ensemble et pour tout s € S, s = R. Pour tout groupe G moyennable et toute action a
de G sur S, l'algebre (Qses MNs) Xq G est isomorphe dE] R, ot & est l’action induite par a. Alors,
pour tout s € S, le couple (N, ®) est une paire normative, ot & est l'algébre de von Neumann
engendrée par G.

Démonstration. On notera N I'algebre (QesIs) X¢ G. On notera & la sous-algebre de I
engendrée par G — c’est-a-dire engendrée par {A(h) | & € G} (voir Chapitre [3] Section [3.3.2).
Finalement, on notera 91 la sous-algebre de 90t engendrée par la copie s € S de 91 dans le
tenseur, c’est-a-dire engendrée par {n, | a € Qs Nt, V€S, t #5,a; =1},

Soit alors N,N’ deux représentations d'un méme entier n dans Mg(N). Par la proposition
il existe un unitaire u € M, tel que (Id® u)N(Id® u)* = N'. On considére alors l'uni-
taire v = Qses u dans Q,esMs et 7, I'unitaire de N engendré par v. Pour tout ¢ € Mp(H) @ €,
on remarque que v et ¢ commutent : en effet, si 7 € L%(G,®ses H) est un vecteur, et A(h) est
l'unitaire engendré par un élément A € G,on a :

mon(htg)
= agh Hwnhr1g)
AMhmmg) = M) ag Hwn)g)
= ag Hwnh e

(T MRINNE)

Or a&(g)(u) = u pour tout g € G, d’ou 1, A(h) = A(h)7,. Finalement, puisque tout unitaire de la
forme A(h) commute avec 7, ce dernier commute avec tout élément de I'algébre & engendrée
par {A(h) | h € G}.

On calcule alors :

ldet(1 - (Id®u)NId®u)*)® 1g¢) ldet(1-((Ideu®1lg)N®@le(Id®u ®Ag)*)d)
ldet(1-Neleg(ldou®Ag) )p(Id®u ® 1¢))

ldet(1-N® 1g¢)

Nilpotence

Le choix de travailler avec le déterminant nous impose de considérer les paires normatives
dans fR. En particulier, cela nous contraint a considérer uniquement des groupes moyennables
dans la Proposition En effet, il est nécessaire dans ce cas de se restreindre aux pro-
duits croisés produisant un facteur de type II;, puisque le déterminant de Fuglede-Kadison
n’est défini que dans ce type d’algebres. Or Girard déduit de sa condition sur le déterminant
la nilpotence de l'opérateur (N, ® 1¢)®, et il n’utilise en réalité que la nilpotence dans ses
preuves. On propose donc de simplement considérer une notion de paire normative définie
sur la base de la nilpotence. On obtient alors les mémes résultats que dans la section précé-
dente, mais sans la restriction sur les groupes induite par I'utilisation du déterminant.

3. Ceci nous assure que le déterminant est bien défini.




§11.2.7

§11.2.8

§11.2.9

§11.2.10

11.3

§11.3.1

§11.3.2

§11.3.3

§11.3.4

11.3. CARACTERISATION DE CO-NL 261

DEFINITION (PAIRE NORMATIVE).
Soient deux sous-algébres 91 et O d’une algébre de von Neumann 9. La paire (01,9) est une
paire normative si :

— Llalgebre 91 est isomorphe a ‘R ;

— Pour tout ® € Mg(O), et toutes représentations N, N’ d'un méme entier dans Ng(N),

®N nilpotent < ®N' nilpotent

Cette généralisation nous permet d’obtenir une généralisation de la Proposition En
effet, puisque nous n’utilisons plus le déterminant, il est inutile de se restreindre aux groupes
moyennables. En effet, cette restriction nous assurait 'existence d’'une trace — et donc du
déterminant — dans le produit croisé. Le passage a la nilpotence nous permet maintenant
d’oublier cette restriction.

PROPOSITION.

Soit S un ensemble et pour tout s € S, Ns; = R. Pour tout groupe G et toute action a de G sur
S, Palgebre M = (QRses Ns) X ¢ G contient une sous-algébre engendrée par G que l'on notera ®.
Alors pour tout s € S, le couple (s, ®) est une paire normative.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la Proposition : Phypotheése de la
moyennabilité du groupe G servait uniquement a nous assurer de I'existence du determinant.
11 suffit de plus de montrer I'une des deux implications, 'autre étant obtenue par symétrie.
Comme nous I’avons déja expliqué, si N, N’ sont deux représentations d’'un méme entier, alors
il existe un unitaire u tel que Id®u)N(Id®u)* = N'. On définit alors v = ® .5 u et 7, P'unitaire
de 91 engendré par v. On montre alors, comme dans la preuve de la Proposition [§11.2.5|(sans
jamais utiliser le fait que G soit moyennable), que cet unitaire commutait avec les éléments
de . Le reste de la démonstration est simple : si (pN)* = 0, alors (puNu*)* = (upNu*)* =
uw(NYu* =0. ©

COROLLAIRE.
Soit G le groupe des permutations finies de N, et pour tout n € N, I, = R. Alors (RQpenNn) XS
est le facteur hyperfini de type 111 et (Mg, S) est une paire normative.
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DEFINITION (OBSERVATION).
Soit (91, O) une paire normative. Une observation est la donnée d’une algébre de von Neumann
€ finie de typeE]I — lalgeébre des états — et d’'un opérateur ® € Ng(O) ® €.

DEFINITION.
Soit (91,9) une paire normative et ® une observation. On note :

[@®]={n eN | VN, représentant de n,®(N, ® 1¢) nilpotent}

DEFINITION.
Soit (91,9) une paire normative et P c U;enMg(D) ® N;(C). On notera {P} ’ensemble des
parties de N reconnues par les éléments de P, c’est-a-dire :

{PY={l¢] | P}

DEFINITION.

Soit (19, S) la paire normative définie dans le Corollaire [§11.2.10[ On note Pz, I’ensemble
des opérateurs ¢ de U;en6(S) @ M1, (C) tels que les coefficients de ¢ soient des combinaisons
linéaires positives finies d’éléments de .

4. 1l s’agit d’un dialecte : la définition est la méme, et il interagira comme tel.
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Dans cette section, on va montrer que {Pyr.} = co— NL, 'ensemble des langages reconnus par
une machine de Turing non déterministe en espace logarithmique. Pour cela, on introduit la
notion de machine & pointeurs non déterministe, et 'on montrera qu'une telle machine peut
étre correctement représentée par une observation dans Py, .

Machines a pointeurs non déterministes

On va montrer que l'on peut coder certaines opérations a I'aide d’opérateurs dans Pyy. On
définit une machine a pointeurs non deterministe comme la donnée :

— d’une bande d’entrée finie contenant des symboles ay,...,as avec a; € {0,1} (i #0) et
ao = * est un symbole permettant de repérer le début de la chaine;

— d’une ensemble fini d’états {g¢,q1,...,q.}, On sSupposera que q est ’état initial ;

— d’'un ensemble de pointeurs p1,...,pp pouvant lire la valeur ay, se trouvant & la position
k=1{p;cl0,...,s};

On considére que la bande d’entrée est une boucle, c’est-a-dire que as+1 = ag. Les opérations
sur les pointeurs sont alors les suivantes :

— p;+ :avancer d’'un symbole ;
— pi—:reculer d’'un symbole;

Onnote P={p;+ |ie{l,...,pHulp;— |iel{l,...,p}.

On suppose de plus donnée avec la machine une fonction de transition, c’est-a-dire une fonc-
tion : AP x @ — P(P x (Q U{accept,reject})) ou P(X) est I'ensemble des parties de X. Quitte a
augmenter le nombre d’états pour enregistrer les valeurs lues par certains pointeurs (dans le
pire des cas, on le multiplie donc par 2 a la puissance le nombre de pointeurs moins 1), on peut
se restreindre aux fonctions de transition qui dépendent de la valeur d'un unique pointeur :
par exemple une machine ayant un seul état et une fonction de transition dépendant de la
valeur de deux pointeurs peut étre représentée par une machine a deux états dont la fonction
de transition dépend de la valeur d’un seul pointeur parmi les deux utilisés.

Une entrée est acceptée (resp. rejetée) si apreés un nombre fini d’itérations chacune des
branches de calcul est dans I’état accept (resp. au moins une des branches est dans 1’état
reject).

On va montrer que 'on peut coder les opérations de base de ces machines a 'aide des opéra-
teurs dans Pyy. La bande d’entrée sera représentée bien entendu par une représentation NV
d’une suite binaire, et on va considérer un opérateur ¢ dans 'algebre M(S) ® &, ou

E=Ng(C) @Mp(C)®--- @ Ng(C) @M (C)

p copies

dont on distingue une base dont les éléments seront notés (a1,...,a,,q) ot ay,...,a, sont des
états contenant la valeur lue par les pointeurs, et ¢ est un élément de 'ensemble :

{mouv;, mouv-retour;,retour; | 1 <i < p}U{accept,reject}U{qo,...,qe}
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On considerera pour cela les projections 7siqrt, Tend,T00,7%01,710,711 de Mg(C) définies
par:

oo = To; =

10 =

T =

Tstart = Tend =

S O O O O O O O O O o o o o o o o =
SO O O O O O O O O o o o o o o o o o
SO O O O O O o o o H o o o o o o o o
SO O O O O O O O O o o o o o o o o o
S H O O O O O O O o o o o o o o o o
oSO O O O O O o o O o o o o o o o o o
S ©O O O O O o o o o o o o o o o o o
S ©O O O O O o o o o o o o o o o += o
S ©O O O O O o o o o o o o o o o o o
S ©O O ©O o o o o +H o O ©Oo o o o o o o
S O O O O O O O O o o o o o o o o o
_H O O O O O O O O o o o o o o o o o

On utilisera également les notations mg. = mg; + Moo €t 71. = T10 + 71;.

Les opérations qu'une observation peut effectuer sont en nombre assez limité : il est possible
de déplacer un pointeur et de changer d’état. Nous allons décrire ces deux opérations. La défi-
nition d’'une observation associée a une machine a pointeur non-deterministe sera construite
a partir de la fonction de transition. A chaque élément a de AP x @ est associé un ensemble T
d’éléments de P x(Q U{accept,reject}. Alors pour chaque ¢ € T, on peut définir un opérateur ¢, ;
dont I’action correspond a effectuer ¢ lorsque la machine est dans I’état a. On représente alors
l'action de la machine sur @ comme la somme ) ;c7(1/Card(T))¢, . La fonction de transition
1 est alors simplement représentée par l'opérateur :

1

1= aeAZPxQ te%a) Card(u(a)) Pat

On va maintenant expliquer comment définir ces opérateurs ¢ ;.

Afin de simplifier les définitions, nous allons commencer par poser quelques notations. Ainsi,
nous utiliserons dans I'algébre € des états un ensemble relativement simple d’opérateurs. La
seule opération dont nous avons besoin au niveau des états est le passage d’un état ¢ a un état
q' (éventuellement avec q = ¢'). Cette opération sera effectuée par un opérateur noté (g — q').
Ainsi, si ¢ =(a1,...,ap,e) et ¢' = (a},...,a},,e’), cet opérateur est défini par :

(@q—¢)=(a1—d)elaz—ay)®---®(ap —a,)®(e—e')
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avec :

p

0 0 0
, 0

(p—p)= (pefay,...,ap,ed)

p' 0 1 0
0

o ... 0 ... O

On notera également (S — a;) ou S est un ensemble d’états, et on écrira (— a’i) I’élément qui
passe de n'importe quel état a a’i (si X est 'ensemble des valeurs possibles pour a;, c’est un
raccourci de notation pour (X — a’i)).

Dans la plupart des cas la fonction de transition aura le méme comportement sur tout
un ensemble d’états. Par exemple, une transition ne dépendant que de la valeur d’'un sous-
ensemble p;,,...,p;, des pointeurs et d'un état e sera représentée par 'opérateur :

! ! ! !
(ai, —a; ijs..5lai, —aj lijje—e)=ui1@ua®--@up®(e—e')

ou on définit u; = (aij — a;j) lorsque 3j,i =i et u; = Id sinon.

Avancer un pointeur, lire la valeur et changer d’état.

On veut avancer le pointeur %2 dans I'état ¢ = (a1,...,ap;e), lire la valeur a}e se trouvant au
nouvel emplacement du pointeur et changer ’état en ¢’ = (al,...,ak,l,a;,akﬂ,...,ap;e’). On
utilise pour cela I'opérateur :

mp(g;e —e€') = [outl® 1) ®(e — mouvy)
lapo(g;e—e') = moi® 70 ®([— m0;lp;mouvy, — e')
lag1(g;e—e') = m1i®70% ®([— 7m1;]p;mo0uvE —€')
lage(gse—e€') = Tena ®Tor ®([— mlp;mouvy, — e')

ou [out] est la matrice :

[out]

SO O o o o =
SO O o o o =
(=N e = =)
SO O O = O O
SO H O O O O
SO H O O O O

Lopérateur permettant de représenter cette transition est donc aj(q;e — e') = mp(g;e —
e +lapolgie —~e)+lap1(g;e —e)+lapo(q;e — ).

Reculer un pointeur, lire la valeur et changer d’état.
Pour reculer le pointeur & dans I'état ¢ = (ay,...,ap;e), lire la valeur du symbole a}e et changer
létat en ¢’ = (a1,...,@}-1,0},@+1,-..,ap;e"). On utilise pour cela les opérateurs :

mp(g;e —e€') = [inl® 1o} ®(e — mouvy)
Irrolgse—e) = 7o @70k ®([— M0olr;mouvy, — e')
Irpi(ge—e) = w1870k ®([— 1ol mouvy —e')

Irps(gse—e) = Tsart ®Top ® ([= Tssartlp;mouvy, — e')
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ou [in] est la matrice :

[in] =

o O O o = O
o O O o = O
o o©oO = O o ©o
o O = O o ©o

S o o o o
= o O o o o

1

Lopérateur permettant de représenter cette transition est alors p;(q;e — e') = my(q;e —
eN+irpolgie —e)+irpi(g;e —e)+1r, (g;e — ).
Rejet.
Dans le cas d’un rejet, on veut faire boucler 'opérateur. Cependant, celui-ci ne doit pas bou-
cler dans tous les cas mais seulement si I'état reject est atteint. Une solution simple comme
d’utiliser 'opérateur suivant ne convient donc pas :

reject ;¢ = Idgsc) ®Id ® reject

En effet, dans ce cas, N,’i # 0 pour tout £ € N, et le calcul suivant nous assure que le calcul va
boucler :
(N, ® 1€)Id9ﬁ6(0) elde nreject)k =(N,® nreject)k = Nrk; ® Mreject

Cependant, puisque le terme reject,,,;; apparait dans 'opérateur final ® (construit, on le rap-
pelle, comme une somme d’opérateurs de base), il est impossible que ®(IN, ® 1) soit nil-
potentP] TI faut donc ruser et s’assurer de la création d’'une boucle si et seulement si I'état de
rejet est atteint. Pour cela, on propose de faire revenir la machine a son état initial lors d’'un
rejet. On ajoute donc a la machine des états retour; et mouv-retour; pour i =1,...,p et on
définit :

rm; = [in]l®71(; ®(retour; — mouv-retour;)

rr? = 7o ®To,; ® ([— mo,];; mouv-retour; — retour;)

rrll = M1 ®79,; ®([— 71,];;mouv-retour; — retour;)

rei = JWstart ®T0,i ® ([— Mstareli; mouv-retour; — retour;,1) (1<i<p)
rcp = Tstart ®To,p ® ([= Tsiart]lp; mouv-retour, — qo)

Llopérateur de base représentant le rejet sera alors simplement la somme reject des opéra-
teurs rm;, rr(i), rrll et rc; pouri=1,...,p et de 'opérateur 1®1®(reject — retoury) qui permet
de lancer la réinitialisation lorsque l’on se trouve dans I’état reject.

DEFINITION.
Soit M une machine a pointeurs non déterministe dont la fonction de transition sera notée p.
On définit alors 'opérateur [M] comme l'opérateur [u] +reject, ou u est défini comme dans le

paragraphe|§11.3.9

DEFINITION.
Soit M une machine a pointeurs non déterministe et e un état de M. On définit M, comme la
machine M dans laquelle I’état initial est e.

Une machine est dite acyclique lorsque pour tout état e et entrée n € N, le calcul de M.(n)
termine.

LEMME.
Soit M une machine & pointeur non déterministe acyclique. Alors lopérateur [M] associé re-
présente M, c’est-a-dire que pour tout entier n et représentation N, de n :

M accepte n e N & [M](N, ® 1) est nilpotent

5. Il faut penser que N, ® 1¢ =N, ® Id®Z:}fms(C) ®Mreject +Nn ® Id®z:%m6(0) ® (1= Tpeject)-
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Démonstration. Soit n un entier naturel et N, une représentation de n. Du fait de la défini-
tion de la représentation du rejet, il est clair que si une branche de la machine M termine
sur I’état reject, 'opérateur [M1(NV,, ® 1) ne sera pas nilpotent. Il nous faut donc simplement
montrer que si la machine ne termine pas sur un rejet, 'opérateur [M](IV, ® 1) sera nilpotent.
On va en réalité montrer la réciproque, et on suppose donc que [M]N, n’est pas nilpotent.
Cette direction est bien plus délicate que I'autre : en effet, puisque 'on considére le produit
[MI(N, ® 1), 'entier — ou plutot sa représentation — N,, est donc donné en argument a la
machine (sa représentation [M]) dans tous les états simultanément. Ainsi, si la restriction
[M1I(N, ® 1)1 va enclencher la simulation de la machine, le calcul ne se résume pas a cela :
il est tout a fait possible que [M1(N,, ® 1)1; boucle (i # 1) tandis que ((M1(N,, ® 1))¥71 = 0 pour
une valeur suffisamment grande de 2 — [M](IV,, ® 1) serait donc « partiellement nilpotent ».
Cependant, du fait de la représentation du rejet choisie, et du fait que la machine M soit acy-
clique, 'opérateur [M](N, ® 1) ne peut étre nilpotent sans passer par I’état de rejet. Or une
fois I’état de rejet atteint la simulation de la machine M revient a son état initial, c’est-a-dire
Pétat atteint aprés p (le nombre de pointeur) itérations du calcul, c’est-a-dire 1’état atteint
lors du calcul ([M1(N, ® 1))’r1. Ainsi, on a montré que [M1(IN, ® 1) n’est pas nilpotent si et
seulement si (MI(N,, ® 1))*n1 #0 pour tout 2 € N. Or il est clair que si (MI(N, ® 1)ery #0
pour tout & € N, la machine M rejette nécessairement ’entrée n. ©)
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LEMME.

On fixe la paire normative (Mo, &) définie dans le Corollaire[§11.2.10]et on note & = (®p >0 R) x
G&. Soit N, une représentation binaire d’un entier n dans Mg(Ny) et © une observation dans
Me(S) appartenant a Pyr. Alors il existe un entier k et un morphisme injectif v : Mp(C) —
£ et deux matrices M € Mg(MN4(C)) et D € Mg(M(C)) ® € tels que Id @ w(M) = (N, ® 1¢) et
Id®y®Idg(d)=>.

Démonstration. On notera n I'entier représenté par N, et R € Mg(,+1)(C) la représentation
matricielle de n. Alors il existe un morphisme 6 : 91, .1(C) — A tel que Id ® B(R) = N,, par

la Proposition |§11.1.15{ En composant 6 avec l'inclusion y :9M,4+1(C) — ®flv:0 M, +1(C), x —
x®1®---®1,0ona:

N
Ide(@OuR)=N,21e---01

n=0 N copies
ol N, est la représentation de n dans Mtg(C) ® R (on rappelle que la représentation N, de
I’énoncé est un élément de MNig(C) ® K).

De plus, ® étant une observation, il contient un nombre fini d’éléments engendrés par les
éléments de G, et il appartient donc a la sous-algebre engendrée par Gy pour un entier N
fixé, c’est-a-dire la sous-algebre engendrée par {A(o) | 0 € Sy}. On consideére alors 1’algebre
(®f¥:0 M, +1(C)) x Sy . Celle-ci est isomorphe a une algebre de matrices M, (C) : I'algebre
®£1V:0 9M,1(C) peut étre représentée comme agissant sur I'espace de Hilbert CN*D et le
produit croisé (®Z,y:0 M, +1(C)) x Sy est alors défini comme une sous-algebre J de I’algébre
LALAGy, DY) = M ,.+1)¥ ;1 (C). On veut alors montrer que (N, ® 1¢) et @ sont I'image de
matrices dans J par un morphisme injectif ¥ qu’il nous reste a définir.

On note a l'action de Gy sur ®2V:0 M+ 1(C). Par définition, J = (®f¥:0 N, 1(C)) X G est
engendrée par les deux familles d’unitaires :

— Ag(0) pour 0 € Sy ;

— 7q(x) pour x dans ®f:’:0 N, +1(C).

On note y l'action de & sur @;2,R. Alors &= (®,0R) x & est engendrée par les familles :

— Ay(o) pour 0 €6;

— 7y(x) pour x dans &, > R.
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On rappelle que ® est une observation et ne contient donc qu'un nombre fini d’éléments de la
forme Ay(0). De plus, N, est 'image par 6 d'une matrice dans 9,1(C). En notant f§ 'action
de Gy sur ®$’=O R, le calcul a donc lieu dans la sous-algebre Jj de K engendrée par :

— Ap(o) pour 0 € G ;

- mp(@1_, 0(x)) pour x dans ®_ ) M,,.,1(C).
On rappelle que @ est une matrice dont les coefficients sont des combinaisons linéaires finies
a coefficients positifs d’éléments de la forme A,(c) pour o € Sy, c’est-a-dire (on note % la
dimension de I’algebre des états)

D=( ) a, (0, D1<ab<or
i€l p

On peut donc associer a2 ® la matrice ® définie comme ® = (ZiEIa,b “;,b’l“(aé,b))1<a’b<6k' On
utilise maintenant un théoréme qui énonce que le produit croisé d’'une algebre et d'un groupe
ne dépend pas de la réprésentation choisie (Théoreme . Lalgebre ®f¥:0 est représentée
(fidelement) par le morphisme 750 ®72,0. On en déduit qu’il existe un isomorphisme de J
dans I'algébre engendrée par les A5(0) (0 € Sy) et les 150 @52, 0(x) (x € ®1r:7:0 M,+1(0)). Cet
isomorphisme définit donc un morphisme injectif w de J dans J satisfaisant :

N
we) = mp(Q)0x))
n=0
Aalo) —  Aplo)

On notera ¢ 'inclusion ®Z,y:09% c ®52 R et v linclusion Sy < &. On veut utiliser le méme
théoréme qu’auparavant, mais ce n’est pas aussi immédiat. On notera Sy \S 'ensemble des
orbites de G pour l'action de S par multiplication a gauche, et on choisit un représentant
7 dans chaque orbite. On rappelle que I'ensemble des orbites est une partition de & et que
SN x G \G est en bijection avec &. De ce fait, on a LZ(GN,LZ(GN\6,®Z°:OH)) est unitaire-
ment équivalent a L2(S, ®52,H). On va donc représenter ®51V:0 R sur cet espace de Hilbert et
montrer que cette représentation correspond avec 7. Pour x € ®£1V:0 %R, on définit p(x) par :

p(X)EE) = YT Hx)EF)

Cette représentation est bien entendu fidele. On peut alors définir le produit croisé construit
a partir de cette représentation sur L2(Sy,L%(& N\, Q52 ,H)). Celui-ci est engendré par les
opérateurs (¢ est un élément de I'espace de Hilbert L3Sy, L2(Gy\G, Q%2 :

Do)
p(Blo™H(@)EFN o)

= Y@ Ho HU)NET)0)
= yE o HU)NEEN o)
= Yo H))NEE) )

Via l'identification de LZ(GN,L2(GN\G,®;°:0 H)) et L3(S, &% H)), on a donc (on note main-
tenant ¢ €L2(6N,L2(6N\6,®‘,’l°:0 H))) :

AW)E(T) (o)
m(x)¢(T) (o)

MVEeT) = &vilor)
= A()é(oT)
né(otau) = y(oF) HU)))E(0F)
= my(Ux))(oT)

En appliquant le théoréme on obtient alors I'existence d'un morphisme injectif { de J dans K
satisfaisant :

mpx) — 7y (i(x)
Ap(o) —  Ay(o)
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Voici une illustration de la situation :

A b4
SN L (@Y Mys1(C)) 1o Gy ——— QN My1(C)
w QN 0
/1[5 N ﬂﬁ N
Sy (®,—oR) xSy o R
c 4 L
S (Rnz0M) %, & ®% R
Ay Y

On définit maintenant y : J — R par ¢ = {ow. En remarquant que N, = Idgn,c) ®(71Y(L0p(Nn ),
ona:

Idongc)@py(M) = Idongc) @ y(Id @ me(Id e p)(R))
N
= Idgme.(c) ® ﬂy(t o ® O(uw(R)))
n=0
= Idongc) @1y (N, ®10---® 1))
= Idongc) ® Ty(to Ny))
= N,
Idongc) ¥ 8lde@) = (Y al,v(Aa(0l )i<ab<oh
i€lyp
= ( Z a;,b Ay(ai,b))lga,b <6k
iEIa!b
=
Le morphisme y vérifie donc bien les conditions voulues. ©®

THEOREME.
En gardant les notations de la définition précédente :

{PnrL}=co—NL

Démonstration. On montre dans un premier temps l'inclusion {Pyr} < co—NL. Soit ® une ob-
servation dans Py, € I'algebre des états associée et N,, la représentation d’un entier n. En se
basant sur le Lemme[§11.3.17] on sait qu’il existe un morphisme ¢ (avec ¥ le morphisme décrit
dans le lemme, ¢ = Idgn,c) ® ¥ ® Ide) et deux matrices M et @ telles que p(M ®1¢) =N, ®1¢
et ¢(®) = @. On a donc ®(N,, ® 1¢) nilpotent si et seulement si (M ® 1)® est nilpotent. Il reste
a montrer qu’il est possible de vérifier 1a nilpotence de cette matrice en espace logarithmique
avec une machine non-déterministe.

On commence par définir une base de I’algébre :

M(C) @ (M41(C) @+ 8 My11(C) X Sy) @ €

N copies

Un élément de la base sera de la forme :
(7,a0,a1,...,aN;0;€)

ou les a; € {0,...,n} sont les éléments de la base choisie pour représenter I'entier n, o est
un élément de Sy, e est un élément d’'une base de €&, et 7 € {1,6} est un élément de la
base de Mig(C) correspondant aux projections mo;, 71;, etc. Lorsque 'on applique la matrice
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M ® € représentant 'entier a un élément de la base, on obtient un nouveau vecteur de base
(m,a0,a1,...,an;0;e). Cest lors de application de 'observation ® que I'on se retrouve avec
quelque chose de plus compliqué. De maniere générale, le résultat est une combinaison li-
néaire positive de L éléments de la base :

L
O(m,a0,a1,...,an;0;€) = Y a;(0,Qr,0);---»Qr;(N); TiT; €7)
i=0

Puisque l'on travaille avec une machine non déterministe, on peut alors poursuivre le calcul
en paralléle sur chacun des vecteurs de base. De maniére générale, on va donc construire un
arbre (on note b; des éléments de la base) :

bo
Nn‘
bl
P
b% b2
N, | N, |

SN N

On remarque que le degré de nilpotence de ®(M ® 1¢) est borné par la dimension de I'espace
sous-jacent : il est inférieur a 6(n + 1)V Nk o1 £ est la dimension de &. Le degré des branche-
ments non déterministes est borné par la méme valeur. De plus, puisque chaque coefficient
a; (voir 'équation [11.3.2) est positif, la matrice est nilpotente si et seulement si chacune des
branches de P'arbre est de longueur inférieure a 6(n+1)N Nk, ce qui peut se vérifier en espace
logarithmique par une machine non-déterministe. Puisque la nilpotence correspond a I’accep-
tation dans toutes les branches de calcul, nous avons donc montré que {Pnr} < co— NL.

On montre maintenant la seconde inclusion, a savoir co— NL < {Py}. Pour montrer cette
inclusion, on va montrer qu’il existe une machine a pointeurs non déterministe permettant
de décider un ensemble co — NL complet. Par le Lemme on en déduit alors immé-
diatement I'inclusion. On a choisi de travailler avec le probleme ST — Conn de connectivité
dans un graphe orienté. Il est connu que ce probleme est NL-complet [Pap94]. Le probleme
ST - Conn prend trois arguments : un graphe orienté, une source et un but. On codera cette
entrée dans les suites binaires. Etant donné un graphe a n sommets et (a{)lg/ sn

> sa matrice
1<ikn
d’adjacence, le sommet source i et le sommet but j, on considere la suite :

matrice d’adjacence
A

11...1011...1011...10a11a31...1a} 0...0a71a}1...1a" 0

J

n A A
t J arétes de source 1 arétes de source n

On va maintenant décrire la machine a pointeurs non déterministe permettant de décider de
Iabsence d’une suite d’arétes de source i et de but j : on rappelle que nous voulons décider
le complémentaire de ST —Conn. On considére une machine a 4 pointeurs p1,p2,ps3,p4 €t un
ensemble d’états conséquent (ceci est principalement di au fait que nous ne faisons qu'une
opération a chaque étape). On va décrire la fonction de transition en notant les transitions
par:

(a1,a9,a3,a4,e) — (a,e’)

ou a; est la valeur lue par le pointeur p;, a est une action (avancer un pointeur — p;+,
reculer un pointeur — p;—, ou ne rien faire — ¢) et e,e’ sont des états. On notera a; = o
lorsque la valeur lue par p; n’importe pas. La figure présente la fonction de transition
de la machine permettant de décider ST — Conn (dans les cas ou la fonction décrite est non




définie, comme par exemple (*,e, ¢ ¢ init-p1), on considere que la fonction de transition a pour
valeur (¢,accept)). Le principe est le suivant :

— le pointeur p; parcourt la matrice d’adjacence en fonction du pointeur pg qui code le
sommet courant pour se mettre en place sur la colonne correspondant ;

— le pointeur p; parcourt alors la liste des arétes partant du sommet courant : lorsqu’il
trouve une aréte il effectue une transition non-déterministe en continuant a parcourir
la liste d’'un c6té et en suivant aréte trouvée en parallele;

— lorsque le sommet courant change, le pointeur ps permet de tester si celui-ci est le
sommet but recherché ;

— le pointeur p4 permet de compter le nombre d’arétes parcourues pour s’arréter lorsque
I'on en a parcouru n.

Cette machine est une machine a pointeurs non déterministe. Si on montre qu’elle est acy-
clique, on saura qu’il est possible de la représenter par un opérateur dans Py, par le Lemme
Or, on peut montrer [AS12] que toute machine a pointeur non déterministe qui dé-
cide un ensemble S peut étre transformée en une machine acyclique décidant S en ajoutant
une « horloge » (en effet, le nombre de configurations possibles pour une machine étant fini,
on peut borné le temps de calcul de celle-ci). On a donc montré co— NL < {Pyr} puisque
ST — Conn est NL-complet. ©)
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(%,e,,¢,init) —  (p1+.init-pg — %)
(s,%,0,0,init-pg — %)  — (p2+,init-p1)
(1,0,,,init-p1) — (p1+,init-pg)
(0, 0,0, 0,init-p1) - (p1+,init-pg)
(o,1,0,9,init-ps) - (pg+,init-p1)
(2,0, ¢,9,init-pa) —  (p2—,init-p1-source)

(1,e,e,¢ init-p1-source) — (p1+,init-pg-source)
(0,e,e,¢ init-p1-source) — (p1+,init-p1-but)
(e,e,0 ¢ init-pg-source) — (pg—,init-pq-source)

(1,e,e,0,init-p1-but) — (p1+,init-p1-but)

(0,e,¢,¢,init-p1-but) — (e,init-pg-x)

(e,0,%, e, init-p3-*) — (p3+,init-p3)
(e,0,1,0,init-p3) — (p3+,init-p3)
(e,,0,,init-p3) —  (p3+,init-pg-source)

(e,,1,¢ init-p3-source) — (p3+,init-pg-source)
(e,¢,0,¢,init-p3-source) — (e,init-py)

(.,.5.a*,init'p4) - (p4+’C01-p1-Sep)
(a) Initialisation

(1,0,0,0,g0-sep) —  (p1+,go-bool)
(071,.7.,001'p1'sep) - (p1+7001-p2)
(0,,,2,g0-bool) — (p1+,g0-sep)
(e,0,0,0,col-p2) —  (pg+,col-p1-bool)
(0,¢,0,0,g0-sep) — (p1—,accept)
(e,1,0,0 col-p1-bool) — (p1+,col-p1-sep)
(e, step-bool)
(e,0,¢,0,col-p1-boo) — (e,go-bool) (1,e,e,,g0-bool) —
(b) Mise en place de p (p1+,80-sep)
(c) Avancer d’'une aréte

(.,-,o,-,step-bool) b (pl—,SteP'Pz)

(o,9,9,9,5tep-pg) —  (p2-—,step-p3)

(e,0,1,0 step-p3) - (ps+,step-sep) (e,0,0,1 step) —  (pg+,return-p3)

(1,e,e,¢, step-sep) —  (p1—,step-bool) (e,,¢,0,step) — (e,accept)

(e,0,0,9,step-p3) —  (e,step-sep-3stop) (e,0,1,¢, return-pg) — (pg—,return-p3)

(0,¢,0,e,step-sep) — (e, reject) (e,0,0,¢,return-p3) — (e,col-p1-sep)

(0,9,1, ¢, step-sep) _ (¢, return-p1) (e) Vérifier le nombre d’étapes et retour de p3
(0,e,0, ¢, step-sep-3stop) — (p3—,step)

(d) Verifier si on a atteint la source

FIGURE 11.1 — Machine pour ST - Conn
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Graphes, Graphages et GdI

Liens entre graphages et GdI

Nous avons montré dans le Chapitre[9que les graphes d’interaction permettent de définir des
versions combinatoires des diverses constructions proposées par Girard. En particulier, nous
avons montré que I'adjonction géométrique des 1-circuits,

CF,GUH)=ZECF,G)UEF::G,H)
correspondait, lorsque I'on choisit la mesure m(x) = oo, a I'adjonction :
f(d(g)+ g(h)) nilpotent si et seulement si fd(g) nilpotent et Ex(f,d(g))g(h) nilpotent
et correspondait, lorsque I'on choisit m(x) = —log(1 — x), a 'adjonction
—log(det(1 - f(g + h))) = —log(det(1 - £ g)) —log(det(1 — Ex(f,g)h))

Il est donc naturel de se demander si la généralisation des graphes d’interaction, les gra-
phages, permettent d’obtenir des résultats similaires. Quelques résultats allant dans ce sens
peuvent étre trouvés dans 'appendice du Chapitre [9] mais ces résultats méritent d’étre dis-
cutés dans cette conclusion. En effet, il ne s’agit que des quelques résultats préliminaires qui,
uniquement énoncés, n’apportent qu’assez peu d’informations.

Afin de montrer une telle correspondance entre graphages et opérateurs, le premier pas —et a
premiere vue le plus complexe — serait de démontrer que I'exécution entre graphages définit
une solution a 'équation de rétroaction. L'exécution entre deux graphages F',G correspond au
calcul de la série Z‘L?Zo(p+r)(upug)i(p+r), ouur€e(p+q)ZMH)p+q)etuge(q+r)LH)q+r)
sont les opérateurs associés aux graphages F et G. En dimension finie, et sous les hypotheses
lupll <1et lugl <1, cette série est toujours convergenteﬂ Nous ne savons pas aujourd’hui
montrer que cette série converge dans le cas général (u,v € £(H) de norme au plus 1, H de
dimension infinie) ni construire de contre-exemple a la convergence de cette série dans le cas
d’opérateurs agissant sur un espace de Hilbert de dimension infinie.

Girard a montré I'existence d’'une solution a I'équation de rétroaction dans le cas général
(dimension infinie), ainsi que I'unicité de cette solution. Sa solution passe par l'inversion d’'un
opérateur non borné et ne donne pas de solution explicite. La convergence dans le cas général
de la série 372 p(u rug)'p permettrait donc de définir explicitement la solution unique de
Iéquation de rétroaction. De plus, un tel résultat montrerait que 'opération d’exécution sur
les graphages donne une construction explicite de cette solution.

A coté de la question de la correspondance entre le résultat de I'exécution et la solution de
I’équation de rétroaction se pose la question de la correspondance entre les mesures défi-
nissables entre graphages et les différentes « mesures » considérées par Girard. Dans cette
direction, nous conjecturons qu’il est possible d’obtenir des mesures sur les graphages cor-
respondant a chacune des mesures utilisées par Girard : nilpotence, faible nilpotence, dé-
terminant. En effet, la fonction gge définie au Chapitre [9] permet déja d’obtenir la série du
logarithme du déterminant (Proposition [§9.A.13), méme s’il n’est pas évident que cette série
corresponde dans ce cas au déterminant. En effet, le déterminant de Fuglede-Kadison ne cor-
respond pas en général a cette série, contrairement a ce qui se passe dans le cas des matrices
(Lemme [§9.1.28), mais il est possible que dans le cas particulier des opérateurs associés a des
graphages I'égalité entre la série et le déterminant soit vérifiée. Nous pensons cependant que
dans le cas ou elle ne correspondrait pas il ne serait pas difficile de modifier 1égerement la
mesure associée afin d’obtenir le résultat souhaité.

D’un autre coté, nous conjecturons que la fonction g, définie dans la Proposition §9.A.3| per-
mettra d’obtenir 'orthogonalité basée sur la nilpotence faible. En effet, la condition g, # co

1. Il est donc possible d’étendre la Proposition|§9.1.31/méme dans le cas ou [F,G] = oco.
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correspond a la non-existence de cycles finis, ce qui semble correspondre a la nilpotence faible
de 'opérateur associé. En utilisant la fonction p définie dans le Théoreme($8.3.3} on peut dé-
finir une famille de fonctions de quantification des circuits sur le méme modeéle que la famille

décrite dans le Théoréme|§8.3.11]:

pd)n(x)
. U@ )
P lNUle) Py, (X)

Nous conjecturons que la fonctions r, obtenue pour m(x) = oo correspond a la nilpotence.

I1 faut également remarquer que I'exponentielle des graphages n’est bien entendue pas celle
de la GdI5. Dans le cas ot I'on obtiendrait une correspondance entre graphages et opérateurs,
il serait donc intéressant de comprendre a quelle opération sur les graphages correspondrait
la pérennisation définie par Girard. Inversement, ’'exponentielle des graphages permettrait
d’obtenir une nouvelle pérennisation dans le cadre des opérateurs.

Vérité Subjective

Le travail que nous avons effectué sur la notion de vérité subjective est principalement axé
sur une version légerement modifiée de la GdI5. Cependant, comme nous I'avons expliqué
dans la dernieére section du Chapitre [10} celle-ci est reliée & la notion de vérité des GdI5.1 et
GdI5.2.

Obtenir un résultat d’adéquation forte semble envisageable, au sens de la construction expli-
cite d’'un point de vue 7 et de l'interprétation du systéme ELLp, — présenté au Chapitre —
par des projets gagnants par rapport a ce point de vue spécifique 7. Cependant, un résultat
plus général tel que le Théoréme semble difficile & obtenir car la caractérisation des
unitaires de L2(R) (et donc des isométries partielles obtenues par restriction de ces unitaires)
définis par pré-composition par une transformation préservant la mesure sur R n’est pas tres
naturelle. En effet, ces unitaires — notons-les u — sont caractérisés par la propriété que
u(fg)=u(f)u(g) pour tout f,g € L°(R), une propriété qui fait référence a 'espace de Hilbert
sur lequel les opérateurs agissent.

Llobtention d’'un théoréme d’adéquation peut également étre relié a la question de la corres-
pondance entre les graphages et les GdI de Girard. En effet, la géométrie de I'interaction que
nous avons construite autour de la notion de graphage, tout comme les graphes d’interaction,
correspond en quelque sorte a travailler dans la GdI5.2 avec un point de vue fixé. Montrer
que les constructions sur les graphages correspondent aux constructions sur les opérateurs
nous donnerait alors un résultat d’adéquation pour MALL (car les exponentielles ne corres-
pondraient pas) qui s’étendrait aisément au systéme ELLy,.

Complexité

Concernant la nouvelle approche de la complexité proposée par Girard et présentée au Cha-
pitre de nombreuses pistes de recherche s’offrent & nous. Une premiére direction est
I’étude de la paire normative obtenue a partir de 'action du groupe des permutations finies,
Cest-a-dire la paire normative définie dans le Corollaire Ensuite, on peut s’intéres-
ser a d’autres actions de groupes, ou d’autres représentations des entiers.

Les permutations finies de N

Dans un premier temps, il est naturel, en étudiant la preuve du Théoreme|§11.3.18| de consi-
dérer 'ensemble d’observations suivant :

Pi1={plpePy,loll <1}
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ou P, est 'ensemble des observations booléennes : les observations (¢; j)o<i,j<6r € Me(S) ®
M (C) telles que pour tout i,j, ¢; ; est une somme finie d’'unitaires induits par des éléments
de S, i.e. ¢;; =37 a;Mg;) avec a; = 1.

En effet, la condition sur la norme implique que I’arbre construit dans la preuve du Théo-
réme[§11.3.18ne contient pas de branchements. Le fait que cet arbre soit réduit & une unique
branche implique que l'on a l'inclusion {P, 1} c L, oi1 L est la classe des langages reconnais-
sables par une machine de Turing déterministes en espace logarithmique. Pour obtenir I'inclu-
sion inverse, il semble naturel de considérer la version déterministe des machines a pointeurs
considérées dans le Chapitre[11] Nous conjecturons que cette notion de machine permettra de
prouver I'inclusion inverse et donc d’obtenir :

{Piat=L

Dans un deuxiéme temps, on peut considérer pour tout entier n la sous-algebre G, de &
définie comme la sous-algebre engendrée par I’ensemble des unitaires {A(o) | 0 € S} ou S,
est le sous-groupe de S laissant 'ensemble des entiers supérieurs a n invariants. On définit
alors :

Pgn ={¢p | In,3k,p € M(S,,) @ N (C)}

En calculant explicitement le produit des matrices obtenues grace au Lemme on
peut montrer I'inclusion {Pg,} < P ou P est 'ensemble des langages reconnaissables par les
machines de Turing déterministes en temps polynomial. Il n’est cependant pas clair que I'in-
clusion inverse soit satisfaite. Pour montrer une telle inclusion, il faudrait comprendre com-
ment 'introduction de coefficients négatifs dans les observations permettrait de simuler des
machines en temps polynomial.

Autres paires normatives

Afin de considérer d’autres paires normatives, plusieurs méthodes sont possibles. La premiére
est de considérer d’autres actions de groupe. Dans ce cas, on distinguera plusieurs possibili-
tés : la premiere est de construire une paire normative en s’aidant du Théoréme la
seconde est de considérer une nouvelle construction de paire normative, utilisant éventuelle-
ment une autre construction que le produit croisé. Nous nous contenterons ici de discuter la
premieére méthode. Pour construire une telle paire normative, il faut tout d’abord choisir un
groupe.

— Si le groupe est localement fini (comme le groupe des permutations finies de N), on sera
capable de montrer un équivalent du Lemme[§11.3.17] Alors il sera aisé de montrer une
inclusion des classes de complexité définies par les ensembles d’observations dans des
classes usuelles de maniére similaire & ce qui a été fait dans le Chapitre[11} Cependant,
les classes que I'on définira seront toutes incluses dans P.

— Si le groupe n’est pas localement fini, alors il n’est pas siir que 'on puisse montrer un
équivalent du Lemme Dans ce cas, il est envisageable d’obtenir des caractéri-
sations de classes de complexité plus grandes que P. Il faudra cependant trouver une
méthode nouvelle pour prouver l'inclusion des classes de complexité définies par les
observations dans les classes de complexité usuelles.

La seconde méthode pour obtenir d’autres paires normatives — et qui peut étre combinée
avec la méthode précédente — est de considérer d’autres représentations des entiers. Ce-
pendant, la représentation utilisée par Girard est exactement l'interprétation des entiers en
géométrie de l'interaction. Ce choix permet d’envisager de définir, par exemple, la conduite
des observations dans Pyr. Or une telle caractérisation ne serait pas envisageable avec une
représentation ad-hoc des entiers. Cette approche nécessite donc une étude plus approfondie
des liens entre la caractérisation des classes de complexité comme décrite au Chapitre[11]et la
géométrie de I'interaction. En particulier, la compréhension du type des fonctions des entiers
dans les entiers en GdI permettrait probablement de se forger plus d’intuitions qui seraient
utiles a la caractérisation de classes de complexité plus grandes que P puisque, on le rappelle,
il est a priori possible de représenter toute fonction élémentaire en GdI!
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Topologie Algébrique de I'Interaction

Cobordismes

Les résultats sur les graphes d’interaction (Chapitres [6] [7] et [8) font apparaitre la propriété
cyclique comme la propriété géométrique sous-jacente aux constructions de Géométrie de I'In-
teraction proposées par Girard. Ce résultat permet d’envisager la définition d’'un cadre plus
général ou les ensembles de cycles sont définis comme des groupes d’homotopie. Nous avons
déja trouvé un cadre dans lequel ceci s’avere possible : les cobordismes, et plus particuliére-
ment les 2-1-cobordismes. Travailler avec les cobordismes permet également de ne plus avoir
de mises : celles-ci sont représentées par des trous dans la surface.

La catégorie des cobordismes est[ﬂ la catégorie dont les objets sont les variétés compactes
fermées sans bords, et un morphisme M d’un objet A dans un objet B est une variété com-
pacte fermée dont le bord 6M est homéomorphe a4 A wB. On distinguera la sous-catégorie
des 2-1-cobordismes qui est la sous-catégorie dont les objets sont les variétés compactes fer-
mées de dimension 1, et dont les morphismes M sont des morphismes dans la catégorie des
cobordismes — donc des variétés — de dimension 2.

I1 est connu que la catégorie des cobordismes est une catégorie compacte close. On peut donc

définir une « trace » au sens catégorique, et celle-ci est unique. Cette trace, que nous noterons

abusivement M ::;y M’ vérifie en particulier P'associativité : M ::y(M' .y M"Y =(M .y M) ::y M.
Nous souhaiterions développer une GdI dans ce cadre suivant I'idée qu'un 2-1-cobordisme M

est la donnée simultanée d'un graphe G(M) — I’ensemble des classes d’homotopie de chemins

entre les (composantes connexes des) bords de M — et d'un ensemble de cycles — le groupe[ﬂ
71(M). On remarquera que le graphe G(M ::;y M') est égal au graphe G(M) h G(M')! De

plus, associativité a une conséquence sur les groupes d’homotopies : m1(M ::y(M' ::y M) =

m1(M =y M')::y M"). Cette égalité est en réalité une reformulation de la propriété cyclique.

Ainsi, lassociativité de ’exécution entre les graphes G(M) m G(M') et la propriété cyclique

a1(M zgM' oy M) = m(M :;y M) ::y M) sont des conséquences de l'associativité d’une no-

tion d’exécution sur des objets de dimension supérieure.

Catégories de modele

Plus généralement, nous pensons que la géométrie de I'interaction est intimement liée a la
théorie de I’homotopie. Nous souhaiterions dans cette optique comprendre dans quelle mesure
la notion axiomatisée d’homotopie permet d’obtenir une propriété cyclique, et plus particulie-
rement caractériser les catégories de modeles permettant de définir une géométrie de I'inter-
action. Les catégories de modeles offrent en effet un cadre axiomatique adapté a I'étude de
cette question, puisqu’il s’agit d'une axiomatisation catégorique des contextes dans lesquels il
est possible de définir les concepts de base de la théorie de ’'homotopie.

Nous ne souhaitons pas « catégorifier » la géométrie de 'interaction, mais plutét axiomatiser
les contextes dans lesquels il est possible de définir une géométrie de l'interaction ou 'exé-
cution est définie comme un calcul de chemins et I'orthogonalité peut étre définie en mesu-
rant les cycles. Une telle caractérisation permettrait alors de produire aisément de nouvelles
constructions de GdI dans divers champs des mathématiques — par exemple en géométrie
algébrique. Il serait intéressant d’obtenir de tels modeles car, comme la théorie des algebres
d’opérateurs a permis a Girard de considérer I'opération de produit croisé pour obtenir des
résultats en complexité, ils permettraient d’utiliser des outils spécifiques au contexte choisi.

2. Cette définition est un peu simpliste, et la définition formelle de la catégorie des cobordismes demande un peu
plus de travail. Cependant la définition intuitive que I'on en donne ici permet de ne pas rentrer dans des détails
techniques qui ne ferait qu’alourdir la discussion informelle qui suit.

3. Ici encore, il s’agit d’une simplification : on ne considérera pas 71(M) mais n1(M), o M est obtenue a partir de
M en « recousant les bords ».
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278 12. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Létude de cette question est également intéressante du fait des récents développements
concernant la théorie homotopique des types, c’est-a-dire la définition de modeles de la théo-
rie des types intentionnelle de Martin-Lof utilisant des notions de la théorie de I’homotopie.
Ceux-ci ont été axiomatisés dans le cadre des catégories de modele, et il serait particuliére-
ment intéressant de disposer d’'un cadre commun a la théorie des types et la géométrie de
Pinteraction.
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Résumé de la thése : Cette thése est une étude de la géométrie de I'interaction dans le facteur
hyperfini (GdI5), introduite par Jean-Yves Girard, et de ses liens avec les constructions plus anciennes.
Nous commencons par montrer comment obtenir des adjonctions purement géométriques comme une
identité entre des ensembles de cycles apparaissant entre des graphes. Il est alors possible, en choisis-
sant une fonction qui mesure les cycles, d’obtenir une adjonction numérique. Nous montrons ensuite
comment construire, sur la base d'une adjonction numérique, une géométrie de I'interaction pour la lo-
gique linéaire multiplicative additive ou les preuves sont interprétées par des graphes. Nous expliquons
également comment cette construction permet de définir une sémantique dénotationnelle de MALL, et
une notion de vérité. Nous étudions finalement une généralisation de ce cadre afin d’interpréter les ex-
ponentielles et le second ordre.

Les constructions sur les graphes étant paramétrées par une fonction de mesure des cycles, nous entre-
prenons ensuite I'étude de deux cas particuliers. Le premier s’avére étre une version combinatoire de la
GdI5, et nous obtenons donc une interprétation géométrique de 'orthogonalité basée sur le déterminant
de Fuglede-Kadison. Le second cas particulier est une version combinatoire des constructions plus an-
ciennes de la géométrie de l'interaction, ou 'orthogonalité est basée sur la nilpotence. Ceci permet donc
de comprendre le lien entre les différentes versions de la géométrie de l'interaction, et d’en déduire que
les deux adjonctions — qui semblent & premieére vue si différentes — sont des conséquences d'une méme
identité géométrique.

Nous étudions ensuite la notion de vérité subjective. Nous commencons par considérer une version lége-
rement modifiée de la GdI5 avec une notion de vérité dépendant du choix d’'une sous-algébre maximale
commutative (masa). Nous montrons qu’il existe une correspondance entre la classification des masas
introduite par Dixmier (reguliére, semi-réguliére, singuliére) et les fragments de la logique linéaire que
Pon peut interpréter dans cette géométrie de l'interaction. Nous étudions alors la vérité subjective de
la GdI5, qui dépends du choix d’'une représentation du facteur hyperfini de type II1, a la lumiere de ce
résultat.

Finalement, nous détaillerons une proposition de Girard pour étudier les classes de complexité et dé-
taillons la caractérisation obtenue par ce dernier de la classe de complexité co-NL, en montrant comment
coder un probléme complet pour cette classe a ’aide d’opérateurs.

Summary : This work is a study of the geometry of interaction in the hyperfinite factor introduced
by Jean-Yves Girard, and of its relations with ancient constructions.

We start by showing how to obtain purely geometrical adjunctions as an identity between sets of cycles
appearing between graphs. It is then possible, by chosing a function that measures those cycles, to obtain
a numerical adjunction. We then show how to construct, on the basis of such a numerical adjunction, a
geometry of interaction for multiplicative additive linear logic where proofs are interpreted as graphs.
We also explain how to define from this construction a denotational semantics for MALL, and a notion
of truth. We extend this setting in order to deal with exponential connectives and show a full soundness
result for a variant of elementary linear logic (ELL).

Since the constructions on graphs we define are parametrized by a function that measures cycles,
we then focus our study to two particular cases. The first case turns out to be a combinatorial ver-
sion of Gol5, and we thus obtain a geometrical caracterisation of its orthogonality which is based on
Fuglede-Kadison determinant. The second particular case we study will giveus a refined version of ol-
der constructions of geometry of interaction, where orthogonality is based on nilpotency. This allows us
to show how these two versions of Gol, which seem quite different, are related and understand that the
respective adjunctions are both consequences of a unique geometrical property.

In the last part, we study the notion of subjective truth. We first define a slightly modified version of
Gol5 where the notion of subjective truth is dependent on the choice a maximal abelian subalgebra
(masa). We can show in this setting that there is a correspondance between Dixmier’s classification of
masas (regular, semi-regular, singular) and the fragments of linear logic one can interpret. We then
explain how this notion of truth related to the notion of truth of Gol5, which depends on a choice of
representation for the hyperfinite factor of type Ilso.

Finally, we study a proposition made by Girard to study complexity classes through the geometry of
interaction in the hyperfinite factor. In particular, we detail Girard’s caracterisation of the co-NL com-
plexity class by showing how to encode by operators a problem which is complete for this complexity
class.
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