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Résumé
Les problèmes de complémentarité interviennent dans de nombreux domaines scienti-

fiques : économie, mécanique des solides, mécanique des fluides. Ce n’est que récemment
qu’ils ont commencé d’intéresser les chercheurs étudiant les écoulements et le transport en
milieu poreux. Les problèmes de complémentarité sont un casparticulier des inéquations
variationnelles. Dans cette thèse, on offre plusieurs contributions aux méthodes numé-
riques pour résoudre les problèmes de complémentarité.

Dans la première partie de la thèse, on étudie les problèmes de complémentarité li-
néaires 06 x⊥ (Mx+q)> 0 où l’inconnuex est dansRn et où les données sont un vec-
teurq deRn et une matriceM d’ordren. L’existence et l’unicité de ce problème, quel que
soit q, est obtenue si, et seulement si, la matriceM est uneP-matrice. Une méthode très
efficace pour résoudre les problèmes de complèmentarité estla méthode de Newton-min,
une extension de la méthode de Newton aux problèmes non lisses.

Dans cette thèse, on montre d’abord, en construisant deux familles de contre-exemples,
que la méthode de Newton-min ne converge pas pour la classe desP-matrices, sauf sin=1
ou 2. Ensuite, on caractérise algorithmiquement la classe desP-matrices : c’est la classe
des matrices qui sont telles que, quel que soit le vecteurq, l’algorithme de Newton-min ne
fait pas de cycle de deux points. Enfin ces résultats de non-convergence nous ont conduit à
construire une méthode de globalisation de l’algorithme deNewton-min dont nous avons
démontré la convergence globale pour lesP-matrices. Des résultats numériques montrent
l’efficacité de cet algorithme et sa convergence polynomiale pour les cas considérés.

Dans la deuxième partie de cette thèse, nous nous sommes intéressés à un exemple
de problème de complémentarité non linéraire concernant les écoulements en milieu po-
reux. Il s’agit d’un écoulement liquide-gaz à deux composants eau-hydrogène que l’on
rencontre dans le cadre de l’étude du stockage des déchets radioactifs en milieu géolo-
gique. Nous présentons un modèle mathématique utilisant des conditions de complémen-
tarité non linéaires décrivant ces écoulements. D’une part, nous proposons une méthode
de résolution et un solveur pour ce problème. D’autre part, nous présentons les résultats
numériques que nous avons obtenus suite à la simulation des cas-tests proposés par l’AN-
DRA (Agence Nationale pour la gestion des Déchets Radioactifs) et le GNR MoMaS. En
particulier, ces résultats montrent l’efficacité de l’algorithme proposé et sa convergence
quadratique pour ces cas-tests.

Mots-clés
Algorithme de Newton-min - Analyse non lisse - Caractérisation de la P-matricité -
Convergence globale - Convergence locale - Convergence quadratique - Dissolution -
Écoulement diphasique - Méthode de Newton non lisse - Milieuporeux -M -matrice -
NM -matrice -P-matrice - Problème de complémentarité linéaire - Problèmede complé-
mentarité non linéaire - Stockage profond de déchets nucléaires.
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Abstract
This manuscript deals with numerical methods for linear andnonlinear complementarity
problems, and, more specifically, with solving gas phase appearance and disappearance
modeled as a complementarity problem.

In the first part of this manuscript, we focused on the plain Newton-min method to
solve the linear complementarity problem (LCP for short) 06 x⊥ (Mx+q) > 0 that can
be viewed as a nonsmooth Newton algorithm without globalization technique to solve
the system of piecewise linear equations min(x,Mx+q) = 0, which is equivalent to the
LCP. WhenM is an M -matrix of ordern, the algorithm was known to converge in at
most n iterations. We show that this result no longer holds whenM is a P-matrix of
order> 3. On the one hand, we offer counter-examples showing that the algorithm may
cycle in those cases.P-matrices are interesting since they are those ensuring theexistence
and uniqueness of the solution to the LCP for an arbitraryq. Incidentally, convergence
occurs for aP-matrix of order 1 or 2. On the other hand, we provide a new algorithmic
characterization ofP-matricity : we show that a nondegenerate square real matrixM is a
P-matrix if and only if, whatever is the real vectorq, the Newton-min algorithm does not
cycle between two points. In order to force the convergence of the Newton-min algorithm
with P-matrices, we have derived a new method, which is robust, easy to describe, and
simple to implement. It is globally convergent and the numerical results reported in this
manuscript show that it outperforms a method of Harker and Pang.

In the second part of this manuscript, we consider the modeling of migration of hydro-
gen produced by the corrosion of the nuclear waste packages in an underground storage
including the dissolution of hydrogen. It results in a set ofnonlinear partial differential
equations with nonlinear complementarity constraints. Weshow how to apply a robust
and efficient solution strategy, the Newton-min method considered for LCP in the first
part, to this geoscience problem and investigates its applicability and efficiency on this
difficult problem. The practical interest of this solution technique is corroborated by nu-
merical experiments from the Couplex Gas benchmark proposed by Andra and GNR Mo-
Mas. In particular, numerical results show that the Newton-min method is quadratically
convergent for these problems.

Keywords
Dissolution - Global convergence - Linear complementarityproblem - Local conver-
gence - Nonsmooth function -M -matrix - Newton-min algorithm -NM -matrix - Non-
linear complementarity problem - Nonsmooth analysis - Nonsmooth Newton method -
Nuclear waste underground storage -P-matricity characterization -P-matrix - Porous
media - Quadratic convergence - Two-phase flow.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 The complementarity problem

A complementarity problem, abbreviated CP, in finite dimension is a system of finitely
many inequalities in finitely many nonnegative variables along with a special equation
that expresses the complementary relationship between thevariables and corresponding
inequalities. This complementarity condition is the key feature distinguishing the comple-
mentarity problem from a general inequality system. It liesat the heart of all constrained
optimization problems in finite dimensions and provides a powerful framework for the
modeling of equilibria of many kinds.

The systematic study of the complementarity problem began in the mid-1960s. In a
span of five decades, the subject has developed into a very fruitful discipline in the field
of mathematical optimization. The developments include a rich mathematical theory, a
host of effective solution algorithms, a multitude of interesting connections to numerous
disciplines, and a wide range of important applications in geoscience, engineering, and
economics. The literature of the complementarity problemshas benefited from contri-
butions made by mathematicians (pure, applied, and computational), computer scien-
tists, engineers of many kinds (civil, chemical, electrical, mechanical, and systems), and
economists of diverse expertise (agricultural, computational, energy, financial, and spa-
tial) [41, 16, 60]

In addition to optimization problems, many equilibrium problems from economics
and important applied problems from diverse engineering fields can be profitably formu-

15



lated as CPs. We can quote for example : bimatrix games [86, 87], economic equilibrium
problems [41, 40], free boundary problems [6], black oil model [22], phase appearance-
disappearance problems [65, 13, 84] and dissolution-precipitation problems [19, 20].

The finite-dimensional variational inequality is a generalization of the complementa-
rity problem [53, 77, 38, 76].

Mathematically, the complementarity problem consists in finding a vectorx> 0 withn
components such thatF(x)> 0 andx⊤F(x) = 0. HereF is a function fromRn into itself,
the inequalities have to be understood componentwise, and the sign⊤ denotes matrix
transposition. The CP is often written in compact form as follows

06 x⊥ F(x)> 0. (1.1.1)

Since the components ofx andF(x) must be nonnegative in (1.1.1), their perpendicularity
with respect to the Euclidean scalar product required in theproblem is equivalent to the
nullity of the Hadamard product of the two vectors, that is

x·F(x) = 0, (1.1.2)

which mean thatxi(F(x))i must vanish for all indexi.

There exist many different approaches to treat these complementarity problems, e.g.,
interior point methods [7, 8, 126] and active-set strategy [70]. Another approach is to
rewrite the complementarity conditions as a system of smooth equations [110, 112, 111],
as a set of nonsmooth equations [101, 73, 37] and also as constrained and unconstrained
optimization problems [46, 68]. These formulations provide the basis for the development
of the theory and algorithms for complementarity problems.For an overview of most of
these methods, we refer to [38].

In this thesis, we are interested in the nonsmooth reformulation of the complementarity
problem using the C-function minimum (see section2.4.2). Due to the lack of differentia-
bility, the assumptions for the use of classical Newton methods [35, 52] are not satisfied,
but the so-called nonsmooth Newton method [26, 113] can be applied. Our interest in this
solution approach was motivated by its efficiency.

A complementarily problem (1.1.1) with an affine defining functionF is called a linear
complementarity problem, abbreviated as LCP.
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The linear complementarity problem

The linear complementarity problem refers to an inequalitysystem with a rich mathema-
tical theory. One particularly and well known context in which linear complementarity
problems are found is the first-order optimality conditionsof quadratic optimization pro-
blem [52].

In order to get a better insight into complementarity problems, we began our thesis’s
work by studying the linear problem.

We fix the notation by precising that the LCP consists in finding a vectorx> 0 with n
components such thatMx+q> 0 andx⊤(Mx+q) = 0. HereM is a real matrix of ordern
andq is a vector inRn.

Many algorithms have been proposed to solve problem LCP [103, 30]. They may be
based on pivoting techniques [86, 29], which often suffer from the combinatorial aspect of
the problem (i.e., the 2n possibilities to realizex· (Mx+q) = 0), on interior point methods,
which originate from an algorithm introduced by Karmarkar in linear optimization [74,
1984] (see also [78, 1991] for one of the first accounts on the use of interior point me-
thods to solve linear complementarity problems), on nonsmooth Newton approaches [38],
such as the one considered here, and on the regularization ofnonsmooth equations [92].
See [103, 30] for other iterative methods.

The linear complementarity problem is a special case of the nonlinear complementa-
rity problem, abbreviated NCP. In the next section, we present a nonlinear complemen-
tarity problem encountered in liquid–gas flow in porous medium with two components
hydrogen and water.

A nonlinear complementarity problem encountered in diphasic flow in
porous media

A large community of scientists is concerned with the modeling of the mechanical and
hydraulic behavior of a deep repository of radioactive waste, in order to understand its im-
pact on the environment and human safety. This implies to be able to model and simulate
complex phenomena such as the desaturation and resaturation of the geological medium
and the migration of gas produced by the corrosion of nuclearwaste packages contained
in the storage, within complex heterogeneous and anisotropic domains including singular
zones such as galleries and cell intersections. Moreover, materials with highly contrasted
physical properties are involved and the time scale can be very long (from a thousand to
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hundreds of thousands years).
Hence the simulation of these physical features happens to be a complex task, and

their validation is a major concern to assess safety of the repository. Computational bench-
marks, such as the Couplex Gaz benchmark [50], are useful for the definition of relevant
physical models and numerical methods. Indeed, the CouplexGaz benchmark has shown
that the Darcy flow of two phases, the first one being an incompressible liquid phase and
the second one the gaseous phase with two components (hydrogen-water), can lead to the
appearance and disappearance of the gas phase, leading to the degeneracy of the equations
satisfied by the saturation.

In order to overcome this difficulty, different choices for unknowns are available in
the literature. An approach presented in [1], is to extend the notion of phase saturation,
allowing for negative values, and values greater than one. In another method, developed
in [127], primary variables are changed, depending on the value of the saturation : they
are switched when, during a time step, the gas phase appears in the saturated zone. These
methods remain sensitive to capillary pressure singularities.

In this thesis, we consider a system of nonlinear partial equations – conservation equa-
tions and Darcy laws – with nonlinear complementarity conditions describing the transfer
of hydrogen between the two phases [65]. The advantage of this formulation is its validity
whether the gas phase exists or not. Furthermore, variablesdo not have to be switched.

1.2 Thesis outline and contributions

Divided into two parts, the thesis contains nine chapters, followed by a bibliography and a
subject index. The first part covers chapter two through chapter five, which give contribu-
tions to the analysis of numerical methods to solve linear complementarity problem. The
second part consists of the remaining four chapters and studies an hydrogen-water flow in
a porous medium where hydrogen can be present as a gas phase aswell as being dissolved
in liquid water. This is modeled as a nonlinear complementarity problem.

Chapter2 serves two purposes : one, it introduces the important matrix classes in the
study of LCP, (several of these classes are of interest because they characterize certain
properties of LCPs) ; and two, it contains the background theory of nonsmooth analysis
and algorithms.

In chapter3, we focus on the plain Newton-min algorithm to solve the LCP,which
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can be viewed as a nonsmooth Newton algorithm without globalization technique. When
M is anM -matrix of ordern, the algorithm is known to converge in at mostn iterations.
We show in this chapter that this result no longer holds whenM is a P-matrix of order
> 3, since then the algorithm may cycle. Incidentally, convergence occurs for aP-matrix
of order 1 or 2. The content of chapter3 is published in [10].

We provide, in chapter4, a new algorithmic characterization ofP-matricity. We show
that a nondegenerate square real matrixM is aP-matrix if and only if, whatever is the real
vectorq, the Newton-min algorithm does not cycle between two pointswhen it is used to
solve the LCP. This characterization ofP-matrices is proved in [11], a report under review
for publication.

Since the plain Newton-min may cycle forP-matrices and sinceP-matrices are those
ensuring the existence and uniqueness of the solution to theLCP for an arbitrary q, we
have derived, in chapter5, a new method for solving LCP for this matrix class. We proved
that it is globally convergent forP-matrices and the numerical results reported in this
chapter show that it outperforms a method proposed by Harkerand Pang in 1991, which
has some connections with our approach. This work is the object of a paper in preparation.

In the second part, we address one of the outstanding physical and mathematical pro-
blems in multiphase flow simulation : the appearance and the disappearance of the gas
phase, leading to the degeneracy of the equations satisfied by the saturation.

We present, in chapter6, a model for the migration, in a porous medium, of the hy-
drogen produced by the corrosion of nuclear waste packages in an underground storage
including the dissolution of hydrogen.

Chapter7 focuses on the nonlinear complementarity problem and its equivalent for-
mulation using variational inequalities.

In the last two chapters (chapters8 and9), we present the discretization method and
we show how to apply a robust and efficient solution strategy,the Newton-min method,
to this geoscience problem. Finally, we show the efficiency and the accuracy of the for-
mulation and of the Newton-min algorithm, on typical test cases used in order to simulate
the storage of nuclear waste. In particular, numerical experiments show that the Newton-
min method is quadratically convergent for these problems.The content of chapter9 is
accepted for publication in [13].
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Première partie

Problème de complémentarité linéaire
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Cette partie comporte les chapitres2 à 5. Dans le chapitre3 (qui reprend l’article pu-
blié [10]), nous montrons que l’algorithme de Newton-min peut cycler lorsqueM est une
P-matrice d’ordren> 3. C’est très dommage car laP-matricité deM est la condition né-
cessaire et suffisante d’existence et d’unicité d’un problème de complémentarité linéaire.
Nous avons toutefois démontré sa convergence pour uneP-matrice d’ordre 1 ou 2. Dans
le chapitre4 (qui est l’article soumis [11]), nous présentons une nouvelle caractérisation
algorithmique de laP-matricité. Plus précisément, nous montrons qu’une matrice M est
une P-matrice si, et seulement si, quel que soit le vecteurq, l’algorithme de Newton-
min ne fait pas de cycle de deux points lorsqu’il est utilisé pour résoudre le problème de
complémentarité linéaire (2.1.3). Nous proposons dans le chapitre5 un algorithme globa-
lement convergent pour résoudre le problème de complémentarité linéaire (2.1.3) pour les
P-matrices. Des tests numériques ont été réalisés montrant l’efficacité de cet algorithme
et sa convergence polynomiale pour ces cas.
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Chapitre 2

Cadre mathématique

2.1 Préliminaires

En mathématiques, et plus spécialement en recherche opérationnelle et en optimisa-
tion, un problème de complémentarité linéaire (PCL) est défini par la donnée d’une ma-
triceM ∈ Rn×n et d’un vecteurq ∈ Rn. Il consiste à trouver un vecteurx∈Rn tel que ses
composantes et celles dez := Mx+q soient positives et tel quex et z soient orthogonaux
pour le produit scalaire euclidien deRn :

x> 0, Mx+q> 0 et x⊤(Mx+q) = 0, (2.1.1)

où x⊤ désigne le vecteurx transposé et la notationu > 0 signifie que toutes les compo-
santesui du vecteur sont positives. Dès lors, l’orthogonalité requise dex etMx+q revient
à demander que le produit de Hadamard de ces deux vecteurs soit nuls :

x· (Mx+q) = 0. (2.1.2)

On rappelle que leproduit de Hadamard[63, 1991, page 73] de deux vecteursx, y∈ Rn

est le vecteurx·y∈ Rn défini par

∀ i : (x·y)i = xiyi .

On écrit souvent le problème (2.1.1) de manière concise comme suit :

CL(M,q) : 06 x⊥ (Mx+q)> 0. (2.1.3)
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Un PCL est dit linéaire parce quex intervient de manière linéaire dans les termes
de gauche et de droite de (2.1.3) mais en réalité, c’est un problème non linéaire à cause
de la relation (2.1.2) entrex et Mx+ q. Ainsi, il n’y a pas de relation linéaire entreq
et les solutions éventuelles du PCL. On retrouve donc le mêmeabus de langage qu’en
optimisation linéaire, problème auquel le PCL est apparenté (section2.4.1).

Ces problèmes sont souvent NP ardus et donc difficiles à résoudre lorsque la dimen-
sionn du problème devient grande. La combinatoire du problème vient du fait qu’il faut
déterminer quelles sont les composantes de la solution qui sont nulles et il y a alors 2n

possibilités de réaliser cela. On note

Sol(M,q)

l’ensemble des solutions de CL(M,q). C’est une réunion de polyèdres convexes [66,
1983]. Un pointx vérifiant x > 0 et Mx+ q > 0 est ditadmissiblepour le problème
CL(M,q) et l’ensemble

Adm(M,q) := {x∈ Rn : x> 0, Mx+q> 0}

est appelél’ensemble admissiblede ce problème. On dit que le problème estréalisablesi
Adm(M,q) 6=∅.

Les problèmes de complémentarité se sont d’abord manifestés dans les conditions
d’optimalité des problèmes d’optimisation, les conditions de Karush, Kuhn et Tucker [52].
Elles permettent de modéliser des problèmes décrits par plusieurs systèmes d’équations
qui sont en quelque sorte en compétition : celui qui est actifen un endroit et en un temps
donnés, correspondant à un indice commun dex et dez, dépend de seuils qui sont ou
non atteints : si le seuilxi = 0 n’est pas atteint, c’est-à-dire quexi > 0, l’équation(Mx+
q)i = 0 est active. Les propriétés des problèmes de complémentarité linéaire dépendent
de celles de la matriceM. Ces propriétés sont très variées et ne dépendent pas d’un seul
type de matrices. La situation est donc plus complexe et trèsdifférente de celle rencontrée
dans la résolution d’un système d’équations linéaires, dont les propriétés dépendent pour
beaucoup de l’inversibilité de la matrice définissant le système. Nous présentons, dans la
section suivante, quelques grandes classes de matrices et les propriétés de CL(M,q) qui y
sont associées.
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2.2 Classes de matrices

Nous présentons ici les définitions et les propriétés de quelques classes de matrices,
qui interviennent de manière essentielle dans ce manuscritou de manière anecdotique au
cours des discussions. Le lecteur pressé pourra passer cette section technique en première
lecture et y revenir en cas de besoin ; nous conseillons toutefois de lire la section2.2.5sur
lesP-matrices qui joueront un rôle important dans les chapitres3, 4 et 5. Le tableau de la
figure2.2.1pourra aussi donner une première idée du degré de raffinementde la théorie de
la complémentarité. Dans la suite, on noteJ1,NK := {1, . . . ,N} l’ensemble desN premiers
entiers non nuls.

2.2.1 Classe des matrices non dégénérées

Définition 2.1 On dit qu’une matriceM ∈ Rn×n estnon dégénéréesi elle vérifie l’une
des conditions équivalentes de la proposition2.2 [124, 2000, section 4]. On noteND
l’ ensemble des matrices non-dégénérées. 2

Voici des propriétés caractérisant les matrices non-dégénérées.

Proposition 2.2 (matrice non-dégénérée)Soit M∈ Rn×n. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) ∀ I ⊂ J1,nK, MII est inversible,
(ii) tout x vérifiant x· (Mx) = 0 est nul.

2.2.2 Classe des S-matrices

Définition 2.3 On dit qu’une matriceM ∈ Rn×n est uneS-matrice(d’après Stiemke) si
elle vérifie l’une des conditions équivalentes de la proposition ci-dessous, c’est-à-dire si,
quel que soitq ∈ Rn, le problème de complémentarité linéaire (2.1.3) est réalisable. On
noteS l’ ensemble desS-matrices. 2

Voici des propriétés caractérisant laS-matricité.
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Proposition 2.4 (S-matricité) Soit M∈ Rn×n. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
(i) ∀q∈ Rn, le problèmeCL(M,q) est réalisable,
(ii) il existe un x> 0 tel que Mx> 0,
(iii ) il existe un x> 0 tel que Mx> 0.

2.2.3 Classe des Q-matrices

PourM ∈ Rn×n, on note

QR(M) := {q∈ Rn : CL(M,q) est réalisable}, (2.2.1)

QS(M) := {q∈ Rn : CL(M,q) a une solution}. (2.2.2)

Ce sont deux cônes. En effet, d’une part, six∈Adm(M,q) ett > 0, alorstx∈Adm(M, tq).
D’autre part, si ¯x∈ Sol(M,q) et t > 0, alorstx̄∈ Sol(M, tq). Évidemment, on a

QS(M)⊂ QR(M), (2.2.3)

sans que l’on ait nécessairement égalité (c’est le sujet de la proposition2.6 ci-dessous).
Avant d’énoncer la proposition, nous introduisons la classe desQ0-matrices.

Définition 2.5 On dit qu’une matriceM ∈ Rn×n est uneQ0-matricesi elle vérifie l’une
des conditions équivalentes de la proposition2.6 ci-dessous. On noteQ0 l’ ensemble des
Q0-matrices. 2

Voici des propriétés caractérisant laQ0-matricité.

Proposition 2.6 (Q0-matrice) Soit M∈ Rn×n. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
(i) le problèmeCL(M,q) a une solution s’il est réalisable,
(ii) QS(M) = QR(M),
(iii ) QS(M) est convexe.

Terminons par la défintion desQ-matrices.

28



Définition 2.7 On dit qu’une matriceM ∈Rn×n est uneQ-matricesiQS(M)=Rn c’est-à-
dire si CL(M,q) a une solution pour tout vecteurq∈Rn. La caractérisation desQ-matrices
se fait au moyen de celle desS-matrices et desQ0-matrices définies précédemment. On
noteQ l’ ensemble desQ-matrices. 2

Si l’on peut bien caractériser lesQ-matrices, il est cependant plus difficile de pouvoir
établir cette proprété numériquement en temps fini. Observons que

Q = Q0∩S. (2.2.4)

2.2.4 Classe des P0-matrices

Définition 2.8 On dit qu’une matriceM ∈ Rn×n est uneP0-matricesi elle vérifie l’une
des conditions équivalentes de la proposition2.9 ci-dessous. On noteP0 l’ ensemble des
P0-matrices[43, 1966]. 2

Voici des propriétés caractérisant laP0-matricité.

Proposition 2.9 (P0-matricité) Soit M∈ Rn×n. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) ∀ I ⊂ J1,nK, detMII > 0,
(ii) pour tout x6= 0, on peut trouver un indice i tel que xi 6= 0 et xi(Mx)i > 0,
(iii ) ∀ I ⊂ J1,nK, les valeurs propres réelles de MI ,I sont positives.

Remarque 2.10L’équivalence(i)⇔ (ii) est due à Fiedler et Pták [43, 1966].

2.2.5 Classe des P-matrices

Définition 2.11 On dit qu’une matriceM ∈ Rn×n est uneP-matricesi elle vérifie l’une
des conditions équivalentes de la proposition2.12ci-dessus. On noteP l’ ensemble des
P-matrices. 2

La proposition2.12ci-dessous donne des conditions nécessaires et suffisantessurM
pour que le problème de complémentarité linéaire CL(M,q) ait une et une seule solution,
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quel que soitq ∈ Rn. L’implication (i) ⇒ (ii) se montre comme suit. L’existence d’une
solution s’obtient en considérant le problème d’optimisation quadratiquenon-convexe







inf x⊤(Mx+q)
Mx+q> 0
x> 0.

(2.2.5)

Si M ∈ P, ce problème est réalisable et borné ; il a donc une solution.On montre alors
qu’en ses points stationnaires le critère est nul, si bien que ceux-ci sont solutions de
CL(M,q). L’unicité implique alors que (2.2.5) a un unique point stationnaire.

Voici des propriétés caractérisant laP-matricité.

Proposition 2.12 (P-matricité) Soit M∈ Rn×n. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i) ∀ I ⊂ J1,nK, detMII > 0,
(ii) tout x vérifiant x· (Mx)6 0 est nul,
(iii ) ∀ I ⊂ J1,nK, les valeurs propres réelles de MII sont strictement positives,
(iv) ∀q∈ Rn, le problèmeCL(M,q) a une et une seule solution.

La propriété(i) permet de vérifier qu’une matrice donnée est uneP-matrice en exa-
minant le signe de 2n−1 déterminants, ce qui est beaucoup de travail ; on montre en fait
que le problème de déterminer si une matrice donnée est uneP-matrice est co-NP com-
plet [31, 1994]. La propriété(ii) exprime qu’uneP-matrice ne peut pas changertousles
signes d’un vecteurx 6= 0. L’équivalence(i)⇔ (iv) montre que lesP-matrices sont pour le
problème de complémentarité linéaire (2.1.3), ce que sont les matrices définies positives
pour le problème d’optimisation quadratique sans contrainte.

Observons que siM ∈ P et I ⊂ J1,NK, le point(i) de la proposition2.12affirme que
detMII > 0 et donc queMII est inversible.

Remarque 2.13Par les propriétés(2.2.4) et (iv), on voit que

P⊂ Q ⊂ S. (2.2.6)

En général,P 6= S. Par exemple [30, 2009]

M :=

(
1 2
2 1

)

30



est uneS-matrice car Me= (3,3) > 0, mais M /∈ P car son déterminant est strictement
négatif.

Remarque 2.14Si M /∈ P, alors il existe un q∈ Rn tel que l’une des deux situations
exclusives suivantes ait lieu :

• soitCL(M,q) n’a pas de solution,

• soitCL(M,q) a plus d’une solution.

Mais on ne peut pas s’assurer que, pour une matrice M/∈ P, même symétrique et non-
dégénérée, il existe un vecteur q tel que la première des deuxsituations ait lieu. En voici
un contre-exemple.

Contre-exemple 2.15Il existe une matrice symétrique M/∈ P non-dégénérée, telle que
CL(M,q) a une solution quel que soit q.En voici une pourn= 2 :

M =

(
1 2
2 1

)

.

La matriceM est bien symétrique non-dégénérée et n’est pas dansP. Vérifions maintenant
que CL(M,q) a bien une solution quel que soitq∈ R2.

1. Siq> 0, alorsx= 0 est solution.
2. Si q2 > 2q1 et q1 6 0, alorsx = (−q1,0) > 0 est solution. En effet,Mx+ q =

(0,q2−2q1) est> 0 et complémentaire àx.
3. Si q1 > 2q2 et q2 6 0, alorsx = (0,−q2) > 0 est solution. En effet,Mx+ q =

(q1−2q2,0) est> 0 et complémentaire àx.

On a bien ainsi couvert tous lesq∈ R2. 2

2.2.6 Classe des Z-matrices

Définition 2.16 On dit qu’une matriceM ∈Rn×n est uneZ-matricesi Mi j 6 0 pouri 6= j.
On noteZ l’ ensemble desZ-matrices. 2

Le résultat suivant montre qu’un problème de complémentarité linéaire avec une ma-
trice M ∈ Z est très simple, car on peut en trouver une solution en résolvant un problème
d’optimisation linéaire. On rappelle queu∈ P est unélément minimaldeP pour un ordre
noté6, si u6 x, pour toutx∈ P ; un tel élément, s’il existe, est nécessairement unique.
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Proposition 2.17 Soient M∈ Z et q∈ Rn tels queCL(M,q) soit réalisable. Alors
Adm(M,q) a un élément minimal pour l’ordre6 deRn et celui-ci est solution de
CL(M,q). Il peut être calculé en résolvant le problème d’optimisation linéaire







min p⊤x
Mx+q> 0
x> 0,

(2.2.7)

dans lequel p est arbitraire dansRn
++.

Le résultat d’existence précédent a une réciproque qui caractérise lesZ-matrices.

Proposition 2.18 (Z-matrice) Les propriétés suivantes de M∈Rn×n sont équivalen-
tes :
(i) M est uneZ-matrice,
(ii) pour tout q rendantCL(M,q) réalisable,Adm(M,q) contient un minimum(pour

l’ordre 6 deRn) qui est solution deCL(M,q).

Remarque 2.19Le résultat précédent implique une observation faite par Chandraseka-
ran [21, 1970], à savoir que

Z ⊂ Q0.

2.2.7 Classe des M-matrices

Définition 2.20 On dit qu’une matriceM ∈ Rn×n est uneM -matricesi M ∈ Z et si M
vérifie l’une des propriétés équivalentes de la proposition2.21 ci-dessous. On noteM
l’ ensemble desM -matrices. 2

Proposition 2.21 (M-matrice) Pour une matrice M∈Z, les propriétés suivantes sont
équivalentes :
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(i) M ∈ P,
(ii) M est inversible et M−1

> 0,
(iii ) tous les valeurs propres de M ont une partie réelle> 0,
(iv) M ∈ S.

Beaucoup de schémas de discrétisation d’opérateurs différentiels du second ordre
conduisent à desM -matrices [61, remarque 3.2] ; des exemples sont donnés dans [62,
1987] et [82, 1987]. Pour d’autres caractérisations desM -matrices, voir Fiedler et Pták
[42, 1962].

2.2.8 Classe des NM-matrices

L’algorithme de Newton-min est l’algorithme de Newton non lisse (voir la section
2.5.3) sur l’équation

min(x,Mx+q) = 0,

qui est équivalente à CL(M,q) (voir la section2.4.2).

Définition 2.22 On dit qu’une matriceM ∈ Rn×n est uneNM -matricesi, quel que soit
q∈Rn, l’algorithme de Newton-min converge. On noteNM l’ ensemble desNM -matrices.

2

Remarque 2.23 Il sera montré au chapitre4 que

NM ⊂ P.

2.2.9 Classe des R0-matrices

Voici une classe des matrices qui intervient au chapitre5 dans l’étude de la résolution
des problèmes de complémentarité linéaire par la méthode deNewton non lisse. Soit
Θ : Rn → R la fonction de mérite quadratique du problème CL(M,q) définie par

Θ(x) =
1
2
‖min(x,Mx+q)‖2. (2.2.8)
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On rappelle qu’une fonction définie surRn à valeurs réelles est ditecoercivesi elle a ses
ensembles de sous-niveaux compacts, ce qui revient à dire qu’elle tend vers l’infini si
‖x‖→ ∞.

Définition 2.24 On dit qu’une matriceM ∈ Rn×n est uneR0-matricesi elle vérifie les
conditions équivalentes de la proposition2.25sont vérifiées. On noteR0 l’ ensemble des
R0-matrices. 2

La proposition suivante est démontrée dans [38, propositions 2.6.5 et 9.1.26].

Proposition 2.25 (R0-matricité) Soit M∈ Rn×n. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :
(i) l’unique solution du problèmeCL(M,0) est la solution nulle,
(ii) pour tout q∈ Rn, la fonctionΘ est coercive,
(iii ) pour q= 0, la fonctionΘ est coercive.

Exemples

Voici quelques exemples deR0-matrices [38, proposition 9.1.26] :

• Les matrices non-dégénérées.

• Les matrices pour lesquelles, quel que soitI ⊂ J1,nK, le seulxI > 0 vérifiant
MI ,IxI = 0 estxI = 0.

• Les matrices pour lesquelles, quel que soitI ⊂ J1,nK, il existe un vecteurxI tel
queM⊤

I ,IxI > 0.

• Les matricesstrictement copositives, c’est-à-dire cellesM qui vérifientx⊤Mx> 0
pour toutx> 0 non nul.

2.2.10 Classes de matrices AS, SDP, DP, P∗(κ ) et P∗
Voici quelques classes (ou ensembles) de matrices qui ne sont pas directement ratta-

chées à des propriétés particulières du problème CL(M,q), mais qui sont fréquemment
rencontrées dans des approches algorithmiques.
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Définition 2.26 On dit qu’une matriceM ∈ Rn×n estanti-symétriquesi M⊤= −M. On
noteAS l’ ensemble des matrices antisymétriques. 2

On voit facilement queM ∈ AS si et seulement six⊤Mx = 0 pour toutx. Par ailleurs,
comme les éléments diagonaux d’uneP-matrice sont> 0 et que ceux d’une matrice anti-
symétrique sont nuls, on a

AS∩P=∅. (2.2.9)

Définition 2.27 On dit qu’une matriceM ∈ Rn×n (non nécessairement symétrique) est
semi-définie positivesi x⊤Mx> 0 pour toutx. On noteSDPl’ ensemble des matrices semi-
définies positives. 2

Clairement, on a

AS( SDP. (2.2.10)

Définition 2.28 On dit qu’une matriceM ∈ Rn×n estdéfinie positivesi x⊤Mx > 0 pour
toutx 6= 0. On noteDP l’ ensemble des matrices définies positives. 2

Remarque 2.29Par la proposition2.9(ii) desP0-matrices et la proposition2.12(ii) des
P-matrices, on voit que

DP⊂ P et SDP⊂ P0.

Ces inclusions ne sont pas des égalités en général. Exemples[30, 2009, page 147] :

M :=

(
1 −3
0 1

)

∈ P\DP et M :=

(
1 −2
0 0

)

∈ P0\SDP,

car e⊤Me=−1. 2

Voici une classe des matrices qui intervient dans l’étude dela résolution des problèmes
de complémentarité linéaire par les méthodes de points intérieurs [78, 1991].
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Définition 2.30 Soit κ > 0. On dit qu’une matriceM ∈ Rn×n est uneP∗(κ )-matricesi
pour toutx∈ Rn :

(1+4κ )∑i∈I+(x) xi(Mx)i +∑i∈I−(x) xi(Mx)i > 0, (2.2.11)

où I+(x) = {i : xi(Mx)i > 0} et I−(x) = {i : xi(Mx)i < 0} (la dépendance enM de I+(x)
et I−(x) n’est pas indiquée). On noteP∗(κ ) l’ensemble desP∗(κ )-matrices. La plus petite
valeurκ > 0 telle queM ∈ P∗(κ ) est appelée lehandicapdeM.

On dit qu’une matriceM ∈ Rn×n est uneP∗-matrices’il existe unκ > 0 tel queM ∈
P∗(κ ). On note

P∗ :=
⋃

κ>0P∗(κ )

l’ensemble desP∗-matrices. 2

Clairement, on a

06 κ1 6 κ2 =⇒ P∗(κ1)⊂ P∗(κ2)⊂ P∗.

La relation (2.2.11) s’écrit aussi

4κ ∑i∈I+(x) xi(Mx)i +x⊤Mx> 0,

si bien que l’on a

P∗(0) = SDP.

Remarque 2.31Selon [78, 1991], on a

P( P∗ ( P0.

2

Pour résumer, la figure2.2.1illustre les propriétés d’inclusion de ces classes de ma-
trices.
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M = P∩Z

AS

SDP= P∗(0)DP

P∗

P0Q = Q0∩S

S Q0

SL

P

P∗(κ )

Z NM

Figure 2.2.1 – Propriétés d’inclusion de quelques classes de matrices : la flècheA → B
indique queA⊂ B (on peut cliquer sur la figure pour voir les propriétés de chaque classe
de matrices)

Il n’y a pas d’algorithme idéal pour résoudre un problème de complémentarité li-
néaire, mais il y a un ensemble d’algorithmes qui sont, par leurs caractéristiques, plus
ou moins adaptés à des classes particulières de problèmes. Nous citons, par exemple, les
méthodes de pivotage qui ont une complexité exponentielle [102, 103, 86]. Il y a aussi les
méthodes de points intérieurs [32, 67, 78, 88] et les méthodes non lisses auxquelles nous
nous intéressons [24, 36, 96, 101, 26]
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2.3 Complexité de CL(M,q)

Nous présentons ici quelques résultats de complexité concernant la difficulté de ré-
soudre le problème CL(M,q), lorsqueM est dans une classe donnée de matrices.

• Le problème CL(M,q) est NP-complet siM ∈ P0 [78, 1991].

• Le handicap d’une matriceM ∈P∗ peut être exponentiel en la taille en bit deM [32,
2010]. Ceci implique que les algorithmes (de points intérieurs en particulier), qui
font intervenirκ polynomialement dans leur estimation de complexité ne sontpas
polynomiaux.

• CL(M,q) peut être résolu en temps polynomial siM est définie positive (donc
uneP-matrice symétrique, propriété affirmée dans [100, 2002]) et même siM est
semi-définie positive (par l’algorithme de l’ellipsoïde [89, 103]).

• Si M est uneM -matrice, CL(M,q) peut être résolu en temps polynomial (par
l’algorithme de Newton-min qui converge,dans ce cas, en au plusn itérations [71,
2004]).

2.4 Formulations équivalentes à CL(M,q)

2.4.1 Liens avec le problème d’optimisation quadratique

On considère le problème d’optimisation quadratique






inf
x∈Rn

q⊤x+
1
2

x⊤Mx

Ax6 b,
(2.4.1)

où q ∈ Rn, M est une matrice symétrique d’ordren (non nécessairement semi-définie
positive),Aest une matrice de typem×netb∈Rn. Ses conditions d’optimalité du premier
ordre s’écrivent pour un certain multiplicateurλ ∈ Rn :

{

q+Mx+A⊤λ = 0
06 λ ⊥ (b−Ax)> 0.

(2.4.2)

Il s’agit d’un problème de complémentarité linéaire en(x,λ ). Si M est inversible, on
peut éliminer la première équation de (2.4.2) en la récrivantx= −M−1(A⊤λ +q), ce qui
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conduit au problème de complémentarité linéaire enλ suivant :

06 λ ⊥ (AM−1A⊤λ +b+AM−1q)> 0.

Ce problème a une et une seule solutionλ si M est inversible et siAM−1A⊤ est uneP-
matrice. En partant du (2.4.2) et en éliminantλ , et si les contraintes du problème (2.4.1)
sont des contraintes de positivité de la variablex, alors on retrouve le problème CL(M,q)
qui est équivalent aux conditions de Karush, Kuhn et Tucker du problème d’optimisation
quadratique suivant







inf
x∈Rn

q⊤x+
1
2

x⊤Mx

x> 0.
(2.4.3)

Un autre lien avec l’optimisation quadratique est le suivant : si la matriceM n’est pas
une matrice symétrique, alors la relation entre CL(M,q) et le problème (2.4.3) ne tient
plus. Dans ce cas, nous considérons le problème d’optimisation quadratique suivant







min x⊤(Mx+q)
x> 0
Mx+q> 0.

(2.4.4)

Comme le coût de ce problème est borné inférieurement sur l’ensemble admissible (par
zéro), ce problème (2.4.4) a toujours une solution [49]. On en déduit alors que

x∈ Sol(M,q) ⇐⇒ x est solution de (2.4.4) avec un coût optimal nul.

Cette observation montre que le problème de complémentarité linéaire est un cas particu-
lier des problèmes quadratiques.

2.4.2 Formulations au moyen d’équations

On peut exprimer le problème de complémentarité CL(M,q) au moyen d’équations,
en général non lisses, c’est-à-dire non différentiables. Les fonctions qui interviennent dans
cette formulation et dont on cherche un zéro sont appelées des C-fonctions (C pour com-
plémentarité). Cette formulation est utilisée par des algorithmes de résolution.
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On dit quef : R2 → R est une C-fonction si

f (a,b) = 0 ⇐⇒ ab= 0, a> 0, b> 0.

Une C-fonction permet donc de remplacer le problème CL(M,q) par le système d’équa-
tions

F(x) = 0,

oùF : Rn → Rn a sa composantei définie par

Fi(x) = f (xi ,(Mx+q)i).

On a intérêt à avoir des C-fonctionsF non-différentiables, car elles conduisent à des algo-
rithmes plus efficaces, pour au moins deux raisons : d’une part, les C-fonctions différen-
tiables sont en général plus compliquées, plus non-linéaires ; d’autre part, les jacobiennes
des C-fonctions différentiables sont en général singulières en des solutions dégénérées
(et donc l’algorithme de Newton ne fonctionne pas) [72, 1995, théorème 3.1 et remarque
3.2].

On trouvera ci-après quelques exemples de C-fonctions et leurs propriétés.

2.4.2.1 La C-fonction de Fischer-Burmeister

La fonctionfonction de Fischer-Burmeister[44, 45, 1992-1995] est définie par :

fFB(a,b) =
√

a2+b2− (a+b).

On montre facilement qu’il sagit d’une C-fonction convexe et différentiable partout sauf
en(0,0). De plus, son carré est continûment différentiable. Elle est C1 dans le voisinage
d’un point non dégénéré. On a

2

2+
√

2
|min(a,b)|6 | fFB(a,b)|6 (2+

√
2)|min(a,b)|.

Chen, Chen et Kanzow [23, 2000] considèrent ce qu’ils appellent la fonction de Fischer-
Burmeister pénalisée :

fFBP(a,b) = λ fFB(a,b)+(1−λ )a+b+,

pour unλ ∈ ]0,1[
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L’intérêt principal defFB et fFBP est que leurs carrés sontC1, ce qui permet une glo-
balisation classique des méthodes de Newton non lisses [113, 47]. Cependant la méthode
introduit du mauvais conditionnement lorsque l’on se rapproche de la solution.

D’après [23, 101], les résultats numériques sont plutôt meilleurs avecfFBP qu’avec
fFB.

2.4.2.2 La C-fonction de Mangasarian

La fonction de Mangasarian[90, 1976] est définie par

fM(a,b) = ζ (|a−b|)− ζ (b)− ζ (a),

où ζ : R→ R est strictement croissante et vérifieζ (0) = 0.
Elle peut être rendue différentiable par un choix appropriéde ζ . Par exemple, elle

estC2 si ζ (t)= t3. On retrouve la fonction minimum (voir ci-dessous) en prenant ζ (t)≡ t,
puisqu’alorsfM(a,b) =−2min(a,b).

2.4.2.3 La C-fonction minimum

La C-fonction la plus simple est lafonction minimum:

fmin(a,b) = min(a,b).

Elle semble avoir été proposée pour la première fois par Kostreva [80, 1976] et par Man-
gasarian [91, 1977]. On montre facilement qu’il s’agit bien d’une C-fonction. Dès lors

min(x,Mx+q) = 0 ⇐⇒ x∈ Sol(M,q),

où la fonction min agit composante par composante : min(u,v)i = min(ui,vi) pour tout
indice i.

La fonction min a été utilisé dans plusieurs travaux [106, 59, 107, 48, 123, 34]. Les
tests numériques de [33, 71, 2004], montrent que l’utilisation de la C-fonction min donne
de meilleurs résultats que celle de Fischer-BurmeisterfFB.

Comme la fonction min est souvent très efficace numériquement, nous l’avons choisie,
dans ce travail, pour remplacer les conditions de complémentarité (2.1.1). Dans ce cas, le
problème (2.1.3) devient équivalent à résoudre l’équation

H(x) = min(x,Mx+q) = 0. (2.4.5)
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2.5 Analyse non lisse

Nous adoptons ici les notations habituelles et générales del’analyse et de l’optimisa-
tion non lisse.

2.5.1 Ingrédients pour l’analyse non lisse

L’espaceRn est muni du produit scalaire euclidien〈x,y〉= x⊤y. La norme associée est
notée|| · ||. On désigne parB(x, r) la boule (ouverte) de centrex∈ Rn et de rayonr > 0,
définie par

B(x, r) := {y∈ Rn : ||x−y||< r}.
Nous ne rappelons pas ici les notions fondamentales du calcul différentiel (différentiabilité
au sens de Fréchet, au sens de Gâteaux, gradient, fonctions de classeCn), mais nous
fixons les quelques définitions supplémentaires indispensables à une généralisation de ces
notions.

Définition 2.32 Une fonction f:Rn →R est dite lipschitizienne sur S⊂Rn s’il existe une
constante L> 0 telle que, pour tout y, z∈ S

| f (y)− f (z)|6 L||y−z||. (2.5.1)

Une fonction f est dite localement lipschitizienne en x∈ Rn s’il existe un réel positifε > 0
tel que f est lipschitizienne sur B(x,ε).

Si f est lipschitizienne surS(resp. localement lipschitizienne enx), toute valeur deL
qui vérifie l’inégalité (2.5.1) de la définition2.32est appelée constante de Lipschitz def
surS(resp. enx, ou au voisinage dex). Le caractère localement lipschitzien d’une fonction
enx assure que son taux d’accroissement peut être contrôlé dansun voisinage dex. Une
fonction localement lipschitzienne en un point n’est pas nécessairement diffŕentiable en
ce point (par exemplex→ |x| en 0).

Terminons par la notion de dérivée directionnelle.

Définition 2.33 Une fonction f: Rn → R admet une dérivée directionnelle (unilatérale)
en x∈ Rn dans la direction d∈ Rn si la limite

lim
t→0
t>0

f (x+ td)− f (x)
t

(2.5.2)
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existe et est finie. On la note alors f′(x,d). 2

Si f est différentiable enx (au sens de Fréchet ou au sens de Gâteaux), alors elle
admet des dérivés directionnelles dans toutes les directionsd, et on af ′(x,d)= f ′(x)(d)=
∇ f (x)⊤d où f ′(x) est dérivée def enx et ∇ f (x) son gradient. Rappelons que la réciproque
n’est pas vraie en général, sauf si les dérivées directionnelles sont continues.

Définition 2.34 Une fonction f: Rn → R est dite sous-linéaire si elle est convexe et po-
sitivement homogène, f(tx) = t f (x) pour tout x∈ Rn et t> 0. 2

On montre facilement que, dans cette définition, l’hypothèse de convexité peut être rem-
placée par la sous-additivité def :

f (x+y) 6 f (x)+ f (y) pour toutx, y∈ Rn.

Ainsi une fonction sous-linéaire est une fonction sous-additive et positivement homo-
gène.

2.5.2 Sous-différentiel de Clarke

En 1975, Clarke définit des « gradients généralisés » pour unefonction localement lip-
schitzienne à valeurs réellesf : Rn →R. Le but est de d’écrire le comportement à l’ordre
un de fonctions non-différentiables. En 1976, Clarke étendla notion de sous-différentiel
généralisé à des fonctions localement lipschitziennes à valeurs vectorielles. Rappelons-en
la définition.

Soit f :Rn →R une fonction localement lipschitzienne enx∈Rn, de constante de Lip-
schitzL, et ce dans toute la section2.5.2. Cette hypothèse n’est pas suffisante pour parler
de dérivées directionnelles def , contrairement au cas convexe. Clarke [26], dont notre
présentation reprend ici quelques résultats, définit la dérivée directionnelle généralisée de
la façon suivante.

Définition 2.35 La dérivée directionnelle généralisée en x dans la direction d, notée
f ◦(x,d) est

f ◦(x;d) := limsup
x′→x
t↓0

f (x′+ td)− f (x′)
t

.

2
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Puisquef est localement lipschitzienne enx∈ Rn, f ◦(x;d) est finie, et

| f ◦(x;d)|6 L ||d||. (2.5.3)

L’applicationd→ f ◦(x;d) hérite du caractère localement lipschitzien def , de constanteL,
et celui-ci est même global. On montre de même qued → f ◦(x;d) est sous-linéaire, de
sorte qu’il est permis de définir un sous-différentiel pour les fonctions localement lipschit-
ziennes.

Définition 2.36 Le sous-différentiel de Clarke de f en x, noté∂ f (x), est l’ensemble non
vide deRn défini par

∂ f (x) = {s∈ Rn : f ◦(x;d)> 〈s,d〉, ∀d ∈ Rn}.

Les éléments de∂ f (x) sont appelés les sous-gradients de Clarke (ou gradients générali-
sés) de f en x. 2

Le sous-différentiel de Clarke est un ensemble compact et convexe. De plus, on a
∂ f (x) ⊂ B(0,L), d’après (2.5.3). Les dérivées directionnelles généralisées se déduisent
de∂C f (x) pour toute directiond ∈ Rn :

f ◦(x;d) = max
s∈∂ f (x)

〈s,d〉.

Le sous-différentiel de Clarke comme limites de gradients convergents

Si une fonction localement lipschitzienne n’est pas nécessairement différentiable, l’en-
semble de ses points de non-différentiabilité est néanmoins de mesure nulle, comme l’af-
firme le théorème suivant, dû à Rademacher [26].

Théorème 2.37Soit U⊂ Rn un ouvert, et g: U → Rn une fonction localement lip-
schitzienne en tout point de U. Alors g est différentiable presque-partout surRn (pour
la mesure de Lebesgue).

Toute fonction f : Rn → R localement lipschitzienne surRn est donc différentiable
partout, sauf surΩnd, un ensemble de mesure nulle. La fonctionf admet donc un gra-
dient ∇ f (x) en un pointx arbitrairement proche dexnd ∈ Ωnd. On a d’autre part la ca-
ractérisation du sous-différentiel de Clarke suivante [26, théorème 2.5.1]. Si une fonction
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f : Rn → R est localement lipschitzienne surRn et différentiable surRn\Ωnd, alors

∂ f (x) = co ∂B f (x), (2.5.4)

où co désigne l’enveloppe convexe et∂B f (x) est défini par

∂B f (x) = {lim f ′(xk) : xk → x, xk ∈ Rn\Ωnd, f ′(xk) converge}. (2.5.5)

Cela permet d’étendre la définition du sous-différentiel deClarke aux fonctions à va-
leurs vectoriellesf : Rn → Rm, par les mêmes formules (2.5.4) et (2.5.5) [26, section
2.6.1].

Finalement, le sous-différentiel produit pour les fonctions localement lipschitziennes
à valeurs vectoriellesf : Rn → Rm, est définit par

∂× f (x) := ∂ f1(x)×∂ f2(x)×·· ·×∂ fm(x).

Remarque 2.38On observe que [38, proposition 7.1.14]

∂ f (x)⊆ ∂× f (x). (2.5.6)

2

Comme co(A×B)= co(A)×co(B) pour tous ensemblesAetB, alors le sous-différentiel
produit peut s’écrire comme suit

∂× f (x) = co
(

∂B f1(x)×∂B f2(x)×·· ·×∂B fm(x)
)

.

Règles de calcul

Nous donnons ici quelques règles de calcul utiles du sous-différentiel de Clarke. Les
résultats ne sont souvent que des inclusions, mais il est possible d’obtenir des égalités en
demandant une régularité plus forte que le caractère localement lipschitzien, dite régula-
rité au sens de Clarke.
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Définition 2.39 Une fonction f: Rn → R localement lipschitzienne en x est dite régu-
lière au sens de Clarke si elle admet des dérivées directionnelles f′(x,d) dans toutes les
directions d∈ Rn, et si de plus, on f′(x;d) = f ◦(x;d) pour tout d∈ Rn.

En particulier, toute fonction convexe surRn et toute fonction continûment différentiable
en x est régulière au sens de Clarke enx. D’autre part, sif est régulière au sens de Clarke
et différentiable enx, alors∂ f (x) = {∇ f (x)}.

Proposition 2.40 Soit( fi)16i6p une famille finie de fonctions définie surRn à valeurs
dansR et localement lipschitiziennes en x∈ Rn, et soit(α i)16i6p ⊂ R. Alors la somme
pondérée∑α i fi , est encore localement lipschitizienne en x, et on a

∂C

(

∑p
i=1α i fi

)

⊂ ∑p
i=1α i ∂C fi . (2.5.7)

Remarque 2.41On a égalité dans l’équation(2.5.7) si une fonction fi au plus n’est pas
continûment différentiable en x. On a encore égalité si les fi sont régulières au sens de
Clarke, et siα i > 0 pour tout i.

Proposition 2.42 Soit F : Rn → Rm une fonction continûment différentiable en x∈
Rn, et g: Rm → R une fonction localement lipschitzienne en F(x). Alors la composée
g◦F est localement lipschitzienne en x, et on a

∂C(g◦F)(x)⊂ ∂Cg(F(x))◦F ′(x),

où F′(x) désigne la différentielle de F en x. On a égalité si g est régulière au sens
de Clarke en F(x), et, dans ce cas, la composée g◦F est aussi régulière au sens de
Clarke en x.
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2.5.3 Schémas newtoniens pour problèmes non lisses

SoientΩ un ouvertdeRn et F : Ω → Rn une fonction non lisse dont on cherche un
zéro, c’est-à-dire un pointx∈ Rn tel que

F(x) = 0.

On noteF (Rn,Rn) l’ensemble des fonctions définies surRn à valeurs dansRn. Nous
reprenons ici quelques éléments de la thèorie développée dans la section 7.2 de [38].

Définition 2.43 (schéma d’approximation newtonien)Un schéma d’approxima-
tion newtoniend’une fonctionF : Rn → Rn enx0 ∈ Ω est une application multivoque

J : Ω0 ։ F (Rn,Rn),

définie sur un voisinageΩ0 ⊂ Ω dex0 telle que les conditions suivantes soient vérifiées :

(AN1) pour toutx∈ Ω0 et toutJx ∈ J(x), Jx(0) = 0,
(AN2)

limsup
x→x0, x6=x0

Jx∈J(x)

F(x)+Jx(x0−x)−F(x0)

‖x−x0‖
= 0. (2.5.8)

2

Remarque 2.44L’application multivoque J joue dans l’algorithme de Newton le rôle de
l’application dérivée F′ du cas différentiable, mais J(x) n’est pas formé d’applications
linéaires, mais est unsous-ensembledeF (Rn,Rn). Les éléments Jx ∈ J(x) sont donc des
opérateursnon linéaires.

Pour avoir une convergence quadratique, on aura besoin d’une hypothèse plus forte
que(2.5.8) ; cette dernière n’assurant que la convergence superlinéaire.

Définition 2.45 (schéma d’approximation newtonien fort) Unschéma d’approximation
newtonien fortd’une fonctionF : Rn → Rn en x0 ∈ Ω est un schéma d’approximation
newtonienJ deF enx0, dans lequel l’hypothèse (2.5.8) est renforcée en
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(AN′
2)

limsup
x→x0, x6=x0

Jx∈J(x)

‖F(x)+Jx(x0−x)−F(x0)‖
‖x−x0‖2 < ∞. (2.5.9)

2

Pour avoir la convergence de l’algorithme de Newton schématique défini ci-dessous,
on aura besoin d’une hypothèse de régularité du schéma d’approximationJ au zérox0

deF considéré, qui est le pendant de la non-singularité deF ′(x0) du cas différentiable.

Définition 2.46 (schéma d’approximation newtonien régulier) Un schéma d’approxi-
mation newtonien régulierd’une fonctionF : Rn → Rn enx0 ∈ Ω est un schéma d’appro-
ximation newtonienJ deF enx0, formé d’homéomorphismes uniformément lipschitziens
sur le voisinageΩ0 dex0, c’est-à-dire qu’il existe des constantesLJ > 0 et εJ > 0 telles
que pour toutx∈ Ω0 et pour toutJx ∈ J(x), il existe des voisinagesUx et Vx, tels que
B(0,εJ)⊂Ux, B(0,εJ)⊂Vx et Jx|Ux : Ux →Vx est un homéormorphisme lipschitzien dont
l’inverse est lipschitzien de moduleLJ. 2

Si F a un schéma d’approximation newtonien régulierJ en un zérox∗ deF, on peut dé-
finir un algorithme de Newton qui générera une suite{xk} qui convergera versx∗, pourvu
que le premier itéré soit suffisament proche dex∗.

Algorithme 2.47 Newton schématique – une itération

On suppose qu’au début de l’itérationk, on dispose d’un itéréxk ∈ Rn.

1. Test d’arrêt : si F(xk) = 0, arrêt de l’algorithme.
2. Calcul du pas: pour un opérateurJk arbitraire dansJ(xk), on calcule une

solutiondk du système non linéaire suivant

F(xk)+Jk(dk) = 0. (2.5.10)

3. Nouvel itéré: xk+1 := xk+dk.

L’algorithme suppose que le systèmenon linéaire (2.5.10) est résoluble. On montrera
en fait que, sous des hypothèses appropriées (en particulier xk doit être assez proche d’un
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zéro convenable deF), ce système a une solution unique. La consistance et la convergence
localede l’algorithme2.47sont assurées dans les conditions énoncées dans le théorème
suivant [38, théorème 7.2.5].

Théorème 2.48 (convergence locale de Newton non lisse)Soient Ω un ouvert de
Rn, F : Ω → Rn une fonction localement lipschitzienne surΩ et x∗ ∈ Ω tel que
F(x∗) = 0. On suppose que F a un schéma d’approximation newtonien régulier J
en x∗. Alors, il existe un voisinage V de x∗ tel que si x0 ∈V, l’algorithme 2.47 de
Newton schématique est bien défini et génère une suite{xk} convergeant superlinéai-
rement vers x∗. Si le schéma d’approximation est fort, la convergence est quadratique.

Dans la section suivante, nous nous intéressons à l’application de l’algorithme2.47
à quelques classes particulières des fonctions non lisses :les fonctions B-différentiables,
les functions semi-lisses et les fonctions différentiables par morceaux.

2.5.4 Fonctions non lisses et leur schéma newtonien

Nous présentons dans cette section, trois classes de fonctions non lisses et les sché-
mas newtoniens associés. Nous ne suivons pas l’ordre chronologique de leur introduction,
mais un ordre décroissant de difficulté de mise en œuvre. Les fonctions B-différentiables
et l’algorithme de Bouligand-Newton associé requiert, en effet, de résoudre un système
d’équations non linéaires à chaque itération. Dans les deuxautres classes de fonctions
(semi-lisses et différentiables par morceaux), l’itération de Newton ne requiert que la ré-
solution d’un système linéaire. C’est dans la classe des fonctions C1 par morceaux que
se situe l’algorithme de Newton que nous utiliserons fréquemment par la suite. Nous ne
couvrons pas toutes les méthodes de Newton non lisses développées ces dernières an-
nées, mais présentons ainsi une suite logique de méthodes conduisant à celle qui nous a
intéressé dans cette thèse.

2.5.4.1 Fonctions B-différentiables

La B-différentiabilité a été introduite par Robinson [115]. Elle est un concept de
différentiabilité plus faible que celui de Fréchet, dans lequel l’opérateur dérivée n’est
pas requis d’être linéaire et borné, mais seulement positivement homogène et borné. La
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lettre B fait référence à Bouligand. Cet affaiblissement important de la définition per-
met toutefois de préserver des propriétés importantes, telles que la B-différentiabilité en
chaîne et la formule des accroissements finis. Contrairement à la Fréchet-différentiabilité,
la B-différentiabilité n’est pas détruite par la prise du minimum ou du maximum d’un
nombre fini de fonctions, ce qui est un atout dans certaines circonstances en particu-
lier pour les problèmes de complémentarité. Présentons maintenant la définition de la
B-différentiabilité.

Définition 2.49 SoientE etF deux espaces normés. On dit qu’une fonction f: E→ F est
B-différentiableen x∈ E, s’il existe un opérateur B f(x) : E→ F positivement homogène
(de degré un) et borné, tel que

F(x+h)−F(x)−BF(x) ·h= o(h). (2.5.11)

L’opérateur BF(x) est appelé la B-dérivée de f en x.
On dit que f:E→F est B-différentiable sur un ouvertΩ⊂Rn si f est B-différentiable

en tout point deΩ. 2

Pang [106, 1990] a étudié la méthode de Newton pour les fonctions B-différentiables
et sa globalisation par recherche linéaire sur la fonction de méritex 7→ ϕ (x) = 1

2‖F(x)‖2
2.

La directiondk est obtenue comme solution du systèmenon linéaire

BF(xk)dk =−F(xk),

où BF(xk) est la B-dérivée deF en xk. La directiondk (si elle existe) est une direction
descente de la fonction de mériteϕ . Cependant, cette direction présente l’inconvénient
d’être coûteuse numériquement du fait du système non linéaire qu’il faut résoudre pour
la calculer [58, 59, 1990-1992]. Par exemple, dans le cas du PCL, le calcul d’unetelle
direction exige la résolution d’un problème de complémentarité linéaire [59, 1990].

Liens avec la différentiabilité directionnelle

Pour les fonctions localement lipschitziennes, la notion de B-différentiabilité est la
même que celle de la différentiabilité directionnelle. On note f ′(x;h) la dérivée direc-
tionnelle enx∈ E dans la directionh∈ E. Voici quelques liens avec la différentiabilié
directionnelle [120, 1990].

Proposition 2.50 (i) Si F est B-différentiable en x, alors F admet des dérivées di-
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rectionnelles en x∈ E suivant toute direction h∈ E et F′(x;h) = B f(x)h.
(ii) Si F est lipschitzienne dans un voisinage de x et si F admet desdérivées direc-

tionnelles en x suivant toute direction, alors f est B-différentiable en x.

Nous présentons, dans la section suivante, la classe des fonctions semi-lisses. Pour ces
fonctions, l’itération de Newton ne requiert que la résolution d’un système linéaire.

2.5.4.2 Fonctions semi-lisses

La notion de fonction semi-lisse a été introduite par Mifflin[99, 1977] et étendue aux
fonctions multivoques par Qi et Sun [113, 1993].

Définition 2.51 SoientΩ un ouvert deRn et F : Ω → Rn une fonction localement lip-
schitzienne surΩ. On dit queF estsemi-lisseenx0 ∈ Ω si

(SL1) F admet des dérivées directionnelles enx0,
(SL2) il existe un voisinageΩ0 ⊂ Ω dex0 tel que

∀x∈ Ω0 : F ′(x;x−x0)−F ′(x0;x−x0) = o(‖x−x0‖). (2.5.12)

On dit queF estsemi-lissesurΩ si elle est semi-lisse en tout point deΩ. On dit queF est
fortement semi-lisseenx0 ∈ Ω si elle est semi-lisse enx0 avec (SL2) renforcée en

(SL′2) il existe un voisinageΩ0 ⊂ Ω dex0 tel que

∀x∈ Ω0 : F ′(x;x−x0)−F ′(x0;x−x0) = O(‖x−x0‖2). (2.5.13)
2

L’algorithme de Newton2.47appliqué à une fonction localement lipschitzienne quel-
conque, utilisant le sous-différentiel de Clarke (voir la section 2.5.2) comme schéma
d’approximation newtonien (voir la section2.5.3), ne converge pas nécessairement [38,
2003, exemple 7.4.1]. Les fonctions semi-lisses sont alorsdes fonctions localement lip-
schitziennes pour lesquelles l’algorithme de Newton converge avec un élément de sous-
différentiel de Clarke [99, 113].

Exemple 2.52La C-fonction Fischer-Burmeister (voir la section2.4.2.1) est une fonction
semi-lisse [38].
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L’utilisation du sous-différentiel de Clarke∂F(x) comme schéma d’approximation new-
tonien a l’intérêt d’avoir ses éléments linéaires. Cependant, son utilisation dans l’algorith-
me2.47requiert que tous ses éléments soient inversibles ; par ailleurs, la non-singularité
de ∂F(x∗) en une solutionx∗ est requise pour avoir convergence de l’algorithme [38,
théorème 7.5.3].

2.5.4.3 Fonctions différentiables par morceaux

On suppose dans cette section queF estC 1 par morceaux. Les résultats obtenus sont
utiles pour les problèmes de complémentarité représentés par la C-fonction min (sec-
tion 2.4.2.3).

Définition 2.53 (fonctionC 1
M) Soit Ω un ouvert deRn. On dit queF : Ω → Rn estC 1

par morceauxsi Ω est partitionné en un nombre fini de sous-domaines non videsD1, . . . ,
Dp (deux à deux disjoints et dont l’union estΩ), qu’il existe des fonctionsFi : Ωi → Rn

définies dans un voisinage ouvertΩi de chaque sous-domaineDi et de classeC 1 surΩi

et que pourx∈Di , F(x) = Fi(x). Si F(x) = Fi(x) on dit lafonction Fi est activeenx et on
note

P(x) = {i : F(x) = Fi(x)},
l’ensemble des indices des fonctions actives enx. On noteC 1

M(Ω,Rn) l’ensemble des
fonctionsC 1 par morceaux surΩ à valeurs dansRn. 2

Remarque 2.54Les fonctions différentiables par morceaux sont à la fois B-différentiables
et semi-lisses.

Pour ces fonctions, il est naturel de prendre comme schéma d’approximation newtonien
la multifonctionJ : Rn

։ Rm définie enx∈ Rn par [79]

J(x) = {F ′
i (x) : i ∈ P(x)}.

Un premier intérêt vient du fait que tous les éléments deJ(x) sont linéaires. Un avan-
tage de l’algorithme2.47tient au fait que le système (2.5.10) à résoudre à chaque itération
devientlinéairecontrairement aux algorithmes de B-Newton utilisant la B-différentiabilité
[106, 59] (voir la section2.5.4.1).

Pour que l’algorithme soit bien défini, il faudra que ce système ait une solution à
chaque itération. En faisant l’hypothèse que les éléments de J(x) sont inversibles dans le
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voisinage d’un zéro deF et d’après le théorème2.48, on obtient un algorithme localement
convergent [38, théorème 7.2.15].

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à la résolution des problèmes de com-
plémentarité par l’algorithme de Newton non lisse appliquéà la fonction min, qu’on ap-
pelle Newton-min.

2.5.5 L’algorithme de Newton-min

Récriture sous forme d’équation non lisse

On considère l’algorithme de Newton-min pour résoudre (2.1.3) ou son équivalent
sous forme d’équations

H(x)≡ min(x,Mx+q) = 0. (2.5.14)

Quelques propriétés de la fonction min

Le lemme suivant montre que la fonction min est une fonction Lipschitzienne de mo-
dule 1.

Lemme 2.55 L’application min : R2n → Rn : (x,y) 7→ min(x,y) est non-expansive
(i.e., lipschitzienne de module1) en normeℓ1 : pour tout(x,y), (x′,y′) ∈ R2n, on a

‖min(x′,y′)−min(x,y)‖1 6 ‖(x′,y′)− (x,y)‖1. (2.5.15)

DÉMONSTRATION. En remarquant que min(x,y) =
1
2
(x+y−|x−y|), on a

|min(x′,y′)−min(x,y)| =
1
2

∣
∣x′−x+y′−y−|x′−y′|+ |x−y|

∣
∣

6
1
2

(
|x′−x|+ |y′−y|+

∣
∣|x−y|− |x′−y′|

∣
∣
)

6
1
2
(|x′−x|+ |y′−y|+ |x−y−x′+y′|)

6 |x′−x|+ |y′−y|
= ‖(x′,y′)− (x,y)‖1.
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2

Régularité au sens de Clarke

Lemme 2.56 La fonction de mériteℓ2 du problèmeCL(M,q), définie en(2.2.8), n’est
pas nécessairement régulière au sens de Clarke.

DÉMONSTRATION. Prenons, par exemple,

n= 1, M =
1
2
, et q=

1
2
.

Alors, on aΘ(x) = ‖H(x)‖2/2, avecH(x) = min

(

x,
x+1

2

)

(voir la figure ci-dessous).

1

1

0.5

Θ

H

Dans ce cas, on peut facilement montrer queΘ n’est pas nécessairement régulière au
sens de Clarke enx= 1 parce queΘ◦(1;1) 6= Θ′(1;1). En effet, il est clair que

Θ′(1;1) = lim
t↓0

Θ(1+ t)−Θ(1)
t

= lim
t↓0

(2+ t)2/8−1/2
t

=
1
2
,
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tandis que sa dérivée directionnelle généralisée s’écrit

Θ◦(1;1) = limsup
x→1
t↓0

Θ(x+ t)−Θ(x)
t

> lim
t↓0

Θ((1−2t)+ t)−Θ(1−2t)
t

[pourx= 1−2t]

= lim
t↓0

(1− t)2− (1−2t)2

2t
= 1.

2

Jacobienne de Clarke de la fonction H(x) = min(x,Mx+q)

Lemme 2.57 (∂BH) Soit H définie en(2.4.5). La différentielle de Bouligand de H en
x vérifie

∂BH(x)⊂ {(I −D)+DM : D est diagonale avec Dii ∈ {0,1}}. (2.5.16)

En particulier, si M∈ P, tous les éléments de∂BH(x) sont desP-matrices, donc des
matrices inversibles.

DÉMONSTRATION. Soit D l’ensemble des points de différentiabilité deH et {xk} une
suite deD convergeant versx, telle queH ′(xk) → J. Il s’agit de montrer queJ est dans
l’ensemble à droite dans (2.5.16). En extrayant une sous-suite au besoin, on peut trouver
un ensemble d’indicesI ⊂ J1,nK, indépendant dek, tel quexk

i 6 (Mxk + q)i pour i ∈ I
et xk

i > (Mxk+q)i pour i ∈ I c. Commexk ∈ D par hypothèse, on obtient par la proposi-
tion 2.59 :

H ′
I (x

k) = II et H ′
Ic(xk) = MIc.

À la limite, on trouve queJI = II et JIc = MIc, si bien queJ est dans l’ensemble à droite
dans (2.5.16) avecDii = 0 si i ∈ I et Dii = 1 si i ∈ I c.
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Par ailleurs, siM ∈ P et D est comme dans (2.5.16), alors (I − D) +DM ∈ P [3,
lemme 2.1]. 2

Dans l’article [25, 2009], on trouve un résultat plus précis sur le calcul du différentiel
de Bouligand de min(F(x),G(x)) (et aussi pour la fonction de Fischer-Burmeister2.4.2.1).

Remarque 2.58On n’a pas nécessairement égalité en (2.5.16). En effet, pour les données
suivantes :

M =

(
2 0
1 1

)

, q= 0 et x̄= 0,

et pourD = Diag(1,0), la matrice

(I −D)+DM =

(
2 0
0 1

)

/∈ ∂BH(x̄) = {I ,M}.

En effet, commex1 = (Mx+q)1 ⇔ x1 = 0⇔ x2 = (Mx+q)2, l’ensemble des points oùH
est différentiable s’écritD = {x∈ R2 : x1 6= 0}. Par ailleurs,x1 < (Mx+q)1 ⇔ x1 > 0⇔
x2 < (Mx+q)2 et x1 > (Mx+q)1 ⇔ x1 < 0⇔ x2 > (Mx+q)2, si bien que le différentiel
de Bouligand deH s’écrit ∂BΦ(x̄) = {I ,M}.

Dans le cas présent, l’élément(I −D)+DM, avecD = Diag(1,0), n’est pas dans
∂BH(x̄) parce que l’ensemble{x : x1 > (Mx+q)1, x2 < (Mx+q)2} est vide. 2

En appliquant le théorème 5 de Pang [106, 1990] au PCL et d’après le lemme2.55,
on obtient le résultat suivant, en particulier une caractérisation de la différentiabilité de la
fonctionH(x) = min(Mx+q,x) et de la fonctionΘ(x) = 1

2‖H(x)‖2
2.

Proposition 2.59 (i) La fonction Θ admet des dérivées directionnelles, qui
s’écriventΘ′(x;d) = H(x)⊤H ′(x;d), où

H ′
i (x;d) =







di if i ∈ I<(x) := {i : xi < (Mx+q)i}
min(di,(Md)i) if i ∈ I=(x) := {i : xi = (Mx+q)i}
(Md)i if i ∈ I>(x) := {i : xi > (Mx+q)i}.
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(ii) H est F-différentiable en x si, et seulement si, MI=(x) = II=(x) et dans ce cas,

H ′
i (x) =

{
Ii if i ∈ I6(x) := {i : xi 6 (Mx+q)i}
Mi if i ∈ I>(x) := {i : xi > (Mx+q)i}.

Décrivons en détail l’algorithme Newton-min qui permet de résoudre le système d’équa-
tions non lisses (2.5.14).

Énoncé de l’algorithme

Algorithm 2.60 (Newton-min) Soit x1 ∈ Rn.

Pourk= 2,3, . . ., faire

1. Sixk−1 est une solution de CL(M,q), arrêt.
2. Choisir des ensembles d’indices complémentairesAk := Ak

0∪Ak
1 et I k :=

I k
0 ∪ I k

1, où

Ak
0 := {i : xk−1

i < (Mxk−1+q)i},
Ak

1 ⊂ Ek := {i : xk−1
i = (Mxk−1+q)i},

I k
0 := {i : xk−1

i > (Mxk−1+q)i},
I k
1 := Ek \Ak

1.

3. Déterminerxk comme solution de
{

xk
Ak = 0
(Mxk+q)Ik = 0.

(2.5.17)

Cet algorithme est bien défini siM estnon-dégénérée, c’est-à-dire si toutes les sous-
matrices principales deM sont inversibles (voir la section2.2.1). En effet, dans ce cas, la
matrice

Jk =

(
IAkAk 0
MIkAk MIkIk

)

(2.5.18)
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du système linéaire (2.5.17) est inversible (les lignes d’indicesAk deJk v= 0 impliquent
quevAk = 0, puis ses lignes d’indicesIk impliquent queMIkIkvIk = 0 doncvIk = 0 par la
non-singularité deMIkIk).

Trois interprétations de l’algorithme

La question de savoir à quelle famille de méthodes on peut rattacher l’algorithme de
Newton-min se pose et n’est pas sans importance. D’une part,cela permet de bénéficier
des propriétés démontrées pour toutes les méthodes de la famille. D’autre part, cela per-
met d’apporter à la famille repérée des propriétés et des interrogations nouvelles qui se
manifesteraient pour l’algorithme de Newton-min.

Première interprétation. Montrons d’abord que l’algorithme de Newton-min peut être
rattaché aux méthodes de Newton non lisses pour résoudre l’équation non lisse (2.5.14).

Commençons par observer que nous pouvons reécrire l’algorithme comme suit

xk = xk−1−J−1
k H(xk−1), (2.5.19)

oùJk est la matrice introduite dans (2.5.18). En effet, l’équation (2.5.19) peut aussi s’écrire
comme suit

Jk(x
k−xk−1) =−min(xk−1,Mxk−1+q),

qui, avec les définitions deAk et Ik, est équivalent au système suivant

xk
Ak = 0,

MIkAk(xk−xk−1)Ak +MIkIk(xk−xk−1)Ik = −MIkAkxk−1
Ak −MIkIkxk−1

Ik −qIk.

En simplifiant la deuxième équation, on retrouve la seconde relation du système (2.5.17).
Observons maintenant, que la « pseudo-jacobienne »Jk utilisée dans (2.5.19) est un

élément du différentiel produit∂×H(xk) deH enxk. En effet, on a

∂×H(x) = {(I −D)I +DM : D est diagonale avecDii ∈ [0,1]}

et
Jk = (I −Dk)I +DkM

avec(Dk)ii = 0 si i ∈ Ak et(Dk)ii = 1 si i ∈ Ik. Dès lors, l’algorithme de Newton-min n’est
pas un algorithme de Newton semi-lisse stricto sensu [113, 1993], puisqueJk n’est pas
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nécessairement dans le différentiel de Clarke∂CH(xk). On peut toutefois le rattacher à la
famille des algorithmes de Newton non lisses dans le sens où la « pseudo-jacobienne »Jk

est dans un certain différentiel deH enxk.

Deuxième interprétation. Si au lieu de (2.5.14), on prend le système dédoublé équi-
valent [48]

H2(x,y)≡
(

Mx+q−y
min(x,y)

)

= 0, (2.5.20)

l’algorithme de Newton-min est un algorithme de Newton semi-lisse stricto sensu pour ce
système. En effet, le sous-différentiel de Clarke deH2 s’écrit

∂CH2(x,y) = co











M −I
IA 0
0 IAc



 : {i : xi < yi} ⊂ A⊂ {i : xi 6 yi}






.

L’intérêt du dédoublement des variables a donc été d’introduire une non-différentiabilité
(x,y) 7→ min(x,y) dont on peut aisément calculer le sous-différentiel de Clarke, alors que
le calcul est malaisé pourH. En introduisant la variable auxiliaireyk := Mxk + q et en
prenant

J2
k :=





M −I
IAk 0
0 IAc

k



 ∈ ∂CH2(x
k,yk),

avecAk donné comme à l’étape2 de l’algorithme de Newton-min, l’itération définissant
zk+1 := (xk+1,yk+1) à partir dezk := (xk,yk) par

J2
k(z

k+1−zk) =−H2(z
k)

peut-être considéré comme une itération de l’algorithme deNewton semi-lisse. Il est facile
de vérifier que la partie enx de cette itération est aussi celle de l’algorithme de Newton-
min.

Troisième interprétation. Comme la fonction min est une fonction différentiable par
morceaux, on peut aussi voir l’algorithme de Newton-min comme un algorithme de New-
ton sur une fonctionC 1 par morceaux. En effet, on peut montrer facilement queJk défini
en (2.5.18) est la matrice jacobienne des fonctions actives (voir la définition 2.53) de la
fonctionH au pointxk.
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Propriétés connues de l’algorithme

Comme le nombre de partitions(A, I) est fini (mais exponentiel), alors ou bien l’al-
gorithme converge en un nombre fini d’itérations, ou bien il diverge. Par ailleurs, les
prorpiétés suivantes ont été démontrées.

• Si M est uneM -matrice, l’algorithme converge en au plusn itérations, quel que
soit l’itéré initial [71, 2004, théorème 3.2].

• Si M est une petite perturbation d’uneM -matrice, l’algorithme converge en un
nombre fini d’itérations, quel que soit l’itéré initial [61, 1993, théorème 3.4].

• Si M est uneP-matrice, l’algorithme converge en une d’itération, si l’itéré initial
est suffisamment proche de la solution [61, 1993, théorème 3.1].
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Chapitre 3

Nonconvergence of the plain
Newton-min algorithm for linear
complementarity problems with a
P-matrix

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’algorithme Newton-min, utilisé pour ré-
soudre le problème de complémentarité linéaire (PCL) 06 x ⊥ (Mx+ q) > 0 qui peut
être interprété comme un algorithme de Newton non lisse sansglobalisation cherchant
à résoudre le système d’équations linéaires par morceaux min(x,Mx+ q) = 0, qui est
équivalent au PCL. LorsqueM est uneM -matrice d’ordren, on sait que l’algorithme
converge en au plusn itérations. Nous montrons dans ce chapitre que ce résultat ne tient
plus lorsqueM est uneP-matrice d’ordren> 3 ; l’algorithme peut en effet cycler dans ce
cas. On a toutefois la convergence de l’algorithme pour uneP-matrice d’ordre 1 ou 2. Les
résultats de ce chapitre sont repris de l’article [10], publié dansMathematical Program-
ming, que nous reproduisons ci-dessous.
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3.1 Introduction

The linear complementarity problem (LCP) consists in finding a vectorx> 0 with n com-
ponents such thatMx+q> 0 andx⊤(Mx+q) = 0. HereM is a real matrix of ordern, q
is a vector inRn, the inequalities have to be understood componentwise, andthe sign⊤

denotes matrix transposition. The LCP is often written in compact form as follows

LC(M,q) : 06 x⊥ (Mx+q)> 0.

This problem is known to have a unique solution for anyq ∈ Rn if and only if M is a
P-matrix [118, 30], i.e., a matrix with positive principal minors : detMII > 0 for all no-
nemptyI ⊂ {1, . . . ,n}. We denote byP the set ofP-matrices. Other classes of matricesM
intervening in the discussion below are the classZ of Z-matrices (which have nonpositive
off-diagonal elements :Mi j 6 0 for all i 6= j) and the classM :=P∩Z of M -matrices (they
are calledK -matrices in [30]).

Since the components ofx andMx+q must be nonnegative in LC(M,q), their perpen-
dicularity with respect to the Euclidean scalar product required in the problem is equiva-
lent to the nullity of the Hadamard product of the two vectors, that is

x· (Mx+q) = 0. (3.1.1)

Recall that the Hadamard productu · v of two vectorsu andv is the vector having its
ith component equal touivi . A point x such that (3.1.1) holds is here called anodeor is
saidto satisfy complementarity. Since, for a nodex, eitherxi or (Mx+q)i vanishes, for
all indicesi, there are at most 2n nodes for anondegeneratematrix M, which is a matrix
having nonsingular principal submatrices. On the other hand, a pointx such thatx and
Mx+ q are nonnegative (resp. positive) is said to befeasible(resp.strictly feasible). A
solution to LC(M,q) is therefore a feasible node.

Many algorithms have been proposed to solve problem LC(M,q) [103, 30]. They may
be based on pivoting techniques [86, 29], which often suffer from the combinatorial aspect
of the problem (i.e., the 2n possibilities to realize (3.1.1)), on interior point methods, which
originate from an algorithm introduced by Karmarkar in linear optimization [74, 1984]
(see also [78, 1991] for one of the first accounts on the use of interior point methods
to solve linear complementarity problems), and on nonsmooth Newton approaches [38],
such as the one considered here. See [103, 30] for other iterative methods.
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The algorithm we consider in this paper maintains the complementarity condition
(3.1.1) at each iteration, while feasibility is obtained at convergence (when this one oc-
curs). As a result, all the iterates are nodes, except possibly the first one, and the algorithm
terminates as soon as it has found a feasible iterate. More specifically, suppose that the
current iteratex is a node. The algorithm first defines index setsA+ andI+ associated with
the next iteratex+ ; in its simplest form, it takes

A+ := {i : xi 6 (Mx+q)i} and I+ := {i : xi > (Mx+q)i}. (3.1.2)

Then it computesx+ by solving the linear system formed of the equations

x+A+ = 0 and (Mx++q)I+ = 0. (3.1.3)

To have a well defined algorithm, an assumption onM is necessary so that this system
has a solution for any choice of complementary setsA+ andI+, and vectorq : M must be
nondegenerate.

The motivation sustaining the algorithm is that it can be viewed as a semismooth
Newton method to solve the system of piecewise linear equations

min(x,Mx+q) = 0, (3.1.4)

in which the minimum operator ‘min’ acts componentwise :[min(x,y)]i = min(xi ,yi). On
the one hand, since, fora andb ∈ R, min(a,b) = 0 if and only if 06 a ⊥ b > 0, the
system (3.1.4) is indeed equivalent to problem LC(M,q) (see [80, 1976] and [91, 1977,
lemma 2.1] for instance). On the other hand, it is indeed clear that the function in (3.1.4)
is differentiable at a pointx without doubly active index(i.e., without indexi such that
xi = (Mx+q)i) and that its Jacobian matrix is the one used in the linear system (3.1.3) ;
when there are doubly active indices, the Jacobian used in (3.1.3) is determined by the
choice (3.1.2). This description makes it natural to callNewton-minthe algorithm that
updatesx by the formulas (3.1.2)–(3.1.3).

Here are some remarks about algorithm (3.1.2)–(3.1.3). First, note that the algorithm
has a principle quite different from the one used by an interior point approach, which
generates strictly feasible points, while complementarity is obtained at the limit. Note
also that if, in the local analysis of the method, it is important to allow the first iteratex1

not to be a node, in this paper,x1 will always be assumed to be a node. Finally, observe that
a consequence of the fact that the algorithm only generates nodes is that it is equivalent to
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say that it converges or that it converges in a finite number ofiterations or that it does not
cycle (algorithm (3.1.2)–(3.1.3) is a Markov process).

The algorithm sketched above and that we further explore in this paper can be traced
back at least to the algorithm (6.2)–(6.4) of Aganagić in [3, 1984], who considers a linear
complementarity problem that reads instead 06 (Xx) ⊥ (Yx+q) > 0, in whichX andY
must be jointlyM -regular. Here, it is not important to be precise about the meaning of
this property of jointM -regularity, but to know that ifX = I , as in LC(M,q), then the
property is equivalent to theM -matricity of Y ≡ M. WhenX = I andY ≡ M, the algo-
rithm (6.2)–(6.4) of Aganagić [3] is exactly the algorithm (3.1.2)–(3.1.3) above, which is
proven in [3, theorem 6.2] to bemonotonically(in the sense thatxk

6 xk+1 for k> 2) and
globally (i.e.,x1 may be arbitrary) convergent to the unique solution of LC(M,q), provi-
dedM ∈ M (in [3], the first iteratex1 is supposed to be zero, but this assumption is not
necessary). Under the conditions thatx1 = 0 andM ∈ M , this algorithm is actually identi-
cal to the one proposed and analyzed earlier by Chandrasekaran [21, 1970] [3, remark 2].
Although not presented in that manner, the algorithm proposed by Bergounioux, Ito, and
Kunisch [15, 1999] to solve a strongly convex quadratic optimal controlproblem, under
the name ofprimal-dual active set strategy(PDAS), can be viewed as an extension of
algorithm (3.1.2)–(3.1.3) to aninfinitedimensional problem (see [14, 2000] for a compa-
rison with interior point methods) ; the authors prove the convergence of the algorithm on
a discretized version of the problem under some conditions.In [61, 2003], Hintermüller,
Ito, and Kunisch consider a quadratic optimization problemwith simple bounds, which
can actually be written as a linear complementarity problemlike LC(M,q) ; they esta-
blish the equivalence between the PDAS strategy and the semismooth Newton method,
i.e., algorithm (3.1.2)–(3.1.3) ; the algorithm is also shown to belocally superlinearly
convergent whenM ∈ P, and to bemonotonically(in the sense that∑i x

k
i 6 ∑i x

k+1
i ) and

globallyconvergent whenM is in the set that we denote here by

M ε := {M : M is a matrix near anM -matrix of the same order}. (3.1.5)

In M ε , the level of proximity to anM -matrix is left unprecise (and depends on the consi-
dered matrixM), but in the proof of [61, theorem 3.4], this proximity is sufficiently tight
to imply M ε ⊂ P. Another interesting property of algorithm (3.1.2)–(3.1.3), proved by
Kanzow [71, 2004], is its convergence in at mostn iterations whenM ∈ M and the first
iterate is a node. When applied to algorithm (3.1.2)–(3.1.3), the result of Fischer and Kan-
zow [48, 1996] shows that a solution to LC(M,q), if any, is reached in one step, provided
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x1 is sufficiently close to that solution andM is a nondegenerate matrix. To conclude this
review of results, we would like to cite the quadratic local convergence of Newton’s me-
thod for piecewiseC1 functions proved by Kojima and Shindo [79, 1986], which is related
to the formulation (3.1.4) of problem LC(M,q).

This paper presents examples of nonconvergence of the Newton-min algorithm whenM
is aP-matrix. These counter-examples hold for theplain (or undamped) Newton-min al-
gorithm, i.e., without the use of globalization techniquessuch as linesearch or trust re-
gions. One may believe that, as a Newton-like method to solvea nonlinear (and nons-
mooth) system of equations, this is not a good strategy. We share this opinion, in general.
However the algorithm deals with a piecewise linear function, and it has been shown to
be convergent without globalization techniques whenM is a P-matrix sufficiently near
anM -matrix (see the discussion in the previous paragraph). Therefore, searching for the
weakest assumptions for which these convergence properties hold seems to us a valid
topic. The examples in this paper show that it is not enough torequire theP-matricity
for M.

The paper is structured as follows. In the next section, we are more specific on the
definition of the algorithm, by making it a slightly more flexible than in the description
(3.1.2)–(3.1.3) above. Some elementary properties of the algorithm, useful in the sequel,
are also given. Section3.3 describes and analyzes the examples of nonconvergence of
the plain Newton-min algorithm with aP-matrix, whenn > 3. These counter-examples
work for both definitions of the algorithm, those of sections3.1 and 3.2. In them, the
algorithm can be forced to cycle and visitp nodes, with ap that can be chosen arbitrarily
in {3, . . . ,n}. We consider successively the cases whenn is odd and even, which require
a different analysis. These counter-examples readily imply that the convergence radius of
the plain Newton-min algorithm for solving LC(M,q) with M ∈ P, which is known to be
> 0 [61, 2003], can be arbitrarily small (corollary3.10). In section3.4, the plain Newton-
min algorithm is claimed to converge for aP-matrix whenn = 1 or n = 2, a crumb of
consolation.The paper concludes with the perspective section 3.5.

3.2 The algorithm

The plain Newton-min algorithm described in this section generates points that satisfy the
complementarity conditions in (3.1.1), while the nonnegativity conditions in LC(M,q) are
satisfied when the solution is reached. The starting pointx1 may or may not satisfy this
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complementarity condition.

Algorithm 3.1 (plain Newton-min) Let x1 ∈ Rn.

Fork= 2,3, . . ., do the following.

1. If xk−1 is a solution to LC(M,q), stop.
2. Choose complementary index setsAk :=Ak

0∪Ak
1 andI k := I k

0∪ I k
1, where

Ak
0 := {i : xk−1

i < (Mxk−1+q)i},
Ak

1 ⊂ Ek := {i : xk−1
i = (Mxk−1+q)i},

I k
0 := {i : xk−1

i > (Mxk−1+q)i},
I k
1 := Ek\Ak

1.

3. Determinexk as a solution to
{

xk
Ak = 0
(Mxk+q)Ik = 0.

(3.2.1)

The algorithm is well defined ifM is nondegenerate. This assumption will be generally
reinforced by supposing thatM ∈ P. We recall from [42, 30] that

M ∈ P ⇐⇒ anyx verifying x· (Mx)6 0 vanishes. (3.2.2)

Note that algorithm3.1 is more flexible than the one presented in section3.1, in that the
doubly active indices (those inEk) can be chosen to belong either toAk or I k. If this
choice is not entirely determined by the current pointxk, the generated sequence{xk}
may no longer be a Markov process. We will not be more precise here, however, since this
choice has actually no impact on the counter-examples givenin this paper, for which the
algorithm never generates iterates with doubly active indices.

In this paper, we always assume thatx1 is a node ; then there are two complementary
subsetsA1 andI1 of {1, . . . ,n}, such thatx1

A1 = 0 and(Mx1+q)I1 = 0. In other contexts,
in particular for studying the local convergence of the algorithm [61], it is better not to
make this assumption.
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By the selection of the index sets in step2, one certainly has fork> 2 :

xk−1
Ak 6 (Mxk−1+q)Ak and xk−1

Ik > (Mxk−1+q)Ik. (3.2.3)

Therefore,
xk−1

Ak 6 0 and (Mxk−1+q)Ik 6 0 (3.2.4)

must hold [61, 71]. Indeed, fori ∈ Ak, xk−1
i 6 (Mxk−1+q)i by (3.2.3) and, since either

xk−1
i = 0 or (Mxk−1+q)i = 0 by complementarity, one necessarily hasxk−1

i 6 0, which
proves the first inequality in (3.2.4). A similar reasoning yields the second inequality in
(3.2.4).

We denote byei theith vector of the canonical basis ofRn : its jth component is equal
to 1 if j = i and to 0 otherwise.

3.3 Nonconvergence forn> 3

In this section, we show that the plain Newton-min algorithmdescribed in section3.2may
not converge ifM is aP-matrix andn> 3. We start in section3.3.1with the case whenn
is odd and provide an example of aP-matrixM, a vectorq, and a starting point, for which
the algorithm makes cycles havingn nodes. In section3.3.2, we consider the case whenn
is even and construct another class ofP-matrices, which can be viewed as perturbations
of the matrices in the first example, for which a cycle havingn nodes is also possible.
We conclude in section3.3.3by constructing examples for which the plain Newton-min
algorithm makes cycles visitingp nodes, withp arbitrary in{3, . . . ,n}.

3.3.1 Cycles with an odd number of nodes

In this section, we show the nonconvergence of the plain Newton-min algorithm for pro-
blems having the following features.

Example 3.2 Let n> 2. The matrixM ∈ Rn×n and the vectorq∈ Rn are given by

M =








1 α
α . . .

. . . 1
α 1








and q= 1,
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where 1 denotes the vector of all ones and the elements ofM that are not represented
are zeros. More precisely,Mi j = 1 if i = j, Mi j = α if i = ( j modn)+ 1, andMi j = 0
otherwise. Sinceq> 0, a solution to LC(M,q) for these data isx= 0. 2

The matrixM and the vectorq in example3.2have already been used by Morris [100]
(in that paper,α = 2,M is the transpose of the one here, andq=−1), although we arrived
at them in a different manner, as explained in section3.4. For completeness and precision,
we start by studying theP-matricity of the matrixM in example3.2 (the result forn odd
andα = 2 was already claimed in [100] without a detailed proof).

Lemma 3.3 Consider the matrix M in example3.2. If n is even, M∈ P if and only if
|α |< 1. If n is odd, M∈ P if and only ifα >−1.

PROOF. Observe first that ifα 6 −1, the nonzero vectorx = 1 is such thatx · (Mx) =
(1+α )16 0 ; henceM /∈ P.

Observe next thatM ∈P when−1< α < 0. Indeed, letx∈Rn be such thatx·(Mx)6 0
or equivalently

x1(x1+αxn)6 0, x2(x2+αx1)6 0, . . . , xn(xn+αxn−1)6 0. (3.3.1)

If xn > 0, using (3.3.1) from right to left shows that all the components ofx are positive
and verify

0< xn 6 |α |xn−1 6 |α |2xn−2 6 · · · |α |n−1x1 6 |α |nxn.

Since|α |< 1, this is incompatible withxn > 0. Havingxn < 0 is not possible either (just
multiply x by −1 and use the same argument). Hencexn = 0 and using (3.3.1) from left
to right shows thatx= 0. TheP-matricity now follows from (3.2.2).

Whenα = 0, M is the identity matrix and is therefore aP-matrix.
Suppose now thatn is even. Ifα > 1, the nonzero vectorx, defined byxi = (−1)i+1, is

such thatx· (Mx) = (1−α )16 0 ; henceM /∈ P. Let us now show, by contradiction, that
M ∈ P if 0 < α < 1, assuming that there is a nonzerox satisfyingx· (Mx)6 0, hence that
(3.3.1) holds. Then, as above, all the components ofx are nonzero and one can assume
thatxn > 0. Starting with the rightmost inequality of (3.3.1), one obtains by induction for
i = 1, . . . ,n−1 :

xn−i 6− 1
α i xn < 0 (for i odd) and xn−i >

1
α i xn > 0 (for i even).
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Sincen is even,x1 6 −(1/α n−1)xn < 0 and, using the first inequality of (3.3.1), xn >

−(1/α )x1 > (1/α n)xn, which is in contradiction with 0< α < 1 andxn > 0.
Suppose finally thatn is odd andα > 0. Again, for proving thatM ∈ P, we argue by

contradiction, assuming that there is a nonzerox such thatx·(Mx)6 0, which is equivalent
to (3.3.1). As above, one can assume thatxn > 0. Starting with the rightmost inequality in
(3.3.1), one can specify by induction the signσ(xi) of thexi ’s :

σ(xn−1) =−1, σ(xn−2) = 1, . . . , σ(x1) = (−1)n−1 = 1,

sincen is odd. Finally, the first inequality in (3.3.1) gives σ(xn) = −σ(x1) = −1, in
contradiction withxn > 0. Hencex= 0 andM ∈ P by (3.2.2). 2

Recall thatek denotes thekth basis vector ofRn.

Lemma 3.4 Suppose that n> 2 and consider problemLC(M,q) in which M and q
are given in example3.2 with α > 1. When applied to that problemLC(M,q) and
started from x1 =−e1, algorithm3.1cycles by visiting in order the n nodes xk =−ek,
k= 1, . . . ,n.

PROOF. The proof proceeds by induction. By assumption,x1 =−e1.
Suppose now thatxk−1 =−ek−1 for somek∈ {2, . . . ,n} and let us show thatxk =−ek.

There hold

xk−1 =
















0
...
0
−1
0
0
...
0
















and Mxk−1+q=
















1
...
1
0

1−α
1
...
1
















,

where the component−1 (resp. 0) is at positionk−1 in xk−1 (resp. inMxk−1+q). The
update rules of algorithm3.1andα > 1 then imply thatI k = {k} andxk =−ek.
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We still have to show thatxn+1 =−e1. Fromxn =−en, one deduces that

xn =










0
0
...
0
−1










and Mxn+q=










1−α
1
...
1
0










.

Again, the update rules of algorithm3.1andα > 1 show thatIn+1 = {1} andxn+1 =−e1.
Therefore algorithm3.1cycles. 2

By combining lemmas3.3and3.4, one can see that algorithm3.1may cycle whenM
is aP-matrix of odd ordern> 3 : this is the case when the algorithm is started atx1 =−e1

and whenM andq are given by example3.2, with n odd andα > 1. Whenn is even, the
conditionα > 1 used in lemma3.4prevents the matrixM from being aP-matrix. It is not
difficult to show, however, that the algorithm can also cyclewhenn is even,n > 4, and
M ∈ P, by using the construction given in the proof of proposition3.9: the cycle visits an
odd number of nodes (hence< n).

3.3.2 Cycles with an even number of nodes

The next family of examples is obtained by perturbing the matrices of example3.2with a
parameterβ , in order to construct cycles havingn nodes for an even oderP-matrix.

Example 3.5 Let n> 3. The matrixM ∈ Rn×n and the vectorq∈ Rn are given by

M =











1 β α
α . . . β
β . . . 1

... α 1
β α 1











and q= 1,

where the elements ofM that are not represented are zeros or, more precisely, fori, j ∈
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{1, . . . ,n} :

Mi j =







1 if i = j
α if i = ( j modn)+1
β if i = (( j +1) modn)+1
0 otherwise.

Sinceq> 0, a solution to LC(M,q) for these data isx= 0. 2

Conditions for having ann-node cycle with algorithm3.1on problem LC(M,q)with M
andq given by example3.5are very simple to express.

Lemma 3.6 Suppose that n> 3 and consider problemLC(M,q) in which M and q are
given in example3.5with α > 1 andβ < 1. When applied to that problemLC(M,q)
and started from x1 = −e1, algorithm3.1cycles by visiting in order the n nodes defi-
ned by xk =−ek, k= 1, . . . ,n.

PROOF. The proof is quite similar to the one of lemma3.4and proceeds by induction. By
assumption,x1 =−e1.

Suppose now thatxk−1 = −ek−1 for somek ∈ {2, . . . ,n− 1} and let us show that
xk =−ek. there hold

xk−1 =


















0
...
0
−1
0
0
0
...
0


















and Mxk−1+q=


















1
...
1
0

1−α
1−β

1
...
1


















,

where the component−1 (resp. 0) is at positionk−1 in xk−1 (resp. inMxk−1+q). The
update rules of algorithm3.1, α > 1, andβ < 1 then imply thatI k = {k} andxk =−ek.
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Therefore, by induction

xn−1 =












0
0
...
0
−1
0












and Mxn−1+q=












1−β
1
...
1
0

1−α












.

The update rules of algorithm3.1, α > 1, andβ < 1 then imply thatIn = {n}, so that

xn =










0
0
...
0
−1










and Mxn+q=












1−α
1−β

1
...
1
0












.

Again, the update rules of algorithm3.1, α > 1, andβ < 1 show thatIn+1 = {1}. There-
fore,xn+1 =−e1 and algorithm3.1cycles. 2

We have now to examine whether the conditions onα andβ given by lemma3.6
are compatible with theP-matricity of the matrixM in example3.5. Actually, the condi-
tions onα andβ ensuring theP-matricity of that matrixM are nonlinear and much more
complex to write than the simple conditions onα given in lemma3.3; in particular, their
number depends on the dimensionn. The shaded regions in figure3.3.1 show the in-
tersections with the box[−2,2]× [−2,2] of the setsP formed of the(α ,β) pairs for
which the matrixM is a P-matrix, when its order isn = 3, 4, 5, and 6. Of course, by
lemma3.3, P contains the set{(α ,β) : −1< α < 1, β = 0} whenn is even and the set
{(α ,β) : −1 < α , β = 0} whenn is odd. It is not clear at this point, however, whether,
for any n > 3, these regions will contain points withα > 1 andβ < 1, which are the
conditions highlighted by lemma3.6. Lemma3.8 below shows that this is actually the
case sinceP always contains the interiors of the nonconvex polyhedron and the ellipse
represented in figure3.3.1, which are independent ofn.
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Figure 3.3.1 – The shaded regions are formed of the(α ,β) pairs in[−2,2]× [−2,2] for
which the matrixM of example3.5 is a P-matrix, when its order isn = 3, 4, 5, and 6 ;
these regions are nonconvex but star-shaped with respect to(0,0), which is the point cor-
responding to the identity matrix. According to lemma3.8, the interiors of the represented
nonconvex polyhedron and ellipse, which are independent ofn, are always contained in
these regions, for anyn> 3.
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Lemma 3.7 Consider the matrix M in example3.5. M ∈ P only if 1+α +β > 0. If
n= 4k for some k∈N∗, M ∈ P only if |α |−1< β < 1. If n= 4k+2 for some k∈N∗,
M ∈ P only if |α |−1< β .

PROOF. Observe first that if 1+α +β 6 0, the nonzero vectorx= 1 is such thatx·(Mx) =
(1+α +β)16 0 ; henceM /∈ P.

Suppose thatn is even. If 1−α +β 6 0, the nonzero vectorx, defined byxi = (−1)i,
is such thatx· (Mx) = (1−α +β)16 0 ; henceM /∈ P.

Suppose thatn is a multiple of 4. Ifβ > 1, the nonzero vectorx, whoseith component
is zero wheni is even and takes the value(−1)(i−1)/2 wheni is odd, is such thatx·(Mx) =
(1−β)|x|6 0 ; henceM /∈ P. 2

To prepare the proof of lemma3.8, we write the circulant matrixM in example3.5as
follows

M = I +βJn−2+αJn−1,

whereI denotes then×n identity matrix andJ is the elementary circulantn×n matrix

J =








0 1 0

0
...
... 1

1 0







.

More precisely,Ji j = 1 if j = (i modn)+1 andJi j = 0 otherwise. It is well known [54,
formula (4.7.10)] thatJ is diagonalizable onC, meaning that there is a diagonal matrix
D ∈Cn×n and a nonsingular matrixP∈Cn×n such thatJ= PDP−1 ; in addition its eigen-
values are thenth roots of unity :D := Diag(1,w1, . . . ,wn−1), wherew= e2πi/n and i is
the imaginary unit.

Lemma 3.8 The set of(α ,β) pairs ensuring that M∈ P in example3.5contains the

set{(α ,β) : |α |−1< β < |α |/4 or α 2+8(β − 1
2
)2 < 2}.
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PROOF. We only have to show that whenα andβ satisfy

|α |−1< β <
|α |
4

or α 2+8

(

β − 1
2

)2

< 2, (3.3.2)

the matrixM+M⊤ is positive definite, since thenM is clearly aP-matrix [75, p. 175].
For any integerp, (Jp)⊤= Jn−p. ThereforeM+M⊤= 2I +αJ+βJ2+βJn−2+αJn−1

and, usingJ = PDP−1, we obtain

M+M⊤= P
(
2I +αD+βD2+βDn−2+αDn−1)P−1,

This identity shows that the eigenvalues of the symmetric matrix M+M⊤ are the (neces-
sarily real) numbers

λk := 2+αe2kπi/n+βe4kπi/n+βe2k(n−2)πi/n+αe2k(n−1)πi/n,

for k = 0, . . . ,n− 1. Usinge2kpπi/n + e2k(n−p)πi/n = 2cos(2kpπ/n) (for p integer) and
cos2θ = 2cos2θ −1, we obtain

λk = 2+2α cos(2kπ/n)+4β cos2(4kπ/n)−2β .

We see that the desired positivity of the eigenvaluesλk depends on the positivity of the
following polynomial on[−1,1] :

t 7→ ϕ (t) = 2βt2+α t +(1−β).

We denote byt± := [−α ± (α 2−8β(1− β))1/2]/(4β) the roots ofϕ whenβ 6= 0 and
consider in sequence the three possible cases, identifyingin each case conditions that
ensure the positivity ofϕ on [−1,1].

• Caseβ = 0. Thenϕ is positive on[−1,1] if |α |< 1.
• Caseβ > 0. There are two subcases.

◦ If ϕ has no real root, i.e., ifα 2 < 8β(1−β) or equivalentlyα 2+8(β − 1
2
)2 < 2,

thenϕ is clearly positive onR.
◦ If ϕ has two (possibly equal) real rootst±, i.e., if α 2

> 8β(1− β), then these
verify t− 6 t+ andϕ is positive on[−1,1],
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– either if 1< t−, which is ensured if−α −1< β <−α/4,
– or if t+ <−1, which is ensured ifα −1< β < α/4.

• Caseβ < 0. Then,ϕ has two real rootst±, which verifyt+ < t−, andϕ is positive on
[−1,1] if both t+ <−1 and 1< t− holds, which is ensured if|α |−1< β < 0.

By gathering the above conditions, we obtain (3.3.2). 2

3.3.3 Nonconvergence

The nonconvergence result is summarized in proposition3.9, in which it is shown that
cycles made ofp nodes are possible whenn> 3 andp∈ {3, . . . ,n}. It is then shown with
proposition3.10that whenn> 3, although the plain Newton-min algorithm is known to
converge locally, i.e., when the starting point is near the solution to LC(M,q), the radius of
convergence can be made as small as desired by modifyingq ; this makes the convergence
of the plain Newton-min algorithm unlikely.

Proposition 3.9 (nonconvergence forn> 3) When n> 3, algorithm3.1 may fail to
converge when trying to solveLC(M,q) with a P-matrix M. A cycle made of p nodes
is possible, for an arbitrary p∈ {3, . . . ,n}.

PROOF. Since the plain Newton-min algorithm visits only a finite number of nodes, it fails
to converge if and only if it cycles.

Whenn > 3 is odd, a cycle made ofn nodes is possible on problem LC(M,q) with
M andq given by example3.2, andα > 1 : lemma3.3shows thatM ∈ P and lemma3.4
shows that a cycle is possible.

Whenn> 4 is even, a cycle made ofn nodes is possible on problem LC(M,q) with M
andq given by example3.5, andα andβ satisfyingα > 1 andα −1< β < α/4 (hence
β < 1/3) : lemma3.6shows that a cycle is possible and lemma3.8shows thatM ∈ P.

Whenn> 3 andp∈ {3, . . . ,n}, consider ap× p matrixM̃ ∈ P, a vector ˜q∈Rp, and a
starting point ˜x1 ∈ Rp, such that algorithm3.1applied to problem LC(M̃, q̃) and starting
at x̃1 generates iterates ˜xk forming a cycle made ofp nodes (this is possible by what has
just been proven). With obvious notation, define

M =

(
M̃ 0p×(n−p)

0(n−p)×p In−p

)

, q=

(
q̃

0n−p

)

, and x1 =

(
x̃1

0n−p

)

.
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TheP-matricity ofM is clear, by observing thatx· (Mx) 6 0 impliesx= 0. Denote byxk

thekth iterate generated by algorithm3.1on LC(M,q) starting fromx1. Observe first that
when an indexi > p, there holdsxk

i = 0, wheneveri ∈ I k or i ∈Ak ; therefore the generated
iteratesxk ∈ Rp×{0n−p}. Hence, if the same rule as the one used by algorithm3.1 on
Rp is used to decide whether an indexi ∈ Ek will be considered as being inI k or Ak, the
iteratesxk will be (x̃k,0n−p). Obviously, as the ˜xk’s, these iterates also form a cycle made
of p nodes. 2

To make the above nonconvergence result more concrete, we provide two examples of
P-matricesMn, of ordern= 3 andn= 4 respectively, which make algorithm3.1fail with
ann-cycle, when it starts atx1 = (−1,0, . . . ,0) to solve problem LC(Mn,1) :

M3 :=





1 0 2
2 1 0
0 2 1



 and M4 :=







1 0 1/2 4/3
4/3 1 0 1/2
1/2 4/3 1 0
0 1/2 4/3 1






. (3.3.3)

We have used the lemmas3.3and3.4for constructingM3 and the lemmas3.6and3.8for
designingM4.

The convergence radiusof an iterative algorithm for finding a solution ¯x to a given
problem is the largestρ > 0 such that the algorithm converges to ¯x when the initial iterate
is in the ball of center ¯x and radiusρ. The plain Newton-min algorithm is known to be
locally convergent [61, 2003]. By scaling the variables in the previous examples, however,
one can make the convergence radius of the plain Newton-min algorithm as small as
desired. Even though this observation is straightforward,we highlight it in the following
corollary to stress the fact that without modification the plain Newton-min algorithm may
have little chance to converge.

Corollary 3.10 (small convergence radius forn> 3) When n> 3, the convergence
radius of algorithm3.1to solveLC(M,q) with aP-matrix M may be arbitrarily small.

PROOF. Take an example of matrixM ∈ P and vectorq> 0 such that algorithm3.1cycles
when it tries to solve LC(M,q) from some nonzerox1 (this is possible by using one of
the problems considered in the proof of proposition3.9). The convergence radius of algo-
rithm 3.1for that problem is therefore less than‖x1‖ (the solution is 0).
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Now, algorithm3.1 starting at ˜x1 = εx1, for someε > 0, for solving LC(M,εq) ge-
nerates the iterates ˜xk = εxk and therefore cycles. The convergence radius for the plain
Newton-min algorithm on this new problem is less thanε‖x1‖, which can be made arbi-
trarily small by lettingε ↓ 0. 2

3.4 Convergence forn= 1 or 2

If the plain Newton-min algorithm does not necessary converge for aP-matrixM of order
n> 3, it does converge whenn= 1 or 2.

Proposition 3.11 (convergence forn= 1 or n= 2) Suppose that M is aP-matrix
and that n= 1 or n= 2. Then the plain Newton-min algorithm converges.

The proof of this proposition can be found in the full report [9]. It was obtained by high-
lighting first necessary conditions for having a cycle made of 3 nodes. It is then shown
that, whenM is aP-matrix, the algorithm cannot do cycles made of 2 distinct nodes and
that the conditions for making a cycle made of 3 distinct nodes cannot be satisfied when
n= 2 (whenn= 1 such a 3-cycle does not exist).

In this section, we prove the convergence of the plain Newton-min algorithm, algo-
rithm 3.1, whenM is aP-matrix of order 1 or 2. The proof forn= 1 is straightforward.
The one presented forn= 2 is indirect but highlights the origin of the counter-example 3.2
and allows us to present some properties of the plain Newton-min algorithm.

The convergence of the plain Newton-min algorithm whenn = 1 is a direct conse-
quence of the following reassuring and elementary property, already proven in [15, theo-
rem 2.1] in the case where the complementarity problem expresses the optimality condi-
tions of an infinite dimensional quadratic optimization problem.

Lemma 3.12 (stagnation at a solution)Suppose that M is nondegenerate. Then, a
node is a solution toLC(M,q) if and only if the plain Newton-min algorithm, without
its stopping test in step1, starting at that node, takes the same node as the next iterate.
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PROOF. Let x be a node of problem LC(M,q). We denote byA+ and I+ the index sets
determined in step2 of algorithm3.1and byx+ the next iterate.

If x is a solution, thenx> 0 andMx+q> 0. There holdx+A+ = 0 by (3.2.1) andxA+ = 0
by (3.2.4) and the nonnegativity ofx, so thatx+A+ = xA+ . Similarly, there hold(Mx+ +
q)I+ = 0 by (3.2.1) and(Mx+q)I+ = 0 by (3.2.4) and the nonnegativity ofMx+q, so that
0 = (M(x+−x))I+ = MI+I+(x

+−x)I+ [since(x+−x)A+ = 0] and therefore(x+−x)I+ = 0
by the nonsingularity ofMI+I+. We have shown thatx+ = x.

Conversely, assume thatx+ = x. By (3.2.3), there holdxA+ 6 (Mx+q)A+ andxI+ >

(Mx+ q)I+. SincexA+ = x+A+ = 0 [by (3.2.1)] and (Mx+ q)I+ = (Mx+ + q)I+ = 0 [by
(3.2.1)], we getx> 0 andMx+q> 0 ; hencex is a solution. 2

We consider now the case whenn = 1 andM is nondegenerate. For such a trivial
problem, a direct proof of convergence is obviously possible. The proof given below uses
instead lemma3.12, which is nevertheless useful elsewhere.

Proposition 3.13 (convergence forn= 1) Suppose that n= 1, that M is nondegene-
rate(M 6= 0), and thatLC(M,q) has a solution. Then the plain Newton-min algorithm
converges.

PROOF. Without restriction, it can be assumed that the first iterate x1 is a node. Ifx1

is a solution, the algorithm stops at that point (by step1 of algorithm3.1). If x1 is not
the solution, there is another node that is solution (by assumption). Since there are no
more than 2 nodes (sincen = 1), the algorithm takes the solution as the next iterate (by
lemma3.12) and stops there. 2

Since aP-matrix is nondegenerate, the elementary preceding resultapplies when
M ∈ P. WhenM 6= 0 ∈ R but LC(M,q) has no solution, the algorithm cycles by visi-
ting alternatively the 2 nodes of the problem, i.e.,x=−q/M < 0 andx= 0.

We start the study of the convergence of the plain Newton-minalgorithm whenn= 2
by showing that the algorithm cannot do cycles made of 2 nodes(lemma3.14). We have
seen with examples3.2 and3.5 that the algorithm can do a 3-cycle whenn> 3, but this
implies some conditions that are highlighted by lemma3.15. We finally show that these
conditions cannot be satisfied whenn=2 and, as a result, that the algorithm must converge
(proposition3.16).
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Lemma 3.14 (no 2-cycle)If M is a P-matrix, then the plain Newton-min algorithm
does not make cycles formed of2 distinct nodes.

PROOF. We argue by contradiction, assuming that the algorithm visits in order the follo-
wing nodesx1 → x2 → x1, with x1 6= x2. Since the algorithm goes fromx1 to x2 and from
x2 to x1, the definition of the setsAk andI k in step2 of the algorithm implies that

x1
A2 6 (Mx1+q)A2 and x1

I2 > (Mx1+q)I2, (3.4.1)

x2
A1 6 (Mx2+q)A1 and x2

I1 > (Mx2+q)I1. (3.4.2)

After possible rearrangement of the component order, we get

x2−x1 =








0A1∩A2

x2
A1∩I2

0I1∩A2

x2
I1∩I2








−








0A1∩A2

0A1∩I2

x1
I1∩A2

x1
I1∩I2








=








0A1∩A2

x2
A1∩I2

−x1
I1∩A2

(x2−x1)I1∩I2







.

Observe that the components ofx2 − x1 with indices inA1 ∩ I2 are nonpositive since
x2

A1∩I2 6 (Mx2 + q)A1∩I2 [by (3.4.2)1] = 0 [by (3.2.1)2] and that the components with
indices inI1∩A2 are nonnegative since−x1

I1∩A2 >−(Mx1+q)I1∩A2 [by (3.4.1)1] = 0 [by
(3.2.1)2]. On the other hand, by (3.2.1)2, there holds

M(x2−x1) =








(Mx2)A1∩A2

−qA1∩I2

(Mx2)I1∩A2

−qI1∩I2








−








(Mx1)A1∩A2

(Mx1)A1∩I2

−qI1∩A2

−qI1∩I2








=








(M(x2−x1))A1∩A2

−(Mx1+q)A1∩I2

(Mx2+q)I1∩A2

0







.

In this vector, the components with indices inA1 ∩ I2 are nonnegative since−(Mx1 +
q)A1∩I2 > −x1

A1∩I2 [by (3.4.1)2] = 0 [by (3.2.1)1] and the components with indices in
I1 ∩A2 are nonpositive since(Mx2 + q)I1∩A2 6 x2

I1∩A2 [by (3.4.2)2] = 0 [by (3.2.1)1].
Therefore

(x2−x1) ·M(x2−x1)6 0.

SinceM ∈ P, there holdsx1 = x2 by (3.2.2), contradicting the initial assumption. 2
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Lemma 3.15 (necessary conditions for a 3-cycle)Suppose that M is aP-matrix and
that the plain Newton-min algorithm cycles by visiting in order the three distinct nodes
x1 → x2 → x3. Then the following three sets of indices must be nonempty







(A1∩ I2∩ I3)∪ (I1∩A2∩A3)

(I1∩A2∩ I3)∪ (A1∩ I2∩A3)

(I1∩ I2∩A3)∪ (A1∩A2∩ I3).

(3.4.3)

PROOF. We use the same technique as in the proof of lemma3.14. Since the algorithm
goes fromx1 to x2 and fromx2 to x3, one has from step2 of the algorithm that

x1
A2 6 (Mx1+q)A2 and x1

I2 > (Mx1+q)I2 (3.4.4)

x2
A3 6 (Mx2+q)A3 and x2

I3 > (Mx2+q)I3. (3.4.5)

Using (3.2.1)1, there holds

x2−x1 =

















0A1∩A2∩A3

0A1∩A2∩I3

x2
A1∩I2∩A3

x2
A1∩I2∩I3

0I1∩A2∩A3

0I1∩A2∩I3

x2
I1∩I2∩A3

x2
I1∩I2∩I3

















−

















0A1∩A2∩A3

0A1∩A2∩I3

0A1∩I2∩A3

0A1∩I2∩I3

x1
I1∩A2∩A3

x1
I1∩A2∩I3

x1
I1∩I2∩A3

x1
I1∩I2∩I3

















=

















0A1∩A2∩A3

0A1∩A2∩I3

x2
A1∩I2∩A3

x2
A1∩I2∩I3

−x1
I1∩A2∩A3

−x1
I1∩A2∩I3

(x2−x1)I1∩I2∩A3

(x2−x1)I1∩I2∩I3

















.

[0]
[0]
[−]

[+]

[+]

[+]

The extra column on the right gives the sign of each component, when appropriate ; this
one is deduced by arguments similar to those in the proof of lemma3.14, that is

x2
A1∩I2∩A3 6 (Mx2+q)A1∩I2∩A3 = 0 [by (3.4.5)1 and (3.2.1)2]

x2
A1∩I2∩I3 > (Mx2+q)A1∩I2∩I3 = 0 [by (3.4.5)2 and (3.2.1)2]

x1
I1∩A2 6 (Mx1+q)I1∩A2 = 0 [by (3.4.4)1 and (3.2.1)2].

On the other hand, using (3.2.1)2, there holds
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The sign of the components given in the extra column on the right is justified as fol-
lows :

(Mx1+q)A1∩I2 6 x1
A1∩I2 = 0 [by (3.4.4)2 and (3.2.1)1]

(Mx2+q)I1∩A2∩A3 > x2
I1∩A2∩A3 = 0 [by (3.4.5)1 and (3.2.1)1]

(Mx2+q)I1∩A2∩I3 6 x2
I1∩A2∩I3 = 0 [by (3.4.5)2 and (3.2.1)1].

Taking the Hadamard product of the two vectors now gives

(x2−x1) ·M(x2−x1) =

















0A1∩A2∩A3

0A1∩A2∩I3

−x2
A1∩I2∩A3 · (Mx1+q)A1∩I2∩A3

−x2
A1∩I2∩I3 · (Mx1+q)A1∩I2∩I3

−x1
I1∩A2∩A3 · (Mx2+q)I1∩A2∩A3

−x1
I1∩A2∩I3 · (Mx2+q)I1∩A2∩I3

0I1∩I2∩A3

0I1∩I2∩I3

















,

[0]
[0]
[−]

[+]

[+]

[−]

[0]
[0]

where the extra column on the right gives the sign of each components. Therefore, if the
index set(A1∩ I2∩ I3)∪(I1∩A2∩A3) were empty, we would have(x2−x1) ·M(x2−x1)6
0, which, with theP-matricity ofM and (3.2.2), would imply thatx2 = x1, in contradiction
with the initial assumption. We have proven that the first index set in (3.4.3) is nonempty.

To show that the second index set in (3.4.3) is nonempty, we use the fact that the
algorithm goes fromx2 to x3 and fromx3 to x1. Therefore, by cycling the indices in the
result just obtained, we see that(A2∩ I3∩ I1)∪ (I2∩A3∩A1) 6= ∅ ; this corresponds to
the second index set in (3.4.3). By cycling the indices again, we obtain(A3∩ I1∩ I2)∪
(I3∩A1∩A2) 6=∅ ; this corresponds to the third index set in (3.4.3). 2

Example3.2 was actually obtained forn = 3, by forcing the 3 sets in (3.4.3) to be
nonempty by setting

I1∩A2∩A3 = {1}, A1∩ I2∩A3 = {2}, and A1∩A2∩ I3 = {3},

which yieldsI k = {k}.

82



Proposition 3.16 (convergence forn= 2) Suppose that M is aP-matrix and that
n= 2. Then the plain Newton-min algorithm converges.

PROOF. We know that the algorithm converges if it does not make ap-cycle, a cycle made
of p > 2 distinct nodes. It cannot make a 2-cycle by lemma3.14. By lemma3.15, to
make a 3-cycle, the three sets in (3.4.3) must be nonempty ; but these sets are disjoint ;
sincen = 2, one of them must be empty, so that the algorithm does not make a 3-cycle.
Therefore, the algorithm will visit a 4th node if it has not found the solution on the first
3 visited nodes. This last node is then the solution, since the solution exist (M ∈ P) and
there are at most 2n = 4 distinct nodes (M ∈ P). 2

3.5 Perspectives

The work presented in this paper can be pursued along at leasttwo directions. One pos-
sibility is to better mark out the set of matrices for which the plain Newton-min method
converges. According to [61, 2003, theorem 3.4] and the counter-examples of the present
paper, this set contains the setM ε of matrices sufficiently near anM -matrix but not all
of the larger setP of P-matrices, see the discussion around (3.1.5). Such a study may
result in the identification of an analytically well defined set of matrices or it may be a
long process with an endless refinement. In the first case, it would be nice to see whether
membership in that new matrix class can be determined in polynomial time, knowing that
recognizing aP-matrix is aco-NP-complete problem [31, 124].

Another possibility is to modify the algorithm to force its convergence forP-matrices
or an even larger class of matrices. Being able to deal withP-matrices is important for at
least three reasons. First, linear complementarity problems with aP-matrix are encounte-
red in practice [119, 2004]. Next, this is exactly the class of matrices that ensure the exis-
tence and uniqueness of the solution to the LCP [118, 30], which forces us to pay attention
to these matrices. Finally, the possibility to find a polynomial algorithm to solve the LCP
with aP-matrix still seems to be an open question. Some authors argue that such an algo-
rithm might exist ; see Morris [100, 2002], who refers to a contribution by Megiddo [97,
1988], himself citing an unpublished related note of Solow,Stone and Tovey [122, 1987].
The possibility that a modified version of the plain Newton-min algorithm might have
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the desired polynomiality property cannot be excluded. A natural remedy would be to
add a globalization technique (linesearch or trust regions, see [28, 17] for example) to the
plain Newton-min algorithm in order to force its convergence ; see [59, 64, 1990, 2009],
for contributions along that direction. This globalization is not straightforward since the
Newton-min direction may not be a descent direction of the standardℓ2 merit function
associated with (3.1.4) [12].
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Chapitre 4

An algorithmic characterization of
P-matricity

Nous montrons dans ce chapitre qu’une matriceM est uneP-matrice si, et seulement
si, quel que soit le vecteurq, l’algorithme de Newton-min ne fait pas de cycle de deux
points lorsqu’il est utilisé pour résoudre le problème de complémentarité linéaire 06 x⊥
(Mx+q) > 0. Les résultats de ce chapitre sont repris de l’article [11], en révision pour
publication dansSIAM Journal on Matrix Analysis and Applications.

4.1 Introduction

Being given a positive integern, a matrixM ∈ Rn×n, and a vectorq ∈ Rn, the linear
complementarity problemconsists in determining a vectorx∈ Rn such that

x> 0, Mx+q> 0, and x⊤(Mx+q) = 0.

Inequalities have to be understood componentwise ; for example x> 0 meansxi > 0 for
all indicesi ∈ J1,nK := {1, . . . ,n}. The Euclidean scalar product of two vectorsu andv is
denoted byu⊤v= ∑

i
uivi . This problem is sometimes written in compact form as follows

LC(M,q) : 06 x⊥ (Mx+q)> 0,
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where the sign⊥ is used to denote the perpendicularity with respect to the Euclidean
scalar product.

Let MIJ denote the submatrix of a matrixM formed of its rows with indices inI and
its columns with indices inJ. An n×n real matrixM is aP-matrix if its principal minors
are positive : for allI ⊂ J1,nK, detMII > 0 (by convention detM∅∅ = 1). The class ofP-
matrices is denoted byP (the ordern of the matrices is implicit and assumed fixed in that
notation). These matrices have an eminent role in linear complementarity problems since
it can be shown thatM ∈P if and only if LC(M,q) has one and only one solution, whatever
is q [118, 30, 1958]. Another characterization ofP-matricity, which will be useful below,
is the following [42, 30, 1962] :

M ∈ P ⇐⇒ anyx verifying x· (Mx)6 0 vanishes, (4.1.1)

where we have denoted byu · v theHadamard productof the vectorsu andv, which is a
vector whoseith component isuivi .

There are many other equivalent conditions for a matrix to bein P, than the three given
above [3, 63, 117, 30, 116]. This paper gives still another characterization ofP-matricity,
which is in terms of a property of the algorithm for solving LC(M,q) that is described in
section4.2, the Newton-min algorithm. We show thatM ∈ P if and only if the Newton-
min algorithm does not cycle between two distinct points, whatever isq, when it is used
to solve LC(M,q).

4.2 The Newton-min algorithm

Let I be a subset ofJ1,nK. We denote byI c := J1,nK \ I the complementary set ofI in
J1,nK and by|I | the cardinality ofI . For a vectorv ∈ Rn, vI is the vector inR|I | whose
components are the componentsvi ’s of v with index i ∈ I .

The Newton-min algorithmis a short name for the nonsmooth Newton method [99,
113, 125, 1977-1993] for solving the nonsmooth piecewise linear equation

min(x,Mx+q) = 0,

which is equivalent to LC(M,q) [80, 91, 1976-1977]. More specifically, at the current
iteratex∈ Rn, the algorithm determines a set of indices

I := {i ∈ J1,nK : xi > (Mx+q)i} (4.2.1)
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and computes the next iteratex+ as the unique solution to the system

x+Ic = 0 and (Mx++q)I = 0. (4.2.2)

The uniqueness of the solution of the system (4.2.2) is certainly ensured ifM is nonde-
generate, meaning that the principal minors ofM do not vanish (we denote byND the
set of nondegenerate matrices), so that this wellposednesscondition of the algorithm will
always be assumed. In that case,

x+I =−M−1
II qI .

A more general form of the algorithm puts also inI some of the indicesi such thatxi =
(Mx+ q)i (see section 2 in [11] for instance), but we do not consider this version of
the algorithm below ; numerically, the difference is not essential and the present version
is more natural (the linear systems to solve have a smaller size |I |). The Newton-min
algorithm can be traced back at least to Aganagić in [3, 1984] ; see paragraph 7 of the
introduction of [11] for more details on its origin and its developments.

By definition (see (4.2.2)), except possibly for the initial iterate, the Newton-minal-
gorithm only visits pointsx satisfyingx· (Mx+q) = 0 or equivalently

xIc = 0 and (Mx+q)I = 0, (4.2.3)

for some (possibly empty) index setI ⊂ J1,nK. The pointx satisfying (4.2.3) is denoted
by

x(I)

and is called anode. Clearlyx(∅) = 0. Since there are 2n different index setsI , there are
at most2n nodes (two different index sets may yield the same node ; for example, there is
a single node, zero, if and only ifq= 0).

Since the Newton-min algorithm is aMarkov processin x (i.e., the next iterate only
depends on the current one) and only visits nodes and since the number of nodes is finite,
either the algorithm converges or it cycles by visiting a finite number of distinct nodes
repetitively. The identification of the conditions of convergence of the Newton-min algo-
rithm may, therefore, go through the analysis of the conditions that prevent cycles from
occurring. The case of the 2-cycles is considered in the nextsection (fork> 2, ak-cycle
is a cycle made ofk distinct nodes). Let us formalize this a bit more.
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For k > 2, we denote byNMk the set of nondegenerate matricesM ∈ Rn×n such that
the Newton-min algorithm does not makek-cycles when it is used to solve LC(M,q),
whatever isq. Therefore, for the reasons given at the beginning of the previous paragraph,

NM :=
⋂

k>2

NMk (4.2.4)

is the class of nondegenerate matricesM ∈ Rn×n such that the Newton-min algorithm
converges, whatever isq and the initial point. In this paper, we prove that

NM2 = P.

SinceNM is included inNM2, this identity implies in particular that

NM ⊂ P, (4.2.5)

i.e., the set of matrices ensuring the convergence of the Newton-min algorithm, whatever
is q and the initial point, is contained inP. It has been shown in [9, 11, 2009] thatP⊂ NM
if n= 1 orn= 2 (henceP=NM in that case) and thatP*NM if n> 3 (hence the inclusion
(4.2.5) is strict in that case).

We recall that anM -matrix is a P-matrix with nonpositive off-diagonal elements
(Mi j 6 0 wheni 6= j). According to [3, 1984, theorem 6.2],

M ⊂ NM .

It is also known thatM ∈ NM if M is sufficiently close to anM -matrix [61, 2003].

4.3 A dual characterization of the absence of 2-cycle

The Newton-min algorithm makes a 2-cycleif it generates successively the iterates

x(I) → x(J) → x(I) → x(J) → ·· · ,

for distinct nodesx(I) 6= x(J) associated with index setsI andJ ⊂ J1,nK. The dual charac-
terization of the absence of 2-cycle of the Newton-min algorithm given in this section is a
first step in the derivation of our main result (theorem4.4).
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We start by recalling Motzkin’s theorem of the alternative (see [56, 2010, theorem
3.15 or 7.17] for instance), on which the dual characterization of proposition4.2rests.

Lemma 4.1 (Motzkin) Let A∈RmA×n and B∈RmB×n be two matrices with the same
number of columns. Then, there is a vector x∈ Rn satisfying

Ax< 0 and Bx6 0 (4.3.1)

if and only if there is no vectorα ∈ RmA
+ \{0} andβ ∈ RmB

+ such that

A⊤α +B⊤β = 0. (4.3.2)

Strict inequalities on vectors must also be understood componentwise ; henceAx< 0 in
(4.3.1) means(Ax)i < 0 for all i ∈ J1,mAK. The (components of the) vectorsα andβ in
the lemma will be calledMotzkin multipliersbelow. There is one such scalar multiplier
for each inequality in (4.3.1).

The next proposition gives a dual condition on the matrixM such that the Newton-
min algorithm does not cycle between two given nodes when it is used to solve LC(M,q),
whatever is the vectorq. The dual aspect of condition (4.3.3) comes from lemma4.1
and therefore involves, like in (4.3.2), the transpose of (modified) submatrices ofM. The
symmetric differenceof two index setsI andJ ⊂ J1,nK is denoted by

I △J := (I ∩Jc)∪ (I c∩J) = (I ∪J)\ (I ∩J).

Proposition 4.2 (no cyclex(I) → x(J) → x(I)) Suppose that M∈ ND and let be given
two different subsets I and J⊂ J1,nK. Then the following conditions are equivalent :
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(i) there is anα ∈ R|I △J|
+ \{0} such that

(
M(I∩Jc)(I∩Jc) −M(I∩Jc)(Ic∩J)

−M(Ic∩J)(I∩Jc) M(Ic∩J)(Ic∩J)

)⊤
α

>
(
−M(I∩J)(I∩Jc) M(I∩J)(Ic∩J)

)⊤
M−T

(I∩J)(I∩J)

(
−M(I∩Jc)(I∩J)

M(Ic∩J)(I∩J)

)⊤
α , (4.3.3)

(ii) whatever is q, the Newton-min algorithm does not make the cycle x(I) → x(J) →
x(I) when it is used to solveLC(M,q).

PROOF. Let us first specify the conditions onq such that the Newton-min algorithm makes
the cyclex(I) → x(J) → x(I) when it is used to solve LC(M,q). Let x1 = x(I), so that by
(4.2.3),

{
x1

I =−M−1
II qI

x1
Ic = 0

and

{
(Mx1+q)I = 0
(Mx1+q)Ic = qIc −MIcI M

−1
II qI .

We have used the nonsingularity ofMII , which comes from the nondegeneracy ofM. Now,
by definition of the Newton-min algorithm (4.2.1)-(4.2.2), the next iteratex2 = x(J) if and
only if

−(M−1
II qI)Jc 6 0

︸ ︷︷ ︸

βI∩Jc

, (M−1
II qI)J < 0

︸ ︷︷ ︸

α ′
I∩J

,

qIc∩J < M(Ic∩J)I M
−1
II qI

︸ ︷︷ ︸

αIc∩J

, and M(I∪J)cI M
−1
II qI 6 q(I∪J)c.

(4.3.4)

The vectors under the braces are Motzkin multipliers, whichwill be used below. In that
case

{
x2

J =−M−1
JJ qJ

x2
Jc = 0

and

{
(Mx2+q)J = 0
(Mx2+q)Jc = qJc −MJcJM−1

JJ qJ.

We have used the nonsingularity ofMJJ, which comes from the nondegeneracy ofM.
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Now, x3 = x(I), if and only if

−(M−1
JJ qJ)Ic 6 0

︸ ︷︷ ︸

βIc∩J

, (M−1
JJ qJ)I < 0

︸ ︷︷ ︸

α ′′
I∩J

,

qI∩Jc < M(I∩Jc)JM−1
JJ qJ

︸ ︷︷ ︸

αI∩Jc

, and M(I∪J)cJM−1
JJ qJ 6 q(I∪J)c.

(4.3.5)

The vectors under the braces are Motzkin multipliers, whichwill be used below. We have
shown that the Newton-min algorithm makes the cyclex(I) → x(J) → x(I) if and only if q
satisfies the linear inequalities in (4.3.4)-(4.3.5).

Observe now that the components ofq with indices in(I ∪ J)c intervene only in the
last inequalities in (4.3.4)-(4.3.5) and that these inequalities can be satisfied by taking
these components ofq sufficiently large. Therefore, below, we do not have to consider
the satisfiability of these last inequalities. This is the reason why we have not assigned
Motzkin multipliers to these inequalities.

By Motzkin’s theorem of the alternative (lemma4.1), there is aq satisfying the linear
inequalities in (4.3.4)-(4.3.5) if and only if one cannot find

(α ,α ′,α ′′,β) ∈ R|I △J|
+ ×R|I∩J|

+ ×R|I∩J|
+ ×R|I △J|

+

(these are the vectors under the braces in (4.3.4)-(4.3.5)) such that(α ,α ′,α ′′) 6= 0 and

• (M−T

II )I∩Jc

(
−βI∩Jc

α ′
I∩J

)

− (M−T

II )I∩JcM⊤
(Ic∩J)I αIc∩J+αI∩Jc = 0,

• (M−T

II )I∩J

(
−βI∩Jc

α ′
I∩J

)

− (M−T

II )I∩JM⊤
(Ic∩J)I αIc∩J+(M−T

JJ )I∩J

(
α ′′

I∩J
−βIc∩J

)

− (M−T

JJ )I∩JM⊤
(I∩Jc)JαI∩Jc = 0,

• αIc∩J+(M−T

JJ )Ic∩J

(
α ′′

I∩J
−βIc∩J

)

− (M−T

JJ )Ic∩JM⊤
(I∩Jc)JαI∩Jc = 0,

whereAR denotes the submatrix of a matrixA formed of its rows with indices inR. With
the notation

u :=

(
−βI∩Jc

α ′
I∩J

)

−M⊤
(Ic∩J)I αIc∩J and v :=

(
α ′′

I∩J
−βIc∩J

)

−M⊤
(I∩Jc)JαI∩Jc (4.3.6)
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the system above reads equivalently




(M−T

II )I∩Jcu
(M−T

II )I∩Ju
0



+





αI∩Jc

0
αIc∩J



+





0
(M−T

JJ )I∩Jv
(M−T

JJ )Ic∩Jv



= 0. (4.3.7)

If we multiply the first two equations to the left byM⊤
II , if we multiply the last two equa-

tions to the left byM⊤
JJ, and if we use the second equation, we obtain the equivalent system

u+M⊤
(I∩Jc)I αI∩Jc −M⊤

(I∩J)I (M
−T

II )I∩Ju= 0, (4.3.8a)

v+M⊤
(Ic∩J)JαIc∩J+M⊤

(I∩J)J(M
−T

II )I∩Ju= 0. (4.3.8b)

Now the rows with indices inI ∩J of these last two equations read

α ′
I∩J−M⊤

(Ic∩J)(I∩J)αIc∩J+M⊤
(I∩Jc)(I∩J)αI∩Jc −M⊤

(I∩J)(I∩J)(M
−T

II )I∩Ju= 0,

α ′′
I∩J−M⊤

(I∩Jc)(I∩J)αI∩Jc +M⊤
(Ic∩J)(I∩J)αIc∩J+M⊤

(I∩J)(I∩J)(M
−T

II )I∩Ju= 0.

By adding these equations, we obtainα ′
I∩J+α ′′

I∩J = 0, which implies thatα ′
I∩J = α ′′

I∩J = 0
since the components of these two vectors are nonnegative. One deduces then from any
of these last equations that

(M−T

II )I∩Ju= M−T

(I∩J)(I∩J)

(

M⊤
(I∩Jc)(I∩J)αI∩Jc −M⊤

(Ic∩J)(I∩J)αIc∩J

)

. (4.3.9)

Now theI∩Jc component of equation (4.3.8a) and theI c∩J component of equation (4.3.8b)
read

−M⊤
(Ic∩J)(I∩Jc)αIc∩J+M⊤

(I∩Jc)(I∩Jc)αI∩Jc

−M⊤
(I∩J)(I∩Jc)M

−T

(I∩J)(I∩J)

(

M⊤
(I∩Jc)(I∩J)αI∩Jc −M⊤

(Ic∩J)(I∩J)αIc∩J

)

= βI∩Jc, (4.3.10a)

−M⊤
(I∩Jc)(Ic∩J)αI∩Jc +M⊤

(Ic∩J)(Ic∩J)αIc∩J

+M⊤
(I∩J)(Ic∩J)M

−T

(I∩J)(I∩J)

(

M⊤
(I∩Jc)(I∩J)αI∩Jc −M⊤

(Ic∩J)(I∩J)αIc∩J

)

= βIc∩J. (4.3.10b)
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We have deduced the system (4.3.10) andα ′
I∩J = α ′′

I∩J = 0 from (4.3.8). Reciprocally,
to show that there has been no loss of information in that operation, let us show that one
can recover the system (4.3.8) from (4.3.10) andα ′

I∩J = α ′′
I∩J = 0, provided we defineu

andv by (4.3.6). Indeed, let us denote byw the right hand side of (4.3.9) and let us first
show that the identity (4.3.9) is verified :

(M−T

II )I∩Ju= (M−T

II )I∩J

(

−βI∩Jc −M⊤
(Ic∩J)(I∩Jc)αIc∩J

−M⊤
(Ic∩J)(I∩J)αIc∩J

)

[(4.3.6), α ′
I∩J = 0]

= (M−T

II )I∩J

(

−M⊤
(I∩Jc)(I∩Jc)αI∩Jc +M⊤

(I∩J)(I∩Jc)w

−M⊤
(I∩Jc)(I∩J)αI∩Jc +M⊤

(I∩J)(I∩J)w

) [
(4.3.10a) and
definition ofw

]

= (M−T

II )I∩JM⊤
II

(
−αI∩Jc

w

)

= w.

Now theI ∩Jc component of (4.3.8a) is a consequence of (4.3.10a) ; theI ∩J components
of (4.3.8a) and (4.3.8b) are consequences ofα ′

I∩J = α ′′
I∩J = 0 and (4.3.9) ; and theI c∩J

component of (4.3.8b) is a consequence of (4.3.10b).
Therefore, getting rid of the vectorβ ∈R|I △J|

+ in (4.3.10), we see that there is aq such
that the Newton-min algorithm makes the cyclex(I) → x(J) → x(I) when it is used to solve
LC(M,q) if and only if one cannot find anα ∈ R|I △J|

+ \{0} such that

(
M(I∩Jc)(I∩Jc) −M(I∩Jc)(Ic∩J)

−M(Ic∩J)(I∩Jc) M(Ic∩J)(Ic∩J)

)⊤
α

>
(
−M(I∩J)(I∩Jc) M(I∩J)(Ic∩J)

)⊤
M−T

(I∩J)(I∩J)

(
−M(I∩Jc)(I∩J)

M(Ic∩J)(I∩J)

)⊤
α .

The equivalence(i)⇔ (ii) follows. 2

Observe that, as expected, condition (4.3.3) is symmetric inI andJ, in the sense that
the permutationI ↔ J does not modify the condition.

Proposition4.2 is apparently difficult to use if the goal is to characterize the class
NM2 of matrices. It requires indeed to consider all the possiblepairs of distinct subsetsI

andJ ⊂ J1,nK. In addition, for each of these pairs, each choice ofα ∈ R|I △J|
+ \ {0} in
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(4.3.3) may yield different conditions onM that make the Newton-min algorithm avoid
the 2-cyclex(I) → x(J) → x(I). This looks like a long-term and hazardous task. We show in
theorem4.4 below, however, that it is equivalent to avoid all the 2-cycles or to avoid the
small subset of 2-cyclesx(I) → x(J) → x(I), in whichI = J∪{i} with i /∈ J. In other words,
this small subset of 2-cycles contains all the information on M that is needed to prevent the
Newton-min algorithm from making 2-cycles. A precious interest of the choiceI = J∪{i}
is thatα is then a positivescalar, which can be eliminated from the inequality (4.3.3). The
task of characterizing the matricesM in NM2 is then much easier. It is shown in the next
section that these matrices are theP-matrices.

4.4 A characterization of P-matricity

Let us start by an elementary lemma.

Lemma 4.3 Suppose that I and J are two index sets included inJ1,nK such that J\ I 6=
∅ and that x(I) = x(J) for some q. Then the Newton-min algorithm(4.2.1)-(4.2.2) does
not make the null displacement x(I) → x(J) when it is used to solveLC(M,q).

PROOF. We argue by contradiction, assuming that the Newton-min algorithm goes fromx(I)

to x(J). Then,(Mx(I)+q)Ic∩J < x(I)Ic∩J [by the algorithm rule (4.2.1)] andx(I)Ic∩J = 0 [by the
definition ofx(I), see (4.2.3)1], so that

(Mx(I)+q)Ic∩J < 0.

On the other hand,
(Mx(J)+q)Ic∩J = 0,

by the definition ofx(J), see (4.2.3)2. Therefore(Mx(I)+q)Ic∩J 6= (Mx(J)+q)Ic∩J, contra-
dicting the fact thatx(I) = x(J) for the givenq. 2

One comment on this lemma. It is not difficult to see that if thenodex(I) is a solution to
LC(M,q), then the next index set, here denotedJ, computed by the Newton-min algorithm
by (4.2.1) is smaller thanI , henceJ\ I =∅ and lemma5.3does not apply to that case. In
particular, ifq= 0, thenJ =∅ whatever isI . Incidentally, it is also known that ifx(I) is a
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solution to LC(M,q) and if M is nondegenerate, thenx(J) = x(I), wherex(J) is the iterate
following x(I) (see lemma 4.1 in [9] and the references thereof).

We denote by cof(M) the cofactor matrixof a matrix M ∈ Rn×n, whose element
[cof(M)]i j is thecofactorcof(Mi j ) of the elementMi j of M, that is

cof(Mi j ) := (−1)i+ j detM(J1,nK\{i})(J1,nK\{ j}). (4.4.1)

We use the notation cofII (Mi j ) for the cofactor of the elementMi j in MII . Recall [83, 1987,
chapter VI] that for any indexi and j :

detM = ∑i′ Mi′ j cof(Mi′ j) = ∑ j ′ Mi j ′ cof(Mi j ′) (4.4.2)

and that
M−1 = (detM)−1cof(M⊤). (4.4.3)

Our main result is given in theorem4.4below. The implication(i)⇒ (ii) of the theo-
rem was already proven in [9, 2009, lemma 4.3], but that part of the paper was not selected
by the refereeing process for appearing in the published version of the paper [11, 2012].

Theorem 4.4 (a characterization of P-matricity) Suppose that M∈ ND. Then the
following conditions are equivalent :

(i) M ∈ P,
(ii) for any q, the Newton-min algorithm does not cycle between two different nodes

when it is used to solveLC(M,q),
(iii ) for any q, for any subset J⊂ J1,nK, and for any index i∈ J1,nK\J, the Newton-

min algorithm does not cycle between the nodes x(J) and x(J∪{i}) when it is used
to solveLC(M,q),

(iv) for any subset J⊂ J1,nK and any index i∈ J1,nK\J, there holds

Mii > M{i}JM−1
JJ MJ{i}. (4.4.4)

PROOF. [(i) ⇒ (ii)] We prove the contrapositive, assuming that the algorithm visits in
order the following nodesx(I) → x(J) → x(I), for someI andJ ⊂ J1,nK and someq∈ Rn

such thatx(I) 6= x(J). We simplify the notation by settingx1 := x(I) andx2 := x(J). Since the
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Newton-min algorithm goes fromx1 to x2 and fromx2 to x1, the very definition (4.2.1)-
(4.2.2) of the algorithm implies that

x1
Jc 6 (Mx1+q)Jc and x1

J > (Mx1+q)J, (4.4.5)

x2
Ic 6 (Mx2+q)Ic and x2

I > (Mx2+q)I . (4.4.6)

After a possible rearrangement of the component order, we get

x2−x1 =








0I∩Jc

x2
I∩J

x2
Ic∩J

0Ic∩Jc








−








x1
I∩Jc

x1
I∩J

0Ic∩J

0Ic∩Jc








=








−x1
I∩Jc

(x2−x1)I∩J

x2
Ic∩J

0Ic∩Jc







.

[+]

[?]
[−]

[0]

The extra column on the right gives the sign of each component, when appropriate : the
components ofx2− x1 with indices inI ∩ Jc are nonnegative since−x1

I∩Jc > −(Mx1 +
q)I∩Jc [by (4.4.5)1] = 0 [by (4.2.2)2] and that the components with indices inI c∩ J are
nonpositive sincex2

Ic∩J 6 (Mx2+q)Ic∩J [by (4.4.6)1] = 0 [by (4.2.2)2]. On the other hand,
by (4.2.2)2, there holds

M(x2−x1) =








(Mx2)I∩Jc

−qI∩J

−qIc∩J

(Mx2)Ic∩Jc








−








−qI∩Jc

−qI∩J

(Mx1)Ic∩J

(Mx1)Ic∩Jc








=








(Mx2+q)I∩Jc

0

−(Mx1+q)Ic∩J

(M(x2−x1))Ic∩Jc







.

[−]

[0]
[+]

[?]

The extra column on the right gives the sign of each component, when appropriate : the
components with indices inI ∩Jc are nonpositive since(Mx2+q)I∩Jc 6 x2

I∩Jc [by (4.4.6)2]
=0 [by (4.2.2)1] and the components with indices inI c∩J are nonnegative since−(Mx1+
q)Ic∩J >−x1

Ic∩J [by (4.4.5)2] = 0 [by (4.2.2)1]. Therefore

(x2−x1) ·M(x2−x1)6 0.

Sincex1 6= x2, M cannot be aP-matrix (see (4.1.1)).
[(ii)⇒ (iii )] Let q∈Rn, J⊂ J1,nK, andi ∈ J1,nK\J. SetI := J∪{i}. If x(I) 6= x(J), then

(iii ) is a clear consequence of(ii). If x(I) = x(J), then(iii ) is a consequence of lemma5.3,
according to which the Newton min does not go fromx(J) to x(I) becauseI \J 6=∅.
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[(iii )⇒ (iv)] Let J andi be like in(iv), and setI = J∪{i}. By (iii ), whatever isq, the
Newton-min algorithm does not cycle between the nodesx(I) andx(J) when it is used to
solve LC(M,q). Then, the implication(ii)⇒ (i) of proposition4.2shows that there is an
α > 0 such that (4.2) holds. SinceI ∩Jc = {i}, I c∩J = ∅, I ∩J = J, I △J = {i}, andα
is a positive scalar that can be eliminated from (4.2), this inequality simplifies in (4.4.4)
(use also the fact thatM{i}JM−1

JJ MJ{i} is a scalar, hence equal to its transpose).
[(iv)⇒ (i)] We prove by induction that detMII > 0 for anyI ⊂ J1,nK, which is equi-

valent toM ∈ P. By applying(iv) with J = ∅, we obtainMii > 0 for a nondegenerate
matrix, so that detMII > 0 when|I |= 1. Now, assume thatJ andi are chosen like in(iv),
thatI = J∪{i}, that detMJJ > 0 (induction assumption), and let us show that detMII > 0,
which will conclude the proof of(iv)⇒ (i).

Let us denote the indices inJ by jk, k ∈ J1, |J|K. Using the cofactor matrix ofMJJ in
(4.4.4) and the induction assumption detMJJ > 0, one gets

0 6 Mii detMJJ−M{i}J cof(M⊤
JJ)MJ{i} [(4.4.4), (4.4.3), detMJJ > 0]

= Mii detMJJ−∑|J|
k=1∑|J|

l=1Mi jk cofJJ([MJJ] j l jk)M j l i

= Mii detMJJ−∑|J|
k=1∑|J|

l=1Mi jk(−1)l+kdetM(J\{ j l })(J\{ jk})M j l i [(4.4.1)]

= Mii detMJJ+∑|J|
k=1(−1)k+|J|+1Mi jk ∑|J|

l=1 M j l i (−1)l+|J| detM(J\{ j l})(J\{ jk})

= Mii detMJJ+∑|J|
k=1(−1)k+|J|+1Mi jk det

(
MJ(J\{ jk}), MJ{i}

)
[(4.4.2)]

= detMII [(4.4.2)].

Therefore detMII > 0 by the nondegeneracy ofM. 2

Even though the following consequence of theorem4.4 is clear and was already sum-
marized by formula (4.2.5) in the introduction, we quote it in a corollary to make easier a
possible future citation.

It is clear thatNM is included in the setND∩Qof nondegenerate matrices ensuring
that LC(M,q) has a solution, whatever isq ; indeed, ifM ∈ ND \Q, one can find a vec-
tor q such that LC(M,q) has no solution, in which case, the Newton-min algorithm has
no other choice than cycling (we recall from lemma 4.1 in [9] that, whenM ∈ ND, the
sequence generated by the Newton-min algorithm can be stationnary only at a solution).
The inclusion (4.4.7), however, was not clear to us, before theorem4.4was establised.
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Corollary 4.5 (NM is in P) The set of matrices in M∈ ND ensuring the convergence
of the Newton-min algorithm when it is used to solveLC(M,q), whatever is the vec-
tor q and the initial point, is included inP. More compactly

NM ⊂ P. (4.4.7)

PROOF. This is becauseNM is the set of matrices inM ∈ ND ensuring the convergence
of the Newton-min algorithm when it is used to solve LC(M,q), whatever is the vectorq
(see the discussion before formula (4.2.4)), becauseNM ⊂ NM2 by the definition (4.2.4)
of NM , and becauseNM2 = P by theorem4.4. 2

The implication(ii) ⇒ (i) of theorem4.4, according to which only theP-matrices
in ND prevent the Newton-min algorithm from cycling between two nodes, is ultimately
based on Motzkin’s theorem of the alternative, which supports the implication(iii )⇒ (iv)
of theorem4.4, while the implication(ii) ⇒ (iii ) is straightforward and the implication
(iv) ⇒ (i) has an algebraic nature. Motzkin’s theorem is not constructive whereas, for
M ∈ ND \P, it would certainly be interesting (and reassuring) to be able to construct aq
and to select two nodes such that the Newton-min algorithm cycles between these nodes
when it is used to solve LC(M,q). This is the goal of the next proposition, which takes
inspiration from the contrapositive of the implications(iii )⇒ (iv)⇒ (i) of theorem4.4 :
if M ∈ND\P, there are a vectorq∈Rn, a subsetJ⊂ J1,nK, and an indexi ∈ J1,nK\J such
that the Newton-min algorithm cycles between the nodesx(J) andx(J∪{i}). According to
the contrapositive of the implication(iv)⇒ (i), the index setsJ andI := J∪{i} are such
that detMJJ > 0 and detMII < 0, which provides a means to select the index sets. One still
has to find the vectorq and this is precisely what the next proposition brings by exhibiting
a whole family of vectorsq such that this cycle occurs.

We adopt the notationt+ := max(0, t) for t ∈R. The operator ‘max’ is supposed to act
componentwise on vectors.
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Proposition 4.6 (2-cycle forM /∈ P) Suppose that M∈ ND\P. Then

1) there are two index sets I and J⊂ J1,nK and an index i∈ J1,nK such that I=
J∪{i}, detMII < 0, anddetMJJ > 0,

2) for any two index sets I and J⊂ J1,nK and an index i∈ J1,nK having the properties
given in point1, the Newton-min algorithm cycles between x(I) and x(J) when the
components of q are determined in order as follows

qJ =−MJJe
J, (4.4.8)

qi =−MiJeJ− ε, with 0< ε <
|detMII |

maxj∈J[cofII (Mi j )]+
, (4.4.9)

qIc > max
(
MIcJM−1

JJ qJ,MIcI M
−1
II qI

)
, (4.4.10)

where eJ is the vector of all ones inR|J|.

PROOF. 1) SinceM /∈ P, some principal minor ofM is negative. Then one can choose
an index setI with the smallest cardinal number|I | such that detMII < 0. Since|I | > 1,
one can choose an indexi ∈ I and setJ := I \ {i} (J may be empty). The properties in
point 1 are verified for the selected setsI andJ, and the indexi (recall that detM∅∅ = 1
by convention).

2) Let the index setsI andJ and the indexi be such thatI = J∪{i}, detMII < 0, and
detMJJ > 0. Suppose thatq satisfies (4.4.8)-(4.4.10). Let x1 := x(J), so that

{
x1

J =−M−1
JJ qJ

x1
Jc = 0

and

{
(Mx1+q)J = 0
(Mx1+q)Jc = qJc −MJcJM−1

JJ qJ.

For aq satisfying the assumption, there hold

M−1
JJ qJ =−eJ < 0 [(4.4.8)],

qi −MiJM−1
JJ qJ =−ε < 0 [(4.4.9)],

qIc −MIcJM−1
JJ qJ > 0 [(4.4.10)].

These inequalities imply that the next iterate visited by the Newton-min algorithm (4.2.1)-
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(4.2.2) is x2 := x(I), so that

{
x2

I =−M−1
II qI

x2
Ic = 0

and

{
(Mx2+q)I = 0
(Mx2+q)Ic = qIc −MIcI M

−1
II qI .

We now want to show that appropriate inequalities onq are verified that ensure that
the iterate followingx2 is x1. Observe that by (4.4.8) and (4.4.9)

M−1
II qI =−M−1

II MIJeJ− ε M−1
II eI ,i =−(eI −eI ,i)− ε (detMII )

−1cofII (MiI )
⊤,

whereeI ,i ∈ R|I | is a vector whose components are all zero, except the one at the position
of i in I whose value is 1. Therefore

∀ j ∈ J : (M−1
II qI ) j =−1− ε (detMII )

−1cofII (Mi j )< 0, (4.4.11)

since−ε (detMII )
−1cofII (Mi j ) 6 ε |detMII |−1max

j∈J
[cofII (Mi j )]

+ < 1, by the choice ofε

in (4.4.9). On the other hand,

(M−1
II qI)i =−ε (detMII )

−1cofII (Mii) =−ε (detMII )
−1(detMJJ)> 0, (4.4.12)

since(detMII )< 0 and(detMJJ)> 0 by assumption. Finally, by (4.4.10), there holds

qIc −MIcI M
−1
II qI > 0. (4.4.13)

The inequalities (4.4.11), (4.4.12), and (4.4.13) imply that the iterate followingx2 is in-
deedx1. Hence the Newton-min algorithm cycles between the nodesx(J) andx(I). 2

Thanks to proposition4.6, the equivalence(i) ⇔ (ii) of proposition4.4 can now be
proven without proposition4.2and Motzkin’s theorem of the alternative, so that one can
wonder whether section4.3 is still useful. We have maintained it in the paper for two
reasons. First, proposition4.2 has brought a clear indication on the way of choosing the
index setsI and J in proposition4.6, whose origin could be obscure otherwise. Next,
the dual characterization of the absence of 2-cycle that it provides may be useful in the
extention of this work.
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4.5 Discussion and perspectives

A natural extention of the present work would consist in looking at the possibility to give a
simplealgebraic description of the classesNM k, for k> 3, andNM . An intrigating feature
of the approach followed in this paper to characterizeNM2 is its intrinsic conjonctive-
disjonctive nature. It is conjonctive in the sense that it provides conditions to satisfy for
each possible 2-cycle that the matrix must prevent. Its disjonctive aspect comes from the
use of Motzkin’s theorem of the alternative (lemma4.1), which provides a possibility
to avoid a given cycle for each acceptable choice of multipliers α in proposition4.2,
and there may be many. For example, whenM ∈ P, the same approach shows that the
Newton-min algorithm does not make the 3-cyclex({i}) → x({ j}) → x({k}) → x({i}), for
three different indicesi, j, andk ∈ J1,nK, when it is used to solve LC(M,q), whatever is
q∈ Rn, if and only if oneof the following eight conditions holds

MikM j j 6 M+
i j M jk, M jiMkk 6 M+

jkMki, Mk jMii 6 M+
ki Mi j ,

M+
ji Mik 6 M jkMii , M+

k jM ji 6 MkiM j j , M+
ik Mk j 6 Mi j Mkk,

M+
ik M+

k jM
+
ji 6 Mii M j j Mkk, or M+

i j M+
jkM+

ki > Mii M j j Mkk.

Note that conditions 1, 2, 3, and 7 are satisfied by anM -matrix. We don’t know whether
this disjonctive form of the conditions disappears for the whole classesNM k or NM , i.e.,
when all the possible cycles must be avoided, as it does forNM2 = P.

Another natural question is whether the membership toNM can be determined in po-
lynomial time ; we recall that recognizing aP-matrix is aco-NP-complete problem [31,
124, 1994-2000]. It would also be important to know whether the Newton-min algorithm
solves the linear complementarity problem LC(M,q) in polynomial time whenM ∈ NM ;
recall that it does whenM ∈ M [71, 2004].
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Chapitre 5

A globally convergent modified
Newton-min algorithm for solving
linear complementarity problems with a
P-matrix

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode de globalisation de l’algorithme de
Newton-min3.1 afin de forcer sa convergence pour les problèmes de complémentarité
avecP-matrice. Nous démontrons également sa convergence globale pour cette classe de
matrices et nous présentons des résultats numériques montrant son efficacité et sa conver-
gence polynomiale pour les cas considérés. Ce travail fait l’objet d’un article en prépara-
tion.

5.1 Introduction

Given a real matrixM of ordern and a vectorq in Rn, the linear complementarity problem
(LCP) is to find a nonnegative vectorx with n components such thatMx+ q > 0 and
x⊤(Mx+q) = 0. Here and below, the inequalities have to be understood componentwise,
and the sign⊤ denotes matrix transposition. The LCP is often written in compact form as
follows

LC(M,q) : 06 x⊥ Mx+q> 0. (5.1.1)
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In equation form, it can be written

H(x)≡ min(x,Mx+q) = 0. (5.1.2)

Many algorithms have been proposed to solve problem LC(M,q) [74, 103, 69, 30].
Here, we are interested in the plain Newton-min algorithm (see chapter3), which can be
viewed as a semismooth Newton algorithm without globalization technique to solve the
system of piecewise linear equations (5.1.2). Recall from section2.5.5that this algorithm
first defines complementary index setsA+ andI+, which in their simplest form, read

A+ := {i : xi 6 (Mx+q)i} and I+ := {i : xi > (Mx+q)i}. (5.1.3)

Then, it computes a directiond by solving the linear system formed of the equations

dA+ =−x+A+ and dI+ =−xI+ −M−1
I+I+qI+. (5.1.4)

Next, the solutionx+ is given by the following relation

x+ = x+d. (5.1.5)

Since the Newton-min algorithm may cycle forP-matrices (see chapter3) and in or-
der to force its convergence, a natural remedy would be to adda globalization technique.
Contrary to the differentiable case, the Newton-min direction d computed above is not ne-
cessary a descent direction of the natural merit functionx 7→ ‖min(x,Mx+q)‖2/2 asso-
ciated with problem (5.1.2) at an arbitrary vectorx (see section5.2.1). We had thought [85]
to impose the non-negativity of the unknownx at each iteration which was observed to
ensure the descent of the computed directions. We observed afterwords that this idea was
actually already used in the paper by Pang and Gabriel [108], in which they have propo-
sed an iterative method for solving the nonlinear complementarity problem (see PartII ).
This method involves solving a sequence of non negatively constrained convex quadratic
optimization problems of the least-square type [108].

In this chapter, we present a different approach that is globally convergent for solving
the LCP with aP-matrix. This method consists in minimizing a piecewise affine merit
function subject to non-negativity constraints. Furthermore, in the proposed approach the
descent direction is computed as a solution to a linear optimization problem ; it is there-
fore computationally tractable and slightly less computationally expensive than the one
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proposed by Pang and Gabriel [108]( the latter requires to solve a quadratic problem at
each iteration).

The organization of this chapter is as follows. In section5.2, we present various na-
tural directions and discuss their respective interests. The new algorithm is described in
section5.3. We prove its global convergence. Finally, in order to demonstrate the prac-
tical efficiency of our method, we report, in section5.4, the numerical results of some
computational experiments and we also compare our approachwith a method of Har-
ker and Pang [106, 59].

5.2 A globalization of the Newton-min algorithm

We are interested here in the globalization of the Newton-min algorithm by line-search. To
do this, we have studied various directions, which are natural in some sense. This results
in the selection of one of them, which has better theoreticaland numerical properties.

We begin our discussion with the first natural direction which is the semismooth di-
rection defined by (5.1.4). Next comes the B-Newton direction, which is known to have
good properties, although it is computationally expensiveand it is not clear whether it
yields global convergence. Finally (section5.2.3), we present the direction that we prefer
for both the global convergence it ensures and its numericalefficiency.

5.2.1 The semismooth direction

A natural merit function for problem LCP (5.1.1) when it is solved by Newton-min itera-
tion on the functionH, is the function

Θ(x) =
1
2
‖H(x)‖2, (5.2.1)

where‖ · ‖ denotes the Euclidean norm. It is natural since whenH is smooth, the Newton
direction for finding a zero ofH is a descent direction ofΘ, whatever isx.

We recall thatM is said to be anR0-matrix (see section2.2.9) if the homogeneous
linear complementarity problem 06 x⊥ Mx> 0 has no nonzero solution and that a func-
tion ϕ : Rn → R is said to becoerciveif the following equivalent properties are verified :

• ∀ν ∈ R, the sublevel set{x∈ Rn : ϕ (x)6 ν} is bounded.
• lim||x||→+∞ ϕ (x) = +∞.
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We recall the next proposition from [38, propositions 2.6.5 and 9.1.26].

Proposition 5.1 The merit function x7→ Θ(x) = ‖min(x,Mx+q)‖ is coercive if and
only if M ∈ R0.

Some differentiability propreties

Due to the presence of the "min" operator, the functionsH andΘ are not differentiable in
the traditional sense of Fréchet. Various differentiability properties ofH andΘ have been
derived in [106] ; it will be useful for us to summarize them here. By translating Pang’s
theorem [106, 1990, theorem 5] to the LCP, one obtains the following result.

Proposition 5.2 Let Θ : Rn → R be defined at x∈ Rn by (5.2.1).
(i) The functionΘ has directional derivatives, which read for any d∈ Rn :

Θ′(x;d) = H(x)⊤H ′(x;d), where

H ′
i (x;d) =







di if i ∈ A0(x) := {i : xi < (Mx+q)i}
min(di,(Md)i) if i ∈ E(x) := {i : xi = (Mx+q)i}
(Md)i if i ∈ I0(x) := {i : xi > (Mx+q)i}.

(5.2.2)

(ii) H is F-differentiable at x if and only if ME(x) = IE(x).

On the convexity ofΘ

We show in this section that a necessary and sufficient condition for Θ to be convex
whatever isq is thatM = I . Hence, the piecewise linearity ofH does not result in general
in a "nice" merit functionΘ.

Lemma 5.3 If A and B are two matrices such that Ax= Bx for all x∈ Rn
++, then

A= B.

PROOF. Let x∈ Rn. One can writex= (x++e)− (x−+e), wherex+ = max(x,0), x− =
max(−x,0), ande is the vector of all ones. Sincex++e> 0 andx−+e>0, the assumption
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on A andB yields Ax= A(x+ + e)−A(x− + e) = B(x+ + e)−B(x− + e) = Bx. Hence
A= B. 2

Proposition 5.4 The merit function x7→ Θ(x) = 1
2‖min(x,Mx+q)‖2 is convex for

any q∈ Rn if and only if M= I.

PROOF. [⇒] Suppose thatM 6= I . By lemma5.3, one can findx∈ Rn such that

x> 0 and (I −M)x 6= 0.

Defineq = (I −M)x. We now show thatΘ′(x;x)+Θ′(x;−x) < 0, which will imply that
Θ is not convex. Note thatH(x) := min(x,Mx+q) = x. Using proposition5.2, we have

Θ′(x;x)+Θ′(x;−x) = x⊤
(
min(x,Mx)−max(x,Mx)

)
< 0,

since min(x,Mx)6 max(x,Mx), min(x,Mx) 6= max(x,Mx), andx>0.
[⇐] If M is the identity matrix,Θ(x) = 1

2‖min(x,x+q)‖2 = 1
2‖x−q−‖2. HenceΘ is

a convex quadratic function. 2

Clarke subdifferentiability ofΘ

Recall thatΘ is said to bequasidifferentiable[109, 1971] orClarke regular[26, 1983,
definition 2.3.4] atx if

∀d ∈ Rn : Θ′(x;d) exists andΘ′(x;d) = Θ◦(x;d).

Lemma 5.5 The functionΘ is not necessarily Clarke regular.

PROOF. Here is indeed an example in whichΘ is not Clarke regular :

1

1

0.5
Θ

H

n= 1, M =
1
2
, and q=

1
2
.
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In this case,Θ(x) = [min(x,(x+1)/2)]2/2. Clearly

Θ′(1;1) = lim
t↓0

Θ(1+ t)−Θ(1)
t

= lim
t↓0

(2+ t)2/8−1/2
t

=
1
2
,

while the Clarke directional derivative reads

Θ◦(1;1) = limsup
x→1
t↓0

Θ(x+ t)−Θ(x)
t

> lim
t↓0

Θ((1−2t)+ t)−Θ(1−2t)
t

[takingx= 1−2t]

= lim
t↓0

(1− t)2− (1−2t)2

2t
= 1.

SinceΘ◦(1;1) 6= Θ′(1;1), Θ is not Clarke regular atx= 1. 2

On the semismooth Newton direction

We prove in the next proposition that the semismooth direction is a descent direction ifx
is a node. We recall that a pointx said to be a node if (2.1.2) holds, in other words, if it
satisfies complementarity.

Proposition 5.6 LetΘ :Rn →R be defined at x∈Rn by (5.2.1). If x is a node and if d
is the direction defined by(5.1.4), thenΘ′(x;d) =−2Θ(x), which is< 0 if H (x) 6= 0.

PROOF. Using proposition5.2, we have

Θ′(x;d) = H(x)⊤H ′(x;d) = x⊤A0
dA0 +x⊤E min(dE,(Md)E)+(Mx+q)⊤I0(Md)I0.

Obviously,x⊤A0
dA0 =−‖xA0‖2

2. In addition,x+ = x+d verifies(Mx++q)I0 = 0. Hence

(Md)I0 =−(Mx+q)I0. (5.2.3)
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We conclude that(Mx+q)⊤I0(Md)I0 =−‖(Mx+q)I0‖2
2. We achieve the proof by showing

that the middle term vanishes : since for a node, eitherxi or (Mx+q)i must vanish, one
must havexE = (Mx+q)E = 0. 2

We prove in the next proposition that the semismooth direction is a descent direction
if x is nonnegative.

Proposition 5.7 Let Θ : Rn → R be defined at x∈ Rn by (5.2.1). If x > 0 and if d is
the direction defined by(5.1.4), thenΘ′(x;d)6−2Θ(x).

PROOF. Like before,Θ′(x;d) is given by

Θ′(x;d) = x⊤A0
dA0 +x⊤E min(dE,(Md)E)+(Mx+q)⊤I0(Md)I0

= x⊤A0
dA0 −‖xE‖2+x⊤E min((x+d)E,(Mx+q+Md)E)

+(Mx+q)⊤I0(Md)I0,

where we have taken into account the fact thatxE = (Mx+q)E.
To analyze the termx⊤A0

dA0, we observe thatdA0 = −xA0 so x⊤A0
dA0 =−‖xA0‖2

2. The

term (Mx+q)⊤I0(Md)I0 is analyzed in a similar manner, by observing(Md)I0 = −(Mx+

q)I0. Hence,(Mx+q)⊤I0(Md)I0 =−‖(Mx+q)I0‖2. With these computations, the directio-
nal derivative becomes

Θ′(x;d)6−2Θ(x)+x⊤E min((x+d)E,(Mx+q+Md)E).

We now show that the second term in the right hand side above isnonpositive, which
will conclude the proof. Fori ∈ E, we have by using min((x+ d)i,(Mx+ q+Md)i) 6
(x+d)i = 0 andxi > 0 :

xi min((x+d)i,(Mx+q+Md)i)6 0.

2

In a linesearch or trust-region method, the iterates are notnecessary nodes and may
have negative components, so that propositions5.6 and5.7 are not sufficient. In other
words, to be able to implement a linesearch method, using theNewton-min directions, it
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is necessary to show that these directions are descent directions ofΘ at an arbitrary point,
as this is the case for the Newton direction whenH is smooth. Unfortunately, this is not
the case. Indeed, the next example shows that the often suggested semismooth Newton
direction (see Kanzow [71]) computed by

{
(x+d)i = 0 if xi < (Mx+q)i

(Mx+q+Md)i = 0 if xi > (Mx+q)i
(5.2.4)

is not necessary a descent direction ofΘ if x is not a node. of the unknowns in the B-
differentiable direction (5.2.5) of section5.2.2.

Example 5.8 Consider problem (5.1.1) with

n= 3, M =





1 0 2
2 1 0
0 2 1



 , q=





1
1
1



 , and x=





−1/2
−1/2

0



 .

Note that the circulant matrixM is aP-matrix (see section2.2.5).
SinceMx+q= (1/2,−1/2,0), there holdA0 = {1}, I0 = ∅, andE = {2,3}, so that

the solution to (5.2.4) is d = (1/2,−1/2,1). ThenΘ(x) = 1/4 and, fort > 0, Θ(x+ td) =
‖(−1+ t,−1− t,0)‖2/8= (1+ t2)/4, so thatΘ increases alongd. 2

Clearly, the reason why a semismooth Newton direction may not be a descent direction
of Θ at x comes from the indices inE(x) := {i i = (Mx+ q)i}. In a linesearch method,
it seems obvious to avoid this flaw, simply by requiring the linesearch to avoid the rare
pointsx with nonempty index setE(x). According to the numerical experiments of Harker
and Pang [60, 1990], it seems that such a simple strategy does not yield a polynomial
algorithm. For these reasons, we looked at other types of directions. Before presenting our
proposition in section5.2.3, we recall, in the next section, the definition of the B-Newton
direction, which is known to be a descent direction ofΘ ; it is not useful in practice,
however, because of the complexity of its computation.

5.2.2 The B-Newton direction

The B-Newton direction is based on the notion of B-differentiability, which it introdu-
ced in section2.5.4.1It is known from [106, 59] that the B-differentiable Newton direc-
tion (2.5.11) is a descent direction ofΘ. This B-Newton direction dis defined atx as a
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solution toH(x)+BH(x)d = 0, which can be written as the following linear complemen-
tarity problem 





(x+d)A0 = 0
(Mx+q+Md)I0 = 0
06 (x+d)E ⊥ (Mx+q+Md)E > 0,

(5.2.5)

whereA0, I0 andE are defined in (5.2.2). For the indices inA0 andI0, the equation clearly
writes like in (5.2.5). Observe indeed that while for indices inE,

0 = min((x+d)E,(Mx+q+Md)E)

= HE(x)+min(dE,(Md)E) [xE = (Mx+q)E]

= HE(x)+BHE(x)d [BHE(x)d = H ′
E(x;d)].

We recall the next result from [59, 1990, p. 271].

Proposition 5.9 The system(5.2.5) has a unique solution if the pair(I0,E) satisfies
the following properties.
(i) The submatrix MI0I0 is nonsingular,
(ii) The Schur complement(MEE−MEI0M

−1
I0I0

MI0E) is a P-matrix.

PROOF. Let x+ = x+d. If MI0I0 is nonsingular, the first two equations in (5.2.5) yield

x+A0
= 0 and x+I0 =−M−1

I0I0
MI0Ex+E −M−1

I0I0
qI0.

Therefore the full system amounts to solving the following linear complementarity pro-
blem inx+E :

06 x+E ⊥
(

MEE−MEI0M
−1
I0I0

MI0E

)

x+E +
(

qE −MEI0M
−1
I0I0

qI0

)

> 0,

which has a unique solution if the Schur complement is aP-matrix. 2

If E = J1,nK, problem (5.2.5) is as hard to solve as the original problem, which does
not make such a directiond particularly attractive. For instance, example5.10below gives
an easy problem and a pointx, for which problem (5.2.5) is exactly the same as the original
problem (5.1.1).
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Example 5.10 Consider the problem

M = 1
2 I , q= 1

2 ·1, and x= 1.

whereI the identity matrix of ordern and 1 denotes the vector∈ Rn of all ones. Since
Mx+q= 1, there holdA0 = I0 =∅, andE = J1,nK. If we introducez := 1+d, problem
(5.2.5) clearly reads

06 z⊥ 1
2(z+1)> 0,

which is exactly the original problem. 2

Since the B-Newton direction is too expensive to compute (itrequires to solve an
LCP), Harker and Pang [60, 1990] have proposed an algorithm that only generatesnon-
degenerate iterates(i.e., without doubly active index), so that a single linearsystem needs
to be solved at each iteration. The iterates are found by carefully choosing the stepsize
along the Newton direction. Their algorithm is, however, probably not polynomial, since
it exhibits poor iteration counters on some LCP examples. Inthe next section5.2.3, we
propose another descent direction, that is defined by a linear optimization problem and is
therefore computationally tractable.

5.2.3 Theℓ1-norm direction

The strategy consists in solving the linear complementarity problem (5.1.1), written as
follows 





inf Θ1(x)
x> 0
Mx+q> 0.

(5.2.6)

whereΘ1 is theℓ1-norm ofH(x). It is clear that (5.2.6) is equivalent to LC(M,q) if this
problem has a solution. The constraintx> 0 is added for ensuring descent of the computed
directions (see proposition5.7), while the constraintMx+ q is added for a symmetry
reason and because it gives toΘ1 an interesting property. Observe indeed that ifx > 0
andMx+q> 0 are maintained, theℓ1-norm ofH(x) is linear inH(x) and it is defined as
follows

Θ1(x) := ‖H(x)‖1 = e⊤H(x) = ∑n
i=1 min(xi ,(Mx+q)i),

wheree is the vector of all ones.
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We note by
X := {x∈ Rn : x> 0, Mx+q> 0},

the feasible set of the problem.

5.2.3.1 Study of the formulation

The formulation (5.2.6) has the attractive features given in proposition5.11.

Proposition 5.11 Assume that X6= ∅. Then the merit functionΘ1 has the following
properties.
(i) It is piecewise linear and concave on X.
(ii) It is coercive on X if and only if M∈ R0.

PROOF. [(i)] For a fixedi ∈ J1,nK, x ∈ Rn 7→ (xi ,(Mx+q)i) ∈ R2 is affine and(u,v) ∈
R2 7→min(u,v)∈R is concave. Hence, onX, Θ1 is concave as a sum of concave functions.

[(ii)] If M /∈ R0, there exists a nonzero directiond such that 06 d ⊥ (Md) > 0 (see
section2.2.9). ThenX is unbounded since, whenx∈ X 6= ∅, X contains the half-line of
pointsxt := x+ td for all t > 0. Now, fort > 0 sufficiently large andi ∈ J1,nK, there holds

min(xt
i ,(Mxt +q)i) =







xi if di = 0 and(Md)i > 0
(Mx+q)i if di > 0 and(Md)i = 0
min(xi ,(Mx+q)i) if di = 0 and(Md)i = 0.

ThereforeΘ1(x
t) is bounded whent →+∞, implying thatΘ1 is not coercive onX.

Suppose now thatM ∈ R0. ThenΘ is coercive (proposition5.1). Now the fact that
Θ1(x) = ‖H(x)‖1 on X and the equivalence of norms onRn imply that Θ1 is coercive
on X. 2

The concavity property ofΘ1 is interesting, since it implies that there will be no need
to use line-search to obtain monotonic decrease ofΘ1 at each iteration ; the unit step
size is always suitable provided it maintains the next iterate in the feasible setX. This
also implies that the global convergence of the algorithm will not be prevented by step-
sizes converging to zero, only the quality of the descent direction will intervene. Now,
minimizing a concave function on a polyhedron highlights the possible combinatorial
aspect of the formulation, which is less attractive. It is therefore important to identify a
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class of matrices for which this formulation does not introduce parasitic stationary points
(this is the subject of proposition5.13below).

The coercivity property ofΘ1 on X is also interesting, since any algorithm forcing
the decrease ofΘ1 on X at each iteration will generate bounded sequences, making the
convergence analysis easier. Recall thatR0 is a very large class of matrices, including the
P-matrices.

The next lemma gives another property ofP-matrices that will be used in the proof of
proposition5.13.

Lemma 5.12 If M is a P-matrix, then for any partition (I, J, K) ofJ1,nK, the system






xI = 0
(Mx+q)J = 0
06 xK ⊥ (Mx+q)K > 0.

(5.2.7)

has (at least) a solution.

PROOF. SinceMJJ is nonsingular as a principal submatrix ofM, the first two equations in
(5.2.7) yield

xJ =−M−1
JJ MJKxK −M−1

JJ qK.

Therefore the full system amounts to solving the following linear complementarity pro-
blem inxK :

06 xJ ⊥ Ms
JJxJ+

(
qK −MKJM−1

JJ qJ
)
> 0, (5.2.8)

whereMs
JJ := MKK −MKJM−1

JJ MJK.
SinceM(J∪K)(J∪K) is aP-matrix as a principal submatrix ofM andMs

JJ is aP-matrix
as the Schur complement ofMJJ in theP-matrix MJ∪K)(J∪K) (proposition5.9), the linear
complementarity problem (5.2.8) has a solution. 2

Below, we say thatd ∈ Rn is a feasible direction at x∈ X if x+ td ∈ X for some
t > 0 (and therefore for all sufficiently smallt > 0, by the convexity ofX). We denoted by
Sol(M,q) the set of solutions of the linear complementarity problem LC(M,q).
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Proposition 5.13 (no parasitic stationary point) If M is a P-matrix and if a point
x∈ X is such thatΘ′

1(x;d)> 0 for all feasible direction d at x, then x∈ Sol(M,q).

PROOF. Let A0, I0, andE three index sets defined by (5.2.2). By proposition5.12, the
following linear complementarity problem ind ∈ Rn







(x+d)A0 = 0
(Mx+q+Md)I0 = 0
06 (x+d)E ⊥ (Mx+q+Md)E > 0

(5.2.9)

has a solution, saŷd. Observe that, with the definition ofA0, I0 andE and the fact that
x∈ X :

(x+ d̂)A0∪E > 0, xI0 > (Mx+q)I0 > 0,

(Mx+q+Md̂)I0∪E > 0, (Mx+q)A0 > xA0 > 0.

Thenx+ td̂ > 0 andMx+q+ tMd̂ > 0 for somet > 0, which shows that the direction̂d
is feasible atx.

On the other hand, by the third condition in (5.2.9) andxE = (Mx+q)E, one has

0= min((x+ d̂)E,(Mx+q+Md̂)E) = xE +min(d̂E,(Md̂)E). (5.2.10)

Therefore

Θ′
1(x; d̂) = e⊤H ′(x; d̂)

= e⊤A0
d̂A0 +e⊤E min(d̂E,(Md̂)E)+e⊤I0(Md̂)I0 [proposition5.2]

= −e⊤A0
xA0 −e⊤ExE −e⊤I0(Mx+q)I0 [(5.2.9) and (5.2.10)]

= −Θ1(x). (5.2.11)

We can now conclude. Since, by assumption,Θ′
1(x;d) > 0 for all feasibled and sinced̂

has been shown to be feasible, it follows thatΘ′
1(x; d̂) > 0. Then, sinceΘ1(x) > 0 by the

feasibility ofx, (5.2.11) implies thatΘ1(x) = 0, meaning thatx∈ Sol(M,q). 2
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5.2.3.2 Search direction problem

Let us now design an algorithm for minimizingΘ1 on X. Let J ≡ J(x) by a "Jacobian"
atx of the nonsmooth mapx 7→ H(x) := min(x,Mx+q), whoseith line is

Ji =

{
Ii if i ∈ A= A0∪A1
Mi if i ∈ I = I0∪ I1,

(5.2.12)

where the index setsA0, I0, andE are defined by (5.2.2), andA1∪ I1 is an arbitrary partition
of E. We have denoted byIi (resp.Mi) the ith row of the identity matrix (resp. ofM).
Below, we shall say thatJ is associated with the index setA, which satisfiesA0 ⊂ A ⊂
A0∪E. A directiond is then defined as a solution to the linear optimization problem







inf e⊤Jd
x+d > 0
(Mx+q)+Md > 0.

(5.2.13)

It can be viewed as an SQP-like direction for problem (5.2.6), in which the "curvature"
information is neglected (see part III in [17, 2006] for an introduction to the SQP algo-
rithm). Note that the objective of (5.2.6) is not differentiable, so that its "curvature" is not
well defined, and that the constraints are affine. The optimality conditions of (5.2.13) can
be written 





(a) J⊤e−s−M⊤z= 0
(b) 06 (x+d)⊥ s> 0
(c) 06 (Mx+q+Md)⊥ z> 0,

(5.2.14)

wheres∈ Rn [resp.z∈ Rn] is the vector of multipliers associated with the constraint
x+d > 0 [resp.(Mx+q)+Md > 0].

Proposition 5.14 (well posedness and directional derivative) Let x∈ X. Then, pro-
blem (5.2.13) has a solution and any solution d to problem(5.2.13) is a non-strict
descent direction ofΘ1 at x that satisfies

−Θ1(x)6 Θ′
1(x;d)6 e⊤Jd6 0.
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PROOF. To show that the linear optimization problem (5.2.13) has a solution, it is suffi-
cient to show that it is feasible and that its lagrangian dualis feasible. Sincex ∈ X, the
problem is feasible (by takingd = 0). As for the dual, it can be written







sup−x⊤s− (Mx+q)⊤z
s> 0
z> 0
s+M⊤z= J⊤e.

(5.2.15)

This problem is clearly feasible : takesi = 1 if i ∈ A, si = 0 if i ∈ I andz= e−s. Therefore
problem (5.2.13) has a solution.

On the other hand, by proposition5.2, one has

Θ′
1(x;d) = e⊤H ′(x;d) = e⊤A0

dA0 +e⊤E min(dE,(Md)E)+e⊤I0(Md)I0. (5.2.16)

Now, by the inequality constraints of problem (5.2.13), d >−x andMd >−(Mx+q), so
that, min(dE,(Md)E)>−xE =−(Mx+d)E and becausee> 0, we obtain

Θ′
1(x;d)>−e⊤AxA−e⊤I (Mx+q)I =−Θ1(x).

To show thatΘ′(x;d) is nonpositive, we start with the expression in the right hand side of
(5.2.16) :

Θ′
1(x;d) 6 e⊤AdA+e⊤I (Md)I [eE > 0]

= e⊤Jd [definition ofJ]

6 0 [0 is feasible for (5.2.13)].

2

Remark 5.15 The proof of proposition5.14has shown that the boundΘ′
1(x;d)>−Θ1(x)

is essentially due to the constraints of(5.2.13).

Let us note that, ifx∈ X is a solution to LC(M,q), then the triple(d,s,z), with d = 0,
s= (eA,0I ), andz= (0A,eI ), is a solution to (5.2.14). This is clear for the complementarity
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conditions(b) and(c) sincexA and(Mx+q)I = 0 by the definition ofA andI , while for
(a), one has indeed

J⊤e−s−M⊤z=

(
eA+M⊤

IAeI

M⊤
II eI

)

−
(

eA

0I

)

−
(

M⊤
IAeI

M⊤
II eI

)

= 0.

Proposition5.16below shows a kind of reciprocal to this observation : ifx ∈ X is not a
solution to LC(M,q), then one can find aJ such thatd = 0 is not a solution to (5.2.13).

Proposition 5.16 (descent direction)If M is a P-matrix and if x∈X is not a solution
to LC(M,q), then for some matrix J∈ Rn×n satisfying(5.2.12), any solution d to
(5.2.13) satisfiesΘ′

1(x;d)< 0.

PROOF. Let (A0,E, I0) be the partition ofJ1,nK associated withx ∈ X by (5.2.2). Since
M ∈ P and sincex ∈ X is not a solution to LC(M,q), there is a feasible direction̂d at
x such thatΘ′

1(x; d̂) < 0 (proposition5.13). Therefore, one can choose at > 0 such that
xt := x+ td̂ satisfies

xt ∈ X, xt
A0

< (Mxt +q)A0, and xt
I0 > (Mxt +q)I0. (5.2.17)

Let us now determine a JacobianJ satisfying (5.2.12) at x :

Ji =

{
Ii if i ∈ A := {i : xt

i 6 (Mxt +q)i}
Mi if i ∈ I := {i : xt

i > (Mxt +q)i}.

By this definition ofA andI , and by (5.2.17), there hold

A0 ⊂ A⊂ A0∪E and I0 ⊂ I ⊂ I0∪E.

Therefore

Θ1(x)+ te⊤Jd̂ = e⊤AxA+e⊤I (Mx+q)I + te⊤Jd̂

= e⊤Axt
A+e⊤I (Mxt +q)I [definition ofJ]

= Θ1(x
t) [definitions ofA andI ].

This yieldse⊤Jd̂=Θ′
1(x; d̂)< 0. Now,td̂ is feasible for (5.2.13) (sincext ∈X by (5.2.17)),

so that any solutiond to the linear problem (5.2.13) verifiese⊤Jd6 e⊤J(td̂) < 0 and the
result follows from proposition5.14. 2
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5.3 A convergent algorithm

In this section, we give a detailed description of the algorithm we propose for solving the
linear complementarity problem (5.1.1).

Algorithm 5.17 The algorithm generates pairs(x,C ) formed of an iteratex∈
X and a collection of discarded index setsC = {A1, . . . ,Am}, where eachA=
Ai is a subset ofJ1,nK, with which we associate the closed convex polyhedron

PA := {x∈ X : xA 6 (Mx+q)A, xAc > (Mx+q)Ac}.

At the beginning, the first iteratex is given in X and C is set to∅. One
iteration, from(x,C ) to (x+,C+), works as follows.

1. If all the setsA such thatx∈ PA are inC , exit from the solver,
otherwise, pick an index setA /∈ C such thatx∈ PA.

2. SetJA := IA, JAc := MAc, and solve (5.2.13) for d.
3. If e⊤Jd< 0, setx+ := x+d andC+ :=∅ (the iteration is completed)

otherwise, setC := C ∪{A} and pursue the iteration at step 1.

Let us now give some comments on Algorithm5.17in order to get a better insight into
the method.

1. In step 3 : whend = 0, instead of settingC = ∅, one could setC = {A} if both
x andx+ are inPA, since then this one has already been explored by the finishing
iteration.

2. The algorithm copes with the combinatorics at the currentpoint in an inelegant
and straightforward manner, since it explores all the possible ways of dealing with
the indices inE, looking for a descent directiond, hence satisfyingΘ′(x;d) < 0.
Therefore, this algorithm is not polynomial.

3. The next iteratex+ ∈ X, sinced is defined as a solution to the linear optimization
problem (5.2.13), thenx+ = x+d > 0 and(Mx+q)+Md = Mx+q> 0.

The main interest of this algorithm is therefore to show thatglobal convergence is possible
with the min C-function (Theorem5.18) and aP-matrixM.
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5.3.1 Convergence

We are now ready to establish the global convergence of the algorithm described above.

Theorem 5.18 (convergence of algorithm5.17) If M is a P-matrix, then algo-
rithm 5.17 is well defined and generates a sequence that converges to theunique
solution toLC(M,q) in a finite number of iterations.

PROOF. SinceM ∈ P ⊂ S, the linear optimization problem (5.2.13) that must be solved
at each iteration has always a solutiond (proposition5.14), so that algorithm5.17is well
defined.

Let us now show that when the algorithm exits in step 1,x is the solution to the
problem. In the exit situation, for all the pseudo-Jacobians J associated with any setA
such thatx ∈ PA, the computed solutiond to (5.2.13) is such thate⊤Jd = 0 (otherwise
by the first option in step 3,C would have been set to∅ and the algorithm would have
generated an iterate different fromx). By proposition5.16, this means thatx is the solution
to LC(M,q).

Observe now that the algorithm cannot stagnate at a non-solution pointx, since after
a finite number of iterations it has explored all the possibleindex setsA such thatx∈ PA

and then either terminates in step 1 with a solution or goes toa different point in step 3.
Let us now show that, the iteratex+ following x is such that

Θ1(x
+)6 min{Θ1(x) : x∈ PA} and Θ1(x

+)< Θ1(x). (5.3.1)

Observe first that the very definition of the stepx+−x by (5.2.13) shows thatx+ minimizes
on X2 the functionϕA : z 7→ Θ1(x)+e⊤J(z− x), in which J is determined in (5.2.12) by
the choice of an index setA such thatx∈ PA. Observe also thatΘ1 = ϕA on PA, since for
z∈ PA :

ϕA(z) = Θ1(x)+e⊤J(z−x)

= e⊤AxA+e⊤I (Mx+q)I +e⊤A(z−x)A+e⊤I MI(z−x) [x∈ PA]

= e⊤AzA+e⊤I (Mz+q)I

= e⊤min(z,Mz+q) [z∈ PA]

= e⊤H(z)

= Θ1(z). (5.3.2)
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Now, becausex+ may not be inPA, the first inequality in (5.3.1) is not straightforward ; it
results from

Θ1(x
+) 6 Θ1(x)+Θ′

1(x;x+−x) [concavity ofΘ1 (proposition5.11)]

6 Θ1(x)+e⊤J(x+−x) [proposition5.14] (5.3.3)

= ϕA(x
+) [definition ofϕA]

= min{ϕA(x) : x∈ X2} [x+ minimizesϕA on X2]

6 min{ϕA(x) : x∈ PA} [PA ⊂ X2]

= min{Θ1(x) : x∈ PA} [Θ1 = ϕA onPA by (5.3.2)],

while the second inequality in (5.3.1) results from (5.3.3) and the fact thate⊤J(x+−x)< 0
(step 3 of the algorithm).

One can now conclude the convergence proof. Observe first that any iterate, sayx′,
following x+, if any, is not inPA (sinceΘ1(x

′) < Θ1(x
+) 6 min{Θ1(x) : x∈ PA}). Then,

because there is a finite number of polyhedra likePA, the algorithm will end up with an
iteratex in a polyhedronPA containing the solution. In that case, sincex+ minimizesΘ1

on PA, x+ is the solution to the problem. Hence, the solution is found in a fnite number of
iterations. 2

5.4 Numerical examples

In this section, we present some numerical results for algorithm 5.17, which have been
tried to several examples. We have implemented the algorithm in MATLAB and the ter-
mination criterion used is||H(xk)||6 10−7.

The first two examples consists of LCP’s with matricesM for which the plain Newton-
min algorithm3.1 cycles (see section3.3). The first example (example3.2) is defined in
section3.3.1, we have takenα = 2. The second example (example3.5) is defined in the
section3.3.2. For the parameters, we have taken the valuesα = 4/3 andβ = 1/2. In these
cases, algorithm5.17converges in just one iteration for several values of the dimensionn
as indicated by Table5.4.1.
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`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`̀

Dimension
Example

Example3.2 Example3.5

n= 50 1 1
n= 100 1 1
n= 200 1 1
n= 500 1 1

Table 5.4.1 – Number of iterations for example3.2and example3.5

As can be seen from Table5.4.1, our algorithm has no difficulties to solve these pro-
blems.

Example 5.19 Murty’s example ([103, 1988])

M1 =










1 2 2 · · · 2
0 1 2 · · · 2
0 0 1 · · · 2
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1










and q=−1.

Obviously, the matrix M1 is aP-matrix ; and even aPSD-matrix (since M+M⊤ = 2ee⊤,
so that x⊤Mx= 1

2x⊤(M+M⊤)x= (e⊤x)2 > 0). The chosen starting point is x0 = 0 and
the solution to this problem is x∗ =

(
0, . . . ,0,1

)
.

Example 5.20 Fathi’s example ([39, 1979])

M2 =










1 2 2 · · · 2
2 5 6 · · · 6
2 6 9 · · · 10
...

...
...

. . .
...

2 6 10 · · · 4(n−1)+1










and q=−1.

Since M2=M1M⊤
1 and M1∈P, M2 is symmetric positive definite. Hence, M2 is aP-matrix.

The solution to this problem is x∗ =
(
1,0, · · · ,0

)
. The chosen starting point is x0 = 0.
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Examples5.19 and5.20 are standard test problems for which Lemke’s pivot algo-
rithm [86] is known to run in exponential time ; see [103, 1988, chapter 6]. Further-
more, the number of iterations needed by the algorithm of Harker and Pang [60] (see
section5.2.2) seems to increase exponentially with the dimensionn of these problems. On
the other hand, the number of iterations needed by our algorithm to solve problem5.19
for several values of the dimensionn is indicated in Table5.4.2. Table5.4.3reports the
results of running the algorithm5.17on Fathi example5.20. As one can see from the
tables, our algorithm takes very few iterations to convergeto the solutions. On the other
hand, our algorithm clearly outperforms Harker and Pang’s method

`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`̀

Dimension
Algorithm

Harker and Pang Algorithm 5.17

n= 8 9 1
n= 16 20 1
n= 32 72 1
n= 64 208 1
n= 128 > 300 1

Table 5.4.2 – Number of iterations for Murty’s example5.19

`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`̀

Dimension
Algorithm

Harker and Pang Algorithm 5.17

n= 8 8 2
n= 16 16 2
n= 32 32 2
n= 64 65 2
n= 128 63 2

Table 5.4.3 – Number of iterations for Fathi’s example5.20

Example 5.21 In this example, M1, M2, and q are the same as in Murty’s example5.19
and Fathi’s example5.20, and the starting point x0 is randomly generated with entries
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in [−1000,1000]. For each values of n, ten examples have been generated in this way and
the average of the iterations needed by our algorithm are summarized in Table5.4.4.

`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`̀

Dimension
Example

Murty’s example Fathi’s example

n= 50 1 5
n= 100 1 7
n= 200 1 11
n= 500 1 13

Table 5.4.4 – Number of iterations for randomly generated starting point.

One observe that convergence occurs rapidly, despite the distance of the first iterate from
the solution. Of course other experiment should be undertaken to assert the quality of the
algorithm. We plan to do so in a next future.

5.5 Conclusion and perspectives

In this chapter, we have derived a new method for solving the linear complementarity
problem LC(M,q) with aP-matrix. We have demonstrated that this method is robust easy
to describe, and simple to implement. It is globally convergent and the numerical results
reported above show that its performance is better than the ones of Harker and Pang’s
method. So, the algorithm5.17is a useful tool for solving LC(M,q) with a P-matrix. On
the other hand, since it explores all the possible ways of dealing with the indices inE, this
algorithm is not polynomial.

The work presented in this chapter can be pursued along at least two directions. One
possibility is to modify the algorithm in order to find a polynomial algorithm to solve the
LCP with a P-matrix, for example, by selecting the descent piece in a clever manner in
order to avoid exploring all of them. Another possibility isto modify the globalization
technique and to use trust regions instead of the line-search technique.
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Deuxième partie

Écoulement liquide-gaz en milieu
poreux
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La seconde partie de ce mémoire, qui regroupe les chapitres6 à 9, traite des écou-
lements diphasiques en milieu poreux et plus particulièrement du cas du mélange eau-
hydrogène dans le cadre de l’étude du stockage des déchets radioactifs en milieu géolo-
gique. On y élabore un modèle mathématique utilisant des conditions de complémentarité
non linéaires décrivant ces écoulements. Une méthode de résolution efficace et un solveur
robuste pour les problèmes de complémentarité non linéaires sont construits. Ce travail
donne lieu à la simulation des cas-tests proposés par le GNR MoMaS1 et l’ANDRA 2.

Nous présentons, dans le chapitre6, une formulation permettant d’éviter la dégénéres-
cence mathématique lors de la disparition de la phase gazeuse. Dans le chapitre7, nous
proposons ainsi une méthode de résolution et un solveur pource problème. Nous présen-
tons également différents cas-tests permettant de montrerle bon traitement de l’apparition
et de la disparition de la phase gazeuse et l’éfficacité de notre solveur (voir chapitres8
et9). Nous comparons les résultats obtenus lors du benchmark « Écoulement diphasique »
dans le cadre du GNR MoMaS.

1. Le Groupement MoMaS : Modélisations Mathématiques et Simulations Numériques liées aux pro-
blèmes de gestion des déchets nucléaires [114]

2. Agence Nationale pour la gestion des Déchets Radioactifs[5]
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Chapitre 6

Écoulement diphasique avec échange
entre les phases comme un problème de
complémentarité non linéaire

Nous présentons dans ce chapitre une formulation mathématique consistante qui per-
met de décrire un mélange eau-hydrogène dans un milieu poreux en présence de deux
phases liquide et gaz, mais aussi lorsque la phase gaz est absente. L’approche proposée
conduit à un problème d’équations aux dérivées partielles non linéraires avec des condi-
tions de complémentarité non linéaires.

6.1 Problématique

Comme toute activité industrielle, l’industrie nucléaireproduit des déchets. L’objectif
fondamental de la gestion à long terme des déchets est de protéger, sur une très grande
durée, l’homme et l’environnement des risques associés à ces déchets. Des précautions
considérables sont prises pour les gérer. Ceux-ci sont, bien entendu, soumis à une régle-
mentation très précise et à des contrôles fréquents et approfondis.

Le stockage consiste à confiner ces déchets dans une formation géologique profonde
pour s’opposer à la dissémination des radionucléides qu’elle contient. Ce confinement
devra s’effectuer sur des grandes échelles de temps (jusqu’à plusieurs centaines de mil-
liers d’années), de manière passive, c’est-à-dire sans nécessiter de maintenance ou de
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surveillance à très long terme.
Le travail de cette partie s’inscrit dans le contexte du projet de stockage en forma-

tion géologique profonde de déchets radioactifs à haute activité et vie longue. Les études
inhérentes au stockage de déchets en formation géologique profonde menées par l’AN-
DRA s’appuient sur les caractéristiques du site et s’attachent à évaluer les conditions dans
lesquelles on pourrait construire, exploiter et surveiller un site de stockage.

Un site de stockage géologique présente une grande diversité de phénomènes phy-
siques. Un aspect problématique est la production, par le stockage lui-même, d’hydrogène
issu de la dégradation chimique de certains matériaux du stockage. Ce phénomène génère
une certaine quantité d’hydrogène et peut s’étaler sur une longue période de temps. Cet
hydrogène peut être dissous dans l’eau résidente ou être sous forme gazeuse. L’objectif de
la modélisation est donc de comprendre ce qui adviendra de cet hydrogène, son éventuelle
accumulation et sa migration.

Dans un premier temps la quantité d’hydrogène produite serafaible, l’hydrogène sera
dissous, il n’y aura qu’une phase liquide et l’écoulement sera monophasique. Mais dans
un deuxième temps, l’hydrogène apparaîtra aussi sous formegazeuse et l’écoulement
sera diphasique liquide-gaz. Dans un troisième temps, lorsque la production d’hydrogène
s’arrêtera et que l’hydrogène aura migré, la phase gazeuse disparaîtra et l’écoulement
redeviendra monophasique. Ces changements sont locaux.

Pour rendre compte de ces apparitions et disparitions de phases nous introduirons
une formulation élégante et efficace utilisant des contraintes de complémentarité. (voir
chapitre7). Nous proposons ainsi une méthode de résolution et un solveur pour cette
formulation. Nous présenterons également différents cas tests permettant de montrer le
bon traitement de l’apparition et de la disparition de la phase gazeuse.

6.2 Physique du problème

On décrit dans cette section les différents phénomènes dansle transport dans un milieu
poreux saturé par « un fluide » composé de deux phases comprenant deux composants.
Dans notre cas, la migration de l’hydrogène au sein d’un sitede stockage géologique, les
deux phases considérées sont la phase liquide et la phase gazeuse ; les deux composants
considérés sont l’eau (constituant essentiel de la phase liquide) et l’hydrogène (constituant
essentiel de la phase gazeuse). Pour chaque composant, deuxtypes de transports sont pos-
sibles au sein d’une phase :la convectiondue à l’écoulement de la phase etla diffusion
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due aux différences de concentration du composant dans la phase. De plus l’interaction
des deux phases fait intervenir deux phénomènes supplémentaires : d’une part un phé-
nomène capillaire, au niveau des pores, qui impose une différence entre les pressions de
chaque phase, et d’autre part un phénomène thermodynamiquequi relie les compositions
de chaque phase [95].

Les écoulements souterrains s’intéressent à la circulation de l’eau à travers les pores
d’un sol ou une roche déformable. Il y a une forte interactionentre l’eau et le comporte-
ment des sites de stockage souterrain des déchets nucléaires.

Trois hypothèses essentielles sont faites dans la modélisation physique qui suit : le
milieu poreux est supposé indéformable ; la température du fluide est supposée constante ;
le fluide est supposé être à l’équilibre thermodynamique à chaque instant.

6.2.1 Le milieu poreux

Un milieu poreux est un milieu composé d’une matrice solide et d’un espace vide
pouvant être occupé par un ou plusieurs fluides. On observe cemilieu poreux à une échelle
telle qu’on peut le considérer comme un milieu continu. Un point de l’espace représente
un volume élémentaire représentatif (VER) de mileu poreux et on définit la porosité en ce
point comme le rapport dans ce volume élémentaire entre le volume de pore où les fluides
peuvent circuler et le volume total de ce volume élémentaire(volume de pore + volume de
roche). On note cette quantitéφ et l’on suppose qu’elle ne dépend que de l’espace (milieu
poreux indéformable).

Lorsque l’espace poreux est occupé par une seule phase fluide(liquide ou gaz), l’écou-
lement est dit monophasique et lorsqu’il est occupé par plusieurs phases fluides, l’écoule-
ment est dit multiphasique.

6.2.2 Deux phases et deux composants dans un écoulement en milieu
poreux

L’ écoulement que nous considérons est supposé composé de deux phases, phase li-
quide et phase gaz, avec deux composants, l’eau et l’hydrogène. Les quantités relatives
aux phases seront munies de l’indicei = ℓ pour la phase liquide oui = g pour la phase
gazeuse, et les quantités relatives aux composants seront munies de l’indicej = w pour
le composant eau ouj = h pour le composant hydrogène. Pour chaque phasei = ℓ, g, on
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notepi sa pression etρi sa densité massique. On définit enfin la saturation de la phaseisi

comme le rapport entre le volume occupé par la phasei et le volume total de pore pour un
volume élémentaire représentatif. Puisque le volume poreux est entièrement occupé par
les fluides , on a la relation suivante

sℓ+sg = 1, 06 si 6 1, i = ℓ, g.

Chaque phase est-elle même constituée de deux composants : eau et hydrogène. La com-
position de chaque phasei peut être caractérisée par les concentrations massiques des
composants eau et hydrogène au sein de cette phase. On noteraρ i

j la concentration mas-
sique du composantj = w, h, dans la phasei = ℓ, g. La densité massique de chaque
phase correspond à la somme des concentrations massiques detous les composants qu’elle
contient. On a donc

ρi = ρ i
w+ρ i

h, i = ℓ,g.

6.2.3 Conservation de la masse pour chacun des composants

Dans chaque phase, la migration du composantj est due pour une part au transport
par l’écoulement de la phase et pour une autre part à la diffusion moléculaire au sein
de la phase. On a donc les équations aux dérivées partielles suivantes, qui traduisent la
conservation de la masse pour l’eau et l’hydrogène,

∂
∂ t

(φρℓwsℓ+φρg
wsg)+div(ρℓ

wqℓ+ρg
wqg+Jℓw+Jg

w) = Qw,

∂
∂ t

(φsℓρℓ
h+φsgρg

h)+div(ρℓ
hqℓ+ρg

hqg+Jℓh+Jg
h) = Qh,

(6.2.1)

où Q j , j = w, h, est le débit de composantj sortant,qℓ et qg sont les vitesses de Darcy
des phases liquide et gazeuse etJi

j est le flux diffusif effectif du composantj, j = w, h,
dans la phasei, i = ℓ, g. Les expressions deqi et Ji

j seront donńdes dans les paragraphes
suivants.

6.2.4 La loi de Darcy généralisée

L’écoulement monophasique dans un milieu poreux saturé estdécrit par la loi de
Darcy. Pour un fluide de densité massiqueρ, de viscosité dynamiqueµ et de pression
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p la loi de Darcy exprimeq, la vitesse d’écoulement du fluide saturant, par

q =− 1
µ

K(x)(∇ p−ρg∇ z),

oùg est l’accélération de la pesanteur etK(x) le tenseur de perméabilité intrinsèque abso-
lue du milieu poreux au pointx et z la cote au point d’espacex. La loi de Darcy-Muskat
généralise cette relation aux écoulements multiphasiquesen introduisant une notion de
fonction de perméabilité relative qui s’écrit

qi =−K(x)
kr i(si)

µi
(∇ pi −ρig∇ z), i = ℓ,g, (6.2.2)

où kr i(si) est la fonction de perméabilité relative de la phasei, c’est une fonction à valeur
dans[0;1], croissante et qui satisfait les deux égalités suivantes :

kr i(si = 0) = 0 et kr i(si = 1) = 1.

En d’autres termes, la loi de Darcy-Muskat est similaire à laloi de Darcy à la différence
que la perméabilité absolueK est remplacé par une perméabilité "effective"K(x)kr i . La
figure6.2.1représente l’allure des courbes dekr ℓ etkr g.
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Figure 6.2.1 – Modèle de van Genuchten pour la perméabilité relative.
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6.2.5 Diffusion moléculaire

NotonsM j la masse molaire du composantj, on définitci
i la concentration molaire du

composantj dans la phasei par

ci
j =

ρ i
j

M j , j = w,h, i = ℓ,g.

La concentration molaire de la phase est alors la somme des concentrations molaires des
composants présents dans la phase ; dans le cas eau/hydrogène, on a donc

ci = ci
w+ci

h =
ρ i

w

Mw +
ρ i

h

Mh , i = ℓ,g.

Et la fraction molaire du composantj dans la phasei est le rapport de la concentration
molaire du composant sur la concentration molaire de la phase :

χ i
h =

ci
h

ci
, χ i

w =
ci

w

ci
; χ i

w+χ i
h = 1, i = ℓ,g. (6.2.3)

Finalement, on définit le flux diffusif massique du composantj dans la phasei (voir
équations (6.2.1)), par

Ji
j =−φM jsiciD

i
j ∇ χ i

j , j = w,h, i = ℓ,g.

où Di
j est le coefficient de diffusion moléculaire du composantj dans la phasei. Remar-

quons enfin que la diffusion moléculaire dans une phase n’apporte aucune contribution au
déplacement globale de cette phase, i.e.

Ji
h+Ji

w = 0. (6.2.4)

Dans notre cas, la relation (6.2.3) implique que∇ χ i
w =−∇ χ i

h.

6.2.6 Pression capillaire

De manière générale, la pression capillaire est définie comme la différence des pres-
sions de deux fluides immiscibles de part et d’autre de l’interface les séparant. Cette dif-
férence est due à la courbure de l’interface, la pression du fluide du côté concave de
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l’interface étant supérieure à celle du côté convexe. Dans un tube (ou dans un pore), le
sens de la courbure de l’interface entre les deux fluides provient de la capacité plus ou
moins grande de chaque fluide à "mouiller" la paroi solide. Ainsi dans le cas liquide/gaz,
le liquide est (à de rares exceptions près) le fluide le plus mouillant et donc la pression du
gaz est supérieure à celle du liquide. Les expérimentationsfont néanmoins apparaître que
la pression capillaire dépend essentiellement de la saturation et ceci d’une manière mo-
notone. Plusieurs facteurs affectent les propriétés capillaires des milieux poreux, parmi
lesquels on peut peut noter : la dimension et la distributiondes pores ; les fluides et les
solides impliqués. Dans toute la suite, on exprimera la pression capillaire comme une
fonction univoque de la saturation. Pour une configuration liquide-gaz, on définit donc

pc(sℓ) = pg− pℓ > 0.

Toujours dans le cas liquide/gaz, on observe qu’il existe une saturation résiduelle en li-
quide,sl ,res, qui correspond à la saturation où le liquide ne forme plus une phase continue
dans les pores et ne peut alors plus s’écouler. La perte de continuité hydraulique implique
que la pression capillaire peut croître indéfiniment sans pour autant réduire la saturation
du liquidesℓ sous sa valeur résiduellesl ,res. Autrement dit, on a

lim
s→sl ,res
s>sl ,res

pc(sℓ) = +∞.

La pression capillaire est une fonction décroissante. Dansle modèle de van Genuch-
ten [51] la pression capillaire s’annule pour la saturation en eau maximale avec une pente
verticale. La figure6.2.2représente l’allure d’une courbe de pression capillaire.

6.3 Modélisation

6.3.1 Hypothèses physiques du modèle

Nous avons présenté, dans la section précédente, l’ensemble des phénomènes phy-
siques impliqués dans l’écoulement diphasique eau/hydrogène en milieux poreux. Cette
modélisation physique suppose que le milieu poreux est indéformable (porosité constante).
Des hypothèses simplificatrices ont aussi été introduites,nous avons supposé

• que l’écoulement du mélange fluide est isotherme, i.e. la températue est constante
en tous points et en tous temps,
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Figure 6.2.2 – Modèle de van Genuchten pour la pression capillaire.

• que l’eau est incompressible, i.e.ρℓ
w est constante en tous points et en tous temps,

• que le gaz est légèrement compressible i.e.ρg =Cgpg oùCg est une constante de
compressibilité,

• que l’eau n’est présente que dans la phase liquide tandis quel’hydrogène peut être
présent dans les deux phases i.e.

ρg
w = 0, ρg = ρg

h, χg
h =

cg
h

cg
= 1, χg

w = 0, Jg
h = Jg

w = 0.

Et on a aussi d’après la relation (6.2.4), Jℓh =−Jℓw.

• que pour la phase liquide, l’eau est le solvant et l’hydrogène le soluté et que la
solution liquide est une solution diluée idéale. Ceci impliquecl

h ≪ cl
w, et on aura

donc

χ ℓ
h =

cℓh
cℓ

=
cℓh

cℓh+cℓw
≈ cℓh

cℓw
=

Mw

Mhρℓ
w

ρℓ
h.
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6.3.2 Équations de l’écoulement

En intégrant les hypothèse simplificatrices présentées dans la section6.3.1aux équa-
tions de conservation de la masse de chaque composant (6.2.1), on obtient les équations
simplifiées suivantes

∂
∂ t

(φρℓwsℓ)+div(ρℓ
wqℓ−Jℓh) = Qw,

∂
∂ t

(φsℓρℓ
h+φsgρg

h)+div(ρℓ
hqℓ+ρg

hqg+Jℓh) = Qh.

(6.3.1)

Étant donné que le problème se pose dans un régime où la phase liquide sera toujours pré-
sente (seule la phase gazeuse peut être amenée à disparaître), il est commode de prendre
comme inconnue principale, outre la saturation de la phase liquidesℓ, la pression dans la
phase liquidepℓ.

6.3.3 Formulation utilisant la loi de Henry

Concernant les échanges entre phases, la quantité d’hydrogène dissout dans la phase
liquide en présence de la phase gazeuse est donnée par la loi de Henry

H pg = ρℓ
h, avec H = H̃(T)Mh.

où H̃(T) est la constante de Henry et

ρℓ
h =

Mhρℓ
w

Mw χ ℓ
h =Cℓ χ ℓ

h avec Cℓ =
Mhρℓ

w

Mw .

Pour traiter en même temps le cas où la phase gazeuse n’existepas, on peut formuler le
problème sous la forme d’un problème de complémentarité de la façon suivante. En effet,
soit la phase gazeuse existe, 1−sℓ > 0 et la loi d’Henry s’applique, soit la phase gazeuse
n’existe pas,sℓ = 1, pc(sℓ) = 0 etH pℓ−ρℓ

h > 0 ce qui signifie que pour une pression dans
la phase liquide donnéepℓ la densité massique d’hydrogène est trop petite pour que l’hy-
drogène soit partiellement gazeux, ou encore que, pour une densité massique d’hydrogène
donnéeρh

ℓ la pressionpℓ est trop grande pour que l’hydrogène soit partiellement gazeux.
On obtient ainsi les contraintes de complémentarité

(1−sℓ)
(

H(pℓ+ pc(sℓ))− Cℓ χ ℓ
h

)
= 0, 1−sℓ > 0, H(pℓ+ pc(sℓ))−Cℓ χ ℓ

h > 0.

(6.3.2)
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Figure 6.3.1 – Diagramme de phase usuel.

Ainsi le problème de la dissolution de l’hydrogène dans l’eau peut être formulé sous
la forme d’un problème de complémentarité avec comme inconnues principalessℓ, pℓ, χ ℓ

h
avecsℓ, χ ℓ

h des quantités comprises entre zéro et un, le problème étant singulier ensℓ = 1
à cause de la tangente verticale de la pression capillaire ence point.

Pour justifier cette formulation en terme de conditions de complémentarité, on peut
utiliser un diagramme de phase.

6.3.4 Diagrammes de phase

Le diagramme de phase [65] est une figure telle que celle représentée sur la figure6.3.1
où une courbef (C;P) = 0 sépare les zones où le système est monophasiquef (P;C)> 0
- liquide ou gaz - de celles où le système est diphasiquef (P;C) < 0 - liquide+ gaz.
Il permet de répartir deux composants, par exemple l’hydrogène et l’eau, entre les deux
phases liquide et gaz. Les variablesP etC sont définies dans le tableau6.3.1. On notera
que ces variables et la saturation sont continues au traversde la courbef (P,C) = 0. Dans
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liquid liquid + gas gas
sℓ = 1 0< sℓ < 1 sℓ = 0

P pℓ pg = pℓ+ pc(sℓ) pg

C ρℓ
h ρℓ

h+ρg ρg

Table 6.3.1 – Définitions des variablesP etC dans les zones monophasique et diphasique.

la suite, on va se concentrer sur l’interface entre la zone liquide et la zone diphasique. La
loi de Henry n’est définie que dans la zone diphasique. Dans cette zone, on a donc

HP−C= H pg− (ρℓ
h+ρg) =−ρg < 0.

et lorsqu’on tend vers la limite de séparation entre les zones liquide et diphasique, on
a HP−C = −ρg → 0. Au dessus de cette droite se trouve la zone liquideHP−C =

H pℓ −ρℓ
h > 0. Ainsi, l’utilisation de la loi de Henry revient à remplacer la partie de la

courbe de séparationf (C;P) = 0 qui sépare la zone liquide de la zone diphasique par la
droiteHP−C= 0. Ceci correspond au diagramme de phase de la figure6.3.2.

6.3.5 Problème de complémentrarité non linéaire

Puisque la phase liquide sera toujours présente, on choisitcomme inconnues princi-
palessℓ, pℓ ainsi queχ ℓ

h.

Notree problème s’écrit donc sous la forme du système suivant, formé d’équations
aux dérivées partielles non linéaires et de conditions de complémentarité non linéaires
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Figure 6.3.2 – Diagramme de phase usuel.

suivantes

∂
∂ t

(ρℓ
wφsℓ)+div(ρℓ

wqℓ−Jℓh) = Qw,

∂
∂ t

(φsℓCℓ χ ℓ
h+φ(1−sℓ)Cg(pℓ+ pc(sℓ)))+div(Cℓ χ ℓ

hqℓ+Cg(pℓ+ pc(sℓ))qg+Jℓh) = Qh,

qℓ =−K(x)kℓ(sℓ)(∇ pℓ− (ρℓ
w+Cℓ χ ℓ

h)g∇ z),

qg =−K(x)kg(1−sℓ)(∇ (pℓ+ pc(sℓ))−Cg(pℓ+ pc(sℓ))g∇ z),

jℓh =−Mhφsℓ (
ρℓ

w

Mw
+

Cℓ

Mh
χ ℓ

h)D
ℓ
h ∇ χ ℓ

h,

(1−sℓ)
(
MhH(pℓ+ pc(sℓ))−Cℓ χ ℓ

h

)
= 0, 1−sℓ > 0, H(pℓ+ pc(sℓ))−Cℓ χ ℓ

h > 0.
(6.3.3)

D’une part, lors de l’apparition et la disparition de la phase gazeuse, cette formu-
lation permet de modéliser le passage d’un écoulement monophasique à un écoulement
diphasique et vice versa. D’autre part, grâce au choix pertinent des inconnues principales
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(sℓ, pℓ, χ ℓ
h), ces différents types d’écoulement possèdent les mêmes variables.
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Chapitre 7

Problème de complémentarité non
linéaire

7.1 Présentation du problème

De nombreux problèmes non linéaires contiennent des conditions de complémentarité
qui sont de la forme :

F(x)⊤G(x) = 0, F(x)> 0, G(x)> 0.

où F et G : Rn → Rp (p6 n) sont des fonctions non linéaires différentiables des incon-
nuesx. On peut citer les problèmes de contact, de changement de phase, de dissolution-
précipitation et d’écoulement gaz-liquide avec apparition ou disparition d’une phase (voir
chapitre6).

Dans cette dernière discipline, ces problèmes sont souventrésolus numériquement de
façon empirique en annulant certaines de leurs composantesde manière complémentaire,
en testant au cours des itérations de Newton si le bon choix decomposantes nulles à
été fait et en espérant avoir la positivité à la convergence.Ces méthodes se heurtent à la
combinatoire représentée par les 2p manières d’annuler les composantes deF(x) et de
G(x) de manière complémentaire. Elles ne reposent pas sur une analyse précise et sont
d’ailleurs souvent mises en défaut.

Les méthodes de résolution des problèmes de complémentarité ont connu un essor
important ces dernières années suites aux travaux des numériciens [20, 94, 57, 84]. L’état
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de l’art est maintenant décrit dans des articles de synthèseet monographies, y compris
lorsque l’optimisation entre en jeu [70, 105, 38, 104]. On y trouve essentiellement trois
techniques : les techniques d’activation [70], les approches par points intérieurs [7, 8, 126]
les méthodes de l’analyse non lisse [104, 105, 38]. La première technique est souvent
considérées comme moins efficaces que les deux autres, si l’on ne dispose pas d’une esti-
mation des functions actives (c’est-à-dire nulles) en la solution. Lorsque les systèmes non
linéaires à résoudre sont issus de la discrétisation en espace et en temps d’une équation
d’évolution, comme dans notre cas, les bornes actives (localisées en espace) au temps
précédent sont souvent une bonne estimation de celles qui lesont au temps courant. Notre
travail considère la troisième famille des techniques numériques.

Dans le contexte décrit ci-dessus, il y a plusieurs difficultés non classiques. La pre-
mière difficulté provient de certains modèles de pression capillaire ou de perméabilité
relative, tels que ceux de Van Genuchten (voir les figures6.2.1et 6.2.2), dans lesquels
les non-linéarités sont des fonctions de la saturation qui présentent des tangentes verti-
cales aux extrémités des intervalles de définition. Les problèmes contraints représentent
une deuxième difficulté puisque la saturation ou la fractionmolaire sont des quantités
comprises entre 0 et 1. La résolution des problèmes de complémentarité est une troisième
difficulté. Un des objectifs de cette partie est de proposer un algorithme alliant efficacité et
robustesse, du type Newton non lisse, permettant de résoudre le problème de changement
de phase en considération (voir le chapitre6). Cet algorithme est implémenté, en Matlab,
sous la forme d’un solveur, qu’on appelle Newton-min.

7.2 Formulations canoniques des problèmes de complé-
mentarité non linéaires

7.2.1 De la complémentarité aux inéquations variationnelles

Dans cette section, nous nous intéressons aux formulationséquivalentes d’un pro-
blème de complémentarité non linéaire de manière à les situer comme des cas particuliers
des problèmes d’inéquations variationnelles.

La formulation qui nous intéresse est la suivante

{
H(x) = 0
06 F(x)⊥ G(x)> 0,

(7.2.1)
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oùF :Rn→Rp, G :Rn→Rp, H :Rn→Rn−p et la deuxième relation exprime que les vec-
teursF(x) et G(x) doivent avoir leurs composantes positives et doivent être orthogonaux
(pour le produit scalaire euclidien). Les dimensions sont liées au fait que les contraintes de
complémentarité comptent pourp relations (Fi(x)Gi(x) = 0 pouri = 1, . . . , p, tandis que
la positivité deF(x) et G(x) n’intervient pas dans le décompte des équations) et que l’on
a besoin den équations pour déterminer lesn inconnuesx∈ Rn. On pourrait augmenter
la souplesse du modèle en y ajoutant des inégalités, mais nous n’en avons pas eu besoin.

Le problème défini par la formulation (7.2.1) est un cas particulier du problème géné-
ral de complémentarité non linéaire

06 F∗(x)⊥ G∗(x)> 0. (7.2.2)

En effet, la formulation (7.2.1) peut se réécrire sous la forme

06

(
F(x)
H(x)

)

⊥
(

G(x)
1n−p

)

> 0,

où 1n−p est le vecteur deRn−p dont toutes les composantes valent 1. D’un point de vue
numérique, il est plus efficace de considérer directement (7.2.1) en se passant de l’artifice
ci-dessus, puisqu’alors la combinatoire porte sur un vecteur plus petit (de dimensionp
plutôt quen).

On peut encore réécrire le problème de complémentarité (7.2.2), sous la forme

06 x⊥ F∗∗(x)> 0. (7.2.3)

Il est clair que (7.2.3) est un cas particulier de (7.2.2), obtenu en prenant l’identité pourG.
Inversement, (7.2.2) peut s’exprimer comme un problème (7.2.3) par

06









u
v
y
a
b









⊥









0
0

G(u−v)
y−F∗(u−v)
−y+F∗(u−v)









> 0,

où on a décomposéx en u− v avecu et v positifs,a et b sont des variables auxiliaires
sans signification et les deux dernières relations sont utilisées pour imposery = F∗(x).
Ici aussi l’écriture de (7.2.2), et a fortiori de (7.2.1), sous la forme (7.2.3) se paie par une
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augmentation du nombre des conditions de complémentarité et donc de la combinatoire
du problème, ce qui devrait détériorer l’efficacité numérique.

Les problèmes équivalents (7.2.1), (7.2.2) et (7.2.3) sont des cas particuliers dupro-
blème d’inégalités variationnelles[38]. Un tel problème s’écrit

{

x∈ K

F∗∗(x)⊤(y−x)> 0, ∀y∈ K,
(7.2.4)

où F∗∗ : Rn → Rn et K est une partie deRn. En fait, le problème d’inéquations variation-
nelles (7.2.5) est équivalent à un problème de complémentarité siK est un cône.

Observons d’abord que, lorsqueK est un cône, le problème (7.2.4) devient

K ∋ x⊥ F∗∗(x) ∈ K+, (7.2.5)

qui signifie quex ∈ K, F∗∗(x) ∈ K+ := {y ∈ Rn : y⊤x > 0, ∀x ∈ K} (le cône dual po-
sitif de K) et x est orthogonal àF∗∗(x). Pour obtenir (7.2.5) à partir de (7.2.4), il suf-

fit en effet de prendrey =
x
2
∈ K et y = 2x ∈ K pour voir quex⊤F∗∗(x) = 0 ; on en

déduit quey⊤F∗∗(x) > 0 pour touty ∈ K, ce qui montre queF∗∗(x) ∈ K+. La réci-
proque (7.2.5) ⇒ (7.2.4) est évidente.

Maintenant, en considérant le problème (7.2.5), on voit que (7.2.3) est un cas particu-
lier de (7.2.5) obtenu lorsqueK est l’orthant positifRn

+ := {x∈ Rn : x> 0}.

7.2.2 Transformation en problème d’inéquation variationnelle

Nous avons vu que le problème (7.2.1) peut s’écrire comme un problème d’inéqua-
tions variationnelles avec un ensemble coniqueK au moyen des transformations (7.2.1)→
(7.2.2) → (7.2.3) → (7.2.5). Procéder de la sorte conduisait à un problème d’inéquations
variationnelles de grande taille. Nous présentons ci-dessous une transformation de ce type
mais plus compacte. Concernant cette formulation, on prendK := Rn×Rp

+







(
x,u
)
∈ K





(
H(x)

G(x)−u

)

F(x)





⊤
(

y−x
v−u

)

> 0, ∀
(
y,v
)
∈ K,

(7.2.6)
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Nous montrons que les formulations (7.2.1) et (7.2.6) sont équivalentes.
[(7.2.1) ⇒ (7.2.6)] : soit x solution de (7.2.1). Posonsu := G(x) ∈Rp

+, on a alors pour
toutv∈ Rp

+, F(x)⊤(v−u) = F(x)⊤v> 0. On obtient donc (7.2.6).
[(7.2.6) ⇒ (7.2.1)] : soit (x,u) solution de (7.2.6). En prenantv= u ety quelconque, on

obtientH(x) = 0 etG(x) = u> 0. En prenanty= x, on aF(x)⊤(v−u) > 0, pour toutv>

0. Si v= 2u> 2 etv=
u
2
> 0, on obtientF(x)⊤u= 0, doncF(x)⊤G(x) = 0. Enfin, on a

alors aussiF(x)⊤v> 0 pour toutv> 0, doncF(x)> 0.

7.3 Résolution des systèmes d’équations non lisses

De nombreuses études se sont efforcées de mettre au point desalgorithmes pour ré-
soudre les problèmes de complémentarité [38]. Elles ont parfois des approches algorith-
miques communes, telles que les méthodes d’activation des contraintes, les méthodes de
l’analyse non lisse et les algorithmes de points intérieurs. Dans cette thèse, nous nous
sommes intéressés à la résolution des problèmes de complémentarité non linéaires par
l’algorithme de Newton non lisse appliqué à la fonction min (voir les sections2.5 et
2.4.2.3), que nous appelons Newton-min non linéaire.

Nous présentons maintenant un algorithme qui permet de résoudre le système d’équa-
tions non linéairesF(x) = 0 dans lequelF : Rn → Rn est une fonction non lisse et dif-
férentiable par morceaux (voir la section2.5.4.3). On rappelle que pour ces fonctions, le
schéma d’approximation newtonien2.43estJ : Rn

։ Rm définie enx∈ Rn par

J(x) = {F ′
i (x) : i ∈ P(x)},

avecP(x) = {i : F(x) = Fi(x)} l’ensemble des indices des fonctionsFi(x) actives enx.

Algorithme 7.1 Newton lisse par morceaux – une itération

On suppose qu’au début de l’itérationk, on dispose d’un itéréxk ∈ Rn.

1. Test d’arrêt : si F(xk) = 0, arrêt de l’algorithme.
2. Calcul du pas: pour un indicei ∈ P(xk), on calcule une solutiondk du

système linéaire suivant

F(xk)+F ′
i (xk)dk = 0. (7.3.1)
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3. Nouvel itéré: xk+1 := xk+dk.

La consistance et la convergencelocale de l’algorithme7.1 sont assurées dans les
conditions énoncées dans le théorème suivant [38, théorème 7.2.15].

Théorème 7.2 (convergence locale de Newton lisse par morceaux) Soient Ω un
ouvert deRn, F : Ω → Rn une fonction différentiable et x∗ ∈ Ω un point vérifiant
F(x∗) = 0. On suppose que F′i (x∗) est inversible pour tout i∈ J(x∗). Alors, il existe
un voisinage V de x∗ tel que si x0 ∈V, l’algorithme7.1de Newton non lisse est bien
défini et génère une suite{xk} convergeant superlinéairement vers x∗. Si toutes les
fonctions actives de F au voisinage de x∗ sont localement lipschitziennes en x∗, la
convergence est alors quadratique.
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Chapitre 8

Simulation numérique

Nous avons construit, dans le chapitre6, un modèle pour les écoulements liquide-gaz
en milieu poreux capable de prendre en compte l’apparition et la disparition de la phase
gazeuse. Le modèle obtenu consiste en un système d’équations aux dérivées partielles
non linéaires auxquelles sont adjointes des conditions de complémentarité non linéaires.
La première partie de ce chapitre présente une technique de discrétisation permettant la
simulation numérique de ce modèle. Dans ce contexte, on propose une mise en œuvre nu-
mérique du modèle utilisant une discrétisation implicite en temps et une méthode de vo-
lumes finis pour la discrétisation en espace. Nous proposons, dans une seconde partie, une
méthode de résolution robuste et efficace de type Newton non lisse (voir la section7.3).
Nous présentons, dans une troisième partie, différents cas-tests qui illustrent les capacités
du modèle et du code développé à prendre en compte l’apparition/disparition de la phase
gazeuse en milieu poreux homogène et en milieu poreux hétérogène. En particulier, les
expériences numériques montrent que la méthode de Newton-min se révéle efficace et
converge quadratiquement pour ces problèmes.
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8.1 Discrétisation

Rappelons le système décrit dans le chapitre7 et qui est donné par les équations sui-
vantes

∂
∂ t

(φsℓ)+div(qℓ−
1

ρℓ
w

Jℓh) =
Qw

ρℓ
w
,

∂
∂ t

(φsℓCℓχ ℓ
h)+φ(1−sℓ)Cg(pℓ+ pc(sℓ)))+div(Cℓχ ℓ

hqℓ+Cg(pℓ+ pc(sℓ))qg+Jℓh) = Qh,

(1−sℓ)
(
MhH(pℓ+ pc(sℓ))−Cℓχ ℓ

h

)
= 0, 1−sℓ > 0, H(pℓ+ pc(sℓ))−Cℓχ ℓ

h > 0.
(8.1.1)

8.1.1 Discrétisation en temps

Pour la discrétisation en temps, on note∆ t le pas de temps. nous avons décomposé
l’intervalle de simulation enNt pas de temps de longueur∆ t, et on indice les temps
t = 0, . . . , n∆ t par n = 0, 1, . . . , Nt . Nous avons utilisé un schéma d’Euler implicite en
temps.

8.1.2 Discrétisation en espace

En espace, nous avons discrétisé l’intervalle(0,L) en Nx intervalles de longueurh
et nous avons utilisé une méthode de volumes finis centrés surles mailles avec décen-
trage amont des perméabilités relatives. Les notations desindices sont définies sur la fi-
gure (8.1.1).

0
u

1/2

u

1

3/2

· · ·

· · ·

i
u

i +1/2

u

i +1 · · ·

· · · i −1/2

u

Nx Nx+1

Nx+1/2

Figure 8.1.1 – Discrétisation en espace
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Pour le composant eau, l’équation de conservation discrétisée est

φ ρℓw
sn+1
i − sn

i

∆t
+

ρℓ
w(q

n+1
ℓ,i+1/2 − qn+1

ℓ,i−1/2)− (Jn+1
i+1/2 − Jn+1

i−1/2)

h
= 0, i = 1, . . . ,Nx,

avec

qn+1
ℓ,1/2 = −Kk∗n+1

ℓ,1/2

(pn+1
ℓ1 − pn+1

ℓ0

h/2
− (ρℓ

w+Cℓχn+1
0 )g

)
,

qn+1
ℓ,i+1/2 = − K k∗n+1

ℓ,i+1/2

(pn+1
ℓ,i+1 − pn+1

ℓ,i

h
− (ρℓ

w+Cℓχn+1
i )g

)
, i = 2, . . . ,Nx−1,

qn+1
ℓ,2Nx+1/2 = − K k∗n+1

ℓ,Nx+1/2

(pn+1
ℓ,Nx+1 − pn+1

ℓ,Nx

h/2
− (ρℓ

w+Cℓχn+1
i+1 ) g

)
.

Pour le composant hydrogène, l’équation de conservation discrétisée est

φ [
Cℓ (s

n+1
i χn+1

i − sn
i χn

i

∆t
+

ρn+1
gi (1−sn+1

i ) − ρn
gi (1−sn

i )

∆t
]

+Cℓ

qn+1
ℓ,i+1/2 χn+1

i+1 − qn+1
ℓ,i−1/2 χn+1

i

h

+
ρn+1

g,i+1/2 qn+1
g,i+1/2 − ρn+1

g,i−1/2 qn+1
g,i−1/2

h
+

Jn+1
i+1/2 − Jn+1

i−1/2

h
=

Qn+1
i

h
, i = 1, . . . ,Nx,
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avec

ρn+1
gi =Cg(p

n+1
i + pc(s

n+1
i )),

ρn+1
g,i+1/2 = (ρn+1

gi +ρn+1
g,i+1)/2,

qn+1
g,1/2 =−Kk∗n+1

g,1/2

(pn+1
1 + pc(s

n+1
1 )− pn+1

0 − pc(s
n+1
0 )

h/2
−ρn+1

g,1/2 g
)
,

qn+1
g,i+1/2 =−Kk∗n+1

g,i+1/2

( pn+1
i+1 + pc(s

n+1
i+1 )− pn+1

i − pc(s
n+1
i )

h
−ρn+1

g,i+1/2 g
)
, i = 2, . . . ,Nx−1,

qn+1
g,Nx+1/2 =−Kk∗n+1

g,Nx+1/2

(pn+1
Nx+1+ pc(s

n+1
Nx+1)− pn+1

Nx
− pc(s

n+1
Nx

)

h
−ρn+1

g,Nx+1/2g
)
,

Jn+1
1/2 =−MhφDl

hsn+1
0 (

ρℓ
w

Mw
+

Cℓ

Mh
χn+1

0 (
χn+1

1 −χn+1
0

h/2
),

Jn+1
i+1/2 =−MhφDl

hsn+1
i (

ρℓ
w

Mw
+

Cℓ

Mh
χn+1

i (
χn+1

i+1 −χn+1
i

h
), i = 2, . . . ,Nx−1,

Jn+1
Nx+1/2 =−MhφDl

hsn+1
Nx (

ρℓ
w

Mw
+

Cℓ

Mh
χn+1

Nx (
χn+1

Nx+1−χn+1
Nx

h/2
).

Dans la suite, pour simplifier les notations, on poseN = Nx et on note

• x∈ R3N, le vecteur des inconnuessℓ, pℓ, χ ℓ
h,

• H : R3N → R2N, les équations de conservations discrétisées,

• F : R3N → RN, la fonction discrétisée 1−sℓ,

• G : R3N → RN, la fonction discrétiséeH(pℓ+ pc(sℓ))−Cℓχ ℓ
h.

Alors à chaque pas de temps∆t, le problème peut s’écrire sous la forme compacte suivante

H(x) = 0,

F(x)⊤G(x) = 0, F(x)> 0, G(x)> 0.
(8.1.2)

Il s’agit d’un système d’équations aux dérivées partiellesnon linéaires avec des conditions
de complèmentarité non linéaires.
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8.2 Méthode de résolution

Comme dans le cas linéaire et pour des raisons d’éfficacité numérique, nous avons
remplacé les conditions de complémentarité non linéaires par la C-fonction minimum
(voir 2.4.2). La deuxième relation du système (8.1.2) est alors équivalente à

ϕ (x) = min((F(x),G(x)) = 0,

et le problème (8.1.2) peut s’écrire comme suit
{

H(x) = 0,
ϕ (x) = 0.

(8.2.1)

C’est un système non différentiable à cause de la fonction min, présente dans la seconde
équation, et qui est une fonction linéaire par morceaux. Nous proposons de le résoudre
par une méthode de Newton non lisse présentée dans la sectionsuivante.

8.2.1 L’algorithme de Newton-min non linéaire

Nous présontons ici en détail l’algorithme de Newton-min pour résoudre le système
non linéaire (8.2.1). On note parψ(x) la fonction définie comme suit

ψ(x) :=

(
H(x)
ϕ (x)

)

et parε > 0 la tolérance utilisée pour l’acceptation d’une solution approchée.

Soit x1 ∈ R3N donné. Pourk= 2,3, . . ., faire

1) Si ||ψ||26 ε, arrêt. La solution du pas temps courant est donné parx= xk.

2) Choisir deux ensembles d’indices complémentairesAk et I k par

Ak := {i : Gi(x
k
n)6 Fi(x

k)} ⊂ {1, . . . ,N},
I k := {i : Gi(x

k)> Fi(x
k)} ⊂ {1, . . . ,N}.

(8.2.2)
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3) Selectionner un élémentJxk tel que

(Jxk)i =

{

F ′
i (x

k) si i ∈ Ak,

G′
i(x

k) si i ∈ I k.

4) Soitxk+1 solution de

H(xk)+H
′
(xk)(xk+1−xk) = 0,

ϕ (xk)+Jxk(xk+1−xk) = 0.

On remarque que, comme dans le cas de la méthode de Newton pourtrouver un zéro d’une
fonction lisse, un unique système linéaire doit être résoluà chaque itération.

8.2.2 Calcul de la matrice jacobienne

8.2.2.1 Différentiation automatique

Les outils de différentiation automatique peuvent ou bien utiliser la transformation de
source, ou bien la surcharge d’opérateur. Concernant la transformation de code source,
l’utilisateur fournit des fichiers sources à un logiciel de différentiation, qui fabrique de
nouveaux fichiers sources permettant le calcul de la dérivéede la fonction calculée par
le programme de départ. Un outil de différentiation automatique par surcharge d’opéra-
teurs permet de différentier un programme en imposant au compilateur d’interpréter les
opérations de calcul de manière à réaliser l’opération habituelle et celle du calcul de la
dérivée directionnelle. L’utilisateur de cet outil doit modifier légèrement ses sources pour
s’y adapter et la dérivation a lieu pendant l’exécution. Étant donné que notre programme
est écrit en Matlab, nous avons utilisé le logiciel ADMAT1 [27]. C’est un outil de diffé-
rentiation automatique par surcharge d’opérateurs. Les outils par surcharge d’opérateurs
sont plus faciles à implémenter.

1. ADMAT : an Automatic Differentiation toolbox for MATLAB
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8.2.2.2 Principe

La bibliothèque de différentiation automatique ADMAT fournit de nouvelles fonc-
tionnalités que l’utilisateur doit intégrer à bon escient dans son code. Il faut déterminer la
partie du code à différentier, en définir précisément les entrées et les sorties, et demander
explicitement le calcul de dérivation suivant le mode choisi. Le programme recalcule alors
les valeurs ainsi que les dérivées.

L’outil est basé sur les dérivations des opérations binaires (+,−,×, . . . ), des fonc-
tions standards telles que (exp,sin, log, . . .) et les règles de composition. La dérivation est
possible en mode direct, dans l’objectif par exemple de calculer une matrice jacobienne
colonne par colonne, et en mode inverse, pour un calcul de matrice jacobienne ligne par
ligne, ce qui est intéressant lorsqu’il y a moins de lignes que de colonnes.

Pour fonctionner en mode direct, une bibliothèque de différentiation automatique par
surcharge d’opérateurs définit une classe (ou plus simplement un type de données)deriv
qui contient au moins :

• Les attributs ou variables de classeval et deriv, représentant respectivement une
valeur et une dérivée directionnelle, c’est-à-dire pour chaque variablex déclarée
dans le code de départ, deux variables sont déclarées dans lecode d’arrivée, une
valeurx.valueet sa dérivée directionnellex.deriv.

• Une surcharge des opérateurs binaires (+, −, ×, . . .) et une surcharge des fonc-
tions standards mathématiques (exp, sin, log, . . .) , c’est-à-dire que ces opérateurs
et ces fonctions pourront être utilisées avec la classederiv en argument et que la
bibliothèque de différentiation définit ce que doit être le résultat de l’application
de ces opérateurs ou de ces fonctions.

Exemple 8.1 Nous présentons un exemple très simple du calcul de la dérivée d’une fonc-
tion définie par un produit de deux arguments en utilisant ADMAT. Soit F = u∗v, on
obtient comme résultat retourné

F.value = u.value*v.value.
F.deriv = u.deriv*v.value + u.value*v.deriv.
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8.3 Expériences Numériques

Nous présentons dans cette section les résultats de simulation que l’on obtient en utili-
sant la procédure de résolution qu’on vient de présenter (voir section8.2.1) sur différents
cas test. Tous ces cas test sont ainsi définis sur une géométrie bidimensionnelle trés simple
et les effets de la gravité sont occultés (écoulement horizontal : l’altitudezest constante).
Dans tous les cas test, on considérera un écoulement eau/hydrogène dont les caractéris-
tiques spécifiques aux fluides et aux composants sont donnéesdans le tableau8.3.1.

Paramètre Valeur

T 303 K
Dh
ℓ 310−9 m2/s

µℓ 110−3 Pa.s
µg 99.10−6 Pa.s

H(T = 303K) 7.65 10−6mol/Pa/m3

Mw 10−2 kg/mol
Mh 210−3 kg/mol
ρw
ℓ 103 kg/m3

Table 8.3.1 – Valeurs des caractéristiques des fluides et descomposants.

Les fonctions de perméabilité relative et la loi de pressioncapillaire seront à chaque
fois données par le modèle de van Genuchten-Mualem et s’exprimeront donc ainsi :

pc = Pr

(

S−1/m
le −1

)1/n
,

krl =
√

Sle

(

1−
(

1−S1/m
le

)m)2
,

krg =
√

1−Sle

(

1−S1/m
le

)2m
,

Sle =
Sl −Slr

1−Slr −Sgr
avec m= 1− 1

n
.
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8.3.1 Cas-test 1 : apparition et disparition de la phase gazeuse

Ce premier cas test vise à illustrer la capacité du modèle et du solveur à prendre en
compte l’apparition et la disparition de la phase gazeuse depuis un état totalement saturé
en liquide. On considère pour cela un domaine rectangulairede dimensionLx (problème
assimilable à du 1D) (voir figure8.3.1).
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g ).n= 0
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(Qh
ℓ +Qh

g).n= Q

Figure 8.3.1 – Définition de la géométrie du cas test 1.

On suppose que le milieu poreux est homogène et initialementsaturé en eau pure
auquel on impose une injection d’hydrogène en entrée sur la durée[0;Tin j ] et un état d’eau
pure de pression fixée en sortie. Les caractéristiques du milieu poreux et la géométrie sont
données dans le tableau8.3.2.

Conditions initiales et conditions aux limites

Les conditions initiales sontsℓ (t = 0) = 1, χ ℓ
h (t = 0) = 0 et pℓ (t = 0) = 106 Pa.

Concernant les conditions aux bords gauche, un flux d’hydrogène donné parρℓ
hqℓ +

ρg
hqg + jℓh = 5.5710−6 kg/m2 /year. À partir de cette condition, on peut déduire la sa-

turation. Nous imposons également un flux d’eau nulρℓ
wqℓ− jℓh = 0. À droite, la pression

de liquide est fixée,pℓ = 106 Pa, et la saturation de liquide est égale àsℓ = 1.

Résultats numériques

La simulation de ce cas-test a été effectuée sur une durée allant det = 0 ans àt =
Tf in = 106 ans ; le pas d’espace a été pris constant égal à 1 m. Une description fine des
résultats de ce cas test, pendant la période d’injection et pendant la période post-injection,
ainsi que la convergence quadratique de Newton-min dans ce cas, sont présentées dans
l’article [13] qui est reproduit dans le chapitre9.
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Porous medium parameters Fluid characteristics parameters
Paramètre Valeur Paramètre Valeur

K 5 10−20 m2 T 303 K
φ 0.15 (-) Dh

ℓ 3 10−9 m2/s
Pr 2 106 Pa µℓ 1 10−9 Pa/s
n 1.49 (-) µg 9 10−9 Pa/s

Slr 0.4 (-) H(T = 303K) 7.65 10−6 mol/Pa/m3

Sgr 0 (-) Mw 10−2 kg/mol
Mh 2 10−3 kg/mol
ρw
ℓ 103 kg/m3

Table 8.3.2 – Valeurs des caractéristiques des fluides et descomposants : cas
eau/hydrogène.

Comparaisons des résultats

Ce cas test est proposée dans le cadre du benchmark « Écoulement diphasique » dans
le cadre du CNR MoMas [114]. Cette étude a été réalisé par 5 autres équipes utilisant des
codes différents :

1- Aster à EDF par S. Granet (EDF).

2- Code IRSN en développement par F. Smaï (IRSN).

3- M++ (Meshes, Multigrid) par T. Müller et E. Marchand de l’université d’Erlangen-
Nuremberg (Erlangen).

4- DUNE avec le module de discrétisation dune-pdelab par R. Neumann de l’univer-
sité d’Heidelberg (Heidelberg).

5- Code en MATLAB par I. Mozolevski (UFSC).

Les schémas numériques utilisés sont de type volumes finis etéléments finis, pour plus
d’informations voir les différentes présentations dans [114, 50]. Cependant, nous ne pos-
sédons pas d’information sur les pas de temps utilisés par les différentes équipes pour
réaliser cette étude. La figure8.3.2représente l’évaluation temporelle de la pression de li-
quid, de la pression de gaz et de la saturation de gas à l’entrée obtenues par les six équipes.
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Ces résultats ont été présentés lors du worshop GNR MoMas [55].
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Figure 8.3.2 – Benchmark - comparaison de résultats : Pression du liquide et de gaz et
saturation de gaz en fonction de temps.
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Figure 8.3.3 – Définition de la géométrie du cas test 2.

Notre formulation a permis de traiter correctement l’apparition et la disparition de
phase pour un écoulement en milieu poreux et de retrouver desrésultats similaires à ceux
disponibles dans la littérature [121] et à ceux obtenus par les autres équipes. Les diffé-
rences observeées pour les résultats sur les saturations engaz à l’entrée s’explique par les
pas de temps choisis par les différents équipes.

8.3.2 Cas-test 2 : milieu hétérogène

Ce second cas test est une variation du premier. On y reprend le concept d’une injec-
tion d’hydrogène, constante dans le temps ici, dans un milieu poreux initialement saturé en
eau pure, à la différence que le milieu poreux n’est plus homogène mais désormais consti-
tué de deux matériaux homogènes adjacentsΩ1 et Ω2(voir figure8.3.3) avecLx = 200m
et L1 = 100m. Les données de ce cas test sont indiquées dans le tableau8.3.3.

Conditions initiales et conditions aux limites

Les conditions initiales sontsℓ (t = 0) = 1, χ ℓ
h (t = 0) = 0 andpℓ (t = 0) = 106 Pa.

Les conditions aux bords gauche, un flux d’hydrogène donné par ρℓ
hqℓ + ρg

hqg + jℓh =

5.5710−6 kg/m2/year. À partir de cette condition, on peut déduire la saturation. On impose
également un flux d’eau nulρℓ

wqℓ − jℓh = 0. À droite, la pression de liquide est fixée,
pℓ = 106 Pa, et la saturation de liquide est égale àsℓ = 1. Les conditions à l’interface sont
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Milieu poreux Milieu poreux
Paramètre Valeur surΩ1 Paramètre Valeur surΩ2

K 10−18 m2 K 5 10−20 m2

φ 0.3 (-) φ 0.15 (-)
Pr 2 106 Pa Pr 15 106 Pa
n 1.54 (-) n 1.49 (-)

Slr 0.01 (-) Slr 0.4 (-)
Sgr 0 (-) Sgr 0 (-)

Table 8.3.3 – Valeurs des caractéristiques des fluides et descomposants : cas
eau/hydrogène.

• la continuité de la pression de liquid :p(1)ℓ = p(2)ℓ avecp(1)ℓ et p(1)ℓ les pressions
de liquide de part et d’autre de l’interface,

• la continuité du flux d’eau :q(1)
w = q(2)

w avecq(1)
w et q(2)

w les flux d’eau de part et
d’autre de l’interface,

• la continuité du flux d’hydrogène :q(1)
h = q(2)

h avecq(1)
h et q(2)

h les flux d’hydro-
gène de part et d’autre de l’interface,

• la continuité de la pression de liquide :p(1)c (s(1)ℓ ) = p(2)c (s(2)ℓ ) avecp(1)c et p(2)c la

loi de pression capillaires de chaque roche ets(1)ℓ et s(2)ℓ les saturations de liquide
de part et d’autres de l’interface.

Résultats numériques

La simulation de ce cas test a été effectuée sur une durée allant de t = 0 ans àt =
Tf in = 106 ans ; le pas d’espace a été pris constant égal à 1 m le pas de temps ∆t =
2000 ans. Nous avons représenté, en différents temps, les profils de la pression du liquide
pℓ, de la concentration d’hydrogène dissout, et de la saturation en gazsg. L’évolution de
ces différentes grandeurs est qualitativement analogue à celle observée durant la période
d’injection du cas test 1(voir9.4). À la différence remarquable des profils de saturation en
gaz qui présentent une discontinuité à l’interface entre les deux milieux poreux.

Dans ce cas, on distingue quatre phases au cours de la simulation (voir Figures8.3.4 8.3.5
et8.3.6) :
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Figure 8.3.4 – Profile de la saturation de gaz.
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Figure 8.3.5 – Profile de la pression de liquide.
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• Pour 0< t < 4.104 ans : la saturation en gaz et la pression du liquide restent
constantes sur tout le domaine tandis que la concentration d’hydrogène augmente.

• Pour 4104 < t < 6.104 ans : la pression du liquide et la concentration d’hydrogǹe
augmentent sur l’ensemble du domaine. La phase gazeuse apparaît et la saturation
en gaz augmente aussi sur une partie croissante du domaine.

• Pour 6.104 < t < 2.105 ans, l’évolution se poursuit dans le même sens. Le front
de saturation dépasse l’interface entre les deux milieux poreux. La saturation en
gaz est non nulle de part et d’autre de l’interface et on observe une discontinuité
de la saturation au niveau de cette interface. Ceci s’explique par la différence des
lois de pression capillaire de chaque roche.

• Pour 2.105 < t < 106 ans : la concentration d’hydrogène et la saturation en gaz
continuent de croître tandis que la pression liquide diminue. De la même manière
que dans le cas test 1, le système poursuit son évolution versun état stationnaire.

Convergence quadratique de Newton-min

La figure 8.3.7 montre la convergence quadratique de l’algorithme de Newton-min
dans ce cas aussi. Comme mentionné dans le thèoreme2.37, on peut avoir une conver-
gence quadratique locale, au moins pour les pas de temps qui sont suffisamment petits. En
effet, on peut vérifier dans cette figure, qu’à chaque pas de temps, le résidu est réduit de
10−5 à 10−10 en une itération, ce qui est le signe d’une convergence quadratique.
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Figure 8.3.7 – Convergence quadratique de Newton-min.
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8.4 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre que le modèle proposé pourles écoulements
liquide-gaz avec échange entre les phases en milieu poreux ainsi que la méthode de ré-
solution sont capables de prendre en compte l’apparition/disparition de la phase gazeuse.
Nous montrons comment appliquer une stratégie robuste (pasd’échec constanté) et ef-
ficace (rapidité de la convergence), la méthode de Newton-min, pour résoudre ces pro-
blèmes de géoscience. En particulier, les expériences numériques montrent que la mé-
thode de Newton-min converge quadratiquement pour ces problèmes.
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Chapitre 9

Gas phase appearance and
disappearance as a problem with
complementarity constraints

Dans ce chapitre, nous présentons un article [13], en révision pour publication dans
Mathematics and Computers in Simulation. Cet article contient la description de la mé-
thode et des résultats numériques obtenus pour le cas test8.3.1 inspiré du benchmark
couplex-Gaz.

9.1 Introduction

The couplex-Gas benchmark [50] was proposed by Andra (French National Inventory
of Radioactive Materials and Waste) [5] and the research group MoMaS (Mathematical
Modeling and Numerical Simulation for Nuclear Waste Management Problems) [114]
in order to improve the simulation of the migration of hydrogen produced by the corro-
sion of nuclear waste packages in an underground storage. This is a system of two-phase
(liquid-gas) flow with two components (hydrogen-water). The benchmark generated some
interest and engineers encountered difficulties in handling the appearance and disappea-
rance of the phases. The resulting formulation [65] is a set of partial differential equa-
tions with nonlinear complementarity constraints. Even though they appear in several
problems of flow and transport in porous media like the black oil model presented in [22]
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or transport problems with dissolution-precipitation [81, 20, 93], complementarity pro-
blems are not usually identified as such in hydrogeology and,to circumvent the solution
of complementarity conditions, problems are often solved by reformulating the problem
as in [18, 2, 4]. However the solution of complementarity problems is an active field in
optimization [10, 38, 60] and we draw from the know-how of this scientific community.
A similar path is followed bin papers like [94, 57, 84]. The application of a nonsmooth
Newton method [61, 71], sometimes called the Newton-min algorithm, to solve nonlinear
complementarity problem is described. We will demonstratethrough a test case, the abi-
lity of our model and our solver to efficiently cope with appearance or/and disappearance
of one phase.

In the section9.2, we introduce the formulation of the problem and in the section 9.3
we describe the numerical method. In the section9.4, we present and discuss a numerical
experiment.

9.2 Problem formulation

This section gives a precise formulation of the mathematical model for the application
that was outlined in the introduction. We consider a problemwhere the gas phase can
disappear while the liquid phase is always present.

9.2.1 Fluid phases

Let ℓ andg be the respective indices for the liquid phase and the gas phase. Darcy’s law
reads

qi =−K(x)ki(si)(∇ pi −ρig∇ z), i = ℓ,g, (9.2.1)

whereK is the absolute permeability. For each phasei = ℓ, g, si is the saturation and

ki =
kr i(si)

µi
is the mobility withkri the relative permeability andµi the viscosity (assumed

to be constant). The mobilityki is an increasing function ofsi such thatki(0) = 0, i = ℓ,g.
Assuming that the phases occupy the whole pore space, the phase saturations satisfy

06 si 6 1, sℓ+sg = 1.

The phase pressures are related through the capillary pressure law
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pc(sℓ) = pg− pℓ > 0,

assuming that the gas phase is the non-wetting phase. The capillary pressure is a decrea-
sing function of the saturationsℓ.

In the following, we will choosesℓ andpℓ as the main variables since we assume that
the liquid phase cannot disappear for the problem under consideration.

9.2.2 Fluid components

We consider two components, water and hydrogen, identified by the indicesj = w, h. The
mass density of the phase is

ρi = ρ i
w+ρ i

h, i = ℓ,g.

FromMw andMh, the water and hydrogen molar masses, we define the molar concentra-
tion of phasei :

ci = ci
w+ci

h, ci
j =

siρ i
j

M j , j = w,h, i = ℓ,g. (9.2.2)

The molar fractions are

χ i
h =

ci
h

ci
, χ i

w =
ci

w

ci
, i = ℓ,g. (9.2.3)

Obviously,
χ i

w+χ i
h = 1, i = ℓ,g. (9.2.4)

We assume that the liquid phase may contain both components,while the gas phase
contains only hydrogen, that is the water does not vaporize.In this situation we have

ρg
w = 0, ρg = ρg

h , χg
h =

cg
h

cg
= 1, χg

w = 0.

For the liquid phase, we assume that the water is the solvent and the hydrogen is the solute
and that the quantity of hydrogen dissolved in the liquid is small, that iscl

h ≪ cl
w. So we

have

χ ℓ
h ≈

cℓh
cℓw

=
Mw

Mhρℓ
w

ρℓ
h.

A third main unknown will beχ ℓ
h, in addition tosℓ andpℓ.
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9.2.3 Conservation of mass

We introduce the molecular diffusion flux for the diffusion of hydrogen in the liquid phase

jℓh =−φMhsℓcℓD
ℓ
h∇ χ ℓ

h (9.2.5)

whereDℓ
h is a molecular diffusion coefficient.

Conservation of mass applied to each component, water and hydrogen, gives

∂
∂ t

(φρℓwsℓ)+div(ρℓ
wqℓ− jℓh) = Qw,

∂
∂ t

(φsℓρℓ
h+φsgρg

h)+div(ρℓ
hqℓ+ρg

hqg+ jℓh) = Qh.

(9.2.6)

We assume also that the gas is slightly compressible, that isρg =Cgpg with Cg the com-
pressibility constant, and that the liquid phase is incompressible, that isρℓ

w is constant.

9.2.4 Nonlinear complementarity constraints

Next, we apply Henry’s law which says that, at a constant temperature, the amount of a
given gas that dissolves in a given type and volume of liquid is directly proportional to the
partial pressure of that gas in equilibrium with that liquid.

In the presence of the gas phase, Henry’s law readsH pg = ρℓ
h, whereH = H(T)Mh

with H(T) is the Henry law constant, depending only on the temperature.
There are two possible cases : the gas phase exists : 1−sℓ> 0, Henry’s law applies and

H(pℓ+pc(sℓ))−ρℓ
h =0, or the gas phase does not exist,sℓ= 1 andH(pℓ+pc(1))−ρℓ

h>0
which says that for a given pressurepℓ the concentrationρℓ

h is too small for the hydrogen
component to be partly gaseous, or conversely for a given concentrationρℓ

h the pressure
pℓ is too large for the hydrogen component to be partly gaseous.

These cases can be written as complementary constraints

(1−sℓ)
(
H(pℓ+ pc(sℓ))−ρℓ

h

)
= 0, 1−sℓ > 0, H(pℓ+ pc(sℓ))−ρℓ

h > 0. (9.2.7)

Finally we end up with a system of nonlinear partial differential equations (conservation
equations (9.2.6) and Darcy laws (9.2.1)) with the nonlinear complementarity constraints
(9.2.7) describing the transfer of hydrogen between the two phases, the unknowns being
sℓ, pℓ, andχ ℓ

h. This formulation has the advantage of being valid whether the gas phase
exists or not [65].
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9.3 Discretization and solution method

We use a first order Euler implicit scheme for time discretization and cell-centered finite
volumes for space discretization. We denote byN, the number of degrees of freedom for
sℓ, pℓ andχ ℓ

h which is equal to the number of cells. We introduce

• x∈ R3N, the vector of unknowns forsℓ, pℓ, χ ℓ
h,

• H : R3N → R2N, the discretized conservation equations,

• F : R3N → RN, the discretized function 1−sℓ,

• G : R3N → RN, the discretized functionH(pℓ+ pc(sℓ))−
Mhρℓ

w

Mw χ ℓ
h.

Then at each time step the problem can be written in compact form

H (x) = 0,

F (x)⊤G (x) = 0, F (x)> 0, G (x)> 0,
(9.3.1)

where the inequalities have to be understood component-wise.

9.3.1 A non-smooth system using the Minimum function

It is well known that complementarity conditions, consisting of equations and inequalities,
can be expressed equivalently by an equation via a complementarity function [38](C-
function). Let

ϕ : RN ×RN → RN

(a,b) 7→ min(a,b)

be the minimum function, in which the min operator acts component-wise. This is a
C-function, in the sense that it satisfies

ϕ (a,b) = 0 ⇐⇒ a> 0, b> 0, a⊤b= 0. (9.3.2)

Other typical scalar C-functions [38] are

• the Fisher-Burmeister function :ϕ (a,b) =
√

a2+b2−a−b,

• ϕ (a,b) =−ab+
2

min(0,a)+
2

min(0,b).
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Using this minimum function, we can write the complementarity problem (9.3.1) as

H (x) = 0,

ϕ (F (x),G (x)) = 0.
(9.3.3)

Hence, the resulting system of mass conservation (differential) equations and equilibrium
conditions is fully free of inequalities (pure set of equations). The only drawback of the
introduction of a complementarity problem is that the problem is no longerC1, since
ϕ /∈C1(R2N,RN), while the typical assumption for having the local quadratic convergence
of Newton’s algorithm requires to have a "C1 function with a Lipchitz-continuous deri-
vative". However, it is well known, especially in the community of optimization, that the
assumptions can be weakened in several ways, for example by only assuming strong semi-
smoothness. In the next section we give the definition of semi-smoothness from [26, 38].

9.3.2 Semi-smoothness

Let ψ : RN → RN be a locally lipschitz-continuous function. Then, by Rademacher’s
theorem[38], there is a dense subsetD⊂RN on which f is differentiable. TheB-subdifferential
of ψ at a pointx∈ RN is the set

∂Bψ(x) := {J ∈ RN×N | J = lim
k→∞

ψ′(xk), (xk)⊂ D, xk → x},

whereψ′ is the derivative ofψ. Thegeneralized Jacobianof ψ at x [26] is the set

∂ψ(x) = co∂Bψ(x),

where coS denotes the convex hull of a setS. Now, the functionψ is said to be semi-
smooth atx if ψ is directionally differentiable atx and

Jd−ψ′(x;d) = o(||d||),

for anyd→ 0 and for anyJ∈ ∂ψ(x+d), whereψ′(x;d) denotes the directional derivative
of ψ at x in the direction ofd. Analogously,ψ is calledstrongly semi-smoothat x, if

Jd−ψ′(x;d) = o(||d||2).

ψ is called (strongly) semi-smooth ifψ is (strongly) semi-smooth at any pointx ∈ RN.
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It is well known that the minimum function and the Fisher-Burmeister function are
strongly semi-smooth. One can then solve system (9.3.3) using the nonsmooth New-
ton’s method, called the Newton-min method [10, 11] when the min function is used.
The Newton-min method can also be regarded as an active set strategy [61].

9.3.3 The Newton-min algorithm

We now give an exact statement of the Newton-min algorithm for solving the nonlinear
system of equation (9.3.3).

Below∂ϕ (x) denotes the generalized Jacobian ofϕ at a pointx. Let Res be the residual

of ψ(x) whereψ(x) :=

(
H (x)
ϕ (x)

)

andε be a stopping criterion for Res.

Let x1 ∈ RN. Fork= 2,3, . . ., do the following.

1) If Res6 ε, stop.

2) Define the complementary index setsAk andI k by

Ak := {i : Gi(x
k)< Fi(x

k)}, I k := {i : Gi(x
k)> Fi(x

k)}.

3) Select an element such that itsith line is equal toF ′
i (x

k) [resp.G ′
i (x

k)] if
Fi(x

k)6 Gi(x
k) [resp.Fi(x

k)> Gi(x
k)].

4) Let xk+1 be a solution to

H (xk)+H
′
(xk)(xk+1−xk) = 0,

ϕ (xk)+J k
x (x

k+1−xk) = 0, J k
x ∈ ∂ϕ (xk).

Note that, as in a smooth Newton method, only one linear system has to be solved at
each Newton iteration.

Furthermore the Newton-min method satisfies also a quadratic convergence property.
Indeed, a theorem[38] says that ifx∗ is a solution to the systemψ(x) = 0, such thatJ is
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nonsingular for allJ determined by the choice ofA and I at the pointx∗, then for any
initial value sufficiently close tox∗, the Newton-min method generates a sequence that
converges superlinearly tox∗. If F ′ andG′ are locally Lipschitz atx∗, the the convergence
rate is quadratic.

We have not yet proved the hypothesis of non-singularity ofJ for our system but we
observed the quadratic convergence in our numerical experiments.

9.4 Numerical experiment

9.4.1 A problem inspired from the Couplex Gas benchmark

We consider a one-dimensional core with length L= 200m, initially saturated with liquid
(sℓ = 1) and containing no hydrogen(χ ℓ

h = 0). Hydrogen is injected at a given rate on the
left. After a while the hydrogen injection is stopped. The problem is then to simulate the
migration of hydrogen and to illustrate the gas appearance and disappearance phenomena.

We calculate spatial evolutions of the liquid pressure, thetotal hydrogen molar density
and the the gas saturation along the line. Computations are performed from the initial time
up to the stationary state.

The core is supposed to be homogenous porous medium. The capillary pressure func-
tion pc and the relative permeability functions,krl andkrg, are given by the Van Genuchten-
Mualem model [51] :

pc = Pr

(

S−1/m
le −1

)1/n
,

krl =
√

Sle

(

1−
(

1−S1/m
le

)m)2
, krg =

√

1−Sle

(

1−S1/m
le

)2m
,

with Sle =
Sl −Slr

1−Slr −Sgr
andm= 1− 1

n
, and where parametersPr , n, Slr andSgr depend

on the porous medium. The parameters describing the porous medium and the fluid cha-
racteristics are given in Table9.4.1. Fluid temperature is fixed toT = 303 K.

Initial conditions areSℓ (t = 0) = 1, χ ℓ
h (t = 0) = 0 andpℓ (t = 0) = 106 Pa. For boun-

dary conditions on the left, the hydrogen flow rate is given,ρℓ
hqℓ+ρg

hqg+ jℓh = 5.5710−6

kg/m2/year. From this condition, one can deduce the saturation. Still on the left, we impose
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Porous medium parameters Fluid characteristics parameters
Parameter Value Parameter Value

K 5 10−20 m2 T 303 K
φ 0.15 (-) Dh

ℓ 3 10−9 m2/s
Pr 2 106 Pa µℓ 1 10−9 Pa.s
n 1.49 (-) µg 9 10−9 Pa.s

Slr 0.4 (-) H(T = 303K) 7.65 10−6 mol/Pa/m3

Sgr 0 (-) Mw 10−2 kg/mol
Mh 2 10−3 kg/mol
ρℓ

w 103 kg/m3

Table 9.4.1 – Values of porous medium fluid characteristics.

a zero water flow rateρℓ
wqℓ− jℓh = 0. On the right, the liquid pressure is given,pℓ = 106

Pa, and the liquid saturation is set tosℓ = 1.

9.4.2 Results and comments

For the numerical simulation below we divided the space interval into 200 intervals of
equal length and we used a constant time step of 5000 years. During the simulation, we
can identify four important periods, three periods during injection and one period after
injection.

During injection (figures9.4.1, 9.4.2and9.4.3) : 0< t < 5.105 years

• Period 1 (0< t < 2 104 years) : only the hydrogen density increases (Figure9.4.1,
green curves), while the liquid pressure and the gas saturation stay constant (Fi-
gures9.4.2 and 9.4.3, green curve) ; the whole domain is saturated with water
(sg = 0).

• Period 2 (2 104
6 t 6 1.5 105 years) : att = 2 104, the gas phase appears (sg >

0). During this period, the liquid pressure increases (Figures9.4.3, blue curves)
and pressure gradients are non zero which corresponds to a displacement of both
phases. The total hydrogen density and the gas saturation increase (Figures9.4.1
and9.4.2, blue curves) and the unsatured area grows.
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Figure 9.4.1 – Spatial evolution of hydrogen density at several times t (in years) during
hydrogen injection.
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Figure 9.4.2 – Spatial evolution of gas saturation at several times t (in years) during hy-
drogen injection.
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Figure 9.4.3 – Spatial evolution of liquid pressure at several times t (in years) during
hydrogen injection.
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Figure 9.4.4 – Spatial evolution of hydrogen density at several times t (in years) after
hydrogen injection is stopped.

• Period 3 (1.5 105 < t < 5 105 years) : while the total hydrogen density and the
gas saturation continue to increase (Figures9.4.1and9.4.2, red curves) ; the li-
quid pressure and the pressure gradient decrease since there is no water injection
(Figure9.4.3, red curves).

After injection (Figures9.4.4, 9.4.5and 9.4.6) :

• Period 4 (t > 5 105 years) : cell by cell, starting from the right, the gas saturation
decreases and after a while, the gas phase disappears (Figure9.4.5). At the end of
the simulation the system reaches a stationary state (Figure 9.4.4) and the liquid
pressure gradient goes to zero (Figure9.4.6).
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Figure 9.4.5 – Spatial evolution of gas saturation at several times t (in years) after hydro-
gen injection is stopped.
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Figure 9.4.6 – Spatial evolution of liquid pressure at several times t (in years) after hydro-
gen injection is stopped.
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9.4.3 Quadratic convergence

The figure9.4.7shows the number of Newton-min iterations per time step for two conver-
gence criterions,ε1 = 1.e-5 (red curve) andε2 = 1.e-10 (blue curve). The points are
connected with a straight line. As mentioned at the end of section 9.3.3, one can ex-
pect local quadratic convergence, at least for time steps which are sufficiently small. In
Figure9.4.7, we can observe this quadratic convergence. Indeed one can verify in this
figure that, at each time step, the residue goes from 1.e-5 to 1.e-10 in one iteration.

Figure 9.4.7 – Quadratic convergence of Newton-min : numberof Newton-min iterations
per time step for two convergence criterions, 1.e-5 (red curve) and 1.e-10 (blue curve).
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9.5 Conclusion

We have studied a solution procedure for a model describing asystem of two-phase
(liquid-gas) flow in porous media with two components (hydrogen-water) where hydrogen
can dissolve in the liquid phase. The problem is formulated as a nonlinear complementa-
rity problem and is solved with the Newton-min method. We considered an example of a
Couplex-Gas benchmark and we showed the ability of our solver to describe the appea-
rance and disappearance of the gas phase during the migration of hydrogen. We also dis-
cussed the quadratic convergence of the Newton-min method.A theoretical justification
for this quadratic convergence and other benchmark examples are under investigation.
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