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Résumé

Les problémes de complémentarité interviennent dans déreamx domaines scienti-
fiques : économie, mécanique des solides, mécanique dessfl@d n’est que récemment
gu’ils ont commenceé d’'intéresser les chercheurs étudéarédoulements et le transport en
milieu poreux. Les problémes de complémentarité sont upagiulier des inéquations
variationnelles. Dans cette thése, on offre plusieursritaritons aux méthodes numé-
riques pour résoudre les problemes de complémentarité.

Dans la premiére partie de la thése, on étudie les problemesmplémentarité li-
néaires 0< X L (Mx+q) > 0 ot I'inconnuex est danR" et ou les données sont un vec-
teurg deR" et une matricéM d’ordren. L'existence et I'unicité de ce probléme, quel que
soit g, est obtenue si, et seulement si, la mathMeest uneP-matrice. Une méthode tres
efficace pour résoudre les problemes de complementarite esithode de Newton-min,
une extension de la méthode de Newton aux problemes noa.lisse

Dans cette thése, on montre d’abord, en construisant deubkda de contre-exemples,
gue la méthode de Newton-min ne converge pas pour la clasferdatrices, sauf gi=1
ou 2. Ensuite, on caractérise algorithmiquement la class@-@inatrices : c’est la classe
des matrices qui sont telles que, quel que soit le vectdiagorithme de Newton-min ne
fait pas de cycle de deux points. Enfin ces résultats de noweogence nous ont conduit a
construire une méthode de globalisation de I'algorithm&léaton-min dont nous avons
démontré la convergence globale pourFesatrices. Des résultats numériques montrent
I'efficacité de cet algorithme et sa convergence polynoaalur les cas considérés.

Dans la deuxiéme partie de cette these, nous nous sommessg#g a un exemple
de probleme de complémentarité non linéraire concernarédeulements en milieu po-
reux. Il s’agit d’'un écoulement liquide-gaz a deux compésa&au-hydrogene que I'on
rencontre dans le cadre de I'étude du stockage des décleiactifs en milieu géolo-
gique. Nous présentons un modele mathématique utilisantateditions de complémen-
tarité non linéaires décrivant ces écoulements. D’une patts proposons une méthode
de résolution et un solveur pour ce probleme. D’autre pamsrprésentons les résultats
numerigques que nous avons obtenus suite a la simulatioraddssts proposés par I’AN-
DRA (Agence Nationale pour la gestion des Déchets Radisaetile GNR MoMasS. En
particulier, ces résultats montrent I'efficacité de I'aitfune proposé et sa convergence
guadratique pour ces cas-tests.

Mots-clés

Algorithme de Newton-min - Analyse non lisse - Caractérsatde laP-matricité -
Convergence globale - Convergence locale - Convergenadrafigue - Dissolution -
Ecoulement diphasique - Méthode de Newton non lisse - Mifiexeux -M-matrice -
NM -matrice -P-matrice - Probléme de complémentarité linéaire - Probldeneomplé-
mentarité non linéaire - Stockage profond de déchets nivetea
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Abstract

This manuscript deals with numerical methods for linear mowlinear complementarity
problems, and, more specifically, with solving gas phaseagmce and disappearance
modeled as a complementarity problem.

In the first part of this manuscript, we focused on the plainvtd@-min method to
solve the linear complementarity problem (LCP for shor 8 | (Mx+q) > 0 that can
be viewed as a nonsmooth Newton algorithm without globtbmatechnique to solve
the system of piecewise linear equations (jMx+ q) = 0, which is equivalent to the
LCP. WhenM is an M-matrix of ordern, the algorithm was known to converge in at
mostn iterations. We show that this result no longer holds wivkns a P-matrix of
order> 3. On the one hand, we offer counter-examples showing tleaaldorithm may
cycle in those casePB-matrices are interesting since they are those ensuringxibtence
and uniqueness of the solution to the LCP for an arbitarincidentally, convergence
occurs for aP-matrix of order 1 or 2. On the other hand, we provide a newrélymic
characterization oP-matricity : we show that a nondegenerate square real mtixa
P-matrix if and only if, whatever is the real vectqrthe Newton-min algorithm does not
cycle between two points. In order to force the convergemtieesoNewton-min algorithm
with P-matrices, we have derived a new method, which is robusy, ®adescribe, and
simple to implement. It is globally convergent and the nuoamresults reported in this
manuscript show that it outperforms a method of Harker amtjPa

In the second part of this manuscript, we consider the mogeli migration of hydro-
gen produced by the corrosion of the nuclear waste packagas underground storage
including the dissolution of hydrogen. It results in a sehoflinear partial differential
equations with nonlinear complementarity constraints.3Mew how to apply a robust
and efficient solution strategy, the Newton-min method @ered for LCP in the first
part, to this geoscience problem and investigates its egdulity and efficiency on this
difficult problem. The practical interest of this solutiechnique is corroborated by nu-
merical experiments from the Couplex Gas benchmark praplmgéndra and GNR Mo-
Mas. In particular, numerical results show that the Newtdn-method is quadratically
convergent for these problems.

Keywords

Dissolution - Global convergence - Linear complementapitgblem - Local conver-
gence - Nonsmooth functionM-matrix - Newton-min algorithm -NM-matrix - Non-

linear complementarity problem - Nonsmooth analysis - Moosth Newton method -
Nuclear waste underground storagB-matricity characterization -P-matrix - Porous
media - Quadratic convergence - Two-phase flow.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 The complementarity problem

A complementarity problem, abbreviated CP, in finite dimemss a system of finitely
many inequalities in finitely many nonnegative variablezngl with a special equation
that expresses the complementary relationship betweevatiebles and corresponding
inequalities. This complementarity condition is the kegttee distinguishing the comple-
mentarity problem from a general inequality system. It &ethe heart of all constrained
optimization problems in finite dimensions and provides wexful framework for the
modeling of equilibria of many kinds.

The systematic study of the complementarity problem begahe mid-1960s. In a
span of five decades, the subject has developed into a vetfylfdiscipline in the field
of mathematical optimization. The developments includé&lh mathematical theory, a
host of effective solution algorithms, a multitude of irgsting connections to numerous
disciplines, and a wide range of important applicationseosgience, engineering, and
economics. The literature of the complementarity probléms benefited from contri-
butions made by mathematicians (pure, applied, and coripoidd), computer scien-
tists, engineers of many kinds (civil, chemical, electricaechanical, and systems), and
economists of diverse expertise (agricultural, compoteti, energy, financial, and spa-
tial) [41, 16, 60]

In addition to optimization problems, many equilibrium plems from economics
and important applied problems from diverse engineerinddiean be profitably formu-
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lated as CPs. We can quote for example : bimatrix ga®&s3[7], economic equilibrium
problems §1, 40|, free boundary problems], black oil model P2], phase appearance-
disappearance problent®q 13, 84] and dissolution-precipitation problemsd, 20].

The finite-dimensional variational inequality is a geneion of the complementa-
rity problem B3, 77, 38, 76).

Mathematically, the complementarity problem consistsridifig a vectok > 0 withn
components such th&t(x) > 0 andx'F (x) = 0. HereF is a function fromR" into itself,
the inequalities have to be understood componentwise, lmaign' denotes matrix
transposition. The CP is often written in compact form akfes

0<xLF(x)=0. (1.1.1)

Since the components pfandF (x) must be nonnegative ii (1.1, their perpendicularity
with respect to the Euclidean scalar product required irptioblem is equivalent to the
nullity of the Hadamard product of the two vectors, that is

x-F(x) =0, (1.1.2)

which mean thax; (F (x)); must vanish for all indek

There exist many different approaches to treat these cangpitarity problems, e.g.,
interior point methods7, 8, 126 and active-set strategy’()]. Another approach is to
rewrite the complementarity conditions as a system of smequations]10, 112, 111],
as a set of nonsmooth equatiod®], 73, 37] and also as constrained and unconstrained
optimization problems46, 68]. These formulations provide the basis for the development
of the theory and algorithms for complementarity probleRs. an overview of most of
these methods, we refer t89).

In this thesis, we are interested in the nonsmooth refortimumaf the complementarity
problem using the C-function minimum (see sectof.?). Due to the lack of differentia-
bility, the assumptions for the use of classical Newton rmeé#h{35, 52] are not satisfied,
but the so-called nonsmooth Newton meth®@ [L13 can be applied. Our interest in this
solution approach was motivated by its efficiency.

A complementarily problemi(1.1) with an affine defining functiok is called a linear
complementarity problem, abbreviated as LCP.

16



The linear complementarity problem

The linear complementarity problem refers to an inequalstem with a rich mathema-
tical theory. One particularly and well known context in whiilinear complementarity
problems are found is the first-order optimality conditiofigjuadratic optimization pro-
blem [(2].

In order to get a better insight into complementarity praidewe began our thesis’s
work by studying the linear problem.

We fix the notation by precising that the LCP consists in figdirvectorx > 0 with n
components such thitx+q > 0 andx' (Mx+q) = 0. HereM is a real matrix of orden
andq is a vector inR".

Many algorithms have been proposed to solve problem LITR [30]. They may be
based on pivoting techniquedqd, 29|, which often suffer from the combinatorial aspect of
the problem (i.e., the"possibilities to realize- (Mx+ q) = 0), on interior point methods,
which originate from an algorithm introduced by Karmarkadinear optimization 74,
1984] (see also78, 1991] for one of the first accounts on the use of interior poie-
thods to solve linear complementarity problems), on normblewton approache3§,
such as the one considered here, and on the regularizatrmmsemooth equation9¥%).
See [L03 30 for other iterative methods.

The linear complementarity problem is a special case of tiimear complementa-
rity problem, abbreviated NCP. In the next section, we preaenonlinear complemen-
tarity problem encountered in liquid—gas flow in porous rmedwith two components
hydrogen and water.

A nonlinear complementarity problem encountered in diphasc flow in
porous media

A large community of scientists is concerned with the madgbf the mechanical and
hydraulic behavior of a deep repository of radioactive wastorder to understand its im-
pact on the environment and human safety. This implies tdkeeta model and simulate
complex phenomena such as the desaturation and resatuvtiee geological medium
and the migration of gas produced by the corrosion of nusleste packages contained
in the storage, within complex heterogeneous and aniseotdgmains including singular
zones such as galleries and cell intersections. Moreowaenmls with highly contrasted
physical properties are involved and the time scale can beloag (from a thousand to
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hundreds of thousands years).

Hence the simulation of these physical features happens t complex task, and
their validation is a major concern to assess safety of {hesitory. Computational bench-
marks, such as the Couplex Gaz benchméafk, [are useful for the definition of relevant
physical models and numerical methods. Indeed, the Co@dexbenchmark has shown
that the Darcy flow of two phases, the first one being an incesgible liquid phase and
the second one the gaseous phase with two components (lkeydvagger), can lead to the
appearance and disappearance of the gas phase, leadiaglegtdneracy of the equations
satisfied by the saturation.

In order to overcome this difficulty, different choices fankimowns are available in
the literature. An approach presented 1ip s to extend the notion of phase saturation,
allowing for negative values, and values greater than ananbther method, developed
in [127)], primary variables are changed, depending on the valukeo§aturation : they
are switched when, during a time step, the gas phase appdhessaturated zone. These
methods remain sensitive to capillary pressure singidarit

In this thesis, we consider a system of nonlinear partiahBgns — conservation equa-
tions and Darcy laws — with nonlinear complementarity ctinds describing the transfer
of hydrogen between the two phasé§][ The advantage of this formulation is its validity
whether the gas phase exists or not. Furthermore, varidblaest have to be switched.

1.2 Thesis outline and contributions

Divided into two parts, the thesis contains nine chapteikwed by a bibliography and a
subject index. The first part covers chapter two through hdjye, which give contribu-

tions to the analysis of numerical methods to solve lineangementarity problem. The
second part consists of the remaining four chapters andestad hydrogen-water flow in
a porous medium where hydrogen can be present as a gas pheskassbeing dissolved
in liquid water. This is modeled as a nonlinear compleméytaroblem.

Chapter2 serves two purposes : one, it introduces the important relasses in the
study of LCP, (several of these classes are of interest bedéwey characterize certain
properties of LCPs) ; and two, it contains the backgroundmhef nonsmooth analysis
and algorithms.

In chapter3, we focus on the plain Newton-min algorithm to solve the L@Rjch
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can be viewed as a nonsmooth Newton algorithm without gipai@dn technique. When
M is anM-matrix of ordem, the algorithm is known to converge in at mosterations.
We show in this chapter that this result no longer holds wikleis a P-matrix of order
> 3, since then the algorithm may cycle. Incidentally, cogeeice occurs for R-matrix
of order 1 or 2. The content of chapters published in 10].

We provide, in chaptet, a new algorithmic characterization Bfmatricity. We show
that a nondegenerate square real maitis aP-matrix if and only if, whatever is the real
vectorg, the Newton-min algorithm does not cycle between two poartten it is used to
solve the LCP. This characterization®matrices is proved inl[1], a report under review
for publication.

Since the plain Newton-min may cycle fBrmatrices and sincB-matrices are those
ensuring the existence and uniqueness of the solution tbGefor an arbitrary q, we
have derived, in chapté&; a new method for solving LCP for this matrix class. We proved
that it is globally convergent foP-matrices and the numerical results reported in this
chapter show that it outperforms a method proposed by Hark@fPang in 1991, which
has some connections with our approach. This work is thecbbfe paper in preparation.

In the second part, we address one of the outstanding phgsidanathematical pro-
blems in multiphase flow simulation : the appearance and ifepgearance of the gas
phase, leading to the degeneracy of the equations satisfit Isaturation.

We present, in chapté}, a model for the migration, in a porous medium, of the hy-
drogen produced by the corrosion of nuclear waste packagas underground storage
including the dissolution of hydrogen.

Chapter7 focuses on the nonlinear complementarity problem and isvatent for-
mulation using variational inequalities.

In the last two chapters (chapte&@@nd9), we present the discretization method and
we show how to apply a robust and efficient solution stratdgg,Newton-min method,
to this geoscience problem. Finally, we show the efficienuy #ihe accuracy of the for-
mulation and of the Newton-min algorithm, on typical tegesused in order to simulate
the storage of nuclear waste. In particular, numerical expts show that the Newton-
min method is quadratically convergent for these problehhg content of chapted is
accepted for publication irL[].
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Premiere partie

Probleme de complementarité linéaire
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Cette partie comporte les chapiti@a 5. Dans le chapitr@ (qui reprend l'article pu-
blié [10]), nous montrons que l'algorithme de Newton-min peut ayldesqueM est une
P-matrice d’ordren > 3. C’est tres dommage car Famatricité deM est la condition né-
cessaire et suffisante d’existence et d’unicité d’'un proleléle complémentarité linéaire.
Nous avons toutefois démontré sa convergence pouPtmatrice d’ordre 1 ou 2. Dans
le chapitre4 (qui est I'article soumis]1]), nous présentons une nouvelle caractérisation
algorithmique de l&-matricité. Plus précisément, nous montrons qu’une nealiest
une P-matrice si, et seulement si, quel que soit le vectguralgorithme de Newton-
min ne fait pas de cycle de deux points lorsqu’il est utiliséprésoudre le probleme de
complémentarité linéair(1.3. Nous proposons dans le chapifran algorithme globa-
lement convergent pour résoudre le probléeme de complénitéritaéaire @.1.3 pour les
P-matrices. Des tests numériques ont été réalisés monteéiddcité de cet algorithme
et sa convergence polynomiale pour ces cas.
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Chapitre 2

Cadre mathématique

2.1 Préliminaires

En mathématiques, et plus spécialement en recherche iopélte et en optimisa-
tion, un probléme de complémentarité linéaire (PCL) eshdpfir la donnée d’'une ma-
triceM € R"™" et d’'un vecteuq € R". Il consiste a trouver un vectexe R" tel que ses
composantes et celles de= Mx -+ g soient positives et tel queet z soient orthogonaux
pour le produit scalaire euclidien @' :

x>0, Mx+q>0 et x (Mx+q)=0, (2.1.1)

ou x' désigne le vecteur transposé et la notatiam> O signifie que toutes les compo-
santesJ; du vecteur sont positives. Dés lors, I'orthogonalité requex et Mx+ q revient
a demander que le produit de Hadamard de ces deux vecteunsiisai

x- (Mx+q) = 0. (2.1.2)

On rappelle que Iproduit de Hadamard63, 1991, page 73] de deux vectemrs ¢ R"
est le vecteux-y € R" défini par

Vi: (X-Y)i = %Y.
On écrit souvent le problém@.(L.1]) de maniére concise comme suit :

CL(M,q) : 0<x L (Mx+q)>0. (2.1.3)
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Un PCL est dit linéaire parce queintervient de maniere linéaire dans les termes
de gauche et de droite d2.{.3 mais en réalité, c’est un probleme non linéaire a cause
de la relation 2.1.2 entrex et Mx+ . Ainsi, il n’y a pas de relation linéaire entcg
et les solutions éventuelles du PCL. On retrouve donc le meitne de langage qu’en
optimisation linéaire, probleme auquel le PCL est apparéssctior?2.4.1).

Ces problémes sont souvent NP ardus et donc difficiles adésdarsque la dimen-
sionn du probléme devient grande. La combinatoire du probléma de fait qu’il faut
déterminer quelles sont les composantes de la solutionomtirsilles et il y a alors'2
possibilités de réaliser cela. On note

Sol(M,q)

I'ensemble des solutions de Q4,q). C’est une réunion de polyedres convexés, [
1983]. Un pointx vérifiantx > 0 et Mx+ q > 0 est ditadmissiblepour le probléme
CL(M,q) et 'ensemble

Adm(M,q) :={xeR": x>0, Mx+q=>0}

est appel€ensemble admissiblde ce probléme. On dit que le problemeréstisablesi
Adm(M,q) # @.

Les problemes de complémentarité se sont d’abord marsfelstés les conditions
d’optimalité des problemes d’optimisation, les condiiole Karush, Kuhn et Tuckes?].
Elles permettent de modéliser des problemes décrits parepits systemes d’équations
qui sont en quelque sorte en compétition : celui qui est aatifin endroit et en un temps
donnés, correspondant & un indice commurxd¢ dez, dépend de seuils qui sont ou
non atteints : si le seul = 0 n’est pas atteint, c’est-a-dire gue> 0, I'équation(Mx+
q)i = 0 est active. Les propriétés des problémes de complém@nliadaire dépendent
de celles de la matrickl. Ces propriétés sont tres variées et ne dépendent pas diln se
type de matrices. La situation est donc plus complexe ettf&ente de celle rencontrée
dans la résolution d’un systeme d’équations linéairest srpropriétés dépendent pour
beaucoup de I'inversibilité de la matrice définissant ldésy®. Nous présentons, dans la
section suivante, quelques grandes classes de matriesspopriétés de GM,q) quiy
sont associees.
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2.2 Classes de matrices

Nous présentons ici les définitions et les propriétés deqgesl classes de matrices,
qui interviennent de maniere essentielle dans ce manascdé maniére anecdotique au
cours des discussions. Le lecteur pressé pourra passeseetion technique en premiére
lecture ety revenir en cas de besoin ; nous conseillonsftosite lire la sectior2.2.5sur
lesP-matrices qui joueront un rble important dans les chaprdst5. Le tableau de la
figure2.2.1pourra aussi donner une premiére idée du degré de raffinel@éathéorie de
la complémentarité. Dans la suite, on nfiteN] := {1,...,N} 'ensemble de&l premiers
entiers non nuls.

2.2.1 Classe des matrices non dégénérées

Définition 2.1 On dit qu’'une matriceM € R™" estnon dégénérési elle vérifie 'une
des conditions équivalentes de la propositiba [124, 2000, section 4]. On notsD
I’ensemble des matrices non-dégénérées O

Voici des propriétés caractérisant les matrices non-d&ges.

Proposition 2.2 (matrice non-dégénéréeBoit Mc R™". Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) VI C[1,n], My, estinversible,

(i) tout x vérifiant x (Mx) = 0 est nul.

2.2.2 Classe des S-matrices

Définition 2.3 On dit qu'une matricv € R™" est uneS-matrice (d’apres Stiemke) si

elle vérifie 'une des conditions équivalentes de la prajpmsici-dessous, c'est-a-dire si,
quel que soig € R", le probléme de complémentarité linéaigel(3 est réalisable. On

noteS|'ensemble deS-matrices O

\Voici des propriétés caractérisant3amatricité.

27



Proposition 2.4 (S-matricité) Soit Mc R™". Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
(i) VgeR", le problemeCL (M, q) est réalisable,
(i) il existe unx= 0tel que Mx> 0,
(i ) il existe un x> 0 tel que Mx> 0.

2.2.3 Classe des Q-matrices
PourM € R"™", on note
Qr(M) := {geR":CL(M,q) estréalisablg, (2.2.1)
Qs(M) = {qeR":CL(M,q) a une solutiok. (2.2.2)

Ce sontdeux cones. En effet, d’une park siAdm(M, g) ett > 0, alorstx e Adm(M, tq).
D’autre part, sk € Sol(M, g) ett > 0, alorstx € Sol(M,tq). Evidemment, on a

Qs(M) C Qr(M), (2.2.3)

sans que l'on ait nécessairement égalité (c’est le sujed gedpositiorn2.6 ci-dessous).
Avant d’énoncer la proposition, nous introduisons la @adssQg-matrices.

Définition 2.5 On dit qu’'une matricel € R™" est uneQq-matricesi elle vérifie I'une
des conditions équivalentes de la proposi2zoBici-dessous. On not®g I'ensemble des
Qo-matrices O

\oici des propriétés caractérisantQg-matricité.

Proposition 2.6 (Q-matrice) Soit Me R"™". Les propriétés suivantes sont équivga-
lentes :
(i) le problemeCL(M,q) a une solution s’il est réalisable,
(it) Qs(M) = Qr(M),

(iii) Qs(M) est convexe.

Terminons par la défintion d€3-matrices.
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Définition 2.7 On dit qu'une matricé/ € R™" est uneQ-matricesi Qs(M) =R" c’est-a-
dire si CL(M, g) a une solution pour tout vectegi R". La caractérisation d&3-matrices
se fait au moyen de celle d&smatrices et deQo-matrices définies précédemment. On
noteQ I’ensemble de@-matrices ad

Si I'on peut bien caractériser |€¥matrices, il est cependant plus difficile de pouvoir
établir cette proprété numériquement en temps fini. Obssrgae

Q=QoNS. (2.2.4)

2.2.4 Classe desgmatrices

Définition 2.8 On dit qu’une matriceM € R™" est unePy-matricesi elle vérifie I'une
des conditions équivalentes de la proposittoici-dessous. On noteéy I’ensemble des
Po-matriceg[43, 1966]. O

\oici des propriétés caractérisant?g-matricité.

Proposition 2.9 (Ry-matricité) Soit M e R™". Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i) VI C [1,n], detM; > O,
(ii) pour tout x# 0, on peut trouver un indice i tel que ¥ 0 et %(Mx); > 0,
(iii) V1 C [1,n], les valeurs propres réelles dg Msont positives.

Remarque 2.10L'équivalence(i) < (ii) est due a Fiedler et Ptaki]3, 1966].

2.2.5 Classe des P-matrices

Définition 2.11 On dit qu’une matriceM € R™" est uneP-matricesi elle vérifie 'une
des conditions équivalentes de la propositboh2 ci-dessus. On notB I'ensemble des
P-matrices O

La proposition2.12 ci-dessous donne des conditions nécessaires et suffisamtds
pour que le probléme de complémentarité linéair¢ \Zlq) ait une et une seule solution,
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quel que soifg € R". L'implication (i) = (ii) se montre comme suit. L'existence d'une
solution s’obtient en considérant le probléme d’optim@atuadratiqua&onconvexe

inf x" (Mx+ Q)
Mx+q >0 (2.2.5)
x> 0.

Si M € P, ce probleme est réalisable et borné; il a donc une soluBonmontre alors
gu’en ses points stationnaires le critere est nul, si biem @rux-ci sont solutions de
CL(M,q). L'unicité implique alors queZ.2.5 a un unique point stationnaire.

Voici des propriétés caractérisantRamatricité.

Proposition 2.12 (P-matricité) Soit M € R"™". Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) VI C [1,n], det™v;; > O,
(i) tout x vérifiant x (Mx) < O est nul,
(iii) VI C [1,n], les valeurs propres réelles dgMont strictement positives,
(iv) Vge R", le probléemeCL(M,q) a une et une seule solution.

La propriété(i) permet de vérifier gu’'une matrice donnée est Brmatrice en exa-
minant le signe de™- 1 déterminants, ce qui est beaucoup de travail ; on montraien f
que le probleme de déterminer si une matrice donnée edPumatrice est co-NP com-
plet [31, 1994]. La propriétéii) exprime qu’'uneP-matrice ne peut pas changeusles
signes d’un vectew# 0. L'équivalencdi) < (iv) montre que le®-matrices sont pour le
probleme de complémentarité linéaie 1.3, ce que sont les matrices définies positives
pour le probléme d’optimisation quadratique sans cortigain

Observons que M € P etl C [1,N], le point(i) de la propositior2.12 affirme que
detM;; > 0 et donc queM,, est inversible.

Remarque 2.13Par les propriétég2.2.4 et (iv), on voit que

PcQcs (2.2.6)

En général P £ S. Par exemple 30, 2009]

a3
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est uneS-matrice car Me= (3,3) > 0, mais M¢ P car son déterminant est strictement
négatif.

Remarque 2.14Si M ¢ P, alors il existe un g= R" tel que I'une des deux situations
exclusives suivantes ait lieu :

e soitCL(M,g) n’a pas de solution,

e s0itCL(M,q) a plus d’une solution.

Mais on ne peut pas s’'assurer que, pour une matricg¢ M, méme symétrique et non-
dégénérée, il existe un vecteur q tel que la premiére des situations ait lieu. En voici
un contre-exemple.

Contre-exemple 2.15Il existe une matrice symeétrique 1P non-dégénéreée, telle que
CL(M,q) a une solution quel que soit §n voici une poun=2 :

w-(22)

La matriceM est bien symétrique non-dégénérée et n’est pasklandrifions maintenant
que CL(M, ) a bien une solution quel que soit R?.

1. Sig> 0, alorsx = 0 est solution.

2. Sigy > 2q; etq; < 0, alorsx = (—q1,0) > 0 est solution. En effetMx+q =
(0,02 — 2q1) est> 0 et complémentairea

3. Siqr>2q2 etge <0, alorsx = (0,—q2) > 0 est solution. En effetMx+ q =
(g1 — 202,0) est> 0 et complémentairea

On a bien ainsi couvert tous lgs= R?. O

2.2.6 Classe des Z-matrices

Définition 2.16 On dit qu'une matricé € R™" est uneZ-matricesi M;; < 0 pouri # |.
On noteZ I'ensemble dei-matrices O

Le résultat suivant montre qu’un probléme de complémeathniéaire avec une ma-
trice M € Z est trés simple, car on peut en trouver une solution en résoln probleme
d’optimisation linéaire. On rappelle ques P est unélément minimadie P pour un ordre
noté<, siu < x, pour toutx € P ; un tel élément, s'il existe, est nécessairement unique.
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Proposition 2.17 Soient Me Z et qe R" tels queCL(M, q) soit réalisable. Alors
Adm(M,q) a un élément minimal pour I'ordrel de R" et celui-ci est solution de
CL(M,q). Il peut étre calculé en résolvant le probléme d’optimisatinéaire

min p'x
Mx+q >0 (2.2.7)
x>0,

dans lequel p est arbitraire dari® .

Le résultat d’existence précédent a une réciproque quctEarse lesZ-matrices.

Proposition 2.18 (Z-matrice) Les propriétés suivantes de MR™" sont équivalen-
tes :
(i) M est uneZ-matrice,
(ii) pourtoutqgrendan€L(M,q) réalisable Adm(M, q) contient un minimurpour
I'ordre < deR") qui est solution d€L(M,q).

Remarque 2.19 Le résultat précédent implique une observation faite paariZaseka-
ran [21, 1970], a savoir que

Z C Qo.

2.2.7 Classe des M-matrices

Définition 2.20 On dit qu'une matriceM € R™" est uneM-matricesi M € Z et siM
vérifie 'une des propriétés équivalentes de la proposifidi ci-dessous. On noth!
I’ensemble delsl-matrices 0

Proposition 2.21 (M-matrice) Pour une matrice Mt Z, les propriétés suivantes sont
équivalentes :
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(i) MeP,

(i) M estinversible et M* > 0,

(iii ) tous les valeurs propres de M ont une partie réell@,
(iv) MeS

Beaucoup de schémas de discrétisation d’opérateursatifféls du second ordre
conduisent a deM-matrices f1, remarque 3.2] ; des exemples sont donnés daas [
1987] et B2, 1987]. Pour d’autres caractérisations dksnatrices, voir Fiedler et Ptak
[42, 1962].

2.2.8 Classe des NM-matrices

L'algorithme de Newton-min est I'algorithme de Newton naessé (voir la section
2.5.3 sur I'équation
min(x,Mx+q) =0,

qui est équivalente a GM, q) (voir la sectiorn2.4.2).
Définition 2.22 On dit qu'une matriceM € R™" est uneNM -matrice si, quel que soit

g < R", 'algorithme de Newton-min converge. On nd#é I ensemble delM -matrices
O

Remarque 2.23 1l sera montré au chapitrd que

NM C P.

2.2.9 Classe des f{rmatrices

Voici une classe des matrices qui intervient au chapitians I'étude de la résolution
des problemes de complémentarité linéaire par la méthodgegddon non lisse. Soit
©:R" — R la fonction de mérite quadratique du probleme(BIL.q) définie par

O(X) = % || min(x, Mx-+q)||2. (2.2.8)
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On rappelle qu’une fonction définie SR a valeurs réelles est ditmercivesi elle a ses
ensembles de sous-niveaux compacts, ce qui revient a deegiend vers l'infini si
[IX]| = 0.

Définition 2.24 On dit qu'une matriceM € R™" est uneRg-matricesi elle vérifie les
conditions équivalentes de la propositid25sont vérifiees. On notBg I’ensemble des
Ro-matrices O

La proposition suivante est démontrée de&8& propositions 2.6.5 et 9.1.26].

Proposition 2.25 (R-matricité) Soit Me R™". Les propriétés suivantes sont équ
valentes :
(i) 'unique solution du problem€L (M, 0) est la solution nulle,
(i) pour tout ge R", la fonction® est coercive,
(iii ) pour g= 0, la fonction® est coercive.

Exemples

Voici quelques exemples d&y-matrices B8, proposition 9.1.26] :
e Les matrices non-dégénéreées.

e Les matrices pour lesquelles, quel que doit [1,n], le seulx > O vérifiant
M 1x = 0 estx = 0.

e Les matrices pour lesquelles, quel que s$ait [1,n], il existe un vecteuk; tel
queM/’;x > 0.

e Les matricestrictement copositives’est-a-dire celle® qui vérifientx'Mx > 0
pour toutx > 0 non nul.

2.2.10 Classes de matrices AS, SDP, DP,(R) et P,

Voici quelques classes (ou ensembles) de matrices qui igoasrdirectement ratta-
chées a des propriétés particuliéres du probléemeévCy), mais qui sont fréquemment
rencontrées dans des approches algorithmiques.
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Définition 2.26 On dit qu’une matriceM € R™" estanti-symétriquesi M = —M. On
noteAS I'ensemble des matrices antisymétriques O

On voit facilement quéM € AS si et seulement si'Mx = 0 pour toutx. Par ailleurs,
comme les éléments diagonaux d’Uenatrice sont> 0 et que ceux d’une matrice anti-
symétrique sont nuls, on a

ASNP=g. (2.2.9)

Définition 2.27 On dit qu’une matriceM € R™" (non nécessairement symétrique) est
semi-définie positivei x' Mx > 0 pour toutx. On noteSDPI' ensemble des matrices semi-
définies positives O

Clairement, on a

AS C SDP. (2.2.10)

Définition 2.28 On dit qu’une matriceM € R™" estdéfinie positivesi x' Mx > 0 pour
toutx # 0. On noteDP |’ ensemble des matrices définies positives O

Remarque 2.29 Par la proposition2.9 (ii ) desPo-matrices et la propositio@.12(ii ) des
P-matrices, on voit que

DPCP et SDP C Py.

Ces inclusions ne sont pas des égalités en général. Exef3alez009, page 147] :

. (1 -3 (1 =2
M._<O 1)€P\DP et |\/|._<O O)ePo\SDP,

care'Me= —1. O

Voici une classe des matrices qui intervient dans I'étuda désolution des problemes
de complémentarité linéaire par les méthodes de pointsents [78, 1991].
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Définition 2.30 Soit k > 0. On dit qu’une matricé/l € R™" est uneP, (k)-matricesi
pour toutx € R" :

(1+4K) Yicr, 0 X (MX)i + Yic1_(x X (Mx)i > 0, (2.2.11)
ou l(x) = {i:x(Mx); >0} etl_(x) = {i : x(Mx); < 0} (la dépendance el del(x)
etl_(x) n’est pas indiquée). On noR. (k) 'ensemble de®, (k )-matrices. La plus petite
valeurk > 0 telle queM € P, (k) est appelée laandicapde M.

On dit qu’'une matricavl € R™" est uneP,-matrices'il existe unk > 0 tel queM ¢
P.(k). On note

P. = UK>O P*<K)

'ensemble de®,.-matrices. O

Clairement, on a
0< Ky <Kz = P.(K1) C P.(k2) C P,.
La relation @.2.17) s’écrit aussi
4K Sicl, (x) % (MX)i +X"Mx > 0,

si bien que I'on a

P,(0) = SDP.

Remarque 2.31Selon [78, 1991], on a

PCP, CPy.

O

Pour résumer, la figur2.2.lillustre les propriétés d’inclusion de ces classes de ma-
trices.
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SL

M=PnZ P, (K)

DP SDP=P.,(0)

AS

Figure 2.2.1 — Propriétés d’inclusion de quelques classevatrices : la flech& — B
indique queA C B (on peut cliquer sur la figure pour voir les propriétés de deatjasse
de matrices)

Il N’y a pas d’algorithme idéal pour résoudre un probléeme deglémentarité li-
néaire, mais il y a un ensemble d’algorithmes qui sont, paislearactéristiques, plus
ou moins adaptés a des classes particulieres de problémes cNons, par exemple, les
meéthodes de pivotage qui ont une complexité exponentiHli2 [LO3 86]. Il y a aussi les
meéthodes de points intérieud 67, 78, 88] et les méthodes non lisses auxquelles nous
nous intéressong4, 36, 96, 101, 26]

37



2.3 Complexité de CLM,q)

Nous présentons ici quelques résultats de complexité coacela difficulté de ré-
soudre le probléme GQM, q), lorsqueM est dans une classe donnée de matrices.

e Le probléme CILM, q) est NP-complet 9/ € Py [78, 1991].

e Le handicap d'une matridd < P, peut étre exponentiel en la taille en bitdg 32,
2010]. Ceci impligue que les algorithmes (de points intése=n particulier), qui
font intervenirk polynomialement dans leur estimation de complexité ne gasit
polynomiaux.

e CL(M,q) peut étre résolu en temps polynomial\Miest définie positive (donc
uneP-matrice symétrique, propriété affirmée dahB( 2002]) et méme I est
semi-définie positive (par I'algorithme de I'ellipsoid&d] 103).

e Si M est uneM-matrice, CLLM, q) peut étre résolu en temps polynomial (par
I'algorithme de Newton-min qui converge,dans ce cas, erl@rgtérations [ 1,
2004)).

2.4 Formulations equivalentes a CI(M, q)

2.4.1 Liens avec le probleme d’optimisation quadratique
On consideére le probléme d’optimisation quadratique
1
: Tyt vl
ol @ X 5 X Mx (2.4.1)
Ax< b,

ou g€ R", M est une matrice symétrique d’ordre(non nécessairement semi-définie
positive),A est une matrice de typex netb € R". Ses conditions d’optimalité du premier
ordre s’écrivent pour un certain multiplicateurc R" :

{ q+Mx+ATA =0

0<A L (b—AX) >0. (2.4.2)

Il s’agit d’un probléme de complémentarité linéaire @nA). Si M est inversible, on
peut éliminer la premiere équation d&4.2 en la récrivank = —Mfl(AT)\ +q), ce qui
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conduit au probleme de complémentarité linéaird esuivant :
0<A L (AMATA +b+AM1g) > 0.

Ce probléme a une et une seule solutiosi M est inversible et SAM*A" est uneP-
matrice. En partant di2(4.2 et en éliminanf, et si les contraintes du problén&4.1)
sont des contraintes de positivité de la variablalors on retrouve le probléeme QU,q)
qui est équivalent aux conditions de Karush, Kuhn et Tuckegprdbléme d’optimisation
guadratique suivant

. + 1+

Il G x5 X Mx (2.4.3)

x> 0.

Un autre lien avec I'optimisation quadratique est le suivasi la matriceM n’est pas
une matrice symetrique, alors la relation entre(KLq) et le probléeme4.4.3 ne tient
plus. Dans ce cas, nous considérons le probléme d’optimisatiadratique suivant

min x' (Mx+Qq)
x=0 (2.4.4)
Mx+q > 0.

Comme le colt de ce probleme est borné inférieurement susdiable admissible (par
Zéro), ce probléme2(4.4 a toujours une solutiorp]. On en déduit alors que

x € Sol(M,q) — x est solution deZ.4.4 avec un codt optimal nul|

Cette observation montre que le probleme de complémenterdtaire est un cas particu-
lier des problémes quadratiques.

2.4.2 Formulations au moyen d’équations

On peut exprimer le probleme de complémentarité @lq) au moyen d’équations,
en général non lisses, c’est-a-dire non différentiables.fanctions qui interviennent dans
cette formulation et dont on cherche un zéro sont appelée€-denctions (C pour com-
plémentarité). Cette formulation est utilisée par desrilgmes de résolution.
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On dit quef : R — R est une C-fonction si
f(a,b)=0 — ab=0, a>0  b>0.

Une C-fonction permet donc de remplacer le probleméNClq) par le systéeme d’équa-
tions
F(x) =0,

ouF :R" — R" a sa composantedéfinie par

F(x) = f(x, (Mx+Q);).

On a intérét a avoir des C-fonctioRsnon-différentiables, car elles conduisent a des algo-
rithmes plus efficaces, pour au moins deux raisons : d’unte lparC-fonctions différen-
tiables sont en général plus compliquées, plus non-liegaid’autre part, les jacobiennes
des C-fonctions différentiables sont en général singegiém des solutions dégénérées
(et donc l'algorithme de Newton ne fonctionne pa&), [1995, théoreme 3.1 et remarque
3.2].

On trouvera ci-aprés quelques exemples de C-fonctionsiest pgopriétés.

2.4.2.1 La C-fonction de Fischer-Burmeister

La fonctionfonction de Fischer-Burmeistg44, 45, 1992-1995] est définie par :

fes(a,b) = v a2+ b2 — (a+b).

On montre facilement qu’il sagit d’'une C-fonction convexeléférentiable partout sauf
en (0,0). De plus, son carré est continiment différentiable. ElteCéslans le voisinage
d’un point non dégénéré. On a

2
2442

Chen, Chen et Kanzov2B, 2000] considerent ce qu'ils appellent la fonction de Féseh
Burmeister pénalisée :

Imin(a, b)| < | fee(a,b)| < (2++v/2)|min(a, b)|.

fFBp(a, b) =A fFB(a, b) + (1—)\ )a*b*,

pour unA €]0,1]
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L'intérét principal defeg et fegp est que leurs carrés sabt, ce qui permet une glo-
balisation classique des méthodes de Newton non li§d€s47]. Cependant la méthode
introduit du mauvais conditionnement lorsque I'on se rappe de la solution.

D’aprés R3, 101], les résultats numériques sont plutdét meilleurs afiasp qu’avec

feB.

2.4.2.2 La C-fonction de Mangasarian

La fonction de Mangasariaf90, 1976] est définie par

fw(a,b) = {(la—b|) —{(b) - {(a),

ou { : R — R est strictement croissante et verifi€0) = 0.

Elle peut étre rendue différentiable par un choix appropge& . Par exemple, elle
estC? si  (t) =t3. On retrouve la fonction minimum (voir ci-dessous) en predédt) =t,
puisqu’alorsfy (a,b) = —2min(a, b).

2.4.2.3 La C-fonction minimum

La C-fonction la plus simple est fanction minimum
fmin(a7 b) = min(a7 b)

Elle semble avoir été proposée pour la premiére fois parr&es{80, 1976] et par Man-
gasarian91, 1977]. On montre facilement qu’il s’agit bien d’'une C-féion. Des lors

min(x, Mx+q)=0 <=  x&SolM,q),

ou la fonction min agit composante par composante :(min; = min(u;,Vv;) pour tout
indicei.

La fonction min a été utilisé dans plusieurs travali®g 59, 107, 48, 123 34]. Les
tests numeériques d83, 71, 2004], montrent que I'utilisation de la C-fonction min aen
de meilleurs résultats que celle de Fischer-Burmeiftgr

Comme la fonction min est souvent tres efficace numériqueémeas I'avons choisie,
dans ce travail, pour remplacer les conditions de complémieh@.1.1). Dans ce cas, le
probleme 2.1.3 devient équivalent a résoudre I'’équation

H(x) = min(x,Mx+q) = 0. (2.4.5)
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2.5 Analyse non lisse

Nous adoptons ici les notations habituelles et généraléamtdyse et de I'optimisa-
tion non lisse.

2.5.1 Ingrédients pour I'analyse non lisse

L'espaceR" est muni du produit scalaire euclidiény) = x"y. La norme associée est
notéel| - ||. On désigne paB(x,r) la boule (ouverte) de centsec R" et de rayorr > 0,
définie par

B(x,r):={yeR":||x—y||<r}.
Nous ne rappelons pas ici les notions fondamentales dul cifiéuwentiel (différentiabilité
au sens de Fréchet, au sens de Gateaux, gradient, foncgoclagseC"), mais nous
fixons les quelques définitions supplémentaires indisgé@sa une généralisation de ces
notions.

Définition 2.32 Une fonction f: R" — R est dite lipschitizienne sur&R" s'il existe une
constante L> O telle que, pour toutyz e S

[f(y) - f(@)| < Llly—7|. (2.5.1)

Une fonction f est dite localement lipschitizienne enR’ s'il existe un réel positi§ > 0
tel que f est lipschitizienne suB¢).

Si f est lipschitizienne sus (resp. localement lipschitizienne &)) toute valeur deé.
qui vérifie I'inégalité @.5.1) de la définition2.32est appelée constante de Lipschitzfde
surS(resp. erx, ou au voisinage d@. Le caractére localement lipschitzien d’'une fonction
enx assure que son taux d’accroissement peut étre controléudarssinage de. Une
fonction localement lipschitzienne en un point n’est paseséairement diféntiable en
ce point (par exemphe— |x| en 0).

Terminons par la notion de dérivée directionnelle.

Définition 2.33 Une fonction f: R" — R admet une dérivée directionnelle (unilatérale)
en xc R" dans la direction d= R" si la limite
. f(x+td) — f(x
i 10 td) = £

t—0 t
t>0

(2.5.2)
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existe et est finie. On la note alor§X,d). O

Si f est différentiable exx (au sens de Fréchet ou au sens de Gateaux), alors elle
admet des dérivés directionnelles dans toutes les dinsdti@t on af’(x,d) = f/(x)(d) =
Of(x)"d ol f'(x) est dérivée dé enx et f (x) son gradient. Rappelons que la réciproque
n'est pas vraie en général, sauf si les dérivées directimsmont continues.

Définition 2.34 Une fonction f: R" — R est dite sous-linéaire si elle est convexe et po-
sitivement homogeéne(tk) =t f (x) pour tout xc R" ett > 0. O

On montre facilement que, dans cette définition, I'hnypathas convexité peut étre rem-
placée par la sous-additivité de:

f(x+y) < f(x)+ f(y) pour toutx, y € R".

Ainsi une fonction sous-linéaire est une fonction sousitaddet positivement homo-
gene.

2.5.2 Sous-différentiel de Clarke

En 1975, Clarke définit des « gradients généralisés » pouiome&on localement lip-
schitzienne a valeurs réellés R" — R. Le but est de d’écrire le comportement a I'ordre
un de fonctions non-différentiables. En 1976, Clarke élantbtion de sous-différentiel
généralisé a des fonctions localement lipschitzienneseaursavectorielles. Rappelons-en
la définition.

Soit f : R" — R une fonction localement lipschitziennexea R", de constante de Lip-
schitzL, et ce dans toute la secti@mb.2 Cette hypothése n’est pas suffisante pour parler
de dérivées directionnelles de contrairement au cas convexe. ClarRé][ dont notre
présentation reprend ici quelques résultats, définit lwéédirectionnelle généralisée de
la fagcon suivante.

Définition 2.35 La dérivée directionnelle généralisée en x dans la directip notée
fo(x,d) est

f(X' +td) — f(X)

fo(x;d) :=limsup :

X —X
tJ0
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Puisquef est localement lipschitzienne &re R, f°(x;d) est finie, et
o0 d)| < L[d]]. (2.5.3)

L'applicationd — f°(x; d) hérite du caractére localement lipschitzierfdde constante,

et celui-ci est méme global. On montre de méme due f°(x;d) est sous-linéaire, de
sorte qu'il est permis de définir un sous-différentiel pasrfonctions localement lipschit-
ziennes.

Définition 2.36 Le sous-différentiel de Clarke de f en x, nét&x), est 'ensemble non
vide deR" défini par

of(x) ={seR": f°(x;d) > (s,d), vd € R"}.
Les éléments déf (x) sont appelés les sous-gradients de Clarke (ou gradientérgén
sés) de f enx. O

Le sous-différentiel de Clarke est un ensemble compact mtes@. De plus, on a
df(x)  B(O,L), d'aprés 2.5.3. Les dérivées directionnelles généralisées se déduisent
de dc f(x) pour toute directiom € R" :

fo(x;d) = d).
(x;d) serg?é)@ )

Le sous-différentiel de Clarke comme limites de gradientsieergents

Si une fonction localement lipschitzienne n’est pas né&iemsent différentiable, I'en-
semble de ses points de non-différentiabilité est néarsr@rmesure nulle, comme I'af-
firme le théoreme suivant, di a RademacReét. |

Théoréme 2.37Soit U C R" un ouvert, et gU — R" une fonction localement lip-
schitzienne en tout point de U. Alors g est différentiabkspgue-partout suR" (pour
la mesure de Lebesgue).

Toute fonctionf : R" — R localement lipschitzienne siR" est donc différentiable
partout, sauf suf2,q, un ensemble de mesure nulle. La fonctibmdmet donc un gra-
dientd f(x) en un pointx arbitrairement proche dgy € Qnq. On a d’autre part la ca-
ractérisation du sous-différentiel de Clarke suivag@t {héoréme 2.5.1]. Si une fonction
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f : R" — R est localement lipschitzienne SR et différentiable sUR™ Q,q, alors
df(x) = codsf(x), (2.5.4)
ou co désigne I'enveloppe convexedkf (x) est défini par
O F(X) = {lim f'(x) : X — X, X € R™ Qpgq, f'(x¢) convergé. (2.5.5)

Cela permet d’étendre la définition du sous-différentieCtlerke aux fonctions a va-
leurs vectoriellesf : R" — R™, par les mémes formule®.6.4 et (2.5.5 [26, section
2.6.1].

Finalement, le sous-différentiel produit pour les foneidocalement lipschitziennes
a valeurs vectorielle$ : R" — R™, est définit par

Ox T(X) 1= 0 f1(X) x I fa(X) X -+ x 9 fm(X).

Remarque 2.38 On observe que3s, proposition 7.1.14]

a1 (X) C 0y f(X). (2.5.6)

O

Comme cdA x B) = co(A) x co(B) pour tous ensembldsetB, alors le sous-différentiel
produit peut s’écrire comme suit

9 f(X) = co(&B F1(X) X G5 Fa(X) X --- X O fm(x)>.

Regles de calcul

Nous donnons ici quelques régles de calcul utiles du sdtératitiel de Clarke. Les
résultats ne sont souvent que des inclusions, mais il estipesl’obtenir des égalités en
demandant une régularité plus forte que le caractére lmeadelipschitzien, dite régula-
rité au sens de Clarke.
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Définition 2.39 Une fonction f: R" — R localement lipschitzienne en x est dite régu-
liere au sens de Clarke si elle admet des dérivées direatites f (x,d) dans toutes les
directions de R", et si de plus, on’fx;d) = f°(x;d) pour tout de R".

En particulier, toute fonction convexe dRY et toute fonction continiment différentiable
en x est réguliere au sens de ClarkexeD’autre part, sif est réguliére au sens de Clarke
et différentiable erx, alorsd f (x) = {Of(x)}.

Proposition 2.40 Soit( fi)1<i<p une famille finie de fonctions définie SR & valeurs
dansR et localement lipschitiziennes erexR", et soit(aj)1<i<p C R. Alors la somme
pondéree; a;fj, est encore localement lipschitizienne en x, et on a

5c<zip:1ai fi) C zip:lai o:fi. (2.5.7)

Remarque 2.410n a égalité dans I'’équatio(R.5.7) si une fonction jfau plus n’est pas
continlment différentiable en x. On a encore égalité si |esofit réguliéres au sens de
Clarke, et sia; > 0 pour tout i.

Proposition 2.42 Soit F: R" — R™ une fonction contindment différentiable erex
R", et g: R™ — R une fonction localement lipschitzienne e(xf: Alors la composée
go F est localement lipschitzienne en x, et on a

dc(go F)(x) C acg(F (X)) o F'(X),

ou F'(x) désigne la différentielle de F en x. On a égalité si g est régalau sens
de Clarke en kx), et, dans ce cas, la composéefg est aussi réguliére au sens de
Clarke en x.
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2.5.3 Schémas newtoniens pour problemes non lisses

SoientQ un ouvertdeR" et F : Q — R" une fonction non lisse dont on cherche un
zéro, c'est-a-dire un pointc R" tel que

F(x) =0.

On note.Z (R",R") I'ensemble des fonctions définies skl a valeurs dan®". Nous
reprenons ici quelques éléments de la theorie développédaaection 2 de B8].

Définition 2.43 (schéma d’approximation newtonien)Un  schéma  d’approxima-
tion newtonierd’une fonctionF : R" — R" enxy € Q est une application multivoque

J: Q- F(R",R"),

définie sur un voisinag@g C Q dexg telle que les conditions suivantes soient vérifiées :
(AN1) pour toutx € Qg et toutdy € J(X), Jx(0) =0,

(AN2)
imsup F X FH0=X—Fl0) _ (2.5.8)
X—X0, X£Xg ||X_X0||
Ied(X)
O

Remarque 2.44 L'application multivoque J joue dans I'algorithme de Newte rble de
I'application dérivée F du cas différentiable, mais(d) n’est pas formé d’applications
linéaires mais est ursous-ensemblde.Z (R",R"). Les élémentsE J(x) sont donc des
opérateursonlinéaires.

Pour avoir une convergence quadratique, on aura besoin@ypothése plus forte
que(2.5.9; cette derniére n’assurant que la convergence superlieéai

Définition 2.45 (schéma d’approximation newtonien fort) Un schéma d’approximation
newtonien fortd’une fonctionF : R" — R" en Xy € Q est un schéma d’approximation
newtonien] deF enxg, dans lequel I'hypothés@ (5.8 est renforcée en
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(AN3)
IF (%) + Jx(x0 — x) — F (x0) |

limsup < 0, (2.5.9)
X—X0, X£Xo HX_XOHZ
Ied(X) -

Pour avoir la convergence de I'algorithme de Newton schigmeatdéfini ci-dessous,
on aura besoin d’'une hypothéese de régularité du schémard¥ipmtionJ au zéroxg
deF considéré, qui est le pendant de la non-singularité’de)) du cas différentiable.

Définition 2.46 (schéma d’approximation newtonien réguliee Un schéma d’approxi-
mation newtonien réguliet’'une fonctionF : R" — R" enxg € Q est un schéma d’appro-
ximation newtonierd deF enxg, formé dhoméomorphismes uniformément lipschitziens
sur le voisinage€ de xp, c'est-a-dire qu’il existe des constantes> 0 ete; > 0 telles
que pour toux € Qg et pour toutdy € J(X), il existe des voisinagedy et Vy, tels que
B(0,&3) C Uy, B(0, &3) C Vx etdy|u, : Ux — Vx est un homéormorphisme lipschitzien dont
I'inverse est lipschitzien de moduls. O

SiF aun schéma d’approximation newtonien régulien un zérx, deF, on peut dé-
finir un algorithme de Newton qui générera une s{ii{g; qui convergera vers,, pourvu
que le premier itéré soit suffisament prochexgde

Algorithme 2.47 Newton schématique — une itération

On suppose qu’au début de l'itératiknon dispose d’'un itérg c R".

1. Test d’arrét: siF(xx) = 0, arrét de I'algorithme.
2. Calcul du pas: pour un opérateuli arbitraire dand(xy), on calcule une
solutiondy du systéme non linéaire suivant

F (%) +J(dk) = 0. (2.5.10)

3. Nouvel itéré: X1 := Xk + k.

L'algorithme suppose que le systemen linéaire @.5.1Q est résoluble. On montrera
en fait que, sous des hypothéeses appropriées (en pantigudeit étre assez proche d’'un
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zéro convenable de), ce systeme a une solution unique. La consistance et l&ogpenvce

localede l'algorithme2.47 sont assurées dans les conditions énoncées dans le théoreme

suivant B8, théoreme 7.2.5].

Théoreme 2.48 (convergence locale de Newton non lissgpientQ un ouvert de
R", F:Q — R" une fonction localement lipschitzienne s@Qret x € Q tel que
F(x,) = 0. On suppose que F a un schéma d’approximation newtonienieégl
en x. Alors, il existe un voisinage V de xel que si ¥ €V, l'algorithme 2.47 de
Newton schématique est bien défini et génére une &xiteconvergeant superlinéai;
rement vers x Sile schéma d’approximation est fort, la convergence eaticatique.

Dans la section suivante, nous nous intéressons a I'afiplicde I'algorithme2.47
a quelques classes particuliéres des fonctions non lidessfanctions B-différentiables,
les functions semi-lisses et les fonctions différentialglar morceaux.

2.5.4 Fonctions non lisses et leur schéma newtonien

Nous présentons dans cette section, trois classes dedogsicton lisses et les sché-
mas newtoniens associés. Nous ne suivons pas I'ordre dbgigoe de leur introduction,
mais un ordre décroissant de difficulté de mise en ceuvre.dresibns B-différentiables
et I'algorithme de Bouligand-Newton associé requiert, #etede résoudre un systeme
d’équations non linéaires a chaque itération. Dans les detres classes de fonctions
(semi-lisses et différentiables par morceaux), I'itématile Newton ne requiert que la ré-
solution d’un systéme linéaire. C'est dans la classe destifots C par morceaux que
se situe I'algorithme de Newton que nous utiliserons fréguent par la suite. Nous ne
couvrons pas toutes les méthodes de Newton non lisses gpeel® ces derniéres an-
nées, mais présentons ainsi une suite logique de méthoddaisant a celle qui nous a
intéressé dans cette thése.

2.5.4.1 Fonctions B-différentiables

La B-différentiabilité a été introduite par Robinsohlf. Elle est un concept de
différentiabilité plus faible que celui de Fréchet, dangulel I'opérateur dérivée n’est
pas requis d'étre linéaire et borné, mais seulement pegitnt homogene et borné. La
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lettre B fait référence a Bouligand. Cet affaiblissemenpamiant de la définition per-
met toutefois de préserver des propriétés importantdsstglie la B-différentiabilité en
chaine et la formule des accroissements finis. ContraireénerFréchet-différentiabilité,
la B-différentiabilité n’est pas détruite par la prise dunimium ou du maximum d’un
nombre fini de fonctions, ce qui est un atout dans certainesrgtances en particu-
lier pour les problémes de complémentarité. Présentonstemaint la définition de la
B-différentiabilité.

Définition 2.49 SoientE etF deux espaces normés. On dit qu’une fonctiofit f— [F est
B-différentiableen xe€ E, s'il existe un opérateur B(k) : E — [ positivement homogéne
(de degré un) et borné, tel que

F(x+h) — F(X) — BF(x)-h = o(h). (2.5.11)

L'opérateur BKx) est appelé la B-dérivée de f en x.
Ondit que f: E — F est B-différentiable sur un ouve® C R" si f est B-différentiable
en tout point de. O

Pang [LO6, 1990] a étudié la méthode de Newton pour les fonctions t#mihtiables
et sa globalisation par recherche linéaire sur la fonctmmeéritex — ¢ (X) = %||F(x) 3.
La directiondy est obtenue comme solution du systemalinéaire

BF (x)dk = —F (%),

ou BF(xk) est la B-dérivée d& enx. La directiondy (si elle existe) est une direction
descente de la fonction de mérige Cependant, cette direction présente I'inconvénient
d’étre colteuse numériquement du fait du systeme non tméar'il faut résoudre pour

la calculer p8, 59, 1990-1992]. Par exemple, dans le cas du PCL, le calcul delie
direction exige la résolution d’'un probléme de complémetdtéinéaire 9, 1990].

Liens avec la différentiabilité directionnelle

Pour les fonctions localement lipschitziennes, la notierBddifférentiabilité est la
méme que celle de la différentiabilité directionnelle. Guenf’(x; h) la dérivée direc-
tionnelle enx € E dans la directiorh € E. Voici quelques liens avec la différentiabilié
directionnelle 120, 1990].

Proposition 2.50 (i) SiF est B-différentiable en x, alors F admet des dérivées di-
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rectionnelles en x E suivant toute direction k E et F'(x;h) = Bf(x)h.
(i) SiF est lipschitzienne dans un voisinage de x et si F admed&i@stes direc-
tionnelles en x suivant toute direction, alors f est B-d#fiféiable en x.

Nous présentons, dans la section suivante, la classe dgmftsemi-lisses. Pour ces
fonctions, I'itération de Newton ne requiert que la résolutd’un systéme linéaire.

2.5.4.2 Fonctions semi-lisses

La notion de fonction semi-lisse a été introduite par Miffld®, 1977] et étendue aux
fonctions multivoques par Qi et Suhl3 1993].

Définition 2.51 SoientQ un ouvert deR" et F : Q — R" une fonction localement lip-
schitzienne suf. On dit queF estsemi-lisseenxgy € Q si

(SL;) F admet des dérivées directionnellesgn
(SLp) il existe un voisinag€o C Q dexg tel que

VXEQo: F/(Xx—Xo) —F'(X0;Xx—Xo) = o(||x—Xol|). (2.5.12)

On dit queF estsemi-lissesurQ si elle est semi-lisse en tout point @e On dit queF est
fortement semi-lissenxg € Q si elle est semi-lisse exy avec (Slp) renforcée en

(SL5) il existe un voisinag€o C Q dexg tel que

VxeQq: F'(x;x—X) —F'(xo;x—Xg) = O(||x—Xo||). (2.5.13)
O

L'algorithme de Newtor2.47appliqué a une fonction localement lipschitzienne quel-
conque, utilisant le sous-différentiel de Clarke (voir kction 2.5.2 comme schéma
d’approximation newtonien (voir la sectigh5.3, ne converge pas nécessairema [
2003, exemple 7.4.1]. Les fonctions semi-lisses sont a@essfonctions localement lip-
schitziennes pour lesquelles l'algorithme de Newton cagweavec un élément de sous-
différentiel de Clarke 99, 113.

Exemple 2.52 La C-fonction Fischer-Burmeister (voir la secti@m.2.) est une fonction
semi-lisse Bg).
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L'utilisation du sous-différentiel de Clark@F (x) comme schéma d’approximation new-
tonien a l'intérét d’avoir ses éléments linéaires. Cepahdan utilisation dans I'algorith-
me2.47requiert que tous ses éléments soient inversibles ; pauesll la non-singularité
de JF (x.) en une solutiorx, est requise pour avoir convergence de I'algorithi3g, |
théoreme 7.5.3].

2.5.4.3 Fonctions différentiables par morceaux

On suppose dans cette section §uest#* par morceaux. Les résultats obtenus sont
utiles pour les problemes de complémentarité représemtétapC-fonction min (sec-
tion2.4.2.3.

Définition 2.53 (fonction%Y) Soit Q un ouvert deR". On dit queF : Q — R" est%?
par morceauwsi Q est partitionné en un nombre fini de sous-domaines non #aes. .,
9, (deux a deux disjoints et dont I'union e®), qu'il existe des fonction§; : Q; — R"
définies dans un voisinage ouv& de chaque sous-domaitg et de class&! surQ;
et que poux € Z;, F(x) = K(X). SiF(x) = F(x) on dit lafonction k est activeenx et on
note
P(x) ={i:F(x) =FR(Xx)},

'ensemble des indices des fonctions activesxe®n note%+(Q,R") I'ensemble des
fonctions¢! par morceaux su® & valeurs dan®&". O

Remarque 2.54 Les fonctions différentiables par morceaux sont a la fodiferentiables
et semi-lisses.

Pour ces fonctions, il est naturel de prendre comme schéapgiximation newtonien
la multifonctionJ : R" — R™ définie erx € R" par [79]

JX)={F'(x):i e P(x)}.

Un premier intérét vient du fait que tous les élémentd (¢ sont linéaires. Un avan-
tage de I'algorithm@.47tient au fait que le system@.6.10 a résoudre a chaque itération
devientinéaire contrairement aux algorithmes de B-Newton utilisant laifBcentiabilité
[106 59] (voir la section2.5.4.)).

Pour que l'algorithme soit bien défini, il faudra que ce systeait une solution a
chaque itération. En faisant I'hypothése que les élémeni$xd sont inversibles dans le

52



voisinage d’'un zéro dE et d’aprés le théoren248 on obtient un algorithme localement
convergent38, théoreme 7.2.15].

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a la résdesiproblemes de com-
plémentarité par I'algorithme de Newton non lisse appligua fonction min, qu’on ap-
pelle Newton-min.

2.5.5 Lalgorithme de Newton-min
Récriture sous forme d’équation non lisse

On considere I'algorithme de Newton-min pour résoudd.@ ou son équivalent
sous forme d’équations
H(x) = min(x,Mx+q) = 0. (2.5.14)

Quelques propriétés de la fonction min

Le lemme suivant montre que la fonction min est une fonctigsthitzienne de mo-
dule 1.

Lemme 2.55 L'application min : R*" — R": (X,y) — min(x,y) est non-expansive
(i.e., lipschitzienne de modulé en norme/; : pour tout(x,y), (X,y) € R?", on a

Imin(x,y") —=min(xy)[l2 < [[(X,Y) = (%) 1. (2.5.15)

1
DEMONSTRATION. En remarquant que miry) = é(x+y— IX—y|), ona

[min(e,y) —min(xy)| = 2 -xty —y— X y|+ x|

< (KXY v+ Xy = X )
< %(|>(—x\+|y—y|+\x—y—>d+>/\)
< X=X+

= YY) = W)
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Régularité au sens de Clarke

Lemme 2.56 La fonction de mérité, du problemeCL(M, q), définie en(2.2.8, n’est
pas nécessairement réguliére au sens de Clarke.

DEMONSTRATION. Prenons, par exemple,

1 1
:1 M:— t = —.
n Y 27 e q 2

, 1
Alors, on a@(x) = ||H(x)||?/2, avecH (x) = min (x, Xt -

> ) (voir la figure ci-dessous).

0.5

Dans ce cas, on peut facilement montrer Que’est pas nécessairement réguliére au
sens de Clarke ex= 1 parce qué®°(1;1) # ©'(1;1). En effet, il est clair que

_ 2/g_
o/(1:1) = lim 2EHV =) _; C+07/8-1/2 1
t}0 t t}0 t 2
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tandis que sa dérivée directionnelle généralisée s’écrit

©°(1;1) = lim supe(x+t) — 6K

x—1 t
tl0

> lim O((1—2t)+1) —O(1—2t)
t0 t
(1-t)2—(1—-21)

= 2

= 1

[pourx =1— 2t]

Jacobienne de Clarke de la fonction*) = min(x, Mx+ Q)

Lemme 2.57 gzH) Soit H définie erf2.4.5. La différentielle de Bouligand de H e
X Vérifie

=)

dsH(x) C {(1—D)+ DM : D estdiagonale avecip< {0,1}}. (2.5.16)

En particulier, si Me P, tous les éléments diH (x) sont desP-matrices, donc des
matrices inversibles.

DEMONSTRATION. Soit Z 'ensemble des points de différentiabilité Heet {x} une
suite deZ convergeant vers, telle queH’(x€) — J. Il s’agit de montrer qud est dans
'ensemble a droite dan2.(.16. En extrayant une sous-suite au besoin, on peut trouver
un ensemble d'indicek C [1,n], indépendant d&, tel quex < (MxX+ q); pouri € |
et x}‘ > (Mxk+q)i pouri € 1. CommexX € 2 par hypothése, on obtient par la proposi-
tion 2.59 :

HOE =1 et H(X) =M.

A la limite, on trouve que); = || et Jic = Mjc, si bien que] est dans I'ensemble a droite
dans £.5.19 avecDjj =0 sii € | etDj = 1 sii € I
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Par ailleurs, sM € P et D est comme dans2(5.19, alors(I — D) + DM € P [3,
lemme 2.1]. O

Dans l'article 5, 2009], on trouve un résultat plus précis sur le calcul di¢dshtiel
de Bouligand de mifF (x), G(x)) (et aussi pour la fonction de Fischer-Burmeiger.2.J).

Remarque 2.58 On n’a pas nécessairement égalité2s (19. En effet, pour les données

suivantes : 0
M:<1 1), g=0 et x=0,

et pourD = Diag(1,0), la matrice

(1—D)+DM = <§ ‘D ¢ GsH (%) = {I,M}.

En effet, commey = (Mx+ ()1 < X1 = 0< xp = (MX+Q)2, 'ensemble des points ddl
est difféerentiable s’écriv = {x € R?: % # 0}. Par ailleursx; < (Mx+Qq)1 < X1 > 0&
X2 < (Mx+Q)2 etx; > (Mx+0)1 < x1 <0< x2 > (Mx+Qq)2, si bien que le différentiel
de Bouligand déd s’écrit d;®(x) = {I,M}.

Dans le cas présent, I'éléme(it— D) + DM, avecD = Diag(1,0), n’est pas dans
OgH (X) parce que I'ensemblgx: x; > (Mx+Qq)1, X2 < (MX+Q)2} est vide. O

En appliquant le théoreme 5 de Pad@¢ 1990] au PCL et d’aprés le lemn2e55
on obtient le résultat suivant, en particulier une carégaéon de la différentiabilité de la
fonctionH (x) = min(Mx+ g, x) et de la fonctior®(x) = %HH (x)]/3.

Proposition 2.59 (i) La fonction © admet des dérivées directionnelles, qui
s’écrivent® (x;d) = H(x) "H’(x;d), ou

di ifi €l-(x):={i:x < (Mx+q)i}
H/(x;d) = { min(d;, (Md);) ifi e l_(x):={i:x = (Mx+Qq)i}
(Md); ifi clo(x):={i:x > }
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(i) H est F-différentiable en x si, et seulement sj, i = I;_ ) et dans ce cas,

, i ifi ela(X):={i:x < (Mx+Qq)i}
A = { Mi ifi el (x):={i:x > (Mx+0q)i}.

Décrivons en détail I'algorithme Newton-min qui permet dsoudre le systeme d’équa-
tions non lisses.5.19.

Enoncé de I'algorithme

Algorithm 2.60 (Newton-min) Soitx* € R".
Pourk=2,3,..., faire
1. Sixk~! est une solution de M, q), arrét.
2. Choisir des ensembles d’indices complémentaifes AUAL et :=

IEUIK, ou
AS={i X < (MX“ T +q)i},
ACCER = {i X = (MxX T q)id,
1§:={i : x> (ML),
1¥:= EX\ AX.

3. DéterminexX comme solution de

k
XAk:O
{(M%+®w=0 (2.5.17)

Cet algorithme est bien défini Bl estnon-dégénéréec’est-a-dire si toutes les sous-
matrices principales del sont inversibles (voir la sectiah?2.1). En effet, dans ce cas, la

matrice
- lAkAk 0
J = <M|kAk Mlklk) (2.5.18)
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du systeme linéaire2(5.17 est inversible (les lignes d’indiceé% de Jcv = 0 impliquent
queVyk = 0, puis ses lignes d'indicdg impliquent queM,kkv,xk = 0 doncvx = 0 par la
non-singularité dé/,««).

Trois interprétations de I'algorithme

La question de savoir a quelle famille de méthodes on petaictagr I'algorithme de
Newton-min se pose et n'est pas sans importance. D’'uneqedat permet de bénéficier
des propriétés démontrées pour toutes les méthodes deilkefddrautre part, cela per-
met d’apporter a la famille repérée des propriétés et desrogations nouvelles qui se
manifesteraient pour I'algorithme de Newton-min.

Premiere interprétationMontrons d’abord que I'algorithme de Newton-min peut étre
rattaché aux méthodes de Newton non lisses pour résoudttién non lisse.5.19.
Commencons par observer que nous pouvons reécrire |'dlgagicomme suit

X=X g H(K D), (2.5.19)

ouJy estla matrice introduite dan®.6.18. En effet, 'équationZ.5.19 peut aussi s’écrire
comme suit
(K =X = —min(x¢ 1 Mx< 1 4 q),

qui, avec les définitions d& et ly, est équivalent au systéme suivant
X,I;k = 0,
K k-1 K k=1 k—1 k—1
Mikak (XT = X"5) gk + Myige(XE =X )k = —MjkakXp ™ — MyigrX(i ™ — Q.

En simplifiant la deuxiéme équation, on retrouve la secoal#&ion du systeme2(5.17.
Observons maintenant, que la « pseudo-jacobienheutilisée dansZ.5.19 est un
élément du différentiel produi, H (x*) deH enxX. En effet, on a

0«H(x)={(l —D)I + DM : D est diagonale avel; € [0,1]}

et
J= (I —Dy)l + DM

avec(Dy)ii = 0 sii € A¢ et(Dy)ji = 1 sii € Ix. Dés lors, I'algorithme de Newton-min n’est
pas un algorithme de Newton semi-lisse stricto seddi3[1993], puisquel n’'est pas
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nécessairement dans le différentiel de Cladidd (x<). On peut toutefois le rattacher a la
famille des algorithmes de Newton non lisses dans le sens @p$eudo-jacobiennek
est dans un certain différentiel eeenx.

Deuxieme interprétatianSi au lieu de 2.5.14, on prend le systéme dédoublé équi-
valent §§]
_ (Mx+qg-y\ _
Ha(X,y) = < min(x,y) ) =0, (2.5.20)

I'algorithme de Newton-min est un algorithme de Newton ségsie stricto sensu pour ce
systéme. En effet, le sous-différentiel de ClarkéHdes’écrit

M —I
dcHa(X,y) = co la O |:{i:xx<y}cAcC{i:x <y}
0 lac

L'intérét du dédoublement des variables a donc été d’intiredune non-différentiabilité
(x,y) — min(x,y) dont on peut aisément calculer le sous-différentiel dekglaalors que
le calcul est malaisé poti. En introduisant la variable auxiliaing := Mx¥+ q et en
prenant

M —I
FRi=la O | €dcH2(X¥),
0 |A§

avecAy donné comme a I'étap2de 'algorithme de Newton-min, I'itération définissant
ZHL = (XL yk+1) A partir dez€ := (XK, y) par

(@ -29 = —Ha(2

peut-étre considéré comme une itération de I'algorithmeeleton semi-lisse. Il est facile
de vérifier que la partie ende cette itération est aussi celle de I'algorithme de Newton
min.

Troisieme interprétation Comme la fonction min est une fonction différentiable par
morceaux, on peut aussi voir I'algorithme de Newton-min n@un algorithme de New-
ton sur une fonctiof’* par morceaux. En effet, on peut montrer facilement uéfini
en 2.5.19 est la matrice jacobienne des fonctions actives (voir fandi®n 2.53 de la
fonctionH au pointx.
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Propriétés connues de I'algorithme

Comme le nombre de patrtitiori#\, | ) est fini (mais exponentiel), alors ou bien l'al-
gorithme converge en un nombre fini d’itérations, ou bieniikethye. Par ailleurs, les
prorpiétés suivantes ont été démontrées.

e Si M est uneM-matrice, I'algorithme converge en au plastérations, quel que
soit I'itéré initial [71, 2004, théoreme 3.2].

e Si M est une petite perturbation d’um-matrice, I'algorithme converge en un
nombre fini d’itérations, quel que soit I'itéré initigd], 1993, théoreme 3.4].

e Si M est uneP-matrice, I'algorithme converge en une d’itération, sidfé initial
est suffisamment proche de la solutiéi,[1993, théoréme 3.1].
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Chapitre 3

Nonconvergence of the plain
Newton-min algorithm for linear
complementarity problems with a
P-matrix

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l'algorithme d&vewiin, utilisé pour ré-
soudre le probleme de complémentarité linéaire (PCK)_L (Mx+q) > 0 qui peut
étre interprété comme un algorithme de Newton non lisse gk@lisation cherchant
a résoudre le systéme d’équations linéaires par morceanfmix+ q) = 0, qui est
équivalent au PCL. Lorsquk! est uneM-matrice d’ordren, on sait que I'algorithme
converge en au plusitérations. Nous montrons dans ce chapitre que ce réseltiemt
plus lorsqueM est uneP-matrice d’ordren > 3; I'algorithme peut en effet cycler dans ce
cas. On a toutefois la convergence de I'algorithme pourRineatrice d’ordre 1 ou 2. Les
résultats de ce chapitre sont repris de l'articlé)]| publié dandviathematical Program-
ming que nous reproduisons ci-dessous.
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3.1 Introduction

The linear complementarity problem (LCP) consists in figdanvectorx > 0 with n com-
ponents such thaélx+ g > 0 andx' (Mx+q) = 0. HereM is a real matrix of orden, q
is a vector inR", the inequalities have to be understood componentwisettansign’
denotes matrix transposition. The LCP is often written impact form as follows

LC(M,q): 0<x L (Mx+q)>0.

This problem is known to have a unique solution for apg R" if and only if M is a
P-matrix [118 30], i.e., a matrix with positive principal minors : d&; > 0 for all no-
nemptyl C {1,...,n}. We denote by the set ofP-matrices. Other classes of matridés
intervening in the discussion below are the clas# Z-matrices (which have nonpositive
off-diagonal elementsM;; < 0 for alli # j) and the clasM :=PNZ of M-matrices (they
are calledK -matrices in Q).

Since the components BandMx+ g must be nonnegative in L™, g), their perpen-
dicularity with respect to the Euclidean scalar productresyl in the problem is equiva-
lent to the nullity of the Hadamard product of the two vecttinst is

x- (Mx+q) = 0. (3.1.1)

Recall that the Hadamard productv of two vectorsu andv is the vector having its
ith component equal tgjv;. A point x such that 8.1.1) holds is here called aodeor is
saidto satisfy complementarityince, for a node, eitherx; or (Mx+ q); vanishes, for
all indicesi, there are at most"hodes for anondegeneratenatrix M, which is a matrix
having nonsingular principal submatrices. On the othedhanpointx such thatx and
Mx+ g are nonnegative (resp. positive) is said toféasible(resp.strictly feasiblg. A
solution to LGM, q) is therefore a feasible node.

Many algorithms have been proposed to solve problertML@) [103 30]. They may
be based on pivoting techniqué&s[ 29|, which often suffer from the combinatorial aspect
of the problem (i.e., thepossibilities to realize3. 1.1)), on interior point methods, which
originate from an algorithm introduced by Karmarkar in Bneptimization 74, 1984]
(see also 18, 1991] for one of the first accounts on the use of interior paiethods
to solve linear complementarity problems), and on nonsmdl@wton approache8§],
such as the one considered here. 3€3[30] for other iterative methods.
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The algorithm we consider in this paper maintains the complgarity condition
(3.1.]) at each iteration, while feasibility is obtained at comesrce (when this one oc-
curs). As aresult, all the iterates are nodes, except dgskibfirst one, and the algorithm
terminates as soon as it has found a feasible iterate. Mawfglly, suppose that the
current iteratexis a node. The algorithm first defines index s&tsandl * associated with
the next iteratex™ ; in its simplest form, it takes

At ={i:x <(Mx+q)i} and IT:={i:x > (Mx+q)i}. (3.1.2)
Then it computes™ by solving the linear system formed of the equations
Xio =0 and  (Mx'+q)+=0. (3.1.3)

To have a well defined algorithm, an assumption\ris necessary so that this system
has a solution for any choice of complementary g#etsindl ™, and vector : M must be
nondegenerate.

The motivation sustaining the algorithm is that it can bemad as a semismooth
Newton method to solve the system of piecewise linear egusti

min(x,Mx+q) = 0, (3.1.4)

in which the minimum operator ‘min’ acts componentwigmin(x,y)]i = min(x;,yi). On
the one hand, since, fa andb € R, min(a,b) = 0 if and only if 0< a L b > 0, the
system 8.1.9 is indeed equivalent to problem LM, q) (see B0, 1976] and 91, 1977,
lemma 2.1] for instance). On the other hand, it is indeedrdleat the function in3.1.4
is differentiable at a point without doubly active indeXi.e., without indexi such that
X = (Mx+ q);) and that its Jacobian matrix is the one used in the linedesy§.1.3;
when there are doubly active indices, the Jacobian use8.1n3( is determined by the
choice B.1.2. This description makes it natural to cAlewton-minthe algorithm that
update by the formulas3.1.2—(3.1.3.

Here are some remarks about algoritt8il(2—(3.1.3. First, note that the algorithm
has a principle quite different from the one used by an iatgpoint approach, which
generates strictly feasible points, while complementadstobtained at the limit. Note
also that if, in the local analysis of the method, it is impottto allow the first iterats
not to be a node, in this papet, will always be assumed to be a node. Finally, observe that
a consequence of the fact that the algorithm only generatgssis that it is equivalent to
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say that it converges or that it converges in a finite numbéeadtions or that it does not
cycle (algorithm 8.1.2—(3.1.3 is a Markov process).

The algorithm sketched above and that we further explorkigngaper can be traced
back at least to the algorithm (6.2)—(6.4) of Agartagi[3, 1984], who considers a linear
complementarity problem that reads instead 0Xx) L (Yx+q) > 0, in whichX andY
must be jointlyM-regular. Here, it is not important to be precise about thamrg of
this property of jointM -regularity, but to know that iX = I, as in LGM,q), then the
property is equivalent to thil-matricity of Y = M. WhenX =1 andY = M, the algo-
rithm (6.2)—(6.4) of Aganagi[3] is exactly the algorithm3.1.2—(3.1.3 above, which is
proven in 3, theorem 6.2] to benonotonically(in the sense thad < X1 for k > 2) and
globally (i.e., x! may be arbitrary) convergent to the unique solution of MCq), provi-
dedM e M (in [3], the first iteratex! is supposed to be zero, but this assumption is not
necessary). Under the conditions tkat= 0 andM € M, this algorithm is actually identi-
cal to the one proposed and analyzed earlier by Chandraseldy 1970] [3, remark 2].
Although not presented in that manner, the algorithm pregdsy Bergounioux, Ito, and
Kunisch [L5, 1999] to solve a strongly convex quadratic optimal conpralblem, under
the name ofprimal-dual active set strategfPDAS), can be viewed as an extension of
algorithm 3.1.2—(3.1.3 to aninfinite dimensional problem (se&4, 2000] for a compa-
rison with interior point methods) ; the authors prove thevesgence of the algorithm on
a discretized version of the problem under some conditionig1, 2003], Hintermdller,
Ito, and Kunisch consider a quadratic optimization probieitth simple bounds, which
can actually be written as a linear complementarity problém LC(M,q); they esta-
blish the equivalence between the PDAS strategy and thessewnih Newton method,
i.e., algorithm 8.1.2—(3.1.3; the algorithm is also shown to Hecally superlinearly
convergent wheM < P, and to bemonotonically(in the sense thaf; X< < ¥;x"1) and
globally convergent wheM is in the set that we denote here by

M :={M: M is a matrix near aM-matrix of the same ordér (3.1.5)

In Mg, the level of proximity to arM -matrix is left unprecise (and depends on the consi-
dered matrixM), but in the proof of §1, theorem 3.4], this proximity is sufficiently tight
to imply M¢ C P. Another interesting property of algorith3.(.2—(3.1.3, proved by
Kanzow [71, 2004], is its convergence in at mastterations wherM € M and the first
iterate is a node. When applied to algorith®nl(2—(3.1.3, the result of Fischer and Kan-
zow [48, 1996] shows that a solution to LI, g), if any, is reached in one step, provided
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x! is sufficiently close to that solution aid is a nondegenerate matrix. To conclude this
review of results, we would like to cite the quadratic locaheergence of Newton’s me-
thod for piecewis€* functions proved by Kojima and Shindag, 1986], which is related
to the formulation 8.1.4 of problem LGM, q).

This paper presents examples of nonconvergence of the Nawitoalgorithm whe
is aP-matrix. These counter-examples hold for thlain (or undamped) Newton-min al-
gorithm, i.e., without the use of globalization technigsesh as linesearch or trust re-
gions. One may believe that, as a Newton-like method to salwenlinear (and nons-
mooth) system of equations, this is not a good strategy. \@reghis opinion, in general.
However the algorithm deals with a piecewise linear funtctand it has been shown to
be convergent without globalization techniques wivkns a P-matrix sufficiently near
anM-matrix (see the discussion in the previous paragraph)teftee, searching for the
weakest assumptions for which these convergence propdrblel seems to us a valid
topic. The examples in this paper show that it is not enougtedoire theP-matricity
for M.

The paper is structured as follows. In the next section, vwenaore specific on the
definition of the algorithm, by making it a slightly more flele than in the description
(3.1.2—(3.1.3 above. Some elementary properties of the algorithm, usethe sequel,
are also given. SectioB.3 describes and analyzes the examples of nonconvergence of
the plain Newton-min algorithm with B-matrix, whenn > 3. These counter-examples
work for both definitions of the algorithm, those of sectigh& and 3.2 In them, the
algorithm can be forced to cycle and vipihodes, with g that can be chosen arbitrarily
in {3,...,n}. We consider successively the cases whé&nodd and even, which require
a different analysis. These counter-examples readilyyrimt the convergence radius of
the plain Newton-min algorithm for solving L&, g) with M € P, which is known to be
> 0 [61, 2003], can be arbitrarily small (corollaB¢10. In section3.4, the plain Newton-
min algorithm is claimed to converge forRxmatrix whenn =1 orn = 2, a crumb of
consolation.The paper concludes with the perspectiveosett.

3.2 The algorithm

The plain Newton-min algorithm described in this sectioneyates points that satisfy the
complementarity conditions ir8(1.1), while the nonnegativity conditions in L™, g) are
satisfied when the solution is reached. The starting pdimhay or may not satisfy this
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complementarity condition.

Algorithm 3.1 (plain Newton-min) Letx! € R".
Fork=2,3,..., do the following.

1. If XL is a solution to LCM, q), stop.
2. Choose complementary index safs= ASUAS andI®:= 15U1¥, where

AS={i X< (MXT gl
ACCER = {i = (MxX L q)il,
1§:= {i x> (ML),

1X:= K\ A¥.

K as a solution to

K
XAk :O
{ (MXX+q)x = 0. (32.1)

3. Determinex

The algorithm is well defined ¥ is nondegenerate. This assumption will be generally
reinforced by supposing thst € P. We recall from #2, 30] that

MeP = anyx verifying x- (Mx) < 0 vanishes. (3.2.2)

Note that algorithn8.1is more flexible than the one presented in sec8dnin that the
doubly active indices (those iB¥) can be chosen to belong either A8 or 1¥. If this
choice is not entirely determined by the current podhtthe generated sequen{n&k}
may no longer be a Markov process. We will not be more prease, lnowever, since this
choice has actually no impact on the counter-examples givéns paper, for which the
algorithm never generates iterates with doubly activecesli

In this paper, we always assume tiais a node ; then there are two complementary
subset#t andl® of {1,...,n}, such thak, = 0 and(Mx" +q),» = 0. In other contexts,
in particular for studying the local convergence of the alhon [61], it is better not to
make this assumption.
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By the selection of the index sets in stpne certainly has fok > 2 :

XIS (MXE T +a)p and X > (MK ) (3.2.3)
Therefore,
X1<0 and  (MX!ig)<0 (3.2.4)

must hold B1, 71]. Indeed, fori € A¥, X1 < (MX*"1 4 q); by (3.2.3 and, since either
xf‘ =0 or ( Mxk 1+q) = 0 by complementarity, one necessarily Ixésl 0, which
proves the first inequality in3(2.4). A similar reasoning yields the second inequality in
(3.2.9. .

We denote by theith vector of the canonical basis&f : its jth component is equal
to 1if j =i and to O otherwise.

3.3 Nonconvergence fon > 3

In this section, we show that the plain Newton-min algoritthescribed in sectioB.2may

not converge iM is aP-matrix andn > 3. We start in sectio8.3.1with the case when

is odd and provide an example oPamatrix M, a vectorg, and a starting point, for which
the algorithm makes cycles havingiodes. In sectio8.3.2 we consider the case whan

is even and construct another clasPafatrices, which can be viewed as perturbations
of the matrices in the first example, for which a cycle hawngodes is also possible.
We conclude in sectioB.3.3by constructing examples for which the plain Newton-min
algorithm makes cycles visiting nodes, withp arbitrary in{3,...,n}.

3.3.1 Cycles with an odd number of nodes

In this section, we show the nonconvergence of the plain Nievatin algorithm for pro-
blems having the following features.

Example 3.2 Letn > 2. The matrixM € R™" and the vectoq € R" are given by

1 a

M= and qgq=1,
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where 1 denotes the vector of all ones and the elements tifat are not represented
are zeros. More preciselilij =1 if i = j, Mijj = a if i = (j modn) + 1, andM;; =0
otherwise. Sincg > 0, a solution to LCM, q) for these data ig = 0. O

The matrixM and the vectoq in example3.2 have already been used by Morri[j
(in that paperg = 2, M is the transpose of the one here, ard —1), although we arrived
at them in a different manner, as explained in secBignFor completeness and precision,
we start by studying thB-matricity of the matrixM in example3.2 (the result fom odd
anda = 2 was already claimed irLpQ without a detailed proof).

Lemma 3.3 Consider the matrix M in exampR2. If n is even, Me P if and only if
la| < 1. 1f nis odd, Me Pif and only ifa > —1.

PROOF. Observe first that itr < —1, the nonzero vectot = 1 is such thak- (Mx) =
(14 a)1<0; henceM ¢ P.

Observe next tha¥ € Pwhen—1 < a < 0. Indeed, lek € R" be such that- (Mx) <0
or equivalently

Xxi(x1+a%) <0, X(+ax) <0, ..., Xn(Xn+0a%-1) <O (3.3.1)

If X, > 0, using B8.3.1) from right to left shows that all the componentsxadire positive
and verify
0<% < Ja|xn-1 < [ PXa2 < -0 ixg < a| .

Since|a| < 1, this is incompatible witkx, > 0. Havingx, < 0 is not possible either (just
multiply x by —1 and use the same argument). Herge- 0 and using §.3.1) from left
to right shows thax = 0. TheP-matricity now follows from 8.2.2.
Whena = 0, M is the identity matrix and is thereforePamatrix. .
Suppose now thatis even. Ifa > 1, the nonzero vectoy, defined byx; = (—1)'*1, is
such tha- (Mx) = (1—a)1< 0; henceM ¢ P. Let us now show, by contradiction, that
M e Pif0 < a < 1, assuming that there is a nonzarsatisfyingx- (Mx) < 0, hence that
(3.3.]) holds. Then, as above, all the component afe nonzero and one can assume
thatx, > 0. Starting with the rightmost inequality 03.3.1), one obtains by induction for
i=1...,n—1:

1 . 1 .
Xn—i < —Exn <0 (fori odd) and Xy > axn >0 (forieven)
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Sincen is even,x; < —(1/a™ 1)x, < 0 and, using the first inequality 08(3.7), x, >
—(1/a)xy = (1/a™)xa, which is in contradiction with & a < 1 andx, > 0.

Suppose finally that is odd anda > 0. Again, for proving thaM € P, we argue by
contradiction, assuming that there is a nonzesaoch thak- (Mx) < 0, which is equivalent
to (3.3.]). As above, one can assume that> 0. Starting with the rightmost inequality in
(3.3.1), one can specify by induction the sigrix;) of thex’s :

O(X-1)=—-1, o(x2)=1 ..., o) =(-1)"1=1

sincen is odd. Finally, the first inequality in3(3.1) gives o(x,) = —0(x1) = —1, in
contradiction withx, > 0. Hencex= 0 andM < P by (3.2.9. O

Recall thateX denotes théth basis vector oR".

Lemma 3.4 Suppose that g 2 and consider problerhC(M, q) in which M and q
are given in exampl&.2 with a > 1. When applied to that probletnC(M,q) and
started from X = —et, algorithm3.1cycles by visiting in order the n nodesx —eX,
k=1,....,n.

PROOF. The proof proceeds by induction. By assumption= —e'.
Suppose now that™ = —e“~% for somek € {2, ..., n} and let us show that = —€.
There hold

0 1

0 ]
X1 = _01 and Mx<liq= 1801 :

0 1

0 ]

where the component1 (resp. 0) is at positiok— 1 in X< (resp. inMx<"1 + q). The
update rules of algorithrd.1anda > 1 then imply that = {k} andx® = —¢*.
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We still have to show that™! = —el. Fromx” = —€", one deduces that

0 l1-a
0 1
X"=1 : and Mx"+g= :
0 1
-1 0

Again, the update rules of algorithBalanda > 1 show that™! = {1} andx"*1 = —el.
Therefore algorithn3.1cycles. O

By combining lemmas8.3and3.4, one can see that algorithBal may cycle wherM
is aP-matrix of odd orden > 3 : this is the case when the algorithm is startextat —e'
and whenM andq are given by exampl8.2, with n odd anda > 1. Whenn is even, the
conditiona > 1 used in lemma&.4 prevents the matri¥ from being aP-matrix. It is not
difficult to show, however, that the algorithm can also cyeleenn is even,n > 4, and
M € P, by using the construction given in the proof of propositBo@: the cycle visits an
odd number of nodes (heneen).

3.3.2 Cycles with an even number of nodes

The next family of examples is obtained by perturbing therioes of exampl&.2with a
parametef3, in order to construct cycles havimgnhodes for an even od&matrix.

Example 3.5 Letn > 3. The matrixM € R™" and the vectoq € R" are given by

1 B o
a . B
M=|pg - 1 and q=1,
a 1
B o 1

where the elements &l that are not represented are zeros or, more precisely, fat
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{1,...,n}:
1 ifi=j
a ifi=(jmodn)+1

Mi=9 g ifi=((j+1) modn)+1
0 otherwise
Sinceq > 0, a solution to LEM, q) for these data ig = 0. O

Conditions for having an-node cycle with algorithr8.1on problem LGM, q) with M
andq given by exampl&.5are very simple to express.

Lemma 3.6 Suppose that & 3 and consider probletaC(M, g) in which M and g are
given in exampl&.5with o > 1 and 8 < 1. When applied to that probletrC(M, q)
and started from k= —e', algorithm3.1 cycles by visiting in order the n nodes def
nedby X=—€&\ k=1,....n.

PROOF. The proof is quite similar to the one of lemrBal and proceeds by induction. By
assumptiongt = —e'.

Suppose now that"! = —e“1 for somek € {2,...,n— 1} and let us show that
XK = —€X. there hold

0 1

0 1

-1 0
X¥1=1| o0 and Mx<lig=|1-a,

0 1-8

0 1

0 1

where the component1 (resp. 0) is at positiok— 1 in X< (resp. inMx<"1 +q). The
update rules of algorithr8.1, a > 1, andB < 1 then imply that* = {k} andx* = —€X.
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Therefore, by induction

0 1-8
0 1
X=| and Mx"liqg=
0 1
-1 0
0 l1-a

The update rules of algorith®1, o > 1, andB < 1 then imply that" = {n}, so that

l1-a
0
0 1-B
1
X"=| : and Mx"+q= _
M 1
0

Again, the update rules of algoritht1, a > 1, andB < 1 show that ™! = {1}. There-
fore, X! = —e! and algorithnB.1 cycles. O

We have now to examine whether the conditionscoland 3 given by lemma3.6
are compatible with th@-matricity of the matrixM in example3.5. Actually, the condi-
tions ona andf ensuring thé>-matricity of that matrixM are nonlinear and much more
complex to write than the simple conditions argiven in lemma3.3; in particular, their
number depends on the dimensionThe shaded regions in figu®3.1 show the in-
tersections with the bok-2,2] x [—2,2] of the sets?” formed of the(a, ) pairs for
which the matrixM is a P-matrix, when its order im = 3, 4, 5, and 6. Of course, by
lemma3.3, & contains the sef(a,B): —1< a <1, 3 =0} whennis even and the set
{(a,B): —-1< a, B =0} whennis odd. It is not clear at this point, however, whether,
for any n > 3, these regions will contain points with > 1 andf3 < 1, which are the
conditions highlighted by lemma.6. Lemma3.8 below shows that this is actually the
case since” always contains the interiors of the nonconvex polyhedrahthe ellipse
represented in figur@.3.1 which are independent of
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Figure 3.3.1 — The shaded regions are formed of(thg3) pairs in[—2,2] x [-2,2] for
which the matrixM of example3.5is a P-matrix, when its order i&1= 3, 4, 5, and 6;
these regions are nonconvex but star-shaped with resp@&tn which is the point cor-
responding to the identity matrix. According to lem@a& the interiors of the represented
nonconvex polyhedron and ellipse, which are independent afe always contained in

these regions, for any> 3.
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Lemma 3.7 Consider the matrix M in examp&5 M e Ponlyif1+a+ 8 > 0. If
n=4k for some ke N*, M e Ponly ifja| —1 < 8 < 1. If n = 4k+ 2 for some ke N*,
MePonlyif|a]—1< .

PROOF. Observe first that if - a + 8 < 0, the nonzero vector= 1 is such thax- (Mx) =
(1+a+B)1<0; henceM ¢ P.

Suppose that is even. If 1— a + 8 < 0, the nonzero vectog, defined byx; = (—1)i,
is such thak- (Mx) = (1—a+£)1<0; henceM ¢ P.

Suppose that is a multiple of 4. If > 1, the nonzero vectot, whoseith component
is zero wheri is even and takes the valge 1)=Y/2 wheni is odd, is such that- (Mx) =
(1—PB)|x <0; henceM ¢ P. O

To prepare the proof of lemnta8, we write the circulant matri¥ in example3.5as
follows

M=1+BI"2+ql" 1

wherel denotes th@& x nidentity matrix and is the elementary circulamtx n matrix

0

. 1

1 0

More preciselyJj = 1 if j = (i modn) + 1 andJ;; = 0 otherwise. It is well knownd4,
formula (4.7.10)] thatl is diagonalizable o©, meaning that there is a diagonal matrix
D € C™"and a nonsingular matrik € C™" such thatl = PDP ! ; in addition its eigen-
values are theth roots of unity :D := Diag(1,w',...,w" ), wherew = €/" andi is
the imaginary unit.

Lemma 3.8 The set of a, B) pairs ensuring that M P in example3.5 contains the

set{(a,B):|a|-1< B < |a|/4ora®+8(B — %)2 < 2}.
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PROOF. We only have to show that whenandf3 satisfy
ja 2 1)
|a|—1<B<T or a +8<B—§) <2, (3.3.2)

the matrixM +M ' is positive definite, since thel is clearly aP-matrix [75, p. 175].
For any integep, (JP)" =J""P. ThereforeM +M" = 2| + aJ+BJI?+BI" 2+ qJ" 1
and, using) = PDP~1, we obtain

M+M"=P(2l+aD+pD?+pD" 2+ aD" ) P2,

This identity shows that the eigenvalues of the symmetrigim® +M ' are the (neces-
sarily real) numbers

A= 2+ qeTi/n | getkri/n | gAk(n-2)mi/n 4 o e2k(n-1)mi/n

for k=0,...,n— 1. Usinge?Pm/n . ZKN=P)7T/n _ 3 coq2kprr/n) (for p integer) and
cos® =2cog 0 — 1, we obtain

Ak = 2+ 2a cog 2krt/n) + 4 cos (4km/n) — 23.

We see that the desired positivity of the eigenvaldedgepends on the positivity of the
following polynomial on[—1,1] :

t @(t) =2Bt2+at+ (1-pB).

We denote byt. = [—a = (a®—8B(1— B))*?]/(4B) the roots ofp when 0 and
consider in sequence the three possible cases, identiiiyiegch case conditions that
ensure the positivity op on [—1,1].
e CaseB =0. Theng is positive on—1,1] if |a| < 1.
e Casefl > 0. There are two subcases.
o If ¢ has no real root, i.e., i < 88(1— B) or equivalentlya®+8(8 — %)2 <2,

theng is clearly positive orR.
o If ¢ has two (possibly equal) real rodts, i.e., if a? > 88(1— B), then these
verify t_ <ty and¢ is positive on—1,1],
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— eitherif 1<t_, whichisensurediFa —1< B < —a/4,
— orifty <—1,whichisensuredifr —1< 3 < a/4.
e Casef3 < 0. Then,¢ has two real roots,, which verifyt, <t_, and¢ is positive on
[—1,1] if botht; < —1 and 1< t_ holds, which is ensured jir| -1 < 3 < 0.

By gathering the above conditions, we obt&8ri3(2. O

3.3.3 Nonconvergence

The nonconvergence result is summarized in proposBi&nin which it is shown that
cycles made op nodes are possible wher> 3 andp € {3,...,n}. Itis then shown with
proposition3.10that whenn > 3, although the plain Newton-min algorithm is known to
converge locally, i.e., when the starting point is near tiet®on to LC(M, q), the radius of
convergence can be made as small as desired by moddyitigs makes the convergence
of the plain Newton-min algorithm unlikely.

Proposition 3.9 (nonconvergence fon > 3) When n> 3, algorithm3.1 may fail to
converge when trying to soheC(M, q) with a P-matrix M. A cycle made of p node|
is possible, for an arbitrary g {3,...,n}.

[72)

PROOF. Since the plain Newton-min algorithm visits only a finitenmoer of nodes, it fails
to converge if and only if it cycles.

Whenn > 3 is odd, a cycle made of nodes is possible on problem (K2, q) with
M andq given by exampl&.2, anda > 1 : lemma3.3 shows thaM € P and lemma3.4
shows that a cycle is possible.

Whenn > 4 is even, a cycle made afnodes is possible on problem (K2, q) with M
andq given by exampl&.5, anda andp satisfyinga > 1 anda —1 < 3 < a /4 (hence
B < 1/3) : lemma3.6shows that a cycle is possible and lem&@&shows thaiM € P.

Whenn >3 andp € {3,...,n}, consider g x p matrixM € P, a vectorge RP, and a
starting pointx* € RP, such that algorithn3.1 applied to problem LQM, §) and starting
atx! generates iterated forming a cycle made op nodes (this is possible by what has
just been proven). With obvious notation, define

M Op i G e
M = px(n p)), :< ), and xlz( )
<O(n— pxp  In-p 9= Lonp On-p
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TheP-matricity of M is clear, by observing that: (Mx) < 0 impliesx = 0. Denote by
thekth iterate generated by algorithBnl on LC(M, q) starting fromx’. Observe first that
when an index > p, there holds& = 0, whenever e I ori € AX; therefore the generated
iteratesx € RP x {On—p}. Hence, if the same rule as the one used by algorBtihon

RP is used to decide whether an index EX will be considered as being iff or A, the
iteratesx will be ()?k,on_ p). Obviously, as the’s, these iterates also form a cycle made
of p nodes. O

To make the above nonconvergence result more concrete owiglpitwo examples of
P-matricesMy, of ordern = 3 andn = 4 respectively, which make algorith#al fail with
ann-cycle, when it starts at' = (—=1,0,...,0) to solve problem LCM,, 1) :

1 0 1/2 4/3

10 2
_ 143 1 0 12
Mg = S ; cl) and - M= |75 4 1 g (3.3.3)

0 1/2 43 1

We have used the lemmas3and3.4for constructingviz and the lemma3.6and3.8for
designingMg.

The convergence radiusf an iterative algorithm for finding a solutionto a given
problem is the largegt > 0 such that the algorithm convergestahen the initial iterate
is in the ball of centex and radiusp. The plain Newton-min algorithm is known to be
locally convergent§l, 2003]. By scaling the variables in the previous exampleadver,
one can make the convergence radius of the plain Newton-tgorikhm as small as
desired. Even though this observation is straightforwamlhighlight it in the following
corollary to stress the fact that without modification thaipiNewton-min algorithm may
have little chance to converge.

Corollary 3.10 (small convergence radius fom > 3) When n> 3, the convergence
radius of algorithnB.1to solveL C(M, g) with aP-matrix M may be arbitrarily small.

PROOF. Take an example of matriM € P and vectog > 0 such that algorithr3.1 cycles
when it tries to solve LQV,q) from some nonzera! (this is possible by using one of
the problems considered in the proof of proposito®). The convergence radius of algo-
rithm 3.1 for that problem is therefore less théx'|| (the solution is 0).
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Now, algorithm3.1 starting atx* = ext, for somee > 0, for solving LA M, eq) ge-
nerates the iterated = ex* and therefore cycles. The convergence radius for the plain
Newton-min algorithm on this new problem is less thin!||, which can be made arbi-
trarily small by lettinge | O. O

3.4 Convergence fom=1or 2

If the plain Newton-min algorithm does not necessary cayeéor aP-matrix M of order
n > 3, it does converge whan= 1 or 2.

Proposition 3.11 (convergence fon= 1or n=2) Suppose that M is @&-matrix
and that n=1 or n= 2. Then the plain Newton-min algorithm converges.

The proof of this proposition can be found in the full rep@it |t was obtained by high-
lighting first necessary conditions for having a cycle mafi8 aodes. It is then shown
that, whenM is aP-matrix, the algorithm cannot do cycles made of 2 distinatesand
that the conditions for making a cycle made of 3 distinct ocknnot be satisfied when
n= 2 (whenn =1 such a 3-cycle does not exist).

In this section, we prove the convergence of the plain Newmdm algorithm, algo-
rithm 3.1, whenM is aP-matrix of order 1 or 2. The proof fan = 1 is straightforward.
The one presented far= 2 is indirect but highlights the origin of the counter-exdeth2
and allows us to present some properties of the plain Newtoralgorithm.

The convergence of the plain Newton-min algorithm wimes 1 is a direct conse-
guence of the following reassuring and elementary propahtyady proven in15, theo-
rem 2.1] in the case where the complementarity problem ssprethe optimality condi-
tions of an infinite dimensional quadratic optimization fpieom.

Lemma 3.12 (stagnation at a solution)Suppose that M is nondegenerate. Then, a
node is a solution th C(M, q) if and only if the plain Newton-min algorithm, withou
its stopping test in step starting at that node, takes the same node as the nextaterat

—
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PROOF. Let x be a node of problem L@®A,q). We denote byAt andI ™ the index sets
determined in stef of algorithm3.1and byx™ the next iterate.

If xis a solution, themx > 0 andMx+q > 0. There hoId<X+ =0by @.2.) andxa+ =0
by (3.2.4 and the nonnegativity af, so thatxJAr+ = Xa+. Similarly, there hold Mx™ +
q);+ =0by (3.2.0 and(Mx+q),+ = 0 by (3.2.4 and the nonnegativity dfix+ g, so that
0= (M(XT=X))j+ = M+ + (X" —X);+ [since (X" —x)a+ = 0] and thereforéx™ —x);+ =0
by the nonsingularity oM, +,+. We have shown that™ = x.

Conversely, assume that = x. By (3.2.3, there holdxa+ < (MX+q)a+ andx+ >
(Mx+ @) +. Sincexa+ = Xx, = 0 [by (3.2.9] and (Mx+q);+ = (Mx" 4+ @)+ = 0 [by
(3.2.10)], we getx > 0 andMx+q > 0; hencexis a solution. O

We consider now the case when= 1 andM is nondegenerate. For such a trivial
problem, a direct proof of convergence is obviously pogsibhe proof given below uses
instead lemm&.12 which is nevertheless useful elsewhere.

Proposition 3.13 (convergence fon = 1) Suppose that & 1, that M is nondegene-
rate (M # 0), and thatLC(M, g) has a solution. Then the plain Newton-min algorithm
converges.

PROOF. Without restriction, it can be assumed that the first ieerdtis a node. Ifx*

is a solution, the algorithm stops at that point (by stepf algorithm3.1). If x* is not

the solution, there is another node that is solution (by rag$ion). Since there are no
more than 2 nodes (since= 1), the algorithm takes the solution as the next iterate (by
lemma3.12 and stops there. O

Since aP-matrix is nondegenerate, the elementary preceding regyllies when
M € P. WhenM =# 0 € R but LC(M,q) has no solution, the algorithm cycles by visi-
ting alternatively the 2 nodes of the problem, ixes —q/M < 0 andx = 0.

We start the study of the convergence of the plain Newtonaigorithm whem = 2
by showing that the algorithm cannot do cycles made of 2 nldesna3.14). We have
seen with example3.2 and3.5 that the algorithm can do a 3-cycle when> 3, but this
implies some conditions that are highlighted by lemsnta We finally show that these
conditions cannot be satisfied whes: 2 and, as a result, that the algorithm must converge
(proposition3.16).
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Lemma 3.14 (no 2-cycle)lf M is a P-matrix, then the plain Newton-min algorithn
does not make cycles formeddistinct nodes.

=)

PROOF. We argue by contradiction, assuming that the algorithritsvis order the follo-
wing nodes<t — % — xt, with xt £ x2. Since the algorithm goes frort to x> and from
x2 to x*, the definition of the seta and! in step2 of the algorithm implies that

X < (MXE+a)p and x> (MxE+0),2, (3.4.1)
xil < (Mx2+q)A1 and x|2l > (Mx2+q)|1. (3.4.2)

After possible rearrangement of the component order, we get

Op1n a2 Op1npa2 Oatrp2

X2 —xt = Xain2 _ Oflﬂlz _ Xair2
0102 X1np2 ~X1p2
Xin2 Xin2 0 =Xz

Observe that the components xf— x* with indices inAl N 12 are nonpositive since
Xilmz < (MX2 4+ Q)12 [bY (3.4.21] = 0 [by (3.2.9),] and that the components with
indices inl* N A? are nonnegative sincex' > > —(MX" + )12 [0y (3.4.01] = 0 [by
(3.2.1),]. On the other hand, by3(2.1),, there holds

(MX?) p1p2 (M) prp2 (M = X)) g1 p2
M(XZ_X1> _ —Oatqiz | (Mxl)Almz _ —(MX1+Q)Alm|2
(MX) 102 —01na2 (MX? +Q)j102
—0j12 —0i1n2 0

In this vector, the components with indicesAh N 12 are nonnegative since (Mx! +
Q)aini2z = —X,111m|z [by (3.4.1,] = 0 [by (3.2.14] and the components with indices in
I N A% are nonpositive SINCEMX? + q) 1002 < X a2 [DY (3.4.22] = 0 [by (3.2.2)4].
Therefore

(x> —xb)-M(x®—x1) <.

SinceM € P, there holds¢! = x? by (3.2.9, contradicting the initial assumption. O
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Lemma 3.15 (necessary conditions for a 3-cyclejuppose that M is B-matrix and
that the plain Newton-min algorithm cycles by visiting ider the three distinct nodes
xt — x? — x>. Then the following three sets of indices must be nonempty

U7

(AlN12n13)u (1t NA2nA3)
(1tnAZn13)u(AlnI2nA3) (3.4.3)
(Itn12nAdu (Al nA2NI13).

PROOF. We use the same technique as in the proof of lerBrid Since the algorithm
goes fromx! to x? and fromx? to x°, one has from step of the algorithm that

xAz <(Mxt+q) and X|2 > (Mxt+q),2 (3.4.4)
xA3 < (MX%+q):  and xg > (MX%+q),s. (3.4.5)

Using @.2.14, there holds

Oatnaznpe Oatnaznae Oatrazas [0]
Oatnpznis Oatrpznis Oatnazn [0]
X,zAlmlzmA3 USEESE XilmlzmA3 (-]
2yl — Xzt | _ OlAlﬂlzﬂls _ XaLr12n13 [+]
VERVCIS X1nA2nA3 ~ X123 [+]
O11rp2n13 XlllmA2m|3 —X1na2n3 [+]
Xiry2-p0 Xini2-p0 (€ =XD)j1012043
X|21m|2m|3 X|11m|2r1|3 (Xz—xl>llm|2m|3

The extra column on the right gives the sign of each componérgn appropriate ; this
one is deduced by arguments similar to those in the proofofia3.14 that is

Xilm|20A3 (MX +d)arniznas =0 [by (3.4.91 and @8.2.1)7]
XA1ﬂ|2ﬂ|3 (MX +q)Alm|2m|3 =0 [by (3452 and 62:‘)2]
Xi1p2 < (MX40) 1002 =0 [by (3.4.41 and B.2.1)].

On the other hand, usin§.€.1),, there holds
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The sign of the components given in the extra column on thd igjustified as fol-
lows :

(Mt 4 Q) pty2 < Xhary2 = 0 [by (3.4.4, and B.2.11]
(M2 +0) 1002088 = X p2008 = O [by (3.4.5;1 and B.2.21]
(MY + ) 1p2013 < X pzryy3 = O [by (3.4.9, and B.2.3)4].

Taking the Hadamard product of the two vectors now gives

Oatrazas [0]
Oatnazn 0]
—Xa1rnzons - (MXE+0) a1z [—]

0C—xt) MO —xy =] Xatni2ni3 (MX"+ Q) ati2eys [+]
) [+]

) -]

—

1 2

=X 1lmAZmA3 ' (sz +d)11nA2nA3 +

= Xiinazns - (MXT+0) 10203 -
OI 1n12nA3 [0]
OI 1nI2NI3 [O]

where the extra column on the right gives the sign of each compts. Therefore, if the
index sef A1 N12N1%) U (11N A2NA%) were empty, we would have? —x1) - M(x2 —x1) <
0, which, with theP-matricity ofM and @.2.2, would imply thatx, = X1, in contradiction
with the initial assumption. We have proven that the firsexdet in 8.4.3 is nonempty.
To show that the second index set B14.3 is nhonempty, we use the fact that the
algorithm goes fromé to x° and fromx® to xL. Therefore, by cycling the indices in the
result just obtained, we see tH#?N13N1Y) U (1IZNA3NAL) £ & ; this corresponds to
the second index set ir8{@.3. By cycling the indices again, we obta@ASQ 11N I2) U
(13N AN A?) £ & ; this corresponds to the third index set 14.3. O

Example3.2 was actually obtained fan = 3, by forcing the 3 sets in3(4.3 to be
nonempty by setting

ITNAZNAS = {1}, A'NIPNAS={2}, and A'NA’NIS={3},

which yieldsI* = {k}.

82



Proposition 3.16 (convergence fon = 2) Suppose that M is &-matrix and that
n = 2. Then the plain Newton-min algorithm converges.

PROOF. We know that the algorithm converges if it does not makecscle, a cycle made
of p > 2 distinct nodes. It cannot make a 2-cycle by lemdd4 By lemma3.15 to
make a 3-cycle, the three sets B14.3 must be nonempty; but these sets are disjoint;
sincen = 2, one of them must be empty, so that the algorithm does noemadkcycle.
Therefore, the algorithm will visit a 4th node if it has noufal the solution on the first

3 visited nodes. This last node is then the solution, sineesthution existM < P) and
there are at most"2= 4 distinct nodesN! < P). O

3.5 Perspectives

The work presented in this paper can be pursued along attleastirections. One pos-
sibility is to better mark out the set of matrices for whicle fhlain Newton-min method
converges. According td[l, 2003, theorem 3.4] and the counter-examples of the present
paper, this set contains the $8t of matrices sufficiently near all-matrix but not all
of the larger seP of P-matrices, see the discussion arouSdL(5. Such a study may
result in the identification of an analytically well defineet ®f matrices or it may be a
long process with an endless refinement. In the first caseyutdibe nice to see whether
membership in that new matrix class can be determined impatyal time, knowing that
recognizing &-matrix is aco-NP-complete problem B1, 124].

Another possibility is to modify the algorithm to force iterovergence foP-matrices
or an even larger class of matrices. Being able to deal Rathatrices is important for at
least three reasons. First, linear complementarity probleith aP-matrix are encounte-
red in practice 119 2004]. Next, this is exactly the class of matrices that emsue exis-
tence and uniqueness of the solution to the LCE[30], which forces us to pay attention
to these matrices. Finally, the possibility to find a polynanalgorithm to solve the LCP
with a P-matrix still seems to be an open question. Some authorg dngi such an algo-
rithm might exist ; see Morrislj00 2002], who refers to a contribution by Megidda7|
1988], himself citing an unpublished related note of Soldtene and Toveyl22, 1987].
The possibility that a modified version of the plain Newtomralgorithm might have
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the desired polynomiality property cannot be excluded. Aurz remedy would be to
add a globalization technique (linesearch or trust regises P8, 17] for example) to the
plain Newton-min algorithm in order to force its convergensee $9, 64, 1990, 2009],
for contributions along that direction. This globalizatiis not straightforward since the
Newton-min direction may not be a descent direction of tladard/, merit function
associated with3y.1.4 [12].

Acknowledgments

We would like to thank P. Knabner and S. Krautle for havingwdraour attention on

the Newton-min algorithm and its efficiency on practicallgems [L9, 81, 2009, 2010],

and M. Hintermuller, Ch. Kanzow, N. Metl®8, 2008], and A. Griewank for various
exchanges of mails and conversations on the topics. Alsayigleto thank the two refe-
rees for their helpful comments. This work was partiallysoped by the MoMaS group
(PACEN/CNRS, ANDRA, BRGM, CEA, EDF, IRSN).

84



Chapitre 4

An algorithmic characterization of
P-matricity

Nous montrons dans ce chapitre qu’une matkitest uneP-matrice si, et seulement
si, quel que soit le vecteyy, I'algorithme de Newton-min ne fait pas de cycle de deux
points lorsqu’il est utilisé pour résoudre le probléme deptementarité linéaire & x L
(Mx+q) > 0. Les résultats de ce chapitre sont repris de I'artiddé], [en révision pour
publication dan$SIAM Journal on Matrix Analysis and Applicatians

4.1 Introduction

Being given a positive integar, a matrixM € R"™", and a vectoiq € R", the linear
complementarity problemonsists in determining a vectoe R" such that

x>0, Mx+q>0, and x' (Mx+q)=0.
Inequalities have to be understood componentwise ; for pl@xr1> 0 meansx > 0 for

all indicesi € [1,n] :={1,...,n}. The Euclidean scalar product of two vectarandv is
denoted by'v = Z uvi. This problem is sometimes written in compact form as foow
I

LC(M,q) : 0< XL (Mx+q) >0,
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where the signlL is used to denote the perpendicularity with respect to thdidean
scalar product.

Let M;; denote the submatrix of a mati formed of its rows with indices ith and
its columns with indices id. An n x n real matrixM is aP-matrix if its principal minors
are positive : for all C [1,n], detM;; > 0 (by convention deé¥lzz = 1). The class oP-
matrices is denoted b (the ordem of the matrices is implicit and assumed fixed in that
notation). These matrices have an eminent role in lineaiptementarity problems since
it can be shown tha¥l € P if and only if LC(M, q) has one and only one solution, whatever
iIsq[118 30, 1958]. Another characterization Bfmatricity, which will be useful below,
is the following 2, 30, 1962] :

MeP = anyx verifying x- (Mx) < 0 vanishes, (4.1.2)

where we have denoted loiy v the Hadamard producof the vectoras andv, which is a
vector whoseth component isjV;.

There are many other equivalent conditions for a matrix tmts® than the three given
above B, 63,117, 30, 116. This paper gives still another characterizatiorPamatricity,
which is in terms of a property of the algorithm for solving (X, ) that is described in
section4.2, the Newton-min algorithm. We show thist € P if and only if the Newton-
min algorithm does not cycle between two distinct pointsatekier isq, when it is used
to solve LG M, q).

4.2 The Newton-min algorithm

Let | be a subset of1,n]. We denote byt := [1,n] \ | the complementary set ¢fin
[1,n] and by|l| the cardinality ofi. For a vectoinv € R", v; is the vector inR!'l whose
components are the componewts of v with indexi € I.

The Newton-min algorithms a short name for the nonsmooth Newton meth@® [
113 125 1977-1993] for solving the nonsmooth piecewise linearatign

min(x,Mx+q) =0,

which is equivalent to LCM, q) [80, 91, 1976-1977]. More specifically, at the current
iteratex € R", the algorithm determines a set of indices

l:={ie[L,n]:x>(Mx+0q)} (4.2.1)
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and computes the next iteraté as the unique solution to the system
xt=0 and (Mx"+q) =0. (4.2.2)

The uniqueness of the solution of the systeh? (9 is certainly ensured iM is nonde-
generate meaning that the principal minors & do not vanish (we denote QYD the
set of nondegenerate matrices), so that this wellposedoesition of the algorithm will
always be assumed. In that case,

A more general form of the algorithm puts alsolisome of the indicessuch thatx; =
(Mx+ q)i (see section 2 inl[1] for instance), but we do not consider this version of
the algorithm below ; numerically, the difference is notezggl and the present version
is more natural (the linear systems to solve have a smalter|ld). The Newton-min
algorithm can be traced back at least to Agabagi[3, 1984]; see paragraph 7 of the
introduction of [L1] for more details on its origin and its developments.

By definition (see 4.2.2), except possibly for the initial iterate, the Newton-nair
gorithm only visits pointx satisfyingx- (Mx+q) = 0 or equivalently

Xe=0 and  (Mx+q), =0, (4.2.3)

for some (possibly empty) index setC [1,n]. The pointx satisfying é.2.3 is denoted

by
N0

and is called aode Clearlyx'?) = 0. Since there are"2ifferent index sets, there are
at most2" nodes (two different index sets may yield the same node Xamgle, there is
a single node, zero, if and onlydf= 0).

Since the Newton-min algorithm isMarkov processn x (i.e., the next iterate only
depends on the current one) and only visits nodes and siageuthber of nodes is finite,
either the algorithm converges or it cycles by visiting atimumber of distinct nodes
repetitively. The identification of the conditions of congence of the Newton-min algo-
rithm may, therefore, go through the analysis of the coadgithat prevent cycles from
occurring. The case of the 2-cycles is considered in the sextion (fork > 2, ak-cycle
is a cycle made dk distinct nodes). Let us formalize this a bit more.
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Fork > 2, we denote byNM  the set of nondegenerate matriddsc R"*" such that
the Newton-min algorithm does not makecycles when it is used to solve M, q),
whatever ig). Therefore, for the reasons given at the beginning of theipus paragraph,

NV = (] Mg (4.2.4)
k=2

is the class of nondegenerate matridéss R™" such that the Newton-min algorithm
converges, whatever ¢gand the initial point. In this paper, we prove that

NM, = P.
SinceNM is included inNM », this identity implies in particular that
NM C P, (4.2.5)

i.e., the set of matrices ensuring the convergence of theademin algorithm, whatever
is g and the initial point, is contained . It has been shown ir9[ 11, 2009] thatP € NM
if n=1orn=2 (hence® = NM in that case) and th&Z NM if n> 3 (hence the inclusion
(4.2.9 is strict in that case).

We recall that anM-matrix is a P-matrix with nonpositive off-diagonal elements
(Mij < 0 wheni # j). According to B, 1984, theorem 6.2],

M C NM.

It is also known thaM € NM if M is sufficiently close to aM-matrix [61, 2003].

4.3 A dual characterization of the absence of 2-cycle

The Newton-min algorithm makes ac¥cleif it generates successively the iterates

J) J)

x5 x5 x() 5 x5
for distinct nodex(") £ x¥) associated with index setsandJ c [1,n]. The dual charac-
terization of the absence of 2-cycle of the Newton-min atpar given in this section is a

first step in the derivation of our main result (theorér).
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We start by recalling Motzkin’s theorem of the alternatiged p6, 2010, theorem
3.15 or 7.17] for instance), on which the dual characteiopanf propositiord.2 rests.

Lemma 4.1 (Motzkin) Let Ac R™*" and Be R™*" be two matrices with the samge
number of columns. Then, there is a vectar R" satisfying

Ax< 0 and Bx< 0 (4.3.1)
if and only if there is no vectarr € R\ {0} andB € R"® such that

A'a+B'B=0. (4.3.2)

Strict inequalities on vectors must also be understood coraptwise ; henc&x < 0 in
(4.3.0) means(Ax); < 0 for alli € [1,ma]. The (components of the) vectomsandf in
the lemma will be calledMotzkin multipliersbelow. There is one such scalar multiplier
for each inequality in4.3.1).

The next proposition gives a dual condition on the mallibsuch that the Newton-
min algorithm does not cycle between two given nodes whesuised to solve LM, ),
whatever is the vectog. The dual aspect of conditior.3.3 comes from lemmal.1
and therefore involves, like i(3.2), the transpose of (modified) submatricesvbfThe
symmetric differencef two index set$ andJ C [1,n] is denoted by

IAT:=(1NIYUI°NI)=(1UI)\ (INJ).

Proposition 4.2 (no cyclex") — x¥) — x()) Suppose that M: ND and let be given

two different subsets | andd [1,n]. Then the following conditions are equivalent
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(i) thereisana € RHA” \ {0} such that

(M(mJC)(mJC) _M(IﬂJC)(IcﬂJ)>Ta
—Macnayanzey  Macnayaena)

-
Tag-T —M(1n00) (1
2(—M(|mJ)(|mJ°) M(ImJ)(ICmJ)) M(lmJ)(mJ)(M(l(Cr:J)()l(mj))) a, (4.3.3)

(ii) whatever is q, the Newton-min algorithm does not make thie (Xﬁ}%—> x9)
x!) when it is used to solMeC(M, q).

PROOEF Let us first specify the conditions @rsuch that the Newton-min algorithm makes
the cyclex!) — x9 — x(!) when it is used to solve L@, q). Let x* = x!!), so that by

(4.2.3,

{ N =Mooy { (Mx +), =0 .
X|c:O (MX +q>|c:q|c—M|C|M|T a.

We have used the nonsingularityMf; , which comes from the nondegeneracywbfNow,
by definition of the Newton-min algorithm(2.1)-(4.2.2), the next iterate® = x\¥) if and
only if

(M ta)se <0, (M an)s <0,

-

!
Binge Qing

(4.3.4)
Giens < Mieng) Mﬁqu, and  Mguge M o < guuge.

~
aicny

The vectors under the braces are Motzkin multipliers, whvdhbe used below. In that
case

{ G= My g { (M +-0); =0 .
X% =0 (MX® 4 ) ge = Qe — MyegM 5705

We have used the nonsingularity bf;;, which comes from the nondegeneracyN\of
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Now, x3 = x| if and only if

(M33taa)ie < 9, gMijlq\ﬁl < 9,

"
Bicns Qing

-

(4.3.5)
Gine < M(|mJC)JM531qi, and  MugeaMy5ids < dguge-

~~

ainge

The vectors under the braces are Motzkin multipliers, wkdhbe used below. We have
shown that the Newton-min algorithm makes the cyéie— x9) — x() if and only if g
satisfies the linear inequalities i1.8.4-(4.3.5.

Observe now that the componentsgpfvith indices in(1 U J)© intervene only in the
last inequalities in4.3.4-(4.3.5 and that these inequalities can be satisfied by taking
these components of sufficiently large. Therefore, below, we do not have to cdesi
the satisfiability of these last inequalities. This is thas@n why we have not assigned
Motzkin multipliers to these inequalities.

By Motzkin’s theorem of the alternative (lemmal), there is & satisfying the linear
inequalities in 4.3.4-(4.3.9 if and only if one cannot find

1t AW InJ InJ IAJ
(a,a,a,B)eR'+ |><IR|+ |><IR|+ |><IR|+ |

(these are the vectors under the bracegid.9-(4.3.9) such thata,a’,a”) # 0 and

o (M )inse <_O,B|/IZJC) - (MET)mJCM(TcmﬂGlcm +ainge =0,
n
M—T _B|ﬂ.]c _ M—T MT M_T a(/m‘]
o (M) )ing als (M ina (|ch)|aI°mJ+( 33 hnd —Bieny

- (M\I]T>|QJME|F|"]\]C)JG| nye =0,
"

_ a _
o dieng+ (M3 )iens <—[3|’|Q;J> - (MJJT)lcmM(Tch)JOImJC =0,

whereAgr denotes the submatrix of a matixformed of its rows with indices iR. With
the notation

. (—Binx . o
U.:( allr:J —Ma—CmJ)laICﬂJ and v:= —Bllrz‘r]m] _MEI—HJC)JGWJC (4.3.6)
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the system above reads equivalently

(MﬂT)ImJCU ajnge 0
(MHT)IHJU + 0 |+ (MJ_JT)mJV =0. (4.3.7)
0 aicng (M‘i]T)H:ﬂ‘]V

If we multiply the first two equations to the left by}, if we multiply the last two equa-
tions to the left byMJ;, and if we use the second equation, we obtain the equivaleters

U+M(T|mJC)|alﬂJ°_M(T|m)|(M|TT)|mJU=0, (4.3.8a)
VA Mieng) 30 + Mgy (M Dingu = 0. (4.3.8D)
Now the rows with indices ihnJ of these last two equations read
Oing — M(Tlcm)(lﬂJ)O"C”J + MEI—HJC)(INJ)al nJe — M(Tm)(m) (M;; Dingu=0,

By adding these equations, we obtajn ; + a|f,; = 0, which implies thaty| ; = a{f,; =0
since the components of these two vectors are nonnegatnedé@duces then from any
of these last equations that

(M D ingu= M(TrTwJ)(|mJ) <M(TmJC)(mJ)0’I ne = Mieng)ing) Oflcm) : (4.3.9)

Now thel NJ° component of equatiod(3.89 and thd °nJ component of equatiod(3.8H)
read

T T
= Maenayanae) dena +Mngeynge) Ainse

~Mirane Mg i) <M(T|mC)(mJ)al nae — M(Tcm)(lmJ)GI%J)
= Bins, (4.3.10a)
= Mi36)1er23) Q1102 + M o3 1erg) Q103

+ Mgy ern Mna any <M(T|mC)(mJ)al nae — M(Tcm)(lmJ)GI%J)

= Biena- (4.3.10b)

92



We have deduced the system3.1Q anda;~; = a;,; = 0 from (4.3.8. Reciprocally,
to show that there has been no loss of information in thatadjmer, let us show that one
can recover the system.8.§ from (4.3.10 anda|~; = a;{,; = 0, provided we define
andv by (4.3.9. Indeed, let us denote by the right hand side of4(3.9 and let us first
show that the identity4.3.9 is verified :

n " ~Binre —Me ¢y aieng
(MllT)lmJUZ (M”T)|mJ < M7 (I I’U)(I‘;J )
(15nd)(1nJ) “1end

> ((4.3.9, a; =0

(4.3.103 and ]

—M/} Qg +M w
_ (=T (1nJe)(InJe) “1NJ (1NJ)(INJ°)
= (M )m( T ) definition ofw

—M 130y (1n0) H1nae +- M(Tm)u W

_ —a c
= (MHT)IMJMJ< Vlvm )
= W.

Now thel NJ® component 0f4.3.83 is a consequence o4 3.103; thel NJ components
of (4.3.89 and @.3.8h) are consequences af; = a{,; = 0 and ¢.3.9; and thel°NJ
component of4.3.8h is a consequence of 3.100).

Therefore, getting rid of the vect@ e RL'M‘ in (4.3.10, we see that there isggsuch
that the Newton-min algorithm makes the cyxcﬂs1 —x9 — x) when it is used to solve
LC(M,q) if and only if one cannot find aor € RL'A‘” \ {0} such that

(M(mJC)(mJC) _M(IHJC)(ICQJ))TG
—Mergyanaey Macnayiena)

-
Toa—T —Manseyin3
> (—M(mJ)(mJC) M(ImJ)(lcm)) M(m)(lm) ( M(I(CQJ)()I(QZ))) a.

The equivalencéi) < (ii) follows. O

Observe that, as expected, conditidr3(3 is symmetric inl andJ, in the sense that
the permutation < J does not modify the condition.

Proposition4.2 is apparently difficult to use if the goal is to characteribe tlass
NM » of matrices. It requires indeed to consider all the posghies of distinct subsets

andJ C [1,n]. In addition, for each of these pairs, each choicexcf RL'AJ' \ {0} in
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(4.3.3 may yield different conditions oM that make the Newton-min algorithm avoid
the 2-cyclex!) — x¥ — x), This looks like a long-term and hazardous task. We show in
theoremd.4 below, however, that it is equivalent to avoid all the 2-egcbr to avoid the
small subset of 2-cycleg') — x¥) — x(!) inwhichl = JU{i} with i ¢ J. In other words,
this small subset of 2-cycles contains all the informatiniViothat is needed to prevent the
Newton-min algorithm from making 2-cycles. A precious net& of the choicé=JU{i}

is thata is then a positivecalar, which can be eliminated from the inequality3.3. The
task of characterizing the matrickkin NM» is then much easier. It is shown in the next
section that these matrices are Frenatrices.

4.4 A characterization of P-matricity

Let us start by an elementary lemma.

Lemma 4.3 Suppose that | and J are two index sets includdd.jn] such that J, | #
@ and that ¥ = x¥) for some g. Then the Newton-min algoriti¥n2.7)-(4.2.2 does
not make the null displacementx— x¥ when it is used to solMeC (M, q).

PROOF. We argue by contradiction, assuming that the Newton-ngjardghm goes fronx(")
tox?). Then,(Mx") + ) en; < ¢, [by the algorithm rule4.2.1] andx\t,, = 0 [by the
definition ofx("), see §.2.3], so that

(I\/Ix(l) +q)icny < 0.

On the other hand,
(I\/IX(‘]) +q)icna =0,

by the definition ok, see 4.2.35. Therefore(Mx(') +d)icng # (Mx(J) +0)icng, contra-
dicting the fact thak!!) = x9) for the givenq. O

One comment on this lemma. It is not difficult to see that iftbeex(") is a solution to
LC(M,q), then the nextindex set, here denaledomputed by the Newton-min algorithm
by (4.2.7) is smaller than, hencel \ | = @ and lemmé.3does not apply to that case. In

particular, ifq = 0, thend = @ whatever id. Incidentally, it is also known that i) is a
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solution to LQM, q) and ifM is nondegenerate, thef?) = x(!), wherex"?) is the iterate
following x) (see lemma 4.1 in9] and the references thereof).

We denote by cdM) the cofactor matrixof a matrixM € R™", whose element
[cof(M)]ij is thecofactorcof(M;j) of the elemeniVi;; of M, that is

cof(Mij) = (=) detMga np\ i Lo (i) (4.4.1)

We use the notation cpfM;j ) for the cofactor of the elemeM;j in M;. Recall B3, 1987,
chapter VI] that for any indekandj :

detM = Zi’ Mi’j COf(Mi/j> = ZJ' Mij/COf(Mij/) (442)
and that
M~—! = (detM)~tcof(MT). (4.4.3)

Our main result is given in theoref4 below. The implicatior(i) =- (ii) of the theo-
rem was already proven if[2009, lemma 4.3], but that part of the paper was not selected
by the refereeing process for appearing in the publishesimepf the paper][1, 2012].

Theorem 4.4 (a characterization of P-matricity) Suppose that M= ND. Then the
following conditions are equivalent :
(i) M eP,
(ii) forany g, the Newton-min algorithm does not cycle betweertifferent nodes
when it is used to solMeC(M, q),
(iii ) forany q, for any subsetd [1,n], and for any index & [1,n] \ J, the Newton-
min algorithm does not cycle between the nodésand X1} when it is used
to solveLC (M, q),
(iv) for any subset & [1,n] and any index & [1,n] \ J, there holds

Mii > Myip M35 Mgy (4.4.4)

PROOF. [(i) = (ii)] We prove the contrapositive, assuming that the algorithgitssin
order the following nodez!!) — x¥ — x(!)_ for somel andJ c [1,n] and some € R"
such thak!") = x¥). We simplify the notation by setting := x(") andx? :=xY). Since the
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Newton-min algorithm goes from® to x> and fromx? to x!, the very definition 4.2.1)-
(4.2.9 of the algorithm implies that

<Mxt+q)e  and x> (MxE+q)y, (4.4.5)
X < (MXC+q)ie and x> (Mx2+q);. (4.4.6)

After a possible rearrangement of the component order, Wwe ge

O1nge Xi e —Xire [+]
W2yl X2|2m B ETH IS SF L
XjenJ Oreny X|20m ]
Orenge Orenge Orenge (0]

The extra column on the right gives the sign of each componéren appropriate : the
components ok? — x! with indices inl N J° are nonnegative sincexijc > —(Mx! +
qQ)inae [by (4.4.91] = 0 [by (4.2.9;] and that the components with indiceslimJ are
nonpositive since; < (Mx2+q)icns [by (4.4.61] = 0 [by (4.2.25]. On the other hand,
by (4.2.2,, there holds

(MX®)n e —Qinge (MX® + Q)inge -]

2 1y _ —Any | | G B 0 O]
b= ~lien (MxD)ieng | | =(Mx" +q)ieng |7 [+]
(M) enge (MxY) e ge MO —38)iense) 12

The extra column on the right gives the sign of each componéren appropriate : the
components with indices im J° are nonpositive sinc@Mx? +q)in3c < X2 [by (4.4.9]
=0 [by (4.2.24] and the components with indiceslinJ are nonnegative since(Mler
Q)icng = —Xieng [bY (4.4.92] = 0 [by (4.2.24]. Therefore

(x> —xb)-M(x®—x) <.

Sincex! # x2, M cannot be #-matrix (see 4.1.1).

[(ii) = (iii )] LetqeR",J c [1,n], andi € [1,n]\J. Setl :=Ju{i}. If xX") £ xY), then
(iii ) is a clear consequence @i). If xX') = x| then(iii ) is a consequence of lemrbe3
according to which the Newton min does not go fratH to x!) becausé \ J # @.
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[(iii) = (iv)] LetJandi be like in(iv), and set =JU{i}. By (iii ), whatever igy, the
Newton-min algorithm does not cycle between the nodesandx¥ when it is used to
solve LOM,q). Then, the implicatiorii) = (i) of propositiord.2 shows that there is an
a > 0 such that4.2) holds. Sincd NJ°={i}, I°’NJ=2,1NJ=J,1 AJ = {i}, anda
is a positive scalar that can be eliminated frah2), this inequality simplifies in4.4.4
(use also the fact thai 5 MJ’JlMJ{i} is a scalar, hence equal to its transpose).

[(iv) = (i)] We prove by induction that d&t;, > O for anyl C [1,n], which is equi-
valent toM € P. By applying (iv) with J = &, we obtainM;; > O for a nondegenerate
matrix, so that de¥l;; > 0 when|l| = 1. Now, assume thatandi are chosen like iriv),
thatl = Ju{i}, that deM;; > O (induction assumption), and let us show thatMigt> 0,
which will conclude the proof ofiv) = (i).

Let us denote the indices ihby ji, k € [1,|J|]. Using the cofactor matrix df1;; in
(4.4.4 and the induction assumption déj; > 0, one gets

0 < M; detMy;— M{i}J COf(ML)MJ{i} [(4.4.19, (4.4.3, detMy; > O]

= Mi detMy; — 573 317 Mij, cofya([Maal M,

= M;i detMJJ - ZILJ:|1 ZJJ:|1 Mijk(—1)|+kdetM(J\{jl})(J\{jk}) Mj|i [(44:0]

J J
= Mi detMyg+ 3Ly (~2) P 517 My (<)1) detM, )0
= Mi detMyy+ 30, (~DF M, det(My (o Magy)  [(4.4.2)]

= detMy [(4.4.2)].

Therefore del;; > 0 by the nondegeneracy Mf. O

Even though the following consequence of theorems clear and was already sum-
marized by formula4.2.5 in the introduction, we quote it in a corollary to make easie
possible future citation.

It is clear thatNM is included in the selD N Qof nondegenerate matrices ensuring
that LC(M, g) has a solution, whatever ¢, indeed, ifM € ND \ Q, one can find a vec-
tor g such that LEM, qg) has no solution, in which case, the Newton-min algorithm has
no other choice than cycling (we recall from lemma 4.19hthat, whenM € ND, the
sequence generated by the Newton-min algorithm can bemstatiy only at a solution).
The inclusion 4.4.7), however, was not clear to us, before theorerdwas establised.
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Corollary 4.5 (NM is in P) The set of matrices in M ND ensuring the convergenc
of the Newton-min algorithm when it is used to sdi¢¥ M, q), whatever is the vec
tor g and the initial point, is included iR. More compactly

NM C P. (4.4.7)

PROOF. This is becaus®M is the set of matrices iM € ND ensuring the convergence
of the Newton-min algorithm when it is used to solve (MG q), whatever is the vectay
(see the discussion before formutad.4), becauséM C NM» by the definition 4.2.9
of NM, and becausiM , = P by theoremi.4. O

The implication(ii) = (i) of theorem4.4, according to which only th&-matrices
in ND prevent the Newton-min algorithm from cycling between tvamles, is ultimately
based on Motzkin’s theorem of the alternative, which sufspibie implicatior(iii ) = (iv)
of theorem4.4, while the implication(ii) =- (iii ) is straightforward and the implication
(iv) = (i) has an algebraic nature. Motzkin’s theorem is not consueiethereas, for
M € ND\ P, it would certainly be interesting (and reassuring) to ble &b construct &
and to select two nodes such that the Newton-min algorithctesybetween these nodes
when it is used to solve L@®A,q). This is the goal of the next proposition, which takes
inspiration from the contrapositive of the implicatiofii$) = (iv) = (i) of theorem4.4:
if M € ND\ P, there are a vectare R", a subsed C [1,n], and an index € [1,n]\ J such
that the Newton-min algorithm cycles between the nod&sandx““1}). According to
the contrapositive of the implicatiofiv) = (i), the index setd andl :=JU{i} are such
that detl;; > 0 and deM;; < 0, which provides a means to select the index sets. One still
has to find the vectay and this is precisely what the next proposition brings byilgikhg
a whole family of vectors| such that this cycle occurs.

We adopt the notation™ := max(0,t) fort € R. The operator ‘max’ is supposed to act
componentwise on vectors.
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Proposition 4.6 (2-cycle forM ¢ P) Suppose that M ND \ P. Then
1) there are two index sets | andd [1,n] and an index i [1,n] such that I=
Ju{i}, detM;; < 0, anddetM;; > 0O,
2) forany two index sets | andd [1,n] and an index & [1, n] having the properties
given in pointl, the Newton-min algorithm cycles betweén and %” when the
components of q are determined in order as follows

Q= —Mys€, (4.4.8)
. detMy |
i =—Miyed—¢, withO<e< | , 4.4.9
qie > max(MiegMztas, Mia M ) (4.4.10)

where € is the vector of all ones iR,

PROOF. 1) SinceM ¢ P, some principal minor oM is negative. Then one can choose
an index set with the smallest cardinal numb@t such that del;; < 0. Since|l| > 1,
one can choose an indéx | and setd := I\ {i} (J may be empty). The properties in
point 1 are verified for the selected seétandJ, and the index (recall that deMgy = 1
by convention).

2) Let the index setsandJ and the index be such that =JuU {i}, detM;; <0, and
detM;; > 0. Suppose tha satisfies 4.4.9-(4.4.10. Letx! := x¥), so that

{ X\i - _M‘Ijlq‘] and { (Mxi—i_q)\] =0 1
X3 =0 (Mx*+0Q)3c = Qe — MyegM35705.

For aq satisfying the assumption, there hold

Mgy =€ <0  [(4.4.9],
g —MgMjigy=—-e<0 [(4.4.9)],
Qe—MiegM3itgs >0 [(4.4.10].

These inequalities imply that the next iterate visited gyNewton-min algorithm4.2.1)-
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(4.2.2isx?:=x"), so that

{ F=-Mita g { (MX* +-0); =0 .
X|c:O (MX +q>|c:q|c—M|C|M|T a.

We now want to show that appropriate inequalitiesgoare verified that ensure that
the iterate following< is x*. Observe that by44.9 and é.4.9

M tg = —M;; M€’ —eM e = — (€ — €'ty — e (detMy ) ~Leofy (M) T,

wheree ' € Rl is a vector whose components are all zero, except the one po#ition
of i in | whose value is 1. Therefore

Vjied: (M;;a)j = —1— e (detMy )~ cofy (Mjj) < 0, (4.4.11)

since—¢ (detMy; )~ cofyy (Mij) < €| detVy |*1m%><[cof|| (Mij)]™ < 1, by the choice o
je
in (4.4.9. On the other hand,

(M ta))i = —& (detMy) L cofyy (Mii) = —¢ (detMy;) ~*(detMy;) > 0, (4.4.12)
since(detM);) < 0 and(detM;3) > 0 by assumption. Finally, by4(4.10, there holds
qic — MM g > 0. (4.4.13)

The inequalities4.4.11), (4.4.19, and @.4.13 imply that the iterate following? is in-
deedx’. Hence the Newton-min algorithm cycles between the natlésindx(!). O

Thanks to propositiod.6, the equivalencéi) < (ii) of proposition4.4 can now be
proven without propositiod.2 and Motzkin’s theorem of the alternative, so that one can
wonder whether sectioa.3 is still useful. We have maintained it in the paper for two
reasons. First, propositioh2 has brought a clear indication on the way of choosing the
index setd andJ in proposition4.6, whose origin could be obscure otherwise. Next,
the dual characterization of the absence of 2-cycle thabiiges may be useful in the
extention of this work.
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4.5 Discussion and perspectives

A natural extention of the present work would consist in iogkat the possibility to give a
simplealgebraic description of the clasddd , for k > 3, andNM. An intrigating feature
of the approach followed in this paper to charactehké, is its intrinsic conjonctive-
disjonctive nature. It is conjonctive in the sense that avmtes conditions to satisfy for
each possible 2-cycle that the matrix must prevent. It®dijve aspect comes from the
use of Motzkin’s theorem of the alternative (lemmd), which provides a possibility
to avoid a given cycle for each acceptable choice of mudtiplar in proposition4.2,
and there may be many. For example, wihdre P, the same approach shows that the
Newton-min algorithm does not make the 3-cyglg}) — x({UD — x{k) 5 x{1D) for
three different indices j, andk € [1,n], when it is used to solve LM/, q), whatever is
g < R", if and only if oneof the following eight conditions holds

MikMjj < Mi,ﬂ\/ljk, M;iMyk < Mfkl\/lki, MijMii < M;5Mij,
MﬁMikéMjkMii, M|2Liji < MiMjj,  MitMyj < Mij Mg,
MicMGME < MiiMjjMig, — or - MM MG > Mii Mjj Migk.

Note that conditions 1, 2, 3, and 7 are satisfied byvamatrix. We don’t know whether
this disjonctive form of the conditions disappears for tHeole classedM or NM, i.e.,
when all the possible cycles must be avoided, as it doel\for= P.

Another natural question is whether the membershidWiocan be determined in po-
lynomial time ; we recall that recognizingRamatrix is aco-NP-complete problem 31,
124, 1994-2000]. It would also be important to know whether treidon-min algorithm
solves the linear complementarity problem (MG q) in polynomial time wherM € NM ;
recall that it does whell € M [71, 2004].
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Chapitre 5

A globally convergent modified
Newton-min algorithm for solving

linear complementarity problems with a
P-matrix

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode de globatisidil'algorithme de
Newton-min3.1 afin de forcer sa convergence pour les problemes de complaritén
avecP-matrice. Nous démontrons également sa convergence glpbat cette classe de
matrices et nous présentons des résultats numériquesamosin efficacité et sa conver-
gence polynomiale pour les cas considérés. Ce travaildaiet d’un article en prépara-
tion.

5.1 Introduction

Given a real matri of ordern and a vectog in R", the linear complementarity problem
(LCP) is to find a nonnegative vectarwith n components such thaix+q > 0 and
x" (Mx+q) = 0. Here and below, the inequalities have to be understooghonemtwise,
and the sigrl denotes matrix transposition. The LCP is often written impact form as
follows

LC(M,q): 0<x1LMx+qg=0. (5.1.1)
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In equation form, it can be written
H(X) = min(x,Mx+q) = 0. (5.1.2)

Many algorithms have been proposed to solve probleiML@) [74, 103 69, 30].
Here, we are interested in the plain Newton-min algorithee (shapteB), which can be
viewed as a semismooth Newton algorithm without globaliratechnique to solve the
system of piecewise linear equatiofssl(.2. Recall from sectior2.5.5that this algorithm
first defines complementary index séts andl *, which in their simplest form, read

At ={i:x < (Mx+q)i} and 1T :={i:x > (Mx+q)i}. (5.1.3)
Then, it computes a directiahby solving the linear system formed of the equations
dav =i, and  dj+ ==X+ — M ]G+ (5.1.4)

Next, the solutiorx™ is given by the following relation
xt =x+d. (5.1.5)

Since the Newton-min algorithm may cycle fBrmatrices (see chapt8j and in or-
der to force its convergence, a natural remedy would be taagldbalization technique.
Contrary to the differentiable case, the Newton-min diogctl computed above is not ne-
cessary a descent direction of the natural merit functien || min(x, Mx+q)||?/2 asso-
ciated with problem%.1.2 at an arbitrary vectox (see sectiob.2.1). We had thoughtd5]
to impose the non-negativity of the unknowrat each iteration which was observed to
ensure the descent of the computed directions. We obsefteed/ards that this idea was
actually already used in the paper by Pang and Galdrid|[ in which they have propo-
sed an iterative method for solving the nonlinear complaaréy problem (see Patt).
This method involves solving a sequence of non negativehgitained convex quadratic
optimization problems of the least-square typeq.

In this chapter, we present a different approach that isadlplbonvergent for solving
the LCP with aP-matrix. This method consists in minimizing a piecewisenaffmerit
function subject to non-negativity constraints. Furtherej in the proposed approach the
descent direction is computed as a solution to a linear agaition problem; it is there-
fore computationally tractable and slightly less compatetlly expensive than the one
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proposed by Pang and GabridlOg( the latter requires to solve a quadratic problem at
each iteration).

The organization of this chapter is as follows. In sectio? we present various na-
tural directions and discuss their respective interedis. few algorithm is described in
section5.3. We prove its global convergence. Finally, in order to desti@ate the prac-
tical efficiency of our method, we report, in sectibri, the numerical results of some
computational experiments and we also compare our appndbha method of Har-
ker and Panglj06, 59].

5.2 A globalization of the Newton-min algorithm

We are interested here in the globalization of the Newtonatgorithm by line-search. To
do this, we have studied various directions, which are aatarsome sense. This results
in the selection of one of them, which has better theoretindlnumerical properties.

We begin our discussion with the first natural direction vhie the semismooth di-
rection defined byH.1.4). Next comes the B-Newton direction, which is known to have
good properties, although it is computationally expensind it is not clear whether it
yields global convergence. Finally (sectibr2.3, we present the direction that we prefer
for both the global convergence it ensures and its numegftiaiency.

5.2.1 The semismooth direction

A natural merit function for problem LCP5(1.1) when it is solved by Newton-min itera-
tion on the functiorH, is the function

0 = 5 IHX)IP. (5:2.1)

where|| - || denotes the Euclidean norm. It is natural since wiHea smooth, the Newton
direction for finding a zero dfl is a descent direction @, whatever ix.

We recall thatM is said to be arRg-matrix (see sectio.2.9 if the homogeneous
linear complementarity problemQx | Mx > 0 has no nonzero solution and that a func-
tion ¢ : R" — R is said to becoerciveif the following equivalent properties are verified :

e Vv € R, the sublevel sefx € R": ¢(x) < v} is bounded
° Iim|‘x‘|_>+w¢(x) = —+-00,
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We recall the next proposition fron38, propositions 2.6.5 and 9.1.26].

Proposition 5.1 The merit function x> ©(x) = || min(x,Mx—+ q)|| is coercive if and
only if M € Ro.

Some differentiability propreties

Due to the presence of the "min" operator, the functidrend® are not differentiable in
the traditional sense of Fréchet. Various differentiséphroperties oH and® have been
derived in [LO] ; it will be useful for us to summarize them here. By transigtPang’s
theorem .06, 1990, theorem 5] to the LCP, one obtains the following resul

Proposition 5.2 Let® : R" — R be defined at x R" by (5.2.1).
(i) The function® has directional derivatives, which read for anyaR" :
@' (x;d) = H(x) "H'(x;d), where

{ d; ifi € Ag(x) := {i : % < (Mx+Q)i}
(x;d) min(d;, (Md);) ifi € E(X) :{ % =(Mx+q)i}  (5.2.2)
(Md); ifi €lo(x) = {i :x > (Mx+0Q)i}.

(i) H is F-differentiable at x if and only if M = lg(y)-

On the convexity of®

We show in this section that a necessary and sufficient dondibr © to be convex
whatever igyis thatM = |. Hence, the piecewise linearity bff does not result in general
in a "nice" merit functior®.

Lemma 5.3 If A and B are two matrices such that AxBx for all xe R, then
A=B.

PROOF. Letx € R". One can writex = (X" +e) — (X~ +e€), wherex" = maxx,0), X" =
max—x,0), andeis the vector of all ones. Sinog +e> 0 andx™ +e> 0, the assumption
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on A andB yields Ax = A(x" +e) — A(X_ +e) = B(x" +e) —B(x +¢€) = Bx Hence
A=B. O

Proposition 5.4 The merit function X O(x) = %|| min(x, Mx+q)||? is convex for
any ge R"if and only if M= 1.

PROOF. [=] Suppose thaul # |. By lemmab5.3, one can finc € R" such that
x>0 and (I-M)x#0.

Defineq = (I — M)x. We now show tha®'(x;x) + @ (x; —x) < 0, which will imply that
O is not convex. Note thad (x) := min(x, Mx+q) = x. Using propositior.2, we have

O (x,X) + @' (x; —x) = x" (min(x, Mx) — max(x, Mx)) < 0,

since mirgx, Mx) < max(x, Mx), min(x, Mx) # max(x, Mx), andx >0.
[<=] If M is the identity matrix@(x) = 3| min(x,x+q)||> = 1||x— g~||2. HenceO is
a convex quadratic function. O

Clarke subdifferentiability of®

Recall that® is said to bequasidifferentiablg 109, 1971] orClarke regular[26, 1983,
definition 2.3.4] ak if

vdeR": ©'(x;d) exists andd'(x;d) = ©°(x;d).

Lemma 5.5 The functior® is not necessarily Clarke regular.

PROOF. Here is indeed an example in whi€his not Clarke regular :
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In this case@(x) = [min(x, (x+1)/2)]?/2. Clearly

_ 2/
@’(1;1) —iim O(1+t)—0(1) —iim (2+1)</8—1/2 _ },
t0 t t0 t 2

while the Clarke directional derivative reads

O(x+t) —O(x)

©°(1;1) = limsup

x—1 t
t|0

> lim o(@-2)+H-61-2) takingx = 1— 2t]
tJ0 t

2 (192

e -2 (1-20
t0 2t

= 1

Since®°(1;1) # ©'(1;1), ©is not Clarke regular at= 1. O

On the semismooth Newton direction

We prove in the next proposition that the semismooth dioeds a descent direction xf
is a node. We recall that a poirtsaid to be a node if21.2 holds, in other words, if it
satisfies complementarity.

Proposition 5.6 Let®: R" — R be defined at x R" by (5.2.1). If x is a node and if d
is the direction defined b{s.1.4), then®'(x;d) = —20(x), which is< 0 if H (x) # 0.

PROOF. Using propositiorb.2, we have
' (xd) =H(x) "H'(x,d) = x4 da, + X min(de, (Md)e) + (Mx+q); (Md),.
Obviously,xs da, = —||Xa, 3. In addition,x™ = x+d verifies(Mx" +q);, = 0. Hence

(Md)|0:—(Mx+q)|O. (5.2.3)
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We conclude thatMx+ q)I)(Md)|0 = —||(Mx+q)y, /3. We achieve the proof by showing
that the middle term vanishes : since for a node, either (Mx+ g); must vanish, one
must havexg = (Mx+q)e =0. O

We prove in the next proposition that the semismooth dioads a descent direction
if Xis nonnegative.

Proposition 5.7 Let® : R" — R be defined at x R" by (5.2.0). If x > 0and ifd is
the direction defined b§b.1.4, then®'(x;d) < —20(x).

PROOF. Like before,@'(x;d) is given by

O'(x;d) = xa,0a, +XtMin(de, (Md)g) + (Mx+q), (Md)y,
= Xa,0n — [[Xe[|? +X¢ min((x+d)g, (Mx+q+Md)g)
+ (Mx+q); (Md)j,,

where we have taken into account the fact tigat= (Mx+ Q).
To analyze the termia da,, We observe thatly, = —xa, SO Xa, 080 = —||Xa0l3. The

term (Mx+ q)ﬂ)(Md)|O is analyzed in a similar manner, by observigd),, = —(Mx+

q)1,- Hence,(Mx+ q)I)(Md)|0 — —||(Mx+q),||%. With these computations, the directio-
nal derivative becomes

@' (x;d) < —20(x) +xg min((x+d)g, (Mx+qg+Md)g).

We now show that the second term in the right hand side aboreripositive, which
will conclude the proof. For € E, we have by using miiix+ d);, (Mx+ g+ Md);) <
(x+d)ij=0andx >0:

xi min((x+d);, (Mx+q+Md);) < 0.
O

In a linesearch or trust-region method, the iterates areaotssary nodes and may
have negative components, so that propositieiisand 5.7 are not sufficient. In other
words, to be able to implement a linesearch method, usinijl&vgon-min directions, it
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is necessary to show that these directions are descentioiveof® at an arbitrary point,
as this is the case for the Newton direction wheis smooth. Unfortunately, this is not
the case. Indeed, the next example shows that the often steggeemismooth Newton
direction (see Kanzowr[l]) computed by

{ (x+d)i=0 if X < (Mx+ Q)i

(MX+q+Md); =0 if X > (Mx+q); (5.2.4)

is not necessary a descent direction@ff x is not a node. of the unknowns in the B-
differentiable direction.2.5 of section5.2.2

Example 5.8 Consider problem5.1.1) with

102 1 ~1/2
n=23, M=|2 1 0}, g=11], and x=|-1/2].
0 21 1 0

Note that the circulant matrill is aP-matrix (see sectio.2.5.

SinceMx+q = (1/2,—-1/2,0), there holdAg = {1}, lo = @, andE = {2,3}, so that
the solutionto%.2.4isd = (1/2,—-1/2,1). Then®(x) = 1/4 and, fort > 0, ©(x+td) =
|(—=1+t,—1—1,0)||%>/8 = (1+1?)/4, so tha® increases alond. 0

Clearly, the reason why a semismooth Newton direction map@a descent direction
of © at x comes from the indices iE(x) := {ij = (Mx+Qq);}. In a linesearch method,
it seems obvious to avoid this flaw, simply by requiring theeBearch to avoid the rare
pointsx with nonempty index sd (x). According to the numerical experiments of Harker
and Pang §0, 1990], it seems that such a simple strategy does not yielya@mial
algorithm. For these reasons, we looked at other types eétitins. Before presenting our
proposition in sectio®.2.3 we recall, in the next section, the definition of the B-Newto
direction, which is known to be a descent direction@f it is not useful in practice,
however, because of the complexity of its computation.

5.2.2 The B-Newton direction

The B-Newton direction is based on the notion of B-differanility, which it introdu-
ced in sectior2.5.4.1It is known from [LOG, 59] that the B-differentiable Newton direc-
tion (2.5.1) is a descent direction @. This B-Newton direction ds defined a as a
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solution toH (x) +BH(x)d = 0, which can be written as the following linear complemen-
tarity problem

(x+d)a, =0
(Mx+q+Md);, =0 (5.2.5)
0< (x+d)g L (Mx+q+Md)g >

whereAy, lp andE are defined in%.2.2). For the indices i\ andlg, the equation clearly
writes like in 6.2.5. Observe indeed that while for indiceskn

0 = min((x+d)g, (MXx+q-+Md)g)
= He(X)+min(dg,(Md)g)  [xe = (Mx+Qq)g]
= He(X)+BHe(x)d  [BHe(X)d = HL(xd)].

We recall the next result fronbp, 1990, p. 271].

Proposition 5.9 The systenf5.2.5 has a unique solution if the palilo, E) satisfies
the following properties.

(i) The submatrix M, is nonsingular,

(ii) The Schur compleme(gg — ME|OM,;,%M|OE) is a P-matrix.

PROOF. Letx" = x+d. If M,,, is nonsingular, the first two equations 2.5 yield

+ +
Xp, =0 and X =

1 + -1
—M i MigeXg — My i -

Therefore the full system amounts to solving the followimgear complementarity pro-
blem inxg :

0<xg L (MEE - MEIOMQQMIOE) Xg + (qE - MEIOMGﬁJqlo) >0,
which has a unique solution if the Schur complement®sraatrix. O

If E = [1,n], problem 6.2.9 is as hard to solve as the original problem, which does
not make such a directiahparticularly attractive. For instance, examplé0Obelow gives
an easy problem and a pomtfor which problem%.2.5 is exactly the same as the original
problem 6.1.1).
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Example 5.10 Consider the problem

M= -1, and x=1

NI

I, q=

NI

wherel the identity matrix of orden and 1 denotes the vectarR" of all ones. Since
Mx+q = 1, there holdAg = lp = @, andE = [1,n]. If we introducez:= 1+d, problem
(5.2.9 clearly reads

0<zLl3(z+1) >0,

which is exactly the original problem. O

Since the B-Newton direction is too expensive to computee(uires to solve an
LCP), Harker and Pang, 1990] have proposed an algorithm that only generates
degenerate iteratgs$.e., without doubly active index), so that a single linsgstem needs
to be solved at each iteration. The iterates are found byudrehoosing the stepsize
along the Newton direction. Their algorithm is, howeveglably not polynomial, since
it exhibits poor iteration counters on some LCP exampleshénnext sectiorb.2.3 we
propose another descent direction, that is defined by arlopanization problem and is
therefore computationally tractable.

5.2.3 Thel;-norm direction

The strategy consists in solving the linear complementgmioblem 6.1.1), written as
follows
inf ©1(x)
x>0 (5.2.6)
Mx+q > 0.

where®1 is the/1-norm of H(x). It is clear that $.2.9 is equivalent to LCM, q) if this
problem has a solution. The constraint 0 is added for ensuring descent of the computed
directions (see propositioB.7), while the constrainMx+ q is added for a symmetry
reason and because it gives@a an interesting property. Observe indeed that i O
andMx+q > 0 are maintained, th&-norm ofH (x) is linear inH(x) and it is defined as
follows

O1(x) = [H(x)[1 = e'H(x) = 3Ly min(x,, (Mx+q);),

wheree s the vector of all ones.
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We note by
X:={xeR":x>0, Mx+q=> 0},

the feasible set of the problem.

5.2.3.1 Study of the formulation

The formulation $.2.69 has the attractive features given in propositiofhl

Proposition 5.11 Assume that % @. Then the merit functio®; has the following
properties.

(i) Itis piecewise linear and concave on X.

(i) Itis coercive on X if and only if M Ro.

PROOF. [(i)] For a fixedi € [1,n], x € R"— (x;, (Mx+q);) € R? is affine and(u,v) €
R?+— min(u,v) € R is concave. Hence, 0%, @1 is concave as a sum of concave functions.
[(ii)] If M ¢ Ry, there exists a nonzero directidrsuch that < d L (Md) > 0 (see
section2.2.9. ThenX is unbounded since, where X # @, X contains the half-line of
pointsx' := x+td for allt > 0. Now, fort > 0 sufficiently large and € [1,n], there holds

Xi if d =0and(Md); >0
min(¢, (MX +q)i) =< (Mx+Qq); if di > 0 and(Md); =0
min(x;, (Mx+q);) if di = 0 and(Md); = 0.

Therefore®;(x') is bounded wheh— +oo, implying that®; is not coercive oIX.
Suppose now tha¥l € Rg. Then® is coercive (proposition.1). Now the fact that

©1(X) = |[H(X)|]1 on X and the equivalence of norms & imply that ®; is coercive

onX. a

The concavity property d®; is interesting, since it implies that there will be no need
to use line-search to obtain monotonic decreas®pft each iteration; the unit step
size is always suitable provided it maintains the next teera the feasible seX. This
also implies that the global convergence of the algorithhhwat be prevented by step-
sizes converging to zero, only the quality of the descerdation will intervene. Now,
minimizing a concave function on a polyhedron highlights ffossible combinatorial
aspect of the formulation, which is less attractive. It isrédfore important to identify a
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class of matrices for which this formulation does not introel parasitic stationary points
(this is the subject of propositidn13below).

The coercivity property of9; on X is also interesting, since any algorithm forcing
the decrease dd1 on X at each iteration will generate bounded sequences, makeng t
convergence analysis easier. Recall Rgts a very large class of matrices, including the
P-matrices.

The next lemma gives another propertyRamatrices that will be used in the proof of
proposition5.13

Lemma 5.12 If M is a P-matrix, then for any partition (I, J, K) of1,n], the system
X = 0
(Mx+q)y =0 (5.2.7)
0<xk L (Mx+q)k = 0.

has (at least) a solution.

PROOF. SinceMy; is nonsingular as a principal submatrixMf the first two equations in
(5.2.7 yield

-1 -1
Xy = —MJJ MJKXK—MJJ Ok -

Therefore the full system amounts to solving the followimgar complementarity pro-
blem inxk :

0<xy L M‘?JX\] + (qK — MK\]M‘iqu‘]) >0, (5.2.8)

whereMJSJ ‘= Mgk — MKJMi]]'MJK.

SinceM juk)auk) is @aP-matrix as a principal submatrix & andM3; is a P-matrix
as the Schur complement bfy; in the P-matrix My k) juk) (proposition5.9), the linear
complementarity problenb(2.8 has a solution. O

Below, we say thatl ¢ R" is a feasible direction at x X if x4td € X for some
t > 0 (and therefore for all sufficiently smalt> 0, by the convexity oK). We denoted by
Sol(M, g) the set of solutions of the linear complementarity proble@iM, q).
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Proposition 5.13 (no parasitic stationary point) If M is a P-matrix and if a point
x € X is such tha®j(x;d) > 0 for all feasible direction d at x, then& Sol(M, q).

PROOF. Let Ag, lp, andE three index sets defined b$.2.2. By proposition5.12, the
following linear complementarity problem ohe R"

(x+d)a, =0
(Mx+q+Md);, =0 (5.2.9)
0< (x+d)g L (Mx+q+Md)g >0

has a solution, sagf. Observe that, with the definition &%, 1o andE and the fact that
xeX:

A

(x+d)a,ue =0, Xi, > (MX+Qq);, = 0,

A

(Mx+q+Md),ue =0, (MX+Q)a, > Xa, = 0.

Thenx+td >0 ande+q+tM(f> 0 for somet > 0, which shows that the directiah
is feasible ak.
On the other hand, by the third condition ;12.9 andxe = (Mx+ Q)g, one has

A A ~ A

0=min((x+d)g, (Mx+qg+Md)g) = xg + min(dg, (Md)g). (5.2.10)
Therefore
o)(xd) = e'H'(x.d)
= ex0n, + et min(de, (Md)g) +e(Md),,  [propositions.2

= —epXa —etXe — g (Mx+0),  [(5.2.9and 6.2.10]
= —01(x). (5.2.11)

We can now conclude. Since, by assumpti®h(x; d) > 0 for all feasibled and sinced
has been shown to be feasible, it follows tBg{x;d) > 0. Then, sinc®;(x) > 0 by the
feasibility ofx, (5.2.19) implies that®;(x) = 0, meaning that € Sol(M,q). O
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5.2.3.2 Search direction problem

Let us now design an algorithm for minimizir@y on X. Let J = J(x) by a "Jacobian”

atx of the nonsmooth map— H(X) := min(x, Mx+ q), whoseith line is
i ifieA=AUA
l_{MiﬁmI:WJL (52.12)

where the index se, lo, andE are defined byH.2.2), andA; Ul4 is an arbitrary partition
of E. We have denoted bly (resp.M;) theith row of the identity matrix (resp. df1).
Below, we shall say thal is associated with the index s&f which satisfiesfAg C A C
AgUE. A directiond is then defined as a solution to the linear optimization probl

inf e’ Jd
Xx+d>0 (5.2.13)
(Mx+q)+Md > 0.

It can be viewed as an SQP-like direction for proble&®(9, in which the "curvature”
information is neglected (see part 11l idq, 2006] for an introduction to the SQP algo-
rithm). Note that the objective 05(2.6 is not differentiable, so that its "curvature" is not
well defined, and that the constraints are affine. The opiiyn@nditions of £.2.13 can
be written

(b) 0< (x+d)Ls>0 (5.2.14)

(@) J'e—s—M'z=0
(c) 0< (Mx+q+Md)Lz>0,

wheres € R" [resp.z € R"] is the vector of multipliers associated with the constrain
x+d > 0 [resp.(Mx+q) +Md > 0.

Proposition 5.14 (well posedness and directional derivate) Let xe X. Then, pro-
blem(5.2.13 has a solution and any solution d to probld;2.13 is a non-strict
descent direction db; at x that satisfies

—01(x) <@ (xd) <e'Jd<O.
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PROOF. To show that the linear optimization problemZ.13 has a solution, it is suffi-
cient to show that it is feasible and that its lagrangian dsi&asible. Since € X, the
problem is feasible (by taking = 0). As for the dual, it can be written

sup—x's— (Mx+q)'z
s>0

z>0

s+M'z=J"e

(5.2.15)

This problem is clearly feasible : take=11ifi € A5 =0if i € | andz=e—s. Therefore
problem §.2.13 has a solution.
On the other hand, by propositi@2, one has

Oy(x,d) = e"H’(x;d) = e, da, + e min(dg, (Md)e) + & (Md),. (5.2.16)

Now, by the inequality constraints of problem?.13, d > —xandMd > —(Mx+q), so
that, mindg, (Md)g) > —xg = —(Mx+d)g and because > 0, we obtain

©1(xd) = —exxa — & (Mx+0); = —O1(x).

To show thatd’(x; d) is nonpositive, we start with the expression in the rightchside of
(5.2.19 :

Oi(xd) < erdate (Md) [ee >0
= e'Jd  [definition ofJ]
0 [0 is feasible for$.2.13].

N

Remark 5.15 The proof of propositios.14has shown that the bour@} (x;d) > —©;(x)
is essentially due to the constraints(@&f.2.13.

Let us note that, ik € X is a solution to LCM, q), then the triplgd,s,z), withd = 0,
s=(ea,0,),andz= (0a, &), isasolutionto%.2.14. This is clear for the complementarity
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conditions(b) and(c) sincexa and(Mx+q); = 0 by the definition ofA andl, while for
(a), one has indeed

Mxe e M e
JTe—s—MTz= (eA+ 1A )_( A)_( IA —0
Miie 0 Mii&

Proposition5.16 below shows a kind of reciprocal to this observationx & X is not a
solution to LGM, q), then one can find &such thatd = 0 is not a solution t0.2.13.

Proposition 5.16 (descent direction)If M is a P-matrix and if x X is not a solution
to LC(M,q), then for some matrix & R™" satisfying(5.2.19, any solution d to
(5.2.13 satisfied(x;d) < 0.

PROOF. Let (Ao, E, lo) be the partition of|1,n] associated wittx € X by (5.2.2. Since
M € P and sincex € X is not a solution to LM, g), there is a feasible directiodh at

A

x such thap’l(x; d) < O (proposition5.13. Therefore, one can choosé & 0 such that
X := x+td satisfies

XEX, Xy <(MX+0)a,  and X, > (MX +0)i, (5.2.17)
Let us now determine a Jacobidisatisfying 6.2.12 atx :

LR A ificA:={i:x¥<(MX40)}
I_{Mi ificl:={i:x>Mx+q)}.

By this definition ofA andl, and by 6.2.17, there hold
Ao CACAQUE and loC I ClgUE.
Therefore

O:1(x)+te’dd = eixa+e (Mx+q) +te'dd
= e +e (MX+q)  [definition ofJ]
= Oy(x) [definitions ofA andl].
This yieldse'Jd = ©}(x; d) < 0. Now,td is feasible for §.2.13 (sincex' € X by (5.2.17),

so that any solutiod to the linear problem.2.13 verifiese'Jd < e'J(td) < 0 and the
result follows from propositio’.14 O
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5.3 A convergent algorithm

In this section, we give a detailed description of the aldponiwe propose for solving the
linear complementarity problens(1.1).

Algorithm 5.17 The algorithm generates paips ') formed of an iterate €
X and a collection of discarded index s&ts= {Ay,...,An}, where eaclA =
A is a subset of1, n], with which we associate the closed convex polyhedron

Pa:={X€ X :xa < (MX+0Q)a, Xac = (MX+Q)ac}.

At the beginning, the first iterate is given inX and % is set to@. One
iteration, from(x, %) to (x*, %), works as follows.

1. If all the setsA such thai € Py are in%’, exit from the solver,
otherwise, pick an index sét¢ ¢ such thak € Pa.

2. Setla :=la, Jac := Mac, and solve$.2.13 for d.

3. Ife'dd < 0, setxt :=x+d and¢t := & (the iteration is completed)
otherwise, se¥’ .= ¥ U{A} and pursue the iteration at step 1.

Let us now give some comments on Algoritfiri7in order to get a better insight into
the method.

1. In step 3 : wherd = 0, instead of setting = @, one could se¥ = {A} if both
x andx™ are inPa, since then this one has already been explored by the figjshin
iteration.

2. The algorithm copes with the combinatorics at the curpmnt in an inelegant
and straightforward manner, since it explores all the bssiays of dealing with
the indices inE, looking for a descent directiod, hence satisfying®’(x;d) < 0.
Therefore, this algorithm is not polynomial.

3. The next iterater™ € X, sinced is defined as a solution to the linear optimization
problem 6.2.13, thenx™ = x+d > 0 and(Mx+q) + Md = Mx"q > 0.

The main interest of this algorithm is therefore to show giabal convergence is possible
with the min C-function (Theorerf.18 and aP-matrix M.
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5.3.1 Convergence

We are now ready to establish the global convergence of gugitim described above.

Theorem 5.18 (convergence of algorithn.17) If M is a P-matrix, then algo-
rithm 5.17 is well defined and generates a sequence that converges tonthae
solution toLC(M, q) in a finite number of iterations.

PROOF. SinceM € P C S, the linear optimization problenb(2.13 that must be solved
at each iteration has always a solutb(proposition5.14), so that algorithn®.17is well
defined.

Let us now show that when the algorithm exits in step<1s the solution to the
problem. In the exit situation, for all the pseudo-Jacobihdmssociated with any sét
such thatx € Pa, the computed solutiod to (5.2.13 is such thaie'Jd = 0 (otherwise
by the first option in step 3¢ would have been set tg and the algorithm would have
generated an iterate different froth By propositiorb.16 this means thatis the solution
to LC(M, Q).

Observe now that the algorithm cannot stagnate at a notiaoloointx, since after
a finite number of iterations it has explored all the possitkex setsA such thatx € Py
and then either terminates in step 1 with a solution or goesdifferent point in step 3.

Let us now show that, the iteraté following x is such that

O:1(x7) <mMin{O1(x): x€Pa}  and  O1(x") < O1(X). (5.3.1)

Observe first that the very definition of the ss€p—x by (5.2.13 shows thak™ minimizes
on X, the functionga : z+— ©1(x) +e'J(z—x), in which J is determined in%.2.12 by
the choice of an index sétsuch thatx € Pa. Observe also th&, = ¢ on Py, since for
Z2e Py

$a(2) = ©1(x)+e'I(z-x)
= ea+8 (MX+0Q)i +er(z—X)a+6Mi(z—x)  [x€ P
= eaza+§ (Mz+q)
= e'min(zMz+q) [z€Py
= e'H(2)
— 0,(2). (5.3.2)
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Now, because™ may not be irP,, the first inequality in%.3.1) is not straightforward ; it
results from

O1(x") < O1(X)+0O(xx" —X) [concavity of®; (proposition5.11)]
< O1(x)+e'J(x"—x)  [proposition5.14 (5.3.3)
= Pa(x") [definition of a]
min{¢a(x) : x € Xz} [X" minimizesga on Xy
< min{@a(X) : X € Pa} [Pa C X3

min{O1(x) :xePa}  [©1=¢aonPaby (5.3.9),

while the second inequality ir5(3.1) results from 6.3.3 and the fact thae' J(x" —x) < 0
(step 3 of the algorithm).

One can now conclude the convergence proof. Observe firsatiyaiterate, say/,
following x*, if any, is not inPa (since®;(X) < ©1(x") < min{©(X) : X € Pa}). Then,
because there is a finite number of polyhedra Bkethe algorithm will end up with an
iteratex in a polyhedrorP containing the solution. In that case, sin€eminimizes©;
on Py, xT is the solution to the problem. Hence, the solution is fouma fnite number of
iterations. O

5.4 Numerical examples

In this section, we present some numerical results for a@hlgar5.17, which have been
tried to several examples. We have implemented the algoithMATLAB and the ter-
mination criterion used igH (x¥)|| < 1077,

The first two examples consists of LCP’s with matrid&$or which the plain Newton-
min algorithm3.1 cycles (see sectiod.3). The first example (exampl&2) is defined in
section3.3.1, we have takem = 2. The second example (exam@&) is defined in the
section3.3.2 For the parameters, we have taken the vatues4/3 andB = 1/2. In these
cases, algorithrb.17converges in just one iteration for several values of theedisionn
as indicated by Tablg.4.1
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. . Example Example3.2 | Example3.5
Dimension
n=50 1 1
n=100 1 1
n=200 1 1
n=500 1 1

Table 5.4.1 — Number of iterations for examfl@ and exampl&.5

As can be seen from Tab%e4.], our algorithm has no difficulties to solve these pro-

blems.

Example 5.19 Murty’s example (103 1988])

1 2 2 2
01 2 2

M;=|0 01 2 and g=—1
00O0- -1

Obviously, the matrix Mis a P-matrix ; and even &£SD-matrix (since V+M™ = 2e€',
so that XMx = 1x" (M +MT)x= (e"x)2 > 0). The chosen starting point i€ x 0 and
the solution to this problem is'x= (O, ...,0, 1) )

Example 5.20 Fathi’'s example (89, 1979])

12 2 - 2
25 6 --- 6
Mp=[2 6 9 - 10 and gq=-—1.

2 6 10 -+ 4n—1)+1

SinceM = MlMlT and M, € P, M5 is symmetric positive definite. Hence; ida P-matrix.
The solution to this problem is x= (1, 0,--- ,O) . The chosen starting point i§ x 0.
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Examples5.19 and5.20 are standard test problems for which Lemke’s pivot algo-
rithm [86] is known to run in exponential time; se&(3 1988, chapter 6]. Further-
more, the number of iterations needed by the algorithm okéfaand PangdQ] (see
section5.2.2 seems to increase exponentially with the dimensiofthese problems. On
the other hand, the number of iterations needed by our #tgorio solve problen®.19
for several values of the dimensions indicated in Tablé.4.2 Table5.4.3reports the
results of running the algorithn®.17 on Fathi examplé.20 As one can see from the
tables, our algorithm takes very few iterations to convecgtne solutions. On the other
hand, our algorithm clearly outperforms Harker and Pangthmd

' . Algorithm Harker and Pang Algorithm 5.17
Dimension
n=238 9 1
n=16 20 1
n= 32 72 1
n=64 208 1
n=128 > 300 =

Table 5.4.2 — Number of iterations for Murty’s examplé 9

. . Algorithm Harker and Pang Algorithm 5.17
Dimension
n=2_8 8 2
n=16 16 2
n=32 32 2
n=64 65 2
n=128 63 2

Table 5.4.3 — Number of iterations for Fathi’'s exampl20

Example 5.21 In this example, M My, and g are the same as in Murty’s examplé9
and Fathi’'s examplé.20, and the starting point%is randomly generated with entries

123



in [—100Q 100d. For each values of n, ten examples have been generatediwalyiand
the average of the iterations needed by our algorithm arersarized in Tablé.4.4

Dimension Example Murty’s example| Fathi’'s example
n=>50 1 5
n=100 1 7
n= 200 1 11
n= 500 1 13

Table 5.4.4 — Number of iterations for randomly generatadisg point.

One observe that convergence occurs rapidly, despite stende of the first iterate from
the solution. Of course other experiment should be undentédk assert the quality of the
algorithm. We plan to do so in a next future.

5.5 Conclusion and perspectives

In this chapter, we have derived a new method for solving itheal complementarity
problem LGM, q) with a P-matrix. We have demonstrated that this method is robugt eas
to describe, and simple to implement. It is globally conestgand the numerical results
reported above show that its performance is better thanrks of Harker and Pang’s
method. So, the algorith®.17is a useful tool for solving LM, g) with a P-matrix. On
the other hand, since it explores all the possible ways dfrdg@ith the indices irE, this
algorithm is not polynomial.

The work presented in this chapter can be pursued alongsttiga directions. One
possibility is to modify the algorithm in order to find a potymial algorithm to solve the
LCP with a P-matrix, for example, by selecting the desceetgin a clever manner in
order to avoid exploring all of them. Another possibilitytes modify the globalization
technigue and to use trust regions instead of the line-s¢aatinique.
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Deuxieme partie

Ecoulement liquide-gaz en milieu
poreux
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La seconde partie de ce mémoire, qui regroupe les chapitaey traite des écou-
lements diphasiques en milieu poreux et plus particuliergndu cas du mélange eau-
hydrogene dans le cadre de I'étude du stockage des décHetaatifs en milieu géolo-
gique. Ony élabore un modéle mathématique utilisant dedittons de complémentarité
non linéaires décrivant ces écoulements. Une méthode dieitiés efficace et un solveur
robuste pour les problémes de complémentarité non lireaoet construits. Ce travail
donne lieu & la simulation des cas-tests proposés par le GOIRA8" et ’ANDRA 2.

Nous présentons, dans le chap@irene formulation permettant d’éviter la dégénéres-
cence mathématique lors de la disparition de la phase gazbass le chapitré, nous
proposons ainsi une méthode de résolution et un solveurgeopirobléme. Nous présen-
tons également différents cas-tests permettant de méatven traitement de I'apparition
et de la disparition de la phase gazeuse et |'éfficacité de matveur (voir chapitre8
et9). Nous comparons les résultats obtenus lors du benchmartuutément diphasique »
dans le cadre du GNR MoMas.

1. Le Groupement MoMaS : Modélisations Mathématiques eufitions Numériques liées aux pro-
blemes de gestion des déchets nucléaitad][
2. Agence Nationale pour la gestion des Déchets Radio§8}ifs
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Chapitre 6

Ecoulement diphasique avec échange
entre les phases comme un probleme de
complémentarité non linéaire

Nous présentons dans ce chapitre une formulation mathgmeatonsistante qui per-
met de décrire un mélange eau-hydrogene dans un milieuyereprésence de deux
phases liquide et gaz, mais aussi lorsque la phase gaz esit@blsapproche proposée
conduit a un probléme d’équations aux dérivées partietheslinéraires avec des condi-
tions de complémentarité non linéaires.

6.1 Probléematique

Comme toute activité industrielle, I'industrie nuclégim@duit des déchets. L'objectif
fondamental de la gestion a long terme des déchets est d&gprosur une tres grande
durée, ’'hnomme et I'environnement des risques associés a@@ehets. Des précautions
considérables sont prises pour les gérer. Ceux-ci somt,dritendu, soumis a une régle-
mentation trés précise et a des contrdles fréquents etfapglis.

Le stockage consiste a confiner ces déchets dans une fonngétidogique profonde
pour s’opposer a la dissémination des radionucléides lgueintient. Ce confinement
devra s’effectuer sur des grandes échelles de temps (puptusieurs centaines de mil-
liers d’années), de maniére passive, c’est-a-dire sansssiéer de maintenance ou de
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surveillance a trés long terme.

Le travail de cette partie s’inscrit dans le contexte dugirde stockage en forma-
tion géologique profonde de déchets radioactifs & hauigtaéatt vie longue. Les études
inhérentes au stockage de déchets en formation géologiqfenpge menées par I'’AN-
DRA s’appuient sur les caractéristiques du site et s’aéiath évaluer les conditions dans
lesquelles on pourrait construire, exploiter et surveile site de stockage.

Un site de stockage géologique présente une grande déveesiphénomenes phy-
sigues. Un aspect problématique est la production, pantéage lui-méme, d’hydrogéne
issu de la dégradation chimique de certains matériaux ddage. Ce phénomene génére
une certaine quantité d’hydrogéne et peut s'étaler sur amgule période de temps. Cet
hydrogene peut étre dissous dans I'eau résidente ou ésémme gazeuse. L'objectif de
la modélisation est donc de comprendre ce qui adviendratdigydeogene, son éventuelle
accumulation et sa migration.

Dans un premier temps la quantité d’hydrogene produitefadsie, I’hnydrogéne sera
dissous, il 'y aura qu’une phase liquide et I'écoulemend sgonophasique. Mais dans
un deuxieme temps, I'’hydrogéne apparaitra aussi sous fgameuse et I'écoulement
sera diphasique liquide-gaz. Dans un troisieme tempgjuerka production d’hydrogéne
s'arrétera et que I'hydrogéne aura migré, la phase gazdsparditra et I'écoulement
redeviendra monophasique. Ces changements sont locaux.

Pour rendre compte de ces apparitions et disparitions deephaous introduirons
une formulation élégante et efficace utilisant des conteainle complémentarité. (voir
chapitre7). Nous proposons ainsi une méthode de résolution et ungopaur cette
formulation. Nous présenterons également différents ests permettant de montrer le
bon traitement de I'apparition et de la disparition de lagghgazeuse.

6.2 Physique du probleme

On décrit dans cette section les différents phénoméenedeltrassport dans un milieu
poreux saturé par « un fluide » composé de deux phases compoEn composants.
Dans notre cas, la migration de I’hydrogéne au sein d’'undststockage géologique, les
deux phases considérées sont la phase liquide et la phamgsgazes deux composants
considéreés sont I'eau (constituant essentiel de la phgsidd) et ’hydrogene (constituant
essentiel de la phase gazeuse). Pour chaque composantyplesige transports sont pos-
sibles au sein d’une phaséa: convectiondue a I'écoulement de la phasel&tdiffusion
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due aux différences de concentration du composant dansakepbe plus 'interaction
des deux phases fait intervenir deux phénomeénes supplaimesnt d’'une part un phé-
nomene capillaire, au niveau des pores, qui impose unediifé entre les pressions de
chaque phase, et d’autre part un phénoméne thermodynaqugedie les compositions
de chaque phas8j.

Les écoulements souterrains s’intéressent a la circulaléol’eau a travers les pores
d’un sol ou une roche déformable. Il y a une forte interactiotre I'eau et le comporte-
ment des sites de stockage souterrain des déchets nusléaire

Trois hypotheses essentielles sont faites dans la motiéfigahysique qui suit : le
milieu poreux est suppose indéformable ; la températureutiefest supposée constante ;
le fluide est supposeé étre a I'équilibre thermodynamiqueagjeé instant.

6.2.1 Le milieu poreux

Un milieu poreux est un milieu composé d’'une matrice solidd’en espace vide
pouvant étre occupé par un ou plusieurs fluides. On obsemdies poreux a une échelle
telle qu’on peut le considérer comme un milieu continu. Umpde I'espace représente
un volume élémentaire représentatif (VER) de mileu poreéwneléfinit la porosité en ce
point comme le rapport dans ce volume élémentaire entrdlenede pore ou les fluides
peuvent circuler et le volume total de ce volume élémentaokime de pore + volume de
roche). On note cette quantigéet I'on suppose gu’elle ne dépend que de I'espace (milieu
poreux indéformable).

Lorsque I'espace poreux est occupé par une seule phase(figidde ou gaz), I'écou-
lement est dit monophasique et lorsqu’il est occupé paiglus phases fluides, I'écoule-
ment est dit multiphasique.

6.2.2 Deux phases et deux composants dans un écoulement eheui
poreux

L’ écoulement que nous considérons est supposé composéidglkiases, phase li-
qguide et phase gaz, avec deux composants, I'eau et I'hydeodés quantités relatives
aux phases seront munies de l'indice ¢ pour la phase liquide ou= g pour la phase
gazeuse, et les quantités relatives aux composants seuomiggrde I'indicej = w pour
le composant eau ou= h pour le composant hydrogene. Pour chaque phasé g, on
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notep; sa pression gb; sa densité massique. On définit enfin la saturation de la pfase
comme le rapport entre le volume occupé par la phasé volume total de pore pour un

volume élémentaire représentatif. Puisque le volume poestientierement occupé par
les fluides , on a la relation suivante

sSs+sg=1 0<s<1 i=/aqg.

Chaque phase est-elle méme constituée de deux composantst:feydrogéne. La com-
position de chaque phasepeut étre caractérisée par les concentrations massigaes de
composants eau et hydrogene au sein de cette phase. OnMd@ncentration mas-
sigue du composant = w, h, dans la phasé = ¢, g. La densité massique de chaque
phase correspond a la somme des concentrations massidoas tes composants qu’elle
contient. On a donc

pi=py+ph, =00

6.2.3 Conservation de la masse pour chacun des composants

Dans chaque phase, la migration du compogadt due pour une part au transport
par I'écoulement de la phase et pour une autre part a la @iffusoléculaire au sein
de la phase. On a donc les équations aux dérivées partialiestes, qui traduisent la
conservation de la masse pour I'eau et I'hydrogéne,

) .
— (@S + @Alsy) +div(paar + pddg + Xy +I9) = Qu,
ot 6.2.1)

0 .
St (@s:Ph + g0y + dliv(nQls + pRdlg + I+ 7) = Qn,

ouQj, j = w, h, est le débit de composaptsortant,q, et qg sont les vitesses de Darcy
des phases liquide et gazeuse]}edast le flux diffusif effectif du composarjt j =w, h,

dans la phase i =/, g. Les expressions dg etJ} seront dondes dans les paragraphes
suivants.

6.2.4 La loi de Darcy généralisée

L’écoulement monophasique dans un milieu poreux saturélégit par la loi de
Darcy. Pour un fluide de densité massiquede viscosité dynamiqug et de pression
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p la loi de Darcy exprimgy, la vitesse d’écoulement du fluide saturant, par
1
q= —HK(X)(Dp—pgDZ),

oug est I'accélération de la pesanteukéi) le tenseur de perméabilité intrinséque abso-
lue du milieu poreux au pointet z la cote au point d’espace La loi de Darcy-Muskat
généralise cette relation aux écoulements multiphasignaatroduisant une notion de
fonction de perméabilité relative qui s’écrit
kri (S :
i = —K(X)#(Dpi —pigdz), =49, (6.2.2)
|
ouki(s) est la fonction de perméabilité relative de la phiagéest une fonction a valeur
dans|0; 1], croissante et qui satisfait les deux égalités suivantes :

ki(s=0)=0 et ki(s=1)=1

En d’autres termes, la loi de Darcy-Muskat est similaire ilale Darcy a la différence
que la perméabilité absolue est remplacé par une perméabilité "effectikgk)k;;. La
figure6.2.1représente l'allure des courbeskigetk; .

liquide
gaz

o
o

o
o

I
IS

permeabilite relative

o
[N

0 !
0.2 0.4 0.6 0.8 1
saturation

Figure 6.2.1 — Modéle de van Genuchten pour la perméabdliédive.
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6.2.5 Diffusion moléculaire

NotonsM! la masse molaire du composgnbn définitc] la concentration molaire du
composanj dans la phasepar
ol
ch=_1
VI
La concentration molaire de la phase est alors la somme degwwations molaires des
composants présents dans la phase ; dans le cas eau/hygrogendonc

j=wh, i=/(g

o ool
G :C{N—i—C'h:% M_T" i=/,9.

Et la fraction molaire du composaitdans la phaseest le rapport de la concentration
molaire du composant sur la concentration molaire de lagphas

Xh= > X\.N:—.; X\i/v"‘X;]:L =40 (6.2.3)

Finalement, on définit le flux diffusif massique du composptans la phase (voir
équations§.2.1), par

J} = —(pMjsciDiij}, j=wh, i=/g9

ou Dij est le coefficient de diffusion moléculaire du composjadéans la phase Remar-
guons enfin que la diffusion moléculaire dans une phase aif@pucune contribution au
déplacement globale de cette phase, i.e.

J+3 =o. (6.2.4)

Dans notre cas, la relatio6.2.3 implique quey;, = —Oxj..

6.2.6 Pression capillaire

De maniere générale, la pression capillaire est définie aotardifférence des pres-
sions de deux fluides immiscibles de part et d’autre de Fiate les séparant. Cette dif-
férence est due a la courbure de l'interface, la pressionuldefldu cété concave de
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l'interface étant supérieure a celle du coté convexe. Danwlbe (ou dans un pore), le
sens de la courbure de I'interface entre les deux fluidesigmbde la capacité plus ou

moins grande de chaque fluide a "mouiller" la paroi solidesidans le cas liquide/gaz,
le liquide est (a de rares exceptions prés) le fluide le plusillaat et donc la pression du

gaz est supérieure a celle du liquide. Les expérimentatmmisiéanmoins apparaitre que
la pression capillaire dépend essentiellement de la setnret ceci d’'une maniere mo-

notone. Plusieurs facteurs affectent les propriétéslaaps des milieux poreux, parmi

lesquels on peut peut noter : la dimension et la distributies pores ; les fluides et les
solides impliqués. Dans toute la suite, on exprimera lagiwascapillaire comme une

fonction univoque de la saturation. Pour une configuraiuide-gaz, on définit donc

Pc(Se) = Pg— pe = 0.

Toujours dans le cas liquide/gaz, on observe qu'il exist saturation résiduelle en li-
quide,s res, qui correspond a la saturation ou le liquide ne forme plespirase continue
dans les pores et ne peut alors plus s’écouler. La perte dimgidé@ hydraulique implique
gue la pression capillaire peut croitre indéfiniment sans patant réduire la saturation
du liquides, sous sa valeur résidueliges. Autrement dit, on a

Sﬂglres pC(S€> - -|-00.

S>§ res
La pression capillaire est une fonction décroissante. Damaodele de van Genuch-
ten [51] la pression capillaire s’annule pour la saturation en eayimale avec une pente
verticale. La figures.2.2représente I'allure d’'une courbe de pression capillaire.

6.3 Modélisation

6.3.1 Hypotheses physiques du modele

Nous avons présenté, dans la section précédente, I'enselablphénomenes phy-
siques impliqués dans I'’écoulement diphasique eau/hgdti®gn milieux poreux. Cette
modélisation physique suppose que le milieu poreux esfonaiéble (porosité constante).
Des hypotheses simplificatrices ont aussi été introduitmss avons suppose

e que I'écoulement du meélange fluide est isotherme, i.e. |péeatue est constante
en tous points et en tous temps,
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pression capillaire

Figure 6.2.2 — Modéle de van Genuchten pour la pressionlaagil

que I'eau est incompressible, i% est constante en tous points et en tous temps,

que le gaz est légerement compressibledge= Cypg 0uCy est une constante de
compressibilite,

gue I'eau n'est présente que dans la phase liquide tandithgdeogéne peut étre
présent dans les deux phases i.e.

g
‘h

ngl, x3=0, F=3=0.

p$=0, pg=p, Xp=

Et on a aussi d’aprés la relatiod.2.4, J\ = —J.,.

que pour la phase liquide, I'eau est le solvant et I'hydregensoluté et que la
solution liquide est une solution diluée idéale. Ceci impéic, < ¢, et on aura
donc

G__ & G M,

g__— Y — T w7 .
Xh—ce Cf,-l-Cg\, Cév I\/Ihp\ﬁlph

Q
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6.3.2 Equations de I'écoulement

En intégrant les hypothése simplificatrices présentées ldasectiort.3.1aux equa-
tions de conservation de la masse de chaque compdsari)(on obtient les équations
simplifiées suivantes

0 .
E((Pﬂﬁﬁz) + le(pvaM - Jﬁ) = Qw,
(6.3.1)

) .
E(@Szpﬁ + @sgpd) +div(pfas + plag + J5) = Qn.

Etant donné que le probléme se pose dans un régime ou la fnsde kera toujours pré-
sente (seule la phase gazeuse peut étre amenée a dispalai$tecommode de prendre
comme inconnue principale, outre la saturation de la phgs&les,, la pression dans la
phase liquide,.

6.3.3 Formulation utilisant la loi de Henry

Concernant les échanges entre phases, la quantité d'rdratissout dans la phase
liquide en présence de la phase gazeuse est donnée pardeHendy

Hpg=pi, avec H=H(T)M".

oUH(T) est la constante de Henry et

h ! h At
oL = M p""xﬁquﬁ avec C;= MMc)VW.

Pour traiter en méme temps le cas ou la phase gazeuse nigssten peut formuler le
probleme sous la forme d’un probleme de complémentarita tegbn suivante. En effet,
soit la phase gazeuse existe; & > 0 et la loi d’Henry s’applique, soit la phase gazeuse
n'existe pass; = 1, pc(sy) =0 etHpy — pﬁ > 0 ce qui signifie que pour une pression dans
la phase liquide donné® la densité massique d’hydrogene est trop petite pour qye I'h
drogéne soit partiellement gazeux, ou encore que, pouremstd massique d’hydrogéne
donnéqo,f‘ la pressiom, est trop grande pour que I'’hydrogéne soit partiellemenegaz
On obtient ainsi les contraintes de complémentarité

(1) (H(pr+ pelsr) = Coxi) =0, 1= >0, H(p:+pelsy)) ~Coxh > 0.
(6.3.2)
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Liquid
f(P,C)>0

Liquid + Gaz
f(P,C)<0

Gaz
f(P,C)>0

>
C

Figure 6.3.1 — Diagramme de phase usuel.

Ainsi le probléme de la dissolution de I'nydrogene dansu’'eaut étre formulé sous
la forme d’un probléme de complémentarité avec comme ingesiprincipalesy, py, xﬁ
avecsy, xﬁ des quantités comprises entre zéro et un, le probleme étguatisr ens, = 1
a cause de la tangente verticale de la pression capillaice point.

Pour justifier cette formulation en terme de conditions degi@mentarité, on peut
utiliser un diagramme de phase.

6.3.4 Diagrammes de phase

Le diagramme de phaséq] est une figure telle que celle représentée sur la figLBd
ou une courbd (C; P) = 0 sépare les zones ou le systeme est monopha$iu€) > 0
- liquide ou gaz - de celles ou le systéme est diphasii®C) < O - liquide 4+ gaz.
Il permet de répartir deux composants, par exemple I'hyeineget I'eau, entre les deux
phases liquide et gaz. Les variabRgt C sont définies dans le table&w3.1 On notera
que ces variables et la saturation sont continues au treedescourbef (P,C) = 0. Dans
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liquid liquid + gas gas
ss=1 O<ygy <1l ss=0
P Pe Pg = Pr+ Pc(Sr) Pg
cl of P+ Pg Py

Table 6.3.1 — Définitions des variable®tC dans les zones monophasique et diphasique.

la suite, on va se concentrer sur I'interface entre la zanede et la zone diphasique. La
loi de Henry n’est définie que dans la zone diphasique. Dattes zene, on a donc

HP—C=Hpg— (pf+pg) = —pg <O.

et lorsqu’on tend vers la limite de séparation entre les zdigglide et diphasique, on
aHP—-C = —py — 0. Au dessus de cette droite se trouve la zone liqite— C =

Hp, — pﬁ > 0. Ainsi, I'utilisation de la loi de Henry revient a remplada partie de la
courbe de séparatiof(C; P) = 0 qui sépare la zone liquide de la zone diphasique par la
droiteHP — C = 0. Ceci correspond au diagramme de phase de la f§)Gr2

6.3.5 Probleme de complémentrarité non linéaire

Puisque la phase liquide sera toujours présente, on cloisitne inconnues princi-
palessy, py ainsi quexj..

Notree probleme s’écrit donc sous la forme du systeme stjif@mé d’équations
aux dérivées partielles non linéaires et de conditions aept&mentarité non linéaires
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Liquid + Gaz
HP-C<0

ay

Figure 6.3.2 — Diagramme de phase usuel.

suivantes
0 )
5t (Pu@s) +div(pydr = J) = Qu,

0 ,
E(QDSeCexﬁ + @(1— ) Cq(pr + Pe(Sr))) +div(Cy X, +Cg(Pe + Pe(s))dg + ) = Qn,

Qe = —K(X)ke(s)(Opr — (Pl +Ce Xp) 9 02),
ag = —K(X)kg(1—s¢)(O(pe + Pc(sr)) — Cy(pe + Pe(sr))902),

. oy
Jf%:—M“¢Sz<M—VVVV+M—hxﬁ>DﬁDX€,
(1—s) (MPH(pr+ pe(s)) —Cexiy) =0, 1—5,>0, H(ps+ pe(se)) —Coxp > 0.

(6.3.3)
D’une part, lors de l'apparition et la disparition de la phamzeuse, cette formu-
lation permet de modéliser le passage d’'un écoulement nh@asggue a un écoulement
diphasique et vice versa. D’autre part, grace au choixnmartides inconnues principales
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(s, pr, xﬁ), ces différents types d’écoulement possedent les mémiebhes.
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Chapitre 7

Probleme de compléementarité non
lineaire

7.1 Présentation du probleme

De nombreux problemes non linéaires contiennent des ¢onslile complémentarité
qui sont de la forme :

F(X)'G(x)=0, F(X)>0, G(x)>0.

ouF etG : R" — RP (p < n) sont des fonctions non linéaires différentiables des incon
nuesx. On peut citer les problemes de contact, de changement de pie dissolution-
précipitation et d’écoulement gaz-liquide avec apparita disparition d’une phase (voir
chapitreb).

Dans cette derniere discipline, ces problemes sont sovésolus numériquement de
facon empirique en annulant certaines de leurs composdatesiniere complémentaire,
en testant au cours des itérations de Newton si le bon chobod®wosantes nulles a
été fait et en espérant avoir la positivité a la converge@es. méthodes se heurtent a la
combinatoire représentée par l€sr@anieres d’annuler les composantesFde) et de
G(x) de maniére complémentaire. Elles ne reposent pas sur uhsamaécise et sont
d’ailleurs souvent mises en défaut.

Les méthodes de résolution des problemes de compléménvatitconnu un essor
important ces derniéres années suites aux travaux desisiengiR0, 94, 57, 84]. L'état
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de l'art est maintenant décrit dans des articles de syntbes®nographies, y compris

lorsque l'optimisation entre en jed(, 105 38, 104. On y trouve essentiellement trois

techniques : les techniques d’activati@f], les approches par points intérieurs$, 126

les méthodes de I'analyse non lisdé®4, 105 38]. La premiére technique est souvent
considérées comme moins efficaces que les deux autres) sid’dispose pas d’une esti-
mation des functions actives (c’est-a-dire nulles) en latem. Lorsque les systémes non
linéaires a résoudre sont issus de la discrétisation ercesgtan temps d’'une équation
d’évolution, comme dans notre cas, les bornes activeslidées en espace) au temps
précédent sont souvent une bonne estimation de celles spmteu temps courant. Notre
travail considére la troisieme famille des techniques migués.

Dans le contexte décrit ci-dessus, il y a plusieurs diffesilhon classiques. La pre-
miere difficulté provient de certains modéles de pressigillage ou de perméabilité
relative, tels que ceux de Van Genuchten (voir les fig@r@slet 6.2.2, dans lesquels
les non-linéarités sont des fonctions de la saturation cgggntent des tangentes verti-
cales aux extrémités des intervalles de définition. Leslpnoés contraints représentent
une deuxieme difficulté puisque la saturation ou la fractimolaire sont des quantités
comprises entre 0 et 1. La résolution des problemes de comepkarité est une troisieme
difficulté. Un des objectifs de cette partie est de proposeigorithme alliant efficacité et
robustesse, du type Newton non lisse, permettant de réstaidrobleme de changement
de phase en considération (voir le chap@yeCet algorithme est implémenté, en Matlab,
sous la forme d’un solveur, gu’on appelle Newton-min.

7.2 Formulations canoniques des problemes de complé-
mentarité non linéaires

7.2.1 De la complémentarité aux inéquations variationnedis

Dans cette section, nous nous intéressons aux formuladignisalentes d’'un pro-
bleme de complémentarité non linéaire de maniére a leg sitmeme des cas particuliers
des problemes d’inéquations variationnelles.

La formulation qui nous intéresse est la suivante

{ H(X) =0 (7.2.1)
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ouF :R" = RP,G:R" — RP,H:R" - R"Petla deuxiéeme relation exprime que les vec-
teursF (x) et G(x) doivent avoir leurs composantes positives et doivent &tteogonaux
(pour le produit scalaire euclidien). Les dimensions siéefd au fait que les contraintes de
complémentarité comptent poprmrelations (x)Gj(x) = 0 pouri = 1,..., p, tandis que
la positivité deF (x) et G(x) n’intervient pas dans le décompte des équations) et que l'on
a besoin de équations pour déterminer lesnconnues € R". On pourrait augmenter
la souplesse du modéle en y ajoutant des inégalités, massmen avons pas eu besoin.

Le probléme défini par la formulatio@ 2.1) est un cas particulier du probléme géné-
ral de complémentarité non linéaire

0<F*(x) L G*(x) > 0. (7.2.2)

En effet, la formulation.2.1) peut se réécrire sous la forme

F(x) G(x)
o< (fi) + (275) >0
ou 1y_p est le vecteur d&"P dont toutes les composantes valent 1. D’'un point de vue
numerique, il est plus efficace de considérer directemeftl) en se passant de I'artifice
ci-dessus, puisqu’alors la combinatoire porte sur un veqius petit (de dimensiop
plutbt quen).
On peut encore réécrire le probleme de complémentari#ey, sous la forme

0<xLF™(x)>=0. (7.2.3)

Il est clair que 7.2.3 est un cas particulier d& 2.2, obtenu en prenant I'identité poG.
Inversement,{.2.2 peut s’exprimer comme un probleméZ.3 par

u 0
v 0
o< |[y|L] Glu-v >0,
a y—F*(u—v)
b —y+F*(u—v)

ou on a décomposéenu— Vv avecu et v positifs,a et b sont des variables auxiliaires
sans signification et les deux derniéres relations sonségi pour imposer = F*(X).
Ici aussi I'écriture deq.2.2), et a fortiori de {.2.]), sous la forme¥{.2.3 se paie par une
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augmentation du nombre des conditions de complémentarniténe de la combinatoire
du probleme, ce qui devrait détériorer I'efficacité numeéeq

Les problémes équivalentg.2.1), (7.2.2 et (7.2.3 sont des cas patrticuliers ghuo-
bleme d’inégalités variationnelld88]. Un tel probléme s’écrit

xek (7.2.4)
F*(x)"(y—x) >0, VyekK, o

ouF* :R" — R" etK est une partie dR". En fait, le probléme d’inéquations variation-
nelles {.2.95 est équivalent a un probleme de complémentarike st un cone.
Observons d’abord que, lorsgieest un cone, le problemé.Q.4 devient

K3>x.LF*(x) eKT, (7.2.5)

qui signifie quex € K, F**(x) e KT := {y e R": y'x > 0, Vx € K} (le céne dual po-
sitif de K) et x est orthogonal & **(x). Pour obtenir 7.2.5 a partir de 7.2.4, il suf-
fit en effet de prendrg = 5 € K ety = 2x € K pour voir quexTF**(x) =0; on en

déduit quey' F**(x) > 0 pour touty € K, ce qui montre qué**(x) € K*. La réci-
proque 7.2.95 = (7.2.9 est évidente.

Maintenant, en considérant le problenie2(5, on voit que {.2.3 est un cas particu-
lier de (7.2.9 obtenu lorsqu& est l'orthant positif R} := {x € R": x> 0}.

7.2.2 Transformation en probléme d’inéquation variationrelle

Nous avons vu que le problem@.2.]) peut s’écrire comme un probléme d’'inéqua-
tions variationnelles avec un ensemble conikjueas moyen des transformations?.1) —
(7.2.2 — (7.2.3 — (7.2.95. Procéder de la sorte conduisait a un probléme d’inégustio
variationnelles de grande taille. Nous présentons ciadessgne transformation de ce type
mais plus compacte. Concernant cette formulation, on pieredR" x Rﬁ

(x,u) eK
H (x) ! (7.2.6)
_ y—x
<GE:><2X) u) <v— u) >0, V(y,v) €K,
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Nous montrons que les formulatiorisZ.]) et (7.2.9 sont équivalentes.

[(7.2.0) = (7.2.9] : soitx solution de 7.2.1). Posonsi:= G(X) € Rﬁ, on a alors pour
toutve RP, F(x) " (v—u) = F(x) 'v> 0. On obtient donc7.2.9.

[(7.2.9 = (7.2.1)] : soit (x,u) solution de {.2.6. En prenanv = u ety quelconque, on
obtientH (x) = 0 etG(x) = u > 0. En prenany =X, on aF (x) ' (v—u) > 0, pour toutv >
0.Siv=2u>2etv=2>0,0n obtient (x) "u= 0, doncF (x)'G(x) = 0. Enfin, on a

alors aussF (x) v > 0 pour toutv > 0, doncF (x) > 0.

7.3 Reésolution des systemes d’équations non lisses

De nombreuses études se sont efforcées de mettre au poiligdeshmes pour ré-
soudre les problemes de complémenta®@.[Elles ont parfois des approches algorith-
miques communes, telles que les méthodes d’activationatgsaintes, les méthodes de
'analyse non lisse et les algorithmes de points intérieDens cette thése, nous nous
sommes intéressés a la résolution des problémes de conméiteenon linéaires par
l'algorithme de Newton non lisse appliqué a la fonction minif les section2.5 et
2.4.2.3, que nous appelons Newton-min non linéaire.

Nous présentons maintenant un algorithme qui permet dadéste systéeme d’équa-
tions non linéaire$ (x) = 0 dans lequeF : R" — R" est une fonction non lisse et dif-
férentiable par morceaux (voir la secti@rb.4.3. On rappelle que pour ces fonctions, le
schéma d’approximation newtoniém3est] : R" — R™ définie enx € R" par

I(x)={R'(x) :ie P(x)},
avecP(x) = {i : F(x) = F(x)} 'ensemble des indices des fonctidréx) actives erx.

Algorithme 7.1 Newton lisse par morceaux — une itération

On suppose qu’au début de I'itératiknon dispose d’'un itérg, € R".

1. Test d’arrét: siF(x) = 0, arrét de I'algorithme.
2. Calcul du pas: pour un indicei € P(xy), on calcule une solutiody du
systéme linéaire suivant

F () + R (x)dk = 0. (7.3.1)
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3. Nouvel itéré: X1 := X¢ + k.

La consistance et la convergeniceale de I'algorithme7.1 sont assurées dans les
conditions énonceées dans le théoréme suig)tthéoreme 7.2.15].

Théoréme 7.2 (convergence locale de Newton lisse par morceq Soient Q un
ouvert deR", F : Q — R" une fonction différentiable et,xc Q un point vérifiant
F(x.) = 0. On suppose que'Fx.) est inversible pour tout& J(x.). Alors, il existe
un voisinage V de.xtel que si ¥ €V, I'algorithme7.1de Newton non lisse est bien
défini et génere une suite} convergeant superlinéairement vers $i toutes les
fonctions actives de F au voisinage desont localement lipschitziennes en ja

convergence est alors quadratique.
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Chapitre 8

Simulation numerique

Nous avons construit, dans le chap#stein modele pour les écoulements liquide-gaz
en milieu poreux capable de prendre en compte I'apparitida @isparition de la phase
gazeuse. Le modele obtenu consiste en un systeme d’équationdérivées partielles
non linéaires auxquelles sont adjointes des condition®dp@Ementarité non linéaires.
La premiére partie de ce chapitre présente une techniquasdeétisation permettant la
simulation numérique de ce modele. Dans ce contexte, oropeagne mise en ceuvre nu-
meérique du modéle utilisant une discrétisation implicite@mps et une méthode de vo-
lumes finis pour la discrétisation en espace. Nous propgdgans une seconde partie, une
méthode de résolution robuste et efficace de type Newtonigem (voir la sectior?.3).
Nous présentons, dans une troisieme partie, différenttesés qui illustrent les capacités
du modele et du code développé a prendre en compte I'ampedisparition de la phase
gazeuse en milieu poreux homogene et en milieu poreux ly&éeo En particulier, les
expériences numériques montrent que la méthode de Newtogarévéle efficace et
converge quadratiguement pour ces problemes.
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8.1 Discrétisation

Rappelons le systeme décrit dans le chapite¢ qui est donné par les équations sui-
vantes

9 | 1.,  Qu
E(QDSE)JFd'V(CIe—p—&Jh)— .

%((PSeCeXﬁ) + @(1—5)Cq(pe + Pe(S))) +div(Coxta, +Co(pe + Pe(Se))dg + ) = Qn,

(1—s)(MPH(py + pe(s)) —Cexi) =0, 1—5,>0, H(pé+pc(54))—CeXﬁ>(0~ )
8.1.1

8.1.1 Discrétisation en temps

Pour la discrétisation en temps, on nétele pas de temps. nous avons décomposé
I'intervalle de simulation erl\; pas de temps de longueit, et on indice les temps
t =0,....,nAt parn=0,1, ..., N. Nous avons utilisé un schéma d’Euler implicite en
temps.

8.1.2 Discrétisation en espace

En espace, nous avons discrétisé l'intervdlel) en Ny intervalles de longueun
et nous avons utilisé une méthode de volumes finis centrélesumailles avec décen-
trage amont des perméabilités relatives. Les notationgndéses sont définies sur la fi-

gure @8.1.0.

0 1 i i+1 Ny Nyx+1
@ O | O | O | O
1/2 3/2 i+1/2 i—1/2 Nx+1/2

Figure 8.1.1 — Discrétisation en espace
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Pour le composant eau, I'’équation de conservation diséegst

1 1 1 1
§+1 — g Pvt@(q;‘ﬂl/z - q?f_l/z) - (Jirrl/Z o Jin—+1/2)

(Pﬂfv At + h = 0, i=1,...,Nx
avec
1 L pn+1 - pn+1 , L
Wiz = —KKTz (T — (A tCxg ™).
Prit — P
* I+ R 4 .
q?7i++11/2 = —K ke,ri‘ﬁ/z (# — (pw+Cex"Hg), i=2,...,Nx—1,
PiNee1 — PIN,
1 *N+1 C,Nx+ ,Nx / 1
q?ENX+1/2 = —-K kz,rr‘\|+x+1/2 ( h/2 — (Pw+Cex¥7) 9).
Pour le composant hydrogéne, I'équation de conservatsnrétisée est
pCLE X x| A - A
At At
q?ﬁl/z Xt - q?,itll/z X
+Cy h
1 1 1 1 1 1
Poii129ii12 — Pgi12%i12 g — 2 QL
+ h + H = ,i=1...,NX
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avec
pg = Co(P* + pe(gH)),
Py .= (P55 /2,

Ml penl (p2+1+ Pe(ST™) — pg ™ — pe(s5™) n+1 )

Og1/2 = 9.1/2 h/2 —Pgy1/29
n+1 +1 n+1 +1
1 et PO RS D) BT pe(§T) 1 -
qg,Jir+1/2:_Kkg,rilil/2 ( I + h I _p(;;;]_/zg)? I :27"'7NX_ 17
qn+1 — Kkl (prl\\ljil—" Pe( jil) - prl\‘ljl B pC(*I:(Ll) B pn+1 g)
9N +1/2 9.Nx+1/2 h gN+1/29)>
14 n+1 n+1
n+1_ _pph | 1, Pw & n+1,X1 ~ — Xo
Jyjp =-M 9Dy (Mw+ M, Xo ( +T/2 +1),
{ n n
nil _ aholarl Pw G onpn Xivd X _ B
Ji+1/2— M @D s’ (MW+ MhX' (7h ), 1=2,...,Nx—1
¢ n+1 n+1
1 h il Pw | G 1, XNxi1 ~ XN
Jmﬂ/z = —M"gDs\ (M—W+W Nx (%)-

Dans la suite, pour simplifier les notations, on pbise Ny et on note

x € RN, le vecteur des inconnuss py, X},

o H:R3™N — RN |es équations de conservations discrétisées,
o F:R¥™N RN |afonction discrétisée & s,

e G:R¥ RN lafonction discrétiséel (p; + pe(s)) — Coxy.

Alors a chaque pas de temfils le probleme peut s’écrire sous la forme compacte suivante

- (8.1.2)

X)'G(x)=0, F(x)>0, G(x)>0.

Il s’agit d'un systeme d’équations aux dérivées partigil@s linéaires avec des conditions
de complémentarité non linéaires.
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8.2 Meéthode de résolution

Comme dans le cas linéaire et pour des raisons d’éfficacit#érique, nous avons
remplacé les conditions de complémentarité non linéaiegdg C-fonction minimum
(voir 2.4.2. La deuxiéme relation du systéente 1.2 est alors équivalente a

¢ (x) = min((F(x), G(x)) =0,

et le probleme§.1.2 peut s’écrire comme suit

{ 5(x) 0. (8.2.1)

C’est un systeme non différentiable a cause de la fonction pnésente dans la seconde
éguation, et qui est une fonction linéaire par morceaux.sNwmoposons de le résoudre
par une méthode de Newton non lisse présentée dans la segitiante.

8.2.1 Lalgorithme de Newton-min non linéaire

Nous présontons ici en détail I'algorithme de Newton-minipe@soudre le systeme
non linéaire §.2.1). On note pap(x) la fonction définie comme suit

V= <¢(x>)

et pare > 0 la tolérance utilisée pour I'acceptation d’une solutipprachée.

Soitx* € RN donné. Pouk = 2,3, ..., faire
1) Si||y||2 < &, arrét. La solution du pas temps courant est donng gat.

2) Choisir deux ensembles d'indices complémentaiest | ¢ par

A= {0 G <R c{1,... N},

= {i:Gi(¥) > R&} C {1, N} (68.2.2)
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3) Selectionner un élémedy tel que

(L= F (X)) siieAK
X GI(xX) siielk
4) Soitx“** solution de

H(X) + H (X)) (¢ — %) =0,
& (X) + Iy (XL -y = 0.

On remargue que, comme dans le cas de la méthode de Newtainquougr un zéro d’une
fonction lisse, un unigue systéme linéaire doit étre réaatbhaque itération.

8.2.2 Calcul de la matrice jacobienne

8.2.2.1 Différentiation automatique

Les outils de différentiation automatique peuvent ou bigisar la transformation de
source, ou bien la surcharge d’opérateur. Concernantnaftranation de code source,
I'utilisateur fournit des fichiers sources a un logiciel déélentiation, qui fabrique de
nouveaux fichiers sources permettant le calcul de la dédeda fonction calculée par
le programme de départ. Un outil de différentiation autoguest par surcharge d’opéra-
teurs permet de différentier un programme en imposant apitai@ur d’interpréter les
opérations de calcul de maniére a réaliser I'opérationthelbe et celle du calcul de la
dérivée directionnelle. L'utilisateur de cet outil doit difier Iégerement ses sources pour
s'y adapter et la dérivation a lieu pendant I'exécutionnEtionné que notre programme
est écrit en Matlab, nous avons utilisé le logiciel ADMAJ27]. C’est un outil de diffé-
rentiation automatique par surcharge d’opérateurs. Lés @ar surcharge d’opérateurs
sont plus faciles a implémenter.

1. ADMAT : an Automatic Differentiation toolbox for MATLAB
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8.2.2.2 Principe

La bibliotheque de différentiation automatique ADMAT foitrde nouvelles fonc-
tionnalités que l'utilisateur doit intégrer a bon escieahsl son code. Il faut déterminer la
partie du code a différentier, en définir précisément legtestet les sorties, et demander
explicitement le calcul de dérivation suivant le mode chais programme recalcule alors
les valeurs ainsi que les dérivées.

L'outil est basé sur les dérivations des opérations bisaie —, x,...), des fonc-
tions standards telles que (esp, log,...) et les regles de composition. La dérivation est
possible en mode direct, dans I'objectif par exemple deubalaine matrice jacobienne
colonne par colonne, et en mode inverse, pour un calcul deamgacobienne ligne par
ligne, ce qui est intéressant lorsqu’il y a moins de lignes d@ colonnes.

Pour fonctionner en mode direct, une bibliotheque de difféation automatique par
surcharge d’opérateurs définit une classe (ou plus simpitametype de donnéesdgriv
qui contient au moins :

e Les attributs ou variables de classsd et deriv, représentant respectivement une
valeur et une dérivée directionnelle, c’est-a-dire powraele variablex déclarée
dans le code de départ, deux variables sont déclarées demddeal’arrivée, une
valeurx.value et sa dérivée directionneliederiv.

e Une surcharge des opérateurs binaires{, x, ...) et une surcharge des fonc-
tions standards mathématiques (esip, log, ...) , c’est-a-dire que ces opérateurs
et ces fonctions pourront étre utilisées avec la cldes en argument et que la
bibliothéque de différentiation définit ce que doit étredsuitat de I'application
de ces opérateurs ou de ces fonctions.

Exemple 8.1 Nous présentons un exemple trés simple du calcul de la @é&ivée fonc-
tion définie par un produit de deux arguments en utilisant ADM®Boit F = uxVv, on
obtient comme résultat retourné

u. val uexv. val ue.
u.derivxv.val ue + u.val uexv. deriv.

F. val ue
F.deriv
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8.3 Expériences Numeriques

Nous présentons dans cette section les résultats de sonudak I'on obtient en utili-
sant la procédure de résolution qu’on vient de présentérgeotion8.2.1) sur différents
cas test. Tous ces cas test sont ainsi définis sur une géelriéirnensionnelle trés simple
et les effets de la gravité sont occultés (écoulement hat@to I'altitudez est constante).
Dans tous les cas test, on considérera un écoulement esagley@ dont les caractéris-
tiques spécifiques aux fluides et aux composants sont dodaésde tablea8.3.1

| Parametre | Valeur |
T 303 K
D! 310° n?/s
L 110° Pas
Ug 99.10°° Pas
H(T =30X) | 7.65 10 °®mol/Pa/m®
My, 102 kg/mol
Mn, 21072 kg/mol
o 10° kg/m?

Table 8.3.1 — Valeurs des caractéristiques des fluides efmegosants.

Les fonctions de perméabilité relative et la loi de pressiapillaire seront a chaque
fois données par le modele de van Genuchten-Mualem et geggont donc ainsi :

pc = R (Slel/m )1/n,

ki = <1—<1—$1/m)m)2,

kg = 1-Se ( Sl/m> o

o _ S-S 1

avec m=1—-.
n

_SJI’
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8.3.1 Cas-test 1 : apparition et disparition de la phase gamse

Ce premier cas test vise a illustrer la capacité du modele sbtveur a prendre en
compte I'apparition et la disparition de la phase gazeupeidain état totalement saturé
en liquide. On considére pour cela un domaine rectangula@imensiorLy (probleme
assimilable a du 1D) (voir figur@.3.J).

= aPPa
T

h h e
(Q7 +Qg)-N = Q [ QS

(Q/+Q§).n=0

Figure 8.3.1 — Définition de la géométrie du cas test 1.

On suppose que le milieu poreux est homogene et initialesentré en eau pure
auquel on impose une injection d’hydrogene en entrée surtse{D; Tinj] et un état d'eau
pure de pression fixée en sortie. Les caractéristiques deLnpibreux et la géométrie sont
données dans le table81B.2

Conditions initiales et conditions aux limites

Les conditions initiales sorg (t = 0) = 1, x/' (t = 0) = 0 et p;(t = 0) = 1P Pa.
Concernant les conditions aux bords gauche, un flux d’hyatregdonné papﬁqg +
plag + jf = 5.5710°° kg/n? /year. A partir de cette condition, on peut déduire la sa-
turation. Nous imposons également un flux d’eaupﬁqg — jﬁ = 0. A droite, la pression
de liquide est fixéep, = 1P Pa, et la saturation de liquide est égak & 1.

Résultats numériques

La simulation de ce cas-test a été effectuée sur une duaid ditt = 0 ans at =
Tiin = 10° ans; le pas d’espace a été pris constant égal & 1 m. Une diescfipe des
résultats de ce cas test, pendant la période d’injectioaratgnt la période post-injection,
ainsi que la convergence quadratique de Newton-min danas;esont présentées dans
l'article [13] qui est reproduit dans le chapitge
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Porous medium parameters Fluid characteristics parameters
Parametre Valeur Parametre Valeur
K 510 %% m? T 303 K
@ 0.15 (-) DY 310° m?s
=3 210 Pa Ly 110° Pals
n 1.49 () Ug 910°° Pals
S 0.4 () |H(T=303K) |7.6510° mol/Pa/nt
Sor 0 () Mw 1072 kg/mol
Mh 2103 kg/mol
oy 10>  kg/m®

Table 8.3.2 — Valeurs des caractéristiques des fluides etcdegposants
eau/hydrogene.

. Cas

Comparaisons des résultats

Ce cas test est proposée dans le cadre du benchmark « Ecotitéptasique » dans
le cadre du CNR MoMasl[14]. Cette étude a été réalisé par 5 autres équipes utilisant de
codes différents :

1- Aster a EDF par S. Granet (EDF).
2- Code IRSN en développement par F. Smai (IRSN).

3- M++ (Meshes, Multigrid) par T. Muller et E. Marchand deriuersité d’Erlangen-
Nuremberg (Erlangen).

4- DUNE avec le module de discrétisation dune-pdelab pardrniann de 'univer-

sité d’Heidelberg (Heidelberg).
5- Code en MATLAB par I. Mozolevski (UFSC).

Les schémas numériques utilisés sont de type volumes fidigmients finis, pour plus
d’'informations voir les différentes présentations dakikd 50]. Cependant, nous ne pos-
sédons pas d’information sur les pas de temps utilisés palifrentes équipes pour
réaliser cette étude. La figude3.2représente I'évaluation temporelle de la pression de li-
quid, de la pression de gaz et de la saturation de gas a kenibténues par les six équipes.
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Ces résultats ont été présentés lors du worshop GNR MoBA&hs |
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Test 1a : Results

Gas saturation
0,02 ‘
0,018 l"—‘\ {
0,016 =X —EDF
0,014 —— U. Erlangen
0,012 -~ ANY —IRSN
0,01 yd e NANY
0008 A2 R\ —— CERMICS
0,006 /4 — INRIA
0004 L2 —— U. Heidelberg
o002 1/ I
o |
0 200000 400000 600000 800000 1000000
[years]

*Time evolution 1
Liquid pressure _ED;

——U. Erlangen
1,20E+06 ——IRSN
1,15E406 172 — CERMICS
1,10E406 1 — INRIA
1,05E+06 . Heidelberg
1,00E+06

F 9,50E+05 l‘ /’ lﬂ
9,00E+05 17
8,50E+05 —//
8,00E+05 k
7,50E+05
7,00E+05
0 200000 400000 600000 800000 1000000
years]
Gas pressure
1,60E+06
1,40E+06 7‘%
—EDF
1,20E+06
1,00E+06 - :;{‘si;‘ange"
& aooev0s \ CERMICS
6,00E+05 o NRIA
400E+05 S —— U. Heidelberg
2,00E+05 ~
0,00E+00
0 200000 400000 600000 800000 1000000
[years]

Benchmark on two-phase flow in porous media. GNR MoMas, CIRM Marseille, November 2011

1- Dissolution

2- Desaturation and increase of gas pressure
3- Equilibrium in a desaturated state

4- End of Injection : quick desaturation, water
comes from the left : decrease of liquid
pressure

5- End of desaturation the water is coming
back

6- back to initial state -

Figure 8.3.2 — Benchmark - comparaison de résultats : lressi liquide et de gaz et
saturation de gaz en fonction de temps.
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Figure 8.3.3 — Définition de la géométrie du cas test 2.

Notre formulation a permis de traiter correctement I'afipar et la disparition de
phase pour un écoulement en milieu poreux et de retrouvaédalats similaires a ceux
disponibles dans la littératur&Z1] et a ceux obtenus par les autres équipes. Les diffé-
rences observeées pour les résultats sur les saturatigag @nl’entrée s’explique par les
pas de temps choisis par les différents équipes.

8.3.2 Cas-test 2 : milieu hétérogene

Ce second cas test est une variation du premier. On y repeesahtept d’'une injec-
tion d’hydrogéne, constante dans le temps ici, dans unurplieeux initialement saturé en
eau pure, a la différence que le milieu poreux n’est plus lggne mais désormais consti-
tué de deux matériaux homogénes adjacentst Q,(voir figure 8.3.3 avecLy = 200m
etL; = 100m. Les données de ce cas test sont indiquées dans le t&hiau

Conditions initiales et conditions aux limites

Les conditions initiales sors (t = 0) = 1, x{. (t = 0) = 0 andp, (t = 0) = 10° Pa.
Les conditions aux bords gauche, un flux d’hydrogéne donlne’pm —l-pﬁqg + jﬁ =
5.5710 % kg/mPlyear. A partir de cette condition, on peut déduire la séinmaOn impose
également un flux d’eau ntp(f\,qg — jf] = 0. A droite, la pression de liquide est fixée,
p, = 10° Pa, et la saturation de liquide est égate & 1. Les conditions a I'interface sont
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Milieu poreux Milieu poreux
Parameétre | Valeur surQq | Parameétre | Valeur surQ»
K 1018 m? K 51020 m?
Q 0.3 () (0] 0.15 ()
=1 2100 Pa =3 151F Pa
n 1.54 (-) n 1.49 ()
Sr 0.01 (') Sr 0.4 (')
Sor 0o () Sur 0 O

Table 8.3.3 — Valeurs des caractéristiques des fluides etcdegposants : cas
eau/hydrogene.

¢ la continuité de la pression de quuiqaél) = pgz) avec pgl) et pgl) les pressions
de liquide de part et d’autre de l'interface,

¢ la continuité du flux d’eau q\(,vl) = q\(,\?) avecq\(,\,l) et q\(,\?) les flux d’eau de part et
d’autre de l'interface,

¢ la continuité du flux d’hydrogéneqﬁl) = qu) avecqﬁ]l) etqﬁz) les flux d’hydro-
géne de part et d'autre de l'interface,

e la continuité de la pression de quuidq)é:l)(sél)) = péz)(séz)) avecpél) et péz) la

loi de pression capillaires de chaque rocheéjétet séz) les saturations de liquide
de part et d’autres de l'interface.

Résultats numériques

La simulation de ce cas test a été effectuée sur une durée dééd = 0 ans a =
Ttin = 10° ans; le pas d’espace a été pris constant égal & 1 m le pas de Aemp
2000 ans. Nous avons représente, en difféerents temps ofis pie la pression du liquide
p¢, de la concentration d’hydrogene dissout, et de la satur&in gazg. L'évolution de
ces différentes grandeurs est qualitativement analoge#deaabservée durant la période
d’injection du cas test 1(voB.4). A la différence remarquable des profils de saturation en
gaz qui présentent une discontinuité a I'interface ens@&ux milieux poreux.

Dans ce cas, on distingue quatre phases au cours de la son\atir Figures3.3.4 8.3.5
et8.3.6) :
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Figure 8.3.4 — Profile de la saturation de gaz.
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Figure 8.3.5 — Profile de la pression de liquide.
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Figure 8.3.6 — Profile de la pression de liquide.
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e Pour 0< t < 4.10" ans : la saturation en gaz et la pression du liquide restent
constantes sur tout le domaine tandis que la concentratigdrgene augmente.

e Pour41d <t < 6.10% ans : la pression du liquide et la concentration d’hydeg
augmentent sur 'ensemble du domaine. La phase gazeusau@béa saturation
en gaz augmente aussi sur une partie croissante du domaine.

e Pour 610% < t < 2.10° ans, I'évolution se poursuit dans le méme sens. Le front
de saturation dépasse l'interface entre les deux milieugpo La saturation en
gaz est non nulle de part et d’autre de l'interface et on alesene discontinuité
de la saturation au niveau de cette interface. Ceci s’expljpr la différence des
lois de pression capillaire de chaque roche.

e Pour 210° <t < 1C° ans : la concentration d’hydrogéne et la saturation en gaz
continuent de croitre tandis que la pression liquide dimime la méme maniere
gue dans le cas test 1, le systéme poursuit son évolutiomurertat stationnaire.

Convergence quadratique de Newton-min

La figure 8.3.7 montre la convergence quadratique de l'algorithme de Newrim
dans ce cas aussi. Comme mentionné dans le thed®e#eon peut avoir une conver-
gence quadratique locale, au moins pour les pas de tempgrguEidfisamment petits. En
effet, on peut vérifier dans cette figure, qu’a chaque pasrdpdgle résidu est réduit de
107> &4 10719 en une itération, ce qui est le signe d’une convergence gtiqde.
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Figure 8.3.7 — Convergence quadratique de Newton-min.
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8.4 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre que le modéle proposégs@acoulements
liquide-gaz avec échange entre les phases en milieu ponesixqae la méthode de ré-
solution sont capables de prendre en compte I'apparitigpedtion de la phase gazeuse.
Nous montrons comment appliquer une stratégie robustedpabec constanté) et ef-
ficace (rapidité de la convergence), la méthode de Newtonpaiur résoudre ces pro-
blemes de géoscience. En particulier, les expériences nqumaé montrent que la mé-
thode de Newton-min converge quadratiquement pour cesgumes.
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Chapitre 9

Gas phase appearance and
disappearance as a problem with
complementarity constraints

Dans ce chapitre, nous présentons un artit®, [en révision pour publication dans
Mathematics and Computers in Simulati&@et article contient la description de la mé-
thode et des résultats numériques obtenus pour le ca8.8&tinspiré du benchmark
couplex-Gaz.

9.1 Introduction

The couplex-Gas benchmark( was proposed by Andra (French National Inventory
of Radioactive Materials and Wastdj] fand the research group MoMaS (Mathematical
Modeling and Numerical Simulation for Nuclear Waste Mamaget Problems)114]

in order to improve the simulation of the migration of hydeogproduced by the corro-
sion of nuclear waste packages in an underground storaggisTdnsystem of two-phase
(liquid-gas) flow with two components (hydrogen-water)eHenchmark generated some
interest and engineers encountered difficulties in hagdhe appearance and disappea-
rance of the phases. The resulting formulati6g] [is a set of partial differential equa-
tions with nonlinear complementarity constraints. Eveoutjh they appear in several
problems of flow and transport in porous media like the blatkodel presented in22]
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or transport problems with dissolution-precipitati@i,[ 20, 93], complementarity pro-
blems are not usually identified as such in hydrogeology sndircumvent the solution
of complementarity conditions, problems are often solveddiormulating the problem
as in [L8, 2, 4]. However the solution of complementarity problems is ativadield in
optimization [LO, 38, 60] and we draw from the know-how of this scientific community.
A similar path is followed bin papers liké{, 57, 84]. The application of a nonsmooth
Newton method§1, 71], sometimes called the Newton-min algorithm, to solve iredr
complementarity problem is described. We will demonsttlateugh a test case, the abi-
lity of our model and our solver to efficiently cope with appsece or/and disappearance
of one phase.

In the sectiorD.2, we introduce the formulation of the problem and in the sec®i.3
we describe the numerical method. In the secfighwe present and discuss a numerical
experiment.

9.2 Problem formulation

This section gives a precise formulation of the mathembtieadel for the application
that was outlined in the introduction. We consider a probiehere the gas phase can
disappear while the liquid phase is always present.

9.2.1 Fluid phases

Let £ andg be the respective indices for the liquid phase and the gaseplarcy’s law
reads

9 = —K(X)ki(s)(Opi —piglz), =10, (9.2.1)
whereK is the absolute permeability. For each phase/, g, s is the saturation and

ki:kri(s)

|
to be constant). The mobility is an increasing function &f such thak;(0) =0, i = ¢,g.
Assuming that the phases occupy the whole pore space, tBe paturations satisfy

is the mobility withk;; the relative permeability and the viscosity (assumed

0<s <1l s+s=1.

The phase pressures are related through the capillaryupedssy
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Pc(Sy) = Pg—pr =0,

assuming that the gas phase is the non-wetting phase. Thiamgapressure is a decrea-
sing function of the saturatios.

In the following, we will chooses, andp; as the main variables since we assume that
the liquid phase cannot disappear for the problem underiderdion.

9.2.2 Fluid components

We consider two components, water and hydrogen, identifiébdédoindicesj =w, h. The
mass density of the phase is

pi=pL+p, =40

FromM" andM", the water and hydrogen molar masses, we define the molaectvac
tion of phase :

o . sp!
G=0Cy+Ch Cj= %, j=wh, i=¢g0. (9.2.2)
The molar fractions are . _
. 9.2.3
xh—a, xw—;i, i=/,9 (9.2.3)
Obviously, . .
XwtXh=1 i=¢g9 (9.2.4)

We assume that the liquid phase may contain both componehtle the gas phase
contains only hydrogen, that is the water does not vapairziis situation we have

g
C
Pe=0, pg=pd XxP= C—g =1 xJ=o0
For the liquid phase, we assume that the water is the solwneith& hydrogen is the solute
and that the quantity of hydrogen dissolved in the liquidhel, that isc'h < c{,\, So we

have
] Cﬁ MY,

Xh = % WPH~

A third main unknown will bexﬁ, in addition tos, and py.
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9.2.3 Conservation of mass
We introduce the molecular diffusion flux for the diffusiobhydrogen in the liquid phase
jh = —oM"s,c, D} 00X (9.2.5)

whereD}, is a molecular diffusion coefficient.
Conservation of mass applied to each component, water airddwn, gives

0 ) )
E((pnﬁlsé) +div(piar — if) = Qu,
(9.2.6)

) . .
ot (pspf + Psgpl) + div(pfar + pag + jf) = Qn.

We assume also that the gas is slightly compressible, timgt+sCqypg with Cy the com-
pressibility constant, and that the liquid phase is incaagible, that i;ofv is constant.

9.2.4 Nonlinear complementarity constraints

Next, we apply Henry’s law which says that, at a constant tmatpre, the amount of a
given gas that dissolves in a given type and volume of ligsiiiectly proportional to the
partial pressure of that gas in equilibrium with that liquid

In the presence of the gas phase, Henry’s law rédplg= pﬁ, whereH = H(T)Mh
with H(T) is the Henry law constant, depending only on thefierature.

There are two possible cases : the gas phase exists;:>2 0, Henry’s law applies and
H(p/+pc(sy)) — pf, = 0, or the gas phase does not exist: 1 andH (p;+ pe(1)) — pf; >0
which says that for a given pressipethe concentratiopﬁ is too small for the hydrogen
component to be partly gaseous, or conversely for a givenemirationpﬁ the pressure
py is too large for the hydrogen component to be partly gaseous.

These cases can be written as complementary constraints

(1-s)(H(pe+pe(s)) —pp) =0, 1—s, >0, H(pr+pe(s)) —ph>0.  (9.2.7)

Finally we end up with a system of nonlinear partial diffarahequations (conservation
equations9.2.9 and Darcy lawsg.2.1) with the nonlinear complementarity constraints
(9.2.7 describing the transfer of hydrogen between the two phalsesinknowns being
S, Pr, andxﬁ. This formulation has the advantage of being valid whethergas phase
exists or not§5)].
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9.3 Discretization and solution method

We use a first order Euler implicit scheme for time discréttmaand cell-centered finite
volumes for space discretization. We denote\ypythe number of degrees of freedom for
S, Py andxﬁ which is equal to the number of cells. We introduce

o xRN, the vector of unknowns fa, py, X{.,

o RN RN the discretized conservation equations,

o 7 RN RN, the discretized functiont s,

Moy
MW Xn-

Then at each time step the problem can be written in compaut fo

o ¢ :RN RN the discretized functiohl (p; + pe(sy)) —

J(X) =0,

- (9.3.1)
F(X)'4(x)=0, F(x =0 ¥(x) =0,

where the inequalities have to be understood componermt-wis

9.3.1 A non-smooth system using the Minimum function

Itis well known that complementarity conditions, congigtof equations and inequalities,
can be expressed equivalently by an equation via a complanitgnfunction [38](C-
function). Let
¢ : RNxrRN — RN
(a,b) +— min(ab)

be the minimum function, in which the min operator acts congr-wise. This is a
C-function, in the sense that it satisfies

¢(a,b)=0 <= a>0, b>0, a'b=0o. (9.3.2)

Other typical scalar C-function8§] are
« the Fisher-Burmeister function¢:(a,b) = Va2 + b2 —a—b,

e §(a,b)=—ab+ m2in(0, a)+ m2in(0, b).
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Using this minimum function, we can write the complemenygsroblem ©.3.1) as
H(X) =0,

B(F(0.9() =0 933

Hence, the resulting system of mass conservation (diffed¢equations and equilibrium
conditions is fully free of inequalities (pure set of eqoas). The only drawback of the
introduction of a complementarity problem is that the pesblis no longelC!, since
¢ ¢ CL(RN RN), while the typical assumption for having the local quadratinvergence
of Newton’s algorithm requires to have & function with a Lipchitz-continuous deri-
vative". However, it is well known, especially in the comnityrof optimization, that the
assumptions can be weakened in several ways, for exampldygssuming strong semi-
smoothness. In the next section we give the definition of sanoothness fron2g, 38].

9.3.2 Semi-smoothness

Let ¢ : RN — RN be a locally lipschitz-continuous function. Then, by Radeher’s
theoremB8), there is a dense subget= RN on whichf is differentiable. Th&-subdifferential
of Y at a pointx € RN is the set

dY((x):={IeRVN | J=Ilim ¢ (%), (%) CD, x— X},

k— 00
wherey/ is the derivative ofy. Thegeneralized Jacobiaaf  atx [26] is the set
dw(x) = COdBW(X),

where cd denotes the convex hull of a s&t Now, the functiony is said to be semi-
smooth ai if  is directionally differentiable at and

Jd—y/(x;d) = o(||d

),

for anyd — 0 and for anyd € dy(x+d), wherey/ (x; d) denotes the directional derivative
of  atxin the direction ofd. Analogously,y is calledstrongly semi-smoott x, if

Jd—y'(x.d) = o(||d||*).

 is called (strongly) semi-smoothf is (strongly) semi-smooth at any poite RN.
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It is well known that the minimum function and the Fisher-Bwister function are
strongly semi-smooth. One can then solve systér8.§ using the nonsmooth New-
ton’s method, called the Newton-min methdD] 11] when the min function is used.
The Newton-min method can also be regarded as an activeateigst p1].

9.3.3 The Newton-min algorithm

We now give an exact statement of the Newton-min algorithms@dving the nonlinear
system of equatior(3.3.
Belowd ¢ (x) denotes the generalized Jacobiag aft a poinix. Let Res be the residual

of Y(x) wherey(x) := (‘ﬁ%)) ande be a stopping criterion for Res.

Letx! e RN. Fork = 2,3, ..., do the following.
1) If Res< g, stop.
2) Define the complementary index sétsand! X by
A= G (X) < 7)), 1= {i 1 4(X) > .7 (X))

3) Select an element such thatits line is equal toZ] (X) [resp.4/ (XX)] if
Fi(X) <G (XX) [resp.Zi (X) > 4 (X)),

4) Letx*"! be a solution to

S (X) 4+ A () (*H =) = 0,
O(X)+ LK =X) =0, 7 e ap(x").

Note that, as in a smooth Newton method, only one linear syk&s to be solved at
each Newton iteration.

Furthermore the Newton-min method satisfies also a quadrativergence property.
Indeed, a theorerB] says that ifx" is a solution to the systemfi(x) = 0, such that] is
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nonsingular for alll determined by the choice & and| at the pointx®, then for any
initial value sufficiently close to*, the Newton-min method generates a sequence that
converges superlinearly 16. If F" andG’ are locally Lipschitz ax*, the the convergence
rate is quadratic.

We have not yet proved the hypothesis of non-singularity fafr our system but we
observed the quadratic convergence in our numerical axpets.

9.4 Numerical experiment

9.4.1 A problem inspired from the Couplex Gas benchmark

We consider a one-dimensional core with length POO m, initially saturated with liquid
(s = 1) and containing no hydroge{p(ﬁ = 0). Hydrogen is injected at a given rate on the
left. After a while the hydrogen injection is stopped. Thelgem is then to simulate the
migration of hydrogen and to illustrate the gas appearandelsappearance phenomena.

We calculate spatial evolutions of the liquid pressuretdt@ hydrogen molar density
and the the gas saturation along the line. Computationseafermed from the initial time
up to the stationary state.

The core is supposed to be homogenous porous medium. THeuwgapressure func-
tion pc and the relative permeability functions, andk;q, are given by the Van Genuchten-
Mualem model $1] :

=P (Sel/m )1/n

o= VS (1 (1-87)") ko= vETSe (180"

with Se — 133;&
on the porous rrruediu;n. The parameters describing the poredsim and the fluid cha-
racteristics are given in Tab®4.1 Fluid temperature is fixed t®6 = 303 K.

Initial conditions areS, (t = 0) = 1, x{, (t = 0) = 0 andpy (t = 0) = 10° Pa. For boun-
dary conditions on the left, the hydrogen flow rate is gi\mﬁqg + pﬁqg + jf, =55710°°
kg/m?lyear. From this condition, one can deduce the saturatidhothe left, we impose

andm=1- % and where parametePs, n, §, andS;r depend
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Porous medium parameters Fluid characteristics parameters
Parameter Value Parameter Value
K 510 %% m? T 303 K
® 0.15 (-) DY 310° m?s
=3 210 Pa Ly 110° Pas
n 1.49 () g 910° Pas
S 0.4 () |H(T=303K) |7.6510° mol/Pa/ni
Sor 0 () Mw 1072 kg/mol
Mh 2103 kg/mol
o) 10> kg/m®

Table 9.4.1 — Values of porous medium fluid characteristics.

a zero water flow ratglq, — ji, = 0. On the right, the liquid pressure is givgn,= 10°
Pa, and the liquid saturation is setgo= 1.

9.4.2 Results and comments

For the numerical simulation below we divided the spacervaieinto 200 intervals of
equal length and we used a constant time step of 5000 yearsigthe simulation, we
can identify four important periods, three periods duringction and one period after
injection.

During injection (figures9.4.1 9.4.2and9.4.3 : 0 < t < 5.10° years

e Period 10 <t < 2 10* years) : only the hydrogen density increases (Figudel,
green curves), while the liquid pressure and the gas sainrstiay constant (Fi-
gures9.4.2and 9.4.3 green curve); the whole domain is saturated with water

(§=0).

e Period 2 2 10° <t < 1510 years) : at = 2 1¢%, the gas phase appeass ¢
0). During this period, the liquid pressure increases (f8gQ.4.3 blue curves)
and pressure gradients are non zero which corresponds splackment of both
phases. The total hydrogen density and the gas saturaticease (Figure8.4.1
and9.4.2 blue curves) and the unsatured area grows.
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Figure 9.4.1 — Spatial evolution of hydrogen density at ssvitmes t (in years) during
hydrogen injection.
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Figure 9.4.2 — Spatial evolution of gas saturation at sévenas t (in years) during hy-
drogen injection.
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Figure 9.4.3 — Spatial evolution of liquid pressure at salvémes t (in years) during
hydrogen injection.
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Figure 9.4.4 — Spatial evolution of hydrogen density at sviemes t (in years) after
hydrogen injection is stopped.

e Period 3 .5 10° < t < 5 1 years) : while the total hydrogen density and the
gas saturation continue to increase (Figesland9.4.2 red curves); the li-
quid pressure and the pressure gradient decrease sineadimer water injection
(Figure9.4.3 red curves).

After injection (Figures9.4.4 9.4.5and 9.4.9 :

e Period 4 { > 5 10 years) : cell by cell, starting from the right, the gas satara
decreases and after a while, the gas phase disappeare(@ig®. At the end of
the simulation the system reaches a stationary state @849 and the liquid
pressure gradient goes to zero (Fig@ré.9.
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Figure 9.4.5 — Spatial evolution of gas saturation at sévwenas t (in years) after hydro-
gen injection is stopped.
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Figure 9.4.6 — Spatial evolution of liquid pressure at seM&mes t (in years) after hydro-
gen injection is stopped.
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9.4.3 Quadratic convergence

The figure9.4.7shows the number of Newton-min iterations per time stepvordonver-
gence criterionsg; = 1.e-5 (red curve) and, = 1.e-10 (blue curve). The points are
connected with a straight line. As mentioned at the end ofi@e®.3.3 one can ex-
pect local quadratic convergence, at least for time stepshadre sufficiently small. In
Figure 9.4.7, we can observe this quadratic convergence. Indeed oneerdy m this
figure that, at each time step, the residue goes from 1.e-®tddin one iteration.

convergence criterion 1e-5

convergence criterion 1e-10

i \N ' |Period243 Period 4 -

number of iterations
[4,]
T

| | | | | | | | |
0
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

time steps

IS -

Figure 9.4.7 — Quadratic convergence of Newton-min : nurob&lewton-min iterations
per time step for two convergence criterions, 1.e-5 (resdeuaind 1.e-10 (blue curve).
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9.5 Conclusion

We have studied a solution procedure for a model describisgséem of two-phase
(liquid-gas) flow in porous media with two components (hygln-water) where hydrogen
can dissolve in the liquid phase. The problem is formulaged aonlinear complementa-
rity problem and is solved with the Newton-min method. Westdared an example of a
Couplex-Gas benchmark and we showed the ability of our sébvdescribe the appea-
rance and disappearance of the gas phase during the migotiydrogen. We also dis-
cussed the quadratic convergence of the Newton-min mefhtiteoretical justification
for this quadratic convergence and other benchmark exanapéeunder investigation.
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