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La théorie, c'est quand on sait tout mais que ¢a ne marche pas.
La pratique, c'est quand ¢a marche mais que I'on ne sait pas pourquoi.

Ici sont réunis la théorie et la pratique : rien ne marche et I'on ne sait pas pourquoi!



‘SEA is basically a simplifying analytic device that enables one to render the
formalism manageable. The penalty for employing the device is loss of detail in descriptions
of the behavior of the complex.

There must exist a balance between the desire to deal with manageable formalisms
and the quests for detailed descriptions.

Overemphasis of one or the other will surely result in diminishing returns.’

G. MAIDANIK [MAI77]
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Résumé Dans cette these, on propose une approche permettant d’étendre le domaine de
validité de la méthode SEA (Statistical Energy Analysis). Elle repose sur une double
formulation modale et une reformulation du modéle SEA en ne posant pas I'hypothése
d’équirépartition des énergies modales.

La double formulation modale qui est décrite dans le cas général du couplage de
systemes continus tridimensionnels, consiste en une décomposition modale non standard
faisant intervenir une double formulation contrainte-déplacement. Les équations modales
obtenues sont alors en cohérence avec le modéle supposé de la SEA et se caractérisent a partir
des modes des sous-systemes découplés.

Le modéle SmEdA qui découle de la reformulation de la SEA permet d’améliorer la
gualité de la prédiction, notamment quand le recouvrement modal est faible ou quand les
sous-systemes sont excités localement. Un des points forts de I'approche proposée est qu’elle
peut étre facilement associée a une démarche SEA. Il est possible d’appliquer le modele
SmEdA uniguement pour les couplages des sous-systtmes ou une amélioration de la
prédiction peut étre présumée obtenue, et utiliser le modele SEA pour les autres couplages.

L'application du modele SmEdA a des structures industrielles est possible grace a
I'utilisation de modéles Eléments Finis des sous-systémes. En supposant I'hypothése
d’équirépartition respectée, il découle de cette approche une nouvelle technique de calcul des
facteurs de perte par couplage SEA. Celle-ci ne requiere que le calcul des modes des sous-
systémes découplés par Eléments Finis. Les facteurs SEA sont alors obtenus par identification
des coefficients des équations modales, sans les résoudre.

Abstract In this thesis, one proposes an approach allowing to enlarge the efficiency of SEA
method (Statistical Energy Analysis). It is based on a dual modal formulation and a
reformulation of SEA model without modal energy equipartition assumption.

The dual modal formulation, which is presented in the general case of the coupling of
three-dimensional continuous systems, consists of a non standard modal expansion, using a
dual formulation stress — displacement. The modal equations are then in coherence with the
model assumed by SEA and are characterized by modes of uncoupled subsystems.

The SmEdA model derived from the SEA reformulation, permits to improve the
quality of the prediction, especially when the modal overlap is low or when subsystems are
locally excited. One of the interests of the present approach is that it can be easily included in
a general SEA context. It is possible to apply SmEdA only for the subsystem couplings where
an improvement can be presumed to be obtained, and to use classical SEA for the others
subsystem couplings.

The application of SmEdA model to industrial structures can be done thanks to finite
elements models. It leads to a new technique to estimate SEA coupling loss factors when
equipartition assumption is assumed. This approach only requires the subsystem mode
calculation with finite elements method. Then, CLF are directly derived from identification of
the coefficients of modal equations, without solving the vibratory problem.
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PRINCIPALES NOTATIONS

Caracteres latins

A;(a)) Amplitude du modep associée au champ de déplacements du sous-systeme 1
en régime harmoniqua

a, (t) Amplitude du mode associée au champ de déplacements du sous-systame
l'instantt

a, Longueur de la plaque

by (t) Amplitude du modep associée au champ de contraintes du sous-systeie
linstantt

b, Largeur de la poutre/plaque

CZ(w) Amplitude du modej du sous-systéme 2 donnée paf (t) = CZ(w). &

c(t) Amplitude du modej du sous-systéme 2 donnée paf(t) = b(t)

E, Moyenne temporelle de I'énergie totale du sous-syst@rh&nergie totale de

I'oscillateur a / Module de Young, sous-systerae

E, Energie totale d’un oscillateur isolé

E." Moyenne temporelle de I'énergie totale de la poutre / plaqudtenue a partir
d’expériences numériques

E (t) Energie cinétique instantanée du sous-systéme

E, (t) Energie potentielle instantanée du sous-systéme

E” (t) Energie totale instantanée du sous-systéme

ES (t) Energie cinétique modale instantanée du nrode sous-systénge

E) (t) Energie potentielle modale instantanée du mode sous-systénme

E™(t) Energie totale modale instantanée du moda sous-systénte

E, Energie du modp du sous-systéme (moyenne temporelle)

Eg Approximation de I'énergie du mogedu sous-systéme par SmEdA™

[E"] Vecteur représentant la répartition des énergies modales du sous-systeme
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PRINCIPALES NOTATIONS

[e"] Vecteur constitué par les coefficients de la décomposition en série de la REM
du sous - systéeme

e Coefficienta de la décomposition en série de la REM du sous-systeme 1
e Coefficiento de la décomposition en série de la REM du sous-systeme 2
F2(xt) Effort tranchant du torseur de section de la poutre 2

F, Force excitatrice de I'oscillatewr

F° Force excitatrice de la poutre 1

F & Force excitatrice, cas général

EEXC(w) Amplitude force excitatrice en régime harmonicié

Force généralisée du mopelu sous-systeme

F. Effort au niveau de la liaison des poutres

F° Effort de couplage entre les sous-systemes

szq(x) Déformée propre en terme d’effort tranchant du npde la poutre 2

f kieme composante de la force nodale du noeludsous-systéme

F;L' kiéme composante de la force nodale du noeleda déformée propre du mode
p du sous-systeme

G, Constante caractéristique du couplage ‘gyroscopique’

H;(t) Effort appliqué sur le mode du sous-systéme 1 par 'ensemble des modes du
sous-systeme 2

h, Epaisseur de la poutre/plagae

I, Moment d’inertie de la poutre

K, Raideur de l'oscillateuor

Ko Raideur généralisée du mopleu sous-systeme

Ko Nombre d’onde du modede la poutrex

K, Nombre d’onde naturel de la poutne

L, Longueur de la poutre

L, Lopq  Efforts appliqués sur le couple de modgsj(isolé

M Masse de 'oscillateuer

a
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SLibre
o
SEncastrée
SCouplage
Sa

Excitation

a
Sljkl

PRINCIPALES NOTATIONS

Masse généralisée du mgadu sous-systeme

Moment au niveau de la liaison des poutres

Moment fléchissant du torseur de secteur de la poutre 2

Déformée propre en terme de moment fléchissant du opddda poutre 2

Indice modal

Nombre de modes résonnants du sous-systerdans la bandeu;, w;]

Vecteur normal extérieur a la surface frontiere du sous-systeme

Densité modale asymptotique, sous-syst@éme

Puissance injectée dans l'oscillateur isolé par une force extérieure
Puissance dissipée par I'amortissement interne de I'oscillateur isolé
Puissance échangée entre I'oscillateur 1 et I'oscillateur 2

Ensemble des modes résonnants dans la bandey]

Facteur de recouvrement modal, sous-syste@me
Section de la poutre
Surface ou les déplacements sont libres, sous-systeme

Surface ou les déplacements sont nuls, sous-systeme

Surface de couplage
Surface ou des sources d’excitations sont appliquées, sous-systeme
Tenseur des souplesses, sous-sysi@me

Densité spectrale croisée des amplitudes des nmoelgsdu sous-systeme 1
Densité spectrale de I’amplitudﬁ du modep du sous-systeme 1
Densité spectrale de I’amplitudje du modeq du sous-systeme 2

Densité spectrale de la force excitatrice du sous-systéme 1
Densité spectrale de la vitesse excitatrice du sous-systeme 2

Densité spectrale de la force excitatrice de 'oscillateur isolé
Temps

Déplacement longitudinal de la poutre 1 (hypothéses traction-compression)
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PRINCIPALES NOTATIONS

ai

Uy kieme composante du déplacement nodal du rnaudous-systeme

Ug'k kieme composante du déplacement nodal du riadeida déformée propre du
modep du sous-systeme

A Volume du sous-systénte

vV e Vitesse imposée, cas général

V5 (w) Vitesse imposée en régime harmoniagié

W¢ Déplacement, sous-systeroe

VT/i"p Déformée propre en déplacement du mpde sous-systeme

We Déplacement sur la surface de couplage

Wy"(x, t) Déplacement transversal de la poutréhypotheses Euler-Bernoulli)

VT/y"p (x,t) Déformée propre en terme de déplacement transversal dupyoaigtre o

W, Déplacement a la jonction des poutres vibrant en flexion

we (xa, Y, t) Déplacement transversal de la plaguéhypothese Love-Kirchhoff)

VT/“’“““(xa, y,) Déformée propre en terme de déplacement transversal du mode de double
indice (m,n) de la plaquex (hypothése Love-Kirchhoff)

w2 Travail d’interaction modale entre le mogléu sous-systéme 1 et le mayléu
sous-systeme 2

(xa Yy z,) Coordonnées d’un point de I'espace dans un repere cartésien lié au sous-
systemea

(xl, X, , x3) Repére global du modéle Eléments Finis

x(t) Amplitude du déplacement de la masse de l'oscillateur isolé
x, (t) Amplitude du déplacement de la masse de I'oscillateur
Y(w) Mobilité de I'oscillateur isolé.

Caracteres grecs

a Indice affecté au sous-systeme
a Ordre de troncature de la décomposition de la REM du sous-systéme 1
B Constante reliant la puissance échangée a la différence des énergies totales
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PRINCIPALES NOTATIONS

Facteur de couplage intermodal entre le mpda sous-systeme 1 et le mayle
du sous-systeme 2

Moyenne d’ensemble du facteur de couplage intermodal entre le pndde
sous-systeme 1 et le mogelu sous-systéme 2

Bande d’amortissement, sous-systéemmeoscillateura
Bande d’amortissement du mogldu sous-systeme

Largeur de la bande de fréquenceal's

Largeur de la bande d’incertitude liee au mpdi sous-systeme
Symbole de Kroneckend(, =0 sip# qd,,= 1sip= q)

Taux d’incertitude

Tenseurs des déformations du sous-systeme

Coefficient de corrélation entre les amplitudes des modes p du sous-
systeme 1

Coefficient de couplage gyroscopique entre deux oscillateurs

Coefficient de couplage intermodal gyroscopique entre le npode sous-
systeme 1 et le modpdu sous-systeme 2

Facteur de perte interne du sous-systéme
Facteur de perte interne du mquéu sous-systeme

Valeur minimum du facteur de perte interne

Facteur de perte par couplage ou Coupling Loss Factor (CLF)

CLF obtenu par SEA inverse a partir d’expériences numeriques

Moyenne d’ensemble des facteurs de perte par couplage

Vecteur constitué par les coefficients de la décomposition en série de la
répartition des puissances modales injectées du sous-systeme

Vecteur de base de la décomposition de la REM du sous-systeme 1
Vecteur de base de la décomposition de la REM du sous-systeme 2
Amplitude du mode de la poutre 1, notation [KARG6]

Amplitude du modej de la poutre 2, notation [KARG6]

Coefficient de Poisson, sous-systeme
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inj

naw
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na

diss
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PRINCIPALES NOTATIONS

Puissance injectée dans le sous-systam@enoyenne temporelle)
Puissance injectée dans le mad#u sous-systeme (moyenne temporelle)

Puissance dissipée dans le mpdhi sous-systeme (moyenne temporelle)

Puissance échangée entre le mpdkl sous-systeme 1 et le maogieu sous-
systeme 2 (moyenne temporelle)

Rotation angulaire au niveau de la liaison des poutres vibrant en flexion
Déformée propre en terme de rotation angulaire du rpaigela poutre 1
Masse volumique du sous-systéme

Espace des contraintes admissibles du sous-systéme

Espace des contraintes admissibles de la poutre

Tenseur des contraintes du sous-systeme

Déformée propre en contrainte du mad#u sous-systeme

Contrainte normale généralisée de la pautteypotheses de Euler-Bernoulli)

Déformée propre en terme de contrainte normale généralisée dupniedia
poutre a (hypotheses Euler-Bernoulli)

Contrainte normale généralisée suivgrde la plaquex

Déformée propre en terme de contrainte normale généralisée syidant
mode de double indicen(n de la plaquex

Contrainte longitudinale de la poutre 2 (hypotheses de traction-compression)

Ordre de troncature de la décomposition de la REM du sous-systeme 2
Raideur du ressort de torsion

Espace des déplacements admissibles du sous-systeme
Espace des déplacements admissibles de la psutre

Pulsation propre de l'oscillatear

Pulsation propre du mogedu sous-systeme

Pulsation propre de I'événement associé au rpatlesous-systeme
Fréquence centrale de la bande de fréquencaés)

Bande de fréquence d'intérét
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174 Fonctionnelle de Reissner associée au sous-systeme
WY oue Fonctionnelle de Reissner, associée a la pautfaypotheses Euler-
Bernoulli).

Abréviations

CLF Coupling Loss Factor

DLF Damping Loss Factor

DMF Dual Modal Formulation

FEM Finite Element Method/Model

PME Puissances Modales Echangéspothése sur 1@s

PMI Puissances Modales Injectébagfothese sur Igs

REM Répartition des Energies Modales

SEA Statistical Energy Analysis

SmEdA Statistical modal Energy distribution Analysis.

Références bibliographique

Les références bibliographiques sont repérées de la maniére suivante : [BER89]
‘BER’ correspond aux trois premiéres lettres du nom du premier auteur de la référence, pour
cette exemple, il s’agit de Bernasconi.
‘89’ correspond a I'année de parution de la référence, ici 1989.

En cas d’ambiguité, une lettre est ajoutée a la notation, par exemple : [MAC97a],
[MAC97b].
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION - CONTEXTE SCIENTIFIQUE

La méthode de l'analyse statistique de I'énergie dite méthode SEA (Statistical Energy
Analysis) est trés utilisée par les industriels pour étudier le comportement vibroacoustique en
moyennes et hautes fréquences de systémes complexes. A l'origine, cette méthode développée
dans les années soixante était destinée a donner des indications qualitatives que I'expert en
vibroacoustique pouvait interpréter et analyser. De hombreux travaux de recherche ont porté
sur la méthode, méme si celle-ci est restée pendant longtemps une méthode d’initié.

Dans les années 80, les industriels se sont intéressés plus vivement aux méthodes de
modélisation des phénomeénes physiques car elles peuvent, au cours du développement de
nouveaux produits, remplacer des essais réels sur des prototypes par des simulations
numeriques, et, par conséquent, réduire les codts et les durées de développement de ces
produits. Dans le domaine de la vibroacoustique en moyennes et hautes fréquences, la
méthode SEA semblait la plus adaptée car elle était la plus aboutie et tres économique en
calcul. Les ingénieurs ont souhaité I'intégrer comme outil de quantification des niveaux de
bruit et de vibrations de leurs systemes. Suivant le type de structures modélisées, les opinions
sur la pertinence de la méthode n’ont pas été les mémes. Certains, comme par exemple dans le
batiment, ont intégré la méthode comme outil de développement car ils en ont tiré un
bénéfice. D’autres, par contre, furent plutdét décus par les résultats car les nombreuses
hypotheses inhérentes a la méthode ne permettent pas toujours de modéliser correctement le
comportement vibro - acoustique de leurs structures. En effet, pour certaines structures
industrielles, des hypothéses peuvent étre irréalistes et donc ne pas étre respectées ; le modéle
est alors biaisé.

L’'objectif de cette étude est de reformuler le modéle SEA en rendant une des
hypothéses moins restrictive dans un but d’étendre le domaine de validité de la méthode.
L’hypothese que I'on souhaite faire ‘évoluer concerne la répartition des énergies modales
dans chaque sous-systeme: en effet, le modele SEA est basé sur une hypothese
d’équirépartition des énergies modales qui, dans certains cas de faible recouvrement modal, ne
s’avere pas respectée. L'approche que I'on va développer, basée sur une formulation modale
non standard, décrira avec divers degrés d’approximations la répartition des énergies modales
de chaque sous-systeme. On verra que de cette approche découlera une nouvelle technique de
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CHAPITRE 1

calcul des facteurs de perte par couplage a partir de modeéles Eléments Finis des sous-systémes
découplés.

Dans cette introduction, le lecteur trouvera trois paragraphes distincts :

- le premier paragraphe concerne le contexte scientifigue dans lequel s’inscrit la
méthode SEA ;

- le deuxieme paragraphe présente une étude bibliographique sur la SEA. Cette étude
est non exhaustive compte tenu du nombre de publications sur le sujet et du nombre d’aspects
concernant la méthode. Il n'est pas présenté en détail la description de la méthode car
I'ouvrage [LYO95] fait référence en la matiere ;

- le dernier paragraphe décrit les principaux apports de I'étude ainsi que la structure du
document.

1. Contexte scientifique

1.1. Limites des méthodes déterministes

Le choix dune méthode de modélisation pour étudier le comportement
vibroacoustique d’'un systeme déformable dépend essentiellement de sa capacité a obtenir des
résultats pertinents et fiables dans un temps convenable. Pour des systemes déformables
présentant des résonances bien séparées, les méthodes déterministes peuvent calculer en ‘tout’
point la réponse spectrale du systeme. Les plus connues sont les méthodes numériques basées
sur une approche modale, les éléments finis et les éléments finis de frontieres. Ces méthodes
s’appliqguent généralement aux ‘basses fréquences’ car c’est dans ce domaine que l'on
rencontre le plus souvent un comportement modal de la structure. Cependant, la limite haute
de calcul en fréquence de ces méthodes ne peut étre définie de facon stricte car elle est liée a
la capacité de I'informatique et a la nature du systéme mécanique étudié. Pour les éléments
finis, un critére de maillage de la structure peut étre défini a partir d’'un nombre d’onde naturel
d’'une structure plus simple associée. Plus on monte en fréquence, plus la longueur d’onde
naturelle est faible, et plus le nombre de degrés de liberté a considérer est important ; il en
résulte des calculs colteux en temps. Deux autres raisons limitent les méthodes déterministes
en fréquence. La premiere est due a des erreurs numérigues sur le calcul des fréquences
propres pour des systemes matriciels de grandes tailles. La seconde provient d’une divergence
entre les propriétés des matériaux, les conditions aux limites, les géomeétries du modele et de
la réalité pour des structures complexes. Une dispersion des réponses vibratoires pour des
structures apparemment identiques a été observée par différents auteurs [BER96], [REB95],
[KOM93]. Ces travaux consistent a mesurer des fonctions de transfert en des points bien
définis sur un lot de structures industrieliepriori identiques. Les résultats de ces mesures
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présentent une forte disparité attribuée a des petites variations non identifiées des
caractéristiques des structures considérées. Cette dispersion semble de plus en plus forte pour
les fréquences élevées ce qui rend les méthodes déterministes inopérantes.

1.2. Les méthodes simplifiées

Il apparait donc, d’'une maniere inévitable, une limite en fréquence des méthodes
déterministes. Celle-ci a conduit au développement de méthodes approchées, réduisant les
temps calculs, les données d’entrées et donnant des résultats plus globaux. Un état de I'art sur
ces approches est brievement présenté dans ce paragraphe. Ces techniques s’appuient
généralement sur des quantités énergétiques et des quantités moyennées. Chacun de ces deux
types de quantités présentent un intérét particulier ([ORE97]) :

- la densité d’énergie en un point du systéme est un scalaire positif, et elle est
facilement sommable a la différence du déplacement. Les différentes méthodes énergétiques
proposeées pour prédire le comportement vibroacoustique des structures utilisent la méme idée
de base ([GUY99]) : relier linéairement, puissance injectée et énergie. Les relations obtenues
présentent alors I'avantage d’étre plus robustes comparées a la sensibilité des équations reliant
force et déplacement ;

- les quantités moyennées donnent des résultats plus globaux, moins sensibles au
phénomene de dispersion (voir Schroeder [SCH69]), et sont a la base des méthodes
approchées car elles autorisent des simplifications des probléemes mathématiques. Les types de
moyennes les plus souvent rencontrées, sont les moyennes spatiales, les moyennes
fréquentielles et les moyennes sur un ensemble de structures.

1.2.1.Les méthodes énergétiques

La méthode SEA est la plus connue. Elle a fait, et fait toujours I'objet de nombreux
études. Les travaux de cette these portant sur cette méthode, un paragraphe spécifique lui est
consacré (voir paragraphe 2).

Dans le but d’obtenir une réduction du maillage spatial, on note I'approche développée
par Nefske et Sung [NEF87], Wohlever et Bernhard [WOH92], Djimadoum [DJI93], Le Bot
[LEB98], Lase et al. [LAS96]. Celle-ci est généralement nommée ‘Power Flow Finite Element
Analysis (PFFEA) ou ‘équation de la chaleur’. En partant des concepts énergétiques de la
SEA, ces travaux donnent naissance a un modeéle énergétique local (moyenne spatiale
glissante), différent de I'approche SEA qui considere des moyennes spatiales globales. Les
bilans de puissance sont écrits au niveau local et conduisent a une équation du second ordre.
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Celle-ci s’apparente a I'équation de la chaleur obtenue en thermique. Les gains numériques
sont effectués sur le maillage spatial, et les codes d’éléments finis de transfert de chaleur
peuvent étre employés. Les résultats donnés par cette méthode permettent de connaitre la
répartition spatiale de I'énergie a l'intérieur des sous-systemes. Les difficultés rencontrées
sont liées a la modélisation des sources dynamiques et des conditions aux limites énergétiques
aux niveaux des discontinuités des systemes ce qui la rend difficilement applicable aux
systemes hétérogenes. La généralisation a des systémes a deux dimensions ainsi qu’a
n'importe quel type d’'onde semble également poser probléme (voir [CAR95], [LEB96]).

D’autres équations énergétiques locales sont obtenues par Lase et al. [LAS96]. Une
premiére méthode, appelée ‘General Energetic Method (GEM)’ relie la densité de I'énergie
totale, la densité du lagrangien, et le flux d’énergie active et réactive. Deux équations
différentielles du second ordre sont obtenues qui traduisent I'évolution de la densité de
I'énergie totale et I'évolution de la densité du lagrangien. Cette méthode est appliquée a des
poutres vibrant longitudinalement et peut étre généralisée a des poutres vibrant en flexion. En
appliquant I'nypothese de champ lointain, et en considérant une moyenne spatiale glissante
sur une distance équivalente & une longueur d’onde, la GEM se simplifie pour donner une
méthode appelée ‘Simplified Energy Method (SEM)’ analogue a la PFFEA. Dans [LAS93],
cette approche est mise en ceuvre pour évaluer des fonctions de transfert dans les moyennes et
hautes fréquences sur des poultres.

Toujours par considérations sur les densités d’énergie, I'approche originale présentée
par Sestieri et Carcaterra [SES95], [CAR95], [CAR97] se caractérise par le calcul d’'une
enveloppe spatiale approchée de I'énergie cinétique par la transformation de Hilbert. Cette
transformation lisse I'enveloppe dans le nouvel espace. Celle-ci peut alors étre calculée avec
un code d’éléments finis sans tenir compte d’'un maillage trés fin. Cette approche a été testée
sur des poutres homogénes soumises a des ondes longitudinales et & des ondes de flexion. A la
différence de la PFFEA, cette approche reconstitue la contribution du champ proche pres des
conditions aux limites et des efforts. Pour l'instant, elle n’a cependant été appliquée qu’'a des
structures mono-dimensionnelles.

La méthode des coefficients d’influence énergétiques (CIE) proposée par Guyader et
al. [GUY82] se présente comme une alternative a la SEA. A la différence de la SEA qui traite
les aspects acoustiques et mécaniques sur le méme plan, la méthode CIE permet de considérer
de maniére plus fine le couplage mécanique-mécanique que le couplage mécanique-
acoustique. Les coefficients d’'influence relient linéairement les énergies cinétiques globales
des sous-systemes aux densités spectrales de puissance des forces excitatrices. Les
coefficients d'influence entre les sous-systemes mécaniques peuvent étre évalués a partir
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d’'une approche modale sur le systéeme couplé. Le couplage acoustique qui se caractérise par
un couplage ‘faible’ autorise une approche simplifiée du probléme. Cette méthode a la fois de
nature modale et de nature énergétique, requiére la connaissance des modes globaux de la
structure mécaniquia vacuoce qui la rend assez lourde dans le cas général. Cependant,
expérimentalement, elle présente une mise en ceuvre assez légere (pas besoin de calcul de
modes) et permet de suivre le cheminement de I'énergie a partir de la zone excitée.
Numériguement, cette démarche a principalement été appliquée pour des structures

composées d’assemblages de plaques finies (voir [BOI82], [BOI85]).

Récemment, une approche appelée ‘Energetic Mean Mobility Approach (EMMA)’ a
vu le jour ([ORE97]). Cette approche fait appel a la ‘mobilité énergétique’ définie comme
étant le rapport entre le carré de la vitesse vibratoire obtenue en un point d’'une structure pour
une bande de fréquence et la puissance active injectée en un autre point. Les mobilités
énergétiques des sous-systemes sont établies en considérant les structures isolées et peuvent
étre calculées a partir des mobilités classiques de ces mémes structures. A partir de quantités
moyennées en fréquence, et comme pour les mobilités classiques, une relation d’additivité sur
les mobilités énergétiqgues est obtenue. Par contre, la relation de connectivité entre deux
systemes s’avére plus compliquée que celle rencontrée pour les mobilités classiques car
faisant intervenir un ‘facteur de connexion’ dépendant des mobilités classiques des deux
systemes. Pour conserver le formalisme classique des mobilités, des ‘mobilités énergétiques
de connexion’ sont alors définies. Ces relations ont été obtenues de maniére approchée en
négligeant certaines quantités du fait de la moyenne fréquentielle et des oscillations autour de
zéro de ces quantités. Cette méthode permet des calculs prédictifs approchés et locaux a partir
de quantités moyennées par bande de fréquence. Elle a été testée avec succeés sur des
assemblages de plaques et de cylindres couplés en plusieurs points. Le domaine de validité n'a
pas encore été bien défini. D’aprés l'auteur, un parameétre important est le nombre de passage
par zéro de la mobilité de transfert entre le point de calcul et le point excité. La principale
restriction a I'état actuel de la méthode concerne le type de couplage entre structures qui doit
étre ponctuel.

1.2.2.D’autres méthodes simplifiées

Plusieurs méthodes reposent sur les mobilités. Skudrzyk [SKU80] propose ‘The Mean
Value Method’ qui s’attache a ne restituer que la moyenne géométrique entre les amplitudes
des résonances et des anti-résonances ainsi que l'enveloppe des valeurs minimum et
maximum dues aux résonances et anti-résonances. Pour des poutres, ceci équivaut a ne
considérer que les ondes propagatives sans ondes retours, ce qui revient également a
considérer les caractéristiques de la structure infinie associée. Une autre approche, présentée
par Gaylard [GAY84], consiste a effectuer un ‘lissage fréquentiel’ de la matrice dite ‘des
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mobilités réelles’. A partir des matrices de masse et de raideur de la structure, une
décomposition en série polynomiale de la matrice des mobilités réelles permet d’obtenir un
lissage fréquentiel de la réponse qui s’affranchit du détail des résonances et anti-résonances.

La méthode du ‘flou structural’ [SOI93] développée par une équipe dirigée par Soize a
pour but de prédire la réponse vibroacoustique en moyennes fréquences de structures
complexes. Elle introduit une distinction entre la structure maitresse et les sous-systémes
mécaniques secondaires fixés dessus (complexité structurale). La structure maitresse désigne
la partie du systéme qui est accessible par des modéles conventionnels et dont les propriétés
mécaniques et geométriques sont parfaitement connues. La complexité structurale est
constituée par la partie complémentaire du systeme et n’est pas, par définition, accessible par
les modéles conventionnels. Un modele probabiliste est alors nécessaire qui donne lieu au
‘flou structural’. Celui-ci est caractérisé par une matrice d'impédance probabiliste qui vient
s’additionner a la matrice d’impédance de la structure maitresse, sans augmenter le nombre de
degrés de liberté du systeme. Des exemples d’application sont présentés en référence [SOI93].
Un exemple type est celui d’'une coque d’un sous-marin a l'intérieur de laquelle est définie, en
terme d’'impédance probabiliste, la structure embarquée.

‘The Modal Sampling Method’ présentée par Trentin et Guyader [TRE94], [TRE95]
propose une méthode dite de condensation des modéles vibroacoustiques en moyennes et
hautes fréquences. Dans ces domaines de fréquence ou un nombre important de modes
contribuent a la réponse de la structure, cette méthode vise a lier les réponses modales afin de
réduire le nombre de degrés de liberté a prendre en compte. Les amplitudes modales du
systeme de référence sont approchées par une série tronquée a un ordre qui est supposé
suffisant pour obtenir des résultats ‘convenables’. Le nombre de degrés de liberté a prendre en
compte dans les calculs est égal a I'ordre de troncature de la série. Le modéle condensé ainsi
posé est directement introduit dans une formulation variationnelle du probleme. La
convergence en fonction de la taille du modéle condensé a été étudiée pour différentes
structures. Pour des structures homogénes, de bons résultats sont obtenus a partir de modéles
de petites tailles ce qui est le but de la méthode. Par contre, pour des structures présentant des
hétérogénéités ou pour des structures ou I'on ne connait pas les modes, I'approche semble étre
moins performante. La difficulté réside dans la reconstitution des amplitudes modales a la fois
en module et en phase, cette derniere pouvant varier brutalement d'un mode a un autre. Cette
idée de groupement de modes est a rapprocher de I'hypothése que I'on souhaite faire évoluer
dans le modele SEA. En effet, I'hnypothese d’équirépartition des énergies modales consiste a
lier les énergies des modes d’'un sous-systeme en les rendant toutes égales ; il n’'y a donc
qu’un seul degré de liberté par sous-systeme. L'avantage d’'une condensation sur les énergies
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plutdt que sur les amplitudes repose sur le fait que les énergies sont des scalaires positifs ;
elles ne posent donc pas le probleme de la reconstitution de la phase.

2. La méthode SEA

On ne présente pas dans cette partie une description détaillée de la méthode. Notre
approche reposant sur la formulation de base de la SEA, de nhombreux points seront abordés
au cours des prochains chapitres. Plusieurs ouvrages traitent de la méthode dans son
ensemble. L’'ouvrage qui fait référence en la matiere, bien que non impartiale, est celui de
Lyon édité en 1975 et réédité en 1995 avec la participation de DeJong [LYO95]. Une
publication récente [BUR97] donne un aspect assez synthétique de la formulation. Des
‘critiques’ tres didactiques sont proposées par Fahy [FAH74] et Hodges et al. [HOD86] ou les
fondements ainsi que les principes physiques mis en jeu sont exposes en détalils.

Les principaux points abordés dans cette partie se limitent a ceux qui permettent de
mieux cerner les différents aspects de la présente étude. Dans l'ordre de leur développement,
ils sont :

- les origines de la méthode,

- les principales ‘critiques’,

- les différentes hypothéses,

- les équations modales de la formulation de base,

- la force de couplage entre les sous-systémes,

- la validité des résultats en fonction du recouvrement modal,
- 'aspect ‘statistique’,

- le calcul des facteurs de perte par couplage,

- les différentes tentatives pour améliorer le modéle de base.

2.1. Les débuts de la méthode

Les premiers travaux a l'origine de la méthode semblent étre ceux de Lyon et
Maidanik [LYOG62] et de Smith [SMIT62] bien que dans ces références le terme SEA ne soit
pas employé. Ces deux publications datent de 1962. Lyon et Maidanik montrent que la
puissance échangée par deux oscillateurs faiblement couplés de maniére linéaire et
conservative, et excités par des sources de type bruit blanc décorrélées entre elles, est
proportionnelle a la différence des énergies totales des oscillateurs découplés. Cette relation
est ensuite utilisée pour étendre I'approche au probleme de linteraction de deux systémes
multi modaux. Une attention particuliere est portée au couplage entre un champ acoustique
réverbérant et une structure mécanique afin d’en déduire la partie réelle de l'impédance de
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rayonnement. Une analogie avec les circuits est présentée. De son coté, Smith [SMI62]
calcule la réponse d’'un mode résonnant & une excitation par un champ acoustique diffus large
bande. Il trouve que la réponse est proportionnelle au rapport de la ‘résistance de
rayonnement’ sur ‘la résistance totale’. Bien que ces approches soient différentes, I'une est
modale, l'autre est basée sur les ondes, et que les résultats paraissent différents, ils sont
virtuellement les mémes. En effet, en référence [LYO62] sont retrouvés les résultats présentés
en [SMI62]. Le fait que I'approche modale et I'approche par les ondes donnent les mémes
résultats est un élément central de la SEA qui peut bénéficier des deux concepts. En 1965,
Scharton et Lyon [SHAG5] présentent les principaux fondements de la méthode SEA et
mettent en avant son caractéere ‘statistique’ précédemment introduit par Lyon et Maidanik
[LYO64b]. Pour la premiére fois, il est démontré que la relation traduisant la puissance
échangée par les deux oscillateurs (sous les hypothéses d’excitations de type bruit blanc
décorrélées et de couplage non dissipatif) peut étre établie quelle que soit la ‘force’ de
couplage entre les deux oscillateurs. De plus, il est montré que la puissance échangée est
proportionnelle a la différence des énergéesuellesdes oscillateurs a la différence de
[LYOG62] ou elle est proportionnelle a la différence des énergies des oscillateurs découplés.
Ungar [UNG66], [UNG67] présente en 1966 une synthése sur la méthode. Dans ces deux
publications sont décrits les concepts et les relations qui forment la base de la méthode. Des
indications sur les domaines de validité sont également données. Dans les années soixante,
plusieurs travaux utilisent I'approche pour étudier les couplages de différentes structures :
Lyon et Maidanik [LYO62], Maidainik [MAI62] pour la réponse d'une structure a une
excitation par champ diffus large bande, Lyon et Eichler [LYO64a] pour le couplage de deux
systemes structuraux (résonateur-plaque, poutre-plague, plague-plaque), Lyon et Scharton
[LYONG5] pour le couplage de trois structures, Eichler [EIC65] pour étudier le ‘Noise
Reduction’ d’'une boite rectangulaire, Fahy [FAH69], [FAH70a] pour étudier la réponse
vibratoire de structures cylindriques ou parallélipipédiques couplées avec le fluide interne.

2.2. Les principales ‘critiques’

La SEA est une méthode approchée qui repose sur un nombre important d’hypothéses
qui ne sont pas toujours faciles a appréhender. De nombreux travaux tentent de faire la
lumiére sur des aspects qui pouvaient ou peuvent paraitre obscurs.

Zeman et al. [ZEM69] déterminent la puissance échangée par deux structures
faiblement couplées soumises a des excitations aléatoires. Les équations de la SEA sont
retrouvées. Il est souligné que I'hypothese la plus controversée concerne les excitations des
modes par les forces extérieures qui doivent étre statistiquement indépendantes. Dans un but
de cerner le domaine d’application de la SEA, Davies [DAV72b], [DAV73] étudie la réponse
de deux systemes continus couplés par des masses, ressorts et éléments gyroscopiques.
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Maidainik [MAI76a], [MAI76b] démontre un certain nombre de résultats exacts concernant la
puissance échangée par deux systemes dynamiques qui sont couplés en un nombre fini de
points. Il montre que sous certaines conditions et hypothéses, des termes de couplages
intermodaux s’annulent. Les équations standard de la SEA peuvent alors étre déduites du cas
général. Woodhouse [WOO81] démontre également des relations concernant les puissances
échangées et les énergies des sous-systemes pour le couplage de deux systemes. Des
modifications du schéma classique SEA sont suggérées pour certaines situations comme le
transfert non résonnant par loi de masse dans la transmission acoustique ou pour des systéemes
avec des amortissements importants.

Plusieurs études comparent les résultats SEA a des calculs analytiques exacts pour des
systemes simples comme le couplage de deux poutres vibrant longitudinalement [KEA87],
[KEA91], de deux poutres en flexion [DAV72a], [DAV82], [YAP96], de deux plaques
[DIM88].

Langley [LAN89] présente le calcul de la réponse d’'un systéme composé de plusieurs
sous-systemes dynamiques couplés entre eux et excités par des sources aléatoires. Sous
I'hypothese de couplage faible, et de sources décorrélées entre elles, les équations de la SEA
sont retrouvées. A la suite de ces travaux, Langley propose en [LAN90] une expression du
facteur de perte par couplage a partir de la moyenne spatiale et fréquentielle de la fonction de
Green. Une définition théorique du couplage faible est introduite sur des considérations
d’approximation de la fonction de Green. Il est montré que la présence du couplage faible ne
garantit pas un facteur de perte par couplage nul entre les sous-systemes qui ne sont pas
couplés physiqguement. Une condition supplémentaire est nécessaire. Les sous-systemes
doivent étre réverbérants. En conclusion, Langley souligne que sous le respect des hypotheses
standards, la prédiction SEA est pertinente pour les cas ou tous les sous-systemes sont excités,
mais qu’une réserve doit étre de rigueur quand un seul sous-systeme est excité et que la
réponse requise est éloignée de I'excitation. Il suggére (en 1989) que d’autres investigations
soient menées car la majorité des études ne considerent que deux sous-systémes ce qui ne
permet pas de mettre en évidence le probleme du couplage non direct.

Quelques années plus tard, Fredo [FRE95] et Finnnveden [FIN90] étudient les
échanges de puissance pour le couplage de trois sous-systéemes. La structure étudiée par Fredo
[FRE95] est composée de plagues couplées en U. Sur une approche déterministe qu'il
différencie de la SEA en I'appelant ‘SEA-like’, il met en évidence un couplage indirect entre
les sous-systéemes non couplés physiqguement. En ‘relative contradiction’ avec les résultats de
Langley, il montre que la SEA surestime la puissance échangée quand I'amortissement est
faible, ce qui est confirmé par Yap et al. [YAP96] pour le couplage de deux sous-systémes.
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Finnveden [FIN90] pour le couplage de sous-systtmes mono-dimensionnels met aussi en
évidence le couplage indirect entre sous-systemes non couplés physiquement quand le facteur
de recouvrement modal est fort.

Riche d’'une forte expérience dans le domaine, Fahy [FAH93], [FAH94] présente une
analyse critique de nombreux aspects de la méthode et discute des limites d’application de la
SEA.

2.3. Les difféerentes hypotheses

Pour obtenir les équations de la SEA, un certain nombre d’hypotheses ont été
effectuées. Les travaux cités dans les deux paragraphes précédents ont permis de mieux les
cerner. Keane et Price [KEA87] donnent une liste de ces hypotheses. Elles sont rappelées et
discutées ici pour le modele classique de la SEA :

- les sous-systemes et leurs couplages doivent pouvoir étre décrits de maniére linéaire ;

- 'amortissement doit étre relativement faible et doit pouvoir étre modélisé par une
matrice d’amortissement diagonale quand elle est exprimée sur la base des modes des sous-
systemes découplés ;

- les processus sont aléatoires et stationnaires ce qui implique que les quantités
moyenneées sur un temps suffisamment long sont constantes. Les processus sont également
supposeés ergodiques ; la moyenne d’ensemble peut alors étre remplacée par la moyenne
temporelle ;

- le couplage entre les sous-systemes doit étre conservatif ;

- le couplage entre les sous-systemes doit étre faible (voir paragraphe 2.5) ;

- les excitations extérieures appliquées aux sous-systemes doivent étre statistiquement
indépendantes et de type ‘Rain on the roof’. En d’autres termes, les forces généralisées pour
tous les sous-systemes doivent étre incohérentes et de type bruit blanc ;

- le ‘systeme’ étudié est constitué d’une population de structures quasi identiques mais
pour lesquelles des petites différences dues a la fabrication et a I'assemblage existent. Les
résultats sont donnés pour une moyenne d’ensemble de cette population. Du point de vue
théorique, il est considéré que les fréquences propres des sous-systemes peuvent avoir
n’'importe quelle valeur dans la bande de fréquence considérée avec une probabilité uniforme
de I'événement ;

- les parametres de couplage d’ensemble sont les mémes pour tous les modes dans la
bande de fréquence considérée ;

- la bande de fréquence d’intérét est relativement ‘étroite’ ;

- la bande de fréquence doit contenir un nombre ‘important’ de modes résonnants pour
chacun des sous-systémes afin qu'il y ait plusieurs interactions modales dans cette bande ;

- les modes en dehors de la bande de fréquence d’intérét ne participent pas aux
échanges d’énergies.
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Toutes ces hypotheses font que la SEA a principalement trouvé une Iégitimité pour
I'étude du couplage fluide-structure plutdét que le couplage structural. Toutefois, certains
travaux, qui seront décrits au paragraphe 2.9, visent a faire évoluer le modéle de base afin
d’étendre le domaine de validité de la méthode.

2.4. Les équations modales de la formulation de base

La formulation de la méthode SEA décrite dans I'ouvrage référence [LYO95] chapitre
3, est basée sur une approche modale. Le formalisme repose notamment sur la projection des
équations du mouvement des deux sous-systemes couplés sur les bases modales des sous-
systemes découplés. Les équations modales obtenues sont supposées étre de la forme
(équations (3.2.5a) et (3.2.5b) en [LYO95]) :

BMl[ya +A1ya +w012y1] = Lu +Z[l’£(a ¥ +yaa y +Kaa y]
EMZ[YJ +A2ycr +w02 yo] = LU +Z[uaa ‘ya _YGO' %r +Kaa M]

(avec la notation de [LYO95]).

Ce schéma de couplage modal est tel que :
- chaque amplitude modale peut étre associée a la description d’un oscillateur ;
- les modes (ou oscillateurs) d'un méme sous-systeme ne sont pas couplés
directement entre eux ;
- les modes d’'un sous-systeme sont couplés avec les modes de l'autre sous-
systeme par des éléments non dissipatifs.

Ce schéma que l'on appellera par la suite ‘schéma de couplage modal SEA’ est
représenté symboliquement figure 1.1.

[ Sous-systeme l] [ Sous-systéeme 2]

Figure 1.1. Représentation symbolique du schéma de couplage modal suggéré par la SEA.
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Dans I'ouvrage de Lyon et al. [LYO95], les modes considérés sont les modes des sous-
systemes découplés-bloqués. La décomposition modale n’est pas clairement formulée mais est
communément admise. Les termes de couplage entre les modes ne sont que vaguement
identifiés. De plus, un couplage dissipatif apparait ce qui ne peut étre pris en compte par la
SEA classique.

Dans certaines références (voir par exemple [UNG66], [WOO81]), les équations
modales sont posées sous cette forme comnpestalat

Cependant, plusieurs études justifient ou démontrent ces équations modales dans
certaines configurations de couplage :

- pour le couplage entre une structure mécanique et une cavité acoustique, Lyon et al.
[LYO62] démontrent rigoureusement que ce schéma de couplage modal peut étre obtenu. Les
modes considérés pour la cavité sont les modes de la cavité avec les parois bloquées et les
modes de la structure sont définis en considérant celfeveicuo La cavité est décrite par un
potentiel de vitesse et la structure par ses déplacements. Les couplages entre les modes des
deux structures sont alors de type ‘gyroscopique’ et les équations modales correspondent bien
au schéma de couplage modal SEA. Ces équations sont reprises par Fahy en référence
[FAH69], [FAH70a] pour étudier le couplage entre une structure et son fluide intérieur ;

- par une approche semblable & la décomposition modale employée pour étudier le
couplage structure-cavité, Karnopp [KARG66] applique la décomposition pour le couplage de
deux structures mécaniques. Celle-ci se base sur une double formulation et est proposée pour
le couplage de deux poutres de sections identiques et vibrant longitudinalement. Ce cas
particulier d’'ondes de traction-compression dans la structure autorise un paralléle immédiat
avec les ondes acoustiques dans une cavité. Une poutre est déenpeilee(la dérivée de
I"'impulsedonne I'effort longitudinal) et les modes considérés de cette poutre sont définis tels
que I'extrémité de couplage soit bloquée. Ceci peut étre rapproché de la description par un
potentiel de vitesse et des modes bloqués pour une cavité. La seconde poutre est décrite en
déplacement et les modes considérés sont tels que I'extrémité de couplage soit libre. Les
équations modales finalement obtenues se présentent, sous la forme du schéma de couplage
modale SEA et les couplages entre modes sont de nature gyroscopique (aprés correction des
erreurs de frappes et de signes en [KARG66]) ;

- Crandall et Lotz [CRAT71] établissent des équations modales pour le couplage de

poutres vibrant en flexion couplées par un ressort. Les modes des sous-systémes sont les
modes des sous-systemes découplés libres et les deux poutres sont décrites en déplacement.
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Les équations modales obtenues ne sont pas sous une forme cohérente avec le schéma de
couplage modal SEA : certains termes traduisent des couplages directs entre modes d'un
méme sous-systeme et la définition des fréquences propres des oscillateurs associés aux
modes pose probleme pour des couplages forts. Cependant pour des raideurs de ressort faibles
par rapport aux raideurs dynamiques de flexion des poutres, certains termes peuvent étre
négligés ce qui conduit & un systéme d’équations en cohérence avec le schéma de couplage
modal SEA. Les modes des deux poutres sont alors couplés en raideur. Sharton et Lyon
[SCH68] utilisent également une approche similaire pour obtenir les équations modales pour
un autre systéme de poutres faiblement couplées.

2.5. Force de couplage entre les sous-systéemes

L’hypothese de couplage faible entre les sous-systémes conditionne généralement le
découpage du systéme global en sous-systemes. Cependant, de toutes les hypothéses de la
SEA, c’est sans doute une des plus difficile & cerner. Dans la formulation de base de la SEA,
elle intervient pour le passage de la relation d’échanges d’énergies entre deux oscillateurs
soumis a des efforts décorrelés a la relation d’échanges d’énergies entre deux ensembles
d’oscillateurs (modes). Les définitions du couplage faible données dans la littérature sont
généralement trés théoriques. Celles-ci varient d’un article & un autre et dépendent fortement
de I'approche ‘mathématique’ qui est mise en ceuvre par chaque auteur.

Chandiramani [CHA78] et Smith [SMI79] donnent une définition qui repose
principalement sur une conséquence du couplage faible : le couplage est faible si le facteur de
perte par couplage entre deux sous-systemes est beaucoup plus faible que les facteurs
d’amortissement interne des deux sous-systémes. Bien que cet indicateur présente un fort
intérét pratique, il ne fait pas l'unanimité (voir [FIN95]). Par une approche par les ondes,
Mace [MAC93], [MAC94] différencie quatre types de force de couplage dont trois couplages
forts, et donne des criteres délimitant les quatre zones attribuées a ces types de couplage. Ces
criteres sont définis par deux parametres qui dépendent des coefficients de réflexion et de
transmission au niveau du couplage ainsi que des facteurs de recouvrement modal des sous-
systemes. En accord avec les travaux de Keane et Price [KEA87], de Remington et al.
[REM75] et de Davies [DAV73], il montre que pour deux sous-systemes, la relation
d’échanges d’énergies entre deux sous-systemes est juste quelle que soit la force du couplage
mais que l'expression du facteur de proportionnalité dépend de la force du couplage.
Finnveden [FIN95] donne un critére de couplage fort identique a celui de Mace (pour les trois
types de couplage fort) : I'indicateur de la force de couplage est le rapport entre le coefficient
de transmission et le produit des facteurs de recouvrements modaux des deux sous-systemes.
Il montre également que cet indicateur reste valable pour le couplage de trois sous-systemes.
Langley [LAN89] propose une définition du couplage faible a partir de considération sur les

37



CHAPITRE 1

fonctions de Greenle couplage est dit faible si la fonction de Green pour un sous-systeme
donné est approximativement égale a celle du sous-systeme détimgpbinnée plus tard, en
référence [LAN9O], il donne une définition un peu différerie couplage sera dit faible si il

2
existe un parametre petit tel que le module au carré de la fonction de Griegjtﬁx, y,w)|

est de l'ordre de&", ou n représente le nombre minimum de couplages entre le sous-systéme i
et le sous-systéemeHredo [FRE95] étudie l'influence de la force de couplage entre trois sous-
systemes (plaques couplées en U) et les conséquences sur le couplage indirect. Il montre que
le couplage indirect n'est pas uniqguement lié a la force de couplage entre les sous-systémes.
D’aprés Fahy [FAH94], le couplage entre deux sous-systemes est faible s'il assure que le
couplage indirect entre les oscillateurs d’'un méme ensemble via les oscillateurs de l'autre
ensemble est négligeable par rapport au couplage direct entre les deux ensembles
d’'oscillateurs. En référence [FAH97], il donne une autre définitieous une condition de
couplage faible, les modes du systeme sont localisés dans le sens qu’ils ressemblent de prés
en fréquence propre et en déformé aux modes des systemes non couplés (avec les conditions
aux limites appropriées), et que leurs énergies résident principalement a l'intérieur du
systéme correspondant

A I'opposé de ces définitions théoriques, James et Fahy [FAH96], [FAH97], [JAM97]
proposent un indicateur permettant experimentalement de détecter comment le systéme peut
étre découpé en sous-systemes afin de respecter le couplage faible. Cet indicateur repose sur
les caractéristiques de la réponse impulsionnelle du systéme et a été testé, a présent, sur des
systemes composés de deux sous-systemes effectifs.

2.6. L’'aspect statistique

Plusieurs études (voir [BER96], [KOM93], [REB95]) montrent que les réponses
vibratoires en ‘haute’ fréquence de structures industrielles apparemment identiques présentent
une grande dispersion des spectres de réponses. Il est donc inutile de chercher a prédire de
facon déterministe la réponse vibratoire d’'un systeme dans les hautes fréquences car cela
serait trés colteux en calcul et nécessiterait de connaitre un nombre important de détail du
systeme.

Sur des systemes mécaniques simples, Hodges et Woodhouse [HOD89] étudient les
résultats donnés par différents types de moyennes sur un ensemble de structures. Il est montré
gu’'une moyenne arithmétique ne donne pas toujours le comportement d’un élément ‘typique’
de I'ensemble. Ceci est attribué au fait qu’'occasionnellement, un élément peut avoir un
comportement extréme et avoir un poids démesuré sur la moyenne linéaire qui est alors
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‘faussée’. lls montrent qu’'une moyenne géométrique sur I'ensemble donne une meilleure
représentation du comportement de I'élément typique.

Dans sa formulation de base, la méthode SEA fait I'hypothése d’'une moyenne
d’ensemble sur une population de structures quasi identiques. L'énergie moyennée est alors
supposée étre typique de la réponse des systemes de cet ensemble. Du point de vue théorique,
cette population de structures est définie tel que la densité de probabilité pour I'événement des
fréquences propres soit uniforme dans la bande de fréquence considérée. C’est-a-dire que la
fréquence propre de chaque mode peut avoir n'importe quelle valeur comprise entre la
fréquence minimum et la fréquence maximum de la bande considérée. Peu d’études traitent de
la pertinence de cette hypothése.

Sur un exemple composé d’'un couplage de deux poutres, Scharton et Lyon [SCH68]
mettent en évidence I'intérét de prendre en compte une moyenne d’ensemble sur une
population de structures plutdt que de considérer une structure déterministe unique. Dans ce
cas, la population de structures est définie telle que la premiere poutre soit déterministe et la
seconde poutre ait chacune de ces fréquences propres avec une valeur équiprobable dans un
intervalle de fréquence défini a partir des fréquences propres et de la séparation modale de la
premiere poutre.

Mace et Wester [MAC93], [WES96], [WES97] montrent pour deux sous-systemes
couplés que la relation SEA de proportionnalité entre la puissance échangée et la différence
des énergies modales moyennées est valable pour une moyenne d’ensemble de la réponse
quelle que soit la force du couplage, mais qu’elle n'est généralement pas vraie pour un
systeme individuel. La population de structures considérée par Mace et al. est définie en
concordance avec I'approche par les ondes qu’ils emploient. Elle se caractérise par des phases
des ondes (mod7®) uniformément distribuées dans un intervater,+ 73 .

Finnveden [FIN95] sur une approche similaire donne les mémes conclusions pour ce
qui concerne le couplage de deux sous-systemes. Il étudie également lincidence de la
moyenne d’ensemble sur le couplage de trois sous-systemes mono-dimensionnels. La relation
de proportionnalité de la SEA n’est pas toujours retrouvée mais le bilan énergétique fait
intervenir des termes directement proportionnels aux différences des énergies modales, c’est-
a-dire que cela revient a devoir considérer des couplages indirects entre éléments non couplés
physiquement. L'importance du couplage indirect dépend de la force du couplage et de la
nature réverbérante ou non des sous-systemes. Pour cette étude, Finnveden définit la
population de structures (mono-dimensionnelle) telle que pour chaque élément, a n'importe
quelle fréquence, il y ait égale probabilité que la résonance la plus proche soit au-dessous ou
au-dessus de cette fréquence. Cela revient a prendre des éléments mono-dimensionnels tels
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gu’ils aient des longueurs aléatoires (équiprobable) avec une incertitude de plus ou moins un
quart de longueur d'onde. Celle-ci est en concordance avec la définition de “limite
acoustique” donnée en [MAC92], [SHO96fuand l'incertitude sur le design induit des
incertitudes sur les fréquences propres égales a la moyenne des séparations entre elles, il
devient alors impossible de suivre une résonance individuelle

A partir de calcul sur des couplages de poutres, Keane [KEA93] met en évidence les
dangers de faire I'hypothése que la moyenne d’ensemble sur une population de structures et la
moyenne fréquentielle sur une bande de fréquence sont équivalentes.

Lyon [LYOG69] étudie la moyenne et la variance de la réponse vibratoire d’ensembles
de structures et de cavités. L'aspect aléatoire est introduit sur des parameétres simples tels que
les fréquences propres et les points d’'observation. Il montre que dans de nombreux cas le
facteur de recouvrement modal joue un réle important sur la variance. En référence [FAH92],
une analyse de sensibilité des résultats en fonction de variations aléatoires des parameétres
géomeétriques des sous-systemes est effectuée pour des systémes de poutres et de plaques. Sur
différents cas, il est montré que les résultats SEA obtenus avec les facteurs de perte par
couplage de I'approche onde surestiment les valeurs exactes quand le facteur de recouvrement
modal est trés inférieur a un. Dans ce cas, la variance sur les puissances échangées devient
plus grande que celle des perturbations géométriques. Par contre, la variance sur les
puissances échangées devient petite quand le facteur de recouvrement modal excéede un.
D’autres études similaires sur des systemes de poutres ont des conclusions semblables :
Davies et Wahab [DAV81], Davies et Khandoker [DAV82], Manohar et Keane [MAN94].

Toujours en [FAH92], Fahy et al. soulignent qu'un des désavantages de la SEA est
gu’elle ne quantifie pas le degré de variations des parameétres physiques qui peuvent entrainer
une déviation du comportement vibratoire d’un systéme individuel par rapport au modele
‘idealisé’.

2.7. Validité des résultats en fonction du recouvrement modal

Dans cette partie, on nomme les résultats de lI'approche SEA-onde, les résultats
obtenus en appliqguant la méthode SEA avec des facteurs de perte par couplage déduits de
I'approche asymptotique des ondes (Voir [LYO95], chapitre 10).

Ming et Pan [MIN97] étudient, a partir de résultats numeériques, I'exactitude des
résultats de l'approche SEA-onde pour un systeme de plaques couplées. Sur ce cas de
couplage, il est mis en évidence que deux facteurs jouent un réle important sur la qualité des
résultats : le premier, est la moyenne géomeétrique des facteurs de recouvrements modaux ; le
second, est le nombre de modes dans la bande de fréquence considérée. En ‘basse’ fréquence,
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ou il y a peu de modes, les résultats SEA obtenus ne sont pas bons et les résultats numériques
‘exacts’ présentent une tres grande variabilité en fonction de la position de I'excitation. En
montant en fréquence, les nombres de modes des deux plaques (par tiers d’octave) ainsi que
les facteurs de recouvrement modal augmentent, les résultats de la SEA deviennent alors
meilleurs et les variations vis-a-vis du point d’excitation diminuent. lls notent que le facteur

de recouvrement modal ne doit pas étre considéré comme étant le seul paramétre jugeant de la
qualité des résultats car pour deux valeurs identiques mais des amortissements différents, la
qualité des résultats SEA peut ne pas étre la méme. Les travaux de Fahy et Mohammed
[FAH92] déja cités plus haut donnent des conclusions similaires. Quand le facteur de
recouvrement modal moyen est inférieur a un, les transferts d’énergies donnés par la ‘SEA-
onde’ surestiment le transfert réel. A partir d’'une perturbation des parameétres géométriques
des structures, ils montrent que la variation sur les résultats devient de plus en plus faible
qguand le facteur de recouvrement modal augmente. Une explication est que I'amortissement
lisse les réponses en fréquence ce qui les rend moins sensibles aux petites variations
géomeétriques du systeme.

L'influence de I'amortissement sur la qualité des résultats SEA est étudiée par Yap et
Woodhouse [YAP96]. Des calculs numériques ‘exacts’ sont effectués et la SEA inverse est
appliquée pour déterminer des facteurs de perte par couplage ‘équivalents’. Il est montré que
ces facteurs dépendent fortement de la valeur de I'amortissement ce qui n'est pas le cas du
facteur de perte par couplage donné par I'approche onde. Quand I'amortissement est faible, les
facteurs de perte par couplage ‘équivalent’ sont proportionnels au facteur d’amortissement
interne et sont inférieurs a la valeur du facteur de perte par couplage de I'approche onde. Ce
dernier surestime donc les transferts d’énergies. Les deux approches (onde et facteur
équivalent) convergent sensiblement vers la méme valeur quand I'amortissement devient fort.
D’aprés Yap et Woodhouse, cette forte dépendance avec I'amortissement est due au fait que
I'équirépartition des énergies modales n'a pas lieu en générale quand I'amortissement est
faible. Il est démontré que I'utilisation des facteurs de perte par couplage de I'approche onde
peut conduire & de grosses surestimations des transferts d’énergies, spécialement pour les
systemes composés de multiples sous-systéemes. Dimitriadis et Pierce [DIM88] montrent
également, sur un couplage de plaques, I'effet de I'amortissement interne sur le facteur de
perte par couplage équivalent.

Mace et al. [MAC97c], [MAC98] étudient linfluence des sous-systemes dits
irréguliers, c’est-a-dire qui n'ont pas de formes géométriques simples. Deux approches sont
utilisées : I'une basée sur la théorie des ondes, I'autre sur une approche des modes globaux.
Les résultats de ces deux approches sont comparés aux résultats de la ‘SEA-onde’ pour tenter
de comprendre les phénomenes. Sur des couplages de plaques de formes pentagonales,
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rectangulaires, et mixtes, il est montré que pour des amortissements faibles, les réponses
dépendent sensiblement de la géométrie des plaques. Dans ce cas, la ‘SEA-onde’ surestime les
puissances échangées par les deux sous-systémes. Les facteurs de perte par couplage obtenus a
partir de l'approche asymptotique des ondes ne prennent pas en compte la spécificité
géométrique des sous-systemes. L'approche avec les modes globaux montre que la réponse
vibratoire dépend de la localisation des modes globaux, et, est due a un faible effet
d’intercorrélation entre les réponses modales (faible recouvrement modal). Quand
I'amortissement devient fort, les réponses vibratoires ne dépendent plus des formes des sous-
systemes et la SEA donne de meilleurs résultats. En référence [MAC97b], Mace étudie,
toujours sur la méme approche, les puissances échangées par des plaques rectangulaires quand
le facteur de recouvrement modal est petit. II| montre que l'effet de localisation des modes
globaux tend & contenir I'énergie dans le sous-systeme excité. Les mauvais résultats de la
‘SEA-onde’ sont attribués au non-respect de I'hypothése d’équirépartition des énergies
modales.

Pour un systeme composé de trois plaques couplées en U, Fredo [FRE95] montre
qu’'un couplage indirect entre la premiere et la derniere plague peut étre important si
'amortissement est faible. Ce couplage indirect est di0 a un non-respect d’'une ou des
hypothéses de la SEA car il n’est pas inclus dans la formulation de base.

2.8. Le calcul des facteurs de perte par couplage

Une des difficultés rencontrées lors de l'application de la méthode SEA réside dans
I'évaluation des facteurs de perte par couplage (en anglais: Coupling Loss Factor d’ou
I'abréviation : CLF).

La formulation de base de la SEA donne une expression générale du CLF (voir Lyon
[LYO95], chapitre 3). Ce résultat est obtenu a partir d'une approche modale. Jusqu’a présent
il n'a pas été exploité pour le couplage de structures mécaniques car comme nous l'avons déja
vu au paragraphe 2.4, une difficulté réside dans I'obtention des équations modales. Par contre,
Fahy [FAH69], [FAH70a] tire profit de cette approche pour calculer les CLF entre une
structure mécanique (boite parallélipipédique avec une paroi non rigide, cylindre) et le fluide
intérieur. Pour ce type de couplage, les équations modales sont bien connues. A partir de cette
approche, Fahy étudie en détails les mécanismes du couplage entre les deux sous-systemes et
en déduit des expressions des facteurs de perte par couplage.

En référence [NEWG68], Newland expose une méthode pour évaluer les CLF a partir du
changement des valeurs des fréquences propres induit par le couplage des sous-systemes.

Crandall et Lotz [CRA71] montrent que I'approche modale de Lyon et Maidanik [LYOG62] et
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la méthode de Newland appelée ‘natural shift method’ donnent des résultats identiques quand
le couplage est faible mais qu’ils peuvent différer de maniére importante quand le couplage
est fort.

La méthode la plus employée pour obtenir une expression analytique des CLF repose
sur une approche par les ondes et considére des systétmes de dimensions semi-infinies. A
partir des coefficients de transmission et de réflexion des ondes a travers la jonction de
couplage et suivant la configuration de couplage (ponctuelle, rectiligne, de surface), une
expression analytique évalue la valeur du facteur de perte par couplage. Cette méthode a été
développée par de nombreux auteurs. Une synthése se trouve en référence [LYO95], chapitre
10. Cette méthode présente l'avantage d'étre peu onéreuse en calcul. Cependant son
application se limite & des sous-systémes de type académiques ou s’en rapprochant. On a vu
au paragraphe précédent gu’elle pouvait également conduire a des erreurs importantes quand
le facteur de recouvrement modal était faible. Par cette approche, les CLF sont obtenus en
faisant I'nypothése que les ondes directes et les ondes réfléchies sont décorrélées ce qui n'est
pas justifié quand le systeme présente des résonances bien marquées. Fahy note en référence
[FAH94] que bien que I'approche modale et I'approche onde reposent sur des considérations
différentes, elles donnent des résultats semblables.

Pour appliquer la méthode a des structures industrielles, plusieurs techniques
expérimentales ont été développées pour évaluer les CLF :

- [CAC94] utilisant les mesures de mobilités ;

- [ORR97] avec le concept des mobilités énergétiques ;

- [LUN97] & partir de la réponse impulsionnelle du systeme couplé;

- [BIEBO], [FAH98], [LAL97], [SUN85] basees sur l'inversion des équations de la
SEA.

Cette derniére, appelée SEA inverse expérimentale (en anglais ‘power injection
method’), est la plus populaire. Elle consiste a exciter aléatoirement un sous-systéme apres
l'autre et a mesurer a chaque fois les énergies de tous les sous-systemes. Les parametres SEA
— CLF et DLF (Damping Loss Factof)sont ensuite déduits en inversant la matrice obtenue
en injectant les énergies mesurées dans les équations de la SEA. Les difficultés de cette
méthode reposent sur linversion d'un systéme mal conditionné, et sur une lourdeur
expérimentale car il est nécessaire de mesurer un nombre important de fonctions de transfert
pour évaluer les quantités moyennées spatialement. De plus, pour les systémes hétérogenes
présentant un champ vibratoire trés disparate il est difficile de déterminer les énergies
moyennes spatiales a partir de quelques mesures ponctuelles. Généralement, il n’est pas tenu
compte des mouvements longitudinaux des structures car ils sont difficilement mesurables.
Cette technique est trés utile dans un contexte industriel, cependant elle n’est pas prédictive
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car il est nécessaire de posséder la structure pour effectuer les mesures. Pour palier cet état de
fait, plusieurs auteurs ont étudié la possibilité d’exploiter les éléments finis pour simuler
numériquement le comportement vibratoire de deux sous-systémes couplés et d’appliquer
ensuite la SEA inverse avec ces résultats numériques : [STE94], [SIM91], [FRE97]. Cette
technique est prédictive et est également utilisée pour étudier la validité de certaines
hypothéses de la SEA. Comme pour la SEA inverse expérimentale, le choix des points
d’excitation pose probléme pour les structures hétérogenes. Les limites d’application sont
principalement liées aux calculs éléments finis: limitation en fréquence, limitation des
dimensions géométriques, impossibilité de donner des amortissements différents aux sous-
systemes (décomposition sur les modes globaux). L’approche présentée par Shankar et Keane
en références [SHA95], [SHA97] differe de la méthode précédente par un calcul des énergies
a partir de fonctions de Green qui sont évaluées numeériqguement par éléments finis. Il est
possible de prendre en compte des amortissements différents d’un sous-systéme a l'autre et
dans certains cas, la limite en fréquence peut étre augmentée car les calculs éléments finis sont
réalisés séparément pour chaque sous-systeme. Toutefois, il est nécessaire de prendre en
compte suffisamment de modes des sous-systéemes découplés pour constituer la fonction de
Green ce qui peut induire une limitation en fréquence dans certaines configurations de
couplage.

2.9. Les difféerentes tentatives pour améliorer le modéle de base

Les hypotheses de la SEA ne pouvant pas toujours étre respectées quand il s’agit de
systemes réels, plusieurs études ont eu pour but de reformuler le modéle SEA en tenant
compte d’hypotheses moins restrictives. Nous présentons ici quelques reformulations de la
SEA.

En référence [MAI77], Maidainik montre sur un exemple qu’il est possible
d’améliorer le modéle SEA. Les modes résonnants d’'un sous-systeme sont divisés en deux
groupes. Les modes d’'un de ces groupes (groymont supposeés étre faiblement couplés
avec les modes de l'autre sous-systeme alors que les modes de 'autre groupe3jgsonpe
supposes plus fortement couplés. La conséquence de cette hypothése est que les modes de ces
deux groupes n'ont pas les mémes niveaux énergétigues une fois les deux sous-systemes
couplés. Ceci implique que I'équirépartition des énergies modales ne doit pas étre appliquée
globalement au sous-systeme mais individuellement a chaque groupe. Il montre que la prise
en compte de cette distinction entre les deux groupes peut changer de fagcon importante les
résultats en terme de transfert d’énergie. Le rapport entre le nombre de modes d{ gtoupe
le nombre de modes total du sous-systeme (deux groupes) joue un rdle dans ce changement
mais les parametres des sous-systemes ainsi que les parametres de couplage interviennent
également. Maidainik souligne que le formalisme simple de la SEA est obtenu en contrepartie
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d’'une perte de détails dans la description du comportement de systemes complexes et gu'l
doit exister un juste équilibre entre la recherche d’'un formalisme maniable et la quéte d’'une
description en détail.

Quelques années plus tard, Maidainik [MAI81a], [MAI81b] présente a la fois une
extension et une reformulation de la SEA prenant en compte des systemes dynamiques non
réverbérants. A partir de concepts de I'acoustique des salles, I'extension de la SEA proposée
par Maidanik effectue une distinction entre les systemes réverbérants et non réverbérants. La
reformulation englobe I'extension et présente un formalisme plus agréable (au dire de
l'auteur!). Aucune application n’est donnée a cette formulation.

Langley et BerciNLAN92], [LAN94] ont développé une méthode appelée ‘Wave
Intensity Analysis’ (WIA). Cette méthode, basée sur une approche par les ondes, consiste en
une reformulation de la SEA en ne faisant pas I'hypothése de champ diffus. C’est-a-dire que
cette méthode prend en compte la dépendance de l'intensité vibratoire du champ d’onde vis-a-
vis de la direction des ondes. Au niveau de la formulation, la densité d’énergie vibratoire dans
chaque sous-systéme est décomposée en série de Fourier suivant la direction des ondes. A
partir d’un bilan de puissance et en utilisant la technique de Galerkin, un systeme d’équations
linéaires est obtenu. Celui-ci peut étre présenté sous la méme forme que celui de la SEA
classique avec des termes supplémentaires qui s’apparentent a des facteurs de perte par
couplage indirect. Par cette approche, les auteurs mettent en évidence un effet de filtrage des
jonctions entre les sous-systemes qui conduit le champ vibratoire a ne plus étre diffus pour les
sous-systemes éloignés de I'excitation. La SEA peut alors étre mise en défaut. lls montrent sur
un assemblage de 15 plaques couplées en L que I'écart entre la SEA et un calcul exact peut
atteindre 30 dB alors que I'approche WIA obtient de bons résultats a partir de 3 a 5 degrés de
liberté par sous-systemes. Langley associe le non-respect de I'hypothese de champ diffus au
non-respect de I'hypothése d’équirépartition des énergies modales. Cette approche n'a été
testée actuellement que pour des sous-systémes simples et homogenes. En référence [BOC97]
est présentée une comparaison entre les résultats de difféerentes méthodes dont la WIA. Il est
montré gue pour les systemes réverbérants, la WIA donne de meilleurs résultats que la SEA
alors que ces deux méthodes surestiment le transfert d’énergies quand les systéemes sont non
réverbérants.

En référence [HER94], Heron développe une méthode appelée ‘Advanced Statistical
Energy Analysis’ (ASEA) basée sur un suivi d'ondes. Cette méthode permet de prendre en
compte un couplage indirect entre sous-systemes non couplés physiquement que I'auteur
appelle ‘mécanisme de tunnel'. Le formalisme de cette approche fait une distinction entre
I'énergie modale qui est libre d’aller d’'un sous-systéme a un autre (celle considérée par la
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SEA), et une énergie qui est fixe (qui ne peut pas aller d’un sous-systéme a un autre). Pour
chaque type d’énergies, un bilan de puissance est écrit. Finalement, il est obtenu un systeme
d’équations liant les énergies libres aux énergies fixes qui peut étre mis sous la forme du
systeme d’équations de la SEA additionné de termes supplémentaires prenant en compte le
couplage indirect. Les coefficients des matrices reliant les énergies libres aux énergies fixes
peuvent étre évalués sur des structures académiques a partir d'un suivi d’'onde et avec
différents degrés d’approximations (le premier degré correspondant a la SEA). Sur un
couplage de six poutres vibrant longitudinalement et couplées rigidement aux extrémités, il
montre que la SEA surestime les niveaux vibratoires de 60 dB alors que®ASHAI par
sous-systeme) converge vers la solution dans la gamme de fréquence considérée. Il faut noter
que le systeme est ‘hautement’ non réverbérant et de grande longueur (150 metres); la
décroissance exponentielle du champ direct est donc prédominante. L'application de cette
approche semble se limiter & des structures simples telles que des poutres et des plaques.

Finnveden [FIN96] propose pour les systemes mono-dimensionnels avec des forts
recouvrements modaux une formulation SEA avec trois degrés de liberté par sous-systeme. Le
constat de départ est que pour ces systemes les densités d’énergies ne sont pas constantes dans
les sous-systemes en ‘violation’ avec une hypothese de la SEA (décroissance exponentielle du
champ vibratoire). Les trois degrés de liberté par sous-systeme choisis par Finnveden sont les
énergies modales a chaque extrémité de I'élément (poutre) et la moyenne de I'énergie modale
dans I'élément. Le calcul des coefficients de la matrice liant ces trois degrés de liberté repose
sur la résolution de I'équation respectée par la densité d’énergie a l'intérieur du sous-systeme
ainsi que la connaissance du facteur de perte par couplage de I'approche onde. Sur deux
exemples, il est montré que la méthode proposée donne de bons résultats en hautes fréquences
a la différence de la SEA traditionnelle.

A partir de travaux sur le couplage non conservatif de deux oscillateurs [FAH87], Sun
et al. [SUN87] proposent d’étendre la SEA au couplage non conservatif de deux structures. Ils
montrent que la forme des équations du bilan de puissance modifié (tenant compte de la
dissipation d’énergie au niveau du couplage) est la méme que pour le couplage conservatif des
sous-systemes, excepté que I'amortissement du couplage augmente, dans une proportion non
définie, le facteur d’amortissement interne de chaque sous-systéme. Une étude expérimentale
sur un couplage de deux plagues valide leurs propos.

3. Principaux apports de I'étude - Structure du document

L'idée a la base de I'étude est de reformuler la méthode SEA en prenant en compte
finement la répartition des énergies modales dans un but d’étendre le domaine de validité et
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d’améliorer la qualité de la prédiction. L'approche qui est proposée dans ce document et en
partie en références [MAX99a], [MAX99Db], repose sur la formulation modale de base de la
SEA.

Le premier obstacle rencontré lors du développement de I'approche se situe au niveau
de I'obtention des équations modales en cohérence avec le schéma de couplage modal SEA.
Comme nous l'avons vu précédemment (paragraphe 2.4), ces équations ont été obtenues
rigoureusement pour le couplage structure mécanique-cavité acoustique, et sont généralement
admises pour le couplage d'autres types de structures sans réellement identifier les
coefficients de ce systéme. La premiere phase de I'étude consiste donc a obtenir ces équations
ainsi qu’a identifier les coefficients dans un cas général de couplage de deux systémes
continus élastiques tridimensionnels. Ceci est réalisé a partir d’'une double formulation
contrainte-déplacement et d’'une définition appropriée des conditions aux limites des sous-
systemes découplés pour le calcul des modes. Cette formulation est appelée double
formulation modale ou DMF (Dual Modal Formulation).

Ensuite, la reformulation proprement dite de la SEA par la prise en compte de la
répartition des énergies modales est développée. La formulation repose sur I'utilisation, sans
les résoudre, des équations modales précédemment obtenues et sur la relation d’échange de
puissance entre deux oscillateurs couplés. Sous le respect d’hypothéses analogues a celles de
la SEA, des équations énergétiques modales du mouvement modélisent le comportement
vibratoire des sous-systemes couplés. Plusieurs approximations sont proposées prenant en
compte plus ou moins finement la répartition des énergies modales de chaque sous-systéme.

On donne le nom de SmEdA (Statistical modal Energy distribution Analysis) au
modele présenté. Toutes les données d’entrée de ce modele sont définies a partir des schémas
modaux des sous-systemes découplés, des amortissements modaux ainsi que des excitations
en terme de niveau et de localisation.

La comparaison entre des calculs issus de la double formulation modale et du modele
SmEdA met en évidence et facilite la compréhension de certaines hypothéses de la SEA
(contribution des modes résonnants, couplage faible, corrélation des amplitudes modales,...).

L'intérét du modéle SmEdA sur la qualité de la prédiction est démontré pour certaines
configurations de couplage notamment dans les cas de sous-systémes a faible recouvrement
modal. On a vu au paragraphe 2.7 que pour ces systemes, les erreurs du modele SEA étaient
dues au non-respect de I'hypothese d’équirépartition. Le modele SmEdA ne posant pas cette
hypothése, il modélise correctement les transferts d’énergies de ces sous-systémes.
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Le modéle permet également d'introduire des excitations plus ‘localisées’ que
I'excitation de type ‘rain on the roof car il autorise des variations de la répartition des
puissances modales injectées.

Enfin, le domaine d'application du modéle SmEdA est étendu aux structures
complexes par l'utilisation des Eléments Finis. Les schémas modaux des sous-systémes
découplés ne sont plus obtenus analytiguement mais par extraction des modes propres des
modéles discrets associés. Il découle de cette approche une nouvelle technique de calcul des
facteurs de perte par couplage a partir de données élément finis. A la différence des travaux
cités au paragraphe 2.8, les calculs élément finis ne servent que pour extraire les modes des
sous-systemes, les CLF pouvant ensuite étre calculés directement a partir de ces données et
des amortissements modaux.

L’ensemble du document s’articule autour de 6 chapitres :
- le premier a présenté le contexte scientifique et les apports de I'étude ;

- le second porte sur I'obtention des équations modales pour le couplage de deux
systemes élastodynamiques continus quelconques. Des exemples composés de poutres et de
plagues couplées entre elles sont montrés pour illustrer la double formulation modale. Des
applications numériques sur ces mémes exemples permettent d’étudier la convergence des
séries suivant les caractéristiqgues des systemes ;

- le troisieme introduit la reformulation du modele SEA par la prise en compte de la
répartition des énergies modales ;

- le quatrieme est consacré a rechercher et a analyser les limites du modéle SmEdA.
Certaines hypotheses de la SEA qui sont également posées par le modele proposé sont alors
analysées ;

- le cinquieme montre, pour différentes configurations de couplage, I'intérét du modéle
SmEdA. Des comparaisons avec des résultats du modéle SEA et des résultats de la littérature
sont proposeées ;

- le dernier présente I'application du modéle SmEdA en connexion avec les Eléments

Finis. La technique de calcul des CLF & partir des modéles Eléments Finis des sous-systémes
est décrite et les résultats sont comparés a d’autres approches.
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DECOMPOSITION MODALE PAR L'UTILISATION D'UNE
DOUBLE FORMULATION

1. Buts du chapitre

L'objectif principal de ce chapitre est de proposer une formulation permettant
d’obtenir, dans un cas général, des équations modales en cohérence avec le schéma de
couplage modal SEA. L'approche présentée ici, basée sur une double formulation n’est pas
classique pour les systemes mécaniques couplés. Toutefois, la double formulation est
'approche standard utilisée pour étudier le couplage entre une cavité acoustique et une
structure mécanique (voir [FAH69], [FAH70a], [LYO62]). Chaque fois que cela sera possible
nous ferons référence a ce cas pour faciliter la compréhension de la décomposition. La
présente formulation est également basée sur les travaux de Karnopp. En effet, en référence
[KAR66], Karnopp initie l'utilisation de la double formulation (énoncée par Crandall et al.
[CRAG68]) au couplage de deux systemes mécaniques et applique la méthode au couplage de
deux poutres de section identique et vibrant longitudinalement. On présente ici une
généralisation de cette approche au couplage de deux systemes élasto-dynamiques continus

guelconques.

En deuxieme partie de ce chapitre sont développées les relations entre les énergies
totales des sous-systemes, les énergies modales et les énergies associées aux amplitudes
modales de la double formulation.

Enfin, en derniére partie sont proposés quelques exemples simples permettant de se
familiariser avec la double formulation et d’étudier numériqguement la convergence des séries
modales en fonction de différents parameétres des systemes.

2. Double formulation modale

2.1. Description de la structure

On considére un systéme composé de deux sous-systemes élastodynamiques continus
couplés rigidement sur une surfa8g, ... Comme représente figure 2.1.
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V! (resp.V?) représente le volume occupé par le sous-systéme 1 (resp. sous-systéme 2).
Sticacrce €1 Stie (r€SP. SEcree €1 S%e) SONt les surfaces aux frontiéres avec les
déplacements bloqués et les déplacements libres pour le sous-systéme 1 (resp. sous-systeme
2). Dans un souci de simplification, on ne considere dans un premier temps que les vibrations
libres des systemes conservatifs.

En coordonnées lagrangienneg, (i=1,2,3), on définit sur les surfaces frontieres au
volume V* (resp.V?) le vecteur unitairen* (resp.n®) normal & la surface et dirigé vers
I'extérieur du volume. Les variableg/* etWZ(izl,Z,i} sont supposées représenter les
déplacements dang' et \?, respectivementaijl etqf sont les tenseurs de contraintes et
g; ete?, les tenseurs des déformations, associés respectiveMeet\¥. S;; etS}, sont les
tenseurs des souplesses associés aux matériaMx eeV?, respectivementp® et % les
masses volumiques des matériaux\vieet V2 sont supposées indépendantes du temps. On
considere les mouvements de la structure entre les tewipis définis arbitrairement.

SZ

Encastrée

2
SLibre

V2

S

Couplage

1 1
V SLibre

X3
X2
Sl

Encastrée

X1

Figure 2.1. Représentation du couplage des deux sous-systemes continus tridimensionnels.

Les conditions de continuité sur la surface de coupBgg,... peuvent étre exprimées

par :
VVil :VVi2 sur SCoupIageX]tO’tl[’ (2.1)
aijl n} +O-'j2n12 = O sur SCouplagex]to’tl[ . (22)

n} (respnf) est la jeme composante du vecteur normal extérieur pour le sous-systeme

1 (resp. sous-systeme 2).
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2.2. Sous-structuration

Pour la sous-structuration du probléme, il est maintenant nécessaire d’imaginer que
I'on sépare ces deux sous-systemes et que I'on prescrive des déplacements ou des efforts sur
Scoupiage POUr Chague sous-systeme. On déffif, ... (resp. S,y COMMe la surface de
couplageS,, ... affectée au sous-systeme 1 (resp. sous-systeme 2).

On choisit de prescrire des effoR§ sur S, PoUr le sous-systeme 1 et des
déplacements\ °sur S, POUr le sous-systéme 2 (voir figure 2). On peut donc écrire les
conditions aux limites suBg,, ... POUr le sous-systéme 1 par :

ot =S sUr Sty X oot (2:3)

et, sursémpla,‘;,e pour le sous-systeme 2 :

Vvi2 VVI ¢ sur SCzouplage X ]tO ’tl[ ' (24)

Remarque : Pour le couplage structure mécanique-cavité acoustique, les conditions aux
limites prescrites pour la cavité sur la surface de couplage sont les déplacements imposés par
la structure (comme pour le sous-systeme 2), alors que les conditions aux limites prescrites
pour la structure sur la surface de couplage sont les efforts (pression) imposés par la cavité
(comme pour le sous-systeme 1).

Sous-systéme 2

T Fc 4

Sous-systéeme 1

Figure 2.2. lllustration de la séparation fictive entre les deux sous-systémes.
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A partir des équations fondamentales de la mécanique des milieux continus, on peut
écrire pour chague sous-systeme le probleme décrivant le comportement dynamique de celui-
Ci.

Pour le sous-systéme 1, les équations suivantes constituent le probleme 1 :
- Equations du mouvement :
a°W?
1 ! :0'.1

dtZ ij.]

dansVv?® x Jt,.t,[ . (2.5)

- Loi de comportement pour un solide élastique linéaire :
1
£ = 56/\4?] *WY)=shol  dansv x .t (2.6)

- Conditions aux limites :

Ui} n} =0  surSj,. X]t0’t1[’ (2.7)
VVil =0 sur Séncastréex ]to ’tl[ ’ (28)
O-i} n} = IEiC sur S(1:ouplagex]'[O’tl[ . (29)

Et pour le sous-systeme 2, on a le probleme 2 :
- Equations du mouvement :

2 2
2 O _ 2 dansV2 x Jt,.t,[ . (2.10)

X’ =0y

- Loi de comportement pour un solide élastique linéaire :
1
5u‘2 = 56/\/'21 +Wj2,i ): S|j2k| oq dansv? X]to’tl[- (2.11)

-Conditions aux limites :

aijznjz =0  sur Sfibre X ]to,tl[, (2.12)
Vvi2 = 0 sur Séncastréex ]tO 7tl[ ! (213)
VVi2 =Vvic sur Sczouplagex ]tO’tl[ ) (214)

2.3. Formulations variationnelles des problemes utilisant la
fonctionnelle de REISSNER

Pour chaque sous-systeme, il est possible d’exprimer le probleme dynamique en
utilisant le principe de Reissner. Ces formulations variationnelles ([NAI71], [SAA74])
facilitent l'introduction des séries modales. De plus, l'utilisation de ce principe exprimé en
variables mixtes nous permet de traiter les deux problémes simultanément. (On pourrait
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également utiliser le principe de Hamilton pour un sous-systéme et sa forme complémentaire
pour le second (voir [CRAGS])).

Pour le probleme 1, la fonctionnelle de Reissner assokﬂk@v g ) peut étre

exprimée par (voir en références [DYM73], [DES83], premiere forme de la fonctionnelle de
Reissner) :

wifwhol): oixsh - O
wl’ai}) - LIJ I’ I}) (2 15)

t1 1 E
.o @[% E‘N—Vg o} +W1)+20.,8.,1.ak|giv—smjm:e%/vlds%dt

Et les espaces admissibles associés sont :
QL (vt t) = (Wi /W2 DR V) WE = 018 e (2.16)
ZlRéllx]to,tl[) {a | o; =0;,;0; DLzél ) on, —OISﬁlbm}, (2.17)

ou I'espace F(Vl) est 'espace de Sobolev engendré par les fonctions de carré intégrable sur
V! et dont les dérivées premiéres au sens de la théorie des distributions sont aussi des

fonctions de carré intégrable 3l

Le probleme constitué par les équations (2.5-2.9) peut étre remplacé par chercher
W eto; dans leur espace admissible respe@fifet>; tels qu'ils rendent la fonctionnelle

Wl .1,05) stationnaire.

De la méme maniére, pour le probleme 2, la fonctionnelle de Relﬂﬁ(wi ,g )

peut étre exprimée par (voir en référence [DES83], seconde forme de la fonctionnelle de
Reissner) :

wzfwz,o?): 0ixs2 - O
w2or) - wiw?.of) (2.18)

tlg W2 2
I, tDZ p o E

0

t,

|JJ

U
1
+07 WP+ 50 °Sh 0 ,Eiv— IW n’dS

I @_D]ZI

2
SCouplage
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et les espaces admissibles associés :
gz?iélzx]‘:O’tl[):{V\/i2 /Vv|2 O Hlélz) VVi2 :O/SZEncastré} ! (219)
Zéé/zx]to,tl[)={aijz oy =0};0;0 L26/2);O-ij2,j O Lzé/z);aijznj =0/ Sl_zibre}’ (2.20)

ou H16/2) est I'espace engendré par les fonctions de carré intégrabl =ir dont les
dérivées premieres au sens de la théorie des distributions sont aussi des fonctions de carré
intégrable suv?.

Dans ce cas, le probleme constitué par les équations (2.10-2.14) peut étre remplacé par

(:hercherV\/izetaij2 dans leur espace admissible respe€ff et>2 tels quils rendent la

fonctionnelle W2 6/\/2 : aif) stationnaire.

2.4. Modes des sous-systemes déecouplés

2.4.1.Définition des conditions aux limites des sous-systemes

Dans un premier temps, nous allons utiliser une décomposition modale des différents
champs pour résoudre séparément les deux problemes variationnels précédents. Pour chacun
des problémes, l'ensemble des déformées modales qui seront considérées dans la
décomposition modale engendrera des sous-espaces des espaces admissibles associés a chaque
probléme variationnel. Les solutions approchées des probléemes variationnels seront trouvés
dans ces sous-espaces des espaces admissibles.

La définition des modes de chaque sous-systeme doit étre posée de fagon judicieuse
afin de pouvoir réunir les deux problemes dans un second temps. En effet, la réunion des deux
problémes sera possible si la décomposition modale du champ de déplacements du sous-
systeme 1 permet de déterminer les déplacements excitateurs du sous-systéme 2 (moyennant
la relation de continuité (2.1)), et si, inversement, la décomposition du champ de contraintes
du sous-systeme 2 permet de calculer les forces excitatrices du sous-systéme 1 (moyennant
(2.2)). Pour cela, les sous-espaces des espaces admissibles, et par conséquence, les modes des
sous-systemes doivent étre choisis de maniere adéquate.

Classiquement, il est effectué une décomposition dans la base des modes libres
satisfaisant les conditions cinématiquement admissibles. Le théoreme du développement (voir
[ROS84]) assure alors la convergence des séries liees aux déplacements dans I'espace
cinématiguement admissible. Les modes du sous-systeme 1 sont choisis comme étant ces
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modes libres. C'est-a-dire qu'ils sont déterminés avec des contraintes null&, suf,

(comme représenté figure 2.3 (a)). On les appelle les modes du sous-systéeme découplé-libre
ou tout simplement les modes libres. lls respectent les conditions cinématiquement
admissibles du probléme 1 et ils autoriseront le calcul des déplaceme®s, syt & partir

de la série modale. (Dans le cas du couplage structure-cavité, ils correspondent aur-modes
vacuode la structure.)

Par dualité entre les déplacements et les contraintes, les modes du sous-systeme 2 sont
choisis tels gu’ils aient des déplacements nulsﬁ,{fp,age (comme représenté figure 2.3 (b)).
On les appelle les modes du sous-systeme découplé-bloqué ou brievement les modes bloqués.
Ces modes respectent les conditions d'admissibilité sur les contraintes du probleme
variationnel 2 ce qui permettra de calculer les contraintessgdglage a partir de la série
modale. (Ce sont les modes de la cavité acoustique déterminés avec les parois bloquées pour
le couplage structure-cavité.)

V4 Vo4
(a) (b)

Figure 2.3. Représentation des sous-systemes découplés. (a) Sous-systeme 1 découplé-libre.
(b) Sous-systeme 2 découplé-bloqué.

D’un point de vue SEA, il est nécessaire qu’'un couplage faible soit effectif entre les
deux sous-systemes, c’est-a-dire que les mobilités d’entrée des deux sous-systemes soient tres
différentes au niveau d§,,,,... Le choix de quel sous-systeme avec quelles conditions aux
limites trouve sa réponse en référence [FAH97$ous des conditions de couplage faible, les
modes du systéme sont ‘localisés’ dans le sens gu’ils ressemblent de pres en fréquences
propres et en déformés aux modes des sous-systémes découplés (avec les conditions aux
limites appropriées).» Donc les modes des sous-systemes découplés doivent étre choisis tels
gu’ils ressemblent aux modes physiques de la structure globale. Dans le cas du couplage
faible, il y a une rupture d’impédance entre les deux sous-systemes qui conduit a ce qu’un
sous-systeme vibre plutét librement alors que I'autre vibre plutét comme s'il était encastré sur
la surface de couplage. Les modes libres sont alors les modes physiques du sous-systeme qui
vibre plut6t librement et les modes bloqués sont les modes physiques de l'autre sous-systeme
qui vibre comme s'il était encastré sur la surface de couplage.
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2.4.2.Calculs et propriétés des modes propres

Les problemes aux valeurs propres respectés par chacun des champs s’obtiennent a
partir des équations du mouvement, de la loi de comportement et des conditions aux limites
exprimées en variables mixtes.

- Le probleme aux valeurs propres respecté par le champ de déplacements d’'un sous-

systemen (probléme primal) se déduit de :
oW 1 _, 1

pa ot2 =Es‘likl 6Nko,[| +Vv|?k)1

+ conditions aux limites.

dansV“, (2.22)

- Le probleme aux valeurs propres respecté par le champ de contraintes d’'un sous-
systemen (probleme dual) se déduit de :
620'? -1
! TZI = S;I[(I (O-I(:m,m,l + O-I[:n,m,k)1 (222)

+ conditions aux limites.

Jo)

Ces deux problemes (primal et dual) ont été tirés du méme probléeme exprimé en
variables mixtes (équations du mouvement, loi de comportement, conditions aux limites). En
général, le probleme en variables mixtes est donc respecté par les solutions des deux
problémes a champ unique. Cependant, on peut noter qu’une solution du probleme dual ayant
une valeur propre nulle peut exister (suivant les conditions aux limites) et ne pas avoir
d’équivalent dans le probléme primal. Elle ne respecte alors pas le probléme en variables
mixtes. Pour une cavité, elle correspond au mode de Helmholtz que I'on retrouve en terme de
pression et pas en terme de déplacement. Cette solution ayant une fréquence propre nulle, elle
apportera une contribution négligeable dans la décomposition modale (non résonnant) des que
d’'autres modes seront résonnants. Les calculs SEA ne tenant compte que des modes
résonnants nous ne détailleront pas ici ce cas particulier. Nous prenons donc le probleme en
variables mixtes pour définir les déformées propres en déplacement et en contrainte de chaque
mode.

On définit le schéma modal :

- pour le sous-systeme 1 découplé-libre :
1 . H
Ltv, :la pulsationpropredu modep,

~
g.’iijlp (M ) :ladéforméeencontraintedu modep,

(M) :ladéforméeendéplacemerrdu modep et
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avec le probleme en variables mixtes constitué des équations s@m@ :

1 A7lp — =1 1
- p'(w W = dansv' (2.23)
% NP W)= SL Y dansv?, (2.24)
O.lpn = O Sursilbre’ Vvilp = O sur Séncastree J O-lpn = 0 sur S(liouplage ’ (225)
- pour le sous-systeme 2 découplé-bloqué :
2. H
[to; :la pulsationpropredu modeg,
%qu (M ):la déforméeendéplacemerdu modeq et
%’ffq (M ):la déforméeencontraintedu modeg,
avec les équations suivant@asj # 0) :
-p2(w§)2W2q =g;% dansVv®, (2.26)
; % +qu) Su0y  dansv?, (2.27)
5ij2qnj2 =0 sur S?ibre ’ Vvizq =0 sur Séncas.trée ’ VT/izq =0 sur Séouplage . (228)

Ces modes ont les propriétés d’orthogonalité suivantes (voir [GUY84]) pour le sous-
systemen :

J’wwp“W“”W"qu Kyd,, a=12, (2.29)
Ia“psljf(,aqudv Kpd,, a=12, (2.30)
Ia,fij"qu Kis,, a=1.2, (2.31)

[ Lo sim v =kes, a=12, (2.32)

o

ou K est la raideur généralisée du mdgu sous-systeme,
etd,, estlesymboledeKronecker(d ,, = Osip#q,9,, =1sip=q).

La premiere est la plus répandue ; les trois autres peuvent étre déduites de (2.29) a
partir des équations définissant les problemes aux valeurs propres de chaque sous-systeme et
par intégration par partie.

Les pulsations propres peuvent étre exprimées par :

a

“ P a=12 (2.33)
p

ol M est la masse géneralisée du mpdie sous-systeme.

w
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Remarque : Les modes du sous-systeme 1 découplé-libre respectent les conditions
d’admissibilité sur les déplacements du probleme variationnel 1; donc, I'ensemble des
déformées propres en déplaceméﬁitlp(M ) p:1,2,...,oo} constitue une base d@;. De
méme, les modes du sous-systeme 2 découplé-bloqué respectent les conditions d’admissibilité
sur les contraintes du probleme variationnel 2. L'ensemble des déformées propres en
contraintes {&'fq (M ),q:1,2,...,oo} constitue une base de=% (en tenant compte
éventuellement du mode en contrainte de fréequence propre nulle).

2.5. Décomposition modale de la solution

En décomposant les déplacements et les contraintes de chaque sous-systeme dans les
bases modales, on peut écrire :

[

WA 1)= 3 @0 (M), 03 (W.1)= 3 B ()57 (), (2.34)

n= m=.

W2(M )= gaf (tW> (M), o7 (M.1)= gbﬁ (tho;°(m). (2.35)

Les décompositions vont nous permettre de trouver des solutions faibles des deux
problemes (2.5-2.9) et (2.10-2.14) en utilisant le principe de Reissner. Ces solutions seront
faibles car les sous-espaces engendrés par les déformées modales n’autoriseront pas la
vérification de I'équation (2.9) pour le probleme 1 et de I'équation (2.14) pour le probleme 2.

Introduisant les décompositions (2.34-2.35) dans les principes variationnels (2.15-
2.17), (2.18-2.20), et avec les propriétés d’orthogonalité de modes (2.29-2.32), les solutions
sont alors obtenues par trouver les variables amplitudes modales qui rendent stationnaires les
fonctionnelles de Reissner. C'est-a-dire que les amplitudes modales doivent satisfaire les
équations d’Euler associésaa, b}, (respa’,b’ pdur le sous-systéme 1 (resp. sous-systeme
2).

4

4
Soit [ F(qj (t).q, (t))dt la fonctionnelle a rendre stationnaitef F(qj (1), ¢, (t))dt= 0.
[ [

On rappelle que I'équation d’Euler associée a la varighlg est alors donnée par :

fa: 5 Fl 00 0)-G - Fa 0 o (2:36)
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On obtient finalement pour le sous-systeme 1 :
1

K
Jat i ———P § K b1 FC\Nlpds 0, 2.37
T Y f @37
/o) —Kiah(t)+ Kb (t)=0 (2.38)

et, pour le sous-systeme 2 :
2

K
la; : -@éé(t)—Kébé(t)w, (2.39)
q

b2 —KZaZ(t)+ K22 (t JW G.n?dS=0. (2.40)

S(:ouplage

En accord avec la double formulation utilisée par Karnopp, on doit décrire le
comportement du sous-systeme 1 avec les amplitudes modales de la décomposition du champ
des déplacementa;(t), et celui du sous-systeme 2 avec les amplitudes modales de la
décomposition du champ des contraintb§(t). Ceci est analogue au couplage cavité-
structure ou la pression est la variable qui décrit le sous-systeme avec les modes bloqués (la
cavité), alors que les déplacements sont les variables qui décrivent le sous-systéme avec les
modes libres (la structure). Donc en combinant la dérivée seconde par rapport au temps de
I'équation (2.40) avec (2.39), et (2.37) avec (2.38), on arrive & :

a;(t)+(w;)2a;(t):Mi [Fewds, (2.41)
P Scaupge
B2(t)+ (w2 Y b2(t) = —o— ! “GntdS.
q al g ( ) I\N (2.42)
q Scouplage

2.6. Vibrations libres des sous-systemes couplés

Les equations (2.41) et (2.42) peuvent décrire le couplage a travers des efforts spécifiés
sur le sous-systéme 1 et des déplacements sur le sous-systéme 2. Pour exprimer les conditions
de couplage, on doit dire que les efforts spécifiés agissant sur le sous-systeme 1 sont opposés
au tenseur des contraintes du sous-systeme 2 sur la surface de couplage (voir équation (2.2)),
et, que les déplacements prescrits sur le sous-systeme 2 sont égaux aux déplacements du sous-
systeme 1 sur la frontiére de couplage (voir équation (2.1)). Il est maintenant aisé d’exprimer
les déplacements et les efforts sur la surface de couplage en utilisant les décompositions
modales :

=-3 b2 (t)o."n? surst (2.43)

ouplage?
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WC = Z ar1 (twlr sur Séouplage' (244)

Injectant (2.44) dans (2.42), et (2.43) dans (2.41), on arrive au systeme d’équations :

1)+ (wh fal )= Mi ibf;(t) [w*aimids,  OpOfL...ed,
% . p m; Scouplage (245)
2(t)+ (2 2t) = —o— S &) (W¥G@n%dS, OgqO[L...o.
B0+ L 60= oy 280 [arnes. ek

Pour obtenir un systéme d’équations en concordance avec le schéma de couplage
modal SEA, il est nécessaire d’effectuer le changement de variable :
b2(t)=¢2(t). (2.46)

Remarque : Pour le couplage structure-cavité, la pression est remplacée par un
potentiel de vitesse qui compte tenu de la loi d’Euler dans le milieu fluide revient a un

changement de variable similaire a celui effectué ici (voir [FAH85] page 251).

Finalement, on peut écrire les équations régissant les vibrations libres des sous-
systemes couplés :

w0+ fa0= o Sel) (iraies,  Cpof..e]

|:| M p SCoupIage (2 47)
U 1 . '

.2 2Pe2(f\=_ - 21 NI 520 24S , o).
E:q (t) + (wq ) Cq (t) (w§ )2 M qz Z a‘r (t)SCJ:::f Uu nj Dq O [1' oo[

On remarque qu’il n'y a pas de ‘couplages directs’ entre les modes d’'un méme sous-
systeme a la différence des formulations en déplacement (voir [CRAT71], [MAX98]). En effet,
d’un point de vue formel, le mogedu sous-systeme 1 (resp. mapdu sous-systeme 2) est
couplé avec les modes du sous-systeme 2 (resp. sous-systeme 1) mais n’est pas couplé avec
les autres modes du sous-systéme 1 (resp. sous-systéeme 2). Ceci est un avantage de la double
formulation et repose sur le fait que, pour chague sous-systeme, les modes vérifient les
conditions d’admissibilité propres a ‘la variable’ considérée pour décrire le comportement
vibratoire du sous-systeme. En effet, le sous-systeme 1 est décrit en déplacement, les modes
libres vérifient les conditions sur les déplacements (cinématiques) ; le sous-systeme 2 est
décrit en contrainte, les modes bloqués vérifient les conditions d’admissibilité sur les
contraintes. Les décompositions considérées par la double formulation modale peuvent alors
étre utilisées directement pour évaluer les termes de couplage (déplacements, forces) ce qui ne
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peut étre fait en utilisant une formulation & champ unique en déplacement. En effet, dans ce
cas, pour évaluer les efforts de couplage a partir des modes bloqués et de la décomposition
modale du champ de déplacements, il est nécessaire de dériver des fonctions discontinues (par
le théoréme de dérivation des fonctions sauts), ce qui se traduit finalement, par des couplages
entre les modes d’un méme sous-systéme (voir [MAX98], p.10-15).

Une breve synthése de la formulation qui vient d’étre développée est présentée sous
forme synoptique figure 2.4. Cette formulation est appelée double formulation modale ou
DMF (Dual Modal Formulation).

STRUCTURE GLOBALE

Sous-structuration

| Sous-systéme 1| | Sous-systéme 2 |
| 0 prescrit SUSouplage | | Ui prescrit SUSoupiage |
Formulation variationnelle (Reissnet®forme) | | Formulation variationnelle (Reissnél forme) |

v v

Calcul des modes du sous-systéeme découplé-lifre Calcul des modes du sous-systéme découplé-blogué
(conditions d’admissibilité sur les déplacements (conditions d’admissibilité sur les contraintes)

v v

Décompositions modales des champs de déplacerinen Décompositions modales des champs de déplacer}nents
et de contraintes, stationnarité de la fonctionnelle|de | et de contraintes, stationnarité de la fonctionnelle|de

Reissner Reissner
Substitution des amplitudes modales liées aux Substitution des amplitudes modales liées aux
contraintes déplacements

v v

Calcul des déplacements sur la surface de coupldge § Calcul des efforts sur la surface de couplage a partir de
partir de la décomposition modale la décomposition modale

oy

Relations de continuité

Equations modales du mouvement reliant les amplitudes modales des déplacements du
sous-systéme 1 avec les amplitudes modales des contraintes du sous-systéme 2

Figure 2.4. Présentation synoptique de la double formulation modale.

61



CHAPITRE 2

2.7. Vibrations forcées des sous-systemes couplés

En introduisant des termes d’excitation et d’amortissement dans (2.47), on obtient un
systeme d’équations décrivant la réponse forcée des sous-systemes couplés a partir des
amplitudes modales des modes des sous-systemes découplés :

U w _ Fl
w0 8,840+ @50+ o YA [ Wrarias=
p m= p

L Scouplage
0
OpOft,... o,
] L POl ) (2.48)
2(t)+ 0262 () + (w2 ] 2 (t) - —o— S atlt) [ WYF2n?dS=—2—
HO A0 g 0 O
H OqO[L,...,o,

ou on a introduit des amortissements modaux de type visqueux par les bandes
d’amortissement modalasf‘p etA'f] , et les excitations extérieures par des forces généralisées.

En posant pour chaque couple de mogey (

Wi = [W*gienids, (2.49)
S:ouplage

le systeme d’équations peut se réécrire :
1

0 .
o 1)+ 0,25 )+ (o Py 0+ > W, - ;_ IpOfL...od,
P S (2.50)
- F
2(1)+ 8262 1)+ (02 F o2 () - —a— S A W2 =, OqO[L....cd.
q() qq() (q) q() (wg)zMerl ( q ((U;)ZM; q [ °°[

|

O

Du point de vue physique, il est important de noter que le twﬁereprésente un
travail échangé par le pieme mode libre du sous-systeme 1 et le gieme mode bloqué du sous-
systeme 2. On appellera donc ce terme le travail d’interaction modale. Ceci a été démontré
dans un cas général de sous-systemes mécaniques continus tridimensionnels, et peut donc étre
accepté comme un principe de base qui s’applique aux modeles simplifiés de poutres, de
plagues et de coques. Pour ces cas, on devra considérer le travail d’interaction associé aux
variables en dualité introduites dans les modeles 1D et 2D (force-déplacement, moment-
rotation, etc.).

Pour des excitations par des efforts impo&€s°sur une surfaces; ...,
systeme 1, et pour des excitations par des vitesses imp‘x?,§é‘ias,V;ViExC sur une surface

du sous-

St ciaion dU SOUs-systéme 2, on peut exprimer les ‘forces’ généralisées en reprenant la
démarche des paragraphes 2.2 a 2.6. Tout calcul fait, on obtient :
Fo= [JRZWT S, (2.51)
Séxcitalion
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F2= [Vginids. (2.52)

2
SExcitation

2.8. Vibrations harmoniques des sous-systemes couplés

Pour permettre des comparaisons par la suite, on calcul la réponse vibratoire des sous-
systemes couplés soumis a des excitations harmoniques.
On impose un effort harmonigue =(w)e’ sur la surfaces;

Excitation

du sous-systeme 1,

et une vitesse harmonique™(w)e!“ sur la surfaces?

Excitation

du sous-systeme 2. Considérant

le régime stationnaire, on pose :
a (t)= A (w)e'™, c2(t) = CZ (w)e'™. (2.53)

Le systeme d’équations (2.50) s’écrit alors :

| IEiExc(wWIpdS
— w0 + it 1 2) N 1 & W2 = Stycitation ,
: W + jad, + () p(w)+M;nZleCm(w) - v
0 OpOfL,...ed, (2.54)
0 V, ()5 2n2dS
T N . R L
O (wq) Mq r= (wq) Mq
H OqOfL,....ed.

On déduit la réponse harmonique en déplacement du sous-systéeme 1 en Mt point
00 - ) |:|
1 — 1 1
WM.1)= RS A (I (M) (255)
et la réponse harmonique en contrainte du sous-systeme 2 en ux’point

o(M't)= Rqéi jaC(w)g e (M e E. (2.56)

3. Energie totale d’'un sous-systéme

3.1. Energie totale et énergie modale

L’énergie totale instantanée d’'un sous-systémest définie comme étant la somme a
un instant de I'énergie cinétique instantanée et de I'énergie potentielle instantanée :

ES(t)=EJ()+E(). (2.57)
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L’énergie cinétique instantanée du sous-systarsexprime par :

Iz %aédv (2.58)

En utilisant la décomposition modale du champ de déplacements qui converge au
moins au sens faible vers la solution, on a:

2
== [p° Qzag (W Hav, (2.59)
2v°’ £ 0
ou on ne fait pas apparaitre les variables spatiales.

A partir de la relation d’orthogonalité des déformées modales (2.29), on déduit de
(2.59) :

12 a
ES(t)= Sy M: O (2.60)
c'est-a-dire,

EJ()=) EX(Y), (2.61)

n=1

ol E™ (t):%Mg(aﬁ (t)f est appelée I'énergie cinétique modale instantanée du mdde

sous-systema.

L’énergie potentielle instantanée du sous-systars@xprime par :

E“ (t Iau sy ogdv. (2.62)

A partir de la décomposition modale du champ de contraintes qui converge au moins
au sens faible vers la solution, on a :

E7(t)=> IQZ be ()5 Es,,kl %Zb" ()5 va (2.63)

Compte tenu de la relation d’orthogonalité des déformeées propres (2.30), on a:

£ 0)=5> i br 0 264
c'est-a-dire,
Edt)= Z Eo(t). (2.65)
1

ot E™(t)==K¢ (bf () est appelée I'énergie potentielle modale instantanée du mede

sous-systema.
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Finalement, on a :

00

Ef ()= E™(t), (2.66)

n=1

ol E™(t) est I'énergie modale du modedu sous-systéme, définie comme étant la somme

de I'énergie cinétique et I'énergie potentielle du mode

En conclusion, I'énergie totale d’'un sous-systeme est égale a la somme des énergies
modales de tous ses modes. Dans la pratique, nous verrons que pour des excitations tronquées
sur une bande de fréquence donnée et pour un choix de type de modes adéquat, I'énergie
totale peut étre déterminée approximativement en sommant les énergies des modes
résonnants.

3.2. Propriétés énergétiques associées aux amplituadg et c’(t)

Le systeme d’équations (2.50) peut étre interprété comme représentant le couplage
d’'un ensemble d'oscillateurs (modes) associés au sous-systéme 1 avec un autre ensemble
d’oscillateurs associés au sous-systeme 2. Les couplages entre ces oscillateurs portent sur les
dérivées premieres par rapport au temps des amplitudes et ne conduisent pas a de la
dissipation d’énergie a la difféerence du couplage visqueux. Ce type de couplage est
généralement appelé couplage gyroscopique ou couplage gyrostatique (voir [FAH85]).

Compte tenu de (2.50), 'amplitude moda:l%(t) de la décomposition du champ de
déplacements du sous-systeme 1 peut étre rattachée a I'amplitude de déplacement d’un
oscillateur associé dont la masse est égale a la masse généralisée et la raideur est égale a la
raideur généralisée. Dans ce cas, on identifie immédiatement I'énergie cinétique de cet

oscillateur a I'énergie cinétique modale, et son énergie potentielle a I'énergie potentielle
modale. L'énergie totale de I'oscillateur représente donc bien I'énergie modale totale.

Pour le sous-systeme 2, les parametres qui doivent étre associés a l'oscillateur ne sont
pas classiques (a la différence du sous-systeme 1). Quelques calculs sont donc nécessaires
pour identifier ce qui est représenté par I'énergie cinétique et I'énergie potentielle de
I'oscillateur associé.

Y244 /.
Figure 2.5. lllustration de I'oscillateur associé avec le giéme mode bloqué.
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On noteM, la masseX, la raideur ey(t), 'amplitude de I'oscillateur.
Par identification a partir de la forme de (2.50), on associe les paramétres modaux du

gieme mode bloqué aux parametres de l'oscillateur comme représenté figure 2.5 : la masse de
I'oscillateur,M, est égale a la raideur modal€? ; et la raideur de I'oscillateuk, est égale a

(k2)

MZ
L’énergie cinétique instantanée de 'oscillateur peut étre exprimée par :
£ ()= MOOF = 2K 0 (267)
En introduisant la relation (2.46), on obtient :
E.(t)= % k2(2)). (2.68)

Donc, I'énergie cinétigue de l'oscillateur associé correspond a I'énergie modale
potentielle du gieme mode bloqué.

Pour I'énergie potentielle de 'oscillateur, on peut écrire :

0= 20 =2 ey (269

Injectant (2.46) dans (2.39), et en intégrant une fois par rapport au temps en tenant
compte que I'on considere un processus stationnaire, on a :
M2
c2(t)= —K—gaj(t). (2.70)
q

En injectant dans (2.69), cela donne :
1 .
E ()= M 0F . (2.71)

L’énergie potentielle de I'oscillateur associé correspond a I'énergie cinétigue du mode
g. Il est cependant important de noter que I'énergie totale de l'oscillateur associé est égale a
I'énergie modale totale.

On remarque que le fait qu'il n’y ait que des couplages gyroscopiques entre les
oscillateurs (modes) permet de n’avoir aucune ambiguité sur la définition et I'équivalence des
énergies des oscillateurs a la différence des autres types de couplage qui influencent soit sur
I'énergie cinétique (couplage par inertie) soit sur I'énergie potentielle (couplage en raideur).

3.3. Moyenne temporelle des énergies
On note pak X >, la moyenne temporelle d’un signé(t) définie par :

+T
<X >t:TILrDm%IX(t)dt. (2.72)
T
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D’apres la linéarité de I'intégration et a partir de I'expression (2.66), on peut écrire la
moyenne temporelle de I'énergie totale d’un sous-systésmis la forme :

<E/ (1) >= i< > (2.73)
n=1
avec pour le sous-systeme 1 décrit par les amplitudes mcaj,e(tés
170, iy, 1 2]
<EM >t:EJT§M;(at(t)) +§K;(a;(t)) i, (2.74)

et pour le sous-systéme 2 décrit par les amplitudes monﬁa(tés

+T 9 Kz 2 5 2|:|
<EZ >t:%l§K§(C§(t)) +%(M"§) (20) Eﬂt. (2.75)

3.3.1.Cas des excitations harmoniques
En régime harmoniquee'®, on peut déterminer les moyennes temporelles des

énergies modales par :
<E7 > =1w o+ (0] R @A) (2.76)

1 2 —
<E% > =2k + (02 2 06 ). @.77)
ol A} (w)etC?(w)sont les amplitudes modales obtenues en résolvant le systeme (2.54), et
A (w)etC? (w) sont les quantités complexes conjuguéegier)etC: (w).
Pour des excitations harmoniques données, on peut, en résolvant le systeme
d’équations (2.54), déterminer les énergies modales moyennées dans le temps de chacun des

sous-systemes. Les énergies totales des sous-systemes, moyennées dans le temps, peuvent
ensuite étre déduite en additionnant les énergies modales.

3.3.2.Cas des excitations aléatoires

On considere dans ce paragraphe des excitations aléatoires ergodiques définies sur une
bande de fréquencEwl,wz] ([CRAB3]). L'excitation du sous-systeme 1 s’effectue par une
source de force avec pour densité spect&ll,g(w) et pour le sous-systéme 2 par une source
de vitesse avec pour densité spect@le (w).

Les énergies modales en réponse a ces excitations a la pulsatiaou plus
précisément les densités spectrales des énergies modales sont données par :

E}p(w):%M;(w? +W ¥, @) (2.78)

adp

£(0)= 2K + 0 s (@), (2.79)

ou S, , (w) (respS.... (w)) est la densité spectrale d&(resp.c?) définie pourw>0.
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En considérant les densités spectrales nulles en dehors de la bande de fréquence
considérée, on peut écrire :

<EP > = I EX (w)dw et <EX >:TEt2q (w)dw, (2.80)
wy wy
c’est-a-dire :
1 _ 1% 1{, .2 1\?

<E">=2[M o2 + (1) )sa%alp (@Hw, (2.81)

w
<EX > = %TKE(@Z + (ouj)2 )chcg (whw. (2.82)

Wy

A partir de ces expressions, on peut déterminer les énergies modales moyennées dans
le temps pour des sous-systemes excités par des sources aléatoires ayant des densités
spectrales nulles en dehors de la barde {u]. En pratique, on ne peut pas facilement
accéder aux densités spectrales des amplitudes modales. On va donc approcher les résultats
par échantillonnage des spectres d’excitations en fréequence et en évaluant les amplitudes
modales pour des excitations harmoniques déterministes.

4. Exemples d'applications

Nous présentons dans cette partie des applications de la double formulation modale.
Trois exemples, de difficultés croissantes, sont proposés :

- le premier porte sur un couplage similaire a celui présenté par Karnopp [KAR66] :
couplage rigide de poutres vibrant longitudinalement. On vérifiera alors que I'on retrouve bien
les mémes résultats que Karnopp ;

- le second consiste en un couplage rigide de deux poutres vibrant en flexion pure. On
s’attachera a étudier la convergence des séries modales en fonction des rapports de section
ainsi que des conditions aux limites au niveau de la jonction de couplage ;

- le dernier porte sur un couplage de deux structures bi-dimensionnelles (plaques).

4.1. Couplage rigide de deux poutres vibrant longitudinalement
L1 L2

Poutre 1 Poutre 2

e "

Figure 2.6. Coplage de dewpoutres de sections ftierentes vibrant logitudinalement,
encastrée en x=0, libre en xztL,.
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On considere le systeme représenté figure 2,6S,,p,,E, sont respectivement, la
longueur, la section, la masse volumique et le module de Young de la po(gtre 1,2). On
s’intéresse aux vibrations libres du systeme conservatif. On suppose que les deux poutres sont
constituées du méme matérial, € E, = E, p, = p, = p) et que la poutre 1 est plus grosse
que la poutre 2% > S,). La conséquence est que la poutre 1 vibre plutdt comme si elle était
libre au niveau de la jonction avec la deuxieme poutre alors que la poutre 2 vibre plutot
comme si elle était encastrée au niveau de cette méme jonction. Les modes des sous-systemes
découplés devant étre choisis tels qu’ils se rapprochent des modes physiques de la structure
globale, ceux de la poutre 1 sont définis a partir du sous-systeme découplé-libre et ceux de la
poutre 2 & partir du sous-systeme découplé-bloqué. Pour les deux poutres les conditions aux
limites seront donc encastrée-libre (voir figure 2.7).

(@) (b)

Figure 2.7. Rprésentation des sougstémes décqlés : (a) Sousysteme décquié-libre :
Poutre 1, encastrée-libre. (b) Sous-systéme découplé-bloqué : Poutre 2, encastrée-libre.

La poutre 1 est donc décrite par le déplacement longitudinal et la poutre 2 par la
contrainte longitudinale. Pour cet exemple simple, nous utilisons directement les résultats des
paragraphes 2.6 et 2.7 de ce chapitre. Nous reviendrons en détail sur la double formulation
modale sur I'exemple suivant.

Soit U*(x,t) et o®(x,t) le déplacement longitudinal généralisé de la poutre 1 et la

contrainte normale généralisée de la poutre 2, les décompositions modales en accord avec le
cas général sont :

ut= iarl(t)j” (x) et o?(x,t)= c2 ()52 (x). (2.83)

A partir de l'interprétation physique dN,ljé comme étant un travail d’'interaction entre

le mode librep de la poutre 1 et le mode bloggée la poutre 2, on peut écrire :

W2 =5,62(L U™ (L,). (2.84)
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Les schémas modaux des deux poutres nous donnent :

E 2plm PSL, ~;
wh= =k, k=22 M= WL ) =1, (2.85)
p o p P 2 L1 P 2 1
W’ = %kj, K’ :ZqT'lLi, M2 = pSSLZ ,52(L,) = K3 (-2)°, (2.86)
2
d’ou,
W22 = ESk:(-1)". (2.87)

En injectant (2.85-2.87) dans le systeme d’équations (2.47), on obtient :
Eﬁt O+ fai @)= - E2 T e, OpofL..c

p p |—1 £ m m
- ) 2(_pf)lq . (2.88)
§§(t)+(w§)05(t)= cn et OqOfL,....o.

Cas étudié par Karnopp [KAR66]S, =S, =S

On retrouve le systeme d’équations obtenu par Karnopp en effectuant un changement
de variable sur les amplitudes modales car les modes n'ont pas été normalisés de la méme
maniére. En effet, les déformées modales en contrdiffté), considérées ici, sont définies

k’E
dans un rappor{q? par rapport a celles de Karnopp (équation (22) dans [KARG66]).

K

ESINN
m

En posant, (t) = a) (t) et v, (t) = ——cZ(t), le systéme (2.88) peut se réécrire :
v.t)-)", OpDfL,...s,

OoSL (.. + (et 2 — .
%T(Hp(t) ( p) “p(t)) :100 (2.89)
%@q(m(ws)zvq(t)):(—1)q;ur(t), 0o

et est équivalent a I'expression (26) dans [KAR66]

M:s O

3

4.2. Couplage rigide de deux poutres vibrant en flexion pure
Deux cas de couplages différents vont étre étudiés :
- I'un (cas A), consiste au couplage rigide et sans appui intermédiaire des deux poutres.
Il'y a alors continuité des déplacements, des rotations angulaires, des efforts tranchants et des

! Compte tenu des erreurs de frappe et de I'erreur de signe intervenue au second menojiatide ('8).
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moments fléchissants. Sur ce cas simple, on détaillera la décomposition modale pour illustrer
la formulation ;

- l'autre (cas B), fait intervenir un appui intermédiaire entre les deux poutres. On
utilisera directement I'interprétation physique du travail d’interaction modal pour obtenir les
équations modales.

Ensuite, il sera présenté une validation numérique et une comparaison des convergences
des séries modales pour ces deux cas de couplages et pour différents rapports de sections.

4.2.1.Sans appui intermeédiaire (cas A)

4.2.1.1.Présentation de la structure

On considere deux poutres satisfaisant aux hypotheses d’Euler-Bernoulli, couplées
rigidement & une de leurs extrémités (voir figure 2.8). Les sections rectangulaires peuvent étre
différentes. L'autre extrémité de chaque poutre est supposée simplement appuyée. On
considére un repere cartésiary( comme représente figure 2.8.

L,,b,,h,,E,, p,,v, sont respectivement la longueur, la largeur, I'épaisseur, le
module de Young, la masse volumique et le coefficient de Poisson de la datrel,2).

Pour la poutre, I'aire de la section droite est alo8 =b,h, et le moment d’inertie

par rapport a I'axe z est, =12*b, (h, )*.

Ay
.2 % Poutre 1 Poutre 2 |

A\

Figure 2.8. lllustration du couplage rigide des deux poutres vibrant en flexion.

Les hypothéses d’Euler-Bernoulli pour les déplacements et les contraintes de la poutre
asont:

[ ow?
oW (x, yiz,t) = -y — = (xit),
@NZ" (x, Y, z,t):Wy" (x,t), a=1,2, (2.90)

N (x, Y, z,t) =0,

TR

ouw,’ (x,t) est le déplacement transversal généralisé de la pmutre
%ﬁﬁ(x, y.z,t)= yoy (xt),
oy (x v.zt)=0,

ot o¢ (x,t) est la contrainte normale généralisée de la pautre

a=1,2, (2.91)
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4.2.1.2.Décomposition modale par utilisation de la DMF

Premiere étapeFormulation variationelle de chaque probleme

Comme dans le cas général, on sépare les deux poutres pour former deux problémes
indépendants. On spécifie un effort tranchBnet un moment fléchissam _ sur I'extrémité
enx=L; de la poutre 1, et un déplacement transvevgat une rotation angulair, sur
I'extrémité enx=L, de la poutre 2. On introduit également une excitation en Ffﬁmxle
sur la poutre 1.

La fonctionnelle associée au probleme de la poutre 1 peut s’écrire :

- )”%"— <xt>g-ulal<xt) R D)

(2.92)
FOWEG),, RO ) i,
x=Ly E
avec les espaces admissibles :
Q) =W ()W (x ) D H2 (M) Wi (0,t) = o}, (2.93)
)=l (o )0 (P o 0) =, (2.94)
our'= ([O’ Ll]X]tO’tl[)'
Et pour le probleme de la poutre 2, on a la fonctionnelle :
-7 Eees S o :
Vbt ol)=[ [0 ()7 125 GG+ 2o )
i 2
, (2.95)
0, 00,0%0t),, LN, % (x,t)1 dxcl
x=Ly
avec les espaces admissibles :
Q%o =2 (0 ) W2 (x ) D HA T2} W2 (L + L, 1) = (2.96)
do’? 0%0? 0
2(x,t)/az(x, )02 (M2 —==(xt)0L(r?) —==(xt)oL’(r?
R GO Rl o e AT e S I =

Z?’outre(rz): gjx
H Gf(L1+L2,t)=O H

our®= ([Ll’ L, + Lz]x]tmtlD'
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Deuxieme étapeDéfinition et calcul des modes des sous-systémes découplés.

En accord avec le cas général paragraphe 2.4, les modes associés a la poutre 1 sont
ceux du sous-systeme découplé-libre, et les modes associés a la poutre 2 sont ceux du sous-
systeme découplé-bloqué. Pour la poutre 1, on doit donc considérer les conditions aux limites
appuyée-libre et le probleme aux valeurs propres en déplacement, et pour la poutre 2, les
conditions aux limites encastrée-appuyée et le probléme aux valeurs propres en contrainte. Les
solutions de ces deux problemes sont présentées en annexe A ou deux méthodes sont
proposées pour déterminer les déformées en contrainte. Pour chacune de ces poutres, il existe
un mode de fréquence propre nulle (mode de corps rigide pour la poutre 1, mode de
Helmholtz pour la poutre 2).

On note par(ou1 ,VT/lp(x),&'ip(x)) le triplet associé au mode de la poutre 1 et
(a) W2 (x),62(x )) le triplet associé au modgde la poutre 2.

Les modes de la poutre 1 ont les propriétés d’orthogonalité suivantes :
- pour pz0,q# O:

Ly - -
Iw;w;plslep(x)/v;Q( x)dx= K215, . (2.98)
0
1q
J’I G, (x)—2—(x) =Ko, (2.99)
Ly
fl_ 57 (x50 (x)dx =K )3 ; (2.100)
- pourp=0:
: A7 L0 Y2 plsl(l—l)3
[ SWE (M (Jex = S50, (2.101)
0
L, 0~.2V'\71,o
‘!’Il axzy (x)g2(x)=0. (2.102)

Et les modes de la poutre 2 ont les propriétés :
-pour pz0,g# 0:

L+L,

!’ W2aE P, S (W2 (x)dx = K25, (2.103)
Ly+L, 2~2
I 1, (W2 (xpx= K25, (2.104)
|—1+|-2 I
t[ E—zﬁfp(xﬁfq( X)dx=K 28, ; (2.105)
1 2
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- pourp=0:
e Iz ~2o 2q 2('—2)3
(x)p7° (x)oix S0 (2.106)
) 3E,
Li+l, 2=20
[ |2‘9;(; (W2 (x)ix = 0. (2.107)

Troisieme étapeDécomposition modale et stationnarité des fonctionnelles

Conformément a la double formulation modale, on décompose les champs de
déplacements et de contraintes de chaque poutre en série modale :

Wi (t)= 3 a0y (3. 0%(ct)= 3 b3 (0520 (2.108)
W (x,t) = Z a?(tW (x), o2 (x.t) sz )2 (x) (2.109)

Apres avoir introduit ces équations dans chacune des fonctionnelles, on simplifie les
expressions a partir des propriétés d’orthogonalité. De la méme maniére que pour le cas
général, on rend stationnaire les fonctionnelles en utilisant I'équation d’Euler associée a
chaque amplitude modale. On obtient finalement, en ne conservant que les amplitudes
modales de la décomposition du champ de déplaceraﬁ(lbs,pour la poutre 1 :

50+ F 0= B 072 () - F O (L) 0 ™ (L) Jop 0]

% = - © (2.110)
|:|--1 1,0 — 2710 v aWyl'O D ’
#0= Ty PO RO )0 L)

Et les amplitudes modales de la décomposition du champ de contrbjr(tée,spour la
poutre 2 :

S20)+ (@2 Fo2()= -5 2 01, 2% (L)+6.6)1,67 (L )P CaDfLed,
- H (2.111)

X

nY
0
. 3E, O - a5 2° 2 - O
gjg(t): — EI'Wc(t)lz * (L1)+9z(t)|2020(|—1)%

Quatrieme étapeAssemblage des deux problemes
Soit M2 (x,t) et F2(x,t), le moment fléchissant et I'effort tranchant du torseur de
section de la poutre 2.
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A partir de la décomposition modale du champ des contraintes de la poutre 2, on peut
exprimer |'effort et le moment qui excite la poutre 1 :

I\Wc (t) =-M ? (Ll’t) =-l 205 (Ll’t) = S bri(t)l 255m(|-1)’ (2.112)
_ oM 7 902 © oG 2"
et F_(t)=-F2(L.t)= axf (L,t)=+1, o~ (L,t)= +m= b;(t)lza—;(l_l). (2.113)

De méme, a partir de la décomposition modale du champ de déplacements de la poutre

1, on peut exprimer le déplacement et la rotation angulaire qui excite la poutre 2 :
1 Ayl

W0=WL)= 3 E0F (L) eta. =2 (L= 3 20T -1). @114

Finalement, en posarti?(t)=¢Z(t) et en introduisant des amortissements modaux

visqueux, on a:

Ly 141 ( 1)2 1y 1 [_e ~rip 2 12 U

o, (1) + 88,0+ oy [ a 0= oW ()= 5 enwin Op Ofted],
p

m=|

20= 2 O 5 W

S ps(L) " (2.115)
2 () + a2l )+ (w2 ) e2t) = % ﬁ a(t }qzﬁ Oq 0L,
U a =
0, 3E > O
t)=——2 iaﬁ t)wWh
D0() Iz(l—z)s 4 () OH
ou on a pu faire apparaitre les travaux d’interactions modales,
12 A/lp a&fq avvylp 5249
W2 =-W* (L), o (L)+ > (L )1,2(L,). (2.116)

En posant :
WP
P(x) = —2—(x),la déforméeen termalerotationangulairedu modep dela poutrel,
§)

a1
’ X
M 29(x) = 1,6:29(x),la déforméeen termalemomentiléchissahdu modeg dela poutre2,

~

2q
F2(x)=-1, % (x),la déforméeen termad'effort tranchanidu modegq dela poutre2,

I'expression (2.116) peut se réécrire : ~
ng)é = \Ny1p (Ll)thq (Ll) +6,° (Ll)M qu (Ll)' (2.117)

er);j s’identifie alors bien comme étant le travail exercé par le mode blpgeéla

poutre 2 sur le mode libyede la poutre 1.

75



CHAPITRE 2

4.2.2.Avec appui intermédiaire (cas B)

Ay
2% L& Poutre 1 Poutre 2 |
/\

Figure 2.9. lllustration du caplage rigide des deuypoutres vibrant erflexion avec ppui
intermédiaire.

La structure que I'on considére ici (voir figure 2.9) est identique a la précédente
exceptée que I'on a introduit un appui au niveau de la jonction de couplage. Etant donné que
I'on ne prend en compte que les hypothéses de déplacements en flexion pure, ce systeme est
équivalent & un couplage de deux poutres en L avec des appuis aux deux extrémités du L.

Le couplage se traduit par une continuité des rotations angulaires et des moments
fléchissants. On considere comme au paragraphe précédent que la poutre 1 est plus épaisse
que la poutre 2, donc elle doit étre décrite en variables déplacements alors que la poutre 2 doit
étre décrite en variables contraintes. Compte tenu de la modélisation 1D (hypotheses de Euler-
Bernoulli), le travail d’'interaction modale entre un mquée la poutre 1 et un modgede la
poutre 2 est égale au produit de la déformée de la rotation angulaire dp detel® poutre
enx=L; avec la déformée du moment fléchissant du napdiela 2 poutre erx=L; :

W2 =62 (L M2(L,), (2.118)

avec la méme notation qu’au paragraphe précédent.

Les modes du sous-systeme découplé-libre pour la poutre 1 sont déterminés avec les
conditions aux limites appuyée-appuyée, et les modes du sous-systeme découplé-bloqué pour
la poutre 2 avec des conditions aux limites encastrée-appuyée. Les schémas modaux sont
présentés en annexe A. Tout calcul fait, on obtient :

w2 =202 f E, 1,k?. (2.119)

En injectant cette relation et les données des schémas modaux (voir annexe A) dans le

systeme d’équations (2.50), on obtient la réponse forcée du systeme couplé.

Remarque : Comme pour le cas A, la poutre 2 a un mode en contrainte de fréquence
propre nulle. L'amplitude rattachée a ce modag(t), peut étre déduite du calcul du
paragraphe précédent :

€)=, iai(t)kfﬁ- (2.120)
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4.2.3.Applications numeériques

4.2.3.1. Validation
On propose dans ce paragraphe une validation numérique de la double formulation
modale proposée précédemment. On considere le systeme du paragraphe précédent (voir
figure 2.9). La poutre 1 est excitée par une force harmonique ponctu&ilélﬁ?{wﬂ = 1N).

10

Deplacement en m

-8 1 1

10 0 1 2
10 10 10
Frequence en Hertz

Figure 2.10. Rponse vibratoire en gdacement aupoint x, de lapoutre excitée efonction de
la fréquence. Comaraison de trois calculs — exact ; —--, DMF sans le mode en contrainte
de fréquencepropre nulle ; ----, DMF avec le mode en contrainte fdéguencepropre nulle.
L,=3,5m, LL,=2,5m, h=b»,=0,01 m, h=10 mm, h=1 mm, B=E,=7.10" Pa, p;=0,=2700 ky/m’,
m=n,=0,01, x=2,31 m, =2,95 m.

11

10

0] B

10

10° b )

Contrainte en Pascal
N

10° 10
Frequence en Hertz

Figure 2.11. Cofiguration identque a lafigure précédente. Rinse vibratoire en terme de
contrainte normalegénéralisée en,x de la poutre non excitée efonction de lafréquence.
Conparaison de trois calculs—— exact ; —---, DMF sans le mode en contrainte fléguence
propre nulle ; ----, DMF avec le mode en contrainte de fréquence propre R#i8,9 m.
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Les figures 2.10 et 2.11 donnent la réponse vibratoire en un point de la poutre 1 et de
la poutre 2, respectivement. Le calcul exact est obtenu par une décomposition en ondes
forcées (voir annexe B). Deux résultats donnés par la DMF sont présentés : I'un, tenant
compte des modes résonnants dans la bande ]0,2000 Hz] ; l'autre, tenant compte des mémes
modes et du mode en contrainte de fréquence propre nulle (17 modes pour la poutre 1, et 30
modes pour la poutre 2). On constate que ce dernier résultat tenant compte du ‘mode de
Helmholtz’ est identique au résultat exact ce qui valide sur ce cas la double formulation
modale. Le calcul sans ce mode ne converge pas vers la solution statique de la poutre 2 quand
la fréquence d’excitation se rapproche de zéro. On constate également que ce mode joue
uniguement un réle dans le domaine non résonnant du spectre. L'erreur n’est donc importante
que pour les tres faibles niveaux ce qui permettra de s’affranchir de ce mode pour le calcul des
énergies dans une bande de fréquence dés que plusieurs modes sont résonnants dans la bande
consideérée.

4.2.3.2. Etude de la convergence des séries modales

Pour obtenir une convergence rapide des séries modales, les modes des sous-systemes
doivent étre choisis de telle facon qu’ils se rapprochent des modes physiques de la structure
globale. Ceci est possible si une rupture d'impédance au niveau de la jonction de couplage est
présente. Cette rupture conduit un sous-systéme a vibrer plutdt librement au niveau de la
liaison alors que l'autre vibre plutét comme s’il était bloqué. Le premier sous-systeme peut
alors étre correctement représenté par les modes libres et le deuxieme par les modes bloqués.
On ne sait toutefois pas de quelle ampleur doit étre cette rupture d'impédance pour que les
modes résonnants dans une bande de fréquence puissent représenter le comportement
vibratoire du systeme dans cette méme bande.

On se propose d’étudier sur le couplage des poutres en flexion, la qualité des résultats
de la DMF pour différentes ruptures d'impédances (pour un amortissement donné). Les deux
cas de couplage de poutres en flexion, cas A et cas B, sont considérés. Pour chaque cas, la
poutre 1 est excitée par une force ponctuelle harmonique au point d'absgisse
(JF*(w)| =1N). On donne, figures 2.12 (cas A) et 2.13 (cas B), la réponse vibratoire de la
poutre non excitée en fonction de la fréquence pour trois rapports de sections différents. Les
spectres sont donnés pour l'octave centrée sur 1000 Hz et les calculs de la DMF sont effectués
uniquement a partir des modes résonnants de I'octave considérée. On ne tient ici compte que
des modes résonnants dans la bande pour étre en correspondance avec I'approche SEA. Le
calcul exact est obtenu par décomposition en ondes forcées (voir annexe B).
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Figure 2.12. Rponse vibratoire en terme d'émgpe totale de lapoutre non excitée en
fonction de lafréquence (Octave 1000Hz). (&)1 mm. (b) h=2 mm. (c) h=4 mm.
Conparaison de deux calculs— exact ; ----, doubldormulation modale avec les modes
résonnants de l'octave considérée;=8,5 m, L=2,5 m, h=b,=0,01 m, h=1 mm,
E.=E,=7.10" Pa, p;=p,=2700 kg/m, n;=n,=0,01, %=2,31 m.
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Figure 2.13. Rponse vibratoire en terme d'érmge totale de lapoutre non-excitée en
fonction de la fréqguence (Octave 1000Hz). (@) ;#imm. (b) h=2mm. (c)
h;=4mm.Conparaison de deux calculs— exact ; ----, doubldormulation modale avec
modes résonnants de l'octave considérée3]5 m, L,=2,5 m, h=b,=0,01 m, h=1 mm,
E.=E,=7.10"° Pa, p;=p,=2700 kg/m, n:=n,=0,01, x=2,31 m.
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CHAPITRE 2

On constate dans les deux cas que plus le rapport de sections entre les deux poutres est
important, c’est-a-dire plus la rupture d'impédance est grande, meilleure est la qualité des
résultats du calcul modal.

En comparant les deux figures, on remarque que les résultats sont meilleurs pour la
configuration de couplage ou un appui intermédiaire est présent au niveau de la liaison (figure
2.13). Le tableau 2.1 ou sont présentées les énergies totales moyennées dans la bande de
fréquence confirme ce constat. L'écart relatif entre le calcul DMF et le calcul exact diminue

quand le rapport des épaisseurs augmente, et est toujours plus petit dans la configuration du
cas B.

A partir d’un rapporh,/h, supérieur a 2, les écarts sont inférieurs a 20 % ce qui peut
étre considéré comme négligeable en terme de niveaux d’énergie. Pour ces deux exemples, le
fait de ne prendre en compte que des modes résonnants dans la bande considérée n’est donc
pénalisant que si les deux poutres sont de sections voisines.

On peut rappeler, comme démontré par Karnopp [KAR66] sur le couplage de poutres
vibrant longitudinalement, que cette double formulation modale converge méme dans le cas
sévere de poutres de sections identiques si on considére un nombre suffisant de modes.

hl/h2=1 hl/h2=2  hl/h2=4

Energie totale poutre 1 - Calcul DMF (Joule) 0,218 0,260 0,109
Energie totale poutre 1 - Calcul Exact (Joule) 1,069 0,338 0,131
Ecart relatif (%) 79,6 23,1 16,9
Energie totale poutre 2 - Calcul DMF (Joule) 0,113 0,245 0,094
Energie totale poutre 2 - Calcul Exact (Joule) 0,677 0,297 0,086
Ecart relatif (%) 83,4 17,6 9,58

(a) Sans appui intermédiaire (cas A)

hl/h2=1 hl/h2=2  hl/h2=4

Energie totale poutre 1 - Calcul DMF (Joule) 1,10 0,379 0,187
Energie totale poutre 1 - Calcul Exact (Joule) 1,43 0,421 0,192
Ecart relatif (%) 22,7 10,0 2,87
Energie totale poutre 2 - Calcul DMF (Joule) 0,585 0,196 0,022
Energie totale poutre 2 - Calcul Exact (Joule) 0,386 0,170 0,021
Ecart relatif (%) 51,2 15,3 1,75

(b) Avec un appui intermédiaire (cas B)

Tableau 2.1. Coparaison des résultats DMF et ‘exact’ en terme d'é&ertotale mgennée sur
I'octave 1000 Hz. Mémes configurations que les figures 2.12 et 2.13.
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4.3. Deux plaques couplées en L

4.3.1.Modele analytique

A Plaque 1
1]

V1

Y2
X1

|
Z

X2
Plaque 2

Y

Figure 2.14. Couplage de deux plaques en L.

Soit deux plaques minces couplées rigidement sur une aréte et formant un L. On
considere la théorie des plaques minces et les hypothéses de Love-Kirchhoff. Toutes les arétes
non couplées de chaque plague sont supposées étre simplement appuyées. Seules les
vibrations en flexion pure étant considérées, les déplacements transversaux au niveau des
liaisons sont nuls ; le couplage entre les deux plaques se traduit par continuité des rotations
angulaires et des moments fléchissants. On noteapdr, h, la lgngueur suivank,, la
longueur suivany, (commune aux deux plaques) et I'épaisseur de la plaque

Les hypotheses de Love-Kirchhoff en variables mixtes sont données par :
- pour le champ de déplacements :

a ow?
B/Vl (Xa 1 Ya1Z4 ’t) =7 W(Xa Yo ’t)’

0
. aW?
W (%, Yo 2001) = -2, ; (%, Yo ot), (2.121)
0 y
SN?’G (Xa YorZg ’t) =w* (Xa ' Ya !t)!
0

ou W? est le déplacement transversal généralisé ;
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- et pour le champ de contraintes associé :
7 (e Va1 200t) = 2,00, (% Yo ),
gfé&(xa VarZo:t) = 2,00, (% Yo 1), (2122)
05 (X Yo 20 1) = 2,05 (%, Vo 1),
ou les autres contraintes sont nulles et@g oy ,0y sont les contraintes généralisées.

Variables primales et variables duales du modéle 2D :
A partir du principe de Reissner, on peut déduire les variables en dualité :
- la fléche et I'effort tranchant ;
- la dérivée normale de la fleche et le moment fléchissant.
Soit n”la normale extérieure a la frontiére(af G ) les cosinus directeurs associés.

On peut exprimer (en notation condensée) les variables primales :
- la fleche :\W? ;
- la dérivée de la fleche par rapport a la normale :
oW oW oW’

=n +n ) (2.123)
on ox, 7oy,
Et les variables duales :
- le moment fléchissant :
a — a a 2 a a a a 2 .
M f Ia (Uxx(nx ) + 2O-xynx rly +Uyy(ny) ) ! (2124)
- l'effort tranchant (en négligeant l'inertie rotationnelle) :
a do’ do’
Fo =1, P25 o e )+ 22 g o Jo 220 o )
Hox, ¥, ¥,
(2.125)

_ﬂna(na)z _day, e (ne ) _,99% (na)sg

ox, x ' H

Modes des sous-systémes découples :

La plague 1 est supposée plus épaisse que la plaque 2 ; elle est donc décrite en variable
déplacement avec les modes du sous-systeme découplé-libre. Ces modes sont donc les modes
de la plague appuyée sur ces quatre arétes.

La plaque 2 doit étre décrite en contrainte. Les modes bloqués considérés pour cette
plague sont les modes de la plague encastrée sur I'aréte de cogplaget appuyée sur les
autres arétes.
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Evaluation des travaux d’interactions modales :

Le couplage se traduit uniqguement par des relations de continuité sur les rotations
angulaires et sur le moment fléchissant. L’'unique variable primale de la plaque 1 a considérer
pour évaluer les travaux d’interactions modales est la dérivée de la fleche par rapport a la

. hea oW*
normal & I'aréte de couplage=— (ay, y;.t).
1

Pour la plague 2, la variable duale a considérer est le moment fléchissant sur 'aréte de
couplagex=0. Celui-ci est donné, pour le modéle 2D décrit plus haut, par :
M? (07 yz't) =1 ZUfX(O, y27t)- (2.126)

Le travail d’'interaction modale entre un mode de double indicg (e la plague 1 et
un mode (,s) de la plaque 2 est donné par :

W12 — Wlmn 218
j (B, y)1.G5° (0. )y, (2.127)

mn,rs

d’'ou, a partir des déformées propres données en annexe A :

12 Ezlsz
s %%GSmﬂs— K, + 1H sin=s (2.128)
E{Nmms = Osm;ts

I:II%I:I

4.3.2.Validation numérique

On présente, figures 2.15 et 2.16, une validation numérique de la double formulation
modale dans le cas de la structure de la figure 2.14. La plaque 1 est excitée par une force
harmonique ponctuelle e(xo,yo). La réponse vibratoire en fréquence de la plaque 1 est
donnée en terme de déplacement alors que la réponse vibratoire de la plaque 2 est donnée pour
les trois contraintes généralisées. Le calcul ‘exact’ est obtenu par une décomposition semi-
modale et est présenté en annexe B. Deux calculs issus de la DMF sont donnés : I'un ne tenant
compte que des modes résonnants dans la bande considérée (plaque 1 : 15 modes, plaque 2 :
25 modes), l'autre prenant en compte des modes sur une bande élargie [200Hz-1800Hz]
(plaque 1: 101 modes, plague 2: 165 modes). On constate que ce dernier converge
correctement vers le résultat exact alors que le premier, comme pour les poutres, ne peut
décrire de fagon précise le spectre dans le domaine non résonnant et sur le bord de la bande
d’'analyse.
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Deplacement en metre

10°

Figure 2.15 Réponse vibratoire en,(x/1) de la plaque excitée en fonction de la fréquence
(tiers d’octave 1000 Hz). Comparaison de trois calculs;: exact ; —-, DMF en ne tenant
compte que des modes résonnants du tiers d’octave ; ----, DMF en tenant compte des modes
résonnants dans la bande [200 Hz-1800 Hz¥235 m, 3=1 m, b =1 m, k=12 mm, h=3 mm,
E.=E,=2.10"" Pa, p=p,=7800 kg/mi, n:=n,=0,01, %=0,1 m, ¥=0,25 m, %=0,5 m,

y,1=0,8m.

Contrainte en Pascal Contrainte en Pascal

Contrainte en Pascal

Figure 2.16. Configuration identique a la figure précédente. Réponse vibratoirg,gp)xe la
plague non excitée en fonction de la fréquence (tiers d’octave 1000 Hz). (a) Contrainte normale
suivant X : 0y (b) Contrainte normale suivant ya,,. (c) Contrainte tangentielleo,. Trois
calculs :—; exact ; —--, DMF en ne tenant compte que des modes résonnants du tiers d’'octave ;
----, DMF en tenant compte des modes résonnants dans la bande [200 Hz-1800=874. m,

yr2=0,35 m.
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DOUBLE FORMULATION MODALE

4.3.3.Qualité des résultats de la double formulation modale pour
difféerentes épaisseurs de plaques

En figure 2.17 on présente la contrainte normale suiksaen fonction de la fréquence
pour trois rapports d’épaisseurs de plaques différents. Seuls les modes résonnants dans la
bande sont pris en compte pour le calcul DMF. On remarque que si le tafipograndit, le
comportement vibratoire, dans le domaine de fréquence, est de mieux en mieux approché par
le calcul ne prenant en compte que les modes résonnants dans la bande. On note cependant
gu’aux limites de la bande fréquentielle, une différence demeure.

(@)

Contrainte en Pascal

. . .
900 950 1000 1050 1100
Frequence en Hertz

(b)

Contrainte en Pascal

. . . .
900 950 1000 1050 1100
Frequence en Hertz

Contrainte en Pascal

(©)

. . . .
900 950 1000 1050 1100
Frequence en Hertz

Figure 2.17. Rgonse vibratoireg,, en (%, Y») de laplague non excitée efonction de la
fréquence (tiers d'octave 1000 Hz)-, exact;----, DMF en ne tenant cpte que des modes
résonnants du tiers d'octave considéré. (g)Hh=2. (b) hy h=4. (c ) h, h,=8. &,=2,5 m,
a=1 m, b =1 m, 12 mm, E=E,=2.10"" Pa, p,=0,=7800 lkg/m*, n,=n,=0,01, %=0,1 m,
y0:0,25 m.

5. Conclusion

Une double formulation modale a été développée dans un cas général de deux
systemes tridimensionnelles continus couplés. Grace a celle-ci, on a obtenu un schéma de
couplage entre les modes des sous-systemes en cohérence avec la formulation de base de la
SEA (pas de couplage entre les modes d’'un méme sous-systeme). Les couplages entre modes
de sous-systemes différents sont du type gyroscopique uniquement.
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Les conditions aux limites pour le calcul des modes des sous-systémes ont été
clairement définies. Deux types de modes sont a considérer : les modes bloqués pour un sous-
systeme et les modes libres pour 'autre. Le sous-systéme représenté par les modes libres est
décrit en déplacements alors que le sous-systeme représenté par les modes bloqués est décrit
en contraintes. Les équations modales obtenues finalement font apparaitre des termes
d’interaction entre les couples de modes des deux sous-systémes. Ces termes s'identifient
comme étant des travaux d’interactions modales. L'interprétation physique de ces termes
permet de s’affranchir du développement de la DMF lorsque des modeles simplifiés sont
considérés.

Une conséquence du couplage modal de type gyroscopique est qu’il permet, sans
ambiguité, de déterminer les énergies totales des sous-systémes a partir des énergies des
modes.

Sur des exemples de couplages de poutres et de plaques, on a, d'une part, validé
numériquement la formulation, puis d’autre part, étudié la qualité des résultats donnés par la
DMF en ne tenant compte que des modes résonnants dans la bande de fréquence considérée
(en correspondance avec une hypothése de la SEA). La qualité de la prédiction dépend de la
rupture d’impédance au niveau de la liaison. Si celle-ci est faible (couplage fort), les modes
résonnants des sous-systemes sont éloignés des modes physiques de la structure globale et ne
peuvent donc a eux seuls représenter parfaitement le comportement de la structure dans la
bande de fréquence.
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CHAPITRE 3

REFORMULATION DU MODELE SEA PAR LA PRISE EN
COMPTE DE LA REPARTITION DES ENERGIES MODALES

1. Buts du chapitre

On se propose dans ce chapitre de reformuler la méthode SEA par la prise en compte
de la répartition des énergies modales. L'approche présentée, que I'on nomme SmEdA
(Statistical modal Energy distribution Analysis), est batie sur la formulation modale de base
de la SEA. Les résultats du chapitre précédent constituent les piliers de la méthode.

Le but de cette reformulation est d’étendre le domaine de validité de la SEA aux sous-
systemes pour lesquels I'hnypothése d’équirépartition ne peut étre respectée. On verra par la
suite que ces cas de figures correspondent principalement aux couplages de sous-systemes
déterministesa faible recouvrement modal. Par conséquent, on n’introduit pas dans le
formalisme de base la moyenne d’ensemble sur une population de structures comme le fait la
SEA. Celle-ci sera introduite par la suite, en fonction du systéme étudié€, par une approche de
Monte-Carlo.

Trois paragraphes distincts constituent le corps du chapitre :

- le premier, ou sont décrits des relations de base sur des oscillateurs isolés ou couplés.
Ces relations sont bien connues en SEA et ne feront donc pas I'objet de démonstration ;

- le second, porte sur I'obtention des équations respectées par les énergies modales.
Les équations énergétiques modales sont obtenues en effectuant un bilan de puissance pour
chaque mode et en faisant intervenir les relations décrites au paragraphe précédent. Des
hypotheses identiques a celles de la SEA sont posées, excepté en ce qui concerne la répartition
des énergies modales (aucune hypothese). Le nombre de degrés de liberté pris en compte est
alors égal au nombre total de modes devant étre considérés ;

- le dernier, ou est proposé une méthode de résolution approchée des équations
énergétiques modales. Celle-ci est basée sur la technique de Garlerkin etarpposeune
hypothése avec un degré d’approximation modulable sur la répartition des énergies modales :
de I'équirépartition si un seul degré de liberté est pris en compte par sous-systémes, a aucune
hypothése si le nombre de degrés de liberté est égal au nombre de modes. Cette technique
permet de faire le lien entre I'approche proposée et le modéle SEA.
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2. Relations énergétiques pour des systemes a un ou deux
degrés de liberté

2.1. Relations pour un oscillateur isolé

LFo

M
X(t)
/.

Figure 3.1. Systéme a un degré de liberté.

On considere l'oscillateur élémentaire de m&dset de raideuK comme représenté

figure 3.1. Celui-ci est soumis a une force aléatoire stationRg)rde type bruit blanc.
Soit S (w), la densité spectrale @t) :

Se(w)=% HwO[ox (3.1)
(exprimée emN?/(rad/s)).

L'amortissement du systeme est supposé de type visqueux. L'équation du mouvement
X(t) de la mass® peut alors s’écrire sous la forme :

o . 2 _
%(1) + @y oX(1) + (@) () = F( M, (3:2)
avec -w, =+VKM™ :lafréquence propre de l'oscillateur ;
- Ny = A(wOM)_l: le facteur d'amortissement interne ou DLF (Damping Loss Factor).

La moyenne temporelle de I'énergie totale de l'oscillateur est donnée par :

<E, >, =m%£% M (x(t))* +% K(x(t))zﬁdt. (3.3)

2.1.1.Puissance dissipée

La moyenne temporelle de la puissance dissipée par l'oscillateur est définie par :

+T
<P >t:li”12i A(X(t))” dt. (3.4)

diss T
-T

On peut montrer compte tenu de I'équation du mouvement (voir [UNG66]) :
<P.>=w,n, <E,>,. (3.5)

diss

Cette relation relie la puissance dissipée par l'oscillateur a son énergie totale.
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2.1.2.Puissance injectée

La moyenne temporelle de la puissance injectée par la force extéfi@gurdans
l'oscillateur est définie par :

<P, >—L|[QO—IF (3.6)
L'effort appliqué est de type bruit blanc, on peut donc écrire :
1 _ +00
<Py >= 5 Sy, M@ do, (3.7)
0
avecY(w), la mobilité de l'oscillateur donnée par :
jw
Y(w) = F(()) — - (3.8)
( W™ + | Gy, +(wo) )
e m
compte tenu que |Y(w)|* dw= ———— (voir [LYO95] p.26 ,ona:
p qe{l()l 2oz VO | ] p.26)
_T5
< Pinj >t—m_ (39)

Cette relation permet de calculer la puissance injectée dans un oscillateur a partir de la
masse de l'oscillateur et de la densité spectrale de I'effort appliqué (expriféeais)).

Remarque : Pour un oscillateur excité par deux forces décorrélées et de type bruit
blanc, on peut calculer la puissance injectée par chacune des forces a partir de la relation
précédemment établie.

2.2. Puissance échangée par deux oscillateurs couplés par un élément
gyroscopique

Ge

=N

X2
Al K? Az
/

Y4
Figure 3.2. Deux oscnlateurs couplés par un élément gyroscopique.

Deux oscillateurs couplés via un élément ‘gyroscopique’ (voir figure 3.2) sont
considerésM;, M, sont les inerties, &, K, les raideurs des oscillateurs. Les pulsations
propres des oscillateurs découplés sont données par :

= JK,M,™ pour l'oscillateur 1 eto, =,/K,M,™ pour I'oscillateur 2.

89



CHAPITRE 3

Chaque oscillateur est lié a un amortisseur visqueux de bande d'amortissément :
pour l'oscillateur 1 etd, pour l'oscillateur 2. Les forces de couplage transmises a travers
I'élément de couplage de constar® sont proportionnelles aux vitesses des deux
massesx, etx,. Il est supposé que quand la vitesse de l'oscillateur 1 est positive, la force
appliquée sur l'oscillateur 2 est négative, et que quand la vitesse de l'oscillateur 2 est positive,
la force appliquée sur l'oscillateur 1 est positive. Bien que ce type de couplage soit relié aux
vitesses des masses, il ne dissipe pas d'énergie. On parle d'un couplage de type gyroscopique
ou gyrostatique.

Les équations du mouvement des deux oscillateurs couplés et excités par les forces
extérieures-,(t) etF,(t) sont données par :

(0 + A5 () + 0 % () = MM, y () = R(9,

O

B (1) + 8,3 (1) + ," %, (1) +4/ M, M, ™ y (9 = R(9),
ou le coefficient de couplage gyroscopiqyeest :

y=G. (MM, )" (3.11)

(3.10)

On suppose que les excitations extérieures sont stationnaires, ergodiques,
indépendantes (décorrelées), et de DSP constantes sur le spegt(pridts blancs). Cette
configuration de couplage est a la base de la SEA et a fait I'objet de nombreux articles :
[LYO62], [SCH65], [UNG66], [GER68], [GERG9]...

Il a été démontré que la moyenne temporelle de la puissance échangée de I'oscillateur 1
a l'oscillateur 2,< B, >, , est proportionnelle a la différence des moyennes temporelles des

énergies totales des oscillateIQqul > —-<E, >t) ;
<P, > =.B(< E, > -<E, >t)’ (3.12)

ou le coefficien{B est exprimé par :
2 2)?2 2 AN
w, —w ) +(A1 +A2)(A1w2 +A, o )
On remarque que le coefficieft dépend uniquement des pulsations propres des
oscillateurs découplés, des constantes d'amortissement et du coefficient de gouplage

"

Cette relation établie pour deux oscillateurs n'est plus vraie dans le cas de trois
oscillateurs (voir [WAN98], [SUN96], [KIS95]).
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3. Equations énergétiqgues modales du mouvement

On considére maintenant deux sous-systemes continus couplés et soumis a des
excitations aléatoires, stationnaires, ergodiques, de type bruits blancs tronqués (voir figure
3.3). On cherche a déterminer la réponse vibratoire dans la bande de frégquengelg ces
sous-systemes.

Source
d’excitation

Sous-systéeme 2

/

Source

d’excitation Sous-systeme 1

Figure 3.3. Représentation des deux sous-systémes couplés et excités par des sources extérieures.

A partir des résultats du chapitre 2, on peut étudier linteraction entre ces deux
systemes en considérant les couplages entre deux groupes de modes. La méthode SEA
suppose que le comportement vibratoire dans la bande considérée peut étre correctement
analysé a partir de l'interaction entre les modes résonnants de la bande de fréquence. On a vu
au chapitre précédent, sur différents exemples, que les modes résonnants considérés par la
DMF étaient bien habilités a représenter le comportement vibratoire dans la bande si une
rupture d'impédance était présente au niveau de la jonction entre les deux sous-systemes. Par
conséquent, on considere les mémes types de modes que la double formulation modale et on
suppose que le comportement vibratoire est correctement représenté par l'interaction entre les
N:; modes résonnants du sous-systeme 1 &blesodes résonnants du sous-systeme 2.

Soit R“, I'ensemble des modes résonnants dans la bang®,] du sous-systeme
(a=12):
R :{r/ w! D[wlwz]} .

Ona :carc(R"):Na. L'indice des modes de chaque ensent®le est attribué entre 1

et Ny suivant un ordre croissant des pulsations propres du sous-systeme
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Les équations respectées par les amplitudes des modes des ensehatRS sont
données a partir des résultats du chapitre précédent :

B0 LR L §aowa-T @14
: 9p0f.-.N]
%5 (1) + 22¢2(t)+ w2 c2(t)- W NZ al (W2 = ﬁ (3.14b)
H OqOf,...N,]

Compte tenu de la forme des équations modales, ces modes peuvent étre modélisés par
des oscillateurs. Les couplages entre ceux-ci sont alors de type gyroscopique et peuvent se
représenter comme figure 3.4. On rappelle que cette configuration ne fait pas intervenir de
couplage direct entre les modes (oscillateurs) d’'un méme sous-systéme : un mode d’'un sous-
systeme est couplé avec les modes de l'autre sous-systeme mais n’est pas couplé avec les
autres modes du sous-systéme auquel il appartient.

[SOUS-SYSTEME } [SOUS-SYSTEME %

Figure 3.4: Rerésentation schématiie du coplage de N modes
du sous-systéme 1 avegribdes du sous-systeme 2.

On cherche a calculer les énergies des modes en utilisant les relations de base établies
au paragraphe 2. On rappelle que la relation d'échange de puissance entre deux oscillateurs est
établie pour des oscillateurs excités par des bruits blancs sur la bande de fréqugrete [0,
que les énergies des oscillateurs sont définies en considérant cette méme bande. Cependant,
voir par exemple [MAI87], les transferts d’énergie entre les modes et les énergies totales de
ceux-ci sont concentrés autour des fréquences de résonance. On peut donc supposer que les
énergies des modes (résonnants) correspondantes a la lamdg $ont correctement
approchées par les énergies de ces mémes modes correspondantes a lacqarfiierio,
pour les puissances échangées.)
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Pour ne pas alourdir I'écriture, on omettra a partir de maintenant de faire apparaitre la
moyenne temporelle sur les quantités énergétiques bien que celle-ci soit toujours considérée
pour ces quantités.

Considérons un modedu sous-systeme 1. On obtient I'équation qui traduit I'équilibre
énergétique de ce mode en appliqguant le principe de conservation de I'énergie pour un
processus stationnaire :

N
ne =”3§;s+21"' 2, DpO[1..N]. (3.15)
q=

Celle-ci exprime que la puissance injectée dans le rmpquler I'excitation extérieure
est, soit dissipée par I'amortissement interne du mode soit échangée avec les modes de l'autre
sous-systeme. Nous allons évaluer chacun de ces trois termes a partir des relations établies sur
les oscillateurs au paragraphe précédent :

. I'Iiln‘j’: Puissance injectée par la force généralisé’%l(t) due a l'excitation
extérieure.

Les efforts appliqués sur ce mode sont dus a I'excitation extérieure de type bruit blanc

et aux forces de couplage avec l'autre sous-systeme. En effet, si en (3.14a), on isolgp)e mode

() + %0l (0 +(?) ab () = FA(O( ML)+ Hi () M), (3.16)

m

N
ot Hy(t) = c2(t)w; représente I'ensemble des efforts appliqués par les modes du sous-
m=1

systeme 2 sur le mogedu sous-systeme 1.

On supposea priori - hypothese PMI - que les forces de couplagg(t), sont telles

que l'on puisse calculdi® & partir de la relation (3.9) :

inj

1p — m =
R = vE S (3.17)
avec §F1, la densité spectrale de la force généralilé§€() définie sur[O,oo[ et exprimée en
N?/(rad/s)

§F1peut étre calculée a partir de la déformée du rppdedes données caractérisant la
P

force extérieure appliguée au sous-systeme (densité spectrale, répartition spatiale).
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L'hypothése sur les Puissances Modales Injectées (PMI) posée plus haut peut étre
respectée dans plusieurs cas :

- les forces de couplage ont un effet négligeable sur le comportement du mode. Dans le
cas d'un couplage faible entre les sous-systémes, ceci est frequemment rencontré car le niveau
de I'excitation extérieure est beaucoup plus élevé que celui de I'ensemble des forces de
couplage en réaction (un seul sous-systeme excité) ;

- 'ensemble des forces de couplagé;,(t), constitue un processus décorrélé avec la
force généralisée et avec un spectre relativement plat en fréquence. Par exemple, ce cas peut
se rencontrer quand plusieurs sous-systemes sont excités par des excitations ‘rain on the roof’.

En faisant intervenir une moyenne d’ensemble sur une population de structures (voir
chapitre 1, paragraphe 2.6), cette hypotheése peut s’avérer ‘moins restrictive’. Nous n’entrons
pas ici dans les détails de I'aspect ‘moyenne d’ensemble’. Celui-ci fait I'objet de nombreuses
discutions et reste un sujet ‘ouvert’. Nous évoquerons cet aspect au cours du chapitre suivant
qui traite de la validité du modele SmEdA.

« MNP _: Puissance dissipée par le mode p.
Compte tenu de I'nypothese PMI et de la relation (3.5), on peut écrire :
M = WM, (3.18)

ou E;est I'énergie totale du moge

N,
. Z I'Ilpz : Puissance échangée par le mode p avec les modes du sous-systéme 2
q=1

Pour évaluer la puissance échangée entre le mddesous-systéme 1 et le magidu
sous-systeme 2, on isole ces deux modes dans les équations modales du mouvement :

(1) = Ly (1),

A(p.ap [Ln][Ln]) @)

) wow
AT

m# p

a (t) et ou on a fait
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Par analogie avec les équations du mouvement des deux oscillateurs couplés (équation
(3.10)), et en supposant - hypothése PME -Lgpgt) etLoy(t) satisfassent des conditions
similaires a(t) etF,(t) au paragraphe 2.2, on peut écrire :

pq p q

ni =pe(Ei-EY), (3.20)

ou ng est appelé le facteur de couplage intermodal et peut étre déterminé par analogie avec
(3.13) en fonction des pulsations propr@$, «f, des masses généraliséek,, M, des
bandes d'amortissements modates A?, et du travail d'interaction modaMy/? :

(wey (Alp (@) +82 (o} )2) i (3.21)
v mg ot ) - @2 F + (e, + 0 o, ) + 2 )R

Le domaine de validité de I'nypothése sur les Puissances Modales Echangées (PME),
qui est également posée en SEA, n'est pas facile a cerner. Elle implique 'une certaine
indépendance' entre les amplitudes modales (voir [LYO95] p.61) ce qui nécessite notamment
un couplage faible entre les sous-systémes. Il semble en pratique que si I'hypothese PME est
respectée, alors I'hnypothese PMI le soit aussi. L’hypothese PME trouve une légitimité plus
forte a partir d'une moyenne d’ensemble sur une population de structures. Cependant cette
derniére n’étant pas toujours réaliste pour le systéme étudié, on choisit de ne pas la faire
intervenir dans le formalisme de base de notre modele. Comme nous l'avons déja signalé,
nous reviendrons plus en détail sur ce point au chapitre suivant qui traite de la validité du
modéle SmEdA.

12 _
qu_

En injectant (3.18) et (3.20) dans (3.15), on obtient une équation pour chaqueindice
dont les inconnues sont les énergies des modes :

N,
N = w!nEL + Zlﬁfq(Elp -E2),  OpO[L....N] . (3.22)
q’:
De la méme maniere, on écrit I'équilibre énergétique de chaque mode du sous-systéeme

Ny
M2 = 22?2 +Zlggq(53 _ Elp), 0g0[L,...N] - (3.23)
p':
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Les relations (3.22) et (3.23) forment un systeme d'équations linéaiMas-Ny
équations eN;+Nzinconnues :

|:| |:| N, |:| N,
1p — 1,.1 12 1 12 2
B_lin'j) _DD:Upnp"'ZprqEEp _Zlﬁpq'Ew DPD[]-,---,N],
0 " " (3.24)
Nl |:| N1 |:|
20 — 12 1 2.2 12 2
@'lm? = —;lﬁp.qu + Cofn; +lequEEq, O [1,...N]-

Ces équations constituent ce que I'on appelle les équations énergétiques modales du
mouvement et les inconnues sont les énergies modales des deux sous-systemes. Les
puissances modales injecté&k,;, M~ sont des données d'entrée et peuvent étre évaluées a
partir de (3.17). Celles-ci peuvent étre différentes d’'un mode a l'autre ; le modele peut donc
prendre en compte des excitations plus localisées que I'excitation ‘rain on the roof’.

La résolution de ce systeme d'équations permet de déterminer la réponse vibratoire des
sous-systemes couplés en terme d’énergies modales. Les énergies totales des sous-systemes
peuvent ensuite étre obtenues par sommation des énergies modales :

E1=ZEl, EQ=ZlE§ (3.25)

ou E; (resp.E,) est la moyenne temporelle de I'énergie totale du sous-systeme 1 (resp. sous-
systeme 2) correspondant a la bande de fréquenge].

4. Reésolution approchée des équations énergétiques modales
basée sur la technique de Galerkin

Pour des structures complexes composées de multiples sous-systemes, le nombre de
degrés de liberté a prendre en compte dans le modéele SmEdA peut devenir important. On se
propose donc dans ce paragraphe de réduire le nhombre de degrés de liberté en utilisant la
technique de Galerkin.

La technique présentée ici permet de retrouver dans son approximation la plus forte les

équations de la SEA classique et dans sa forme la moins restrictive, les équations énergétiques
modales du mouvement.
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La Répartition des Energies Modales de chaque sous-systéme, que I'on nomme de
maniéere abrégée REM, est représentée par un vecteur dont la pieme composante correspond a
I'énergie du mode :

2
N

£ £ g
0 O - 0
[El] = %; B pour le sous-systéme 1,[&2] = %qz B pour le sous-systéeme 2.
0 O I
O 0O O 0O
H B

iy

Dans la théorie de base de la SEA, il est fait I'hnypothése d’équirépartition des énergies
modales ce qui revient a condensemMeslegres de liberté (ddl) du sous-systeme 1 en un seul
ddl. (idem pour le sous-systeme 2.)

On effectue une hypothese moins restrictive que I'équirépartition en décomposant la
répartition des énergies modales de chaque sous-systeme sur un ensemble de vecteurs de base
(décomposition en série) :

[El] Z et[AL]. [EZ] Z@[/\2 (3.26)
ou :
- [/\1] (resp.[/\z]) sont des vecteurs de baseNde(resp. N;) composantes et
I'ensemble ded\; vecteurs{[/\l] [/\l [/\l ]} (resp.N; vecteurs{[/\z] [/\2 [/\2 ]}

constituent une base dans I'espace vectdiel (resp. R" ) :

U\l,l U\z,l |:|

D D D B
[/\1] %\m D [/\2] S\Zq B; (3.27)

i

el e

- e (resp.€ )sont les coefficients de la décomposition de la REM pour le sous-

systeme 1 (resp. sous-systeme 2) ;
- a (resp.g )est le nombre total de termes pris en compte dans la décomposition pour

le sous-systeme 1 (resp. sous-systeme 2).
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Par exemple, les vecteurs de base peuvent étre issus des séries de Fourier :

NP = cosk%"(al\ll)_(1 )El pO[L... N],

(3.28)
N2 =COME, q D[l,..., I\L] :
O Nz -1 O

En injectant (3.28) dans (3.26) et en prenantg =1, cela revient a faire
I'hypothese d’équirépartition : la répartition des énergies modales est alors uniforme. Si
a =0 =2, un degré de liberté supplémentaire est introduit dans la description de la REM :
une variation des énergies modales de chaque sous-systeme est permise. La figure 3.5
représente ces deux cas d’approximation ou I'énergie de chaque mode du sous-systeme 1 est
donnée en fonction de l'indice modqal

" Exact
ET E‘Ell:l 2 ddi
% 1 ddl : équirépartition
B | [
| - D
O00000QOOOOOO
O
= O

=EBRopg

?

Figure 3.5. lllustration de deux approximations différentes sur la REM d’un sous-systeme.

Pour résoudre de maniere approchée le systeme d’équations (3.24), nous utilisons la
technique de Galerkin.

Premiérement, on mtrodwt (3 26) dans le systeme d’ equatlons (3.24) :

D 1 1, 1 2

b = g g o 3.29
J 01 =wyn ze/\ +z,8 ﬁZq,/\ zeUAU B (3.29)
@ pD[l

2 il

=iy N vy B @nt -3 e (220
SRR ﬁz .
H qD[l,..., ]

Ensuite, on effectue la projection sur les vecteurs de base qui décrivent le champ
restreint de solutions. Pour I'expression (3.29) établfel [1,...,N1] , O projections sont
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effectuées sur leg vecteurs de basﬂ/\la], a D[l,...,oT]} . Le produit scalaire utilisé pour
les projections est le produit scalaire usuel pour I'espace vecRtiell se définit par :

Ny

mNmZyv
&

p-p’
ol U, V sont deux vecteurs de I'espa®", et de composantes,, v,, respectivement
(pO[L...N]).

Une procédure analogue est utilisée pour (3.30).

Finalement, on obtient :

LN 1 o Ny N

%nllnrja/\w — Zmpnp +ZB12 D\lp/\Lp%_U: é;qzﬂ[ﬁz'l\?q’/\l‘;?]’

H a0 1,4,

0 (3.31)
DNZ N, [T N N;

;:q; f;?Alq-;es;%gf +ZB§2qD’\2q/\2“D-Ze$ZZ[qu/\la"/\”]

H o' 0[1,...,a).

On peut réécrire ce systeme composéaded eéquations linéaires sous une forme

condensée :
[¢']=[1[e] ~[¢ e, 3.3
[o°]={&][e] [ €],
ou lesa +d inconnues sont les coefficients de la décomposition de la REM de chaque sous-
systeme :

el sl
]=0 0 [¢]=0 @ (3.33)
0 nds

La connaissance de ces vecteurs permet de reconstituer la REM de chaque sous-
systeme et de calculer les énergies totales :

N, o

E‘ZZ NWE=;;§MW (3.34)
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Les vecteurs[qbl] et[¢2] sont liés aux puissances modales injectées :
: D 2 D
[¢"] = Davecqb Z near, [¢7 =0 D aveg? ZI'I 2020 (3.35)

1

a g

On note que le termg_ correspond a la projection de la répartition des puissances
modales injectées du sous-systeme 1 sur le vecteur det/ﬁ[a}seéidem pourg?). Ces deux
vecteurs constituent des données d’entrée du modele.

[El] ,[Ez] [Z ] [Z]Z sont des matrices fonction des pulsations propres, des
amortissements modaux, des facteurs de couplages intermodaux et des vecteurs de base. Elles
traduisent des couplages entre les différents degrés de liberté utilisés pour décrire la REM de
chaque sous-systeme.

On peut retrouver les équations de la SEA classique en utilisant les vecteurs de base
définis par (3.28) et en imposant=c¢ =1. En effet, dans ce cas le systeme d’équations
(3.32) devient :

N; N, Ny N,
ruSuney el -3y enld
p=1q'=1 =1q'=1

- 2q|:|_ & & 12 & & 12 £ 2
L ninjg_ L quBP’q el]-l'D wnq+zzﬁp’q el]'

p=10=1

(3.36)

Compte tenu de la décomposition de la REM (équirépartition) et de la relation (3.34),
on peut écrire :

E E
1 -1 2 =2 37
&=y e = (3.37)

1 2
g etg sont donc les densités d’énergies modales du sous-systétme 1 et du sous-
systeme 2.
On peut faire apparaitre le facteur de perte par couplage (déterministe) :

N, N,
2 %Béﬁ | 3.38)
@,

ou ¢« est la fréquence centrale ex/sde la bande de fréquence d’intérét.
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En supposant que les facteurs d’amortissements modaux d’'un méme sous-systeme sont
tous identiques pour la bande de fréquence considérée :
my =y, OF [L N 2 nQ0g [1.0N] (3.39)
et que les fréquences propres sont uniformément réparties dans la bande de fréquence, on
retrouve les équations de la méthode SEA :

(3.40)

P ot 2

inj inj

ol on a posdlj; = M

inj inj 7
p=1

Ny
= ZI'I 20 qui représentent les puissances injectées dans
gq=1

les sous-systémes 1 et 2 par les excitations extérieures.

On remarque que quelles que soient les valeurs des ardies , le premier terme de
chaque matrice de (3.32) est toujours le méme. Si le premier vecteur de base a des
composantes toutes identiques, on retrouve toujours dans les développements de (3.32) les
termes des équations de la SEA accompagnés de termes supplémentaires qui prennent en
compte les variations de la REM de chaque sous-systeme, et les variations des répartitions des
puissances modales injecté@n peut donc voir cette approche comme une évolution de la
SEA standard (basé sur I'équirépartition des énergies modales).

L’extension de cette technique a des systemes composés de plus de deux sous-
systemes est immédiate.

On note par :

- SmEdA, la méthode décrite dans ce paragraphe avea =1. (Si les vecteurs de
base ont des coefficients tous identiques, la décomposition revient a faire I'hypothése
d’équirépartition.)

- SmEdA, la méthode décrite dans ce paragraphe ave@ =n.

- SmEdJA™ la méthode décrite dans ce paragraphe @avecN,, ¢ = N,. Dans ce
cas, les énergies modales sont indépendantes.

5. CONCLUSION

Une reformulation et une extension de I'approche SEA a été présentée. Des équations
énergétiques modales du mouvement ont été obtenues moyennant des hypothéses similaires a
celles de la SEA mais sans supposer I'équirépartition des énergies modales. Ces équations
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modélisent le comportement vibratoire des sous-systémes couplés avec un niveau de détails
supérieur a la SEA, mais garde la simplicité des approches énergétiques. L’énergie de chaque
mode est considérée individuellement ce qui confere a ce modéle un domaine de validité plus
étendu que celui du modele SEA classique. Les hypothéses posées n’étant pas faciles a
appréhender, les limites de validité du modéle vont faire I'objet d’'investigations au cours du
chapitre suivant.

Les données nécessaires au modéle SmEdA pour représenter le couplage des sous-
systemes sont les facteurs de couplages intermodaux. Ceux-ci sont déterminés a partir des
fréquences propres des sous-systemes, des amortissements modaux, et des déformées propres
au niveau des jonctions via les travaux d’interactions modales. Deux phénomeénes physiques
rentrent en jeu dans les couplages intermodaux : les coincidences fréquentielles entre les
modes des sous-systemes et les coincidences spatiales entre ces mémes modes. On verra au
chapitre 5 que ces deux phénoménes peuvent conduire dans certaines configurations de
couplage a une grande disparité des forces d’interaction entre les modes et a une non-
équirépartition des énergies modales.

Outre la description modale des couplages des sous-systéemes, la prise en compte de la
répartition des énergies modales permet de considérer, d’une part, un amortissement propre a
chague mode, et d’autre part, des variations de la répartition des puissances modales
injectées ; on peut donc envisager des excitations avec des répartitions spatiales plus
localisées que I'excitation ‘rain on the roof’.

La principale ‘difficulté’ d’application du modéle SmEdA repose sur I'obtention des
schémas modaux des sous-systemes. La résolution des équations énergétiques modales n’est
pas, par contre, un frein a I'application de la méthode compte tenu des performances actuelles
des systemes informatiques. De plus, la résolution de ces équations par le technique de
Galerkin permet d'imposer une hypothése sur la répartition des énergies modales avec un
degré d’approximation modulable. Le degré d’approximation le plus fort correspond a
I'équirépartition, alors que le plus faible considére les énergies des modes indépendamment
les unes des autres.
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RECHERCHE ET ANALYSE DES LIMITES DU MODELE
SmEdA™ SUR DES CAS SIMPLES

1. Buts du chapitre

Le modeéle SmEdA*proposé au chapitre précédent repose notamment sur I'’hypothése
PME dont le domaine de validité ne peut étre décrit explicitement a partir des données
mécaniques et géométriques des systemes physiques. Cette hypothése est également posée par
le modele SEA. Il faut noter toutefois une différence importante entre les deux modéles
concernant le ‘systeme’ étudié. La SEA considemiori une population de structures alors
que le modéle SmEdA considéaepriori une seule structure. Le domaine de validité des
hypothéses ne peut pas étre le méme que I'on considere un systeme déterministe ou un
ensemble de structures. En toute rigueur, les limites du modéle SmEdA (structure unique)
imputable aux hypotheses PMI et PME ne peuvent pas étre également attribuées au modele
SEA (population de structures). Toutefois, le modéle SEA est souvent considéré pour une
structure unique (voir par exemple SEA-like en [FRE97]). Dans ce cas, les limites des deux
modeéles- SmEdA (structure unique) et SEA (structure uniguepnt les mémes vis-a-vis de
ces hypothéses. Par contre, le modéle SiBte posant pas I'hypothése d’équirépartition
du modéle SEA, son domaine de validité est plus étendu.

Le but de ce chapitre est de montrer et de comprendre sur des exemples académiques
les limites du modéle SmEdA. On ne cherchera pas a établir de régles générales sur la validité
du modele mais a étudier sur différents cas la qualité de la prédiction du modéle SmEdA et a
relier celle-ci aux différentes hypothéses posées au chapitre précédent. L'évaluation d’'une
maniere ‘exacte’ de la répartition des énergies modales de chaque sous-systéeme peut étre
effectuée grace a la résolution exacte des équations modales issues de la double formulation
modale. La différence entre ce calcul modal et le calcul SmEdA repose uniquement sur la
méthode de résolution des équations modales du mouvement: l'une exacte; l'autre
approchée, faisant intervenir les hypothéses que I'on souhaite analyser. Une comparaison des
résultats de ces deux calculs permet donc de se focaliser sur les hypothéses du modéle
SmEdA™ (Dans ce chapitre, tous les calculs sont effectués en considérant les énergies des
modes indépendamment les unes des autres.)
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Trois paragraphes distincts constituent le corps de ce chapitre :

- le premier, concerne I'hypothese de couplage faible entre les sous-systemes. Des cas
de couplage de deux sous-systemes déterministes sont considérés dans ce paragraphe. La
qualité de la prédiction est mise en correspondance avec la définition de couplage faible
donnée en référence [FAH97]. L'évaluation du coefficient de corrélation entre les amplitudes
modales issues du calcul DMF permet de mettre en évidence I'hypothése de couplage faible et
de relier celle-ci a I'hnypothese PME posée au chapitre précédent ;

- le second, traite des limites du modele pour des structures uniques composées de plus
de deux sous-systemes et pour des systemes excités par des forces localisées spatialement. Ces
configurations ont la particularité de présenter, en général, des sous-systemes dont les
amplitudes modales ne sont pas toutes décorrélées les unes des autres. Le but de I'étude de ces
cas est de montrer que bien que I'on ne considere pas une population de structures et des
excitations spatialement delta-correlées, le modéle peut rester valide pour les systemes a faible
recouvrement modal, systemes pour lesquels la prise en compte de la répartition des énergies
modales apporte des gains significatifs par rapport a I'hypothése d’équirépartition.

Pour des systémes a fort recouvrement modal, on verra par contre que la prédiction est
moins bonne. L'origine des erreurs sera analysée et confrontée aux hypothéses du modeéle
SmEdA ainsi qu’a I'effet de ‘tunnelling’ décrit par Heron [HER94] ;

- enfin, le dernier paragraphe introduit I'aspect ‘statistique’ par une moyenne
d’ensemble sur une population de structures. Les limites établies au paragraphe précédent
pour des structures déterministes sont alors a nuancer. On justifie dans ce cas le ‘'S’ de
SmEdA par l'adjonction d'une approche de Monte-Carlo pour simuler la population de
structures.

2. Force de couplage entre les sous-systemes

Comme nous l'avons vu au paragraphe 2.5 du chapitre 1, I'hypothése de couplage
faible entre les sous-systemes SEA fait I'objet de plusieurs définitions théoriques. La
définition qui se rapproche le plus de ‘la philosophie’ du modéle SmEdA est celle de Fahy et
James [FAH97] déja évoquée aux chapitres 1 et 2, et que I'on rapp&iteis «les conditions
de couplage faible, les modes du systeme sont ‘localisés’ dans le sens qu’ils ressemblent de
pres en fréquences propres et en déformées aux modes des sous-systemes découplés (avec les
conditions aux limites appropriées)..A partir d’'une comparaison entre des calculs SmEdA
et des calculs modaux issus de la double formulation modale, nous allons valider cette
définition sur des systémes simples.
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2.1. Présentation des différents calculs

Trois calculs différents ont été effectués sur des systemes composés de deux poutres
couplées et dont la premiére poutre est excitée par des efforts ‘rain on the roof’

e Un calcul dit ‘exact’ (‘'x’) est réalisé en résolvant dans un premier temps, les
équations du mouvement par décomposition en ondes forcées (voir annexe B, paragraphe 1)
pour une force harmonique ponctuelle positionnée aléatoirement sur la poutre 1. L’excitation
‘rain on the roof est ensuite approchée en moyennant les énergies des poutres sur un
ensemble de 20 points d’excitation répartis aléatoirement (décorrélation des efforts).
Finalement, les énergies sont moyennées en fréquence pour obtenir les énergies totales de
chaque poutre par bande de fréquence.

e Un calcul DMF (‘0") obtenu en utilisant la double formulation modale décrite au
chapitre 2. Les modes des sous-systemes pris en compte dans le calcul sont les modes
résonnants dans la bande de fréquence d’intérét.

De maniere analogue au calcul ‘exact’, on aurait pu simuler I'excitation ‘rain on the
roof’ en moyennant les énergies des poutres sur un ensemble de points d’excitation répartis
aléatoirement. Cependant, pour le calcul modal, il est plus intéressant de faire intervenir la
conséquence de l'excitation ‘rain on the roof sur les forces généralisées. En effet, il a été
démontré que les forces généralisées induites par l'excitation ‘rain on the roof sont
décorrélées entre elles (voir [MAI76], equation (93)). On peut donc, dans un premier temps,
calculer pour chacune des forces généralisées, les énergies modales correspondantes, et dans
un second temps, sommer ces énergies pour obtenir les énergies modales en réponse a
I'excitation spatialement delta-corrélée. Les résultats par bande de fréquence sont ensuite
obtenus en moyennant les quantités énergétiques en fréquence.

* Un calcul SmEdA () effectué a partir de I'approche décrite au chapitre 3 et en
considérant les mémes modes que le calcul DMF. On rappelle que pour ce calcul on ne fait
pas intervenir d’hypothéses sur la répartition des énergies modales (STHHEdA

2.2. Couplage de deux poutres vibrant longitudinalement

On considére deux poutres vibrant longitudinalement et couplées rigidement & une de
leurs extrémités. L'autre extrémité de chaque poutre est supposée libre. La poutre 1 est excitée
par des efforts ‘rain on the roof. On suppose un facteur d’amortissement interne identique
pour tous les modes.

! Type d’excitation généralement considéré en SEA, se caractérisant par un processus aléatoire stationnaire
ergodique de type bruit blanc tronqué, présentant une séparabilité temps-espace, et une répartition dite
spatialement delta-corrélée (les forces agissant en deux points différents sont décorrélées).
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Les modes considérés pour la poutre 1 sont ceux du sous-systeme découplé-libre alors
que pour la poutre 2 ils sont ceux du sous-systeme découplé-bloqué.

0
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E2/ElendB
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0

-25 o
1

S1/s2

Figure 4.1. Cas d'un amortissemefart’ : n,=n,=0,01. Rpport des énegies totales
E2/E1 enfonction du rg@port des sections£&5,. Conparaison deplusieurs calculs : X,
exact ; o, DMF avec les modes résonnants dans la banfféqience d'intérét —
SmEdA avec les mémes modae le calcul DMF: Bande dé&équence [9000 Hz -
11000 Hz]. L=28 m, 1,=23 m, E=E,=2.10"" Pa, p;=p,=8000 ky/m>. N;=23 modes,
N,=18 modes. Facteur de recouvrement modal :;Rji2 (outre 1), Rrpr0,92
(poutre 2).

E2/ElendB

-4 0 1 2
10 10 10

S1/S2
Figure 4.2. Cas d’'un amortissemeifaible’ : n,=n,=0,001. Rm~=0,112, Rrs=0,092.
Voir figure précédente.
Les figures 4.1 et 4.2 montrent, pour deux valeurs d’amortissements différents, le
rapport des énergies totales des deux poutres, E&&fonction du rapport de sectid®S,.

2 Dans ce chapitre, ainsi que dans les suivants, le rapport des énergies totales destestes-H2/E1, est
exprimé en décibel (dB) en appliquant la relation :

E2/E1= 10|oglOEEiE
El

106



ANALYSE DES LIMITES DU MODELE SmEdA

On constate que lorsque la poutre 1 est beaucoup plus grosse que la pSuge 10j, le

modéle SmEdA donne de bons résultats. Pour des rapports de sections proches ou inférieurs a
un, les résultats sont entachés d’'une erreur pouvant atteindre 6 dB pour un amortissement de
102 et 1,5 dB pour un amortissement dé*1Des écarts sont donc d’autant plus importants

gue I'amortissement est fort.

La définition de I'hnypothése de couplage faible de Fahy et James explique ceci. En
effet, pour des rapports de sectiddgS, tres supérieurs a un, les modes globaux de la
structure entiére se trouvent ‘localisés’ aux niveaux de chacun des sous-systemes et ‘se
rapprochent’ des modes des sous-systemes découplés que I'on a choisi pour le calcul SmEdA
(ainsi que le calcul DMF). Par contre, quand le rapport de sections tend vers un, les modes
globaux tendent vers les modes d'une poutre libre-libre de longugir, a section
constante. Ces modes ne sont pas ‘localisés’ et ne peuvent étre comparés aux modes des sous-
systemes découplés. Par conséquence, on est la dans un cas de couplage fort d’'apres la
définition de Fahy et James. Pour un rapport de sections bien inférieur a un, les modes
globaux se retrouvent ‘localisés’ mais les modes des sous-systemes que I'on a choisis ne s’en
rapprochent pas (modes ‘inversés’) ; les résultats ne sont alors pas bons ; cependant pour
obtenir des résultats corrects, il suffirait d’intervertir les types de conditions aux limites
choisis pour les sous-systemes a leur jonction (blogué ou libre).

On souhaite maintenant mettre en évidence l'influence de la faiblesse du couplage vis-
a-vis des hypothéses posées au chapitre précédent :

- en premier lieu, on remarque, figure 4.1, que le calcul DMF donne des résultats
proches de ceux du calcul exact quel que soit le rapport de sections alors que figure 4.2, un
écart d’environ 1dB entre les deux calculs est observé pour des rapports de sections inférieurs
a un. Pour un amortissement de 18&@,01), les modes résonnants pris en compte sont
suffisants pour reconstituer correctement le comportement vibratoire dans la bande de
fréquence méme si les modes considérés sont éloignés des modes physiques. Dans I'autre cas,
ou I'amortissement est dix fois plus faible et ot le comportement modal de la structure est
plus marqué, les modes introduisent une erreur sur la représentation du comportement
vibratoire s’ils ne ‘ressemblent’ pas aux modes physiques de la structure. Les écarts sont
cependant faibles car les erreurs s’annulent partiellement sous I'effet des moyennes spatiale et
fréquentielle.

- D’autre part, on remarque des écarts entre le calcul SmEdA et le calcul DMF sur les

deux figures. L'origine de ceux-ci est a rechercher dans le non-respect de I'hypothese PME
posée au paragraphe 3.1 du chapitre précédent. On rappelle que cette hypothese intervient
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pour le calcul des puissances échangées entre chaque couple de modes a partir de la relation
établie pour deux oscillateurs couplés et soumis a des efforts décorrélés de type bruit blanc.
Une condition pour que I'hypothése PME puisse étre respectée est que les amplitudes modales
d’'un méme sous-systéeme soient décorrélées (voir [LYO95]). Ceci vient du fait que les forces
de couplage sont des combinaisons linéaires (des dérivées premiéres par rapport au temps) des
amplitudes modales.

A partir du calcul issu de la double formulation modale, on va mettre en évidence la
corrélation entre les amplitudes des modes du sous-systéme excité quand le couplage est fort.

En effet, soita’ et aﬁ,, les amplitudes modales d’'indineetp de la poutre 1. Celles-ci
peuvent étre considérées comme des processus aléatoires, stationnaires et ergodiques.

En supposant que’ et a; aient des valeurs moyennes nulles, et compte tenu de
I'ergodicité de chaque processus, on peut écrire le coefficient de corré}e(tinop), entre les
amplitudes du mode et du mode de la poutre 1 par (voir [MAX81]) :

v(n. p) = nml}zal(t)a (1) dt/ dim im(a ®)° dtBU %m?l}( L) dtBU (4.1)

12 -1/ O o= 1

Compte tenu du théoreme de Wiener-Khintchine, la valeur de ce coefficient est donnée
par :

d’zma '
y(n, p) = IRe D@/g S, (w) a $,(w) aaé , (4.2)

- w,, W, sont les limites inférieures et supérieures de la bande de fréquence d’intérét,
" 1
- S (w) (resp.S,; (w)) est la densité spectrale du procesaj(sesp.as), et

vz . 7 1 Y& - .y
- Sa,%at (w) est la densité spectrale croisée eafret a, (definie pourw positif).

Les densités spectrales peuvent étre approchées a partir du calcul DMF en discrétisant
les spectres en fréquence et en considérant a chaque fréquence la décorrélation des forces
généralisées.

Si ce coefficient est égale a un pour un couple de m@de} cela indiqgue que les

amplitudes des modes d’indiceet p sont totalement corrélées, alors que s'il est nul cela
indique gu’elles sont décorrélées (voir [MAX81]).
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Figures 4.3 et 4.4, on présente les valeurs des coefficients de corrélation entre les
amplitudes des modes de la poutre 1. La figure 4.3 est établie pour un facteur d’'amortissement
interne de 1 % (comme pour la figure 4.1) alors que celui de la figure 4.4 est de 0,1 %
(comme pour la figure 4.2). Pour chacune d’elle, deux cas de couplage différents sont
envisagés : I'un fort, l'autre faible (au sens de la définition de Fahy). Il est évident que les
coefficients y(n,n), O] [1 MJ sont égaux a un. Par la suite, on exclut ceux-ci de nos
propos.

Sur les deux figures, on remarque que les valeurs des coefficients de corrélation (pour
n#p) sont tres petites devant un dans le cas d’'un couplage faible et que par contre, elles se
rapprochent de un pour certains couples de modes dans le cas d’'un couplage fort. Cela indique
par conséquent que les amplitudes modales sont plus fortement corrélées dans un cas de
couplage fort que dans la cas d’'un couplage faible, ceci malgré I'excitation ‘rain on the roof'.
L’hypothese PME ne peut étre respectée quand le couplage est fort au sens de la définition de
Fahy et James. Par un raisonnement en fréquence, on peut expliquer les corrélations par le fait
qu'il doit s’établir des ‘relations de phases fortes’ entre les amplitudes modales pour permettre
de reconstituer le champ vibratoire des poutres couplées a partir des modes des sous-systéemes
qui sont ‘éloignés’ des modes globaux.

)

n, indice mode poutre 1 p, indice mode poutre 1

(b)

n, indice mode poutre 1 p, indice mode poutre 1

Figure 4.3. Cofficients de corrélation entre les alitudes modales de lgoutre
excitée Y en fonction des caples (np)). Ni=23 modes. Deux cas: (ay/S=100.
(b) S/S=1,15. Amortissement ‘fort’ n;=n,=0,01.
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(@)
7 (b)

n, indice mode poutre 1

p, indice mode poutre 1

Figure 4.4. Cofficients de corrélation entre les giitudes modales de Ipoutre
excitée y en fonction des canles (np)). Deux cas: (a) $5=100. (b) $/S=1,15.
Amortissementfaible’ : n;=n,=0,001. Voir les autres caractérigties despoutres
figure 4.2.

On remarque que la valeur maximum des coefficients de corrélation nggusont
sensiblement les mémes dans les deux cas d’amortissement (environ 0,S¢fBaAdl5)
alors que les écarts entre le calcul SmEdA et le calcul DMF sont plus importants quand
I'amortissement est fort. Comme nous le verrons ultérieurement, le facteur de recouvrement
modal est un paramétre qui intervient sur la validité de I'hypothése PME. Pour le couplage
fort, celui-ci joue un réle d’accentuation de I'effet des corrélations des amplitudes modales.

2.3. Couplage de poutres vibrant en flexion

Les figures 4.5 et 4.6 portent sur les cas A et B, respectivement, de couplage de
poutres vibrant en flexion présentés au chapitre 2, paragraphe 4.2. On rappelle que le cas A
correspond au couplage rigide des deux poutres, alors qu’un appui intermédiaire qui bloque
les déplacements transversaux au niveau du couplage, intervient dans le cas B. Sur ces figures,
on présente le rapport des énergies totales E2/E1 en fonction de I'épaisseur de la poutre 1.
Une excitation ‘rain on the roof’ excite la poutre 1 et I'épaisseur de la poutre 2 reste constante.
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E2/ElendB
E2/ElendB

S0 - 55 =
10 10 10 10
hlenm hlenm

Figure 4.5. Cas A (sans appui intermédiaire). Figure 4.6. Cas B (avec appui intermédiaire).

Repport des énagies totales E2/E1 effonction de I'aisseur de lapoutre excitée, h Conparaison de
plusieurs calculs : x, exact ; 0, DMF— SmEdA avec les mémes magles le calcul DMF. Octave 1000 Hz.
L.=25 m, L=3,5 m, B=1 mm, B=b,=10 mm, E=E,=7.10" Pa, p=p,=2700 kym’, n,=n,=0,01.
Rm/70,15 ; 0,70]. Rre=0,98.

En comparant les résultats des calculs ‘exacts’ et DMF, on constate que les modes
considérés ne permettent pas de reconstituer correctement le comportement vibratoire des
poutres couplées lorsque celles-ci sont de sections voisines. Ce probleme de convergence a été
évoqué au chapitre 2 paragraphe 4.2.3, et a également été rencontré au paragraphe précédent
pour les poutres vibrant longitudinalement.

On constate que le calcul SmEdA donne des résultats meilleurs que le calcul modal.
Cependant ceci résulte d’'une compensation d’erreurs car le calcul SmEdA n’est qu'une
résolution approchée des équations modales. Il faut attribuer une part des erreurs (la différence
entre les résultats ‘exacts’ et DMF) au fait que les modes ne peuvent reconstituer correctement
le champ vibratoire, et une autre part (la différence entre les résultats DMF et SmEdA) au
non-respect de I'hypothése PME. Pour la configuration étudiée, ces erreurs se compensent en
général. Si on se concentre uniqguement sur les erreurs engendrées par la corrélation des
amplitudes modales de la poutre excitée, on constate, pour les deux cas traités, que celles-ci
sont d’autant plus grandes gbgh, tend vers un. Comme pour la convergence des séries
modales, le cas B est moins défavorable que le cas A. Ceci est confirmé, figure 4.7, ou on
donne, en fonction de I'épaisseur; la valeur la plus grande des coefficients de corrélation
entre les amplitudes modales de la poutre excitée (na], (n,p)C[L,...N:]%n#p). En
effet, quel que soit le rapport des épaisseurs, celle-ci est plus faible pour le cas B que pour le
cas A. Pour un rapport d’épaisseurs donné, les amplitudes modales de la poutre excitée sont
donc moins corrélées quand il y a un appui intermédiaire que quand il y en a pas. Dans les
deux cas, l'allure générale est décroissante ce qui confirme bien que plus le rapport des
épaisseurs est grand, plus I'hypothese de décorrélation des amplitudes modales est respectée.
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-

max[ gama(m,n) ]
o o 1N o o o o o
N w B o = ~ 0 ©
T T

o
[
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107 107
hlenm

Figure 4.7. Valeur max des dfieients de corrélation des aiitudes modales de lpoutre
excitée (maxfn,p), On.p)I[1,...N])?) en fonction de I'faisseur de lapoutre 1. Deux
corfigurations :— cas de Idigure 4.5 (sans ppui intermédiaire) ; ----, cas de lagure 4.6
(avec appui intermédiaire).

2.4. Couplage par un ressort de torsion de deux poutres vibrant en
flexion

Excitation ‘rain on the roof’ Q

7 L\

|
AN AN JAN

Figure 4.8. Couplage de deux poutres par un ressort de torsion.

On considére les deux poutres vibrant en flexion (hypothéses de Euler-Bernoulli)

comme représentée figure 4.8. Un ressort de torsion de rdideauple les deux poutres a
une des extrémités. La poutre 1, excitée par des forces ‘rain on the roof’, est plus épaisse que
la poutre 214;=5 mmhy=2 mm).

On se propose d’étudier I'impact du choix des modes des sous-systemes en fonction de

la raideur du ressort. Deux possibilités, représentées figure 4.9, vont étre considérées :

- Cas 1: Poutre 1, modes bloqués. Poutre 2, modes libres.
- Cas 2 : Poutre 1, modes libres. Poutre 2, modes bloqués.

Les schémas modaux nécessaires aux calculs DMF et SmEdA sont donnés en annexe
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(@) | |

(b) |
JAN

Figure 4.9. Représentation des sous-systemes découplés. (a) : Cas 1, (b) : Cas 2.

Figure 4.10, on présente pour I'octave 2000 Hz, le rapport des énergies totales E2/E1
en fonction de la raideu® du ressort. Les résultats du calcul modal peuvent étre considérés
comme représentatifs du comportement vibratoire des poutres couplées. Deux calculs SmEdA
ont été effectué : 'un avec les modes du cas 1, I'autre avec les modes du cas 2. On constate
que pour des raideurs de ressort ‘faibles’, les deux calculs donnent des résultats corrects alors
gue pour des raideurs plus fortes, seuls les calculs avec les modes du cas 2 sont corrects. Ceci
était prévisible car pour des raideurs faibles, le ressort joue un rdle négligeable dans la
définition des modes des sous-systemes (modes proches de ceux des poutres appuyées aux
deux extrémités). Par contre, quand la raideur devient grande, le ressort intervient fortement
dans la définition des modes et le couplage entre les deux poutres tend vers un couplage rigide
avec un appui intermédiaire. Les modes du cas 1 ne sont alors plus appropriés car trés
éloignés (‘opposés’) aux modes physiques de la structure globale.

E2/E1 en dB

-70 '

10° 10 *

. .
10° 10° 10
Raideur du ressort en N.m/rad

1

Figure 4.10. Rpport des énagies totales E2/E1 eifonction de la raideur du ressort de
cowplage. Conparaison deplusieurs calculs : o, DMF avec les modes résonnants du cas 2;
—— SmEdA avec les mémes modes le calcul DMF ; ----, SmEdA avec les modes
résonnants du cas 1. Octave centrée sur 2000 H8 I, LL,=1,5 m, h=5 mm,h,=2 mm,
b;=b,=10 mm, E=E,=7.10" Pa, p,=0,=2700 ky/m*, n,=n,=0,05. Rm=0,53. Rm=0,42.
Rapport exact E2/Efiour les deux poutres couplées rigidement2,6 dB.
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Contrairement a I'approche classique utilisant les modes libres pour les deux sous-
systemes et une formulation unique en déplacement (voir la référence [CRA71] sur le méme
cas de couplage), le calcul présenté ici, basé sur la double formulation modale, converge vers
la solution pour des valeurs de raideurs importantes (cas 2). Le calcul n’est donc pas limité par
le critere de Newland (voir [CRA71]) qui impose que la raideur du ressort de couplage soit
tres inférieure a la raideur dynamique en rotation de chaque poutre :

Q <<E,;l k,, E,I.K,. (4.3)

A 2000 Hz, la raideur dynamique de la poutre 1 est de I'ordre de 200 N.m/rad et celle
de la poutre 2 de 1800 N.m/rad. On remarque, sur la figure 4.10, que le critére de Newland
peut toutefois s’appliquer au calcul avec les modes du cas 1. Ce critere délimite donc ce que
'on a appelé précédemment des raideurs faibles et des raideurs fortes. Ceci permet de
souligner que le choix des modes conditionne fortement la limite de validité de I'hypothese
PME et donc le supposé couplage faible. Pour obtenir une validité la plus large possible, les
modes des sous-systémes doivent étre choisis tels gu’ils se rapprochent au mieux des modes
physiques de la structure. Ceci n'est possible que si les modes globaux sont ‘localisés’ au
niveau des sous-systemes d’ou la nécessité d'une rupture d’impédance entre les sous-
systemes.

On peut souligner que le calcul SmEdA, tenant compte des modes du cas 2, converge
trés bien vers la solution pour des raideurs fortes car les poutres ont des épaisseurs différentes
(voir paragraphe précédent).

2.5. Conclusion

A partir de comparaisons entre différents calculs sur des structures déterministes, on a
pu mettre en évidence la notion de couplage faible et de couplage fort entre les sous-systemes.
On a constaté que la définition du couplage faible donnée par Fahy et James était valide et
gu’elle s’inscrivait pleinement dans le contexte de la démarche proposée. Le calcul des
coefficients de corrélation entre les amplitudes modales du sous-systéme excité a permis
d’établir le lien entre les erreurs constatées et I'hypothese PME du modéle SmEdA.

Un critére pratique différenciant le couplage faible du couplage fort quelle que soit la
nature de la structure n’a pas pu étre dégagé a partir des comparaisons effectuées. On peut
noter toutefois qu’une extension de ce travail est présentée en référence [OUI99]. Le but de la
technique proposée dans cette référence est de déterminer la force du couplage entre deux
sous-systemes a partir de données facilement mesurables que sont les fonctions de transferts.
La puissance des réseaux de neurone est alors mise a contribution pour établir le critere de
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couplage faible. A partir d'une étape d’apprentissage sur des cas simples ou des comparaisons
similaires a celles qui ont été présentées sont possible, le réseau de neurone établit lui-méme
le critere de couplage faible-couplage fort. Une fois la période d’apprentissage finie, il suffit
de donner au réseau de neurone des fonctions de transfert mesurées pour qu’il indique la force
de couplage d’'aprés son propre critére. Les résultats obtenus sur des systemes 1D sont
encourageants. Le développement de cette étude mérite d’étre poursuivi.

Au chapitre 1, on a cité plusieurs études ([KEA87], [REM75], [MAC93],...) qui ont
montré que la relation SEA des puissances échangées était valide quelle que soit la force de
couplage. Ces études ne considéraient alors pas une seule structure mais une population de
structures. On ne peut retrouver ici les mémes conclusions car on a choisi d’étudier des
structures déterministes uniqguement. Les criteres de couplage faible donnés en [MAC93],
[FIN95] considérant une moyenne d’ensemble ne peuvent également s’appliquer. De plus,
'ambiguité sur la dualité onde-mode (voir [LAN97a]) rend difficile une confrontation des
résultats présentés ici, issus d’'une approche modale, avec les travaux de Mace et Finnveden
dont les investigations sont basées sur une approche par les ondes. Par exemple, au paragraphe
2.4, on a montré que la qualité des résultats dépendaient du choix des modes ce qui n’a pas
d’équivalent dans I'approche onde.

3. Validité du modele pour des structures individuelles

Dans ce paragraphe, on se place dans des situations de couplage faible entre les sous-
systemes. Nous allons étudier deux configurations différentes ou au moins deux sous-
systemes ne présentent pas des amplitudes modales décorrélées :

- couplage mono-point de trois poutres ;
- couplage de deux poutres excitées par un effort ponctuel.

3.1. Couplage de trois sous-systemes

On considere le systeme représenté figure 4.11 composé de trois poutres en acier
vibrant longitudinalement et couplées rigidement aux extrémités.

Poutre 3

| Poutre 1 { Poutre 2

Figure 4.11. Représentation du couplage des trois poutres vibrant longitudinalement.
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La poutre 1 est excitée par des efforts de type ‘rain on the roof. Les modes des sous-
systemes considérés pour le calcul DMF et le calcul SmEdA sont les modes libres pour la

poutre 1 et la poutre 3, et les modes bloqués pour la poutre 2.

3.1.1.Cas d’'un fort recouvrement modal

Figures 4.12 et 4.13, on donne les rapports des énergies totales E2/E1 et E3/EL,
respectivement, en fonction de la fréquence. Outre les différents calculs déja décrits au
paragraphe 2.1, on effectue un calcul de SEA classique, nof8%gR), ol les facteurs de
perte par couplage sont évalués par I'approche par les ondes (voir [LYO95] chapitre 10).
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Figure 4.12. Rpport des énagies totales E2/E1 en Figure 4.13. Rpport des énagies totales E3/E1 en
fonction de la fréquence\{f= 2000 Hz). fonction de la fréquencel{= 2000 Hz).

Cas d’'un 'amortissementdrt’ : n=0,01. Conparaison deplusieurs calculs : x, exact ; o, DMF avec les modes
résonnants dans la bandf ; — SmEdA avec les mémes mogies le calcul DMF *, SEA avec les CLF
calculés par I'approche onde; 28 m, L=23 m, =25 m, $/S,=50, $/S,=100, E=2.16"Pa, p=8000 kg/n.

On constate que les transferts d’énergie vibratoire entre la poutre 1 et la poutre 2 sont
bien évalués par tous les calculs alors que ce n’est pas le cas entre la poutre 2 et la poutre 3
(voir figure 4.13). Le calcul modal converge correctement donc les modes pris en compte par
le calcul SmEdA sont susceptibles de représenter le comportement vibratoire du systéme. Les
erreurs importantes du modéle SmEdA ne proviennent donc pas des bases modales
considérées.

Ces erreurs sont a rechercher dans le non-respect de I'hypothése PME pour le calcul
des puissances échangées entre les couples de modes des poutres 2 et 3. En effet, la poutre 2
n'est excitée que par la poutre 1 via un couplage mono-ponctuel ; I'effort de couplage
appliqué par la poutre 1 sur la poutre 2 est donc une force aléatoire unique qui n'a pas les
caractéristiques d’'une excitation ‘rain on the roof’. Les amplitudes modales de la poutre 2,
ainsi que de la poutre 3, sont alors totalement dépendantes les unes des autres, c’est-a-dire
gu’elles sont corrélées.
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Pour I'évaluation des transferts d’énergie entre la poutre 1 et la poutre 2, on a bien
corrélations des amplitudes modales de la poutre 2 non excitée. Cependant, leurs effets sont
négligeables sur la relation d’échanges de puissance entre les modes des deux premiéres
poutres car les modes de la poutre 1 sont principalement excités par les forces généralisées
décorrélées (forces de couplage avec la poutre 2 négligedhje)= F1(t) avec la notation
du chapitre 3) et les modes de la poutre 2 sont principalement excités par les efforts de
couplage avec la poutre 1 qui sont combinaisons linéaires des amplitudes modales décorrélées
de la poutre 1 ( cas d’'un couplage faible).

Par contre, les efforts appliqués sur les couples de modes des poutres 2 et 3 sont
uniguement des efforts de couplage corrélés entre eux. Si on isole le couplage entre un mode
de la poutre 2 et un mode de la poutre 3, on ne peut pas affirrmemme le suppose
I'nypothése PME- que les efforts agissant sur ces deux modes sont décorrélés. La puissance
échangée entre les deux modes ne peut pas étre correctement évaluée a partir de la relation
d’échanges d’énergie entre les deux oscillateurs. Ceci peut étre vu comme un frein important a
la SmEdA et a la SEA. Toutefois on verra plus tard que ce résultat peut étre tempéré car le cas
présenté est sévere vis-a-vis de I'hypothese PME (structure déterministe, couplage mono-
point, recouvrement modal important). Les sous-systemes sont hautement non réverbérants et
de grandes dimensions, ils sortent donc du domaine d’applications de la SEA. Cet exemple
présente néanmoins l'intérét de grossir le phénoméne que I'on souhaite mettre en évidence.

Dans la littérature Heron [HER94] traite du méme cas de couplage et donne une
interprétation de ce phénoméne qu’il modélise par un mécanisme de ‘tunneling’ (modele
ASEA). Ce mécanisme se traduit par un couplage direct entre deux sous-systémes SEA qui
sont séparés physiquement par d’autres sous-systémes. La description du phénoméne donnée
par Heron est liée a I'approche par les ondes qu’il met en ceuvre : les erreurs du modele SEA
sont liées a la décroissance exponentielle due a 'amortissement des champs vibratoires des
sous-systemes non excités. Cette décroissance du champ direct, qui est dominante par rapport
au champ réverbérant (pour les amortissements ‘forts’), n’est pas prise en compte par la SEA
car elle suppose un champ diffus pour chaque sous-systeme (voir figure 4.14). Vis-a-vis de
'approche modale, le champ diffus est a rapprocher de la décorrélation des amplitudes
modales, et la décroissance exponentielle du champ vibratoire des sous-systemes non excités,
a la forte corrélation entre les amplitudes modales de ces mémes sous-systemes.
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Ul f SEA

Poutre 1

] Poutre 2

Figure 4.14. Rprésentation schémaiiie du cham vibratoire réel et du chamvibratoire
supposé par la SEA (excitation ‘rain on the roof sur la poutre 1).

Figure 4.15 on donne la répartition des énergies modales de chaque poutre pour la
bande de fréquence [19000 Hz-21000 Hz]. On rappelle que le calcul modal converge vers le
résultat exact pour cette bande. On remarque un décalage quasiment constant sur une échelle
logarithmique entre les énergies modales ‘exactes’ et les énergies modales prédites par le
modéle SmEdA. La décroissance exponentielle du champ vibratoire semble donc jouer un réle
identique sur la prédiction des énergies de tous les modes de la poutre 3.
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Figure 4.15. Rpgartition des énegies modalegour la bande déréquence [19000 Hz - 21000
Hz]. Deux calculs : o, DMF +— SmEdA. (apoutre 1. (b)poutre 2. (c)poutre 3. Paramétres
identiques aux figures 4.12, 4.13.
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On donne, figure 4.16, le facteur de recouvrement modal de chacune des poutres en
fonction de la frequence. Celui-ci est défini pour une paupar :
R (@,) = @, 0, (4.4)
ou: -w,estlafréquence centrale de la bande de fréequence,
- Nq le facteur d’amortissement interne, et
- g la densité modale asymptotique (voir [LYO95], chapitre 8).
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Figure 4.16. Valeur ddacteur de recouvrement modal de ghapoutre enfonction de la
fréquence. X, poutre 1; o, poutre-2poutre 3.

Dans le cas des poutres vibrant longitudinalement, ce facteur augmente de maniére
linéaire avec la fréquence. L'importance du mécanisme de ‘tunneling’ pris en compte dans le
modele ASEA ([HER94]) dépend directement de ce facteur de recouvrement modal. Plus il
est grand, plus le mécanisme de ‘tunneling’ est important, plus les erreurs du modele SEA
sont donc importantes. Vis-a-vis de notre approche, on peut interpréter I'influence du facteur
de recouvrement modal par le fait que plus celui-ci est grand, plus il y a de modes qui
participent a la réponse vibratoire a une fréquence donnée, et donc, plus les corrélations des
amplitudes modales jouent un rble pénalisant a I'égard de I'hypothése PME.

Remarque : Si la poutre excitée par des efforts ‘rain on the roof’ est la poutre 2, alors
le modele SmEdA et la SEA modélisent correctement les transferts d’énergie vibratoire entre
chaque poutre.

3.1.2.Cas d’un faible recouvrement modal

On considere, maintenant, un facteur d’amortissement interne dix fois plus petit qu’au
paragraphe précéden{=0,001). Il n'y a donc plus de recouvrement modal sur le spectre
[1000 Hz-21000 Hz] (Rm<1).
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On présente les résultats, figures 4.17 et 4.18, de la méme maniére que les figures 4.12
et 4.13 du paragraphe précédent. La comparaison des résultats des calculs ‘exacts’ et DMF
permet de vérifier que les modes considérés sont habilités a reconstituer le comportement
vibratoire du systeme. (Les légers écarts sur les trois premiéres bandes sont dus au fait que des
modes non résonnants non pris en compte dans le calcul DMF ont des fréquences propres trés
proches des limites de la bande de fréquence considérée.)
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Figure 4.17. Rpport des énagies totales E2/E1 en Figure 4.18. Rpport des énagies totales E3/E1 en

fonction de la fréquencel{ = 2000 Hz). fonction de la fréquence.
Cas d’unfaible amortissementn=0,001. Conparaison deplusieurs calculs : x, exact ; o, DMF avec les modes
résonnants dans la bandsf ; — SmEdA avec les mémes modges le calcul DMF. k=28 m, LL=23 m,

Ls=25 m, $/S=50, $/S,=100, E=2.1G" Pa, p=8000 kg/m.

On constate que les transferts d’énergie sont trés bien évalués par le modele SmEdA a
la difféerence du paragraphe précédent. On a toujours corrélation entre les amplitudes modales
des poutres 2 et 3. Par contre, il n'y a pas de recouvrement modal. Le couplage entre les
poutres est donc dominé par les interactions entre les modes de fréquences propres voisines.
L’évaluation des puissances échangées via ces couplages modaux dominants peut se faire par
paire, indépendamment du couplage avec les autres modes. Dans ce cas, I'hypothese PME
s’avere respectée, non pas par le fait que les amplitudes modales sont décorrélées, mais du fait
qgue l'interaction entre chaque couple de modes est peu influencée par les autres modes. Le
systeme considéré ici rentre mieux dans le cadre d’application de la SEA que celui du
paragraphe précédent car le champ est plus réverbérant.

La répartition des énergies modales pour la bande de fréquence [1000 Hz-3000 Hz] est

donnée figure 4.19. On remarque quelques faibles erreurs sur la prédiction des énergies
modales de la poutre 3. Ces erreurs ne semblent pas toutefois entacher les résultats globaux.
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Figure 4.19. Rpartition des éneagies modalegpour la bande [1000 Hz - 3000 Hz]. Deux
calculs : o, DMF ;—— SmEdA. (a) poutre 1. (b) :poutre 2. (c) :poutre 3. Paramétres
identiques aux deux figures précédentes.

3.1.3.Décorrélation des amplitudes modales des sous-systemes non
excités

On a vu précédemment que les corrélations entre les amplitudes modales des poutres
non excitées mettaient en défaut les modeles SmEdA et SEA quand il y avait un fort
recouvrement modal. Le cas des poutres couplées aux niveaux des extrémités est un peu
particulier car il ne fait intervenir gu'un seul point de couplage entre les sous-systemes. On
souhaite montrer dans ce paragraphe, sur un systeme composé de deux plaques couplées, que
les amplitudes modales des sous-systemes non excités ne sont pas toujours toutes fortement
corrélées les unes aux autres.

On considere le couplage de deux plagues en L présenté au paragraphe 4.3 du chapitre
2, ou l'on reprend la méme notation. On suppose que la plaque 1 est excitée par des efforts
‘rain on the roof’.

Les efforts de couplage appliqués sur un mode de double imdiceld la plaque 2,
H2(t), peuvent s'écrire :

He(t) =D Won (), (4.5)

ou a’ (t) est 'amplitude du mode d’indicen(r) de la plaque 1.

121



CHAPITRE 4

En faisant intervenir I'expression du travail d’interaction modal (équation (2.128),
chapitre 2), I'expression devient :
Lyl
c(r,s z O—m
™ [

Ha, (4.6)

S

E,I
C(r,s) = f%\?’?éijg siné%T K, + 1@. (4.7)

2

A partir de cette expression, on peut déduire si les forces appliquées sur lesrrgodes (
et (",s’) de la plaque 2 sont totalement corrélés ou non. Deux cas de figures se présentent :

- Si s'= s, Cc'est-a-dire que les modes ont le méme ordre suivant I'aréte de couplage
alors les forcesH?(t) etH? (t) ne différent que d'une constante. Elles sont donc
dépendantes I'une de l'autre. Par conséquence les amplitudes modales de ces deux modes sont
corréelées.

- Si s'# s, et en considérant que les amplitudes modales de la plague 1 excitée sont
décorrélées (condition de couplage faible), alors les deux efforts ne sont pas corrélés entre eux
(car combinaisons linéaires d’amplitudes modales différentes). En conséquence, les
amplitudes des deux modes ne sont pas corrélés.

On en conclu que les amplitudes des modes de la plague non excitée sont non
corrélées si les nombres d’onde modaux suivant I'aréte de couplage sont différents.

On vient de mettre en évidence pour deux structures couplées rectilignement que des
amplitudes modales du sous-systeme non excité pouvaient étre décorrélées. On aurait pu
aboutir & des conclusions similaires pour d’autres types de couplage (multi-points, sur une
surface,...). Ceci nuance les limites du modele SmEdA observées précédemment sur les
assemblages de poutres pour lesquels les amplitudes modales des poutres non excitées étaient
toutes corrélées les unes aux autres.

3.1.4.Conclusion

On a mis en évidence sur un couplage de trois poutres que le modele SmEdA et le
modéle SEA (structure individuelle) pouvaient étre mis en défaut alors qu’ils sont
parfaitement valides pour les couplages de ces mémes poutres deux a deux. La corrélation des
amplitudes modales des sous-systemes non excités est en cause et conduit au non-respect de
I'hypothése PME posée par les deux modéles. On a vu toutefois que pour des facteurs de
recouvrement modal inférieurs a un, la prédiction était bonne car le couplage entre chaque
couple de modes est peu influencé par les autres modes.
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On peut souligner que le cas présenté au paragraphe 3.1.1 est tres sévere et grossit le
phénoméne. Il peut étre qualifié de pathologique car le facteur de recouvrement modal de
chaque sous-systeme est élevé (systeme hautement non réverbérant), le couplage est mono-
ponctuel, et le systeme est déterministe (voir I'aspect moyenne d’ensemble au paragraphe 4).
On note cependant que par rapport a I'idée tres répandue affirmant que la SEA marche mieux
quand le facteur de recouvrement modal est supérieur & un, on constate ici le contraire !

3.2. Excitation ponctuelle sur des structures déterministes

Dans la réalité on ne trouve que trés rarement des sources d’excitation qui peuvent
s’assimiler a des excitations de type ‘rain on the roof’. On rencontre plus généralement des
excitations ‘localisées’ ou des excitations réparties mais non spatialement delta-correlées. On
se propose dans ce paragraphe d’étudier, sur un exemple simple, la conséquence sur la
prédiction du modele SmEdA d’une excitation localisée en un seul point.

Le systeme est composé de deux poutres couplées rigidement et vibrant
longitudinalement. L’excitation ponctuelle de type bruit blanc tronqué est localisgs@nla
premiere poutre. On donne, figure 4.20 et 4.21, le rapport entre les énergies totales des deux
poutres en fonction de la position de I'excitation. La figure 4.20 correspond a un cas de fort
recouvrement modal, alors que pour la figure 4.21, le facteur de recouvrement modal de
chaque poutre est bien inférieur a un.
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Figure 4.20. Cas d'un fort’ amortissement: Figure 4.21. Cas d'un faible’ amortissement :
n=0,01. Rm1=1,12, Rm2=0,92. n=0,001. Rm1=0,112, Rm2=0,092.

Repport des énagies totales E2/E1 efonction de laposition X de laforce ponctuelle. Cormparaison de deux
calculs : o, DMF avec les modes résonnants dans la bande d’intéréf SmEdA avec les mémes mogies
le calcul DMF.Af =[9000 Hz-11000 Hz]. =28 m, LL,=23 m, $/S=50, E=2.10"Pa, p=8000 kg/m*. N;=23
modes, B=18 modes.
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On constate, figure 4.20, que les résultats SmEdA sont identiques quelle que soit la
position de I'excitation alors que les résultats du calcul modal indiquent que le transfert
d’énergie entre les deux sous-systéemes est de plus en plus important lorsque I'excitation se
rapproche de la jonction de couplage. Le phénoméne physique qui n’est pas correctement pris
en compte est, la encore, la décroissance exponentielle du champ vibratoire de part et d’autre
de l'excitation. Les erreurs du calcul SmEdA étaient prévisibles car dans le cas d'une
excitation localisée les amplitudes modales des deux poutres sont entierement dépendantes les
unes des autres. On se retrouve alors dans une situation similaire a celle du couplage de trois
poutres ou les deux poutres non excitées ont leurs amplitudes modales corrélées entre elles.

Quand il n’y a pas recouvrement modal (figure 4.21), les résultats SmEdA sont par
contre tres bons : les variations des transferts d’énergie suivant la position de I'excitation sont
correctement représentées par le modele. Dans ce cas, le champ réverbérant domine le
comportement vibratoire du systeme ; la décroissance exponentielle du champ direct est alors
négligeable. On se retrouve dans une situation ou les couplages entre les modes de fréquences
propres voisines dominent le couplage entre les deux poutres. La faiblesse du recouvrement
modal minimise l'influence des corrélations sur les puissances échangées entre les modes.

Comme le couplage mono-ponctuel de trois poutres, I'excitation ponctuelle est un cas
sévere pour le modele SmEdA pour des forts recouvrements modaux. Plusieurs excitations
ponctuelles non corrélées permettraient d’obtenir de meilleurs résultats car elles auraient pour
conséquence de décorréler les amplitudes modales de la poutre excitée. Néanmoins, on a pu
montrer que I'hypothése d’une excitation de type ‘rain on the roof’ n’était pas toujours requise
et que le modéle SmEdA pouvait prendre en compte correctement I'effet de la localisation de
I'excitation quand le recouvrement modal était faible.

4. Moyenne d’ensemble

Les comparaisons qui ont été effectuées jusqu’a présent ont portées sur des structures
unigues. On a constaté que dans certains cas, le modele était valide et que pour d’autres,
I'hnypothése PME ne pouvait étre correctement respectée. Une des idées fortes de la méthode
SEA est de moyenner les quantités énergétiques sur un ensemble de structures (voir
paragraphe 2.6 chapitre 1). La population de structures est définie en référence [LYO95] telle
que la densité de probabilité pour 'événement des fréquences propres soit uniforme dans la
bandeAw . C’est-a-dire que la fréquence propre de chague mode peut avoir n’'importe quelle
valeur comprise entre la fréquence minimum et la fréquence maximum de la bande
considérée. L'intérét de cette moyenne d’ensemble est d’introduire un facteur supplémentaire
de décorrélation des amplitudes modales a partir d’'une distribution aléatoire des fréquences
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propres. Cette hypothése sur la population de structures se base sur le fait que des structures
apparemment identiques peuvent présenter une grande dispersion des réponses vibratoires
dans les ‘hautes fréquences’. Cependant la question du réalisme de cette population de

structures reste ouverte.

Dans le formalisme de base du modele SmEdA, nous n’avons pas introduit I'hnypothése
d'une moyenne d’ensemble afin de conserver les informations suffisantes pour décrire les
structures déterministes avec un faible recouvrement modal. (Nous verrons au chapitre suivant
que l'intérét du modele SmEdA par rapport a la SEA réside principalement dans la
modélisation de ces structures.) On introduit ici la moyenne d’ensemble dans le modéle
SmEdA par une approche de Monte-Carlo. Celle-ci consiste en une succession d’expériences
numeériques réalisées a partir de calculs SmEdA. Pour permettre une comparaison des
résultats, on effectue la méme démarche avec des calculs DMF qui sont supposés ‘exacts’, et
en tenant compte des mémes éléments de la population.

Pour étudier les conséquences sur la qualité de la prédiction de différents degrés
d’incertitude sur les fréquences propres, on choisit de définir la population de structures de
maniére sensiblement différente de celle de la SEA. Elle est définie telle que la densité de
probabilité pour I'événement d’une pulsation propi,, soit uniforme dans une bande de
largeur Ae; centrée sur la pulsation propre déterminisi¢, C'est-a-dire que les pulsations
propres peuvent ‘varier’ autour des pulsations propres déterministes dans un intervalle borné
de largeurAe; .

La pulsation propre d’un événement associé au mode sous-systéme, w;, est

donnée par :
= of, (1+ £), (4.8)

- wy est la pulsation propre du mopélu sous-systeme déterministe,

- g est le taux d'incertitudele | = 2ew] ), et

- [ suit une loi de densité de probabilité uniforme entre -1 et 1, et nulle en dehors de
ces bornes.

On se propose d’étudier I'intérét de la moyenne d’ensemble a partir des deux exemples

déterministes présentés au paragraphe 3 et pour lesquels le modele SmEdA donnait des
résultats erronés pour des forts recouvrements modaux.
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4.1. Couplage de trois poutres vibrant longitudinalement

La structure servant de base a la définition de la population de structures est celle
présentée au paragraphe 3.1. Elle est composée de trois poutres vibrant longitudinalement et
couplées rigidement. On reprend les mémes données numériques que celles des figures 4.12 et
4.13 pour définir la structure déterministe (cas d’un fort recouvrement modal). Les calculs
sont réalisés pour la bande de fréquence [19000 Hz-21000 Hz]. On rappelle que pour cette
bande, le rapport d’énergies entre la poutre 3 et la poutre 1 (systeme déterministed Bt de
dB par le calcul exact et dd9,2 dB par le calcul SmEdA, soit un écart de 12,4 dB entre les
deux calculs. L'approche de Monte-Carlo est basée sur 1000 tirages successifs. On présente,
figures 4.22 et 4.23, les résultats des 100 premiers tirages pour deux degrés d’incertitude
différents : 1 % et 3 %, respectivement. Pour calculer les moyennes d’ensemble, on considere
qgue les réponses vibratoires des structures de la population sont indépendantes (décorrélées)
les unes des autres. Les moyennes d’ensemble des quantités énergétiques sont par conséquent
€gales aux moyennes arithmétiques des quantités énergétigues des 1000 structures
individuelles (événements) issus des 1000 tirages. Les rapports d’énergies sont ensuite
calculés a partir des moyennes d’ensemble des énergies.
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Figure 4.22. Rprésentation des résultats des Iif@mier tiragespour un dgré d’incertitude
&1 %. (a) Rapport E2/E1 (b) Raport E3/EL. Deux calculs: o, DMF{—: Rapport des
moyennes d’ensembles).;, SmEdA (---+ Rapport des mgennes d’ensembles). Bande de
fréquence0[}9000 Hz-21000 Hz].;#28 m, L=23 m, L=25 m, $/S=50, S/S=100,

E1:E2:2.1
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Figure 4.23. Cas identique a la figure précédente avec un degré d'incertitGde.

On constate, figure 4.22, qu’une incertitude sur les fréquences propres de 1 % entraine
une dispersion sur les résultats du calcul modal. Cependant le ‘désordre’ introduit par celle-ci
n'est pas suffisant pour que les deux calculs, DMF et SmEdA, convergent vers les mémes
résultats.

Figure 4.24, on donne les rapports des moyennes d’ensemble des énergies en fonction
du degrés d'incertitude. On constate que les résultats du calcul SmEdA varient peu en
fonction de lincertitude a la différence des résultats du calcul modal. Plus l'incertitude
augmente, plus les résultats du calcul modal se rapprochent des résultats SmEdA. Pour une
incertitude de 3 % (voir figure 4.23), I'écart sur les rapports des moyennes d’ensemble des
énergies est inférieur & 1 dB. Les décorrélations des amplitudes modales induites par la
population de structures sont alors suffisantes pour permettre le respect de I'hypothese PME.
Pour cette configuration de couplage, il n'est donc pas nécessaire que la population de
structures soit définie telle que le suppose la SEA en [LYO95]. (A titre indicatif, si on
considere celle-ci, le rapport des moyennes d’ensemble des énergies, E3/EX48% d8
par les calculs SmEdA;48,6 dB par les calculs modaux et €46,8 dB par I'approche
SEAC)
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Figure 4.24. Rpport des mygennes d’ensemble des égies totales erfonction du dgré
d’incertitude € sur lesfréquencesropres. (a) E2/E1. (b) E3/E1l. Deux calculs—, DMF ;
----, SmEdA.

On peut remarquer que les écarts-types sur la distribution des rapports E3/E1 donnés
par les deux calculs ne sont pas les mémes (voir, par exemple, la dispersion des résultats des
deux approches figures 4.22 et 4.23): les calculs SmEdA donnent des résultats moins
sensibles aux incertitudes sur les fréquences propres que les calculs modaux. Ceci était
prévisible car le calcul SmEdA ne peut simuler les dispersions liées aux corrélations des
amplitudes modales.

On montre donc gu’en considérant une population de structures les résultats du modele
SmEdA sont plus fiables. Pour 'exemple présenté, on peut néanmoins s’interroger sur le bien
fondé d’'une telle population de structures car dans ce cas elle masque un phénomeéne physique
(décroissance exponentielle du champ direct due a 'amortissement). Pour d’autres structures,
ou I'hypothese PME peut étre respectée en introduisant une incertitude sur les fréquences
propres moins importante, la population de structures peut étre plus réaliste et le modéle
SmEdA représentatif du ‘systéme étudié’. Un cas limite de ceci est constitué par les structures
a faible recouvrement modal pour lesquels il n'est pas nécessaire d’'introduire une incertitude
sur les fréquences propres pour que le modele SmEdA soit valide (voir paragraphe 3.1.2).

4.2. Excitation ponctuelle de deux poutres vibrant longitudinalement

On considére la structure décrite au paragraphe 3.2 pour définir la population de
structures. On rappelle que celle-ci est composée de deux poutres vibrant longitudinalement.
Un effort ponctuel positionné e excite la premiere poutre. On se place dans le cas de la
figure 4.20 pour lequel SmEdA n’a pas permis de prédire correctement les transferts d’énergie
en fonction de la position de I'excitation.
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Par une approche identique a celle du paragraphe précédent, on donne, figures 4.25 et
4.26, les résultats de la moyenne d'ensemble en fonctiore deour deux positions
d’excitation différentes : I'une, e®=1 m, ou le modele SmEdA surestime les transferts
d’énergie pour le systéme déterministe, et l'autrexg26 m, ou, par contre, le modéle
SmEdA sous-estime les transferts (voir figure 4.20). On remarque que le degré d’incertitude
minimal nécessaire pour obtenir un bon accord entre le calcul SmEdA et le calcul modal n’est
pas le méme suivant la position de I'excitation : un écart inférieur & 1 dB est obtenu dés un
degré d’incertitude de 5 % pour I'excitation éloignée de la jonction de couplage, alors qu'il
doit étre de 9 % pour I'excitation proche de la jonction. On constate toutefois qu’au-dela de
ces limites les résultats entre les deux calculs sont cohérents.

-19 -14

E2/E1l endB
E2/ElendB
N
©
’

25| 4

_26 I I I I I I I I —22 I I I I I I I I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
% incertitude % incertitude

Figure 4.25. Cas d'une excitatioponctuelle en Figure 4.26. Cas d'une excitatioponctuelle en
X=1m (loin de lajonction de coplage). Résultats x,=26m (prés de lajonction de coplage). Résultats
pour le ysteme déterministe (voparagraphe 3.2) : pour le gistéme déterministe (voparagraphe 3.2) :
DMF : -26,2 dB, SmEdA;19,9 dB. DMF : -15,4 dB, SmEdA;20,1 dB.

Rapport des mgennes d’ensemble des égies totales erfionction du dgré d’incertitudes sur lesfrégquences
propres. Deux calculs+—, DMF, ----, SmEdAAf =[9000 Hz-11000 Hz]. Voir desgiion despoutresfigure
4.20.

4.3. Conclusion

On a montré, sur deux exemples, que le domaine de validité du modéle SmEdA se
trouvait élargi sous l'effet de la moyenne d’ensemble sur une population de structures. D’un
point de vue théorique, celle-ci introduit un facteur supplémentaire de décorrélation des
amplitudes modales et autorise un meilleur respect de I'hypothése PME. En pratique, elle se
justifie par le fait que des structures industrielles apparemment identiques présentent des
petites différences sur la géométrique et les propriétés mécaniques qui se répercutent sur les
fréquences propres.

On a vu que le degré d’incertitude nécessaire pour obtenir des résultats corrects
dépendait de la nature du systéme. L’hypothése sur la population de structures qui en résulte
peut étre jugée réaliste dans certains cas et ne pas I'étre pour d’autres.
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L’étude menée n'a pas permis de quantifiepriori le niveau d’incertitude sur les
fréquences propres qu'il est nécessaire de faire intervenir pour obtenir des résultats cohérents.
Une étude spécifique est a envisager pour faire la lumiére sur cet aspect qui reste mal maitrisé
en SEA.

5. Conclusion

Sur des exemples simples, et a partir de comparaisons entre différents calculs ont a pu
étudier certains aspects du domaine de validité du modéle SmEdA :

- Le couplage fort entre deux sous-systémes déterministes a été mis en évidence a
partir du calcul des coefficients de corrélation entre les amplitudes modales du sous-systeme
excité. Celui-ci intervient quand la rupture d’impédance entre les deux sous-systemes est
faible et conduit au non-respect de I'hypothése PME ; le modéle SmEdA donne alors des
résultats erronés d’autant plus éloignés de la réalité que I'amortissement est fort. La définition
du couplage faible donnée en [FAH97] est confortée par les observations effectuées, et est
pleinement en accord avec I'approche SmEdA.

- La qualité des résultats donnés par le modéle SmEdA quand des sous-systemes ne
présentent pas des amplitudes modales décorrélées dépend de I'importance du recouvrement
modal. Quand le facteur de recouvrement modal de chaque sous-systéme est faible, les
résultats sont bons car les couplages entre les sous-systemes sont principalement représentés
par les interactions entre les modes de fréquences propres voisines ; les autres couplages
modaux n’influencent pas ou tres peu les échanges d’énergie entre ces couples de modes
dominants. Par contre, quand le recouvrement modal est important, la non-décorrélation des
amplitudes modales peut jouer un réle prépondérant et conduit au non-respect de I'hypothése
PME du modéle. On constate alors des erreurs sur la prédiction des transferts d’énergie entre
les sous-systémes.

- Enfin, on a vu qu’en introduisant la moyenne d’ensemble sur une population de
structures, on ajoutait un facteur supplémentaire de décorrélation des amplitudes modales.
Celle-ci autorise un meilleur respect de I'hypothése PME. Les moyennes d’ensemble des
énergies données par SmEdA peuvent alors étre représentatifs de la population de structures
bien que le modéle ne donnait pas des résultats satisfaisants pour la structure déterministe
servant de base a la définition de la population. On a constaté sur les exemples présentés que
le degré d’incertitude nécessaire pour obtenir des résultats concordants dépendait de la nature
du systeme. Il se pose alors la question du réalisme de la population de structures qui est
supposée.
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Pour définir la population de structures d’'un systéme entier, on peut concevoir
d’attribuer des degrés d’incertitude sur les fréequences propres différents d’'un sous-systeme a
un autre. Pour les sous-systemes a faible recouvrement modal, présentant un comportement
modal bien marqué, on peut envisager de considérer les structures déternzniytesldrs
que pour les autres sous-systéemes ayant un comportement que I'on suppose attribué au
domaine des hautes fréquences, on peut considérer des population de structures avec des
degrés d’incertitude a définir. Cette vision nous permet de justifier la relative contradiction
entre le modele SmEdA basé sur une approche modale et le modele SEA qui abandonne cette
approche déterministe. En effet, le modele SmEdA ne se veut pas un moyen de prédiction du
comportement vibratoire des structures complexes en moyennes et hautes fréquences, mais se
veut un outil intégré et alternatif a la méthode SEA pour les cas de couplage ou cette derniere
est mise en défaut (systemes déterministes a faible recouvrement modal par exemple, voir
chapitre suivant).
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ETUDE SUR DIFFERENTS CAS DES AMELIORATIONS
APPORTEES PAR LA PRISE EN COMPTE DE LA REPARTITION
DES ENERGIES MODALES

1. Buts du chapitre

Aprés avoir recherché les limites du modele SmEAnous allons nous intéresser
dans ce chapitre a I'apport de la prise en compte de la répartition des énergies modales sur la
qualité de la prédiction. Comme au chapitre précédent, I'étude portera sur des exemples
constitués par des couplages de structures académiques. Des comparaisons entre différents
calculs, notamment des calculs SEA, sont effectuées pour mettre en évidence les intéréts du
modéle SmEdA™

Dans un premier temps, on présente trois configurations spécifiques ou la prise en
compte de la répartition des énergies modales apporte des gains significatifs sur la qualité des
résultats par rapport a une hypothese d’équirépartiton :

- la premiere concerne les couplages de sous-systemes a faibles recouvrements
modaux. Dans la littérature, il est abondamment démontré ([YAP96], [FAH92], [MAC98],
BOI82],..) que la méthode SEA surestime les transferts d’énergies vibratoires pour ce type de
couplage. Ces erreurs du modele SEA sont attribuées au non-respect de I'hypothese de
I'équirépartition des énergies modales (voir [YAP96]). On montre que le modéle SKREdA
obtient de tres bons résultats dans ces circonstances. Deux exemples de la littérature sont
repris : - Le premier est présenté par Yap et Woodhouse en référence [YAP96]. Cet exemple
est composé de poutres couplées. Il met en évidence un effet de ‘filtrage’ entre les sous-
systemes dd aux coincidences fréquentielles quand 'amortissement est faible. - Le second
exemple est présenté en référence [BOI82] et est constitué d’'un couplage de deux plaques
couplées en L. Pour ce type de couplage, l'effet de ‘filtrage’ des jonctions est li€ hotamment
aux coincidences spatiales entre les modes des sous-systemes. Pour ces deux exemples, on
compare les résultats donnés par SMEYSmMEJA, et SEA™®;

- la seconde configuration fait intervenir des variations de la répartition des puissances
modales injectées du sous-systeme excité. Cette situation se rencontre pour des sous-systemes
excités plus localement que par I'excitation ‘rain on the roof. On traite le cas de poutres
excitées par des efforts de type ponctuel ;
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- la derniére configuration se caractérise par des sous-systéemes pour lesquels les
facteurs d’amortissements modaux ne sont pas tous identiques. En s’inspirant des résultats des
mesures de facteurs d’amortissement présentés en [SHAG68], on établit des variations
théoriques de ces facteurs et on étudie les conséquences de ces variations sur les transferts
d’énergies de poutres couplées.

Dans un second temps, on illustre la résolution approchée des équations énergétiques
modales par la technique Galerkin (voir chapitre 3). On montre notamment que I'on peut
décrire finement la REM de certains sous-systémes pour lesquels un gain sur la prédiction
peut étre présumé obtenu, et décrire plus grossierement celle des autres sous-systémes pour
lesquels I'équirépartition semble étre respectée.

2. Différents cas de non-équirépartition des énergies modales
2.1. Couplage de sous-systemes a faible recouvrement modal

2.1.1.Couplage de deux poutres vibrant en flexion et couplées par
un ressort de torsion

Q

Excitation ‘Rain on the roof’

AV

POUTRE 1 POUTRE 2 |

AN JAN

Figure 5.1. Couplage de deux poutres par un ressort de torsion.

La structure considérée dans ce paragraphe est identigue a celle considérée en
référence [YAP96] par Yap et Woodhouse. Le systeme est composé de deux poutres en
aluminium simplement appuyées et couplées entre elles a une extrémité par un ressort de
torsion. Les hypothéses de Euler-Bernoulli sont admises pour chacune des poutres. Celles-ci
étant de mémes sections et de mémes matériaux, le couplage faible entre les deux sous-
systemes est assuré par une tres faible raideur de ressort (voir paragraphe 2.4, chapitre 4).
L’amortissement est introduit par des facteurs d’amortissements mqﬂauﬁ constants et
€gaux an . Seule la poutre 1 est excitée par des efforts de type ‘rain on the roof’.

Pour cette structure, Yap et Woodhouse ont montré (voir figure 5.2) que le facteur de
perte par couplage obtenu par I'approche par les ondes surestimait les transferts d’énergies
vibratoires quand I'amortissement était faible. lls concluent dans leur article que la cause de
ces erreurs est que I'équirépartition des énergies modales n'a pas lieu en général quand
'amortissement est faible.
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F. F. YAP AND J. WOODHOUSE

Tha 6 107%)

| | I |
0 2 4 6 8

Internal loss factor (x 10_3)
Figure 5.2.Figure tirée de l'article de F.F. Yaet J. Woodhouse JSV 197(B)351-371.
Facteur deperte par cowylage, ni,, enfonction dufacteur d’amortissement interne. Deux
calculs : — Calcul par SEA inverse @artir de données numepies obtenuepar une
approche modale ; ----, calcul par I'approche traditionnelle par les ondes.

2.1.1.1. Effet de I'amortissement sur la répartition des
énergies modales

Pour les mémes données qu’en [YAP96], on trace, figure 5.3, le rapport des énergies
totales des deux poutres en fonction du facteur d’amortissement intdreeésultat ‘exact’
est obtenu par une décomposition en ondes forcées (comme au chapitre précédent), et est en
accord avec le résultat donné par Yap et Woodhouse (trait fort de la figure 5.2). Deux résultats
SmEdA sont présentés : en trait fort, le calcul SmE§Aui concorde parfaitement avec le
calcul exact, et en trait pointillé, le calcul SmEdAui donne des résultats erronés quand
'amortissement est faible. La prise en compte de la répartition des énergies modales
différenciant ces deux calculs SmEdA, on peut attribuer la cause des erreurs du modele
SmEdA" & son hypothése d’équirépartition.

0

E2/ElendB

-35'— = =
10 10 10
Damping Loss Factor

Figure 5.3. Raport des énggies totales, E2/E1, efonction dufacteur d’amortissement
internen. Bande ddréquence ([2560 Hz-5100 Hz]. Cqaraison de trois calculs : x, exact,
—— SMEdA®; ----, SmEdA L,=1 m, L=0,7 m, p;5,=0,S=0,065 lg/m, El,=E,l,=0,424
Pa.nf, Q=2,5 N.m/rad. N=10 modes, b7 modes.
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Figure 5.4. Rpartition des énagies modalesde la poutre récegtrice pour les deux
valeurs extrémes ddacteur d’amortissement interne de Hagure précédente :
(a) n=0,0001. (b)n=0,052.

On donne, figure 5.4, la répartition des énergies modales de la poutre non excitée pour
les deux valeurs extrémes d’amortissement de la figure précédente. On constate pour la valeur
la plus forte §=0,052) que I'hypothése d'équirépartition est respectée ; Sthéadne alors
de bons résultats. Par contre, pour la valeur faible, il y a une trés grande disparité entre les
énergies des modes ; le mode d’indice 4 domine. Dans ce cas, SmEg@aut donner de
bons résultats car il ne peut décrire ces variations de la répartition des énergies modales de la
poutre 2.

La cause de ces disparités est due au fait que les coincidences fréquentielles jouent un
réle important dans les couplages modaux quand I'amortissement est faible. Certains modes
sont fortement couplés entre eux alors que d’autres le sont beaucoup moins.

On montre, figure 5.5, les facteurs de couplages intermodaux pour quatre valeurs
d’amortissements différents. On voit nettement I'influence de I'amortissement sur les facteurs
de couplages intermodaux. Pour une valeur faible d’amortissement (figure 5.5 (a)), le
couplage entre les deux poutres est dominé par I'interaction du mode d’indice 5 de la poutre 1
et du mode d’indice 4 de la poutre 2, car ils sont de frégquences propres voisines. Par
conséquent, le mode 4 de la poutre 2 est beaucoup plus excité que les autres modes de cette
poutre (voir figure 5.4 (a)). Pour un amortissement plus élevé (figure 5.5 (d)), on constate que

! énergie de chaque mode est représentée sur une échelle Iogarithquu'e:,z ez en fonction de
nn a skl \

I'indice modalg.
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tous les modes de la poutre 2 sont couplés avec les modes de la poutre 1 avec des ‘intensités’
sensiblement équivalentes. L'équirépartiton des énergies modales de la poutre 2 est alors
respectée (voir figure 5.4 (b)).

(b)

(©) (d)

Figure 5.5. Facteurs de cplages intermodaux effonction des caules (,q) de modes.
Quatre cas d'amortissements ffdrents : (a) n=0,0001. (b) n=0,0016. (c) n=0,0064.
(d) n=0,052.

Dans la littérature ([FAH92], [MAC97], [MIN97],...), le facteur de recouvrement modal est
souvent cité comme étant un des parametres permettant de délimiter le domaine de validité de
la SEA. Pour des valeurs de recouvrement modal supérieur a un, il est conventionnellement
admis que la SEA donne des résultats corrects (pour le couplage de deux sous-systemes). On
donne, tableau 5.1, le facteur de recouvrement modal pour chacune des poutres (voir
expression (4.4), chapitre 4). On souligne que les valeurs données ici sont celles des sous-
systemes et non de la structure globale : la somme des deux donne un ordre de grandeur du
recouvrement modal de la structure entiere compte tenu de I'additivité des densités modales
(voir [BOI85]) et de I'amortissement identique pour les deux poutres.

n 0,0001 0,0002 0,0004 0,0008 0,006 0,00382 0,0064 0,013 0,026 0,052
Rmy, |0,0015 0,0031 0,0062 0,0124 0,0247 0,0494 0,0989 0,197 0,395 0,791
Rm, |0,0011 0,0022 0,0043 0,0087 0,0173 0,0346 0,0692 0,138 0,276 0,553

Tableau 5.1. Facteurs de recouvrement mqaalr les valeurs defacteurs d’amortissement
interne de lafigure 5.2. Rm: Poutre 1, Rm: Poutre 2. Valeurs établiesgartir des densités
modales asymptotiques.
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Vis-a-vis des coincidences fréquentielles, ce facteur est sans doute un indicateur
important de validité de I'hypothese d’équirépartition car il caractérise le ‘degré de
superposition des modes’. On rappelle qu’il mesure le rapport entre la moyenne des largeurs
de bandes d’amortissements modales et la moyenne des séparations fréquentielles entre les
modes ([YAP96]). Plus il est grand, moins I'effet de coincidences fréquenctielles a un réle
important, plus I'hypothése d’équirépartiton a une probabilité grande d’étre respectée ; on
souligne cependant, comme en références [YAP96], [MIN97], que ce facteur ne peut
permettre a lui seul de déterminer la qualité de la prédiction. En effet, on constate, tableau 5.1,
que les valeurs des facteurs de recouvrement modal sont inférieurs & un pour certaines valeurs
d’amortissement pour lesquels SmEdfonne des résultats corrects. Le nombre de modes de
chaque sous-systeme est certainement un parameétre a considérer. En effet, il est possible de
constater que pour des systemes présentant un grand nombre de modes mais un facteur de
recouvrement modal faible, les REM présentent des disparités mais les résultats globaux
(énergies totales) obtenus en considérant I'équirépartition sont corrects. Il semble que dans ce
cas, les erreurs sur les énergies modales dues a I'hypothese d’équirépartition s’annulent sous
I'effet de la moyenne sur un grand nombre de modes.

2.1.1.2. Analyse des différences entre SEA °"* et SmEdA*®

A - Structure précédente

E2/ElendB
1N
o
T
I

-30L— = -
10 10 10
Facteur d'amortissement interne

Figure 5.6. Cas idergue a celui de ldigure 5.2. Corparaison dequatre calculs : x, exact ;
----, SmEdAavec ledacteurs de caulages intermodaux déterministes; SmEdA™>*"® avec
les facteurs de caplages intermodaux nyennés sur ungopulation de structuresx, SEA
avec les CLF calculés par I'approche onde.

Le cas traité a la figure 5.6 est identique a celui de la figure 5.3 mais des calculs
différents sont présentés. On constate, comme Yap et Woodhouse, que le calcul SEA avec le
facteur de perte par couplage évalué par I'approche onde®T®Egurestime les transferts
d’énergies vibratoires quand I'amortissement est faible.
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On note également une différence entre le résulta$&et le résultat SmEdA La
description de la REM n’est pas en cause car les deux calculs font I'hypothese
d’équirépatrtition ; la différence provient de la technique de calcul des facteurs de perte par
couplage utilisées par les deux modeéles et plus particulierement des hypothéses qui se
rattachent a ces techniques : le calcul du facteur de perte par couplage par I'approche onde
(voir [LYO95] chapitre 10) considere des poutres de dimensions semi-infinies ce qui revient a
faire une moyenne d’ensemble sur une population de poutres ayant une distribution des
fréquences propres équiprobable dans la bande de fréquence considérée (voir [HOD86],
[LYO95] paragraphes 2.2-2.3 et 10.1). Alors que le facteur de perte par couplage considéré
par le modéle SmEdAest déterminé & partir des facteurs de couplages intermodaux et, par
conséquent, tient compte des fréquences propres de la structure déterministe (voir expressions
(3.21) et (3.38), chapitre 3).

En moyennant les facteurs de couplages intermodaux sur une population de structures
on peut retrouver le résultat SEA & partir d’'un calcul SmEdJA En effet, en référence
[LYO95], Lyon donne la valeur moyenne du facteur de couplage intermodal pour une
population de structures telle que les fréquences propres de chaque sous-systéme aient leur
valeur uniformément probable dans l'intervalle de fréquence d'int&dt,(rappelons que
cette hypothése est peu réaliste, mais est couramment utilisée compte tenu des résultats
simples qu’elle fournit) :

< B wlw 22[&) (qu )2' (5-1)

Cette formule peut remplacer les facteurs de couplages intermodaux déterministes du
calcul SmEdA pour donner un modéle appelé SmEGR""représentatif de la population
de structures tel gu’elle a été considérée. Cela revient a effectuer un calcul SEA en prenant en
compte le facteur de perte par couplage donné par :

pz_lzl< Boa > (5.2)

<2 Ze=

Figure 5.6, on a représenté les résultats du calcul SME¥A™ Ceux-ci coincident
parfaitement avec les résultats SEA On met donc bien en évidence que la différence entre
le calcul SEA et le calcul SmEdAepose sur le calcul du facteur de perte par couplage.

Figure 5.7, on représente les valeursdﬁgé i Ceux-ci ne dépendent pas de
P

I'amortissement et des fréquences propres. Un modéle SHiEtBhant compte de ces
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facteurs présenteraient donc peu d’intérét dans ce cas de couplage car la moyenne d’ensemble
gomme toutes les disparités entre les modes.

0.2

p, indice modal - poutre 1

q, indice modal - poutre 2

Figure 5.7. Moyenne densemble des facteurs de couplages
intermodauxs g >0 €N fonction des couples (p,q) de modes.

B - Couplage de deux poutres identiques
On considere, figure 5.8, le couplage de deux poutres strictement identiques et
couplées comme précédemment par un ressort de torsion. On constate dans ce cas que le
modéle SEA™ donne des résultats trés erronés alors que les modéles $eESMEIA™
donnent de trés bons résultats.

E2/ElendB

-30 I
10
Frequence en Hertz

3

Figure 5.8.Raport des énggies totales, E2/Elpar tiers d'octave. Coparaison dequatre
calculs : x, exact ;— SmEdA®; ----, SmEdA %, SEA avec les CLF calculgzar
lapproche onde. Poutres idegties: Li;=L,=2 m, p,S=0,5=0,065 lg/m, El=E,l,=
0,424 Pa.fy n,=n,=0,001,Q=2,5 N.m/rad.
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Les erreurs du modéle SER®pour les structures périodiques sont bien connues (voir
par exemple [LAN97b]). Elles sont dues au fait que le modéle ne tient pas compte des fortes
coincidences fréquentielles. La moyenne sur la population de structures masque le fait que les
poutres de la structure déterministe aient les mémes fréquences propres (en théorie). On
présente, figure 5.9, un exemple de facteurs de couplages intermodaux pour le couplage des
deux poutres identiques. Ceux-ci montrent bien que le couplage entre les deux poutres est
dominé par les couplages entre les modes de mémes fréquences propres. Dans ce cas, bien que
le recouvrement modal soit faiblRry=0,01 etRm=0,06), I'hypothése d’équirépartition est
respectée et les résultats de SmEsiént corrects.

q, indice modal - poutre 2
p. indice modal - poutre 1

Figure 5.9. Facteurs de cplages intermodaux efonction des caules de modes(qg). Cas
des poutres identiques de la figure précédente. Tiers d'octave centré sur 16000 Hz.

On souligne que la transmission des vibrations a travers des structures périodiques est
tres sensible au désordre structural (voir [LAN97b]). Les résultats présentés dans ce
paragraphe ont donc principalement une validité théorique car en pratique il y a toujours de
petites différences entre les fréquences propres des modes des deux structures apparemment
identiques. Le but de ce paragraphe n’était pas de faire une étude détaillée sur ce type de
couplage mais de mettre en exergue la différence en SheEEGEA"*®

2.1.1.3. Conclusion

On a vu que les coincidences fréquentielles jouent un réle important sur le transfert
d’énergie entre les poutres quand I'amortissement est faible. Elles conduisent a une disparité
de la répartition des énergies modales du sous-systéme non excité. Ceci induit alors en erreur
les modéles SmEdAet SEA™ qui supposent que la répartition des énergies des modes est
uniforme. On a remarqué que ces deux calculs se différencient par le calcul des facteurs de
perte par couplage. L’'un considérant la structure déterministe alors que l'autre considere une
population de structures.
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Le calcul SmEdA® a permis de modéliser correctement le comportement vibratoire
des poutres quelle que soit la valeur de 'amortissement car ce modele prend en compte
‘finement’ les interactions modales et les énergies des modes.

2.1.2.Couplage de trois poutres par des ressorts de torsion

QlZ QZ3

Excitation ‘Rain on the roof’

v 17

| POUTRE 1 POUTRE 2 POUTRE 3 |

YA VANNIWAN JAN JAN

Figure 5.10. Trois poutres vibrant en flexion couplées par des ressorts aux niveaux des extrémités.

On souhaite montrer dans ce paragraphe ‘I'effet de filtrage des jonctions’ entre les
sous-systémes ainsi que I'apport du modéle Srfiugar rapport au modele SEA vis-a-vis
de cet effet. On considere pour cela le couplage de trois poutres vibrant en flexion pure et
couplées par des ressorts de torsion comme représenté figure 5.10. La poutre 1 est excitée par
des efforts de type ‘rain on the roof’. Cette structure peut étre décomposée en trois sous-
systemes compte tenu des raideurs ‘faibles’ des ressorts.

2.1.2.1. Mise en évidence de l'effet de ‘filtrage des jonctions’

L’'objectif de ce paragraphe est de démontrer sur le systeme considéré que les
couplages entre les sous-systéemes jouent ‘des roles de filtres’ vis-a-vis des répartitions des
énergies modales des sous-systemes.

Dans la littérature Langley [LAN92],[LAN94] a montré, par une approche par les
ondes, que les jonctions jouaient un rdle de filtre suivant la direction des ondes et que cela
pouvait conduire a des champs hautement non diffus que I'on peut rapprocher de la non-
equirépartition des énergies modales.

Pour mettre en évidence le réle des interactions modales sur les REM des sous-
systemes non excités, nous allons déterminer de maniere approchée les énergies modales en

fonction des facteurs de couplages intermodaux.

En considérant les équations énergétigues modales du mouvement pour les trois sous-
systemes et en faisant intervenir les approximations données en annexe C, basées sur le
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couplage faible entre les sous-systemes, on peut écrire les énergies de chaque mode des trois
sous-systemes :

- s
Et=— ", O [1..N], (5.3)
i+ 3 B
Y=
.= - o 01 [L...N)], (5.4)

Nl 3
2,2 12 23
W, Mg +ZBDQ+§ qu
p=1 r=1

N

23 =2
> BE;
g=1

e o O [L.Ny). (5.5)
W'+ B
En posant,
ﬁlZ B2r3
Coo = v G = R (5.6)
WM+ Bty By W'+ Y By
p=1 r=1 q=1
on peut écrire :
- pour le sous-systeme 2 :
Ny
—2 _ 21
E; = ZcmEp, (5.7)
p:
- et pour le sous-systeme 3 :
N; Ny
—3 _ 12 A~23F1
E’= ZZC"“C‘“ E,. (5.8)
p=1g=

On constate que les énergies modales des sous-systemes non excités sont liées
linéairement a celles du sous-systéme excité par les relations (5.7,5.8). En général, si le sous-
systeme 1 est excité par une excitation ‘rain on the roof, les énergies modales sont
approximativement toutes identiques. Il en va différemment pour les sous-systémes non
excités, car le ‘filtrage’ lié au couplage et caractérisé par les te@ﬁeet quf' peut conduire
a une répartition énergétique modale tres hétérogéne (les facteurs de couplages intermodaux
pouvant varier fortement suivant les indices des modes).

Remarque: Si on suppose que les termes d'amortissement dominent aux
dénominateurs des expressions de (5.6) (ce qui est souvent justifié dans un cas de couplage
faible) et que les bandes d’amortissement modales d’'un méme sous-systemes varient
faiblement d'un mode a l'autre, alors les tern@l§ (resp.CZ’) et B2 (resp. ;) différent
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uniqguement d'une constante multiplicative. Dans ce cas, les facteurs de couplages
intermodaux jouent un réle direct sur la REM des sous-systemes non excités.

Pour illustrer ces propos, on présente une application numérique sur le couplage des
trois poutres vibrant en flexion représenté figure 5.10. On considere que le facteur
d’amortissement interne est le méme pour tous les modes. On donne, figure 5.11, le rapport
des énergies totales E3/E1 en fonction de la fréquence. Trois calculs SorEghésentés :

- le premier, SmEdAY est la résolution exacte des équations énergétiques modales ;

- le second, SMEJA™' correspond aux équations (5.7,5.8) ;

- le dernier, SmEdA suppose I'équirépartition.

-10

-15

E3/ElendB

-55 I

10°

Frequence en Hertz

Figure 5.11. Rpport des énggies totales, E3/Er1rpar tiers d’octave. Coparaison de trois
calculs :—— SmEdA®; ----, SmEdA; +, SmEdJA™ (avec les guations (5.7,5.8)). {=3,5 m,
L2:4,5 m, |_3:4 m, p1812p282:p38320,065 Ig/m, E1|1:E2|2:E3|3:O,424 Pa.rﬁ, n=n>=ns
=0,001, Q;,=2,5 N.m/rad, 2,:=2,5 N.m/rad. Rm0,022; 0,087], R 0,028 ; 0,11],
Rm/10,025 ; 0,10].

On constate que le calcul SmEYR' donne des résultats quasi identiques & ceux du
calcul SmEdA™® ce qui valide pour ce cas les REM issues des équations (5.7,5.8). Ceci est
également illustré, figure 5.12, ou est donné un exemple de répartition des énergies modales
de la troisieme poutre obtenu par les mémes calculs que figure 5.11. La tres grande disparité
de cette répartition est la cause des erreurs du calcul SmEk\est due & ce que l'on a
appelé l'effet de ‘filtrage des jonctions’.

Les valeurs des facteurs de couplages intermodaux jouent donc un réle important dans
la répartition des énergies modales des sous-systemes non excités. On peut assimiler le réle
des jonctions entre les sous-systemes a des sortes de ‘filtres’ qui peuvent conduire a une
grande disparité des répartitions des énergies modales des sous-systemes éloignés du sous-
systeme excité. Dans ce cas, les modeles basés sur I'hypothese d’équirépartition peuvent
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conduire a une mauvaise estimation des transferts d’énergies, spécialement pour les systemes
composés de multiples sous-systemes (voir également [YAP96]).

N
o
T

Energie modale en Joule

H
S

I I I I I I I
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
indice modal - poutre 3

10

Figure 5.12. Rpartition des éneagies modales de lpoutre 3pour le tiers d‘octave centré sur
10000 Hz. Mémes calculs que la figure précédente=®08B7, Rrp=0,11, Rm=0,10.

2.1.2.2.Calcul SEA avec des CLF évalués par SEA inverse
sur les sous-systemes couplés 2 a 2.

Sur le méme exemple que le paragraphe précédent, on souhaite montrer que les
éguations de la SEA ne peuvent suffir a elles seules, a représenter le comportement vibratoire
d’'une structure composée de plus de trois sous-systemes, méme si les facteurs de perte par
couplage représentent correctement le couplage des sous-systemes deux a deux. Pour cela,
nous allons réaliser un calcul SEA a partir des facteurs de perte par couplage évalués par SEA
inverse sur les sous-systemes couplés deux a deux. Le calcul se décompose en trois étapes :

- 1" étape : On considére les deux premiéres poutres couplées (sans la troisieme). La
poutre 1 est excitée par des efforts de type ‘rain on the roof’. On calcul les énergies totales des
deux poutresE,; %, E;, par une méthode de décomposition en ondes forcées. Puis on déduit
le facteur de perte par couplagg?® en écrivant I'équation SEA de la poutre 2 non excitée :
n,E;”°

PO
El“—n—lEz12
2

M = (5.9)

ou n;, n, sont les densités modales asymptotiques de la poutre 1 et de la poutre 2 ([LYO95]).
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- 2 étape : On consideére les poutres 2 et 3 couplées. La poutre 2 est excitée par des
efforts de type ‘rain on the roof’. On calcul les énergies totafES et EZ° des deux poutres,
et on applique:

E2—3
o (5.10)
2-3 2-3
E, —rTE3

ou n, est la densité modale asymptotique de la poutre 3.

- 3° étape : On consideére le systéme composé des trois poutres couplées et on applique
les équations de la SEA en tenant compte des facteurs de perte par cofiplayg>;®.

E2/ElendB
O N
N S ® > kN ) ) ©
T T T T ;
|
N
S

I
N
PN

!

N

o
T

-28 = -55 . ,
10 10* 10 10

Frequence en Hertz Frequence en Hertz

Figure 5.13a. Rpport des énagies totales, E2/E1, Figure 5.13b. Rpport des énagies totales, E3/E1,
par tiers d’octave. par tiers d’octave.

Conparaison dequatre calculs : x, exactk—; SmMEdA™; », SER™ avec les CLF calculépar I'approche
onde ; , SEA avec les CLF évalugar SEA inverse entre lgmutres coplées 2 a 2. Cdiguration identgue a
celle de la figure 5.11.

Les résultats de ce calcul sont donnés figures 5.13a,b. Il est évident que les transferts
d’énergie entre la poutre 1 et la poutre 2 sont bien évalués par ce calcul. Par contre, on
constate qu’il ne modélise pas correctement les transferts d’énergie vibratoire entre la poutre 2
et la poutre 3 malgré que le facteur de perte par couplage entre ces deux sous-systémes ait été
évalué par SEA inverse. Ceci signifie que les équations de la SEA ne suffisent pas, a elles
seules, a modéliser le comportement vibratoire de la structure. Les CLF, qui décrivent en
moyenne les couplages modaux ne modélisent pas correctement l'effet de ‘filtrage des
jonctions’. Il est nécessaire de considérer individuellement chaque interaction modale ce que
permet le modéle SmEJA" (voir figures 5.13a,b).
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2.1.2.3.Conclusion

Le couplage de poutres a mis en lumiere I'effet de ‘filtrage des jonctions’ entre les
sous-systemes. Cet effet qui se caractérise par les facteurs de couplages intermodaux peut
conduire a une forte disparité des répartitions des énergies modales des sous-systémes non
excités. L'observation des valeurs de ces facteurs permet donc de donner un ordread’idée -
priori - sur le respect ou non de I'hypothése d’équirépartiton.

On a vu que le modéle SmEGA modélise correctement I'effet des jonctions grace a
la prise en compte de la répartition des énergies modales et a la caractérisation des interactions
modales par les facteurs de couplages intermodaux.

2.1.3.Couplage de deux plaques en L : effet des coincidences
spatiales

B

|
|

Plague

|
/

Plaque 2

Figure 5.14. Deux plaques couplées en L. Plaque 1 excitée par des efforts de type ‘rain on the roof’.

On considére la méme structure qu'en références [BOKI2|BOI8S]. Celle-ci est
composeée de deux plaques en acier couplées en L (figure 5.14) et s’apparente a la structure
décrite au paragraphe 4.3 du chapitre 2. La plaque 1 est excitée par des efforts de type ‘rain on
the roof'.

Figure 5.15, on trace le rapport des énergies totales des deux plaques E2/E1 par octave.
On peut considérer comme ‘exact’ les résultats donnés par Boisson et al. [BOI85] obtenus par

% La courbe en trait fort de la figure 4 de cette article ne correspond pas & la courbe équivalente présentée en
référence [BOI85] (figure 7, structure N°5)! Ne semblant pas non plus cohérente avec les cas d’excitation 1 et 2
de la méme figure, on privilégiera les résultats de [BOI85].
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la méthode des coefficients d’'influence énergétique (J[GUY82]). Les résultats donnés par
SmEdA™™ sont corrects (bien que I'on se rapproche d’'une condition de couplage fort) alors
que SmEdA et SEA"*surestiment les transferts d’énergie vibratoire.

—2F - 4

4+ - < _ 4

E2/E1en dB
&

-8k 4

-9 I
10° 10
Frequence en Hertz

Figure 5.15. Rpport des énggies totales, E2/Elpar octave. Comaraison deplusieurs
résultats :o, ‘exact’ donnépar Boisson et al. dans ACUSTICA;, SmEdA®; ---, SmEdA,;
*, SEA™® Plague 1: 1.2mximx4mm. Rjae 2: 0,7mximx3mm. ;£,=2.10" Pa,
P=p-=7800 kg/m, n,=n,=0,01.

On donne, figure 5.16, les facteurs de couplages intermodaux pour I'octave centrée sur
500 Hz. Les modes de chaque plague ont été classés suivant les pulsations propres croissantes.
Les coincidences fréquentielles jouent toujours leurs réles mais interviennent également les
coincidences spatiales entre les modes. Celles-ci interviennent dans I'expression des facteurs
de couplages intermodaux par l'intermédiaire du travail d’'interaction modal. Pour le couplage
de plaques suivant une aréte, I'expression du travail d’interaction modal est donnée au
chapitre 2 par I'équation (2.128). On constate que celui-ci est nul pour les couples de modes
(mn,rg pour lesquels les nombres d’'onde des deux modes suivant I'aréte de couplage ne sont
pas égauxrf # s). Dans ce cas les modes d’indioen(r9 ne sont pas couplés. Le phénomeéne
de coincidence spatiale peut donc conduire certains modes résonnants de la plague 2 a ne pas
étre couplés avec les modes résonnants de la plaque 1. Leur énergie est alors nulle ce qui
implique une grande disparité de la répartition des énergies modales de la plague non excitée.
Ceci est montré figure 5.17 ou la REM de la plaque 2 est donnée pour la méme octave que la
figure 5.16. La disparité de cette répartition peut expliquer les causes des erreurs dé SmEdA
et SEA"®

148



APPORTS DU MODELE SmEdA

120

1101

100

©
S
T

>

10*l0g(Eq/(E1*1d-12))
@
3

Q0
i
s
e
i
K

g

i
il
I
At

e

m

W

WA

)
=

e E——
i

0
et

i
e
Wi

i

D
X0
(0

~
i
i
o
I

0
£
y
I
0
"

07
W

S
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

, indice modal plague 2
g plaq g, indice modal plaque non excitee

p, indice modal plaque 1

Figure 5.16. Facteurs de cplages intermodaux en Figure 5.17. Rpartition des éneagies modales de la
fonction des caples (,0) de modes. Octave centréeplaque récetrice pour I'octave centrée sur 500 Hz
sur 500 Hz. (énergies exprimées en dB).

On donne, tableau 5.2, le facteur de recouvrement modal de chaque plague par bande
d’octave. Bien que pour certaines octaves, ce facteur soit proche ou supérieur a un, des erreurs
de prédiction de SmEdAet SER"*®subsistent. Une des raisons qui peut étre avancée est que
ce facteur ne tient pas compte du fait que certains modes ne participent pas au couplage des
sous-systemes (en conséquence du phénomeéne de coincidence spatiale). Pour la plaque 2, ce
facteur peut étre supérieur a un alors qu’il 'y a pas ‘recouvrement modal’ pour les modes qui
participent réellement a la réponse vibratoire.

150 Hz 250 Hz 500Hz 1000 Hz 2000 Hz
Rm (N) [0,125 (8) 0,249 (16) 0,495 (32) 0,983 (63) 1,953 (124)
Rmy(N,) |0,097 (4) 0,193 (12) 0,385 (23) 0,764 (49) 1,519 (80)

Tableau 5.2. Facteurs de recouvrement modal (hombre de mpads)
chague bande d'octave. Valeurs établiespartir des densités modales
asymptotiques ([LYO95]). RniNy) : Plaque 1, Rm(N,) : Plague 2.

2.2. Excitation localisée spatialement

Pour les cas traités au paragraphe 2.1, I'excitation extérieure était toujours du type
‘rain on the roof’. Cette excitation est nécessaire au modéle SEA pour permettre, a la fois, la
décorrélation des forces généralisées et un respect de [I'hypothése d’équirépartition
([HODS86]). En effet, pour que la REM du sous-systeme excité soit uniforme, il faut
notamment que tous les modes recoivent la méme quantité d’énergie de la part de la source
extérieure, c’est-a-dire que la répartition des puissances modales injectées soit uniforme.
L’excitation ‘rain on the roof’, spatialement répartie, permet effectivement d’injecter la méme
puissance dans tous les modes ([DIM88]). Cependant, dans la réalité, les sources d’excitation
ne peuvent pas toujours étre assimilées a des excitations ‘rain on the roof’.
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Excitation N°2

!Z )‘ POILITRF 1

POIITRF ¢ |
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Figure 5.18. Deuxoutres copléespar un ressort de torsion. Poutre 1 excifgar un dfort
ponctuel localisé engx Cas d’excitation N°1 :x0.15m. Cas d’excitation N°2 xx0.2m.

Dans ce paragraphe, on souhaite montrer qu’a partir du modele SHiEdAlest
possible de considérer d’autres types d’excitations plus localisées spatialement. On considere
la structure du paragraphe 2.1.1 avec deux cas d’excitations ponctuelles différents (voir figure
5.18). Pour chaque cas, I'excitation est une force de type bruit blanc. On rappelle que la
question de la validité du modéle SmE®WApour ce type d’excitation a été abordée au
paragraphe 3.2 du chapitre 4.

Position de I'excitation,x | 0,15 m 0,20 m
Rapport E2/E1 - SmEdR* | -9.9dB -21,7 dB
Rapport E2/E1 - Exact -10,2dB -22,2dB

Tableau 5.3. Résultats despparts d’énegies pour deuxpoints d’excitation dférents.
Bande de fréquence [2560 Hz-5100 H2$0,001. Rm=0,015, Rm=0,011.

Tableau 5.3, on donne les rapports des énergies totales des deux poutres qui ont été
calculés pour les deux cas d’excitation. On note un bon accord entre les résultats"SmEdA
les résultats ‘exacts’ ce qui montre que SmEtAeut prendre en compte les variations de la

répartition des puissances modales injectées de la poutre 1.
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p, indice modal - poutre 1
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Figure 5.19. Cas de I'excitatioponctuelle localisée enyx0,15 m. (a) : Rpartition des
puissances modalesjactées de laoutre 1 (eprimées en dB). (b) : Rartition des énggies
modales de lgpoutre 2 (eprimées en dB). Bande deéquence [2560 Hz - 5100 Hz].
L;=1 m, L=0,7 m, ;,:S;= p,$=0,065 lkg/m, El,=E,l,=0,424 Pa.m, n,=n,=0,001, Q=25
N.m/rad. Rnr0,015, Rng=0,011.
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Repartition de la Puissance Injectee Modale de la poutre !
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Figure 5.20. Cas de ['excitatiorponctuelle localisée enyx0,2 m Voir figure
précédente.

En comparant les figures 5.19 et 5.20, on voit que la grande différence du rapport
E2/E1 entre les deux cas est principalement due au fait que le mode 5 du sous-systeme 1 est
fortement couplé avec le mode 4 du sous-systeme 2 (voir figure 5.5 pour des amortissements
faibles) et que, dans un cas, le mode 5 de la poutre 1 est fortement excité (figure 5.19 (a)),
alors que, dans l'autre cas (figure 5.20 (a)), ce mode n’est pas excité (excitation localisée sur
un nceud du mode 5). Les modes doivent étre considérés indépendamment les uns les autres
pour pouvoir prendre en compte ce phénomene.

L'effet des ‘excitations localisées’ sur les répartitions des énergies est équivalent a
I'effet de ‘filtrage des jonctions’ entre les sous-systemes car I'excitation extérieure agissant
sur un systéme est souvent le résultat de I'action d’'un autre systéme.

2.3. Sous-systemes avec des amortissements modaux variables

Apres avoir étudié les conséquences des ‘variations’ des puissances échangées entre
les modes, et des puissances modales injectées, il nous reste a étudier l'influence des
variations sur les puissances dissipées modales.

En référence [SCH68], Scharton et Lyon proposent des résultats de mesures
expérimentales des facteurs d’amortissements modaux d’une poutre vibrant en flexion (voir
figure 4 en [SCH68]). Ces résultats montrent que le facteur d’amortissement peut varier d’'un
mode a l'autre dans une plage comprise entre 0,01 et 0,1, et que la répartition des valeurs est
plus ou moins uniforme sur un représentation logarithmique. A partir de ce constat, on se
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propose d’effectuer des calculs théoriques en prenant comme loi de répartition des valeurs des
facteurs d’amortissements modaux, une loi d’équiprobabilité sur une échelle logarithmique
pour des valeurs comprises entg, et 10)min. C'est a dire que le facteur d’amortissement
interne du mode du sous-systeme, 17, , est donné par :

Ny =Nwnl0, (5.11)
ou I'suit une loi de densité de probabilité uniforme entre 0 et 1, et nulle en dehors de ces
bornes.

On considere comme structure de test, deux poutres vibrant en flexion couplées par un
ressort de torsion (figure 5.1). La poutre 1 est sollicitée par une excitation ‘rain on the roof’.
On donne, figure 5.21, un exemple de répartition des facteurs d’amortissements modaux des
deux poutres avegmin=0,001. Pour permettre une modélisation SEA, on calcule pour chaque
bande de fréquence, un facteur d’amortissement interne équivalent pour chaque sous-systéme
en effectuant la moyenne arithmétique de ces facteurs.

g P e (a)

L L L L L L L L
2 4 6 8 10 12 14 16 18

******** c oo g o (b)

eta(q)
o
o
o

1071 —

. . . .
5 10 15 20 25
q, indice modal - poutre 2

Figure 5.21. Exemple de valeurs dedacteurs d'amortissements modapsur le tiers

d’'octave centré sur 16000Hz. facteur d’amortissement intermp@ur un mode individuel ;
----, moyenne dedacteurs d’amortissements internpsur le tiers d’octave. (a) poutre 1.

(b) : poutre 2.

On trace, figure 5.22, le rapport des énergies totales E2/E1 par tiers d’octave pour une
plage de variation des facteurs d’amortissements modaux de 0,001 &{,80,001). Un
calcul issu de la double formulation modale donne un élément de comparaison. Deux calculs
SmEdA™ permettent de montrer que les écarts constatés entre le calcul SEA et le calcul
modal ne sont pas dus a l'effet de ‘filtrage des jonctions’. En effet, le premier calcul
SmEdA™ tient compte des facteurs d’amortissements différents d’'un mode a I'autre et donne
alors des résultats ‘identiques’ au calcul modal. Alors que le second calcul SEdA
considere comme le calcul SEA un facteur d’amortissement moyen pour chaque sous-systeme

et donne des résultats tres erronés, proches de ceux du calcul SEA. La différence entre ces
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deux calculs provient donc de la prise en compte ou non des variations des facteurs
d’amortissements modaux. Il est évident que les puissances dissipées par les modes ne sont
pas toutes équivalentes ce qui conduit & une non-équirépartition des énergies modales de
chague sous-systeme (également du sous-systéme excité).

E2/ElendB

Frequence en Hertz

Figure 5.22. Rpport des énggies totales E2/EDar tiers d'octave. Variation defacteurs
d’amortissements modaux entre 0,01 et 0,004;%0,001). Conparaison de plusieurs
calculs : o, calcul DMF ;— SmEdA® en tenant copte des variations defacteurs
d’amortissements modaux-:---, SMEdA® en tenant copte d’'unfacteur d’amortissement
modal moyen pour chaque sous-systereSEA avec les CLF calculés par I'approche onde.
L,=2,5 m, L=3,5 m,p:S=0,S=0,065 kg/m, H:=E,l,=0,424 Pa.rf, 2=2,5 N.m/rad.

5L 4

E2/ElendB

-25

Frequence en Hertz

Figure 5.23. Iderfigure précédente mais avec des variations fdeseurs d’amortissements
modaux entre 0,001 et 0,000%.,(=0,0001).

Avec une plage de variation des facteurs d’amortissements modaux*de 107
(Nmin=10%), on constate, figure 5.23, que l'effet de ‘filtrage des jonctions’ se superpose a
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I'effet ‘des dissipations internes’. Dans certains cas, ces effets s'additionnent et dans d’autres
ils se retranchent.

On a vu que le modele SmEUA peut prendre en compte des facteurs
d’amortissements internes différents d'un mode a l'autre. Dans la pratique, il se pose le
probléeme de la lourdeur des mesures de ces facteurs pour tous les modes résonnants des
bandes de fréquence considérées. On peut souligner toutefois qu’il peut étre intéressant
d’avoir un modeéle qui prend en compte les variations de ces facteurs afin d’effectuer une
analyse de sensibilité des transferts vibratoires a ces variations ; une approche de Monte-Carlo
peut en effet, étre facilement adjointe au calcul SMEUA

2.4. Conclusion

Trois configurations distinctes ont été présentées ou le modéle Shitgdorte des
gains significatifs sur la prédiction par rapport aux modeles supposant I'équirépartition
modale (SmEdAet SEA). Chacune des trois configurations présentées intervient sur un terme
différent du bilan énergétique modal :

- la premiere, liee a I'effet de ‘filtrage des jonctions’ entre les sous-systemes, intervient
sur les puissances échangées entre les couples de modes. Dans le cas de sous-systemes a faible
recouvrement modal, les coincidences fréquentielles conduisent a une tres grande disparité des
forces de couplage entre les modes ce qui se traduit par des puissances échangees tres
différentes d’'un couple de modes a l'autre. Les coincidences spatiales jouent un réle similaire
mais il est plus difficile a cerner au travers d’un indicateur ;

- la seconde, liée aux excitations localisées spatialement, joue un rdle sur la répartition
des puissances modales injectées ;

- la derniére, caractérisée par des sous-systemes avec des facteurs d’amortissements
différents d’'un mode a l'autre, intervient sur les puissances modales dissipées.

On peut noter que les effets propres a chacune des configurations présentées peuvent
se superposer dans d’autres situations.

3. Du modéle SmMEdA au modeéle SmEdA™

La premiére partie de ce chapitre a montré l'intérét du modele SHEdar rapport
aux modéles SmEd#et SEA, plus simplistes mais certes moins codteux en calculs. Bien que
basé sur des considérations modales, le modele SMEA nécessite pas de calculs aussi
lourds que ceux d’'une approche modale classique (pas de calculs a fréquence pure). Une fois
les schémas modaux des sous-systemes obtenus, la résolution d’'un unique systeme
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d’équations linéaires est nécessaire par bande de fréquence. Le nombre d’équations de ce
systeme est égal au nombre total de modes considérés. Compte tenu de la performance
actuelle et grandissante des moyens informatiques, cette résolution laisse un champ assez
large d’applications de la méthode. Cependant, dans le cas de systemes composés de
nombreux sous-systemes avec des nombres de modes importants, les temps calculs peuvent
devenir importants. On se propose dans ce paragraphe d'étudier I'intérét de la technique de
Galerkin qui induit une réduction du nombre de ddl & prendre en compte (voir description
paragraphe 4 du chapitre 3).

Deux autres méthodes de résolution approchée des équations énergétigues modales
sont également présentées en annexe C. Ces méthodes permettent de réduire les temps CPU
tout en ne posant pas d’hypothése sur la REM. Les simplifications des équations sont
effectuées a partir de considérations sur le couplage entre les sous-systéemes. Ces approches ne
sont pas décrites dans le corps du document pour ne pas nuire a la compréhension du chapitre.

Le modele SmEdA basé sur la technique de Galerkin, permet en théorie de moduler
le degré d’approximation sur la répartition des énergies modales de chaque sous-systéme : de
SmEdA, avec lapproximation la plus forte (équirépartition) & SmBYA sans
approximation. Cependant, dans la pratique, il se pose plusieurs problemes :

- le choix a priori des vecteurs de base de la décomposition. En effet, en
effectuant deux calculs SmEdA avec le méme nombre de degrés de liberté mais en
tenant compte de vecteurs de base différents, on peut obtenir des résultats totalement
différents ;

- le choixa priori du classement des modes de chaque sous-systeme. Celui-ci
intervient au méme titre que le choix des vecteurs de base car I'allure de la répartition
des énergies modales dépend de l'indice attribué a chaque mode pour représenter la
répartition ;

- le choixa priori du nombre de degrés de liberté a prendre en compte, ou le
contrblea posterioride la qualité des résultats en fonction du degré d’approximation.

Chaque cas de couplage doit donc étre traité spécifiguement vis-a-vis du modeéle
SmEdA.
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Un des intéréts les plus forts du modéle SmEek de montrer que les équations de la
SEA basées sur I'hypothése d’équirépartition des énergies modales correspondent au degré
d’approximation le plus fort de la résolution des équations énergétiques modales du
mouvement par la technique de Galerkin (pour des systemes déterministes).

=~

Plaque 4

e
Plaque 1 “ Rm,>1

Rm>1

Plaque 2
Rm<1

Plaque 3 _—
Rmk<1

Figure 5.24. Rprésentation schémaiie du coplage rigide dequatre plagues minces
vibrant en flexion pure. Plaque 1 excitée par des efforts de type ‘rain on the roof'.

Un autre intérét du modele SmEYAest que l'on peut attribuer des degrés
d’approximation différents d’un sous-systeme a un autre. Sachant par exemple, que pour un
sous-systeme, I'hnypothese d’équirépartition peut étre respectée, et que pour un autre, elle ne
I'est pas, on peut décrire la REM du premier sous-systéme en prenant en compte un seul degré
de liberté et décrire finement la REM du second en considérant individuellement chaque mode
de ce sous-systéeme. L'application de cette approche est proposée dans ce paragraphe sur la
structure représentée figure 5.24. Elle est composée de quatre plaques vibrant en flexion
couplées rigidement a angle droit au niveau des arétes. La plaque 1 et la plague 4 ont été
dimensionnées de telles facon qu’elles présentent un nombre ‘conséquent’ de modes par
bande de fréquence (minimum 40 modes) et que le facteur de recouvrement modal de chaque
plague soit supérieur a un (voir figure 5.25). A contrario, la plaque 2 et la plaque 3 présentent
peu de modes par bande de fréquence (densité modale asymptotique de 0,0183 modes/hertz
pour la plagque 2 et 0,0096 modes/hertz pour la plaque 3) et le facteur de recouvrement modal
de chacune d’entre elle est bien inférieur a un (voir figure 5.25). On considére que chacune
des plaques constitue un sous-systeme compte tenu des différences d’épaisseurs.
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I
10° 10° 10*
Frequence en Hertz

Figure 5.25. Valeur ddacteur de recouvrement modal de ghaplaque enfonction de la
fréquence. — Plague 1; ----- , Plajue 2 ; ----, Plague 3 ;- - - , Plague 4. Plaue 1:
1,5mx1mx0.5mm. Rige 2: 0,7mxlmx2mm. Rjae 3: 1,1mxlmxémm. Rjae 4 :
2,3mx1mx1mnm,=n,=0,01, n,=nz=0,001, E=2.10"Pa, p,=7800 kg/m (a[1,...,4]).

On rappelle que les conditions aux limites (libre ou bloqué) des sous-systemes
découplés doivent étre définies telles que les modes des sous-systemes se rapprochent aux
mieux des modes globaux de la structure entiere. Celles-ci sont données tableau 5.4 pour
chacune des arétes de couplage. Des conditions d’appui simple sont supposées pour les autres
arétes.

Aréte de couplage| C.L.
PLAQUE 1 1-2 Encastrée
PLAQUE 2 2-1 Appuyée
2-3 Encastrée
PLAQUE 3 3-2 Appuyée
3-4 Appuyée
PLAQUE 4 4-3 Encastrée

Tableau 5.4. Conditions aux limites (C.L.) sur les arétes de couplage.

On peut supposex priori que I'hypothése d’équirépartition est valide pour les plaques
1 et 4, et qu’elle ne peut étre respectée pour la plaque 2 et la plague 3. En conséquence, il peut
étre judicieux d’appliqguer un modele qui décrit la REM de la plaque 1 et de la plaque 4 avec
un seul ddl et prend en compte le méme nombre de ddl qu’il y a de modes pour décrire la
REM de la plaque 2 et de la plaque 3. Celui-ci est nommé SHEHA™ ! Une comparaison
de différents calculs est donnée figures 5.26 et 5.27 ou sont représentés les résultats des
calculs SmEdAM@™maxl gmEgAra-max-macmay g cune hypothése sur les REM) et SmEUA
1 (hypothése d'équirépartition pour les quatre sous-systémes). On constate que"$HEdJA
surestime les transferts d’énergie vibratoire alors que SHEYA*donne des résultats
similaires a SmMEdA M M& M Caci montre bien que l'on peut attribuer des degrés

157



CHAPITRE 5

d’approximation différents a chacun des sous-systémes Des gains en terme de nombre de ddl
(voir figure 5.28) et de temps calculs peuvent ainsi étre obtenus. Ceci permet également
d’envisager de mixer un modéle SEA standard pour certains sous-systemes avec un modele
SmEdJA™ pour d’autres.

-10

151 1 4

—20F

E3/ElendB
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Frequence en Hertz

Figure 5.26. Rpport des énagies totales, E3/E1par tiers d'octave. Trois calculs :
- SmEdRaxm xmax max___ SmEdAmax maxl SmEdA 11

-25

E4/E1 en dB
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_55 I -
10 10 10
Frequence en Hertz

Figure 5.27. fport des enegles totales, E4/E1par tiers d octave. Trois calculs :
- SmEdRaxm X-Mmax- max _ SmEdAmax maxl SmEdA 1
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Nombre de d.d.I.
N
o
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10° 10° 10

Frequence en Hertz

Figure 5.28. Nombre de degs de libertépris en compte par chague modéle efonction de
la bande de fréquence—, SmEdAXMaxmaxmax___gmEdAmacmacl . gmEdAT

4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté différentes configurations ou la prise en compte
en détail de la répartition des énergies modales apportent des gains significatifs sur la
prédiction par rapport a I'’hypothése d’équirépartition. Ces configurations correspondent aux
couplages de sous-systemes a faible recouvrement modal, aux cas d’excitations spatialement
localisées et aux couplages de sous-systemes pour lesquels les facteurs d’amortissements
varient d’'un mode a l'autre.

Une différenciation entre les calculs SEX et SmEdA a été observée. Celle-ci ne
provient pas de I'hypothése sur la répartition des énergies modales mais d’'une technique
différente de calcul des facteurs de perte par couplage.

La principale ‘difficulté’ pour appliquer le modéle SmEWA repose dans la
détermination des schémas modaux des sous-systemes, soit analytiquement pour des sous-
systemes de type académique, soit par éléments finis pour des structures plus complexes (voir
chapitre suivant). La résolution du systeme d’équations linéaires liée au modéle ne semble
pas, par contre, étre un obstacle compte tenu de la performance des moyens informatiques
actuels. De plus, I'approche SmEdA peut facilement étre associée a une démarche SEA. En
effet, il est possible d’appliquer le modéle SmE#Xou les modéles dérivés) seulement pour
les couplages des sous-systémes ou une amélioration de la prédiction peut étre présumée
obtenue, et utiliser le modele SEA pour les autres couplages. Il est particulierement aisé
d’employer les approches SEA et SmEdA ensembles car les deux ont les énergies modales
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comme inconnues, et les équations qui doivent étre résolues constituent dans les deux cas un
systeme d’équations linéaires. L’application proposée au paragraphe précédent montre bien
que I'on peut attribuer des degrés d’approximation différents d’un sous-systéme a un autre. Le
modéle SmEdA ne doit donc pas étre vu comme une alternative a part entiere au modele SEA,
mais comme un complément a cette méthode.
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CHAPITRE 6

CALCUL DES FACTEURS DE COUPLAGES INTERMODAUX ET
DES CLF A PARTIR DE MODELES ELEMENTS FINIS DES
SOUS-SYSTEMES

1. Buts du chapitre

Au cours des chapitres précédents, nous avons appliqué le modele SmEdA a des
structures académiques ou I'obtention des schémas modaux ne présentait pas de difficultés par
les méthodes analytigues. Dans ce chapitre, nous proposons une extension du domaine
d’application de I'approche grace a l'utilisation de modeéles Eléments Finis. En effet, a partir
de modéles discrets des sous-systéemes, on peut déterminer les schémas modaux de ceux-Ci
quelles que soient leurs complexités géométriques (dans la limite des codes Eléments finis) et
ensuite évaluer les travaux d’interactions modales et les facteurs de couplages intermodaux.
Comme pour les modeéles continus, les données & extraire des modeéles Eléments Finis sont les
frequences propres des modes des sous-systemes découplés, les déformées propres aux
niveaux des liaisons et les masses généralisées.

Deux cas vont étre dissociés en fonction de la configuration de couplage, et
notamment, du respect ou non de I'’hypothése d’équirépartition des énergies modales :

- Premier cas, I'hypothese d’équirépartition est respectée par chacun des sous-
systemes. Les équations de la SEA et les facteurs de perte par couplage sont alors habilités a
représenter correctement les transferts d’énergies vibratoires entre les sous-systemes. Ces
facteurs, plus brievement nommeés CLF (Coupling Loss Factor), peuvent étre déterminés par
sommation des facteurs de couplages intermodaux (voir expression (3.38) pour les systemes
déterministes). L’approche consiste alors a calculer les schémas modaux des sous-systemes
par Eléments Finis, puis & évaluer les CLF via les facteurs de couplages intermodaux. La
présente approche se différencie des approches mixtes SEA-FEM proposées dans la littérature
(voir paragraphe 2.8, chapitre 1). En effet, elle ne nécessite pas la résolution des équations
modales et ne fait pas intervenir la méthode SEA inverse. Seules les données modales des
sous-systemes découplés sont nécessaires.
Avant d’effectuer des calculs de CLF a partir de données Elements Finis, un premier
exemple de couplage de poutres illustre le calcul des CLF a partir de la double formulation
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modale et permet une comparaison des résultats avec un calcul ‘exact’ en fonction des
différences de sections et d’'amortissements.

Une validation du calcul des CLF a partir de données FEM est ensuite présentée. Un
exemple de plaques couplées en L est considéré. Celui-ci est représentatif de I'applicabilité de
la méthode a des structures plus complexes et autorise une comparaison avec les résultats
donnés par la méthode SEA inverse et des expérimentations numériques ;

- second cas, I'hypothese d’équirépartition ne @eptiori étre respectée par un ou
plusieurs sous-systétmes. Le modele SniEYAest alors nécessaire pour modéliser
correctement le couplage entre les sous-systémes. Les facteurs a évaluer sont les facteurs de
couplages intermodaux. Ceux-ci peuvent étre évalués pour des sous-systémes de géométrie
complexe grace a des schémas modaux obtenus par Eléments Finis. Une validation sera
présentée sur la méme configuration de couplage qu'au paragraphe 2.1.3 du chapitre 5
(plaques couplées en L).

Ce chapitre se décompose en trois parties :

- la premiére consiste en la détermination des travaux d’interactions modales a partir
de modéles discrets des sous-systémes ;

- la seconde traite de I'évaluation des facteurs de perte par couplage ;

- et la derniére montre un exemple d’application du modele SHEdApartir de
données Eléments Finis.

Les travaux concernant les deux premieres parties de ce chapitre sont également
présentés en référence [MAX99Db].

2. Travaux d’interactions modales pour des modeéles discrets

On considere, comme au chapitre 2, une structure mécanique tri-dimensionnelle
constituée de deux sous-systémes continus couplés. Cette structure continue peut étre
discrétisée par la méthode des Eléments Finis (voir par exemple [IMB79]). Le modéle discret
obtenu est une représentation approchée de la structure continue. On peut considérer qu'il est
constitué du couplage de deux modeles discrets associés aux sous-systémes. Quand ceux-Ci
sont couplés, ils ont un nombre de noeuds en commun sur la frontiere de couplage que I'on
appelle ‘coupling node set'.

Considérons les variables physiques d’'un ndedd modele discret dans un repére
global (xl, X, , x3). Les variables déplacements sont les trois déplacer(m{mls: 1,2,3) et
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les trois rotations angulaire(sj,‘(, k:4,5€). Les variables duales associées sont les trois
efforts(f,, k =1,2,3 et les trois moments, , k =4,56.

Comme au chapitre 2, on suppose que pour la détermination des modes, le sous-
systeme 1 est le sous-systeme découplé-libre et que le sous-systeme 2 est le sous-systéme
découplé-blogué. Par conséquent, le sous-systeme 1 doit étre décrit par les variables primales,
c’est-a-dire les déplacements node(uii, k= 1,...,6), et le sous-systéeme 2 par les variables
duales, c'est-a-dire les forces nodaQéé‘ , k= 1,...,6).

En considérant le modele discret du systéme global, et en tenant compte de
I'interprétation physique du travail d’interaction modale, on déduit que I'expression du travalil
d’interaction modale entre le pieme mode du sous-systeme 1 et le gieme mode du sous-

systeme 2 est donnée par :
6

12 _ ~1 £ 2i |
W = z Zupk Fac (6.1)
in ouplingd k=
odeset

ou ng est la kieme composante du déplacement nodal du habugieme mode du sous-
systeme 1, en?qﬁ‘ est la kieme composante de la force nodale du nadudjiéme mode du

sous-systeme 2.

N.B. : Toutes les variables nodales doivent étre décrites dans le méme repére globale (pour les
deux sous-systéemes).

Cette expression permet donc de calculer les travaux d’interactions modales
uniquement a partir de la connaissance des déformées propres en terme de variables nodales
(sur la frontiere de couplage).

3. Calcul des CLF a partir des schémas modaux des sous-
systemes découplés

La méthode de calcul des CLF a partir de la double formulation modale se décompose
en trois étapes :

- la premiére étape consiste a déterminer les schémas modaux des sous-systemes

découplés. Les conditions aux limites de ceux-ci ont été clairement définies au paragraphe
2.4.1 du chapitre 2. Les données utiles sont les fréquences propres, les déformées propres au
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niveau de la frontiere de couplage et les masses généralisées. Les déformées propres doivent
étre exprimées en variables primales ou variables duales suivant le sous-systéme. Les schémas
modaux peuvent étre obtenus par des méthodes analytiques pour des structures académiques
(poutres, plaques,...). Pour des sous-systémes de géométrie plus complexes, la méthode des
Eléments finis peut étre utilisée pour extraire les informations modales ;

- la seconde étape consiste a évaluer les travaux d'interactions modales a partir des
déformées propres déterminées précédemment. Pour les modeles continus, I'expression du
travail d'interaction modale est obtenu en considérant son interprétation physique et les
variables en dualité des modéles simplifiés (voir paragraphe 2.7 du chapitre 2). Pour les
modeles discrets, on utilise directement I'expression (6.1) ;

- la derniére étape consiste a calculer les CLF a partir de I'expression suivante
(obtenue a partir de (3.21) et (3.38) du chapitre 3) :

1 yuf waf § AEIREAT B o
Mo o Fongond s - e+, + 0 o )
Par la suite, on nommera par CLF-DMF et CLF-DMF/FEM, les facteurs de perte par

couplage obtenus par la présente approche avec des modéles continus et des modéles
Eléments Finis, respectivement.

Ny =

3.1. Exemples de calculs a partir de modeéles continus

3.1.1.Description des calculs

Avant d’effectuer des calculs sur des modéles discrets, on se propose de calculer les
CLF avec des modeéles continus sur un systeme composé de deux poutres vibrant en flexion et
couplées rigidement comme représenté figure 6.1.

| Poutre 1 Poutre 2

Figure 6.1. Couplage rigide de deux poutres vibrant en flexion.
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Dans ce paragraphe, on considéere que la poutre 1 est moins épaisse que la poutre 2. On
se retrouve donc dans une configuration analogue au paragraphe 4.2.2 du chapitre 2 mais avec
les sous-systemes inversés. Les CLF-DMF sont finalement donnés par I'expression :

» wnlleyEl, @2 +n.c2 )]
N, L L 2 2 3 ¥ o
NORE=TE ELl 202S, g(wt) —(wg) )z+(nlwt +nzw§)671w;(w§) +n2w§(w;) )

N, =

On va comparer cette approche aux résultats donnés par la méthode dite SEA inverse
effectuée sur des expériences numériques [SIM90] : les hypothéses de Euler-Bernoulli et la
décomposition en ondes forcées décrite en annexe B sont utilisées pour simuler les
expeériences numériques nécessaires a la SEA inverse. L'excitation ‘rain on the roof est
approchée en moyennant les énergies des poutres sur 20 points d’excitation aléatoirement
répartis. Les CLF sont finalement obtenus en introduisant les énergies totales des poutres dans
la relation SEA quand le sous-systeme 2 n’est pas excité :

en Een
ng=—"1rz (6.4)

n
en 1 en
ES -—F
2
ou E;" est I'énergie totale de la poutre obtenue a partir des ‘expériences numériques’, et

n, est la densité modale asymptotique de la pomtidonnée par :

1
. 1
n, = L,w? a5y (6.5)
Eala

Le facteur de perte par couplage donné par ce calcul est appelé CLF-SEA inverse.

3.1.2.Influence du rapport des épaisseurs

La figure 6.2 montre les valeurs des CLF par tiers d'octave pour quatre rapports
d’épaisseurs de poutres différents. Il y a un trés bon accord entre les CLF-DMF et les CLF-
SEA inverse. Cependant, on note quelques petites différences quand le rapport des épaisseurs
est proche de un (voir figure 6.2 (a)). Celles-ci sont dues au fait que I'hypothéese de couplage
faible entre les sous-systémes n’est pas respectée dans ce cas (voir paragraphe 2 du chapitre
4).
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Figure 6.2. Facteur deerte par cowplage enfonction de lafréquence (résultatpar tiers
d’'octave). (a) Wh=1,5. (b) h/h=2. (c¢) h/h;=3. (d) h/h,=4. Deux calculs — CLF-
DMF; X, CLF-SEA inverse.,£2,5 m, ,=3,5 m, h=b,=0,01 m, =0,001 m,n;=N,=0,01.

3.1.3.Influence de I'amortissement

La figure 6.3 donne les CLF par tiers doctave pour différentes valeurs
d’amortissement. Figure 6.3 (a-b-c), les facteurs d’amortissements internes sont les mémes
pour les deux poutres. Une tres bonne concordance entre les deux approches peut étre
constatée. Dans le cas d’'un amortissement ‘faible’ (voir figure 6.3 (c)), les différences sont
plus importantes. Ceci peut s’expliquer par le fait que I'hypothese d’équirépartition des
énergies modales n’'est plus valide. Dans ce cas, il est préférable d’appliquer le modéle
SmEdA™
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Figure 6.3. Facteur deerte par cowplage enfonction de lafréquence (résultatpar tiers
d’'octave). (a)n,=n»=0,01. (b) n:=n»=0,005. (c)n,=n»=0,002. (d) n,=0,02, n,=0,005.
Deux calculs —, CLF-DMF; X, CLF-SEA inverse. £2,5 m, ,=3,5 m, h=b,=0,01 m,
h;=0,001 m, h=0,004 m.

Figure 6.3 (d), des facteurs d’amortissements internes différents sont attribués aux
deux poutres. Comme précédemment, I'approche présentée donne des résultats identiques au
calcul classique avec (6.4). Ceci permet de souligner que le cas d’amortissements différents
d’un sous-systeme a un autre peut étre traité sans difficulté par I'approche basée sur la double
formulation modale.

L’approche présentée donne des résultats en accord avec la méthode SEA inverse mais

présente I'avantage majeur de ne pas recourir a la résolution d’équations. Les temps de calculs
sont donc tres courts.

167



CHAPITRE 6

3.2. Exemple de calculs & partir de modéles Eléments Finis

Pour montrer la validité du calcul des CLF a partir de données FEM, on envisage le
cas simple de deux plaques couplées en L. D'un ‘point de vue Eléments Finis’, la forme
matricielle des équations du mouvement est la méme pour une structure simple ou pour une
structure compliquée. Donc, en principe, le probleme traité ici pourra étre représentatif de
'applicabilité de la méthode a des structures plus compliquées. Par ailleurs, ce cas nous
permet de faire des comparaisons avec un autre calcul.

On considere la théorie des plagues minces et uniquement les mouvements en flexion.
Toutes les arétes non couplées de chaque plague sont supposées simplement appuyées. La
définition des parametres ainsi que leurs valeurs sont données tableau 6.1.

Plaque 1 Plaque 2
Longueur aréte suivant x a=1m a=2,5m
Longueur de I'aréte commune bi=1m b,=1 m
Epaisseur h;=3 mm h,=12 mm

Module de Young
Masse volumique

Coefficient de Poisson
Facteur d’amortissement interng

E;=2x10" Pa
0:=7800 kg/m
V,=0,3
1,=0,02

E,=2x10" Pa
0,=7800 kg/m
V,=0,3
n,=0,02

Tableau 6.1. Définition des parametres.

La plaque 1 est plus fine que la plaque 2, elle doit étre représentée par les modes du
sous-systeme découplé-bloqué alors que la plaque 2 doit étre représentée par les modes du
sous-systeme découplé-libre. Pour la définition des sous-systemes découplés, la plaque 1 est
encastrée sur I'aréte de couplage et simplement appuyée sur les autres arétes. La plaque 2 est
appuyée sur les quatre arétes.

Les valeurs des facteurs de recouvrement modal de chaque plague sont données
tableau 6.2 pour la plage de fréquence ou I'on souhaite caractériser les transferts d’énergie
vibratoire (315 Hz a 2500 Hz). Ceux-ci sont proches ou supérieurs a un ce qui permet de
supposer que I'hypothése d’équirépartition est respectée, et par conséquent, que les facteurs de
perte par couplage sont habilités a représenter le couplage entre ces deux sous-systemes.

315Hz 400Hz 500Hz 630Hz 800Hz 1000Hz 1250Hz 1600Hz 2000Hz 2500Hz
Rmy | 0,685 0,870 1,08 1,37 1,74 2,17 2,72 3,48 4,35 5,44
Rm, | 0,428 0,544 0,680 0,856 1,08 1,36 1,70 2,17 2,72 3,40

Tableau 6.2. Facteurs de recouvrement mauair chaque bande ddréguence. Rm:
Plaque 1, Rm: Plaque 2. Calculs a partir des densités modales asymptotiques.
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3.2.1.Modeéles Eléments Finis

Le modeéle Eléments Finis de chaque sous-systéme est créé et analysé par le code
UAI/NASTRAN v11.8. Les Eléments QUAD4 sont considérés pour la discrétisation. Les
nombres de nceuds du maillage réglé sont choisis afin d’avoir un minimum de six Eléments
par longueur d’onde naturelle a 3000 Hz. Pour la plaque 1, il y a donc 65 nceuds suivant
chaque aréte, et pour la plaque 2, il y a 65 nceuds suivant la plus petite aréte afin d’avoir un
maillage coincident et 80 nceuds suivant l'autre aréte (voir figure 6.4). Des conditions aux
limites appropriées et la méthode de Lanczos sont utilisées pour calculer les modes de chaque
plague entre 1 Hz et 3000 Hz. Les déformées propres sont normalisées de telle maniére que
les masses généralisées soient unitaires.

Maillage

‘Coupling
plague 1 / / node set’
{ 1 A
65 noeuds ¢ { !
< 65 noeuds : 4 80 nceuds
X3/ X2 Maillage v
X plaque 2

65 nceuds

Figure 6.4. Rprésentation schémaiiie des maillges des deux sougssemes dans le pere
global (%,%,Xs)-

Les données de sortie des calculs NASTRAN sont, pour chaque mode de chaque sous-
systeme, les fréquences propres, les déformées en terme d'eff®BENGLE POINT
CONSTRAINT FORCE'- pour la plague 1, et les déformées en terme de déplacements
‘DISPLACEMENT’ - pour la plague 2. L'approche présentée requérant que les déformées
propres sur la frontiere de couplage, il est possible de sélectionner uniqguement les nceuds sur
cette frontiere pour les données de sortie (output set = coupling node set). Ceci permet de
limiter grandement la taille du fichier de sortie NASTRAN. Par exemple, pour la plaque 1, les
nceuds sélectionnés pour les données de sortie sont les nceuds qui sont fixes, et les déformées
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sont données par le champ ‘SINGLE POINT CONSTRAINT FORCE'. Les données de sortie
nécessaires aux calculs des CLF sont récapitulées tableau 6.3. Elles sont extraites du fichier de
sortie NASTRAN et analysées par un logiciel sous MATLAB.

DONNEES DE SORTIE
Indice | Fréquence propre Déformée propre sur I'aréte commune
modal i O{Couplingnodese}
0)1,/ ‘SINGLE POINT CONSTRAINT FORCFE’
Plaque 1 p Wt — o~~~
1Hz <% <3000Hz | SPCFORCE- {Fo, 7o, fu, 78, 78,71 )
w; / ‘DISPLACEMENT’
Plaque 2 q w; ~2i 2 S22 2 T2
1Hz <L <3000Hz | DISPLACEMENT - {ig, 05, 63, 02, 032, 07 |

Tableau 6.3. Données extraites fichier de sortie NASTRAN. i: nceudpartenant a l'aréte
commune (coupling node set). Masses généralisées normeées a un.

On utilise le résultat du paragraphe 2 pour déterminer les travaux d’interactions
modales a partir des composantes nodales des déformées propres. Dans notre cas; seule la 5
composante nodale des efforts de la plaque 1, c’est-a-dire la valeur qui correspond au moment
fléchissant suivank,, n’est pas nulle. Pour la plague 2, seule 9adinposante nodale des
déplacements (rotation angulaire suivantn’est pas nulle. En conséquence, I'expression du
travail d’interaction modal entre le mode bloqué p de la plaque 1 et le mode libre g de la
plaque 2 peut se réduire a : _

Wi = > fosUos (6.6)

BESA
ou f;g est la 8 composante nodale en terme d’effort du ndedd la déformée propre du

modep de la plaque 1, aTqZS‘ est la § composante nodale en terme de déplacement duinceud

de la déformée propre du moglee la plaque 2.

3.2.2.Comparaison des rapports de densités modales

Pour vérifier la validit¢ des modéles Eléments Finis pour les bandes de fréquence
d’intérét, il est possible de compter les fréquences propres des calculs FEM (voir tableau 6.4)
puis de déterminer la densité modale pour chaque bande de fréquence et enfin comparer la
valeur a celle de la densité modale asymptotigugonnée par :

= V3a,b, , a=1,2. (modes/Hz) (6.7)

E
h |
p.(1-v,)

a
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315Hz 400Hz 500Hz 630Hz 800Hz 1000Hz 1250Hz 1600Hz 2000Hz 2500Hz
plaguel | 7 9 B 12 19 25 27 38 a7 57
plaque2 | 5 4 8 8 D 15 17 2 3P 40

Tableau 6.4. Nombre de modesr bande deréquencepour chacune des deptaques.
Résultats Eléments finis.

Ceci est présenté en figure 6.5 ou le rapport des densités modales entre les deux sous-
systemes est tracé en fonction des tiers d’octave. On peut en conclure que la modélisation
FEM est bien représentative du comportement vibratoire des plaques dans le domaine de
fréequence d’intérét ([280 Hz-2800 Hz]). Il est bien connu que dans le domaine des ‘hautes
fréquences’, les fréquences propres et les déformées propres d’'un modéle Eléments Finis
peuvent étre ‘décalées’ par rapport aux fréquences propres et aux déformées propres réelles,
ceci méme dans le cas d’'un modéle Eléments Finis correct (erreurs numériques pour les
systemes matriciels de grande taille). Cependant, comme il est expliqué en référence [SIM91],
ces erreurs numériques semblent se réduire sous I'effet des moyennes.

H
%
T
I

x x x x <

Rapport des densites modales n2/n1

107

L
10° 10°
Frequence en Hertz

figure 6.5. Raport des densités modales @anction de lafréquence (résultatpar
tiers d’'octave). Deux calculs=— avec la méthode dddéments Finis ; x, avec la
formule asymptotique de la densité modale.

3.2.3.Comparaison des facteurs de perte par couplage

A partir des résultats FEM décrit au paragraphe 3.2.1, on calcul les travaux
d’interactions modales puis on évalue les facteurs de perte par couplage (CLF-DMF/FEM).

De la méme maniere qu'au paragraphe 3.1, I'approche présentée est comparée aux
résultats donnés par la méthode SEA inverse avec des expériences numeriques. Les résultats
des expériences numériques sont obtenus a partir de la double formulation modale avec des
descriptions analytigues des sous-systemes (voir paragraphe 4.3 du chapitre 2). Une
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comparaison avec la décomposition semi-modale (voir annexe B) a permis de veérifier la
convergence des séries modales. L'excitation ‘rain on the roof’ est simulée en moyennant les
énergies des plaques sur 15 points d’excitation aléatoirement répartis. Les énergies sont
moyennées spatialement et en fréquence. Les CLF sont ensuite calculés en introduisant les
énergies des plaques dans la relation SEA quand le sous-systeme 1 n’est pas excité :

Een
N = (68)
LES-E"
n2
ou E;" est I'énergie totale de la plaque obtenue & partir des ‘expériences numeériques’, et

n, estla densité modale de la plagquedonnée par (6.7).

En figure 6.6, on présente une comparaison de trois techniques de calcul des CLF : les
deux techniques précédemment décrites et la technique classique issue de I'approche onde
(voir les équations (20-23) en référence [BIESO]).

On constate un bon accord entre les trois résultats dans les ‘hautes’ fréquences. En
dessous de 800 Hz, I'approche classique par les ondes, qui considére des plaques semi-
infinies, donne de mauvais résultats pour certains tiers d’octave alors que I'approche présentée
prend en compte correctement le couplage entre les deux plaques. Les CLF-DMF/FEM sont
évalués en tenant compte des dimensions géométriques ainsi que des conditions aux limites.
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Figure 6.6. Facteur deerte par cowplage enfonction de lafréquence (résultatpar
tiers d'octave). Trois calculs+— CLF-DMF/FEM ; 0, CLF-SEA inverse ¥, CLF
par I'approche traditionnelle par les ondes.

La figure 6.7 présente un calcul SEA utilisant les CLF-DMF/FEM quand la plaque 2
est excitée. Ces résultats sont comparés aux résultats d'un calcul ‘exact’ (utilisés
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précédemment par la méthode SEA inverse). Un tres bon accord peut étre constaté qui valide
définitivement le calcul des CLF par la double formulation modale et les Eléments Finis.

-8

-10} N

-12}+

E1/E2 en dB
i
~
T

|
N
o
T

-20F 4

-22 | 5
10 10
Frequence en Hertz

Figure 6.7. Raport des énggies totales des dewptaques, E1/E2, effonction de la
frégquence (résultatpar tiers d’octave). Plgue 2 excitégar une excitation ‘rain on
the roof'. Deux calculs+—— SEA avec les CLF - DMF/FEM; ‘exact’.

L’approche proposée possede plusieurs avantages :

- les calculs FEM des modes sont effectués uniquement sur les sous-systémes et non
sur la structure globale. Les conditions aux limites des sous-systéemes découplés sont
clairement définies en accord avec la double formulation modale ;

- la technique proposée requiere des temps de calcul tres courts car la résolution des
éguations du mouvement ne sont pas nécessaires. Les CLF sont directement calculés a partir
des coefficients des équations modales ;

- les sous-systemes hétérogenes ayant des mouvements vibratoires dans les trois
dimensions peuvent étre traités sans aucun probléme. Ceci est un peu plus difficile a faire
avec l'approche basée sur les expérimentations numeériques et la SEA inverse a cause du choix
des positions d’excitation et du type des forces qui doivent étre appliquées ;

- un amortissement différent pour chaque sous-systeme peut étre pris en compte dans
le calcul ce que ne permet pas les approches basées sur les calculs FEM avec les modes
globaux de la structure couplée.

On peut noter gu'il est possible d’établir une moyenne d’ensemble des facteurs de
perte par couplage sur une population de structure. Pour cela, il suffit de remplacer
I'expression des facteurs de couplages intermodaux déterministes par I'expression de la
moyenne d’ensemble de ces facteurs (voir relations (5.1,5.2) au chapitre 5). Dans ce cas, les
fréquences propres n’interviennent plus dans la détermination des CLF (exception faite du
calcul des raideurs généralisées des modes bloqués a partir des masses généralisées).

173



CHAPITRE 6

4. Exemples de calculs SmEdA™ & partir de modéles Eléments
Finis des sous-systemes

Le paragraphe précédent a porté sur le calcul des CLF a partir de données Eléments
Finis. On a vu au chapitre 5 que ces facteurs ne modélisaient correctement le couplage des
sous-systemes que lorsque I'hypothése d’équirépartition des énergies modales était respectée.
On souhaite montrer dans ce paragraphe que le modele ShfEo#ut étre utilisé en
connexion avec les Eléments Finis. Dans ce cas, les modéles discrets des sous-systémes
permettent de déterminer les facteurs de couplages intermodaux. Le modéle"Shpieda
ensuite étre appliqué, méme dans les cas de non-équirépartition des énergies modales. Ainsi,
grace aux Eléments Finis, le domaine d’application du modéle SmEdA se trouve étendu aux
structures de géomeétrie complexe.

4.1. Description de la structure et des modéles Eléments Finis

La structure de test considérée est identiqgue a celle présentée en référence [BOI85]
(couplage de deux plaques en L). Celle-ci a également fait I'objet de calculs SthEdA
partir des schémas modaux obtenus analytiquement au paragraphe 2.1.3 du chapitre 5 (voir la
description de la structure dans ce paragraphe). On a montré que I'hypothése d’équirépartition
des énergies modales n’était pas respectée pour la plaque non excitée et que le modele
SmEdJA"™ était nécessaire pour modéliser correctement les transferts d’énergie vibratoire.

Les modéles Eléments Finis sont établis de maniére similaire au paragraphe 3.2.1. Le
code UAI/NASTRAN et les Eléments QUAD4 sont considérés pour la discrétisation. Les
nombres de nceuds de la plaque 1 sont: 45 suivant la petite aréte et 65 suivant l'autre aréte
(critere A /6 jusqu’a 3000 Hz). Les modes de cette plague devant étre les modes bloqués, les
déplacements et les rotations aux nceuds de I'aréte commune sont bloqués. Pour la plaque 2, il
y a 65 nceuds suivant chaque aréte. Les conditions aux limites d’appui simple sont respectées
sur les quatre arétes de cette plaque. La méthode de Lanczos est utilisée pour calculer les
modes de chaque plaque entre 1 Hz et 2800 Hz.

4.2. Comparaison des resultats

A partir des schémas modaux obtenus par Eléments Finis, on calcul les facteurs de
couplages intermodaux nécessaires au calcul SHEdAn juxtapose, figures 6.8 et 6.9, les
valeurs de ces facteurs avec celles obtenues a partir des expressions analytiques des schémas
modaux (voir annexe A).
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FEM

)

q, indice modal plaque 2 p, indice modal plaque 1

Analytique

Bpg

(b)

g, indice modal plague 2 p, indice modal plaque 1
Figure 6.8. Facteurs de cplages intermodaux effionction des coples (,q) de
modes. Octave centrée sur 125 Hz. Modes classés suivafiédasncespropres

croissantes. (a) gartir des schémas modaux FEM. (b)partir des exypressions
analytiques des schémas modaux.

FEM

§ 200 (a)

g, indice modal plagque 2 p, indice modal plaque 1

Analytique

(b)

g, indice modal plaque 2 p, indice modal plaque 1

Figure 6.9. Octave centrée sur 500 Hz. Voir figure précédente.

L’allure de ces représentations graphiques sont tres proches ce qui permet de conclure
a un bon accord entre les deux calculs. On note cependant, figure 6.9, quelques décalages de
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pics. Ceux-ci sont liés a des erreurs numériques du calcul FEM sur des fréquences propres
voisines. Celles-ci étant utilisées pour classer les modes, il est possible que des couples de
modes soient ‘intervertis’ entre les deux calculs. Ces quelques légers décalages n’'ont pas
d’'influence sur la qualité des résultats SmEWAEN effet, figure 6.10, on donne les résultats
SmEdA™ en terme de rapport d’énergies E2/E1 par bandes d’octave. On constate que les
résultats SmEdJA™ obtenus a partir des modéles FEM des sous-systémes sont comparables a
ceux de Boisson et al. [BOI85] (écarts inférieurs a 0,6 dB) et qu'’ils sont quasi identiques a
ceux du calcul SmEdX” obtenus a partir de schémas modaux décrits analytiguement.
L'utilisation du modéle SmEdA® en connexion avec les Eléments Finis est ainsi validée. Ce
modéle peut donc s’appliquer a des structures de géométrie complexe. Les exemples
académiques traités dans ce document servant de référence pour la validité et I'intérét du

modeéle.

E2/ElendB

-12 -
10 10
Frequence en Hertz

3

Figure 6.10. Rpport des énggies totales EE; par octave. Comaraison deplusieurs
calculs :0, ‘exact’ donnépar Boisson et al. dans ACUSTICA— SmEdA® a partir de
données FEM; +, SmEJR" a partir de données angiques. Plaue 1 : 1,2mximx4mm.
Plaque 2 : 0,7mx1mx3mm,#E,=2.10" Pa, p,=p,=7800 kg/m, N,=1,=0,01.

4.3. Influence des conditions aux limites

Sur la base de I'exemple précédent, on souhaite montrer que le modéle "Sinieda
prendre en compte les conditions aux limites des systemes. Quatre cas de conditions aux
limites différentes sur les arétes longitudinales (perpendiculaires a I'aréte de couplage) sont
envisagés et répertoriés tableau 6.5. On utilise des modéles Eléments Finis qui permettent
d’extraire sans difficulté les schémas modaux.
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Plaque 1 Plague 2
CasN° 1| Appuyée-Appuyée Appuyée-Appuyée
Cas N° 2 Libre-Libre Libre-Libre
Cas N° 3| Appuyée-Appuyée Libre-Libre
Cas N° 4 Libre-Libre Appuyée-Appuyée

Tableau 6.5. Conditions aux limites sur les arétes longitudinales.

-4+ 4

-5+ 4

E2/ElendB

-10- I
10 10
Frequence en Hertz

3

Figure 6.11. Rpport des énagies totales E2/EJpar octave. Calculs SmEARIFEM
avec diférentes conditions aux limites=— Cas N° 1; ---,Cas N° 2 ;—, Cas N° 3 ;---,
Cas N° 4. Plgue 1: 1,2mx1mx4mm. Rjae 2: 0,7mximx3mm.,£,=2.10" Pa,
P1=p,=7800 kg/m, N,=1,=0,01.

Les résultats sont donnés figure 6.11. On constate que les différences sont plus
importantes pour les premieres octaves que pour les suivantes. Ceci est plausible car il est
bien connu que les conditions aux limites jouent principalement un role dans les basses et
moyennes fréquences (voir [MAC98], [FOR99]). Le modéele SEA ne peut tenir compte de
I'influence des conditions aux limites du fait de la moyenne d’ensemble. Le modele SmEdA
s’impose la encore comme un relais a la SEA.

5. Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre que I'approche SmEdA peut étre utilisée en
connexion avec la méthode des Eléments Finis. Des exemples simples de plaques couplées
ont été choisis pour permettre des comparaisons. L'application a des structures plus
compliquées est rapide compte tenu du fait que la technique est basée sur n'importe quel
modeéle Eléments Finis. Il en résulte que le domaine d’application de la méthode peut
s’étendre a des structures de type industriel. Un point fort de la méthode est que les calculs
Eléments Finis portent sur les sous-systémes découplés et non sur la structure globale, ce qui
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implique des temps CPU moindre. Cependant, une limite haute en fréquence apparait
inexorablement compte tenu de la discrétisation requise par la méthode des Eléments finis.

D'un point de vue SEA, c'est-a-dire en supposant I'’hypothese d’équirépartion
respectée, la technique revient a calculer les CLF. Ceux-ci sont alors directement évalués a
partir des schémas modaux des sous-systémes obtenus par FEM. Par rapport a la technique
qui consiste a utiliser les Eléments Finis pour simuler numériqguement le comportement
vibratoire de deux sous-systemes couplés puis a appliquer ensuite la SEA inverse ([STE94],
[SIM91], [FRE97]), cette technique présente un domaine d’application plus large. En effet, le
calcul des CLF est effectué sans résolution des équations du mouvement et seuls les sous-
systémes découplés sont modélisés par Eléments Finis pour le calcul des modes. Il en résulte
des temps CPU plus courts ce qui autorise une augmentation de la limite haute en fréquence
des calculs. De plus, les structures hétérogenes peuvent étre traitées sans difficulté par la

présente approche et un amortissement différent peut étre affecté a chaque sous-systeme.

L’approche SmEdA en connexion avec les Eléments Finis peut étre facilement utilisée
pour étudier le couplage des structures ayant des mouvements dans plusieurs directions
(modélisation par des éléments coques). Les différents mécanismes du couplage des structures
peuvent alors étre mis en évidence par le biais de cette méthode.

178



CONCLUSION GENERALE

Dans cette thése, on a proposé une approche permettant d’étendre le domaine de
validité de la méthode SEA. Celle-ci repose sur une double formulation modale et une
reformulation du modele SEA en ne posant pas I'hypothése standard d’équirépartition. Le
modéle SmEdA qui en découle apporte des gains significatifs sur la qualité de la prédiction
par rapport au modele SEA et peut s’appliquer a des structures industrielles grace aux
Eléments Finis.

Double formulation modale :

La prise en compte individuellement de I'énergie de chaque mode a nécessité une
connaissance plus fine des interactions entre les modes que ne I'exige la méthode SEA. Les
suppléments d’informations ont été obtenus grace a l'utilisation d’'une double formulation
modale (DMF). Cette formulation, standard dans I'étude du couplage structure-cavité, et qui a
été appliquée au couplage de deux poutres vibrant longitudinalement par Karnopp en 1966, a
été généralisée au couplage de sous-systemes continus élastiques tri-dimensionnels. Les
équations modales obtenues sont en concordance avec le schéma de couplage modal supposé
par la méthode SEA. Tous les coefficients de ces équations ont été explicitement définis ; On
peut donc s’affranchir du développement de la formulation lors de sa mise en ceuvre. Dans un
contexte SEA, la DMF présente un certain nombre d’avantages : (a) Les modes considérés
sont les modes des sous-systemes découplés avec des conditions aux limites qui sont
clairement définies (modes bloqués ou modes libres). (b) Sous la condition de couplage faible
[FAH97], ces modes ressemblent (s'ils ont été correctement choisis) aux modes physiques
localisés de la structure. En conséquence, ces modes résonnants dans une bande de fréquence
sont bien habilités a représenter le comportement de la structure dans cette méme bande. (c)
Les équations modales du mouvement ne font pas intervenir de couplage direct entre les
modes d’'un méme sous-systeme (comme le suppose la SEA). (d) Les fréguences de résonance
qui doivent étre considérées pour déterminer les facteurs de couplages intermodaux sont, sans
ambiguité, les fréquences propres des sous-systemes découplés (bloqués ou libres). (e) La
guestion des énergies stockées dans les éléments de couplage entre les modes n'a pas lieu car
ces éléments sont du type gyroscopique, et par conséquent, ne stockent pas de I'énergie. (f) La
formulation est simple d’application car il est possible d'utiliser directement l'interprétation
physique des coefficients de couplage entre les modes (travaux d’interactions modales).

Modeéle SmEdA :

L'utilisation de la formulation modale de base de la SEA et de la DMF a permis
d’obtenir des équations énergétiques modales du mouvement. Celles-ci constituent les
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équations de base de I'approche proposée et donne lieu au modele "SmEHés ont été
obtenues sans poser d’hypothéses sur les énergies des modes, et modélisent le comportement
vibratoire des sous-systemes couplés avec un niveau de détails supérieur a la SEA tout en
gardant la simplicité des approches énergétiques.

Le modéle SmEdA basé sur la résolution des équations précédentes par la technique
de Galerkin, permet de moduler le degré d’approximation sur la répartition des énergies
modales de chaque sous-systéme. Un lien entre le modéle SfiEdAe modéle SEA
(équirépartition) peut étre établit par I'intermédiaire ce de ce modele.

L'approche SmEdA® a montré son intérét pour trois configurations distinctes qui
peuvent se retrouver imbriquées dans d’autres situations : (a) Des améliorations notables de la
prédiction par rapport au modele SEA ont été obtenues sur des couplages de sous-systemes a
faible recouvrement modal. Pour ces sous-systemes avec peu de modes en général, les
coincidences spatiales et fréquentielles entre les modes doivent étre considérées finement ce
qui ne peut étre le cas a partir de I'hypothése d’équirépartition. (b) Des excitations
spatialement localisées introduisant des variations de la répartition des puissances modales
injectées peuvent étre correctement considérées par le modele. Il est donc possible d’envisager
des excitations autres que l'excitation ‘rain on the roof. (c) Un facteur d’amortissement
interne propre a chaque mode peut étre pris en compte ce qui offre la possibilité d’effectuer
des analyses de sensibilité des réponses vibratoires a la dispersion des amortissements
modaux.

Un des points forts de I'approche SmEdA est qu’elle peut étre facilement associée a
une démarche SEA. Il est possible d’appliquer le modéle SHE@du les modeles dérivés)
uniguement pour les couplages des sous-systémes ou une amélioration de la prédiction peut
étre présumée obtenue, et utiliser le modéle SEA pour les autres couplages. Le modéle
SmEdA ne doit pas étre vu comme une méthode en remplacement de la SEA mais comme un
outil intégré et alternatif a la méthode SEA pour les cas de couplage ou cette derniere est mise
en défaut.

Par ailleurs, des comparaisons entre des calculs issus de la double formulation modale
et des calculs SmEJR* ont mis ‘en lumiere’ certaines hypothéses de la SEA, notamment
celles du couplage faible entre les sous-systémes, et des décorrélations des amplitudes
modales. La comparaison des résultats donnés par les calculs SmEdA et DMF peut constituer
un moyen didactique pour le non-initié qui souhaite se familiariser avec les hypotheses de la
SEA.
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Connexion avec les Eléments Finis :

L'application du modéele SmEJR* a des structures industrielles est rendue possible
grace a l'utilisation des Eléments Finis. La viabilité d’une telle approche a été démontrée sur
des cas simples afin d’effectuer des comparaisons avec d’autres calculs. L’application a des
structures plus compliquées est immédiate et ne semble pas poser de probléme.

En supposant I'hypothése d’équirépartition respectée, la démarche revient a calculer
les facteurs de perte par couplage de la SEA a partir des schémas modaux des sous-systemes
découplés obtenus par Eléments Finis. Cette technique de calcul se différencie par rapport aux
techniques existantes : (a) Les calculs Eléments Finis des modes sont effectués uniquement
sur les sous-systémes découplés. Les informations utilisées sont uniquement les fréquences
propres, les masses généralisées et les déformées propres au niveau des jonctions de couplage.
(b) La technique proposée requiére des temps de calcul trés courts car la résolution des
équations du mouvement ne sont pas nécessaires. Les facteurs de perte par couplage sont
directement calculés a partir des coefficients des équations modales. (c) Les sous-systémes
hétérogenes ayant des mouvements vibratoires dans les trois dimensions peuvent étre traités
sans aucun probleme. (d) Un amortissement différent pour chaque sous-systeme peut étre pris
en compte dans le calcul.

Perspective :

La voie la plus immédiate a explorer est sans doute I'application du modele SmEdA et
des calculs des CLF-DMF, a des structures complexes via les Eléments Finis. En considérant
des sous-systémes discrétisés par des éléments de type coque par exemple, I'approche doit
permettre d’analyser les différents mécanismes de transfert d’énergie entre les sous-systemes
(modes de flexion d’un sous-systéme couplés avec des modes longitudinaux d’'un autre sous-
systeme...). Une étude approfondie de l'influence sur les CLF de la géométrie des sous-
systemes ainsi que des conditions aux limites doit pouvoir étre menée a partir de cette
technique.

Une seconde voie, qui n'a pu étre menée au cours de ce travail théorique, est de valider
expérimentalement la modélisation SmE®A Cette validation doit principalement étre axée
sur les configurations pour lesquels le modéle a montré son intérét. Seule une validation
expérimentale tranchera entre la vision ‘déterministe’ qui est celle du modele SmEdA pour les
sous-systemes a faible recouvrement modal et la vision ‘moyenne d’ensemble sur une
population de structures’ de la méthode SEA.
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Des voies plus en amont sont également a explorer : concernant I'aspect ‘statistique’,
'approche de Monte-Carlo peut étre mise ceuvre en association avec le modéle SmEdA
comme au paragraphe 4 du chapitre 4. Cependant, compte tenu de la forme des équations du
modéle SmEdA, on pourrait utiliser des formulations analytiques pour rendre les calculs plus
rapides.

On a vu, pour les cas de corrélation modale, que les modeles SEA et SmEdA
présentaient des erreurs de plus en plus importantes quand le recouvrement modal augmentait
car I'hypothese PME n’était pas respectée. Sur la base des travaux présentés par Fahy en
[FAH70b] concernant I'évaluation de la puissance échangée entre une structure mécanique et
une cavité pour une excitation ponctuelle (cas de corrélation modale), on peut envisager une
extension du modéle SmEdA tenant compte de I'effet des corrélations entre les amplitudes
modales. Une adaptation des résultats de Fahy au cas de la figure 4.20 (couplage faible de
poutres excitées ponctuellement) est immédiate et permet d’obtenir de bons résultats méme
pour de forts recouvrements modaux. Le passage a des systemes composés de plus de deux
sous-systemes nécessite des travaux et des hypothéses supplémentaires. Le phénomene de
tunneling décrit par Heron pourrait alors étre pris en compte par cette extension du modele.

Enfin, dans sa forme actuelle, le modéle SmEdA peut prendre en compte un couplage
dissipatif entre les sous-systemes par I'intermédiaire des facteurs d’amortissements modaux
du sous-systeme auquel est rattaché I'élément de couplage dissipatif. La prise en compte se
fait globalement au niveau des sous-systemes alors qu’une extension du modéele SmEdA
tenant compte localement du couplage dissipatif pourrait étre envisagée. La base de cette
extension serait le calcul de la puissance échangée entre deux oscillateurs couplés par un
élément gyroscopique et un élément de type amortisseur visqueux (voir I'étude similaire en
[FAH87]). La relation obtenue pourrait étre injectée dans le modéle SmEdA a la place de
(3.20). Le modele tiendrait ainsi compte d’'une dissipation d’énergie entre les modes de sous-
systemes différents via des facteurs d’amortissements intermodaux (facteurs précédemment
introduits dans les équations de la DMF et restant a déterminer). La dissipation au niveau des
jonctions entre les sous-systémes serait alors prise en compte localement ce qui autoriserait
une étude de son influence sur la transmission vibratoire sans recourir & une modification des
facteurs d’amortissements modaux propres a chaque sous-systeme.

183



ANNEXE A

SCHEMAS MODAUX DES SOUS-SYSTEMES

Dans cette annexe, on donne les schémas modaux des sous-systemes pour différents

cas de couplages étudiés dans le corps du document. Le calcul des déformées en contraintes

n'étant pas trés répandu dans la littérature, le premier calcul est présenté plus en détail.

1.

a

Couplage de deux poutres vibrant en flexion sans appui
intermediaire
Voir description de la structure paragraphe 4.2.1.1, chapitre 2.
1.1. Poutre 1 avec les conditions aux limites : Appuyée-Libre
Le schéma modal s’exprime par (voir [BLE95]):
il
ga); = /%(k;)z avec k; telque: tan(k;Ll):tani{k;Ll), (A.1)
1
@ M} = p.Sik, (A2)
SW“’ (x)= cost(k; (L, - x))+ cos(k,lj (L, - x)) s
1 1 .
0 cosr(kal)—cos(kal) (4 (4
- sinhik (L, — x))+ sin{k; (L, — X))).
: sinh(k;Ll)—sin(k;Ll)( ( (L )+sin o )
1.2. Poutre 2 avec les conditions aux limites : Encastrée-Appuyée
Les équations régissant les mouvements libres de la poutre sont données par :
2Apy2 2.2
0.8, 2 (xt)+1,2 Ox (x)=0 mxo]u, L+ ], (A%)
ot 0x
02W? 2 (0 1)
—E2|267(X,t)+|20x(x,t)—0 DXD]Ll’Ll+L2[’ (A-5)
oW?
Wz(l_l,t)= 0, W(Ll,t)=0, (AG)
W2(L, +L,,t)=0, 1,02(L, +L,,t)=0. (A7)
Deux méthodes peuvent étre utilisées pour obtenir les déformées propres en contrainte
partir d’'un probleme en déplacement :

- la premiére, par analogie entre le probléme aux valeurs propres en contrainte

et un probléme aux valeurs propres en déplacement équivalent.
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Pour obtenir le probléeme aux valeurs propres en contrainte, il faut dériver I'équation
(A.5) deux fois par rapport au temps et l'introduire dans (A.4). Aprés une séparation temps-
espace de la forme :

o2(x,t)=52(x)e " (A.8)
On obtient :
_ a4~2q
_pzsz(wafq(X)"'EzIz%(x):O DXD]Ll’L1+L2[’ (A,9)
aZ&‘Zq a352q
I X =0, | X (L )=0,
2 6X2 (1) 2 axa (l) (AlO)

Izasz(Ll"'Lz):O’ Izgfq(L1+L2):0-

Ce probléme dual est analogue au probleme primal (en variables déplacements) d’'une
poutre libre erx=0 et simplement appuyée erlL;. La solution peut donc étre exprimée par
(voir [BLE9S]) :

Erwg = |52z (2F  avec k? telque: tanfk?L,)=tanHk2L,), (A.11)

[ P2S,

O L+,

Q I pZSZ(Efq(X))ZdX:pZSZLZ, (A.12)
L

3 524(x) = cosHi? (x - L))+ codk(x - L)) (A.13)

O k2L )- 2L | |

E ) ch)rf:;gk} Lj—;c:((kgl_;)) (Slnh(qu (x- Ll))+ sm(qu (x- Ll)))_

Comme pour une cavité acoustique ou il existe le mode de Helmholtz, la poutre
encastrée-appuyée a un mode en contrainte avec une fréquence propre nulle. En effet, par
analogie avec le probleme en déplacement, ce mode correspond au mode rigide de la poutre
libre-appuyée. Il s’exprime par :

Fo; =0,

A.14
(=L, L -x .

x
On souligne que cette technique de calcul des déformées propres en contrainte ne peut
étre utilisée que pour des structures simples pour lesquelles une analogie avec un probleme en
déplacement est possible. De plus, elle ne permet pas d’obtenir directement les masses
généralisées ou les raideurs généralisées ce qui nous fera préférer 'autre méthode ;

- la seconde, par le calcul des déformées propres en déplacement du probleme
primal et utilisation de la loi de comportement (voir référence[BER89]).
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Le probleme primal s’obtient directement en introduisant (A.5) dans (A.4) et en
considérant les conditions aux limites. Avec une séparation des variables temps-espace du
type, W2(x,t) =W (x)e’**, les solutions du probléme peuvent finalement s'’écrire :

w; = /i(k,f)2 avec k¢ / tan(quLz):tant(kjLz),
[
MZ = p,S,L,, (A.15)
2

2

(x) = (:osk(k(;Z (x- Ll))— cos(kf;Z (x- Ll))

_ ch);:gzg :: ;: z;s((:,gll__j)) (sinhl(k? (x- L))~ sin(k? (x- L)).

(MO0 oOOOmEO

En utilisant la loi de comportement (A.5), on déduit les déformées propres en
contrainte :

52(x)= (k2) E.[costk? (x - 1,)) + cod? (x- .)
cosr(quLz)—cos(qu L) s oy
- hik?(x—L k2 (x—=L,)))|-
sinh(k2L, ) - sin(kZL, ) il (- L))+ sinfe; (- L))
Par ce calcul on ne peut pas déterminer le mode en contrainte de fréquence propre
nulle. Cependant, celui-ci ayant toujours un comportement non résonnant, il n’intervient pas
dans I'étude proposée.

(A.16)

2. Couplage de deux poutres vibrant en flexion avec appui
intermédiaire

Voir description de la structure paragraphe 4.2.2, chapitre 2.

2.1. Poutre 1 avec les conditions aux limites : Appuyée-Appuyée

Le schéma modal est donné par :

O

E,l 2 prt

Dw = |21kl ) aveck® =—, A.17
C o, = i) avedq = (A17)
E P.SL

Mt =P A.18
B, =B (n.18)
Bw (x) =sin(k:x). (A.19)
=

2.2. Poutre 2 avec les conditions aux limites : Encastrée-Appuyée
Idem paragraphe 1.2.
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3. Couplage de deux plaques en L

Voir description de la structure paragraphe 4.3, chapitre 2.

3.1. Plaque 1 appuyée sur les quatre arétes

Le schéma modal est donné par :

_ | D el
D Wt b %l % (A.20)

L plhaibl (A.21)

W™(x, y) = sm% xl%lnEn— Y (A.22)

Z

I O o v

3.2. Plaque 2 encastrée sur l'arétex0, appuyée sur les 3 autres
arétes

A partir de I'approche présentée en référence [SOE93], pages 84-85, on détermine le
schéma modal de cette plaque : (A.21-A.23)

U
U
J D, rsm b b
B‘wfs = oh 2 %%QKV avex, / K, —ltanl-%sn\/Kr +1E= \/Kr +1tanl-%sn K, —1%
|:| 2'2 2 2
O %b
oM szh W2 (s, v, ) dy,dx,
[l
D EL E aZWer V E aZWer
D 2rs 2 _
B gjxx (X27y2) 1 V22 6X22 X2’ 2) 1—V22 ayz (27y2)

O AN72rS 2AN72rS
O v,E, oW E, oW

Eer , —__ 2= , - 2 , ,
g B yy (XZ 2) 1—V22 ang X2 yZ) 1—V22 ayzz (XZ y2)
L An2rs

E, oW
|:| 1rs 2
. gxy (%, y,)=- Lo ooy, (%, )
U -
DavecW?s(x,, y, )=
U
i . sinpPeSK +1 .
2 Kk, +1 H b Hs Hsrryfk, -1
B smES— Y, %mh% (@, -x,) in br (@, - xz)%
0 s SN i
b

E U H H 0
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4. Couplage de deux poutres par un ressort de torsion

Voir description paragraphe 2.4, chapitre 4, cas 1.

4.1. Poutre 1 Appuyée-Appuyee + ressort de torsion

Le schéma modal est donné par : (A.24-A.26)

E E,l

1 1'1,1
J %S
B avedk; telque: 2E, 1.k, sin(k; Ll)sinh(k; L1)+ Q(sinh(k; Ll)sin(k; Ll)— sinh(k:) Ll)cos(k; Ll)),

L _
M = (0.8 (0 ox
U 0
A . kAL
E aved™ (x) = sin(k!x) - %smh( X)
~ koL

100)=-e o snlo-e Y S ()

4.2. Poutre 2 Appuyée-Appuyée
Idem paragraphe 2.1.
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CALCUL DES REPONSES VIBRATOIRES DES STRUCTURES
EXCITEES PAR DES FORCES HARMONIQUES PONCTUELLES

1. Couplage de deux poutres vibrant longitudinalement

1.1. Calcul du champ vibratoire

On considéere la structure décrite au paragraphe 2. du chapitre 4 et représentée figure
B.1. Une force harmonique* , excite ponctuellement celle-ci &

Troncon 1 Trorgon 2 Trongon 3

<

X F.el“
— =

Figure B.1. Coplage de deuxpoutres de sections ftigrentes vibrant logitudinalement.
Conditions aux limites : libre en x=0 et xg#tL ,. Excitation ponctuelle en xsx

On décompose les systemes en trois trongcons (voir figure B.1) afin de résoudre des
éguations du mouvement homogenes. On pose pour le trongon

u,(x,t)= ReU, (x)e'} pour décrire le champ de déplacements longitudinaux. (La
notation du champ de déplacements employée ici est légerement différente de celle du corps
du document : I'indice est attribué au trongcon et non au sous-systeme.)

Un amortissement de type structural est introduit par I'intermédiaire d’'un module de
Young complexe E, = E,(1+ jn,)pourlapoutreletE, = E,(1+ jn,)pourlapoutre2.

Les équations du mouvement pour les trois trongons s’écrivent :

0 2 L. d?U,
.S @PUL(+ ES S (4= 0xT o]
n X

80U+ Eis LY (=00, L] 1)
[

:5,0F U0+ 15, % 22 (0= x0l, L+ L

0]
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Les conditions aux limites aux extrémités se traduisent par :

du, ¢
% >ax (B.2)

%S |_+|_):o

Les conditions de raccordement des trongons sont données par :
ng(xo)=U2(xo),

du .. du
dxl (Xo)_ Elsld—xz(xo): F,

SJz(Ll)=U3(L1), (B.3)
0. _ du, dU
O] 1 dX ( ) ( 1):(_')_

La solution générale s’écrit pour le trongasous la forme :
U, (x)= Ae™* + Be™*, aveck = w. /% (B.4)

Les 6 constantes{A,B i:1,2,3} sont déterminées en résolvant le systéme
d’équations obtenu en injectant (B.4) dans (B2-B.3). [OUI99] donne une expression
analytique de chacun de ces coefficients.

1.2. Calcul de la moyenne temporelle des énergies

1.2.1.Energie cinétique

L’énergie cinétique moyennée dans le temps du troncon 1 est donnée par :

<El>-= lim —]glpﬁér;—:l(x,t)gdxgdt, (B.5)

d’ou, a partir de I'expression du champ de déplacements :

<Ei >= %plSlIUl(x)Tl (x)dx. (B.6)

En posank, =k, + jk, , et en considérant la solution (B.4), on obtient :

1
<E >=2 281 06)-10)), (8.7)
avec
1(x)= —— 1 e 2 AA - 2Ra%—AiBe2”‘1 E+ 1 g (B.8)
2k' Rk, O 2k1 o
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De la méme maniere, on obtient I'énergie cinétique du troncon 2 et du trongon 3.
L’énergie cinétique de la premiére poutre correspond aux énergies des troncons 1 et 2.

1.2.2.Energie potentielle

L’expression de I'énergie potentielle moyennée dans le temps du troncon 1 est donnée
par :

<E} = lim —}glElSIE%(x,t)gdxgdt. (B.9)

A partir d’un calcul analogue a celui de I'énergie cinétique, on obtient finalement :

<E:>=3E8(k)(1(x)-10) (B.10)

1.2.3.Energie totale

On obtient pour I'énergie totale du trongon 1 :

<& >=3(os +ES k)N () (B.11)

Remarqgue : Compte tenu de la définitionkget pour des amortissements faibles, on
a:<E;>=<E}>

2. Couplage de deux poutres vibrant en flexion pure

2.1. Calcul du champ vibratoire

On considére les deux structures décrites aux paragraphes 4.2.1. (cas A) et 4.2.2. (cas
B) du chapitre 2. Une force harmonique® , excite ponctuellement chacune d’entre elles en

Xo-

On décompose chaque systéme en trois trongons. On pose pour le trongon
w (x,t) = Re{w( 4} , (B.12)
afin de décrire le champ de déplacements transversaux. (L'indgteattribué ici au trongon
et non au sous-systéeme comme dans le corps du document).
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La solution générale de I'équation du mouvement homogéne pour chaque trongon est
de la forme :

W (x)= Ae™* + Be*+C " +D,e™*, avedk )’ = w? Q II (B.13)

Les conditions aux limites aux deux extrémités sont :
] W
a/v(o) 0, Ellld L(0)=0,
- dx?

2
(L +L)=0 el (L +L)=0

(B.14)

Les conditions de continuité entre les deux premiers trongons sont données par :

§M(xo)=w( yn), O () = ().

d? d° d°
%ﬂl e = E, d)\(/;é (x,), Ellld—)\(’;{(xo)=Ellld—)\:¥(xo)—F.

(B.15)

Pour le cas A (poutres couplées sans appui intermédiaire), les conditions a l'interface
entre le deuxiéme et troisieme trongons sont :

(L) =w(u) TEL)=T2 L)

dx dx
O (B.16)

g ()= Bl ) B P (L) = Bl 2 (L)

Pour le cas B (poutres couplées avec appui intermédiaire), les conditions sont :
W(1)= 0w, (L,)= 0

CdW. dw. d’W, dW.,
Ed_xz(l_l): dXS (L) El,—= e (Ll)_E2|2dTQS(Ll)'

(B.17)

La réponse de chaque systeme peut étre calculée en résolvant le systeme d’équations
obtenu en injectant (B.13) dans (B.14,B.15,B.16) pour le cas A et dans (B.14,B.15,B.17) pour
le cas B. Il faut noter toutefois que le systéme d’équations est mal conditionné. Ceci
s'explique par le fait que dans I'expression de la solution générale (B.13) le éé&tneeoit
tres rapidement; La constan@ doit alors étre tres petite pour le contrebalancer. Pour
améliorer le conditionnement de la matrice a résoudre, on pose :

DAi Aje jKeXo Aé Aze jkily 'A‘3 A,e Jk1 L1+L2
E131 = B,, B, = B,e", B, = B,e"M",
C=Ce™,Cy =Ce™h,C) = cse‘k1<Ll+L2),
D! =D,, D, = D,e™*, D} = D,e™".

(B.18)
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Le nouveau systeme d’équations a résoudre a pour incorjuBsG,D et est
correctement conditionné.

2.2. Calcul de la moyenne temporelle de I'énergie cinétique et de
I'énergie potentielle

L’énergie cinétique pour le premier trongon est donnée par :

. +T§(01 V\ﬁ E
<E¢ >=lim —J'E[—Plslérg—t(x,t)gdx%dt, (B.19)

en négligeant la contribution des effets d’inertie rotationnelle.

A partir de (B.12),o0n a:
1 0 _
<E>=3 plslw"{VVl(X)Nl(X)dX- (B.20)

En injectant (B.13) dans cette expression, on peut en déduire un expression analytique
de I'énergie cinétique en fonction des constake&,C, D .

De méme, on peut déterminer I'énergie potentielle donnée par :

<El> = |.m—+f§f;|51|1g; )édxgplt. (B.21)

Remarque : En négligeant le champ proche, c'est-a\Miex)}= Ae** + Be ™*, on
peut écrire :

£, TV () )= L WO = 2 ASO WO, 22

[P 1 _ 1
dou <E; > =<E; >

3. Couplage de deux plaques en L

Le calcul de la réponse vibratoire est effectué par une décomposition semi-modale
présentée en [REB95]. On rappelle ici brievement la démarche pour le cas de couplage qui
nous concerne. Celui-ci est composé de deux plaques couplées en L comme décrit au
paragraphe 4.3. du chapitre 2. Une force harmonique ponctuelle excite la plagugyb)en (
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Dans un premier temps, on ne considere qu'une seule plague. On omet, par
conséquent, I'indice de la plague dans la notation.

L’équation du mouvement pour une plaque excitée par une force harmoaitjye,
ponctuelle er(x,, y, ) est de la forme :

J‘W d‘W d‘W _ phw’ _Feosr ~
W(x,y)+20)(2—é‘)/2(x,y)+ FY (X,y) o (ny)—D* 5()( xo)d(y yo)’ (B.23)

. Eh o ) ,
avecD = , rigidité de flexion et ou on a poséux,y,t)=R X, y)e!“;.
7)™ posév(x, y,t) = ReW (x, y)e'“}

On effectue une décomposition modale suivant la variableposant :

= S\ i Ty
wW(x,y) nz:lwn(x)smg%@ (B.24)

La base modale choisie vérifie les conditions aux limites sur les gr&eg=b (appui
simple) et jouie de la propriété d’orthogonalité :

b
. [y [ [, b
‘O[smén? EslnEJmT Edy = Edmn : (B.25)

En injectant (B.24) dans (B.23) et en utilisant la méthode de Galerkin, on obtient pour
un indicen :

d“W, it d2w,
(-2 O

dx*

(X)Q%@ -

ho? L= 2F, .
e S G ANCED

Pour chaque indice, on doit résoudre une équation différentielle non homogéne a
coefficients constants. La solution peut s’écrire comme la somme de la solution générale de
Péquation homogen#y, (X et d'une solution particuliére de 'équation ci-dessifs(x) :

WL (%) = W, (3 + Wy ( X (B.27)
» La solution de I'équation homogéne est obtenue sous la forme suivante (voir
[REB95]) :
th (X) e )Ahe_knlx + Bne_knzx + Cne_knl(a_x) + Dne_an(a_X), (B.28)

avec

k., =JWE’[ +a)\/zt' et k., =\/B'EET —a)\/zt'. (B.29)
Ob 0O D Ob O D
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« L’obtention d’'une solution particuliere peut se faire par l'utilisation de la théorie
des distributions. Rebillard [REB95] donne une description détaillée du calcul. On
donne ici le résultat final.

La solution est exprimée sous la forme :

W, (x) = g, (% = x)H (%, = %), (B.30)
ou H(x0 - x) est la fonction d’Heaviside nulle pouxk > x, etunitairepourx<x,, et
g, (x, — x) est de la forme :

g, (Xo - X) =a e +h e + Cne_knl(xo_x) + dne_knz(xo_x) , (B.31)

ou les quatre constantes doivent vérifier le systeme d’équations linéaires formé par :
U

dg, () —
égn(0)=0, dgx (0)=o,
700 (6)= 0, 9% (g) = - 2Fe g ]
bD O b [

H dx? L

(B.32)

La solution particuliere est a ce stade complétement définie alors que la solution
homogene demande encore pour étre connue la détermination des constaBites et D,.
Celles-ci peuvent étre déduites en résolvant le systeme d’équations obtenu apres avoir écrit les
conditions aux limites sur les arétesO etx=a. Ces conditions aux limites doivent étre
établies pour le systeme de plagues assemblées.

On considére donc maintenant les deux plaques couplées en L et on affecte un
exposant a chaque paramétre pour indiquer le numéro de la plaque a laquelle il est rattaché.

Les conditions aux limites sont :
- pour l'arétex=0 de la premiere plaque,

W:0)=o, A
Epl d;ignl 0)+ %gwnl (0)=D, d;:’(\!nl (0)=0; (B.33)
- pour l'arétex=a, de la seconde plaque,
g’vnz (azz)i 0,
EDz dd\)/(\z{” (a,)=0. (B.34)
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Le raccordement entre les deux plaques se traduit par :
Wi(2)=0,w(0)=0

Dd\Nl lez dz\Nl dez
= " {0), D n =D, —"(0).
(@)= (0 0,5 (0) =D, " (0

(B.35)

Les 8 équations précédentes permettent de calculer les 8 constantes nécessaires au
calcul de la solution de I'équation du mouvement de chacune des deux plaques.

En résumé, pour chaque indiog on doit d’abord déterminer les constantes de la
solution particuliere de la plague 1 (plague excitée) puis les constantes de la solution générale
de chacune des plaques. La solution finale s’obtient par :

e pour la plaque 1 :

W(x,y,) = Z(Aqe b 4 Blg e 4 Cle (s 4 plgr ki) 4y (x _Xl)[ane—krlﬂ.xl
n=1 (B.36)

+be n2X1 +Ce nl(XD Xl +d e nZXD Xl]) In T[E
Ob C

e pour la plaque 2 :

W2(x,,y,)= ZE& e 4 Blee + Cle K@ e) 4 p2giula )st:@ (B.37)

On note que dans la zone de la plaque excitée ou les deux sotupansculiere et
générale— sont sommées ; la différence de deux tres grandes valeurs peut alors donner
naissance a une faible valeur ce qui peut entrainer des difficultés numériques. Pour les éviter,
il faut que I'excitation reste proche de I'ar&e0 de la plaque 1, voisin de 0).

Le champ de contraintes de la plague 2 est déduit du champ de déplacements a partir
de la loi de comportement :

O 0 E, diWw? VLE, it ~0, 2. mnm
, —n Wi

0 ol y2)= Zﬁl v,. dx’ (X2)+1—v22§%§ ”(XZ)ESI@%”Q
O
07, (6.,) = E+ v.E, dW] (x,)+— =2 Mng(x w7y H o (®39)
Dyy 21 J2 E 2 dX2 2 1—V22DbD n 2E Db 2D
O -

) & K BjnBcwf T H

X! - X CO

|é#'xy( 2 y2) n=11+V2Db |:| dX (2) Db y2|:|
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ANNEXE C

RESOLUTION APPROCHEE DES EQUATIONS ENERGETIQUES
MODALES

Au chapitre 3, on présente la résolution des équations énergétiques du mouvement par
la technique de Garlerkin. Dans cette annexe, on propose deux autres méthodes de résolution
approchée de ces équations :

- la premiére fait intervenir des considérations liées au couplage faible entre les sous-
systemes pour simplifier les équations ;

- la seconde consiste en un tri modal.

A la différence de la technigue de Galerkin, les approximations de ces deux méthodes
ne portent pas sur la répartition des énergies modales.

Pour chacune des deux méthodes, on présente d’abord une description théorique, puis
un cas d’'application permettant d'illustrer la méthode.

1. Reésolution approchée a partir de considérations sur le
couplage faible entre les sous-systemes

1.1. Description

Les simplifications des équations énergétigues modales du mouvement proposées dans
ce paragraphe sont ‘similaires’ a celles employées par Lalor [LAL97] pour simplifier les
équations de la SEA. Ces simplifications reposent sur les conséquences du couplage faible
entre les sous-systémes imposé par la démarche proposée.

Deux cas de figures vont étre traités séparément :
- le couplage en chaine des sous-systemes ;
- le couplage en boucle fermée des sous-systéemes.

1.1.1.Sous-systémes couplés en chaine

On considere quatre sous-systemes couplés en chaine comme représenté figure C.1.
Seul le sous-systeme 2 est excité par une excitation extérieure au systeme.
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Excitation
extérieure

Sous-systéme 2 Sous-systeme 3 Sous-systéme 4

Figure C.1. Couplage des quatre sous-systémes en chaine.

Sous-systéme 1

On note parE’, w; ,n-, 'énergie, la pulsation propre, le facteur de perte interne du
moden du sous-systéme : (n0J [L...,Na], a D[12,3,4).

L’écriture des eéquations énergétigues modales du mouvement pour quatre sous-
systemes s’obtiennent immédiatement a partir de celles établies pour deux sous-systemes :

Eumnm ;i%;—ZB;iEﬁ, omofL....N] 1)
E»nnn 1B§$+ZB§S%§ BEE: - ZB”E"’ mofN] (€2)

Ny N, Ny
w2, lﬁii%ﬁ‘ZﬁﬁﬁEf > BLEL O[N], ©3)
) 2

N
=}

=

i'MNZ
=

T

D:DBDD@DDIIEDD%D

ala + % Zﬁ""‘E?’ 0q0[L....N,J (C.4)

Approche de base :

L'application a chaque couple de modes de la relation établie pour deux oscillateurs
couplés impose une hypothése de couplage faible entre les sous-systémes. Plusieurs
définitions de ce couplage faible ont été données dans la littérature (voir chapitre 1,
paragraphe 2.5.). Une conséquence de cette hypothese est qu’elle conduit, en général, a des
disparités importantes entre les énergies totales des sous-systemes. Ceci a notamment été mis
en évidence par Chandiramani [CHA78] et Smith [SMI79]. Du point de vue du modéle
SmEdA, ces disparités entre les énergies totales se traduisent généralement par des énergies
modales trés différentes d’un sous-systéme a un autre.
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Pour la configuration de couplage étudiée, on peut aisément déterminer le sens des
flux d’énergie et classer les sous-systémes suivant leur niveau d’énergie. Par conséquence, on
peut raisonnablement poser les hypotheses suivantes :

EZ>>E!, O(nmg ([1,...,N2] [1Nl]) : (C.5)
EZ>>E?, D(n, p)j ([1,...,N2] ,[1,...,N3]) , (C.6)
ES>>E! O(pal (LN [LN]) (C.7)

Ces hypotheses sont poséegriori et pourront étre veérifiées posterioriune fois les
résultats des calculs obtenus.

Comme pour les équations de la SEA, le systeme d’équations linéaires a résoudre
(C.1-C.4) constituent un systéme bien conditionné. C’est-a-dire que de faibles variations sur
les coefficients du systeme entrainent de faibles variations sur la solution du systeme. En
supprimant certains termes supposés négligeables du systéeme d’équations, on peut donc
s’attendre a ne pas modifier la solution de facon conséquente.

A partir de (C.2), et en prenant en compte les hypotheses (C.5) et (C.6), on peut

approcher I'énergie de chaque maddu sous-systeme 2 par :

~, ne
E2 = . —  OnOfL..N)], (C.8)

2.2 21 23
wnnn + Bnm+ZBnp
m=: p=

ou on noteﬁf, I'approximation deE?.

Ensuite, avec I'hypothese (C.7), on peut écrire pour les énergies modales du sous-

systeme 3 :
Ny
BE;
E:= Z p OpOfa
o OpO|L.

4 ] (C.9)
Wy * ZB 2 B

Et, finalement, pour les modes du sous-systéme 1 et du sous-systeme 4, on a (sans
hypothese supplémentaire) :

Z,Bianf zﬁ‘““?

, OmO[L,..,N], Ef =—2

W + ZB wyn, + ZB

, OqO[L,...N,] (C.10)
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Les expressions (C.8-C.10) permettent de déterminer les énergies modales sans
recourir a I'inversion d’'une matrice. Par cette technique, aucune hypothese n’est posée sur la
répartition des énergies modales. Les hypothéses (C.5-C.7) peuvent étre \&pféeriori
a partir des valeurs dg,,, E?,E>,E,; Qn note par SmEdA™, la méthode décrite ci-dessus.

Indicateurs :

On peut remarquer que les hypotheses (C.5-C.7) sont plus restrictives qu'il ne faut
pour passer d&; akE; . Par exemple pour le sous-systéme 2, les approximations posées en

nm m

(C.8) consistent a negllge BZE! etZB”’E?’ devant les puissances injectées modales.

Un indicateur vérifiant le bien fondé de ces approximations peut étre calculé :

5 s+ ZﬁBES J
IND! = ma>qJ — ,nD[J,...,NZ]Er (C.11)

i ]

Si celui-ci est petit devant un, les approximations sont correctes. On remarque bien
gue si les hypothéses (C.5,C.6) sont respectées alors l'indicateur est petit. De facon analogue,
on peut définir un indicateur lié aux approximations posées pour le calcul des énergies
modales du sous-systeme 3 :

HZ BUE ]

pa—q

IND? -maxai pD[l.--,Ng]Er (C.12)

ﬁz BE: ﬁ

Calcul récursif :

Un calcul récursif peut étre envisagé pour les cas de couplage relativement fort ou
d’amortissement tres faible pour lesquels les disparités des énergies entre les sous-systemes
sont moins importantes. En effet, on peut reprendreﬁlﬁésju calcul précédent comme une
premiére approximation et les réintroduire dans les équations (C.1-C.4) pour calculer de
nouvelles approximations des énergies modales. Par exemple, une deuxieme approximation
des énergies modales du sous-systénie?2 est obtenue en considéraf} et Eﬁ du premier
calcul :

n: 2n 21 El ZB23E3
- inj nm m
£ = ., OnOfL,....N,] (C.13)
o+ 5 g > i
m=! p=:

Un calcul similaire permet de calculer IE§, E3, E! :
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N, = & 3252 & 344 < 1353
~ ZBrlnann2 ~ ZBann +ZquEq ~ ZquEp
El = Es — _n= (R E: == (C.14)

11L& a1 ' 53 L @ 32, & o3 ’ ba & a3
C“)mnm-l-Zan wprlp+ZBpn+Zqu quq+zﬁqp
n= n= q= g=

Les résultats de ce calcul récursif de rang un donnent une seconde approximation des
énergies modales des sous-systemes. A partir des équations précédentes, il est possible
d’effectuer des calculs récursifs de rangs supérieurs jusqu’a convergence du processus. On
note par SmEdA™' N le calcul récursif ci-dessus de rang N.

1.1.2.Sous-systéemes couplés en boucle fermee

Excitation
extérieure

Sous-systéme 2

Sous-systéme 1 Sous-systéeme 3

=
=

Sous-systéme 4
Figure C.2. Représentation symbolique des quatre sous-systemes couplés en boucle fermée.

Pour cette configuration de couplage (figure C.2), on ne peut pas déteanmrieri
les sens des différents flux d’énergies. En effet, ceux-ci dépendent des niveaux de couplage
entre les sous-systemes et des amortissements internes. La démarche proposée consiste a
effectuer un premier calcul avec SmEBdAc'est-a-dire en effectuant I'hypothése
d’équirépartition des énergies modales. Ce calcul peu colteux en temps CPU est susceptible
de donner un résultat fiable sur les sens des flux d’énergie. Supposons, par exemple, que les
puissances échangées vont du sous-systeme 3 au sous-systeme 4 et du sous-systéeme 1 au sous-

systeme 4. On posepriori les hypotheses (C.5-C.7) et I'hypothése supplémentaire :
Er >>EZ, Oma)0(...N].[....N,]). (C.16)
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Pour déterminer les énergies modales approchées des sous-systémes 1, 2 et 3, on
utilise les équations (C.8-C.10) du paragraphe précédent. Par contre pour calculer celles du
sous-systeme 4, on doit faire intervenir les flux d’énergies provenant du sous-systeme 1 et du
sous-systeme 3, c’est-a- dire :

> ;‘;E; ZB“3E3
E!= , 0gO[L,....N,]. (C.17)
Wlg + Y Bam * ZB

On peut vérifierma posterlorlle bien fondé des hypothéses qui ont été posées a partir du
calcul SmEdA. Un indicateur supplémentaire est & évaluer :

HZ B E! H

mOfL...N,] 5. (C.18)

ﬁz Bi{iEf ﬁ

IND?® = maxg———

1.2. Application

Excitation ‘rain on the roof

POUTRE 2

POUTRE1 POUTRE 3

POUTRE 4

Figure C.3. Représentation schématique de la structure considérée.

La structure considérée dans ce paragraphe est constituée de quatre poutres
(hypotheses d’Euler - Bernoulli) couplées rigidement a angle droit comme représentées figure
C.3. Un appui bloquant les déplacements transversaux est adjoint au niveau de chaque liaison.
Les rapports des épaisseurs entre les poutres ont été choisis de maniére a assurer un couplage
faible entre les poutres (voir paragraphe 2.3 du chapitre 4). On peut donc décomposer la
structure en quatre sous-systéemes SEA : chaque poutre constitue un sous-systeme. La poutre 2
étant excitée par une excitation ‘rain on the roof’, on se retrouve dans un schéma de couplage
des sous-systémes identique & celui représenté figure C.2. L'approche SHEdaA I'on
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souhaite mettre en application est donc entierement décrite du point de vue théorique au
paragraphe 1.1.

On rappelle que les conditions aux limites des sous-systemes pour le calcul des modes
doivent étre telles que les modes des sous-systemes puissent se rapprocher au mieux des
modes globaux de la structure. Celles-ci sont données, tableau C.1, pour chaque poutre :

Sous-systemge  Conditions aux limites
poutre 1 Encastrée-Encastrée
poutre 2 Appuyée-Encastrée
poutre 3 Appuyée-Encastrée
poutre 4 Appuyée-Appuyée

Tableau C.1. Conditions aux limites des sous-systémes pour le calcul des modes.

Le couplage des quatre sous-systemes constituent une boucle fermée. Il est donc
nécessaire d’effectuer un premier calcul SmEpAur pouvoir ouvrir la boucle et permettre,
dans un second temps, un calcul SmEHA

Les résultats du calcul SmEYAN terme d’énergies modales moyennes par bande sont
donnés figure C.4 pour chaque sous-systeme et pour une facteur d’amortispedr@ht On
rappelle que ce calcul est peu colteux en temps calcul mais qu’il suppose I'équirépartition des
énergies modales. On remarque que pour toutes les bandes de fréquences considérées, la
poutre 4 a le niveau d’énergie modale moyen le plus faible. En conséquence, I'ouverture de la
boucle est réalisée entre le sous-systeme 3 et le sous-systeme 4.
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65 ‘ 3 ‘ 4
10 10
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Figure C.4. Enegies modales m@nnes des goutres calculéepar SmEdA enfonction de la
fréquence—— Poutre 1 ; ----, Poutre 2 ;-—-, Poutre 3 ;-----, Poutre 4. L1=7 m, L=10 m,
L.=7 m, L=10 m, h=1 mm, B/h=3, hyh,=3, hy/hs=3, b,=10 mm, E=7.10" Pa,
P.=2700 kg/m, n,=0,01.(@][1,...,4]).

En effectuant les calculs décrits au paragraphe 1.1, on obtient les résultats"8MEdA

qui tiennent compte de la répartition des énergies modales mais qui sont des solutions
approchées des équations énergétiques modales.
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Figure C.5. Raport des énggies totales E4/Edar  Figure C.6. Raport des énagies totales E1/Edar
tiers d’'octave. Cofiguration identque a lafigure tiers d’octave. Voir figure précédente.
précédente. Deux calculs:: - ., SmEdA™; —

SmEdA®

Figure C.5 et C.6, on donne une comparaison des calculs SHtetASmEJA™ On
constate une trés bonne concordance entre les deux. L'évaluation des différents indicateurs
permet de vérifier- a posteriori — le bien fondé des hypotheses posées pour le calcul
SmEdA™ (voir figure C.7). Il semble et c’est le cas ici, que pour des valeurs inférieures &
0,1, les résultats de SmEYK sont corrects et ne nécessitent pas de calculs récursifs.
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0.02- q

0015 N g

Valeur maximum de l'indicateur

0.01-

0.005
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Figure C.37. Valeurs des indicateurs pour chaque bande de fréquenrgiND"; ----, IND*
----- , IND”.

Un second exemple est présenté figures C.8 a C.11 avec un facteur d’amortissement
interne dix fois plus faiblen=0,001). Dans ce cas, les écarts entre les énergies modales
moyennes des sous-systemes sont plus réduits car les sous-systemes sont plus réverbérants
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(comparer figures C.4 et C.8). Par conséquence, ce cas est plus sévére vis-a-vis des
hypothéses simplificatrices du calcul SmEFA
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Figure C.8. Enagies modales m@nnes des goutres calculéepar SmEdA enfonction de la
fréquence.—— Poutre 1; ----, Poutre 2 ;-—-, Poutre 3 ;-----, Poutre 4. L1=7 m, L=10 m,
Ls=7 m, L,=10 m, =1 mm, h/h,=3, hy/h,=3, hy/hs=3, b,=10 mm, E=7.10" Pa, p,=2700
kg/n?, n=0,001,@][1,...,4]).
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Figure C.9. Raport des énggies totales E4/EdDar  Figure C.10. Rpport des énggies totales E1/Edar
tiers d’octave. Cofiguration de lafigure précédente. tiers d’octave. Voir figure précédente.

Cing calculs : —— SmEdA®; . . . SmEdA™ ; ¢ ;

SmEdA™' 2 SmEdA™'*: ---- SmEdA

On constate effectivement des erreurs de ce calcul, figure C.9 et C.10. Les indicateurs
donnés figure C.11 confirment bien que les hypothéses ne sont pas tres bien respectées. Deux
calculs récursifs de rang 2 et de rang 4 sont proposés. Ceux-ci montrent la convergence du
processus. On peut souligner que le rang des calculs récursifs peut étre différent d’'une bande
de fréquence a une autre. La condition pour sortir de la boucle de récursivité peut étre liée a
des indicateurs basés sur le méme principe que ceux du calcul direct.
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Figure C.311. Valeurs des indicateurs pour chaque bande de fréquencéND"; ----, IND?;
----- , IND”.

On remarque, figures C.9 et C.10, que le calcul SniEgha été utilisé pour établir
une hiérarchie des niveaux énergétiques des sous-systemes donne des résultats éloignés du
calcul SmEdA™. La prise en compte de la répartition des énergies modales était donc
nécessaire pour ce systeme a faible recouvrement modal.

En conclusion, pour des systémes non couplés en chaine ou pour des systemes faisant
intervenir des excitations sur plusieurs sous-systémes, un premier calcul SraftdA
nécessaire pour établir une hiérarchie des niveaux énergétiques des sous-systemes. Celle-ci
sert ensuite de base & la pose des hypothéses du calcul $PEpA prend en compte la
répartition des énergies modales. Les limites de cette approche peuvent se rencontrer en
théorie pour des systemes pour lesquels il n'y pas de grands écarts sur les niveaux
énergétiques des sous-systemes. Cependant, si I'hypothése SEA de couplage faible entre les
sous-systemes est respectée et si I'amortissement n’est pas trop faible, ces cas ne doivent pas
se rencontrer.

2. Résolution approchée basée sur un tri - modal

2.1. Description

Les facteurs de couplages intermodaux (voir expression (3.21)), peuvent varier
considérablement d’un couple de modes a un autre, c’est-a-dire que certains modes sont plus
fortement couplés que d’autres. Par exemple, pour le couplage plaque-cavité, Fahy [FAHG69]
montre que dans certaines bandes de fréquence, bien que chaque sous-systeme ait un nombre
important de modes, peu participent réellement au couplage. A titre d’indication, pour une
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bande de fréquence particuliere, 10 des 91000 couples de modes possibles comptent pour
80 % de la puissance échangée. La double formulation modale que I'on emploi pour décrire le
couplage de deux structures mécaniques étant identique a celle utilisée par Fahy pour I'étude
du couplage cavité-structure, on retrouve les mémes interprétations physiques. Deux
phénoménes sont en cause :

- Les coincidences spatiales entre les modes des sous-systéemes. Elles dépendent des
déformées propres sur la frontiere de couplage. Elles interviennent dans I'expression des
facteurs de couplages intermodaux via les travaux d’interactions modales. Ce phénomene est
classiquement décrit pour le couplage entre une structure mécanique et une cavité acoustique
(voir [FAHG9], [FAH70]). Les coincidences spatiales peuvent conduire de nombreux couples
de modes a ne pas étre couplés.

- Les coincidences fréquentielles entre les modes des sous-systémes. Elles dépendent
des fréquences propres et des amortissements modaux. Le terme ou intervient ce phénomeéne
dans I'expression des facteurs de couplages intermodaux est donné par :

C, (wi,wé,Alp,Ai):( 8, (W f + 5} )

o (2 + (e, + o o oV 22 )

Pour des fréquences propres voisine$,~ «;, sa valeur devient maximalé(,A’,

(C.18)

fixées) :
1
1 .2 Al A2\
Cf (wp,wq,Ap,Aq)—m. (C.lg)
p q

On donne, figure C.12, l'allure type @ en fonction de I'écart relatif entre les deux
pulsations propres. Il est évident que plus les fréquences propres sont éloignées, plus ce terme
devient petit, donc plus le couplage devient faible. En référence [FAH69], Fahy néglige les
couplages des modgs,@) si :

2ot - 2| > (o, + 22 (C.20)
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-0.5 —0‘.4 —0‘.3 —0‘.2 —0‘.1 6 0‘.1 0‘.2 0‘.3 0‘.4 0.5
(wj - wf))/ w;

Figure C.12. Allure type de Cf en fonction de I'écart relatif

entre les fréquences propres.

Ces deux phénomeénes ont pour conséquences que certains modes soient fortement
couplés entre eux et que d’autres le soient beaucoup moins, voir pas du tout (voir figure C.13
une représentation schématique de ce type de couplage). Il est donc envisageable d’effectuer
un tri modal qui ne tient compte que du couplage entre les modes fortement couplés.

EXCITATION
‘RAIN ON THE
ROOF

[SOUS-SYSTEME } [SOUS-SYSTEME ?

Figure C.13. Rprésentation ymbolique des interactions modales de deux sgatemes : la
force de couplage est matérialisée par des traits d'épaisseurs différentes.

Considérons un systeme composé de deux sous-systemes. Seul le sous-systeme 1 est
excité par un effort de type ‘rain on the roof’. Les énergies des modes d’mdigesous-
systeme 2 sont données par :
> BLEL
El=—T" ——, OnOfL..N,] (C.21)
Wi, + Zﬁfni
=
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On suppose compte tenu de I'excitation ‘rain on the roof que la répartition des
énergies modales du sous-systéme 1 est quasiment uniforme (amortissement sensiblement
équivalent d’'un mode a I'autre).

Pour chaque modedu sous-systeme 2, on définit :
N,

Xo =D Ban-
m=1

Ce parameétre quantifie la force de couplage du modeec tous les modes avec
lesquels il est couplé. On peut donc, a partir de celui-ci, établir un critere de tri modal :

,alorsE? estnégligéedande systemeal'équation$3.24),

 maxx,, pO[L...N,])
(@)Six, < 3

. ma><()(p, pD[l,...,Nz])

(b)Six, = 3 ,alorsE? nepeutpasétrenégligée,

ol A est une constante a défiaipriori (A >>1).

Soit NZ (resp. N?), le nombre de modes du sous-systéme 2 respectant la condition
(a) (resp. condition (b)). En négligeant les énergiedllenodes du sous-systéme 2, on réduit
d’autant le nombre de degrés de liberté a prendre en compte dans les équations énergétiques
modales. On souligne que le fait que des énergies modales d'un sous-systeme soient
négligeables par rapport a d’autres du méme sous-systeme, implique une forte disparité de la
répartition des énergies modales du sous-systéme.

Remarques :
- Pour la configuration de couplage considérée, on peut appliquer I'hypothése

d’équirépartition des énergies modales pour le sous-systéme 1, et prendre en compte,
indépendamment les uns des autres, tous les modes du sous-systéme 2 qui respectent le critere
de tri modal (condition (b)). Le nombre total de degrés de liberté a prendre en compte dans le
calcul est alors deAN; .

- En appliqguant dans un premier temps le tri modal, puis dans un second temps,
I'hypothése de I'équirépartition des énergies modales pour chacun des deux sous-systémes
(SmEdAY), on obtient les équations de la forme :

0 N
[ﬂilnj = crIlEl +wc"712%1 _N_; Ez E
b

N
O:wcn2E2 +wc’712EN712E2 - ElE
b

avec la notation du paragraphe 4 du chapitre 3.

(C.22)

[ I .|
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Celles-ci s'apparentent aux équations de la SEA, excepté que le rapport des nombres
de modes ne fait intervenir que les modes du sous-systeme 2 participant réellement au
couplage. Ceci suggere gu'il faut utiliser avec précaution les rapports de densités modales
dans les équations de la SEA (voir [MAI77]).

On désigne cette méthode de calcul par SnfEdRextension de cette technique a
des structures composées de plus de deux sous-systémes semble plus délicate et ne fera pas
I'objet de développement. En I'état, cette technique présente un champ d’application limité.
Cependant elle permet néanmoins de mettre en évidence des phénomenes liés au couplage de
deux sous-systemes. Le tri modal s’effectue ici par un critére numérique sur les valeurs des
facteurs de couplages intermodaux. Pour une compréhension des phénomenes de couplage
plus en profondeur, il est également possible, sur le modele de I'approche utilisée par Fahy
([FAH69], [FAHT7Q]), d’effectuer le tri en considérant les données modales des sous-systémes
(modéles analytiques).

2.2. Application

On montre, dans ce paragraphe, une application du modéle Sth&aAun couplage
de deux plaques couplées en L. Les longueurs et largeurs des plaques sont similaires, par
contre, les épaisseurs sont dans un rapport un quart. Les valeurs du facteur de recouvrement
modal de chaque plaque sont présentées tableau C.2.

f.(Hz) | 250 315 400 500 630 800 1000 1250 1600 2000 2500 3150 4000 5000
Rmy | 0,04 0,05 0,06 0,07 0,09 0,12 0,15 0,19 0,24 030 037 047 0,60 0,75
Rm, |0,08 0,10 0,13 0,16 0,20 0,26 0,33 041 052 065 082 103 1,30 1,63

Tableau C.2. Facteurs de recouvrement mautair chague tiers d'octave ddréguence
centrale £ Rm : Plaque 1, Rm: Plaque 2.

On donne les résultats de plusieurs calculs, figure C.14, en fonction de la fréquence. Le
calcul SmMEdA™ avec A — +w revient & exclure les modes de la plaque 2 qui ne sont pas
couplés avec les modes de la plaque 1. Les résultats de ce calcul sont évidemment identiques a
ceux du calcul SmEdK* Par contre, le nombre de d.d.l. pris en compte dans le calcul est
moins élevé. En effet, on remarque, figure C.15, que le nombre de modes de la plague 2
réellement couplés avec les modes de la plaque 1 est dans un rapport un tiers par rapport au
nombre total de modes de cette méme plaque. Ceci est di a I'effet de coincidences spatiales
entre les modes en conséquence des dimensions géométriques des plaques (différences
d’épaisseurs notamment). Du point de vue de la répartition des énergies modales de la plague
2, ceci se traduit par une grande disparité de répartition car deux modes sur trois ont une
énergie nulle. Par conséquent, les valeurs du facteur de recouvrement modal (tableau C.2) de
la plaque réceptrice ne sont pas réellement représentatifs de I'état de recouvrement de la

210



RESOLUTION APPROCHEE DES EQUATIONS ENERGETIQUES MODALES

réponse vibratoire de celle-ci. Comme nous l'avons déja noté au chapitre 5, paragraphe 2.1.3,
ce facteur peut étre proche ou supérieur & un (pour les bandes de fréquence au dessus de 2000
Hz), et I'hypothese d’équirépartition des énergies modales ne pas étre respectée (écarts entre

SmEdA' et SMEdA™®).
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—10F

-15 > 3
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Figure C.14. Rpport des éneggies totales E2/Epar ~ Figure C.15. Rprésentation enfonction de la

10* 10° 10°
Frequence en Hertz

tiers d’octave. Comparaison de trois calculs —— fréquence du nombre de d.d.. de [daque 2
SmEdA®; |, SmEdA" avec A +ow ;[ - c0n3|derespar les dfférents calculs—— SmEdA™
SmEdA™ avec A=50; ----, SmEdA Plague 1: ,SmEdA"avecA - +ow; -----, SMEdA" avecA=50.
5mx1mx12mm. Pd:pu 2: 4Amx1lmx3mm.

E,=E,=2.10""Pa,0,= p,=7800 kg/m,n:=1n,=0,001

Le calcul SmEdA™ réalisé avec le parameétrd fixé & 50, donne des résultats
satisfaisant tout en tenant compte d’un nombre réduit de degrés de liberté. Ceci implique que
certains modes de la plaque 2 sont couplés avec les modes de la plague 1 mais uniquement
tres faiblement. Ces couplages modaux sont alors négligeables. ‘Peu’ de modes de la plaque 2
participent donc réellement au couplage entre les deux plaques. On retombe ici sur des
constatations semblables a celles décrites par Fahy [FAH69], [FAH70] pour le couplage
structure-cavité.
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