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introduction

La motivation qui a conduit a développer les outils présentés dans ce mémoire est d’améliorer,
par apport de méthodes et de techniques de calcul formel, les performances et les capacités de
calcul des logiciels qui modélisent et simulent le comportement dynamique de systémes de corps
mécaniques reliés entre eux*.

La phase de modélisation de ce comportement est une étape essentielle du processus de conception
de tout objet mécanique qui est amené par sa fonction a avoir un mouvement.

L’établissement des équations qui constituent un modele dynamique demande généralement un
travail long et complexe nécessitant d’importants calculs et qui doit étre renouvelé a chaque mo-
dification apportée au systeme mécanique considéré.

On va s’intéresser ici a la possibilité d’écrire de maniere automatique et littérale un ensemble
d’équations différentielles régissant la dynamique des systéemes multicorps a partir de leur descrip-
tion physique.

0.1 I’étude des systemes multicorps

On ressent, dans des secteurs technologiques extréemement variés, le besoin de calculer précisément
le comportement cinématique et dynamique de systémes de corps polyarticulés.

En effet, ce comportement ne peut pas, dans de nombreux cas, étre connu expérimentalement :

- soit parce que I'environnement n’est pas accessible, c’est le cas, par exemple dans le domaine
spatial, lorsqu’il s’agit de déployer des panneaux solaires ou d’orienter des antennes sur un
satellite,

- soit a cause d’'un trop grand nombre d’expériences a réaliser, comme, par exemple, dans
I'industrie automobile pendant la phase de conception d’un systeme de suspensions,

- soit par la nécessité pour un mécanisme de s’adapter a des circonstances changeantes ou
difficilement prévisibles, comme cela peut étre le cas en robotique,

- ou encore, parce qu’il est impossible d’effectuer des mesures de maniere expérimentale, par
exemple en biomécanique, pour déterminer quantitativement comment les muscles travaillent
ou quels sont les efforts aux articulations.

L’évolution des technologies et des méthodes de fabrication pousse cependant & concevoir et a
étudier des systemes mécaniques de plus en plus complexes, au niveau de leurs structures, du
nombre et de la diversité des corps qui les composent, et des liaisons qui interviennent.

Parallelement, la nature des taches imparties aux mécanismes nécessite une précision de plus en
plus grande et exige des temps de calcul de plus en plus faible — I'objectif ultime est le temps réel
—en ce qui concerne la simulation du mouvement.

*appelés systémes multicorps ou encore systémes de corps polyarticulés.



6 INTRODUCTION

C’est ainsi que sont mises en évidence, de plus en plus fréquemment, les limites des logiciels
de simulation basés sur des méthodes purement numériques, et la nécessité de faire appel a des
techniques nouvelles et différentes.

un peu d’histoire

A la fin du dix-septieme siecle et au dix-huitieme, en posant les fondements de la mécanique
classique, et en étudiant la dynamique du corps solide, Newton [Newton, 1687] puis d’Alembert
[D’Alembert, 1743] ont ouvert la voie & 1’étude du mouvement des objets physiques divers.

La mécanique analytique, depuis Lagrange [Lagrange, 1788] et avec Hamilton [Hamilton, 1835],
permet théoriquement d’étudier la dynamique des systemes multicorps quels qu’ils soient, mais
conduit a des calculs qui se révelent souvent impraticables méme dans des cas relativement simples.
Ainsi, peut-étre par manque d’un réel intérét technologique, mais surtout en I'absence d’outil
permettant d’effectuer rapidement un gros volume de calculs, ce domaine n’a longtemps connu
que tres peu d’activité de recherche et les efforts des mécaniciens se sont focalisés sur I'étude
théorique du comportement des milieux continus.

Un léger regain d’intérét, aux alentours de 1900, a débouché sur quelques travaux importants —
on peut citer Gibbs [Gibbs, 1879], Appell [Appell, 1900], Boltzmann [Boltzmann, 1902], Hamel
[Hamel, 1904], .. .— visant & rendre plus utilisable la théorie élaborée par Lagrange.

Toutefois, la dynamique des systemes de corps polyarticulés n’a vraiment pris de ’essor qu’aux
alentours de 1960, avec le développement d’ordinateurs possédant une grande puissance de traite-
ment. A cette époque sont apparus des logiciels spécifiques a des systémes mécaniques précis,
pour simuler leur mouvement. Essentiellement écrits par des mécaniciens ou par des physiciens,
il s’agissait d’énormes programmes codés en FORTRAN. Ces programmes calculaient I’évolution
numérique d’'un grand nombre de parametres décrivant un systeme mécanique en résolvant, par
des méthodes itératives, des équations différentielles établis manuellement au préalable.

Quelques années plus tard, il parut nécessaire, pour éviter des efforts de programmation redon-
dants, de construire des logiciels plus généraux permettant d’étudier la dynamique de toute une
classe de systemes, a partir de la description physique de ces systemes — DRAM, pour Dynamic Re-
sponse of Articulated Machinery, développé par Chace et Korybalski [Chace et Korybalski, 1970],
qui fut le premier de ces logiciels, se restreignait aux mouvements bidimensionnels, ADAMS, pour
Automatic Dynamic Analysis of Mechanical Systems (voir [Rampalli, 1987]) est un produit com-
mercial tres performant actuellement utilisé par des milliers d’ingénieurs.

Parallelement se sont développés de nombreuses études sur des problémes connexes tels que
Poptimisation de trajectoires en robotique, 'introduction de contrdle et/ou de commandes dans
les mouvements, la modélisation de la flexibilité des corps, les singularités des mouvements, ...

Beaucoup plus récemment a été ressenti le besoin de connaitre les équations gouvernant la dy-
namique des systemes mécaniques sous une forme symbolique, essentiellement pour pouvoir mani-
puler ces équations avant d’effectuer de la simulation numérique afin de gagner en efficacité, et pour
pouvoir étudier précisément le mouvement des systemes au voisinage des configurations singulieres.
Sont alors apparus de nombreux logiciels ayant pour objet la génération sous forme littérale des
équations de la dynamique de systémes polyarticulés dont les deux principaux sont AUTOLEV
développé par Kane et Levinson [Schaechter, Levinson et Kane, 1988] et MESA VERDE développé
par Wittenburg (voir [Wittenburg, Woltz et Schmidt, 1990] et aussi [Wittenburg, 1977]).

Aucun de ces logiciels n’a malheureusement utilisé de véritables techniques de calcul formel.

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



0.2. le calcul formel 7

0.2 le calcul formel

Le calcul formel, par opposition au calcul numérique, englobe toutes les manipulations d’objets
mathématiques qui ne sont pas des nombres : calculs de primitives, de dérivées, factorisation
d’expressions, développements, substitutions, utilisation de formules, de regles de simplification,
résolution d’équation, manipulation de vecteurs, de matrices, d’opérateurs, ...

En tant que domaine scientifique, le calcul formel ou calcul symbolique dépend a la fois des
mathématiques et de 'informatique et étudie tout ce qui permet de faire effectuer ces manipulations
par un ordinateur ([Davenport, Siret et Tournier, 1988]).

Il existe actuellement des logiciels — ou systemes — de calcul formel codés dans divers langages infor-
matiques, qui sont capables d’effectuer toutes ces manipulations plus ou moins automatiquement
en utilisant des algorithmes de calculs plus ou moins performants.

D’autres systemes, plus récents, savent effectuer des calculs plus sophistiqués en autorisant 'utilisa-
teur a définir les regles de calculs particulieres au domaine des expressions qu’il utilise.

Pour la plupart, les logiciels de calcul formel integrent un langage qui leur est propre et permet a
I’utilisateur d’écrire de simples procédures comme de véritables programmes.

De plus, ces logiciels permettent aussi, bien entendu, d’effectuer des calculs numériques et acceptent
le plus souvent de manipuler des entiers de taille arbitraire, des rationnels, et des approximations
décimales de réels en précision arbitraire.

L’interét, pour le scientifique en général et pour le mécanicien en particulier d’effectuer des calculs
symboliquement en utilisant de tels logiciels est double :

- il s’agit d’une part de faire réaliser par une machine des calculs longs et fastidieux a faire a
la main,

- et d’autre part, cela permet d’effectuer des calculs intrinséquement justes par opposition aux
calculs numériques, qui, des lors qu’il ne font plus intervenir que des entiers ou des rationnels
substituent aux nombres considérés des valeurs approchées.

Ce second avantage est particulierement flagrant si coexistent dans un méme calcul des valeurs
dont les ordres de grandeurs sont tres différents sans que l'on puisse pour autant négliger les
“petites” quantités par rapport aux autres.

D’ailleurs ces avantages n’ont pas échappé aux scientifiques de toutes les origines puisque, si
les mathématiciens ont consacré de nombreuses recherches au développement d’algorithmes de
calculs, et si les informaticiens se sont penchés sur les probléemes spécifiques a la conception de
logiciels de calcul formel, ce sont souvent des physiciens qui ont écrits, pour répondre a leurs
besoins, de tels logiciels plus ou moins spécifiques — ¢’est notamment le cas de MATHEMATICA
et aussi de REDUCE qui, avec MACSYMA et MAPLE, sont les quatre systémes généraux les
plus répandus (voir respectivement [Wolfram, 1988], [Hearn, 1985], [The Mathlab Group, 1983],
[Char et al., 1988]).

0.3 plan de I’étude

Il a paru nécessaire, en ’absence d’une littérature qui puisse servir de référence sur ce point, de
présenter soigneusement les objets mécaniques et mathématiques qui interviennent dans 1’étude
dynamique des systemes de plusieurs corps reliés entre eux.

C’est 'objet du premier chapitre. Il permettra au lecteur non mécanicien d’acquérir les connais-
sances mécaniques essentielles pour la compréhension de ce mémoire.

On s’attache ainsi, dans un premier temps, a définir ce qu’est un mécanisme, a l’aide
d’entités mathématiques précises et adaptées. Pour cela, on part de la description
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8 INTRODUCTION

du mouvement d’un objet mécanique dans sa plus grande généralité, et on introduit
successivement les notions de corps, de rigidité, d’ensemble de corps rigides, puis les
notions de liaisons — holonomes ou non — entre les corps, et la notion d’architecture de
systemes de corps reliés entre eux.

Dans un deuxieme temps, on introduit les bases nécessaires a 1’étude cinématique des
mécanismes, et notamment les variétés d’étude et les variétés de configurations. On
montre au passage I'influence du caractere arborescent ou bouclé de la structure des
mécanismes étudiés sur la complexité de cette étude et on dégage deux problemes
fondamentaux traités dans les chapitres suivants :

- le choix d’une variété d’étude adéquate,
- la nature de ’ensemble des configurations admissibles des mécanismes a structure
bouclée.

On s’intéresse, dans un troisieme temps, a I’étude dynamique des mécanismes. Ceci né-
cessite d’abord d’introduire soigneusement les grandeurs cinétiques et dynamiques, no-
tamment les notions de masse, d’inertie et de force, et de faire le lien entre le vocabulaire
développé jusqu’ici et le vocabulaire classique de la dynamique : vitesse et accélération
en un point. On peut alors passer en revue les différentes méthodes d’établissement
des équations de la dynamique, ainsi que les principes et les formalismes qui leur sont
rattachés, ce qui fournira les bases essentielles pour le second chapitre.

Dans le deuxieme chapitre, on étudie en détail sur un exemple simple mais non trivial les différentes
méthodes existantes de génération des équations du mouvement de systémes multicorps, dans
Ioptique de leur implémentation dans un logiciel de calcul symbolique.

Ce chapitre aidera le lecteur non familier a I'utilisation de logiciels de calcul formel a comprendre
les possibilités et les contraintes qu’entrainent ces logiciels.

Tous les calculs effectués dans ce chapitre sont programmeés et réalisés par le systeme de calcul
formel MAPLE, ce qui permet d’analyser la plus ou moins bonne adéquation des différents for-
malismes a un traitement systématique, tant au niveau du travail nécessaire a leur emploi que du
temps et du volume des calculs effectués et de la forme des équations obtenues.

Apres une courte introduction au logiciel MAPLE, on commence par décrire avec
soin le modele de satellite qui servira d’exemple, en dégageant toutes les grandeurs
indispensables a la mise en ceuvre des différents formalismes.

On applique ensuite les méthodes de mises en équations issues de la mécanique clas-
sique.

Puis, on établit les équations analytiquement a partir des formalismes lagrangien et
hamiltonien.

Et enfin, on met en ceuvre un formalisme plus récent, provenant des travaux de Kane

[Kane, 1978].

Ainsi ce second chapitre conduit naturellement a dégager une méthodologie pour construire un
générateur automatique des équations de la dynamique de systémes polyarticulés.

L’exposé de cette méthodologie constitue le troisieme chapitre.

Plutét que de concevoir et de présenter un nouveau logiciel, on a préféré mener une réflexion
plus théorique et on expose dans ce chapitre des principes généraux qui aident & ’écriture de tels
générateurs ainsi qu'un ensemble d’outils informatiques qui, en complétant les fonctionnalités des
systemes de calcul formel existants, permettent de mener a bien cette écriture.

On analyse, pour commencer, I’architecture informatique selon laquelle doit s’organiser
le processus de génération des équations, ce qui permet de préciser, pour chaque tache,
les lacunes des systemes de calcul formel classiques.

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



0.3. plan de I’étude 9

On présente ensuite successivement les outils qui ont été développés pour combler ces
lacunes, a savoir :

- un langage de haut niveau pour la description des mécanismes,

- un algorithme de génération des équations, utilisant un formalisme spécifique, et
particulierement bien adapté a un traitement symbolique automatisé,

- diverses implémentations de bibliotheques de manipulation d’expressions vecto-
rielles et matricielles — et d’expressions écrites & base de quaternions.

Le quatrieme chapitre est entierement consacré aux problemes particuliers a la modélisation du
mouvement des mécanismes dont ’architecture est bouclée, problémes qui proviennent de la spé-
cificité caractéristique de ces mécanismes en ce qui concerne essentiellement :

- la nature de I’ensemble des configurations admissibles,
- et la définition de la notion de degré de liberté.

Les problemes mathématiques sous-jacents sont étudiés, des méthodes de résolutions sont pro-
posées, leur implémentation et leur expérimentation sont présentées.

Tout d’abord, on analyse mathématiquement les deux caractéristiques spécifiques es-
sentielles des mécanismes bouclés afin d’en déterminer une classe pour lesquels il est
raisonnable de vouloir :

- calculer le degré de liberté,
- déterminer un paramétrage de la variété de configurations,
- et enfin générer les équations différentielles du mouvement.

ce qui conduit a définir une notion “locale” de degré de liberté et de variété de config-
urations.

On présente ensuite les deux types d’approches envisagées pour effectuer ces différentes
taches, qui sont :

i. une méthode de calcul du degré de liberté qui utilise des algorithmes probabilistes
et modulaires de calcul de rang de matrices,

ii. une méthode d’étude de la variété de configurations faisant appel aux outils al-
gébriques de la théorie des bases standard (ou de Grébner).

Apres avoir décrit quelques exemples de mécanismes & architecture bouclée - d’abord
tres simples puis graduellement plus complexes - et I'implémentation de ces deux mé-
thodes dans des logiciels de calcul formel, on expérimente alors ces méthodes sur ces
exemples en présentant les résultats qu’elles permettent d’obtenir, en analysant leurs
performances et en dégageant aussi leurs limitations.

références bibliographiques

Tout au long de ce mémoire, il est fait référence a de nombreux textes présentant les travaux de
leurs auteurs qu’ils s’agissent d’ouvrages généraux, de manuels, d’articles de revues spécialisés,
d’actes de colloques, de theses, de rapports ...

Ces textes sont répertoriés in fine selon un classement par nature puis par ordre alphabétique sur
les noms des auteurs.

En ce qui concerne les ouvrages généraux, on trouvera pour chacun d’entre eux une courte analyse
de leur contenu.
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Chapitre Premier

préliminaires mécaniques

1.1 de l’'objet mécanique au mécanisme

On a tenu, dans cette section, a “décortiquer” sur le plan mathématique, des notions
mécaniques qui sont pour la plupart trés intuitives. Le lecteur averti pourra donc se
dispenser d’une lecture qui risque de paraitre inutilement complexe et fastidieuse.

L’objet le plus simple auquel est confronté le mécanicien est le point matériel qui, sans avoir de
réelle existence physique, permet d’étudier de maniere relativement simple certains phénomenes
mécaniques.

Un objet mécanique, dans sa plus grande généralité, est une collection de points matériels, qui
sont en quelque sorte ses composants infinitésimaux.

Si ’on veut considérer le mouvement d’un objet mécanique au cours d’un intervalle de temps, il
faut :

- pouvoir représenter cet objet a chaque instant,
- connaitre I’ensemble de ces représentations aux différents instants considérés,

- pouvoir “suivre” le mouvement de chacun des composants infinitésimaux de cet objet a
Iintérieur de toutes ces représentations.

Ce dernier point est tout a fait indispensable en mécanique des milieux continus, lorsque 1'on
étudie le mouvement de fluides par exemple. Néanmoins il est aussi particulierement important
lorsque l'on étudie des corps rigides qui présentent des symétries au niveau de leurs formes. Par
exemple, ce troisieme point est nécessaire pour décider si un cylindre astreint a rester en contact
avec un plan roule sur celui-ci sans glissement ou, au contraire, glisse sans roulement.

A un instant donné, un objet mécanique apparait, a tout observateur, comme un ensemble de
points dans I’espace®.

Chaque point représente la position a cet instant d’'un composant infinitésimal de I’objet.

Ainsi, on dit que le point M? (€ IE) est la position d'un composant infinitésimal de I'objet &
I'instant ¢ ou encore que (t, M?) est un état de ce composant infinitésimal.

L’ensemble S* (C IF) de tous les points M?, et le couple (¢, S?) généralisent & I'objet les notions
de position et d’état.

Pour un point matériel, et a fortiori pour un objet mécanique quelconque, les positions et les états
different essentiellement pour plusieurs observateurs.

*on désigne par espace ’espace affine euclidien réel de dimension 3, noté IF.
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La connaissance intrinseque du mouvement demande de pouvoir représenter un objet mécanique
indépendamment d’un observateur, ce qui nécessite de connaitre les transformations qui font passer
d’une observation a l'autre.

En mécanique relativiste, ces transformations dépendent explicitement du temps mais, dans le
cadre de la mécanique classique dans lequel on se placera délibérément, les grandeurs spatiales et
temporelles sont indépendantes.

Mathématiquement, on peut donc considérer que les objets mécaniques évoluent dans un espace
fibré trivial sur IR dont chaque fibre est l'espace affine IF, c’est a dire dans le produit cartésien
R xFE.

La donnée d’une chronologie, et d’un repere de I'espace a chaque instant définit un référentiel de
IR x IE et donne un sens a la notion d’observateur du mouvement.

La connaissance du mouvement d’un objet mécanique dans un référentiel suffit pour définir ce
mouvement intrinsequement dans la mesure ou elle permet de le connaitre dans n’importe quel
autre référentiel.

1.1.1 description du mouvement d’un objet

Cette section s’inspire du premier chapitre du cours de mécanique [Germain, 1980].

On se donne un référentiel définissant tout au long du temps la position et 'orientation de
I’observateur du mouvement.

Si I (C IR) est ensemble de tous les instants considérés lors du mouvement, on note
M={(t,M",tcTet M'cS'}

I’ensemble de tous les états des composants infinitésimaux de I'objet au cours du mouvement.

Les propriétés physiques d’un objet en mouvement se traduisent sur M sous la forme de propriétés
mathématiques que 'on va étudier ci-dessous.

Définition 1.1 Une famille (S%)ie; de sous-ensembles de IE dépendants du temps (I est une
partie de IR) permet de décrire le mouvement d’un objet mécanique si et seulement si il existe une
application T1, définie sur I x I (C IR?) qui satisfait les conditions suivantes :

i. pour tous réels t1 et to appartenants a I, T(t1,t2) est une bijection de St dans Stz
ii. pour tout réel t appartenant o I, TI(t,t) est Uapplication identique de IE,
iti. pour tous réels t1, to et ts appartenants a I, I(t1,t3) = [I(ta,t3) o I(t1, ta).

Comme le montre la figure (1.1), mécaniquement, c’est l'existence de I'application IT qui traduit
le fait que 'on doit savoir comment évolue, au cours du mouvement, et a l'intérieur de 'objet,
chacun de ses composants infinitésimaux. II(t1,t2) associe a tout point M; de St — position a
I'instant ¢; d’un composant infinitésimal de 1’'objet mécanique considéré — le point My de Sz — sa
position a l'instant t5.

Les conditions (i7) et (4i7) de la définition (1.1) assurent la cohérence de la notion de composant in-
finitésimal d’un objet mécanique, tandis que la condition (7) traduit 'invariance de sa composition
au cours du mouvement.

Mathématiquement, 'existence d’une application II satisfaisant les conditions (7), (i7) et (iii) de
la définition précédente permet de donner une signification précise aux notions d’objet mécanique
et de composant infinitésimal en définissant les objets abstraits leur correspondant : le systéme
mécanique et la particule.

En effet, on peut définir une relation d’équivalence (~+) sur I’ensemble de tous les états des com-
posants infinitésimaux de 'objet au cours du mouvement M, en disant que (¢1, M1) est en relation
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figure 1.1 : description du mouvement d’un objet mécanique

avec (to, Ms) si et seulement si M est la position & Uinstant to du composant dont la position &
I'instant t1 est My, c’est a dire :

[(t1, My) ~ (t2, M3)] <= TI(t1,t2)(M1) = M>

Définition 1.2 On appelle particules d’un systeme mécanique les classes d’équivalence non vides
de la relation (~) définie ci-dessus ; un systéme mécanique S est l'ensemble de ses particules,
c’est-a-dire l’espace quotient M/(y de l’ensemble de tous les états des composants infinitésimauzs
par cette relation.

Dans la suite, on assimilera ’objet mécanique au systeme mécanique qu’il permet de définir, et
ses composants infinitésimaux aux particules du systéme ; on parlera, notamment, par abus de
langage, d’états et de positions d’une particule ou du systeme.

Comme on va s’intéresser seulement a 1’étude de corps rigides ou flexibles, il n’est pas nécessaire
de développer longuement le principe de description du mouvement qui est tres intuitif.

On se bornera a présenter ici ce qui permet de définir rigoureusement les notions de corps rigides
et flexibles.

La particularité d’un systeme mécanique est le fait qu'une particule possede, a tout instant, une
position bien déterminée, précisément puisque II satisfait la condition ().

C’est pourquoi, on peut, pour tout instant ty, exhiber une bijection ¢ entre le systeme S et
I’ensemble St : & toute particule m, on fait correspondre sa position & I'instant tq, le point M.
Puisque m est une classe d’équivalence non vide, il existe un représentant de m : (¢, M?). Alors
M est le point tel que : Mt = TI(t,to)(M?).

Cette application est bien définie puisque elle est indépendante du choix de I'état (t, M?) de m
d’apres les conditions sur II ; elle est bijective a cause de 'existence de I’application canonique de
passage au quotient.

L’existence de ces bijections ¢* permet de donner une nouvelle caractérisation des modélisations
d’objets mécaniques en mouvement qui ne fait plus intervenir 'application II. C’est cette carac-
térisation que l'on utilisera essentiellement par la suite.

Définition 1.3 Une famille (S%)icr de sous-ensembles de IE dépendants du temps (I est une
partie de IR) permet de décrire le mouvement d’un objet mécanique si et seulement si il existe un
ensemble S et une application surjective 1, de M = {(t, M*),t € I et M* € S} dans cet ensemble
S, d’une part, et d’autre part il existe une application ¢ de I dans IES, telles que :
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i. pour tout réel t, ¢(t) est une bijection de S dans S?,
ii. pour tout réel t, et pour tout point M* de S*, ¢(t)((t, M*)) = M?,
iti. pour tout réel t, et pour tout élément m de S, ¥(t, p(t)(m)) = m.

On montre facilement que cette définition est bien équivalente a la premiere définition : en effet,
si IT est donnée, 1 est I'application qui, & tout état (¢, M?), associe sa classe d’équivalence et ¢
peut étre définie par : pour tout réel t, ¢(t) = ¢ ; réciproquement, si 1) et ¢ sont données, II
peut étre définie pour tous réels t1 et to par : II(¢1,t2) est application de S™ dans S* telle que
(ty, t2) (M) = ¢(t2)(¢(t1, M'™)) pour tout point Mt de S'.

De plus, il est immédiat que 'ensemble S = (M) introduit dans cette propriété est bien identique
au systeme S tel qu’on la définit précédemment et que la notion de particule est conservée.

La figure (1.2) schématise la maniere dont sont reliés ces objets mathématiques entre eux.

(to, S10) —0 M (to, M')
#(to) S #(to) S
S H(to,tl)lTH(tl,to) et m H(tOvtl)J/TH(tl,tU)
o(t) NNV s(tr) NN\ Y
(t1,8%) —— M (tr, M™)

figure 1.2 : liens entre II, ¢ et v

Remarque 1.4 L’intérét de la définition (1.3) est que le mouvement d’un objet mécanique y
apparait comme une caractéristique de cet objet, alors que dans la définition (1.1) c’est I'objet qui
apparalt comme une caractéristique d’un mouvement.

Définition 1.5 Soit S un systeme mécanique, on appelle configuration de ce systéme a l’instant
t Uapplication ¢(t) = ¢' de S dans IE qui, a toute particule m de S, associe M* — sa position a
linstant t.

On note Veg I'ensemble de toutes les configurations du systeme! : Ver = {9, t € I}.

Définition 1.6 L’application ¢ de I dans Vg qui, & tout instant t associe la configuration ¢*
du systeme a cet instant est appelée mouvement du systéme.

En conclusion, on dispose, pour modéliser un objet mécanique en mouvement, des différentes
notions suivantes :
- la particule du systeme et le systeme S, ensemble des particules,

- Détat du systéme a linstant ¢ : (¢,S?), 'état d’une particule du systéme & linstant ¢ :
(t, M?), avec M € St et 'ensemble de tous les états des particules du systéme au cours du
mouvement : M,

- la configuration du systéme & linstant t : ¢, 'ensemble de toutes les configurations du
systeme : Ve = {¢',t € T}, et le mouvement du systeme : ¢.

Remarque 1.7 1l est important de bien différencier les notions d’états, de positions et de con-
figurations d’un systéme mécanique :

flindice eff est mis ici pour préciser qu’il s’agit des configurations effectivement atteintes par le systéme au cours
du mouvement.
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- & deux instants distincts ¢; et to le systéme est dans des états différents (puisque t1 # ta)
méme s'il occupe des positions semblables (St = S'2) et méme si il a une configuration
identique aux deux instants (¢ = ¢'2),

- & deux instants distincts t; et to le systéme peut occuper les mémes positions (S* = S*2)
tout en se trouvant dans des configurations différentes (¢ # ¢'2).

figure 1.3 : exemples de positions et de configurations

Dans la figure (1.3) représentant trois instants du mouvement d’un cadre métallique dans lequel
on sait distinguer 'un des cotés, on a : St = Stz = St @l = ¢t et ¢!t # ¢'2 alors que :
(tlaStl) 7é (t27St2)7 (tlaStl) 7£ (t3aSt3)7 et (tQaStz) 7é (t3vst3)'

Classiquement, la description du mouvement présentée ci-dessus est appelée description par tra-
jectoires (ou Lagrangienne) ; en effet, I'ensemble {(t, ¢'(m)),t € I} représente, d'un point de vue
mécanique, la trajectoire de la particule m au cours du mouvement.

Il existe d’autres descriptions du mouvement, notamment la description par champs de vitesses,
dite Eulerienne, que ’on n’abordera pas ici.

1.1.2 notion de corps

Par corps, on désigne intuitivement un objet mécanique tel que, pour connaitre son mouvement,
il suffise de connaitre une de ses configurations et le mouvement d’un nombre fini de particules
représentatives de cet objet — et non le mouvement de toutes ses particules .

On dira qu'un corps est rigide s’il suffit de connaitre le mouvement de quatre particules bien
choisies de ce corps — ou d’un repére attaché a ce corps.

On parlera de corps flexible sinon.
notion de rigidité

Définition 1.8 On dit d’un systeme S qu’il est rigide si et seulement si l'application 11 introduite
dans la définition (1.1) est telle que : pour tous réels t et t' de I, Uapplication T1(t,t') est une
isométrie de St dans ST .

Définition 1.9 Une particule m est dite solidaire d’un systéme rigide S si et seulement si la
réunion S U{m} forme encore un systéme rigide.
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On va voir ce que ’hypothese de rigidité énoncée dans la définition (1.8) entraine comme propriétés
de 'application ¢ décrivant le mouvement.

Mais, auparavant, il est nécessaire de munir les systemes mécaniques d’une structure topologique ;
ceci est possible, notamment dans la mesure ot 'hypothese de rigidité autorise I'introduction de
la notion de distance entre les particules.

On considére un systéeme rigide S ; on peut définir sur S une distance § de maniére canonique &
partir d’un état particulier du systéme (to, S®) par :

§(m,n) = d(M' N')

olt M = ¢'o(m), Nt = ¢! (n) et d est la distance usuelle de IE.
Le fait que les applications TI(¢,t') soient, pour tous réels t et ¢’ des isométries, garantit que ¢ est
indépendante du choix de o et donc bien définie.

On peut alors munir S de la topologie induite par cette distance 6.
C’est ce que 'on supposera dans la suite ; ainsi, on peut affirmer :

Propriété 1.10 Lorsque S est un systéme mécanique rigide, pour tout réel t, application ¢ est
une isométrie de S dans IF.

De maniére analogue, on peut, par le choix d'une position particuliere du systeme (to, S%), trans-
porter la structure affine canonique de IF sur S ; pour cela, on commence par prolonger les
isométries TI(¢, ') en des isométries de (S*) dans (S*') — on note (X) le sous-espace affine engendré
par X lorsque X est une partie d’un espace affine. Ceci permet de plonger § dans un ensemble (S)
défini comme image réciproque de (S*) par le prolongement de ¢%, et sur lequel on transporte la
structure d’espace affine de (S%).

Définition 1.11 Lorsqu’il existe un ensemble de 4 particules affinement indépendantes appar-
tenant a (resp. solidaire d’) un systéme rigide, on dit que cet ensemble forme un repére (resp. un
repére solidaire) de ce systéme.

Remarque 1.12 L’existence d’un repere solidaire du systeme rigide S a pour conséquence que
(S?) est égal & IE pour tout ty et donc que (S) est un espace affine de dimension 3 et d’espace
vectoriel sous-jacent IE = IR3. Dans ce cas, on note cet espace £. On peut alors, attacher au
systeme rigide un référentiel.

Dans tout ce qui suit, on se placera dans les circonstances de la remarque précédente, ce qui, en
d’autres termes signifie que l'on saura, pendant ’observation mécanique d’un systéme en mouve-
ment, distinguer la position de chacun de ses composants et par exemple, décider de 'orientation
angulaire d’'une tige en rotation sur elle-méme ou des deux faces d’un systeme plan.

Dans ce cas, on emploiera le terme de corps rigide au lieu de systeme rigide.

A ce stade de I’étude, on est amené a adopter une hypothese supplémentaire : I’hypothese de la
continuité du mouvement.

Celle-ci nécessite tout d’abord de considérer que I est un intervalle de IR puis se traduit par la
continuité de 'application ¢ qui, & tout réel ¢ fait correspondre l'isométrie ¢! donnant la position
des particules du systeéme & cet instant (cette continuité est relative & la topologie induite par
(¢t0)~! —indépendamment de to — sur 'ensemble des isométries de £ dans IE & partir de 'ensemble
des isométries de IF).

Le mouvement étant désormais supposé continu, on peut alors transporter la structure d’espace
affine orienté de IE sur £, toujours par une méthode analogue a celle utilisée précédemment ; en
effet, a cause de la définition de ¢, il est facile de voir que la continuité du mouvement entraine
la continuité de I'application II par rapport a ses deux variables ; alors, puisque l’ensemble des
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isométries de IF, Is(IF), possede deux composantes connexes, et, puisque II(¢,t) = Id([F), on en
déduit que toutes les applications II(¢,t") sont des déplacements de IE.

Une orientation de £ définie a partir d’une position particuliere du systeme est donc bien indépen-
dante du choix de cette position.

Dorénavant, on suppose & muni d’'une orientation qui permet d’affiner la propriété (1.10) en
écrivant que :

Propriété 1.13 Lorsque S est un corps rigide, pour tout réel t, Uapplication ¢ est un déplace-
ment de S dans IE.

Ainsi, 'ensemble Vg = {¢',t € I} de toutes les configurations d’un corps rigide est une partie de
I'ensemble Is™ (€, IE) des déplacements de £ dans IE.

Cet ensemble est bien stir isomorphe, modulo le choix d'une position de référence B (= IE), &
une partie de I'ensemble Is* () des déplacements de IE :

a ¢! — la configuration du systéme & linstant ¢ — on associe ¢t — le déplacement
de IF rendant le diagramme de la figure (1.4) commutatif, i.e. le déplacement ¢t =

(') .

s N E m 2L A
¢>t°l /ot et ¢f°l /ptot
F Mto

figure 1.4 : isomorphisme entre Is™ (€, IE) et Is™ (IE)

Concretement, la donnée de la configuration ¢* dun corps rigide a l'instant ¢ correspond A la
donnée de la position et de 'orientation, relativement a I’observateur du mouvement, d’un repere
R solidaire de ce corps.

Le choix d’une position et d'une orientation de référence R permet, seul, de connaitre cette
configuration sous la forme d’un déplacement de I’espace, celui qui transforme R en RY.

traitement de la flexibilité

Comme on I'a écrit plus haut, un corps flexible est un systeme mécanique tel que, pour connaitre
son mouvement, il suffise de connaitre une de ses configurations et le mouvement d’un nombre fini
n (n > 4) de ses particules.

On ne s’intéressera pas ici a la modélisation de la dynamique des corps flexibles, ce theme pouvant,
a lui seul, justifier un travail bien plus ambitieux.

On se contentera de présenter, pour information, les deux méthodes les plus utilisées dans ce
domaine, basées sur la décomposition en corps multiples ou sur la notion de pseudo-rigidité.

décomposition en corps multiples FEn anticipant sur les paragraphes suivants qui présentent
les systemes de plusieurs corps rigides articulés, on remarque que 'on peut considérer un tel
systeme comme un seul corps flexible, dans la mesure ou la donnée d’une de ses configurations et
du mouvement de 4 particules pour chaque corps suffira a connaitre le mouvement du systeme.
Réciproquement, si la nature physique du corps flexible que 'on étudie le permet, on étudiera son
mouvement en le décomposant en un certain nombre de corps rigides reliés, le cas échéant, par
diverses articulations.

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



18 PRELIMINAIRES MECANIQUES

Par exemple une poutre pourra étre considérée comme une succession de petites tiges reliées les
unes aux autres par des articulations rotoides, ...

pseudo-rigidité L’étude physique de corps flexibles permet, dans certains cas, de mettre en
évidence des modes vibratoires a fréquences déterminées dont seulement un nombre fini influe de
maniere non négligeable sur le mouvement du corps considéré.

Chaque mode est une application de £ x IR dans IF décrivant un mouvement vibratoire particulier
de chacune des particules du systeme.

Ces modes ayant été préalablement établis, la position du corps flexible a un instant donné, est en-
tierement déterminée, modulo le choix d’une position de référence, par la donnée d’un déplacement
— en ce qui concerne le mouvement principal — et d’un point dans I'espace vectoriel fonctionnel
engendré par les modes — en ce qui concerne le mouvement vibratoire du a la flexibilité.

On retrouve ainsi une notion étendue de configuration.

1.1.3 systéme de plusieurs corps rigides

On se donne un référentiel définissant, tout au long du temps, la position et l'orientation de
I’observateur du mouvement.

Définition 1.14 Un systéme de plusieurs corps rigides est un ensemble S de particules, tel qu’il
existe une famille finie de parties S1,...,S, de S vérifiant :

n
-S= |_| Si (réunion disjointe des S;)
i=1
- pour tout entier i inférieur ou é€gal a n, S; est un corps rigide
Mécaniquement, le fait de définir un systeme de corps rigides comme une réunion disjointe de

systemes rigides autorise deux particules appartenant a deux corps distincts a occuper la méme
position a un instant donné.

Ainsi, tout ce qui provient de la notion de contact ou de chocs entre différents corps n’est pas pris
en compte a ce stade de la modélisation.

Les contacts et les chocs interviendront lors de la définition de liaisons entre les corps ou lors de
I’étude dynamique du mouvement.

On a vu, au paragraphe précédent, que pour chaque corps S;, il existe une application ¢; de I
dans ESi qui, a un instant donné, fait correspondre la configuration de ce corps.

Les S; étant des corps rigides, on sait que, pour tout réel t, ¢;(t) = ¢! est un déplacement de S;
dans IF, ou plutét d’un exemplaire de £ dans IF.

D’apres le premier point de la définition (1.14), la connaissance de Papplication ¢ permettant
de décrire le mouvement de S est équivalente a la connaissance des n applications ¢;, en effet,
[T, (IES) et (IB)S (i.e. (IE)"=15) sont naturellement isomorphes.

Ceci conduit a poser :

Définition 1.15 On appelle ensemble de toutes les configurations d’un systeme de plusieurs corps
rigides, l'ensemble Ve = {p(t) = (¢}, ...,¢),t € I'}.

Ainsi, comme 'on sait associer, & chaque corps, un repere qui lui est solidaire, Vg est une partie
de 'espace produit Is™ (&, IE)".
De maniere analogue a ce qui se passe lorsqu’on étudie le mouvement d’un seul corps, le choix

d’un ensemble de positions de référence des corps du systeme S = (S0 ... S%) — ou, ce qui
est équivalent, des positions de reperes qui leur sont solidaires (Ri"7 ..., Rto) — permet d’obtenir
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une description effective de son mouvement en définissant un isomorphisme entre les espaces

produits IsT(£, E)" et Ist(IE)" : & (¢},...,4!,) la configuration du systéme & linstant ¢, on
: to,t -1 -1

associe (61", ¢l") = ($1(41°) ..., (010) ).

Remarque 1.16 Le choix d’'un ensemble de positions de référence (Ri", ..., Rl%) des reperes

solidaires des corps du systéme permet aussi de définir a cet instant, pour tout corps S; et pour

tout corps S;, un déplacement gbf;’ de ’espace tel que (bfz) ( Rf”) = R;".

On déduit de (bf]“ le déplacement ¢f; tel que ¢f;(R}) = R’ par :

L= glortglo(glot)Th = gt (gl0) gl gio (o)

La relation ci-dessus est, bien str, vérifiée pour tout instant ty et pour tout instant ¢ de I'intervalle
de temps considéré.

Cela permet de définir un déplacement ¢;; de S; (C £) dans S; (C ) tel que ¢;; = (¢§0>71¢§§ oL,
indépendamment du choix de t¢ — voir figure (1.5).

On appelle ¢;; configuration structurelle relative de S; par rapport a S;.

to to
o! 0! ,
5 E— E my Em—— ]\41.0
/ /!
EXE w#ij lT‘P]’i ¢:;’ lT(ﬁi? (mi, mj) @ile‘Pji ¢:?lT¢;?
\ N\
to ¢t0
. ¢ ‘ T e
— v K m; R — j

figure 1.5 : configurations et configurations relatives

Définition 1.17 On appelle configuration relative du systéeme mécanique S par rapport au corps
Si a Uinstant t le (n — 1)-uple :

(qﬁzt'l’ T (bz(i—l)’ (bz(i-',-l)a SRR ¢fn)

L application de I dans IsT(IE)"~1 qui fait correspondre (¢t,, .. .,(b‘;(ifl), ¢f(i+1), @) a tout
instant t est appelée mouvement relatif du systéeme par rapport au corps S;.

De tout ce qui précede, on peut conclure que, si ’on se donne un systéme mécanique S de n corps
rigides avec n — 1 configurations structurelles fondamentales ;; de £ dans £ — ce qui revient a les
connaitre toutes puisque @i = ik (cpij)flf on dispose de n™~2 + 1 modélisations équivalentes du
mouvement de S :

i. par la donnée de I'application de I dans Is™ (€, IE)™ :
te (o, ., 0h)

ii. par la donnée d’une application de I dans Ist (&, IF), et de n — 1 applications de I dans
Ist(E)" 1 :

tr—>¢};

t = (¢§(1)1a R ¢fr(k71)(k71)’¢ta(k+1)(k+1)’ R (bg'(n)n)
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ol k € [1,n], et o est une application de [1,n] dans [1,n] que I'on peut définir a 'aide d'un
arbre étiqueté par les n premiers entiers, dont la racine est étiquetée par k et tel que o(z)
est I’étiquette du noeud adjacent & celui étiqueté par ¢ appartenant au chemin qui le relie a
la racine — voir figure (1.6).

N
/

t»—»gbg

AN donne
t = ((bg,lv ¢é,27 ¢§74; Q%,En Q%,G? (bé,% ¢fl,8)

Ut «— OO0 <— =
N — O

figure 1.6 : exemple de o

Pratiquement, on utilisera plus fréquemment des modélisations de type (i), qui sont mieux adap-
tées au traitement des liaisons entre les corps, comme on va le voir au paragraphe suivant.

De plus, ces modélisations sont particulierement adaptées si I’on consideére que l'observateur du
mouvement est solidaire d’un des corps — i.e. si 'on considere que I'un des corps est fixe.

Dans ce cas, une configuration du systeme est en effet complétement caractérisée par la connais-
sance des n — 1 déplacements de I’espace donnant les configurations relatives.

1.1.4 notion de liaison entre deux corps

Dans les systemes mécaniques dont on va étudier le mouvement, les différents corps interagissent
par le biais de contacts ou d’articulations, voire d’attirances ou de répulsions magnétiques.

Ces interactions dépendent exclusivement de la structure mécanique (ou physique) interne du
systeme, c’est a dire de la forme et de la matiere des corps, ainsi que de la nature des dispositifs
mécaniques qui réalisent les articulations entre eux.

Cette structure contraint les mouvements relatifs des différents corps d’un systéme au niveau de
leurs positions et de leurs orientations, voire de leurs vitesses, ou de leurs accélérations lorsque ces
grandeurs sont définies.

D’une maniere générale, il est intuitif de considérer que deux corps sont liés, & un instant donné, si
il existe localement, au moins un mouvement du systéme qu’ils composent qui, bien que continu,
n’est pas compatible avec la structure mécanique de ce systeme.

Il est clair que, comme cette structure, la nature d’une liaison d’un systeéme peut évoluer dans le
temps.

Néanmoins, il est raisonnable, lorsque I'on étudie des systemes de corps rigides, de supposer que
leur structure mécanique ne varie pas continuellement.

C’est pourquoi on peut considérer que cette structure reste constante pendant tout lintervalle I
pendant lequel on observe le mouvement, quitte a réduire cet intervalle, ce qui amenera a parler de
liaisons indépendantes du temps, a condition que celles-ci ne fassent pas explicitement intervenir
le temps — i.e. soient invariantes par changement de chronologie.
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De plus, la notion de liaison doit étre indépendante de I’observateur du mouvement, et notamment
de sa position et de son propre mouvement.

Formellement, on dira qu’il existe une liaison entre deux corps S; et S; d'un systéme a l'instant
to lorsque :

si 'on étudie, dans n’importe quel voisinage Vi, de tp, le mouvement du systeme re-
streint & S; U S;, ensemble @ opmp(Vi,) des applications ¢ = (¢;, ¢;) définissant un
mouvement continu compatible avec la structure mécanique de ce systeéme est stricte-
ment inclus dans ’ensemble des applications continues de ce voisinage dans ’ensemble
des déplacements de S; LUS; dans I, ce qui se note :

Deomp(Vio) & C° (Vi3 8™ (€, IB)?)

Remarque 1.18 Pour traduire I'indépendance vis a vis de ’observateur du mouvement, on as-
sumera que Peomp(Vy,) possede la propriété suivante :

V¢ S C(‘/IEU,IS+(E))5 si (¢Za d)]) € q)comp(‘/to) alors (¢¢17 ¢¢]) S q)comp(‘/tg)

Lorsque 'on utilise une modélisation du mouvement des systemes de corps rigides faisant intervenir
les mouvements relatifs des corps, on introduit, pour tout voisinage V;, d’un instant to, ’ensemble

4., (Vi,) des applications ¢;; définissant un mouvement relatif continu de S; par rapport a S;

compatible avec la structure mécanique de S; U S;.

On dit alors que S; et S; sont reliés a l'instant tp si cet ensemble est strictement inclus dans
I’ensemble des applications continues de V;, dans I’ensemble des déplacements de IE :

Oy (Vig) & C° (Vi3 Is™ (1))

Les deux moyens de définir des liaisons que ’on vient de voir sont totalement équivalents.
La premiere définition possede I'avantage d’étre symétrique par rapport aux deux corps.

La deuxieme, quant a elle, posséde ’avantage d’exprimer intrinsequement la propriété d’indépen-
dance des liaisons vis & vis du mouvement de I’observateur, puisqu’aucune condition n’est imposée
au mouvement propre de S;.

On va continuer, dans ce paragraphe, a étudier les liaisons dans le cadre de ces deux modélisations.

Dans le cas de liaisons indépendantes du temps, on pose Vi, = I — I est l'intervalle de temps
pendant lequel on considere le mouvement et pendant lequel la structure mécanique du systéme
reste constante — et on utilise les notations ® oy (1) et ., (1).

Définition 1.19 Il existe une liaison entre les corps S; et S; si et seulement si l'une des deux
conditions équivalentes suivantes est réalisée :
i.

D comp(Vio) & (Vi 157 (€, IE)?)
Vo € C(Viy; IsT(IE)), si (i, dj) € Peomp(Vio) alors (¢di, dd;) € P eomp(Vio)
Py (Vio) & C° (Vi Is™ (IE))

L’ensemble @ comp (1) que on notera ®comyp siil n’y a pas d’ambigiiité, permet de définir 'ensemble
Vadm (I) noté aussi Vg, des configurations admissibles pour la structure mécanique de S; U S;
par :

Vadm = {(0},05) € s (EE)?/3t € 1,36 € @ comp, () = (¢4, ¢5)}
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une configuration étant admissible pour la structure mécanique du systeme si elle peut étre atteinte
au cours d’un mouvement compatible.

On définit de maniere analogue I’ensemble Vfﬁim des configurations relatives admissibles pour la
structure mécanique de §; LI S; par :

Vi, = (¢, € IsT(IB)/3t € 1,36 € ®omp, 6(t) = 6, }

adm ij
une configuration relative étant admissible pour la structure mécanique du systeme si elle peut

étre atteinte au cours d’'un mouvement relatif compatible.

Toujours a cause de I'indépendance de la notion de liaison par rapport a I’observateur du mouve-
ment, 'ensemble des configurations admissibles possede la propriété suivante :

V¢" € IsT (IE), si (¢},¢}) € Vaam alors (6°¢}, ¢°0%) € Vaam

Par contre, la définition de ’ensemble des configurations relatives admissibles integre cette in-
dépendance de facon intrinseque.
Selon la nature des interactions entre les corps du systeme, deux cas peuvent étre envisagés :
i. n’importe quelle application continue de I dans V4., (resp. dans Vi{im) définit un mouvement
(resp. relatif) compatible avec la structure mécanique interne du systeme,
ii. il existe au moins une application continue de I dans Vyg., (resp. dans V;@m) qui définit un
mouvement (resp. relatif) qui n’est cependant pas compatible avec cette structure.

Définition 1.20 On dit que deux corps d’un systeme sont reliés par une liaison holonome lorsque
le systéme restreint o ces deuz corps vérifie les conditions de l'alinea (i) ci-dessus, i.e. :

®comp = C(I; Vaam) (0u %, = C(1V0,)

comp adm
On parle de liaison non-holonome sinon.

Mécaniquement, cette définition s’interprete ainsi :

- les liaisons holonomes introduisent, sur le mouvement des corps liés, des contraintes portant
exclusivement sur les positions et les orientations relatives de ces corps,

- tandis que les liaisons non-holonomes introduisent aussi des contraintes sur les vitesses et/ou
sur les accélérations relatives des corps.

Les figures (1.7) et (1.8) présentent deux exemples illustrant le caractére holonome ou non des
liaisons.

1.1.5 enfin les mécanismes

On considere un systeme mécanique S constitué de n + 1 corps rigides Sg, S1, - .., Sy ; on suppose
que l'on sait, a chaque corps S; pour i = 0,1,...,n associer un repére R; qui lui est solidaire.
On considere bien entendu qu’il existe des liaisons entre certains corps de ce systéme ; la structure
mécanique de S est supposée constante pendant tout l'intervalle de temps I (i.e. les liaisons sont
indépendantes du temps).

Enfin, on assume 'hypothese que ces liaisons sont holonomes.
On appellera un tel systéme un mécanisme.

On a vu que, pour modéliser le mouvement de ce mécanisme, il suffit de connaitre, & chaque instant
de l'intervalle de temps considéré, les configurations dans lesquelles se trouvent les corps qui le
composent.
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Ici, le systéeme est constitué d’une sphere et d’un plan, la sphére etant astreinte a
rouler sur ce plan sans glissement. Etant donnée une orientation, on peut imaginer un
mouvement qui permette & la sphére de se retrouver en contact avec n’importe quel
point du plan dans cette orientation, alors que le mouvement qui consiste a la déplacer
en lui conservant son orientation n’est pas compatible puisque c’est un glissement.

figure 1.7 : exemple de liaison non holonome

Ici, la tige 2 peut glisser le long de la tige 1 et tourner autour d’elle. N'importe quel
mouvement défini & partir de ce glissement et de cette rotation est bien compatible.

figure 1.8 : exemple de liaison holonome
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On se propose d’étudier ce mouvement relativement au référentiel R solidaire du corps Sp.

Ainsi le corps Sy est considéré comme fixe et le systéeme est composé de n corps rigides en mou-
vement.

D’apres le paragraphe précédent, pour déterminer effectivement le mouvement du mécanisme, il
s’agit de calculer, pour chaque instant,

i. soit les n déplacements du systeme dans ’espace qui donnent, par rapport au référentiel
choisi, la position et 'orientation de chacun des corps, ou plutot des repeéres associés a
chacun des corps,

ii. soit les n déplacements de ’espace qui donnent, par rapport au référentiel choisi, la position
et 'orientation relatives de chacun des corps par rapport au corps Sy, ou plutot des reperes
associés a chacun des corps par rapport a Ry,

iii. soit n déplacements de ’espace qui donnent, par rapport au référentiel choisi, la position et
I’orientation relatives de chaque corps par rapport & un autre corps convenablement choisi,
ou plutét de chaque repere associé a des corps par rapport a un repere associé a un autre
corps convenablement choisi.

Concretement, pour connaitre les n déplacements de I’alinea (4), il est nécessaire de se rapporter
a une configuration de référence du mécanisme, et il s’agit en fait de calculer les n déplacements
de ’espace qui donnent la position et 'orientation de chacun des corps par rapport a sa position
et a son orientation dans la configuration de référence.

Ceci revient exactement, si I’on choisit comme configuration de référence une configuration ou les
repeéres de tous les corps sont confondus avec R, & calculer les n déplacements de I’alinea (it).

C’est pourquoi, dans la suite, on utilisera essentiellement des descriptions du mouvement du type
de lalinea (47) basé sur la notion de configuration relative.

On peut étendre aux mécanismes les notions décrites au paragraphe précédent :

- un mouvement relatif par rapport a Sy est compatible avec la structure mécanique interne du
mécanisme, si, pour tout couple de corps (S;,S;) reliés du mécanisme, le mouvement relatif
induit par rapport au corps S; du sous-systeme S; U S; est compatible avec la structure
mécanique de ce sous-systeme,

- on note ® .oy, I'ensemble des mouvements relatifs par rapport a Sy compatibles,

- on note Vygm, I'ensemble des configurations relatives admissibles i.e. 'ensemble des config-
urations relatives du mécanisme qui peuvent étre atteintes au cours de tout mouvement
compatible.

Remarque 1.21 En toute généralité, on n’est pas en mesure de relier simplement 1’ensemble
Vadm des configurations relatives admissibles du mécanisme considéré globalement, aux ensembles
Vi, des configurations relatives admissibles pour chacun des couples de corps liés. On verra, au
paragraphe suivant, une classe de mécanismes — les mécanismes a structure arborescente — pour

lesquels il est facile de déduire V.4, & partir des ensembles fodm.

Dans le cas ou les corps du mécanisme considéré ne sont reliés que par des liaisons holonomes, on
peut séparer I’approche cinématique du systeme de son approche dynamique et procéder en deux
étapes pour étudier leur mouvement :

i. on détermine, dans un premier temps, ’ensemble V,4,, de toutes les configurations relatives
admissibles du mécanisme

ii. on détermine, pour chaque instant ¢, la configuration ¢(t) (€ Vaam) correspondante.

Remarque 1.22 1l y a lieu de bien distinguer Vg et Vo4 qui le contient, en effet :
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- L’ensemble Vg, sous-ensemble de Is™ (I£)™ ne dépend que de la structure mécanique interne
du mécanisme c’est a dire du nombre, de la position et de la nature des corps et des liaisons
entre les corps.

- L’ensemble Vg est un sous-ensemble de V, 4., qui contient toutes les configurations effective-
ment atteintes au cours du mouvement ; il dépend des propriétés dynamiques du systeme
(masse, inertie, forme des corps, ...) et des actions externes qu’il subit. On lobtient en
résolvant les équations différentielles du mouvement écrites sur Vygm.

Si le systeme comporte des liaisons non-holonomes, cette scission du travail en deux étapes n’est
pas envisageable dans la mesure ou :

- il faut introduire la notion de configuration compatible avec un certain mouvement puisque
toutes les configurations admissibles ne sont pas forcément atteignables avec un mouvement
compatible,

- le calcul de V¢omyp, ensemble des configurations compatibles, nécessite la connaissance du
mouvement.

On est alors amené a effectuer la mise en équation globalement ou a définir une notion de configu-
ration étendue du systeme qui décrit non seulement les positions et les orientations de chaque corps
mais aussi leurs vitesses et leurs accélérations ..., d'une maniere générale, toutes les grandeurs
dont dépendent les liaisons.

architecture d’un mécanisme

On note /;; la liaison reliant le corps S; et le corps Sy, le cas échéant et £ ’ensemble des liaisons
du mécanisme.

Pour étudier 'ensemble des configurations admissibles d’'un mécanisme lorsqu’il est composé de
plus de deux corps reliés entre eux, on est amené a représenter son architecture, c’est a dire la
maniere dont les corps sont reliés.

On utilise pour cela la notion mathématique de graphe.

A un systéme mécanique S composé de n + 1 corps soumis & un ensemble de liaison £, on associe
le graphe simple &(S) = ({0,1,...,n},A(S)) ou A(S) est un ensemble de paires d’éléments de
{0,1,...,n} tel que {7,j} € A(S) si et seulement si ¢;; € L ou ¢;; € L.

Alors, les correspondances suivantes s’établissent entre le graphe du systéme mécanique et son
architecture :

- a chaque corps, on associe un sommet du graphe,

s

chaque liaison, on associe une aréte,
- si il y a une liaison entre deux corps alors les sommets correspondants sont voisins,
- tout sous-graphe de &(S) représente un sous-systeme de S et en particulier, chaque com-

posante connexe du graphe représente un sous-systeme mécanique dit interconnecté.

Remarque 1.23 Quitte a diviser le systeme mécanique en plusieurs sous-systemes et a les étudier
séparément, on peut considérer que le systéme est completement interconnecté, c’est a dire que
son graphe est connexe.

Remarque 1.24 Le fait que l'on représente un systéme mécanique par un graphe simple sous-
entend les particularités suivantes sur les liaisons du systéme :

- un corps n’est jamais lié a lui-méme,
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- il n’y a pas de notion d’orientation sur les liaisons.

Définition 1.25 On dit d’un sytéme mécanique que son architecture est arborescente si le graphe
qui lui est associé est un arbre. On parle d’architecture bouclée sinon.

Par abus de langage, on parlera de mécanismes arborescents et de mécanismes bouclés.

N

figure 1.9 : exemple de mécanisme arborescent

figure 1.10 : exemple de mécanisme bouclé
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1.2 modélisation des mécanismes en mouvement — étude cinématique

On considére un mécanisme S composé de n + 1 corps rigides Sp, S1, ..., Sp.

On se propose d’étudier le mouvement de ce mécanisme vu par un observateur solidaire du corps
So.

On utilisera, bien entendu, la notion de configuration relative par rapport a un corps, une confi-
guration relative® du systéme S & un instant ¢ étant, comme on I’a vu dans la définition (1.17),
une application ¢(t) = (¢}, ..., ¢§(i—1)’ gbf.(iﬂ), ..., ¢t ) appartenant & I'espace produit Is* (/F)".

1.2.1 variétés primitives de configurations

Propriété 1.26 Is™ (IE) est une variété différentielle’ réelle de dimension 6.

La propriété ci-dessus est un résultat classique de géométrie différentielle.

En fait, il est méme connu, que ’ensemble des déplacements de ’espace affine euclidien réel de
dimension trois, Is* (IF), est un groupe de Lie de dimension 6, i.e. une variété analytique réelle de
dimension 6 munie d'une structure de groupe telle que les applications [(x,y) — zy] et [z — 271]
sont analytiques.

Moyennant le choix d’une origine dans IE, Is*(IE) s’identifie au produit semi-direct IR* x SOs.

En effet, tout déplacement ¢ se décompose en un produit 7 o p d’une rotation autour de cette
origine p par une translation 7, le produit de deux déplacements s’exprimant par :

(12, p2) o (11, p1) = (p2(71) + T2, p2 0 p1)

et I'inverse du déplacement (7, p) étant (—p~1(7),p~1).
Les cartes utilisées pour décrire Is™ (IE) comportent donc trois coordonnées pour la translation et
trois coordonnées pour la rotation.

En ce qui concerne la rotation, on utilise généralement :
- soit trois angles (angles d’Euler, angles de Bryant, .. .),

- soit des quaternions unitaires.

rotation et quaternions unitaires

Le groupe des quaternions unitaires est la sphere S, ce groupe opere sur le corps des
quaternions. Les restrictions des automorphismes intérieurs ainsi obtenus & IR? assimilé
a I’ensemble des quaternions purs, sont des rotations.

On peut donc construire un homomorphisme surjectif entre le groupe des quaternions
unitaires et le groupe des rotation SOs.

Au quaternion unitaire (Ao, A1, A2, A3) (dans la base canonique (1,4, j,k)), on associe
la rotation p d’axe dirigé selon (A1, A2, A3) et d’angle 2 arccos(Ag).

Si p est une rotation donnée par son angle « et un vecteur unitaire de son axe ¥ alors
un des quaternions qui la représentent est :

A= cos(%) + sin(%).ff

Pautre étant son opposé.
La matrice p de la rotation p associé & (Mg, A1, A2, A3) s’écrit :

*lorsque aucune confusion n’est possible, on écrira simplement configuration.
fsauf mention du contraire, on écrira différentielle ou différentiable pour indéfiniment différentiable.

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



28 PRELIMINAIRES MECANIQUES

MoZ 4+ M2 = A% — 252 2(A1 A2 — Az)o) 2(AoA2 + A1 A3)
2(AoAs + A1 A2) Mo + A2 — N2 — 252 2(A2A3 — AoA1)
2()\1)\3 — )\0)\2) 2()\0)\1 + )\2)\3) )\02 + )\32 — )\12 — )\22

angles d’Euler

Les angles d’Euler (¥ la précession autour d’Oz, @ la nutation autour d’Ox et @ la
rotation propre autour d’Oz) fournissent une carte de SO3 souvent employée mais qui
ne permet pas d’atteindre de maniere univoque les rotations d’axe Oz — voir figure
(1.11).

La matrice de la rotation ainsi paramétrée par (¥, 0, ®P) est :

cos(¥) —sin(¥) 0 1 0 0 cos(P) —sin(P) 0
p=1| sin(¥) cos(¥) O 0 cos(@) —sin(O) sin(®@) cos(P) O
0 0 1 0 sin(@) cos(O) 0 0 1

c’est a dire :

cos(P) cos(¥)—sin(P) cos(O) sin(¥) —sin(P) cos(¥)—cos(P) cos(O) sin(¥) sin(O) sin(¥)
cos(P) sin(¥)+sin(P@) cos(@) cos(¥)  — sin(P) sin(¥)+cos(P) cos(O) cos(¥) —sin(O) cos(¥)

sin(®) sin(O) cos(P) sin(O) cos(O)

angles de Bryant

Les angles de Bryant (*® autour d’Oz, Y@ autour d’Oy, *® autour d’Oz) fournissent
aussi une carte de SO3 souvent employée mais qui ne permet pas, cette fois, d’atteindre
de maniere univoque les rotations d’axe Oz — voir figure (1.12).

La matrice de la rotation paramétrée par (*@,Y®,*P) est donnée par :

1 0 0 cos(Y®) 0 sin(¥d) cos(*®) —sin(*®) 0
p=1| 0 cos(*®) —sin(*P) 0 1 0 sin(*®)  cos(*®) 0
0 sin(*®) cos(*P) —sin(¥®) 0 cos(VP) 0 0 1

c’est a dire :

cos(*P) cos(VP) —sin(*®) cos(VP) sin(Y®)
sin(*®) cos(*P)+cos(*P) sin(Y®) sin(*P)  cos(*P) cos(*P)—sin(*P) sin(VP) sin(*P) —cos(VP)sin(TP)

sin(*®) sin(*®@)—cos(*®) sin(Y®) cos(*P)  cos(*P) sin(*P)+sin(*P) sin(YP) cos(*P) cos(YP) cos(TP)

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



1.2. modélisation des mécanismes en mouvement — étude cinématique 29

Le mécanisme ci-dessous réalise mécaniquement les angles d’Euler, ¥ autour de I'axe
1, © autour de 'axe 2 et @ autour de 'axe 3.

On voit que, si il s’agit de représenter une rotation autour de I'axe Oz, les axes 1 et 3
doivent étre confondus et seule la somme ¥ + @ est fixée.

Ezz /3

figure 1.11 : angles d’Euler

Le mécanisme ci-dessous réalise mécaniquement les angles de Bryant, *® autour de
l'axe z, Y@ autour de 'axe y et *® autour de 'axe z.

On voit que, si il s’agit de représenter une rotation autour de 'axe Oz, les axes x et z
doivent étre confondus et seule la somme @ + *® est fixée.

z
y
X

figure 1.12 : angles de Bryant

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



30 PRELIMINAIRES MECANIQUES

Quel que soit le jeu de parametres utilisé pour représenter les rotations, on obtient alors les
coordonnées (zps, ynr, 2z ) d’'un point M’, image par ¢ du point M de coordonnées (s, yar, 2ar)
en écrivant :

Tpr XM Tr
YM =0\ yum + 7 avec T = Yr
M M Zr

Cette relation peut aussi s’écrire a 1'aide de matrices 4 x 4 :

Ta Lr Tym

Ym . p Yr Ym

M - Zr M
1 0 0 O 1 1

En termes de telles matrices le déplacement ¢ = (7, p) et son inverse sont donc représentés respec-
tivement par les matrices :

et

S |
ll
S
—
\
S
—
|
S~—

52‘7:2 P_l‘ﬂ ﬁzp_l‘ﬁzﬂJr
0‘1 0‘1 0 ‘ 1

)

Propriété 1.27 Is"(IE)" est une variété différentielle réelle de dimension 6n.

Cette propriété découle immédiatement de la propriété précédente puisque Is™ (I£)" est le produit
direct
IsT(E) x ... x IsT(IF)

nfois

Définition 1.28 On appelle IsT (IE)" variété primitive de configurations du systéme S relative-
ment a So* que l'on note V'(S).

En généralisant ce que l'on a vu plus haut, on dispose de quatre possibilités pour décrire, plus ou
moins précisément, un élément ¢ de la variété primitive de configurations d’un mécanisme

- en termes de déplacement :

¢:(¢17-~-7¢n)

- en termes de translations et de rotations :

¢ = ((Tla pl)v SRR (Tnvpn))

fou simplement variété de configurations de S lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion.
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- aux moyens de matrices 4 x 4

p1| T Pn | Tn

0|1 0|1

- en utilisant une carte (¢i,q3,...,4%,43,-..,4%), par exemple :
(x7-17y7-17z7-15w17917¢1""7:177—n7y7-n7z7-n5!pn)@n)@n)

x Yy z x Yy z
ou (-TTlayTUZTU éla éla éla"'v‘r‘rnay‘rnazTua éna éna én)

Remarque 1.29 On gardera présent a l'esprit qu’une seule carte ne permet pas en général de
décrire tout ’ensemble des déplacements. Il faudra donc s’assurer que tous les calculs effectués
avec une telle description ne font intervenir que des déplacements qui font partie du domaine de
validité de la carte choisi, ou alors effectuer un changement de carte le cas échéant.

1.2.2 variété d’un systéme de deux corps soumis a une liaison

Afin de ne pas compliquer inutilement les calculs que 1'on sera amené a effectuer dans ce para-
graphe, on suppose que l'on étudie le mouvement du systeme relativement au corps S;.

L’hypothese d’holonomie, telle qu’elle a été présentée précédemment se traduit par le fait qu'une
liaison ¢;; entre les corps S; et S; d'un systeme S est entierement caractérisée par la donnée de
I’ensemble des configurations relatives admissibles du systeme S; LI S; soumis a la liaison ¢;;, que
ij

, .
l'on a noté V., .

. , s ij
Or on ne dispose d’aucune propriété sur V2, .

Pour la suite de 1’étude, et pour développer une théorie cinématique sur les mécanismes, il est
nécessaire de restreindre la généralité des liaisons étudiées pour obtenir plus de renseignements

sur cet ensemble.

C’est pourquoi, on rajoute a nos hypotheses une certaine condition de “régularité” des liaisons
définie ci-dessous :

Définition 1.30 Deuz corps S; et S; d'un systéme S sont reliés par une liaison holonome
réguliere lorsque l’ensemble des configurations relatives a S; admissibles du systeme restreint d
ces deuz corps V., est une sous variété de V'(S; U S;), variété primitive de configurations de

S; US; relativement a S;.

Définition 1.31 On appelle degré de contrainte d’une liaison holonome réguliére £;; la codimen-
sion de V2, . c’est a dire la différence entre la dimension de la variété primitive de configurations
du systeme restreint auzr deux corps S; et S; et la dimension de la variété de configurations de ce

systéme.
Ce degré est noté 6¢(¢;;) ou d(¢;;) lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion.

Remarque 1.32 Puisque la variété primitive d’un systeme de deux corps relativement a un de
ces corps est de dimension 6, le degré de contrainte d’une liaison holonome réguliere est toujours
inférieur & 6, i.e. pour toute liaison £;;, 1 < 6°(¢;;) < 6.

On peut exprimer la définition de la régularité des liaisons de deux autres fagons, en effet, dire

que Vfljdm est une sous variété de V'(S; U S;) est équivalent & dire que :
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ij

toute configuration [¢f;] de Vi, .

possede un voisinage V' dans V'(S; US;) sur lequel on peut
définir une submersion f vers RO%i) telle que V[Zim NV = f710), ce qui est équivalent
a définir sur V, 6(¢;;) fonctions & valeurs réelles, dont les différentielles sont linéairement

indépendantes, telles que

(615) € Valm = Fill6]) = Fo[65]) = - = foe.,) ([#1]) = 0
autour de toute configuration [¢;;] de V¥, il existe un voisinage ouvert V de [¢;;] dans
V'(S; US;) et un systeme de coordonnées locales ¢i1,qa, - . ., gs de V'(S; U S;) différentiable
sur V, tel que V), NV est défini par ¢1 = ... = g5(0,,) =0

adm

L’interprétation mécanique de I'existence d’une liaison holonome réguliere entre deux corps est
donc :

- d’une part, qu’il existe partout localement un certain nombre §¢ de relations f([¢i;]) = 0

que doivent satisfaire indépendamment les positions et les orientations relatives des corps
liés, on appelle contrainte chacune de ces relations,

- d’autre part, que I'on peut toujours trouver, localement, un jeu de 6 — §¢ parametres pour

décrire les configurations relatives de S; par rapport a S;.

En fait, la plupart des liaisons que 1’on rencontre dans les applications industrielles satisfont la
condition de régularité définie au paragraphe précédent.

On va voir ci-dessous comment s’écrivent explicitement les contraintes sur des exemples de liaisons
que 'on rencontre fréquemment a savoir :

- encastrement
- liaison rotoide
- liaison prismatique

- liaison hélicoidale

encastrement

Il s’agit d’une liaison possédant un degré de contrainte §¢(enc) = 6.

Les deux corps reliés sont totalement solidaires, voir figure (1.13), ce type de liaison n’est utilisé
que lorsque les propriétés dynamiques des corps en question font qu’il n’est pas avantageux de ne
considérer qu'un seul corps.

figure 1.13 : encastrement

On obtient les six contraintes en écrivant que la différence d’orientation entre les reperes R; et R;
est constante ainsi que la différence vectorielle entre leurs origines.
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On peut obtenir des contraintes équivalentes en écrivant 1’égalité entre deux repéres 'un lié a §;,
lautre lié a S;.
Globalement, on obtient alors la relation suivante :
ﬂdij S IS+(IE),Vt S I,¢§j = dij
ou matriciellement :
2 ‘ 7y Aij ‘ bij
0|1 ‘ 1

E|Aij € S0s3, Hb” S BB,Vt el,

ou encore les six équations ci-dessous (en supposant que I’on se place dans le domaine de carte des
angles d’Euler) :

Jz;; € R, ah, —xyy = 0
Jyi; € R, Yii—y; = 0
Jyi; € R, Vel 2l —zij = 0
3w, € [0, 2x], wL— W = 0
36, € [0, 2n], oL —0; = 0
38,; € [0, 2n], B — By = 0

La variété des configurations admissibles est un point, aucun parametre n’est nécessaire pour
définir la configuration relative de S; par rapport a S;.

liaisons rotoide, prismatique et hélicoidale

Ces trois liaisons possedent un degré de contrainte ¢ = 5.

Les deux corps sont reliés par un axe de rotation, par un axe de translation, ou par un systéme
vis-écrou — voir figures (1.14, 1.15, 1.16).

N

figure 1.14 : liaison rotoide

Globalement, il s’agit d’écrire qu’il existe deux repeéres, I'un solidaire du corps S;, R, 'autre
solidaire du corps Sj, R;-J dont le mouvement relatif est soit une rotation d’axe donné, soit une
translation le long d’un axe donné, soit un vissage d’axe et de pas donné.

Ceci revient & exprimer I'existence d’un sous-groupe & un parametre de Is*(IF) auquel appartient
le déplacement transformant I'un de ces deux repéres en 'autre.
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figure 1.15 : liaison prismatique

On obtient ainsi la relation suivante :
3d; € IsT (IF),

Vt e 1, (di) " o ol;od; € A,
3d; € IsT(IB),

ot Ay,; est le groupe de déplacement a un parametre, selon le cas, des rotations d’axe donné,

des translations le long d'un axe donné, ou des vissages d’axe et de pas donné. d; et d; sont

respectivement les déplacements qui déterminent les positions et les orientations des reperes R’
ij N i

et R par rapport aux reperes de référence des corps S; et S;.

Matriciellement, cette relation se traduit par :

- dans le cas de la liaison rotoide,

JA; € SOg, db; € Bg,

JA; € S03,3b; € IR, vtel, 30} €0,2rx],
E|Aij € 503,
ﬁt] ‘ Titj Aj ‘ bj AZ] ‘ 0 _ Az bz Aij ‘ 0 5(@5]) ‘ 0
0|1 0\1 0‘1 0‘1 0‘1 0‘1

cos(©;) —sin(©f;) 0
avec (o) = sin(0;)  cos(©F;) 0
0 0 1

et donc

figure 1.16 : liaison hélicoidale
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- dans le cas d’une liaison prismatique,

JA; € SO3, db; € B3,

JA; € S03,3b; € R, vtel, 32, ER,
Jbs; € ]R3,
Pl ‘ 7ij 4 ‘ b Ai | b Id ‘ L b

- dans le cas de la liaison hélicoidale

JA; € SOs, 3b; € ]RB,
JA; € S03,3b; € IR?, vtel, 3T ER,
ﬂAij € SO3,3k € IR,

7| 7 4, |, 4, 0 [ Ab ) 4y EAYRGAIEGD
0 ‘ 1 0 ‘ 1 0 ‘1 0 ‘ 1 0 ‘ 1 0 ‘ 1
cos(Ti;)  —sin(YE) 0 0
avec  ((Yh) = sin(Y};)  cos(Yf;) O et (YY) = 0
0 0 1 Y-k

Remarque 1.33 Dans les expressions précédentes, A;, b;, A;, bj, Aij, bij et k sont des constantes
décrivant la nature de la liaison ¢;;, plus précisément, donnant I’axe de rotation, I’axe de transla-
tion, ou I'axe et le pas du vissage (c’est & dire les positions et les orientations de R;’ et de R par
rapport aux reperes de références R; et R; des corps S; et S;). Par contre, @Z], :u et Tt sont
les parametres qui décrivent la configuration relative de S; par rapport & S; a 'instant ¢.
Pour obtenir les cinq contraintes scalaires, on exprime les conditions imposées par la liaison sur
R et R}, ce qui donne :

- pour une liaison rotoide, si I’on suppose que toutes les rotations considérées restent dans le

domaine de carte des angles de Bryant,

W, P, € [0,2n],
o, 30, € [0,2n],

Jdx;, dz; € IR, fi(at B v e 0
1\ T35, * 277 7 ’Z (%) =
Hyuayj € Ba ” 7 7 ’
fQ(yfj zd)zj?y@zwzdsgj) =0
i, 37 € I, Vte IS fy(el;, 2t Vol 2Pt
S ) 3(%; I i 7y i 7Z i = 0
F@,,3°®; € [0,2n], Jt Jt ’
f4( zj7y¢zj7 éz]) 0
( 0

x pHt t  zpt —
f5(5@L,, YD, * D) =

ij0 ij0
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ou fi, f2, f3 qui traduisent 1’égalité des origines des reperes Rz:j et R;j sont obtenues en

développant :
il ) (o) (o) (e (Gou o) (o
0 ‘ 1 0 ‘ 1 1 0 ‘ 1 0 ‘ 1 1

ont pour expressions :

fl (zfjv zdst_]a
x; —zi—i-(cos(zéfj) cos(yéfj))mj—(sin(zdsfj) cos(yéfj))yj—i-(sin(y@fj))zj
f2(yfjvx@§jvy¢§ja Z@j) =

y,fj 7yi+(sin(z¢fj) cos(méfi’j)Jrcos(z@fi’j) sin(y';bfj) sin(m'@fj))zj

@ty a) =

R

+(cos(* %) cos(" DL, ) —sin(* P sin(VDL) sin(T D) )y; — (cos(VPL,) sin(T DY) )z

fS(ijaZ@jay@gja z@j) =

z;’jfziJr(sin(z@ﬁj) sin(m';sz)fcos(zézj) sin(y';bﬁj) cos(mézj»xj

+(cos(z¢fb-’j) sin(méfi’j)Jrsin(Z@fi’j) sin(y';bfj) cos(méfi’j»y]‘ +(cos(y¢fj) cos(méfi’j»x]‘

et olt fy et f5 qui traduisent que les reperes R}’ et R}’ ont un axe commun — on choisit Oz
pour ne pas compliquer inutilement les expressions calculées — sont obtenues en développant :

0 0
Ai_lﬁ;?jAj 0O |=1]20
1 1

ont pour expressions :

fa(Fdt. vt

K YR qu)i]) =
cos(zdﬁj) cos(yéfj) sin(ydsj)—ksin(z@fj) cos(ydsfj) Cos(yqu) sin(zdsj)-l-sin(y@:fj) Cos(y@j) COS(I¢j)—sin(y<15i)
Is (I@fja y@fja Z@j) =
- sin(zézj) sin(y';bﬁj) cos(mézj) cos(YP;) sin(méj)fcos(zézj) sin(y';bﬁj) cos(méij) sin(Y9;)
—cos(*®};) sin("®L;) cos(YP;) sin(* P ) +sin(*®f ) sin(* DY) sin(YP;)
+ cos(ydﬁj) cos(’“@fj) cos(YP ;) cos(*P;)—cos(YP,;) cos(*P;)
- pour une liaison prismatique, si ’on suppose que toutes les rotations considérées restent dans
le domaine de carte des angles d’Euler,

dx;, Jx;, x5 € IR, ettt O ) 0
1555, Y55: %455 @5, Pi5) =
Hyiaay‘aayi‘ GR, ’ ’ ’ ’ !
71 folyt, 2t Wt Ot ) = 0
2 yzjv i Figr Yigr Tig
Hzi,ﬂzj,ﬂyij € R,
vt e, vl — Wi =0
W, € [0, 27,
ol — 6y - 0
J0;; € [0, 27,
@%*@ij = 0
3o, € [0, 2],
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ot les trois derniéres relations traduisent 1'égalité des orientations des reperes Ry’ et RY et
ou f1 et fo qui traduisent la colinéarité a un vecteur donné du vecteur reliant leurs origines
sont obtenues en développant :

O;JO;—J N bij =0

N AN A LAY AT AN o
1 0 ‘ 1 0 ‘ 1 1 1

ont pour expressions :

Filaly, yiy, W, 04, B15) =
Tij [yij *yiJr(Sin(g’itj) COS(ézj)Jrcos(g’itj) COS(@EJ') Sin(@gi))zj
+ (cos(kpif’j ) cos(@,ﬁ’j ) cos(@fj ) 7Sin(witj ) sin(@iﬁj))y]‘ - (COS(W;}‘ ) Sin(@f]‘ ))ZJ]
—yij [ggf] —zi-i-(cos(tpitj) cos (@} ;) —sin(¥};) cos(O};) sin(@fj))zj
—(cos(W};) sin(@)+sin(¥};) cos(OY;) cos(®!) )y, +(sin(¥);) sin(6};)) 2]
Falyiys 25, Vi €35 Bij) =
yij |2 — 2+ (sin(6},) sin(®L) ), +(sin(O};) cos(PY;) )y +(cos(O};)) 2]
i3 [yl —yit(sin(#;) cos(@))+cos(¥;) cos(O];) sin(®}) )
—(sin(Z};) sin(!;) —cos(P;) cos(O};) cos(Dt;) )y; — (cos(Z);) sin(6},) ) 2]

- pour une liaison hélicoidale, si ’on suppose que toutes les rotations considérées restent dans
le domaine de carte des angles de Bryant, et en choisissant Oz comme axe de la liaison :
3

Jo;, x5 € R, fulat gt . . )
1 xijayijaxéij’yéijazéij = 0
dz;,3z; € IR,
! ke RVEel, § f3("PL;, VDL, *PL)) = 0
EIIQ-,EII@]- € [0, 27,
fa(P D, VDL, D) = 0
3y¢i,3y¢je[0,27r[, t t t zHt ypt zPpt
Fo., Fd € [0,2n] [s(@ij, Y55, 215, " @iy, Y Py, " Py) = 0
i i ’ ’

ou f1 et fo qui traduisent I’appartenance a l'axe Oz — plus précisément ’axe O;j z;J —du

vecteur reliant les origines des reperes R, et R} sont obtenues en développant :

0
0709 A A | 0 | =0
1
N AN A LAY AT AN o
1 0‘1 0‘1 1 1
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ont pour expressions :

Fi(aly, iy, "0, VY, P =
—[eos(V®,) sin("®,)] [z} —zi+(cos(* D) cos(VBE,) ),
— (sin(zibfj ) cos(y';bfj ))y] + (Sin(y'@fj ))ZJ]
—[sin(¥®,)] [y:fj —yﬁ-(sin(zdsfj) cos(“®};)+cos(*®L ) sin(VBY) sin(’”@fj))mj
+(cos(z¢§j) cos(mdﬁj)—sin(zéij) sin(ydﬁj) sin(mdﬁj))yj—(cos(ydﬁj) sin(mé,tu))zj]
falyly, 24, 2055, V955, 2 Py5) =
[cos(Y®;) cos(*D;)] [yfg _yi+(C°S(Z‘1’§j) sin(Y®;;) sin(*®};)+sin(*Pj;) cos( Py ))IJ
+(cos(* ) cos(* !, )—sin(- 1) sin(V L, ) sin (") )y — (cos @1, sin( )z

+[cos(Y®,) sin(*P,)] [z; —z

J i+(sin(zd5§j) sin(m';bﬁj)fcos(zézj) sin(yézj) cos(m'@ﬁj))x]‘

+(cos(z¢fb-’j) sin(méfi’j)Jrsin(z@fi’j) sin(y';bfj) cos(méfi’j))y]‘ +(cos(y¢fj) cos(méfi’j))z]']

ol f3 et f4 qui traduisent que les reperes R;’ et R} ont un axe commun — en l'occurence
Oz — sont obtenues comme f4 et f5 dans le cas des liaisons rotoides ont pour expressions :

x pHt t
f3( ¢ijay¢ija

z@j) =

cos(zézj) cos(yézj) sin(y';bj)Jrsin(z@zj) cos(y';sz) cos(YP;) sin(m';bj)Jrsin(y@;j) cos(Y®;) cos(“P;)—sin(YP,)
f4(z45§ja y@ija zq’%) =

- sin(zéfj) sin(yéfj) cos(Iéfj) cos(Y®,) sin(Iéj)—cos(zéfj) sin(yéfj) cos(Iéfj) sin(V®;)

— cos(z';sz) sin(m';bﬁj) cos(V®;) sin(m';bj)Jrsin(z@zj) sin(m';bﬁj) sin(Y®;)

+ cos(yéfb-j) cos(m';bfj) cos(y';bj) cos(méj)fcos(yéi) cos("®,)

k3

et ou f5 qui traduit que la translation le long de I’axe du vissage est proportionnelle & la
rotation autour de cette axe et est obtenue en développant :

0 1 1

1
COS(E (Pisbj + 74 —bi) - A | 0 )= |41 0 | -Ai| 0
1 0 0

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



1.2. modélisation des mécanismes en mouvement — étude cinématique 39

a pour expression :

t t t zpHpt ypt
f5(xijﬂyijﬂzijﬂ @ijv Qsijv

Z@j) =
CcOoS (% ([sin(yéi)][xfj 7zi+(cos(z¢fj) cos(y';bfj))xjf(sin(zéfij) cos(yéfb-j))ijr(sin(y@fb-j))z]']
—[cos(Y®,) sin(*P,)] [yf] —y¢+(sin(2¢fj) cos(" P} )+cos(*d; ) sin(VBY) sin(””@fj))mj
+(Cos(2¢§j) cos(“®f;)—sin(*d},;) sin(Y &) sin(””@ﬁj))yj—(cos(ydﬁj) sin(””dﬁj))zj]
+cos(Y®,) cos(*®,)] [z, —zi+(sin(F L) sin(" D) —cos(* L) sin(Y DY) cos(“ DY) )z,
+(cos(* %) sin(* B, ) +sin(* &) sin (VDY) cos(TDE,) )y;+ (cos(V DY) cos(TBE) ) 25]))
—[cos(*P,;) cos(VP,)] [cos(zéfj) sin(yéfj) cos(*®;) cos(ydsj)—sin(zdsfj) cos(ydsfj) cos(*®,)sin(Y®;)sin(“P;)
- sin(z';bﬁj) cos(y';sz) sin(*9;) cos(“"';bj)fsin(y';bﬁj) cos(*®;)sin(YP;) cos(“P;)
+sin(VP!,) sin(*®;) sin(“ ;)]
—[cos(*®,) sin(VP,) sin(*P,)+sin(*P;) cos(“P,;)] [cos(zéfj) sin(yéfj) sin(Iéfj) cos(*®,) cos(YP;)
+sin(*®};) cos(“ @} ;) cos(*®;) cos(VP;) —sin(*®; ;) sin(V B}) sin( @} ;) cos(*®;) sin(VP;) sin( &)
- sin(z';bﬁj) sin(yéij) sin(méij) sin(*®;) cos(méj)+cos(2¢£j) cos(m';sz) cos(*®;)sin(YP;)sin("P;)

+ cos(zéfb-j) cos(m';bfj) sin(*®;) cos(m';bj)fcos(y';bfj) sin(m';bfj) sin(*®,) sin(*®;)

+ cos(YOE) sin(TPE,) cos(*P;) sin(VP,) cos(,)]

—[sin(*®;) sin(*P;)—cos(*P;) sin(YP;) cos(* ;)] [— cos(zdﬁj) sin(yqfﬁj) cos(’:dﬁj) cos(*®;) cos(YP;)
+ sin(zéij) sin(méij) cos(*P;) cos(y';bj)+sin(zd5§j) sin(yéij) cos(m';sz) cos(*®;)sin(YP;) sin(“P;)
+ sin(zdﬁ.j) sin(yéfj) cos(zdﬁ.j) sin(*®,) cos(’céj)—s—cos(z@:fj) sin(zdﬁ.j) cos(*®;) sin(YP;) sin(*P;)
+ Cos(zdﬁj) sin(zdﬁj) sin(*®;) cos(’:éj)—cos(yéij) cos(”“qfﬁj) cos(*®;)sin(YP;) cos(“P;)

+ cos(y';sz) cos(méij) sin(*9;) sin(m';bj)]

Remarque 1.34 Pour toutes ces liaisons, on a vu que l'on peut faire agir sur V,4,, un sous-
groupe de SOg3 qui est en fait un groupe de Lie a un parametre, et que 'on peut écrire Vy4,, sous
la forme :

-1

Vadm = diA&'j (dj)

Ce n’est bien sur pas le cas de toutes les liaisons holonomes régulieres. Considérons, par exemple,
un mobile astreint a rester en contact avec un plan par le biais de deux attaches a un rail. Cette
liaison satisfait bien la condition de régularité telle qu’elle est présentée dans la définition (1.30)
des que I’équation du rail dans le plan est suffisamment réguliere mais sa variété de configurations
n’est stable par 'action d’aucun sous-groupe du groupe des déplacements.

Toutefois la plupart des liaisons mécaniques que ’on rencontre dans les mécanismes industriels
peuvent étre caractérisées par un sous-groupe de SOgs, soit & un parametre comme celles étudiées
précédemment, soit & deux parametres dans le cas du cardan (ou joint universel) et de la coulisse
rotoide, voire & trois parametres pour la rotule ou pour le joint plan — voir figures (1.17, 1.18, 1.19,
1.20).
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figure 1.17 : joint universel

-~

figure 1.18 : coulisse rotoide

figure 1.19 : rotule

D

figure 1.20 : joint plan
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1.2.3 variété de configurations d’un mécanisme

Propriété 1.35 Lorsque l'ensemble des configurations relatives a S; admissibles d’un systéme
mécanique S composé de n+ 1 corps est une sous-variété de sa variété primitive de configurations
relativement a S; alors pour tout entier k plus petit que n, l’ensemble des configurations relatives
a S admissibles de ce systéme est une sous-variété de sa variété primitive de configurations
relativement a S.

Cette propriété provient de I'isomorphisme décrit ci-apres entre I’ensemble des configurations rel-
atives a S; admissibles et I’ensemble des configurations relatives a S admissibles

(¢i13 SRRE) (bi(ifl)a ¢i(i+1)a BN} ¢Zn)

l

(i1 (din) ™ s dicim1) (Din) "1 (bin) ™ birny (Dik) T bie—1) (i) T ity (Pik) T bin (in) )

Remarque 1.36 Cet isomorphisme est en fait un difféomorphisme, a cause du caractere analy-
tique de la multiplication et de I'inverse dans Is™ (IE), donc, lorsque les ensembles de configurations
relatives sont des sous-variétés des variétés primitives, elles sont toutes deux a deux difféomorphes.

Définition 1.37 Lorsque le systéme vérifie ’hypothése de la propriété précédente, on appelle
degré de liberté de ce systéme la dimension de cette sous-variété.

On note ce degré de liberté §'(S) ou §(S) lorsque I'indice ! n’est pas indispensable & la bonne
compréhension.

Remarque 1.38 Le degré de contrainte d’une liaison ne dépend que de la nature de cette liaison,
alors que le degré de liberté d’un systeme dépend, bien entendu, aussi du nombre de corps et de
I’architecture du systeme.

Dans le cas d’un systeme composé de deux corps, dire que la liaison entre ces corps est réguliere,
c’est dire que le systéme satisfait aux hypotheses de la propriété (1.35), et la variété primitive de
configurations du systéme étant de dimension 6, on doit avoir : §¢(¢;;) + 6'(S) = 6.

Les deux propositions suivantes montre que lorsqu’un systéme composé de trois corps comporte
deux liaisons régulieres, les ensembles de configurations sont aussi des sous-variétés.

Proposition 1.39 On considére le systéme S composé des corps S;, S; et Sy comportant deux
lizisons £;; et Uy, Si ces deux liaisons sont réguliéres alors l’ensemble des configurations relatives
a S; admissibles de S est une sous-variété de sa variété primitive de configurations relativement a
So.

Puisque la liaison £;; est régulitre, V7,  est une sous-variété de V'(S;)(= R* x SO3),

ainsi, tout point ¢f; de V7,

définir une submersion f;; vers R’ telle que V[Zim NV = fijfl(O).

De la méme maniere, puisque la liaison £;;, est réguliere, szlfim est une sous-variété de

V'(Sk)(= R?xS03), ainsi, tout point ¢, de V& posséde un voisinage Viy, dans V' (Sk)

sur lequel on peut définir une submersion f;;, vers RO telle que szlflm NV = fi ! (0).

possede un voisinage V;; dans V'(S;) sur lequel on peut

L’ensemble V,4,, des configurations relatives a S; admissibles de S, sous-ensemble de
sa variété primitive de configurations V'(S) (= (IR* x SO3) x (IR* x SO3)) est donc tel
que :
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0
ij)
on peut définir une submersion f vers IR’“i) T2« telle que Vagm N(V x V') = £71(0),
on posera en effet

tout point (@7, ¢:0) de cet ensemble possede un voisinage V x V’ dans V'(S) sur lequel

fij(¢i5)
f(bigr i) =g Y
fir(dir)
ce qui montre que Vg, est une sous-variété de V'(S) de dimension 12— (6, ) +0(z,,))-

<

Proposition 1.40 On considére le systéme S composé des corps S;, S; et S comportant deuz
lizisons £;; et ;.. Si ces deux liaisons sont réguliéres alors l'ensemble des configurations relatives

a S; admissibles de S est une sous-variété de sa variété primitive de configurations relativement a
So.

On peut déduire cette proposition de la proposition précédente en s’appuyant sur la
propriété (1.35) et sur la remarque (1.36) apres avoir effectué une permutation sur les
indices.

Une démonstration explicite ressemble a celle de la proposition précédente :

Puisque la liaison £;; est réguliere, V7, est une sous-variété de V'(S;)(= IR? x SO3),
ainsi, tout point ¢f; de V7,

définir une submersion f;; vers R’ telle que Véﬂm nv = fijfl(O).

possede un voisinage V;; dans V'(S;) sur lequel on peut

De la méme maniére, puisque la liaison £;;, est réguliere, V2 est une sous-variété de

V/(S1)(= IR*xS03), ainsi, tout point 9, de V% possede un voisinage Vji, dans V'(Sk)

adm

sur lequel on peut définir une submersion f;j, vers R0 telle que VismﬂV = fjk_l (0).

L’ensemble V,4,, des configurations relatives a S; admissibles de S, sous-ensemble de
sa variété primitive de configurations V'(S) (= (IR® x SO3) x (IR* x SO3)) est donc tel
que :

0 10
ij> Pik
on peut définir un morphisme f vers R0 telle que Vaam N (V x V') = f71(0),
on posera en effet

tout point ( ) de cet ensemble possede un voisinage V x V'’ dans V'(S) sur lequel

fij(¢iz) _
[(bij, dir) = s . avec  fir(digs din) = Fin(din (i) ")
Fin(@in(dis) )
Ce morphisme est bien une submersion dans la mesure oti, en tout point ( ?j, V), sa

matrice jacobienne :

%( %) 0
o o) 288 (61 )

est bien de rang maximum puisque si on note m(¢1, ¢2) le produit de deux déplacements,

O fik _dfjk -1\ Om -1
5y (00 5) = 222 (05 ™") - (0 (600 7)

Ainsi Vaam est bien une sous-variété de V'(S) de dimension 12 — (d(¢,,) + d(z,,))- o

On va maintenant généraliser ce qui se passe pour les systemes de deux et de trois corps aux
systemes de n + 1 corps arborescents en établissant le théoréme suivant :
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Théoréme 1.41 On considére un systeme mécanique S composé de n + 1 corps dont toutes les
liaisons sont réguliéres. Si l'ensemble des liaisons L est tel que larchitecture de S soit arborescente,
alors l’ensemble des configurations admissibles relatives de S est une sous-variété de sa variété
primitive de configurations, et son degré de liberté vérifie :
§'(S)=6n— Y (L)
li;eL

On va démontrer ce théoreme par récurrence sur le nombre de corps.

On a déja vu plus haut, que pour un systeme a deux corps le théoreme est vrai par

la définition méme de la régularité des liaisons, les propositions précédentes 1’établisse

pour n = 3.

Supposons donc que tout systéme mécanique d’au plus n corps vérifie I’énoncé du

théoreme et considérons un systeéme mécanique S de n+ 1 corps dont I'architecture est

arborescente.

Nécessairement, il existe parmi les corps qui composent le systéeme S, au moins un

corps qui n’intervient que dans une liaison, notons le Sy et notons S; le corps auquel

il est lié.

Considérons le systéme S’ composé des corps Sy, . ..,S, et dont ’ensemble des liaisons

est El =L~ {6071}.

L’architecture de ce systéme S’ est arborescente et il vérifie donc I’hypothese de récur-

rence. En conséquence ’ensemble de ses configurations relatives a S; admissibles est

une sous-variété de sa variété primitive de configurations V'(S') (= (IR* x SOg)n_l).

Ainsi, tout point (¢ 5,...,¢7,,) de Vaam(S') possede un voisinage V' dans V'(S’) sur

lequel on peut définir une submersion f’ vers RE=D=3"(S) el1e que Voim (8')NV =

F710).

D’autre part, puisque la liaison £y 1 est réguliere, Vi;gn est une sous-variété de V'(Sy) (=

IR? x SO3), ainsi, tout point qﬁ(f,o de V0

adm
lequel on peut définir une submersion f; o vers IR°¢0.0) telle que Vi;gn nNv = fl,o_l(()).

possede un voisinage V7 o dans V'(Sp) sur

L’ensemble V,4,, des configurations relatives a §; admissibles de S, sous-ensemble de
sa variété primitive de configurations V'(S) (= (IR® x SO3)™) est donc tel que :
tout point (qb%o, ¢(1J,2, .. .,¢(1J,n) de cet ensemble possede un voisinage V' x Vi dans

6(n—1)—3'(S"))

V'(8) sur lequel on peut définir une submersion f vers R( 01,0 telle que

Vaam N (V' x Vi) = f71(0), on posera en effet

fij( ?,Qa R ¢?,n)
f1,0(¢1,0)

ce qui montre que Vg4 est une sous-variété de V'(S) de dimension

f((b(l),m (1),27 SRR ¢?,n) =

671 — (6(7’L — 1) — (SZ(S/) + (()‘(21’0)) = 671 — Z (SC(EU) + 6(@1,0) = 671 — Z 6C(£U)
LijeL! Lij€L
&

Remarque 1.42 L’hypothese sur 'arborescence de la structure du mécanisme est essentielle dans
la preuve du théoréeme précédent. Ceci explique pourquoi ’étude cinématique des mécanismes a
structure bouclée — et, a fortiori leur étude dynamique — est beaucoup plus complexe. On verra,
dans le troisieme chapitre, différents moyens pour obtenir des renseignements sur ’ensemble des
configurations admissibles relatives d’un systeme mécanique a structure bouclée.
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1.2.4 variétés d’étude d’un mécanisme

Lorsque l'on a étudié les variétés de configurations de systeme de deux corps soumis a une liaison,
on a vu que dans la plupart des cas on pouvait rattacher a la liaison un sous groupe a un ou
plusieurs parametres du groupe des déplacements.

Il semble alors naturel d’utiliser ce parametre pour décrire le mouvement relatif d’un des corps
lié, et lorsqu’on étudie un systéme comportant plus de deux corps d’écrire certaines contraintes &
I’aide de ces parametres.

Ceci amene a définir de maniere générale les variétés d’étude des mécanismes :

Définition 1.43 On appelle variété d’étude d’un mécanisme S toute sous-variété (au sens large)
de sa variété primitive de configurations V'(S) qui contient l’ensemble de ses configurations (resp.
relatives) admissibles Voam(S).

Remarque 1.44 Le degré de liberté d’un mécanisme est indépendant de la variété d’étude, mais
il n’en est pas de méme du degré de contrainte d’une liaison. En effet, une variété d’étude est
souvent définie en tenant compte de certaines contraintes des liaisons du systeme.

On va voir sur un exemple simple l'intérét de bien choisir les variétés d’études des mécanismes
pour simplifier les calculs a effectuer.

On considere dans le plan® un systéme de 4 tiges rigides de longueurs lo, Iy, ls, I3,
articulées par des axes de rotations perpendiculaires au plan.

On se propose d’étudier le mouvement de ce systeme relativement a une des tiges
notée Sp, la variété primitive de ce systeme est I’ensemble (Is™(P))? produit cartésien
de ’ensemble des déplacements du plan par lui-méme, 3 fois. C’est une variété de
dimension 9.

On représente classiquement un déplacement du plan comme le produit d’une rotation
par une translation, (Is™(P))? étant assimilé au produit semi-direct R* x SOs, et
totalement décrit par les deux cartes : (x,y, 0) avec 6 €]—m, 7| et (x,y, ) avec 8 €]0, 27].

P/

figure 1.21 : quatre tiges dans le plan

. 3 . o
Ainsi, V'(S) = (IR* x SO3)", et une configuration de S sera décrite par les neuf
parametres :

(1,y1,01, 22, Y2, 02, 3,93,03,)

Son désigne par plan 'espace affine euclidien réel de dimension 2, noté P.
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et avec les choix des reperes de références décrit figure (1.21), les contraintes s’écrivent

(dans le domaine d’une des cartes) :

T lo

Y1 0
To — T 1y cos(fy)
Yo — Y1 [y sin(6y)
T3 — T I cos(62)
Ys — Y2 l> sin(02)
—23 I3 cos(f3)
—y3 = lIzsin(0s)

en traduisant simplement la coincidence des extrémités des tiges.

Ce qui est intéressant, dans ’étude de ce systeme, est l'influence du caractere bouclé
de son architecture ; si 'on ne tiens pas compte d'une (resp. de deux) des liaisons le
systeme devient arborescent et il est clair que sa variété de configurations est alors
difféomorphe & la sphere de dimension 3 (resp. au produit de IR* x SO, par la sphere
de dimension 2).

En effet, dans le premier cas, c’est a dire en ne tenant pas compte de la liaison au point 0,
les trois composantes en translation des configurations ¢1, ¢2 et ¢3 sont completement
déterminées par :

_ lo
T1 =
0

_ h
T2 = T1+p1

0
_ I
T3 = T2+ p2

0

on peut alors choisir comme variété d’étude la sous-variété de V’'(S) des configurations
satisfaisant ces conditions que 1'on décrira par des cartes de la forme (01,03, O3) avec
61 =01, O3 =05 — 01 et O3 = 03 — O3 modulo les formules de changement de cartes.

La liaison dont on n’a pas tenu compte sera traduite par les contraintes :

lo+ 11 COS(@l) + 1y COS(@l + @2) + I3 COS(@l + 6y + @3) =0
1 sin(@l) + 15 Sin(@l + @2) + 3 sin(@l + 67 + 93)

I
o

Dans 'autre cas, c’est a dire en ne tenant compte ni de la liaison au point 2 ni de la
liaison au point 3, les deux composantes en translation des configurations ¢, et ¢3 sont
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completement déterminées par :

_ lo
T1 =
0
_ [ I3
73 = —pP3
0

on peut alors choisir comme variété d’étude la sous-variété de V'(S) des configurations
satisfaisant ces conditions que 'on décrira par des cartes de la forme (01, z3, Y2, 02, O3)
avec ©1 = 61, O3 = 63 — ™ modulo les formules de changement de cartes.

Et les liaisons dont on n’a pas tenu compte seront traduites par les contraintes :

xe = lg+11cos(6)

y2 = l1sin(6;)
locos(@2) = l3cos(O3) — 11 cos(O1) —lo
losin(@2) = lI3sin(@3) —l1sin(O1) — I

Il est clair que pour étudier la dynamique de ce systeme supposé arborescent — ne comportant que
trois articulations — il est préférable de travailler dans une variété d’étude de dimension 3, donc
de méme dimension que le degré de liberté du systéme, plutot que de travailler dans une variété
d’étude de degré 5 en tenant compte de deux contraintes supplémentaires.

On reviendra sur cette exemple lorsque 'on s’intéressera a la modélisation des mécanismes a
architectures bouclées pour voir ce qu’il en est dans ce cas.

1.3 modélisation du mouvement des mécanismes — étude dynamique

L’objet de I’étude dynamique du mouvement des mécanismes est I’obtention d’équations permet-
tant de calculer la configuration d’un systeme & un instant donné en fonction d’une part de sa
configuration — étendue aux parametres cinématiques — initiale et d’autre part de ses parametres
physiques — les masses des corps, leurs inerties, leurs interactions connues dues par exemple a la
présence de moteurs, de ressorts ou d’amortisseurs aux liaisons, les forces extérieures induites par
exemple par un champ gravitationnel ou par un champ magnétique, .. ..

Dans le cas le plus simple du point matériel, le principe fondamental de la dynamique établit
la proportionnalité entre ’accélération du mouvement de ce point et la somme des forces qui
s’exercent sur lui par la traditionnelle formule vectorielle :

F=mx

On obtient ainsi trois équations différentielles du second ordre gouvernant la fonction vectorielle
qui, & un instant donné, associe la position de ce point a cet instant.

La connaissance de la position du point a deux instants de référence permet alors de déterminer
completement cette fonction.

En ce qui concerne les mécanismes, il existe de nombreuses méthodes et de nombreux formalismes
différents qui fournissent des ensembles d’équations différentielles gouvernant leurs mouvements.
Ils ont été développés par ceux qui ont étudié, depuis quatre siecles, le comportement dynamique
des systemes mécaniques.
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On va présenter ci-dessous les méthodes et les formalismes les plus courant existant dans le cadre
de la mécanique classique — Newton-Euler et d’Alembert — et dans le cadre de la mécanique
analytique — Lagrange, Hamilton, et plus récemment Kane.

Dans le chapitre suivant on illustrera ces méthodes en utilisant chacune d’entre elles pour met-
tre en équation le mouvement d’'un systéme mécanique simple mais non trivial et on en tirera
les enseignements concernant la génération automatique d’équations dans un logiciel de calcul
symbolique.

Auparavant, il est nécessaire d’introduire quelques notions de base notamment a propos des
grandeurs cinématiques, dynamiques et inertielles.

1.3.1 grandeurs cinématiques, cinétiques et dynamiques

On considere un mécanisme S composé de n + 1 corps rigides Sp, S1, ..., Sp.

Quitte a étre introduit arbitrairement pour cela, le corps Sy est fixe dans le repere de I'observateur
du mouvement.

Ainsi, on utilisera systématiquement la notion de configuration relative au corps Sy, et on se
permettra, pour alléger les notations d’écrire ¢; au lieu de ¢g ;.

On suppose que l'ensemble des configurations admissibles de S est une sous-variété de sa variété
primitive de configurations V’.

Un mouvement ¢ de ce mécanisme est, comme on l’a vu, une application d’un intervalle I de IR
dans V — la variété de configurations de S — qui, a un instant donné ¢ de I, fait correspondre la
configuration de S a cet instant :

$(t) = (¢4, -, d},)

On supposera que tous les mouvements considérés sont des applications deux fois continuement
dérivables, ce qui, une fois de plus, exclut la possibilité de chocs entre les corps du systéme ou avec
des objets extérieurs et suppose que la structure mécanique interne du systéme reste constante
pendant tout l'intervalle de temps considéré — i.e. les liaisons sont indépendantes du temps.

trajectoires, vitesses et accélérations

Définition 1.45 - On appelle trajectoire du systéme (resp. du i-éme corps du systéme) len-
semble ¢(I) (resp. ¢;(I)) de ses configurations atteintes au cours du mouvement.

- On appelle vitesse du systéme (resp. du i-éme corps du systéme) & linstant t, et on note
@' (resp. ¢!) le vecteur tangent a sa trajectoire, valeur de l'application linéaire tangente a ¢

(resp. a ¢;) en't :

Tt¢ : TtI — T¢t )% Tt ¢l : Tt I — T¢t Vi
. resp. ot
1 — ¢ 1 — ¢

Uapplication ¢ (resp. b;) de I dans TV (resp. T'V;) — le fibré tangent a'V (resp. V;) — qui, a't
fait correspondre ¢' (resp. ¢t) est la vitesse associée au mouvement ¢ (resp. ¢;) du systéme
(resp. du i-éme corps).

« On appelle accélération du systéme (resp. du i-éme corps du systeme) a linstant t, et on
note @' (resp. ¢t) le vecteur, valeur de lapplication linéaire tangente a ¢ (resp. a ¢;) en't :

T,p : T, — T, TV T = Tl — T3TV;
. resp. Lt
1 — ¢t 1 — ¢§
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La trajectoire, la vitesse et I'accélération — au sens habituel — de n’importe quel point matériel
appartenant a un des corps du systeme peut se calculer a ’aide des grandeurs définies ci-dessus.

. 7 . N —_—
Considérons une particule m du systeme appartenant au corps S; et ug le vecteur
—_—

O;M? exprimant la position de m & un instant de référence ou le repere R; coincide
avec le repere Ry.

La position M* de m & l'instant ¢ est donnée par :

M'=¢!(MY)  ie. OM'=00!+O!M"=r1!+ pi(uy)
Le vecteur vitesse v(M?') de m & I'instant ¢ est donné par :

v(M') = v(07) +wi AO;M* (1.3.1.4)

olt w! est le vecteur vitesse de rotation instantanée associé a la rotation p!, porté par
I’axe de la rotation et de longueur égale a la vitesse angulaire.

Le vecteur accélération y(M?) de m a I'instant ¢ est donné par :

¢
dw;

dt

y(M') = ~(0) + ANOIM + Wi A (wf /\Of-Mt) (1.3.1.ii)

La nature de la formule (1.3.1.i) qui donne le vecteur vitesse des particules d'un systéme exprime
que le champ de ces vecteurs est un champ equiprojectif, ce qui conduit a poser la définition
suivante :

Définition 1.46 On appelle torseur distributeur des vitesses ou torseur cinématique d’un corps

S; pour un mouvement ¢; a l’instant t, Uapplication affine de IE vers E qut, a tout point M de
Despace, fait correspondre le vecteur vitesse v(M) pour le mouvement ¢; de la particule ¥(t, M) —
dont la position a Uinstant t serait M — de £ considérée comme solidaire de S;.

Propriété 1.47 On peut identifier, par isomorphie, l’espace tangent en un point o la variété
primitive de configurations d’un corps d’un systéme mécanique a l’espace vectoriel des champs
équiprojectifs de l’espace. La vitesse gbf de ce corps a linstant t a pour image par cet isomorphisme
le torseur distributeur des vitesses de ce corps.

On a vu que la variété primitive de configurations V;’ d’un corps d’un systeme est le
groupe des déplacements de Pespace IR x SOs.

L’espace tangent a IR? x SO; en l'identité, TIdVi/ est la somme directe IR® @ Hs ot Hs
est I'espace vectoriel des endomorphismes antisymétriques de IR® lui-méme isomorphe
a lespace vectoriel des champs équiprojectifs de 'espace Eq(IF) par application :

Eq(IF) — IR®® H,
r — F ~
N — (X, A)
M — X+AANOM

0 —c b a
avec A= c 0 —a si A b
-b a 0 c
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De plus, le produit des déplacements étant différentiable, en tout point ¢ de IR® x SOs,
'espace tangent T},);" est isomorphe & l'espace tangent en l'identité TIdVi/-

En effet, si, pour ¢ € (R3 x SO3) fixé, on note oy le produit & gauche d’un déplacement
par ¢ :
op : IR*xS03 — IR®xS0;3
d — ¢od

alors [Tyq0¢ : T1qV' — TyV'] est bien un isomorphisme.

Concrétement & (X, A) de T1qV', Tyq04 associe (p(X), pA) dans TV’ o
La propriété 1.47 permet effectivement de calculer les caractéristiques du torseur cinématique d’un
corps.
Considérons un mouvement dont la trajectoire reste a I'intérieur du domaine de carte des angles

d’Euler ¢ : t — ¢t (a(t),y(t),2(t),#(+),0(t),8(t)) ol :
P (2 (0)w(1).2(0),(),0(),8(t) = [M — M|

— —
avec OM* = 7(a(t),y(t),2(t)) + p(w(t),0(t),8(t)) (OM)]

Dérivons, par rapport a t la matrice 4 x 4 de ce déplacement, on obtient une matrice assez encom-
brante mais qui peut s’écrire simplement™* :

0 —0' —cos(©)d’ sin(¥)©’ —sin(O) cos(¥)d’ x’

@’ tcos(©) D’ 0 — cos(¥)O' —sin(©) sin(¥)d’ y o

— sin(¥)O' +sin(0) cos(¥)d'  sin(O) sin(¥)P' +cos(¥)O’ 0 2z 0|1
0 1

Ainsi, la vitesse du corps sera donnée par le couple de IR® @ Hs de composantes :

' (t) cos(¥(t)O' (t) + sin(O(t)) sin(¥(t))P' (¢)
(| v@® || sin(@(t)@(t) —sin(O(t)) cos(¥(t)®'(t) |)
2'(t) '(t) + cos(O(1))D' (t)

—
et le torseur cinématique pour ce corps sera donné par M* —— v(O!) +w! A O' M" soit analytique-
ment, si a, b et ¢ sont les coordonnées de M° dans le repere Ry :

x(t) a x'(t) cos((£))O’ (£)+sin(O(t)) sin(F(£)) P’ (t) a
y(t) | + ol b — y'(t) | + | sin(@()o (t)—sin(O(t)) cos(@ ())&’ (t) | N Pl b
z(t) c Z'(t) ' (t)+cos(O (1)) P (t) c

Remarque 1.48 Dans la mesure ou la variété primitive de configurations d’un systeme de plu-
sieurs corps est le produit cartésien des variétés primitives de configurations de chacun de ces corps,
on peut facilement étendre la propriété 1.47 en énoncant que, pour chaque corps du systeme, la
composante de la vitesse du systeme correspondant a ce corps fournit le torseur cinématique de
ce corps.

*Tous les parameétres dépendant du temps, on n’écrira pas explicitement (¢) afin d’alléger les expressions ; et,
pour toute fonction f dépendant du temps t, f’ représentera sa dérivée par rapport a t

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



50 PRELIMINAIRES MECANIQUES

torseurs cinétique et dynamique, centre et opérateur d’inertie, énergie cinétique

Pour étudier la dynamique d’un systéeme mécanique, on est amené a introduire la notion de masse.

La mécanique classique — non relativiste — postule I'existence d’une densité de masse dyu en toute
particule des corps étudiés et 'invariance de cette masse au cours du temps.

La masse du systéme est obtenu a partir de cette densité par :

u(S) = /mesd”

Définition 1.49 Le centre d’inertie d’un corps rigide S est défini comme la particule g de ce
corps telle que :

/ gimdy = 0 (1.3.L.iii)
meS

Remarque 1.50 Si I'on consideére un corps non rigide, ou si I’on considére un systéme composé
de plusieurs corps, le centre d’inertie dépend de la configuration du systeme. Ce n’est donc plus
une notion liée a une particule mais & une position et il varie donc au cours du temps. C’est le
point G défini par :

——
/ G'M'du =0 (1.3.1.iv)
Mtest
ou du représente cette fois une densité de masse induite sur les points a partir des particules dont
ils sont les positions.
La formulel.3.1.iv entraine, par dérivation immédiate :
p(Sp@) = [ w0 e @) = [ s
MteSt MteSt

et conduit a définir les torseurs cinétique et dynamique.

Définition 1.51 On appelle torseur cinétique (resp. dynamique) d’un corps S & un instant t le
torseur qui a pour moment en tout point M? :

— R
/ M'P' A v(PY)dp (resp./ M'P A W(Pt)d,u)
Ptest Ptest

ce torseur a alors pour somme géométrique p(S)v(G*) (resp. p(S)y(G?)).

Ainsi, le torseur cinétique a pour éléments de réduction la quantité de mouvement du systeme et,
en chaque point, son moment cinétique par rapport a ce point.

De méme, le torseur dynamique a pour éléments de réduction la quantité d’accélération du systeme
et, en chaque point, son moment dynamique par rapport & ce point.

On a les relations suivantes entre résultantes et moments des torseurs cinématiques et dynamiques :
d t t
= ((S)P(E)) = p(S)(G") (1.3.1.v)
—_— d —_—
/ M'P* A~y (PYdp = — (/ M'P! A v(Pt)du) + u(S)v(M*) Av(GY) (1.3.1.vi)
Ptest dt Ptest

Lors des calculs, on essaiera de se placer dans I'un des cas ol la formule (1.3.1.vi) se simplifie,
notamment :
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- si o(M") = 0, ce qui arrive pour M* = O} lorsque 'on écrit les torseurs cinétiques et
dynamiques dans un repere lié au corps en mouvement ; alors (1.3.1.vi) s’écrit :

—_ d —_
/ OLP' Ny (PYYdp = — (/ OLP! A v(Pt)du> (1.3.1.vii)
Ptest dt Ptest
- pour M' = G' — d’ott v(M") = v(G") — alors (1.3.1.vi) s’écrit :
—_ d —
/ G'P' Ay(PYdp = — </ G'P' A v(Pt)du> (1.3.1.viii)
Ptest dt Ptest

Remarque 1.52 La définition 1.51 s’étend naturellement aux systemes de plusieurs corps rigides
et en particulier aux mécanismes. Il est néanmoins prudent, dans ce cas, de conserver a l'esprit
que la notion de centre d’inertie n’est alors pas rattachée a une particule.

Définition 1.53 On appelle énergie cinétique a linstant t d’un systéme S de corps rigides en
mouvement le scalaire K(S,t) défini par :

=5 ([ o) )

Pour calculer explicitement le moment cinétique d’un corps par rapport & un point M?, on est
parfois amené a ’exprimer sous la forme :

_— _— —_—
/ M'P* Ao(PYdy = / M'P A (v(o;?) + wl A Of-Pt) du
Ptest Ptest

w(S)YM'G* Av(OF) + M'OE A (M(S)wf A OfGt) (1.3.1.ix)
— —
s ot (w§ A ogpt) au
pPteSt

C’est pourquoi, on définit en tout point de IF un opérateur linéaire dépendant du corps considéré
comme suit :

Définition 1.54 On appelle opérateur d’inertie du corps S en un point M? Uapplication linéaire
I(S, M?) qui a tout vecteur i fait correspondre I(S, M*)i défini par :

I(S, M")i = /

_— _—
M!'Pt A (aA MtPt) du
pPteSt

Remarque 1.55 Si on exprime cet opérateur a I'aide de sa matrice dans une base liée au corps
considéré, cette matrice ne dépend pas du temps, mais est caractéristique de la particule m de ce
corps, on la note I(S,m) et elle a pour expression (indépendamment de t) :

/PteSt ((ypt)2 + (th)Q) an _/ptest (o yes ) _/Pfest (pe)(zpt)dp

/PYES" (@pe)(ype)dp /Ptest ((zpz)2 + (th>2) du /Ptest (ypi)(zp )dp

- Ptest(wpt)(th)du - Ptest(ypt)(zpt)du /Ptest ((:cpt)2 + (ypt)Q) dy

Le moment cinétique au centre d’inertie du corps considéré s’exprime de fagon particulierement
simple, & partir de la formule (1.3.1.ix), si 'origine du repeére R; est choisie au centre d’inertie :

—_
/ G'P' Nv(PYdp = I(S,G"w! (1.3.1.x)
ptest
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torseurs des efforts extérieurs

Un des principes de la dynamique est que la somme des efforts exercés par un systéme mécanique
sur un autre systeme mécanique est un torseur qui a tout point du systéeme sur lequel s’exerce ces
efforts associe un vecteur de ’espace représentant une force.

On modélise classiquement ces efforts au travers de lois physiques faisant intervenir des densités
de forces — par exemple le champ gravitationnel — des densités de couples — par exemple un champ
electro-magnétique — et des torseurs d’efforts concentrés — pour des actions ponctuelles.

On appelle torseur des efforts extérieurs’ du systeme mécanique S le torseur représentant les efforts
exercés sur ce systeme dont il est nécessaire de tenir compte dans le schéma d’étude physique choisi.

1.3.2 les méthodes de la mécanique classique

On va présenter ci-dessous les deux principales méthodes en mécanique classique, qui proviennent
- I'une de l'application de la loi fondamentale de la dynamique,
- l'autre de I'introduction en tout point du mécanisme de forces et de couples d’inertie.

La premieére méthode est historiquement attribuée & Newton [Newton, 1687] méme si le théoréme
du moment cinétique, que I'on considerera comme partie intégrante de la loi fondamentale, ne
peut s’en déduire effectivement qu’en assumant 'hypothese que les efforts de réactions entre deux
corps ont méme ligne d’action, et est considéré, dans le cas général comme un postulat d’Euler.

La deuxiéme méthode dérive des travaux de d’Alembert [D’Alembert, 1743] bien qu’elle ne fasse
pas intervenir explicitement le principe des travaux virtuels que I’on désigne habituellement comme
principe de d’Alembert.

la Loi fondamentale de la Dynamique — Newton-Euler

Il s’agit d’appliquer au systeme considéré la Loi fondamentale de la Dynamique qui exprime
I’égalité des éléments de réduction du torseur dynamique et du torseur des forces extérieures a
tout instant au cours du mouvement.

C’est & dire, en ce qui concerne la résultante, le théoréme du centre d’inertie (ou seconde loi de
Newton) :

La somme des forces extérieures est égale au produit de sa masse totale par ’accéléra-
tion de son centre d’inertie.

Fe = iSp(E) = [ (0 (1.3.2.)

et, en ce qui concerne les moments, le théoreme du moment dynamique :

_—
Cent (S, M") = / M'P' A ~y(PYdp
pPtest

qui devient, si on I’écrit en un point fixe ou en G?, le théoréme du moment cinétique (ou postulat
d’Euler) :

TOn notera Foz:(S) sa resultante et Cyt (S, M) son moment au point M, voire F et Cj si aucune ambiguité
n’est possible
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Au centre d’inertie du systéme, la dérivée du moment cinétique est égale au moment
des forces extérieures.

Cext(S,G") = % (/P . G'P' A U(Pt)du) (1.3.2.ii)
te t

On obtient ainsi six équations différentielles du second ordre qui sont indépendantes et permettent
donc de déterminer — au moins numériquement — six parametres qui décrivent le systeme en
fonction de t.

Or, des que le systeme est constitué d’au moins deux corps, on a vu que six parametres ne suffisent
pas pour décrire les configurations des différents corps.

Pour obtenir des équations supplémentaires, on est contraint d’appliquer de nouveau la loi fonda-
mentale a des sous-systemes considérés comme libres.

Dans ce cas, les quantités inconnues qui interviennent dans les équations sont, non seulement les
configurations des différents corps mais aussi les réactions entre certains de ces corps qui, bien
qu’internes au systeme, sont extérieures au sous-systeme considéré.

Sur ces réactions, le principe de laction et de la réaction (ou troisieme loi de Newton) fournit les
renseignements suivants :

Si on note F;; I'action du corps S; sur le corps S;, on sait seulement que Fj; + Fj; = 0.

On est donc amené a appliquer la loi fondamentale a des sous-systemes de fagon surabondante
pour pouvoir éliminer, a I'intérieur de I'’ensemble des équations, les variables correspondant aux
réactions inconnues.

les équations de d’Alembert

Par antagonie avec 'approche de Newton, d’Alembert considere la notion de force comme une
“causalité motrice” plutot que comme une grandeur concrete. Il privilégie donc une représentation
fonctionnelle des forces, ce qui aboutit a une forme différentielle au lieu d’intégrale des équations
du mouvement.

Plus clairement, si Newton a établi que I'accélération du centre d’inertie d’un systeéme est propor-
tionnelle a la somme des forces extérieures qui s’appliquent sur ce systeme, d’Alembert démontre
lui que 'accélération de chaque particule du systeme est proportionnelle aux forces, externes et
internes, qui agissent sur cette particule.

Ainsi, d’Alembert établit, apres avoir introduit en chaque particule m du systeéme une force
d’inertie (—du y(M?)), que les sommes des forces et des moments des forces sont nulles en n’importe
quelle particule du systeme :

YM' € S, dFey —y(M")dp =0 (1.3.2.ii)

On ne va néanmois pas utiliser ce principe sous cette forme différentielle, mais en l'intégrant sur
un des corps du mécanisme considéré et non sur tout le mécanisme.

Ainsi, sachant que I'on peut représenter I’ensemble des forces d’inertie qui s’appliquent & un corps
rigide par un couple et une force appliquée au centre d’inertie de ce corps, on va étre amené,
une fois encore, a écrire et a dériver des expressions de vitesse comme précédemment, mais en un
des centres d’inertie des corps du systeme que l'on essayera de choisir de maniere a simplifier les
calculs.

On écrira donc
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- que la somme des forces — forces extérieures et force d’inertie — s’exercant sur le systeme est
nulle :

Z (Fea:t + Finert) =0
S

- que la somme des moments des forces — forces extérieures et force d’inertie — en n’importe
quel point M? du systéme est nulle :

Z (CEzt(Sa Mt) + Oinert (8’ Mt)) =0
S

Ce sont ces équations que l'on désignera par principe de d’Alembert contrairement & I’habitude de
la littérature qui désigne sous ce nom le principe des travaux virtuels — dans le cas des mécanismes,
ce dernier se réduit & ces équations (voir [Kane et Levinson, 1980]).

Par rapport a la méthode exposée plus haut, on n’est donc pas obligé de localiser le centre d’inertie
global du mécanisme et la différence se compose essentiellement du choix supplémentaire a faire
lors de I’établissement des équations — en quel corps appliquer le principe ? — qui conduit & une
réduction de la complexité des calculs a exécuter si ce corp est bien choisi.

On obtient, bien entendu, de nouveau seulement six équations différentielles du mouvement, et
on est donc la aussi amené a réappliquer cette méthode a des sous-systemes pour obtenir des
équations différentielles supplémentaires, et a le faire de fagon surabondante puisque ces équations
font elles aussi intervenir des efforts de réactions entre les corps qu’il faudra éliminer.

On pourra, bien entendu, choisir la encore en quels points des sous-systéemes on écrira que la
somme des moments des forces s’annulle.

1.3.3 les méthodes de la mécanique analytique

Les travaux de Lagrange [Lagrange, 1788], & la fin du 18&me siécle, puis les travaux de Hamilton
[Hamilton, 1835], au début du 19eéme se sont appuyés sur le principe de d’Alembert et sur les
recherches de Maupertuis pour jeter les bases de la mécanique analytique. Ils se sont développés
autour de deux notions fondamentales :

- celle de déplacement virtuel infiniment petit associée au principe de moindre action — le
mouvement réel d’'un systéeme apparait comme un mouvement privilégié, celui qui dépense
le moins d’énergie, dans ’ensemble de tous ses mouvements possibles —

- celle d’espace de configurations, qui ramene 1’étude d’un systeme a I’étude d’un nombre
restreint de parametres indépendants et permet de séparer I’étude dynamique de 1’étude
cinématique du mouvement d’un systeme.

C’est depuis Lagrange que ’on s’accorde a considérer la mécanique comme une science théorique
et abstraite, branche a part entiere de ’analyse mathématique.

De nombreuses méthodes de mise en équation ont, depuis, étés développées, qui different entre
elles essentiellement par le formalisme choisi — la nature de I’espace de configurations et la maniere
dont on le représente — et par les grandeurs a calculer pour obtenir les équations différentielles du
mouvement — énergie cinétique, Hamiltonien, fonction de Gibbs, ...

On va en présenter quelques-unes ci-dessous.

les équations de Lagrange

On utilise précisément la notion de configuration d’un systéme introduite au paragraphe (§1.1) :
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Un point d’un espace de dimension 6n — pour un systeme de n corps — isomorphe, mo-
dulo le choix d’'une configuration de référence, i (Is™ (IE))" ot (Ist (IE)) est Pensemble
des déplacements de ’espace affine de dimension 3.

En prenant en compte les liaisons holonomes du mécanisme étudié — que ’on suppose a structure
arborescente — on définit comme une variété différentielle ’ensemble de ses configurations admis-
sibles (cf. §1.2). On fait le choix d’un jeu de coordonnées généralisées, c’est & dire d’un certain
nombre de parameétres indépendants ¢; (autant que le degré de liberté) représentant une carte de
la variété de configurations.

Les équations de la dynamique s’établissent en écrivant que, lors de n’importe quel mouvement
virtuel compatible avec les liaisons du systeme, la puissance des quantités d’accélération est égale
a la puissance des efforts connus s’exercant sur le mécanisme — principe des puissances virtuelles.

Le théoreme dit de Lagrange relie les quantités de mouvement et d’accélération a I’énergie cinétique
K du systeme, les équations différentielles du mouvement s’écrivent ainsi :

d (OK\ 0K .
a4 <a_qi> -G (1.3.3.0)

ol les Q; sont les composantes généralisées des forces connues.

Il s’agit donc de calculer, a partir des parametres g; et ¢; (: ’fgj ) , expression de I’énergie cinétique

du systeme :

K=1/2 US [U(M)]Qdm] (1.3.3.i)

L’avantage considérable de cette méthode est de ne pas nécessiter I'introduction puis I’élimination
de parametres représentant les réactions internes inconnues mais ceci n’est vrai que si ’on connait,
a priori, le degré de liberté du mécanisme et un jeu de parametres indépendants pour le décrire.

Par contre, I’établissement des équations est en général beaucoup plus coliteux que dans les méth-
odes précédentes et nécessite plusieurs dérivations.

les équations de Lagrange avec multiplicateurs

Comme on vient de le voir, ’établissement des équations de Lagrange nécessite le choix préalable
d’un jeu de coordonnées généralisées. Ce choix n’est pas toujours faisable, notamment dans les
deux cas suivants :

- si les liaisons intervenant dans les mécanismes étudiés ne sont pas holonomes (i.e. contraig-
nent non seulement les positions mais aussi les vitesses), — voir (§1.1.4)

- si 'on ne connalt pas, a priori, le degré de liberté des mécanismes étudiés — notamment dans
le cas de structures bouclées complexes.

Pour étudier ces cas, on est amené alors a utiliser des jeux de coordonnées généralisées contenant
des parametres surabondants qui satisfont des relations complémentaires de la forme :

file.d) = Aji(@)di =0 pour j=1...p (1.3.3.iii)

ce qui revient, d’une part, & ne tenir compte que de certaines liaisons pour définir la variété d’étude
et introduire les ¢;, d’autre part, a exprimer effectivement les liaisons, dont on n’a pas tenu compte,
par les équations ci-dessus.
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On doit ensuite introduire , en nombre égal, des inconnues complémentaires Ai, Ag, ..., Ap - ap-
pelées multiplicateurs de Lagrange. Les équations s’établissent alors comme au paragraphe précé-
dent :

d (0T oT

— = |- =Q; ANjAji 1.3.3.iv

dt (8%) 9q; Ql—’—zj: s ( )

le terme ; AjAji représentant la puissance des efforts (inconnus) des liaisons dont on n’a pas
tenu compte dans la définition du paramétrage.

On obtient ainsi un systeme d’équations algébro-différentielles. L’intérét de cette méthode, en
dehors du fait qu’elle n’oblige pas a effectuer de choix préalable de coordonnées, est manifeste si
I’on possede de bons outils d’intégration de tels systeme. Sinon, il faut éliminer les multiplicateurs,
ce qui, formellement revient & expliciter les relations entre les colonnes de la matrice A, processus
qui s’avere tres coutetix dans le cas général.

Un autre intérét de cette méthode est de fournir des renseignements sur les réactions internes au
mécanisme lorsque 'on calcule effectivement les multiplicateurs.

les équations de Hamilton

La volonté de Hamilton de vouloir unifier les différentes sciences en dégageant en mécanique un
principe variationnel comme il existait déja en optique, I’a conduit a travailler non pas sur ’espace
de configurations des mécanismes, mais sur leur espace de phases (configuration et vitesse). C’est
pourquoi, dans le formalisme hamiltonien, on introduit comme parametres supplémentaires les
moments conjugués p; = IK/0q;.

L’établissement des équations de Hamilton est facilement réalisable lorsque les efforts extérieurs
s’appliquant au systeme dérivent d’un potentiel. Dans ce cas la, on définit le Lagrangien L du
systeme comme la différence entre son énergie cinétique et le potentiel en question et les équations

de Lagrange s’écrivent alors :
d (0L oL
- _ =0 1.3.3.
dt <6ql> aqi ( V)

Le Hamiltonien du systéme H est alors défini par :
H=> pigi— L (1.3.3.vi)

la fonction qui a L fait correspondre H est appelée transformation de Legendre.

Les équations du mouvement s’écrivent, & partir de (1.3.3.v) et en différenciant (1.3.3.vi) :

OH _ dg; ot OH _ dp;
Gpi N dt aqi N dt

(1.3.3.vii)

Pour former les équations du mouvement, on est ainsi amener a exprimer successivement :
- I'énergie cinétique du systeme en fonction des g;
- les p; en fonction des g; et des ¢;
- les ¢; en fonction des p; et des ¢; (ce qui revient & inverser la transformation de Legendre)

Si 'avantage de cette méthode est de fournir des équations différentielles du premier ordre, il est
clair que son principal obstacle réside dans 'inversion formelle de la transformation de Legendre
qui s’avere tres coliteuse voire impossible.
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les équations de Boltzmann-Hamel

On peut présenter le formalisme de Boltzmann-Hamel comme un raffinement (ou une exten-
sion) du formalisme Lagrangien. C’est d’ailleurs ainsi que ces auteurs ont présentés leurs travaux
[Boltzmann, 1902] [Hamel, 1904] au début du siecle.

L’idée de Boltzmann et de Hamel consiste a travailler avec les coordonnées généralisées ainsi
qu’avec des parametres supplémentaires — parfois appelés quasi-coordonnées de Lagrange — tels
que les mesures des vitesses ou des vitesses angulaires.

Ainsi, on introduit les parametres supplémentaires u; reliés aux g; par :

up =Y g et 4= By (1.3.3.viii)

i J
Il s’agit alors d’écrire T en fonction des u; et des g; ce qui conduit & définir les variables intermé-
diaires €; et §; comme :
oT oT
€ = et 0; = i | =— 1.3.3.ix
= =T () (133.x)

il ne reste plus qu’a former les équations, par substitution dans les équations de Lagrange, ce qui

donne :
G+ ZZ%’J'W’CEJ =0 = Zﬂji@j (1.3.3.x)
j k j

avec :

oo Oag
VZ]kZZﬂmﬂsk< Oéj* 60:1])

9qs

Sauf dans quelques cas tres particuliers, les équations obtenues ne sont pas de forme plus agréable
que celles de Lagrange. Il est, en dehors de ces cas, tout a fait inintéressant d’utiliser cette méthode
dans la mesure ou elle nécessite, pour n coordonnées de départ, 'introduction et le calcul de
n3 4 2n? 4 n variables supplémentaires.

les équations de Gibbs

Le formalisme de Gibbs [Gibbs, 1879] ressemble fortement au formalisme précédent puisqu’il utilise
les mémes parametres et conduit & calculer les mémes variables intermédiaires 3;;. Cependant
Pétablissement des équations est subordonné au calcul de la fonction (dite de Gibbs) faisant
intervenir les accélérations inertielles des points de vitesse u; :

1 , .
G= 3 Zmiai (1.3.3.xi)

et il n’est donc plus nécessaire d’établir I’expression de I’énergie cinétique ce qui évite I'introduction
des §;, ¢; et ;.. Les équations s’écrivent :
) J

aul Z 3;iQ; (1.3.3.xii)

Ce formalisme est, parmi les formalismes dérivés de l'approche Lagrangienne celui qui permet
d’obtenir les équations du mouvement avec le moins d’effort et qui débouche sur la forme la
plus simple de ces équations. Son principal inconvénient, qui est commun avec les précédents
formalismes, a I’exception de celui de Lagrange avec multiplicateurs, est qu’il nécessite de connaitre
a I’avance le nombre de degrés de liberté du mécanisme étudié.
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1.3.4 les méthodes “contemporaines”

Avec lavénement des outils informatiques de calcul formel, des équipes de mécaniciens se sont
récemment intéressées a la génération automatique des équations et ont utilisés des formalismes
qui leurs sont propres a partir des formalismes existants.

On peut notamment citer les équipes des :

- Pr Wittenburg & I’Université de Karlsruhe qui ont développé un logiciel basé sur les méthodes
de Newton utilisant aussi le principe de D’Alembert pour traiter les cas bouclés — voir
[Wittenburg, 1977],

- Pr Kane a I’Université de Stanford qui ont introduit un formalisme original implanté dans
divers logiciels — voir [Kane, 1978],

- Pr Chevallier a I’Ecole Nationale des Ponts et Chaussées qui, dans la continuité des travaux
d’Arnold [Arnold, 1976], ont étudié 'utilisation de groupes de Lie pour la modélisation des
mécanismes [Chevallier et Helmer, 1984] — voir aussi [Chevallier, 1984].

On va présenter ci-dessous les deux derniers formalismes.

formalisme de Kane

L’originalité du formalisme de Kane, qui s’applique & tout mécanisme que 'on peut caractériser
par un jeu de coordonnées généralisées - et donc dont on connait le nombre de degrés de liberté -
tient dans I'introduction de nouvelles grandeurs appelées vitesses partielles.

Comme dans le formalisme de Boltzmann-Hamel, on utilise les u;, mesures des vitesses et des
vitesses angulaires. On se place dans le cas ol 'expression des u; en fonction des ¢; et des ¢;
permet d’exprimer la vitesse angulaire de chaque corps et la vitesse de n’importe quel point du
mécanisme étudié, comme une combinaison linéaire des u; & coefficients vectoriels (3 x 1). Ces
coefficients sont les vitesses partielles qui servent de base a 1’établissement des équations. On note
ainsi vf 7 le vecteur coefficient de u; dans l'expression de la vitesse de la particule P; :

P; P;
J = .
vl = g U;v;
i

Les équations s’obtiennent alors en écrivant que la somme des forces généralisées et des forces

d’inertie généralisées est nulle soit :
K;,+K =0 (1.3.4.0)

avec :
. P; _ P; .
K, = E (v;?.F}) et K; = E (v;7.(—mja,)) (1.3.4.ii)
J J
Ce formalisme est tres performant, aussi bien au niveau du travail nécessaire pour établir les
équations qu’au niveau de la forme de ces équations. Mais ces performances dépendent beaucoup
du choix préliminaire des u;, et, une fois de plus, il est nécessaire de connaitre & ’avance le nombre
de degrés de liberté du systeme mécanique étudié. Les logiciels qui utilisent ce formalisme se sont
donc restreint au traitement des cas de mécanismes a structure arborescente et dont les liaisons
font parties d’un “catalogue de liaisons-type”.

théorie des groupes de Lie

Le formalisme développé a partir de cette théorie est radicalement différent des précédents, il est
basé sur les trois principes suivants :
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- utiliser la géométrie différentielle intrinseque pour décrire les positions des solides indépen-
damment de tout choix de coordonnées,

- étudier, dans ce cadre, les propriétés géométriques des liaisons et la cinématique des méca-
nismes,

- et exprimer, toujours dans ce cadre, la cinétique et la théorie de 'inertie du solide rigide.

L’idée fondamentale est donc de décrire la position s d’un solide par un point d’un ensemble S
homogene sur lequel agit le groupe des déplacements de ’espace et donc muni d’une structure de
groupe de Lie. On caractérise alors la vitesse d’un solide par un élément v(t) de l'algebre de Lie
du groupe des déplacements 0 avec :

§(t) = Ly (v(t).7) (1.3.4.iii)

ol Lg(t) : TS — TS est I'application linéaire tangeante & Lo : S — S,s +— A.s (A € IsT(IE)).
L’ensemble des déplacements relatifs possibles d’un solide, par rapport a un autre solide auquel il
est relié, est représenté (sous certaines hypothéses) comme un sous groupe de Is™ (IF).

Les concepts de masse, de tenseur d’inertie et de centre d’inertie laissent la place a un opérateur
hexadimentionnel H : 9 — 0.

Les équations de la dynamique s’écrivent alors, pour un systéme constitué de n corps :

$p=LY%, (vpr)pour k=1,...,n (1.3.4.iv)

H (o) + [vn, Hy(vr)] = Fi(s,5,1) + Y (Rar(s, 5) + Nix(t)) (1.3.4.v)
i#k

relations d’orthogonalité diverses sur les Ny (t) (1.3.4.vi)

les R;j;, représentent les efforts internes connus (moteurs, raideurs, frottements,...) tandis que les
Ny, représentent les efforts de liaisons inconnus, les relations (1.3.4.vi) dépendent de la nature des
liaisons.

Il ne reste plus qu’a choisir un jeu de coordonnées et a écrire les équations précédentes en fonction
de ces coordonnées.

L’intérét de ce formalisme est qu’il permet de réaliser ’essentiel des calculs avant de choisir le jeu
de coordonnées - mais ce choix est incontournable. Dans I'optique d’un traitement automatique,
ce formalisme est particulierement agréable et performant a condition d’avoir implanté dans un
systeme de calcul formel la manipulation d’objets caractéristiques des groupes de Lie et leurs
propriétés, notamment le crochet de Lie et les opérations B et C de 0 x 0 dans 0 définies par :

BX,)Y)=[X,H(Y)] e CX,Y)=[X,HY)]+[Y,HX)|+H(X,Y])

tres utiles dans ’écriture des équations.

pour conclure

De ces préliminaires mécaniques, et pour la suite de cette étude, il faudra retenir essentiellement
les points suivants :

i. Parmi les systemes d’objets mécaniques dont on peut étre amené a modéliser le comporte-
ment dynamique, on considérera — et on désignera par mécanismes — seulement ceux qui sont
constitués par des corps rigides reliés entre eux par des articulations possédant des propriétés
particulieres — liaisons holonomes régulieres.
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ii.

iii.

iv.

PRELIMINAIRES MECANIQUES

Le mouvement d’un systeme de corps rigides articulés, et donc plus particulierement din
mécanisme, se modélise par la donnée, a chaque instant, de sa configuration, que 1'on peut
considérer comme constituée d’autant de déplacements de I’espace que le mécanisme contient
de corps.

L’étude du mouvement d’un mécanisme se décompose en deux étapes, a savoir :

- la détermination, a partir de sa nature physique — structure et type des articulations —
de I'ensemble des configurations admissibles, et la paramétrisation de cet ensemble,

- Pécriture d’équations différentielles, a partir des caractéristiques dynamiques du mé-
canisme, gouvernant ces parametres.

La détermination de I’ensemble des configurations admissibles d’'un mécanisme est aisée
lorsque la structure de ce mécanisme est arborescente : dans ce cas, cet ensemble est une
variété différentielle réelle dont on connait la dimension.

On dispose, pour ’écriture des équations différentielles du mouvement, de différentes méth-
odes associées a différents formalismes basés sur les théoremes généraux de la mécanique
classique ou de la mécanique analytique.
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Chapitre 2

approche formelle : un exemple

On va maintenant appliquer certaines des méthodes de génération des équations de la dynamique
vues au chapitre précédent a un exemple simple mais non trivial : la modélisation du mouvement
d’un satellite transportant une antenne.

Plus précisément, pour ce mécanisme, on va établir les équations de Newton-Euler, de d’Alembert,
de Lagrange — sans multiplicateurs —, de Hamilton et de Kane.

On pourra ainsi non seulement expliciter ces méthodes, mais surtout les étudier au niveau de la
possibilité de les automatiser, de la quantité de travail que demande 1’élaboration des équations
et de la taille des expressions obtenues.

Tous les calculs de ce chapitre ont été réalisés avec le systeme de calcul formel MAPLE que 'on
présente brievement ci-dessous.

On trouvera le code et les résultats de calcul dans Pannexe (§A).

MAPLE est un logiciel écrit en C a 'université de Waterloo qui permet de manipuler
des objets symboliques.

Pour I'utilisateur, il se présente comme un programme interactif, qui lit des commandes,
les exécute et rend leurs résultats.

Les commandes de MAPLE s’écrivent dans une syntaxe naturelle & partir :

- d’un certain nombre d’opérateurs qui permettent de définir des expressions ma-
thématiques — addition, multiplication, sommation, différentiation, intégration,

- d’'un certain nombre de déclarations qui permettent de représenter des objets
mathématiques — vecteurs, matrices, applications, ensembles, . ..

- et d'un grand nombre de fonctions qui forment la bibliotheque du systeme et
qui permettent de manipuler ces expressions et ces objets — développement, fac-
torisation, simplification, substitution, calcul de dérivées, d’intégrales, résolution
d’équations, . . .— ces fonctions représentant toute la “connaissance” mathématique
du systeme.

L’utilisateur de MAPLE dispose, de plus, d’un langage de programmation spécifique
ressemblant au langage PASCAL qui permet d’écrire des procédures, en utilisant di-
verses structures de données — tableaux, listes, ensembles, ...— et en faisant appel a
des structures de controles classiques — instructions conditionnelles, boucles, ...

Dans la mesure ou la riche bibliotheque d’algorithmes mathématiques de MAPLE
est elle-méme écrite dans ce langage de programmation, il est facile pour 'utilisateur
d’avoir acces a ces algorithmes et de les modifier si le besoin s’en fait sentir.

Enfin MAPLE posseéde des interfaces particulierement agréable, du point de vue :
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- de la mise en forme des résultats a ’écran — a ’aide d’un pretty-printer paramé-
trable,

- du graphique, notamment pour le tracé de courbes et de surfaces,
- de la génération de codes d’autres langages

— soit pour I’écriture de formules — génération de TEX et de INTRX,

— soit pour I’écriture de code de calcul — génération de FORTRAN et de C.
On essaiera de dégager, dans les exemples qui suivent, quelques techniques de base de I'utilisation
et de la programmation de MAPLE.

Dans un premier temps, il est nécessaire de décrire le systeme mécanique auquel I’on va s’intéresser.

2.1 description du systeme étudié

Le systéme S que 1’on considére — voir figure (2.1) — est constitué de quatre corps S1, Sz, S3 et Sy
a savoir :

- &1 un satellite de forme cylindrique,

- 83 la partie primaire d’un bras articulé, en forme de tige, reliée au satellite par une articu-
lation rotoide, dont 1’axe est contenu dans le plan d’une face du satellite,

- 83 la partie secondaire du méme bras, qui coulisse sur la partie primaire en formant une
articulation prismatique d’axe porté par le bras,

- 84 un réflecteur parabolique que ’on assimilera en fait a un disque relié a la partie secondaire
u br n dépor n centre d’inerti r une articulation rotol X nfondu avi
du bras, en déport de son centre d’inertie, pa e articulation rotoide, d’axe confondu avec
I’axe du bras.

figure 2.1 : le satellite

Les deux parties du bras sont supposées de masses négligeables. En revanche, on note p; et g
les masses respectives du satellite et du réflecteur, g1 et g4 leurs centres d’inertie et Z; 'opérateur
d’inertie de 81 — toute la masse du reflecteur sera supposée concentrée en son centre.

On se propose d’étudier le mouvement de ce systéme relativement & un repere Galiléen R d’origine
O et de vecteurs unitaires i, j et k.
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On associe au satellite un repére R1 d’origine o1 (= g1) et dont les vecteurs unitaires i1, j1 et kq
sont portés par ses axes principaux d’inertie — i.e. dans ce repere la matrice de I'opérateur d’inertie,
I, est diagonale :

L. 0 0
L=| 0 L, 0
0 0 I

La particule du satellite ol le bras est articulé est notée m;2, et a pour coordonnées (0, 0, z12) dans
le repere R,. L’axe de cette articulation a pour direction la droite vectorielle engendrée par ;.

On appelle ms; la particule du corps Sy au point d’articulation avec le corps S;. Le repere Ro
associé & cette partie du bras a pour origine oy (= ma1) et est constitué des vecteurs unitaires io
(= 41), jo orienté selon 'axe du corps et ko tel que (i2, j2, k2) forment un triedre direct. A chaque
instant ¢, Uangle k%, k% est repéré par ©15(t).

R3, repéere solidaire du corps Ss a les mémes vecteurs unitaires que R et a son origine o3 en may,
point d’articulation entre la partie mobile du bras et le réflecteur. A tout instant ¢, le point M,
position de la particule msq4, a pour coordonnées (0, Ya3(t),0) dans R.

La particule du réflecteur, point d’articulation avec le bras est my3. Dans le repere R4, g4, le centre
d’inertie du réflecteur a pour coordonnées (0,0, z34).

Le point mys est aussi lorigine o4 du repere Ry associé au corps Sy4. Ce repére a pour vecteurs
unitaires iy, ja, et ks tels que j4 = js et que i) et k) soient respectivement images de % et de k
par la rotation autour de j} d’angle ©34(t) & tout instant ¢.

Tous ces reperes sont représentés sur la figure 2.2.

=
' ’

figure 2.2 : Rq, Ro, R3 et Ry

La présence de ressorts et d’amortisseurs aux articulations entre Sy et Ss, entre Ss et S3 et entre Sg
et Sy est modélisée par des torseurs d’efforts s’exercant sur Sy, sur S3 et sur Sy dont les éléments
de réduction sont connus sous la forme d’un couple de moment C12(012, 912).i2 s’appliquant sur
83, d’une force de direction js et de module Fag(Yas, Ygg) s’appliquant en ms4 et d’un couple de
moment Cs4(O3y4, 934).@'4 s’appliquant sur Sy.
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Les efforts extérieurs s’exercant sur le systéme sont de deux types :
- les efforts s’exercant sur S; représentés par une force Fig.i1 + Fiy.J1 + Fi..k1 s’appliquant
en gi et un couple Clz-il + Cly-jl + Clz-kl,
- les efforts s’exercant sur S représentés par une force Fu,.i1 + Fuy.j1 + Fua..k1 s’appliquant
en g4.
Pour établir les équations du mouvement de & on est d’abord amené a exprimer différentes
grandeurs cinétiques et donc a choisir un moyen de paramétrer les configurations de ce systeme.

Une rapide analyse mécanique montre que ce systeme possede un degré de liberté égal a neuf — le
satellite est libre dans I'espace, et chacune des trois liaisons avec les trois autres corps possede un
degré de contrainte égal a cinq — et conduit a choisir neuf parametres ¢1, g2, q3, q4, g5, g6, 7, qs,
@9 pour le décrire.
On choisira, par exemple, ces parametres tels que :
- q1, 2, q3 soient les trois angles de Bryant décrivant l'orientation de R! — image de Rq a
Iinstant ¢t — par rapport a R,
- q4, g5, g6 soient les trois coordonnées du point Of — position de la particule o; & I'instant ¢
— dans le repere R,
- g7 soit 'angle ©15 donnant l'orientation — on en déduira la position — du corps Sa,
- ¢g soit la longueur Y33 donnant la position — on déduira de ©15 l'orientation — du corps Ss,
- @9 soit 'angle O34 donnant l'orientation — on en déduira la position — du corps Sy.
On peut alors, en fonction de ces parametres, exprimer les positions et les orientations des repéres
liés a chacun des corps du systeme.

Ainsi, on note p! (resp. pl,y, phs, phy) la matrice de la rotation associée au déplacement qui
transforme R en R! ( resp. RY en RS, R en R}, R, en R}) — qui est aussi la matrice de passage
de la base associée & R! dans la base associée & R (et respectivement) —, on a* :

cos(gz) cos(q3) — cos(qz) sin(gs) sin(g2)
p1 = sin(q1) sin(q2) cos(gs)+cos(q1) sin(gs) ~ —sin(q1) sin(gz2) sin(gs)+cos(q1) cos(gs)  —sin(q1)cos(q2) | >
— cos(q1) sin(gz) cos(gs)+sin(q1) sin(gs)  cos(q1) sin(gz) sin(gs)+sin(q1) cos(gs)  cos(q1) cos(gz)
1 0 0 100 cos(qe) 0 sin(qo)
Pla=1 0 cos(qgr) —sin(gr) |, Phs=1] 0 1 0 | etphy = 0 1 0
0 sin(g7)  cos(gr) 0 0 1 —sin(gg) 0 cos(qg)

Alors, d’apres ce qui précede, les vecteurs OO}, OO, OL0%, OLGY ont pour coordonnées dans le
repere R :

q4 0 0 0

7 t ALt t AL <t <t t AL ot ot
001 = | ¢ 0105 = p; 0 0503 = p1p12 | qs 043Gy = p1p12P54 0
s z12 0 Z34

Pour simplifier ’écriture des grandeurs cinématiques, on sera parfois amené a utiliser des para-
metres cinématiques, ainsi :

*I’indice * indique que ces matrices dépendent explicitement du temps et permet d’écrire seulement g; & la place
de q;(t) pour i =1,2,...,9
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- la vitesse du corps S par rapport & R sera représentée par les coordonnées (v, vy,v,) du

d —
vecteur v(G%) = (— OG’i) dans le repere R,

dt|p
- la vitesse angulaire de S; par rapport a R sera représentée par le vecteur vitesse instantanée
de rotation wy de coordonnées (w,,wy,w,) dans le repere Rf.

En tant que fonctions du temps t les parametres dits “de position” ¢1, g2, q3, ¢4, g5, gs €t les
parametres dits “cinématiques” de Sy sont reliés par les systémes d’équations différentielles suiv-
ant :

- pour ce qui est du vecteur vitesse de rotation instantanée,

wg c0s(g3) — sin(gs)wy

G =

cos(qz)
o = sin(gs)wy + wy cos(qgs) (I.1)
_— (wg cos(gs) — sin(gs)wy ) sin(gz)
qg3 = Wz —
cos(q2)
- et, en ce qui concerne la vitesse linéaire,
da = cos(gz)cos(gz)vz — cos(gz) sin(gs)vy + sin(gz)v,
gs = (sin(qu)sin(gz) cos(gs) + cos(q1) sin(gs)) vz
+ (cos(q1) cos(gs) — sin(q1) sin(gz) sin(gs)) vy
— sin(q1) cos(gz2)vs (1.2)
gs = (sin(q)sin(gs) — cos(q1) sin(gz) cos(gs)) va

+ (cos(q1) sin(gz2) sin(gs) + sin(q1) cos(gs)) vy
+ cos(q1) cos(gz)v.

Dans la mesure ou le paramétrage des rotations de l'espace IE par les angles de Bryant ne permet
pas de représenter de maniere unique les rotations autour de I’axe Ox et donc que l'on suppose
— au risque de devoir utiliser localement un autre paramétrage — que ce cas n’est pas rencontré
au cours du mouvement, on est assuré que cos(gz) est non nul et que les relations (I.1) sont bien
définies.

Les systemes d’équations précédents ont été obtenus en “inversant” les équations qui, récipro-
quement, donnent les expressions de (vg, vy, v;) et de (wg, wy,w,) en fonction des parametres de
position (q1, g2, 43, 94, g5, gs) et de leurs dérivées (41, ¢2, 43, 44, g5, 4 ), ¢’est-a-dire respectivement :

Wz = COS(QQ) COS(QB)QI + sin(q3)q'2
wy = —cos(g2)sin(gs)di + cos(qs)ge (I.3)
w, = sin(g2)d1 +gs

vy = cos(q2)cos(gs3)da + (sin(q1)sin(gz) cos(gz) + cos(q1) sin(gs)) gs

— (cos(q1) sin(gz) cos(gs) — sin(g1) sin(gs)) do
et vy = —cos(g2)sin(gs)ds — (sin(g1)sin(gz)sin(gs) — cos(q1) cos(gs)) gs (1.4)
+ (cos(q1) sin(gz) sin(gs) + sin(q1) cos(g3)) ge

v, = sin(ga)da — sin(q1) cos(gz2)ds + cos(q1) cos(gz)ds
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Une fois établies les équations différentielles du mouvement du systeme mécanique faisant inter-
venir les parametres cinématiques , on pourra :

- soit remplacer dans ces équations les parametres cinématiques par leurs expressions en fonc-
tion des parameétres de position en utilisant les équations (I1.3) et (1.4), on obtiendra alors un
systeme de neuf équations différentielles du second ordre en les neuf parametres de position,

- soit ajouter les six équations différentielles (I.1) et (I.2) aux neuf équations du mouvement et
considérer ainsi le systeme de quinze équations différentielles en les parameétres de position
et les parametres cinématiques qui seront du premier ordre seulement en q¢1, g2, g3, G4, q5,
et q6.

On pourrait tres bien introduire de la méme maniere des parametres cinématiques pour les autres
corps du systeme, et les substituer ou les conserver apres génération des équations du mouvement.

Il faut cependant garder a l'esprit que le gain en taille et en lisibilité des équations est ainsi
acquis au détriment du nombre des variables et du nombre des expressions a calculer et n’est pas
forcément intéressant surtout dans l'optique d’une simulation numérique effectuée a partir des
équations du mouvement.

Le code MAPLE correspondant a cette description du mécanisme est le fichier intro.
L’examen de ce code amene quelques remarques qui se réveleront utiles.

Tout d’abord, en ce qui concerne les fonctionnalités logicielles utilisées, on notera le
chargement initial de la bibliotheque d’algebre linéaire pour avoir acces a toutes les
fonctions de manipulation et de calcul sur les expressions matricielles et vectorielles.
On utilise notamment, de cette bibliotheque :

- l'addition et la multiplication — non commutative — de matrices,
- I'addition de vecteurs,

- la multiplication d’un vecteur par une matrice,

- la multiplication d’une matrice par un scalaire

Il est important de remarquer aussi que l'on peut introduire des formules de deux
manieres différentes,

i. par une affectation,

ii. par une équation.
Dans le premier cas, il s’agit d’établir une correspondance irréversible entre
un identificateur et une expression mathématique, ainsi la ligne de code

Rotl:=multiply(Rotql,Rotq2,Rotq3)

affecte a Rot1 la matrice résultat de ’évaluation du produit, soit composante
par composante la matrice pt telle qu’on I’a écrite plus haut.
Dans le deuxieme cas, il s’agit de stocker une formule provenant d’un calcul
qui permettra, le cas échéant, d’effectuer des substitutions d’expressions.
Ainsi, en conservant le systeme d’équations (I.3) sous la forme

{omX(t) = cos(q2) cos(g3) gpl + sin(g3) gp2,
omY(t) = - cos(q2) sin(g3) gpl + cos(q3) gp2,
omZ(t) = sin(q2) qpl + qp3}
on pourra, a la demande, substituer dans n’importe qu’elle expression omZ (t)

par sin(q2) * gpl + gqp3 mais rien n’est affecté a lidentificateur omZ (t)
si ce n’est son propre nom.
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On remarque encore les écritures de la forme q1(t) qui permettent sans affecter q1
d’indiquer qu’il s’agit d’'un parametre dépendant de la variable t, et provoquent, no-
tamment, la réaction suivante de I'opérateur de différentiation diff :

> diff(ql(t),t);
d
---- ql(t)
dt
> diff(ql,t);
0

Enfin, on note 'utilisation de deux fonctions de manipulations d’expressions, simplify
et collect qui réalisent respectivement la simplification et la factorisation partielle.
Ainsi, I'expression

gp3 = - (- sin(q2(t)) sin(q3(t)) omY(t) + sin(q2(t)) omX(t) cos(q3(t))

2 2
- omZ(t) cos(q2(t)) cos(q3(t)) - omZ(t) cos(q2(t)) sin(q3(t)) )

/ 2 2
/  (cos(q2(t)) (cos(g3(t)) + sin(q3(t)) ))
/
obtenue au cours du calcul de tmp16 devient, par un appel a simplify avec 'option
trig:
gp3 = - (- sin(q2(t)) sin(q3(t)) omY(t) + sin(q2(t)) omX(t) cos(q3(t))

- omZ(t) cos(q2(t)))/cos(q2(t)),
et finalement apres appel de la fonction collect avec le parametre sin(q2(t)) :

(- sin(q3(t)) omY(t) + omX(t) cos(q3(t))) sin(q2(t))
QP3 = = T e e e + omZ(t)
cos(q2(t))

2.2 la loi fondamentale de la dynamique — Newton-Euler

Dans ce qui suit, lorsqu’on considere les vecteurs vitesse et accélération d’un point M, c’est par
rapport au repere R et on les note respectivement v(M) et (M) sans indiquer explicitement R.

On écrit pour commencer le théoréeme du centre d’inertie (1.3.2.1).

théoréme du centre d’inertie

Pour tout point M de I'espace, et a tout instant ¢, on a :

wW(S)MG" = py MG + us MG (N.1)

En considérant un point M fixe dans le repére R, et en dérivant (N.1) par rapport au temps dans
ce repere, on obtient I'expression de la quantité de mouvement totale du systeme, c’est a dire :

WS(G') = mv(Gy) + pav(Gy) (N.2)
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Une nouvelle dérivation par rapport au temps, toujours dans le repere R, donne la quantité d’accé-
lération totale du systeme :

w16 = (5

M&M@Quww9+mw%> (N.3)
R

Il vient le théoréme du centre d’inertie :
iy (GY) + pay(GY) = Fi + Fy (N.4)

Pour déduire de cette équation trois équations différentielles du mouvement, il faut maintenant
exprimer les accélérations de G¢ et de GY en fonction des parametres du mécanisme.

Pour établir ces expressions, on peut :

- soit utiliser traditionnellement les formules de composition de vitesses et d’accélérations et
les formules de dérivation vectorielle,

— —
- soit exprimer directement OGY et OG", dans le repere R et faire calculer automatiquement

les dérivées secondes.

On va comparer ces deux possibilités.

Le programme MAPLE correspondant & la premieére de ces possibilités se trouve dans
le fichier newtonlalamain.

Les formules de composition de vitesses et d’accélérations donnent :

7@9(%

v(Gﬁ)) +w; Av(GY) (N.5)

R

Gh) = (G +

_ _
o | AGIGE + w1 A <w1 A ch;g>

G'GY ) + @ GG
R’i 14 (dt)2 Ri 1Y4

ce qui permet d’obtenir, relativement simplement, les expressions voulues en fonction des para-
metres cinématiques (v, vy, v;) et (Wy, wy, w;).

VR
S

R (N.6)

SH

=

Exprimées dans R¢, on a en effet :
1

Vg Wy Vg Wy
d d
A _ ty _ _
U(Gl) - Uy , W1 = Wy ) E Rt’U(Gl) = Uy et E Rtwl = Wy
1 . 1 .
Vz Wz Uz Wz

et donc directement :
Vg + Wy, — WUy
ty _ .
V(Gl) - Vy + WUz — WaUy

Uy + Wely — WyUg
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Pour exprimer v(GY) dans RY, on se sert de :

0 0 0
GiGy=GlO5+ 0505 +0iGi=| 0 |+ gs | +A2Psa| 0
Z12 0 234

Il est alors nécessaire d’utiliser de nouveau les formules classiques de dérivation vectorielle pour
établir au préalable :

) : d t it
- Pexpression de T GG}

Ry
qr 0 0 qr 0 0
0 | AP g8 | +P12| ds |+ 0 | +72]| d APrabsa | 0
0 0 0 0 0 234
2 —
- et Pexpression de —| GiG}
) Rt
qr 0 dr dr 0

0 [APi2]| g5 [+] O | A 0 [APla| ¢

o
(en]
o
(an]
o

+2 [ 0 [Afa| g8 | +P02| ds

0 0 0
Gz dr 0 0 0
+ 0 [+] 0 | AR2]| g |+ do Aplapsy | 0
0 0 0 0 234
qr 0 qr 0 0
+ 0 |+72] g A 0 |+ d APiapsy | 0
0 0 0 0 234

En ce qui concerne les termes représentant les coordonnées dans le repere R} de la somme
géométrique du torseur des efforts extérieurs s’exergant sur S, ils valent :

Flac F4ac
Fy, |+]| Fy
Flz F4z
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Le théoreme du centre d’inertie fournit ainsi les trois premieres équations du mouvement de S :

Fio+Fae =
w1 (o Fwy vz —w2 vy )+ Ha
(Ve +wy vz —wz vy +wy (212 +sin(q7)gs +cos(qr) cos(go) 234) —w= (cos(g7)gs —sin(qr) cos(qo)z34)
+wy (wz (cos(qr)gs —sin(gr) cos(qo)z34) —wy sin(go ) z34)
—w; (w; sin(gg) 234 —wz (z12+sin(g7)gs+cos(gr) cos(ge)z34))
(N.7.a)

+2(wy (g7 cos(q7)gs+sin(q7)gs — (g7 sin(gr) cos(ge)z34) —(cos(q7)do sin(go)z34))

—w> (—gr sin(g7)gs+cos(qr)ds+sin(qr)qo sin(ge) z3a —dr cos(qr) cos(qo)234))
+(—d7 sin(q7)go-+cos(gr)do) cos(qr) cos(qo) zza+(d7 cos(qr)go+sin(gr)do) sin(qr) cos(qo) 234
+ cos(q7)do (—(g7 sin(qr) cos(ge)z34)—(cos(qr)do sin(ge)z34))

— sin(gq7)do (sin(q7)qgo sin(qe) 234 —d7 cos(qr) cos(qo)z34))

Fry+Fyy =
11 (VyFw2ve —we vz )+ s
(Vy + w2 Ve —we v W, sin(qo) 234 —we (z12+sin(q7)gg+cos(q7) cos(qo)z34)
+w: (wy (z12+sin(g7)gs+cos(qr) cos(go)234) —w= (cos(g7)gs —sin(qr) cos(go)z34))
(N.7.b)
—wgz (wa (cos(g7)gs —sin(gr) cos(qe)z31) —wy sin(go)z34)
+2(w=qo cos(qo)z34—wa (g7 cos(qr)gs+sin(qr)gs — (g7 sin(qr) cos(qe)z34) — (cos(q7)do sin(ge)z34)))
—g7 sin(qr)gs —d2 cos(gr)qs —2d7 sin(gr)ds +cos(qr ) ds+(d7 cos(gr)do+sin(qr)de) sin(ge) 234

—q7 cos(qr) cos(qo)z34+sin(g7)qde (do cos(qo)zz4)—d7(—(d7 sin(q7) cos(go)z34) —(cos(g7)do sin(ge)234)))

Fi.+Fy, =
p1 (V2 twavy —wy vz )+ pa

(V2 Fwavy —wy Vg +we (cos(q7)gs —sin(qr) cos(qg) z34) —wy sin(qg) 234
+wgz (w sin(qe)z34 —wz (212+sin(g7)gs+cos(gr) cos(gg)z34))
—wy (wy (z12+sin(q7)gs+cos(qr) cos(qo) z34) —wz (cos(q7)gs —sin(qr) cos(qo)z34)) (N.7.c)
+2(wz (— g7 sin(q7)gs +cos(qr)ds+sin(qr) o sin(qo) 234 — (g7 cos(qr) cos(ge)z34)) —wydo cos(qe)z34)
+q7 cos(q7)qs —d3 sin(qr)gs+2q7 cos(qr)ds+sin(q7)ds —d7 sin(qr) cos(qo) z34
—(—4q7 sin(q7)do+cos(q7)qo ) sin(qo)z3a+q7 (sin(q7)de sin(qo) 234 —q7 cos(qr) cos(qe)z34)
— cos(q7)do(do cos(go)z34))

Le programme MAPLE du fichier newtonlalamain effectue précisément tous les calculs

précédents.

Néanmoins, dans la mesure ou les formules de dérivation vectorielle ne sont pas connues
de MAPLE, et ou il n’existe pas de structure de données permettant de les introduire
facilement — on reviendra sur ce point — il a fallu développer “a la main” les formules
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2 —_—
Gt G avant de les

Ry

——
GGl et de
R;

qui donnent les expressions de v(GY), de T —

programmer.

Ce travail peut devenir considérable — et donc source d’erreurs — si, au lieu de trois,
comme c’était le cas, il fallait faire intervenir une dizaine de corps et de reperes inter-
médiaires.

71

Avec un systéeme de calcul formel et dans 'optique d’une génération automatique des équations, il

—_—
semble préférable d'utiliser la deuxieme possibilité & savoir d’exprimer directement p(S)OG" dans
le repere R en utilisant la formule (N.3) puis calculer u(S)vy(G?) en dérivant deux fois par rapport
au temps dans ce repére, pour éviter d’avoir a faire appel au savoir du mécanicien a chaque étude

d’un systeme mécanique différent.

Le programme correspondant a ces calculs se trouve dans le fichier newtonl.

— —
Pour cela, on commence par écrire les expressions de OG" et de OGY, dans R :

qa sin(qo)z34
OGt _ t Gt Gt _ :
= qs € 14 =P cos(q7)qs — sin(qr) cos(qg) 234
6 212 + sin(g7)gs + cos(g7) cos(qg)z34

—_—
d’ou il vient I'expression de u(S)OG" :

H1qa+pa
(ga+cos(gz2) cos(gs) sin(q9)z34—cos(gz2) sin(gs) cos(q7)gs+cos(gz) sin(gs) sin(gr) cos(qo)z34

+sin(gz2)z12+sin(g2) sin(g7)gs+sin(gz) cos(g7) cos(qe)234)

p1gs5+pa
(g5+sin(qo) 234 sin(q1) sin(gz2) cos(q3)+sin(go)z34 cos(q1) sin(gs) —sin(q1) sin(qz) sin(gs) cos(qr)qs
+ sin(q1) sin(qz) sin(gs) sin(qr) cos(ge)z34+cos(q1) cos(qz) cos(qr)gs —cos(q1) cos(qs) sin(qr) cos(qo)z34

—sin(q1) cos(g2)z12—sin(g1) cos(qz) sin(q7)gs —sin(q1) cos(qz) cos(qr) cos(qo)z34)

146+
(g6 —sin(go)z34 cos(q1) sin(gz2) cos(qz)+sin(qo)zz4 sin(q1) sin(qz)+cos(q1) sin(qz) sin(gs) cos(qr)qs

— cos(q1) sin(g2) sin(g3) sin(g7) cos(go)z34+sin(q1) cos(gs) cos(g7)gs —sin(q1) cos(gsz) sin(gr) cos(qo)z34

+ cos(q1) cos(gz)z12+cos(q1) cos(gz) sin(g7)gs+cos(q1) cos(gz) cos(gr) cos(qg)z34)

On différentie alors deux fois par rapport au temps chacune des composantes du vecteur précédent

et on multiplie par la transposée de p} pour avoir I'expression de u(S)y(G?) dans R.
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On obtient ainsi de nouveau les trois premieres équations différentielles du mouvement de S :

Firo+Far =
(p1+pa)vewy—(p1+pa)vyw, +(z12+sin(gr)gs+cos(gz) cos(go) z34) paw - wy
+(cos(g7)gs —sin(gr) cos(qo) z3a ) pawywy — (w3 +w? ) pa sin(qo) 234
+(2pawy sin(gr) —2paw. cos(gr))ds (N.8.2)
—(2pawy cos(qr) sin(qo)z34+2p4aw; sin(qgr) sin(qge)z34) 49
+((2 cos(g7)gs —2sin(g7) cos(go)2z34) pawy +(2 cos(gr) cos(qe) z34+2 sin(g7)gs ) awz ) dr

—(cos(q7)qs —sin(gr) cos(qe)z34) paw= +(212+sin(qr)gs +cos(qr) cos(ge)z34) pawy

—pa sin(qo) dg 234+ (111 +11a) oo 4114 cos(qo)do 234

Fiy+Fyy =
(p14pa)vews —(p1+pa)vzwe+(z12+sin(g7) g +cos(qr) cos(qo) z34) paw - wy +pawy sin(ge) z34we
—(cos(qr)qs —sin(qr) cos(go)za4) pa (w3 +w? ) —2paws sin(qr) ds
+(2p4w; cos(qo)z34+2paws cos(qr) sin(qe)z34)do+(2 sin(gr) cos(qe) z34—2 cos(q7)qs) prawa G7
(N.8.b)
—(212+sin(g7)gs+cos(qr) cos(qo)234) pawz+Haw- sin(ge) 234 +244 cos(q7) g7 sin(ge ) do 234
—2414 8in(q7) 47 gs+pa sin(qr) cos(qo)ds zaa+ (p141a) vy

—(cos(qr)gs —sin(gr) cos(qo) z34) nads — (sin(qr)gs+cos(qr) cos(qo)z3a) Hadz

+pua cos(qr)ds +pa sin(qr) sin(qo)do 234

Fi,+Fs, =
(111 +pa)vywe — (1 +pa)vewy+(cos(g7)gs —sin(qr) cos(ge) z34) paw wy+paw, sin(ge ) z3awa
—(z12-+sin(q7)gs+cos(qr) cos(qo) z3a) pa (w2 +w? ) +2paws cos(qr)ds

—(2pawy cos(qo)z34—2pawy sin(qr) sin(qe)z34)go — (2 cos(qr) cos(qo) z34+2 sin(qr)qs) pawzG7

(N.8.¢)

+(cos(qr)gs—sin(gr) cos(qo)z34) prawa — pawy sin(qo ) z34+244 sin(q7)§7 sin(qe)Goz34
+2414 c0s(g7 )47 ds —pa cos(qr) cos(qe)da zsa+ (k1 +pa)b:
—(sin(gr)gs+cos(gz) cos(ge)z34) pads +(cos(qr)gs —sin(gr) cos(qo)z3a ) adiv

+pua sin(q7)ds —pa cos(qr) sin(qe)Go 234

Il est intéressant de constater que les équations trouvées ci-dessus sont plus compactes que celles
obtenues par le calcul traditionnel.

Il ne s’agit pas seulement de factorisations différentes qui dans un cas donneraient une présentation
mécaniquement significative et dans l'autre cas une présentation plus compacte. Certaines sim-
plifications — notamment trigonométriques — ont, en effet, été réalisées dans les équations (N.8),
ce qui diminue leur nombre de termes (par exemple le membre de droite de 1’équation (N.8.a)
est composé, une fois développé de 28 monoémes pour 34 dans le membre de droite de ’équation
équivalente (N.7.a)).

Malheureusement ces simplifications que I’on peut constater sont tres cotiteuses en temps de calcul.
En effet, le temps CPU nécessaire pour engendrer les trois équations (N.7) — de l'ordre de 15
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secondes sur une DECstation 5000/200 — est environ quinze fois plus faible que le temps nécessaire
pour engendrer les trois équations (N.8) - de I'ordre de 230 secondes.

Si l'on regarde de plus pres les fichiers newtonlalamain et newton, on s’apercgoit que
cette différence de temps provient du nombre d’appel aux fonctions simplify et clct
— qui est une version récursive de collect pour la factorisation partielle de sous-
expressions.

Ces appels ont lieu :

- d’'une part aprés la substitution dans Pexpression de v(G?) des dérivées des
parametres de position et d’orientation par leurs expressions en fonction des
parametres cinématiques,

- d’autre part apres la multiplication de (G?*) par la transposé de pf.

Ainsi, cette dépense de temps de calcul est directement liée & la volonté d’exprimer
le principe fondamental de la dynamique dans R} et en fonction des parametres ciné-
matiques. Ceci ne sert, a priori, qu’a conserver provisoirement — puisqu’au moment de
Iintégration numérique, on substituera de nouveau les parametres cinématiques par
leurs expressions en fonction des dérivées des parametres de position et d’orientation
— une taille “humaine” aux équations différentielles obtenues.

Ici, ce mauvais choix a été fait délibérément pour insister sur le fait que lorsqu’on utilise
des techniques de calcul formel, il est indispensable, avant de commencer & engendrer
des équations, de bien définir 'usage que 1’on veut avoir de ces équations et notamment
de savoir :

i. si 'on veut obtenir des équations de tailles raisonnables, avec des parametres
mécaniquement significatifs,

ii. si par contre 'objectif est d’engendrer des équations puis un code — FORTRAN
ou autre — pour la simulation numérique.

Dans le premier cas, il faut alors appliquer précisément les méthodes traditionnelles
de mise en équation, c’est a dire procéder par substitutions successives de formules,
en utilisant des variables intermédiaires ayant un sens mécanique, jusqu’a obtenir le
niveau de détail voulu — considérant qu’au plus bas niveau de détail les équations
s’écrivent : 11(8)y(G?) = Fexy, qu’au niveau que 'on souhaite dans notre exemple, elle
s’écrivent comme en (N.7), et qu’au plus haut niveau de détail il s’agit de ce que 'on
obtiendrait en substituant dans (N.7) va, vy, V., Wa, wy €t w, et leurs dérivées par leurs
expressions en fonction des ¢; et des §;.

Dans le deuxieme cas, il faut engendrer les équations le plus simplement possible, sans
utiliser de variables intermédiaires, en n’effectuant que les simplifications indispensables
et sans vouloir obtenir les résultats dans des formes inutilement factorisées.

Ainsi le code suivant calcule directement les équations différentielles en fonction des
g, des ¢; et des ¢; en un temps CPU comparable a celui du fichier newtonlalamain.

read intro:

Ogl:=vector([q4(t),q5(t),q6(t)]1):
glgd:=add(giml2,add (multiply (Rot12,m21m34) ,multiply (Rot14,m43g4))):
Og4:=add (0gl,multiply (Rotl,glgd)):
mu0G:=add(scalarmul (Ogl,mul) ,scalarmul (Og4,mu4)):
tmp35:=map (diff ,mulG,t):

tmp36:=map (diff,tmp35,t):

tmp38:=multiply(Rotl,add(f1,f4)):
eqla:=subs(varslect,tmp36[1]=tmp38[1]):
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eq2a:=subs(varslect,tmp36[2]=tmp38[2]):
eq3a:=subs(varslect,tmp36[3]=tmp38[3]):

Il serait agréable qu’un logiciel qui engendre les équations de la dynamique de mé-
canismes puisse donner le choix a 'utilisateur du type d’équations désirées — aisément
interprétables ou bien conditionnées pour la simulation — a partir de la méme descrip-
tion physique du systéme.

Pour cela, il faudrait donner au logiciel formel en question une base de connaissance mé-
canique, par exemple sous la forme d’une table de formules contenant pour le systeme
mécanique étudié :

- les formule de changements de reperes,
- les formules de composition des vitesses et des accélérations en fonction des dif-
férents reperes.

Cette fonctionnalité n’existant pas de fagon standard en MAPLE, il faut envisager de
créer un outil, qui a partir des caractéristiques physiques d’'un mécanisme, et a partir
de quelques formules générales de changement de reperes et de dérivation vectorielle
produira les occurences de ces formules spécifiques a ce mécanisme.

théoréeme du moment cinétique
La deuxieme partie de I’établissement des équations du mouvement de Newton-Euler consiste a

écrire le théoreme du moment cinétique.

Pour cela, on exprime tout d’abord le moment cinétique du systéme en G & I'aide du théoréme
de Koénig, ce qui donne :

—_ —_
Tiwr + mG'GE Av(GE) + Tyws + 4GP G A v(GY)

ou, compte tenu de la définition du centre d’inertie GY, et du fait que 1’on suppose la masse de Sy
concentrée en g4 — i.e. que Zywy =0 :

t it t t M1 g
Tiwt + pGiGY A (—v(GY) +v(GY)) en posant p=——
M1+ g

Exprimées dans le repere R, on a :

Wy Il:cwac
wi = | wy et Twwi = | Iywy
Wy Ilzwz
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Donc le moment cinétique de S en G? s’ecrit, dans RY :

I1owa+p(cos(gr)gs —sin(qr) cos(ge)z34)
(cos(g7)47gs+sin(gr)ds —sin(gr)dr cos(go)2zs4 —cos(qr) sin(qe)qde 234
+ws (cos(gr)gs —sin(qr) cos(qo)z34) —wy sin(qe)z34)
—p(z12+sin(qr)gs+cos(gr) cos(go)z34)
(— sin(q7)47qs+cos(gr)ds —cos(q7)dr cos(ge)z3a+sin(qr) sin(ge)do 234 +w> sin(qo) 234

—wgz (z12-+sin(gr)gs+cos(qr) cos(ge)z34))

I1ywy+p(z12+sin(qr)gs+cos(q7) cos(qo)z34)
(cos(qo)de z34+wy (z12+sin(q7)gs+cos(qr) cos(qe)z34)
—wz(cos(gr)gs —sin(gr) cos(go)z34))
—psin(ge)z34
(cos(q7)q47gs+sin(qr)ds —sin(g7) g7 cos(ge)2z3a—cos(qr) sin(go)do 234

+wq (cos(q7)gs —sin(gr) cos(qo)z34) —wy sin(qe)z34)

Izwz—psin(go)z3a
(sin(q7)qd7gs —cos(q7)qds-+cos(q7)g7 cos(qe)z3a—sin(qr) sin(go)go 234 —w sin(g) 234
+wq (z124sin(gr)gs+cos(qr) cos(qo)z34))
—p(cos(qr)gs—sin(g7) cos(qe)234)

(cos(g9)qdoz3a+wy (z12+sin(g7)gs+cos(qr) cos(qo)z34)

—w (cos(q7)gs—sin(q7) cos(qe)234))

Pour calculer le moment dynamique de S en Gt — i.e la dérivée du moment cinétique — il s’agit de
différentier dans R ’expression précédente, donc de la multiplier au préalable par la matrice de
passage de R dans R, de la différentier et de la remultiplier par la matrice de passage de R dans
RY.
Quant aux termes représentant le moment en G du torseur des efforts extérieurs, ils sont calculés
par la formule suivante :
—_— —_—
Cy+G'GYANF +G'GY N Fy
ou, pour ne pas devoir calculer explicitement la position de G?,
— F, F
Cy + uG G A (_4 _ _1)
[ZZ 151

ce qui s’exprime dans R} par :

. Fyy F .
Crat (% T ),u(qs cos(g7)—sin(g7) cos(go)z34) — (%f - ﬁy)#(zlz +4s sin(g7)+cos(gr) cos(go) 234)

Cryt (5 — 50 ) u(zratas sin(ar) +eos(ar) cos(as) zsa) — (5= — T4

n1 na Rl )#Sln(q9)234

Fy, F ) Fuy F .
Ciz+ (%—#)H sin(qo)z34— (ﬁ—ﬁ)u(qg cos(qr)—sin(qr) cos(qo)z34)
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Par substitution dans la formule (1.3.2.ii), on obtient trois autres équations différentielles du
mouvement, dont on ne reproduira ci-dessous que la premiere, étant données leurs tailles — on
trouvera en annexe les deux autres équations :

C1z—p(cos(qr)gs —sin(gr) cos(go) z34) ( e Ta2 ) +1(z12+sin(gr)gs+cos(gr) cos(ge)z34) (l%y - %) =
pw? (2c08(g7)? cos(qo) 23408 —qs cos(qo) zsa+212 cos(qr)gs — 212 sin(qr) cos(go) 234
— cos(g7)cos(qg)? 2342 sin(g7)+cos(qr)gs > sin(q7))
+N‘*’§ (ZIZ sin(q7) cos(qo)z34—z12 cos(q7)qs+qs COS(qg)234+COS(q7)COS(q9)2,2342 sin(q7)
— cos(q7)q§;2 sin((17)72cos(q7)2 cos(qg)Z34qg)
Fpw Wy (cos(q7)qg sin(qg)zz4—sin(gqr) cos(q9)2342 sin(qg))
—Wawy (H(QS2+2212 sin(gr7)gs —cos(qo)® 234 +2234° cos(go)*cos(gr)® —2cos(qr)*qs* +2122
+2z12 cos(q7) cos(qo)z34+4 cos(qr)qs sin(qr) cos(qo)z34)+11y—1I12)
— Wy W (212 sin(qo)z34+sin(q7)gs sin(qo) zza+cos(q7) (:05((19),2'342 sin(qg))
+1wz g (2212 sin(q7)+2gs) +pwz g7 (2212 cos(g7)gs —2212 sin(gr) cos(qo) 234) (N.9.2)
—pdo (wa (2212 cos(gr) sin(go ) 234+2 cos(go) 234> sin(go ) ) + -
wy (2 cos(q7)gqs cos(qg)z34—2 sin(q7)cos(q9)22342)
+w, (2 cos(q7)cos(q9)22342+2 sin(q7)gs cos(qo)zza+2212 cos(q9)234))
+we (Iu +H(C05(q9)22342+2Z12 cos(qr) cos(ge)zza+z12%+2212 Sin(Q7)Qs+QS2))
— Wy (212 sin(qg)z34+sin(q7)gs sin(qe)z34+cos(q7) cos(q9)2342 sin(qg))
+ oy (sin(gr) cos(qe) sin(go ) z34” —cos(q7) qs sin(go) 234 )
— 13 (g8 cos(qo) z3a+212 sin(gr) cos(go) z34) — g3 (212 sin(gr) cos(go) 234 —212 cos(q7) as)
—2pd9 47 (212 cos(gr) sin(go)zaa+cos(qo) sin(ge) z34”) +2pds d7 (212 sin(gr)+qs)

+iir (212 cos(gr) cos(ge) zsa+cos(qo)? 234 +4s >+ 212 sin(gr ) s ) — piis (212 cos(g7 ) +cos(qo) 234)

— o (gs sin(qo) z3a+2z12 sin(qr) sin(go) z34)

Le fichier newton2 comprend & la fois le code MAPLE pour le calcul de ces équations
et pour le calcul des équations qui proviennent de 'application du théoreme du centre
d’inertie.

Il n’a pas été écrit dans un soucis d’économie de temps CPU dans la mesure ol on a en-
core voulu exprimer le théoréme du moment cinétique dans le repere R! et en fonction
des parametres cinématiques, pour montrer que méme en utilisant toute 'intuition mé-
canique pour limiter la taille des équations, on arrive, pour un mécanisme relativement
simple, & des expressions trop grandes pour étre lisibles.

Il faut ici faire intervenir la notion déja évoquée de niveau de détail des équations :
a un niveau de détail moindre, par exemple en conservant les expressions sous formes
de produits et de sommes de matrices et de vecteurs, ces équations redeviendraient
lisibles.

On met ainsi en évidence la nécessité de pouvoir manipuler — et simplifier, le cas échéant
— des expressions matricielles et vectorielles — sans avoir affecté de composantes aux
matrices et aux vecteurs considérés.
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Cette possibilité n’existe pas, tout au moins sans un important travail de programma-
tion préalable, dans les systemes commerciaux actuels de calcul formel et en particulier
en MAPLE.

En effet, en 'absence de véritable typage au niveau du langage, une expression de
MAPLE n’est reconnue par le systéme comme étant une matrice ou un vecteur que

- dans le cas d'une expression complexe, si elle est composée d’opérateurs manipu-

lant des matrices ou des vecteurs — add, multiply, scalarmul, ...~ qui eux-mémes
ne peuvent s’appliquer qu’a des expressions reconnues comme matricielles ou vec-
torielles,

- dans le cas d’un seul identificateur, si il a été affecté au résultat d’une des fonctions
matrix ou vector qui prennent en arguments les composantes scalaires.

On verra, au chapitre suivant, dans quelle mesure on peut, en MAPLE, définir des
opérateurs comme la multiplication non-commutative, ou le produit vectoriel, perme-
ttant d’obtenir les fonctionnalités souhaitées.
D’autre part, il existe des logiciels dédiés au calcul formel — pour la plupart encore
expérimentaux — qui ont étés congus spécialement dans cet optique, et donnent la
possibilité :

- de typer les expressions de maniere sophistiquée,

- de définir des opérateurs pour certains type d’objets a partir de leurs propriétés

algébriques,

- de définir et de faire opérer des regles de simplification spécifiques.
Parmi ces logiciels, le plus connu est SCRATCHPAD I — [Griesmer et Jenks, 1971] — et
ses successeurs SCRATCHPAD II et AXIOM développés au centre de recherche T.J.
Watson d’'IBM dans I’équipe du Pr. R. Jenks. Il faut citer aussi ULYSSE en cours de
développement a I'INRIA Sophia Antipolis au sein du projet SAFIR, que 'on aura
I'occasion de présenter plus longuement et d’utiliser dans un prochain chapitre.

Les formules (N.8) et (N.9) fournissent ainsi six équations différentielles qui gouvernent les neufs
parametres (Ug, Uy, Uz, Wy, Wy, Wz, 47, 48, 49) -

A Taide des formules (I.1) et (I.2), on peut calculer (q1,q2,93,44,¢5,96) dés que P'on connait
(Vg Uyy V) €t (Way Wy, w5).

Il est donc nécessaire, pour avoir le modele dynamique complet, d’obtenir trois équations différen-
tielles supplémentaires faisant intervenir soit g1, ¢2, g3, g4, g5, g6, @7, Gs €t gg, SOit Vz, vy, V;, Wy,
Wy, Wz, q7, 48 €t qo-

equations complémentaires

Pour ce faire, on va isoler des corps ou des sous-systemes du systeme S et appliquer le principe
fondamental de la dynamique & chacun de ces sous-systemes, considéré comme libre.

Il faudra bien entendu tenir compte des efforts de réaction aux liaisons, qui sont alors vus comme
des efforts extérieurs aux sous-systéemes en question mais sont des grandeurs inconnues.

Ces efforts de liaisons inconnus vérifient toutefois les lois physiques de 'action-réaction, a savoir
que Deffort d’un premier corps sur un second en une liaison est exactement 1’opposé de l'effort du
second corps sur le premier en cette liaison.

On écrira ainsi suffisamment d’équations pour pouvoir obtenir trois équations différentielles apres
élimination des termes d’effort inconnus.

Remarque 2.1 Il est toujours possible, quels que soient la nature et le degré de contrainte
des liaisons d’'un systeme mécanique et quelle que soit son architecture, d’écrire suffisamment
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d’équations pour pouvoir obtenir autant d’équations différentielles en les parametres du systeme
que de parametres.

En effet, si on suppose que ’on doit étudier un systeme quelconque de n corps reliés par
p liaisons (n—1 < p < n(n—1)/2), on a alors & déterminer au plus 6n—(n—1) = 5n+1
parametres.

L’étude du systeme complet fournit 6 équations et 1’étude de chaque corps considéré
comme isolé fournit 6n équations en faisant intervenir au plus 6p composantes d’efforts
inconnues.

L’étude de tous les sous-systemes de deux corps reliés fournit & son tour 6p équations
ne faisant intervenir que les composantes d’efforts inconnues déja rencontrées ci-dessus.
On dispose alors de 6(n + p + 1) (dés que n > 2) équations pour obtenir au plus
5n + 1 équations différentielles aprés élimination d’au plus 6p inconnues ce qui est
théoriquement possible sous certaines conditions d’indépendance de ces équations.

La provenance mécanique de ces équations permet d’assumer ces conditions d’indépen-
dances, dans une certaine mesure équivalentes au fait que les efforts de liaisons inconnus
ne “travaillent” pas lors du mouvement du systéme considéré.

premier sous-systéme On considere tout d’abord le corps §; comme isolé du reste du systeme,
il est soumis a trois types d’efforts extérieurs :

- laforce F1 = Figi1+Fiyj1+Fi.k1 s’appliquant en g1, et le couple C = C1,914+Chyj1+Cizk1,
- la force de réaction du corps Sz s’appliquant en mis : ro1 = 721281 + r215J1 + T21:K1,

- le couple de réaction du corps Sz : ca1 = 21281 + 21471 + C212k1, ol la composante selon 71
n’est autre, d’apres le principe de I'action et de la réaction, que le couple développé par le
mécanisme ressort-amortisseur de la liaison rotoide — i.e ¢co1, = —Cio.

La loi fondamentale de la dynamique, appliquée a S; ainsi isolé donne :

my(GY) = ra+ R
d(T PrE——
% = GiMj Ao +co1 +Cy

Ce qui, si I’on se place dans le repere R}, conduit aux six équations suivantes :

U +WyV, —weUy = T21z + Fig
Uy + wevy —wev, = Ta1y + Fy (N.10)
Uy + Wely —wWyle = T212 + 1.
Lipwy + (I — Liy)wyw, = —z12721y — Ci2 + C1yp
Lywy + (Iiy — 1) wews = 2127212 + C21y + Chy (N.11)
Iw, + (hy — L) wyws = c215 + Chz

étant donné que, exprimées dans le repere RY, on a :

Vg + WyV, — WyUy LW + (I — Liy) wyw;
’Y(Gi) = Uy + WUy — Way et Ilwl = Ilywy + (Ilz - Ilz) Wa Wz
’[)z + WaUy — WyUyg Ilzwz + (Ily - Ilz) WyWy
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21z —Cha 0
_—
insi = = t GiMf, =
amsl1 que ro1 = T21y , Co1 = C21y e 15 = 0
212 C21z 212

Ces six équations introduisent cinq nouvelles inconnues, & savoir raiz, 21y, 7212, C21y €t C212.
On peut alors tirer de (N.10) la valeur de rg1, ce qui permet d’obtenir, par substitution dans la
premiere équation de (N.11) une septieme équation différentielle du mouvement :

Ilzd)x + (Ilz — Ily)wywz + 212 (’Uy + WV — WUy — Fly) = Clx — 012 (N12)

Les calculs précédents, qui correspondent au début de fichier newton3 de code MAPLE,
font intervenir I'utilisateur, pour 1’élimination des cing nouvelles inconnues et I’'obten-
tion de I’équation différentielle.

Ces calculs peuvent étre réalisés par MAPLE de maniére autonome en faisant de
Pélimination de Gauss sur la matrice définie a partir des systémes d’équations (N.10)
et (N.11).

En effet, si I'on écrit ces systemes sous la forme :

21z
21y
7212
C21y
C21z

1

ce qui se code facilement :

> eqgs:=subs(c21X=-C12, [eq10a,eqlOb,eqlOc,eqlla,eqllb,eqllc]):
> vars:=[r21X,r21Y,r21Z,c21Y,c21Z] :
> A:=genmatrix(eqs,vars,flag);

A :=

[ -1 0 0O 0 O - vY omZ + vXp + vZ omY - fiX ]
[ © -1 0 0 O - vZ omX + v¥p + vX omZ - f1Y ]
[ O o -1 0 O vZp + vY omX - vX omY - f1Z ]

[ O z12 0 0 O - ilY omY omZ + il1X omXp + il1lZ omZ omY - C21 - ci1X ]
[ -z12 O 0 -1 0 i1lY omYp + i1X omX omZ - ilZ omZ omX - cl1Y ]

[ 0 0 0 0 -1 - 11X omX omY + ilY omY omX + ilZ omZp - clZ ]

et si l’on transforme cette matrice par la méthode de Gauss en une matrice triangulaire
supérieure, alors le coefficient non nul de la derniere ligne fournit ’équation recherchée :
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> gausselim(A);
[-1, 0, 0, O, O, - vY¥ omZ + vXp + vZ omY - f1X]
[0, -1, 0, 0, O, - vZ omX + v¥p + vX omZ - f1Y]
[0, 0, -1, 0, 0, vZp + vY omX - vX omY - f1Z]
[0, 0, 0, -1, 0, z12 f1X + z12 vY omZ - z12 vkp - 212 vZ omY - cl1lY + ilY omYp
+ i1X omX omZ - i1Z omZ omX]
[0, 0, 0, 0, -1, - i1X omX omY + ilY omY omX + ilZ omZp - c1Z]
[0, 0, 0, 0, 0, - i1lY omY omZ + i1X omXp + ilZ omZ omY - C21 - c1X - z12 vZ omX

+ z12 v¥p + z12 vX omZ - z12 f1Y]

deuxiéme sous-systeme On considere ensuite le corps &4 comme isolé du reste du systeme, il
est soumis aux mémes types d’efforts extérieurs que le corps S; a savoir :

- des efforts extérieurs a tout le systeme — i.e. la force Fy = Fyzi1 + Fayj1 + Fu k1 s’appliquant
en g4,

- une force de réaction du corps S s’appliquant en my3 : 34 = 734474 + 734y Ja + T34.k4 dont
la composante selon j, est précisément, d’apres le principe de I'action et de la réaction, la
force exercée par le mécanisme ressort-amortisseur de la liaison prismatique entre Sy et S3
— ainsi T34y = F23,

- le couple de réaction du corps Sz : ¢34 = 34394+ C34yJa+C34.k4 dont, 1a encore, la composante
selon js correspond au couple développé par le mécanisme ressort-amortisseur i.e. cgay = Csq.

Dans la mesure ou toute la masse du corps S4 est supposée concentrée en g4, I'inertie du corps Sy
est nulle et donc le principe fondamental de la dynamique, appliqué a ce corps ainsi isolé donne :

t At
pay(GY) =rag+Fy et 0= G Ml Arsg + csq
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Les égalités précédentes se traduisent, dans le repere Rf, par les six équations suivantes :

cos(q9) T340 +sin(q9 ) T34+ Fax=
Vzwy—vyw; —wy® sin(ge)z3a —w.? sin(gg) zza+(cos(gr) cos(go) z3a+sin(gr)gs+212)wzwa
+(cos(q7)gs —sin(gr) cos(qe)z34)wy Wy
—((2sin(q7) cos(qo)z34—2 cos(qr)qs)wy — (2 sin(g7)qs+2 cos(qr) cos(qe) z34)w= )47
+(cos(g7) cos(go)z34+sin(qr)gs+z12)wy+(sin(qr) cos(qe)z34 —cos(qr)qs )@=
— (2w cos(g7) —2wy sin(qr))ds

—(2wy cos(g7) sin(qo) z34+2w sin(q7) sin(qe)z34)Go+ 0z 7sin(q9)Q§Z34+cos(q9)(jgzg4

Fy34-cos(qr) Fay+sin(qr) Fy.=

sin(g7)w> sin(qo) 234wz +cos(qr)wy sin(qe)z3