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8 CHAPITRE 1. AVANT PROPOS

1.1 Présentation générale

Situation

Nom patronymique : GENTIL
Prénom : Christian
Date et lieu de naissance : 07 aott 1964 (46 ans)
Situation de famille : marié, 2 enfants
Grade : Maitre de Conférence classe normale
Etablissement d’affectation :  Université de Bourgogne
Composante UFR STAPS - Faculté des sciences du Sport
Laboratoire : LE2I — UMR CNRS 5158
Section CNU : 27 (Informatique)
E-mail :  christian.entil@Qu-bourgogne.fr
Pages web :  http ://danae.u-bourgogne.fr/EQUIPE /Pages/gentil /
http ://danae.u-bourgogne.fr/EQUIPE/Pages/fractales/

Titres / Parcours

1985 D.E.U.G. A (mathématiques-physique) & I’Université de DIJON (mention
assez bien)

1987 Licence de Mathématiques & PARIS 6 (mention passable)

1988 Maitrise de Mathématiques pure & PARIS 6 (mention assez bien)

1989 Diplome d’Etudes Approfondies en Informatique et Automatique Appliquée

a 'LN.S.A. de LYON (mention assez bien)

1989-1992  These de doctorat en Informatique et Automatique Appliquée présentée
devant I"Université Claude Bernard LYON I le 24 Mars 1992 (mention trés
honorable),

Titre « Les Fractales en synthese d’images : le modele I.F.S. »
Directeur de these Monsieur le Professeur VANDORPE
1992-1994  Cadre informatique dans la société CMV Informatics & Dijon

1994 Recrutement a I’Université de Bourgogne sur un poste MCU 27éme section a
I'UFR STAPS -faculté des sciences du sport — intégration dans le laboratoire
Inserm ERIT- M 2007 MOTRICITE PLASTICITE »

2003 Intégration dans le laboratoire LE2I UMR CNRS 5158 de I'Université de
Bourgogne

1.1.1 Thématique de recherche

Mes recherches ont pour cadre la modélisation géométrique pour la Conception Assistée
par Ordinateur et la Syntheése d’images. Plus précisément, j’étudie les possibilités qu’offrent les
procédés de construction itératifs basés sur le principe de la géométrie fractale. Partant du modele
IFS (Iterated Function System), nous avons montré qu’il est possible de modéliser des formes
non conventionnelles et ainsi de donner acces a un nouvel univers de formes aux concepteurs,
artistes et designers. Cette approche est notamment utilisée pour modéliser des surfaces plissées
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(comme pour la réalisation de coques en architecture) ou des surfaces rugueuses. Nous avons
orienté nos travaux sur la notion de texture géométrique et nous développons des méthodes pour
les controler. Ainsi nous introduisons une notion de géométrie différentielle fractale permettant
de caractériser et controler les courbes et surfaces fractales. Par ailleurs, nous montrons que
notre modele est une généralisation des modeles de surfaces Splines, NURBS et des surfaces de
subdivision. Il donne un nouvel éclairage sur certains problemes liés a ces modeles comme celui
des raccords entre surfaces de natures différentes ou encore celui du comportement autour des
points extraordinaires.

1.1.2 Encadrements de travaux de recherche

Mes activités de recherche post-these ont été réalisées dans deux domaines du fait que j’ai
été rattaché successivement a deux laboratoires différents.

— De 1994 a 2003,
A mon recrutement en 1994 a P'UFR STAPS, j’ai intégré le laboratoire : Groupe Analyse du
Mouvement devenu laboratoire « INSERM ERIT- M 2007 MOTRICITE PLASTICITE ».
Dans ce contexte j’ai travaillé sur des méthodes d’analyse du mouvement de I’étre humain
dans une problématique de controle postural en encadrant une these soutenue en 2002 par
Karen Roux.

— A partir de 2003,
j’ai intégré le laboratoire LE2I UMR CNRS 5158 de I’Université de Bourgogne, et re-
noué avec ma discipline initiale : la modélisation géométrique et plus particulierement la
géométrie fractale. J’ai co-encadré la these de HICHAM BENSOUDANE qui a été soutenue le
20 Octobre 2009.

Dans la premiere partie de ce document sont présentés mes travaux réalisés au sein du laboratoire
INSERM. Dans la deuxieéme partie sont exposés ceux portant sur ma thématique de recherche
actuelle et future. Le troisieme et derniere partie est consacrée au bilan de mon activité de
recherche et aux perspectives.

Les principaux encadrements que j’ai réalisés sont :

— 2 theses

— 2 post-doctorants

— 3 stages de Master Recherche
7 stages Master professionnel

A noter : Actuellement, j'encadre deux nouvelles theses dans le cadre du projet ANR-
COSINUS “Modltere” :

— l'une sur la thématique de géométrie différentielle fractale,
— l'autre traite des problemes de géométrie algorithmique liés a la modélisation itérative et
a la réalisation de prototypes.
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Encadrement de théses

1998-2002 - These de KAREN ROUX soutenue en 2002

Titre : Etude du contréle de mouvements posturo-cinétiques a
partir d’'une modélisation par systéeme linéaire asservi
Jury :
Publications : 2 revues internationales, 3 conférences internationales et
3 conférences nationales.
2005-2009 - These de HICHAM BENSOUDANE soutenue en Novembre 2009

Titre : Etude différentielle des formes fractales
Jury :
Publications : 1 revue internationale, 1 revue nationale, 3 conférences

internationales et 3 conférences nationales

Encadrement de Post-doctorant

2006-2007 -  DMITRY SOKOLOV
Contexte : projet ANR-RIAM

Sujet : création d’objets vaporeux a partir de méthodes de tex-
tures procédurales basées sur les IFS.

Publications : 2 conférences nationales
2007-2008 - DMITRY SOKOLOV
Contexte : projet ANR-EROS3D

Sujet : Représentation de surfaces lisses et de surfaces ru-
gueuses avec un méme modele. Etude des relations entre
les subdivisions et les BC-IFS (Boundary Controled Ite-
rated Function System)

Publications : 2 conférences nationales

Encadrement de stage de Master Recherche

2004 - Hazaél JONES

Titre : Courbes de subdivision et courbes fractales
2005 - REMI GOUNOT
Titre : Vers une notion de rugosité locale des objets fractals

2008 - THOMAS THUBET

Titre : Modélisation numérique par éléments finis de résonateurs acous-
tiques & géomeétries fractales

Remarque : Co-encadrement avec EMMANUEL REDON

1.1.3 Projets
ANR-ART3D (2003 a 2006)

Ce projet a été initié pour répondre a une problématique du Laboratoire de recherche des
musées de France (C2RMF) liée & I’archivage numérique a haute résolution d’ceuvres d’art. Dans
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ce contexte j’ai été chargé de définir un modele géométrique permettant de décrire des surfaces
présentant a la fois des parties lisses et des parties rugueuses.

ANR-EROS3D(2006-2008)

Ce projet fait suite au projet ART3D. Dans ce contexte j’ai encadré un Post-doctorant dont
I’objectif est d’unifier les modeles de représentation surfacique basés sur des procédés de subdivi-
sion (surfaces de subdivision, surfaces & poles, représentation par ondelettes, surfaces fractales).

RIAM-ANR (2006 & 2007)

En relation avec la société Mac Guff, j’ai encadré un post-doctorant sur une problématique
de création intuitive de formes vaporeuses pour les graphistes.

ANR-COSINUS : MODITERE (2010-2013)

Ce projet est né d’une collaboration entre le LIRIS (Université LYON I), LE2I (Université
de Bourgogne) , LORIA (Université de Nancy I), IBOIS (Ecole Polytechnique Fédérale de Lau-
sanne), PEP (Pole Européen de Plasturgie). Les 2 principaux partenaires sont le LIRIS et le
LE2I, ErIC TOSAN est le coordonnateur du projet et je suis le responsable scientifique du projet
au niveau du LE2I.

1.2 Enseignements

UFR-STAPS

— Statistiques descriptives et inductives, analyses multivariées : Licence 2° et 3° année, Master
lere année

— Informatique générale, C2I, internet, conception de site web : L3 professionnel

— Bases de données : Master 1 et Master 2.

UFR Sciences et techniques

— Images pour le multimédia : Licence informatique 3° année
— Modélisation géométrique, modele itératif : Master 2 STIC, parcours ITA

1.3 Responsabilités administratives et scientifiques

Responsabilités actuelles

— Responsable des enseignements de statistiques et d’informatique de 'UFR STAPS- faculté
des sciences du sport.

— Membre élu du conseil de laboratoire du LE2I — UMR CNRS 5158

— Correspondant Documentaire du LE2I — UMR CNRS 5158

— Responsable scientifique du projet ANR COSINUS Modltere pour le partenaire LE2I.

— Membre élu du bureau de la commission de sélection de la 27eme section de 1’Université
de Bourgogne

— Membre extérieur de la la commission de sélection de la 27éme section de I’Université
Claude Bernard — LYON I

— Correspondant TICE de 'UFR-STAPS
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Responsabilités précédentes

— 1994-2002 : Membre de la commission informatique de I’Université de Bourgogne

1996-2008 : Membre de la commision de spécialiste de I’Université de Bourgogne

— 2000-2008 : Membre de la commision de spécialiste de I’Université LYON 1

— 2004-2009 : Responsable du C2I de 'UFR-STAPS

— 1994-2002 : Correspondant informatique et responsable informatique de P'UFRS STAPS
(gestion et administration de 250 machines et 3 serveurs)

Rapporteur de these

J’ai été rapporteur des travaux de these de GILLES GOUATY qui a réalisé sa these a I'Ecole
Polytechnique Fédérale de Lausanne au laboratoire Ibois. (la législation Suisse n’impose pas
d’étre HDR pour pouvoir rapporter sur une these). La these s’intitule « Modélisation géométrique
itérative sous contraintes » et a été dirigée par le Professeur Yves Weinand, et co-dirigée par ERIC
TOSAN.

1.4 Publications
Revues (7)

Christian GENTIL, Eric TOSAN, Marc NEVEU, Mixed-Aspect Fractal Curves, FRAC-
TALS, World Scientific Publishing Compagny, 17 (4), pp. 395-406, December 2009.

Hicham BENSOUDANE, Christian GENTIL, Marc NEVEU, Fractional half-tangent of a
curve described by Iterated Function Systems, Journal of Applied Functional Analysis
(JAFA), Eudoxus Press, LLC., USA, VOL.4 (NO.2), pp. 311-326, April 2009.

Hicham BENSOUDANE, Christian GENTIL, Marc NEVEU, Tangentes a une courbe frac-
tale, Revue Electronique Francophone d’Informatique Graphique, Association Francaise d’Infor-
matique Graphique, France, vol. 1 (No. 1), pp. 1-7, 2007.

Karen ROUX, Christian GENTIL, Alexander GRISHIN, Modeling of human posturokine-
tic movements by a linear feedback system : relations among feedback coefficients,
Perceptual and Motor Skills, 95 (1), pp. 308-318, Aoiit 2002.

Karen ROUX, Christian GENTIL, Marco SCHIEPPATI, A linear feedback system unveils
the complexity and variability in the posturo-kinetic co-ordination. Comparison of
body and trunk bending movements in gymnasts and non-gymnasts, Journal of Human
Movement Science (42), pp. 345-366, 2002.

D CALLARD, Damien DAVENNE, Isabelle MENEY, Christian GENTIL, Jacques VAN HOECKE,
Nycthemeral variations in core temperature and heart rate : continuous cycling exer-
cise versus continuous rest, Int J Sports Med, 22 (8), pp. 553-560, November 2001.

Thierry POZZO, Mourad OUAMER, Christian GENTIL, Simulating mechanical conse-
quences of voluntary movement upon whole-body equilibrium : the arm-raising pa-
radigm revisited, Biological Cybernetics, 85 (1), pp. 39-49, Juillet 2001.

Conférences internationales (7)

Dmtry Sokolov, Christian Gentil, Hicham Bensoudane, Differential properties of fractal
curves , Curves and Surfaces , Avignon, France, 2010
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Hicham BENSOUDANE, Christian GENTIL, Marc NEVEU, Fractional half-tangent of a
curve described by Iterated Function Systems, The Chaos and Complex Systems (CCS)
Symposium, The Istanbul Kultur University, turkey, 7 May 2008.

Hicham BENSOUDANE, Christian GENTIL, Marc NEVEU, The local fractional derivative
of fractal curves., The Fourth International Conference On Signal-Image Technology & Internet
“Based Systems-SITIS’2008, Bali, Indonesia, 2008.

Christian GENTIL, Eric TOSAN, Marc NEVEU, Geometric modelling with IFS, Third
International Conference of Applied Mathematics, Plovdiv, Bulgaria, 2006.

Karen ROUX, GENTIL C., COLSON S. Problem of stability in a two degree of freedom
model for an equilibrium position. XVIIth Congres of International Society of Biomechanics,
Calgary, Canada. 1999.

Karen ROUX, Christian GENTIL , Alexander GRISHIN, Motion control by linear feed-
back system. Medical and Biological Engineering and Computing 35, suppl part I, 825, World
Congress on Medical Physics and Biomedical Engineering ; 1997.

Karen ROUX, Christian GENTIL, Thierry POZZO. The approximation of postural change

using a linear feedback system. XIIIth International Symposium Multisensory Control of
Posture and Gait, 1997.

Conférences nationales (14)

Dmitry SOKOLOV, Christian GENTIL, Représentation des points singuliers des surfaces
de subdivision par IFS., Journées Informatique Graphique, Dijon, June 2008.

Hicham BENSOUDANE, Christian GENTIL, Eric TOSAN, Comportement différentiel des
arcs paramétrés définis par IFS, GTMG’08, Mulhouse, France, 14 March 2008.

Dmitry SOKOLOV, Christian GENTIL, Construction intuitive de forme vaporeuses a
I’aide d’ifs , AFIG’07, Marne-la-vallée, France, 2008.

Christian GENTIL. Condition de dérivabilité de courbes définies par IFS. In Journées
d’Informatique Graphique, Dijon, 4-5 Juin 2008.

Christian GENTIL, Eric TOSAN, Marc NEVEU, Blended curves and surfaces, Journée AFA,
Paris, France, 2008.

Christian GENTIL, Marc NEVEU, Construction de surfaces fractales mixtes quadran-
gulaires, GTMG 2007, Journées du Groupe de Travail en Modélisation Géométrique, Chapitre
frangais d’Eurographics, Valenciennes, France, 2008.

Christian GENTIL, Eric TOSAN, Marc NEVEU, Formes fractales mixtes, GTMG 2006,
Journées du Groupe de Travail en Modélisation Géométrique, Cachan, France, pp. 185-210,
2008.

Dmitry SOKOLOV, Christian GENTIL, Marc NEVEU, Construction intuitive de formes
vaporeuses A ’aide d’IFS, AFIG’07, Marne-la-vallée, November 2007.

Hicham BENSOUDANE, Christian GENTIL, Marc NEVEU, Dérivée d’une famille de courbes
décrites par IFS, Actes des journées du GTMG’07, Valenciennes, France, pp. 71-87, 21 March
2007.

Hicham BENSOUDANE, Christian GENTIL, Marc NEVEU, Tangentes a une courbe frac-
tale, Actes des 19¢mes Journées de I’AFiG’06, Bordeaux, FRANCE, pp. 121-125, 23 Novembre
2006.
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Chapitre 2

Analyse du Mouvement

Dans cette partie, j’expose les recherches que j’ai réalisées au laboratoire « INSERM ERIT- M
2007 MOTRICITE PLASTICITE » de 'UFR STAPS de I'Université de Bourgogne. Ces travaux
sont indépendants de ceux entrepris par la suite en modélisation géométrique au sein du LE2I
-UMR CNRS 5158.
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18 CHAPITRE 2. ANALYSE DU MOUVEMENT

2.1 Introduction

2.1.1 Contexte

L’analyse des mouvements humains est une thématique abordée par différentes disciplines
scientifiques avec différents objectifs. Depuis 1836, date a laquelle WEBER W. et WEBER E. ont
entrepris les premiéres recherches approfondies sur ’étude des mouvements, neurophysiologistes,
neuroanatomistes, psychologues, biologistes et biophysiciens s’attachent a éclairer les mysteres
du contréle du mouvement. La compréhension du controle du mouvement trouve un intérét dans
essentiellement trois domaines principaux : films d’animation, robotique et neurosciences.

Une revue de la littérature montre que la pratique réguliere d’activités sportives, telles que la
gymnastique ou la danse, peut augmenter 1’adresse et 1’équilibre postural du sujet. De nombreuses
disciplines sportives ont été étudiées et comparées entre elles, de méme les performances de
sujets sportifs et sédentaires ont été mises en relation. SINGER en 1970 a étudié la capacité de
balancement des athletes et a mis en évidence une différence significative entre les gymnastes et
les autres sportifs ainsi qu’entre les gymnastes et les sédentaires.

DEBU et coll. (1989) montrent que les divergences observées entre les gymnastes et les dan-
seurs refletent une différence dans la stratégie adoptée pour garder 1’équilibre. WEINECK (1992)
suggere que les sportifs développent de nouvelles coordinations posturales ou transforment fonc-
tionnellement les coordinations déja existantes apres de longues années de pratiques sportives.
L’expertise modifie donc durablement les propriétés corporelles du mécanisme de controle de
I’étre humain.

MOUCHNINO et coll. (1992) observent des différences dans la coordination entre les mouve-
ments et 1’équilibre pendant des mouvements unilatéraux de jambes entre des danseurs et des
sujets sédentaires. Ils démontrent que les danseurs sont capables de minimiser le déplacement du
centre de gravité. Les auteurs interpretent donc cette observation par le fait que les danseurs ont
une meilleure représentation interne des limites de stabilité de leur systeme biomécanique. ME-
SURE et coll. (1995) suggerent que la pratique du sport permet une adaptation ou un développe-
ment des stratégies posturales (conscientes ou inconscientes) quand les sujets sont placés sur
des surfaces déstabilisantes. Ces auteurs montrent également que les sujets experts en sport
développent une synchronisation parfaite des segments du corps comparés aux sujets sédentaires.

2.1.2 Objectif

L’objectif de cette étude est de se doter d’un outil simple d’analyse, permettant de mettre
en évidence certaines propriétés du mécanisme de controle utilisé par 1’étre humain lors de
I’exécution de mouvements.

Notre analyse porte sur des mouvements posturo-cinétiques contenant deux degrés de liberté,
I'un au niveau de la cheville et 'autre au niveau de la hanche. Ces mouvements, en apparence
simples, illustrent pourtant un controle du mouvement riche, du fait notamment de la présence
de stratégies de controle. La principale contrainte d’ordre mécanique au cours du mouvement
volontaire est le controle de 1’équilibre. La configuration du systeme mécanique ainsi obtenu est
un double pendule inversé. Ce systéme est par nature instable et nécessite un systeme de controle
adapté.

Nous avons choisi de représenter le systéme de contréle par un systeéme linéaire asservi (boucle
fermée) (CAMANA et coll., 1977 ; BARIN, 1989).

Ce dernier permet de représenter le mode de controle par une matrice de coefficients d’asser-
vissement (ou matrice de gains) (CAMANA et coll., 1977). Ces coefficients sont déterminés suite
au choix des variables d’état et a ’élaboration d’un modele mécanique. La structure de cette
matrice reflete le mode de controle de I’étre humain.
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Notre étude met en ceuvre deux séries d’expériences. La premiere expérience comprend la
genese, I’analyse et la validation du modele mécanique et du modele de controle d’un mouvement
humain. La seconde étude concerne la quantification et la comparaison de ’organisation posturo-
cinétique de sujets considérés comme experts dans le contréle du mouvement (gymnastes) et de
non-experts a travers le modele de controle de ’étre humain validé dans la premiere partie.

2.2 Premiere expérience

Cette premiére expérience a pour but de valider le modele global : modele mécanique et
modele de controéle, a partir duquel sera mené la deuxieme expérience.

2.2.1 Description du mouvement étudié et systeme d’acquisition

La plupart des activations musculaires utiles au maintien de la posture nécessitent le controle
des moments autour des articulations de la cheville et de la hanche (NASHNER et McCOLLUM,
1985 ; HORAK et NASHNER, 1986 ; BARDY et al., 1999). Pour étudier précisément leffet de la
variation d’une articulation sur le controle de 'autre articulation, deux mouvements posturaux
ne mettant en jeu (ou n'impliquant) qu’un seul degré de liberté sont effectués. Les angles de la
cheville et de la hanche sont donc choisis comme étant les deux degrés de liberté permettant de
décrire de tels mouvements plans.

Deux cas extrémes sont étudiés par l'intermédiaire de deux mouvements, comportant chacun
deux degrés de liberté. Afin de quantifier le contrdle de tous les degrés de liberté, les mouvements
choisis ne mettent en jeu qu’un seul degré de liberté. Cependant, le controle de chaque mouvement
est effectué sur les deux degrés de liberté. Le choix de tels mouvements permet en outre ’obtention
de I'indépendance entre les positions et les vitesses angulaires de chaque articulation.

Pendant le déroulement de ’expérience, chaque sujet doit suivre les instructions suivantes :
garder les bras croisés le long du buste afin que le tronc, la téte et les bras puissent étre
considérés comme un seul segment rigide,

— garder les pieds paralléles afin que les articulations des chevilles tournent autour du méme
axe,
— effectuer les mouvements sans consigne de vitesse,
pendant l’exécution de tous les mouvements, le tronc et les jambes doivent rester rigides.
Le premier mouvement (figure 2.2 & droite) consiste en une rotation autour de l'articulation de
la cheville (appelé par la suite mouvement cheville). A partir d’une position inclinée vers l’avant,
le sujet doit atteindre la position verticale. Le second mouvement (figure 2.2 a gauche) est un
mouvement de rotation autour de ’angle de la hanche, de 'avant vers la position verticale (ap-
pelé par la suite mouvement hanche). Chaque sujet effectue 10 répétitions de chaque mouvement.
Un essai est composé de 'exécution indépendante d’un couple de mouvements : mouvement che-
ville et mouvement hanche. Une illustration des variations des positions vitesses et accélérations
angulaires est donnée & la figure 2.1.

L’acquisition du mouvement se fait a ’aide d’un systéme d’analyse optoélectronique du mou-
vement (ELITE). Celui-ci, est composé de quatre caméras munies de sources infrarouges émettant
en direction des marqueurs disposés sur le corps du sujet. Le systeme ELITE détecte, en temps
réel, la position en trois dimensions de chaque marqueur et calcule les coordonnées de leurs
centres. Pour I'’ensemble des expériences décrites dans ce manuscrit, deux caméras sont utilisées
a une fréquence d’échantillonnage de 100 Hz. Six marqueurs sont placés sur le sujet suivant des
points anatomiques précis d’un seul c6té du sujet en raison de la symétrie du mouvement : ’acro-
mion, le milieu de la droite passant par ’acromion et le grand trochanter, le grand trochanter, la
face externe du condyle externe, la malléole et la téte du cinquieme métatarse (voir figure 2.3).
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Fia. 2.1 — Courbes de la position, de la vitesse et de l'accélération angulaire pour un sujet

représentatif. Ligne du haut pour le mouvement de la cheville : & gauche angle de la cheville,

a droite angle de la hanche. Ligne du bas pour le mouvement de la hanche : a gauche angle de
la cheville, a droite angle de la hanche. Les courbes de vitesse et d’accélération sont exprimées

dans un axe secondaire situé a droite du graphique. Les positions sont exprimées en radians, les
vitesses en rad/s et les accélérations en rad/s?.

F1G. 2.2 — Représentation de la position du sujet au début de la simulation (trait plein) et a la
fin de la simulation (trait en pointillés) pour le mouvement de rotation autour de la cheville. (B)
représente la position du sujet au début de la simulation (trait plein) et & la fin de la simulation
(trait en pointillés) pour le mouvement de rotation autour de la hanche.
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Fia. 2.3 — Disposition des marqueurs sur un sujet.

2.2.2 Chaine de traitement

La chaine complete de traitement est représentée par la figure 2.5. Dans ce schéma les traite-
ments sont représentés par des rectangles rouges. Les résultats de ces traitements sont symbolisés
par les ellipses noires.

Pour chaque mouvement enregistré (positions des marqueurs en fonction du temps), on cal-
cule les moments articulaires qui représentent la conséquence du systeme de controle, c’est-a-dire
la coordination motrice qui a été effectuée par le sujet pour réaliser le mouvement. A I'aide d’'une
régression linéaire multiple, ces moments articulaires sont exprimés en fonction des écarts en
position et en vitesse (voir détail au paragraphe 2.2.5) pour déterminer les coefficients d’asser-
vissement qui sont le reflet des propriétés du systeme de controle. Il est alors possible de simuler
le mouvement a partir du modele de controle et des coefficients d’asservissement ainsi obtenus.

Dans ce processus deux étapes de validation sont réalisées. La premiere valide le modele
mécanique en comparant la réaction du sol calculée a partir de la cinématique enregistrée avec la
réaction du sol enregistrée directement par la plate-forme de force (voir figure 2.4). La deuxiéme
valide le modele de controle en comparant la cinématique obtenue par simulation & la cinématique
réelle de chaque mouvement.

L’écart entre les courbes est quantifié par I’écart quadratique moyen normalisé, i.e. :

VA ST ) — fo()2dt

max;eo,7](f1(t)) — mingejo,7)(f2(?))

ou fi représente la courbe de référence, dans notre cas les données mesurées et fo la courbe
calculée.
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Fia. 2.4 — Comparaison de la composante verticale de la force de réaction du sol enregistrée a
partir de la plate forme de force et calculée par le modele.

2.2.3 Modeles

2.2.4 Le modeéle mécanique

Le modele mécanique utilisé dans cette étude est un double pendule inversé composé de
trois segments rigides articulés (figure 2.6) : le pied, le membre inférieur (jambes 4+ cuisses)
et le HAT (téte, bras et tronc) dont les caractéristiques de masse et d’inertie sont issues des
données anthropométriques. Les deux segments (membre inférieur et HAT) sont reliés au sol par
Iintermédiaire du segment pied supposé immobile et sont reliés entre eux par des liaisons pivots
dont les centres articulaires sont confondus avec les marqueurs externes.

Quatre parametres, la masse (m;), la longueur (I;), U'inertie (I;) et la position r; du centre
de gravité (G;) sont déterminés pour chaque segment corporel. La masse de chaque segment est
estimée & partir des tables de DEMPSTER (1955), exprimant la masse des segments corporels
comme un pourcentage du poids total du corps. L’inertie et le centre de gravité sont calculés a
partir de la géométrie approximant chaque segment en faisant ’hypothese d’une densité constante
pour chaque segment. La longueur est directement mesurée.

Les forces inter-acticulaires sont alors accessibles a partir du principe de NEWTON écrit pour

chaque segment :
Z Fept = ma:G

N

ol
-3 F‘;mt, représente la somme des forces extérieures appliquées au segment
— m la masse du segment en Kg,
— et dg Vaccélération du centre de gravité du segment
Les moments articulaires sont exprimés a partir du théoreme du moment cinétique :

Z M( ext) =la

ol

-S> M (ﬁext), représente la somme des moments dus aux forces extérieures appliquées au

segment ;

— I la matrice d’inertie;

— et & l'accélération angulaire du segment.
L’écriture de ces principes pour I’ ensemble des segments donne un systéme d’équations. A partir
des données cinématiques (position des marqueurs en fonction du temps) mesurées par le systéme
d’acquisition il est possible de calculer les forces et moments inter-articulaires ainsi que la force
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F1G. 2.6 — Schéma représentant le modele mécanique.

de réaction du sol. La validation du modele mécanique et la procédure de traitement du signal
sont réalisées en comparant la force de réaction du sol calculée et la force de réaction du sol
enregistrée par la plate-forme de force (voir figure 2.4).

2.2.5 Le modele de controle

Le modele de controle agit sur le systeme mécanique par l'intermédiaire des moments ar-
ticulaires. Nous avons émis ’hypothese que sur ce type de mouvement, le fonctionnement du
systéme nerveux central (SNC) peut étre décrit par un simple systéme linéaire asservi composé
d’une entrée, d’une sortie et d’une régulation (GRISHIN et coll., 1993, 1994) (figure 2.7).

Dans notre cas, lentrée x(t) est décrite par les positions et vitesses angulaires désirées a
Pétat final ( ag et &y ). La sortie y(¢) représente les positions et vitesses angulaires de 1’état
courant & chaque articulation qui varie en fonction du temps. La fonction de régulation calcule
les moments a appliquer aux articulations de la hanche et de la cheville a partir des coefficients
d’asservissement.

ai(t) —af

(Ml(t) —M{1> _ </€1,1 Kis ki3 K1,4> y Gy (t) — af
My (t) — My ka1 Koo kos koa as(t) —af
o (t) — ad

ou :

M (t) et Mo (t) représentent les moments de 'articulation de la cheville et de la hanche a
chaque instant ¢,

— M{ et Mg les moments désirés de la cheville et de la hanche,

a1(t) et as(t) les positions angulaires de angle de la cheville et de la hanche,

— 1 (t) et da(t) les vitesses angulaires de 'angle de la cheville et de la hanche.
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ad REGULATION a(t)
x(t) aj + y(t)
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F1G. 2.7 — Systéme linéaire asservi. L’entrée x(t) est décrite par la position angulaire oz? et la

vitesse angulaire O'z? de I'état désiré a chaque articulation. La sortie y(t) est constituée de la
position angulaire «;(t) et de la vitesse angulaire &;(t) de chaque articulation.

B (k1,1 Kio ki3 Kia

la matrice des coefficients d’asservissement.
kon Koo koz kag

2.2.6 Résultats

Cette premiere expérience a pour objectif de valider le modele mécanique et le modele de
controle. Pour cela neuf individus de sexe masculin agés en moyenne de 28,0 ans (£3,0), de taille
moyenne 1,80 m (+0,06) et de poids moyen 77,8 kg (45,8 ) participent & I’étude.

Validation du modele mécanique Les résultats cinématiques expérimentaux sont en accord
avec ceux rapportés dans la littérature (WINTER, 1990). Les erreurs entre les courbes calculées
et simulées pour le centre de pression et la force de réaction au sol sont environ égales & 6%. Par
conséquent, la comparaison entre les forces de réaction du sol et le centre de pression, mesurés a
partir de la plateforme de force et calculés par dynamique inverse permet d’effectuer une premiere
validation du modele mécanique.

Validation du modéle de controle Les coefficients d’asservissement sont obtenus par régression
linéaire multiple ajustant les moments en fonction des écarts en position et en vitesse angulaires.
Ces coeflicients sont ajustés pour chaque sujet et chaque essai. Les coefficients d’asservissement
dépendent des caractéristiques anthropométriques de chaque sujet. Ainsi, les variations entre les
résultats ne sont pas simplement le reflet des méthodes de calcul mais celui des variations anthro-
pométriques des sujets. Toutes les valeurs des coefficients sont de méme ordre que les données
rapportées par BARIN (1989), CAMANA et coll. (1977) et GOLLIDAY et HEMAMI (1976) (tableau
3).

K11 K12 K13 K14 K21 K22 K23 K24

CAMANA et coll. -1620 =278 | -1130 | -73 -208 | -bb.4 | -458 | -23.8
BARIN -864 61.4 -41.3 | -0.72 | -65.3 | -126 | -12.9 -5.1
GOLLIDAY et HEMAMI | -2180 -640 -609 -190 -320 -128 -290 | -61.9
Roux et coll. -1220.3 | -173.1 | -386 | -13.4 | -339.1 | -56.3 | -283.4 | -3.1

TAB. 2.1 — Récapitulatif des coefficients d’asservissement moyens calculés par différents auteurs
pour un sujet représentatif.
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Les valeurs des coefficients de détermination 2 obtenues & partir des régressions linéaires mul-
tiples sont toujours supérieures a 0,84. Elles autorisent a valider, pour de tels mouvements, la
modélisation par asservissement linéaire. L’étude des coefficients de variation montre une struc-
ture globale identique des coefficients d’asservissement en position. En revanche, d’importantes
différences dans les coefficients de variation en vitesse sont observées. Ceci peut étre expliqué
par le fait qu’aucune instruction spécifique n’ait été donnée concernant la vitesse d’exécution des
mouvements.

Ky K Kis K Ky K, K Ksy
-1537.09 | 238.48 -374.54 36.88 -405.39 52.98 -276.00 13.09
-1203.89 32.83 -347.51 -25.08 -357.22 29.00 -267.54 -8.97
-1147.90 6.16 -377.99 -42.36 -347.82 22.65 -274.68 -13.90
-1243.91 29.62 -379.06 -33.13 -355.47 34.41 -274.65 -8.61
-1141.09 -1.96 -390.35 -25.89 -321.03 20.02 -284.42 -8.60
-1193.03 | -1949 -361.97 -22.46 -335.03 6.07 -268.88 -7.59
-1250.37 | 250.05 -367.12 6.96 -363.28 95.13 -272.94 4.53
-1198.38 20.12 -341.98 -8.07 -345.36 60.85 -260.41 1.55
-1224.20 | -2240 -357.09 -6.29 -340.34 =240 -268.41 -0.25
-1233.23 | -117.53 | -400.47 -34.90 -340.47 -39.34 -287.46 -11.83
moyenne -1237.31 41.59 -369.81 -15.43 -351.14 27.94 -273.54 -4.06
ecart type (SD) 111.61 115.08 18.38 23.68 22.58 36.94 8.01 8.49
coefficients de
variation (%)

9.02 -276.72 4.97 153.40 6.43 -132.24 293 209.35

TAB. 2.2 — Matrices de coefficients d’asservissement d’un sujet représentatif pour 10 répétitions.

La validation du modele de contréle implique la quantification des erreurs sur les positions
et les vitesses entre le mouvement réel et le mouvement simulé. Le calcul d’erreur entre les
courbes de position, sur les deux articulations et sur tous les mouvements, est en moyenne égal a
7.6%. Cette valeur moyenne est inférieure aux valeurs calculées & partir des données de CAMANA
et HEMAMI(1977) (environ 18%) et est comparable & celle trouvée par BARIN (1989) (environ
10%). Le méme calcul d’erreur pour les courbes de vitesse (22%) donne en moyenne des valeurs
d’erreur proches de celles calculées a partir des données de CAMANA et HEMAMI (1977). Cette
premiere étude a donc permis de montrer qu’une approximation du mécanisme de controle de
I’6tre humain peut étre réalisée, pour les mouvements étudiés, en utilisant un systeme linéaire
asservi. Les simulations a partir du modele de controle suggerent qu’un tel systéme permet de
rendre compte du comportement du mécanisme de controle.

Les différences dans les trajectoires montrent des variations dans le mécanisme de contréle
d’un méme sujet. Aussi, des variations des coefficients d’asservissement sont induites pour un
méme sujet au niveau du modele (voir tableau 2.2). L’approche par modélisation et ajustement
du modele permet alors d’exploiter les variations des parametres de controle. Cette problématique
fait I’objet de la seconde expérience.

2.3 Deuxieme expérience

Une revue de la littérature montre que tous les auteurs, par la seule utilisation d’analyses
cinématiques et dynamiques (GU et coll., 1996), observent des différences entre des sujets en-
trainés et des sujets sédentaires. Dans notre étude, le modele de contréle validé précédemment
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est utilisé afin d’identifier les caractéristiques du mécanisme de contréle utilisé par chaque su-
jet. Par ailleurs, la pertinence de ce modele est mise en évidence en évaluant et en comparant
les spécificités du mécanisme de controle des coordinations posturo-cinétiques chez les experts
(gymnastes) et les non-experts (non-gymnastes).

Nous étudions les caractéristiques de controle de deux groupes de sujets :

— le premier, considéré comme expert, est composé de 7 gymnastes de sexe masculin. Tous
ces sujets ont plus de six ans d’expérience en gymnastique a raison de deux entrainements
par semaine. Leur 4ge moyen est de 23 &+ 4 ans (SD), leur taille moyenne de 1,77 4+ 0,04m
(SD) et leur poids moyen de 72,7 + 2,2 kg (SD)

— Le second groupe comprend 9 individus de sexe masculin sportifs non-gymnastes (non-
experts). Leur d4ge moyen est de 28 + 3 ans (SD), leur taille moyenne de 1,80 + 0,06 m
(SD) et leur poids moyen de 77,8 &+ 5.8 kg (SD).

Le dispositif de mesure et le protocole expérimental sont identiques a ceux de la premiere
expérience.

2.3.1 Résultats

Réalisation de la tiche Avant la réalisation des deux mouvements, les sujets ont des consignes
par rapport a différents angles. Pour le mouvement cheville, ils doivent garder I'articulation de
la hanche immobile et pour le mouvement hanche les sujets ont comme instruction de maintenir
I’angle de la cheville fixe. Afin de vérifier le respect de ces consignes par chaque sujet, la va-
riation de la position angulaire de I'angle qui doit rester fixe est évaluée. Concernant ’angle de
la hanche pour le mouvement cheville, ’analyse de variance (ANOVA) montre que la variation
est significativement différente (F' = 5,09 et p < 0,05) entre les experts (1,8 £0,4" (SE)) et les
non-experts (3,8 £0,6" (SE)) (figure 2.8). Les gymnastes ont une variation angulaire plus faible
que les non-experts. Concernant le mouvement hanche, TANOVA montre que la variation de la
position angulaire de I’angle de la cheville est significativement plus petite (F = 5,15 et p < 0,05)
chez les experts (3,2 + 0,5 (SE)) comparée aux non-experts (8,2 + 1,6 (SE)) (figure 2.9).

Corrélations entre coefficients d’asservissement. Les matrices de corrélation calculées
entre les coefficients d’asservissement pour chaque sujet permettent 1’évaluation et 1’étude de
I'interdépendance entre les coefficients de la matrice. Ces matrices de corrélation sont calculées
pour les experts (table 2.3) et les non-experts (table 2.4). Seules les corrélations avec une proba-
bilité critique p inférieure a 0.05 sont mentionnées.

k1,1 K1,2 k1,3 K1,4 k2,1 K2,2 k2,3 K2,4
k1,1
Ko | -0,7
ki3 | 0,78
kia | -0,67 | 0,93
ka1 | 0,88 | -0,68 -0,69
koo | -0,71 [ 0,77 0,78 1 0,9
kas | 0,74 | -0,7 | 0,74
kaa | -0,71 | 0,83 0,93 [ -0.83 | 0,9

TAB. 2.3 — Valeur des corrélations significatives (p > 0,05) entre les coefficients d’asservissement
pour un sujet expert.
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F1aG. 2.8 — Comparaison des variations angulaires de la hanche pour le mouvement cheville entre
les experts et les non-experts.

kip | Kio | ki | Kia | kop | Koo | ko | Kou

k21 | 0,95
Koo 0,88
ko 5 0,95
Kos 0,92

TAB. 2.4 — Valeur des corrélations significatives (p > 0,05) entre les coeflicients d’asservissement
pour un sujet non-expert.
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FiG. 2.9 — Comparaison des variations angulaires de la cheville pour le mouvement hanche entre

les experts et les non-experts.
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Le test de U-Mann Whitney montre que le nombre moyen de corrélations entre les coefficients
d’asservissement, parmi les 28 possibles, est significativement plus élevé (p < 0,01) pour les
experts (11,43 + 1, 73) que pour les non-experts (6,44 + 1, 15).

De plus, I’étude des relations entre les coefficients d’asservissement permet de montrer I’exis-
tence de corrélations communes pour tous les sujets (en caractéres gras dans les tables 2.3 et
2.4) : Ky; avecKq; pour i =1,--- 4.

Analyse en composantes principales L’analyse en composantes principales (ACP) permet
de déterminer le nombre de parameétres indépendants de la matrice des coefficients d’asservis-
sement. L’ACP montre la décomposition de la variance expliquée suivant les différents axes de
IPACP. Cette variance expliquée pour le premier axe est significativement plus grande (p < 0,01)
pour les experts (60, 16 +£4,44 (SE)) que pour les non-experts (46,67+1,75 (SE)) (tableau 2.5 et
figure 2.10). En revanche, il n’y a aucune différence significative pour le deuxieme axe de ’ACP.
Pour les axes 4 et 5, une variance expliquée significativement inférieure (p < 0,05) est observée
pour les experts.

N* d’axe Variance expliquée en % test Variance expliquée cumulée test
de la variance totale(pmSE) en % de la variance totale (+ SE)
Experts Non-experts P Experts Non-experts P
1 60,16 +- 4,44 | 46,67+ 1,75 | ** 60,16 + 4,44 46,67+ 1,75 ok
2 21,23 +£3,70 | 27,04 £ 1,65 81,39 + 2,56 73,71+ 2,06 *
3 10,25+ 1,51 | 12,99 + 1,08 91,64 £ 1,28 86,70 £ 1,34 *
4 4,744+0,76 | 8,114+0,73 | ** 96,39 + 0, 54 94,81 + 0,69
5 2,17+£0,28 | 3,13+0,35 * 98,55 + 0,33 97,93 + 0,40
6 1,06 £0,30 | 1,42+£0,28 99,61 + 0,09 99,36 +0, 14
7 0,28 +£0,08 | 0,49+0,12 99,89 + 0,02 99,85 + 0,04
8 0,094+0,02 | 0,124+0,03 99,99 + 0,01 99,97+ 0,01
9 0,01 +£0,01 | 0,0340,01 100,00 % 0,00 100,00 £ 0,00

TaB. 2.5 — Variance expliquée non cumulée et cumulée pour les experts et les non-experts pour
chaque axe. Les résultats du test de U-Mann Whitney sont reportés dans la quatrieme colonne
pour la variance expliquée et dans la derni¢re colonne pour la variance expliquée cumulée. * :
p <0,05et **:p<0,01.

2.4 Discussion

Cette deuxieme étude permet de mettre en évidence certaines propriétés du mécanisme de
controle humain. Les différences entre les structures des sujets experts (gymnastes) et non-experts
(non-gymnastes) sont quantifiées.

Le mouvement hanche contraint les sujets a garder I’angle de la cheville fixe. Une analyse
de variance (ANOVA) montre que 'amplitude de 'angle de la cheville est significativement plus
petite chez les experts que chez les non-experts (F = 5,15 et p < 0,05). Le méme effet est
observé pour 'amplitude de ’angle de la hanche (F = 5,09 etp < 0,05) du mouvement cheville.
Il existe donc une différence significative dans le respect de la consigne entre gymnastes et non-
gymnastes. Les experts en gymnastique réussissent mieux face a une instruction, comme 1'ont
déja observé d’autres auteurs sous différentes conditions (MESURE et coll. 1995, SHICK et coll.
1983, MOUCHNINO et coll. 1992).
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Fia. 2.10 — Variances expliquées exprimées en pourcentage de la variance totale pour les experts
(carrés noirs) et pour les non-experts (carrés blancs).

La littérature permet de considérer que chaque sujet a son propre programme moteur pour
exécuter une tache. Pour chaque sujet et pour chaque répétition, le profil de la cinématique est
globalement le méme. En revanche, méme si les conditions et les instructions sont identiques au
cours des répétitions, les mouvements ne sont pas effectués de fagon identique par un méme sujet.
En d’autres termes, une variation du programme moteur est localement observée. Ces variations
obtenues entre mouvements d’un méme sujet refletent les variations dans le fonctionnement du
mécanisme de controle. Elles peuvent étre interprétées comme le résultat des ajustements du
mécanisme de controle pour chaque répétition. Ce résultat peut étre expliqué par le fait que
le programme moteur posséde un certain nombre de degré de liberté (ou parametres) qui sont
ajustés pour chaque exécution de mouvement sans changer la fonction globale du programme
moteur.

Plusieurs auteurs cherchent a réduire le nombre de coefficients d’asservissement ou tentent
de trouver des relations entre les différents coefficients d’asservissement. CAMANA et coll. (1977)
testent par des algorithmes d’optimisation différentes configurations de matrices de coefficients
d’asservissement et annulent certaines valeurs de ces coefficients. Ils font 'hypothése, par exemple,
que le moment a la hanche dépend seulement de la position et de la vitesse a I'articulation de la
hanche. GOLLIDAY et HEMAMI, (1976) soulignent que I'exécution du systéme de contrdle peut
étre effectuée en utilisant différentes stratégies de controle. Ces auteurs formulent 'hypothese
d’un controle par couplage des coefficients d’asservissement. Ils proposent un schéma de controéle
utilisant quatre des huit coefficients d’asservissement du double pendule inverse. Dans notre
étude, une relation linéaire entre les paires de coefficients de la méme nature est obtenue avec
une valeur de r? supérieure & 0,84 pour tous les sujets (experts et non-experts confondus). En
d’autres termes, les équations suivantes sont obtenues : k13 = f1 (k23); k14 = {2 (k24); k21 = {3
(k11); k22 = f4 (k12). Les coefficients d’asservissement sont alors liés de fagon dépendante chez
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tous les sujets. Ainsi, le modele de controle rend compte de cet ajustement. La prise en compte
des erreurs est donc couplée au niveau du mécanisme de controle.

L’analyse statistique met en évidence un nombre de corrélations significativement supérieur
pour les sujets experts. L’ajustement automatique nécessite un nombre de corrélations consi-
dérable. Cette interdépendance importante entre les coefficients reflete une certaine complexité
du systeme de controle de 1’étre humain. En revanche, le faible nombre de corrélations des non-
experts exprime une structure du systeme de controle plus simple. Ce résultat montre que la
structure du mécanisme de controle est plus complexe chez les gymnastes que chez les non-
gymnastes. Bien que le nombre de corrélation soit différent chez les experts et les non-experts,
un groupe de corrélations identique pour chaque sujet est toujours observé. Ces résultats valident
Ihypothese émise par CAMANA et coll. (1977) et GOLLIDAY et HEMAMI (1976).

Pour chaque sujet et quel que soit le niveau d’expertise, I’Analyse en Composante Principale
révele que quatre parameétres (ou axes de ACP) sont suffisants pour expliquer environ 95%
des variations du mécanisme de controle. Les axes de ’ACP peuvent étre interprétés comme
des parametres d’ajustement indépendants entre eux. Cependant, le pourcentage de variation
du mécanisme de controle de chaque parametre est distribué différemment entre les experts et
les non-experts. Environ 60% de la variance totale du mécanisme de controle des gymnastes
est expliquée en ajustant seulement un parametre, contre seulement 46% chez les non-experts.
Les variances expliquées cumulées sont systématiquement plus grandes jusqu’au troisieme axe
pour les experts comparés aux non-experts. En d’autres termes, pour un niveau d’ajustement
donné, les experts utilisent moins de parametres de controle que les non-experts pour effectuer
un mouvement.

Cette deuxieme étude montre une différence significative dans la coordination posturo-ciné-
tique entre des gymnastes et d’autres athlétes. La différence observée entre les deux groupes de
sujets ne peut étre attribuée a la différence de tonicité musculaire des sujets, dans la mesure
ou tous sont des sportifs. Les structures de controle mises en place par les experts réduisent le
nombre de parametres de controle sur un mouvement de changement de posture. L’entrainement
a long terme des gymnastes parait donc avoir modifié la structure du mécanisme de controle.

2.5 Conclusion

Nous avons mis au point un outil d’analyse permettant d’étudier des mouvements posturo-
cinétiques sans déplacement. Celui-ci est basé sur la description du comportement du systeme
de controle par un systeme linéaire asservi. L’étude des coefficients d’asservissement permet
de caractériser les stratégies de controle des sujets. On remarque que I'information pertinente
ne se situe pas directement dans les valeurs des coefficients mais dans leurs corrélations. Ceci
renforce 'hypotheése d’existence de programme moteur, avec des structures plus complexes chez
les experts garantissant un contréle plus fin de la coordination motrice. L’entrainement a long
terme modifie la structure du mécanisme de controle en intégrant des regles compensant les
contraintes du corps, qu’elles soient biomécaniques ou nerveuses.
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3.1 Avant-propos

Dans ce paragraphe, je livre quelques réflexions personnelles sur la géométrie fractale. Ce
n’est en aucun cas le fruit d’'une démarche scientifique ni méme d’une revue de la littérature.
Cette réflexion a été motivée par les nombreuses questions que j’ai pu rencontrer au cours de
mon activité de recherche sur l'intérét des fractales. Ces questions proviennent aussi bien de
néophytes que d’experts en modélisation géométrique, ou méme d’interrogations personnelles.

Je ne pense pas apporter de réponses mais simplement quelques éléments qui éclaircirons la
démarche que nous entreprenons. Nous sommes en train d’explorer un nouvel univers de formes.
Des formes que nous avons du mal a imaginer ou concevoir car elles nous sont peu familieres
et nous avons peu de connaissances sur leurs propriétés. Certaines de ces propriétés sont déja
exploitées, comme par exemple pour la conception des antennes de téléphones portables mais
beaucoup d’autres propriétés et d’applications sont encore a découvrir et a inventer.

3.1.1 Univers de formes fractales

Ces formes fractales peuvent paraitre complexes suivant un point de vue ou selon une analyse
a laquelle nous avons été entrainés et habitués, mais elles peuvent se révéler étre simples suivant
une autre approche. C’est pourquoi, la conception de ces formes est d’autant plus difficile. Cette
remarque montre bien combien les modeles mathématiques ne sont que des modeles dans le sens
ou ils sont définis pour une utilisation, pour un contexte particulier et suivant une approche ou
une vision particuliere. Cependant les mathématiques sont 1a aussi pour nous aider, et les pro-
priétés, les théoréemes que ’on peut exhiber nous permettent de mieux comprendre et de mieux
appréhender ces formes, jusqu’a nous assister dans la création de nouvelles formes que nous ne
pouvions imaginer. La aussi, I'informatique apparait comme un outil exploratoire formidable.
En jouant avec les parametres des modeles, les formes changeront et ’on rentre dans un pro-
cessus d’apprentissage expérimental des mathématiques. De cette expérimentation, nous allons
dégager ou proposer des regles que nous tenterons de valider et formaliser par la suite a 1’aide de
théoremes. Cette démarche est essentielle, car on ne peut supposer vraies des propriétés qui ne
sont pas démontrées, et concevoir des pieces mécaniques sur ces fausses intuitions. Mais méme
lorsque les intuitions sont fausses, et mises en défaut par des contre-exemples, nous apprenons
sur le modele, je pense méme que c’est a ce moment que I'on apprend le plus, car cela met en
avant la complexité du sujet. Ainsi comment présupposer de I'importance ou non de ces formes
fractales alors qu’il nous est impossible d’identifier les possibilités de cet univers.

3.1.2 Pourquoi la géométrie fractale a-t-elle été découverte si tardive-
ment ?

La géométrie fractale est souvent présentée comme étant la géométrie de la nature. Dans
le sens ou les “objets naturels” (arbres, montages, coraux, réseaux hydrographiques, éclairs...)
possedent des structures fractales remarquables. L’un des atouts de la géométrie fractale est de
les représenter, les décrire ou les modéliser de facon plus efficace. Mais alors comment se fait-il
qu’il ait fallu attendre le 20° siecle pour disposer d’outils mathématiques permettant de décrire
ces formes que 'homme cotoie depuis toujours. Une premiere réponse triviale est : parce qu’il
n’en a pas eu 'utilité. Mais cette réponse ne fait pas avancer notre réflexion. D’autres réponses
pourraient alors étre : parce que ces objets existent dans la nature et qu’il n’est pas nécessaire de
les fabriquer ; ou encore parce que leur fabrication est trop complexe ou nécessite trop d’énergie
ou plus de matériaux.

Si la géométrie fractale est “la géométrie de la nature”, la géométrie euclidienne ne serait
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pas la géométrie de la nature. Si c’était le cas comment I’homme aurait-il eu le génie d’inventer
une théorie, une géométrie autre que celle de son environnement. L’origine de la géométrie est
certainement liée & la vie pratique et notamment ’architecture, la fabrication d’objets, pour
lesquels nous sommes tres vite confrontés a des problemes de calcul de longueurs, de surfaces, de
volumes,... Pourquoi les habitations n’ont pas des géométries qui s’apparentent aux arbres, aux
montagnes,... La réponse parait assez évidente pour tout le monde : ce serait trop compliqué, trop
difficile & construire. Sommes nous certains que la géométrie euclidienne n’est pas la géométrie
de la nature : la surface d’un lac (sans vent) ne semble-t-elle pas parfaitement plane, les vagues
produites par une pierre lancée au milieu ce lac ne sont-elle pas parfaitement circulaires et
concentriques, la trajectoire de cette méme pierre n’est elle pas une parabole parfaitement lisse
et réguliere ? Finalement, on comprend que tout ce qui est lié au mouvement, a la dynamique
produit des éléments qui sont plutot de nature euclidienne. Suivant cette remarque, il est donc
normal que les formes que nous fabriquons par un procédé qui est nécessairement dynamique,
produise des formes de nature euclidienne. Le fagonnage de la matiére par un procédé dynamique
engendra une forme réguliere (par exemple le tour du potier). Et on comprend que la fabrication
de formes irrégulieres nécessite une énergie beaucoup plus importante. Tout simplement, le tracé
d’une forme euclidienne demande moins d’énergie que le tracer d’une forme fractale pour laquelle
on doit changer sans cesse de direction pour dessiner les fractures et ainsi devoir s’opposer sans
cesse a ’énergie cinétique de notre mouvement. Il en est de méme pour leur fabrication.

De plus, les formes euclidiennes possedent des propriétés remarquables comme par exemple
le segment de droite dans un plan présente I'avantage d’étre le plus court chemin d’un point
a un autre et construire un mur rectiligne consomme moins de matériaux et moins de temps.
C’est en utilisant les contraposées a ce type de situation que 'on va trouver des applications a la
géomeétrie fractale, par exemple pour augmenter une surface entre deux milieux afin de favoriser
les échanges de chaleurs il est pertinent d’utiliser une surface fractale.

Mais la réalité est encore plus complexe. Par exemple, un mur de pierre apparait parfaitement
plan a l’échelle du batiment et un modele basé sur la géométrie euclidienne est parfaitement
adapté, mais ce méme mur observé a une échelle millimétrique apparait cette fois tres chaotique
et un modele fractal est peut étre mieux adapté. Cela rejoint la question de la limite des modeéles
et du contexte de leur exploitation. Mais on peut également se demander s’il est possible d’avoir
un modele permettant de rendre compte simultanément de ces deux aspects.

Les formes fractales posent des difficultés pour leur fabrication. Mais il est possible de générer
certaines formes fractales, comme par exemple par systeme de percolation, ou par un procédé
d’arrachage de matiere. Un outil d’usinage aussi affuté soit-il, permet de faconner la matiere par
arrachage et au niveau microscopique ’état de surface parait chaotique et irrégulier comme une
surface fractale. En fendant une pierre a I'aide d’une masse on obtient une section irréguliére a
structure fractale. Mais dans ces différents procédés, I'aspect fractal est di au hasard et non a
la maitrise du procédé de fabrication. De méme, les moules servant a fabriquer les tableaux de
bord des voitures ont un aspect rugueux. Ceux-ci sont obtenus par détérioration d’un moule lisse
par un procédé chimique. Le résultat n’est pas totalement contrélé et dépend du hasard.

Néanmoins, il existe de nouveaux procédés de fabrication comme la stéréolithographie qui
sont des systemes qui s’affranchissent de la contrainte de l'outil, de son encombrement et de
son inertie. Il est ainsi possible de matérialiser des formes jusqu’alors impossibles a fabriquer
et notamment des formes fractales (voir figure 3.1). Ces technologies sont essentielles pour
I’avancée des recherches en géométrie fractale : ces objets aux propriétés si particulieres sont
enfin matérialisables. Cela engendre d’autres problématiques qui alimentent la recherche, font
progresser nos connaissances, les technologies et techniques associées et leurs applications.
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F1c. 3.1 — Maquette de I’éponge de MENGER réalisée par stéréolithographie par Thierry Excoffier
au LIRIS-UCBL
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3.2 Introduction

Mes travaux de these, réalisés au LIRIS (anciennement dénommé LIGIA) de 'Université
LYON I et co-encadrés par ERIC TOSAN, ont mis en évidence l'intérét des IFS (Iterated Func-
tion System) comme modele géométrique pour les objets fractals 2D et 3D en syntheése d’images.
Nous avons étudié les propriétés mathématiques de ce modele pour développer des algorithmes
de visualisation et d’évaluation, et définir des méthodes de construction et manipulation. Ces
travaux ont été a ’origine de ’élaboration d’un modele géométrique itératif basé sur les concepts
de la géométrie fractale. Cet objectif est partagé avec ErRIC T0OSAN du LIRIS de l'université
Lyon I avec qui j’ai une étroite collaboration. Nous nous proposons d’élaborer un nouveau type
de modeleur, reprenant les facilités des logiciels actuels de CAQO, tout en étendant leurs poten-
tialités et leurs domaines d’application. Ce nouveau type de modeleur offrirait aux concepteurs
(ingénieurs de 'industrie) et aux créateurs (plasticiens, stylistes, designers, architectes, ...) de
nouvelles possibilités pour concevoir et matérialiser rapidement une maquette, un prototype ou
un objet unique. Notre objectif est d’arriver a concilier : facilité d’utilisation (saisie la plus intui-
tive possible), liberté de création (formes les plus générales possibles) et contraintes de fabrication
(formes matérialisables). Nous pensons que c’est possible avec une approche de la modélisation
géométrique entierement basée sur des méthodes itératives. Les modeles itératifs présentent deux
principaux avantages pour la CFAO (conception et fabrication assistée par ordinateur) :

— ils sont génératifs : ils produisent directement du code pour la visualisation ou la fabrication.
La phase de discrétisation des modeles algébriques (NURBS) est évitée. Pour décrire des
formes, au lieu de partir de fonctions polynomiales, rationnelles ou analytiques, on part d’un
processus de calcul, dont on montre qu’il est convergent et définit un objet mathématique
précis (ensemble ou fonction).

— ils relevent du paradigme fractal : ’ensemble des formes générées n’est pas limité aux
formes décrites de maniere algébro-analytique. Ils étendent le champ de la modélisation
géométrique et de la représentation des formes des objets. Les formes générées possedent
des propriétés spécifiques qui sont fractales : la rugosité et la lacunarité peuvent étre reliées
& des propriétés physiques (mécaniques, acoustiques,...), tandis que ’auto-similarité possede
des propriétés esthétiques.

Nous proposons de spécifier et élaborer un Modeleur Itératif, basé sur un formalisme que nous
avons élaboré, avec pour objectifs : accéder a un nouvel univers de formes originales, variées,
esthétiques ; modéliser des formes conventionnelles (surfaces lisses, polyédriques) et non conven-
tionnelles (surfaces rugueuses, volumes poreux, ...) en définissant et maitrisant le relief (texture
géométrique) et la lacunarité (texture topologique); intégrer les contraintes permettant de fa-
briquer un objet, dans des domaines d’applications donnés : dans un premier temps, celui de
I’architecture en bois et de la plasturgie. L’idée est d’intégrer les contraintes de fabrication le
plus en amont possible, c’est-a~dire au niveau de la création de la forme de 'objet. Cela aurait
plusieurs avantages :

— Raccourcir la chaine de traitement et les délais de fabrication d’un produit.

— Produire plus facilement et plus rapidement des objets uniques ou des gammes d’objets.

— Favoriser la créativité du concepteur (styliste, architecte, ...) en lui offrant un outil de
travail tres ouvert, tout en le libérant des contraintes de fabrication.

— Mieux exploiter cette créativité : les formes produites avec le logiciel seront proches des
formes fabriquées. Il y aura moins de pertes et dégradation d’information.

Ces avantages ne peuvent qu’améliorer :

— la productivité : la chaine conception-simulation-fabrication est plus directe;
— la créativité : la modélisation offre des possibilités, non offertes par les modeleurs actuels.
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3.2.1 Questionnement de fond

Les procédés de construction itératifs génerent des structures aux propriétés particulieres qui
mettent souvent en défaut nos intuitions. La courbe de VON KOCH est bornée mais de longueur in-
finie. L’ensemble de CANTOR est en bijection avec le segment [0,1] mais de dimension topologique
égale & 0. La courbe de HILBERT peut remplir une surface ou un volume. Ces exemples semblent
posséder des propriétés contradictoires, mais il n’en est rien. La contradiction apparente provient
de la représentation ou l'intuition que nous avons de certaines notions mathématiques. Ces no-
tions ont été définies pour rendre compte de propriétés de formes issues de la géométrie classique
(géométrie euclidienne) et nous avons ’habitude de confronter nos intuitions & de telles formes.
Or les formes fractales relevent d’un autre paradigme et présentent des propriétés géométriques
et physiques particulieres et les notions mathématiques classiques ne sont pas toujours suffisam-
ment fines pour rendre compte de ces propriétés. Ceci a deux conséquences essentielles pour la
réalisation d’un modeleur itératif. Tout d’abord, les différentes notions mathématiques : topolo-
gie, géométrie différentielle, . .. sont des notions fondamentales sur lesquelles repose un modeleur
géométrique. Il est alors indispensable d’étendre ces notions et de définir les bases d’une « to-
pologie fractale », d'une « géométrie différentielle fractale »,..., afin de garantir la cohérence des
formes et le controle de leurs propriétés. Ensuite, le paradigme fractal nous ouvre les portes d’un
nouvel univers de formes. Nous avons une certaine « familiarité » avec ce type de formes du
fait qu’elles sont relativement présentes dans la nature. Mais nous n’avons pas ’habitude de les
concevoir et de les manipuler. 11 est difficile de les imaginer et le processus de création nécessite
une période d’apprentissage. Il sera alors important de proposer des interfaces de modélisation
adaptées aux différents métiers. Ceci peut nécessiter une démarche complexe consistant a analy-
ser les besoins spécifiques, a imaginer des solutions non conventionnelles basées sur des principes
itératifs, c’est-a-dire en dehors des solutions classiques obtenues a ’aide de géométries classiques,
puis d’analyser les contraintes auxquelles doivent répondre les objets. Ces contraintes peuvent
étre liées aux procédés de fabrication (assemblages de panneaux plans, objets démoulables,...) ou
a des propriétés physiques (résistance mécanique, absorption acoustique, échange calorifique... ).
Pour controler ces propriétés, il faudra établir les relations entre ces propriétés et la géométrie
puis traduire ces contraintes au niveau du modele géométrique.

Par ailleurs, il existe beaucoup de modeéles mathématiques de procédés de construction
itératifs : L-system, IFS (Iterated Function System), RIFS (Recurrent IFS), fonctions com-
plexes,... Certains permettent d’accéder a des univers de formes différents, certains sont mieux
adaptés a une interface de modélisation, d’autres a I'analyse et a I’étude des propriétés mathé-
matiques, d’autres encore a I'implémentation en machine. On peut alors se poser la question
de déterminer la « meilleure » représentation. Est-il possible de montrer ’équivalence entre ces
modeles, d’avoir une représentation unique ou au moins de déterminer des méthodes de conversion
d’une représentation a I'autre pour en exploiter les propriétés spécifiques ? Ce type de question-
nement nous amene naturellement a nous rapprocher de certains modeles classiques, notamment
celui des surfaces de subdivision qui est fondé sur un procédé de construction itératif. Il existe
un certain nombre de résultats montrant que les subdivisions sont un cas particulier d’IFS. Il est
alors intéressant d’étudier les possibilités d’extension des résultats des surfaces de subdivision
aux IFS, ou inversement, d’analyser les surfaces de subdivision a I’aide d’un nouvel ensemble
d’outils développés pour les IFS (étude de convergence, étude différentielle, étude des raccords
entre surfaces, étude du comportement aux points extraordinaires...).

3.2.2 Résultats scientifiques

Dans ce contexte, mon activité de recherche porte sur les notions suivantes : texture géométrique,
géométrie différentielle fractale, géométrie algorithmique des modeles itératifs et leur relation avec
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les modeles classiques de CAO.

Texture géométrique - Géométrie différentielle fractale Le controle de la géométrie des
objets intervient a deux niveaux. Le premier niveau, comme pour les NURBS ou les surfaces
de subdivision, permet de modifier la forme globale de 1'objet a 1'aide de grilles de points de
controle tout en conservant les propriétés lisses ou rugueuses locales. Le deuxieme niveau, le
controle local, permet de définir I’aspect plus ou moins lisse, chaotique ou rugueux de 1'objet :
c’est ce que nous appelons la « texture géométrique ». Nous avons développé différentes approches
pour controler la texture géométrique. Une premiere démarche consiste a mélanger des surfaces
de différentes textures géométriques pour obtenir une surface d’aspect mixte, c’est-a-dire, dont
la texture géométrique varie de fagon continue d’une texture a ’autre. Une fonction de mélange
permet de controler la variation de la texture ainsi que sa localisation. Il est alors possible de
construire des surfaces de raccord entre des surfaces lisses et des surfaces fractales de différentes
natures. La deuxiéme approche consiste a étudier les propriétés différentielles de ces surfaces pour
caractériser et controler précisément la texture géométrique. Dans le cadre des travaux de these
de Hicham Bensoudane nous avons montré qu’il est possible de définir une notion de géométrie
différentielle fractale & partir de la notion de dérivée fractionnaire locale (DFL). Ceci peut amener
a des interfaces de modélisation permettant de controler le type de texture géométrique. De
nombreux aspects restent a explorer dans ce domaine : étude des comportements différentiels des
points non-dyadiques, application aux surfaces qui ne sont pas des produits tensoriels de courbes,
introduction d’une notion de dérivée non-orientée ou de convexe tangent pour caractériser les cas
non- convergents mais avec des valeurs propres réelles, généralisation de la notion de dérivée pour
caractériser les comportements spiralés des courbes (dans le cas de valeurs propres complexes),
établir le lien entre ’existence de dérivées d’ordres supérieurs et les valeurs propres successives des
opérateurs de subdivision et faire le rapprochement avec les résultats des surfaces de subdivision.

Ces deux approches sont complémentaires, et on pourra utiliser les DFL pour caractériser et
controler encore plus finement les surfaces mixtes.

Relation avec les modeles classiques de la CAO : Les méthodes de construction itératives
sont depuis longtemps utilisées dans les modeles de CAO. L’algorithme de CHAIKIN de construc-
tion des courbes et surfaces splines en est une illustration. Mais dans ce cas les propriétés sous-
jacentes sont uniquement utilisées pour les calculs d’approximation et ne sont pas exploitées
comme principe de modélisation. Les surfaces de subdivision sont basées sur le principe de sub-
division itératif. Cependant, les coefficients des matrices de subdivision et les schémas de subdivi-
sion sont fixes et déterminés de maniére & obtenir un type de surface polynomiale donné : surface
spline bi-quadratique ou bi-cubique. Ces deux familles de modeles, formes a poles et surfaces
de subdivision, permettent de manipuler et modifier les surfaces a partir de grilles de points de
controle. Certaines structures de ces grilles comportent des points extraordinaires (coin de valise,
selle de singe,...). Le comportement des surfaces & poles autour des points extraordinaires induit
des probléemes de continuité. Les surfaces de subdivision offrent des solutions simples en adaptant
les coefficients de subdivision, mais le comportement et la nature des surfaces limites ne sont pas
toujours maitrisés. Le modele BC-IFS (Boundary Controled Iterated Funtion System) que nous
utilisons, est un modele dont le principe est de décrire tout systeme de subdivision géométrique
en dissociant le contrdle topologique du controle géométrique. Contrairement au principe des
surfaces de subdivision pour lesquelles la topologie est implicite au modele, le modele BC-IFS
permet d’externaliser le codage de la topologie en introduisant une notion de structure B-rep
(Boundary Representation). Ainsi, & ’aide d’un méme et unique algorithme, il est possible de
reproduire tous les schémas des surfaces de subdivision. Avec les travaux de DMITRY SOKOLOV,
nous avons montré que les BC-IFS peuvent également traiter le cas des points extraordinaires
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pour certains schémas de subdivision. Nous souhaitons montrer qu’il est possible de le faire de
facon automatique. De plus, en exploitant les résultats sur les études différentielles des surfaces
définies par IFS, il nous est possible de mettre en équation des contraintes différentielles. Ceci
permet de déterminer les structures des matrices de subdivision et les domaines de valeurs de
leurs coefficients répondants aux contraintes. Nous disposons alors d’une nouvelle approche pour
aborder les problemes de continuité des surfaces aux points extraordinaires ou les problemes de
raccords entre deux schémas de subdivision différents.
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3.3 Rappels

La notion de géométrie fractale telle que 1’a introduite MANDELBROT [MANS82| est liée a
celle de dimension fractale. Cette dimension fractale mesure la capacité d’un objet a remplir
I’espace dans lequel il est défini. Mais cette définition ne fournit pas explicitement de description
de la forme de l'objet ou du processus de construction. Les contraintes de forme des objets
fractals sont implicites & cette définition. Nous ne nous basons pas sur cette définition mais
plutot sur la propriété d’auto-similarité. Cette propriété traduit le fait qu’un objet est constitué
de reproduction de lui-méme a une échelle plus petite. Cette définition est récursive et fournit un
procédé de construction immeédiat : I’objet est décrit a partir d’un assemblage d’un méme motif
de base représentant les parties principales de I'objet. Chaque partie devant étre identique a
lobjet, chaque motif est remplacé (proportionnellement & sa taille) par ’assemblage des motifs.
On obtient ainsi un assemblage plus complexe de motifs plus petits. Les motifs sont alors de
plus en plus nombreux et de plus en plus petits et leur assemblage va laisser apparaitre la forme
auto-similaire. C’est un processus itératif. Par la suite, quand nous parlerons d’objet fractal ce
sera suivant le sens d’objet auto-similaire.

Il existe plusieurs modeles formalisant la propriété d’auto-similarité (L-System [PRUS86],
fonction complexe [MANS2], Iterated Function System [HUTS81]). Nous avons choisi le modele
IFS pour leur formulation mathématique stricte facilitant les démonstrations. Nous utilisons la
généralisation des IFS aux formes fractales & poles [ZT95,ZT96¢, ZT96a, ZT96b, ZT97b, ZT97a,
ZAT98] ainsi que l'extension “Controled IFS” (C-IFS) [TT93, TT94, TT95a, TT95b] qui est
analogue au modele RIFS de BARNSLEY [BARSS8] ou au modele L-System de PRUSINKIE-
vicz [PRUS6]. Dans cette section, nous rappelons tres brievement les éléments essentiels des
IFS.

3.3.1 Formulation ensembliste des IF'S

Le modele IFS a été introduit initialement suivant une formulation ensembliste [HUTS8I]
traduisant directement la propriété intuitive d’auto-similarité. Un IFS est un ensemble fini de
transformations contractantes {7;,7 € X}. Ces transformations ou opérateurs sont définis sur un
espace métrique complet (X,d) (généralement R? ou R® muni de la distance euclidienne). La
forme géométrique modélisée par I'IFS est le compact non-vide de X vérifiant A = U;exT;(A).
Une condition suffisante a I’existence de ce compact est que chaque transformation T; soit contrac-
tante. Alors l'opérateur de HUTCHINSON associé a I'IFS est défini par :

T: HX) — H(X)
K — T(K)=U",T:(K)

Cet opérateur est contractant dans (H(X), dy), ou H(X) désigne l'espace des compacts non-vides
de X et dy la distance de Hausdorff associée a d, définie par :

dp (A, B) = max{max min d(z,y); max min d(z,y)}.

Si (X, d) est complet alors (H(X),dp) Pest également [BARSS|. D’apres le théoréeme du point
fixe il existe un unique compact non-vide A appelé attracteur de T vérifiant : T(A) = A. La
conséquence est que l'attracteur peut étre déterminé comme une limite : A = lim,, ., T"(K) ou
K est un compact quelconque de X.

La structure topologique de cet ensemble peut étre tres variée : ensemble de points d’accu-
mulation, courbe, structure filaire, surface, volume,...(voir figure 3.2).

Le controle de la topologie des attracteurs est essentiel dans une perspective de réalisation
de modeleur. BARNSLEY [BARSS] a abordé cet aspect en introduisant les Fractal Interpolation
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FiG. 3.2 — Exemple de différentes structures topologiques d’attracteurs. De gauche a droite et de
bas en haut : ensemble de points isolés, attracteur avec zones de recouvrement, structure filaire,
courbe, surface et structure lacunaire.

Function (FIF) qui permettent de définir des contraintes sur les opérateurs de maniére & ga-
rantir que l'attracteur soit une courbe ou une surface. Cependant, les structures topologiques
des attracteurs sont beaucoup plus riches que les structures que 1’on rencontre habituellement
en géométrie classique. TOSAN et ZAIR ont proposé une formulation plus générale [ZAI98] en
introduisant la notion de morphisme d’IFS. Par la suite TOSAN et GouaTy [GOUQ9] ont posé
les bases d’une topologie fractale en intégrant les notions des structures B-Rep au niveau des
attracteurs.

3.3.2 Formulation fonctionnelle des IFS
Fonction d’adressage-paramétrisation d’un attracteur

La fonction d’adressage permet d’associer a chaque point de l'attracteur une suite infinie
d’indice o € ¥¢ ( ¢ désignant l’ensemble des mots infinis construits sur X).
Atowt IFST = {T;,i € ¥}, ¥ ={0,--- , N — 1}, on associe une fonction d’adressage définie
par :
p: X — A
o +— ¢(0)=limp— oo Tp,To, - - T, 0

Il est possible de montrer [BARSS] que la limite lim,,— oo T, T, - - To, p est un point de lat-
tracteur et est indépendante de p . Inversement, pour chaque point de I'attracteur , il existe au
moins un mot infini ¢ € ¢ tel que ¢(c) = x. Le mot o est appelé adresse de z. L’adresse d’'un
point n’est pas nécessairement unique. Ce sera notamment le cas dés qu’'un point appartient a
I'intersection de deux subdivisions de l'attracteur : 3(i,j) € ¥ x X, i # j / z € T;(A) N T;(A).
Dans ce cas on parle de point d’adresse double ou point d’adresse multiple.
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Cette fonction d’adressage permet d’avoir une représentation paramétrique de I'attracteur :
¢(X¢) = A. Elle fournit directement un algorithme d’évaluation d’une approximation de at-
tracteur : pour un niveau de profondeur donnée n, on calcule ¢(X") = A ou E™ représente les
mots de longueur n.

Cependant cette paramétrisation est peu adaptée a I’étude des propriétés de continuité et de
différentiabilité. Il est alors plus pertinent d’utiliser la notion de morphisme d’IFS introduit par
ZAIR et TOSAN.

Controle topologique

Pour définir des structures topologiques particulieres et notamment des courbes et des sur-
faces, il est nécessaire d’imposer des contraintes aux opérateurs T;. Les FIF en sont un exemple.
ZAIR et TOSAN ont proposé une formulation plus générale [ZAI98] en introduisant la notion de
morphisme d’IFS. Non seulement cette formulation présente ’avantage de fournir une représenta-
tion paramétrique des attracteurs, mais elle permet également de choisir I’espace des parametres
et certaines propriétés de la paramétrisation. Les compatibilités des conditions de raccord entre
I'TFS de subdivision de l'espace des parametres et I'IFS de subdivision de la forme modélisée
assure la continuité du morphisme.

Le principe est de construire une fonction, notée H, qui a tout point de 'attracteur d’un
premier IFS associe un point de 'attracteur d’un deuxieme IFS. Etant donnés deux IFS TO =
{TP,i € B} et T! = {T},i € X} indexés par le méme ensemble d’indices ¥ = {0,--- , N — 1},
notons A° I'attracteur de TV et A! I'attracteur de T' . H est défini & partir du systeme d’équations
suivant :

H(T{p)=T!H(p),Vpe A% i € ¥.

Une formulation équivalente est :

H(¢%(0)) = ¢'(0)

oll ¢ et ¢, représentent respectivement les fonctions d’adresse de TC et T*.

Pour que H soit bien définie, les IF'S doivent vérifier “les mémes conditions de raccord”. Plus
précisément, si un point p € A® possede une adresse multiple (3o, 0’3% tel que ¢°(o) = ¢°(0"))
alors les images de ¢%(c) et ¢°(0’) par H doivent étre identiques, i.e. H(¢"(0)) = ¢l(0) =
H(¢%(0")) = ¢'(0’). T! doit étre tel que ¢'(c) = ¢*(o’).

Si TO et T' possedent les mémes conditions de raccord non seulement H est bien définie mais
c’est une fonction continue qui envoie I'attracteur A° sur I’attracteur A' tout en respectant la
structure de subdivision (H (T?(A%) = T} (A')). L’attracteur AY peut alors étre considéré comme
étant 1’espace des parametres de I'attracteur A' . En choisissant, le premier IFS de maniere & avoir
une structure topologique donnée pour I'attracteur A°, H fournit une formulation fonctionnelle
de Pattracteur A! avec pour espace de parametres ’attracteur A°.

On dit que les conditions de raccord sont “fortes” si 'TFS T' ne possede pas d’autres adresses
doubles que celles de T° [GTNO6]. Dans ce cas, H est bijective et la structure topologique de A°
est transportée par H sur la structure topologique de Aj.

Exemple : Pour obtenir une courbe paramétrée sur [0, 1], on peut choisir la subdivision stan-
dard de [0, 1] décrite par I'IFS : T® = 7 = {ro(t) = 3¢, 71(t) = 5t + £ }. Cet IFS posséde un point
d’adresse double au premier niveau de subdivision : p = ¢(01¥) = ¢(10%). H défini a partir de 7
et tout IFS vérifiant cette condition définit une courbe paramétrée (voir figure 3.3).
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Fia. 3.3 — Exemple de raccord définissant une courbe.

Généralisation : TOSAN a introduit la notion de Boundary C-IFS (BC-IFS) [TOS04,TBSG™' 06,

TOS05,TGZ05] afin de pourvoir introduire rigoureusement un controle topologique sur les formes.
Il généralise la notion de cellule des structures B-Rep, les cellules topologiques correspondant a
des sous-attracteurs de sous IFS qui peuvent étre des structures fractales. La structure B-Rep
est alors définie a I’aide de contraintes d’adjacence et d’incidence entre les sous-attracteurs. Ce

modele ne sera que partiellement présenté dans la section 4.3.
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4.1 Introduction

4.1.1 Distinguer les notions

Comme nous l'avons mentionné au paragraphe 3.1, les objets fractals ont des structures et
propriétés particulieres. Nos interprétations et nos intuitions de certaines notions mathématiques,
méme si elles sont définies rigoureusement, ont été construites par références aux “objets classi-
ques” et sont souvent mises en défaut par certaines structures fractales. Ainsi, jusqu’au 19° siecle,
on pensait qu'une courbe continue était dérivable sauf en un nombre fini de points [THI99]. En
1830 RIEMANN donna un contre-exemple et en 1870 WEIERSTRASS fit la premiere publication
en présentant une famille de fonctions nulle-part différentiables. Maintenant les courbes fractales
telles que les courbes de TAKAGI ou VON KOCH sont connues pour étre nulle part différentiables.
Mais étre nulle part différentiable ne signifie pas étre dépourvu de propriétés différentielles. 11
est alors essentiel de distinguer les différentes notions impliquées dans ces concepts, de ne pas se
fier a nos intuitions souvent trompeuses, d’identifier les propriétés qui restent valables, et celles
pour lesquelles il est nécessaire de proposer des généralisations ou de nouveaux concepts.

4.1.2 En quoi les courbes fractales ne sont pas différentiables ?

Prenons le cas simple d’une fonction f a valeurs réelles et parametres réels. La fonction f est
différentiable en un point ¢y si ses nombres dérivés en ty a droite D, f et a gauche D_ f existent
et sont égaux, ou :

flto +h) — f(to)

D = 1i
+f =l 7
. Fto— 1) — 1(to)
. to —h) — f(to
D_f=—-—1
f hg]([)lJr h

On peut ainsi identifier différentes raisons pour lesquelles la fonction f peut ne pas étre
différentiable :

M n’existent pas. On identifie

1. les limites limy, o+ £ et/ou — limy, o+ M
alors deux sous-cas de non convergence des limites :

(a) soit la limite diverge, c’est le cas par exemple de f(t) = t2 en to = 0 (voir figure 4.1).

(b) soit il n’y a pas divergence et le rapport floth) =1 (t0) ,gcille indéfiniment entre deux

bornes comme pour la fonction f(t) =t x sin($) (voir figure 4.1).

2. Les limites existent mais sont différentes D f # D_ f. C’est le cas de f(t) = |¢| (voir figure
41).

Les points (ou valeurs de parametres) pour lesquels les fonctions ne sont pas différentiables
sont qualifiés de points singuliers. De telles situations peuvent poser un certain nombre de
problémes : rupture de la continuité des reflets lumineux sur une surface, introduction de tur-
bulences lors de I’écoulement d’un fluide sur cette surface... Ils peuvent également présenter des
avantages et étre recherchés pour avoir un effet artistique pour une carrosserie de voiture par
exemple. Il est donc nécessaire de les identifier, de les caractériser pour les maitriser. Mais les
modeles utilisés en CAO actuellement génerent des courbes et surfaces différentiables, sauf en
un nombre fini points.

Pour les courbes fractales nous retrouvons les mémes cas de non-différentiabilité, & la diffé-
rence, qu’en général, ils apparaissent pour un ensemble de valeurs de parametres dense dans
le domaine de définition ou sur tout le domaine de définition (voir figure 4.1). Mais il peut
exister des situations encore plus complexes pour lesquelles il y a un ensemble dense de points
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F1G. 4.1 — Exemple de non différentiabilité : En haut, au point 0 pour v/, tsin(1) et [¢|; En bas,
la non différentiabilité apparait pour un ensemble dense de points dans la courbe.

non différentiable (pas de dérivées ni a droite a gauche), un autre ensemble dense de points
possédant une dérivée a droite et a gauche mais différentes, et un ensemble dense de points pour
lesquels la dérivée existe. Ceci est une différence fondamentale avec les modeles de courbes et
surfaces classiques, et il devient essentiel de les traiter.

Les propriétés différentielles décrivent le comportement local d’une courbe ou d’une surface et
étant donnée la complexité de cette différentiabilité pour les courbes et surfaces fractales, cela va
engendrer des géométries locales complexes, riches et tres différentes. On peut ainsi introduire une
notion de “texture géométrique” liée aux propriétés différentielles. A la différence des courbes et
surfaces classiques qui sont différentiables, leur aspect lisse ne sera pas fondamentalement changé
suivant le degré de différentiabilité et cette notion de “texture géométrique” n’existe pas et n’a
pas lieu d’étre.

Ce n’est pas parce qu'une fonction est non-différentiable qu’il n’est pas possible d’en extraire
des propriétés différentielles. La fonction valeur absolue n’est pas différentiable en 0 mais possede
une dérivée a droite et une dérivée a gauche qui sont tout a fait définies et nous renseignent sur
son comportement différentiel. De méme, certaines courbes fractales possedent des dérivées a
droite et a gauche parfaitement définies, elles ne sont certes pas égales, mais elles caractérisent
le comportement différentiel. La fonction racine carrée n’est pas lipschitzienne en 0 et la dérivée
au sens classique n’existe pas. Mais la notion de dérivée fractionnaire locale (DFL) au sens de
KOLWANKAR [KG96] permet de généraliser la notion de dérivée classique en introduisant un ordre
de dérivation non entier. La DFL permet d’étudier localement le comportement d’une fonction,
non pas en réalisant une approximation linéaire mais en fonction de t9 :

f(t) = f(to) + (Df)(E = to)* + o((t = to)?).

Les trois cas de non-différentiabilité que nous avons présentés ne sont pas les seuls possibles.
Il y a bien évidemment les combinaisons de ces différents cas. Pour les courbes fractales ces
combinaisons apparaissent également, c’est le cas de la courbe de VON KOCH pour laquelle non
seulement la limite oscille entre deux bornes, mais ces bornes ne sont pas les mémes entre la
limite & droite et la limite & gauche (voir figure 4.2).

Les propriétés différentielles interviennent en CAO dans les problemes de raccords entre
courbes et entre surfaces. Pour traiter ce probleme pour les courbes (et surfaces) fractales, il faut
tout d’abord introduire de nouveaux outils différentiels pour caractériser les comportements et
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F1G. 4.2 — La courbe de Von Koch se caractérise par un comportement différentiel différent a
droite et a gauche mais également par une non-convergence de la limite : a droite au point p la
direction de la limite oscille entre les 2 vecteurs rouges, a gauche la direction de la limite oscille
entre les 2 vecteurs bleus.

pour déterminer des notions de demi-tangentes. Nous proposons une démarche fondée sur la DFL
de KOLWANKAR. Ensuite, pour aborder le probleme des raccords entre courbes, nous utilisons
le modele BC-IFS introduit par TOSAN pemettant de construire des courbes fractales & poles
auquelles on associe une strusture B-Rep. Les conditions de raccord sont alors controlées et il est
possible d’exprimer les conditions de continuité C'. Dans ce formalisme les courbes et surfaces
de subdivisions apparaissent comme étant des cas particuliers.

4.2 Introduction d’une différentiation des courbes et sur-
faces fractales

Comme nous ’avons précédemment évoqué, il est essentiel d’aborder séparément les difficultés
dans ’étude des propriétés différentielles des courbes fractales. La premieére démarche consiste
a distinguer systématiquement les dérivées a droite des dérivées a gauche (ou dérivées direc-
tionnelles pour les surfaces). Ensuite, il faut étudier la convergence en direction ce qui permet
d’avoir des informations sur les espaces tangents. Et enfin, étudier les problemes de conver-
gence des normes qui sont souvent liés a des paramétrisations mal adaptées ou au fait que les
courbes ne sont pas lipschitziennes. Le probleme de paramétrisation n’est pas nécessairement
lié a laspect fractal, mais a la nature itérative du procédé de construction. Ce probleme ap-
paralt également dans le cas des courbes et surfaces de subdivision comme par exemple pour
les courbes construites par élimination des coins. Si la construction des valeurs des parametres
n’est pas réalisée suivant le méme procédé de subdivision que la courbe, il est impossible de
déterminer les vecteurs tangents et les vecteurs dérivés sont alors soit de norme nulle soit de
norme infinie [GQ96, dB90, MGO01, SGB10]. Pour les courbes fractales une solution consiste &
utiliser la dérivée fractionnaire locale de KOLWANKAR [KG96, KG97].

4.2.1 Dérivée fractionnaire locale

Soit f une fonction définie sur un domaine D C R a valeur dans un espace métrique (E,d).
Dans un premier temps nous considérons que E = R? et d est la distance euclidienne. La dérivée
fractionnaire locale de KOLWNAKAR & Pordre ¢, & droite DY f(t) et & gauche D? f(t) sont définies
par :
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DL f(t) = T(1 + g) limy, g+ LSO
(41 5F - F=f )
D? f(t) = =T'(1 + q) limy,_o+ “—7"=
Suivant la valeur choisie pour I'ordre de dérivation on obtient des valeurs de DFL différentes. On
identifie alors trois cas :

— la DFL est égale a 0,

— la DFL est égale a une valeur différente de 0,

— la DFL diverge.

On définit alors 'ordre critique «, en t par :

a(t) = Sup{q|D?f(t) existe en t}

Les dérivées fractionnaires locales a droite et a gauche au point ¢ sont respectivement :

D f(t) =T(1+a) lim W

L fE=h) - F@)
D f(t) = —I(1 lim =Y
2 () (1+0) lim B
Si DS f (t() ): D2 f(t), on dit que la fonction f est localement a-différentiable en ¢ et elle est notée
par D*f(t).

4.2.2 Application aux courbes fractales décrites par IFS

Le modele TFS nous permet de décrire des structures fractales auto-similaires. Dans notre
étude, nous utilisons des IF'S composés d’opérateurs affines et les attracteurs correspondant sont
qualifiés d’auto-affines. Comme nous 'avons rappelé au chapitre 3.3, le concept de morphisme
d’TFS fournit une formulation paramétrique des attracteurs. Il devient alors possible de réaliser
I’étude différentielle.

Calcul de de la dérivée fractionnaire Locale D?H d’une courbe

Pour formuler correctement les dérivées a droite et a gauche en un point d’adresse double,
il est nécessaire d’introduire la notion d’adresse a droite et d’adresse a gauche. Cette notion est
intuitive et s’illustre simplement pour le point de raccord de la subdivision standard du segment
[0,1]. Le point de raccord possede 2 adresses : 01“ et 10¥. L’adresse 01¢ traduit le fait que le
point appartient & la premieére subdivision (i.e. [0, %]) c’est-a-dire a la partie gauche du segment
et inversement ’adresse 10“ traduit le fait que le point appartient a la deuxiéme subdivision (i.e.
[3,1]) c’est-a-dire & la partie droite du segment [0, 1]. L’adresse 01 est appelée adresse & gauche
(notée o_) et 10¥ I’adresse a droite (notée o). Il en est de méme pour tous les transformés de
ce point de raccord par une composition finie de transformations de I'IFS, c’est-a-dire tous les
points dont les adresses sont de la forme 010% et 001¥ ou ¢ représente un mot fini de X.

Etant donné

_ Ers T {ri}, i € ¥ avec 7;(t) = rit + t;, t; = ZKirj et > ,cx 7 = 1, une subdivision de

0,1].
- T ={T;}, i € ¥ un IFS possédant les mémes conditions de raccord que I'IFS T*
— H le morphisme défini par 7 et T.
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La dérivée fractionnaire locale d’ordre ¢ de H & droite en ¢t € [0,1] est alors donnée par
[BENOQ9] :

(4'2) D4 H(t) _ F(l +q) lim LUI Lan(h) vn(h)*
* h—0 (rﬂl )q (ra'n(h))q
ol
e { = ¢°(0), o représente 'adresse droite o4 si ¢t est un point d’adresse double,
e n(h) désigne 'indice au-dela duquel les adresses de ¢ et ¢t + h different,
P O.n(h)a.n(h)*7
e o = O.n(h)o./n(h)*7
——
e v"(M* Je vecteur donné par :

m — ¢(U/n(h)*) _ ¢(0.n(h)*)
W) = (o) — g o

Ainsi :

— nous disposons d’un algorithme de calcul de la DFL a l'ordre ¢, a partir d’'un produit infini
de matrices;

— il est possible de déterminer des conditions nécessaires sur les matrices a partir de I’étude
de la convergence du produit infini de matrice;

— cette expression dépend du choix du paramétrage (choix de 'IFS définissant la paramétri-
sation).

Quelques résultats pour des points particuliers

Paramétrisation et ordre critique L’équation 4.2 permet de donner des conditions né-
cessaires de convergence de la DFL aux points d’adresse i“. Ces conditions fournissent alors
I’ordre critique a.

Théoreme 4.2.1 Soit H une fonction définie par T* = {7;};ex (Tit = rit+t;, r; > 0, Zf\]:gl r; =
lett; = Z;;E rj) et T = {T;}ies deux IFS affines. Supposons que la dérivée fractionnaire locale
de H d’ordre q existe aux points d’adresses i i € .

Alors, il est nécessaire que r; = |\g| =, Vi € ¥ ot o € [0,1] vérifie :

(4.4) SNl =1

Ai ,i € X représentant les valeurs propres maximales des applications linéaires associées aux
opérateurs T;.
De plus, a correspond a l’ordre critique de dérivation.

Expression de la DFL aux points d’adresse i“ et extension par auto-similarité Pour
les points d’adresse % il est possible d’avoir une expression simple des DFL a droite et a gauche
lorsqu’elles existent.

Proposition 4.2.1 Soitt € [0,1] un point d’adresse i“ et soit H la fonction de transport associée
aux IFS T = {T;}iex et T® = {1;}iex, avec Tt = rit +t;, r; > 0, 25\7—01 r,=1ett; = Z;;E Tj

Si les valeurs propres dominantes A; des applications linéaires L; Yi € 3 sont réelles et positives,
1
si DS H(t) et D*H(t) existent pour a vérifiant S\ o' |\;|= = 1, alors :

DY H(t) = T(1 4 a)a;v;

45 pa'H(t) = -1 (1 + a)biv
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Fia. 4.3 — Dans ces deux illustrations la demi-droite en bleu représente la direction du vecteur
propre vp associé a la valeur propre dominante, la droite en rouge correspond a la direction du
second vecteur propre. Pour ’exemple du haut les composantes des vecteurs g et uy selon le
vecteur vp sont opposées, en ¢ la courbe est G-a différentiable. En bas les composantes sont de
méme signe et on obtient un point de rebroussement au point ¢; = ¢(i%).

De plus on a :
(4.6) DYH(t)=—%D>H(t)
CN—-1—Cj

=]

du vecteur propre v; associé a la valeur propre dominante \; de L;.

_ co—¢
[0—c5|«

dans la direction

N : — —
ot a; et b; sont respectivement les composantes de ug = et Ug

L’équation 4.6 est assez remarquable puisqu’elle exprime le fait que si les DFL existent en
un point d’adresse i“ les vecteurs tangents associés sont colinéaires c’est-a-dire que 'on a soit
un point de rebroussement soit un point “G*-différentiable”, dans le sens ou les directions sont
les mémes mais les normes différentes (voir figure 4.3). Evidemment par auto-similarité cette
propriété se ”propage” sur un ensemble de points dense dans la courbe comme l'exprime le
théoreme suivant :

Théoréme 4.2.2 Soit H la fonction de transport associée auz IFST = {T;}iex et T® = {7 }ies,
avec Tt = rit +t;, r; > 0, vazgl ri =1ett; = Z;;%) rj. Soit t € [0,1] un point d’adresse
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o, i £ 0 eti# (N —1).
Si DY H et DY H existent au point ¢; d’adresse i, alors :

Lo'p s
DY H(c;)

(1) DYH() = o5 %

LO’I L‘TIJ q s
L o DY H(c)

Conditions nécessaires et suffisantes

Le théoreme suivant propose un ensemble de conditions nécessaires et suffisantes d’existence
de la DFL de la courbe H([0,1]) C R? en tout point d’adresse oi“ olt o désigne un mot fini
de X. Si la valeur propre dominante A; de la partie linéaire de la transformation T; est réelle et
strictement inférieure & 1, il suffit que les subdivisions de la courbe T;(H([0,1])) pour j > i se
trouvent dans un méme demi-plan délimité par la droite passant par le point ¢; et de vecteur
directeur le vecteur propre associé a la valeur propre dominante.

Théoréme 4.2.3 Soient T = {T;,i € X} un IFS défini dans R? et T* = {7;,i € X} un IFS dans
R définissant un arc paramétré H(t), t € [0,1] tel que H([0,1]) = A ot A est Uattracteur de T
et [0,1] est lattracteur de T*.

— —

Soient L; la partie linéaire associée a T;, ), A} les valeurs propres de L; et v et v} les vecteurs

propres correspondants.

On suppose que T;t = r;t +t; avec t; = E;;lom, r; = |/\i|% ou « vérifie Ef’:glp\iﬁ =1cet\

désigne la plus grande valeur propre de L; en valeur absolue.

Soienti € X, i# N —1etB= U;V:;_li_lﬂ-(A).

Pour tout point p € R?, ag, aIl) désignent les composantes de ¢;p dans la base des vecteurs propres
—

1

01 — _ 0,0 .
(vf, vi),i-e. cip = apv] +a,

vy
Si1> M) > |\ et si a,gp> 0, Vp € B ou si ag <0, Vp € B alors
- [|[DLH(t)]| =0sig<a
- IDLH )| = 400 siq > a,
pour tout t = ¢*(0i%).
De plus :

R

—
- st q < «, le vecteur w tend wvers le vecteur nul suivant la direction v? quand h
tend vers 0 (h > 0),

1
-sta<qg< ll‘z)gg((i)), la direction du vecteur

h tend vers 0 (h > 0).

-
W tend vers la direction de v{ quand

Les figures 4.4, 4.5 et 4.6 sont des exemples contruits a partir de fonctions d’interpolation
fractales affines [BARSS]. Les FIF (Fractal Interpolation Function) sont des cas particuliers d’IFS.
La figure 4.4 est un exemple de convergence de la DFL au point pg = ¢g. la figure 4.5 est un
exemple de non convergence au méme point. Sur cet exemple les conditions ne sont pas respectées.
La figure 4.6 montre un exemple au point ¢; pour lequel la dérivée a droite ne converge pas et
la dérivée a gauche converge.
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— " p3

F1G. 4.4 — Exemple de courbe H(t) définie par une FIF affine (Fractal Interpolation Function
[BARSS]) dont les points interpolés sont repérés en rouge (pg a p4). La dérivée fractionnaire locale
a droite est étudiée au point ¢y = ¢(0“). Les vecteurs propres de Lo sont vy (direction représentée
par la demi-droite bleue) et v; (direction représentée par la droite rouge). Les conditions du
théoreme 4.2.3 sont vérifiées, i.e. : les valeurs propres de Lo sont A\§ = 0,39 et A} = 0,36, et les
points de B sont d’'un méme coté de la droite rouge. Deux zooms successifs ont été réalisés pour
illustrer le comportement tangentiel.

4.2.3 Application aux surfaces fractales définies par produit tensoriel
de courbes

Dans cette partie les fonctions fractales que nous considérons sont des fonctions de pondération
permettant de définir des courbes ou surfaces fractales a poles. Les opérateurs composant les IFS
sont alors des opérateurs internes & des espaces barycentriques ( voir [ZAI98]).

La construction de surfaces par produit tensoriel de courbe définie par IFS s’obtiennent par
produit tensoriel d’'TFS [ZAI98]. Il est alors aisé d’étudier le comportement différentiel de telles
surfaces :

Soient T® = {T},i = 0,..., N — 1}, et T* = {T},j = 0,..., M — 1} deux IFS affines, dont les
attracteurs sont des courbes continues. On note H® et H' les fonctions de transport associées
respectivement & TO et T?.

La DFL-directionnelle d’ordre « de la fonction paramétrique H = H° @ H' (ol ® représente le
produit tensoriel), associée a I'IFS T = {T? ® le,i =0,...N—1letj=0,..,M — 1} au point
a = (s,t) dans la direction ¥ = (vs,v;) est :

(4:9) DFH(s,) = [[0s]* Doy HO()] @ H'(8) + H(5) © [[00]” DS ) H (1)

sign(vs

otl, D?ign(vg)HO(S) est la dérivée fractionnaire locale de HY au point s, & droite si sign(vs) = +,
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Fia. 4.5 — Exemple de courbe H(t) définie par une FIF affine (Fractal Interpolation Function
[BARRSS]) dont les points interpolés sont repérés en rouge (po & p4). La dérivée fractionnaire locale
a droite est étudiée au point ¢g = ¢(0“). Les vecteurs propres de L sont v (direction représentée
par la demi-droite bleue) et v7 (direction représentée par la droite rouge). Les conditions du
théoreme 4.2.3 ne sont pas vérifiées, i.e. : les valeurs propres de Lg sont A = 0,31 et \} = 0, 23,
mais les points de B ne sont pas d'un méme coté de la droite rouge. Deux zooms successifs ont
été réalisés pour illustrer le comportement tangentiel. On observe que le vecteur H(cj+h)—H(h)
oscille de part et d’autre de la droite rouge entre les deux directions vy et —vy.

a gauche si sign(vs) = — et D H(t) est la dérivée fractionnaire locale de H' au point ¢ &

sign(ve)
droite si sign(v:) = + ou a gauche si sign(v;) = —

A partir des vecteurs demi-tangents aux courbes I = HO([0,1]) et T* = H(]0,1]), on en
déduit les vecteurs demi-tangents a la surface S = H([0,1] x [0,1]) dans toutes les directions
possibles.

Ainsi, la DFL-directionnelle de H est calculée & partir des dérivées fractionnaires locales de
H% et H' :

— DPexpression [|vS |* D%

SZ.gn(vs)HO(s)} ® H(t) est la dérivée fractionnaire locale (droite ou

gauche suivant le signe de vs) de la fonction s € [0,1] — H%(s) @ H'(t), cette dernicre
définit la méme courbe H°([0,1]). Ainsi, 'expression [DO‘ )Ho(s)] ® H'(t) est portée

sign(vs
par le vecteur demi-tangent & la courbes I'° au point s.
— Texpression H(s) ® [|Ut\°‘D”‘

Sign(onH 1(t)} est la dérivée fractionnaire locale de la fonction
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Po = Co

F1G. 4.6 — Exemple de courbe H(t) définie par FIF affine dont les points interpolés sont repérés
en rouge (po a py). Les dérivées fractionnaires locales & droite et & gauche sont étudiées au point
c1 = ¢(1¥). Les vecteurs propres de Ly sont vy (direction représentée par la demi-droite bleue) et
01 (direction représentée par la droite rouge). Les valeurs propres correspondantes sont A = 0, 27
et A} = 0,18. La courbe présente deux comportements différents & droite et & gauche du point
1. A droite la dérivée ne converge pas car les points de B ne sont pas tous d’un méme coté de
la droite rouge comme pour le cas de la figure 4.4. A gauche la dérivée converge car les points
de B~ sont d’'un méme coté de la droite rouge comme pour le cas de la figure 4.5 & droite. Deux
zooms successifs ont été réalisés pour illustrer le comportement tangentiel.

t €10,1] — H°(s) @ H(t), cette derniere définit la méme courbe H([0,1]). Ainsi, I'ex-
pression HY(s) ® [Da

Sign(vt)H L(#)| est portée par le vecteur demi-tangent & la courbes I'!

au point .

Ainsi, dans le cas ou les dérivées a droite et & gauche des courbes génératrices existent, en
un point de raccord il est possible d’avoir 4 quarts de plans tangents comme illustré par la figure
4.7.
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, %) la surface possede 4 quarts de plan tangents.

(3

H

int

Fia. 4.7 — Sur cet exemple, au po
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4.3 Raccord de courbes

En CAOQO, la plupart des courbes et surfaces utilisées sont formulées pour que 'utilisateur
puisse les déformer de facon intuitive & partir de points de controle. Des fonctions de base
(polynomiales ou rationnelles) déterminent une pondération des points de contréle en fonction
du parametre de la courbe ou des parametres de la surface : C(t) = ), B;(t)P; pour une courbe
ou S(u,v) =3, ; Bi j(u,v)P; j pour une surface. P; et P; ; représentent les ensembles des points
de controle et B;(t), B; j(u,v) sont des fonctions de base.

Le lien entre les IFS et ces courbes et surfaces est la propriété d’auto-similarité. Différents
travaux ont mis en évidence et exploité cette propriété pour les polynémes de BERNSTEIN, et les
fonctions de base des splines [PM87, MP87,v090]. Les algorithmes de DE CASTELJAU pour les
courbes de BEZIER et de CHAIKIN pour les courbes splines exploitent directement cette propriété
d’auto-similarité. De facon générale, ZAIR et TOSAN ont montré que toute base polynomiale est
auto-similaire [ZAI98].

Il est important de noter que seules les fonctions de base sont auto-similaires, les courbes
et surfaces obtenues par projection suivant un vecteur ou une grille de points de controle ne le
sont pas. Ceci est le fondement des travaux de ZAIR et TOSAN [ZT96¢, ZT96b, ZAI98] sur les
IFS dans lesquels sont dissociés 1’espace de paramétrisation (dépendant de la topologie de la
forme, courbe, surface, ou méme fractale), 'espace d’itération (espace barycentrique dans lequel
apparait la propriété d’auto-similarité) et 1'espace de modélisation (dans lequel la forme finale
est construite et auquel appartiennent les points de controle). Cette distinction des différents
espaces est a I'origine de la formulation des formes fractales a poles. La définition du morphisme
d’TFS fait clairement apparaitre les formes a podles classiques comme cas particulier des IFS.

Les surfaces de subdivision peuvent étre vues comme une implémentation algorithmique des
formes a poles. Les masques et coefficients de subdivision sont déterminés & partir des pro-
priétés d’auto-similarité pour assurer la convergence du maillage de controle vers le type de
surface souhaité. Ce procédé de construction itératif apporte une souplesse supplémentaire par
rapport aux formes & poles. Alors que ces dernieres sont définies sur des maillages de controle
réguliers (quadrangulaire, triangulaire, ...), les surfaces de subdivision peuvent s’adapter & des
structures de maillage quelconque (non-régulier) a la condition de déterminer des masques de
subdivision adaptés. SCHAEFER a mis en évidence le lien entre les IF'S et les surfaces de subdivi-
sion [SLGO04]. Mais il ne fait pas la distinction entre 'espace d’itération et I’espace de modélisation
ce qui nécessite I'introduction peu intuitive de matrices pseudo-inverses, constituées des points
de controle.

Les procédés de construction itératif sont encore plus généraux dans le sens ou les modeles
ne sont basés que sur la notion de subdivision indépendamment de toute structure de support
(maillages de contrdle). La contre-partie est que tout est possible et qu’il est nécessaire de mettre
en place des dispositifs ou des contraintes pour controler les propriétés des objets que ’on souhaite
construire : d’'un point de vue topologique (courbe, surface,...), et d’un point de vue géométrique
(CY, C*, rugueux,...).

Pour le controle de la topologie, TOSAN a proposé de munir les C-IFS d’une structure B-Rep.
Le modele obtenu (BC-IFS) permet de définir les contraintes d’incidence et d’adjacence que doit
respecter le procédé itératif pour garantir une topologie.

Le modele BC-TF'S présente deux avantages essentiels :

1. C’est un modele générique pour la construction itérative : il permet de représenter aussi
bien les formes a poles que les surfaces de subdivision ou que les objets fractals. Cela signifie
qu’il est possible d’avoir un moteur générique capable de produire la plupart des procédés
de subdivision & partir d’une description externe des régles de subdivision (parametres
fournis au moteur).
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2. Il fournit un ensemble d’outils permettant de décrire les contraintes que doivent respecter
les processus de construction itératifs. La résolution de ces contraintes fournit la structure
des matrices de subdivision [GTSWO09] et ceci de fagon automatique. Ainsi nous identifions
I’ensemble des solutions possibles et a partir des degrés de liberté restants, il est possible
d’explorer cet espace de solutions.

Dans le cadre du post-doctorat de DMITRY SOKOLOV, nous nous sommes attachés a montrer
que le modele BC-IF'S est un modele générique pour la construction itérative. Nous avons abordé
la représentation des points extraordinaires dans le cas des surfaces de subdivision (en cours
de publication) et le cas des courbes splines non-uniformes (en cours de publication). Ces tra-
vaux sont exposés dans les paragraphes respectifs 4.4 et 4.3.2. Dans les sections suivantes, nous
donnerons un exemple d’utilisation des BC-IFS pour I'identification de la structure générale de
courbes définies par élimination des coins. L’étude de la différentiabilité nous permet de donner
une cartographie de l’espace des parametres.

4.3.1 Les BC-IFS : exemple des courbes

Le modele BC-IFS (Boundary C-IFS) munit les C-IFS d’une structure B-Rep [TBSGT06].
Ceci présente avantage d’expliciter des notions de face-aréte-sommet implicites aux structures
des attracteurs [GEN92]. Il est alors possible d’écrire des contraintes d’incidence et d’adjacence
en relation avec le procédé de subdivision et ainsi de contréler la topologie résultante : topologie
classique (courbe, surface,..) ou topologie fractale. Les notions B-rep utilisées sont plus générales
que les notions B-Rep classiques. Une cellule topologique peut étre, le cas échéant, un objet
fractal. Par exemple, une face peut étre un triangle de SIERPINSKI, ou une aréte un ensemble de
CANTOR, mais la structure B-Rep reste cohérente.

L’avantage de cette approche est de pouvoir expliciter les relations d’incidence et d’adjacence
liées au processus de subdivision d’une structure topologique donnée. Ceci se traduit par des
contraintes sur les opérateurs de subdivision.

Pour décrire des formes a poles a 1'aide de BC-IFS, il est nécessaire de distinguer les différents
espaces dans lesquels sera définie chaque structure :

— l'espace de modélisation, dans lequel est défini la forme finale et auquel appartiennent les

points de controle,

— les espaces barycentriques dans lesquels sont construits les attracteurs définissant les cel-

lules, et dans lesquels opeérent les transformations des IF'S.

Illustrons cette construction pour les courbes obtenues suivant le principe d’élimination locale
des coins. Ces courbes nécessitent un minimum de 3 points de controle et les points extrémités
(sommets) dépendent de 2 points de contréle [SGB10].

Chaque cellule de la structure B-Rep (ici, sommets et arétes) aura :

— un état qui représente la cellule dans le cadre des C-IFS;

— un espace d’itération associé qui sera (dans le cas de formes & poles) un espace barycentrique

dont la dimension dépend du nombre de points de controle dont dépend la cellule;

— un IFS traduisant le procédé de subdivision de la cellule.

Pour une courbe construite par élimination locale des coins nous avons :

— pour les arétes :

— un état nommé a,

— un espace d’itération correspondant a l’espace barycentrique de dimension 3,

—un IFS = {Tj,T1} composé de 2 matrices (3 x 3) traduisant le procédé de subdivision
de l'aréte,

— et pour chaque sommet (car a priori ils ne sont pas identiques) :

— un état nommé s (indicé par d pour droit et g pour gauche),
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— un espace d’itération = espace barycentrique de dimension 2,

—un [FS = {T,} composé de une matrice (2 x 2) traduisant le procédé de subdivision
du sommet (ici il n’y a pas vraiment de subdivision car I'IFS n’est composé que d’une
transformation).

A ce stade nous disposons d’un ensemble d’TF'S, chaque IFS décrivant une cellule de la struc-
ture B-Rep de fagon indépendante. Si les IFS sont composés d’opérateurs de subdivision quel-
conques, rien ne garantit que la cellule aréte soit bien bordée par les sommets ou que les subdi-
visions de la cellule aréte se raccordent de maniere & obtenir une courbe.

Pour mettre en relation les différentes cellules, if faut introduire les opérateurs de plongement.
Dans notre exemple, les différents IFS associés aux cellules (arétes et sommets) sont définis dans
des espaces barycentriques. Les opérateurs de plongement vont mettre en relation les sous-espaces
les uns par rapport aux autres, ce qui revient a définir de quels points de controle dépend chaque
cellule et a définir ainsi les imbrications des sous-espaces barycentriques les uns par rapport
aux autres. Une aréte est bordée par deux sommets, il faut donc définir deux opérateurs de
plongement : by pour le sommet de gauche et b; pour le sommet de droite. Ils sont représentés

10
sous forme matricielle : jp = | 0 1] car le sommet de gauche dépend des deux premiers points
0 0

de controle de I'aréte. Ainsi I'espace d’itération du sommet gauche correspond au sous espace des
2 premieres dimensions de ’espace d’itération de I’aréte. L’opérateur by plonge 1’espace associé
au sommet gauche (espace barycentrique de dimension 2 : Ey, = BI?), dans 'espace associé &

0 0
la courbe (espace barycentrique de dimension 3 : BI?). De méme, I'opérateur : by = |1 0
0 1

plonge I'espace associé au sommet droit, dans I'espace associé a la courbe. Dans le cas des courbes

splines quadratiques, les deux sommets auront le méme espace associé Ey = Es, = E;_, et pour
1

coordonnées dans cet espace : s = (%) Mais les plongements dans ’espace associé a la courbe

Sg?

2

seront différents pour chaque point, et la courbe aura pour extrémités : bgs = et

S ONl=
o= O

bis = (voir figure 4.8). Dans le cas général d’une courbe et en distinguant le sommet

ol O
= O O

droit du sommet gauche, I’automate associé a cette description est alors donné par la figure 4.9.

Contraintes topologiques

Les contraintes d’incidence et d’adjacence peuvent étre facilement identifiées a partir du
graphe représentant le déroulement de I'automate. Au premier niveau de subdivision, nous ob-
tenons le schéma de la figure 4.10.

Contraintes d’adjacence Lorsque 'aréte est subdivisée en deux, la subdivision “gauche” de
I’aréte doit se raccorder avec la subdivision “droite” par 'intermédiaire des sommets respectifs
“droit” et “gauche” (symbolisée par le lien bleu de la figure 4.10). La premiére conséquence est que
les états s, et sq4 doivent étre identiques, autrement dit, les sommets “gauche” et “droit” doivent
étre de méme “nature” et se subdiviser a l'aide du méme opérateur. Dans le cas contraire, aux
étapes suivantes, il n’y aura plus de raccord. On doit donc nécessairement avoir : Ty, = T, = Ts.
La deuxieme conséquence se déduit en écrivant I’équivalence des chemins dans le graphe : le
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F1G. 4.8 — A gauche et & droite : espaces barycentriques E, = BI? associés aux états “sommet”
(gauche et droit respectivement), au milieu : espace barycentrique E, = BI® associé & 1'état
“aréte”. Les opérateurs by et by sont des opérateurs de plongement de BI? dans BI® mettant en
correspondance 'espace BI? avec les sous espaces de BI® : bgEg = Es, et biEs = Eg,

Ty
Te
bo Sy
P
@
Ty

Fia. 4.9 — Automate représentant la subdivision d’une courbe.

sommet droit de la subdivision de gauche doit correspondre au sommet gauche de la subdivision
de droite, Toby = T1bo.

ap by co ap b1
En notant TO = do €0 fo et T1 = dl €1 f1 ,on a:
go ho o g1 hi iy
ap bo Co 0 0 aq b1 (&) 1 0
do €0 fo 1 0 = d1 €1 fl 0 1
go ho io 0 1 g1 hl 7:1 0 0

Ce qui donne I'égalité des deux dernieres colonnes de Ty avec les 2 premieres colonnes de 77 :

bo co a1 by
eo fo]l =1di e
ho o g h

Contraintes d’incidence De facon analogue, les contraintes d’incidence traduisent le fait
que les sommets doivent rester aux extrémités de l'aréte lors du processus de subdivision : la
subdivision du sommet gauche de ’aréte doit correspondre au sommet gauche de la subdivision
gauche de ’aréte. Ces contraintes sont repérées en rouge sur le graphe de la figure 4.10. L’écriture
des équivalences entre les chemins donne les équations suivantes : bgTs = Tobg et b1 Ts = T1bq,
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bo bl
& () ® —

TS(, T(J ‘\Tl TSd
\
v \ N
B\~
Q@ - . @
—
b(]TSy = ,T(]b(l E)bl - le() b1fs‘(, = lel

Fi1G. 4.10 — Le déroulement de l'automate génere la structure subdivisée. Ce systeme de sub-
division doit étre contraint pour garantir la structure topologique souhaitée. Les contraintes
d’incidence sont représentées en rouge et les contraintes d’adjacence en bleu.

1 0 a b ap bo Co 1 0
0 1 (ds es) = do €0 fo 0 1
0 0 s 5 Jo ho i() 0 0
Qg bs ao bo
ds €s = do €p
0 0 go ho
et
0 0 a b aq bl C1 0 0
1 0 <ds €s> = dl €1 f1 1 0
0 1 s s a1 h1 11 0 1
0 0 b1 C1
Qs bs =1€éa fl
ds €g h1 11
as bs 0 by, 0 0
On en déduit alors que : Tp = | ds es as | et Ty = | es as bs |. En ajoutant le fait que
0 0 €s 0 ds €s

la somme de chaque colonne doit étre égale a 1, il ne reste que 2 degrés de liberté. La figure 4.11
représente la structure générale des opérateurs Ty et T1 pour une courbe définie par trois points
de contréle et dont les sommets dépendent de deux points de controle.

Contraintes de convergence

D’apres la théorie des IFS [BARSS], pour que le processus itératif converge, les opérateurs de
subdivision doivent avoir des valeurs propres de module strictement inférieur & 1, & I’exception
de la valeur propre 1 qui dans le cas d’opérateurs de I’espace barycentrique correspond a la valeur
propre du point fixe.

To admet les valeurs propres réelles suivantes (1,a,1 — a — b) et T} a pour valeur propre
(1,b,1 —a —b).
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Fi1G. 4.11 — Structure des matrices de subdivision pour une courbe construite a partir de trois
points de controle et dont les sommets dépendent de 2 points de controle.

-1 < a < 1
Ainsi la convergence est garantie si on a : -1 < b < 1
-1 < 1—-a—-b < 1
N
l—a-0b= AN
AN 140 \{—a—b:—l

-1

AN

Fi1G. 4.12 — En rouge : domaine de valeurs de a et b pour lequel le processus de subdivision
converge. Fn gris : domaine de GREGORY.

Les définitions des parametres que nous obtenons de cette maniere correspondent exactement
a ceux référencés dans les travaux de GREGORY [GQ96] et de DE Boor [dB90]. Cependant
il faut noter la différence des domaines de définition. En effet, la construction par élimination
locale des coins part du principe que les sommets du polygone de ’étape n doivent appartenir
au polygone de I'étape n — 1, c’est-a-dire que chaque point est inséré sur un segment. Ainsi le
domaine des parametres est restreint au triangle repéré en gris sur la figure 4.3.1 : les valeurs
de a, b et 1 —a — b doivent étre positives. Notre construction n’impose pas cette contrainte, les
nouveaux points sont situés sur les droites contenant les segments incidents.

Paramétrisation et propriété d’auto-similarité

L’attracteur défini par 'TFS {Ty,T1} représente une courbe définie dans l’espace barycen-
trique de dimension 3. La paramétrisation de cette courbe est obtenue en choisissant un IFS de
subdivision 7 = {rg,71} de [0,1] : 7o =7rt, n = (1 —r)t +r, Vt € [0,1] et 0 < r < 1. La courbe
paramétrée H(t) est alors définie par les équations suivantes :

(4.10) H(mit) = T;H(t),Vt € [0,1] et pour i = 0,1
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La courbe projetée C(t) est obtenue par projection suivant les points de controle : C(t) = PH (t)
ou P = [Py P, P,] est le vecteur ligne composé des points de contrdle. A partir de ces définitions on
retrouve les propriétés d’auto-similarité de H(t) : H([0,r]) = ToH([0,1], H([r,1]) = T1 H([0,1]),
donc H([0,1]) = ToH([0,1)) UT1H(]0,1]). De cette propriété, on en déduit la propriété générale
de subdivision des courbes, exploitée par I’algorithme de CHAIKIN dans le cas des courbes splines :

c([0,1] = PH([0,1])
= PToH([0,1]) U PT1H([0,1])
= QoH([0,1]) UQ1H([0,1])

C(t) se décompose en 2 courbes de nature identique, i.e. définies par les mémes fonctions de

base, avec pour ensemble de points de controle respectifs : Qg = PTp (transformée des points

de controdle initiaux par Tp) et Q1 = PTy (transformée des points de controle initiaux par Ti).

Comme les 2 dernieres colonnes de Ty sont identiques aux 2 premiéres colonnes de 77, Cy(t) et

C1(t) ont deux points de controle communs : Qo = [goq1¢2] et Q1 = [q1¢2g3] (voir figure 4.13).
On note que Cy(t) et C1(t) se raccordent entre elles au point C(r) = Cy(1) = C1(0).

Etude de la différentiabilité a 1’aide des valeurs et vecteurs propres

Nos études sur les propriétés différentielles des courbes fractales [BGNO8] nous permettent
d’expliciter des conditions nécessaires de continuité C''. Dans le cas d’un IFS composé de deux
transformations opérant directement dans I’espace affine (espace de modélisation) la demi-tangente
a droite a la courbe C(t) au point C(0) a pour vecteur directeur le vecteur propre associé a la
plus grande valeur propre (qui doit étre positive) de la partie linéaire de 'opérateur Tj. De méme,
la demi tangente & gauche a la courbe C(¢) au point C(1) a pour vecteur directeur le vecteur
propre de la valeur propre maximale de la partie linéaire de T7. Ici les opérateurs de subdivision
sont définis dans ’espace barycentrique, ainsi les opérateurs possedent toujours la valeur propre
1 qui correspond au point fixe de 'opérateur. Les directions des demi-tangentes sont données par
les vecteurs propres associés a la deuxiéme plus grande valeur propre de Ty et T7. Cette direction
est donnée pour H(t) dans I’espace barycentrique, pour obtenir les demi-tangentes & la courbe
C(t) il faut réaliser la projection suivant les points de controle.

Analyse des valeurs et vecteurs propres 7T; admet les valeurs propres réelles suivantes
AN =1, A =1-a—bet \J=aet Ty a pour valeur propre \) =1, \} =1 —a—bet \J =b. Les
vecteurs propres associés sont respectivement :

b

I e A N Ly —b

v =5 =19 = 1—2a
0 0 2a+b—1

et

. 0 . 0 . a+2b—1

v = {#b oor=11],0i= 1-2b
s -1 —a

Le premier vecteur propre de T (resp. 17) associé a la valeur propre 1 correspond aux points
fixes ¢g = H(0) (resp. ¢; = H(1) ). Le vecteur propre de T (resp. T3) associé & la deuxieme
plus grande valeur propre correspond au demi-vecteur tangent & droite en ¢y (resp. demi-vecteur
tangent & gauche en ¢1). On appelle valeur propre dominante de T}, notée A¢, la valeur propre
différente de 1 telle que X' = X’ si [N}| = max;j=1 2{|\}]}.
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Etude des valeurs et vecteurs propres de Ty :  En fonction des valeurs des parametres
a et b, la valeur propre dominante est différente et par conséquent les demi-vecteurs tangents a
droite et a gauche seront de directions différentes.

1. si 1 —a — b est la valeur propre dominante : |1 —a —b| > |a] = 1 —2a — b > 0. Alors le
demi-vecteur tangent & droite en C'(0) a pour direction Py Py, c’est-a-dire qu’il est porté par
le segment composé des deux premiers points de controle et est indépendant du troisieme.

2. si a est la valeur propre dominante : |a| > [1 —a —b] = 1 —2a — b < 0. Dans ce cas le
demi-vecteur tangent & droite en C'(0) a pour direction : —bPy+ (1 —2a)P; + (2a+b—1)Ps.
Il peut prendre différentes orientations suivant les valeurs de a et b.

Etude des valeurs et vecteurs propres de 77 : Pour T} nous retrouvons les mémes
résultats de facon symétrique :

1. si 1 — a — b est la valeur propre dominante : 1 —a —b > |b| = 1 —a — 2b > 0. Dans ce
cas, le demi-vecteur tangent & gauche en C(1) est porté par le segment composé des deux
derniers points de controle et est indépendant du premier.

2. si b est la valeur propre dominante : b > |1 —a —b] = 1 —2b — a < 0. Dans ce cas, le
demi-vecteur tangent a gauche en C'(1) & pour direction : (a+2b—1)FPy+ (1 —2b) P, —aPs.
Il peut prendre différentes orientations suivant les valeurs de a et b.

On remarque que la valeur propre dominante est toujours positive. De plus, les cas 1) sont
particulierement intéressants, car le demi-vecteur tangent & droite (resp. a gauche) a la courbe
ne dépend que des deux premiers points de controle (resp. deux derniers points de controle). Ils
vont nous permettre de définir une condition de différentiabilité indépendamment de la position
des points de controle.

Conditions nécessaires de différentiabilité Les contraintes d’incidence et d’adjacence
sur les BC-IFS nous garantissent la continuité C° mais pas la continuité C''. Pour que C(t) soit
différentiable, il est nécessaire que les demi-tangentes a droite et a gauche au point de raccord
soient de méme direction.

En utilisant la propriété de subdivision de C(t) exposée au paragraphe 4.3.1 on a :

C10,1] = [q1g2q3] H ([0, 1]) U [q1¢2¢3]Q1 H ([0, 1]).

On en déduit que la demi-tangente & gauche  la courbe C(t) au point de raccord C(r), notée ¢, (r),
correspond & la demi-tangente & gauche & la courbe Cy(t) en Co(1) = QoH (1) = [goq1g2]H(1).
De méme, la demi-tangente & droite & la courbe C(t) au point de raccord C(r), notée tq(r),
correspond a la demi-tangente & droite a la courbe Cy(t) en C1(0) = Q1H(0) = [q19293]H(0)
(voir figure 4.13). En notant par 4 et f, les demi-tangentes a H(t) respectivement & droite en
H(0) et & gauche en H (1), nous avons : t4(r) = [q1q2g3]ta et t,(r) = [q192q3]t,-

Comme précisé au paragraphe précédent, les vecteurs tg et t; dépendent des valeurs des
parametres a et b. Des valeurs de a et b découlent la valeur propre dominante et donc les vecteurs
directeurs des demi-tangentes a droite et a gauche.

Pour que la courbe C(t) soit différentiable, il faut au moins que td(r) et ¢, (7’) soient colinéaires,
évidemment quelle que soit la position des points de controle qg, q1, g2 et g4, ce qui est possible
uniquement si :

- t; est colinéaire & g1gs pour 'ensemble des points de controle Qo, i.e. possede une premiere

composante nulle. Ceci est vérifié ssi 1 —2a — b > 0,
— tg est colinéaire & g1g pour I'ensemble des points de controle Q1, i.e. possede une troisieme
composante nulle. Ceci est vérifié ssi 1 —a —2b > 0.
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FiG. 4.13 — Etude des demi-tangentes au point de raccord.

Ainsi, les tangentes sont colinéaires si la valeur propre dominante est 1 —a — b ce qui correspond
a l'intersection des régions hachurées en rouge et bleu de la figure 4.14. Cependant, cela inclut
les cas ou les courbes sont dérivables comme les cas ou les courbes possedent des points de
rebroussement. Pour faire la distinction entre ces deux situations, il faut comparer le sens des
vecteurs dérivés a droite et a gauche pour en comparer les sens.

Dongc, si 1—a—b est valeur propre dominante de Ty et de Ty (i.e. 1—2a—b < 0et 1—a—2b < 0)
et si a et b sont positifs, alors les vecteurs dérivées a droite et a gauche au point de raccord sont
de méme sens.

Par auto-similarité de H(t), cette propriété vérifiée au point de raccord se propage sur un
ensemble dense de points de la courbe.

Cartographie des comportements différentiels A partir de cette analyse, nous pou-
vons identifier différents comportements différentiels et y faire correspondre des régions de 1’es-
pace des parametres. Ces régions sont représentées par la figure 4.14. Tout d’abord les conditions
nécessaires de différentiabilité nous permettent d’identifier la région 1 qui correspond a la région
de GREGORY pour laquelle il démontre que les courbes sont C'. La région 2 correspond au cas
ol les vecteurs dérivés sont colinéaires mais de sens opposés. Les courbes sont alors composées
d’un ensemble dense de points de rebroussement. Cette région n’était pas identifiée par les autres
auteurs car elle ne faisait pas partie de leur domaine de définition. Ce sont des courbes typique-
ment fractales. Dans la région 3, les courbes présentent des discontinuités de la dérivée sans étre
des points d’inflexion (de cette région il faut exclure les cas ot @ = 0 qui est un cas particulier
dégénéré), et la demi-tangente a gauche au point 0 est toujours portée par le segment joignant
les deux premiers points de controle. Dans la région 4, les courbes possedent des demi-tangentes
a droite en 0, et a gauche en 1 qui ne sont pas portées par les segments du polygone de controle
et ne sont pas différentiables. Enfin, le comportement des courbes de la région 5 est analogue a
celles de la région 4. La différence réside dans le fait que la valeur propre 1 — a — b est négative
ce qui inverse la géométrie des courbes a chaque niveau de subdivision et leur donne un aspect
fractal marqué. Ceci apparait dés qu’une des valeurs propres est négative comme par exemple
pour les régions 3 et 3’.

Les comportements des régions 2’ et 3’ se déduisent des régions 2 et 3 par symétrie des
parametres a et b.
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b
1y
zone de différentjabilité
l, a
-1 ” 1
ta = aq1¢>
tg = Baqs
-1

F1G. 4.14 — Identification de régions des parametres en fonction des propriétés différentielles.

N VO

Fi1G. 4.15 — Cinq courbes correspondant aux cing régions de ’espace des parametres.

4.3.2 Cas des Splines non-uniformes
Introduction

SCHAEFER dans [SLG04] et GOLDMAN dans [Gol09] mentionnent qu’il est possible de générer
des courbes B-splines non-uniformes a ’aide d’IFS mais sans expliciter les détails. Ils précisent
que I'IFS n’est pas stationnaire, c’est-a-dire que les valeurs des opérateurs changent a chaque
étape d’itération.

Avec DMITRY SOKOLOV, nous avons montré, qu’il est possible de modéliser des courbes B-
Splines non-uniformes a 'aide d’un BC-IFS représenté par un automate possédant un nombre
fini d’états. Ce qui a priori est différent des résultats annoncés par GOLDMAN. De plus, la
description du processus de subdivison a ’aide des BC-IFS met en évidence les conditions de
raccord entre les diférentes parties de la courbe. Ces derniéres peuvent étre exploitées pour
controler la différentiabilité de la courbe limite.
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Doublement des nceuds

Prenons comme support de réflexion le cas des B-splines quadratiques non-uniformes. Pour
identifier le BC-IFS décrivant le procédé de subdivision, nous partons de I’algorithme d’insertion
de noeuds de COx-DE BOOR.

Etant donné un ensemble de points de contrdle {FPy, P, Py, P3} et un ensemble de nceuds
tg < t; < --- < tg définissant une B-spline non-uniforme, nous considérons les intervalles des
nceuds que nous notons par {ug, w1, ug, us} (u; = tiro —t;41). L'insertion de nouveaux points de
controle @; au milieu des intervalles des nceuds se fait a 'aide de la formule suivante [SZSS98] :

(4.11)
Os: (ui + 2ui1) P+ wi P
2 2(u; + wiy1)
(4.12)
Qi1 U1 Py A (2w + uig1) Py

2(u; + Uig1)

A partir de notre exemple nous obtenons 6 nouveaux points de controle pour lesquels le
vecteur nodal est {4, %, 4L %2 %2 %21 Mais ils définissent exactement la méme courbe que
celle construite & partir de 'ensemble des point de contréle { Py, P, Py, P3} associé au vecteur
d’intervalle de noeud {ug, uy,us,us} (voir figure 4.16).

En itérant le procédé, on peut construire ainsi une suite de polygones de controle convergeant
vers la courbe limite au méme titre que le procédé de subdivision. La différence réside dans le
fait que le procédé de calcul des nouveaux points dépend du vecteur nodal et differe en fonction
de la localisation des points.

De plus, on remarque que le nouveau vecteur nodal peut étre multiplié par une constante
sans modifier la courbe. Ainsi la courbe raffinée est définie par les points de controle {Qy, ... Qs }

et le vecteur nodal {ug, uy, w1, us, ug, us}.

Py Py 15
o o]
/\o/
P
o 0
Py
15
Q Q @
Q4
Q?l
Qo 0 w o wr uy w upoug
2 2 2 2 2 2

F1G. 4.16 — L’ensemble de points de controle { Py, P1, P», P3} et le vecteur nodal {wg,ur,us,us}
definissent exactement la méme courbe B-spline que les points de contréle {Qo, ... Q5} avec le
vecteur nodal {%, 5, -, %2, 2 2

Le processus de subdivision est représenté alors par la figure 4.17. Pour définir une courbe
B-spline quadratique trois points de controle suffisent. Notre exemple construit a partir de quatre
points de controle peut étre décomposé en deux courbes & trois points de controle (voir la premiere
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P Py Py
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Fi1G. 4.17 — Tllustration du processus de doublement des noeuds et décomposition de la courbe en
parties de plus en plus petites. A partir de la seconde itération des parties uniformes apparaissent.

ligne de la figure 4.16) : la partie gauche de la courbe définie & partir des points de contrdle
{Py, P1, P>} et le vecteur nodal {ug,u1,us}, et la partie droite avec comme points de controle
{Py, Py, Ps} et {uy,us,u3} pour vecteur nodal. Les points de contrdle et valeurs des noeuds
communs assurent le raccord entre les deux parties. De facon identique, la courbe définie par
{Qo, ... Qs} et {ug, ur,u1,us, ug, us} peut étre décomposée en quatre parties. En poursuivant le
processus au troisieme niveau d’itération, nous obtenons dix points de controle { Ry, ... Rg} avec
pour vecteur nodal associé {ug, u1,us,us, us, ug, ug, us, ug, us . En décomposant en morceau de
B-spline quadratique composé de trois points de controle nous avons huit courbes : { Ry, Ry, Ra}
/ {ug,ui,u1}, {R1, Ra, R} / {u1,u1,u1},... On remarque alors que certaines sont uniformes
(vecteur nodal composé des mémes valeurs) et le resteront au cours des raffinements suivants
alors que d’autres parties seront toujours non-uniformes. Le nombre de parties non-uniformes
reste constant alors que le nombre de parties uniformes augmente comme le montre la figure
4.18.

Fia. 4.18 — De gauche a droite : la courbe a 'itération 0 du processus de doublement des noeuds
(points de controle initiaux), itération 2 et itération 6. Les parties régulieres de la courbe sont
en vert, tandis que les parties non-uniformes sont en rouge.

Processus de subdivision et BC-IFS

Le processus de subdivision décomposant une courbe B-spline quadratique définie a partir
d’un vecteur nodal général {u,v,w} (noté uvw) est décrit par le schéma de la figure 4.18. Pour
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F1G. 4.19 — Schéma du processus d’insertion de noeuds.

le premier niveau de subdivision, la subdivision & gauche (respectivement & droite) donne une
courbe B-spline non-uniforme de vecteur uvv (respectivement vvw). Au deuxiéme niveau de
subdivision, la partie gauche (uvv) se subdivise & gauche pour donner toujours une courbe B-
spline non-uniforme du méme type uwvv, alors qu’a droite elle se subdivise pour donner une B-
spline uniforme. Ce processus se répetera pour la partie uvv et donnera une B-spline non-uniforme
uvv et une B-spline uniforme vvv. Pour la partie uniforme, la subdivision restera évidemment
uniforme. Pour la partie de gauche (vvw) du premier niveau de subdivision, le processus est
analogue. Ainsi le nombre de parties non-uniformes reste constant.

Le schéma de la figure 4.19 correspond a l'automate du BC-IFS décrivant la subdivision des
arétes. Il faut juste lui ajouter les cellules sommets et opérateurs d’incidence. Enfin, 1’écriture
des contraintes d’adjacence permet d’obtenir les structures des matrices de subdivision.

(1 —a(u,v) b(u,v) 0 [1—c d 0
po(u,v,w) = | a(u,v) 1-b(u,v) 1—alv,w) ro=| ¢ 1—-d 1-c¢
i 0 0 a(v,w) | | 0 0 c
[ b(u,v) 0 0 1 [ d 0 0
pr(u,v,w) = |1 —=b(u,v) 1—alv,w) b(v, w) rm=|1-d 1—-¢ d
i 0 a(v,w) 1 —b(v,w)] | 0 c 1-d
[1—a(u,v)  bu,v) 0 [ b(u,v) 0 0
qo(u,v,) = | a(u,v) 1-b(u,v) 1—c¢ ¢ (u,v,)) =1 =bu,v) 1—c d
0 0 ¢ 0 ¢ 1-d
[1—c d 0 [ d 0
qQ('a/an) = c 1—-d 1—CL(U,1U) (J3('7’U7U1) =|1-d 1—a(v,w) b(v,w)
0 0 a(v,w) | 0 a(v,w) 1—b(v,w)

Pour les B-splines quadratiques non-uniformes on a :

1—a(u,v) = 21(‘;25), a(u,v) = m, 1—b(u,v) = m, b(u,v) = 22(215), c=d=0,25.

L’étude des valeurs et vecteurs propres (voir section 4) permet de controler la nature des
raccords et la différentiabilité des courbes pour d’autres valeurs de coeflicients que ceux des B-
splines quadratiques non-uniformes. La figure 4.20 donne trois exemples : pour la courbe (a) la
continuité C'! n’est pas vérifiée au raccord vvv — vvv mais ’est au point extraordinaire, la courbe
(b) est différentiable sauf au point extraordinaire ou elle posséde une demi-tangente & gauche et
a droite, enfin la courbe (c) est différentiable sauf au point extraordinaire et ne possede pas de
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demi-tangentes en ce point.

(a) (b) (c)

F1c. 4.20 — (a) la courbe n’est pas différentiable mais possede des demi-tangentes; (b) et (c) :
les courbes ne sont pas différentiables uniquement au point extraordinaire.

4.4 Traitement des points extraordinaires

4.4.1 Cas de subdivisions régulieres : Exemple sur le schéma de Doo-
SABIN

La construction des surfaces de subdivision, comme pour les courbes, est fondée sur le principe
d’auto-similarité des fonctions de base déterminant la surface limite. Le processus de subdivision
integre a la fois la construction du maillage & ’étape k+1 (maillage raffiné) a partir du maillage k
et le mode de calcul de chaque nouveau point & partir des points de ’ancien maillage. Le procédé
de construction du maillage raffiné n’est généralement pas formalisé, mais est décrit sous forme
d’un algorithme expliquant comment il faut insérer des sommets, en déplacer d’autres, ceci en
fonction de chaque type de schéma, c’est-a-dire le type de surface limite souhaitée. Les calculs des
nouveaux points se font a partir de “masques”. Le regroupement de ces masques dans une méme
matrice forme la matrice de subdivision. Les valeurs des pondérations ont été déterminées une
bonne fois pour toute & partir des propriétés d’auto-similarité des fonctions de base (algorithme
de CHAIKIN, de DE CASTELJAU,...). L’avantage incontestable est le calcul simple des nouveaux
points, cependant 'implémentation de 1’algorithme de construction des maillages n’est pas tou-
jours simple et surtout cette construction est cotteuse en temps d’exécution. Mais comme nous
I’avons précédemment indiqué, ’avantage des surfaces de subdivision est leur capacité a pouvoir
étre adaptée a des maillages non-réguliers.

La traduction du processus de subdivision a ’aide de BC-IF'S nécessite une analyse intégrant
la propriété d’invariance de la surface, qui n’est plus explicite dans le formalisme des surfaces
de subdivision mais intégrée dans la description des masques et ’algorithme de construction des
maillages. Nous allons illustrer ce procédé dans le cas du schéma de DOO-SABIN pour une surface
quadrangulaire dont la surface limite est une surface spline bi-quadratique.

La propriété d’auto-similarité liée au processus de subdivision est représentée par la figure
4.21. La grille quadrangulaire composée des points de controle initiaux est représentée en rouge.
La surface limite est représentée en vert clair. La grille obtenue a partir d’une étape de subdivision
est représentée en vert. La grille initiale se décompose et 4 sous-grilles correspondant aux grilles de
controle des quatre sous carreaux B-splines bi-quadratiques représentés en bleu clair et composant
la surface globale.

La traduction de ce processus a 1’aide du modele BC-IF'S se fait alors de la fagon suivante. On
détermine ’automate traduisant le processus de subdivision topologique. Une face se subdivise
en quatre sous faces. Chaque face est bordée par quatre arétes qui elles mémes se subdivisent en
deux sous arétes et chaque aréte est bordée par 2 sommets. La figure 4.23 représente ’automate
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Fi1G. 4.21 — Subdivision de Doo-Sabin, en rouge la grille de controle initial, en vert la grille apres
le premier niveau de subdivision.

FiG. 4.22 — Seconde étape de la subdivision de DOO-SABIN.

associé. La notation adoptée est la suivante : f;, e; et v pour les opérateurs de subdivision
respectivement des faces, des arétes et des sommets et Bzf et BY pour les opérateurs d’incidence
représentant respectivement le plongement des arétes dans les faces et le plongement des sommets
dans les arétes.

fo fi
] @
I3 fa P

Fia. 4.23 — Graphe représentant la structure B-Rep.
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Fi1G. 4.24 — Tllustration du schéma de subdivision associé au graphe.

La cohérence de la structure topologique et la topologie de 'attracteur seront garanties par les
contraintes d’adjacence et d’incidence de ce systeme de subdivision. Les contraintes d’incidence
doivent étre écrites pour chaque niveau de la structure B-Rep. Pour les faces et arétes elles
expriment le fait que la subdivision du bord d’une face doit correspondre au bord de la face
subdivisée. Les contraintes d’adjacence traduisent le fait que les faces subdivisées vont partager
la méme aréte. Par exemple, le bord droit de la subdivision 0 de la face correspond au bord
gauche de la subdivision 1 de la face.
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Conditions d’adjacence | Conditions d’incidence | Conditions pour les bords

fOB{ = le:{ B(J)CeO = fOB(J; eqgB1 = e1 By
f1B£ = fQB({ 3561 = le{f Bov = egBy
f2Bz){ = f3B1f 3{60 = f1B{c Biv=eB
fsBY = foB Ble, = foB]

Bley = fB]
Bleg = f3B)}
Bie, = f3B]
Bieo = foB]

Les opérateurs de bord doivent également vérifier une certaine cohérence pour garantir la
bonne imbrication des sous espaces et donc le bon “partage” des points de contrdle entre les
différentes cellules de la structure B-Rep :

BI B = B} B;
B{ B = B]B;
B]B§ = B} B
B] B = By B§

Fic. 4.25 — A gauche, illustration d’une contrainte d’adjacence (foB{' = le?{ ) . A droite,
illustration d’une contrainte d’incidence (Bg el = leg )

L’ensemble des contraintes que 1’on impose au processus de subdivision n’est que topologique.
Cela induit des contraintes de structure sur les matrices de subdivision (de fagon analogue aux
courbes), sans imposer une quelconque géométrie. Le choix des coefficients déterminera les pro-
priétés géométriques de la surface. Ce systeéme de contraintes décrit tous les types de subdivision
quadrangulaire (sans retournement de face ou autre). La figure 4.26 illustre ce principe pour le
choix de deux ensembles de coefficients différents : celui de Doo-Sabin {-%, 2, L} et un autre
choisi arbitrairement {.09,.21,.49}.

La description du processus de subdivision de CATMULL-CLARK est identique a celui de Doo-
SABIN, notamment les contraintes d’incidence et d’adjacence sont les mémes. La seule différence
réside dans les dimensions des espaces associés & chaque cellule (16 pour les faces, 12 pour les
arétes et 9 pour les sommets). Les contraintes réduisent le nombre de degrés de liberté a 4.

La figure 4.27 illustre les 2 approches : en haut par subdivision du maillage de controle, en bas
par BC-IFS évalué a partir d’'un compact initial représentant un taureau. L’attracteur projeté
du BC-IFS est bien la surface limite de la subdivision.

4.4.2 Cas des points extraordinaires

L’avantage de la modélisation par IFS est sa souplesse et sa capacité a construire et analyser
de nouveau schéma de subdivision. Les propriétés d’auto-similarité des fonctions de base des
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F1G. 4.26 — Subdivision de Doo-Sabin. A gauche : la grille de contréle. Au milieu et a droite les
surfaces limites obtenues a 'aide, respectivement, des coefficients traditionnels {1—96, 1‘3—6, 1—16} et de
coefficients choisis aléatoirement {.09,.21,.49}.
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Fi1G. 4.27 — Subdivision de Catmull-Clark. En haut, le processus classique de subdivision. En
bas, 'approche BC-IFS.

courbes se “combinent” lorsque 1’on réalise le produit tensoriel pour obtenir les fonctions de base
des surfaces. Ainsi, il n’y a pas de surprise a pouvoir représenter les cas réguliers de subdivision
des surfaces a l'aide des BC-IFS, comme exposé dans le paragraphe précédent.

Mais qu’en est-il des points extraordinaires ? Nous allons voir que la souplesse de description
du systeme de subdivision par un automate permet de décrire simplement le processus autour
de ces points.

Toujours dans le contexte du schéma de subdivision de DOO-SABIN, étudions le cas du ”coin
de valise” représenté par la figure 4.28.

Fia. 4.28 — Subdivision de Doo-Sabin avec un sommet extraordinaire : en rouge la grille de
controle, en vert la grille apres une étape de subdivision.

La configuration minimale pour avoir une face avec un sommet extraordinaire est représentée
par la figure 4.28. Cette face dépend de huit points de contrdle et se subdivise en quatre faces (cf
4.29) dont trois sont régulieres (et dépendent de neuf points de controle) et une est irréguliere
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Fia. 4.29 — Processus de subdivision de Doo-Sabin pour un sommet extraordinaire : on obtient
3 carreaux réguliers et de nouveau une configuration avec un sommet extraordinaire.

de fagon analogue a la face initiale et dépend de huit points de controle également. Il n’y a donc
toujours qu’une seule configuration irréguliere parmi les quatre nouvelles configurations obtenues
par subdivision : le processus de subdivision n’augmente pas le nombre de points extraordinaires.

D’apres la figure 4.29 nous comprenons également que la structure topologique au cours du
processus de subdivision est identique au cas régulier, dans le sens ou chaque face est bordée par
le méme nombre d’arétes, et les contraintes d’incidence et d’adjacence sont identiques du fait que
nous sommes toujours dans le cas d’une subdivision quadrangulaire. La seule différence réside
dans le fait que certaines arétes ne sont pas régulieres (ne dépendent pas du méme nombre de
points de controle). Il suffit alors de bien discerner les configurations dans ’automate et d’affecter
les bonnes dimensions aux différents types de faces, types d’arétes et types de sommets. Ainsi,
I’automate de subdivision de la face irréguliere est décrit par la figure 4.30.

ext
0

[ ext
P Byy"

2t
ext Bg;l
1,2,3 ’

fo123

F1c. 4.30 — Automate représentant le procédé de subdivision d’une face irréguliere. Les subdivi-
sions des arétes ne sont pas représentées.

L’aréte irréguliere se subdivise de fagon analogue a la face irréguliere comme schématisé par la
figure 4.31, c’est-a-dire en une aréte réguliere et une aréte irréguliere. L’automate correspondant
est présenté par la figure 4.32 et le déroulement de cet automate met en évidence les contraintes
d’adjacence et d’incidence a la figure 4.33.

Les conditions d’adjacence et d’incidence sont toujours les mémes pour la subdivision réguliére :
60B1 = 61B0, Bo’l) = eoBo et Blv = 61B1.

Pour la subdivision irréguliere il faut ajouter les 3 conditions supplémentaires, déduites de la
figure 4.33 : B§"'w®*t = e§" B§*, B{*lv = e$*' By et e§" B{*t = "' By.

La figure 4.34 donne un exemple de point extraordinaire pour lequel les coefficients de Doo-
Sabin ont été appliqués et deux autres subdivisions a l'aide de coefficients choisis au hasard.
D’autres exemples générés a partir du maillage de controle correspondant & un cube sont présentés
par la figure 4.35 .
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e

Fia. 4.31 — Doo-Sabin : subdivision d’une aréte contenant un point extraordinaire.
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F1a. 4.33 — Déroulement de I'automate de subdivision pour 'aréte irréguliere de la figure 4.32.

Remarque sur la gestion d’un maillage de contrdole quelconque

Le processus de subdivision prenant en compte un sommet extraordinaire s’organise toujours
de la méme facon indépendamment de la valence du sommet extraordinaire. Les éléments a
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F1G. 4.34 — De gauche a droite : la grille de controle d'un “coin de valise”, 'attracteur avec les
coefficients de Doo-Sabin. Deux attracteurs obtenu avec des coefficients choisis au hasard.

FiG. 4.35 — Exemples obtenus a partir du maillage d’un cube et différents coefficients de subdi-
vision.

ajuster sont les dimensions des espaces des sommets, arétes et faces irrégulieres. Les contraintes
d’incidences restent les mémes. Ainsi, il est possible de générer automatiquement les automates
liés aux différents types de sommets extraordinaires. Cependant, une difficulté apparait lorsqu’un
maillage de controle possede plusieurs sommets extraordinaires. La construction de 'automate
reste toujours identique, mais il faut considérer alors tous les combinaisons possibles. Cependant,
ces configurations peuvent étre générées automatiquement. C’est ce qui a été fait pour le schéma
de DOO-SABIN pour pouvoir 'appliquer a un maillage quelconque. Un programme explore la
structure du maillage et affecte ’automate approprié aux différentes configurations. Une illustra-
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tion du résultat est présenté par la figure 4.36. A partir d’un maillage de contréle non-régulier,
I'image de droite a été obtenue a partir des coefficients de DOO-SABIN. D’autres coefficients ont
été choisis pour une partie du maillage, pour obtenir une texture géométrique spécifique.

|
|

=7

0
f
If

N
i
i

AN

=

a

Ay
Wil
)

VAN
%V

S
S
o
N‘Vg
av,
0
&
7

v,

VAV
AVAV
VAV

oK
ey

N/

AN

pVAVA
\V

A

0

i A

W NS AV,

(‘Vsr*‘ Ko <§E§mm¥évA$‘ é}g&%ﬁ?’l
~I RN

=
WV avasazasy \ ¥ TS
V; \ SRS

§

F1a. 4.36 — Hérisson construit par DMITRY SOKOLOV a partir d’'un maillage de controle grossier.
A droite, le raffinement a été réalisé a ’aide des coefficients classiques du schéma de subdivision
de DOO-SABIN. A gauche, d’autres coefficients ont été choisis pour une partie du maillage de
controle.

4.5 Conclusion

Nous avons commencé a apporter quelques éléments sur les propriétés différentielles des
courbes et surfaces fractales. D’autres sont encore a établir, une étude complete et approfon-
die est a réaliser pour les surfaces qui ne sont pas des produits tensoriels de courbes. Mais un
travail important reste a faire également dans la caractérisation de la texture géométrique en
fonction des propriétés différentielles. Nous avons également mis en avant les relations entre les
BC-IFS et les courbes et surfaces de subdivision qui apparaissent comme des cas particuliers de
BC-IFS. Ces travaux mettent en évidence les capacités du modele BC-IFS a décrire un processus
de subdivision mais montrent également comment il peut étre utilis pour analyser, généraliser et
controler ces systémes de subdivision en expicitant les contraintes de raccord C° et C?.
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Chapitre 5

Généralisations des IF'S

Les IFS sont classiquement utilisés dans les espaces euclidiens R? ou R? et les transformations
sont généralement des transformations affines. Mais la théorie est générale et il est possible de les
exploiter dans d’autres espaces en utilisant d’autres types de transformations (le modele BC-IFS
est un exemple). Nous donnons ici deux exemples de généralisation. Le premier permet de rompre
avec la propriété d’auto-similarité et de réaliser ainsi des modulations de ’aspect des attracteurs.
Dans ce cas toutes les propriétés des IF'S ne sont pas conservées et le principe de construction est
fondé sur la fonction d’adressage. Dans le second exemple, la généralisation s’opere en changeant
I’espace de construction des attracteurs ainsi que la nature de transformations, de manieére a
garantir un controle plus fin sur les formes des attracteurs. Nous exploitons également le concept
d’attracteur de mesure et son interprétation au niveau du rendu pour obtenir une texture vapo-
reuse de l'attracteur.

83
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5.1 Modulation d’aspect

5.1.1 Introduction

La construction de formes & partir de procédés itératifs revient & subdiviser une forme initiale
en plusieurs parties, chacune de ces parties étant définie a partir de cette forme initiale suivant
des regles décrites a I'aide d’algorithmes ou d’opérateurs mathématiques. Ensuite ce principe est
appliqué de nouveau a chacune des parties. On identifie alors 2 types de procédés :

— les procédés stationnaires : pour lesquels quel que soit le niveau on applique toujours la

meéme opération

— les procédés non stationnaires : pour lesquels la regle de subdivision peut changer a chaque

niveau d’itération.
Chacun présente des avantages et des inconvénients. Pour les systémes stationnaires, la regle de
production est plus concise et les résultats plus faciles a controler, mais ’ensemble des formes
possibles est plus restreint. Inversement les procédés non-stationnaires produisent un ensemble
de formes plus vaste mais la description du procédé et son controle sont plus complexes.

Les IF'S font partie des procédés stationnaires. Une généralisation du processus appelé GIFS
(Generalized IFS [AND92]) est fondé sur le principe des systémes non-stationnaires.

L’utilisation des IFS est commode, mais la propriété d’auto-simlarité stricte peut présenter
un certain nombre de contraintes pour la création de formes :

— impossibilité de construire des surfaces dont la texture géométrique est différente suivant

les “zones”,

— impossibilité de réaliser des surfaces par morceaux avec des carreaux de textures géométri-

ques différentes avec des raccord CO.

Afin de pouvoir réaliser ces raccords et ces mélanges de textures géométriques, nous proposons
de construire de nouvelles formes & ’aide de combinaisons d’IF'S que nous appelons IFS-mixtes. Le
principe est de construire une nouvelle forme & partir de formes de contréle données, exactement
comme on construit une courbe ou une surface a I'aide de points de controle. Une fonction de
mélange définit les influences de chaque forme de controle sur la forme finale.

5.1.2 Combinaison convexe d’IFS

La construction des IFS-mixtes est basée sur la génération de formes par combinaisons
convexes d’IFS [GTNO09]. Etant donnés deux IFS, T et T!, indexés par le méme ensemble X et
un réel A € [0, 1], nous définissons :

T = (1 — \)T° 4+ AT!

o TA = {T},i € B} et T} = (1 — A\)T? + AT} Suivant la valeur du parametre A € [0,1],
attracteur associé a T varie continfiment [GTN09] de Pattracteur de T A Dattracteur de
T!. Nous pouvons ainsi construire une famille de formes variant continiiment d’un attracteur
a lautre. La figure 5.3 montre l'interpolation entre une courbe “bouclée” de TAKAGI et une
courbe de VON KocH pour différentes valeurs de A € [0, 1] (la combinaison convexe de 2 courbes
est une courbe, la combinaison convexe de 2 surfaces est une surface,...). Cette construction est
possible car la combinaison convexe de deux IFS est un IFS et la fonction qui & un IFS associe
son attracteur est continue.

Un résultat important est que cette propriété de convexité est toujours vérifiée pour les
familles d’IFS possédant les mémes conditions de raccord. Ainsi, la combinaison convexe de
deux TF'S, possedant des attracteurs ayant des structures topologiques équivalentes, génére une
forme paramétrée possédant cette méme structure topologique. Cette combinaison convexe peut
évidemment étre étendue a plus de deux IFS ce qui génere des familles de formes plus riches.



5.1. MODULATION D’ASPECT 85

FiG. 5.1 — La surface au centre est construite a partir des 4 surfaces de controle en périphérie.
La fonction de mélange (non représentée ici) définie la zone d’influence de chaque surface de
controle.

Fic. 5.2 — A gauche, une famille de courbes obtenues par interpolation entre une courbe de
BEZIER en rouge et une courbe fractale en vert. Les courbes intermédiaires sont dessinées avec
des couleurs interpolées entre rouge et vert. A droite, est représentée la courbe mixte dont I'aspect
local varie du lisse au rugueux. La couleur de chaque point de la courbe correspond a la couleur
de la courbe de laquelle il est extrait.
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F1a. 5.3 — Interpolation d’IFS entre la courbe de VON KOCH et une courbe de TAKAGI “bouclée”
pour A : 0, 0.125; 0.25; 0.375; 0.5; 0.625; 0.750; 0.875; 1 .

Ainsi, & partir d’une famille finie d’IFS T/ possédant les mémes conditions de raccord, nous
définissons une famille de forme paramétrées H (u, ¢(0)) ol :
— p1=(pj)jes est un vecteur de pondération : T = 3. ; ;T
— H(p,o(0)) = H*(p(0)) ot H* est la fonction continue associée 4 T définie par H*(p(0)) =
(o).

5.1.3 IFS-Mixte
Principe

En faisant varier le vecteur de pondération p en fonction des parameétres de la forme ¢(o))
(voir figure 5.2), I’aspect change en fonction de la localisation (valeur du parametre). La fonction
u(p(o)) est appelée fonction de mélange.

Les fonctions de mélange classiques (BEZIER, B-spline, ...) peuvent étre générées par des
matrices de subdivision. Ce sont des cas particuliers de familles de fonctions générées par IFS.
En introduisant un IFS T? définissant la fonction de mélange & valeur dans Iespace barycen-
trique de dimension J ( B*(R7) = {\ € R/| Z;]:l A; = 1}) on peut définir un modele général.
Ainsi, si chaque IFS satisfait les mémes conditions de raccord alors I'TFS-mixte définit une forme
paramétrée topologiquement équivalente aux autres (sauf cas dégénéré).

Nous obtenons ainsi un modele de formes paramétrées dont ’aspect local peut étre modulé :

~ chaque TV décrit une forme paramétrée H’ sur D, et la famille (T7),c; décrit une “base

d’aspect” ;

— T8 décrit une fonction de mélange HZ = ;1 paramétrée par D ;

— le couple ((T7), T?) décrit la forme paramétrée associée HM (s) (s € D).

Comme HP est continu, I'aspect varie continiiment. Des valeurs de parameétres proches donnent
des vecteurs de pondération proches et donc des formes auto-affines proches.

A partir d’'une adresse donnée o, le principe de construction est alors le suivant :

— on calcule le vecteur de pondération u(¢(0)) = ¢Z(0),

— on détermine 'IFS TH(#(@)

— on obtient le point & Padresse o par HM (p(0)) = H*#(@)(p(0))

La figure 5.4 présente un exemple de courbe mixte construite a partir d’'une courbe de Bézier
(H°(s)) et d'une courbe de TAKAGI “bouclée” (H'(s)) avec comme fonction de mélange une
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interpolation linéaire : (o) = s, u(s) = (1 ; 8). Plus la valeur de u(s) est proche de e = (1,0),

plus HM (s) est proche de H%(s) et plus AM ressemblera localement & A°. Inversement, plus x(s)
est proche de e; = (0,1), plus HM(s) est proche de H(s) et plus AM ressemble localement &
AL,

s €1[0,1]
I\ \
0,1)
TB
i
HEB(s) = p(s) = (1 - s), )
S B
/'f
T° > T

/_/K HM (s) = HH) (s)

FIG. 5.4 — Pour une adresse donnée o (¢ (o) = s), le vecteur de pondération pu(s) est calculé.
Ensuite nous déterminons 'TFS mélangé T(*). Enfin, nous calculons le point de l'arc pour la
valeur de paramétre s par HM (s) = H*®) (s).

Du fait de la modulation d’aspect, 'attracteur n’est plus auto-similaire et ne peut pas étre
représenté pour un [FS. Mais nous pouvons donner une expression de sa fonction d’adressage.

Un IFS-mixte est donné par un couple ((T7);es, T?) avec :

— (T) ;e une famille finie d'TF'S de contrdle,
— TB un IFS de mélange défini dans I'espace BT (R”).

A partir de ce couple sont générés :

— une fonction d’adresse ¢M : X¥ — E,

— un “attracteur” AM = oM (%) € H(E),

— une forme paramétrée HM : D — E.

A chaque couple ((T?);c s, T?) est associé I'IFS interpolant :

jeJ
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et sa fonction d’adresse ¢*(?) est donnée par :
oM (0) = ¢ (0)

(Ou ¢M(U) = hmn—‘oo T#l(U)T#Q(U) T T;«TEU)p )

5.1.4 Exemples

Ce procédé de construction est général et ne fait aucune hypothese sur la topologie des
attracteurs, les dimensions des espaces, le nombre d’IFS de contréle ou le type d’interpolation.
Nous allons donner quelques exemples sur les courbes, les structures filaires, et les surfaces.

Courbes mixtes

Dans le cas des courbes ¢(0) = s € [0,1], H définit un arc paramétré. Suivant le type
d’interpolation que 'on choisit par I'intermédiaire de I'IF'S de mélange, on peut avoir différents
types de controle sur le résultat.

Interpolation linéaire Comme le montre la figure 5.2, en faisant varier le parametre d’in-

terpolation le long de la courbe paramétrée, i.e. HM (s) = H(u(s),s), 'aspect local change. Ce

procédé de construction est illustré par la figure 5.4. La figure 5.4 présente un exemple de courbe

mixte construite & partir d’une courbe de Bézier (H"(s)) et d’une courbe fractale (H!(s)) avec
1-s

pour fonction de mélange une interpolation linéaire : u(s) = s

Interpolation Polynémiale En utilisant comme IFS de mélange 1’ensemble des matrices de
DE CASTELJAU, nous obtenons pour fonction de mélange les polynomes de BERNSTEIN permet-
tant de mélanger une famille finie de m IFS {T?};c; avec J = {0,...,m}, m — 1 correspondant
au degré des polynomes de BERNSTEIN. La figure 5.5 montre la construction d’une courbe mixte
a partir de 3 courbes de contréle mélangées par la base des polynomes de BERNSTEIN de degré
m=2:

Bo(s) = (1 —35)?, Bi(s) = 2(1 —s)s, Ba(s) = s°.

Interpolation rationnelle En définissant I'TF'S de mélange dans un espace projectif et en
utilisant les coordonnées homogenes nous pouvons réaliser des mélanges a ’aide de courbes de
BEZIER rationnelles

(o) = _ WiBi(s)
1) = S e B(s)

ol w; désigne le poids attribué a I'IF'S T,

La figure 5.6 montre trois constructions faites a partir des mémes IFS de contréle que ceux
de la figure 5.5 a droite. Mais la fonction de mélange est une courbe de Bézier rationnelle. Les
différentes figures sont obtenues en faisant varier les poids et donc l'influence des IF'S de controle.
Les poids sont respectivement (4,1,1), (1,4,1) et (1,1,4).
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Fic. 5.5 — A gauche, la courbe en noir représente le mélange de trois IFS définissant respecti-
vement, en bleu une courbe de VON KocH “dégénérée”, en rouge une courbe de BEZIER et en
vert une courbe de TAKAGI “bouclée”. Le mélange est réalisé par les polynéomes de BERNSTEIN
de degré 2. A droite : la méme construction mais avec en vert une courbe de VoN KOCH a la
place. On pergoit les influences de chaque courbes de controle sur chaque partie de la courbe

résultante.

F1G. 5.6 — Courbe mixte construite & partir d’une courbe de TAKAGI, d'une courbe de BEZIER
et d’une courbe de VoN KocH. La fonction de mélange est une courbe de BEZIER rationnelle
avec pour poids respectifs A : (4,1, 1) B: (1,4, 1) et C: (1, 1, 4).
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Fic. 5.7 — En noir, une courbe mixte construite a partir des mémes courbes utilisées pour la
figure 5.6 mais avec pour fonction de mélange une courbe de TAKAGI.

Interpolation fractale En décrivant la fonction de mélange & ’aide d’un IFS, on garantit
la continuité de HM, c’est-a-dire la topologie de I’attracteur résultant, simplement & I’aide des
conditions de raccord. Mais cela permet également de pouvoir réaliser des mélanges a ’aide de
fonctions non-lisses, i.e. des courbes fractales.

La figure 5.7 représente le mélange des trois mémes courbes que précédemment. Mais cette
fois, le mélange est réalisé par une courbe de TAKAGI. On pergoit notamment que la “zone
centrale” de la courbe résultante, qui apparaissait plutot lisse du fait de la prédominance de
I'influence de la courbe de BEZIER, est maintenant rugueuse du fait du mélange fractal.

Structures filaires

En utilisant des conditions de raccord plus générales [TBSST07], il est possible de construire
des structures filaires. Par exemple, nous pouvons construire des formes fractales mixtes possédant
la topologie du triangle de SIERPINSKI pour lequel I'espace des parametres et l'attracteur de la
fonction de mélange doivent étre topologiquement équivalents au triangle de SIERPINSKI.

Les figures 5.8, 5.9 et 5.10 présentent des triangles de SIERPINSKI mixtes, construits a partir
de trois triangles de SIERPINSKI différents. Pour la figure 5.8 la fonction de mélange correspond
au triangle de SIERPINSKI classique. Pour la figure 5.9 la fonction de mélange est modifiée pour
donner une influence plus importante au premier IFS représentant Iattracteur Ag. Pour la fi-
gure 5.10 une nouvelle fonction de mélange donne plus d’influence au second IFS représentant
Iattracteur A;.

Surfaces

L’utilisation des IFS peut étre tres intéressant dans le cas de construction de surfaces fractales
par morceaux. Dans le cas des carreaux définis par une subdivision classique a quatre sous
carreaux, les contraintes de raccord imposent que les bords opposés soit de méme géométrie.
Cette contrainte se propage de carreaux en carreaux lors d’une construction d’une surface par
morceaux. Les surfaces mixtes permettront alors de raccorder des carreaux dont les bords sont
des courbes de géométries différentes.

Pour cette construction nous partons de la donnée d’une famille de quatre IFS de controle
{T*i =0,---,3}. Chaque IFS T est construit par produit tensoriel d’IFS eux-mémes définissant
des courbes. L’IFS de mélange T? que nous utilisons est également un produit tensoriel d’IFS
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F1a. 5.8 — Mélange de structures filaires définies a partir de 3 IFS dont les conditions de raccords
sont celles du triangle de SIERPINSKI. L'TFS de mélange correspond au triangle de SIERPINSKI
défini dans BT (R?)

L L b

A°

F1c. 5.9 — Mélange de structures filaires définies a partir de trois IFS dont les conditions de
raccords sont celles du triangle de SIERPINSKI. L'IFS de mélange est un IF'S similaire au triangle
de SIERPINSKI avec une contraction plus forte pour la premiere transformation T2 (voir AP).
En conséquence, la zone d’influence de attracteur A° est plus importante.
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Fic. 5.10 — Mélange de structures filaires définies a partir de trois IFS dont les conditions de
raccords sont celles du triangle de SIERPINSKI. L'TF'S de mélange est un IF'S similaire au triangle
de SIERPINSKI avec une contraction plus forte pour la premiere transformation T2 (voir AP).
En conséquence, la zone d’influence de I’attracteur A' est plus importante.

définissant la fonction de mélange :
B(s,t) = (st,s(1 —t), (1 —8)t, (1 —s)(1 —1)).

La construction générale est schématisée par la figure 5.11. La surface mixte résultante, représentée
au centre, est alors bordée par les courbes mixtes obtenues a partir des courbes qui ont initiale-
ment été utilisées pour définir les surfaces de controle.

La figure 5.12 présente un cas particulier de surfaces de controle pour lesquelles a = a’, b =¥’
c¢=c et d =d'. La surface mixte résultante, figure 5.13, est bordée par les courbes mixtes aib,
hd, ad et alc , ou alb représente la courbe mixte obtenue a partir des courbes a et b.

Si tous les IFS de controle sont identiques, quel que soit I'ITFS de mélange, 'TFS-mixte est
égal aux IFS de controle. En particulier, pour les courbes ala = a. Ainsi en choisissant les IFS
de controle comme décrits par le schéma 5.14, il est possible de construire une surface mixte
bordée par des courbes fractales imposées (voir figures 5.15 et 5.16). Enfin, la figure 5.18 illustre
l'utilisation d’une surface mixte pour réaliser le raccord entre une surface de BEZIER et une
surface de TAKAGI.

5.1.5 Conclusion

La propriété d’auto-similarité “stricte” des IFS génere des formes dont la texture géométrique
est reproduite sur l'ensemble de 'attracteur. Comme nous ’avons vu dans la section 4 cela
facilite 'identification des propriétés différentielles, et par la suite, la caractérisation des textures
géométriques associées pour en controler 'apparence. Mais la contre partie est I'impossibilité de
modifier localement cette texture géométrique. La construction des IFS-mixtes permet alors de
mélanger des textures géométriques a partir de formes de controle ou formes de référence, dont
Iinfluence est définie par une fonction de mélange.
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Fi1G. 5.11 — Schéma de construction d’une surface mixte quadrangulaire a partir de surfaces de
controle obtenues par produit tensoriel de courbes. En utilisant 'TFS de mélange T2, les bords de
la surface mixte sont les courbes mixtes obtenues a partir des courbes des surfaces tensorielles :
ab, bud, ad et alc.

FiG. 5.12 — Surfaces de controle construites par produit tensoriel de courbes : en haut a gauche
une surface de BEZIER, en haut droite une surface de TAKAGI “bouclée”, en bas & gauche une
surface de TAKAGI et en bas & droite une surface de VoN KOCH.
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Fia. 5.13 — Surface mixte obtenue a partir de quatre surfaces de controle de la figure 5.12 et
avec TP pour IFS de mélange : & gauche visualisation & partir du méme point de vue que celui
de la figure 5.12 et a droite a partir du point de vue opposé.

d d
N a C ’
T2 \\\ \ ) /// -]1-3
a ~ 4 C
d d > d
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a T° T!
Cc
C
a N
b b

F1c. 5.14 — Schéma de construction d’une surface mixte dont les bords sont des courbes données
a, b, ¢, et d et dont les IFS sont respectivement T?, T?, T¢ et T<. L’IFS de mélange est TZ. Les

quatre surfaces de controle sont obtenues par les produits tensoriels suivants : TO = T¢ @ T®,
T'=T°®T?, T2 =T¢® T et T? = T¢ ® T
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Fia. 5.15 — Exemple de quatre surfaces de controle définies par produit tensoriel a partir de
quatre courbes suivant le schéma de la figure 5.14 avec : a une courbe de Bézier, b une courbe
de TAKAGI “bouclée”, ¢ la courbe de TAKAGI et d la courbe de VON KOCH.

F1G. 5.16 — Surface mixte bordée par quatre courbes données. Les quatre surfaces de controle
sont présentées & la figure 5.15. A gauche : la vue de face montre la courbe de BEZIER et la
courbe de TAKAGI “bouclée”. A Droite : la vue arriere révele la courbe de TAKAGI et la courbe
de VoN KoOCH.

Fi1c. 5.17 — Exemple de raccord entre une courbe de BEZIER et une courbe fractale par une
courbe mixte.
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Produit tensIeux courbes de Takagi

Surface de Bézier

F1G. 5.18 — Exemple de raccord réalisé par une surface mixte, entre une surface de BEZIER et une
surface fractale construite par produit tensoriel de deux courbes de TAKAGI. La surface mixte
posseéde a gauche un aspect lisse emprunté a la surface de BEZIER. Cet aspect évolue continfiment
pour atteindre, sur la partie droite, I’aspect rugueux emprunté a la surface de TAKAGI.
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5.2 Formes vaporeuses

Dans cette étude, nous nous sommes intéressés au controle des formes des attracteurs a partir
de modeles géométriques classiques en exploitant a la fois 'aspect géométrique des attracteurs
et aspect attracteur de mesure associé [BARSS8]. La mesure est interprétée comme une fonction
de densité de matiere pour générer une illusion de brouillard ou de fumée pour la création de
formes vaporeuses.

Il existe de nombreux travaux sur la génération d’objet vaporeux classés en deux familles de
méthodes. La premiere [EMP102] est basée sur la notion de texture 3D générée a partir de bruits
pseudo-aléatoires. La deuxieme est fondée sur le principe de simulation, ol le comportement
dynamique des fluides ou fumées est modélisé (voir [HBSL03] et [MYNDO1]). Chacune de ces
familles de méthodes présentent des avantages et inconvénients. Aux premieres techniques, on
accorde un controle efficace de la forme globale mais un contréle délicat de la texture géométrique
générée par le bruit pseudo-aléatoire qui fait appel a des notions mathématiques peu familieres
aux graphistes. Pour les secondes techniques, la simulation garantit un comportement réaliste lors
des animations mais le controle des formes est beaucoup plus délicat, et la création de personnage
vaporeux est difficile & controler.

Nous avons proposé une technique intermédiaire, basée sur les IF'S, permettant aux graphistes
de générer des formes ou personnages vaporeux a partir d’'un modele de CAO classique (CSG ou
B-REP). L’utilisateur fournit le modeéle du personnage et un ou deux modeles supplémentaires
du personnage déformé. La forme vaporeuse est alors directement produite par un IFS qui est
construit automatiquement a partir de ces modeles géométriques. Ce sont les différences entre le
modele de référence et les modeles perturbés qui produisent les effets de turbulence et de vapeur.

La figure 5.19 montre un exemple de ”vaisseau fantéme” créé a partir de cette méthode.

Fi1G. 5.19 — Un “vaisseau fantome” peut étre facilement créé a ’aide de notre nouvel outil de
modélisation.
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5.2.1 Attracteur de mesure

En attribuant une probabilité p; a chaque transformation f; de 'IFS, BARNSLEY a montré
qu’il existe une mesure M sur attracteur A vérifiant :

N—-1
M(A) = ] pM(fi(4)),
=0

c’est-a-dire une fonction de densité possédant une propriété d’auto-similarité (voir figure 5.20).

FiG. 5.20 — Exemple d’attracteur de mesure pour une subdivision quadrangulaire réguliere d’un
carré avec des probabilités inégales pour chaque transformation :{0.30,0.20,0.25,0.25}.

5.2.2 Principe

L’objectif de notre démarche est de construire automatiquement un IFS dans lequel la forme
fournie, par un modele classique, peut étre ”transformée” en une forme vaporeuse suivant une
perturbation décrite par un modele perturbé. Pour cela nous allons exploiter différentes propriétés
des IF'S, a savoir :

— le point fixe d’une transformation de I'IF'S appartient a I'attracteur ;

— les attracteurs et mesures d’IFS avec probabilités peuvent étre construits dans tout espace

métrique complet.

La premiere propriété va intervenir dans le choix de la nature des opérateurs. Si I’on souhaite
avoir un attracteur qui ressemble a une forme donnée, il suffit de composer I'IFS d’au moins
un opérateur dont le point fixe correspond a cette forme. Cela implique dans notre cas que
les opérateurs composant I'IF'S soient, non plus des opérateurs de I'espace de modélisation X
(X = R? ou R?, mais des opérateurs sur les compacts de X, c’est-a-dire sur H(X). D’autres
opérateurs seront alors construits a partir des modeles perturbés et feront partie également de
I’attracteur final ainsi que toutes les interactions entre ces différents opérateurs.

Nous avons donc des opérateurs de H(X) dans H(X) qui composent un IFS dont 'opérateur
de HUTCHINSON est défini de H(H(X)) dans H(H(X)) (H(H(X)) représentant 1’ensemble des
compacts non-vides de H(X)).

Opérateur a point fixe compact donné

Nous partons d’un compact non-vide B € H(X) et nous cherchons & construire un opérateur
contractant fp de H(X) dans H(X) tel que fg(B) = B.

Nous avons développé une méthode simple de morphing d’images binaires. Ainsi, nous avons
deux images A et B. Définissons une image médiane gauche M;(A, B) construite selon les regles
suivantes :
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Algorithme

Données : Deux images binaires A et B

Sortie : Image médiane gauche M;(A, B)

Effacer la feuille M;(A, B)

Pour tout point noir ps de A {
trouver le point noir correspondant le plus proche pp dans 1’image B
tracer un point dans 1’image M;(A, B) au centre du segment [pa,ps]

}

Ainsi, 'image médiane gauche M;(A, B) est I'image A déformée par I'influence de B. L’image
médiane droite M,.(A, B) est définie de la méme fagon, avec 'image B déformée. Enfin I'image
médiane finale est définie comme union des images droite et gauche : M (A4, B) = M;(A, B) U
M, (A, B). La figure 5.21 montre une illustration. Pour des raisons pratiques tous les ensembles
sont tracés sur la méme feuille de papier, mais en fait la figure représente quatre images super-
posées. L’image A est une virgule tracée a gauche d’une feuille blanche, I'image B représente le
caractere a droite sur une autre feuille etc.

5 Bl bI

A fB(A)=M(A,B) fE(A) B

~N O Ok W N

F1a. 5.21 — Exemple de séquence de morphing. Au centre, les ensembles médians gauche et droit
sont indiqués par les couleurs gris foncé et gris clair.

Ayant fixé un ensemble B € H(X), l’application M(-, B) est contractante au sens de la
métrique de Hausdorff :

VX € H(X) lim du(M,(X, B), B) = 0.
q—)

Nous appellerons I’ensemble B ensemble de condensation pour une application contractante dans
H(X).

En résumé : nous travaillons avec des IFS de type {H(X); f1, f2 ..., fn}. L’opérateur de Hut-
chinson F est défini de H(H(X)) sur H(H(X)). Intuitivement le point fixe A est un ensemble de
feuilles de papier sur lesquelles on a dessiné des figures. Toutes les transformations f; ont pour
points fixes des sous-ensembles compacts (c’est-a-dire, le point fixe de la transformation f; est
une feuille de papier-peint). L attracteur Az contient tous les points fixes. Donc, si f; est défini
par f; = M(-,C;), alors il est possible de controler la forme de I'attracteur en choisissant les
ensembles de condensation C; de fagon appropriée.
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5.2.3 Exemples
Deux dimensions

Considérons les ensembles A et B de la figure 5.21. Construisons un IFS F = {X; f1, fo}
composé de deux transformations contractantes, obtenues a partir des ensembles de condensations
respectifs A et B.

Ainsi, f1 = M (-, A), fo = M(-, B) et X représente la feuille de papier rectangulaire. L attrac-
teur de mesure pur correspondant a I'IFS est présenté figure 5.22. Dans un tel cas, 'attracteur
de mesure montre un procédé de transformation uniforme de A vers B.

F1aG. 5.22 — Image de I'attracteur de mesure d’un IFS composé de deux contractions simples avec
ensembles de condensation. Les ensembles de condensations sont présentés par la figure 5.21.

Cependant, il existe beaucoup d’autres transformations contractantes possédant les mémes
ensembles de condensations. Par exemple, on peut modifier légérement la méthode de construc-
tion du morphing. Apres avoir détecté les boites englobantes des ensembles A et B, on les
superpose, puis on leur applique une rotation d’un angle proportionnel & la distance entre A et
B, et enfin on calcule I'ensemble médian. L’angle doit étre proportionnel & la distance entre A
et B pour que l'ensemble médian M (A, B) ne soit pas trop différent de A et B, si A et B sont
proches I'un de l'autre. Ainsi, nous avons bien M (A, A) = A, ce qui par ailleurs garantit que A
est bien le point fixe de f;.

Trois dimensions

Comme nous ’avons mentionné précédemment, pour concevoir une forme vaporeuse, le gra-
phiste doit simplement donner quelques esquisses et ne se préoccupe ni des transformations ni
des caractéristiques fractales. L'TFS est automatiquement construit a partir des esquisses.

La construction peut étre réalisée quel que soit ’espace de modélisation. Ainsi dans R®, pour
obtenir une créature nuageuse représentant un taureau, la premiere étape consiste a réaliser un
modele polygonal du taureau (le modele polygonal a été choisi pour des raisons de commodité
par rapport au sujet & représenter). La seconde étape consiste a créer un modele perturbé (voir
figure 5.25).

A noter que la deuxieme étape de perturbation peut étre réalisée de fagon automatique
ou semi-automatique. Puis les modeles sont voxélisés. Dans notre exemple, nous avons utilisé
2562 voxels. Il est alors possible de calculer I'attracteur de mesure de I'IFS composé de deux
transformations contractantes avec ensembles de condensation. La figure 5.26 présente le rendu
de l'attracteur de mesure.

La différence entre les esquisses induit 1'effet nébuleux. Si un voxel est présent dans chaque
esquisse, il sera opaque et dense dans le rendu final, sinon il sera transparent. En affectant
différentes probabilités aux transformations, on donne différents “poids ” ou “importances’ aux
esquisses. Dans cet exemple les probabilités sont, respectivement, % et % Ce choix force le rendu
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29

A f3(B) fa(B) = fp(A)  fE(A) B

Fia. 5.23 — L’ensemble médian est calculé a ’aide de la méme procédure que I’exemple précédent
(voir la figure 5.21), mais il a subit une rotation d’un angle proportionnel a la distance entre les
ensembles A et B. L’image du bas montre le rendu de I'attracteur de mesure.

98¢5

A f3(B) fB(A) = fa(B) fE(A) B

F1a. 5.24 — Cet exemple est donné pour un autre degré de rotation. L’image du bas montre le
rendu de l'attracteur de mesure.

final & étre plus proche de la premiere esquisse. La figure 5.27 présente une version nuageuse
du“vaisseau fantome” que nous avons déja rencontré.

Puisque 'image résultante dépend contintiment des parametres des transformations, ici les
ensembles de condensation (modeles 3D donnés en entrée), il est facile pour les graphistes, de
créer des animations de maniére classique. Par exemple, en utilisant un squelette d’animation,
le taureau de nuage peut prendre vie. De plus, 'attracteur de mesure peut étre importé dans
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Fia. 5.25 — Ces esquisses rapides donneront naissance a une créature nuageuse.

Fi1G. 5.26 — Attracteur de mesure de I'IF'S avec ensembles de condensation présentés par la
figure 5.25. Les probabilités choisies sont respectivement % et %

le module Maya Fluid Effects. Ce qui permet de combiner notre méthode de création d’objets
vaporeux avec une méthode basée sur une simulation physique.

5.2.4 Conclusion

Cette exploitation des IFS met en avant deux facettes de ce modele. La premiere est 1'utilisa-
tion de attracteur de mesure. La deuxieme est que les IFS peuvent étre utilisés dans n’importe
quel espace métrique complet, ce dernier étant choisi en fonction du probleme & résoudre.
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F1a. 5.27 — Ce galion a été créé a partir de deux modeles. Le premier correspond au modele du
galion lui-méme. Le deuxiéme a été créé en perturbant le premier de fagon automatique a l’aide
d’un script Python.
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F1G. 6.1 — Exemple de mur anti-bruit & structure fractale (©Colas)

Ce travail est réalisé en collaboration avec Emmanuel Redon, spécialiste en mécanique acous-
tique, membre du laboratoire LVA de Lyon.

6.1 Introduction

La réduction des nuisances sonores en basses fréquences (typiquement entre 0 et 1000Hz) est
un objectif difficile a atteindre et les domaines d’applications sont nombreux : aéronautique, au-
tomobile, industries,... Les matériaux absorbants sont souvent peu efficaces pour des fréquences
inférieures a 500 Hz. D’autres techniques comme 1'utilisation de résonateurs de Helmholtz per-
mettent de filtrer et d’amortir des fréquences relativement basses (cette technique est notamment
utilisée pour les pots d’échappement des véhicules), ou encore, I'utilisation de structures parti-
culieres peuvent améliorer Vefficacité d’une paroi acoustique en basses fréquences (ainsi, un mur
anti-bruit basé sur des géométries fractales a été réalisé par la société Colas : figure 6.1).

Plusieurs travaux ont étudié 'influence de l'irrégularité d’une paroi sur les modes d’une cavité
fermée en 2D [MBS06, MBS05]. En particulier, I’étude de géométries de type fractal a montré
des propriétés intéressantes pour l'absorption des sons en basses fréquences [RSH97,SB97].

Certains auteurs ont montré que 'efficacité d’absorption des parois acoustiques pouvait étre
améliorée en modifiant la géométrie de ces dernieres, et en particulier en leur appliquant des
formes fractales [MBS06, RB05].

En particulier, dans le cadre de I'étude de cavités fermées, on observe que lorsque I'une
des parois présente une géométrie fractale, la densité modale augmente par rapport a la cavité
classique [RSH97,SB97], i.e. le nombre de modes propres acoustiques de la cavité sur une bande
de fréquence donnée est plus important.

Les structures fractales favorisent ’apparition de modes dits “localisés” : I’énergie acoustique
se concentre vers la région irréguliere de la cavité. Ainsi, I’énergie acoustique reste confinée dans
une zone et le reste de la cavité n’est pas soumis a la variation de pression acoustique. Cette
propriété peut étre exploitée pour augmenter la dissipation d’énergie acoustique en disposant un
matériau absorbant sur la paroi fractale [MBSO05].

Une autre application peut étre I'amélioration de lefficacité d’un résonateur acoustique
(résonateur de Helmholtz [Ser01, BRU9S]). Il s’agit d’une cavité dimensionnée pour entrer en

N

résonance & une fréquence acoustique particuliere et ainsi le résonateur “supprime” un mode
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Fia. 6.2 — Exemple de cavité 2D fermée dont un bord est une courbe fractale.

sur une structure bruyante. L’utilisation d’une géométrie particuliere pour la conception de ces
résonateurs peut améliorer I’absorption en multipliant le nombre de fréquences de résonance, et
ainsi dissiper plus d’énergie grace a une sorte de ”multi-résonateur”.

Notre objectif principal est de mettre en évidence les propriétés acoustiques de cavités fermées
(en 2D) de forme globale rectangulaire mais dont un bord est & structure fractale (voir figure
6.2). Nous étudions l'influence de différentes géométries sur les propriétés acoustiques.

Par la suite, un banc d’essai a été réalisé pour confirmer expérimentalement les résultats
obtenus.

6.2 Conception des cavités

Les cavités sont décrites a ’aide d’une structure B-Rep en 2D, c’est-a-dire, une structure
aréte-sommet. Chaque aréte peut étre, soit un segment, soit une courbe fractale (courbe continue
décrite par un IFS). La structure de données est classique avec un indicateur supplémentaire pour
les arétes indiquant le cas échéant s'il s’agit d’un IFS avec la description de 'TFS (ensemble de
transformations).

Pour que l'utilisateur puisse concevoir les cavités (voir figure 6.3) facilement, une interface a
été développée par JULIEN RYARD durant un projet de master 2 pro. Cette interface permet de
construire les matrices de subdivision de I'TF'S en donnant les images de points de référence (les
deux extrémités pg et p; de la courbe, et le point formant un triangle équilatéral avec py et pq,
appelé triangle de référence). Les points subdivisés peuvent étre déplacés interactivement et la
courbe est modifiée interactivement.

Un certain nombre de controles et de fonctionnalités ont été implémentés :

— Pour controler la topologie, les points de subdivision vérifient les conditions de raccord

garantissant I’obtention d’une courbe.

— Pour controler les propriétés de symétrie, il est possible d’imposer une symétrie axiale ou

centrale (centre des deux extrémités de la courbe). Cette symétrie est assurée directement
a partir des points de subdivision par l'interface utilisateur. C’est la symétrie des points de
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subdivision qui garantissent la symétrie de la courbe. Les points subdivisés sont initialisés
a une position symétrique et la manipulation d’un des points entraine le déplacement de
son symétrique.

— Le controle de 'auto-intersection est assuée en vérifiant si les images du triangle de référence
sont incluses dans celui-ci et ne se coupent pas pas entre elles, alors la courbe ne s’auto-
intersecte pas. Cependant, cette condition est suffisante mais pas nécessaire. Elle possede
Iinconvénient d’étre tres restrictive.

— Le calcul de la dimension de Hausdorff a été implémenté.

— Un ensemble d’ IF'S prédéfinis permettent d’initialiser les courbes (courbes de VON KOCH,...).

Evidement une gestion des données (chargement, sauvegarde) a été implémentée ainsi qu'une

exportation de la structure de données dans différents formats.

6.3 Modele acoustique

6.3.1 Equation d’onde

Les propriétés acoustiques sont étudiées au travers des modes propres, car ils permettent
d’étudier tout probléme d’onde (au premier ordre).
Sous certaines conditions, le comportement acoustique d’une cavité est décrit par ’équation

d’onde suivante :
op(x,y,t)

a0

Ap(z,y,t) +
ou p(z,y,t) représente la pression acoustique.
En se placant dans I'hypothése d’une pression acoustique dont la dépendance temporelle
est harmonique et avec le formalisme complexe, on peut écrire p(z,y,t) de la fagon suivante :
p(x,y,t) = P(x,y)e’™*t | ot P(x,y) est 'amplitude complexe de la pression acoustique.
On obtient alors ’équation de HELMOTZ :

N 2 112 1 2 . c 172
ou k? = 2% est le nombre d’onde et ¢ est la célérité du son dans le fluide considéré.

6.3.2 Cas d’une cavité rectangulaire

En supposant que la dépendance spatiale de P est indépendante selon chaque direction, c’est-
a-dire que P(z,y) = X(x) x Y(y), et dans le cas d’une cavité & parois parfaitement rigides on
peut déterminer les solutions dans le cas de configurations géométriques simples. La résolution
de cette équation, pour une paroi rectangulaire, donne :

{ X(z) = P, cos(kyx)
Y (y) = P, cos(kyy)

avec :
o k, = 2—”, ou L, correspond a la dimension de la cavité suivant les x, P, dessine une
B
constante réelle dépendant des conditions initiales et n un entier naturel.
e ky, = 7%, ou L, correspond a la dimension de la cavité suivant les y et P, dessine une
: N :

constante réelle dépendant des conditions initiales et m un entier naturel.
La relation de dispersion donne alors la fréquence propre du mode :

2
= =R =k+E
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Ed Generation de courbes fractales |_ |0/ X

maillage. des

F1c. 6.3 — Exemples de cavité 2D fermée dont un bord est une courbe fractale. A droite : interface
utilisateur de l'outil de conception.



110 CHAPITRE 6. APPLICATION : ACOUSTIQUE DES FORMES FRACTALES

F1G. 6.4 — Exemple de modes pour une cavité rectangulaire : en haut & gauche (3,0), en haut a
droite (0,2), en bas & gauche (2,1) et en bas a droite (3,2).

La fréquence propre du mode (n,m) est alors donnée par :

B nr\ 2 mr\ >
ey (2) + (%)

Les entiers naturels n et m définissent le mode acoustique selon les directions respectives &
et 9. On retrouve la notion de “ventres” et de “noeuds” de vibrations comme pour une corde.
Si n = 3, le mode propre (c’est-a-dire la répartition spatiale de la pression acoustique) présente
trois ”noeuds” (pression acoustique nulle représentée en vert sur la figure 6.4) suivant la direction

—

x.

6.3.3 Cas d’une cavité quelconque

Le calcul théorique précédent devient rapidement impossible & réaliser lorsque la géométrie
de la cavité devient complexe. Pour cela la cavité est “maillée”, cette étape est réalisée par un
logiciel libre nommé “Modulef” (voir figure 6.5 & gauche). Ensuite la méthode de résolution par
éléments finis est appliquée : la pression acoustique est discrétisée sur le maillage et approchée
grace aux fonctions d’interpolation définies par les éléments. Cette étape est réalisée par un
logiciel développé par Emmanuel Redon (voir figure 6.5 & droite).

6.3.4 Caractérisation de la localisation des modes propres

L’identification et la caractérisation de chaque mode localisé est faite & partir de deux indi-
cateurs.

Le premier indicateur est la surface d’existence normalisée %ﬂ qui est une grandeur décrivant
la répartition de la pression dans la cavité. Elle possede les caractéristiques suivantes :

— elle est indépendante des dimensions de la cavité;

— elle est comprise entre 0 (énergie infiniment localisée) et 1 (énergie parfaitement répartie) ;

— pour un carré, elle possede trois valeurs possibles : 1, g et % ;

Le deuxieme indicateur est le facteur de qualité acoustique normalisé % qui est une grandeur
caractérisant ’amortissement acoustique d’une cavité. Il présente les caractéristiques suivantes :

— il est indépendant des dimensions de la cavité;

— il est positif; d’autant plus élevé que ’énergie dissipable est grande;

— pour un carré, il possede trois valeurs possibles : 1, % et 2.
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F1c. 6.5 — A gauche : Exemple de maillage réalisé a 1'aide de “Modulef” sur une cavité dont un
des bords est la courbe de VON KocCH. A droite, exemple de mode calculé par la méthode des
éléments finis.

Fi1G. 6.6 — Géométrie ”"anéchoique” & 5, 10 et 20 triangles (maillages) et exemple d’un mode
localisé.

6.3.5 Validation du processus de simulation et d’analyse

Les propriétés des cavités dont au moins I'un des cotés possede une géométrie “particuliere”
ont été étudiées soit a I’aide de géométries répétitives de type dents de scie, soit en utilisant des
géométries correspondant a des structures fractales.

Géométries ”anéchoiques” Nous avons tout d’abord appliqué notre procédure & la structure

utilisée pour les chambres ”anéchoiques”. Les propriétés acoustiques de cette structure ont été

étudiées [MBS06, MBS05] et leur efficacité prouvée pour la conception de chambre sourde.
Nous ’avons reproduite en 2D en utilisant différentes densités et angles de pics (voir figure

6.6).

Les résultats des surfaces d’existences %" et des facteurs L—in en fonction du nombre d’onde
%rﬂ sont présentés a la figure 6.7.

On retrouve les caractéristiques des géométries anéchoiques [MBS06,MBS05] avec deux types
de modes. D’une part, les modes dont la surface d’existence est inférieure a 0,2 et dont le facteur
= est supérieur & 4. Ce sont les modes, fortement localisés. Et d’autre part les autres modes

LA,
ayant des caractéristiques inverses, qualifiés de modes faiblement localisés.
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F1G. 6.8 — Géométrie ”crénelée” aux itérations 1, 2 et 3 (maillages)et exemple d’un mode localisé.

Les modes fortement localisés voient leur répartition de pression confinée dans la zone irrégu-
liere. On remarque également que les modes fortement localisés sont groupés autour de quelques
fréquences.

Géométries fractales : structure “crénelée” SAPOVAL et al. ont étudié des structures
fractales que nous appellerons “crénelée”[1, 2, 4]. Tls mettent en évidence 'augmentation du
nombre de modes localisés en fonction du nombre d’itérations utilisé pour générer la structure
fractale. Nous avons utilisé une structure identique, représentée par la figure 6.8. Les résultats
sont illustrés par la figure 6.9. Conformément aux résultats de SAPOVAL et al. On observe une
localisation de plus en plus importante lorsque l'itération augmente, tout comme le facteur L%

Contrairement aux géométries “anéchoiques”, nous n’avons plus de frontiere marquée entre
les modes localisés et modes non-localisés, et les modes de plus forte localisation ne sont pas
regroupés autour de quelques fréquences mais sur une bande fréquentielle plus large.

6.4 Etude de l'influence de la géométrie

Notre objectif étant de comprendre et de controler ce phénomene de localisation, nous avons
exploré différentes géométries en faisant varier certains parametres, tout d’abord pour les struc-
tures anéchoiques puis sur les structures fractales. Pour les structures fractales différents niveaux
d’itération seront testés.
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= pour les géométries ”crénelées”

Fi1G. 6.9 — Surface d’existence et facteur A,, en fonction de

F1c. 6.10 — Angle déterminant la forme des pics.

6.4.1 Effets des géométries ”anéchoiques”

Nous avons tout d’abord étudié I'influence des formes des pics et la densité

Effet de I’angle des pics En conservant le méme nombre de pics nous avons modifié I'angle
permettant de définir les pics comme présenté sur le schéma de la figure 6.10.

La localisation est de plus en plus forte vers la région des pics quand l’angle augmente pour
les modes (n,0) (voir figure 6.11). Pour les modes (n, 1), une observation similaire peut étre
faite : les ventres de pression situés vers les pics deviennent de plus en plus localisés vers les pics,
et les ventres situés & 'opposé sont de plus en plus repartis sur la zone non modifiée.

On retrouve ici les modes ”fortement localisés” cités plus haut : ce sont les modes dont le
facteur de qualité est le plus élevé. En revanche, les modes (n, m) avec n quelconque et m > 1 sont
peu modifiés, méme si la modification est de plus en plus importante quand angle augmente.
Ce sont les modes dits ”faiblement localisés”, dont la répartition de pression reste relativement
proche de celle du carré de base.(voir annexe).

| [IMTN &

F1a. 6.11 — Mode (2, 0) du carré de base et avec des pics de 30", 45" et 80°. La localisation vers
les pics est de plus en plus importante en fonction de I'angle.
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F1G. 6.12 — Mode (4, 0) du carré de base et des densités de 5, 10 et 20 pics

APt a5

Fi1G. 6.13 — Trois structures fractales ont été testées aux niveaux d’itération 1, 2 et 3. De gauche
a droite : la courbe de CESARO, la courbede VON KOCH et la courbe de MENER. Seul le troisieme
niveau d’itération est représenté.

Effet de la densité des pics La variation de ’angle des pics entraine une variation de la
densité des pics. Afin de déterminer si cette propriété est propre a I'angle ou a la densité nous
faisons varier la densité des pics tout en conservant le méme angle (voit figure 6.12).

Les modes (n,0) deviennent localisés uniquement dans la partie ”anéchoique”. Les modes
(n,1) sont localisés uniquement dans la zone ”anéchoique”. Ces modes se comportent comme si
on avait une cavité rectangulaire dont les dimensions recouvreraient cette zone et le role du reste
de la cavité devient inexistant (voir annexe). La figure 6.12 illustre cette propriété pour le mode
(4,0).

6.4.2 Effets des géométries fractales

Nous avons testé trois structures fractales supplémentaires représentées par la figure 6.13 afin
de déterminer si les résultats obtenues sur la structure crénelée sont propres a cette structure ou a
I'aspect fractal. L’ensemble des résultats est présenté en annexe : les colonnes IV, et IV, identifient
le mode du carré de base en donnant le nombre de nceuds de pression selon les directions x et
y. L’erreur est calculée entre le nombre d’onde réduit k—; du carré de base et de la structure
anéchoique lorsqu’un mode commun est reconnu. N.B. : les modes du "carré” de base sont en
réalité calculés comme ceux d’un rectangle de dimension 1 metre selon y et 1/1.3 metre selon x.

La densité de mode augmente avec le nombre d’itérations appliqué. Cela est 1ié a augmen-
tation de la complexité de la structure : plus le nombre d’itérations est élevé, plus la forme de la
cavité présentera des régions susceptibles de générer un mode propre. Ces régions étant de plus en
plus petites quand l'itération augmente, les nouveaux modes seront créés a des fréquences d’au-
tant plus élevées. Quelle que soit la géométrie fractale appliquée, le nombre de modes identifiables
est du méme ordre de grandeur.

6.5 Conclusion

L’effet d’une structure a géométrie irréguliere sur la densité de modes a déja été montré
[MBS06, MBS05, RSH97, SB97] et on peut simplement noter ici que l'on retrouve bien cet effet
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pour toutes les géométries étudiées. En effet, par rapport a une cavité carrée, le nombre de modes
présents dans la bande fréquentielle étudiée (k,, € [0;10]) est plus important.

L’augmentation du facteur de qualité, associée a la diminution de la surface d’existence d’un
mode, a également été étudiée et est confirmée ici [MBS06, MBS05,SB97]. Cependant, on ob-
serve les mémes résultats pour des structures a géométries fractales qui n’avaient pas encore été
étudiées, comme le Flocon de VON KoOCH, la courbe de CESARO ou I’éponge de MENGER. Une
autre conclusion est de constater qu’une structure a géométrie irréguliere peut étre grossierement
comparée a une juxtaposition de petites cavités comportant chacune leurs modes propres. La
taille de ces cavités détermine la fréquence de ces modes (d’autant plus élevée que la cavité est
petite). Ensuite, la cavité entiere est la composition de ces cavités, et ses modes sont aussi la
composition de tous ceux des petites cavités. Cela explique :

— laugmentation de la densité modale avec l'irrégularité d’une géométrie;

— le fait que des nouveaux modes localisés dans les zones fractales apparaissent & des fréquences

de plus en plus élevées au fur et a mesure que le nombre d’itérations augmente ;

— Dapparition de nouveaux modes a des fréquences basses ne correspondant pas aux modes
du carré de base. Ces modes sont dus a la composition du carré de base avec une géométrie
du méme ordre de grandeur, offrant un nombre de possibilités de répartition de pression
supplémentaire.

Finalement, on peut supposer que plus une géométrie aura une forme éloignée de celle du carré
de base, plus apparaitront des modes découplés de ceux du carré de base.

Une autre technique d’analyse des propriétés acoustiques consiste a déterminer les trajets des
rayons sonores. Cette technique est souvent utilisée pour caractériser les propriétés acoustiques
de lieux comme les salles de concerts. Cette démarche est intéressante a deux titres. Le premier
est que le mode de calcul est quasiment identique a la technique du tracer de rayons utilisé en
synthese d’images. Le deuxieme est qu’il existe un lien direct entre le parcours des rayons et la
géométrie de la structure par le biais des normales a la structure déterminant I'orientation des
rayons réfléchis. Il est alors possible d’envisager de controler la répartition des éléments sonores
en controlant les normales, c’est-a-dire 'aspect différentiel.
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Chapitre 7

Bilan et perspectives

7.1 Résultats

Les résultats que nous avons déja obtenus nous assurent de pouvoir construire une premiere
version de base du modeleur. Les principaux résultats auxquels j’ai contribué sont résumés ci-
dessous.

7.1.1 Géométrie différentielle

Nous avons montré qu’il est possible de caractériser certains comportements différentiels des
structures fractales. Ces résultats sont basés sur l'utilisation de la dérivée fractionnaire locale
(DFL) de KOLWANKAR. Nous avons donné des conditions nécessaires et suffisantes d’existence
de la DFL d’une courbe fractale paramétrée, pour un ensemble de valeurs de parameétres dense
dans le domaine de définition. Ces conditions permettent d’étudier et de prédire le comportement
différentiel des courbes (et surfaces) fractales comme nous 'avons montré dans le cas particulier
de la construction de courbes par élimination des coins.

7.1.2 Modele générique pour les systemes itératifs

Nous avons mis en évidence 'aptitude du modele BC-IFS a décrire les procédés itératifs et
représenter les courbes et surfaces de subdivision dans les cas :

— de maillages réguliers,
— de maillages avec des points extraordinaires,
— de subdivision non-uniforme.

La formulation des BC-IFS & l'aide d’automates permet d’implémenter un moteur générique
prenant en parametre une description du processus de subdivision. Les contraintes d’incidence et
d’adjacence déterminent automatiquement les masques de subdivision. Elles définissent a la fois
les propriétés topologiques et le mode de subdivision. Les valeurs des coefficients définissent la
nature de la texture géométrique de l'objet. Ainsi, le méme programme peut générer des courbes
et des surfaces de subdivision, des courbes et surfaces fractales, ou des structures topologiques
fractales.
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7.1.3 Opérateur sur les formes

Nous avons été amenés a proposer une extension du modele IFS. Dans le cas de surfaces
fractales quadrangulaires, les contraintes de raccord lors du processus de subdivision font que
deux bords opposés de la surface doivent étre des courbes de méme nature. Cette contrainte se
propage lors de la construction de surfaces par morceaux et limite les possibilités de composition.
Nous avons introduit un opérateur qui génere des structures non auto-similaires a partir de
mélange de formes de contrdle auto-similaires. La forme résultante peut avoir différentes textures
géométriques dont les localisations sont définies par une fonction de mélange. Dans le cas des
surfaces il est possible de choisir la nature de chacun des bords et ainsi de réaliser des raccords
Cy entre n’importe quelles surfaces fractales. Cette construction est générale et peut s’appliquer
a n’importe quelle structure fractale.

7.1.4 Application : étude des propriétés acoustiques

En collaboration avec EMMANUEL REDON spécialiste en mécanique acoustique du LVA de
I'INSA de LYON, nous avons abordé I’étude des caractéristiques acoustiques des cavités dont I'un
des bords est une structure fractale. Ma contribution a été d’élaborer un systeéme de construction
de paroi a structure fractale. EMMANUEL REDON a mis en évidence I'augmentation du nombre
de modes localisés en fonction du nombre d’itérations. Une expérimentation sur un banc d’essai
a confirmé les résultats obtenus par simulation numérique. Ces premiers résultats prometteurs
doivent étre étudiés de fagon plus théorique pour déterminer les relations de cause a effet. A ’aide
de méthodes d’analyses telle que “les trajets des rayons sonores”, technique analogue au lancer
de rayons pour la synthese d’images, nous espérons pouvoir mettre en évidence des relations
entre I'apparition de modes localisés et les propriétés différentielles des parois fractales.

7.2 Perspectives

7.2.1 Démarche

Les travaux que j’ai entrepris dans le domaine de la modélisation géométrique ont toujours
suivi le méme objectif qui est d’étudier les propriétés des procédés de constructions itératifs dans
le but de proposer des outils d’aide a la conception. L’univers de formes que I’on peut ainsi générer
est vaste et ces formes possédent des propriétés atypiques qui peuvent étre exploitées pour de
nombreuses applications, aux conditions d’étre capable de fabriquer ces objets et de contrdler
ces propriétés. Des applications & la construction par assemblage de panneaux de bois ont été
réalisées et mettent en évidence des contraintes propres a cette technique. D’autres procédés de
fabrication, comme celui de stéréolithographie ou celui de fusion laser, offrent plus de souplesse
mais possedent également des contraintes. Ces dernieres peuvent étre de différentes natures et
vont limiter I’ensemble des formes que ’on peut effectivement fabriquer. Notre démarche consiste
a traduire formellement ces contraintes de maniere a limiter les outils d’aide a la conception afin de
garantir a I'utilisateur qu’il pourra fabriquer les formes qu’il modélise. Le formalisme des BC-IFS
en est un tres bon exemple. Afin de garantir une structure topologique, les contraintes d’adjacence
et d’incidence sont déterminées, les structures des matrices de subdivision sont identifiées. Il reste
un certain nombre de degrés de liberté a partir desquels 'utilisateur peut modifier sa forme tout
en étant assuré que la structure topologique ne changera pas. D’autres contraintes peuvent étre
de nature géométrique ou différentielle.

Lors de I’étude des propriétés des structures fractales nous sommes confrontés a deux types
de difficultés principales. La premiere est le fait que les structures étudiées sont particulieres
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et mettent souvent en défaut nos intuitions ou introduisent des contradictions entre différentes
notions. Ces contradictions proviennent de 'insuffisance de certaines notions mathématiques a
rendre compte de la complexité de ces formes, pour la simple raison que ces notions ont été
introduites initialement pour les objets “plus conventionnels” de la géométrie euclidienne. Pour
développer un modeleur fondé sur une telle géométrie, il est impératif de faire le bilan des pro-
priétés nécessaires a un systeme de CAO et de déterminer si elles sont toujours vérifiées sur
ce nouvel univers de formes. Dans le cas contraire, et c’est la le deuxieme type de difficulté, il
faut inventer de nouvelles notions ou proposer des généralisations. Un parfait exemple est celui
de la dimension topologique et de la dimension fractale. Les structures topologiques que 1'on
rencontre sur les objets fractals ne peuvent pas étre caractérisées par les notions actuelles et
les travaux entrepris sur les BC-IFS sont un début de formalisation de la notion de topologie
fractale. Il en est de méme en géométrie différentielle, ot les configurations des structures sont
beaucoup plus complexes que pour les objets classiquement manipulés en CAO. La notion de
texture géométrique prend tout son sens en géométrie fractale et est liée directement aux pro-
priétés différentielles des formes. Nous avons déja produit un certain nombre de résultats mais de
nombreux sont encore a découvrir. Certaines généralisations seront nécessaires pour caractériser
certains comportements différentiels comme : les cones tangents pour les comportements iden-
tiques a la courbe de VON KOCH ou encore introduire une notion de spirale tangente dans le cas
ol les matrices de subdivision posseédent des valeurs propres complexes.

Notre volonté est de réaliser un modeleur pour la réalisation d’applications métiers pour la
fabrication d’objets. Notre démarche consiste a traiter toute la chaine, de la conception a la
fabrication. Nous voulons intégrer dans le modeleur ’ensemble des contraintes pour garantir a
I'utilisateur que ces conceptions peuvent effectivement étre fabriquées. Pour quelques métiers
(construction en bois, plasturgie, joaillerie) nous collaborons avec des spécialistes pour identifier
les contraintes de chacun. Une fois ces contraintes identifiées nous tentons de les formaliser et
de les résoudre d’'un point de vue théorique. Elles seront ensuite intégrées au modeleur comme
systeme de controle.

7.2.2 Perspective a court et moyen terme

Mon projet a court terme est centré sur le projet ANR-COSINUS Modltere qui rassemble 4
laboratoires : le LIRIS de I'université LYON I, le LE2I de 'université de Bourgogne, le LORIA
de l'université NANCY I et IBOIS de ’école Polytechnique Fédérale de Lausanne ainsi que le
Pole Européen de Plasturgie, la fonderie d’art Solyfonte et une artiste plasticienne : MARTINE
RONDET MIGNOTTE.

Notre objectif est de réaliser une premiere implémentation du modeleur itératif et de valider
les concepts au travers d’applications concretes. Pour cela nous avons choisi une approche verti-
cale qui consiste a aborder toute la chaine de production, de la conception jusqu’a la fabrication.
Cette démarche sera appliquée a trois métiers : I'architecture avec la réalisation de maquette en
panneaux de bois, la joaillerie pour la réalisation de bijoux par moulage en cire perdue et la plas-
turgie pour la réalisation d’éléments de structure métallique tres peu denses pour les outillages
d’injection de polymeres.

Pour ma part, j’encadre deux theses financées par le projet Modlteére pour une durée de
trois ans. Les deux doctorants sont issus de I’Université de Saint-Pétersbourg avec laquelle nous
sommes en train de mettre en place une co-tutelle. Le premier sujet porte sur la géométrie
différentielle appliquée aux modeles itératifs et fait suite a la these de HICHAM BENSOUDANE
que j’ai co-encadrée avec MARC NEVEU.

De nombreux aspects restent a étudier. Nous souhaitons :

— étendre la notion de géométrie différentielle fractale & des figures & topologie fractale (de
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type triangle de SIERPINSKI, éponge de MENGER,...),

— étudier la possibilité d’introduire des différentielles d’ordre supérieurs a 1 et d’en donner
une interprétation,

— généraliser la notion de tangente pour caractériser les comportements non-conventionnels
(tangente non-orientée, tangente spiralée).

SERGEY PODKORYTOV a été recruté pour cette étude et sera co-encadré par DMITRY SOKO-

Lov du LORIA.

La seconde these a pour objet la géométrie algorithmique et on abordera plus précisément
les aspects suivants : la visualisation, 1’évaluation efficace, le controle de ’approximation, la
détermination de boites englobantes, le calcul de certaines opérations ensemblistes (intersections),
le calcul de caractéristiques géométriques (volume, dimension fractale,...). Pour obtenir des formes
“matérialisables”, la géométrie algorithmique doit intégrer d’autres contraintes. Les formes des
objets virtuels ont peu de contraintes, a part celle d’étre localement approchées par des primitives
graphiques (elles peuvent étre non connexes, constituer des nuages, flotter dans 'espace, ...).
Ce n’est pas le cas des formes des objets physiques qui doivent étre réalisables sous forme de
maquettes dans un dispositif de fabrication donné (stéréolithographie, moulage, fraisage, ...).
Les formes générées doivent donc étre munies d’une structure topologique : filaire, surfacique ou
volumique. Elles doivent, en plus, avoir une bonne traduction dans un espace physique. Si ce sont
des figures filaires ou surfaciques elles doivent pouvoir étre épaissies pour devenir des objets en
volume (dilatées selon une distance de Hausdorff). Et ceci doit se faire sans perte de finesse de
rendu, pour des raisons liées a ’esthétique ou a la transcription physique de certaines propriétés :
topologique (lacunarité) ou différentielle (rugosité). ANTON MISHKINIS a été recruté pour cette
partie et sera co-encadré par Sandrine Lanquetin du LE2I.

En parallele a cette démarche, je souhaite renforcer nos collaborations pour intégrer des
aspects théoriques qui ont été développés dans d’autres équipes :

— LAURENT FucHs, du XLIM-SIC de l'université de Poitiers, s’intéresse au probleme de

représentation topologique des structures fractales,

— GERALDINE MORIN de 'université de Toulouse et RON GOLDMAN de 'université de Rice,
ont étudié les propriétés de convergence, de dérivabilité des courbes et surfaces de subdi-
vision et leurs représentation a ’aide d’TF'S,

— LIONEL GARNIER du LE2I utilise les cyclides de DUPIN pour la construction de jointure
entre deux surfaces quadratiques et la représentation de surface a I'aide de triangles 3D.
Actuellement, il s’intéresse & la construction de carreaux extraits d’une cyclide de DUPIN
par procédés itératifs et a leurs représentations a 1’aide de BC-IFS.

7.2.3 Perspective a long terme

L’objectif & plus long terme est de constituer une équipe étant capable d’intégrer les mul-
tiples facettes de la modélisation géométrique pour les modeles itératifs : topologie, géométrie
différentielle, géométrique algorithmique, construction par contraintes,...

Je souhaite montrer que notre modele itératif est un modele général qui peut étre exploité
aussi bien dans des contextes théoriques (étude de convergence de différentiabilité,...) que pour
la conception de formes aux propriétés particulieres (cavité a forte absorption acoustique,...)
ou encore directement pour des applications industrielles (construction de formes lacunaires
induisant & la fois un gain de matiére et un gain de poids).

Un exemple d’application est celui de la conception de courbes et de surfaces rugueuses. Nous
avons initié deux collaborations dans cette thématique. La premiere, entre le LIRIS et TORBEN
BR@CHNER de l'université de Aarus, & pour objet la modélisation de graines dont les surfaces
sont plissées ou rugueuses. Le but est de trouver un modele, dépendant de quelques degrés de
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liberté, pour générer différentes variétés de graines. Le modele géométrique sera utilisé par la
suite pour réaliser des simulations du comportement des tas de graines dans les silos.

La deuxieme collaboration, entre le LE2I et I’équipe de GUDRUN ALBRECHT du LAMAYV de
I'université de Valenciennes et du Hainaut-Cambrésis, & pour objectif de reproduire le mouvement
d’une caméra réelle (intégrant les bruits induits par le différents mécanismes de support de
caméras) pour les films d’animation ou de “stop motion”. Les outils disponibles dans les systeémes
de syntheése d’images actuels sont insuffisants. La notion de texture géométrique des courbes
fractales, le mélange de ces textures a ’aide des IFS mixtes et 'aspect déterministe des BC-IFS
sont des caractéristiques intéressantes pour cette problématique.

Cette notion de rugosité ou de texture géométrique est controlée par le biais de deux éléments :
les transformations de 'TF'S et les positions relatives des points de contréle. Ainsi la construction
d’une courbe fractale dans le plan sera plus ou moins chaotique en fonction des transformations
choisies mais aussi en fonction des positions relatives des points de controle (un ensemble de points
de controle alignés générera un segment de droite). L’utilisateur souhaite pourvoir controler
Paspect global de la courbe (& 1’aide des points de controle) indépendamment de I’aspect local,
mais du fait de la propriété d’auto-similarité, les deux sont liés. Les BC-IFS permettent de
distinguer les différents espaces de travail. En exploitant cette propriété on peut imager introduire
une notion de hiérarchie dans le controle du processus de construction itératif de maniere a
distinguer les subdivisions globales et les subdivisions locales.

Le modele BC-IFS est général et adapté a la description aux procédés de construction itératifs.
La représentation sous forme d’automate symbolise et schématise les regles de subdivision et
fournit un support de réflexion tres utile. Elle peut étre utilisée par exemple pour traiter les
raccords entre deux schémas de subdivision différents. Cette formalisation est également tres
utile d’'un point de vue pratique car elle devient la donnée d’entrée d’un programme capable
alors de réaliser n’importe quel processus de subdivision. Beaucoup d’éléments constitutifs des
BC-IFS sont commun avec ceux des surfaces de subdivision : opérateurs de I'IFS et matrices
de subdivision, propriétés de différentiablilité et valeurs propres,... Mais on observe également
des différences. D’un coté, les procédés de construction des courbes et des surfaces de subdi-
vision déterminent implicitement la structure toplogique souhaitée (courbe ou surface). Ainsi,
la subdivision topologique n’est pas décrite a ’aide d’une représentation formelle mais par un
algorithme expliquant comment les nouveaux points calculés doivent étre insérés dans le maillage
courant. Cela nécessite d’implémenter chaque schéma de subdivision. Par contre, les algorithmes
des surfaces de subdivision présentent I’avantage de produire, a chaque étape de subdivision, des
surfaces topologiquement bien définies. De I'autre coté, le modele BC-IF'S peut traiter tout type
de topologie, y compris des structures topologiques fractales. Mais, le processus de génération
des formes fournit une union d’élements (union de segments, union de facettes) sans structure
topologique associée. Part ailleurs, de nombreux résultats ont été démontrés pour les surfaces
de subdivision sur la convergence des algorithmes ou sur la nature de la surface limite autour
de points extraordinaires. On peut alors s’interroger sur les points communs et les différences
entre ces modeles. La base commune est-elle suffisante pour transférer des résultats d’un modele
a l'autre ? Est-il possible d’avoir une représentation unifiée permettant d’exploiter les avantages
de chacun des modeles 7

Certaines généralisations des systémes de subdivision consistent a réaliser des systémes non-
stationnaires. Dans ce cas le processus de subdivision est différent & chaque itération. Cela cor-
respond a définir un BC-IF'S possédant un nombre infini d’états. Est-il possible de généraliser nos
constructions a ce type de configuration ? Cela pourrait étendre les possiblilités de modélisation.
Mais, est-il possible de conserver un controle suffisant sur ces processus ?
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Dans ces deux illustrations la demi-droite en bleu représente la direction du vecteur
propre vp associé a la valeur propre dominante, la droite en rouge correspond a
la direction du second vecteur propre. Pour I'exemple du haut les composantes
des vecteurs g et 1y selon le vecteur vp sont opposées, en c; la courbe est G-
différentiable. En bas les composantes sont de méme signe et on obtient un point
de rebroussement au point ¢; = @(i%). . . . . ... oL
Exemple de courbe H (t) définie par une FIF affine (Fractal Interpolation Function
[BARSS]) dont les points interpolés sont repérés en rouge (pg & py). La dérivée
fractionnaire locale & droite est étudiée au point ¢y = ¢(0“). Les vecteurs propres
de Lo sont vj (direction représentée par la demi-droite bleue) et v7 (direction
représentée par la droite rouge). Les conditions du théoreme 4.2.3 sont vérifiées,
i.e. : les valeurs propres de Lo sont A\J = 0,39 et A} = 0,36, et les points de B sont
d’un méme coté de la droite rouge. Deux zooms successifs ont été réalisés pour
illustrer le comportement tangentiel. . . . . . . . . . . ... ... ..
Exemple de courbe H (t) définie par une FIF affine (Fractal Interpolation Function
[BARRS]) dont les points interpolés sont repérés en rouge (po & p4). La dérivée
fractionnaire locale & droite est étudiée au point cg = ¢(0%). Les vecteurs propres
de Lo sont vy (direction représentée par la demi-droite bleue) et v (direction
représentée par la droite rouge). Les conditions du théoréme 4.2.3 ne sont pas
vérifiées, i.e. : les valeurs propres de Lo sont AJ = 0,31 et A} = 0,23, mais
les points de B ne sont pas d’'un méme coté de la droite rouge. Deux zooms
successifs ont été réalisés pour illustrer le comportement tangentiel. On observe
que le vecteur H(c§ + h) — H(h) oscille de part et d’autre de la droite rouge entre
les deux directions vy et —0g. . . . . . . ..
Exemple de courbe H(t) définie par FIF affine dont les points interpolés sont
repérés en rouge (po & p4). Les dérivées fractionnaires locales & droite et & gauche
sont étudiées au point ¢; = ¢(1¢). Les vecteurs propres de Lq sont vy (direction
représentée par la demi-droite bleue) et ¥7 (direction représentée par la droite
rouge). Les valeurs propres correspondantes sont A} = 0,27 et A\l = 0,18. La
courbe présente deux comportements différents & droite et & gauche du point c¢;.
A droite la dérivée ne converge pas car les points de B ne sont pas tous d’un méme
coté de la droite rouge comme pour le cas de la figure 4.4. A gauche la dérivée
converge car les points de B~ sont d’un méme coté de la droite rouge comme pour
le cas de la figure 4.5 a droite. Deux zooms successifs ont été réalisés pour illustrer
le comportement tangentiel. . . . . . . . .. Lo Lo Lo
Sur cet exemple, au point H( %, %) la surface possede 4 quarts de plan tangents. .
A gauche et & droite : espaces barycentriques E, = BI? associés aux états “som-
met” (gauche et droit respectivement), au milieu : espace barycentrique E, = BI®
associé a I’état “aréte”. Les opérateurs by et b; sont des opérateurs de plongement
de BI? dans BI® mettant en correspondance I’espace BI? avec les sous espaces
de BI® : boEs = Esg et biEs =FEg, . . . . ...
Automate représentant la subdivision d’'une courbe. . . . . .. ... .. ... ..
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Carré de base Anechoique 10 pics
Carre de base Anechoique 5 pics Mode n° Nx [Ny |[Nb d'onde knipi Nb d'onde knipi Erreur
Mode n® Nx_|Nv _|Nb d'onde knipi Erreur “
1 10 1,30 0,99| 23.48%
1 110 1,30 0,35| 26,96% e
e 2 o 1 1,00 1,07 7.46%
2 o 1 1,00 1,03 3.26% “
3 2l 0 2,60 1,.25/51,05%)
3 72l 0 260 “ 1,18] 5441% N
" 4 3l 0 3,490 1,35| 65 .41%,
4 30 2,90 1.27| B7.32% w
5 4l 0 5,20 140|73,08%)
5 4 0 5,20 H 131 74.74% ’ ‘ ‘
: 1 o w . B 5 0 6,50 “ 143 77.96%
. N . 0
; al 2 o0 — O 7 Bl D 7.80 w 145/81,37%)
A | A A 0
o W 2 245 3 2aal 218 8 70 9,10 W 147|83,89%)
. i . 0
ki g gl o 10,40 W 147/ 85,829
9 o a aml 3.00] 0,15% : M : =
thshl
0,
ol " 279 a41| 11.54% 10 a0 11,70 1,48| 87,36%)
Shge W
o B o,
i 1] 3 3,27 * 326 0,15% il T 184 e 178, 7.31%
oltay 2 2 3,20 “ 3,36 2.37% 12 o 2 200 — 204) 273%
5 . = o
i | W | 4.3 fnd 3.56) 1151% 1 12 2.39 244] 246%
i ___—
14 4 530 u 3.72| 29.83% 14 o 3 2,00 j— 302 061%
f -
151 = 4 2| 3 397 u 400 087% 18 21 2,79 = 307[10,37%
""" -
TE|f— 0 4 4,00 401] 0.28% it o | 3 3,27 3,27 0,06%
L= K 421 421] 0,14% i | 2] 2 3.23 w 3,35 2,20%
18 : 1 2 1 477 483 1.23% ik 31 4,03 “ 3.52)12,63%
iy
19 0,00 A 4,86 19 4] 1 5,30 w 3.70] 20,10%|
]| s | 5,00 501 0,11% 20 5] 1 6,58 “ 3,8042,15%
21 1| & 5,17 5,18 0.21% 21 Bl 1 7,88 W 3,87|50,80%
= i
22 t .- ] 3l 3 482 522| B.00% 22 7] 1 9,15 N 3.01|57,30%
23 2 5 564 566 0,42% 23 B 1 1045 w 3.04|62,33%
Uy
24 3 4 5,59 5,72 2,35% 24 a 1 11,74 H 3,95/ 66,37%
s=== - 1 l
25 0 & £,00 B01] 0.15% 25 = 7 4 477 ﬂ 402|15.82%,

TAB. 1 —




Carré de base

—| Anechoique 20 pics

Erreur|[
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Mode n* Nx [Ny |Nb d'onde knpi Nb d'onde knipi

1 11 0 1,30 ‘ 0,84| 27.35% Carré de base | Anechoique 30°x5
5 ol 100 - 1 24| 24.14% Mode n* Nx__ [Ny |Nb d'onde knipi N dende kn/pi Erreur

1 1,03 104 1.28%
3 7 o 2,60 -‘ 1,28| 5044% I . I R
] 3 o 3,80 et 1.42| B3,68% [ - -
5 4 o 5,20 | 1.48] 7148% i _— | s
B 5 0 B,50 | 1,52| 7B,58% 5 200 a1l 5809
7 Bl O 7,80 [ 1,55| BO,12% . 329 23| 0815
8 7| o 5,10 | 1,57| 82,74% 7| - 225 = 235 4.30%
g 8l o 10,40 [ | 1,58| B4,78% of PR 287 = 204 247%
10[—]1 1 1,64 L 1,60 2.67% 5 3,08 || : 208 179%
11 9l 0 11,70 [ | 1,50| 86,28% il l 3,00 |'= 316 5.39%
12 10} 0 13,00 | 151| B7.61% e 524 A4 361 DBAN
13 1l o 14,30 | 1,61| 88,73% il = .17 -7_ i
14 12| 0 15,60 [} 162| B9.E3% = .._: 250 _‘j T
15 13 0 16,80 | 1,62| 9040% ) S8 = - el
16 14] 0 18,20 [ 1,83] 91,07%) L i A L
17 15 0 19,50 [ | 1,63| 91,65% e = R

17 4,00 420]  495%
18 18] 0 20,80 . 1,63| 92,18% ] . l
19 17] 0 22,10 [ | 1,63| 92,61% S= ' : '

o|E = 413 137]  453%
20 18] 0 2340 [ 1,63| 93,02% .| 5 = T
21 19) 0 24,70 [ 1,63| 93,39% | L 55 0.0 e R
22 20 1o 25,00 | 1,63] 93.71% 2 e 450 458 343
23 02 2,00 — 2,23] 11.73%, G 5,09 |l:: 512]  044%
2| it | 239 [ 41 245 2,60% 24 5,05 || =i 515 1.95%
i | S [ 2,79 263 5E7% 2 5,00 | = 52|  43m%

TAB. 2 —



134 ANNEXE

I Carré de base | Anechoique 45°x5 I Carré de base | Anechoique 80°x5
Mode n® Nx_|Ny |Nb d’onde knipi Nb d'onde knipi Erreur; Mode M [Ny [Nb donde knipi Nb d'onde knpi | Erreur
! 13 105 | | 1o 4.89% 1 1 0 130 |“ 0.98| 24.79%
2 o1 1.00 | | 148 46.25% 2 | I [ S 1,24| 33,08%
3 LI 145 | | 1.72] 18.85% 3 2 o 260 1,34] 48.40%
4 2 0 210 | | 2001 4.085% 4 3l o 290 |M 147) 62.42%
of = 0| 2 200 | | 275 3743% 5 4 0 520 |M 1,52) 70,82%
b 2l 1 233 | | 3,03 30,12% B 5 0 ool [ 1,53 76.42%
i st | I 2,26 | | 3.06| 35.20% 7 1 1 164 |M 161] 1,88%
g 3 0 3,15 | | 3,79 0.50% B o 2 2,00 |'_ 2,23 11.46%,
of 29| 2 = 280 | | 3.30] 1371% g 1| 2 2,39 | . 245) 2,84%
10 Ill' 4 0 420 | | 3,52 13.14% 10 2| 1 2,79 |w 2.65) 4.89%
11 N 50 5,25 | | 3,89] 25 8R% 1 p : 9 2 3,28 301| 8.15%
12 : o 3 3,00 | | 413 37F1% 12 ol 2 3,00 - 3,24 7.84%
13 0.00 | | 4,32 Sk el 9] 1 4,03 M 3,29| 16,39%
L = 13 3,18 | | 447 40,76%, 14 = 1| 3 3237 u 3.98| 3.28%
il G 3 2 3,73 | | 474 27.10%, 15 4 1 530 ! 3.46| 34.67%
i e 2| 3 3,68 | | 4,78 30.48%, 16 g 1 6,58 M 3,50 46.71%,
o 4 4,00 508 27.26% WE = 3| 3 3,87 ! 3,00] 4.28%
1| 4 414 |.| 5.18| 25.20% i |l 0 I 4,00 069%
3 3 4,38 |“| 536 23.28% 19 o 4 400 |E 424 597%
20 0,00 |"| 543 == I 431 |M 4.35) 3.46%
1l 2 4 4,52 | .| 5,70| 26,15% Pl | 3| 3 492 M 4.56) 7.29%
e | I 4,65 |m| 580) 2463% b 3 4 477 |u 470] 1.56%

k| 3 4 5,08 |!| 508 17.39% 2 M 519
24 o 5 TN == B,21] 24.19% | 3| 4 558 “ 5.21| 8,66%
25 4] 3 515 m F22) 20,50% 25 o s 500 5723 465%

TAB. 3 —
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I Carré de base | Anechoique 80°x5 Carré de base I Koch niv.1

Mode n® Mx [Ny |Nb d’onde knipi Nb d'onde knipi | Erreur Mode n” Nx_|Ny_|Nb d'onde knipi | N d'onde knipi Erreur
1 10 1,30 ‘“ 098] 24 79% ! o1 1.00 1.21] 21.44%
2 o 1 1,00 " 1,24| 23 BEYy 2 11 0 1,33 1,31 2.05%
3 2 0 2,60 “ 1,34| 48 40% 3 11 1,67 1.85) 10,67%
4 3 o 3,80 ‘M 147| 6247% 4 1] 2,00 212
g 4 0 5,20 ‘m 1,52| 70,82% ] 2 1 285 258
B 5 0 6,40 “ 1,53] 76.42% f 2| 2 3,33 2,74
7 1l 1 1,64 ‘w 161 1.86% 7 Ej 1] 2 240 290 20,52%
3 o 2 200] 1S 2,23 11,46% 8 ol 3 3,00 2
3 1 2 2,39 ‘ 245 2684% 9 2 3 4,01 376
10 2l 1 2,79 ‘w 255| 4.88% 1U"]]] ] 4,00 3,88 281%
sy 2 o 3,28 ] 3.01| 8.15% 1 0p 4 4,00 4,04
1 ol 3 3,00 324| 7.84% 12 :-' _‘-'- 1 3 3,28 4,08 2431%
190k . a1 4,03 3,29| 18,39% ]| S ] 4,12 412) 0,01%
14 9 1] 3.27 3,38| 3.28% 14|L* 2y 3 2 447 4587 451%
15 4] 1 5.0 3.46| 34 BT% 15 2 4 481 472
15 5 1 B.58 3,50 46,71% ol 5 5,00 517
17E & 7] 3 347 380| 428% 4 0 5,33 518 2,79%
18 al 1 4,03 4,00 063% 1] 4 4,27 5.32| 26,28%
19 o 4 4,00 424| 597% 4 1 543 537 1,07%
Py = = 1 4 421 435 346% 3 3 5,00 547| 8,35%
oY | al 3 4,97 456 7,29% 21 0,00 5,71
o 2| 4 477 470 156% 22 0,00 5,81
23 519 23 0,00 6,31
24 3l 4 5,50 521| B66% 24 0,00 6,31
25 0 5 500 523 4F5% 25 0,00 fi.47

TAB. 4 —
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Carré de base Menger niv.1
Carré de base | Koch niv.2 |Mode n° | Nx [Ny [Nb d'onde knipi Nb d'onde knipi Erreur
Mode n® Nx_ [Ny _[Nb d'onde knipi Nb d'onde knipi Erreur
fe —— e —
‘- 1 gl 1 1,00 112] 11,82%
1 a1 1,00 1,19) 1851% ‘ ‘
‘ . 2 i o 1,33 ' 1,35 1,50%
2 1 o 1,33 130 262% ‘ |
3 0,00 ‘ 1,75
3 1 1 167 ‘. 182] 9.19% ‘ ‘
i o “ S0 4 1 1 1,67 * 1,82| 14,89%
' ' 5 0,00 ‘a ‘ 257
5 0,00 \O 255
B 0,00 ‘* | 278
B 0,00 \* 270
E 3 " 7 E 1 2 240 ‘t ‘ 3,00 24.72%
7 1 2 240 285| 18.36% ‘ ‘
5 0,00 a 3,12
5] 0,00 ‘“ 3,16 - i ‘ |
-
o,
d o ‘. . el | | 7| 2 3,33 _ ‘ 3,81 14,18%
——— o,
m[[[[l a o 400 \l'll 3,89 2.83% 10 o 4 400 rl" | 4,00 0.06%
0,
i i ‘i i 1 3 o 4,00 ‘l | ‘ 400 007%
B
| I 328 ‘. 4.00] 2181% i 0.00 - 416
. £ s
kel 3| ¢ 419 ‘* 414 039% 13 1 3 3.28 ‘ | 4.22| 29.54%
b 5] o o 447 \ﬂl 458 4.72% 4 0,00 * 444
15 0,00 \H 459 T 0,00 \H ‘ 4,70
C o
15 0.0 ‘. 506 18 [ N 447 480 038%
17 1| 4 429 ‘- 5,17| 22,50% 17 0,00 ‘$| 518
18 al o 533 ‘m 510 2.85% 18 ll]] 4 0 5.33 ‘n ‘ 535 040%
19 0,00 ‘ - 535 19 0,00 ‘m ‘ 551
a0 0,00 \ﬂ 537 QDE g 1 4 422 ‘t‘ 5.51| 30,80%
.-
21 00 ‘- 557 nff s -1 3| 3 5,00 ‘& ‘ 556 13.26%
2 0,00 “ 560 22 0,00 ‘* | 569
23 0,00 “ 502 23 0,00 ‘ﬁ ‘ 5,99
24 0,00 ‘. 6,15 24 0,00 ‘B ‘ 5,28
35 0,00 522 35 0,00 ‘*| B.37

TAB. 5
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Carré de base Cesaro niv.1
Carré de base | Menger niv.2 Mode n® Nx [Ny |N_h(|'omle knipi Nb d'onde knipi Erreur
Moie n® Nx Ny Nb d"onde Kn/pi Nb d"onde Kn/pi Erreur
0,
: ; ! - = ‘ 12l e 1 ] 1,00 1.38| 35.95%
2 1 i 133 i ‘ 144]  B,19% ! - L . LAy o
I i . 0
. ‘ 3 11 1,67 . 1.88] 19.02%
3 0,00 1.75 I
4 1 1 167 ‘ ‘ 1,90) 19,54% 4 0.0 218
) . 54%)
. . . J . 5 e 2 2,80
B 0,00 * ‘ 2.97 8 E__3 0.00 — 288
7 E 3 1 2 240 * ‘ 3.08] 26.08%, ! L 240 : 3,13, 30.37%
; - ) ‘ . E 0,00 U 373
] 0,00 - ‘ 345 ] 0,00 b = 4 398
— o,
10 0,00 . ‘ 388 10 I I o 4 4,00 — 420 513%
" 0.0 ‘ 259 1 L 3 a ao AL 221 529%
19 0,00 .‘ 422 12 d 1 3 3,26 - 443| 34.95%
13 rm l o 400 m ‘ 437 8.30% 14 ooof O 444
14 0,00 - ‘ 437 4 . 0.oo e 498
v ™0 ]
1504 . .1 31 4,12 ﬁ! 4.68] 13.39% W5E SN |l aa1 o 508] 13.21%
- )
16 0,00 = ‘ 488 16 0,00 537
17 0,00 E 5,21 17 0,00 581
18 0,00 . ‘ 5,30 18] 0,00 568
m[';] ! 447 ﬁJ 5,30) 18,60% wan 1| 4 4,22 5,78| 27.08%
20 0,00 ﬁ ‘ 5.67 20 0,00 584
.-
21 0,00 ﬁ‘ 5.83 21 [- ] 3l 3 5,00 5.96) 19.12%
22 0,00 - ‘ B.04 22 0.00 f.27
23 0,00 ‘ ‘ 6,14 23 0.00 647
>, 8
24|pie . 3 3 5.00 B.17| 2342% 24 0,00 701
25 0,00 i B,24 75 0,00 7,01

TAB. 6 —
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