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Introduction

Les milieux poreux sont présents partout autour de nous : le sol sur lequel nous
marchons, les �ltres qui équipent les appareils de tous les jours, le papier sur le-
quel ces lignes sont écrites, et bien d'autres encore. Ces matériaux présentent des
propriétés mécaniques et de transport qui sont parfois encore mal appréhendées. La
cause principale de cette incompréhension est la structure fortement irrégulière de
leur géométrie interne, qui les rend di�ciles à modéliser.

Pour reproduire arti�ciellement la manière dont un ou plusieurs �uides se dé-
placent dans un milieu poreux, diverses approches existent. Une modélisation directe
des phénomènes physiques est généralement très coûteuse. Les relations entre les dif-
férentes phases des �uides polyphasiques sont encore mal comprises et les simulations
numériques d'écoulement de �uides requièrent des capacités de calcul immenses.
C'est pourquoi le recours à des modèles de réseau s'est développé et continue à être
source d'une quantité non négligeable de travaux scienti�ques. Généralement, un
modèle de réseau idéalise la structure du milieu poreux en créant des éléments, les
pores, qui intéragissent de manière simple. Toute la di�culté réside dans le contrôle
de cette simpli�cation, a�n de ne pas trop s'éloigner de la réalité.

Parmi les propriétés de transport des milieux poreux, la perméabilité absolue
est une caractéristique essentielle. Il est établi depuis longtemps que la perméabilité
d'un matériau est régie par sa micro-structure. La quantité d'espace poral mais
surtout la manière dont il est arrangé sont des paramètres fondamentaux pour la
perméabilité. Cette relation a engendré nombre de travaux cherchant à corréler des
paramètres mesurables (volume, surface spéci�que, etc.) à la perméabilité, avec un
succès souvent limité à quelques matériaux classiques (grès de Fontainebleau, de
Béréa, etc.).

Une condition essentielle pour établir cette corrélation est de parvenir à visualiser
cette micro-structure, a�n de quanti�er di�érents paramètres. Pour cela, observer
en 2D n'est pas su�sant, parce que les milieux poreux réels sont intrinsèquement
3D. Les avancées récentes des moyens d'imagerie permettent de visualiser la micro-
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Introduction

géométrie des matériaux avec une précision sub-micronique. C'est le cas par exemple
au synchrotron européen (ESRF à Grenoble), dont quelques lignes sont dédiées à la
micro-tomographie à rayons X. Les images obtenues par tomographie, dont l'utilisa-
tion se répand, o�rent des points de vue radicalement nouveaux sur les matériaux et
sur leurs évolutions. Non-destructive, cette méthode permet maintenant de visualiser
un même échantillon à di�érentes étapes de sa � vie � normale, en 3D.

Obtenir des images de matériaux d'excellente qualité est possible, mais ces images
ne donnent pas directement de réponse. Il faut les analyser pour en tirer des ca-
ractéristiques pertinentes du réseau poral. Les travaux présentés dans cette thèse
s'intéressent à cette étape d'analyse des images et visent à proposer une nouvelle
approche pour modéliser un milieu poreux sous la forme d'un réseau pour le cal-
cul de la perméabilité absolue. Son originalité vient de la manière de considérer
les relations entre les pores. Elles ne sont pas idéalisées par des tubes de formes
simples (cylindres, prismes triangulaires, etc.) ; au contraire la géométrie réelle est
utilisée pour observer le comportement local de l'écoulement. Cette approche va à
l'encontre de toutes les références bibliographiques auxquelles nous avons eu accès,
qui considèrent que les relations entre les pores peuvent se résumer à un calcul sur
une géométrie élémentaire.

Le premier chapitre introductif présente di�érents aspects de la perméabilité
absolue et brosse le portrait des modèles de réseaux existants. La modélisation des
milieux poreux sous forme de réseau part du postulat que l'espace poral peut être dé-
composé en éléments simples : les pores. Cette décomposition est loin d'être triviale,
et le deuxième chapitre présente une méthode permettant d'obtenir un partition-
nement de l'espace poral en pores. Une fois le partitionnement obtenu, un réseau
d'interconnexion des pores est construit. Ce réseau sert de support à la résolution
d'un système linéaire établi à partir des équations de Stokes. Le troisième chapitre
justi�e l'existence de ce système linéaire et propose une approche originale pour
le calcul de coe�cients apparus dans ce système linéaire. En�n, le quatrième cha-
pitre décrit en détail l'application de l'ensemble des étapes menant de l'image 3D à
une valeur de perméabilité absolue calculée grâce au réseau construit en suivant les
éléments des chapitres 2 et 3.
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CHAPITRE 1

Perméabilité absolue et modèles de réseau

Ce chapitre a pour but d'introduire les deux éléments centraux de ce manuscrit : la
perméabilité absolue et la modélisation des milieux poreux par des réseaux.

1.1 Perméabilité absolue

La perméabilité absolue est un paramètre fondamental de caractérisation des pro-
priétés de transport des milieux poreux.

1.1.1 Échelle macroscopique : la loi phénoménologique de
Darcy

La perméabilité absolue représente l'e�et d'un milieu poreux sur l'écoulement d'un
�uide monophasique qui le traverse. Elle est apparue pour la première fois dans la
loi de Darcy, du nom de la personne qui l'a mise en évidence. Henry Darcy est his-
toriquement connu pour être parvenu à alimenter en 1840 la ville de Dijon en eau
potable, travaux dont il est question dans son ouvrage [Darcy 56]. Il étudie dans cet
ouvrage les problèmes liés à cet approvisionnement. Le comportement d'un écoule-
ment d'eau à travers des �ltres constitués de plusieurs couches de sables di�érents
l'intéresse particulièrement. Il cherche à quanti�er et prévoir la perte de charge créée
par ces �ltres. Pour cela, il utilise un montage expérimental ressemblant à celui de
la �gure 1.1 a�n de pouvoir établir une formule mathématique simple mettant en
relation les di�érents paramètres qu'il peut mesurer.

Grâce à ce système, Darcy déduit que le débit de l'écoulement (volume par unité
de temps) Q qui a lieu dans la colonne est :

� proportionnel à la section S de la tour dans laquelle l'écoulement se produit ;

3



1. Perméabilité absolue et modèles de réseau

Figure 1.1 � Montage qu'Henry Darcy a utilisé pour étudier l'écoulement de
l'eau à travers un �ltre sableux. Il était constitué d'une colonne d'eau de 3m50
surplombant un échantillon du �ltre à caractériser. La pression de l'eau pouvait
être mésurée au dessus de la colonne et en dessous de l'échantillon à l'aide de
manomètres à mercure. Le débit moyen en sortie du système était estimé par la
vitesse de remplissage du bassin de jaugeage (en bas à gauche). Ce schéma est
extrait de [Darcy 56].
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1. Perméabilité absolue et modèles de réseau

� proportionnel à la di�érence de pression ∆P entre le sommet et la partie basse
de la colonne d'eau ;

� inversement proportionnel à la longueur L de l'échantillon.

La relation qu'il écrit dans son livre ressemble à la suivante :

Q = −KS

L
∆P (1.1)

où K est considéré par Darcy comme un �coe�cient dépendant de la perméabi-

lité� du �ltre et qu'il dé�nit comme la conductivité hydraulique. En se permettant
de regrouper certains termes de l'équation 1.1 a�n d'en simpli�er l'écriture, il est
possible d'exprimer le débit par unité de surface q = Q

S
(qui a la même dimension

qu'une vitesse et qui est couramment appelé vitesse de Darcy) et la di�érence de
pression par unité de longueur ∆p = ∆P

L
(qui est une manière simpli�ée d'écrire le

gradient monodimensionnel de la pression). Ces éléments remplacent les termes de
l'équation 1.1, qui s'écrit par conséquent sous la forme :

q = −K∆p (1.2)

La loi 1.2, proposée par Darcy, relie directement le gradient de pression autour
du �ltre au débit de l'écoulement qui le traverse. Elle ressemble en cela à d'autres
lois de phénomènes di�usifs. Cependant, le coe�cient K n'est pas la perméabilité
en tant que grandeur caractéristique du milieu poreux. D'un point de vue physique,
il ne dépend pas uniquement du milieu dans lequel l'écoulement a lieu. Il représente
la facilité avec laquelle un �uide donné (ici, l'eau) peut s'écouler dans la matrice
poreuse et dépend par conséquent à la fois des propriétés du �uide et des propriétés
géométriques et topologiques de l'espace poral.

A�n de caractériser un milieu poreux indépendamment du �uide qui s'écoule,
il est préférable de déterminer la perméabilité e�ective k du matériau, qui dépend
uniquement des propriétés du milieu. Elle s'exprime à partir de la conductivité
hydraulique et de la viscosité µ du �uide qui a servi à l'estimer :

K =
k

µ
(1.3)

C'est cette grandeur k, qui ne dépend que de paramètres liés au matériau, dont
il sera question par la suite. Elle a la dimension d'une surface et s'exprime en L2

(avec L une unité de longueur ; m2 en unités SI).

La loi telle que Darcy l'a écrite est véri�ée pour un écoulement monodimension-
nel. Dans le cas d'un écoulement tridimensionnel, dans un matériau anisotrope, elle
devient une équation vectorielle dans laquelle la perméabilité e�ective est transfor-
mée en tenseur d'ordre 2 :

#«q = − 1

µ

#«
#«

k .
#«∇p (1.4)

5



1. Perméabilité absolue et modèles de réseau

où le symbole
#«
#«

k représente le tenseur de perméabilité.
La détermination expérimentale de ce tenseur n'a jamais, à notre connaissance,

été réalisée. Son estimation numérique requiert que l'on étudie plus précisément le
phénomène physique lié à l'écoulement.

1.1.2 Échelle du pore : les équations de Stokes

Les équations de Navier-Stokes sont des équations aux dérivées partielles non li-
néaires, qui décrivent le comportement des �uides dans l'approximation des milieux
continus. Nous ne nous intéresserons ici qu'à un sous-ensemble de ces équations,
construit à partir des équations de Navier-Stokes en imposant des contraintes sur le
�uide et l'écoulement étudiés. Les équations de Stokes permettent de décrire l'écou-
lement d'un �uide lorsque les conditions suivantes sont véri�ées :

� le �uide est Newtonien : sa viscosité est constante ;

� le �uide est incompressible : sa masse volumique est constante ;

� les e�ets inertiels sont négligeables : la vitesse ne varie pas au cours du temps.
Ces conditions sont véri�ées par les écoulements présents dans une grande variété

de problèmes, lorsqu'il est question d'écoulement laminaire, qui correspondent à des
nombres de Reynolds1 très faibles (NRe � 1). L'écoulement des �uides dans les
milieux poreux est un sujet d'étude dont les répercutions se retrouvent dans des
domaines aussi variés que l'hydrologie (écoulements souterrains), le génie pétrolier
(réservoirs pétroliers), l'agriculture (transport des polluants dans les sols), etc. Les
équations de Stokes sont valables quels que soient le �uide et le milieu poreux, du
moment que l'écoulement et le �uide respectent les conditions énoncées ci-dessus.
Elles permettent d'établir les champs de vitesse et de pression du �uide dans le
milieu et s'écrivent sous la forme suivante :

{
#«∇. #«v = 0 (1.5a)

µ∇2 #«v − #«∇p+ ρ
#«

f = 0 (1.5b)

C.L. : #«v = 0 sur l'interface Aβσ (1.5c)

avec #«v la vitesse du �uide, p la pression du �uide, µ la viscosité dynamique du
�uide, ρ la masse volumique du �uide et

#«

f une force extérieure exercée sur le �uide.
Les opérateurs de gradient

#«∇, laplacien ∇2 et divergence
#«∇. sont aussi présents.

1Le nombre de Reynolds est un nombre sans dimension qui caractérise le régime d'un écoule-
ment : laminaire, transitoire ou turbulent. Dans un tube cylindrique par exemple, NRe = V D

ν avec
ν la viscosité cinématique du �uide, D le diamètre du tube et V la vitesse du �uide. Les valeurs
faibles caractérisent les écoulements laminaires (la vitesse V est petite). Au-delà d'une certaine
valeur du nombre de Reynolds (appelée Reynolds critique), l'écoulement devient turbulent. Avant
la turbulence, il y a une partie non linéaire.
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1. Perméabilité absolue et modèles de réseau

La condition aux limites 1.5c provient des conditions de l'écoulement : les forces
visqueuses sont considérées comme les seules qui s'appliquent sur le �uide (les autres,
notamment inertielles, ont été négligées). Par conséquent, à l'interface entre le �uide
(noté β) et le solide (noté σ) Aβσ, le �uide adhère à la paroi à cause de cette force
visqueuse ; sa vitesse est donc nulle.

1.1.2.1 Simpli�cation de l'écriture

A�n de simpli�er l'écriture de ces équations, le terme ρ
#«

f est intégré au gradient de
pression. Il su�t pour cela de supposer que la seule force extérieure qui s'impose
au système est la gravité. Le terme ρ

#«

f se réécrit donc sous la forme ρg #«z , avec g la
constante de gravité et #«z le vecteur directeur vertical (dans le sens de la gravité).
Il su�t de transformer ce terme en ρg

#«∇z =
#«∇ (ρgz). Cette égalité est vraie puisque

la densité est constante dans le volume considéré. Au �nal, la deuxième équation
devient :

µ∇2 #«v − #«∇p+
#«∇ (ρgz) = µ∇2 #«v − #«∇ (p− ρgz)

= µ∇2 #«v − #«∇p′ = 0
(1.6)

Le terme de pression qui découle de cette manipulation est donc la pression réelle
du �uide modulée par la force de gravité. Dans la plupart des cas où les équations
de Stokes sont résolues, les milieux sont su�samment petits pour que la force de
gravité puisse être négligée devant la pression du �uide, ce qui simpli�e encore plus
facilement l'écriture. L'écriture des équations de Stokes se transforme dans les deux
cas :

{
#«∇. #«v = 0 (1.7a)

µ∇2 #«v − #«∇p = 0 (1.7b)

1.1.2.2 Adimensionnement des équations de Stokes

Pour résoudre un système d'équations de la physique, il est recommandé d'utiliser un
système métrique cohérent a�n de rendre triviales les conversions d'un système d'uni-
tés à un autre. Mieux encore, la résolution peut être menée sur des grandeurs adimen-
sionnelles qui permettent de s'a�ranchir des changements d'unités. Pour notre cas,
une vitesse de référence Vref et une taille caractéristique Lref du domaine sont choi-
sies arbitrairement. Ces valeurs de référence n'ont pas besoin d'être explicitement
spéci�ées. Ce sont des paramètres qui devront dépendre de l'écoulement considéré
et du milieu dans lequel il aura lieu.

L'adimensionnement commence en introduisant les valeurs de référence :
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1. Perméabilité absolue et modèles de réseau

#       «vadim =
#«v

Vref
xadim =

x

Lref
yadim =

y

Lref
zadim =

z

Lref
(1.8)

L'opérateur di�érentiel ∇ est lui aussi rendu adimensionnel :

∇adim = Lref∇ (1.9)

En utilisant les notations 1.8 et 1.9 pour modi�er le système 1.7, la forme adi-
mensionnelle des équations de Stokes apparaît :


#         «∇adim.

#       «vadim = 0 (1.10a)

∇2
adim

#       «vadim −
Lref
µVref

#         «∇adimp = 0 (1.10b)

Le terme Lref
µVref

a la dimension de l'inverse d'une pression. La pression de référence

Pref =
µVref
Lref

apparait donc naturellement et permet d'adimensionner le dernier terme
des équations en posant :

padim =
p

Pref
=
pLref
µVref

(1.11)

Le système d'équations 1.10 s'écrit :

{
#         «∇adim.

#       «vadim = 0 (1.12a)

∇2
adim

#       «vadim −
#         «∇adimpadim = 0 (1.12b)

C.L. : #       «vadim = 0 sur l'interface Aβσ (1.12c)

Le système 1.12 est entièrement adimensionnel. Cela permet de ne pas se soucier
des unités par la suite. Pour revenir dans le monde physique, seules les grandeurs
Vref et Lref devront être spéci�ées. Par ailleurs, les notations indicées par adim ne
seront plus utilisées par la suite, a�n d'alléger les écritures.

1.1.3 Passage de l'échelle de Stokes à l'échelle de Darcy

Les équations de Stokes dé�nissent le comportement d'un �uide s'écoulant dans un
milieu poreux à l'échelle microscopique, souvent appelé échelle du pore. La loi de
Darcy explicite la relation entre le gradient macroscopique de pression autour d'un
milieu poreux et le débit de l'écoulement le traversant. Passer des unes à l'autre
nécessite un changement d'échelle, du microscopique au macroscopique. Pour cela,
il existe di�érentes manières de procéder.
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1. Perméabilité absolue et modèles de réseau

La première consiste à résoudre localement les équations de Stokes, à l'intérieur
du milieu poreux. Une fois les champs de vitesse et de pression déterminés, en
imposant des conditions aux limites macroscopiques, il est possible d'établir la perte
de charge autour du matériau (puisqu'on connait la pression en tout point) et le
débit de l'écoulement (puisqu'on connait la vitesse du �uide en tout point). Il su�t
ensuite d'appliquer la loi de Darcy pour estimer la valeur de perméabilité. Cette
méthode est une imitation d'une expérience de perméamétrie. Son interprétation est
directe, ce qui explique qu'elle est largement utilisée pour les estimations numériques
de perméabilité. En revanche, il est nécessaire d'imposer certaines conditions aux
limites du domaine a�n de le fermer, notamment. Ces conditions peuvent avoir une
in�uence non négligeable sur l'écoulement qui traverse le milieu poreux, puisqu'elles
en modi�ent la géométrie.

La seconde approche repose sur une étude mathématique du problème de change-
ment d'échelle. La version tensorielle (voir l'équation 1.4) de l'empirisme de Darcy est
l'aboutissement de nombreux travaux théoriques. Ils reposent sur des approches va-
riées, comme par exemple la prise de moyenne volumique ([Anderson 67], [Marle 67],
[Slattery 67], [Whitaker 67]) et la théorie de l'homogénéisation ([Bensoussan 78],
[Sanchez-Palencia 80], [Bakhvalov 89]).

La méthode de prise de moyenne volumique est une technique mathématique
générale, qui permet de manipuler des équations de la physique classique a�n de
réaliser ce changement d'échelle. Elle est utilisée pour des problèmes aussi divers que
le transfert de chaleur, la di�usion d'espèces chimiques, les écoulements de �uides,
etc (voir [Whitaker 99] par exemple). Dans le cas des écoulements monophasiques,
qui concerne cette étude, les équations des Stokes sont valides dans une seule des
deux phases constituant le matériau : la phase �uide, celle où le �uide s'écoule.
Elles peuvent être lissées spatialement pour devenir des équations qui sont véri�ées
partout dans le milieu, y compris dans le solide.

1.1.3.1 Volume Élémentaire Représentatif (V.E.R.)

La �gure 1.2 schématise le chemin parcouru lors d'une telle opération. Le milieu
poreux dans son ensemble (�gure 1.2(a)) peut avoir la taille d'un aquifère sous-marin
ou d'un réservoir de pétrole, par exemple. Ses dimensions font qu'il est impossible
de l'étudier dans son ensemble a�n de caractériser ses propriétés physiques (telle
que la perméabilité). Un volume plus petit est extrait (�gure 1.2(b)), que l'on juge
représentatif de l'ensemble : c'est un volume élémentaire représentatif (ou V.E.R.).
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1. Perméabilité absolue et modèles de réseau

(a)

(b) (c)

Figure 1.2 � (a) Milieu poreux macroscopique, de taille caractéristique L, trop
grand pour être étudié dans son intégralité par les méthodes directes. (b) Extrait
du milieu poreux, appelé V.E.R. (Volume Élémentaire Représentatif), d'une taille
caractéristique r0, véri�ant certaines garanties vis-à-vis du changement d'échelle.
(c) Echelle microscopique, de taille caractéristique lβ , à laquelle les équations de
Stokes sont véri�ées.

Longueurs caractéristiques Le V.E.R. est atteint à condition que les longueurs
caractéristiques du milieu répondent à la relation suivante :

lβ � r0 � L (1.13)

Cette relation d'ordre est dictée par les développements menés lors de la prise de
moyenne volumique. Elle suggère que la taille r0 caractéristique du V.E.R. V doit à
la fois :

� être assez grande pour inclure une quantité su�sante des di�érentes phases
composant le milieu. Les moyennes des propriétés calculées sont ainsi repré-
sentatives vis-à-vis du milieu macroscopique ;

� être su�samment petite pour que les moyennes des di�érentes grandeurs en
jeu varient de manière négligeable dans le V.E.R..

Cette description rapide des longueurs caractéristiques est volontairement géné-
rale. Il existe des contraintes précises portant sur pβ et #«vβ et leurs dérivées spatiales
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première et seconde. Cependant, le détail de ces contraintes ne constitue pas l'objet
de ce document. [Whitaker 99] les décrit et l'on pourra s'y référer pour plus de pré-
cisions à propos des longueurs caractéristiques. Le but ici est de pointer la di�culté
qui existe à déterminer la taille idéale du V.E.R. dans des cas pratiques.

Décomposition du V.E.R. Certaines grandeurs sont indicées par β ou σ. Cet
indice signi�e qu'elles se rapportent au solide (phase σ) ou au �uide (phase β). Á
l'intérieur du V.E.R., il est important de distinguer :

� les volumes respectifs de la phase �uide Vβ (dans laquelle l'écoulement a lieu)
et de la phase solide Vσ. Elles forment le volume total V = Vβ +Vσ dans lequel
la moyenne est calculée. La fraction du volume de phase �uide par rapport
au volume entier s'écrit εβ =

Vβ
V et la fraction du volume de phase solide par

rapport au volume entier s'écrit εσ = Vσ
V . εβ sera souvent appelé porosité, tandis

que Vβ sera souvent appelé espace poral ;

� les interfaces entre les phases �uide et solide Aβσ et l'interface entre la phase
�uide et l'extérieur Aβe qui servent notamment à dé�nir les conditions aux
limites ;

� les caractéristiques du �uide telles que sa viscosité µβ, sa vitesse #«vβ et sa
pression pβ.

1.1.3.2 Moyenne des équations de Stokes

La prise de moyenne volumique consiste à étudier une moyenne sur un volume
représentatif ( V.E.R.) des équations auxquelles elle est appliquée. Cette prise de
moyenne s'applique dans un premier temps aux équations de Stokes :


〈

#«∇. #«v
〉

= 0 (1.14a)〈
∇2 #«v

〉
−
〈

#«∇p
〉

= 0 (1.14b)

C.L. :

{ #«v = 0 sur l'interface Aβσ (1.14c)
#«v =

#             «

f ( #«r , t) sur l'interface Aβe (1.14d)

L'opérateur de moyenne qui est utilisé dans 1.14 est détaillé ci-après.

Complément 1 (Opérateurs de moyenne) :
L'opérateur de moyenne volumique de phase calcule la valeur moyenne d'une

grandeur dans le volume complet du V.E.R.. Il est dé�ni pour des grandeurs

scalaires et vectorielles :
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〈pβ〉 =
1

V

∫
Vβ
pβdV (1.15a)

〈 #«vβ〉 =
1

V

∫
Vβ

#«vβdV (1.15b)

Un autre opérateur est dé�ni : la moyenne intrinsèque de phase. Il s'agit de
la valeur moyenne d'une grandeur dans le volume de l'une des phases du V.E.R..

Dans le cas qui nous intéresse, ce sera la phase �uide β. Il est dé�ni pour des

grandeurs scalaires et vectorielles :

〈pβ〉β =
1

Vβ

∫
Vβ
pβdV (1.16a)

〈 #«vβ〉β =
1

Vβ

∫
Vβ

#«vβdV (1.16b)

Ces deux opérateurs de moyenne sont naturellement reliés par les fractions

volumiques :

〈pβ〉β = εβ 〈pβ〉 (1.17a)

〈 #«vβ〉β = εβ 〈 #«vβ〉 (1.17b)

A�n de développer les équations 1.14, il est nécessaire d'utiliser un théorème qui
est une généralisation tridimensionnelle de la règle de Leibniz permettant d'inter-
changer intégrale et dérivation dans un même terme.

Complément 2 (Théorème de moyenne spatiale) :
Il s'exprime pour des quantités scalaires Ψ ou vectorielles

#«

Ψ de la manière sui-

vante :

〈
#«∇Ψ
〉

=
#«∇〈Ψ〉+

1

V

∫
Aβσ

#   «nβσΨdA (1.18a)〈
#«∇. #«

Ψ
〉

=
#«∇.
〈

#«

Ψ
〉

+
1

V

∫
Aβσ

#   «nβσ.
#«

ΨdA (1.18b)

où #   «nβσ est un vecteur normal à la surface Aβσ, dirigé de la phase β vers la

phase σ.
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La démonstration de ce théorème pourra être trouvée dans di�érentes pu-

blications, dont [Whitaker 99]. Ce théorème a été démontré simultanément par

plusieurs équipes de recherche travaillant sur des aspects di�érents des écoule-

ments et publié la même année dans [Marle 67], [Anderson 67], [Slattery 67] et

[Whitaker 67]. Ces références peuvent servir à comprendre l'origine de ce théo-

rème, indispensable pour cette étude et pour développer des raisonnements simi-

laires pour d'autres phénomènes de transfert.

En appliquant ce théorème à l'équation 1.14a, on obtient l'écriture suivante :〈
#«∇. #«vβ

〉
=

#«∇. 〈 #«vβ〉+
1

V

∫
Aβσ

#   «nβσ.
#«vβdA = 0 (1.19)

La condition d'adhérence à l'interface entre le �uide et le solide impose que la
vitesse #«vβ est nulle sur cette interface. L'intégrale de l'équation 1.19 est donc nulle.

Ensuite, la relation 1.17 entre les opérateurs de moyenne volumique et intrinsèque
de phase est utilisé pour continuer le développement :

#«∇. 〈 #«vβ〉 = 0 (1.20a)

⇔ #«∇.
(
εβ 〈 #«vβ〉β

)
= 0 (1.20b)

⇔ εβ
#«∇. 〈 #«vβ〉β +

#«∇εβ. 〈 #«vβ〉β = 0 (1.20c)

⇔ #«∇. 〈 #«vβ〉β = −ε−1
β

#«∇εβ. 〈 #«vβ〉β (1.20d)

En soustrayant l'équation 1.20d de sa forme avant la prise de moyenne (voir par
exemple l'équation 1.12a), on obtient :

#«∇. #«vβ −
#«∇. 〈 #«vβ〉β = ε−1

β

#«∇εβ. 〈 #«vβ〉β (1.21)

A�n de simpli�er cette dernière équation, il est nécessaire d'introduire la décom-
position de Gray, qui a été présentée dans [Gray 75].

Complément 3 (Décomposition de Gray) :
La décomposition de Gray propose de décomposer la pression et la vitesse locales

en une somme de deux termes, ce qui est comparable à séparer les échelles :

pβ = 〈pβ〉β + p̃β (1.22a)
#«vβ = 〈 #«vβ〉β +

#«

ṽβ (1.22b)
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Le premier terme est la valeur moyenne intrinsèque de phase. Localement, à

l'échelle du V.E.R., les variations subies par ces valeurs moyennes sont négli-

geables.

Le second terme représente la perturbation produite par la présence du solide.

Au contraire de la valeur moyenne, cette perturbation varie fortement dans le

V.E.R..

La somme de ces deux termes est exactement la valeur ponctuelle de la pres-

sion et de la vitesse.

En utilisant la décomposition 1.22b dans l'équation 1.21, la perturbation s'ex-
prime :

#«∇.
#«

ṽβ = ε−1
β

#«∇εβ. 〈 #«vβ〉β (1.23)

Pour simpli�er cette écriture, une étude des ordres de grandeurs des di�érents
termes doit être menée. Le terme de gauche se développe à l'aide de la décomposition
de Gray :

#«∇.
#«

ṽβ =
#«∇. #«vβ︸︷︷︸

=0

− #«∇. 〈 #«vβ〉β = − #«∇. 〈 #«vβ〉β = O

(
〈 #«vβ〉β

lβ

)
(1.24)

Le terme
#«∇. #«vβ est nul, c'est la forme initiale de l'une des équations de Stokes.

En considérant que la porosité est constante à l'échelle du V.E.R. (ce qui est une
autre condition nécessaire pour que le volume considéré soit un V.E.R.), on écrit le
terme de droite de la manière suivante :

ε−1
β

#«∇εβ. 〈 #«vβ〉β = O
(
ε−1
β

εβ
L
〈 #«vβ〉β

)
= O

(
〈 #«vβ〉β

L

)
(1.25)

Les ordres de grandeurs établis en 1.24 et 1.25 permettent de simpli�er l'écriture
de l'équation 1.23, en tenant compte de la relation d'ordre existant entre les longeurs
caractéristiques (voir l'équation 1.13) :

#«∇.
#«

ṽβ = 0 (1.26)

Cette dernière écriture est la forme �nale de la prise de moyenne volumique
appliquée à la première équation de Stokes.

Une étude similaire de la seconde équation de Stokes doit être menée a�n d'ob-
tenir une fonction des perturbations des pressions et vitesses. En raison de la forme
de l'équation, l'étude est plus longue, plus complexe et met en jeu d'autres lon-
gueurs caractéristiques que le V.E.R. doit véri�er. Les détails ne sont pas donnés
ici, seulement le résultat :
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µβ∇2 #«

ṽβ −
#«∇p̃β −

1

Vβ

∫
Aβσ

#   «nβσ.

(
µβ

#«∇
#«

ṽβ −
#«
#«

I p̃β

)
dA = 0 (1.27)

Les conditions aux limites sont elles aussi transformées a�n de s'appliquer aux
variables présentes dans les équations. La décomposition de Gray 1.22b est appliquée
à la condition d'adhérence, qui devient simplement :

#«

ṽβ = −〈 #«vβ〉β sur Aβσ (C.L.1) (1.28)

La seconde condition aux limites est pour le moment simplement reformulée pour
spéci�er la valeur de

#«

ṽβ à l'interface entre la phase �uide et l'extérieur du V.E.R. :

#«

ṽβ =
#             «

g ( #«r , t) sur Aβe (C.L.2) (1.29)

L'application de l'opérateur de moyenne volumique sur le système 1.10 a per-
mis de le transformer pour l'exprimer en fonction des quantités de perturbation
engendrée sur l'écoulement moyen par la présence du solide :


#«∇.

#«

ṽβ = 0 (1.30a)

µβ∇2 #«

ṽβ −
#«∇p̃β −

1

Vβ

∫
Aβσ

#   «nβσ.

(
µβ

#«∇
#«

ṽβ −
#«
#«

I p̃β

)
dA = 0 (1.30b)

{
#«

ṽβ = −〈 #«vβ〉β sur Aβσ (C.L.1) (1.30c)
#«

ṽβ =
#             «

g ( #«r , t) sur Aβe (C.L.2) (1.30d)

1.1.3.3 Fermeture du système

La fermeture du problème doit permettre d'exprimer ce système en fonction de
variables dont le domaine de dé�nition est le V.E.R.. En particulier, les conditions
aux limites doivent être étudiées minutieusement puisqu'aucune des deux ne répond
à cette contrainte.

Condition d'adhérence Telle qu'elle est présentée dans l'équation 1.30c, la con-
dition d'adhérence a subi une transformation conséquente. En e�et, au lieu d'indi-
quer que la vitesse est nulle à l'interface entre le �uide et la phase solide, elle stipule
maintenant qu'il existe une source de perturbation à cette interface. La présence
de cette source est primordiale. Elle est, pour le moment, une grandeur inconnue,
mais il est évident que cette source n'est pas nulle. Si elle l'était, la solution au pro-
blème serait triviale : vitesse nulle et pression constante dans tout le volume. Cette
source agit comme un générateur de perturbation de la vitesse et sa présence dans
le problème est essentielle.
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Condition aux limites du V.E.R. La seconde condition aux limites 1.30d est
plus problématique. Elle implique en e�et de connaître les valeurs de la perturbation
de la vitesse à l'extérieur du V.E.R., ce qui est évidemment impossible. Étant donné
que le V.E.R. respecte les conditions énoncées à l'équation 1.13, il est pertinent
de remarquer que les valeurs extérieures aux V.E.R. ne contraignent que de façon
négligeable les valeurs de

#«

ṽβ. Leur in�uence serait mesurable sur une distance de
l'ordre de lβ à l'intérieur du V.E.R., ce qui est petit par rapport à la taille r0 du
V.E.R.. La condition aux limites est donc remplacée par la périodicité des inconnues
du problème. La �gure 1.3 illustre cette transformation.

(a) (b)

(c)

Figure 1.3 � (a) Milieu macroscopique que l'on souhaite étudier, duquel le
V.E.R. (b) est extrait. Le V.E.R. est répété périodiquement dans l'espace a�n
de former (c) qui illustre ce principe. Les vecteurs #«r permettent de situer un
point dans un V.E.R., tandis que les vecteurs

#«

l lient les points périodiquement
identiques entre eux.

Cette périodicité de l'espace s'écrit dans le système d'équation :

p̃β

(
#«r +

#«

l
)

= p̃β ( #«r ) et
#«

ṽβ

(
#«r +

#«

l
)

=
#«

ṽβ ( #«r ) (1.31)

où #«r est un vecteur indiquant une position à l'intérieur du V.E.R. et
#«

l est un
vecteur qui permet de retrouver une copie périodique spatiale du point désigné par
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#«r . La �gure 1.3 montre un exemple de ces vecteurs. Cette condition de périodicité
n'a de sens que si la source apparue dans la première condition aux limites est elle
aussi périodique ou constante. Étant donné que la variation spatiale de 〈 #«vβ〉β peut
être considéré comme négligeable dans le V.E.R., la source est considérée constante
dans ce volume.

Contrainte supplémentaire Le système tel qu'il apparaît maintenant n'est pas
complètement dé�ni. Il est essentiel d'ajouter une troisième contrainte sur la gran-

deur
〈

#«

ṽβ

〉β
, de la forme :

〈
#«

ṽβ

〉β
= 0 (moyenne) (1.32)

Il s'agit donc d'imposer que la pertubation soit à moyenne nulle. Il n'est ma-
thématiquement pas nécessaire d'imposer une contrainte similaire sur la grandeur
p̃β.

En tenant compte de ces éléments, le système à résoudre s'écrit maintenant :


#«∇.

#«

ṽβ = 0 (1.33a)

µβ∇2 #«

ṽβ −
#«∇p̃β −

1

Vβ

∫
Aβσ

#   «nβσ.

(
µβ

#«∇
#«

ṽβ −
#«
#«

I p̃β

)
dA = 0 (1.33b)


#«

ṽβ = −〈 #«vβ〉β sur Aβσ (C.L.1) (1.33c)

p̃β

(
#«r +

#«

l
)

= p̃β ( #«r ) et
#«

ṽβ

(
#«r +

#«

l
)

=
#«

ṽβ ( #«r ) (C.L.2) (1.33d)〈
#«

ṽβ

〉β
= 0 (moyenne) (1.33e)

1.1.3.4 Solutions du système

Pour résoudre ce problème, les solutions suivantes sont proposées :

{
#«

ṽβ =
#  «
#  «

Bβ. 〈 #«vβ〉β +
#  «

Ψβ (1.34a)

p̃β = µβ
#«

bβ. 〈 #«vβ〉β + µβξβ (1.34b)

En les injectant dans l'équation 1.33, une nouvelle expression du problème est
formulée. Le vecteur

#  «

Ψβ doit être nul pour que la condition d'adhérence soit véri�ée.
La fonction scalaire µβξβ est une constante arbitraire dont la valeur réelle importe
peu puisqu'elle n'apparait que dans un gradient, barrière qu'elle ne franchira pas.
C'est une constante qui disparait naturellement de l'écriture.

Intéressons-nous particulièrement à l'équation 1.33b :
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µβ∇2 〈 #«vβ〉β −
#«∇〈pβ〉β + µβ

[
1

Vβ

∫
Aβσ

#   «nβσ.

(
#«∇

#  «
#  «

Bβ −
#«
#«

I
#«

bβ

)
dA

]
. 〈 #«vβ〉β = 0 (1.35)

Le terme entre crochet est assimilé à−εβ
#«
#«

kβ
−1 où

#«
#«

kβ est le tenseur de perméabilité.
Cette assimilation est justi�ée par la suite de l'analyse :

µβ∇2 〈 #«vβ〉β −
#«∇〈pβ〉β − µβεβ

#«
#«

kβ
−1. 〈 #«vβ〉β = 0 (1.36)

⇔ µβ
#«
#«

kβ
−1.εβ 〈 #«vβ〉β = µβ∇2 〈 #«vβ〉β −

#«∇〈pβ〉β (1.37)

⇔ 〈 #«vβ〉 =
#«
#«

kβ∇2 〈 #«vβ〉β −
#«
#«

kβ
µβ

#«∇〈pβ〉β (1.38)

Le premier terme à droite de la dernière équation est de l'ordre de O

(
#«
#«

kβ.
ε−1
β 〈 # «vβ〉
L2

)
ce qui le rend négligeable devant 〈 #«vβ〉. L'équation 1.36 se résume donc à :

〈 #«vβ〉 = −
#«
#«

kβ
µβ

#«∇〈pβ〉β (1.39)

Cette dernière forme n'est pas sans rappeler la loi de Darcy (voir l'équation 1.4).
Les développements qui ont été exposés permettent donc, sans faire d'hypothèse a
priori sur son existence, de faire apparaitre la loi de Darcy, écrite dans [Darcy 56].

A�n de pouvoir calculer ce tenseur de perméabilité, il faut tout de même résoudre
le problème tensoriel suivant, obtenu en combinant les équations 1.33 et 1.34 :


#«∇.

#  «
#  «

Bβ = 0 (1.40a)
#«∇ #«

bβ −∇2
#  «
#  «

Bβ − εβ
#«
#«

kβ
−1 = 0 (1.40b)

#  «
#  «

Bβ = −
#«
#«

I sur Aβσ (C.L.1)(1.40c)
#«

bβ

(
#«r +

#«

l
)

=
#«

bβ ( #«r ) et
#  «
#  «

Bβ

(
#«r +

#«

l
)

=
#  «
#  «

Bβ ( #«r ) (C.L.2) (1.40d)〈
#  «
#  «

Bβ

〉β
= 0 moyenne (1.40e)

De manière à présenter ce problème sous une forme plus facile à exploiter d'un
point de vue numérique, deux nouveaux champs sont dé�nis comme suit :

#«

dβ = ε−1
β

#«

bβ.
#«
#«

kβ
#  «
#  «

Dβ = ε−1
β

(
#  «
#  «

Bβ +
#«
#«

I

)
.

#«
#«

kβ (1.41)
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Ces nouvelles variables permettent de formuler le problème sous la forme que
nous allons utiliser par la suite :

#«∇.
#  «
#  «

Dβ = 0 (1.42a)

∇2
#  «
#  «

Dβ −
#«∇ #«

dβ = −
#«
#«

I (1.42b)

#  «
#  «

Dβ = 0 sur Aβσ (C.L.1)(1.42c)
#«

dβ

(
#«r +

#«

l
)

=
#«

dβ ( #«r ) et
#  «
#  «

Dβ

(
#«r +

#«

l
)

=
#  «
#  «

Dβ ( #«r ) (C.L.2) (1.42d)〈
#  «
#  «

Dβ

〉β
= ε−1

β

#«
#«

kβ moyenne (1.42e)

Le système 1.42 peut être décomposé en trois problèmes vectoriels de la manière
suivante :

{
#«∇. #  «

Dk = 0 (1.43a)

∇2 #  «

Dk −
#«∇dk = − #«

Ik (1.43b)
#  «

Dk = 0 sur Aβσ (C.L.1)(1.43c)

dk

(
#«r +

#«

l
)

= dk ( #«r ) et
#  «

Dk

(
#«r +

#«

l
)

=
#  «

Dk ( #«r ) périodicité (1.43d)〈
#  «

Dk

〉
=

#«

kk moyenne (1.43e)

Dans cette écriture, les notations indicées par k représentent :
� dk est la ke composante du vecteur représentant la perturbation de la pression

#«

dβ ;

�
#  «

Dk est la ke ligne du tenseur représentant la perturbation de la vitesse
#  «
#  «

Dβ ;

�
#«

Ik est la ke ligne du tenseur identité
#«
#«

I , donc un vecteur unité ;

�
#«

kk est la ke ligne du tenseur de perméabilité
#«
#«

kβ.
Le second membre de la seconde équation représente une force dirigée dans l'une

des trois directions principales de l'espace et qui est imposée en chaque point du
�uide. C'est cette force qui génère le mouvement du �uide et qui mène à une solu-
tion di�érente de la solution triviale (vitesse nulle et pression constante dans tout le
volume). Les notations indicées par β ont été abandonnées a�n d'alléger les équa-
tions.

Le système vectoriel 1.43 ressemble fortement au problème de Stokes 1.12. Les
di�érences se situent au niveau du second membre de la seconde équation et des
conditions aux limites.
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1.1.4 Calcul numérique de l'écoulement de Stokes et du pro-
blème de fermeture

Les systèmes d'équations tels que 1.43 ne peuvent pas être représentés sous la forme
d'une matrice qu'il faudrait inverser. Il existe de nombreuses manières de résoudre ce
type de systèmes d'équations di�érentielles aux dérivées partielles. Divers ouvrages
tels que [Farlow 92] ou [Glowinski 03] proposent une étude approfondie des méthodes
existantes.

De son côté, l'ICMCB a développé un code de calcul résolvant les équations du
type que nous avons exposées. L'application peut en être la résolution des équations
de Stokes pour déterminer un écoulement local, ou la résolution du problème de
fermeture a�n d'obtenir le tenseur de perméabilité. Ce programme a été développé
par Dominique Bernard en langage Fortran et il est maintenu à jour du fait de
son utilisation dans ses travaux de recherche. Beaucoup d'éléments concernant ce
code de calcul peuvent être trouvés dans [Anguy 93]. Il a servi dans le cadre de
ces travaux, d'une part pour comparer les résultats obtenus avec les réseaux à ceux
d'un calcul numérique direct, d'autre part pour réaliser des calculs locaux dans des
volumes limités en taille.

Il s'agit d'un algorithme itératif, dont quelques éléments vont être donnés dans
ce qui suit. Il nécessite l'existence d'une image numérique du matériau étudié. Les
dimensions du milieu sur lequel le système d'équation est résolu in�uent fortement
sur les temps de calcul et l'occupation mémoire.

1.1.4.1 Compressibilité arti�cielle

A�n de pouvoir résoudre itérativement les systèmes qui ont été exposés précédem-
ment, [Chorin 67] a introduit la notion de compressibilité arti�cielle, qui permet de
modi�er les équations pour qu'une dérivée en temps apparaisse :


∂ψ

∂t
+ c2 #«∇. #«

Ψ = 0 (1.44a)

∂
#«

Ψ

∂t
+∇2 #«

Ψ − #«∇ψ = A (1.44b)

où
#«

Ψ représente #«v ou
#  «

Dk, ψ représente p ou dk et A vaut soit 0, soit − #«

Ik.
Le temps qui apparait n'a pas de signi�cation physique mais il permet de cons-

truire une démarche itérative. Il s'agit d'une approche pseudo-transitoire : les so-
lutions du problème de départ sont considérées comme étant atteintes quand les
dérivées en temps tendent vers 0. La preuve que cette convergence est su�sante
pour que les solutions trouvée soient celles du problème de fermeture peut être
trouvées dans [Fortin 71].
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Figure 1.4 � Les variables correspondant à ψ (cercles rouges) sont situées au
centre des pixels. Les composantes des vecteurs

#«

Ψ sont décomposées sur les arêtes
à l'interface entre les pixels (�èches vertes et bleues). Les maillages carrés sur les-
quels les inconnues ψ et les composantes de

#«

Ψ apparaissent sont par conséquent
décalés d'un demi pixel. Il est à noter que dans ce schéma, seules les inconnues
réelles ont été représentées. Il n'y a pas d'inconnue à proprement parler aux
interfaces entre la phase �uide et la phase solide, puisque la composante corres-
pondante de

#«

Ψ est alors nulle. De même, il n'y a pas d'inconnue liée au champ
scalaire ψ à l'intérieur du solide, puisqu'il n'est pas dé�ni à cet endroit.

1.1.4.2 Discrétisation des équations

La méthode numérique employée est celle des volumes �nis : les équations sont
intégrées sur un volume de contrôle déterminé et ce sont ces intégrales qui sont
discrétisées. Cependant, la discrétisation des équations est faite sur des maillages
décalés, qui ont été décrits dans [Harlow 65]. Le terme de maillages décalés signi�e
que les variables continues correspondant à

#«

Ψ et ψ ne sont pas positionnées sur les
mêmes grilles. Les composantes de

#«

Ψ sont situées sur les interfaces entre les pixels
de l'image, tandis que les inconnues liées à ψ sont positionnées au centre des pixels.
La �gure 1.4 illustre le positionnement sur un exemple élémentaire en 2D seulement,
qui a été repris de [Anguy 93].

1.1.4.3 Inconvénient majeur de la résolution numérique directe

Le but ici n'est pas de faire une liste exhaustive et détaillée des avantages et inconvé-
nients des méthodes numériques employées pour résoudre les systèmes d'équations
di�érentielles aux dérivées partielles tels que celui qui est exposé depuis le début
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de ce chapitre. En revanche, il est aisé de mettre en évidence l'un des aspects sur
lesquels toutes les personnes qui s'intéressent à ce domaine semblent s'accorder.

Les temps de calcul et l'espace mémoire nécessaires croissent exponentiellement.
Plus l'image sur laquelle le calcul est réalisé est grande (en nombre de pixels) et
précise (en terme de taille de pixel), plus les inconnues sont nombreuses, ce qui
implique des calculs longs et coûteux. Il s'agit là d'un problème épineux, étant donné
que les procédés d'imagerie sont en plein essor et proposent des résolutions de plus
en plus �nes et des tailles d'images de plus en plus grandes. Il existe des moyens
d'accélérer les calculs, en les parallèlisant ou en utilisant des méthodes stochastiques
mais la puissance informatique ne grandit pas assez vite pour combler les écarts qui
se creusent et il n'est pas rare de calculer une propriété comme la perméabilité sur
une portion d'image seulement.

Ce problème freine considérablement les études systématiques de perméabilité
des matériaux. Proposer d'autres approches est une solution pertinente, et les ap-
proches de type réseaux de pores sont l'une d'entre elles.

1.2 Modélisation des milieux poreux sous forme de

réseau

Jusqu'à la parution de [Fatt 56a], les modèles les plus évolués représentant les milieux
poreux étaient constitués de faisceaux de tubes capillaires de sections éventuellement
di�érentes. Une revue complète de ces modèles peut être trouvée dans [Bear 72]. De
part la simplicité de leur structure, la plupart des propriétés d'un écoulement dans
un tel système pouvait être déterminée analytiquement. Ils présentaient cependant
un inconvénient majeur dans le sens où ils étaient parfaitement anisotropes, les tubes
étant tous orientés dans la même direction. Par ailleurs, le fait que ces tubes étaient
isolés les uns des autres ne permettait pas de reproduire le comportement des milieux
poreux. Les di�érents degrés de complexité des tubes capillaires ainsi utilisés, avec
une section variable le long du tube ou bien même une certaine tortuosité, n'étaient
pas su�sants.

1.2.1 Modèles de réseaux structurés

Les travaux de [Fatt 56a] font apparaitre le premier véritable réseau servant à mo-
déliser un milieu poreux. L'auteur propose une forme simple : des tubes cylindriques
sont positionnés sur une grille régulière à maille triangulaire, carrée ou hexagonale.
Les n÷uds de la grille ne possèdent pas de caractéristiques propres. Les jonctions
sont droites et leurs sections sont réparties aléatoirement. La complexité de ce mo-
dèle est su�sante pour permettre de reproduire des courbes de perméabilité relative
dans [Fatt 56b, Fatt 56c]. L'auteur utilise pour cela le fait que les tubes cylindriques
se comportent comme des conductances dans un circuit électrique, qu'il peut dé-
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terminer par la loi de Poiseuille. Il obtient un système linéaire su�samment simple
pour être résolu à la main, les calculateurs informatiques n'étant à cette époque pas
aussi répandus que maintenant.

D'autres modèles du même genre apparaissent ensuite, avec des géométries sim-
ples mais variées. Les jonctions ont parfois des sections triangulaires ou carrées. Le
principal intérêt des réseaux structurés réside dans le fait que l'estimation de la
propriété locale est simple. Les géométries sont élémentaires parce que le comporte-
ment des �uides monophasiques ou polyphasiques dans ces géométries est plus facile
à concevoir.

La publication de [Chatzis 77] apparait comme un tournant dans la modélisation
des milieux poreux. Plusieurs points sont abordés dans cet article, qui marquent une
avancée décisive pour les modèles de réseau. Tout d'abord, les auteurs mettent dé�-
nitivement en évidence le fait que les modèles 2D utilisés jusqu'alors ne peuvent pas
reproduire �dèlement la complexité d'un milieu poreux réel, 3D par essence. Pour
cela, ils montrent notamment que la connectivité du réseau est une donnée primor-
diale. Par exemple, ils exposent une corrélation entre le nombre de coordination2 et
les propriétés de transport des milieux poreux. Plus important encore, ils montrent
la nécessité de donner aux intersections des tubes des propriétés. Les n÷uds de la
grille régulière possèdent pour eux des caractéristiques propres, notamment un vo-
lume. Les jonctions, quant à elles, n'ont plus de volume, seulement une forme qui
régit les échanges entre les pores.

Cette idée est formalisée dans [Koplik 82] et [Chandler 82], lesquels proposent
un modèle encore une fois basé sur une grille régulière. Cependant, la grille est
tri-dimensionnelle, à maille tétrahédrique ou cubique. Les n÷uds supportent des
sphères, interconnectées par des tubes cylindriques. Plus tard, [Toledo 90] propose
un modèle encore plus complexe. Les sphères sont remplacées par des cubes ; les
connexions entre ces pores sont constituées de deux sections de cônes alignées sur
le même axe et qui s'intersectent près de leur sommet. Leurs bases reposent sur les
faces de deux cubes adjacents sur la grille. Cette idée est reprise dans [Acharya 04],
avec une approche paramétrable pour faire correspondre le modèle à un matériau
quelconque. Ces paramètres réglables sont la distance moyenne entre les pores, les
rayons des étranglements, le nombre de coordination, les distributions de tailles de
pores, etc. La principale di�culté pour calibrer ce modèle est que la distance entre les
pores du modèle est constante, ce qui est di�cilement concevable dans un matériau
réel.

Les modèles structurés évoluent en fonction des observations faites sur des ma-
tériaux réels. Ainsi, les micro-modèles bi-dimensionnels permettent de montrer que
les phases mouillantes se déplacent préférentiellement dans les angles des pores, tan-
dis que les autres phases se trouvent plutôt au centre des pores ([Lenormand 83],
[Kumar Gunda 11]). Cela impacte fortement les modèles utilisés pour ces écoule-

2Le nombre de coordination correspond au nombre de tubes en contact là où ils se connectent
les uns aux autres.
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ments. En e�et, les modèles avec jonctions cylindriques semblent peu adaptés pour
les écoulements polyphasiques. Les modèles évoluent donc pour s'adapter aux ob-
servations et leur diversité augmente, personne ne parvenant à trouver un modèle
commun permettant de représenter plusieurs types de matériaux ou plusieurs phé-
nomènes de transport. [Blunt 01] propose une revue complète des modèles de réseau
et de leur application en écoulements polyphasiques.

Des réseaux structurés sont développés dans [Raoof 09], qui propose un réseau
constitué de cubes pouvant être connectés à un nombre variable de leurs 26 voisins.
Ce réseau régulier permet de construire des modèles de matériaux granulaires, mais
ne semble pas avoir de résultats convaincants pour les matériaux plus complexes.

1.2.2 Modèles de réseaux non structurés

Les limitations des modèles de réseaux structurés sont connues : ils ne représentent
pas correctement la connectivité de l'espace poral, et les formes géométriques simples
ne sont pas représentatives de la complexité de la géométrie réelle.

Pour tenter de remédier au premier point, certains auteurs proposent de géné-
rer directement des maillages aléatoires. Les n÷uds sont positionnés au hasard puis
connectés par une tessellation de Voronoï ([Blunt 90]). Les n÷uds sont ensuite rem-
placés par des sphères, les arêtes des triangles ou tétraèdres par des cylindres. Malgré
cette évolution, la connectivité des réseaux non structurés reste en moyenne limi-
tée à six voisins ou moins ([Fenwick 98], [Dixit 98]). [Jerauld 90] génère un réseau
composé de sphères et de tubes cylindriques basé sur une tessellation de Voronoï.
Les distributions des tailles de pores et d'étranglements sont ajustées de manière à
contrôler la porosité du milieu. Le nombre de coordination est également variable,
pouvant aller de 3 à 12, avec une valeur moyenne de 6. L'e�cacité de ces réseaux dans
la modélisation des phénomènes de transport est équivalente aux réseaux structurés.

Les auteurs de [Bryant 92, Bryant 93a, Bryant 93b] sont les premiers à parvenir à
construire un réseau calqué sur la géométrie réelle d'un matériau poreux. Ils utilisent
pour cela un empilement aléatoire de sphères ; connaissant la position des sphères
de l'empilement, ils peuvent construire un réseau représentant l'espace poral. Un
maillage tétraédrique avec pour sommets les centres des sphères est dessiné. Les pores
sont donc contenus dans les tétraèdres et ont des formes plus complexes que dans les
modèles structurés. D'autres études ont par la suite reproduit de tels réseaux à partir
d'empilements idéaux de billes : [Thompson 97] ou [Hilpert 01]. Étant basés sur
des empilements parfaits, ces modèles fonctionnent correctement pour des milieux
poreux granulaires, mais se montrent peu e�caces pour les roches plus complexes.

Ces techniques de maillage élaborées se développent en même temps qu'une
autre voie de modélisation des milieux poreux : les matériaux modèles. Ces maté-
riaux modèles sont construits de telle sorte qu'ils reproduisent un certain nombre
de statistiques des matériaux réels. La porosité et des fonctions de corrélation à
deux points sont des critères pertinents ([Bakke 97] et [Biswal 99]). Les connais-
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sances en diagenèse sont aussi injectées dans ces modèles. Les mesures permettant
de connaitre les statistiques à reproduire sont faites sur les milieux poreux réels.
Des séries de micrographies sont utilisées pour reconstruire la structure 3D des mi-
lieux poreux (voir par exemple [Quiblier 84], [MacDonald 86a], [MacDonald 86b],
[Vogel 98] et [Vogel 01]). L'observation de ces reconstructions permet de mieux ob-
server les distributions de taille des pores et des étranglements entre les pores et de
mieux appréhender la complexité de l'espace poral. [Ioannidis 00] utilise une tech-
nique de scan multi-orientation développée dans [Zhao 93]. Le même échantillon est
observé sous di�érents angles, ce qui permet de recouper des informations visibles
sous di�érents points de vue : distribution des tailles de pores, d'étranglements et
des nombres de coordination.

Le couple matériaux modèles / observations bi-dimensionnelles permet de cons-
truire des images 3D qui s'approchent de la micro-géométrie réelle des milieux po-
reux. Les techniques d'imagerie 3D vont permettre d'accéder directement à cette
information.

1.2.3 Modèles de réseaux basés sur des images 3D

Les procédés d'imagerie évoluent et permettent d'accéder à la micro-géométrie in-
terne des matériaux sans les détruire, contrairement aux séries de micrographies.
Les réseaux non structurés essaient d'en tirer partie en s'appuyant désormais di-
rectement sur la géométrie réelle du matériau. Les pores ne sont pas positionnés a
priori mais sont dé�nis à partir la géométrie du milieu poreux. Dans [Lindquist 96],
les auteurs proposent d'utiliser l'axe médian ou squelette pour détecter les pores, en
utilisant une dé�nition simple : l'axe médian d'un objet est le squelette de l'objet
positionné le long de son centre géométrique.

Avant d'aller plus loin dans l'analyse des di�érentes approches possibles, il est
important de préciser les dé�nitions suivantes, qui sont celles utilisées dans ce do-
cument.

Dé�nition 1 (axe médian) :
L'axe médian d'un objet X est l'ensemble des centres des boules maximales dans

X. Une boule B (r, x) est l'ensemble des points situés à une distance inférieure

ou égale à r du point x. Une boule est dite dans X si tous les points qu'elle

contient appartiennent à X. Une boule est maximale dans X si elle est dans

X et il n'existe aucune autre boule dans X qui l'inclut totalement.

Dé�nition 2 (squelette) :
Le squelette d'un objet X est un sous-ensemble de X homotope à X de dimen-

sion strictement inférieure. Deux ensembles X et Y sont homotopes s'il existe
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une transformation continue permettant de passer de l'un à l'autre.

Les notions de squelette et d'axe médian sont très souvent utilisées de manière
confuse et interchangeable : [Thovert 93], [Lindquist 96], [Liang 00], [Lindquist 00],
[Shin 02], [Al-Raoush 03], [Al-Raoush 05], [Prodanovic 07]. Cela peut s'expliquer
par le fait que dans un espace continu, l'axe médian est un squelette de l'objet comme
le montre [Lieutier 03]. Ceci est en général faux dans un espace discret, étant donné
que l'axe médian ne garantit pas la conservation de la topologie ([Couprie 07]).

L'axe médian est centré dans l'objet et permet de le reconstruire complètement.
[Remy 02, Remy 03, Remy 04] décrivent des processus aboutissant à l'axe médian
exact pour les distances de chamfrein et euclidienne. Il existe par ailleurs des mé-
thodes avancées de �ltrage permettant de ne conserver que les centres de boules
maximales ayant au moins deux contacts avec le complémentaire ([Couprie 07]). En
revanche, l'axe médian n'est en général ni de dimension inférieure ni homotope à
l'objet de départ.

Un squelette garantit de conserver la topologie de l'espace poral, mais pas son
axe médian. Il est possible, par construction, de contraindre un squelette à contenir
l'axe médian, mais il n'est alors plus forcément de dimension inférieure à l'objet
de départ. Il n'existe par ailleurs pas un squelette unique pour un objet, mais une
in�nité.

Ces deux notions sont utilisées dans les modèles de réseau a�n d'obtenir une
représentation simpli�ée de l'espace poral. Les méthodes utilisées pour calculer l'axe
médian ou le squelette peuvent être séparées en quatre groupes :

� les diagrammes de Voronoï ([Delerue 99]) utilisés pour construire une sorte de
squelette de l'espace poral. Des points sont échantillonnés sur l'interface entre
l'espace poral et le solide. Ils servent de départ pour la construction d'un dia-
gramme de Voronoï dans l'espace poral. Les éléments de ce diagramme situés
à l'intérieur de l'espace poral forment son squelette. L'une des principales di�-
cultés de cette approche est que l'objet construit n'est pas forcément connecté.
Ce n'est ni un squelette, ni l'axe médian. Des traitements spéci�ques sont ap-
pliqués pour reconnecter les éléments, mais ils ne fonctionnent pas correcte-
ment en 3D. Les pores sont positionnés sur les centres des plus grandes boules
maximales non partiellement recouvertes par une plus grande boule maximale.
Un algorithme de croissance de région permet ensuite de donner aux pores un
volume, et aux canaux les reliant un rayon hydraulique équivalent.

� les ensembles de boules maximales ([Silin 06] et [Al-Kharusi 07]). Le principe
est de construire l'axe médian de l'espace poral. Les boules maximales associées
à cet axe médian sont ensuite classi�ées en groupes qui correspondent à des
critères de taille et de proximité. Ces groupes dé�nissent les pores et les canaux.
Un pore est �nalement représenté par une seule sphère dont le volume est celui
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de l'union des boules maximales du groupe dont le pore est issu. Un canal entre
deux pores est un cylindre dont le volume est égal à celui de l'union des boules
maximales du groupe dont le canal est issu. La longueur du canal est égale à
la plus grande distance existant entre deux boules maximales du groupe dont
il est issu.

� les approches morphologiques ([Lindquist 96], [Atwood 04], [Thompson 06]) de
type � feu de prairie �. En partant des bords de l'objet, des couches successives
de pixels sont supprimées itérativement, jusqu'à ce qu'il ne soit plus possible
d'avancer. L'objet ainsi constitué devrait pouvoir contenir des surfaces, mais il
n'en est jamais question dans les di�érents documents que nous avons pu nous
procurer. Les intersections entre trois lignes ou plus sont marquées comme
centres de pores. Ces pores sont fusionnés si leurs centres sont situés à une
distance inférieure à un critère imposé. Les canaux sont représentés par des
tubes dont la section est carrée, triangulaire ou cylindrique.

� les approches topologiques, qui construisent le squelette en suivant les critères
de la topologie numérique. Une référence commune est [Pudney 98], qui dé-
crit une méthode de construction d'un squelette contraint par une carte de
distance. La carte de distance associe à chaque point de l'objet sa distance
au complémentaire. En supprimant itérativement les points les plus proches
du complémentaire, on arrive à obtenir un squelette centré dans l'objet. Cette
approche est utilisée dans [Youssef 07] pour estimer la perméabilité absolue.
De même que précédemment, les intersections de branches sont révélatrices
de la présence d'un pore. Les plus petits étranglements le long des branches
reliant ces points sont ensuite marqués comme lieu de séparation des pores.
Une ligne de partage des eaux est utilisée pour partitionner l'espace poral et le
volume des éléments ainsi construit est attribué aux pores. Les étranglements
sont déjà connus, seule leur longueur est calculée pour compléter le réseau.

Plusieurs méthodes de construction de modèles de réseaux ont été comparées
dans [Al-Raoush 03] et [Bhattad 11], par exemple. Les conclusions sont proches :
la représentativité et la validité des résultats obtenus avec les modèles de réseau
dépendent assez peu de la méthode utilisée pour simpli�er l'espace poral. En ef-
fet, cette étape modi�e essentiellement le nombre de n÷uds du réseau et la taille
des canaux les reliant, si l'on prend soin de conserver la topologie. L'ensemble de
paramètres retenus pour caractériser les pores et les canaux (volumes, longueurs,
formes géométriques, rayons, etc.) in�ue bien d'avantage sur les propriétés déduites
des réseaux.

Le point commun de tous ces modèles est leur construction : des sphères connec-
tées par des canaux simples. La conductance équivalente d'un tube cylindrique est
très simple à estimer par la loi de Poiseuille. De même, le comportement des �uides
polyphasiques peut aussi être assez facilement analysé dans de telles géométries.
Cependant, supposer que la géométrie irrégulière des matériaux poreux peut être
simpli�ée à ce point est une hypothèse très forte. C'est pourquoi des modèles tentent
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de circonvenir à cette simpli�cation en estimant les conductances sans faire une ap-
proximation aussi importante.

[Prodanovic 07] puis [Sholokhova 09] proposent par exemple une approche basée
sur des calculs numériques. L'espace poral est simpli�é en utilisant une approche
morphologique. Les pores sont positionnés de la manière décrite pour les approches
morphologiques. Les pores sont séparés en repérant les plus petits étranglements le
long des branches. Pour estimer la conductance entre deux pores, une simulation
locale d'un écoulement est utilisée. La géométrie de calcul est réduite à une petite
portion autour de la surface de contact(six pixels de distance de chaque côté de la
séparation). Un algorithme de type Lattice-Boltzmann est utilisé sur cette géométrie
très simple en imposant un gradient de pression perpendiculaire à la surface de
séparation. Le calcul est très rapide et permet d'obtenir de meilleures corrélations
entre les résultats calculés et les valeurs expérimentales de perméabilité absolue sur
des échantillons de grès de Fontainebleau. Cependant, en raison des conditions du
calcul, un grand nombre de séparations n'est pas pris en compte : certains calculs
locaux se terminent avec des valeurs négatives, d'autres sont considérés comme non
signi�catifs parce que la surface de la séparation est trop petite.

1.2.4 Positionnement des travaux présentés

Dans cet ensemble de modèles de réseaux existants, le travail exposé dans ce do-
cument trouve sa place parmi ceux qui s'appuient sur une image 3D. Un parti-
tionnement de l'espace est envisagé, en s'appuyant sur les travaux décrits dans
[Plougonven 09, Plougonven 11]. Celui-ci recherche dans l'espace poral des sous-
volumes, appelés pores, qui correspondent à une dé�nition �nalement assez complexe
à énoncer précisément. Les interconnexions entre les pores apparaissent naturelle-
ment dans le partitionnement : deux pores sont en contact s'ils partagent une surface
de contact. Un réseau de n÷uds et d'arêtes montre les interconnexions entre les pores
en positionnant un n÷ud par pore et une arête pour joindre deux pores adjacents.
Ce graphe n'a pas besoin qu'on attribue des caractéristiques (telles que des volumes
ou des sections) à ses éléments constituants. Les pores sont dé�nies par le parti-
tionnement et ont par conséquent des géométries quelconques. Toute l'information
géométrique disponible dans l'image 3D est conservée et exploitée au maximum lors
du calcul des conductances entre les pores. Elles sont déterminées par une approche
originale utilisant un calcul numérique local résolvant directement les équations de
Stokes dans la géométrie de quelques pores.

La dé�nition mathématique d'un partitionnement comporte trois conditions à
remplir pour qu'une famille de pores forme un partitionnement de l'espace poral.
Ces conditions se résument comme suit :
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Dé�nition 3 (partitionnement) :
L'espace poral complet est noté Ω. Une famille de N pores H = (H1, . . . , HN),

Hi ⊂ Ω, doit véri�er les conditions suivantes :

¬ (∀i ∈ J1, NK)Hi 6= ∅

­ Ω =
N⋃
i=1

Hi

® (∀i ∈ J1, NK) (∀j ∈ J1, NK) i 6= j ⇒ Hi ∩Hj = ∅

Ces conditions s'expliquent en termes plus simples :
� la condition ¬ signi�e qu'aucun pore ne doit être de volume nul ;

� la condition ­ implique que l'ensemble des pores identi�és recouvre totalement
l'espace poral. Il ne doit pas rester de zone de l'espace poral non étiquetée
comme appartenant à un pore ;

� la condition ® impose que deux pores ne doivent jamais se chevaucher, c'est-
à-dire occuper une zone commune de l'espace poral. Le partitionnement doit
générer des pores identi�és.

Cette dé�nition mathématique convient parfaitement à la conception intuitive
d'un partitionnement de l'espace poral : un ensemble de pores clairement identi�able
et qui recouvre totalement l'espace poral. La dé�nition de ce qu'est un pore est
curieusement di�cile à formuler. Ce problème est abordé en détail dans le chapitre
suivant.

L'ensemble des travaux présentés dans ce manuscrit a été mené avec le souci de
justi�er les di�érentes étapes et paramètres, de mettre en évidence les problèmes et,
le cas échéant, de proposer des solutions viables. L'objectif ici est de suivre pas à
pas le cheminement permettant de passer d'une image 3D d'un milieu poreux à un
réseau puis l'utilisation de ce réseau pour le calcul de la perméabilité. Il n'est pas
fait mention de performance, de temps de calcul ou d'occupation mémoire. Cela fait
sans aucun doute partie des suites à donner à cette thèse mais n'est pas du tout
abordé dans ce document.
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CHAPITRE 2

Réseau basé sur un partitionnement de l'espace poral

Intuitivement, l'espace poral se découpe naturellement en pores. Ces pores sont
bornés par le solide d'une part et par des séparations érigées aux endroits où le
rayon hydraulique est minimal. Ceci traduit presque mot à mot la dé�nition donnée
dans [Dullien 92] :

A �pore� is de�ned as a portion of pore space bounded by solid surface

and by planes erected where the hydraulic radius of the pore space exhibits

minima, analogously as a room is de�ned by its walls and the doors

opening to it.

Cette dé�nition sert de point de départ à ce chapitre. Il vise à décrire le che-
minement menant d'une image 3D d'un matériau poreux au partitionnement de ce
milieu en pores. Le but de partitionner l'espace poral est double :

� le partitionnement permet d'identi�er les pores et dé�nit leur géométrie in-
terne. Celle-ci est indispensable pour estimer des paramètres locaux, a�n de
calculer une propriété macroscopique comme la perméabilité.

� les connexions existant entre les pores constituent le réseau sur lequel des
équations discrètes sont résolues. Ces équations sont présentées dans le chapitre
3 ; la construction du réseau en lui-même est cependant traitée dans ce chapitre.

Le travail de thèse [Plougonven 09] est largement repris dans ce chapitre. L'au-
teur s'est intéressé précisément aux di�érentes étapes du processus de partition-
nement. À chaque fois, plusieurs approches ont été confrontées et comparées, pour
aboutir à une suite d'opérations comportant peu de paramètres ad hoc. Quelques-uns
des problèmes pertinents soulevés dans [Plougonven 09] trouvent un écho particulier
dans ce chapitre.

Les di�érentes étapes sont donc succintement reprises ici, le but n'étant bien
évidemment pas de plagier [Plougonven 09]. Certains éléments sont plus détaillés,
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a�n de préciser les apports des présents travaux sur ceux de [Plougonven 09]. Il est à
noter que les deux thèses ont commencé en même temps, dans le même laboratoire,
sous la direction de la même personne et sur des thématiques très proches. La reprise
de quelques éléments n'est par conséquent pas illogique.

Le partitionnement de l'espace poral est composé de deux étapes : la localisation
des pores et leur délimitation. La localisation des pores dé�nit dans un premier
temps des points particuliers de l'espace poral où l'on s'attend, selon la dé�nition
proposée ci-dessus, à trouver un pore. L'outil principal est un squelette de l'espace
poral, sur lequel plusieurs opérations se succèdent. Le squelette doit être composé
de branches et d'intersections de branches ; les intersections sont proposées pour
situer les pores, tandis que les branches représentent les connexions entre les pores.
Il est dans un premier temps envisagé d'utiliser le squelette comme support pour la
résolution des équations menant à la perméabilité.

Cette localisation reste cependant ponctuelle et la seconde étape utilise ces points
de départ pour donner une extension volumique aux pores, dans la limite de l'espace
poral. Il ressort de [Plougonven 09] que la ligne de partage des eaux semble être la
meilleure approche. Il est cependant nécessaire de procéder à certains prétraitements
pour ne pas tomber dans des cas pathologiques.

Une fois les pores complètement délimités, il reste à construire un réseau repré-
sentant leurs interconnexions. La proposition faite dans [Plougonven 09] d'utiliser le
squelette en le modi�ant est écartée pour plusieurs raisons et une autre est proposée.

2.1 Localisation des pores

Le positionnement des pores dans l'espace poral est une première étape complexe.
Il s'agit, partant d'un volume 3D complet, de décider à quels endroits les pores
se trouvent. Dans cette section, le matériau présenté par la �gure 2.1 est utilisé
pour présenter les di�érentes étapes. Il s'agit d'un empilement synthétique généré à
l'aide d'un logiciel informatique. Il est constitué de boules pleines qui sont en limite
de contact. Le but est bien évidemment de parvenir à faire correspondre les pores
estimés par la méthode présentée avec les boules de l'image.

Il est classique d'utiliser comme première étape une représentation simpli�ée de
l'espace poral appelée un squelette. Le squelette présente l'intérêt de conserver la
topologie de l'objet : la connectivité de l'espace poral est conservée, ainsi que les
éventuelles cavités et tunnels. Par ailleurs, des techniques existent pour positionner le
squelette le plus au centre possible du milieu poreux. Les branches qui le composent
sont ainsi représentatives de la géométrie de l'objet.

Les intersections des branches contribuent à une première localisation des pores.
Les branches joignent les pores entre eux, mettant en évidence la connectivité du
réseau poreux. Cette première hypothèse est utilisée, mais la sensibilité du squelette
au bruit produit de nombreux artefacts. La méthode décrite dans [Plougonven 09] est
utilisée a�n de les éliminer. Il reste cependant un nombre beaucoup trop important
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Figure 2.1 � Le milieu que l'on cherche à partitionner est constitué de sphères
a�eurantes de diamètres identiques. Il s'agit d'un milieu synthétique, généré dans
un but de validation.

de centres de pores. Il devient nécessaire de les fusionner et des méthodologies sont
proposées pour contrôler cette réduction du nombre de marqueurs de pores.

2.1.1 Squelettisation de l'espace poral

La notion de squelette a été introduite par [Blum 61]. La dé�nition 2 précise ce
qu'est cet objet. Cette dé�nition simple met en évidence plusieurs points :

� un squelette n'est pas unique ; d'après cette dé�nition, il en existe une in�nité
dans un espace continu. La manière de le construire in�ue forcément sur sa
forme �nale.

� le squelette est homotope à l'objet de départ. L'homotopie est une propriété
permettant d'assurer que l'objet et le squelette ont, entre autres, le même
nombre de composantes connexes, de cavités et de tunnels.

� le squelette est au plus de dimension directement inférieure à la dimension de

l'objet. Ainsi, un squelette d'un objet 2D ne peut être composé que d'éléments
de courbes (1D) et de points (0D). Un squelette d'un objet 3D peut comporter
des éléments de surface (2D).

Le problème potentiel de la présence de surface dans le squelette peut être écarté
en prenant une simple précaution. Il faut s'assurer qu'aucune particule solide n'est
isolée dans l'espace poral. L'étape de segmentation doit impérativement éviter ces
con�gurations. Dans le cas contraire, le squelette aurait des surfaces fermées entou-
rant ces particules �ottantes, et la suite des traitements serait rendue impossible. Les
surfaces ne sont pas aberrantes en elles-mêmes ; le problème vient du fait que nous ne
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savons pas comment les considérer. Elles ne permettent ni de localiser précisément
un pore, ni de connaître la véritable connectivité des pores entre eux. La présence de
surface dans le squelette nécessiterait un traitement particulier, qui n'apparait pas
évident. Nous supposerons donc à partir de maintenant que le squelette de l'espace
poral est de dimension d = 1.

L'homotopie reste dans tous les cas assurée. Cependant, rien n'indique dans cette
dé�nition que le squelette soit unique. Il existe en réalité une in�nité de squelettes
distincts pour un objet donné. C'est pourquoi nous forçons le squelette à répondre à
un certain nombre de critères en plus de l'homotopie. Il doit notamment être centré
par rapport à l'espace poral, c'est-à-dire passer à proximité du centre de l'espace
poral. Ceci est assuré par l'utilisation d'une transformée ou carte de distance. Des
détails concernant ces traitements sont abordés dans ce qui suit.

Il existe une multitude de manières d'obtenir le squelette d'un objet. La notion
de point simple est la plus intuitive d'entre elles : un point simple est généralement
dé�ni comme étant un point dont la suppression ne modi�e ni la topologie de l'objet,
ni celle de son complémentaire. Une caractérisation telle que la dé�nition 11 (cf.
annexe A p.115) permet de déterminer localement la simplicité d'un point. Sur la
�gure 2.2(a), l'objet forme une boucle 6-connexe, qui enferme une composante 26-
connexe de son complémentaire. Les pixels gris clairs avec un cadre plus épais de la
�gure 2.2(b) sont tous individuellement simples, selon la dé�nition 11. La suppression
individuelle de l'un de ces points ne modi�e pas la topologie de l'objet.

(a) (b) (c)

Figure 2.2 � (a) L'objet est en gris foncé, le complémentaire en blanc. (b) Les
points simples de l'objet sont mis en évidence (gris clair et cadre épais). (c) Tous
les points simples sont supprimés simultanément : la topologie de l'objet et du
complémentaire est modi�ée.

Le fait que la caractérisation des points simples soit locale permet de mettre en
place des algorithmes performants du point de vue du temps de calcul. Il reste malgré
tout obligatoire de supprimer de tels points de manière itérative, car la suppression
simultanée de plusieurs points simples ne garantit aucunement la conservation de la
topologie. Par exemple, si tous les points simples de la �gure 2.2(b) sont supprimés en
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même temps, la �gure 2.2(c) est obtenue. L'objet initial est coupé en trois morceaux
qui ne sont pas 6-connectés entre eux, et le complémentaire est par contre maintenant
connecté. La topologie de l'objet et de son complémentaire a changé.

Des moyens ont été développés pour supprimer simultanément plusieurs points,
en se basant sur des contraintes plus fortes que la simplicité d'un pixel. [Ronse 88]
a proposé la notion d'ensembles minimaux non-simples a�n de pouvoir supprimer
des points simples en parallèle en 2D. Des implémentations de tels principes sont
données dans [Ronse 88] et [Hall 92]. Par la suite, la même idée a été reprise en 3D,
par [Ma 94] ou [Xie 03] par exemple. Une autre approche a également été développée,
les points P-simples, qui permet également de supprimer plusieurs points simples en
garantissant la conservation de la topologie (dans [Bertrand 95]).

Les recherches actuelles en analyse d'image s'orientent vers les complexes cu-
biques. Dans ce cadre mathématique, une image n'est plus uniquement constituée
de pixels, mais doit être considérée comme un ensemble d'éléments de dimensions
di�érentes : des cubes, des carrés, des segments et des points. Ces éléments sont
liés entre eux selon un certain nombre de règles. Détailler ces règles ne fait pas
partie des objectifs de ce document et le lecteur courageux trouvera une mine de
renseignements et références dans [Bertrand 09]. L'auteur présente ce nouveau cadre
mathématique en détail et démontre qu'il permet de généraliser toutes les méthodes
de squelettisation évoquées ci-dessus.

Néanmoins, l'objectif de l'étude présente est de parvenir à calculer un squelette
d'un objet de manière contrôlée. C'est pourquoi nous nous sommes limités à un
algorithme séquentiel basé sur les points simples. En e�et, s'il existe de nombreuses
publications portant sur des algorithmes de squelettisation parallèle, certains auteurs
ont proposé des algorithmes incorrects, même en 2D. [Couprie 06] en a étudié quinze
et a montré que cinq ne donnaient pas dans tous les cas un résultat topologiquement
identique à l'objet de départ. Étant donné que la squelettisation n'est qu'un outil
pour ce travail de thèse, il était di�cilement envisageable de passer beaucoup de
temps à implémenter des algorithmes qui risquaient de poser problème.

2.1.1.1 Algorithme de squelettisation

Bien que le principe général permettant d'obtenir le squelette soit décidé, il faut tout
de même imposer des contraintes qui vont in�uencer la manière dont le squelette
va se construire. En e�et, il est facile de se rendre compte que, dans le cadre d'une
suppression itérative de points simples, le choix de l'ordre de suppression des pixels
est primordial. C'est cet ordre qui va dé�nir la forme générale du squelette par
rapport à l'objet d'origine.

Dans notre cas, nous souhaitons avoir un squelette représentatif de la géométrie
de l'espace poral. Il serait intéressant que le squelette se rapproche le plus possible
du centre de l'espace poral. Ce problème a déjà été résolu par l'utilisation d'une
carte de distance. Une carte de distance peut être dé�nie très simplement : il s'agit
d'une application qui associe à chaque pixel x de l'objet X la plus petite distance
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séparant x de X. La distance euclidienne est la meilleure candidate pour ce type
d'application. Des implémentations très e�caces permettent d'ailleurs de l'utiliser
facilement (voir par exemple [Saito 94] et [Meijster 00]).

La lecture de [Pudney 98] permet d'obtenir des détails concernant l'algorithme
de suppression itérative de points simples guidée par la carte de distance. Il s'agit
simplement de supprimer prioritairement les plus petites valeurs de la carte de dis-
tance, qui correspondent aux pixels les plus proches du complémentaire.

Quelle que soit l'application visée, nous avons choisi d'utiliser un squelette ultime,
c'est-à-dire dans lequel il ne reste plus de point simple. Il est courant d'avoir à faire
à des squelettes curvilignes dans lesquel il subsiste des points simples. Ils forment
des branches qui ne sont connectées qu'à une seule de leurs extrémités. Ce type
de branche provient souvent du principal inconvénient du squelette : sa sensibilité
au bruit. Il existe des techniques de �ltrage qui permettent de ne conserver que
des branches signi�catives, c'est-à-dire qui ne sont pas liées au bruit. Par exemple,
[Couprie 07] présente les fonctions bissectrices discrètes. Elles permettent de �ltrer
les branches du squelette en fonction d'un critère précis. Ce critère mesure l'angle
maximal formé par les segments joignant un point x du squelette et les points du
complémentaire les plus proches de x. L'idée étant que si cet angle est trop faible,
alors x n'est pas signi�catif.

Cependant, dans le cas qui nous intéresse, ce type de branche, une fois �ltré,
correspondrait idéalement à des pores non débouchants, c'est-à-dire qui ne sont
connectés qu'à un seul autre pore. De tels pores ne participent pas à l'écoulement.
Le pore étant fermé partout ailleurs, le �ux entrant est nul. Il est donc inutile de les
prendre en compte individuellement. L'information qu'ils contiennent est conservée
dans un pore de volume plus important.

2.1.2 Suppression des artefacts de discrétisation

L'un des principaux inconvénients connus de la squelettisation est sa sensibilité
au bruit. La modi�cation d'un seul pixel de l'image peut avoir des répercutions
désastreuses, notamment lorsque cette modi�cation fait apparaître des particules
solides �ottantes ; une surface fermée autour de cette particule apparaît alors dans
le squelette, le rendant inutilisable pour notre application. Il existe di�érentes sources
possibles à ce bruit.

Si l'image est issue de l'imagerie, il survient généralement dès la phase d'acquisi-
tion. Les dispositifs sont soumis à du bruit thermique, impulsionnel, des dérives des
capteurs au cours du temps, etc. Tout ceci génère des imprécisions qui sont parfois
impossibles à corriger parfaitement. Elles se retrouvent ensuite lors de la manipu-
lation des images, et la binarisation les fait apparaître de manière plus évidente
encore.

Si l'image est synthétique, il existe d'autres problèmes. Par exemple, les modèles
sont très souvent continus alors que les images sont discrètes. Lors de la discrétisa-
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tion, il faut parfois faire des choix pour déterminer si un pixel doit être à l'intérieur
de l'objet ou non.

Dans les deux cas, des artefacts apparaissent. Ils ont en commun d'être d'une
taille limitée à quelques pixels à chaque fois, mais la squelettisation y est très sen-
sible. Il est par conséquent nécessaire de traiter les images binaires avant de les
squelettiser. De nombreuses méthodes ont été proposées a�n de s'en prémunir, avec
des réussites mitigées. [Plougonven 09, Plougonven 11] en fait une revue assez com-
plète et propose un nouveau procédé permettant de supprimer les con�gurations de
pixels qui génèrent des artefacts de manière sélective.

Parmi les �ltres classiques qui essaient de réduire le niveau de bruit dans les
images binaires se trouvent :

� le �ltre médian, qui consiste à remplacer la valeur d'un pixel par la valeur
médiane d'un certain nombre de ses voisins ;

� le �ltre majoritaire [Shin 02], qui n'est autre qu'un cas particulier du �ltre
médian, où seuls les pixels du complémentaire sont traités ;

� les ouvertures et fermetures morphologiques, qui utilisent des éléments struc-
turants généralement sphériques pour tenter de lisser les contours des objets.

Toutes ces méthodes modi�ent un très grand nombre de pixels de l'image et ne
garantissent pas que toutes les con�gurations qui génèrent les artefacts de squelet-
tisation seront corrigées.

Partant de ce constat, [Plougonven 09, Plougonven 11] a proposé une détection
des sources d'artefacts basée sur des critères topologiques. Il a distingué trois sortes
d'artefacts, classés en fonction de leur dimensionnalité. La dimension maximale du
squelette d'un objet 3D étant 2, il existe donc trois types d'artefacts :

0D ce sont des pixels de l'espace poral qui sont enfermés dans le solide. Ils génèrent,
dans le squelette, des points isolés. Ces éléments de l'espace poral ne parti-
cipent pas à l'écoulement, puisqu'ils sont complètement fermés. La solution la
plus e�cace consiste simplement à détecter les composantes connexes isolées
de l'espace poral et à les supprimer ;

1D ce sont les con�gurations les plus di�ciles à appréhender, tout en étant celles qui
génèrent les artefacts les plus gênants. Elles génèrent des branches supplémen-
taires dans le squelette. Par exemple, dans le cas de deux sphères en contact
proche, comme l'illustre la �gure 2.3(a), la squelettisation directe donne lieu
à de multiples branches reliant les deux billes (�gure 2.3(b)). Ce n'est pas ce
que nous attendons ; soit les sphères sont en contact, et une seule branche
doit apparaître, soit elles ne le sont pas et elles ne doivent pas être jointes. La
détection se fait en recherchant les jonctions en bleu sur la �gure 2.3(c). Les
pixels en bleus sont supprimés ; les deux sphères sont séparées, étant donné que
tous leurs contacts existant ne se font que par des sommets de pixels. Il existe
d'autres types d'artefact 1D, qui sont présentés en détail dans [Plougonven 11].

2D ce sont des pixels du solide qui sont enfermés dans l'espace poral. Dans le
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squelette, ils prennent la forme de surfaces fermées. Ce sont généralement des
ensembles de quelques pixels, qui sont engendrés par le bruit de l'image. La
solution qui est adoptée est de les éliminer, en les réassignant à l'espace poral.
Il faut cependant être vigilant pour que cela soit cohérent avec le type de
matériau qui est étudié.

(a) (b) (c)

Figure 2.3 � (a) Deux sphères sont en limite de contact. (b) Le squelette (en
rouge) n'est pas celui qui est attendu. Deux sphères en contact devrait générer
une branche. Ici, plusieurs branches existent, du fait que la zone de contact n'est
pas clairement dé�nie. (c) Les pixels bleus ne se touchent que par un de leurs
sommets. Ce type de con�guration est facilement détecté, et les pixels concernés
sont supprimés.

Ceci n'est qu'un exposé rapide de la méthode détaillée dans [Plougonven 09] et
[Plougonven 11]. Il existe d'autres con�gurations qui créent des artefacts et qui ont
leur parade. Des comparaisons ont été faites entre les di�érentes méthodes évoquées,
et il apparait que celle qui a été développée modi�e beaucoup moins de pixels que
les autres. Par ailleurs, elle supprime tous les problèmes qui apparaissent dans le
squelette, puisqu'elle détecte directement les sources de ces problèmes. Tout son
intérêt réside donc dans sa capacité à résoudre les problèmes sans modi�er fortement
les images.

La �gure 2.4 illustre l'intêret de cette approche sur un exemple synthétique
d'empilement de billes, en comparant le squelette avec et sans application de ce
�ltrage.

2.1.3 Classi�cation des points du squelette

Les deux étapes précédentes permettent d'obtenir un squelette utilisable pour la
suite. L'image binaire de départ a été nettoyée des artefacts liés à sa binarisation
avant le processus de squelettisation. Dans notre cas, le squelette ne devrait compor-
ter que des courbes et des intersections de courbes ; les centres des pores se situent,
dans une première approximation, à l'intersection des branches. Cependant, a�n de
rester dans un cadre général et aussi rigoureux que possible, une classi�cation sys-
tématique des points du squelette est réalisée. Le fait qu'il ne reste que des courbes
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(a) (b)

Figure 2.4 � (a) La squelettisation directe de l'empilement synthétique de
billes de la �gure 2.1 crée un squelette comportant des surfaces et des branches
multiples reliant deux centres de sphères. Ce résultat n'est pas satisfaisant pour
permettre la localisation des centres des sphères. (b) En utilisant la méthode de
réparation topologique proposée dans [Plougonven 09] sur l'image de départ, puis
en squelettisant le résultat, le squelette obtenu ne comporte que des branches et
des intersections de branches.

et intersections de courbes peut donc être véri�é selon des critères topologiques, pas
seulement selon des hypothèses de nettoyage de l'image binaire.

Il faut parvenir à étiqueter chacun des points du squelette. Pour cela, les tra-
vaux [Malandain 93] et [Bertrand 94] sont utilisés. Di�érents types de points sont
distingués :

� les points intérieurs (entièrement entourés par d'autres points de l'objet) et
isolés (aucun voisin dans l'objet) ;

� les points de branche, d'intersection de branches et d'extrémités de branche ;

� les points de surface et de bord de surface ;

� les points d'intersection entre une branche et une surface et d'intersection
entre deux surfaces.

Pour cela, les auteurs de ces travaux proposent d'utiliser trois passes sur les points
du squelette a�n de réaliser une classi�cation correcte. Deux nombres de connexité
(T26 (x,X) et T6

(
x,X

)
) sont évalués, ainsi que le nombre de voisins de x dans X

(|Γ∗26 (x) ∩X|). Ces nombres sont dé�nis dans l'annexe A.
La première passe permet de classi�er la plupart des points. La deuxième passe

regarde seulement les points initialement marqués comme faisant partie d'une sur-
face. Ceux-ci sont reclassi�és en point d'intersection de branches s'ils n'ont pas
de voisins identi�és comme étant de surface également. En�n, la troisième passe
permet de corriger certaines con�gurations particulières. Les points d'intersection
branche/surface et surface/surface ainsi que les points de bord de surface deviennent
des points de surface s'ils n'ont pas de points semblables dans leur voisinage direct.

39



2. Réseau basé sur un partitionnement de l'espace poral

À l'issue de cette étape, l'ensemble des points du squelette est classi�é ; seuls des
points de branche et d'intersection de branches devraient apparaître. Dans le cas
contraire, la suite des traitements ne sera pas possible. Cependant, les précautions
prises jusqu'à maintenant (élimination des composantes �ottantes du solide et de
l'espace poral, nettoyage de l'image binaire des artefacts de binarisation) rendent la
présence d'autres points très improbable.

Cette classi�cation permet de proposer une première approximation pour le po-
sitionnement des pores. Le squelette a été utilisé parce qu'il représente de manière
synthétique l'espace poral. Il est constitué de branches et d'intersections de branches,
ce qui correspond à la conception intuitive d'un réseau poreux : des pores reliés entre
eux par des étranglements. Les points classi�és comme intersection de branches sont
donc utilisés comme marqueurs initiaux pour positionner les pores. Les branches
qui les relient peuvent quant à elles représenter les interconnexions existant dans le
réseau de pores.

Cette première représentation est cependant souvent trop riche. En e�et, la sque-
lettisation dans un espace discret tel qu'une image comporte souvent un très grand
nombre de pores si l'on s'en tient à cette dé�nition. Les intersections de branches ne
sont pas localisées en un seul point mais étalées sur plusieurs. Il est par conséquent
indispensable de fusionner certains pores initiaux, en suivant des critères à dé�nir.

2.1.4 Fusion des pores

Plusieurs opérations se succèdent pour parvenir à un nombre raisonnable de pores.
Par raisonnable, il est entendu qui correspond à ce qu'on attend intuitivement dans
des cas simples, comme par exemple l'empilement de billes de la �gure 2.1.

La première fusion est dûe à la squelettisation, qui produit souvent plusieurs
points d'intersection de branches adjacents. La �gure 2.5 représente un extrait de
la �gure 2.4(b) dans laquelle plusieurs branches s'intersectent. Plusieurs points du
squelette sont étiquettés comme points d'intersection, alors qu'ils représentent tous
le même pore. Ils sont donc fusionnés.

Le premier critère de fusion peut s'énoncer comme ceci : les points classi�és
intersection de branches adjacents sont représentés par un seul et même identi�ant.

Dans les di�érents processus de fusion de n÷uds du squelette, l'information por-
tée par le squelette n'est pas perdue. Chaque n÷ud correspond au départ à un point
du squelette. La fusion de deux n÷uds consiste simplement à leur attribuer le même
identi�ant. Cette opération permet de conserver l'information au niveau voxel de
l'image dans le graphe.

2.1.4.1 Fusion par volume de recouvrement

La première opération de réduction du nombre de pores n'est pas su�sante. Sur
l'exemple de la �gure 2.6, qui est encore un extrait du squelette de la �gure 2.4(b), le
résultat de cette étape initiale mène au graphe 2.6(a). Sur cette �gure, on constate
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Figure 2.5 � Cette �gure est un extrait de la �gure 2.4(b). Plusieurs branches
se croisent dans ce petit volume. Pourtant, tous les points rouges sont classi-
�és comme points d'intersection de branches, d'après les critères topologiques
de [Malandain 93] et [Bertrand 94]. Or, tous ces points sont adjacents et repré-
sentent la même intersection, qui s'est agrandie du fait de la discrétisation. Ils
sont donc tous fusionnés en un seul n÷ud du graphe.

que plusieurs n÷uds du graphe existent au centre des sphères, ce qui n'est pas
satisfaisant pour localiser correctement les billes.

Plusieurs critères de fusion présentés dans la litérature ont été analysés et com-
parés dans [Plougonven 09]. Celui qui semble avoir les meilleurs résultats repose sur
les volumes de recouvrement des boules maximales centrées sur les n÷uds existants.

Cela signi�e que pour chacun des n÷uds présents dans le graphe, la boule maxi-
male est déterminée. Puis, le volume de recouvrement entre les boules maximales de
chaque couple de n÷uds est calculé (voir la �gure 2.7). S'il dépasse un certain pour-
centage du plus petit des deux pores, les n÷uds sont fusionnés. Ce critère repose sur
le fait que si deux pores partagent une trop grande quantité du même volume, alors
ils représentent la même portion de l'espace poral. Toute la di�culté consiste à dé-
terminer le seuil de volume partagé au-delà duquel les pores doivent être fusionnés.
[Plougonven 09] propose de �xer ce rapport à 30%, après une étude expérimentale.
Il faudra garder à l'esprit que cette valeur est arbitraire ; bien qu'elle donne des
résultats satisfaisants dans la plupart des cas, elle dépend de la géométrie du milieu
poreux et peut être modi�ée en fonction de celui-ci.

Appliqué à notre exemple, ce critère de fusion permet d'obtenir la �gure 2.6(b),
pour laquelle le graphe place un identi�ant par bille.

2.2 Délimitation des pores

La section précédente décrit la succession de traitements nécessaires pour obtenir
une localisation correcte des pores qui constituent l'espace poral. Le résultat obtenu
est un graphe issu du squelette, dans lequel chaque pore est identi�é par un n÷ud
et chaque contact entre deux pores par une branche. On pourrait se contenter de
ce résultat, en associant à chaque n÷ud le volume de sa boule maximale. Il serait
toutefois dommage de perdre toute l'information de la micro-géométrie locale. En

41



2. Réseau basé sur un partitionnement de l'espace poral

(a)

(b)

Figure 2.6 � Dans cette �gure, un zoom a été fait sur une partie du squelette de
la �gure 2.4(b). Les points ont été classi�és selon l'approche topologique décrite.
(a) Le premier critère de fusion des intersections de branches adjacentes a été
appliqué. Les n÷uds sont colorés en fonction de leur identi�ant. Comme le montre
la �gure, il subsiste des n÷uds porteurs d'identi�ants di�érents situés aux centres
des boules qui constituent le matériau. Or, il faut un seul marqueur par bille. (b)
Le second critère de fusion, basé sur les volumes de recouvrement des boules
maximales centrées aux n÷uds, permet de fusionner les n÷uds positionnés aux
intersections des branches du squelette. Ils portent désormais le même identi�ant,
symbolisé par la même couleur d'a�chage.

e�et, la corrélation entre la micro-géométrie interne des milieux poreux et leurs
propriétés macroscopiques est avérée. Si l'information retirée de l'échelle du pore est
fortement tronquée, la valeur macroscopique estimée s'en ressentira. Un réseau de
sphères interconnectées perd beaucoup d'informations et il serait frustrant de s'en
contenter.

L'idée permettant de conserver un maximum d'informations liées à la micro-
géométrie dans le réseau est d'attribuer à chaque n÷ud du graphe un sous-ensemble
de l'espace poral. Pour cela, plusieurs approches sont possibles. Deux types princi-
paux se dessinent :
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(a) (b)

Figure 2.7 � (a) Deux boules maximales sont représentées en rouge et en bleu,
chacune étant centrée sur un n÷ud du graphe. (b) Le volume de recouvrement
entre ces deux boules est dessiné en gris. Si le volume gris est plus grand que 30%
du volume de la boule bleue, alors le n÷ud associé à la boule bleue est fusionné
avec le n÷ud associé à la boule rouge. Dans le cas contraire, les deux n÷uds
occupent un espace su�samment distinct pour représenter deux pores di�érents.

� partant d'un marqueur pour chaque pore, les points de l'espace poral sont
petit à petit attribués aux marqueurs, jusqu'à recouvrir complètement l'espace
poral. De cette manière, les pores sont automatiquement séparés quand ils
rentrent en contact.

� à l'inverse, le second type de méthode place directement les séparations exis-
tant entre les pores. Pour cela, un rayon hydraulique minimal est recherché le
long des branches du squelette, a�n de positionner un plan qui servira à fermer
les pores.

La seconde approche présente des failles dès que la géométrie des pores devient
complexe. [Plougonven 09] a implémenté et testé plusieurs méthodes de ce type et
aucune n'a permis d'obtenir des résultats cohérents sur les exemples testés. Par
conséquent, il semble que les approches faisant croître des marqueurs sont les plus
à même de fournir un résultat. Parmi celles-ci, la ligne de partage des eaux semble
être une bonne candidate, de par sa rigueur mathématique.

2.2.1 Ligne de partage des eaux

La ligne de partage des eaux fait partie des outils classiques de traitement d'images.
Elle est utilisée pour séparer des objets, en se basant sur des informations contenues
dans l'intensité des points de l'image. Elle est généralement présentée comme l'en-
semble des lignes de crête qui sépare les bassins versants lors de la montée des eaux
dans un relief topographique ([Lantuéjoul 78], [Vincent 91]).

Le relief est une image en niveau de gris dans laquelle l'intensité des points est
considérée comme une altitude. La montée des eaux se fait par étapes successives,
en partant de la plus petite altitude et en montant progressivement. Tout minimum
régional est envahi dès que la hauteur de l'eau atteint son altitude, créant ainsi un
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nouveau bassin versant. En revanche, la fusion de deux bassins versants est interdite :
une digue ou ligne de crête est construite pour l'empêcher. La ligne de partage des
eaux est constituée de l'ensemble des digues et lignes de crête nécessaires à éviter
cette fusion des bassins versants.

L'algorithme qui a été utilisé et implémenté s'inspire de ce processus d'inonda-
tion. Il s'agit de la ligne de partage des eaux topologique. Au lieu de ne regarder
que le voisinage des marqueurs pour décider si un point doit être rattaché au bas-
sin versant, cet algorithme véri�e des critères de conservation de la topologie des
coupes, menant à une ligne de partage des eaux qui conserve au mieux les contours
signi�catifs de l'image. Il a été présenté dans [Bertrand 05] pour la première fois.

L'un des problèmes majeurs de la ligne de partage des eaux est qu'elle mène
souvent à une sur-segmentation de l'image. À cause de la discrétisation, la carte
topographique (souvent une carte de distance inversée) comporte généralement bien
plus de minima locaux que d'objets à séparer. Il existe des techniques de �ltrage des
minima locaux permettant de réduire ces e�ets, mais ils ne donnent pas toujours de
bons résultats et sont di�ciles à généraliser. Par ailleurs, dans notre application, le
nombre et la position initiale des objets à séparer est connue : il s'agit d'obtenir un
pore par n÷ud du graphe précédemment construit.

Au lieu de laisser la ligne de partage des eaux partir des minima locaux, on lui
impose d'utiliser des marqueurs prédé�nis comme points de départ. Ils sont consi-
dérés arti�ciellement comme des points bas du relief utilisé pour la propagation.
Ce relief est la carte de distance dans l'espace poral, inversée de telle sorte que les
points les plus hauts soient proches du solide. Les marqueurs sont donc abaissés au
niveau le plus bas.

Une fois la ligne de partage des eaux construite, tous les pores sont séparés les
uns des autres par celle-ci. Il est donc facile de les identi�er et de les distinguer
les uns des autres en leur attribuant à chacun un label unique. Étant donné qu'ils
sont tous en correspondance avec un n÷ud du graphe, on dispose maintenant, pour
chaque pore, de sa localisation et d'un sous-ensemble de l'espace poral.

2.2.2 Amincissement des séparations

La ligne de partage des eaux topologique est un ensemble de lignes de crête qui
sépare les bassins les uns des autres. Elle a par conséquent une épaisseur non nulle,
d'un pixel. En 3D, il s'agit d'une surface épaisse d'un pixel qui sépare les bassins les
uns des autres. Ceci pose un problème, parce que nous avons besoin que les pores
occupent complètement l'espace poral.

Pour régler cet écueil, chaque point de la ligne de partage des eaux est attribué
à l'un ou l'autre des pores qui l'entourent. Le choix se fait aléatoirement. Cette
méthode permet aux pores d'occuper complètement l'espace poral.
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2.2.3 Maximisation des graines

Lors de la validation de [Plougonven 09], l'auteur a rencontré des cas où plusieurs
marqueurs distincts se trouvaient dans une zone de maximum de la carte de distance.
La ligne de partage des eaux �nissait par conséquent par entourer l'un des deux
pores, l'enfermant �nalement dans l'autre. Ce comportement s'explique par le fait
que la ligne de partage des eaux doit parfois choisir arbitrairement le prochain voxel
à envahir. Dans notre cas, les deux pores pouvaient envahir le terrain autour d'eux,
mais l'un des deux a été choisi arbitrairement, ce qui a pour e�et d'enfermer l'autre.

A�n de prévenir ce genre de comportement, la solution proposée est de maximiser
les marqueurs utilisés comme points de départ pour la ligne de partage des eaux.
Pour cela, au lieu de partir des n÷uds uniquement, la boule maximale associée
à chacun d'entre eux est utilisée comme marqueur. Pour un identi�ant de pore,
chaque n÷ud en faisant partie (suite aux étapes de fusions) est maximisé de la sorte
et l'union des boules maximales est prise comme graine. En cas d'intersection avec
une autre boule maximiale (associée à un autre pore), le volume d'intersection est
réparti entre les deux pores.

Le fait d'étendre les marqueurs semble logique avec ce qui a été dit précédem-
ment. En e�et, les pores sont souvent considérés comme des sphères en contact
les unes avec les autres. Cette maximisation des pores permet d'envahir ce que l'on
considère comme étant dans la zone d'in�uence du n÷ud associé au pore : l'intérieur
de la sphère maximale centrée sur lui.

Tous ces éléments étant pris en compte, le partitionnement de l'espace poral
obtenu est présenté par la �gure 2.8.

Figure 2.8 � Partitionnement des pores obtenu avec la ligne de partage des
eaux, en attribuant arbitrairement les pixels de la ligne de partage des eaux aux
pores l'entourant et en maximisant les marqueurs initiaux.
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2.3 Graphe d'interconnexion

Les deux sections précédentes permettent de dé�nir les pores dans l'espace poral.
Jusqu'à présent, le graphe issu du squelette a été considéré comme étant représentatif
des interconnexions entre les pores. Cependant, il a été construit sans que les pores
n'aient de consistance physique. Il l'a été à partir du squelette, en désignant les points
d'intersection de branches, moyennant certains critères de fusion, comme centres des
pores et les branches elles-mêmes comme interconnexions entre les pores. Maintenant
qu'ils ont un volume et une géométrie issus de l'espace poral, il est nécessaire de
s'assurer que le graphe est bien représentatif.

Le graphe doit représenter les relations existant entre les pores. Un n÷ud re-
présente un pore ; le nombre de n÷uds du graphe doit donc être égal au nombre
de pores. Une branche représente un contact entre deux pores ; chaque contact doit
donc être représenté par une et une seule arête du graphe.

2.3.1 Limites du graphe issu du squelette

Plusieurs éléments tendent à imposer l'idée que le graphe issu du squelette n'est pas
correct. Au moins trois ont été trouvés à plusieurs reprises sur les di�érents exemples
traités.

2.3.1.1 Plusieurs arêtes connectant le même couple de pores

Ce premier problème concerne des couples de pores qui sont reliés par plus d'une
arête. Cela provient de con�gurations particulières, telle que celle schématisée par la
�gure 2.9. Dans un tel cas, le squelette conserve deux branches entre les deux pores,
ce qui mène à avoir deux arêtes dans le graphe. Or, une seule arête est nécessaire
dans le graphe. La solution la plus simple pour régler ce problème est de supprimer
arbitrairement l'une des arêtes.

2.3.1.2 N÷uds excentrés

Les n÷uds sont le résultat de plusieurs étapes successives : squelettisation, fusion des
n÷uds adjacents, fusion suivant le critère de volume de recouvrement. Bien que la
squelettisation soit guidée par une carte de distance, rien ne garantit que les n÷uds
se situent au centre (barycentre ou maximum de la carte de distance) des pores,
à cause des opérations de fusion. Par ailleurs, la ligne de partage des eaux peut
également être bloquée par le relief dans une direction. Le n÷ud peut se trouver
éloigné du barycentre géométrique du volume qui lui est attribué.

Dans les utilisations possibles du modèle de réseau, il est souvent préférable
d'avoir des n÷uds bien centrés dans le volume qu'ils représentent, pour respecter
des hypothèses de quasi-staticité des paramètres. Les géométries simples, notamment
les sphères, permettent d'imposer ces hypothèses facilement. Pour la perméabilité
par exemple, un n÷ud bien centré permet d'émettre l'hypothèse que la pression
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(a) (b)

Figure 2.9 � (a) Dans cette con�guration, une particule solide oblige le sque-
lette à contenir deux branches pour conserver la topologie de l'espace poral. (b)
Lors de la conversion du squelette en graphe, les deux branches ont été trans-
formées en deux arêtes. L'une ou l'autre peut être supprimée pour résoudre ce
problème.

du �uide varie faiblement dans le voisinage du n÷ud. S'il est près de la séparation
avec un autre pore, cette hypothèse devient di�cilement admissible. Une solution
peut être de déplacer les n÷uds près du barycentre ou au maximum de la carte de
distance présent dans le pore.

2.3.1.3 Arêtes manquantes

Jusque-là, une hypothèse forte voulait que le squelette soit une représentation cor-
recte des connexions entre les pores. Cela pouvait se justi�er jusqu'à l'utilisation de
la ligne de partage des eaux pour attribuer une géométrie aux pores. En e�et, la
ligne de partage des eaux ne garantit pas que les contacts entre les pores sont limités
à ceux que présentent le squelette.

L'exemple de la �gure 2.10 est un cas simple d'arête manquante dans le graphe.
Un squelette centré de cette géométrie est représenté dans la �gure 2.10(a). Il est
homotope à la géométrie de départ. Le graphe qui en est issu est dessiné dans la �gure
2.10(b). Cependant, on constate que ce graphe ne représente pas les interconnexions
entre les pores. Notamment, la connexion entre les pores vert et rouge n'est pas
représentée.

[Plougonven 09] propose d'ajouter l'arête rouge de la �gure 2.10(b) pour répa-
rer ce problème. C'est une solution possible et qui fonctionne. Il faut noter qu'en
ajoutant cette arête, la topologie du graphe et celle du milieu poreux ne sont plus
identiques. C'est une entorse au principe de conservation de la topologie par le graphe
qui semble inévitable. Il n'est cependant pas possible de considérer un graphe qui
oublie des connexions entre des pores.
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(a) (b)

Figure 2.10 � (a) Le squelette de cette con�guration conserve la topologie : il
n'y a donc pas de branche entre les pores vert et rouge. (b) Le graphe issu de
ce squelette n'a donc pas d'arête entre ces deux pores. Pourtant, le contact entre
eux existe. Il faut donc qu'une arête la symbolise dans le graphe. C'est pourquoi
l'arête rouge devrait exister.

2.3.2 Reconstruction d'un graphe d'interconnexion

Le graphe issu du squelette pose donc plusieurs problèmes, que l'on pourrait résoudre
en ajoutant ou supprimant des arêtes, et en déplaçant les n÷uds. Ce type de post-
traitement est souvent délicat à réaliser, notamment parce qu'il existe toujours des
cas extrêmes qui ne permettent pas de proposer une approche générale �able. La
solution la plus simple et directe pour pallier les manquements du graphe issu du
squelette est de tout simplement s'en débarrasser et d'en construire un qui réponde
aux besoins. Il su�t pour cela de positionner les n÷uds au centre des pores et de
les relier entre eux si un contact existe.

2.3.2.1 Positionnement des n÷uds

Comme cela a été évoqué auparavant, il est souvent préférable d'avoir les n÷uds
positionnés à proximité du centre des pores. La procédure suivante est proposée.

1. Une carte de distance interne à chaque pore est calculée, c'est-à-dire qu'on
associe à chaque point du pore la plus petite distance qui le sépare du solide
ou des autres pores.

2. Les maxima locaux sont repérés. Si un seul maximum local existe, il est sélec-
tionné pour positionner le n÷ud.

3. Sinon, le barycentre des maxima locaux de la carte de distance est calculé. S'il
se trouve dans le volume du pore, il est sélectionné pour positionner le n÷ud.

4. Sinon, à défaut de bonne solution, un des maxima locaux est choisi arbitrai-
rement comme position du n÷ud.
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Cette procédure permet d'assurer une position acceptable proche du centre du
pore dans tous les cas. Les critères de placement des n÷uds peuvent cependant être
di�érents d'une application à l'autre. Pour la perméabilité, ce placement semble être
idéal, mais il est tout à fait possible d'adapter ce positionnement à d'autres cas si
cela s'avère nécessaire.

2.3.2.2 Détection des arêtes

L'ajout des arêtes est une opération très simple. Un n÷ud existe dans chaque pore,
quel que soit le positionnement de celui-ci. Il su�t donc de parcourir le partitionne-
ment et de détecter les surfaces de contact. Une arête unique est ajoutée pour chaque
couple de pores en contact ; elle joint les deux n÷uds correspondant au couple de
pores. Si un couple de pores est en contact à travers plusieurs surfaces isolées, une
seule arête est générée. Cette reconstruction est très simple et permet de régler
facilement tous les écueils du graphe issu du squelette.

2.4 Bilan & discussions

Ce chapitre a permis de décrire les di�érentes étapes permettant de construire un
réseau à partir d'une image 3D. Au �nal, di�érentes étapes doivent s'enchaîner pour
parvenir à un résultat utilisable.

1. Il faut tout d'abord supprimer les artefacts liés à la discrétisation de l'image.
Pour cela, la méthode basée sur la caractérisation topologique des pixels qui
créent ces artefacts a été proposée dans [Plougonven 09]. Celle-ci présente l'in-
térêt de supprimer tous les pixels qui créent des problèmes et de ne supprimer
que ceux-ci. L'impact sur l'image est minimal.

2. Une fois l'image nettoyée de ses artefacts, un processus de squelettisation par
suppression itérative de points simples contraint par la carte de distance est
réalisé. Celui-ci permet d'obtenir un squelette de l'espace poral, c'est-à-dire
une représentation simpli�ée mais homotope à celui-ci. De plus, la contrainte
apportée par la carte de distance permet de positionner le squelette près du
centre de l'espace poral.

3. Les pixels de ce squelette sont caractérisés topologiquement a�n de distinguer
les points de branche des points d'intersection de branches. Les points d'in-
tersection de branches sont remplacés par des n÷uds du graphe tandis que les
composantes connexes de points de branche forment les arêtes du graphe. Cela
permet d'obtenir une première version du graphe d'interconnexion.

4. La visualisation de ce premier graphe permet de comprendre immédiatement
qu'il comporte beaucoup plus de n÷uds qu'attendu. Tout d'abord, les n÷uds
directement adjacents sont fusionnés. En e�et, plusieurs points d'intersection
de branches peuvent être adjacents, ce qui crée des amas de n÷uds qui ne
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sont pas signi�catifs. Ils n'existent qu'à cause du caractère discret de l'image,
qui empêche une superposition parfaite des intersections et impose des choix
arbitraires lors de la squelettisation. Par conséquent, tous les n÷uds qui sont
directement adjacents sont fusionnés sous le même identi�ant.

5. Cette première fusion permet de diminuer le nombre de n÷uds de manière
importante. Il reste cependant des n÷uds qui sont proches les uns des autres,
séparés de quelques pixels et qui semblent tous appartenir au même pore. Un
second critère de fusion est alors utilisé a�n de simpli�er ce graphe. Il est
basé sur le volume de recouvrement des boules maximales qui peuvent être
centrées sur les n÷uds. Si ce volume est supérieur à un certain pourcentage du
volume de la plus petite des deux boules, alors les deux n÷uds sont fusionnés.
Expérimentalement, la valeur de 30% s'est révélée être la plus e�cace pour
minimiser les e�ets liés à des fusions trop ou trop peu importantes.

6. Plutôt que de ne conserver que l'information de la boule maximale pour le
volume occupé par un pore, une ligne de partage des eaux permet de divi-
ser l'espace poral en éléments attribués à chaque pore. Les n÷uds du graphe
restant après les fusions servent de marqueur pour délimiter les pores. Une
ligne de partage des eaux est construite, en utilisant comme graines les boules
maximales centrées aux n÷uds du graphe. La ligne de partage permet d'en-
vahir l'intégralité de l'espace poral et de séparer celui-ci en autant de parties
qu'il y a de n÷uds. Ainsi, le partitionnement de l'espace poral en pores est
construit.

7. En�n, étant données les limitations du graphe jusqu'ici utilisé, un nouveau
graphe est construit à partir du partitionnement. Les n÷uds de ce graphe sont
positionnés au centre des pores, et une arête est construite pour tout contact
entre deux pores.

Dans cette étude, qui est fortement liée à celle décrite dans [Plougonven 09],
le squelette a donc un rôle limité au positionnement des pores. Le graphe qui en
découle n'est pas représentatif des interconnexions entre les pores. Le nouveau graphe
reconstruit n'est en revanche pas topologiquement identique à l'espace poral. Cela
ne pose a priori pas de problème, puisque les interconnexions entre les pores sont
l'information que doit porter le graphe. Le partitionnement permet d'associer à
chaque pore un volume, une géométrie, des surfaces de contact avec les autres pores,
etc. L'association de ces deux éléments forme le réseau sur lequel des calculs pourront
être e�ectués a�n de prédire une propriété du milieu poreux complet.

Il reste cependant des points à améliorer ou à discuter, des questions posées
qui n'ont pas toutes leurs réponses. Les sections qui suivent proposent d'ouvrir
des perspectives, de discuter de problèmes ou limitations rencontrés au cours des
développements et des idées d'améliorations à creuser.
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2.4.1 Conditions aux limites

Tout au long des di�érentes étapes exposées dans cette section, le problème des
conditions aux limites de l'image n'a pas été évoqué. Elles sont pourtant omnipré-
sentes : depuis la squelettisation jusqu'à la reconstruction du graphe d'intercon-
nexion à partir du partitionnement, il est à chaque fois indispensable de les gérer
correctement pour l'application ciblée.

La plupart des applications utilisant la squelettisation considère que l'objet à
traiter est entièrement contenu dans l'image. C'est pour cette raison qu'il est rare
que le problème des conditions aux limites de l'image soit posé. Dans le cas de la
�gure 2.1 pourtant, la plupart des billes touche le bord de l'image. Comme indiqué
dans l'annexe A, la caractérisation locale des points simples nécessite la connaissance
complète du 26-voisinage des points. Que se passe-t-il aux bords de l'image, là où le
26-voisinage est, par dé�nition, incomplet ?

Par ailleurs, dans les applications visées dans cette thèse, les conditions aux
limites ont une importance non négligeable. Si le graphe ne tient pas compte des
conditions aux limites, il faudra le modi�er pour injecter du �uide dans le cas de
la résolution des équations de Stokes. Pire encore, il faudra trouver un moyen de
le rendre périodique pour rentrer dans les conditions de résolution du problème de
fermeture.

Ces modi�cations a posteriori du graphe, du partitionnement ou de tout autre
élément posent très souvent des problèmes, parce qu'il faut que tous ces éléments
restent cohérents. C'est pourquoi nous avons essayé d'en tenir compte le plus tôt
possible, a�n d'avoir à faire le moins possible de traitements particuliers. Deux
critères permettent d'in�uer sur la forme du squelette : la condition de remplissage
du 26-voisinage sur les bords de l'image et la carte de priorité utilisée pour guider
la squelettisation.

2.4.1.1 Écoulement de Stokes

Il semblait au départ nécessaire de conserver des points du squelette sur les faces
d'injection et de sortie du �uide a�n de pouvoir les retrouver sur le graphe. Cette
contrainte n'a pas trouvé de solution convaincante, malgré toutes les tentatives ima-
ginées de carte de priorité et de voisinage aux bords de l'image.

Par la suite, quand il s'est avéré que le graphe découlant du squelette nécessitait
un post-traitement, et qu'il valait �nalement mieux le reconstruire, une solution plus
simple s'est imposée. Les pores présents sur les bords de l'image sont, quel que soit
le soin qu'on apporte aux di�érentes étapes, toujours problématiques. Les critères
que l'on impose ne permettent jamais de les isoler correctement.

La condition aux limites � extérieur solide � est celle qui permet d'obtenir les
meilleurs résultats. Elle consiste à compléter le 26-voisinage des points au bord
par du solide (donc du complémentaire de l'objet qui nous intéresse). La carte de
distance est elle aussi calculée en considérant que l'extérieur de l'image est constitué
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de solide. Cela signi�e notamment que tous les points sur les bords de l'image ont
une haute priorité pour la squelettisation. Cela donne par exemple le squelette de
la �gure 2.4(b).

L'e�et principal de cette condition aux limites est que le squelette de l'espace
poral se détache complètement des bords de l'image avec cette conditions à la li-
mite. Il n'a pas d'attache sur les faces d'injection. En revanche, les intersections de
branches présentes à l'intérieur de l'espace poral correspondent bien à des lieux de
rencontre de chemins existants.

La conversion en graphe et les étapes de fusion ne posent pas de problèmes
supplémentaires avec cette condition aux limites. La reconstruction du graphe est
l'occasion de rajouter les éléments nécessaires pour que l'écoulement puisse être
facilement mis en place. Tous les pores qui sont en contact avec la face d'injection
ou de sortie sont connectés à un pore virtuel situé à l'extérieur de l'espace poral. Il
su�t d'imposer la pression en ces n÷uds pour que l'écoulement soit mis en place.
Cette solution permet d'assurer que l'injection se fait correctement dans les pores
en contact avec le bord et à travers la face d'entrée. La �gure 2.11 montre le résultat
de la reconstruction du graphe après ajout des connexions à l'extérieur.

Figure 2.11 � Exemple de reconstruction de graphe après partitionnement,
avec des conditions aux limites adaptées pour simuler un écoulement. Des n÷uds
sont ajoutés à l'extérieur du volume, a�n de connecter les n÷uds représentant un
pore touchant le bord de l'image.

2.4.1.2 Problème de fermeture

Le problème de fermeture nécessite, comme nous l'avons vu dans la partie 1.1, des
conditions aux limites périodiques dans toutes les directions de l'espace. C'est un
cas plus simple à gérer que le cas précédent. En e�et, il su�t simplement d'utiliser
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la périodicité au bord de l'image pour compléter le 26-voisinage des points pour
la squelettisation. Les éléments manquants sont récupérés sur les faces opposées,
comme si le milieu poreux pavait l'espace. La carte de distance est construite de
la même manière, en considérant que le milieu poreux est un pavage de l'espace.
Ces éléments permettent de construire facilement un squelette périodique. La clas-
si�cation des points du squelette peut se faire en considérant la même condition de
périodicité, ce qui amène à la création d'un graphe périodique. Le premier critère
de fusion s'applique de la même manière. Pour le second, il faut prendre garde à re-
placer les boules maximales côte à côte avant d'estimer le volume de recouvrement.
La �gure 2.12 montre le squelette sur un des bords de l'image. La périodicité du
squelette est parfaitement respectée.

Figure 2.12 � Représentation du squelette de l'espace poral (à gauche) et de
sa copie périodique dans une direction (à droite). Les branches du squelette en
vis-à-vis se reconnectent parfaitement.

Seule la ligne de partage des eaux n'utilise pas de condition aux limites pério-
diques. Cela est dû à une perception physique du pore que nous avions au départ.
Un pore occupant un volume réparti sur deux faces opposées de l'image n'aurait pas
de sens. Un pore est borné par l'image ; il doit avoir une consistance physique et ne
pas être séparé en plusieurs parties. Cette restriction est longtemps restée comme
un axiome inébranlable, qui a évolué tardivement.

Une généralisation totalement périodique aurait mérité d'être regardée, incluant
la ligne de partage des eaux. Il aurait cependant fallu être capable de construire
une ligne de partage des eaux périodiques, ce qui n'est pas directement réalisable
avec les outils à notre disposition. Cet outil pourrait permettre d'obtenir de meilleurs
partitionnements dans le cas périodique. Une des pistes d'amélioration de ces travaux
se trouve peut être ici.
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2.4.1.3 Di�érences avec [Plougonven 09]

Dans ce qui précède il a été souvent fait référence aux résultats de [Plougonven2009].
Leur utilisation pour di�érentes géométries issues de cas réels nous a amené à préciser
ou modi�er plusieurs de ces résultats. Nous rappelons ces points dans ce chapitre.

Tout d'abord, [Plougonven 09] propose d'utiliser un squelette 26-connexes dans
la chaine de traitement, parce qu'un tel squelette est plus compact. Il s'avère que
cette incohérence avec les autres traitements, qui sont tous réalisés en considérant
les pores comme des objets 6-connexes, peut faire apparaitre des problèmes lors
du partitionnement. Les marqueurs sont composés d'éléments du squelette, donc
potentiellement non 6-connexes. Or, dans certains cas pathologiques, il se trouve
que certains marqueurs non 6-connexes génèrent des pores non 6-connexes lors du
partitionnement par la ligne de partage des eaux. Ceci ne correspond pas à ce qui
est attendu du partitionnement et est inexploitable par la suite. L'utilisation de
la 6-connexité s'impose donc naturellement tout au long du processus menant au
partitionnement.

Ensuite, les conditions aux limites pour la squelettisation ne sont pas claire-
ment posées dans [Plougonven 09]. La périodicité semble s'imposer pour le calcul
du tenseur de perméabilité ; en revanche, pour l'écoulement de Stokes, aucune des
solutions envisagées n'est satisfaisante pour garantir l'existence de points d'entrée
pour le �uide sur les faces de l'image (voir la section 4.3.2 qui présente un exemple
concret). Le choix est donc de ne pas faire intervenir l'extérieur de l'image, en consi-
dérant qu'il n'y a pas du tout d'objet hors de l'image.

L'impossibilité de trouver des conditions aux limites satisfaisantes a mené à une
autre modi�cation de l'approche décrite dans [Plougonven 09]. L'auteur propose en
e�et de corriger le graphe issu du squelette pour ajouter les arêtes manquantes. Il
ne traite pas des autres erreurs présentes dans ce graphe, comme la redondance de
connexions entre deux pores par exemple. L'approche proposée ici consiste à créer un
nouveau graphe à partir du partitionnement. Cela permet non seulement de corriger
toutes les erreurs du graphe issu du squelette, mais aussi de gérer correctement les
conditions aux limites.

En�n, d'autres critères de fusion des n÷uds du graphe issu du squelette ont été
ajoutés par rapport à ceux décrits dans [Plougonven 09]. Il s'agit de critères adaptés
au calcul de la perméabilité. La suppression des pores de faible volume est rendue
nécessaire du fait que le calcul des λHiHj associés à ces pores n'est pas possible dans
notre approche. La fusion des branches non débouchantes permet de ne conserver
que des pores � utiles �, dans le sens où le �ux entrant dans les pores restants n'est
pas nul.

Ces modi�cations ont été rendues nécessaires du fait de l'application de l'en-
semble des traitements à des matériaux réels, ce qui n'avait pas été présenté dans
[Plougonven 09]. Elles sont adaptées à la construction d'un réseau permettant le
calcul de la perméabilité, mais peuvent ne pas l'être pour d'autres applications.
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2.4.2 In�uence de la suppression des artefacts de binarisation

La première étape de la suite de traitement proposée dans ce chapitre est une opé-
ration qui consiste à supprimer les artefacts de binarisation. Pour cela, un certain
nombre de points sont changés de phase, c'est-à-dire passés du solide à l'espace poral
ou inversement. Dans l'empilement de billes présenté tout au long de di�érentes sec-
tions, la majeure partie de points modi�és l'a été à proximité des zones de contact
entre les sphères. Cela semble cohérent avec le fait que ces points généraient des
surfaces ou des branches multiples entre les pores.

Les zones de contact entre les sphères sont des étranglements, qui sont les lieux
de contrôle de la perméabilité. Dès lors se pose la question de l'in�uence des chan-
gements opérés dans ces zones sur le résultat �nal. A�n de pallier ce problème, il
faudrait être capable de revenir à l'image de départ (avant suppression des artefacts
de binarisation) pour le partitionnement.

Une solution envisagée est d'utiliser la carte de distance dans cette image de
départ pour construire la ligne de partage des eaux. Cela permettrait de séparer
les pores dans la géométrie de départ et donc de conserver l'information disponible
autour des zones de contact. L'étape de squelettisation aurait donc lieu dans une
géométrie particulière, a�n d'éviter que le squelette ne soit trop complexe et inex-
ploitable. Les fusions de n÷uds se font sans avoir recours à la géométrie de l'espace
poral.

Il faudrait cependant prendre garde à d'éventuelles connexions qui apparaîtraient
lors du partitionnement. Des pores, séparés lors de la squelettisation, pourraient
se retrouver de nouveau connectés dans le partitionnement. Puisque le graphe est
reconstruit à partir du partitionnement, cela ne devrait pas poser de problème, si ce
n'est que ces nouvelles connexions ont de fortes chances d'être de toute petit taille,
un ou quelques pixels. C'est une piste à explorer.

2.4.3 Modi�cation du partitionnement

La question se pose de la manière suivante : est-il possible d'envisager une bifur-
cation dans la démarche qui mènerait à un autre partitionnement ? La réponse est
assurément oui. Il su�t de modi�er le second critère de fusion des n÷uds, ou d'intro-
duire une ligne de partage des eaux périodique. Encore plus généralement, le critère
de localisation des pores par les points d'intersection de branches du squelette n'est
pas unique et pourrait être remplacé par un autre. Cependant, il n'existe à notre
connaissance pas de critère objectif permettant de comparer deux partitionnements.
Dé�nir un degré de qualité d'un partitionnement est une question ouverte.

Si l'on précise légèrement la question initiale, elle peut devenir : est-il possible
d'avoir un partitionnement sans surfaces incomplètes (comme celle de la �gure 2.10) ?
Le fait que de telles con�gurations peuvent avoir lieu dans des géométries aussi
simples que des empilements de billes semble appuyer la réponse non. Nous n'avons
cependant pas de preuve formelle que ces surfaces sont obligatoirement présentes
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dans tout partitionnement. Là encore, cette question mériterait qu'on s'y attarde.

2.4.4 Dé�nition d'un pore

Ce chapitre s'est ouvert sur la dé�nition d'un pore donnée par [Dullien 92] :

A �pore� is de�ned as a portion of pore space bounded by solid surface

and by planes erected where the hydraulic radius of the pore space exhibits

minima, analogously as a room is de�ned by its walls and the doors

opening to it.

Dans [Plougonven 09], une autre dé�nition a été proposée :

A pore is a part of the pore space, homotopic to a ball, bounded by the

solid, and connected to other pores by throats of minimal surface area.

Le point commun évident entre ces deux dé�nitions est le fait qu'un pore est une
partie de l'espace poral. Cela semble naturel et di�cile à remettre en cause. Il est
intéressant d'ajouter qu'un pore est un morceau de l'espace poral, si possible plus
petit que lui. Partitionner l'espace poral en pores n'a d'intérêt que si les pores sont
de petits éléments plus faciles à manipuler que l'espace poral complet. L'application
nécessitant le partitionnement peut donner des informations sur la taille ou la forme
des pores à construire.

Le fait qu'un pore soit, au moins partiellement, limité par le solide est un point
commun plus pertinent. Un pore ne remplissant pas cette condition serait complète-
ment isolé du solide, donc totalement entouré par un ou plusieurs autres pores. Il est
di�cile de concevoir l'intérêt d'un élément qui ne mettrait pas en relation la phase
solide et l'espace poral. Cela constitue l'essence même des milieux poreux. Construire
de tels pores est possible techniquement, mais leur trouver une application et une
utilité n'est pas facile. Là encore, l'application visée pour le partitionnement peut
donner des indications.

La première di�érence entre les deux dé�nitions apparait sur les séparations
directes entre pores. La première dé�nition impose des plans de séparation tandis que
la seconde évoque des surfaces. Cette deuxième solution est plus souple et correspond
mieux à ce qui a été observé dans cette étude. Contraindre les séparations à être des
plans est très restrictif et di�cile à tenir dans un matériau réel. La généralisation à
des surfaces quelconques semble cohérente.

La seconde di�érence concerne l'imposition de l'homotopie d'un pore à une boule,
qui fait partie de la seconde dé�nition mais n'apparait pas dans la première. Cette
contrainte est forte, elle force un pore à avoir une géométrie simple. Cette condi-
tion n'est d'ailleurs pas nécessairement véri�ée dans l'application présentée dans ce
document. Il est tout à fait possible qu'un pore comporte une � anse �, une sorte
d'anneau qui casse l'homotopie avec une boule. La ligne de partage des eaux ne
donne pas de garantie sur la topologie des objets qu'elle construit.

56



2. Réseau basé sur un partitionnement de l'espace poral

Dé�nir la notion de pore de manière générale est un exercice di�cile. La dé-
�nir par construction l'est tout autant, étant donné les opérations successivement
appliquées pour aboutir au partitionnement. En e�et, la présence d'un pore était
au départ dé�nie par la présence d'une intersection de branches du squelette. Mais
cette présence ne dé�nit pas le pore. Il n'est complètement dé�nit qu'au moment où
la ligne de partage des eaux lui attribue une portion de l'espace poral.

Il semble qu'une dé�nition générale et synthétique, adaptée à tous les cas de
�gure, soit di�cile sinon impossible à formuler. L'utilisation qui doit être faite du
réseau de pores a une grande in�uence sur la dé�nition de son élément constitutif.
Pour le calcul de perméabilité, quelques éléments peuvent être avancés :

� un pore est une partie de l'espace poral ;

� un pore est limité au moins partiellement par le solide. Il ne doit pas être
enfermé par d'autres pores ;

� un pore est constitué d'une seule composante connexe. Sa topologie n'est pas
obligatoirement celle d'une boule ;

� un pore est en contact avec d'autres pores à travers des surfaces fermées ou
ouvertes. Ce contact peut avoir lieu par des étranglements, mais ce n'est pas
une obligation.
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CHAPITRE 3

Réseau de pores et perméabilité

Ce chapitre s'appuie sur le précédent en supposant que l'espace poral est partitionné
en pores et qu'un réseau d'interconnexion existe. À partir de ces éléments, le but
est d'établir les équations à résoudre pour calculer la perméabilité du milieu poreux.
Pour cela, il faut aboutir à un système discret sur les n÷uds du réseau et leurs
interconnexions.

Dans un premier temps, les équations présentées dans la section 1.1 sont mani-
pulées pour faire apparaître le système linéaire discret à résoudre. Pour rappel, les
systèmes continus à transformer sont les suivants :{

#«∇. #«v = 0 (3.1a)

∇2 #«v − #«∇p =
#«
0 (3.1b)

C.L. : #«v =
#«
0 sur l'interface Aβσ (3.1c)

et {
#«∇. #  «

Dk = 0 (3.2a)
#«∇dk −∇2 #  «

Dk =
#«

Ik (3.2b)

C.L. :


#  «

Dk =
#«
0 sur Aβσ (3.2c)

dk

(
#«r +

#«

l
)

= dk ( #«r ) et
#  «

Dk

(
#«r +

#«

l
)

=
#  «

Dk ( #«r ) périodicité (3.2d)〈
#  «

Dk

〉
=

#«

kk (3.2e)

Les intégrations (sur un volume ou le long d'un chemin) de ces équations font
apparaître un coe�cient de proportionnalité entre un débit et une di�érence de
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3. Réseau de pores et perméabilité

potentiel. Pour chaque arête du réseau, un calcul numérique local, sur une géométrie
réduite à quelques pores, est envisagé a�n de déterminer la valeur de ces coe�cients.
Avec la solution du système linéaire, la perméabilité est estimée en utilisant la loi
de Darcy. Pour le tenseur de perméabilité, une solution est esquissée pour obtenir
le tenseur complet.

3.1 Bilan de masse (équations 3.1a et 3.2a)

Les deux équations 3.1a et 3.2a ont une forme identique. Dans cette section, les
variables sont remplacées par

#«

Ψ qui remplace #«v et
#  «

Dk. Ceci permet de traiter les
deux équations en même temps.

3.1.1 Intégration sur le volume d'un pore

Considérons un pore Hi appartenant à l'espace poral. Le pore bleu de la �gure 3.1(a)
représente, en 2D, un pore dans un sous-volume d'un espace poral. L'intégration de
l'équation de bilan de la masse sur le volume VHi du poreHi s'écrit de cette manière :∫

VHi

#«∇. #«

ΨdV = 0 (3.3)

En appliquant le théorème de Green-Ostrogradski, cette intégrale sur le volume
VHi du pore Hi se réduit à une intégrale sur la surface extérieure AHi du pore Hi,
comme l'illustre la �gure 3.1(b). L'intégrale s'écrit donc :∫

AHi

#«

Ψ. #   «nHidS = 0 (3.4)

Sur les portions de cette surface qui sont en contact avec la phase solide, la
vitesse est nulle, d'après la condition d'adhérence. Il est par conséquent su�sant de
considérer les éléments AHiH de la surface AHi séparant le pore Hi des pores H avec
lesquels il est en contact. La �gure 3.1(c) met en évidence les éléments de surface
qu'il su�t de conserver dans l'intégrale, qui s'exprime de cette manière :∫

AHiH

#«

Ψ. #       «nHiHdS = 0 (3.5)

Pour �nir, la surface AHiH peut être divisée en une somme deM surfaces AHiHj ,
correspondant auxM surfaces séparant le poreHi de sesM voisinsHj. Ce découpage
est illustré dans la �gure 3.1(d) et s'exprime ainsi :

M∑
j=1

[∫
AHiHj

#«

Ψ. #         «nHiHjdS

]
= 0 (3.6)

L'intégrale présente dans l'équation 3.6 est celle d'un champ de vecteur traversant
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Hi

(a)

Hi

(b)

Hi

(c)

1

2(a) 2(b)

3

4

Hi

(d)

Figure 3.1 � Sur l'ensemble de ces quatre images, les pores sont séparés et
identi�és par des couleurs di�érentes. Le pore Hi est en bleu clair, les autres
couleurs représentent les pores voisins qui ont un contact avec lui. (a) Dans un
premier temps, l'intégration se fait sur le volume du pore (en bleu clair). (b) Le
théorème de Green-Ostrogradski permet de ne considérer que la surface extérieure
du pore (en bleu foncé). (c) La surface extérieure peut être réduite à la surface
en contact avec d'autres pores puisque la condition d'adhérence indique que la
vitesse est nulle sur l'interface �uide-solide. (d) Finalement, chacune des surfaces
séparatrices peut être considérée individuellement.
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une surface : c'est le débit du �uide passant du poreHi au poreHj à travers la surface
AHiHj . En notant QHiHj ce débit, l'équation 3.6 devient �nalement :

M∑
j=1

QHiHj = 0 (3.7)

3.1.2 Exemples de contacts entre pores

Plusieurs con�gurations de contacts entre pores ont été exposées par la �gure 3.1.
L'équation 3.7 peut s'écrire pour ce cas précis :

Q1
HiHj

+Q2
HiHj

+Q3
HiHj

+Q4
HiHj

= 0 (3.8)

où se trouvent en exposant les numéros des surfaces à travers lesquelles les débits
passent.

Le plus simple des cas se situe entre le pore bleu et le pore jaune, repéré par le
numéro 1 dans la �gure 3.1(d). Il s'agit d'une surface simple qui sépare exactement
deux pores. Elle s'appuie entièrement sur le solide et le �ux Q1

HiHj
qui la traverse

est bien un débit s'écoulant d'un pore à l'autre. Ce type de surface ne pose pas de
problème particulier ; c'est un cas classique que l'on rencontre dans la plupart des
modèles de réseau.

La séparation entre les pores bleu et violet, repérée par les numéros 2(a) et 2(b)

dans la �gure 3.1(d), est composée de deux morceaux indépendants. Chacun des
deux morceaux de cette séparation sépare exactement les deux mêmes pores. Le
débit Q2

HiHj
passant d'un pore à l'autre est donc la somme des débits Q2(a)

HiHj
et

Q
2(b)
HiHj

passant à travers les deux morceaux de la séparation. Ce cas est intéressant
parce que l'équation 3.8 indique que seul le débit Q2

HiHj
intervient dans le modèle

de réseau. Les valeurs individuelles Q2(a)
HiHj

et Q2(b)
HiHj

ne sont pas prises en compte.
La surface associée à ce type de séparation est donc l'union des deux surfaces 2(a)

et 2(b). Ce cas permet de bien comprendre que la forme de la surface séparant deux
pores n'a pas d'importance, seul compte le débit qui la traverse.

Les deux autres con�gurations, repérées par les numéros 3 et 4 sur la �gure
3.1(d), concernent des séparations di�érentes des précédentes. La surface 3 sépare
les pores bleu et rouge, tandis que la surface 4 isole le pore bleu du pore vert. L'union
de ces deux surfaces ferme le pore Hi mais ce sont les deux débits Q3

HiHj
et Q4

HiHj

qui apparaissent dans l'équation 3.8.

Contrairement aux cas précédents, ces deux débits sont calculés sur des surfaces
qui ne reposent pas entièrement sur le solide. Dès lors, une contrainte apparait
naturellement : au cours des traitements à venir, il est indispensable que les surfaces
séparant les pores ne changent pas, sous peine de modi�er les débits apparaissant
dans l'équation 3.7. Ce point est primordial pour la suite du raisonnement : la forme
des surfaces importe peu (un ou plusieurs éléments, s'appuyant sur le solide ou non),
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leur position ne doit en revanche pas changer.

3.2 Bilan de la quantité de mouvement (équations

3.1b et 3.2b)

Les deux équations 3.1b et 3.2b ont une forme identique. Dans cette section, les
variables sont remplacées par

#«

Ψ pour #«v et
#  «

Dk, et Φ, pour p et dk. Le second
membre est remplacé par

#«

Υ, pour
#«
0 et

#«

Ik. Ceci permet de traiter les deux équations
en même temps.

3.2.1 Intégration le long d'un chemin entre deux pores

Considérons deux pores Hi et Hj connectés. Il existe entre ces deux pores au moins
un chemin CHiHj permettant de passer d'un pore à l'autre. L'intégration de l'équa-
tion de conservation de quantité de mouvement le long d'un de ces chemins CHiHj
s'écrit : ∫

CHiHj

#«∇Φ. #«c dC︸ ︷︷ ︸
¬

−
∫
CHiHj

∇2 #«

Ψ. #«c dC︸ ︷︷ ︸
­

=

∫
CHiHj

#«

Υ. #«c dC︸ ︷︷ ︸
®

(3.9)

avec #«c le vecteur directeur unitaire du chemin CHiHj sur lequel la circulation est
calculée. Les trois termes de cette intégrale sont étudiés un à un dans la suite.

3.2.1.1 Termes ¬ et ®

Le théorème du gradient stipule que l'intégrale curviligne d'un champ de vecteur
dérivant d'un potentiel est égale à la di�érence de potentiel entre les extrémités du
chemin.

#«∇Φ entre dans ce cadre : c'est un champ vectoriel dérivant d'un potentiel.∫
CHiHj

#«∇Φ. #«c dC = Φ (Hj)− Φ (Hi) (3.10)

Il su�t de remarquer que
#«

Υ dérive d'un potentiel pour le traiter de la même
manière. Le cas

#«

Υ =
#«
0 est trivial puisque dans ce cas, le terme ® vaut 0. Intéressons-

nous plutôt à l'autre cas :
#«

Υ =
#«

Ik. C'est un vecteur constant que l'on peut considérer
comme étant le gradient du potentiel que constitue la ke coordonnée spatiale :

#«∇x =

∂x∂x∂x∂y
∂x
∂z

 =

1

0

0

 =
#«

Ix
#«∇y =


∂y
∂x
∂y
∂y
∂y
∂z

 =

0

1

0

 =
#«

Iy
#«∇z =

 ∂z
∂x
∂z
∂y
∂z
∂z

 =

0

0

1

 =
#«

Iz

(3.11)

Comme pour le terme ¬, le théorème du gradient permet de transformer le terme
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® : ∫
CHiHj

#«

Ik.
#«c dC =

∫
CHiHj

#«∇xk. #«c dC = xk (Hj)− xk (Hi) (3.12)

L'étude de ces deux termes révèle que l'intégrale calculée ne dépend pas du
chemin suivi mais uniquement des extrémités de ce chemin. Cette hypothèse est
primordiale pour l'étude du terme ­.

3.2.1.2 Terme ­

Cette intégrale n'est pas évaluée directement. C'est un calcul complexe qui n'a de
solution analytique que dans des cas simples.

En revanche, la valeur de cette intégrale ne dépend pas de la forme du chemin
CHiHj mais seulement des extrémités de ce chemin, d'après les indications données
par les termes ¬ et ®. De plus, deux observations simples peuvent être faites. Soit
λ une valeur réelle quelconque :

� le laplacien∇2 d'un champ de vecteur
#«

Ψ varie proportionnellement à ce champ
de vecteur :

∇2
(
λ

#«

Ψ
)

= λ∇2 #«

Ψ (3.13)

� de la même manière, le �ux Q d'un champ de vecteur
#«

Ψ à travers une surface
A varie proportionnellement à ce champ de vecteur :∫

A

(
λ

#«

Ψ
)
. #  «nAdS = λ

(∫
A

#«

Ψ. #  «nAdS

)
= λQ (3.14)

En partant de ces deux observations, nous écrivons simplement que le terme ­

est proportionnel au �ux passant du pore Hi vers le pore Hj :∫
CHiHj

∇2 #«

Ψ. #«c dC = λHiHjQHiHj (3.15)

Cette écriture fait apparaître un nouveau terme λHiHj . L'existence de ce coef-
�cient de proportionnalité entre le champ ∇2 #«

Ψ et le débit QHiHj semble évidente
d'après les éléments exposés ci-dessus. En revanche, son unicité est une question
qui reste ouverte. Dans la suite de ce chapitre, les coe�cients λHiHj sont considérés
comme uniques. Nous y reviendrons dans une section de discussion, plus loin dans
ce document.

3.2.2 Bilan de l'étude terme à terme

L'équation 3.1b intégrée sur un chemin joignant deux pores Hi et Hj s'écrit :

p (Hj)− p (Hi)− λHiHjQHiHj = 0 (3.16)
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L'équation 3.2b, quant à elle, devient :

dk (Hj)− dk (Hi)− λHiHjQHiHj = xk (Hj)− xk (Hi) (3.17)

Elle peut être réécrite pour obtenir une forme similaire des deux équations :

[dk (Hj)− xk (Hj)]− [dk (Hi)− xk (Hi)]− λHiHjQHiHj = 0 (3.18)

3.2.3 Exemples de contacts entre pores

Étant donné l'importance de la position des extrémités des chemins utilisés pour
intégrer cette équation, il est évident que leur position ne devra pas changer au
cours de traitements qui suivront. Dans le cas contraire, les valeurs des grandeurs
présentes dans cette seconde équation seraient modi�ées. Il est naturel de prendre
ces extrémités aux n÷uds du graphe : leur position géométrique est connue et �xe.
Puisque les chemins en eux-mêmes n'ont pas d'importance, les arêtes joignant les
n÷uds représenteront ces chemins. Le coe�cient λHiHj et le débit QHiHj qui sont
apparus amènent cependant à quelques ré�exions supplémentaires. La �gure 3.2
présente trois con�gurations qui permettent d'illustrer di�érents types de contact
qui existent entre des pores.

La première con�guration 3.2(a) correspond à un contact entre exactement deux
pores. Le coe�cient λHiHj représente la conductance induite par la présence du
solide à l'écoulement d'un �uide entre les deux pores. Il est associé à la surface
séparatrice. Le débit QHiHj est celui qui traverse la surface séparant les deux pores,
qui s'appuie entièrement sur le solide. L'intégration de la seconde équation ne pose
pas de problème dans ce cas.

La deuxième con�guration 3.2(b) est composée de deux éléments de surface. Le
coe�cient λHiHj représente l'e�et du solide autour des deux éléments de surface.
Il pourrait paraître naturel de diviser le coe�cient λHiHj en deux coe�cients qui
seraient associés à chacun des éléments de surface. Cependant, ces deux coe�cients
n'apparaissent pas dans le développement et ne sont pas nécessaires à la résolution
du problème. Il est tout à fait acceptable de ne connaître que le coe�cient λHiHj
associé à l'union des deux éléments de surface. De même, le débit QHiHj est le débit
traversant l'union des deux éléments de surface.

La troisième con�guration 3.2(c) est de nouveau composée de deux éléments de
surface, mais connectés entre eux et séparant le pore bleu de deux pores di�érents.
La même observation que pour la première équation peut être immédiatement for-
mulée : les surfaces ne doivent pas être modi�ées a�n que les débits QHiHj restent
les mêmes. Par ailleurs, les deux coe�cients λHiHj , associés aux deux éléments de
surface, doivent rester distincts et doivent donc être eux-mêmes calculés séparément.
Dans le cas contraire, la seconde équation ne peut pas être résolue.
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(a)

(b)
(c)

Figure 3.2 � Ces trois images représentent trois cas particuliers de contacts
entre pores. Les chemins sur lesquels les équations 3.1b et 3.2b sont intégrées
sont dessinés en trait continu noir. Puisque seules les extrémités sont importantes
pour le calcul, les chemins sont droits et joignent simplement les centres des pores.
(a) Dans le cas d'un contact entre deux pores à travers une surface unique, le
débit apparaissant dans le développement est simplement celui qui traverse cette
surface. (b) Si la surface est déconnectée mais sépare exactement deux pores,
le débit est celui qui traverse l'ensemble des morceaux de surface. Les débits
individuels traversant les morceaux n'apparaissent pas dans l'équation. (c) Si la
surface n'est pas bordée de solide, elle ne sépare pas exactement deux pores.
Cependant, le débit QHiHj

est bien celui qui la traverse. Cette surface, bien que
�ottante puisque non entièrement connectée au solide, ne doit pas être modi�ée
dans la suite des traitements à venir.
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3.3 Calcul des résistances

Les développements réalisés dans les sections précédentes ont permis d'écrire les
équations 3.2 et 3.1 sous une forme discrétisée qui peut être résolue sur le réseau :

M∑
j=1

QHiHj = 0 (3.19a)

p (Hj)− p (Hi)− λHiHjQHiHj = 0 (3.19b)
M∑
j=1

QHiHj = 0 (3.20a)

[dk (Hj)− xk (Hj)]− [dk (Hi)− xk (Hi)]− λHiHjQHiHj = 0 (3.20b)

Les deux systèmes linéaires sont semblables mais contiennent pour le moment
trois inconnues. Les inconnues p et dk d'une part et QHiHj d'autre part sont les
vraies inconnues du problème, qui permettent l'estimation de la perméabilité. Il
faut déterminer les coe�cients λHiHj pour pouvoir résoudre ces systèmes.

Le coe�cient λHiHj est un coe�cient de proportionnalité entre le débit QHiHj

et la di�érence de pression p (Hj) − p (Hi) (ou le terme correspondant dans l'autre
système, [dk (Hj)− xk (Hj)] − [dk (Hi)− xk (Hi)]) au centre de ces pores. Comme
indiqué précédemment, les λHiHj sont considérés uniques pour chaque contact entre
deux Hi et Hj ; ils ne dépendent que de la géométrie locale. Par conséquent, n'im-

porte quel couple { #«v1, p1} ou
{

#  «

D1, d1

}
solution des équations 3.1 ou 3.2 permet de

calculer le coe�cient de proportionnalité. Il su�t pour cela d'estimer le débit à tra-
vers la surface séparant les deux pores et de mesurer les pressions aux centres des
pores.

3.3.1 Présentation de l'approche

Partant des éléments présentés dans le paragraphe précédent, la méthode proposée
pour estimer les coe�cients λHiHj utilise la résolution locale des équations de Stokes
3.1 dans la géométrie réduite au minimum autour de la surface sur laquelle le débit
doit être estimé.

À cette �n, trois étapes se succèdent pour chaque élément de surface séparant
deux pores, ou chaque arête du graphe, puisqu'à chaque arête correspond un contact
entre deux pores. La première étape est l'extraction de la géométrie nécessaire pour
le calcul local. Plusieurs cas se présentent et les surfaces non fermées posent un
problème conceptuel à cette étape. Une fois la géométrie des pores isolée, il faut
positionner des points d'entrée et de sortie du �uide, a�n qu'un écoulement puisse
se mettre en place. En�n, un code de résolution direct des équations de Stokes,
utilisant des conditions aux limites particulières, a été utilisé pour trouver le couple
solution { #«v1, p1} qui permet de calculer le coe�cient λHiHj .
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3. Réseau de pores et perméabilité

La résolution du système 3.1 est préférée au 3.2 pour l'estimation des λHiHj
parce qu'il semble di�cile de s'assurer que la condition de périodicité permettra
à un écoulement de se mettre en place dans la géométrie. Elle a été choisie dans
le développement de la prise de moyenne volumique parce que le fait de se placer
dans un V.E.R. assure que la périodicité ne perturbera pas l'écoulement global.
Dans une géométrie réduite à un couple de pores, ou bien même à quelques pores,
les conditions du V.E.R. ne sont pas remplies et il est plus que probable que cette
condition de périodicité aura des conséquences importantes sur l'écoulement.

3.3.2 Extraction des couples de pores

Di�érentes con�gurations ont déjà été présentées sur la �gure 3.2. Nous allons les
reprendre ici pour illustrer la démarche d'extraction de la géométrie nécessaire à
l'estimation du coe�cient λHiHj .

3.3.2.1 Surface de contact fermée

Nous nous intéressons ici aux cas présentés dans les �gures 3.2(a) et 3.2(b). Ces cas
sont très simples. La surface s'appuie entièrement sur le solide, qu'elle soit formée
d'une ou plusieurs composantes connexes. Par conséquent, la géométrie su�sante
pour le calcul local est constituée des deux pores et eux uniquement. D'après notre
hypothèse d'unicité du λHiHj , seule la géométrie de ces deux pores in�ue sur sa
valeur. Il su�t donc d'extraire les deux pores en conservant la surface de contact
et en fermant tous les autres contacts par du solide, a�n d'isoler la géométrie de
l'extérieur. La �gure 3.3 montre les géométries extraites dans les deux cas évoqués
ci-dessus. Seule la géométrie des deux pores est nécessaire, les autres contacts avec
d'autres pores (comme par exemple le pore bleu) sont fermés avec du solide.

3.3.2.2 Surface de contact ouverte

C'est le cas de la �gure 3.2(c) dont il est question maintenant. Le premier ré�exe
pour aborder ce type d'arête est d'adopter la même démarche que précédemment,
comme le montre la �gure 3.4(a). Cependant, l'écoulement est fortement contraint
par l'absence du pore vert (�gure 3.4(b)). Cette contrainte est arti�cielle, due à l'ex-
traction des pores bleu et rouge uniquement. Dans un écoulement réel dans le milieu
poreux complet, cette contrainte n'existe pas. Par conséquent, un λHiHj calculé à
partir de cette géométrie ne représenterait pas le coe�cient de proportionnalité entre
le débit à travers la surface et la di�érence de pression dans le cas réel.

A�n d'éviter ce problème, la solution utilisée est d'extraire la géométrie présentée
dans la �gure 3.4(c). Le pore vert est conservé, a�n que l'écoulement local soit
représentatif de ce qu'il se passe dans la géométrie complète (�gure 3.4(d)).

En pratique, une heuristique de recherche des pores à extraire est mise en place.
Cette heuristique utilise le fait qu'un voxel peut être décomposé en un volume élé-
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(a)

(b)

Figure 3.3 � Extraction de la géométrie des pores dans des cas simples. (a)
La géométrie extraite dans le cas d'une surface s'appuyant sur le solide séparant
exactement deux pores correspond à celle des deux pores et uniquement eux.
Toute l'information nécessaire est contenue dans cette image pour déterminer le
λHiHj

correspondant à la surface. (b) De même, si la surface comporte plusieurs
composantes connexes, seuls les deux pores sont nécessaires. Le débit qui sert à
déterminer le λHiHj

est la somme des débits traversant les éléments de la surface.
Il est inutile de les traiter séparemment. Notons que dans les deux cas, les autres
contacts (avec d'autres pores) sont fermés par du solide.
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figure 3.4 � Extraction de la géométrie des pores dans le cas d'une surface
ouverte. (a) Seules les géométries des deux pores sont extraites. Tout écoulement
dans cette géométrie sera fortement contraint par l'absence du pore vert. (b)
Exemple d'écoulement dans une géométrie proche du (a). L'étranglement existant
entre les deux pores est fortement accentué par l'absence de celui du haut, comme
l'indique les couleurs chaudes à cet endroit (bleu : faible vitesse, rouge : vitesse
élevée). La valeur de λHiHj découlant d'un tel écoulement sera di�érente de celle
qui pourrait être calculée dans un écoulement global dans la géométrie complète
de l'espace poral. (c) La solution proposée pour pallier ce problème est d'extraire
tous les pores qui peuvent in�uencer l'écoulement. (d) Dans cet exemple, le pore
vert est conservé dans le calcul local, a�n que l'écoulement simulé soit contraint de
la même manière dans la géométrie qui sert à estimer λHiHj et dans la géométrie
complète.
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mentaire, six facettes, douze arêtes et huit sommets. Considérons une arête CHiHj
du graphe, connectée aux pores Hi et Hj. Le but est de retrouver la surface complète
attachée à la séparation entre les deux pores.

1. La liste de toutes les facettes partagées par un voxel du pore Hi d'une part
et un voxel du pore Hj d'autre part est dressée. Ces facettes constituent la
surface primordiale, qui sépare exactement et uniquement les deux pores Hi

et Hj.

2. Une recherche de toutes les facettes connectées à la surface primordiale est
e�ectuée. Ces nouvelles facettes sont ajoutées à la surface primordiale si et
seulement si elles séparent exactement deux pores distincts, qui peuvent éven-
tuellement être di�érents de Hi et Hj. Si c'est le cas, le ou les pores corres-
pondants doivent être extraits pour le calcul lié à CHiHj .

3. La recherche e�ectuée à l'étape précédente est relancée, en prenant comme
surface de départ la surface primordiale augmentée des facettes véri�ant la
condition énoncée.

4. L'heuristique itère ainsi jusqu'à ce qu'aucune nouvelle facette ne soit ajoutée.

Cette heuristique converge lorsque la surface calculée repose entièrement sur le
solide. Tous les pores rencontrés lors du parcours doivent participer à l'écoulement
permettant d'estimer le λHiHj associé à l'arête CHiHj .

Dans l'exemple de la �gure 3.4, les pores bleu, rouge et vert sont bien extraits.
Nous verrons que cela peut concerner bien plus de pores dans le chapitre suivant.

Il est intéressant de noter que l'heuristique fonctionne pour toutes les con�gu-
rations (surface de contact fermée ou ouverte). Elle s'applique directement à toutes
les arêtes du graphe et permet d'extraire exactement les pores nécessaires.

3.3.3 Ajout des points d'entrée / sortie du �uide

La géométrie telle que nous l'avons extraite est fermée ; il est impossible de faire
circuler un �uide. Pour pouvoir simuler un écoulement, il est indispensable d'ajouter
deux connections avec l'extérieur. Pour cela, des embouchures sont dessinées dans
la géométrie.

Une embouchure est un simple parallélépipède rectangle à base carrée creusé
dans le solide, qui permet d'injecter ou de faire sortir le �uide servant à l'écoulement.
La géométrie extraite dans la première étape est contenue dans un parallélépipède
rectangle. Une embouchure part de l'un des bords de ce pavé et doit atteindre un
des deux pores sans toucher ou en traverser un autre.

Par ailleurs, le but est de simuler un écoulement qui traverse la surface séparatrice
des deux pores dont on veut calculer le λHiHj . Il est donc préférable que l'une
des embouchures atteigne le pore Hi tandis que l'autre atteint le pore Hj. Notons
que cela n'est pas indispensable d'après l'hypothèse d'unicité du λHiHj . En e�et,
n'importe quel écoulement permet de l'estimer à partir du moment où il contient
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les deux pores en question. Cependant, les autres pores éventuellement présents
ne le sont que pour éviter des contraintes géométriques sur l'écoulement. Il parait
naturel d'observer un écoulement entre ces deux pores, a�n d'éviter des problèmes
de précision numérique si le débit ou la di�érence de pression sont trop faibles.

La �gure 3.5 montre des exemples d'embouchures positionnées sur les con�gura-
tions déjà rencontrées.

3.3.4 Résolution numérique : algorithme ICMCB

La géométrie des pores entrants associée aux embouchures permet d'utiliser une va-
riante d'un code de calcul numérique de résolution des équations de Stokes développé
à l'ICMCB. Il s'agit d'une méthode itérative en volume �ni, avec des conditions aux
limites de pression imposée en entrée et de périodicité sur la vitesse. Il a été utilisé
dans de nombreuses études menées par l'ICMCB, comme par exemple [Flukiger 09].
Il fournit en sortie les solutions { #«v1, p1} des équations de Stokes.

3.3.5 Estimation du λHiHj

Les solutions obtenues par le calcul local permet de déterminer la pression au centre
des pores et le débit traversant la surface séparant les deux pores. Il su�t donc
d'appliquer l'équation 3.19b pour déterminer le λHiHj associé à l'arête du graphe.
L'unicité supposée du λHiHj permet de justi�er cette opération.

3.4 Construction et résolution du système linéaire

Deux systèmes linéaires di�érents avaient été obtenus suite à la discrétisation des
équations de Stokes et du problème de fermeture sur le réseau (équations 3.19 et
3.20). Dans les deux cas, le calcul de tous les λHiHj est préalablement nécessaire.
Il est réalisé en appliquant le processus décrit dans la section précédente à toutes
les arêtes du réseau, c'est-à-dire à tous les contacts entre deux pores. Une fois ces
calculs faits, les matrices et les seconds membres du système peuvent être construits.

3.4.1 Construction de la matrice

La matrice est construite de la même manière pour les deux systèmes linéaires.
Chaque n÷ud du réseau est identi�é par un indice compris entre 1 et N , N étant le
nombre de n÷uds du réseau. La matrice A du système est d'ordre N et est construite
en deux étapes :

� chaque élément (i, i) de la diagonale est la somme des inverses des λHiHj , pour
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(a)

(b)

(c)

Figure 3.5 � Placement des embouchures sur les géométries extraites. Les em-
bouchures sont placées de part et d'autre de la surface séparatrice dans les cas
(a), (b) et (c), a�n de maximiser le débit et la di�érence de pression. Ce po-
sitionnement n'est pas obligatoire : l'hypothèse d'unicité de λHiHj signi�e que
tout écoulement dans lequel la pression aux centres des pores et le débit QHiHj

peuvent être mesurés permet de calculer λHiHj
.
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tout pore Hj connecté au pore Hi :

A (i, i)←
∑

j / ∃ contact
entre Hi et Hj

1

λHiHj

� chaque élément (i, j) (avec i 6= j) est l'opposé de l'inverse du λHiHj existant
entre les pores Hi et Hj, ou 0 s'il n'y a pas de connexion entre ces deux pores :

i 6= j : A (i, j)←

 −
1

λHiHj
si Hi et Hj sont connectés

0 sinon

Ceci implique l'obligation de ne pas avoir de n÷ud isolé dans le réseau, ni de
composante connexe isolée de l'extérieur. En e�et, de tels éléments rendent la matrice
singulière. Cependant, la présence de n÷uds ou groupe de n÷uds isolés ne peut
provenir que de composantes connexes isolées de l'espace poral. Celles-ci ont été
aisément �ltrées avant de commencer le processus de partitionnement.

3.4.2 Construction des seconds membres

Les seconds membres des systèmes ne sont pas les mêmes dans les deux systèmes
que l'on cherche à résoudre. Ils dépendent des conditions aux limites appliquées sur
le domaine.

3.4.2.1 Second membre du système 3.19

Les conditions aux limites pour ce système sont des pressions imposées à l'extérieur
du domaine. Ces pressions pext1 et pext2 sont �xées sur les n÷uds qui ont été ajoutés
lors de l'étape décrite dans la section 2.4.1.1.

Le vecteur second membre B est de taille N . Les éléments qui ne sont pas nuls
sont ceux qui correspondent à des n÷uds en contact avec les bords du domaine. La
valeur de ces éléments est alors la somme des pressions extérieures divisée par le
λHiHj associé au contact avec l'extérieur :

B (i)←


∑

j∈{1,2}

pextj
λHiHj

si le pore Hi est connecté à l'extérieur j

0 sinon

Dans notre réseau, un pore peut être en contact avec les deux faces libres de
l'image, ce qui explique la présence de la somme dans l'expression précédente. Ce-
pendant, ce cas se présente uniquement si le pore traverse complètement le volume.
Le pore serait alors très étendu, et, bien que rien n'indique que ce soit impossible,
ce cas devrait être extrêmement rare.
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3.4.2.2 Second membre du système 3.20

La condition aux limites pour ce calcul est la périodicité, qui est assurée par le
réseau construit dans le chapitre précédent. C'est le gradient de potentiel exprimé
dans l'équation 3.12 qui forme le second membre de ce système.

Le vecteur second membre B est également de taille N , le nombre de n÷uds du
réseau. La di�érence de position xk (Hj) − xk (Hi) ne doit être calculée que pour
une coordonnée, celle qui correspond à la ligne du tenseur que l'on est en train de
calculer. Si l'on calcule la première ligne du tenseur, la di�érence portera sur la
coordonnée x des n÷uds du réseau ; s'il s'agit de la deuxième ligne, la coordonnée y
et pour la troisième ligne, la coordonnée z.

Il faut cependant prendre en compte la périodicité dans le calcul de cette di�é-
rence. Si par exemple, notre image fait 100 dans la direction qui nous intéresse et
qu'un n÷ud situé à la coordonnée 5 est périodiquement connecté à un n÷ud situé à
la coordonnée 95, la distance qui les sépare n'est pas 95− 5 = 90. Puisque le réseau
est périodique, il faut considérer que l'un des n÷uds possède une copie de lui-même
situé en 105 pour le premier et en −5 pour le second. Ce qui réduit leur distance à
5− (−5) = 105− 95 = 10.

Cette mesure de distance périodique est très importante et permet de remplir le
second membre correctement.

B (i)←
∑

j / ∃ contact
entre Hi et Hj

distance périodique (xk (Hj) , xk (Hi))

λHiHj

3.4.3 Inversion de la matrice du système

Le système linéaire �nal est simple : n équations à n inconnues, n étant le nombre de
sommets du graphe. Il n'est pas nécessaire de développer une approche particulière,
les méthodes classiques sont tout à fait adaptées à sa résolution. La matrice du
système présente par ailleurs certaines caractéristiques qui peuvent guider vers une
méthode plutôt que d'autres :

� la matrice est symétrique : si le contact entre le pore Hi et le pore Hj existe,
le contact inverse existe également ;

� la matrice est creuse : un pore Hi est en contact avec un nombre limité d'autres
pores. Ce nombre varie d'un pore à un autre et dépend principalement de la
nature du matériau. Il reste cependant très inférieur au nombre de pores qui
constituent le milieu poreux.

� la matrice est à diagonale dominante : la valeur diagonale vaut exactement
l'opposé de la somme des valeurs extradiagonales.

L'implémentation actuelle utilise une simple décomposition LU pour résoudre le
système, directement reprise du livre [Press 92]. Cette solution a été choisie parce que
la résolution des systèmes linéaires est un problème général et totalement dissocié de
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celui que ce document essaie de traiter. Bien que non-optimale, cette implémentation
a permis de véri�er que l'approche adoptée pour estimer la perméabilité dans un
réseau de pores était viable. Il existe certainement des méthodes de calcul plus
performantes, mieux adaptées au type de matrice du problème.

3.4.4 Estimation de la perméabilité du milieu poreux

La méthode la plus couramment utilisée pour déduire cette valeur du réseau consiste
à appliquer directement la loi de Darcy. Quand le système d'équations sur le réseau
est résolu, la pression sur tous les n÷uds du réseau et le �ux sur toutes les arêtes
sont connus. Il est alors aisé de déterminer le �ux total traversant le milieu poreux :
il su�t de faire la somme des débits sur l'une des faces d'entrée ou de sortie. Les
pressions d'entrée et de sortie étant imposées, la perméabilité apparente se calcule
simplement :

k = − LQ

S (pext1 − pext2)
(3.21)

avec L la longueur du milieu poreux dans la direction principale de l'écoulement, Q
le �ux total sommé sur l'une des faces d'entrée ou de sortie, S la surface du milieu
(perpendiculairement à la direction principale de l'écoulement) et pext1 − pext2 la
di�érence de pression (positive) imposée entre l'entrée et la sortie.

3.4.5 Estimation du tenseur de perméabilité e�ective

La démarche proposée dans les paragraphes précédents permet de construire un
partitionnement et un réseau tenant compte de la périodicité. Elle dé�nit en outre
les équations permettant de résoudre le problème de fermeture sur le réseau. Il reste
cependant le problème du calcul du tenseur à partir du calcul sur le réseau.

Les équations continues indiquent que le tenseur de perméabilité est égal à la
moyenne volumique de phase de

#  «

Dk (cf. l'équation 3.2e). Ce calcul est impossible
sur le réseau, parce que la grandeur

#  «

Dk a disparu des équations 3.20 pour laisser
apparaitre le débit QHiHj . Il faut donc trouver un moyen de calculer cette valeur
moyenne à partir des éléments à notre disposition.

Trois systèmes linéaires doivent être résolus pour avoir accès au tenseur complet.
Ces trois systèmes di�èrent uniquement par leur second membre, la matrice restant
la même. Le second membre dépend de la variable xk utilisée lors de l'écriture du
système linéaire. Chaque système donne une solution di�érente pour les pressions
aux n÷uds et devrait permettre de calculer une ligne du tenseur.

Connaissant la solution de l'un des systèmes linéaires, la pression en chaque
n÷ud est connue. Il est donc possible, en utilisant l'équation 3.20b, de déterminer
les QHiHj associés aux arêtes du réseau. Il s'agit des � débits � du vecteur

#  «

Dk à
travers les surfaces séparant les pores.

Considérons l'une face de l'image, par exemple le plan XY situé en Z = 0, sa
normale #«n et sa surface S. En calculant la somme des débits le long des arêtes du
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réseau qui traversent la face considérée, on obtient le débit total traversant le volume
dans la direction #«n . Cette somme divisée par S est égale à une vitesse moyenne du
�uide traversant le volume dans la direction #«n . Nous avons l'intuition que cette
vitesse moyenne peut être utilisée comme composante de la ligne du tenseur. Il n'y
a pas de démonstration ni de véri�cation numérique de cette hypothèse à ce jour.
Ceci reste cependant une idée originale qui demande à être étudiée.

3.5 Bilan

Ce chapitre a permis de mettre en place les équations à résoudre sur le réseau
construit dans le chapitre précédent. Les deux calculs envisagés, la simulation d'un
écoulement de Stokes et le calcul de tenseur de perméabilité, ont abouti à deux
systèmes linéaires semblables. Ils font notamment apparaitre des coe�cients de pro-
portionnalité entre le débit traversant la surface de contact entre deux pores et la
di�érence de potentiel entre les centres de deux pores, notés λHiHj . Une méthode
requérant un calcul numérique local a été proposée pour déterminer ces coe�cients
de manière la plus précise possible. Une fois ces λHiHj calculés, la résolution des
systèmes d'équation est simple.

Un certain nombre de contraintes est par ailleurs apparu quant au réseau sur
lequel les systèmes d'équations doivent être résolus. Les n÷uds du réseau, porteurs
des inconnues de potentiel, doivent être �xes dans l'espace. Les surfaces associées
aux contacts entre pores doivent également ne pas changer dans les di�érentes étapes
du traitement.

En revanche, aucune contrainte sur la forme des pores (convexité, bordés par des
étranglements, volume) ou sur les contacts entre les pores (séparation sur les étran-
glements, séparations bordées par le solide, nombre de contacts) n'a été nécessaire.

L'hypothèse qui a permis le développement du processus de calcul des coe�cients
λHiHj porte sur leur unicité, elle-même basée sur l'hypothèse que seule la géométrie
des pores in�ue sur la valeur de ce coe�cient. On pourrait se convaincre de la
véracité de cette hypothèse en suivant le raisonnement suivant. Dans la relation
décrite par l'équation 3.15, l'intégrale dépend des extrémités du chemin sur lequel elle
est calculée, mais pas du chemin lui-même. Le �ux QHiHjest, lui aussi, indépendant
de ce chemin. Par conséquent, la valeur de λHiHj est dépendante uniquement des
extrémités du chemin. Bien qu'incomplète d'un point de vue mathématique, cette
re�exion tend à con�rmer, au moins intuitivement, que si les extrémités de la courbe
ne changent pas, la valeur du coe�cient est unique.
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CHAPITRE 4

Application à un matériau réel

Les éléments théoriques et pratiques de construction et d'exploitation du réseau ont
été donnés dans les deux chapitres précédents. Les exemples qui ont été montrés
jusqu'à maintenant étaient basés sur des géométries synthétiques : un empilement
de billes en limite de contact et des illustrations en 2D permettant de visualiser
clairement les problèmes. Ce chapitre propose d'appliquer pas à pas l'ensemble des
opérations exposées précédemment à un échantillon réel en partant d'une image 3D.

4.1 Présentation de l'échantillon et de l'image

L'échantillon est un isolant phonique biphasique. L'image 3D a été obtenue par
tomographie à rayons X à l'ESRF1 à une résolution de 5µm×5µm×5µm. La phase
solide et l'espace poral sont facilement séparables. L'image a été binarisée par un
simple seuillage, le contraste entre les deux phases en présence étant très marqué. Un
volume cubique de dimension 500× 500× 500 a été découpé à l'intérieur du volume
complet. Après binarisation, l'objet (l'espace poral pour notre cas) est généralement
associé à la valeur 1, tandis que le complémentaire (le solide) est associé à la valeur
0.

L'espace poral est constitué de bulles quasi-sphériques interconnectées. Il existe
plusieurs tailles de bulles, mais elles restent malgré tout distinctes. La �gure 4.1
montre quelques éléments de la géométrie de l'espace poral.

Suite à l'opération de binarisation, la porosité2 totale du volume est de 61, 06%.
Dans l'ensemble des traitements à suivre, l'espace poral sera toujours considéré avec
la relation de 6-adjacence. Par conséquent, le complémentaire sera toujours considéré

1European Synchrotron Radiation Facility, situé à Grenoble
2La porosité est le rapport entre le volume de l'espace poral et le volume total de l'image
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Figure 4.1 � Le volume proposé a des dimensions de 500 × 500 × 500. Il est
constitué d'une phase solide, visible en gris sur cette image. L'espace poral est
formé de bulles quasi-sphériques connectées entre elles. La distribution de tailles
des bulles est assez large.

avec la relation duale : la 26-adjacence. La justi�cation principale pour cela est
numérique. Un écoulement ne peut avoir lieu qu'entre deux cellules élémentaires
(les voxels) qui partagent au moins une facette. En e�et, rien ne peut physiquement
passer par une arête (1D donc in�nimement �ne) ou par un sommet (0D donc
ponctuel). Les pores, par exemple, doivent être 6-connectés avec leurs voisins pour
qu'un contact existe et qu'un échange puisse avoir lieu entre eux.

Seule une partie de la porosité est intéressante. En e�et, tous les éléments non
percolants3 ne permettent pas à un écoulement de se mettre en place. On peut donc
les faire passer dans le complémentaire sans a�ecter la perméabilité du matériau, ni
les propriétés de l'écoulement. Cette porosité non percolante est de 0, 74%, ce qui
ramène la porosité percolante à 60, 32%.

Il s'agit d'un exemple idéal pour étalonner les di�érentes étapes du partitionne-
ment, puisqu'il devrait être (en théorie) simple : un réseau de billes interconnectées
constitue un cas d'école pour ce genre de problématique.

3Par percolant, il est entendu : qui contient au moins un chemin permettant de traverser l'image
de la face d'injection à la face de sortie.
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4.2 Préparation de l'image pour le partitionnement

Comme cela a été indiqué dans les étapes du chapitre 2, certaines opérations préli-
minaires sont nécessaires a�n de s'assurer que les traitements pourront s'enchainer
dans de bonnes conditions. La suppression des artefacts de binarisation, décrite briè-
vement et issue de la thèse [Plougonven 09], doit être combinée à une suppression
des composantes connexes isolées de l'espace poral et du solide, a�n que la squelet-
tisation soit utilisable pour la suite.

Pour le cas de l'écoulement de Stokes, l'image est cependant modi�ée avant
de procéder à ces traitements. En e�et, a�n de garantir que seuls des pores en
contact avec les faces d'injection et de sortie seront connectés avec l'extérieur, quatre
plans sont ajoutés à la géométrie, dans les directions parallèles à l'écoulement. Par
exemple, pour un écoulement dans l'axe X, les quatre faces XY et XZ de l'image
sont bouchées avec des plans solides, c'est-à-dire ayant la même valeur que le com-
plémentaire de l'objet, la valeur 0 dans notre cas. Ceci a pour e�et d'agrandir les
dimensions de l'image à 500× 502× 502.

4.2.1 Suppression des artefacts de binarisation

Cette opération fait passer certains points de l'objet dans le complémentaire et in-
versement, suivant des critères de sélection basés sur le voisinage topologique des
voxels. Le point le plus intéressant est que cette méthode ne modi�e, dans notre
exemple, que 8 666 points, parmi lesquels 7 350 passent de l'objet dans le complé-
mentaire et 1 316 passent du complémentaire à l'objet. Ces nombres sont extrêment
faibles par rapport au volume considéré. Cependant, ils sont su�sants pour écarter
tous les problèmes liés à la squelettisation.

La visualisation de ces points permet de signaler qu'ils semblent répartis uni-
formément dans le volume. Ils semblent néanmoins se concentrer sur les zones de
contacts entre les sphères, comme on pourrait s'y attendre. On peut également noter
une concentration plus élevées des artefacts le long de l'axe de rotation de l'échan-
tillon (axe de rotation de la tomographie). Cette irrégularité peut s'expliquer du
fait que l'axe de rotation de l'échantillon est un lieu singulier pour la reconstruction
tomographique.

4.2.2 Suppression des composantes connexes isolées

La phase précédente a modi�é des points de l'image. Il faut éliminer les compo-
santes connexes isolées de l'objet et du complémentaire qui ont pu être générées par
l'opération précédente.

Dans un premier temps, les composantes connexes de l'espace poral isolées dans
le complémentaire sont supprimées. 17 sont dénombrées, qui représentent 477 pixels
à modi�er, passant de la valeur 1 à 0. Elles sont de tailles réduites, et n'ont pas d'in-
�uence réelle sur l'écoulement ou la perméabilité. En e�et, de telles composantes
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connexes sont supprimées uniquement parce qu'elles ne participent pas à l'écoule-
ment, puisqu'elles ne traversent pas le solide de part en part. Il est donc inutile de
s'en encombrer.

Ensuite, les composantes connexes du complémentaire isolées dans l'espace poral
sont éliminées. 13 sont comptées, soit 147 pixels qui passent de 0 à 1. Celles-ci sont
potentiellement problématiques en revanche. Elles représentent en e�et des morceaux
de solide qui �ottent. Cela n'a aucun sens physique, mais ne pas en tenir compte
revient à modi�er la géométrie dans laquelle l'écoulement a lieu, et par conséquent
ses propriétés. Le fait qu'aussi peu de pixels soient modi�és pourrait laisser penser
que leur suppression aura une in�uence négligeable.

Au total, l'ensemble de ces opérations touche 9 290 pixels de l'image, si l'on
exclut la suppression initiale de la porosité non percolante. Il s'agit d'une quantité
in�me des pixels de l'image. Cette modi�cation, comme l'exemple 2.4 le montrait,
a des répercussions conséquentes sur le squelette.

4.3 Squelettisation

Pour choisir une carte de priorité et une condition aux limites adaptées, plusieurs
tests ont été réalisés. L'idée initiale était de conserver des n÷uds accrochés sur
les faces d'injection et de sortie. Le but était de pouvoir imposer des conditions
aux limites pour l'écoulement de manière naturelle, sur les n÷uds en contact avec
l'extérieur.

Pour tenter d'ajuster le squelette, deux paramètres peuvent être utilisés : la carte
de priorité et la condition aux limites.

4.3.1 Carte de priorité

Le squelette doit être centré dans l'espace. La carte de distance s'impose donc natu-
rellement, puisqu'elle permet, en érodant en premier les couches de pixels en contact
avec le complémentaire, d'aboutir à un squelette centré.

La condition aux limites utilisée pour calculer la carte de distance a une in�uence
sur ses valeurs et donc sur le squelette qui en découlera. Plusieurs sont envisageables :

1. l'extérieur de l'image est constitué uniquement de complémentaire ;

2. l'extérieur de l'image est constitué uniquement d'objet ;

3. l'image se répète périodiquement dans l'espace ;

4. l'image se répète dans l'espace sous la forme d'un miroir d'elle-même.

La condition aux limites de périodicité est écartée parce qu'elle ne correspond
pas à une condition correcte pour l'écoulement. Les conditions aux limites 2 et 4
mènent au même résultat pour la carte de distance. Cette équivalence a été constatée
expérimentalement et devrait être prouvable analytiquement. Cela laisse donc deux
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conditions aux limites di�érentes pour la carte de distance. La �gure 4.2 montre un
exemple des deux conditions aux limites considérées pour la suite.

(a) (b) (c)

Figure 4.2 � (a) La géométrie dont on cherche à calculer la carte de distance
est extraite du volume complet. Pour plus de facilité, on observe une section Y Z
seulement, et plus particulièrement une bulle en contact (à droite) avec l'extérieur.
(b) Si l'on considère que l'extérieur du volume est entièrement constitué du même
matériau que l'objet, des valeurs hautes sont présentes sur le bord de la carte de
distance. Les hautes valeurs ont une plus faible priorité dans l'ordre de suppression
des points simples lors de la squelettisation. (c) Au contraire, si l'on considère que
l'extérieur du volume est entièrement constitué de complémentaire, les valeurs au
bord sont faibles puis grandissent vers l'intérieur de l'image. Sur (b) et (c), les
lignes blanches représentent des isovaleurs de la carte de distance.

4.3.2 Squelettisation

Les mêmes conditions aux limites peuvent s'appliquer à la squelettisation. De la
même manière que pour la carte de distance, la condition de périodicité est écartée.
En e�et, tenir compte de ce qu'il se passe périodiquement n'a pas de sens dans
le cas de l'écoulement. Il n'y a pas de raison que le squelette, et par la suite le
positionnement des pores, tiennent compte de la périodicité.

Il reste donc trois conditions aux limites envisagées pour la squelettisation. Com-
binées aux deux cartes de distance, cela mène à comparer six squelettes di�érents.
Pour cette étude, nous sommes intéressés par la présence et la forme du squelette
sur les faces d'entrée et de sortie de l'image, comme le montre la �gure 4.3.

Cette �gure est un tableau dans lequel chaque cellule représente le squelette sur
une des faces d'injection du volume étudié, calculé avec des conditions aux limites
particulières pour la carte de distance et le squelette. Les squelettes, tout comme les
cartes de distance, ont été calculés en 3D sur le volume complet. La �gure 4.3 ne
présente que des extraits de la section à laquelle on s'intéresse pour déterminer s'il
est possible d'obtenir un squelette possédant les propriétés recherchées.

L'observation de ces six images permet d'a�rmer qu'aucune de ces combinai-
sons n'atteint l'objectif d'avoir des points d'accroche directement utilisables pour
imposer une di�érence de potentiel sur le réseau. Les images 4.3(b), 4.3(c) et 4.3(f)
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(a) Carte de distance : objet
Squelette : objet

(b) Carte de distance : objet
Squelette : complémentaire

(c) Carte de distance : objet
Squelette : miroir

(d) Carte de distance : complé-
mentaire
Squelette : objet

(e) Carte de distance : complé-
mentaire
Squelette : complémentaire

(f) Carte de distance : complé-
mentaire
Squelette : miroir

Figure 4.3 � Chacune des six images de cette �gure représente un morceau de
la géométrie de l'une des face d'injection du volume (en noir pour le complémen-
taire et blanc pour l'objet) avec le squelette de cette section en rouge. Chaque
ligne de cette �gure correspond à une carte de priorité di�érente : la première
ligne (a), (b), (c) correspond à des squelettes calculés à partir de la carte de
priorité 4.2(b), c'est-à-dire avec l'extérieur considéré comme étant de l'objet. La
seconde ligne (d), (e), (f) correspond à des squelettes calculés en prenant l'image
4.2(c) pour carte de priorité. Chaque colonne de cette �gure correspond à une
condition aux limites di�érente pour la squelettisation : la première colonne (a),
(d) correspond à l'extérieur complétement constitué d'objet, la deuxième colonne
(b), (e) correspond à l'extérieur rempli de complémentaire, la troisième colonne
(c), (f) correspond à la condition aux limites � miroir �.

comportent de grandes lignes sur la face connectée à l'extérieur. Il faudrait les réduire
à quelques points pour ne pas trop compliquer le graphe. Les images 4.3(d) et 4.3(e)
comportent de petites zones d'accroche, qui semblent positionnées à des endroits
peu pertinents par rapport aux bulles que l'on suppose constituer les pores. En�n,
l'image 4.3(a) a des myriades de points d'accroche, pour lesquels un post-traitement
serait aussi nécessaire a�n de les �ltrer.

Au �nal, aucune image n'est directement exploitable sans un traitement parti-
culier. Le but de l'approche proposée dans [Plougonven 09] était justement d'éviter
les traitements spéciaux pour les cas particuliers. Depuis le début, l'objectif est de
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rester le plus général possible. Une solution demandant des traitements ponctuels
et di�cilement généralisables n'est pas acceptable.

En prenant un petit peu de recul, il semble par ailleurs di�cile, en partant du
squelette uniquement, de savoir positionner de manière raisonnable des points d'in-
jection en nombre nécessaire et su�sant. Il faudrait pour cela connaitre la position
des pores, ce qui n'est pas encore le cas. Tout ceci con�rme la direction qui a été
donnée dans le chapitre 2, à savoir qu'il faut se débarrasser du squelette pour re-
construire un graphe d'interconnexion à partir du partitionnement de l'espace poral.
De cette manière, les connexions à l'extérieur sont facilement détectées et ajoutées
au graphe.

La solution adoptée pour la suite est de calculer la carte de distance et le sque-
lette en considérant l'extérieur comme étant constitué de complémentaire. C'est la
condition qui semble réduire au maximum l'in�uence de l'extérieur sur la forme du
squelette. Les pores auront tendance, sauf cas particulier, à être centrés à l'intérieur
de l'image, ce qui devrait avoir pour e�et de limiter les pores potentiellement pro-
blématiques à la surface. Notons tout de même que ceci n'est qu'une hypothèse de
travail et un choix de condition aux limites arbitraire.

4.3.3 E�et des pré-traitements sur le squelette

En utilisant la condition aux limites décrite ci-dessus, il est intéressant d'observer
l'e�et des pré-traitements imposés à l'image de départ en comparant les squelettes
obtenus avec et sans ces �ltrages. On constate la disparition des surfaces, ce qui
est un résultat très important pour localiser les pores. La �gure 4.4 permet de
visualiser les surfaces présentes dans le squelette sans pré-traitement de l'image,
qui sont absentes du squelette avec les pré-traitements. Ces surfaces sont causées
par la présence de composantes connexes de l'objet isolées dans le complémentaire.
Puisqu'elles sont isolées et non percolantes, elles ne participent pas à l'écoulement
et leur suppression n'a pas d'in�uence sur la propriété visée.

Il est en revanche plus di�cile de voir l'e�et de la suppression des artefacts de
binarisation. Ceux-ci apparaissent facilement lorsque la connectivité de l'objet est la
26-adjacence. C'est d'ailleurs pour cela que cette méthode a été élaborée. Il semble
que la 6-adjacence ne pose pas les mêmes problèmes d'artefacts de binarisation lors
de la squelettisation.

La 6-connectivité a été motivée par deux facteurs distincts. Le premier est la
cohérence globale de la démarche, qui a déjà été évoquée : au niveau macroscopique,
deux pores sont en contact s'ils sont connectés au moins par une facette de voxel.
Dans tous les autres cas, un �uide ne peut pas passer de l'un à l'autre. Ceci corres-
pond parfaitement à la notion de 6-adjacence. Cependant, puisque le squelette n'est
qu'une étape dans la construction d'un partitionnement, l'utilisation d'un squelette
26-connexe a été essayée. Celui-ci présente l'avantage d'être de plus petite taille et
plus représentatif dans le sens où il comporte moins de � marches d'escalier �.
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(a) (b)

Figure 4.4 � Deux points de vue permettant de visualiser les surfaces présentes
dans le squelette lorsque les composantes connexes de l'objet isolées ne sont pas
supprimées avant la squelettisation.

L'inconvénient majeur de ce squelette intervient au moment du calcul de la ligne
de partage des eaux. Pour rappel, on utilise les n÷uds après fusion comme graines
pour marquer les bassins que doit séparer la ligne de partage des eaux. Pour éviter
que des pores soient enfermés dans d'autres pores, les graines sont maximisées :
l'union des boules maximales centrées sur les n÷uds appartenant à un pore est
utilisée. Puisque le squelette est 26-connecté, il peut arriver que les graines utilisées
pour dé�nir les bassins de la ligne de partage des eaux ne soient pas 6-connectées.
Plus grave, il arrive également que des pores dé�nis par la ligne de partage des eaux
ne soient pas 6-connectés. La graine de départ ne l'étant pas, il est possible que le
processus d'envahissement de l'espace poral se termine sans que la graine n'ait été
6-reconnectée. Obtenir un pore qui n'est pas 6-connecté n'est pas acceptable et nous
a poussé à choisir un squelette 6-connecté pour éviter cet écueil.

4.4 Classi�cation des points du squelette

La classi�cation des points du squelette permet de produire un premier graphe direc-
tement issu du squelette. Ce premier graphe comporte 18 381 n÷uds, en respectant
les critères dé�nis dans le chapitre 2. Lors de cette étape, on véri�e que tous les
points du squelette ont pu être convertis en n÷ud ou en élément de branche, ce qui
est bien le cas dans notre exemple. La �gure 4.5 montre un extrait de ce graphe.
Chaque n÷ud est représenté par une sphère, les branches sont également dessinées.
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Figure 4.5 � Représentation du graphe directement issu du squelette après
classi�cation des points. Les n÷uds sont représentés par des sphères colorées, les
branches par des courbes reliant les n÷uds. Bien que cela ne soit pas évident, tous
les n÷uds ont une couleur di�érente, qui correspond à leur identi�ant de départ.
Les étapes de fusion vont modi�er ces identi�ants, sans modi�er le graphe. Ainsi,
l'information est conservée d'étape en étape.

4.5 Fusion des n÷uds

La première étape de fusion est rapidement appliquée pour réduire le nombre de
n÷uds du graphe. Pour cela, il faut se rappeler que chaque n÷ud correspond à un
point du squelette, pour lequel on peut également connaître la valeur dans la carte
de distance. Les n÷uds adjacents sont donc fusionnés comme ceci : pour chaque
couple de n÷uds adjacents, celui qui porte la plus petite valeur dans la carte de
distance reçoit l'identi�ant de l'autre. De cette manière, c'est l'identi�ant du plus
grand qui reste présent dans le graphe. En appliquant cette simple procédure, on
obtient un graphe dans lequel il ne reste plus que 15 135 identi�ants di�érents. La
�gure 4.6(a) montre le résultat de ce premier �ltrage des n÷uds.

Le second critère de fusion est basé sur le volume de recouvrement de boules
maximales. Pour chaque identi�ant, qui regroupe potentiellement plusieurs n÷uds,
la boule maximale utilisée est centrée sur le n÷ud correspondant à la plus grande
valeur dans la carte de distance. Une fois les boules maximales choisies, le calcul des
volumes de recouvrement est une opération arithmétique simple. L'opération menée
à son terme permet de réduire le graphe à 4 914 identi�ants di�érents. La �gure
4.6(b) tente d'illustrer ce résultat.

On pourrait penser que les di�érents critères de fusion ont déjà réduit su�sam-
ment le nombre de n÷uds. Toutefois, un problème dé�nitivement bloquant apparaît,
malgré tous ces traitements. Lors du calcul de la ligne de partage des eaux, des pores
de faible volume vont apparaitre. Ils empêchent le calcul du coe�cient λHiHj en fai-
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(a)

(b)

Figure 4.6 � (a) Le premier critère de fusion identi�e les n÷uds adjacents et
leur attribue le même identi�ant, représenté par la même couleur. Les groupes
de quatres n÷uds sont ainsi regroupés sous le même identi�ant : de manière
évidente, ils représentent le même point d'intersection du squelette. Le fait qu'ils
ne soient pas naturellement confondus est lié à la discrétisation de l'espace. (b)
En appliquant le second critère de fusion, basé sur les volumes de recouvrement
des boules maximales centrées sur les n÷uds restants, la fusion est plus rapide et
à plus grande échelle. Les deux groupes de n÷uds se trouvaient donc à l'intérieur
d'un même pore, ils ont maintenant la même couleur.

sant échouer toute tentative de connecter une embouchure. Un critère de fusion de
n÷uds permettant de prévenir leur apparition dans le partitionnement est proposé.

Il semble par ailleurs possible d'imposer un autre critère de fusion a�n de réduire
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la quantité de calcul de λHiHj . Il s'agit de détecter des groupes de n÷uds non-
débouchant. Ces groupes ne participent pas à l'écoulement, mais requièrent tout de
même le calcul du λHiHj associé à leur contact avec le reste de l'espace poral. Le
critère de fusion proposé permet de les faire disparaitre du partitionnement.

Ces deux nouvelles opérations de fusion sont donc ajoutées aux précédentes. Elles
sont imposées par le problème que l'on cherche à résoudre. Contrairement aux deux
premiers critères, qui se veulent généraux, ceux qui sont décrits maintenant sont
spéci�ques à notre application.

4.5.1 Suppression des n÷uds à l'origine de pores de faible
volume

Les pores de faible volume posent un véritable problème lors du calcul des λHiHj . En
e�et, après que la géométrie des pores nécessaires a été extraite de l'espace poral,
il est indispensable de connecter des embouchures a�n de réaliser une simulation
numérique d'écoulement de Stokes. Pour éviter que ces embouchures n'aient trop
d'in�uence sur l'écoulement, en le contraignant trop fortement, il a été décidé que
les embouchures devaient avoir une section carrée d'au moins dix pixels d'arête. Or,
les pores de faible volume ne permettent pas de connecter un tel objet.

Pour illustrer cela, prenons un exemple extrême : un pore de volume unitaire,
composé d'un seul voxel. Il est impossible, quel que soit l'angle sous lequel on essaie,
de lui adjoindre une embouchure telle qu'elles sont dé�nies ci-dessus. Sans aller jus-
qu'à un cas aussi extrême, il existe de nombreuses formes géométriques qui bloquent
notre démarche.

A�n de prévenir ce genre de con�guration, le critère qui est proposé repose sur
la valeur associée aux n÷uds dans la carte de distance. Un volume minimal de 1 000

voxels par pore est arbitrairement choisi. Cela correspond à une sphère de rayon de

Rmin = 3

√
1000 3

4π
≈ 6, 204 pixels. Tous les n÷uds associés à des valeurs de distance

inférieures à cette valeur Rmin sont fusionnés à leur plus proche voisin de taille
supérieure à Rmin.

À l'issue de cette opération de fusion de pores, il reste 1 666 identi�ants dans le
graphe. Cette étape aurait pu être réalisée après la ligne de partage des eaux. Le
volume exact des pores aurait alors été connu et le critère aurait peut-être été plus
précis. Un autre critère aurait d'ailleurs pu être utilisé : un test pour savoir s'il est
possible de connecter une embouchure sur le pore. Cette discussion est ouverte et
pourrait donner lieu à une amélioration dans la résolution du problème des pores de
faible volume.

4.5.2 Suppression des groupes de n÷uds non débouchants

Le squelette a été construit de telle sorte qu'il n'existe pas de branche non-débou-
chante dans le graphe. En e�et, dans le squelette ultime qui a été construit, il ne
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subsiste pas de point d'extrémité de branche. En revanche, il est tout à fait possible
de rencontrer des structures plus complexes, qui ne permettent pas à un écoulement
de s'établir (elles ne débouchent pas sur l'espace poral) mais qui ne peuvent pas être
fusionnées par les critères généraux. La �gure 4.7 montre un exemple extrait de la
géométrie complète.

(a) (b)

Figure 4.7 � (a) Le groupe jaune connecté au groupe de n÷uds bleus n'a pas
d'autres connections avec le reste du graphe. Il est non-débouchant. (b) Il est
donc possible de le rattacher au groupe bleu, a�n qu'ils forment un seul et unique
pore.

La présence de la boucle a fait que le squelette a conservé cette branche. Pourtant,
la fusionner avec le pore auquel elle est connectée a du sens : il n'y aura pas d'écou-
lement dans le pore qu'elle représentait auparavant, puisque celui-ci ne pourra pas
trouver de chemin de sortie. La détection de ces groupes de n÷uds non-débouchants
est une opération simple dans un graphe. Il su�t de détecter les isthmes, c'est-à-dire
les arêtes du graphe qui, si elles sont enlevées, augmente le nombre de composantes
connexes du graphe. Lorsqu'une de ces arêtes est détectée, il su�t de fusionner la
plus petite composante connexe avec le n÷ud sur lequel elle est connectée. Suite
à cette nouvelle opération de fusion, le graphe comporte 1 637 groupes de n÷uds
identi�és.

Ce critère revient à supprimer les pores non débouchants en les fusionnant aux
autres. Cette fusion aurait pu être faite après la ligne de partage des eaux, les
pores et leurs interconnexions n'étant clairement délimités qu'à cette étape. Il n'y
a cependant pas de raison que les pores impactés soient di�érents entre les deux
étapes. Il a été décidé de la faire en amont, a�n de regrouper les étapes de fusion de
n÷uds.

4.6 Ligne de partage des eaux

La ligne de partage des eaux est calculée comme décrit dans le chapitre 2. Les
marqueurs de bassins sont construits à partir des groupes de pores restants. L'union
des boules maximales centrées sur les n÷uds portant le même identi�ant est utilisée.
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Ensuite se pose la question de topographie de propagation de la ligne de partage
des eaux. Il est classique d'utiliser l'inverse de la carte de distance. Nous avons donc
repris la carte de distance calculée pour le squelette (après suppression des artefacts
de binarisation et des composantes connexes isolées). On obtient avec ces éléments
un pore par identi�ant restant suite aux opérations de fusion de n÷uds.

La �gure 4.8 montre un exemple de pore issu du résultat du partitionnement.
Il s'agit d'un volume ressemblant à une boule, mais dont les contours sont très
irréguliers (�gure 4.8(a)). Dans la �gure 4.8(b), les pores en contact avec le premier
sont aussi dessinés. Cela permet de se rendre compte de la variabilité des formes et
des volumes des pores qui existent dans le partitionnement. Le pore violet, petit et
au centre de la �gure 4.8(b), est une boule quasi parfaite de faible volume. Le pore
vert clair, à gauche, a un volume beaucoup plus important et comporte plusieurs
protubérances qui rendent sa surface extérieure chaotique.

La reconstruction du réseau d'interconnexion des pores est nécessaire du fait que
le graphe issu du squelette ne rend généralement pas compte de ces interconnexions.
Les di�érents problèmes de ce graphe, évoqués au chapitre 2, ne se retrouvent pas
tous dans notre exemple. Ainsi, le problème des pores excentrés n'a pas été détecté.
En revanche, la �gure 4.9 montre un exemple d'une arête manquante dans le graphe
issu du squelette. La reconstruction du graphe permet de la faire apparaitre et par
conséquent de tenir compte de la connexion existant entre les deux pores.

Plusieurs exemples peuvent être trouvés dans notre partitionnement, bien que
les pores soient dans l'ensemble assez réguliers et morphologiquement proches d'une
sphère. Cela semble con�rmer l'hypothèse que ces con�gurations font partie du cas
général et apparaissent sans doute dans tout partitionnement utilisant une ligne
de partage des eaux. C'est pourquoi la reconstruction du graphe est préférée à sa
correction par ajout ou suppression d'arête, suivant les cas rencontrés. Le graphe
obtenu n'a pas la même topologie que l'espace poral, mais il représente bien les
interconnexions entre les pores, et les n÷uds qui les représentent sont positionnés
de manière controlée. Dans notre cas, ils sont situés sur un maximum de la carte
de distance au complémentaire, qui est un lieu pertinent pour notre application.
En e�et, cet endroit est généralement un lieu de stabilité locale pour la pression
du �uide. Bien que la position des n÷uds n'a pas d'importance en théorie, il est
préférable de tout de même les placer au mieux, pour réduire les e�ets d'erreurs
numériques.

Le volume étudié dans ce chapitre doit permettre d'évaluer la perméabilité en
utilisant la loi de Darcy. Pour cela, on a besoin de pouvoir imposer des conditions
aux limites qui permettent de simuler un écoulement de Stokes. Pour cela, deux
ensembles de n÷uds ont été ajoutés au réseau, a�n de simpli�er l'application de
cette condition aux limites. L'un d'entre eux est visible sur la �gure 4.10, l'autre
ensemble se situant sur la face opposée de l'image. La présence de ces n÷uds virtuels
(ils ne correspondent pas à un pore réel) permet d'estimer les λHiHj entre l'extérieur
et les pores connectés au bord de la même manière que pour les n÷uds internes.
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(a)

(b)

Figure 4.8 � (a) L'objet représenté ici est l'un des 1 637 pores restants dans le
graphe après les quatre opérations de fusion. Il est dessiné en rose. Les autres cou-
leurs représentent les surfaces de contact avec ses voisins. De nombreuses cavités
de forme sphérique apparaissent à la périphérie du pore, qui est par conséquent
irrégulière. (b) Les voisins du pore précédemment exposé sont maintenant des-
sinés, chacun avec une couleur di�érente. On peut noter sur ce petit exemple la
présence de pores de grande taille (le vert clair à gauche par exemple) et d'autres
plus petits (le violet, à droite du vert clair). La disparité de taille et de forme des
pores con�rme l'idée de départ que ce matériau est un bon exercice pour tester
notre démarche.
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(a)

(b)

Figure 4.9 � Les deux images de cette �gure présente le même point de vue, seul
le graphe dessiné change. Trois pores sont visibles, en jaune et bleu au premier
plan et vert à l'arrière plan. Les n÷uds représentant ces pores sont également
dessinés, ainsi que quelques arêtes en noir, qui joignent d'autres n÷uds du graphe
à ceux qui nous intéressent. La di�érence �agrante entre (a) et (b) est qu'une arête
manque sur (a). Cette arête devrait symboliser la connexion existant entre les
pores jaune et bleu. La reconstruction du graphe, visible dans (b), fait apparaitre
cette jonction.
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Figure 4.10 � Le plan dessiné sur cette �gure est la première section Y Z du
volume, située en X = 0. Elle correspond à ce qui pourrait être la face d'entrée
d'un �uide, lors d'un écoulement dans la géométrie du matériau. Les pores en
contact avec l'extérieur sont coloriés a�n de les distinguer du solide, qui est en
noir. Les sphères reliées à des arêtes noires qui traversent le plan sont les n÷uds
et les arêtes du graphe qui ont été ajoutés a�n de matérialiser les connexions des
pores avec l'extérieur. Leur existence est justi�ée par la nécessité de calculer le
coe�cient λHiHj

existant entre l'extérieur et un pore en contact avec celui-ci.
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Chaque pore en contact avec l'extérieur a un n÷ud virtuel qui lui est associé. Un
n÷ud virtuel est situé à égal distance du bord de l'image que le n÷ud auquel il est
relié. L'extérieur est un pore in�niment grand, duquel on ne prendra qu'un extrait
pour le calcul des λHiHj . Ce processus sera détaillé dans la section suivante.

4.7 Calcul des coe�cients λHiHj

Le graphe représentant les interconnexions entre les pores du matériau comporte
4 759 arêtes. Chaque arête correspond à un coe�cient λHiHj à calculer. Pour chacune
de ces arêtes, les trois étapes de la méthode présentée au paragraphe 3.3 s'appliquent
successivement. Parmi les 4 759 arêtes du graphe, la plupart ne pose pas de problème
particulier. Un traitement automatique est lancé pour extraire les pores nécessaires,
placer les embouchures et simuler un écoulement local en résolvant les équations
de Stokes. Certains cas sont malgré tout plus complexes que les autres, notamment
sur les bords de l'image. Quelques cas nécessitent même un traitement manuel pour
estimer leur coe�cient λHiHj .

4.7.1 Cas traités automatiquement

Un exemple représentatif des con�gurations simples est montré par la �gure 4.11.
Il s'agit d'un couple de pore séparés par une surface simple, qui est entièrement
bordée de solide. Dans un cas tel que celui-ci, seuls les deux pores en contact sont
nécessaires pour l'estimation du coe�cient λHiHj . Le calcul numérique local permet
de déterminer les pressions à l'endroit des n÷uds du graphe associé aux pores,
et le débit traversant la surface qui sépare les deux pores. Le coe�cient est alors
facilement estimé d'après l'équation 3.19b.

La �gure 4.12 représente également un cas que nous considérons comme normal,
puisqu'il est pris en compte dans la théorie. Il s'agit d'un triplet de pores, qui par-
tagent une surface commune les séparant deux à deux. Dans ce cas précis, trois pores
sont regroupés pour calculer les trois coe�cients correspondant aux trois surfaces
de contact. Trois calculs locaux sont réalisés, bien que cela ne soit en théorie pas
indispensable. En e�et, puisque les coe�cients λHiHj sont uniques

4, n'importe quel
écoulement permet de les déterminer. Il aurait par exemple été possible de ne cal-
culer qu'un seul écoulement dans la géométrie réduite aux trois pores. Connaissant
les pressions aux n÷uds et les débits traversant les di�érentes surfaces de contact,
il aurait été possible de déterminer les trois coe�cients directement. Cependant, la
précision numérique aurait été moindre qu'en faisant les trois calculs. Cette a�rma-
tion mériterait toutefois une véri�cation numérique plus aboutie.

En�n, la �gure 4.13 présente le cas d'un pore en contact avec l'extérieur. La
même règle s'applique concernant les pores nécessaires au calcul. Dans cet exemple,
le pore est isolé sur le bord et il n'a pas de voisin impliqué dans un écoulement avec

4Rappel : c'est une hypothèse qui a été posée au chapitre 3.3
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Figure 4.11 � Cette �gure présente la géométrie nécessaire au calcul du coe�-
cient λHiHj

entre les pores bleu et vert transparents. La position des n÷uds cor-
respondant aux pores est donnée par les sphères rouges. Les pores sont en contact
à travers une surface complètement bordée par le complémentaire. Le champ de
vitesse de l'écoulement calculé localement est représenté sous forme de ligne de
champ, visibles par transparence.. L'embouchure visible en haut concentre les
fortes intensités, ainsi que l'étranglement correspondant à la surface de contact.
La di�érence de pression mesurée sur les n÷uds et le débit à travers la surface de
contact permettent de calculer le coe�cient λHiHj .

l'extérieur. Comme le montre la �gure, un morceau de l'extérieur est extrait avec la
géométrie du pore. Ceci permet d'obtenir une géométrie que l'on estime su�sante
pour calculer le coe�cient λHiHj correspondant à l'entrée du �uide dans l'espace
poral, à travers la surface séparant le pore de l'extérieur.

4.7.2 Cas nécessitant une action manuelle

Deux types de con�gurations ont été identi�és comme di�ciles à traiter de manière
automatique. Des solutions ont été trouvées pour chacun d'entre eux, mais elles ne
sont pas complètement satisfaisantes.

4.7.2.1 Géométrie de grande taille

Le premier type de con�guration est généré par notre manière d'extraire les pores
nécessaires pour le calcul d'un coe�cient λHiHj . Pour ne pas modi�er la géométrie
dans laquelle l'écoulement est simulé, l'ensemble des pores en contact avec la surface
séparatrice considérée est extrait. Cela conduit parfois à un e�et boule de neige,
amenant à extraire un très grand nombre de pores pour compléter la géométrie.
La �gure 4.14 montre la géométrie qu'il a été nécessaire d'extraire pour calculer
le coe�cient λHiHj existant entre l'extérieur et le pore rouge. Tous les pores qui
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.12 � (a) Représentation des trois pores en bleu, vert et orange trans-
parents. Leurs n÷uds associés sont les sphères rouges, et les surfaces de contacts
sont opaques. La surface centrale est composée de trois morceaux. Chacun de ces
morceaux sépare deux pores uniquement, mais n'est pas bordé uniquement par
le complémentaire. (b) Le coe�cient λHiHj

entre les pores orange et vert est cal-
culé en réalisant un écoulement local entre ces deux pores. Des embouchures leur
sont ajoutées à cette �n. Cependant, le pore bleu est tout de même gardé pour
le calcul. Son absence modi�erait la géométrie de l'écoulement et modi�erait par
conséquent arbitrairement la valeur λHiHj calculée. (c) Un autre calcul est réalisé
pour le coe�cient λHiHj

entre les pores vert et bleu. Les embouchures changent
de place, mais les trois pores sont toujours présents. (d) Le dernier calcul pour le
coe�cient λHiHj

entre les pores orange et bleu requiert les même modi�cations
que précédemment.

apparaissent en vert sont en contact avec la surface séparant les deux pores qui nous
intéressent, et sont donc susceptibles d'in�uer sur l'écoulement entre les deux pores.
Leur présence est donc requise pour le calcul du coe�cient λHiHj .
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Figure 4.13 � Cette �gure présente la géométrie utilisée pour le calcul du
coe�cient λHiHj

entre un pore et l'extérieur. Le pore bleu fait partie de l'espace
poral, tandis que le pore vert est une portion de l'extérieur. Il a le même volume
que la boite englobante du pore bleu. Le champ de vitesse représenté traverse de
petite surfaces, impliquant un coe�cient λHiHj

faible. Déterminer les coe�cients
λHiHj

des pores situés sur le bord de l'image avec l'extérieur est donc pertinent.
Ils permettent de préciser par quels pores l'écoulement entrera dans l'espace poral.

Figure 4.14 � Cette �gure présente l'une des géométries de grande taille que
l'on est obligé d'utiliser pour calculer le coe�cient λHiHj entre le pore rouge et
l'extérieur. Tous les pores verts dessinés sont rendus nécessaires au calcul par
le fait que les surfaces de contact qui les séparent de l'extérieur composent la
surface en bleu. Celle-ci est une surface composée et regroupe toutes les surfaces
de contact présentes. C'est la plus petite surface composée contenant le contact
entre le pore rouge et l'extérieur et complètement bordée par le complémentaire.
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Cette con�guration ne pose pas intrinsèquement de véritable problème. C'est
simplement ses dimensions qui sont gênantes, de par le temps et les ressources de
calcul requises. Les dimensions du volume présenté dans la �gure 4.14 sont de 294×
502× 502, ce qui est proche des dimensions du volume initial. Il serait pertinent de
véri�er que la présence de tous ces pores supplémentaires impacte signi�cativement
la valeur du coe�cient calculé. Intuitivement, on pourrait penser que les pores les
plus éloignés de celui qui nous intéresse ne sont pas indispensables à une estimation
du coe�cient. Toute la di�culté réside dans une dé�nition rigoureuse de la nécessité
d'extraire un pore ou non.

4.7.2.2 Pores entourés

La deuxième con�guration qui pose problème concerne des pores qui sont entourés
d'autres pores. Par exemple, la �gure 4.15 montre un exemple d'une telle con�gu-
ration. Le pore en bleu clair est complètement entouré d'autres pores (en rouge).
Lorsqu'on essaie de connecter les embouchures pour permettre la simulation d'écou-
lement, il nous est impossible d'y accèder. Ceci empêche l'automatisation du calcul
pour de telles con�gurations.

Figure 4.15 � Cette géométrie correspond à celle qui est nécessaire pour esti-
mer le coe�cient λHiHj

entre le pore bleu clair et l'extérieur (en jaune au fond).
Le pore en bleu clair est totalement entouré par les pores en rouge, ce qui rend
impossible de connecter une embouchure de section carrée. Pour les besoins du
calcul numérique, il faut que les embouchures soient orientées selon les axes prin-
cipaux de l'image ( X, Y ou Z). Par conséquent, un écoulement secondaire (entre
l'un des pores en rouge et l'extérieur par exemple) est réalisé.

La solution se situe au niveau de la théorie. L'hypothèse de l'unicité des coef-
�cients λHiHj nous permet d'a�rmer que n'importe quel écoulement permet de le
déterminer. Il su�t donc de réaliser un écoulement secondaire impliquant le pore
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entouré. Il su�t alors de mesurer la pression aux extrémités de l'arête qui nous
intéresse pour déterminer de manière détournée le coe�cient λHiHj correspondant.
Pour les raisons de précisions numériques évoquées auparavant, cette solution n'est
pas entièrement satisfaisante. Il n'existe cependant pas d'autre façon de procéder.

Dans le matériau étudié, tous les problèmes liés à des pores entourés concernent
des pores de petite taille entourés de pores plus grands. Une solution plus simple et
naturelle serait de les fusionner avec un de leurs voisins. Cependant, ils ont réussi
à passer toutes les étapes de �ltrage et de fusion de pores. Ils ont donc la même
signi�cation que les pores plus grands, et il n'y a pas de raison de les faire disparaitre
simplement parce qu'ils posent problème.

4.7.3 Bilan

Au �nal, l'ensemble des résistances a pu être calculé, moyennant quelques opérations
manuelles. Seules sept arêtes n'ont pas pu être traitées automatiquement, à cause
d'un pore sur lequel une embouchure ne pouvait pas être connectée (pore enfermé).
Tous ces cas se situent sur les bords de l'image, en contact avec l'extérieur. Le fait
que les pores soient plus di�cilement dé�nis sur les bords, à cause des troncatures
arbitraires, semble générer ce genre de con�guration.

Il semble pertinent de se poser la question de la précision et de l'unicité des
coe�cients λHiHj ainsi calculés. Une idée pour véri�er ces points serait de résoudre
les équations de Stokes dans le volume complet, en simulant une expérience. Il su�t
d'e�ectuer le calcul à l'échelle de l'espace poral entier, en utilisant le même code de
calcul que pour la résolution locale. En mesurant les pressions aux n÷uds du graphe
et en calculant les débits à travers les surfaces de contact entre les pores, nous
aurions un deuxième ensemble de valeurs pour les coe�cients λHiHj , qui devraient
être identiques à ceux calculés localement. La véri�cation de cette égalité ajouterait
du poids à l'hypothèse d'unicité des λHiHj , sans toutefois en apporter une preuve
formelle. Au contraire, si les deux ensembles de valeurs ne correspondent pas, notre
hypothèse serait directement contredite.

4.8 Résolution du système

Une fois l'ensemble des λHiHj calculé, le système linéaire est résolu très facilement.
Il s'agit d'un système linéaire à n équations et n inconnues, n étant le nombre de
n÷uds du graphe. Tous les coe�cients λHiHj ont été déterminés. Il su�t donc de
construire la matrice et le second membre du système pour les injecter dans un code
de calcul déjà existant.

La �gure 4.16 permet de visualiser les n÷uds du graphe colorés en fonction de la
valeur de pression. Cela permet de véri�er qualitativement les résultats : les pressions
évoluent régulièrement dans la direction du gradient macroscopique imposé. Il aurait
été intéressant de véri�er quantitativement les valeurs obtenues. De la même manière
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que pour les coe�cients λHiHj , le calcul numérique global aurait permis de calculer
les pressions et les débits localement, pour les comparer aux résultats du système
linéaire.

Figure 4.16 � La couleur des sphères représentant les n÷uds est fonction de
la valeur de pression calculée lors de la résolution du système linéaire. Les débits
portés par les arêtes ne sont pas représentés.

Le résultat le plus intéressant, celui qui est l'objectif de toutes ces étapes suc-
cessives, est la valeur de la perméabilité. La résolution du système linéaire permet
d'appliquer la loi de Darcy, puisque le débit traversant l'espace poral peut être dé-
terminé en sommant les débits des arêtes traversant un plan perpendiculaire au
gradient macroscopique. Le calcul numérique direct réalisé sur le volume complet a
été mené.

La valeur calculée avec le réseau est 88, 26µm2, à comparer au résultat du calcul
numérique direct, qui est de 92, 62µm2. La di�érence relative est inférieure à 5%.
Les comparaisons évoquées dans les paragraphes précédents devraient permettre
d'identi�er par exemple si les lignes principales de l'écoulement sont les mêmes dans
les deux cas. Ce résultat est encourageant mais seules des véri�cations précises et des
validations pratiques et théoriques permettront de con�rmer si le modèle proposé
est valide.

4.9 Bilan & discussions

Ce chapitre a montré la mise en pratique des di�érentes étapes du processus décrit
aux chapitres 2 et 3, permettant de passer d'une image binaire d'un matériau à
la valeur de sa perméabilité en utilisant un modèle de réseau. L'échantillon est un
matériau fortement poreux, dont l'espace poral est constitué de bulles sphériques
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de diamètre variable. Un tel matériau constitue une opportunité pour tester une
approche sous forme de réseau.

La suppression des artefacts de binarisation et des composantes connexes iso-
lées a permis de construire un squelette 1D. Il ne contient pas de surface, ce qui
est une condition indispensable pour la construction d'un premier graphe cohérent.
Ce graphe est issu directement du squelette en classi�ant ses points en points de

branche et points d'intersection de branches. Il dé�nit des n÷uds que l'on considère
initialement comme étant les indicateurs de la présence des pores.

Il y a cependant beaucoup trop de pores dans ce premier graphe, principalement
parce que le squelette dans un espace discret est extrêmement sensible au bruit.
Plusieurs étapes de fusion des n÷uds se succèdent. Les deux premières sont générales
et peuvent trouver leur place dans toute construction de réseau représentatif d'un
espace poral, quelle que soit l'utilisation de ce réseau. Il s'agit de fusionner dans
un premier temps les n÷uds directement adjacents. L'hypothèse invoquée est qu'ils
représentent en réalité la même intersection de branches du squelette, mais que la
discrétisation de l'espace fait qu'ils sont distincts. Ensuite, en observant les n÷uds
restants, on se rend compte que certains ne sont séparés que de quelques voxels.
Mais un critère basé seulement sur la distance entre les n÷uds serait trop éloigné de
la géométrie réelle de l'espace poral. C'est pourquoi le critère suivant est préféré :
si la boule maximale associée à un n÷ud A est recouverte à plus de 30% par une
autre boule maximale centrée sur un n÷ud B, alors le n÷ud A est fusionné dans le
groupe du n÷ud B. La valeur de 30% a été proposée dans [Plougonven 09], mais il
est possible qu'elle ne s'applique pas à tous les cas. C'est un paramètre sur lequel il
est possible d'agir pour augmenter ou diminuer l'e�et de ce critère de fusion.

Deux étapes supplémentaires ont été ajoutées dans le cadre de ces travaux, a�n
de réduire encore le nombre de pores. Elles sont bien adaptées à notre application,
le calcul de la perméabilité, mais peuvent ne pas l'être pour d'autres. Les pores
de faible volume sont fusionnés avec leur plus grand voisin. L'absence de pore trop
petit est nécessaire pour le calcul des λHiHj telle qu'il est proposé par la suite. Ils
gênent notre démarche et le seul moyen e�cace est de les enlever préventivement.
En�n, les parties non débouchantes du graphe sont elles aussi évitées. Puisqu'elles
ne participent pas à l'écoulement, il est inutile de calculer un λHiHj . Ce critère n'est
pas indispensable, il permet simplement de s'a�ranchir de certains calculs.

Les étapes de fusion permettent de réduire le nombre de pores. En utilisant
ceux-ci comme points de départ pour envahir l'espace poral, la ligne de partage
attribue un volume à chaque pore. Le partitionnement ainsi obtenu nécessite la
construction d'un graphe d'interconnexion adapté. En e�et, le premier graphe, issu
du squelette, n'est pas représentatif des contacts qui existent entre les pores. La
solution la plus simple est d'en construire un nouveau. De cette manière, il est
possible d'ajouter des informations, par exemple la manière de gérer les conditions
aux limites correspondant au problème que l'on veut traiter.

Le calcul des coe�cients λHiHj est l'étape la plus di�cile du processus. Chaque
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groupe de pores en contact est extrait et le coe�cient λHiHj lié à chaque contact
individuel est calculé en résolvant localement les équations de Stokes. La plupart des
con�gurations peut être traité automatiquement, mais il en reste un petit nombre
qui requiert une intervention manuelle. Une fois ces coe�cients connus, la résolution
du système linéaire est triviale et la loi de Darcy amène à la valeur de perméabilité
recherchée.

Di�érents points de discussions ont été abordés au cours du chapitre. Les princi-
paux concernent la validation des valeurs des coe�cients λHiHj obtenus. Pour cela,
un calcul numérique sur le volume complet est envisagé. Les champs de pression
et de vitesse étant alors connus, déterminer les pressions aux n÷uds et les débits
à travers les surfaces de contact permettra de les comparer avec celles du réseau.
Ce point est crucial pour con�rmer ou in�rmer notre hypothèse forte d'unicité des
λHiHj .
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L'objectif de ce travail était de proposer une nouvelle approche pour modéliser un
milieu poreux sous la forme d'un réseau de pores en vue du calcul de la perméabilité
absolue.

Le premier chapitre a été l'occasion de présenter deux systèmes d'équation me-
nant au calcul de la perméabilité absolue. Les équations de Stokes décrivent le com-
portement d'un �uide newtonien et incompressible lors d'un écoulement laminaire.
La solution à ces équations permet d'estimer la perméabilité absolue en utilisant
la loi de Darcy. La prise de moyenne des équations de Stokes sur un V.E.R. per-
met d'obtenir un système tensoriel qui mène directement au tenseur de perméabilité
absolue sans supposer l'existence de la loi de Darcy.

Ces deux systèmes sont similaires ; ils ne di�èrent que par leurs conditions aux li-
mites et la présence d'un second membre dans l'une des équations du second système.
L'information donnée par le tenseur de perméabilité est plus riche que le scalaire
obtenu par la loi de Darcy ; il est par exemple possible de détecter une éventuelle
anisotropie avec cet objet. Il n'existe pas, à notre connaissance, de modèle de réseau
cherchant à résoudre le problème de fermeture menant au tenseur de perméabilité.
Pourtant, son intérêt est réel, ce qui nous a conduit à aborder ces deux systèmes
d'équations en même temps dans l'ensemble des travaux présentés ci-après.

Le sujet du deuxième chapitre était de montrer, à partir d'une image 3D de la
micro-géométrie interne du milieu poreux, une succession d'étapes aboutissant au
partitionnement de l'espace poral en pores. Chacune des étapes a des paramètres
propres, qui sont exposés et discutés de manière à estimer leur in�uence sur le
déroulement du processus. Notamment, les conditions aux limites sont proposées
a�n de tenir compte des deux systèmes d'équations dont il est question un peu plus
haut.

Tout d'abord, le traitement décrit dans [Plougonven 11] est appliqué sur l'image.
Cette approche repose sur une analyse rigoureuse de la topologie locale et permet
d'éviter des artefacts dans le squelette liés à la binarisation de l'image. Ensuite, les
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composantes connexes isolées de l'espace poral et du solide sont supprimées. Les
premières constituent en e�et des pores isolés qui ne participent pas à un écoule-
ment global dans le milieu poreux ; les conserver est inutile pour notre réseau. Les
secondes sont gênantes pour la squelettisation, car elles génèrent des surfaces fer-
mées. Cependant, ces particules peuvent avoir une in�uence non négligeable sur un
écoulement, quelle que soit leur taille. L'in�uence de cette série de modi�cations de
l'image 3D fait partie des éléments à étudier pour approfondir ces travaux.

Ces opérations préparent l'image pour la squelettisation de l'espace poral qui suit.
Les précautions prises évitent l'apparition de surfaces et de composantes connexes
isolées, notamment. La suppression itérative de points simples est guidée par une
carte de distance, qui permet de centrer le squelette dans l'espace poral. Une connec-
tivité de type 6-adjacence est utilisée pour l'espace poral, a�n de garantir une cohé-
rence dans la suite des traitements : un pore est un objet 6-connexe et deux pores
sont en contact s'ils partagent au moins une facette d'un voxel. La squelettisation est
menée jusqu'à son terme, de telle sorte qu'il ne reste plus de points simples à la �n
du calcul. Les branches non-débouchantes, dont une extrémité est un voxel n'ayant
qu'un seul voisin, n'existent pas dans le squelette obtenu. Ces éléments décriraient
des pores non-débouchants, qui ne participent donc pas à un écoulement dans le
milieu poreux.

Le squelette est converti en graphe en suivant une règle intuitive : l'endroit où
plusieurs branches du squelette se rencontrent indique la présence d'un pore. Les
points de branche successifs forment les arêtes d'un graphe, dont les sommets (ou
n÷uds) sont les points d'intersection de branches. Ce graphe donne donc la position
des n÷uds et leurs interconnexions. L'étape initiale de correction de l'image a permis
d'empêcher l'apparition de surfaces dans le squelette, ce qui permet de classi�er tous
les éléments du squelette en points de branche et d'intersection de branches.

Le premier constat est que le graphe issu du squelette comporte beaucoup trop
de sommets par rapport au nombre de pores attendus. Les n÷uds sont tout d'abord
fusionnés en suivant deux critères généraux. Les n÷uds adjacents sont rassemblés,
parce qu'on considère qu'ils représentent la même intersection de branches, mais
qu'ils ont été séparés à cause de la discrétisation de l'espace. Ensuite, un critère
reposant sur les volumes de recouvrement des boules maximales centrées sur les
n÷uds est utilisé pour identi�er les pores qui partagent su�samment d'information
pour être fusionnés. Ces deux critères généraux devraient pouvoir s'appliquer à tout
type de modèle de réseau, quelle que soit l'utilisation qui en est faite.

Deux critères supplémentaires ont été par ailleurs ajoutés a�n de faire disparaitre
des pores trop petits ou qui ne permettent pas à un écoulement de se mettre en
place. Les pores de volume trop faible sont gênants pour la suite des traitements,
lors du calcul des coe�cients λHiHj . Ceux qui sont non-débouchants, c'est-à-dire
qui n'ont qu'une seule connexion avec l'espace poral, sont inutiles pour le calcul de
la perméabilité, puisqu'aucun �ux ne les traverse. Ils sont donc eux aussi fusionnés
avec leurs voisins.
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Les n÷uds restants sont utilisés comme marqueurs pour une ligne de partage
des eaux, qui permet d'attribuer aux pores un volume contenu dans l'espace poral.
L'objet d'intérêt n'est pas la ligne de partage des eaux en elle-même, mais plutôt
les bassins qu'elle délimite. Chaque bassin correspond à un pore, et le graphe qui
nous intéresse devrait représenter leurs interconnexions. Un défaut majeur est alors
constaté : le graphe initial issu du squelette comporte des erreurs par rapport au
partitionnement. La plus grave de ces erreurs est qu'il ne représente pas toutes les
connexions entre les pores. Les deux objets ne sont plus en correspondance, et l'un
des deux doit être modi�é. La conclusion de [Plougonven 09] indique que la ligne de
partage des eaux est le meilleur outil de partitionnement de l'espace poral en pores.
À défaut d'une meilleure approche pour réaliser cette opération, c'est le graphe issu
du squelette qui est considéré comme insu�sant. Plutôt que de tenter de le modi�er,
un nouveau graphe est construit à partir du partitionnement. Le graphe reconstruit
positionne les n÷uds au centre des pores et les conditions aux limites sont adaptées
au problème à résoudre. Pour l'écoulement, des n÷uds sont ajoutés à l'extérieur de
l'image, tandis que pour le calcul de tenseur, les arêtes connectent des n÷uds en
contact � périodiquement �.

Une fois le réseau de pores établi, les modèles classiques font l'hypothèse d'une
relation simple entre deux pores connectés. Par exemple, le modèle de réseau de
pores le plus répandu est composé de pores sphériques connectés par des tubes cy-
lindriques, de longueurs et sections variables. La relation entre deux pores est donc
décrite par un écoulement de Poiseuille dans un tube cylindrique, ce qui revient à
calculer une conductance hydraulique ne dépendant que de ce tube. Notre partition-
nement de l'espace poral ne permet pas d'imposer cette condition, parce qu'il existe
des surfaces séparant deux pores qui ne reposent pas entièrement sur le solide. Dès
lors, il n'est pas possible de représenter les interconnexions entre les pores par des
cylindres, et de paramétrer ces cylindres en cohérence avec le partitionnement.

A�n de trouver les relations à résoudre sur le graphe issu du partitionnement, le
chapitre 3 présente l'intégration des équations de Stokes et du problème de ferme-
ture sur le volume d'un pore et le long d'un chemin entre deux pores. Ces intégrales
mettent en évidence un système linéaire dans lequel un coe�cient de proportion-
nalité entre le débit traversant la surface séparant deux pores et la di�érence de
pression aux n÷uds représentant ces deux pores apparaît. Ce terme de conductance
entre deux pores, noté λHiHj , requiert d'être déterminé avant de pouvoir résoudre le
système. L'hypothèse d'unicité de la conductance est posée parce qu'elle correspond
à l'axiome couramment posé.

Une approche originale est proposée a�n de calculer ces coe�cient λHiHj . Pour
chaque arête du réseau, le couple de pores associé, ainsi que l'ensemble des pores
partageant un morceau de surface ouverte avec eux, est extrait du volume. Dans
cette géométrie, normalement de petite taille, une résolution numérique locale des
équations de Stokes est réalisée. Celle-ci permet de connaitre la pression aux n÷uds
du réseau et le débit traversant la surface séparant les deux pores aux extrémités
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de l'arête considérée lors d'un écoulement dans la géométrie des pores. Du fait de
l'unicité du λHiHj , cet écoulement local permet de le déterminer à faible coût.

L'ensemble des λHiHj est calculé de cette manière. La majorité des cas peut être
traité automatiquement, mais un certain nombre requiert des traitements manuels.
Le système matriciel est construit puis résolu, en accord avec les équations établies
à partir des équations continues. La solution à ce système matriciel est constituée de
l'ensemble des pressions aux n÷uds du graphe. Le débit global traversant le milieu
poreux est déterminé, puis la loi de Darcy est utilisée pour calculer la perméabilité
absolue du matériau.

Un exemple de grande taille a été montré dans le chapitre 4. Il a été choisi parce
qu'il semblait être un exemple simple (l'espace poral est constitué de bulles presque
sphériques) et su�samment proche du V.E.R. pour obtenir des résultats signi�ca-
tifs. De nombreux écueils ont freinés l'aboutissement du calcul, parmi lesquels des
calculs locaux dans des géométries presqu'aussi grandes que le volume initial et des
con�gurations dans lesquelles le calcul direct était impossible. Malgré tout, le ré-
sultat �nal est encourageant, même s'il reste à l'étayer avec une étude comparative
entre la solution obtenue par le réseau et celle calculée numériquement.

Perspectives

Les di�érents éléments présentés dans ce manuscrit forment une approche complète
de construction d'un réseau de pores à partir d'une image 3D. Cependant, plusieurs
points nécessitent d'aller plus loin, parce qu'ils ne sont pas entièrement satisfaisants
en l'état.

Validation des calculs

Une méthode �able de validation des résultats obtenus est un premier point à consi-
dérer. Pour cela, une démarche est proposée. Elle nécessite de résoudre le système
d'équation de Stokes ou du problème de fermeture sur l'ensemble du domaine de
deux manières : par un calcul numérique direct et par l'approche qui fait l'objet de
ce manuscrit.

La solution obtenue par le calcul numérique direct est composée d'un champ
de pression et d'un champ de vitesse correspondant aux inconnues du problème et
dé�nis en tout point de l'espace poral. Il est donc possible de connaitre la pression
aux lieux des n÷uds du graphe et de les comparer avec les pressions aux n÷uds
calculées en résolvant le système linéaire sur le réseau. De la même manière, la vitesse
étant dé�nie en tout point de l'espace poral, il est possible d'en déduire les débits
à travers les surfaces séparant les pores dans le partitionnement. Ces deux éléments
mènent directement à la comparaison des λHiHj déduits du calcul numérique direct
et des calculs locaux.
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L'estimation des coe�cients λHiHj constitue le c÷ur de toute la démarche exposée
dans ce manuscrit. Notamment, l'hypothèse de leur unicité est très forte et nécessite
une véri�cation scrupuleuse. La démonstration mathématique de cette hypothèse
est complexe et nous n'avons pas pu la mener à son terme dans un cas général.

La comparaison complète entre le calcul numérique direct et l'approche réseau
constituerait une base solide pour continuer l'étude. En e�et, quelques points, décrit
ci-après, méritent encore d'être approfondis. Mais cette comparaison permettrait
avant tout de lever au moins en partie le voile sur l'hypothèse d'unicité des λHiHj .
S'il s'avérait que cette hypothèse est fausse, il faudra alors trouver une autre manière
de les estimer, en tenant compte de leur non-unicité.

Prise en compte de la géométrie initiale pour le partitionne-
ment

Ce point a été évoqué dans la section 2.4.2. La première étape de la suite de trai-
tements proposée est une opération qui consiste à supprimer les artefacts de bina-
risation et les composantes connexes isolées. Certains points passent de l'objet au
complémentaire et inversement. Les zones les plus fortement modi�ées sont situées
à proximité des contacts entre les bulles du milieu poreux. Par ailleurs, certaines
composantes connexes du solide isolées dans l'espace poral ont été supprimées ; leur
présence pourrait in�uencer fortement un écoulement qui devrait les contourner.

La solution proposée consiste à conserver cette image modi�ée pour la squelet-
tisation, a�n d'éviter que le squelette ne soit trop complexe et inexploitable. En re-
vanche, la carte de distance de l'image de départ devrait être utilisée pour construire
la ligne de partage des eaux. Cela permettrait de séparer les pores dans la géomé-
trie de départ et donc de conserver toute l'information disponible, notamment les
irrégularités autour des zones de contact et les composantes solides �ottantes.

Ceci risque cependant de faire apparaitre des connexions entre pores lors du
partitionnement qui n'existaient pas dans l'image modi�ée. Des pores, qui étaient
séparés dans l'image utilisée pour la squelettisation, pourraient se retrouver connec-
tés dans le partitionnement. Puisque le graphe est reconstruit à partir du partition-
nement, cela ne devrait pas poser de problème. Ces nouvelles connexions ont en
revanche de fortes chances d'être de toute petite taille, un ou quelques pixels ; le
débit estimé numériquement à partir d'aussi peu d'élément risque d'être approxi-
matif. De plus, l'apparition de composantes connexes du solide dans l'espace poral
rendraient les pores non homotopes à une boule. La dé�nition d'un pore proposée
dans [Plougonven 09] imposait l'homotopie, mais elle ne serait alors pas garantie par
cette correction.
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Ligne de partage des eaux périodique

La cohérence de l'ensemble des éléments décrits dans ce manuscrit était un objectif
clairement établi. Il reste au moins un élément qui n'est pas cohérent avec le reste
des étapes du partitionnement : la ligne de partage des eaux pour le problème du
calcul du tenseur.

En e�et, dans toutes les étapes décrites pour le calcul du tenseur de perméabilité,
la condition aux limites de périodicité a été utilisée. Seule la ligne de partage des
eaux n'utilise pas ce critère. L'hypothèse de départ était qu'un pore est borné par
l'image ; il doit avoir une consistance physique et ne pas être séparé en plusieurs
parties, même connectées périodiquement. Or, cette hypothèse n'a pas besoin d'être
posée si l'ensemble des traitements gère la périodicité.

Il n'existe pas, à notre connaissance, d'implémentation de la ligne de partage des
eaux supportant cette condition aux limites. Il faudrait d'abord s'assurer que cela
a un sens mathématique. L'utilisation d'une ligne de partage des eaux périodiques
rendrait l'ensemble des étapes cohérentes, dans le sens où la même condition aux
limites serait utilisée partout.

Calcul du tenseur de perméabilité

L'une des perspectives envisagées pour la suite de ces travaux est le calcul e�ectif
du tenseur de perméabilité à partir d'un réseau de pores. Tous les éléments sont
présentés dans ce manuscrit pour construire le réseau et estimer les coe�cients
λHiHj . La construction du système matriciel à résoudre est également donnée. Seule
l'estimation du tenseur lui-même à partir de la solution du système linéaire n'est
pas encore totalement établie.

Une proposition a été faite dans la section 3.4.5, qui est rappelée ici. Considérons
une face de l'image, par exemple le plan XY situé en Z = 0, sa normale #«n et sa
surface S. En calculant la somme des débits le long des arêtes du réseau qui traversent
la face considérée, on obtient le débit total traversant le volume dans la direction #«n .
Cette somme divisée par S est égale à une vitesse moyenne du �uide traversant le
volume dans la direction #«n . Nous avons l'intuition que cette vitesse moyenne peut
être utilisée comme composante de la ligne du tenseur. Il n'y a pas de démonstration
ni de véri�cation numérique de cette hypothèse à ce jour. Ceci reste cependant une
idée originale qui demande à être étudiée.

Performance du calcul sur réseau

Les temps de calcul nécessaires pour mettre en place l'ensemble des éléments de la
démarche n'ont pas été abordés au cours de ce manuscrit. Ce n'était pas l'objectif
initial, qui était avant tout de véri�er que l'ensemble de la démarche était justi-
�ée et cohérente. Il sera cependant pertinent de s'y intéresser malgré tout, après
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que les points précédents auront été étudiés. Les di�érentes étapes qui constituent
l'approche mériteraient que l'on s'intéresse à leur optimisation.

Les temps de calcul les plus importants se situent certainement au niveau de
l'estimation des λHiHj . Notamment, les con�gurations de grande taille sont rédhi-
bitoires, parce que leur dimension est proche de celle du volume complet. Il faudra
avant tout répondre à la question suivante : l'ensemble de la géométrie extraite pour
les con�gurations de grande taille est-elle indispensable pour estimer le coe�cient
λHiHj ? On peut légitimement se demander si une géométrie plus petite ne serait
pas su�sante. Le problème est de trouver un critère précis permettant de limiter le
nombre de pores à extraire.

Discussions

Les points qui sont abordés ici reprennent quelques ré�exions disséminées au cours
du manuscrit. Ce sont des sujets de discussion ouverts, qui n'ont pas trouvé de
réponse complète.

Partitionnement sans surfaces ouvertes

Le partitionnement de l'espace poral tel qu'il est proposé dans ce manuscrit comporte
des surfaces de contact entre deux pores qui ne s'appuient pas entièrement sur le
solide. Les modèles de réseau pour le calcul de la perméabilité utilisent l'hypothèse
que la relation entre deux pores peut être modélisée par un écoulement dans un tube.
Il est di�cilement concevable d'assimiler l'écoulement d'un �uide entre deux pores
séparés par une surface ouverte à un écoulement de Poiseuille. L'approche proposée
dans cette étude pour le calcul des relations entre les pores permet d'éviter cette
hypothèse simpli�catrice.

Pour d'autres applications, comme par exemple la simulation d'une intrusion de
mercure dans l'espace poral, ce type de surface pourrait s'avérer problématique. En
e�et, il ne sera pas possible de calculer la pression nécessaire au passage du mercure
d'un pore à l'autre si la surface séparatrice ne s'appuie par sur le solide.

La question se pose naturellement de savoir si, par une bifurcation dans le chemi-
nement présenté, il serait possible de contraindre le partitionnement à ne pas avoir
des surfaces de contact ouvertes. Cette question est ouverte et n'a pas de réponse
dé�nitive à notre connaissance.

Dé�nition d'un pore

Cette dé�nition a été discutée dans la section 2.4.4.
La dé�nition générale d'un partitionnement proposée par la dé�nition 3 (page 29)

donne des indications générales sur ce qu'est un pore. Un pore est un élément de
l'espace poral sans intersection avec d'autres pores. L'union de tous les pores forme

111



Conclusion

l'espace poral complet. Il est possible d'indiquer qu'un pore est en outre constitué
d'une seule composante connexe (un pore composé de deux composantes connexes
est trivialement divisé en deux pores distincts). Deux pores en contact le sont par
une surface, quelle que soit sa forme.

À partir de ces éléments, un grand nombre de partitionnements de l'espace poral
en pores sont possibles. Il semble bien qu'une dé�nition plus �ne d'un pore nécessite
de préciser ce qui est attendu de lui. Par exemple, pour la perméabilité, il est néces-
saire qu'un pore s'appuie au moins partiellement sur le solide. Un pore totalement
entouré par un ou plusieurs pores n'a pas de sens, parce que la relation entre ce pore
et ses voisins ne pourra pas être estimée. C'est pourquoi la ligne de partage des eaux
utilise des graines maximisées comme point de départ : les marqueurs touchent le
solide en au moins un point.

De même, il semble pertinent d'imposer à un pore d'être en contact avec au
moins trois autres pores. Comme cela a déjà été évoqué, un pore en contact avec
un seul autre pore ne participe pas directement à l'écoulement, le �ux entrant étant
nécessairement nul. Il s'agit d'un pore non débouchant, qui est supprimé par l'une
des opérations de fusion des n÷uds du graphe issu du squelette. Un pore en contact
avec seulement deux pores ne fait que transmettre le �ux entrant par la surface le
séparant d'un pore à l'autre surface de contact avec l'autre pore. Il n'apporte pas
d'information sur la répartition de l'écoulement à travers l'espace poral.

La �gure 4.17 montre une chaîne de pores. Le pore rouge de la �gure 4.17(a)
est en contact avec seulement deux pores. S'il est fusionné avec l'un de ses voisins,
comme le montre la �gure 4.17(b), l'information sur la répartition des �ux entre les
di�érents éléments de l'espace poral est conservée.

(a) (b)

Figure 4.17 � Chaîne de pores issue de [Plougonven 09] (�gure 2.25 page 33).
(a) Toutes les sphères sont identi�ées comme des pores. Ceci correspond à ce que
l'on attendrait intuitivement du partitionnement : un découpage correspondant
aux grains du système. (b) Résultat obtenu par la méthode présentée dans le
chapitre 2. Du fait qu'il n'a que deux contacts, le pore rouge n'est pas marqué
par une intersection de branches du squelette. Il n'apparait donc jamais au cours
des traitements.

Cependant, les traitements présentés dans ce manuscrit mène directement au
partitionnement 4.17(b). Pour une autre application, il sera peut-être nécessaire de
faire apparaître le pore rouge.
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Donner une dé�nition précise d'un pore semble au �nal dépendre de ce pour quoi
il est créé. Les éléments généraux restent vrais quoi qu'il arrive, mais il faut a�ner
la dé�nition en fonction de l'application visée.
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ANNEXE A

Éléments de topologie numérique pour la squelettisation

A.1 Dé�nitions générales

Pour commencer, quelques dé�nitions générales permettent de dé�nir un objet et
son complémentaire.

Dé�nition 4 (objet et complémentaire) :
Un ensemble quelconque (�ni ou in�ni) est noté E. Un objet étudié dans cet

ensemble est noté X ⊂ E . Le complémentaire de X est noté X = E \X.

L'objet et son complémentaire sont deux entités de base pour la suite. Ces deux
notions permettent d'introduire la dé�nition d'une image et de ses éléments, les
points ou pixels.

Dé�nition 5 (image et point (pixel)) :
Une image de dimension d est une application dé�nie par :

I :

{
E ⊂ Zd → C
x ∈ E → I (x)

Les points ou pixels d'une image sont repérés par une liste de valeurs

x = (x1, . . . , xd) telle que (∀i ∈ {1, . . . , d}) xi ∈ Z, qui correspondent aux coor-

données du point dans E, ou du pixel dans l'image.

Le domaine de dé�nition E de l'image est souvent associé à ses dimensions en
nombre de pixels. Une image de 1000 × 1000 × 1000 pixels aura par exemple un
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domaine de dé�nition qui peut être noté mathématiquement J0, 999K × J0, 999K ×
J0, 999K.

La valeur des pixels I (x) peut être de toute nature. C'est pourquoi nous l'avons
placée dans C dans la dé�nition 5. Les moyens d'acquisition de type tomographique
génèrent des valeurs réelles qui correspondent à des valeurs de µ, le coe�cient d'atté-
nuation linéique. Dans notre étude, nous ne considèrerons que des images binaires,
c'est-à-dire dont les pixels ont des valeurs prises dans l'ensemble {0, 1}. Dans ce
type d'image, l'espace poral dont l'étude est requise est clairement identi�é par une
valeur, tandis que la phase solide, son complémentaire, porte l'autre valeur.

Le cheminement permettant de passer des valeurs réelles du moyen d'acquisi-
tion à l'image binaire ne sera pas évoqué dans ce document. La segmentation des
images n'est clairement pas le sujet de cette étude. Nous considèrerons donc que
ce problème est résolu par ailleurs et nous contenterons d'images déjà segmentées.
Plusieurs méthodes sont analysées dans [Sezgin 04] et [Iassonov 09], qui permettent
d'accomplir cette tâche.

Finalement, la dimension des images qui nous intéressent est évidemment d = 3.
Des exemples seront souvent donnés dans ce document en dimension d = 2, pour
des problèmes de visualisation. En e�et, une image 3D sur un support papier n'est
pas toujours très parlante.

A.2 Topologie numérique

Cette section dé�nit quelques notions mathématiques menant à une méthode ité-
rative de construction d'un squelette. L'objectif est de dé�nir la notion de point

simple qui est la base du processus d'amincissement homotopique. Un point simple
peut se dé�nir comme étant un point dont la suppression ne modi�e ni la topologie
de l'objet, ni celle du complémentaire de l'objet. Cette dé�nition est trop générale
pour être utilisée directement, puisqu'elle nécessite une véri�cation globale de la to-
pologie de l'objet pour chaque point supprimé. Les éléments qui suivent permettent
d'aboutir à une dé�nition locale d'un point simple.

La topologie numérique, qui n'est pas une topologie au sens mathématique clas-
sique du terme, a été introduite par [Rosen 79] et est un cadre qui permet d'établir
des propriétés topologiques dans un espace discret. Les notions abordées dans cette
section sont issues de [Kong 89]. La topologie numérique repose avant tout sur la
relation de voisinage qui existe entre les éléments d'un ensemble.

Dé�nition 6 (n-adjacence) :
Soit un point x ∈ Z3. Trois relations d'adjacence à x sur la maille cubique sont

dé�nies : la 6-, la 18- et la 26-adjacence (notées n-adjacence, n ∈ {6, 18, 26}).
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Γ6 (x) =
{
y ∈ Z3 / |y1 − x1|+ |y2 − x2|+ |y3 − x3| ≤ 1

}
Γ18 (x) =

{
y ∈ Z3 / (y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + (y3 − x3)2 ≤ 2

}
Γ26 (x) =

{
y ∈ Z3 / max (|y1 − x1| , |y2 − x2| , |y3 − x3|) ≤ 1

}
La n-adjacence stricte est dé�nie par Γ∗n (x) = Γn (x) \ {x}. Le point y est

n-adjacent au point x si y ∈ Γ∗n (x). Le point x est n-adjacent à l'ensemble

X si x est n-adjacent à au moins un point de X. Deux ensembles X et Y sont

n-adjacents s'il existe au moins un point de x ∈ X qui est n-adjacent à Y .

(a) Γ6 (x) (b) Γ18 (x) (c) Γ26 (x)

Figure A.1 � Représentation des trois relations d'adjacences sur une maille
cubique. Le points x situé au centre est représenté avec (a) sa 6-adjacence, (b) sa
18-adjacence et (c) sa 26-adjacence.

La �gure A.1 illustre graphiquement ces relations d'adjacence dans une grille à
mailles cubiques. Ces relations sont absolument essentielles en topologie numérique.
Elles permettent d'introduire la notion de composante connexe.

Dé�nition 7 (n-chemin, n-connexion et composante connexe) :
Un n-chemin est une séquence de points 〈x0, . . . , xi〉 avec (∀i ∈ {1, . . . , d}) xj
n-adjacent à xj−1. Un objet X ⊂ E est n-connexe s'il existe un n-chemin entre

chaque paire de points de X. Une composante connexe de X est un ensemble

Y ⊆ X qui est n-connecté et qui est maximal pour cette propriété. Cn (X) est

l'ensemble des composantes n-connexes de l'ensemble X.

Il faut encore exposer la solution à un problème fondamental que la topologie
numérique a dû résoudre : respecter le théorème de Jordan, et sa généralisation à
n dimensions (théorème de Jordan-Brouwer). Le théorème de Jordan stipule que,
dans un plan, une courbe fermée sépare l'espace en deux zones non connectées :
l'intérieur de la courbe et l'extérieur. A�n que ce théorème soit véri�é dans le cadre
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de la topologie numérique, il est nécessaire et su�sant d'utiliser deux relations de

voisinage di�érentes suivant que l'on considère l'objet ou son complémentaire. Ainsi,
si la relation de voisinage utilisée pour l'objet est indicée par n et celle utilisée
pour son complémentaire par n, les couples (n, n) qui permettent de respecter le
théorème de Jordan sont : (6, 26), (6+, 18), (26, 6) et (18, 6+). La 6+-adjacence doit
être distinguée de la 6-adjacence.

Les relations de voisinage dont il est question sont construites à partir des n-
voisinages géodésiques.

Dé�nition 8 (n-voisinage géodésique) :
Soit x ∈ X un pixel dans un objet. Le n-voisinage géodésique d'ordre k de x

dans X est un ensemble dé�ni récursivement par :
G1
n (x,X) = Γ∗n (x) ∩X

Gk
n (x,X) =

⋃
y∈Gk−1

n (x,X)

{Γ∗n (y) ∩ Γ∗26 (x) ∩X}

Cette dé�nition, un peu di�cile à comprendre ainsi écrite, peut s'exprimer de
cette manière : le voisinage géodésique d'ordre k de x dans X est l'ensemble des
pixels y 26-adjacents à x tels qu'il existe un n-chemin de longueur inférieure ou
égale à k reliant x à y, tous les pixels du chemin appartenant à X. Les n-voisinages
utilisés pour l'objet et son complémentaire sont des cas particuliers des voisinages
géodésiques :

Dé�nition 9 (voisinages géodésiques particuliers) :
Les n-voisinages géodésiques particuliers qui sont utilisés a�n de respecter

le théorème de Jordan sont dé�nis par :

G6 (x,X) = G2
6 (x,X)

G6+ (x,X) = G3
6 (x,X)

G18 (x,X) = G2
18 (x,X)

G26 (x,X) = G1
26 (x,X)

Les voisinages ainsi explicités permettent de calculer les nombres de connexité.
Ceux-ci représentent le nombre de composantes n-connexes de l'objet X dans la
26-adjacence du pixel x. Ils sont dé�nis de la manière suivante :
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Dé�nition 10 (nombre de n-connexité) :
Un nombre de n-connexité associé au pixel x dans X est dé�ni par :

Tn (x,X) = |Cn (Gn (x,X))| , n ∈
{

6, 6+, 18, 26
}

Ils sont directement utilisés pour déterminer localement si un pixel est simple ou
non.

Dé�nition 11 (point simple) :
Un point x ∈ X ⊂ E est simple si et seulement si les conditions suivantes sont

véri�ées : Tn (x,X) = 1 et Tn
(
x,X

)
= 1.

Cette condition permet de caractériser la simplicité d'un point en observant uni-
quement son 26-voisinage. Alors qu'auparavant la notion de point simple était très
générale (un point qui ne modi�e pas la topologie de l'objet et de son complémen-
taire), nous avons maintenant à notre disposition une caractérisation locale de la
simplicité d'un point. Ceci va permettre de mettre en place des algorithmes e�caces
de squelettisation par suppression itérative de points simples.
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Titre

Construction d'un modèle de réseau de pores à partir d'une
image 3D pour l'estimation de la perméabilité

Résumé

Cette thèse propose d'étudier en détail une méthode générale de construction d'un réseau

de pores interconnectés à partir d'une image 3D d'un matériau poreux a�n de calculer la

perméabilité absolue. Un squelette de l'espace poral est tout d'abord utilisé pour dé�nir la

position des pores. Ce squelette est transformé en graphe, puis plusieurs étapes de fusion

des n÷uds sont réalisées pour obtenir un réseau exploitable. Une ligne de partage des eaux

prenant comme marqueurs les n÷uds du graphe permet d'attribuer une géométrie aux

pores. Le système d'équation linéaire à résoudre est construit en intégrant les équations de

Stokes sur des éléments de l'espace poral. Une méthode originale de calcul du coe�cient de

proportionnalité existant entre les pressions au centre de deux pores et le débit traversant

la surface les séparant est proposée. Une application de l'intégralité de l'approche est

également présentée sur un matériau réel.

Mots-clés : milieu poreux, modèle de réseau de pores, perméabilité, partitionnement
de l'espace poral, écoulement de Stokes, imagerie 3D

Title

Building a pore network model from a 3D image for perme-
ability estimation

Abstract

A general method to build a pore network model from a 3D image of a porous material is

presented in this work in order to compute its permeability. A skeleton of the void space

is �rst used to de�ne pores position. This skeleton is converted to a �rst graph. Merging

steps are necessary to obtain a relevant network. A volume is allocated to the pores using a

watershed algorithm, starting with markers de�ned from the nodes of the graph. The linear

system of equations to solve is deduced by integrating the Stokes equations on pore space

partitioning elements. The proportionnality coe�cient linking the pressure drop between

two pore centers and the �ow going through the surface separating them is calculated with

an original method. Application of the complete process to a real material is presented.

Keywords : porous media, pore network model, permeability, pore space partition-
ing, Stokes �ow, 3D imaging
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