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Résumé

Soit p un nombre premier. Les résultats de cette thèse s’inscrivent dans le cadre du programme de

Langlands p-adique. Lorsque V est une représentation p-adique de dimension 2 du groupe Gal(Qp/Qp),
on sait lui associer une représentation p-adique continue B(V ) de GL2(Qp). Si F est une extension finie

non triviale de Qp, la question d’associer des représentations p-adiques de GL2(F ) aux représentations

p-adiques de dimension 2 de Gal(Qp/F ) dans l’esprit d’une correspondance locale à la Langlands

s’annonce beaucoup plus délicate.

Dans ce texte, nous considérons des espaces de Banach p-adiques, munis d’une action linéaire conti-

nue de GL2(F ), qui sont des complétions unitaires universelles de certaines représentations localement

Qp-analytiques de GL2(F ). Celles-ci sont susceptibles de jouer un rôle important dans une éventuelle

correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(F ).

Le résultat principal de cette thèse est démontré dans le Chapitre 3 et généralise des résultats

antérieurs de Berger et Breuil. Il consiste en une description explicite de ces complétés unitaires

universels à l’aide des fonctions continues sur F d’un certain type. Pour ce faire, nous introduisons

dans le Chapitre 2 des espaces de Banach de fonctions de classe Cr, où r est un nombre rationnel

positif, et leurs espaces duaux de distributions d’ordre r. Nous construisons une base de Banach et nous

donnons un critère de prolongement des formes linéaires définies sur un espace de fonctions localement

Qp-polynomiales en distributions d’ordre r. Ce faisant, nous généralisons des résultats classiques dus

à Amice-Vélu et Vishik.

Dans le Chapitre 4, nous exhibons des cas de non nullité pour les complétions unitaires universelles

considérées par construction explicite de réseaux invariants. Cela donne de nouveaux cas de la conjec-

ture proposée par Breuil et Schneider sur l’équivalence entre l’existence de normes invariantes sur

certaines représentations localement algébriques de GLd(F ) et l’existence de certaines représentations

de de Rham de Gal(Qp/F ).

Abstract

Let p be a prime. The subject of this thesis is the p-adic Langlands correspondence. If V is a

p-adic representation of dimension 2 of the group Gal(Qp/Qp), it is known how to associate to it a

continuous p-adic representation B(V ) of GL2(Qp). If F is a non-trivial finite extension of Qp, the issue

of associating p-adic representations of GL2(F ) to p-adic representations of dimension 2 of Gal(Qp/F )

in the spirit of a local Langlands correspondence appears much more delicate.

In this text we consider a class of p-adic Banach spaces, endowed with a continuous linear action of

GL2(F ), which are obtained as universal unitary completions of certain locally Qp-analytic represen-

tations of GL2(F ). Such representations are likely to play an important role in a future local p-adic

Langlands correspondence for GL2(F ).

The main result of this thesis is proved in Chapter 3 and generalizes some previous results of

Berger and Breuil. It consists in an explicit description of these universal unitary completions by

means of a certain class of continuous functions on F . In order to do this, we introduce in Chapter

2 a class of Banach spaces of functions of class Cr, where r is a positive rational number, as well as

their dual spaces of distributions of order r. We build a Banach base and we give a criterion for telling

when a linear form defined on a space of locally Qp-polynomial functions extends to a distribution of

order r. As a consequence, we generalize some classical results due to Amice-Vélu and Vishik.

In Chapter 4 we exhibit cases of non-nullity for these universal unitary completions, by an explicit

construction of invariant lattices. This also provides new instances of the Breuil-Schneider conjecture

about the equivalence between the existence of invariant norms on certain locally algebraic represen-

tations of GLd(F ) and the existence of certain De Rham representations of Gal(Qp/F ).
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développement ainsi que d’avoir partagé avec moi, toujours avec enthusiasme, ses immenses
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n’aurait jamais pu voir le jour.

Je souhaite remercier Laurent Berger et Ehud de Shalit pour avoir accepté la tâche peu
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4.2. Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.2.1. Rappels sur l’arbre de Bruhat-Tits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1. Quelques motivations historiques

Soit p un nombre premier. La dernière décennie a vu l’émergence et la preuve d’une cor-

respondance locale p-adique entre certaines représentations continues de dimension 2 de

Gal(Qp/Qp) et certaines représentations de Banach munies d’une action continue unitaire

de GL2(Qp). Cette correspondance, appelée correspondance de Langlands p-adique pour

GL2(Qp), a été initiée par Breuil [11, 12], et a été établie de manière fonctorielle par Colmez

[25, 24], Berger et Breuil [8], et Paškūnas [50]. Elle possède trois propriétés de compatibilité

importantes :

• la compatibilité à la réduction modulo p [6] ;

• la compatibilité à la correspondance de Langlands “classique” [34, 25] ;

• la compatibilité local-global avec la cohomologie étale complétée [34].

Ces deux dernières propriétés ont déjà eu des applications remarquables. Par exemple, Kisin

montre dans [51] que la compatibilité classique/p-adique implique, sous des hypothèses tech-

niques faibles, la conjecture sur les multiplicités modulaires de Breuil-Mézard [19]. Combinée

avec la preuve de la conjecture de modularité de Serre par Khare-Wintenberger-Kisin, la com-

patibilité local-global d’Emerton permet alors de prouver la conjecture de Fontaine-Mazur,

qui caractérise les représentations de Gal(Q/Q) provenant des formes modulaires classiques.

Pour plus de détails sur la construction de la correspondance de Langlands p-adique pour

GL2(Qp) et sur les applications mentionnées ci-dessus, nous renvoyons le lecteur aux exposés

de Berger et Breuil au séminaire Bourbaki [7, 15].

Si F est maintenant une extension finie non triviale de Qp, il est naturel de se demander

comment associer des représentations p-adiques de GL2(F ) aux représentations p-adiques de

dimension 2 de Gal(Qp/F ) dans l’esprit d’une correspondance locale à la Langlands. Cette

question est encore très peu comprise (voir [16] pour une vue d’ensemble), et la théorie

modulo p pour GL2(F ), qui semble a priori plus accessible que le cas p-adique, s’annonce

déjà beaucoup plus compliquée que lorsque F = Qp. Les résultats de Paškūnas [48], Hu [41],

Breuil-Paškūnas [21] et Schraen [60] dans ce sens montrent que l’étude des représentations

lisses irréductibles admissibles de GL2(F ) sur Fp devient très subtile.

Néanmoins, certains résultats du cas GL2(Qp) peuvent être généralisés même s’ils ne suf-

fisent pas pour conduire aux bonnes représentations de GL2(F ) à savoir celles apparaissant

dans la cohomologie étale complétée. L’un d’entre eux, qui est au coeur de cette thèse, consiste
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à donner une description explicite du complété unitaire universel de certaines représentations

localement Qp-analytiques, et à prouver sa non nullité.

Pour ce faire, nous introduisons dans le Chapitre 2 certains espaces de Banach de fonctions

de classe Cr sur OF , où r est un nombre rationnel positif ou nul, et donnons un critère de

prolongement des formes linéaires sur un espace de fonctions localement Qp-polynomiales en

distributions d’ordre r, généralisant ainsi des résultats classiques d’Amice-Vélu [2] et Vishik

[65]. Ce critère constitue un argument clé dans la preuve du résultat principal de ce texte,

donné dans le Chapitre 3, qui décrit le complété unitaire universel de certaines représentations

localement Qp-analytiques à l’aide d’espaces de fonctions de classe Cr sur OF . Le Chapitre 4

contient certains cas de non nullité, et apporte en particulier de nouvelles réponses positives

à la conjecture proposée par Breuil et Schneider dans [20].

1.2. Présentation des résultats obtenus

1.2.1. Notations. — Soit p un nombre premier. On fixe une clôture algébrique Qp de Qp

et une extension finie F de Qp contenue dans Qp. On choisit une extension finie E de Qp, qui

sera le corps des coefficients de nos représentations et qui vérifie la condition suivante :

|S| = [F : Qp],

où S
déf
= Homalg(F,E).

Si L désigne F ou E, on note OL l’anneau des entiers de L, $L une uniformisante de OL
et kL = OL/($L) son corps résiduel. On désigne par q = pf le cardinal de kF et par e l’indice

de ramification de F sur Qp, de sorte que [F : Qp] = ef . La valuation p-adique valF sur Qp

est normalisée par valF (p) = [F : Qp] et on pose |x| = p−valF (x) si x ∈ Qp.

On désigne par G le groupe GL2(F ), par K le groupe GL2(OF ) qui est, à conjugaison près,

l’unique sous-groupe ouvert compact maximal de G, et par P le sous-groupe de Borel formé

des matrices triangulaires supérieures de G.

Soit S′ un sous-ensemble de S. Pour tous |S′|-uplets nS′ = (nσ)σ∈S′ et mS′ = (mσ)σ∈S′

d’entiers positifs ou nuls, on introduit les notations suivantes :

(i) nS′ !
déf
=
∏
σ∈S′ nσ! ;

(ii) |nS′ |
déf
=
∑

σ∈S′ nσ ;

(iii) nS′ −mS′
déf
= (nσ −mσ)σ∈S′ ;

(iv) nS′ 6 mS′ si nσ ≤ mσ pour tout σ ∈ S′ ;
(v)

(
nS′
mS′

) déf
=

nS′ !
mS′ !(nS′−mS′ )!

;

(vi) pour tout z ∈ OF , znS′
déf
=
∏
σ∈S′

σ(z)nσ .

Pour alléger l’écriture, nous noterons n au lieu de nS tout |S|-uplet d’entiers positifs ou

nuls.

Si V est un E-espace vectoriel topologique, on note V ∨ son dual topologique muni de la

topologie forte.
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1.2.2. Espaces de fonctions de classe Cr sur OF . — Le Chapitre 2 est consacré à

l’étude d’une nouvelle notion de fonctions de classe Cr sur OF , où r est un nombre rationnel

positif ou nul.

Lorsque OF = Zp, on dispose d’une bonne théorie de Cr-différentiabilité qui a essentielle-

ment été développée par Schikhof [53], Amice-Vélu [2] et Vishik [65]. Rappelons brièvement

la définition de fonction de classe Cr sur Zp.

Soit f : Zp → E une fonction. Pour tout entier n positif ou nul, on pose :

an(f) =
n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
f(n− i).

Définition 1.2.1. — Soit r un nombre rationnel positif ou nul. On dit que f est de classe

Cr sur Zp si nr|an(f)| tend vers 0 dans R≥0 lorsque n→ +∞.

Si F 6= Qp, on dispose de plusieurs généralisations de cette définition. Une première idée

naturelle, utilisant le fait que OF est un Zp-module libre de rang fini, est la suivante.

Posons d
déf
= [F : Qp], fixons un d-uplet ~r = (ri)1≤i≤d de nombres rationnels positifs ou

nuls tels que
∑d

i=1 ri = r et une base (ei)1≤i≤d de OF sur Zp : les applications cordonnées

dans cette base définissent alors un isomorphisme de Zp-modules θ : Zdp → OF . Dans ce cas,

on pose :

C~r(OF , E)
déf
=
{
f : OF → E, f ◦ θ ∈

⊗̂d

i=1C
ri(Zp, E)

}
,

où
⊗̂d

i=1C
ri(Zp, E) désigne le séparé complété par rapport à la semi-norme produit de l’espace⊗d

i=1C
ri(Zp, E). Ce n’est cependant pas le bon espace à étudier, essentiellement pour les deux

raisons suivantes :

(i) l’espace C~r(OF , E) dépend de ~r et pas seulement de |~r| = r ;

(ii) l’espace C~r(OF , E) dépend du choix d’une base de OF sur Zp.

Dans le Chapitre 2, nous proposons une autre définition de cet espace qui fait intervenir

tous les plongements de F dans E et peut se résumer par la formule suivante : “une fonction

f : OF → E est de classe Cr si et seulement si f(x + y) admet un développement limité à

l’ordre [r] en tout x, et si le reste est o(|y|r) uniformément en x”.

Définition 1.2.2. — On dit que f : OF → E est de classe Cr sur OF s’il existe pour

i ∈ I≤[r], des fonctions bornées Dif : OF → E telles que, si l’on définit εf,[r] : OF ×OF → E

par :

εf,[r](x, y) = f(x+ y)−
∑
i∈I≤[r]

Dif(x)
yi

i!
,

et que l’on pose, pour tout h ∈ N,

Cf,r(h) = sup
x∈OF ,y∈$hFOF

|εf,[r](x, y)|qrh ,

alors Cf,r(h) tend vers 0 quand h tend vers +∞.

Notons Cr(OF , E) le E-espace vectoriel des fonctions de OF dans E qui sont de classe Cr.

On peut munir Cr(OF , E) d’une norme naturelle, que l’on note ‖ · ‖Cr , qui en fait un espace

de Banach sur E.
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Exemple 1.2.3. — Les fonctions localement Qp-analytiques sont en particulier de classe Cr

sur OF .

Le résultat principal du Chapitre 2, inspiré par [17, §5], généralise certains résultats clas-

siques prouvés par Amice-Vélu [2] et Vishik [65]. Pour l’énoncer, nous introduisons quelques

notations supplémentaires. Fixons J une partie de S et dS\J un |S\J |-uplet d’entiers positifs

ou nuls. Posons :

J ′
déf
= J

∐
{σ ∈ S\J, dσ + 1 > r}.

Notons F(OF , J, dS\J) l’espace des fonctions de OF dans E qui sont localement analytiques

selon les plongements σ appartenant à J et localement polynomiales de degré au plus dσ selon

les autres plongements σ, et Cr(OF , J ′, dS\J ′) son adhérence dans Cr(OF , E). Si N ∈ N, on

note FN (OF , J, dS\J) le sous-espace des éléments de F(OF , J, dS\J) qui sont localement Qp-

polynomiales de degré au plus N . Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante

pour qu’une forme linéaire

µ : FN (OF , J, dS\J)→ E

s’étende en une forme linéaire continue sur l’espace de Banach Cr(OF , J ′, dS\J ′).

Soit N ∈ N. Si µ ∈ FN (OF , J, dS\J)∨ et si f ∈ FN (OF , J, dS\J) on note, pour a ∈ OF et

n ∈ N :

µ
(
1a+$nFOF f

)
=

∫
a+$nFOF

f(z)µ(z) ,

où 1a+$nFOF désigne la fonction caractéristique de a+$n
FOF .

Théorème 1.2.4. — (i) Soit µ ∈ Cr(OF , J ′, dS\J ′)∨. Il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle

que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ N et tout i ∈ NS vérifiant iσ ≤ dσ pour tout σ ∈ S\J ′, on

ait : ∣∣∣ ∫
a+$nFOF

(z − a
$n
F

)i
µ(z)

∣∣∣ ≤ Cµ qnr.(1.2.1)

(ii) Soit N ≥ [r] un entier et soit µ ∈ FN (OF , J, dS\J)∨. Supposons qu’il existe une

constante Cµ ∈ R≥0 telle que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ N et tout i ∈ I≤N vérifiant iσ ≤ dσ
pour tout σ ∈ S\J , on ait : ∣∣∣ ∫

a+$nFOF

(z − a
$n
F

)i
µ(z)

∣∣∣ ≤ Cµ qnr.(1.2.2)

Alors µ se prolonge de manière unique en une forme linéaire continue sur Cr(OF , J ′, dS\J ′).

La méthode utilisée pour prouver le Théorème 1.2.4 généralise celle donnée par Colmez

pour Qp [23, Théorème II.3.2]. Le (i) se déduit d’une estimation de la norme Cr des fonctions

1a+$nFOF
(
z−a
$nF

)i
. Le (ii), plus subtil, repose de manière cruciale sur la construction d’une base

de Banach de l’espace Cr(OF , J ′, dS\J ′).
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1.2.3. Sur certains complétés unitaires universels explicites pour GL2(F ). — Soit

G un groupe de Lie p-adique de dimension finie. Dans [55, 57], Schneider et Teitelbaum

ont défini et débuté l’étude de la catégorie des représentations localement analytiques de G.

Une telle représentation est par exemple fournie par le sous-espace des vecteurs localement

analytiques d’un espace de Banach p-adique B muni d’une action continue unitaire de G.

Rappelons qu’un vecteur v ∈ B est dit localement analytique si l’application de G dans

B définie par g 7→ gv est localement analytique au sens de [55]. Schneider et Teitelbaum

ont montré [57] que si G est le groupe des Qp-points d’un groupe réductif défini sur Qp

et si B est une représentation de Banach unitaire admissible non nulle de G, alors le sous-

espace Ban des vecteurs localement Qp-analytiques de B est dense dans B. Cela suggère que

les représentations localement Qp-analytiques devraient avoir un grand rôle à jouer dans le

programme de Langlands p-adique (voir par exemple [44, 24] pour GL2(Qp)).

Si l’on dispose d’une représentation localement analytique I de G, il est intéressant d’étu-

dier son complété unitaire universel. Rappelons [33, §1] qu’un complété unitaire universel de

I est la donnée d’un espace de Banach p-adique I∧ muni d’une action continue unitaire de

G, et d’une application E-linéaire, continue et G-équivariante ι de I sur I∧ telle que toute

application E-linéaire, continue et G-équivariante I → W , avec W un G-Banach unitaire se

factorise de façon unique à travers ι. Grosso modo, cela revient à dire que I∧ est le complété

p-adique de I par rapport à un réseau ouvert minimal stable par G. Mentionnons qu’en

général, il est très difficile de déterminer si I∧ est non nul. Cette notion a été formalisée

par Emerton, une fois des exemples de complétés unitaires universels construits par Breuil

[12, 14] et Berger-Breuil [8].

Rappelons ici le cas cristallin de [8], qui a été le point de départ de cette thèse.

Soit V une représentation de Gal(Qp/Qp) de dimension 2, absolument irréductible, cristal-

line, ϕ-semi-simple et de poids de Hodge-Tate 0 et k−1 avec k ≥ 2. On sait [22, §5.5] qu’une

telle représentation est uniquement déterminée par un couple d’éléments (α, β) de E×. Dans

ce cas, il se trouve que le GL2(Qp)-Banach unitaire B(V ) associé à V par la correspondance

de Langlands p-adique est le complété unitaire universel de la représentation localement algé-

brique Symk−2E2⊗ Ind
GL2(Qp)
P (Qp)

(
nr(α−1)⊗nr(pβ−1)

)
, où Symk−2E2 désigne la représentation

algébrique de GL2(Qp) de plus haut poids (0, k−1), nr(α−1) (resp. nr(pβ−1)) désigne le carac-

tère non ramifié envoyant p sur α−1 (resp. pβ−1), et Ind
GL2(Qp)
P (Qp)

(
nr(α−1)⊗ nr(pβ−1)

)
désigne

la représentation lisse irréductible non ramifiée de GL2(Qp) associée par la correspondance

locale de Hecke à la représentation de Weil déduite de V par [37].

Plus précisément, les techniques introduites par Colmez permettent de démontrer l’exis-

tence d’un isomorphisme P -équivariant entre B(V )∨ et (lim←−ψD(V ))b, où D(V ) est le (ϕ,Γ)-

module associé à V et où la limite projective consiste en les suites ψ-compatibles bornées

d’éléments de D(V ). On peut ainsi prouver que B(V ) est non nul, topologiquement irré-

ductible et admissible. Pour prouver l’existence de cet isomorphisme, une étape importante

consiste à décrire explicitement de B(V ) comme espace de fonctions continues sur Qp d’un

certain type. Pour l’obtenir nous avons besoin de quelques notations supplémentaires. Notons

B(α) l’espace de Banach des fonctions f : Qp → E telles que :

(i) f |Zp définit un élément de Cval(α)(Zp, E) ;

(ii) (αpβ−1)val(z)zk−2f(1/z)|Zp−{0} se prolonge sur Zp en une fonction de Cval(α)(Zp, E).
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On peut munir B(α) d’une action continue de GL2(Qp) qui en fait un GL2(Qp)-Banach.

Notons ensuite L(α) l’adhérence dans B(α) du sous-E-espace vectoriel engendré par les fonc-

tions :

z 7→ zj ,

z 7→
{

(αpβ−1)val(z−a)(z − a)k−2−j si z 6= a

0 si z = a ;

avec a ∈ Qp, et j ∈ Z tel que 0 ≤ j < val(α).

On dispose alors du résultat suivant [8, Théorème 4.3.1].

Théorème 1.2.5. — Il existe un isomorphisme G-équivariant d’espaces de Banach p-adiques :

B(V )
∼−→ B(α)/L(α).

Soit maintenant F une extension finie de Qp et V une représentation continue de Gal(Qp/F )

cristalline, de dimension 2 sur E, et à poids de Hodge-Tate distincts. On ne dispose pas d’une

construction générale qui permet d’associer à V une représentation de Banach unitaire B(V )

déterminant V à isomorphisme près (voir [16] pour un état des lieux). Cependant, en utilisant

principalement les travaux de Schraen [59] et de Frommer [38] sur la filtration de Jordan-

Hölder des induites paraboliques localement Qp-analytiques, Breuil [17] parvient à définir

une représentation localement Qp-analytique Π(V ) de G dont il commence l’étude. Cette

construction, qui généralise une description explicite des vecteurs localement analytiques de

B(V ) lorsque F = Qp [44, 24], ne permet pas de reconstruire V mais elle donne une première

approximation de la représentation localement Qp-analytique qui devrait être associée à V .

Plus précisément [17, §4], la représentation Π(V ) est une somme directe de représentations

de la forme

I(χ, J, dS\J) =
( ⊗
σ∈S\J

(SymdσE2)σ
)
⊗E

(
IndGPχ1 ⊗ χ2

)J−an
,

où :

• J est une partie de S et dS\J un |S\J |-uplet d’entiers positifs ou nuls ;

• χ1, χ2 sont deux caractères multiplicatifs localement J-analytiques de F× dans E× ;

•
(
IndGPχ1⊗χ2

)J−an
désigne l’induite parabolique localement J-analytique, c’est-à-dire

l’espace des fonctions localement J-analytiques f : G → E telles que f(bg) = (χ1 ⊗
χ2)(b)f(g) sur lequel G agit par translation usuelle à droite ;

• pour σ ∈ S et dσ ∈ N, (SymdσE2)σ désigne la représentation algébrique irréductible

de GL2 ⊗F,σ E dont le plus haut poids vis-à-vis de P est χσ : diag(x1, x2) 7→ σ(x2)dσ .

Le Chapitre 3 fournit une description explicite du complété unitaire universel de I(χ, J, dS\J).

Avant d’énoncer nos résultats, nous introduisons quelques notations supplémentaires. Posons

r = −valQp(χ1(p)) et supposons r ≥ 0. Notons alors

J ′ = J
∐
{σ ∈ S\J, dσ + 1 > r}, χ′1 = χ1, χ′2 = χ2

∏
σ∈J ′\J

σdσ .

On désigne aussi par B(χ′, J ′, dS\J ′) le E-espace de Banach des fonctions f : F → E qui

vérifient les deux conditions suivantes :



15

(i) f |OF définit un élément de Cr(OF , J ′, dS\J ′) ;

(ii) χ′2χ
′
1
−1(z)zdS\J′f(1/z)|OF−{0} se prolonge surOF en une fonction de Cr(OF , J ′, dS\J ′).

Cet espace peut être muni d’une action de G qui en fait une G-représentation de Banach.

Notons alors L(χ′, J ′, dS\J ′) l’adhérence dans B(χ′, J ′, dS\J ′) du sous-E-espace vectoriel en-

gendré par les fonctions :

z 7→ znS\J′zmJ′ ,

z 7→
{
χ′2χ

′
1
−1(z − a)(z − a)dS\J′−nS\J′ (z − a)−mJ′ si z 6= a

0 si z = a ;

avec a ∈ F , mJ ′ ∈ NJ ′ et 0 6 nS\J ′ 6 dS\J ′ tels que r −
(
|nS\J ′ |+ |mJ ′ |

)
> 0.

Notons I(χ, J, dS\J)
∧

le complété unitaire universel de la représentation I(χ, J, dS\J). Le

résultat principal du Chapitre 3, qui généralise le Théorème 1.2.5, est alors le suivant.

Théorème 1.2.6. — Il existe un isomorphisme G-équivariant d’espaces de Banach p-adiques :

I(χ, J, dS\J)
∧ ∼−→ B(χ′, J ′, dS\J ′)/L(χ′, J ′, dS\J ′) .

La première étape consiste à remarquer que les représentations I(χ′, J ′, dS\J ′) et I(χ, J, dS\J)
ont le même complété unitaire universel. La deuxième étape, qui est le coeur de la preuve,
consiste à montrer qu’une boule ouverte (de centre 0) du Banach dual de I(χ′, J ′, dS\J ′)

∧
s’identifie aux distributions µ dans le dual fort de I(χ′, J ′, dS\J ′) telles que pour tout n ∈ Z,

tout a ∈ F , tout 0 6 nS\J ′ 6 dS\J ′ et tout mJ ′ ∈ NJ ′ on ait :∣∣∣ ∫
D(a,n)

(z − a)nS\J′ (z − a)mJ′µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµqn(r−|nS\J′ |−|mJ′ |)(1.2.3) ∣∣∣ ∫

F\D(a,n+1)

χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)dS\J′−nS\J′ (z − a)−mJ′µ(z)

∣∣∣ ≤ Cµqn(|nS\J′ |+|mJ′ |−r),(1.2.4)

avec Cµ ∈ R≥0.

Un examen approfondi utilisant de manière cruciale le Théorème 1.2.4 montre alors que les

conditions (1.2.3) et (1.2.4) sélectionnent exactement les formes linéaires dansB(χ′, J ′, dS\J ′)
∨

qui s’annulent sur les fonctions de L(χ′, J ′, dS\J ′).

1.2.4. Existence de normes invariantes pour GL2. — Dans cette partie, nous donnons

quelques cas où I(χ, J, dS\J)
∧

est non nul avec J = ∅, ce qui fournit en particulier de nouveaux

exemples non triviaux vérifiant la conjecture de Breuil et Schneider [20].

Celle-ci, qui généralise une conjecture antérieure de Schneider et Teitelbaum [58], peut

se résumer comme suit : “L’existence d’une filtration faiblement admissible sur un (ϕ,N)-

module D est équivalente à l’existence d’une norme GLd(F )-invariante sur une représentation

localement algébrique naturellement associée à D”.

Rappelons l’énoncé précis de la conjecture pour GL2(F ). Fixons :

• un couple (α, β) ∈ E× × E× avec (αβ−1)f /∈ {q, q−1} ;

• un |S|-uplet d’entiers positifs ou nuls d = (dσ)σ∈S .
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Posons ρd =
⊗

σ∈S(SymdσE2)σ et notons (r, V ) la représentation du groupe de Weil-

Deligne de F de dimension 2 sur E, réductible, non ramifiée et envoyant le Frobenius arith-

métique sur la matrice [ α 0
0 β ]. Par la correspondance de Langlands locale modifiée [20, §4], on

peut associer à (r, V ) la représentation lisse de GL2(F ) définie par

π = IndGP (nr(α−1)⊗ nr(pβ−1)),

où, pour tout µ ∈ E×, on note nr(µ) : F× → E× le caractère trivial sur O×F qui envoie $F

sur µf . Notons que l’hypothèse sur le couple (α, β) nous assure que π est irréductible.

Soit D un ϕ-module sur F0⊗QpE. On peut lui associer explicitement une représentation de

Weil-Deligne par la méthode décrite dans [37]. On la note WD(ϕ,D) et l’on note WD(ϕ,D)ss

sa F -semi-simplifiée [30, §8.5]. Si l’on pose DF = D ⊗F0 F , l’isomorphisme F ⊗Qp E '∏
σ : F ↪→E E envoyant h⊗e sur (σ(h)e)σ0 induit alors un isomorphisme de E-espaces vectoriels

DF '
∏

σ : F ↪→E
DF,σ ,

où l’on a posé DF,σ = (0, 0, . . . , 0, 1σ, 0, . . . , 0) ·DF . Ainsi, la donnée d’une filtration décrois-

sante exhaustive séparée de DF par des sous-(F ⊗Qp E)-modules (FiliDF )i∈Z (non néces-

sairement libres) équivaut à la donnée, pour tout σ : F ↪→ E, d’une filtration décroissante

exhaustive séparée de DF,σ par des sous-(F ⊗F,σ E)-espace vectoriels (FiliDF,σ)i∈Z. Une telle

filtration (FiliDF )i∈Z est admissible si son polygone de Hodge est en-dessous de son polygone

de Newton (voir la Section 4.4.2 pour plus de détails).

La conjecture de Breuil et Schneider dans le cas de GL2(F ) s’énonce alors comme suit.

Conjecture 1.2.7. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La représentation ρd ⊗ π admet une norme G-invariante, i.e. une norme p-adique

‖ · ‖ telle que ‖gv‖ = ‖v‖ pour tout g ∈ G et tout v ∈ ρd ⊗ π.

(ii) Il existe un ϕ-module D de rang 2 tel que

WD(ϕ,D)ss = (r, V )

et une filtration faiblement admissible (FiliDF,σ)i∈Z,
σ∈S

sur DF telle que

FiliDF,σ/Fili+1DF,σ 6= 0 ⇐⇒ i ∈ {−dσ − 1, 0}.

Cette conjecture est prouvée pour F = Qp [8, 24], mais cette preuve repose de manière

cruciale sur la théorie des (ϕ,Γ)-module de Fontaine, ce qui empêche pour l’instant son

adaptation directe à un cadre plus général. Mentionnons que dans [40], Hu démontre en

toute généralité implication (i)⇒ (ii). Par ailleurs, des résultats partiels ont été obtenus par

Breuil-Schneider [20] et Sorensen [62].

Dans le Chapitre 4, nous démontrons la Conjecture 1.2.7 sous certaines hypothèses tech-

niques portant sur les poids de la filtration. Fixons ι : F ↪→ E un plongement de F dans E

et notons ϕ0 le Frobenius arithmétique sur F0. Posons

S+ déf
= {σ ∈ S, dσ 6= 0}

et, pour l dans {0, . . . , f − 1}, notons :

Jl
déf
=
{
σ ∈ S+, σ([ζ]) = ι ◦ ϕl0([ζ]) pour tout ζ ∈ kF

}
.

Remarquons que si F est non ramifiée, on a |Jl| ≤ 1 pour tout l.
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Si i ∈ Z, on désigne par i l’unique représentant de i mod f dans {0, . . . , f − 1}. On pose

alors, pour tout σ ∈ Jl :

vσ = inf
{

1 ≤ i ≤ f, Jl+i 6= ∅
}
,

c’est-à-dire la plus petite puissance du Frobenius ϕ0 pour passer de Jl à un autre Jk non vide.

Nous démontrons alors résultat suivant.

Théorème 1.2.8. — Supposons que le (ii) de la Conjecture 1.2.7 soit vérifié et supposons

que d = (dσ)σ∈S satisfasse aux deux conditions supplémentaires suivantes :

(1) pour tout l ∈ {0, . . . , f − 1}, |Jl| ≤ 1 ;

(2) pour tout σ ∈ Jl,
dσ + 1 ≤ pvσ .

Alors la représentation ρd ⊗ π admet une norme G-invariante.

Il est relativement aisé, en reprenant les idées de [11], de décrire la représentation lo-

calement algébrique ρd ⊗ π par induction compacte. On en définit alors naturellement un

sous-OE [K]-module de type fini qui l’engendre sur E, puis nous montrons que si les condi-

tions (1) et (2) du Théorème 1.2.8 sont vérifiées, alors ce réseau est séparé.

Posons χ1 = nr(α−1) et χ2 = nr(β−1). Une conséquence importante du Théorème 1.2.8 est

alors donnée par le résultat suivant.

Corollaire 1.2.9. — Supposons que J = ∅ et que d vérifie les conditions (1) et (2) du

Théorème 1.2.8. Alors I(χ, ∅, d) 6= 0.

Mentionnons que Vignéras [64] a montré la non-nullité du complété unitaire universel de

la représentation I(χ, ∅, 0) lorsque χ1 et χ2 sont deux caractères modérément ramifiés. Une

preuve récente du même résultat, reposant de manière essentielle sur l’étude du modèle de

Kirillov associé à cette représentation, a été donnée par De Shalit et Kazhdan [42].

1.3. Questions et perspectives de recherche

Les résultats démontrés dans ce texte suggèrent qu’il peut être intéressant de travailler

selon les deux axes suivants :

• étendre les résultats que nous avons obtenus pour GL2(F ) au cadre du groupe GLn(F ),

où n est un entier positif ≥ 3 ;

• commencer l’étude des complétés unitaires universels de certaines extensions de séries

principales de GL2(F ).

Pour préciser les deux points mentionnés ci-dessus, nous introduisons quelques notations

supplémentaires. Fixons un entier n ≥ 3. On désigne par Tn(F ) le tore déployé des matrices

diagonales de GLn(F ) et par Pn(F ) le sous-groupe de Borel formé des matrices triangulaires

supérieures de GLn(F ). Fixons, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, un caractère χi : F
× → E× loca-

lement J-analytique. Choisissons un caractère algébrique η de (ResF/QpTn)(Qp) qui soit un

poids dominant et puisse donc être écrit comme un produit
∏

σ∈S\J

ησ, avec ησ un caractère

σ-algébrique de Tn(F ). Notons V (η) la représentation irréductible algébrique de ResF/QpGLn
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dont le plus haut poids vis-à-vis de ResF/QpPn est η, considérons la représentation localement

Qp-analytique suivante de GLn(F ) :

I
déf
= V (η)⊗

(
Ind

GLn(F )
Pn(F ) χ1 ⊗ . . .⊗ χn

)J−an
.

Une question naturelle consiste alors à chercher une description explicite du complété unitaire

universel de I à l’aide des espaces de Banach des fonctions de classe Cr sur OF (en plusieurs

variables) introduits dans le Chapitre 2 et des récents travaux de Nagel [47]. Il est ensuite

naturel de s’intéresser à d’éventuels cas de non nullité, en commençant par le cas localement

algébrique (i.e. J = ∅).

Rappelons que P est le sous-groupe de Borel formé des matrices triangulaires supérieures de

GL2(F ). Fixons un plongement σ : F ↪→ E, et deux caractères χ1, χ2 : F× → E× localement

σ-analytiques “suffisamment génériques”. Une question potentiellement très intéressante dans

le cadre du programme de Langlands p-adique pour GL2(F ) consiste à étudier le complété

unitaire universel des extensions de séries principales de la forme

0→
(

Ind
GL2(F )
P χ1 ⊗ χ2

)σ−an
→ Σ→

(
Ind

GL2(F )
P χ2σ(z)|z|F ⊗ χ1σ(z)−1|z|−1

F

)σ−an
→ 0

construites dans [43] par Kohlhaase. Il serait par exemple déjà intéressant de savoir si les

complétés unitaires universels de ces extensions sont ou non admissibles.



CHAPITRE 2

ESPACES DE FONCTIONS DE CLASSE Cr SUR OF

2.1. Préliminaires

2.1.1. Introduction. — Soit p un nombre premier. La correspondance de Langlands p-

adique pour GL2(Qp), commencée sous l’impulsion de Breuil [12, 11] et établie par Colmez

[25] et Paškūnas [50] à la suite des travaux de Colmez [24] et Berger-Breuil [8], est une

bijection entre certaines représentations de dimension 2 de Gal(Qp/Qp) et certaines représen-

tations de GL2(Qp).

Une étape importante dans l’établissement de cette correspondance pour la classe des

représentations galoisiennes de dimension 2, absolument irréductibles et devenant cristallines

sur une extension abélienne de Qp, est la description explicite du complété unitaire universel

de certaines induites paraboliques localement algébriques [8, Théorème 4.3.1]. C’est là que

l’analyse p-adique, et plus précisement l’espace de Banach des fonctions de classe Cr sur Zp,
où r désigne un nombre rationnel positif ou nul et Zp l’anneau des entiers p-adiques, intervient

de manière cruciale. Une question naturelle est la généralisation de cette étape pour certaines

représentations localement Qp-analytiques de GL2(F ), où F est une extension finie de Qp

[28]. Pour cela, nous avons été amenés à introduire et étudier une nouvelle notion de fonction

de classe Cr sur OF .

Dans le cas où F = Qp on dispose d’une bonne théorie de Cr-différentiabilité, qui a

été développée essentiellement par Schikhof [53], Barsky [3], Amice-Vélu [2] et Vishik [65].

Nous renvoyons le lecteur à [23] pour un exposé des résultats principaux sur l’espace des

fonctions de classe Cr sur Zp et son dual des distribution d’ordre r. Pour ce qui est des

fonctions de classe Cr sur OF , où F est une extension finie de Qp, on peut choisir une base

de OF sur Zp et l’utiliser comme on pense, mais ce procédé, qui n’est pas canonique, ne

donne pas la bonne notion. Dans cet article nous proposons une autre définition, qui fait

intervenir les plongements de F dans E, où E désigne une extension finie de Qp, et qui peut

se résumer par la formule : “ une fonction f : OF → E est dite de classe Cr si f(x+ y) a un

développement limité à l’ordre [r] en tout x, et si le reste est o(|y|r) uniformément (en x)”.

Le premier résultat principal que nous obtenons est la construction d’une base de Banach de

l’espace Cr(OF , E) des fonctions de classe Cr sur OF , qui consiste d’une famille dénombrable

de fonctions localement Qp-polynomiales. Le deuxième, qui porte sur son dual topologique,

donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une forme linéaire définie sur un espace

de fonctions localement Qp-polynomiales convenable s’étende en une distribution d’ordre r,

ce qui généralise des résultats classiques d’Amice-Vélu [2] et Vishik [65].
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Mentionnons que Nagel [45, 46], en s’appuyant sur les travaux de Schikhof [53] et De

Smedt [32], a également introduit une théorie de Cr-différentiabilité en plusieurs variables

pour une large classe de domaines, par exemple pour ceux qui s’écrivent sous la forme Znp , où n

est un entier positif. Étant donné que cette notion est stable par rapport à des isomorphismes

linéaires, il serait alors intéressant de comparer les deux constructions dans le cas n = [F : Qp]

une fois que l’on a choisi une base deOF sur Zp. Signalons que l’absence, à présent, des critères

d’Amice-Vélu pour l’espace introduit par Nagel, fait qu’il n’est pas trivial de comparer les

deux approches.

2.1.2. Notations. — Soit p un nombre premier. On fixe une clôture algébrique Qp de Qp

et une extension finie F de Qp contenue dans Qp. On désignera toujours par E une extension

finie de Qp qui vérifie :

|S| = [F : Qp], où S
déf
= Homalg(F,E) .

Si L désigne l’un des corps F ou E, on note OL son anneau des entiers, on en fixe une

uniformisante $L et l’on note kL = OL/($L) son corps résiduel. On pose f = [kF : Fp],
q = pf et l’on designe par e l’indice de ramification de F sur Qp, de sorte que [F : Qp] = ef .

La valuation p-adique valF sur Qp est normalisée par valF (p) = [F : Qp] et l’on pose

|x| = p−valF (x) si x ∈ Qp.

Si n ∈ N et ∗ ∈ {<,≤, >,≥,=} notons :

I∗n =
{

(iσ)σ∈S ∈ NS ,
∑
σ∈S

iσ ∗ n
}
.

Si n = (nσ)σ∈S et m = (mσ)σ∈S sont des |S|-uplets d’entiers positifs ou nuls, nous posons :

(i) n!
déf
=
∏
σ∈S nσ! ;

(ii) |n| déf
=
∑

σ∈S nσ ;

(iii) n−m déf
= (nσ −mσ)σ∈S ;

(iv) n 6 m si nσ ≤ mσ pour tout σ ∈ S ;

(v)
(
n
m

) déf
= n!

m!(n−m)! ;

(vi) pour tout z ∈ OF , zn
déf
=
∏
σ∈S

σ(z)nσ .

Une norme p-adique sur un E-espace vectoriel V est une fonction ‖·‖ : V → R≥0 telle que :

(i) ‖v + w‖ ≤ sup(‖v‖, ‖w‖) pour tout v, w ∈ V ;

(ii) ‖λv‖ ≤ |λ|‖v‖ pour tout λ ∈ E, v ∈ V ;

(iii) ‖v‖ = 0 si et seulement si v = 0.

Un espace de Banach p-adique sur E est un E-espace vectoriel topologique complet dont

la topologie provient d’une norme p-adique. Dans ce texte tous les espaces de Banach sont

p-adique et tels que ‖B‖ ⊆ |E|.
Si V est un E-espace vectoriel topologique, on note V ∨ son dual topologique muni de la

topologie forte [54, §9].

2.1.3. Énoncé des résultats. — Dans la Section 2.2 nous introduisons d’abord la notion

de fonction de classe Cr sur OF , où r est un nombre rationnel positif ou nul. On dit qu’une

fonction f : OF → E est de classe Cr s’il existe une famille de fonctions bornées Dif : OF →
E, pour i ∈ I≤[r], telles que f(x+ y) a un développement limité à l’ordre [r] en tout x et si le
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reste est o(|y|r) uniformément (en x). Montrer l’unicité de cette famille de fonctions requiert

une estimation technique sur le maximum des valeurs absolues des coefficients dominants

d’une fonction Qp-algébrique, qui utilise de façon cruciale le théorème d’Artin d’indépendance

algébrique des homomorphismes. Dans une deuxième partie on étudie quelques propriétés de

l’espace Cr(OF , E) : nous montrons que c’est une algèbre de Banach sur E et que, pour tout

i ∈ I≤[r], l’opérateur Di définit une application continue de Cr dans Cr−|i|. Ensuite, nous

donnons une condition suffisante sur une fonction h : OF → OF pour que f ◦ h soit de classe

Cr et nous montrons que si l’on fixe une telle fonction alors l’application qui associe à toute

f ∈ Cr(OF , E) la fonction f ◦ h est continue.

Soit J une partie de S et (dσ)σ∈S\J un |S\J |-uplet d’entiers positifs ou nuls. Nous consi-

dérons dans la Section 2.3 le sous-espace F(OF , J, (dσ)σ∈S\J) de l’espace des fonctions lo-

calement Qp-analytiques qui sont localement analytiques selon les plongements σ dans J

et localement polynomiales de degré au plus dσ selon les plongements σ dans S\J . Nous

montrons que cet espace s’injecte de façon continue dans l’espace des fonctions de classe Cr

(Corollaire 2.3.4) et nous en décrivons l’adhérence dans Cr(OF , E) en utilisant les opérateurs

de dérivation Di (Corollaire 2.3.16). On note Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′) cette adhérence, où J ′

désigne le sous-ensemble de S défini par :

J ′ = J
∐
{σ ∈ S\J, dσ + 1 > r}.

Une deuxième partie de cette section est consacrée à la construction d’une base de Banach

(qui dépend de r) de l’espace Cr(OF , E). Dans le cas OF = Zp mentionnons que cette base

cöıncide avec celle construite par Van der Put [63] pour l’espace des fonctions continues sur

Zp (ou ce qui revient au même pour C0(Zp, E)) et généralisée par Colmez [23] pour Cr(Zp, E)

avec r un nombre rationnel quelconque. Signalons que pour l’espace des fonctions continues

sur OF cette base a déjà été construite par De Shalit [31, §2]. Donnons un aperçu de notre

construction. Fixons un plongement ρ : F ↪→ E. Posons A−1 = ∅, A0 = {0} et choisissons

pour tout h ∈ N>0 un système de représentants Ah ⊂ OF des classes de OF /$h
FOF de sorte

que Ah ⊃ Ah−1. Notons alors A =
∐
h≥0Ah\Ah−1. Pour tout a ∈ A on définit l(a) comme le

plus petit entier n0 tel que a ∈ An0 . Si a ∈ A et i ∈ I≤[r], on note ea,i,r la fonction définie par

z 7→ ea,i,r(z) = ρ($F )[l(a)r]1
a+$

l(a)
F OF

(z)
(z − a
$
l(a)
F

)i
.

Théorème 2.1.1. — La famille des ea,i,r, pour a ∈ A et i ∈ I≤[r], forme une base de Banach

de Cr(OF , E).

Pour cela on généralise la preuve de [23, I.5.14]. Plus précisement, un premier ingrédient

que nous utilisons est une estimation de la norme Cr des ea,i,r (Lemme 2.3.7). Un deuxième

est la construction explicite, pour toute fonction f ∈ Cr(OF , E), d’une suite de fonctions fh
telles que fh tend vers f dans Cr(OF , E) quand h tend vers +∞ (Proposition 2.3.10). Nous

terminons cette section en décrivant la sous-famille de la famille des ea,i,r qui va être une base

de Banach pour l’espace Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′).

Dans la Section 2.4 on s’occupe des duaux topologiques des espaces considérés précé-

demment. Si N ∈ N, on note FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J) l’espace des fonctions localement Qp-

algébriques sur OF de degré au plus N dans F(OF , J, (dσ)σ∈S\J) et FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J)∨

l’ensemble des formes linéaires sur FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J). Le résultat principal (Théorème
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2.4.2) donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une forme linéaire sur l’espace

FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J) s’étende en une forme linéaire continue sur Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′). Cela

généralise un résultat dû à Amice-Vélu [2] et Vishik [65].

Théorème 2.1.2. — (i) Soit µ ∈ Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨. Il existe une constante Cµ ∈ R≥0

telle que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ N, et tout i ∈ NS tel que iσ ≤ dσ pour tout σ ∈ S\J ′,
on ait : ∣∣∣ ∫

a+$nFOF

(z − a
$n
F

)i
µ(z)

∣∣∣ ≤ Cµ qnr.
(ii) Soit N ≥ [r] un entier et soit µ ∈ FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J)∨. Supposons qu’il existe une

constante Cµ ∈ R≥0 telle que, pour tout a ∈ OF , tout n ∈ N, et tout i ∈ I≤N tel que iσ ≤ dσ
pour tout σ ∈ S\J , on ait : ∣∣∣ ∫

a+$nFOF

(z − a
$n
F

)i
µ(z)

∣∣∣ ≤ Cµ qnr.
Alors µ se prolonge de manière unique en une forme linéaire continue sur Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′).

Le (i) est conséquence d’une estimation de la norme Cr d’une fonction localement Qp-

analytique (Proposition 2.3.2). Le (ii) est plus subtil et est entièrement basé, d’après la Section

2.3, sur la connaissance d’une base de Banach explicite de l’espace Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′).

2.2. Fonctions de classe Cr sur OF

2.2.1. Définition. — Soit r ∈ Q≥0. Notons [r] sa partie entière. On dispose de l’espace de

Banach de fonctions de classe Cr sur Zp à valeurs dans E. Rappelons [23] que f : Zp → E

est de classe Cr si f(x + y) a un développement limité à l’ordre [r] en tout x, et si le reste

est o(|y|r) uniformément (en x). Dans cette section on va construire un espace de fonctions

de OF dans E qui généralise cette idée. La définition que l’on donne ne dépend pas du choix

d’une Zp-base de OF : elle va dépendre juste des plongements de OF dans E.

Définition 2.2.1. — On dit que f : OF → E est de classe Cr sur OF s’il existe des fonctions

bornées Dif : OF → E, pour i ∈ I≤[r], telles que, si l’on définit εf,[r] : OF ×OF → E par :

εf,[r](x, y) = f(x+ y)−
∑
i∈I≤[r]

Dif(x)
yi

i!

et pour tout h ∈ N

Cf,r(h) = sup
x∈OF ,y∈$hFOF

|εf,[r](x, y)|qrh

alors Cf,r(h) tend vers 0 quand h tend vers +∞.

Remarque 2.2.2. — (i) Soit f une fonction de classe Cr sur OF . Alors εf,[r](x, 0) = 0 pour

tout x ∈ OF car, pour tout h on a :

sup
x∈OF

|εf,[r](x, 0)| ≤ sup
x∈OF

|εf,[r](x, 0)|qrh ≤ Cf,r(h)
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et Cf,r(h) tend vers 0 quand h tend vers +∞ par hypothèse. Cela implique D0f(x) = f(x)

pour tout x ∈ OF . Comme Cf,r(h) tend vers 0 quand h→ +∞, a fortiori on a :

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

|εf,[r](x, y)| → 0 quand h→ +∞.(2.2.1)

De plus :

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

∣∣∣ ∑
i∈I≤[r]

|i|≥1

Dif(x)
yi

i!

∣∣∣→ 0 quand h→ +∞(2.2.2)

car par définition Dif est une fonction bornée sur OF pour tout i ∈ I≤[r] et |yi| ≤ q−h pour

tout y ∈ $h
FOF et tout i ∈ I≤[r], |i| ≥ 1. On peut réécrire εf,[r](x, y) sous la forme

εf,[r](x, y) =
(
f(x+ y)− f(x)

)
−
∑
i∈I≤[r]

|i|≥1

Dif(x)
yi

i!

et donc (2.2.1) et (2.2.2) impliquent

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

| f(x+ y)− f(x)| → 0 quand h→ +∞

c’est-à-dire f est une fonction continue. En particulier une fonction de classe C0 est une

fonction continue.

(ii) Soit f une fonction continue sur OF . Alors f est de classe C0 sur OF . En effet, par

continuité de f on a :

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

| f(x+ y)− f(x)| → 0 quand h→ +∞

et donc si l’on pose :

∀x ∈ OF , D0f(x) = f(x)

on voit que D0f vérifie la Définition 2.2.1 et cela permet de conclure.

Lemme 2.2.3. — Soit f : OF → E une fonction de classe Cr. Alors f est de classe C l pour

tout l ∈ Q≥0, l ≤ r.

Preuve. — Il suffit de prouver que f est de classe C l pour tout l ∈ N et l ≤ [r]. La démons-

tration se fait par récurrence sur l ≤ [r]. Supposons donc que f soit de classe C l pour un

l ∈ N>0, l ≤ [r]. Montrons qu’elle est de classe C l−1. Comme Cf,l(h) tend vers 0 quand h

tend vers +∞, alors a fortiori on a

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

|εf,[l](x, y)|q(l−1)h → 0 quand h→ +∞.(2.2.3)

D’autre part

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

∣∣∣∑
i∈I=l

Dif(x)
yi

i!

∣∣∣qh(l−1) → 0 quand h→ +∞.(2.2.4)

En effet, la fonction Dif est bornée sur OF pour tout i ∈ I=l par définition et |yi| ≤ q−hl

pour tout y ∈ $h
FOF , i ∈ I=l. Donc si l’on pose

C = sup
i∈I=l

sup
x∈OF

∣∣Dif(x)
∣∣
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on obtient :

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

∣∣∣∑
i∈I=l

Dif(x)
yi

i!

∣∣∣qh(l−1) ≤ Cq−h

et Cq−h → 0 quand h→ +∞. On peut réécrire εf,[l](x, y) sous la forme :

εf,[l](x, y) = εf,[l−1](x, y)−
∑
i∈I=l

Dif(x)
yi

i!
.

Les conditions (2.2.3) et (2.2.4) impliquent

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

|εf,[l−1](x, y)|q(l−1)h → 0 quand h→ +∞,

ce qui permet de conclure.

Lemme 2.2.4 (Unicité). — Soit f : OF → E une fonction de classe Cr. Alors il existe

une unique famille de fonctions {
Dif : OF → E, i ∈ I≤[r]

}
qui vérifie la Définition 2.2.1.

Preuve. — Supposons que{
Fi : OF → E, i ∈ I≤[r]

}
et

{
Gi : OF → E, i ∈ I≤[r]

}
soient deux familles de fonctions qui vérifient la Définition 2.2.1. On veut prouver que Fi = Gi
pour tout i ∈ I≤[r]. La démonstration se fait par récurrence sur |i|, i ∈ I≤[r]. D’après la

Remarque 2.2.2 on a F0 = f = G0.

Soit 0 < n < [r]. Supposons Fi = Gi pour tout i ∈ I≤n−1. On veut montrer que Fi = Gi
pour tout i ∈ I=n. Par l’hypothèse de récurrence on déduit que pour tout x, y ∈ OF on a :

f(x+ y)−
∑

i∈I≤n−1

Fi(x)
yi

i!
= f(x+ y)−

∑
i∈I≤n−1

Gi(x)
yi

i!
.

Notons ϕn−1 la fonction définie pour tout x, y ∈ OF par :

ϕn−1(x, y) = f(x+ y)−
∑

i∈I≤n−1

Fi(x)
yi

i!
.

D’après la preuve du Lemme 2.2.3 on sait que

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

∣∣∣ϕn−1(x, y)−
∑
i∈I=n

Fi(x)
yi

i!

∣∣∣qhn → 0 quand h→ +∞(2.2.5)

et

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

∣∣∣ϕn−1(x, y)−
∑
i∈I=n

Gi(x)
yi

i!

∣∣∣qhn → 0 quand h→ +∞.(2.2.6)

Fixons x ∈ OF . Supposons

Gi(x) = Fi(x) + αi αi ∈ E.
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Alors, par (2.2.6) on a :

sup
y∈$hFOF

∣∣∣(ϕn−1(x, y)−
∑
i∈I=n

Fi(x)
yi

i!

)
−
∑
i∈I=n

αi
yi

i!

∣∣∣qhn → 0 quand h→ +∞ ,

et donc, en utilisant (2.2.5), on déduit que

sup
y∈$hFOF

∣∣∣ ∑
i∈I=n

αi
yi

i!

∣∣∣qhn → 0 quand h→ +∞.(2.2.7)

De plus, comme
∑

i∈I=n αi
yi

i! est une fonction polynomiale homogène de degré n on a :

sup
y∈$h+eF OF

∣∣∣ ∑
i∈I=n

αi
yi

i!

∣∣∣ = q−en sup
y∈$hFOF

∣∣∣ ∑
i∈I=n

αi
yi

i!

∣∣∣ .(2.2.8)

Par (2.2.7) et (2.2.8) on déduit que

∀h ∈ N, sup
y∈$hFOF

∣∣∣ ∑
i∈I=n

αi
yi

i!

∣∣∣qnh = 0 ,

et donc, d’après le théorème d’Artin d’indépendance algébrique des homomorphismes, que

αi = 0 pour tout i ∈ I=n, d’où le résultat.

Notons Cr(OF , E) l’ensemble des fonctions de OF dans E qui sont de classe Cr. On munit

Cr(OF , E) de la norme ‖ · ‖Cr définie par :

‖f‖Cr = sup
(

sup
i∈I≤[r]

sup
x∈OF

∣∣∣Dif(x)

i!

∣∣∣, sup
x,y∈OF

|εf,[r](x, y)|
|y|r

)
ce qui en fait un espace de Banach sur E.

Exemple 2.2.5. — Soit r ∈ Q≥0. Soit m = (mσ)σ∈S un |S|-uplet d’entiers positifs. Consi-

dérons la fonction f de OF dans E définie par z 7→ zm. Posons :

Dif(z)

i!
=

{ (
m
i

)
zm−i si i 6 m

0 sinon.
(2.2.9)

Pour tout x, y ∈ OF on a :

εf,[r](x, y) =


∑

l6m
|l|>[r]+1

(m
l

)
ylxm−l si r < |m|

0 sinon.
(2.2.10)

En revenant à la Définition 2.2.1 on voit que f est bien de classe Cr. D’après (2.2.9) on a :

sup
z∈OF

∣∣∣Dif(z)

i!

∣∣∣ ≤ sup
z∈OF

∣∣∣(m
i

)
zm−i

∣∣∣ ≤ 1

et d’après (2.2.10) on a :

sup
x,y∈OF

|εf,[r](x, y)|
|y|r

≤ sup
l6m
|l|>[r]+1

sup
x,y∈OF

∣∣(m
l

)
ylxm−l

∣∣
|y|r

≤ 1.

On en déduit que l’on a ‖f‖Cr ≤ 1 et comme supz∈OF |f(z)| = 1 on a ‖f‖Cr = 1.
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Remarque 2.2.6. — Notons d = [F : Qp]. Comme OF est un Zp-module libre de rang d, il

est naturel de considérer une autre notion de fonction de classe Cr sur OF . Fixons un d-uplet

~r = (ri)1≤i≤d de nombres rationnels positifs ou nuls tels que
∑d

i=1 ri = r ainsi qu’une base

(ei)1≤i≤d de OF sur Zp. Notons θ : Zdp → OF l’isomorphisme de Zp-modules défini par

θ
(
a1, . . . , ad

)
=

d∑
i=1

aiei

et, pour tout z ∈
⊗d

i=1C
ri(Zp, E), définissons ‖z‖ comme l’infimum des supj∈J ‖vj1‖Cr1 · . . . ·

‖vjd‖Crd sur toutes les écritures possibles de z sous la forme
∑

j∈J vj1 ⊗ . . .⊗ vjd . On munit

ainsi
⊗d

i=1C
ri(Zp, E) d’une semi-norme ‖ · ‖ et l’on note alors

⊗̂d

i=1C
ri(Zp, E) le séparé

complété de l’espace
⊗d

i=1C
ri(Zp, E) pour cette semi-norme. Posons :

C~r(OF , E) =
{
f : OF → E, f ◦ θ ∈

⊗̂d

i=1C
ri(Zp, E)

}
,

que l’on munit de la topologie induite par celle définie sur
⊗̂d

i=1C
ri(Zp, E). Il se trouve que

C~r(OF , E) n’est pas le bon espace que l’on veut étudier essentiellement pour deux raisons :

(i) l’espace C~r(OF , E) dépend de ~r et pas seulement de |~r| = r ;

(ii) l’espace C~r(OF , E) dépend du choix d’une base de OF sur Zp.

2.2.2. Premières propriétés. — Soit r ∈ Q≥0 et f une fonction de classe Cr sur OF .

Alors, d’après le Lemme 2.2.4 il existe une unique famille de fonctions{
Dif : OF → E, i ∈ I≤[r]

}
qui vérifie la Définition 2.2.1. Dans la suite on veut montrer que si l’on choisit une fonction

de cette famille, disons Dif , alors elle est de classe Cr−|i|. Nous aurons besoin du lemme tech-

nique suivant qui utilise une estimation sur le maximum des valeurs absolues des coefficients

dominants d’une fonction Qp-algébrique.

Lemme 2.2.7. — Soit N ∈ N. Soit ai pour i ∈ I≤N une famille d’éléments de E. Alors il

existe une constante C ∈ R≥0 et un n0 ∈ N tels que pour tout h ≥ n0 on a :

sup
i∈I≤N

|ai|q−h|i| ≤ C sup
z∈$hFOF

∣∣∣ ∑
i∈I≤N

ai
zi

i!

∣∣∣.(2.2.11)

Preuve. — Soit P : OF → E la fonction définie par :

P (z) =
∑
i∈I≤N

ai
zi

i!
.

Il existe un entier k ≥ 1 tel que P peut se décomposer de façon unique comme une somme

de fonctions :

P (z) = PN1(z) + PN2(z) + . . .+ PNk(z),

où tout PNj est homogène de degré Nj avec 0 ≤ N1 < N2 < . . . < Nk = N .
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D’après (2.2.8) on déduit que pour tout PNj non nul il existe 0 < ANj < BNj tels que

ANjq
−hNj ≤ sup

z∈$hFOF
|PNj | ≤ BNjq−hNj .

Cela implique que pour h assez grand le membre de gauche de l’inégalité (2.2.11) est déterminé

par PN1 .

Il suffit alors de montrer le lemme lorsque P est homogène de degré N. Or, d’après le

théorème d’Artin d’indépendance algébrique des homomorphismes on sait que l’application

qui envoie P sur le vecteur des ai est un isomorphisme d’espaces vectoriels de dimension finie.

Comme sur un espace de Banach de dimension finie toutes les normes sont équivalentes, on

peut conclure.

Proposition 2.2.8. — Soit f ∈ Cr(OF , E). Alors

(i) Dif ∈ Cr−|i|(OF , E) pour tout i ∈ I≤[r]. De plus il existe une constante C ∈ R≥0

telle que pour tout i ∈ I≤[r] on a :

‖Dif‖Cr−|i| ≤ C‖f‖Cr .

(ii) Soient i et j deux éléments de I≤[r] tels que |i|+ |j| ≤ [r]. On a :

Dj

(
Dif

)
= Di+jf.

Preuve. — Supposons x ∈ OF et y, z ∈ $h
FOF . En développant σ(y + z)iσ pour tout σ ∈ S

on a : ∑
i∈I≤[r]

Dif(x)
(y + z)i

i!
=
∑
i∈I≤[r]

Dif(x)
∑
k6i

yk

k!

zi−k

(i− k)!

=
∑
i∈I≤[r]

∑
k∈NS

|k|6[r]−|i|

Dk+if(x)
yk

k!

zi

i!
.

On peut alors réécrire εf,[r](x, y + z)− εf,[r](x+ y, z) sous la forme

−
∑
i∈I≤[r]

zi

i!

(
Dif(x+ y)−

∑
k∈NS

|k|6[r]−|i|

Dk+if(x)
yk

k!

)
.(2.2.12)

D’après les inégalités

|εf,[r](x, y + z)|qrh ≤ Cf,r(h) et |εf,[r](x+ y, z)|qrh ≤ Cf,r(h)

on obtient la majoration

|εf,[r](x, y + z)− εf,[r](x+ y, z)| ≤ Cf,r(h)q−rh.(2.2.13)

Notons εDif,[r] : OF ×OF → E, pour i ∈ I≤[r] et h ∈ N, la fonction définie par :

εDif,[r](x, y) = Dif(x+ y)−
∑
k∈NS

|k|6[r]−|i|

Dk+if(x)
yk

k!
.(2.2.14)
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On veut montrer que pour tout i ∈ I≤[r] on a :

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

|εDif,[r](x, y)|qh(r−|i|) → 0 quand h→ +∞.

Soit x ∈ OF et y ∈ $h
FOF . Par le Lemme 2.2.7 appliqué à

∑
i∈I≤[r]

εDif,[r](x, y) z
i

i! il existe

une constante C(x, y) ∈ R≥0 et un entier positif n(x, y) tels que pour tout i ∈ I≤[r] et tout

l ≥ n(x, y) on a :

|εDif,[r](x, y)|q−l|i| ≤ C(x, y) sup
z∈$lFOF

∣∣∣ ∑
i∈I≤[r]

εDif,[r](x, y)
zi

i!

∣∣∣.(2.2.15)

Remarquons que l’application de OF × $h
FOF dans R≥0 définie par (x, y) 7→ C(x, y) est

localement constante. Notons C son maximum. De même, l’application de OF ×$h
FOF dans

N définie par (x, y) 7→ n(x, y) est localement constante. Notons n son maximum. En utilisant

les inégalités (2.2.15) et (2.2.13) on déduit alors que pour tout h ≥ n on a :

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

|εDif,[r](x, y)|q−h|i| ≤ Cq−hrCf,r(h)

et donc, pour tout h ≥ n on a :

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

|εDif,[r](x, y)|qh(r−|i|) ≤ CCf,r(h).

On en déduit l’appartenance de Dif à Cr−|i|(OF , E) et la majoration

‖Dif‖Cr−|i| ≤ C‖f‖Cr .

Par ce qui précède la fonction Dj(Dif), pour j ∈ I≤[r]−|i|, est le terme de εDif,[r](x, ·) qui est

facteur de yj

j! , c’est-à-dire

Dj

(
Dif

)
= Di+jf,

d’où le résultat.

Corollaire 2.2.9. — L’application Di de Cr(OF , E) dans Cr−|i|(OF , E) définie par f 7→
Dif est bien définie et continue.

Preuve. — Il s’agit d’une conséquence immédiate du (i) de la Proposition 2.2.8.

Rappelons qu’une E-algèbre de Banach est une E-algèbre normée (c’est-à-dire vérifiant

‖ab‖ ≤ ‖a‖ · ‖b‖ et ‖1‖ ≤ ‖1‖) telle que l’espace vectoriel normé sous-jacent soit un espace

de Banach.

Lemme 2.2.10. — Soit r ∈ Q≥0. L’espace Cr(OF , E) est une E-algèbre de Banach.

Preuve. — Soient f, g ∈ Cr(OF , E). Posons pour tout x, y ∈ OF :

νfg,[r](x, y) = f(x+ y)g(x+ y)−
( ∑
i∈I≤[r]

Dif(x)
yi

i!

)( ∑
j∈I≤[r]

Djg(x)
yj

j!

)
.

Si on additionne et on soustrait le terme f(x+ y)
(∑

j∈I≤[r]
Djg(x)y

j

j!

)
, on obtient :

νfg,[r](x, y) = f(x+ y)εg,[r](x, y) +
( ∑
j∈I≤[r]

Djg(x)
yj

j!

)
εf,[r](x, y).(2.2.16)
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Comme f est une fonction bornée sur OF et g ∈ Cr(OF , E) on a :

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

|f(x+ y)εg,[r](x, y)|qrh → 0 quand h→ +∞.(2.2.17)

De manière analogue, comme les fonctions Djg, pour tout j ∈ I≤[r], sont bornées sur OF par

définition et g ∈ Cr(OF , E) on a :

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

∣∣∣( ∑
j∈I≤[r]

Djg(x)
yj

j!

)
εf,[r](x, y)

∣∣∣qrh → 0 quand h→ +∞.(2.2.18)

Et donc, par (2.2.17) et (2.2.18) on déduit

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

|νfg,[r](x, y)|qrh → 0 quand h→ +∞.(2.2.19)

Par ailleurs, on peut réécrire νfg,[r](x, y) pour tout x, y ∈ OF sous la forme :

f(x+ y)g(x+ y)−
∑

k∈I≤[r]

( ∑
i+j=k

(
k

i

)
Dif(x)Djg(x)

)yk
k!

+

+
∑

k∈I>[r]

( ∑
i+j=k

(
k

i

)
Dif(x)Djg(x)

)yk
k!
.

Posons :

∀x, y ∈ OF , εfg,[r](x, y) = f(x+ y)g(x+ y)−
∑

k∈I≤[r]

( ∑
i+j=k

(
k

i

)
Dif(x)Djg(x)

)yk
k!

Par (2.2.19) et puisque l’on a :

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

∣∣∣ ∑
k∈I>[r]

( ∑
i+j=k

(
k

i

)
Dif(x)Djg(x)

)yk
k!

∣∣∣qrh → 0 quand h→ +∞

on déduit

sup
x∈OF ,y∈$hFOF

|εfg,[r](x, y)|qrh → 0 quand h→ +∞.(2.2.20)

La condition (2.2.20) implique que fg est de classe Cr et l’égalité suivante

∀k ∈ I≤[r], Dk(fg) =
∑
i+j=k

(
k

i

)
DifDjg.

Il nous reste à montrer l’inégalité suivante :

∀f, g ∈ Cr(OF , E), ‖fg‖Cr ≤ ‖f‖Cr‖g‖Cr .(2.2.21)

(i) On a :

sup
x∈OF

∣∣∣Dk(fg)(x)

k!

∣∣∣ ≤ sup
i+j=k

(
sup
x∈OF

∣∣∣Dif(x)

i!

∣∣∣ sup
x∈OF

∣∣∣Djg(x)

j!

∣∣∣) ≤ ‖f‖Cr‖g‖Cr .
(ii) En utilisant l’égalité (2.2.16) on en déduit la minoration

sup
x,y∈OF

|εfg,[r](x, y)|
|y|r

≤ ‖f‖Cr‖g‖Cr .

En revenant à la définition de ‖ · ‖Cr on déduit de (i) et de (ii) l’inégalité (2.2.21).
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2.2.2.1. Composition de fonctions. — Soit f : OF → E une fonction de classe Cr et h

une fonction de OF dans OF . Dans ce paragraphe nous donnons une condition suffisante sur

h pour que f ◦ h : OF → E soit de classe Cr.

Commençon par la définition suivante.

Définition 2.2.11. — Soit r ∈ Q≥0. On dit que h : OF → F est de classe Cr,id sur OF
s’il existe des fonctions bornées h(i) : OF → F , pour 0 ≤ i ≤ [r], telles que, si l’on définit

εh,[r] : OF ×OF → F par :

εh,[r](x, y) = f(x+ y)−
[r]∑
i=0

h(i)(x)
yi

i!

et pour tout k ∈ N

Ch,r(k) = sup
x∈OF ,y∈$kFOF

|εh,[r](x, y)|qrk

alors Ch,r(k) tend vers 0 quand k tend vers +∞.

Le même raisonnement donné dans la Remarque 2.2.2 nous dit qu’une fonction h : OF → F

de classe Cr,id est continue.

Lemme 2.2.12 (Unicité). — Soit h une fonction de OF dans F de classe Cr,id. Alors il

existe une unique famille de fonctions{
h(i) : OF → F, 0 ≤ i ≤ [r]

}
qui vérifie la Définition 2.2.11.

Preuve. — La preuve étant similaire à celle du Lemme 2.2.4, nous y renvoyons le lecteur.

Notons Cr,id(OF , F ) l’ensemble des fonctions de OF dans F qui sont de classe Cr,id. On

munit Cr,id(OF , F ) de la norme ‖ · ‖Cr,id définie par :

‖h‖Cr,id = sup
(

sup
0≤i≤[r]

sup
x∈OF

∣∣∣h(i)(x)

i!

∣∣∣, sup
x,y∈OF

|εh,[r](x, y)|
|y|r

)
ce qui en fait un espace de Banach sur F .

Proposition 2.2.13 (Composition de fonctions). — Soit r ∈ Q≥0. Si h : OF → OF est

une fonction de classe Cr,id alors

(i) ∀f ∈ Cr(OF , E), f ◦ h ∈ Cr(OF , E) ;

(ii) l’application de Cr(OF , E) dans Cr(OF , E) définie par f 7→ f ◦ h est continue.

Preuve. — Le cas [r] = 0 est immédiat et est laissé au lecteur. Supposons donc [r] ≥ 1.

Posons pour tout x, y ∈ OF :

εf◦h,[r](x, y) = f(h(x+ y))−
∑

j∈I≤[r]

Djf(h(x))

(∑[r]
i=1 h

(i)(x)y
i

i!

)j
j!

.(2.2.22)
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Si on additionne et on soustrait le terme f
(
h(x) +

∑[r]
i=1 h

(i)(x)y
i

i!

)
, on obtient :

f(h(x+ y))− f
(
h(x) +

[r]∑
i=1

h(i)(x)
yi

i!

)
+ f

(
h(x) +

[r]∑
i=1

h(i)(x)
yi

i!

)
−

−
∑

j∈I≤[r]

Djf(h(x))

(∑[r]
i=1 h

(i)(x)y
i

i!

)j
j!

.

On peut réécrire f(h(x+ y))− f
(
h(x) +

∑[r]
i=1 h

(i)(x)y
i

i!

)
sous la forme

f(h(x+ y))− f(h(x+ y)− εh,[r](x, y)).

Comme f est une fonction de classe Cr sur OF et donc par le Lemme 2.2.3 de classe C1, et

h ∈ Cr,id(OF , F ), on a pour y suffisamment petit :∣∣f(h(x+ y))− f(h(x+ y)− εh,[r](x, y))| ≤ (sup
σ∈S

sup
x∈OF

|Deσf(x)|)|εh,[r](x, y)|.(2.2.23)

L’inégalité (2.2.23) et le fait que h est une fonction de classe Cr,id sur OF impliquent

sup
x∈OF ,y∈$lFOF

|f(h(x+ y))− f(h(x+ y)− εh,[r](x, y))|qrl → 0 quand l→ +∞.

Par ailleurs, comme f est une fonction de classe Cr sur OF alors

sup
x∈OF ,y∈$lFOF

∣∣∣∣∣f(h(x) +

[r]∑
i=1

h(i)(x)
yi

i!

)
−
∑

j∈I≤[r]

Djf(h(x))

(∑[r]
i=1 h

(i)(x)y
i

i!

)j
j!

∣∣∣∣∣qrl
tend vers 0 quand l tend vers +∞. Avec ce qui précède on en déduit :

sup
x∈OF ,y∈$lFOF

|εf◦h,[r](x, y)|qrl → 0 quand l→ +∞.(2.2.24)

La condition (2.2.24) implique que f ◦h est une fonction de classe Cr sur OF et que Di(f ◦h)

est le terme de εf◦h,[r](·, y) qui est facteur de yi

i! .

Il nous reste à montrer le (ii).

• Par ce qui précède on a :

∀i ∈ I≤[r], sup
x∈OF

∣∣∣Di(f ◦ h)(x)

i!

∣∣∣ ≤ sup(1, ‖h‖rCr,id)‖f‖Cr .

• Soit m ∈ N tel que εh,[r](x, y) ∈ OF pour tout x ∈ OF , y ∈ $m
F OF . Par l’inégalité

(2.2.23) on a :

sup
x∈OF ,y∈$mF OF

∣∣f(h(x+ y))− f(h(x+ y)− εh,[r](x, y))||y|−r ≤ ‖h‖Cr,id‖f‖Cr .

De plus, comme f est une fonction de classe Cr on a :

sup
x∈OF ,y∈$mF OF

∣∣∣∣∣f(h(x) +

[r]∑
i=1

h(i)(x)
yi

i!

)
−
∑

j∈I≤[r]

Djf(h(x))

(∑[r]
i=1 h

(i)(x)y
i

i!

)j
j!

∣∣∣∣∣|y|−r
≤ sup
x∈OF ,y∈$mF OF

|εf,[r](x, y)||y|−r

≤ ‖f‖Cr .
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• Supposons y /∈ $m
F OF . En utilisant (2.2.22) on déduit

sup
x∈OF ,y /∈$mF OF

|εf◦h,[r](x, y)|
|y|r

≤ qmr sup(‖f‖Cr , ‖f‖Cr‖h‖Cr,id).

En revenant à la définition de ‖ · ‖Cr on déduit qu’il existe une constante C ∈ R>0 telle que

‖f ◦ h‖Cr ≤ C‖f‖Cr pour tout f ∈ Cr(OF , E). D’où le résultat.

2.3. Lien avec les fonctions localement analytiques

2.3.1. Espaces de fonctions localement Qp-analytiques. — Soit J ⊆ S et soit dσ ∈ N
pour tout σ ∈ S\J . Nous allons rappeler la construction de l’espace F(OF , J, (dσ)σ∈S\J), puis

nous montrons que cet espace s’injecte de façon continue dans Cr(OF , E).

Pour a ∈ OF et n ∈ N, on note O(a + $n
FOF , J, (dσ)σ∈S\J) le E-espace vectoriel des

fonctions f : a+$n
FOF → E de la forme

f(z) =
∑

m=(mσ)σ∈S∈NS
mσ≤dσ si σ∈S\J

am(a)(z − a)m

avec am(a) ∈ E et |am(a)|q−n(|m|) → 0 quand |m| → +∞. C’est un espace de Banach sur E

pour la topologie induite par la norme ‖ · ‖a,n définie par :

‖f‖a,n = sup
m

(
|am(a)|q−n(|m|)

)
.

Pour h ∈ N, on note Fh(OF , J, (dσ)σ∈S\J) le E-espace vectoriel des fonctions f : OF → E

telles que

∀a ∈ OF , f |a+$hFOF
∈ O(a+$h

FOF , J, (dσ)σ∈S\J).

On munit cet espace de la norme ‖ · ‖Fh définie par

‖f‖Fh = sup
amod$hF

‖f |a+$hFOF
‖a,h ,(2.3.1)

ce qui en fait un espace de Banach sur E. On voit immédiatement que cette définition ne

dépend pas du choix des réprésentants. De plus, on sait par [54, p. 107] que les inclusions

Fh(OF , J, (dσ)σ∈S\J) ⊆ Fh+1(OF , J, (dσ)σ∈S\J)

sont continues et compactes.

Définition 2.3.1. — On note F(OF , J, (dσ)σ∈S\J) le E-espace vectoriel des fonctions f : OF →
E pour lesquelles il existe un entier positif ou nul h tel que f ∈ Fh(OF , J, (dσ)σ∈S\J).

On munit l’espace F(OF , J, (dσ)σ∈S\J) de la topologie de la limite inductive, ce qui en fait

un espace de type compact.

Proposition 2.3.2. — Pour h ∈ N et r ∈ Q≥0 on a Fh(OF , S) ⊂ Cr(OF , E) et, quel que

soit g dans Fh(OF , S) on a :

‖g‖Cr ≤ ‖g‖Fh q
rh.
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Preuve. — Soit g ∈ Fh(OF , S). Fixons un système de représentantsAh des classes deOF /$h
FOF .

Par hypothèse on peut écrire g sous la forme

g(x) =
∑
m∈NS

am(a)(x− a)m

quels que soient a ∈ Ah et x ∈ a + $h
FOF . Posons pour tout i ∈ I≤[r], tout a ∈ Ah et tout

x ∈ a+$h
FOF :

Dig(x)

i!
=
∑
m∈NS
m>i

am(a)

(
m

i

)
(x− a)m−i.(2.3.2)

Montrons d’abord que l’on a l’inégalité suivante :

∀x ∈ OF ,
∣∣∣Dig(x)

i!

∣∣∣ ≤ ‖g‖Fh qh|i|.(2.3.3)

En effet par la formule (2.3.2) on a les inégalités suivantes pour tout a ∈ Ah et tout x ∈
a+$h

FOF : ∣∣∣Dig(x)

i!

∣∣∣ ≤ sup
m

∣∣∣am(a)

(
m

i

)
(x− a)m−i

∣∣∣
≤ sup

m

(
|am(a)|q−h|m|

)
qh|i|

= ‖g‖Fh q
h|i|.

Comme le membre de droite ne dépend pas de a ∈ Ah on en déduit l’inégalité pour tout

x ∈ OF . Posons :

∀x, y ∈ OF , εg,[r](x, y) = g(x+ y)−
∑
i∈I≤[r]

Dig(x)
yi

i!
.(2.3.4)

Donnons d’abord une estimation de |εg,[r](x, y)| pour tout x ∈ OF et tout y ∈ $h
FOF . En

développant g(x+ y) pour x ∈ a+$h
FOF on obtient :

g(x+ y) =
∑
m∈NS

am(a)
(
(x− a) + y

)m
=
∑
m∈NS

∑
i6m

am(a)

(
m

i

)
(x− a)m−iyi.

La formule (2.3.2) et celle ci-dessus permettent de réécrire εg,[r](x, y) sous la forme

εg,[r](x, y) =
∑
i∈I>[r]

Dig(x)

i!
yi.

Par l’inégalité (2.3.3) on a :

|εg,[r](x, y)| = sup
i∈I>[r]

∣∣∣Dig(x)

i!
yi
∣∣∣ ≤ sup

i∈I>[r]

‖g‖Fh q
(h−valF (y)/f)|i| ≤ ‖g‖Fh q

(h−valF (y)/f)([r]+1)

(rappelons que q = pf est la cardinalité du corps résiduel de F ), d’où

|εg,[r](x, y)|qrvalF (y)/f ≤ ‖g‖Fh q
(h−valF (y)/f)([r]+1)qrvalF (y)/f .(2.3.5)
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Comme −(valF (y)/f)([r]+1)+rvalF (y)/f tend vers −∞ quand valF (y)→ +∞, cela montre

que g est de classe Cr.

La majoration ‖g‖Cr ≤ ‖g‖Fh qrh se déduit de la formule (2.3.4) et des majorations (2.3.3)

et (2.3.5).

Définition 2.3.3. — Notons F(OF , S) l’espace F(U, J, (dσ)σ∈S\J) pour U = OF et J =

S (et donc S\J = ∅) ou, autrement dit, le E-espace vectoriel des fonctions f : OF → E

localement Qp-analytiques.

Corollaire 2.3.4. — L’espace F(OF , S) s’injecte de façon continue dans Cr(OF , E).

Preuve. — Comme l’espace F(OF , S) est muni de la topologie de la limite inductive le ré-

sultat est une conséquence immédiate de la Proposition 2.3.2.

2.3.2. Décomposition en vaguelettes des fonctions de classe Cr. — Conservons les

notations du §2.3.1. Si I est un ensemble, on note c0(I) l’espace des fonctions f : I → E telles

que :

∀ε > 0, |{i ∈ I, |f(i)| ≥ ε}| < +∞
et on le munit de la norme définie par :

‖f‖∞ = sup
i∈I
|f(i)|.

Soit V un espace de Banach sur E. Une famille (ei)i∈I d’éléments de V est une base de Banach

de V si l’application de c0(I) dans V définie par (ai)i∈I 7→
∑

i∈I aiei est un isomorphisme

d’espaces de Banach. Rappelons que tout E-espace de Banach V possède des bases de Banach

[54, Proposition 10.1] et que, si ‖V ‖ ⊆ |E|, il existe un ensemble I tel que V est isométrique

à (c0(I), ‖ · ‖∞) [54, Remarque 10.2].

Soit r ∈ Q≥0. Le but de ce paragraphe est d’exhiber une agréable base de Banach de

Cr(OF , E), qui dépend de r et qui consiste d’une famille dénombrable de fonctions localement

Qp-polynomiales. Si F = Qp cette base cöıncide avec celle construite par Van der Put [63]

pour l’espace des fonctions continues sur Zp, et généralisée par Colmez [23] pour r quelconque.

Signalons que pour l’espace des fonctions continues sur OF cette base a déjà été construite

par De Shalit [31, §2].

Posons A−1 = ∅ et A0 = {0}. Choisissons pour tout h ∈ N>0 un système de représentants

Ah ⊂ OF des classes de OF /$h
FOF de sorte que Ah ⊃ Ah−1 et notons

A =
∐
h≥0

Ah\Ah−1.

On a de même A =
⋃
h≥0Ah. Pour tout a ∈ A on définit l(a) comme le plus petit entier n0

tel que a ∈ An0 . De plus, on fixe une numérotation a1, a2, . . . des éléments de A de sorte que

si am ∈ Ai et an ∈ Ai+1\Ai alors m < n.

Si U est un ouvert de OF alors 1U désigne sa fonction caractéristique.

Posons pour tout N,h ∈ N :

FN (OF , S) =
∑
d∈I≤N

F(OF , ∅, d);

FNh (OF , S) =
∑
d∈I≤N

Fh(OF , ∅, d).
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L’espace FN (OF , S) (resp. FNh (OF , S)) est un sous-E-espace vectoriel de F(OF , S) (resp.

Fh(OF , S)).

Proposition 2.3.5. — Soit h ∈ N.

(i) Les fonctions

1
a+$

l(a)
F OF

(z)
(z − a
$
l(a)
F

)i
pour a ∈ Ah et i ∈ I≤[r] forment une base de F [r]

h (OF , S) ;

(ii) Les fonctions

1
a+$

l(a)
F OF

(z)
(z − a
$l(a)

)i
pour a ∈ A et i ∈ I≤[r] forment une base de F [r](OF , S).

Preuve. — Notons fa,i et ga,i pour a ∈ Ah et i ∈ I≤[r] les fonctions définies pour z ∈ OF par :

fa,i(z) = 1a+$hFOF
(z)
(z − a
$h
F

)i
ga,i(z) = 1

a+$
l(a)
F OF

(z)
(z − a
$
l(a)
F

)i
.

Les fonctions fa,i pour a ∈ Ah et i ∈ I≤[r] forment une base de F [r]
h (OF , S). On fixe deux

numérotations :

η : Ah −→ N
ι : Ah × I≤[r] −→ N

de sorte que ι(a, i) < ι(b, j) si une parmi les trois conditions suivantes est satisfaite :

(i) |i| < |j| ;
(ii) |i| = |j| et i < j par rapport à l’ordre lexicographique ;

(iii) i = j et η(a) < η(b).

En écrivant
(
z−a
$
l(a)
F

)i
=
(
$
h−l(a)
F

z−a−b$l(a)F

$hF
+ b
)i

pour z ∈ OF et en développant on obtient :

ga,i(z) = 1
a+$

l(a)
F OF

(z)
(z − a
$
l(a)
F

)i
=
( ∑
b∈Ah−l(a)

1
a+b$

l(a)
F +$hFOF

(z)
)(z − a

$
l(a)
F

)i
=

∑
b∈Ah−l(a)

∑
m6i

smfa+b$
l(a)
F ,m

(z)

où l’on a noté

sm =

(
i

m

)(
$
h−l(a)
F

)m
bi−m.

La matrice permettant de passer des ga,i aux fa,i pour a ∈ Ah et i ∈ I≤[r] est triangulaire

par blocs, à coefficients entiers, chaque bloc diagonal étant une matrice triangulaire inférieure

avec des éléments de OF \{0} sur la diagonale. Cela entrâıne le (i) et le (ii).

Fixons un plongement ρ : F ↪→ E. Si a ∈ A et i ∈ I≤[r], on note ea,i,r l’élément de

F [r](OF , S) défini par :

z 7→ ea,i,r(z) = ρ($F )[l(a)r]1
a+$

l(a)
F OF

(z)
(z − a
$
l(a)
F

)i
.
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La Proposition 2.3.5 implique la remarque suivante.

Remarque 2.3.6. — (i) Les ea,i,r pour a ∈ Ah et i ∈ I≤[r] forment une base de F [r]
h (OF , S).

(ii) Les ea,i,r pour a ∈ A et i ∈ I≤[r] forment une base de F [r](OF , S).

Lemme 2.3.7. — Si i ∈ I≤[r] alors

‖e0,i,r‖Cr = 1 et ‖ea,i,r‖Cr ≤ q−([l(a)r]−l(a)r+r−|i|) ≤ q si a ∈ A\{0}.

Preuve. — Supposons a = 0 et notons f = e0,i,r. Alors par l’Exemple 2.2.5 on a :

sup
m∈I≤[r]

sup
x∈OF

∣∣∣Dmf(x)

i!

∣∣∣ = 1 et sup
x,y∈OF

|εf,[r](x, y)|
|y|r

= 0,

ce qui entrâıne ‖f‖Cr = 1.

Supposons maintenant a ∈ A\{0} (et donc l(a) ≥ 1). Soit i ∈ I≤[r]. Notons g = ea,i,r. On

a pour tout m ∈ I≤[r] tel que m 6 i :

Dmg(x)

m!
= ρ($F )[l(a)r]

(
$
−l(a)
F

)m
1
a+$

l(a)
F OF

(x)

(
i

m

)(x− a
$
l(a)
F

)(i−m)

et
Dmg(x)
m! = 0 sinon. On en déduit pour tout m ∈ I≤[r] :∣∣∣Dmg(x)

m!

∣∣∣ ≤ q−[l(a)r]ql(a)|m| ≤ q−[l(a)r]ql(a)|i| ≤ q−([l(a)r]−l(a)r+r−|i|)

Notons que l’on a :

εg,[r](x, y) = ρ($F )[l(a)r]
(
1
a+$

l(a)
F OF

(x+ y)− 1
a+$

l(a)
F OF

(x)
)(x+ y − a

$
l(a)
F

)i
,

d’où εg,[r](x, y) = 0 si y ∈ $l(a)
F OF ou si ni x ni x + y n’appartiennent à a + $

l(a)
F OF . Pour

conclure il reste à étudier deux cas :

(i) si y ∈ OF \$l(a)
F OF et x+ y ∈ a+$

l(a)
F OF , on a :

|εg,[r](x, y)|
|y|r

≤ q−[l(a)r]qr(l(a)−1) ≤ q−([l(a)r]−l(a)r+r−|i|).

(ii) si y ∈ OF \$l(a)
F OF et x ∈ a+$

l(a)
F OF , on a :

|εg,[r](x, y)|
|y|r

= q−[l(a)r]ql(a)|i||y||i|−r ≤ q−([l(a)r]−l(a)r+r−|i|).

En revenant à la définition de ‖ · ‖Cr on en déduit le lemme.

Lemme 2.3.8. — Soit h ∈ N. Si ba ∈ E pour tout a ∈ Ah alors

sup
a∈Ah

|ba| ≤
∥∥ ∑
a∈Ah

baea,0,r
∥∥
Cr
qr.

Preuve. — La démonstration se fait par récurrence sur h, le cas h = 0 étant trivial. D’après la

construction de l’ensemble A, pour tout a ∈ Ah\Ah−1 il existe ua ∈ O×F tel que a+ua$
h−1
F ∈

Ah−1. Notons f la fonction définie par :

f(z) =
∑
a∈Ah

baea,0,r(z).
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Comme les ea,0,r sont localement constantes on vérifie immédiatement que Dif = 0 pour

tout i ∈ I≤[r]\{0} et donc on a εf,[r](x, y) = f(x+ y)− f(x). De plus, pour tout a ∈ Ah−1 la

fonction ea,0,r est constante modulo $h−1
F OF et, par construction de l’ensemble A, on a :∑

c∈Ah\Ah−1

bc1c+$l(c)F OF
(a) =

∑
c∈Ah\Ah−1

bc1c+$hFOF
(a) = 0.

En effet, si a ∈ Ah−1 alors a /∈ c + $h
FOF quel que soit c ∈ Ah. On obtient alors pour

a ∈ Ah\Ah−1 :

εf,[r](a, ua$
h−1
F ) = f(a+ ua$

h−1
F )− f(a) = −ρ($F )[rh]ba

ce qui implique

sup
a∈Ah\Ah−1

|ba| ≤ sup
a∈Ah\Ah−1

q[hr]|εf,[r](a, ua$h−1
F )| ≤ q[hr]qr(1−h)‖f‖Cr ,(2.3.6)

d’où

sup
a∈Ah\Ah−1

|ba| ≤ ‖f‖Cr qr.(2.3.7)

De plus, par le Lemme 2.3.7 si a ∈ Ah\Ah−1 on a :

‖ea,0,r‖Cr ≤ q−([hr]−hr+r).(2.3.8)

Par l’égalité ∑
a∈Ah−1

baea,0,r = f −
∑

a∈Ah\Ah−1

baea,0,r

couplée aux inégalités (2.3.6) et (2.3.8) on déduit :∥∥ ∑
a∈Ah−1

baea,0,r
∥∥
Cr
≤ sup

(∥∥f∥∥
Cr
, sup
a∈Ah\Ah−1

|ba|
∥∥ea,0,r∥∥Cr) ≤ ‖f‖Cr .(2.3.9)

Par hypothèse de récurrence on a :

sup
a∈Ah−1

|ba| ≤
∥∥ ∑
a∈Ah−1

baea,0,r
∥∥
Cr
qr.(2.3.10)

Les relations (2.3.7), (2.3.9) et (2.3.10) nous permettent alors de conclure.

Si f ∈ F [r](OF , S) on note ba,i,r(f), pour a ∈ A et i ∈ I≤[r], les coefficients de f dans la

base des ea,i,r.

Lemme 2.3.9. — Il existe C ∈ R≥0 tel que pour tout f ∈ F [r](OF , S) on a :

sup
a∈A

sup
i∈I≤[r]

|ba,i,r(f)| ≤ C‖f‖Cr .

Preuve. — La démonstration se fait par récurrence sur [r], le cas [r] = 0 étant trivial. Soit

τ ∈ S. Par hypothèse de récurrence il existe Cτ ∈ R≥0 tel que :

sup
a∈A

sup
i∈I≤[r]

|ba,i,r(Deτ f)| ≤ Cτ‖Deτ f‖Cr−1 .

Notons que pour tout i ∈ I≤[r] on a ba,i,r(Deτ f) = iτ ba,j,r(f), où j = (jσ)σ∈S est défini par

jσ =

{
iσ si σ 6= τ

iτ + 1 si σ = τ ,
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avec iτ ≤ [r] car f ∈ F [r](OF , S). Donc, quitte à changer la constante Cτ , on en déduit que

sup
a∈A

sup
i∈I≤[r]

iτ≥1

|ba,i,r(f)| ≤ Cτ‖Deτ f‖Cr−1 .

D’après le (i) de la Proposition 2.2.8 il existe une constante M ∈ R≥0 telle que ‖Deτ f‖Cr−1 ≤
M‖f‖Cr d’où l’inégalité

sup
a∈A

sup
i∈I≤[r]

iτ≥1

|ba,i,r(f)| ≤ CτM‖f‖Cr ,

et comme ceci vaut pour n’importe quel τ ∈ S on déduit

sup
a∈A

sup
i∈I≤[r]

|i|≥1

|ba,i,r(f)| ≤ sup
τ∈S
{Cτ}M‖f‖Cr .(2.3.11)

Pour terminer, il ne reste qu’à majorer les coefficients restants. Considérons pour cela la

fonction f0 définie par :

f0 = f −
∑
a∈A

∑
i∈I≤[r]

|i|≥1

ba,i,r(f)ea,i,r.

Par le Lemme 2.3.8, l’inégalité (2.3.11) et le Lemme 2.3.7 on a :

sup
a∈A
|ba,0,r(f)| ≤ ‖f0‖Cr qr ≤ C‖f‖Cr

où l’on a posé

C = sup
{
qr, sup

τ∈S
{Cτ}M qr+1

}
.

D’où le résultat.

Proposition 2.3.10. — Soit h ∈ N. Si f ∈ Cr(OF , E) on note fh l’élément de F [r](OF , S)

défini par :

fh(z) =
∑
a∈Ah

1a+$hFOF
(z)
( ∑
i∈I≤[r]

Dif(a)
(z − a)i

i!

)
.

Alors :

(i) Il existe une constante C ∈ R≥0 et un n0 ∈ N tels que pour tout h ≥ n0 on a :

‖fh+1 − fh‖Fh+1
≤ Cf,r(h)Cq−rh;

(ii) fh tend vers f dans Cr(OF , E) quand h tend vers +∞.

Preuve. — (i) D’après l’égalité

fh+1(z) =
∑
a∈Ah

∑
b∈A1

1a+b$hF+$h+1
F OF (z)

( ∑
i∈I≤[r]

Dif(a+ b$h
F )

(z − a− b$h
F )i

i!

)
on déduit que fh+1(z)− fh(z) peut se récrire sous la forme∑

a∈Ah

∑
b∈A1

1a+b$hF+$h+1
F OF (z)

( ∑
i∈I≤[r]

Dif(a+ b$h
F )

(z − a− b$h
F )i

i!
−Dif(a)

(z − a)i

i!

)
.
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En développant, pour a ∈ Ah et b ∈ A1, σ(z − a)iσ = σ((z − a − b$h
F ) + b$h

F )iσ pour tout

σ ∈ S on a :∑
i∈I≤[r]

(
Dif(a+ b$h

F )
(z − a− b$h

F )i

i!
−Dif(a)

(z − a)i

i!

)

=
∑
i∈I≤[r]

(
Dif(a+ b$h

F )
(z − a− b$h

F )i

i!
−
∑

k∈I≤[r]

k6i

Dif(a)
(z − a−$h

F b)
k

k!

($h
F b)

i−k

(i− k)!

)

=
∑

j∈I≤[r]

(
Djf(a+ b$h

F )
(z − a− b$h

F )j

j!
−

∑
s∈I≤[r]

|s|6[r]−|j|

Dj+sf(a)
(z − a−$h

F b)
j

j!

($h
F b)

s

s!

)

=
∑

j∈I≤[r]

1

j!

(
Djf(a+ b$h

F )−
∑

s∈I≤[r]

|s|6[r]−|j|

Dj+sf(a)
($h

F b)
s

s!

)(
z − a− b$h

F

)j
.

Par la preuve de la Proposition 2.2.8 il existe une constante C ∈ R≥0 et un n0 ∈ N tels que

pour tout h ≥ n0, tout a ∈ Ah et tout b ∈ A1 on a :∣∣∣Djf(a+ b$h
F )−

∑
s∈I≤[r]

|s|≤[r]−|j|

Dj+sf(a)
($h

F b)
s

s!

∣∣∣ ≤ qh(|j|−r)Cf,r(h)C.

On en déduit pour tout h ≥ n0

‖fh+1 − fh‖Fh+1
≤ sup

j∈I≤[r]

(
q−(h+1)|j|qh(|j|−r)Cf,r(h)C

)
= q−rhCf,r(h)C,

d’où le (i).

(ii) D’après la Proposition 2.3.2 et par le (i) on a pour tout h ≥ n0 :

‖fh+1 − fh‖Cr ≤ ‖fh+1 − fh‖Fh+1
qr(h+1) ≤ qrCf,r(h)C

et comme Cf,r(h) tend vers 0 quand h tend vers +∞ on en déduit que fh a une limite dans

Cr(OF , E). Comme par ailleurs fh(a) = f(a) si a ∈ Ah par définition de fh, cette limite

cöıncide avec f sur A, et donc partout par continuité, ce qui termine la preuve du (ii).

Le théorème suivant est essentiellement un corollaire des résultats que l’on a prouvés ci-

dessus :

Théorème 2.3.11. — La famille des ea,i,r, pour a ∈ A et i ∈ I≤[r], forme une base de

Banach de Cr(OF , E).

Preuve. — Considérons l’application

θ : c0(A× I≤[r])→ Cr(OF , E), (ba,i) 7→
∑
a∈A

∑
i∈I≤[r]

ba,iea,i,r.

Par le Lemme 2.3.7 on déduit que θ est bien une application continue de c0(A × I≤[r]) dans

Cr(OF , E). Notons ϕ l’application de F [r](OF , S) dans c0(A×I≤[r]) qui à tout f ∈ F [r](OF , S)

associe les coefficients de f dans la base des ea,i,r (Remarque 2.3.6 (ii)). Le Lemme 2.3.9 im-

plique que cette application est continue une fois que l’on munit F [r](OF , S) de la topologie
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induite par celle de Cr(OF , E). Comme F [r](OF , S) est dense dans Cr(OF , E) par la Proposi-

tion 2.3.10, alors ϕ s’étend de façon unique en une application continue, que l’on désignera du

même nom, de Cr(OF , E) dans c0(A× I≤[r]). Comme θ ◦ϕ(f) = f pour tout f ∈ F [r](OF , E)

on en déduit que θ◦ϕ = id. De manière analogue on a ϕ◦θ = id, ce qui prouve le résultat.

Remarque 2.3.12. — Soit l ∈ Q≥0 tel que l < r. Alors Cr(OF , E) ( C l(OF , E). En effet il

suffit de considérer la fonction f définie par :

f =
∑
a∈A

ρ($F )[rl(a)]−[l l(a)]ea,0,l.

Le Théorème 2.3.11 implique que f est une fonction de classe C l mais pas de classe Cr.

2.3.3. Construction de sous-espaces fermés. — Soit r ∈ Q≥0, J ⊆ S et dσ ∈ N pour

σ ∈ S\J . Nous allons définir un sous-espace fermé de Cr(OF , E) qui dépend de J et de

(dσ)σ∈S\J et puis nous construisons une base de Banach de cet espace à partir de la base de

Banach de Cr(OF , E) décrite au §2.3.2.

Posons :

J ′ = J
∐
{σ ∈ S\J, dσ + 1 > r}

et désignons par eσ le vecteur de NS ayant toutes ses composantes nulles sauf celle d’indice

σ qui est égal à 1. Notons pour tout f ∈ Cr(OF , E) :

∀σ ∈ S, 0 ≤ i ≤ [r],
∂i

∂ziσ
f = Dieσf.

Définition 2.3.13. — On note Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′) le sous-E-espace vectoriel des fonc-

tions f de classe Cr sur OF telles que

∀σ ∈ S\J ′, ∂dσ+1

∂zdσ+1
σ

f = 0.

D’après le Corollaire 2.2.9 l’opérateur Di est continu pour tout i ∈ I≤[r] ce qui implique

que l’espace Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′) est bien un sous-espace fermé de Cr(OF , E). On le munit

de la topologie induite par celle de Cr(OF , E) qui en fait un espace de Banach sur E.

Si L désigne J ou J ′ posons pour tout N ∈ N :

FN (OF , L, (dσ)σ∈S\L) = FN (OF , S) ∩ F(OF , L, (dσ)σ∈S\L).

Remarque 2.3.14. — Par définition de l’espace F [r](OF , S) on voit que

F [r](OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′) = F [r](OF , J, (dσ)σ∈S\J).

Posons :

Y =
{
i ∈ NS , iσ ≤ dσ si σ ∈ S\J

}
Y ′ =

{
i ∈ NS , iσ ≤ dσ si σ ∈ S\J ′

}
,

et notons que Y ∩ I≤[r] = Y ′ ∩ I≤[r].

Proposition 2.3.15. — La famille des ea,i,r, pour a ∈ A et i ∈ Y ′ ∩ I≤[r], est une base de

Banach de Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′).
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Preuve. — Soit f ∈ Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′) et τ ∈ S\J ′. Par le Théorème 2.3.11 il existe une

unique suite (ba,i)a,i d’éléments de E tendant vers 0 tel que f s’écrit sous la forme

f =
∑
a∈A

∑
i∈I≤[r]

ba,iea,i,r.

Par continuité de l’opérateur ∂dτ+1

∂zdτ+1
τ

(Corollaire 2.2.9) on obtient :

∂dτ+1

∂zdτ+1
τ

f =
∑
a∈A

∑
i∈I≤[r]

∂dτ+1

∂zdτ+1
τ

ba,iea,i,r.

Or, si j désigne l’élément de NS défini par :

jσ =

{
iσ − dτ − 1 si σ = τ

iσ sinon

un calcul simple montre que

∂dτ+1

∂zdτ+1
τ

ea,i,r =

{
iτ (iτ − 1) . . . (iτ − dτ )ea,j,r si iτ ≥ dτ + 1

0 sinon.

On en déduit que ∂dσ+1

∂zdσ+1
σ

f = 0 pour tout σ ∈ S\J ′ si et seulement si f s’écrit sous la forme

f =
∑
a∈A

∑
i∈Y ′∩I≤[r]

ba,iea,i,r,

d’où le résultat.

Corollaire 2.3.16. — Si N est un entier tel que N ≥ [r] alors l’espace FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J)

est dense dans Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′).

Preuve. — La démonstration découle directement de la Proposition 2.3.15.

2.4. Duaux

Conservons les notations du §2.3.3 et, pour tout N ∈ N, notons FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J)∨

l’ensemble des formes linéaires sur FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J). Si N est tel que N ≥ [r], alors le

Corollaire 2.3.16 assure que l’inclusion

FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J) ⊆ Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′)

induit une injection

Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨ ↪→ FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J)∨.

Dans cette section nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une forme

linéaire µ : FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J) → E s’étende en une forme linéaire continue sur l’espace

de Banach Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′). Elle généralise un résultat dû à Amice-Vélu [2] et Vishik

[65].
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2.4.1. Distributions d’ordre r. —

Définition 2.4.1. — On appelle distribution (J ′, (dσ)σ∈S\J ′)-tempérée d’ordre r sur OF
toute forme linéaire continue sur l’espace de Banach Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′).

On note
(
Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′)

∨, ‖·‖Dr,J ′,(dσ)σ

)
l’espace des distributions (J ′, (dσ)σ∈S\J ′)-

tempérées d’ordre r sur OF muni de la topologie forte.

Soit N ∈ N. Si µ ∈ FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J)∨ et si f ∈ FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J) on note, pour

a ∈ OF et n ∈ N :

µ
(
1a+$nFOF f

)
=

∫
a+$nFOF

f(z)µ(z)

où 1a+$nFOF désigne la fonction caractéristique de a+$n
FOF .

Théorème 2.4.2. — (i) Soit µ ∈ Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨. Il existe une constante Cµ ∈ R≥0

telle que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ N et tout i ∈ Y ′, on ait :∣∣∣ ∫
a+$nFOF

(z − a
$n
F

)i
µ(z)

∣∣∣ ≤ Cµ qnr.(2.4.1)

(ii) Soit N ≥ [r] un entier et soit µ ∈ FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J)∨. Supposons qu’il existe une

constante Cµ ∈ R≥0 telle que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ N et tout i ∈ Y ∩ I≤N , on ait :∣∣∣ ∫
a+$nFOF

(z − a
$n
F

)i
µ(z)

∣∣∣ ≤ Cµ qnr.(2.4.2)

Alors µ se prolonge de manière unique en une distribution (J ′, (dσ)σ∈S\J ′)-tempérée d’ordre

r sur OF .

Preuve. — (i) Soient a ∈ OF , n ∈ N et i ∈ Y ′. Notons fa,i,n la fonction définie par :

fa,i,n(z) = 1a+$nFOF (z)
(z − a
$n
F

)i
.

C’est un élément de l’espace Fn(OF , S). Rappelons que Fn(OF , S) est un E-espace de Banach,

la norme ‖ · ‖Fn étant définie par la formule (2.3.1) (§2.3.1). On vérifie que ‖fa,i,n‖Fn = 1.

En utilisant la Proposition 2.3.2 on obtient :

|µ(fa,i,n)| ≤ ‖µ‖Dr,J ′,(dσ)σ‖fa,i,n‖Cr
≤ ‖µ‖Dr,J ′,(dσ)σq

rn‖fa,i,n‖Fn
= ‖µ‖Dr,J ′,(dσ)σq

rn

d’où le résultat une fois que l’on a posé Cµ = ‖µ‖Dr,J ′,(dσ)σq
rn.

(ii) L’unicité d’une telle extension découle du Corollaire 2.3.16 : l’espace FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J)

est dense dans Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′). Montrons l’existence. Si a ∈ A et i ∈ I≤[r]∩Y posons :

ba,i = µ(ea,i,r) = µ
(
ρ($F )[rl(a)]1

a+$
l(a)
F OF

(z)
(z − a
$
l(a)
F

)i)
.

Comme par hypothèse il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle que pour tout a ∈ OF , tout

n ∈ N et tout i ∈ Y ∩ I≤N on a :∣∣∣µ(1a+$nFOF (z)
(z − a
$n
F

)i)∣∣∣ ≤ Cµ qnr,
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on déduit |ba,i| ≤ Cµ q pour tout a ∈ A et tout i ∈ I≤[r] ∩ Y . Par la Proposition 2.3.15 il

existe un unique élément µ̃ de Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨ tel que l’on a µ̃(ea,i,r) = ba,i pour tout

a ∈ A et tout i ∈ I≤[r] ∩ Y . Notons :

λ = µ̃|FN (OF ,J,(dσ)σ∈S\J ) − µ.

Montrons que λ est identiquement nulle sur FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J). Remarquons qu’elle est

identiquement nulle sur F [r](OF , J, (dσ)σ∈S\J) par construction. De plus, le point (i) implique

que µ̃|FN (OF ,J,(dσ)σ∈S\J ) satisfait (2.4.2). Cela implique que λ satisfait aussi (2.4.2). Soit a ∈
OF , i ∈ Y ∩ IN et m ∈ N. On peut réécrire la fonction 1a+$nFOF (z)zi sous la forme :∑

b∈Am

∑
s6i

1(a+b$nF )+$n+mF OF (z)

(
i

s

)
(a+ b$n

F )i−s(z − (a+ b$n
F ))s.

Or, si |s| ≤ [r] on a :

λ
(
1(a+b$nF )+$n+mF OF (z)(z − (a+ b$n

F ))s
)

= 0.

Supposons donc |s| > [r]. Comme λ satisfait (2.4.2) déduit :∣∣∣λ(1(a+b$nF )+$n+mF OF (z)(z − (a+ b$n
F ))s

)∣∣∣ ≤ Cq(n+m)(r−|s|)

d’où ∣∣∣λ(1a+$nFOF (z)zi
)∣∣∣ ≤ Cq(n+m)(r−([r]+1)).

On voit que cette quantité tend vers 0 quand m tend vers +∞, et cela implique

λ
(
1a+$nFOF (z)zi

)
= 0.

On en déduit l’égalité µ̃|FN (OF ,J,(dσ)σ∈S\J ) = µ, ce qui permet de conclure.

Par ce qui précède on peut munir l’espace Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨ d’une norme équivalente

à la norme ‖ · ‖Dr,J ′,(dσ)σ , mais plus commode.

Corollaire 2.4.3. — (i) Si l’on définit ‖µ‖r,Y , pour µ ∈ Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨ par la

formule

‖µ‖r,Y = sup
a∈OF ,n∈N

sup
i∈Y

(∣∣∣ ∫
a+$nFOF

(z − a
$n
F

)i
µ(z)

∣∣∣q−nr)
alors ‖ · ‖r,Y est une norme sur Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′)

∨ équivalente à ‖ · ‖Dr,J ′,(dσ)σ .

(ii) Si N ≥ [r] et si l’on définit ‖µ‖r,Y , pour µ ∈ Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨ par la formule

‖µ‖r,N = sup
a∈OF ,n∈N

sup
i∈Y ∩I≤N

(∣∣∣ ∫
a+$nFOF

(z − a
$n
F

)i
µ(z)

∣∣∣q−nr)
alors ‖ · ‖r,N est une norme sur Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′)

∨ équivalente à ‖ · ‖Dr,J ′,(dσ)σ .

Preuve. — Les preuves de (i) et (ii) étant similaires, on se contentera de prouver la pre-

mière assertion. Par le Théorème 2.4.2, on déduit que ‖ · ‖r,Y est une norme sur l’espace

Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨. De plus, l’application identité :

id : (Cr
(
OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′)

∨, ‖ · ‖Dr,J ′,(dσ)σ

)
→
(
Cr(OF , J ′, (dσ)σ∈S\J ′)

∨, ‖ · ‖r,Y
)

est continue par l’inégalité de la preuve de (i) du Théorème 2.4.2. Et donc, d’après le théorème

de l’image ouverte [54, Proposition 8.6], c’est un isomorphisme de E-espaces de Banach ce

qui implique que la norme ‖ · ‖Dr,J ′,(dσ)σ est équivalente à la norme ‖ · ‖r,Y .





CHAPITRE 3

SUR CERTAINS COMPLÉTÉS UNITAIRES

UNIVERSELS EXPLICITES POUR GL2(F )

3.1. Introduction, notations et énoncé des résultats

3.1.1. Introduction. — Soit p un nombre premier. La dernière décennie a vu l’émergence

et la preuve d’une correspondance locale p-adique entre certaines représentations continues de

dimension 2 de Gal(Qp/Qp) et certaines représentations de GL2(Qp). Cette correspondance,

qui a pris le nom de correspondance de Langlands p-adique pour GL2(Qp), a été initiée

par Breuil [11, 12], puis établie par Colmez [25] et Paškūnas [50] à la suite de travaux de

Berger-Breuil [8] et Colmez [24].

Si F est une extension finie non triviale de Qp, la question d’associer des représentations

p-adiques de G
déf
= GL2(F ) aux représentations p-adiques de dimension 2 de Gal(Qp/F ) dans

l’esprit d’une correspondance locale à la Langlands est loin d’être résolue et les résultats

obtenus pour l’instant sont très partiels. En utilisant principalement les travaux de Frommer

[38] et de Schraen [59] sur la filtration de Jordan-Hölder des induites paraboliques localement

Qp-analytiques, Breuil [17] définit cependant une représentation localement Qp-analytique

Π(V ) de G pour la plupart des représentations cristallines V de Gal(Qp/F ) de dimension

2 et à poids de Hodge-Tate distincts. En général, la représentation Π(V ) ne permet pas de

reconstruire la représentation galoisienne de départ, mais l’on s’attend toutefois à ce qu’elle

intervienne comme sous-objet de la bonne représentation, ce qui fait des complétés unitaires

universels de ses constituants fondamentaux des objets pertinents.

L’objet du présent article est de donner une description explicite du complété unitaire

universel de certaines induites paraboliques localement Qp-analytiques, et notamment de

celles qui interviennent dans la construction de la représentation Π(V )). L’espoir qu’une telle

description est possible provient de [8, Theorème 4.3.1], où les auteurs décrivent le complété

unitaire universel d’une induite parabolique localement algébrique de GL2(Qp) à l’aide de

l’espace des fonctions de classe Cr sur Zp, où r est un nombre rationnel positif qui dépend

de l’induite considerée.

Pour cela, nous avons introduit et étudié dans [27] une nouvelle notion de fonction de classe

Cr sur OF , où r désigne un nombre rationnel positif et OF l’anneau des entiers de F . Cette

notion s’appuie principalement sur des travaux d’Amice, Amice-Velù, Colmez, Van der Put

et Vishik [1, 2, 23, 63, 65] et repose sur l’idée cruciale suivante : une fonction f : OF → E

est de classe Cr si f(x + y) a un développement limité à l’ordre [r], où [r] désigne la partie

entière de r, en tout x et si le reste est o(|y|r) uniformément en x.
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Tester la non nullité des complétés unitaires universels que nous avons construits est, en

général, une question délicate qui n’est complétement résolue que pour F = Qp [8, Corollaire

5.3.1] via la théorie des (ϕ,Γ)-modules de Fontaine [35]. Mentionnons par ailleurs que [8,

Theorème 4.3.1] est un ingrédient important dans la preuve de ce résultat. Toutefois, on

démontre la non nullité dans quelques cas à partir de résultats de Vignéras [64], qui furent

redemontrés par Kazhdan et de Shalit [42], et de [29].

3.1.2. Notations. — Soit p un nombre premier. On fixe une clôture algébrique Qp de Qp

et une extension finie F de Qp contenue dans Qp. On désignera toujours par E une extension

finie de Qp qui vérifie :

|S| = [F : Qp], où S
déf
= Homalg(F,E).

Si L désigne l’un des corps F ou E, on note OL son anneau des entiers, on en une unifor-

misante $L et l’on note kL = OL/($L) son corps résiduel. On pose f = [kF : Fp], q = pf et

l’on désigne par e l’indice de ramification de F sur Qp, de sorte que [F : Qp] = ef .

La valuation p-adique valF sur Qp est normalisée par valF (p) = [F : Qp] et l’on pose

|x| = p−valF (x) si x ∈ Qp.

Si a ∈ F et n ∈ Z, on note D(a, n) = a+$n
FOF le disque de centre a et de rayon q−n.

On désigne par G le groupe GL2(F ), par T le tore déployé des matrices diagonales de G

et par P le sous-groupe de Borel formé des matrices triangulaires supérieures de G.

Soit S′ un sous-ensemble de S. Si nS′ = (nσ)σ∈S′ et mS′ = (mσ)σ∈S′ sont des |S′|-uplets

d’entiers positifs ou nuls, nous posons :

(i) nS′ !
déf
=
∏
σ∈S′ nσ! ;

(ii) |nS′ |
déf
=
∑

σ∈S′ nσ ;

(iii) nS′ −mS′
déf
= (nσ −mσ)σ∈S′ ;

(iv) nS′ 6 mS′ si nσ ≤ mσ pour tout σ ∈ S′ ;
(v)

(
nS′
mS′

) déf
=

nS′ !
mS′ !(nS′−mS′ )!

;

(vi) pour tout z ∈ OF , znS′
déf
=
∏
σ∈S′

σ(z)nσ .

Pour alléger l’écriture, nous notons n au lieu de nS un |S|-uplet d’entiers positifs ou nuls.

Enfin, si V est un E-espace vectoriel topologique, on note V ∨ son dual topologique muni

de la topologie forte [54, §9].

3.1.3. Énoncé des résultats. — L’énoncé du résultat principal nécessite l’introduction

d’un certain nombre de constructions. Soit J une partie de S et soit dS\J un |S\J |-uplet

d’entiers positifs ou nuls. Soient χ1, χ2 deux caractères localement J-analytiques de F× dans

E×. Nous renvoyons le lecteur à la Définition 3.4.1 pour la notion de localement J-analytique.

Posons :

J ′ = J
∐
{σ ∈ S\J, dσ + 1 > −valQp(χ1(p))}.

Notons χ1 ⊗ χ2 le caractère de T défini par :

(χ1 ⊗ χ2)(
[
a 0
0 d

]
) = χ1(a)χ2(d),

ainsi que la représentation localement J-analytique de P qu’il définit par inflation. Notons :
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•
(
IndGPχ1⊗χ2

)J−an
l’induite parabolique localement J-analytique, définie comme l’es-

pace des fonctions localement J-analytiques f : G→ E telles que f(bg) = (χ1⊗χ2)(b)f(g)

sur lequel G agit par translations à droite ;

• (SymdσE2)σ, pour σ ∈ S et dσ ∈ N, la représentation algébrique irréductible de

GL2 ⊗F,σ E dont le plus haut poids vis-à-vis de P est χσ : diag(x1, x2) 7→ σ(x2)dσ .

Considérons la représentation localement Qp-analytique suivante de G :

I(χ, J, dS\J)
déf
=
( ⊗
σ∈S\J

(SymdσE2)σ
)
⊗E

(
IndGPχ1 ⊗ χ2

)J−an
.

Remarquons tout d’abord que I(χ, J, dS\J) définit un faisceau sur P1(F ) dont les sections

globales sont les fonctions f : F → E qui vérifient les deux conditions suivantes :

(i) f |OF définit un élément de F(OF , J, dS\J) ;

(ii) χ2χ
−1
1 (z)zdS\Jf(1/z)|OF−{0} se prolonge sur OF en une fonction de F(OF , J, dS\J).

Par ailleurs, des formules explicites munissent ce faisceau d’une action continue de G.

D’après la preuve de [33, Proposition 1.21], le complété unitaire universel de I(χ, J, dS\J) est

le complété par rapport au sous-OE [P ]-réseau engendré par les vecteurs

1OF (z)znS\J zmJ , 1F−OF (z)χ2χ
−1
1 (z)zdS\J−nS\J z−mJ

pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ . Notons alors I(χ, J, dS\J)
∧

le complété de

I(χ, J, dS\J) par rapport à ce réseau.

Avant de donner une description explicite de l’espace I(χ, J, dS\J)
∧

, nous démontrons

d’abord deux résultats qui ajoutent des conditions supplémentaires aux données initiales et

permettent d’éviter des cas pathologiques bien de simplifier le problème. Le premier ingrédient

donne deux conditions nécessaires de non nullité sur I(χ, J, dS\J)
∧

.

Proposition 3.1.1. — Les deux conditions suivantes sont nécessaires pour que I(χ, J, dS\J)
∧

soit non nul :

(i) le caractère central de I(χ, J, dS\J) est entier ;

(ii) on a l’inégalité valQp(χ2(p)) + |dS\J | ≥ 0.

C’est un résultat bien connu lorsque F = Qp [33, Lemma 2.1] ainsi que dans le cas locale-

ment algébrique, c’est-à-dire lorsque J = ∅ [49, Lemme 7.9]. En particulier, si les conditions

de la Proposition 3.1.1 sont satisfaites, alors on a r
déf
= −valQp(χ1(p)) ≥ 0.

Notons χ′1 = χ1, χ′2 = χ2
∏
σ∈J ′\J σ

dσ et remarquons que l’on a une immersion fermée

G-équivariante :

I(χ, J, dS\J) ↪→ I(χ′, J ′, dS\J ′).(3.1.1)

Un deuxième ingrédient important donné par la proposition suivante, essentiellement dé-

montrée par Breuil [17, Théorème 7.1] en ayant recours aux techniques dévéloppées par

Amice-Vélu et Vishik, qui fournit des indications concernant la structure de I(χ, J, dS\J)
∧

,

et plus précisement concernant ses vecteurs localement Qp-analytiques.

Proposition 3.1.2. — Supposons que les conditions de la Proposition 3.1.1 soient satis-

faites. Alors les conditions suivantes sont équivalentes et vérifiées.

(i) Toute application continue, E-linéaire et G-équivariante I(χ, J, dS\J)→ B, où B est

un G-Banach unitaire, s’étend de manière unique en une application continue, E-linéaire

et G-équivariante I(χ′, J ′, dS\J ′)→ B.
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(ii) L’application canonique I(χ, J, dS\J)→ I(χ, J, dS\J)
∧

s’étend de manière unique en

une application continue, E-linéaire et G-équivariante I(χ′, J ′, dS\J ′)→ I(χ, J, dS\J)
∧

.

(iii) L’application (3.1.1) induit un isomorphisme de G-Banach unitaires :

I(χ, J, dS\J)
∧ ∼−→ I(χ′, J ′, dS\J ′)

∧
D’après la Proposition 3.1.2 (iii), on est donc ramené à considérer I(χ′, J ′, dS\J ′)

∧
. Par un

calcul analogue à celui mené dans la preuve de [8, Théorème 4.3.1], on trouve qu’une boule

ouverte (de centre 0) du Banach dual de I(χ′, J ′, dS\J ′)
∧

s’identifie aux distributions µ dans

le dual fort de I(χ′, J ′, dS\J ′) telles que pour tout n ∈ Z, tout a ∈ F , tout 0 6 nS\J ′ 6 dS\J ′
et tout mJ ′ ∈ NJ on ait les deux inégalites suivantes :∣∣∣ ∫

D(a,n)

(z − a)nS\J′ (z − a)mJ′µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµqn(r−|nS\J′ |−|mJ′ |);(3.1.2) ∣∣∣ ∫

F\D(a,n+1)

χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)dS\J′−nS\J′ (z − a)−mJ′µ(z)

∣∣∣ ≤ Cµqn(|nS\J′ |+|mJ′ |−r);(3.1.3)

avec Cµ ∈ R≥0.

D’autre part, une étude fine du dual fort de l’espace de Banach des fonctions de classe Cr

sur OF , ou plus précisement de son sous-espace fermé Cr(OF , J ′, dS\J ′) (§3.3.1.2), fournit

la condition nécessaire et suffisante suivante pour qu’une forme linéaire sur FN (OF , J, dS\J)

(voir §3.3.2 pour une définition de cet espace) s’étende en une distribution sur Cr(OF , J ′, dS\J ′)
(Théorème 3.3.8). Notons que pour F = Qp il s’agit d’un résultat bien connu et dû à Amice-

Vélu et Vishik [2, 65].

Théorème 3.1.3. — (i) Soit µ ∈ Cr(OF , J ′, dS\J ′)∨. Il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle

que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ N, tout 0 6 nS\J ′ 6 dS\J ′ et tout mJ ′ ∈ NJ ′ on ait :∣∣∣ ∫
D(a,n)

(z − a)nS\J′ (z − a)mJ′µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµ qn(r−|nS\J′ |−|mJ′ |).

(ii) Soit N un entier tel que N ≥ [r] et µ une forme linéaire sur FN (OF , J, dS\J). Sup-

posons qu’il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ N, tout

0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ tels que |nS\J |+ |mJ | ≤ N , on ait :∣∣∣ ∫
D(a,n)

(z − a)nS\J (z − a)mJµ(z)
∣∣∣ ≤ Cµ qn(r−|nS\J |−|mJ |).

Alors µ se prolonge de manière unique en une distribution sur Cr(OF , J ′, dS\J ′).

On est ainsi amené à considérer l’espace B(χ′, J ′, dS\J ′) des fonctions f : F → E qui

vérifient les deux conditions suivantes :

(i) f |OF définit un élément de Cr(OF , J ′, dS\J ′) ;

(ii) χ′2χ
′
1
−1(z)zdS\J′f(1/z)|OF−{0} se prolonge surOF en une fonction de Cr(OF , J ′, dS\J ′).

C’est un espace de Banach p-adique naturellement muni d’une action continue de G et une

étude approfondie utilisant de manière cruciale le Théorème 3.1.3 montre que les conditions

(3.1.2) et (3.1.3) sélectionnent exactement les formes linéaires deB(χ′, J ′, dS\J ′)
∨ qui annulent

les fonctions d’un sous-espace L(χ′, J ′, dS\J ′) deB(χ′, J ′, dS\J ′) que l’on définit dans la Section

§3.4.3.

Le résultat principal de cet article, qui généralise [8, Théorème 4.3.1] lorsque F = Qp, est

alors le suivant.
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Théorème 3.1.4. — Il existe un isomorphisme G-équivariant d’espaces de Banach p-adiques :

I(χ, J, dS\J)
∧ ∼−→ B(χ′, J ′, dS\J ′)/L(χ′, J ′, dS\J ′).

Signalons au passage une conséquence immédiate du Théorème 3.1.4.

Corollaire 3.1.5. — L’espace B(χ′, J ′, dS\J ′)/L(χ′, J ′, dS\J ′) est un espace de Banach muni

d’une action continue unitaire de G. C’est le plus grand quotient de B(χ′, J ′, dS\J ′) ayant cette

propriété.

3.1.4. Plan de l’article. — Dans la Section 3.2, nous rappelons quelques généralités d’ana-

lyse fonctionnelle p-adique ainsi que la notion de complété unitaire universel introduite dans

[33]. La Section 3.3 est constituée de rappels sur les espaces des fonctions de classe Cr et leurs

duaux. Nous introduisons dans la Section 3.4 les représentations localement Qp-analytiques

I(χ, J, dS\J) qui font l’objet de notre étude, puis nous construisons la représentation de Ba-

nach Π(χ, J, dS\J). Dans la Section 3.5, nous donnons deux conditions nécessaires pour que le

complété unitaire universel de I(χ, J, dS\J) soit non nul et nous commençons l’étude des es-

paces duaux (I(χ, J, dS\J)
∧

)∨ et Π(χ, J, dS\J)∨. La Section 3.6, qui est le cœur de cet article,

contient la demonstration du Théorème 3.1.4 ainsi qu’un exemple de construction explicite.

3.2. Préliminaires

3.2.1. Rappels d’analyse fonctionnelle non archimédienne. — Ce paragraphe re-

groupe des notions d’analyse fonctionnelle non archimédienne dont on se servira par la suite.

Nous renvoyons à [54] pour plus de détails.

Un E-espace vectoriel topologique V est dit localement convexe si l’origine possède une base

de voisinage constituée de sous-OE-modules de V . Cela revient à demander que la topologie

de V puisse être définie par une famille de semi-normes non archimédiennes [54, Propositions

4.3 et 4.4].

Soit V un E-espace vectoriel localement convexe. Un réseau L de V est un sous-OE-

module de V tel que pour tout v ∈ V , il existe un élément non nul a ∈ E× tel que av ∈ L.

En particulier, on remarque que tout sous-OE-module ouvert de V est un réseau de V .

Deux réseaux L1 et L2 de V sont dits commensurables s’il existe a ∈ E× tel que aL1 ⊆
L2 ⊆ a−1L2. La commensurabilité définit une relation d’équivalence sur l’ensemble L(V ) des

réseaux ouverts de V .

Un réseau L de V est dit séparé si
⋂
n∈N$

n
EL = 0 ou, de manière équivalente, si L ne

contient pas de E-droite.

Un sous-ensemble B ⊆ V est dit borné si, pour tout réseau ouvert L ⊆ V , il existe a ∈ E
tel que B ⊆ aL.

On dit que V est tonnelé si tout réseau fermé de V est ouvert.

On dit que V est de Fréchet s’il est complet et métrisable ou, de manière équivalente,

s’il est complet, séparé, et si sa topologie peut être définie par une famille dénombrable de

semi-normes. Lorsque sa topologie peut être définie par une unique norme, on dit que V est

un espace de Banach.

Si L est un réseau ouvert, borné et séparé de V , on définit la jauge de L par :

∀v ∈ V, ‖v‖L = inf
v∈aL

|a|.
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C’est une norme sur V et la topologie qu’elle définit sur V cöıncide avec la topologie initiale

[54, Corollaire 4.12].

On dit que V est de type compact s’il existe un isomorphisme de E-espaces vectoriels

topologiques

V
∼−→ lim−→

n

Vn ,

où {Vn}n≥1 est un système inductif d’espaces de Banach sur E tel que les morphismes de

transition soient injectifs et compacts.

Soit W un E-espace vectoriel localement convexe. On note HomE(V,W ) l’espace des fonc-

tions E-linéaires et continues sur V à valeurs dans W . Si l’on fixe un sous-ensemble borné

B ⊆ V et que l’on se donne une semi-norme continue p sur W , alors la formule :

pB(f) = sup
v∈B

p(f(v))

définit une semi-norme sur HomE(V,W ). Si B est maintenant une famille de sous-ensembles

bornés de V , la topologie localement convexe définie sur HomE(V,W ) par la famille de semi-

normes {pB;B ∈ B, p semi-norme continue sur W} est appelée B-topologie. En particulier,

si B est la famille de tous les singletons, la B-topologie correspondante est aussi appelée

topologie faible. Si B est la famille de tous les sous-ensembles bornés de V , la B-topologie

correspondante est appelée topologie forte.

3.2.2. Complétés unitaires universels. — Soit G le groupe des Qp-points d’un groupe

algébrique linéaire réductif connexe défini sur Qp. La notion de complété unitaire universel

d’un espace vectoriel localement convexe muni d’une action continue de G a été formalisée par

Emerton [33, §1], après que des exemples de complétés unitaires universels aient été construits

par Breuil [12, 14] et Berger-Breuil [8]. Nous rappelons dans ce paragraphe le contexte dans

lequel s’insère cette notion, ainsi qu’une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un

complété unitaire universel.

Définition 3.2.1 ([56, 14]). — Un G-Banach est un espace de Banach B sur E muni d’une

action à gauche de G telle que l’application G×B → B qui décrit cette action soit continue.

Un G-Banach B est dit unitaire si, pour un choix de norme ‖ · ‖ définissant la topologie de

B, on a ‖gv‖ = ‖v‖ pour tout g ∈ G et tout v ∈ B.

Remarque 3.2.2. — Si le groupe G est compact, tout G-Banach est unitaire. Ceci n’est pas

vrai si G n’est pas supposé compact.

Soit V un E-espace vectoriel localement convexe muni d’une action continue de G. Un

complété unitaire universel de V est un G-Banach unitaire qui satisfait une certaine propriété

universelle. Plus précisément, on a la définition suivante.

Définition 3.2.3 ([33], Définition 1.1). — Avec les notations précédentes, un complété

unitaire universel de V est la donnée d’un G-Banach unitaire B et d’une application E-

linéaire, continue et G-équivariante ι : V → B telle que toute application E-linéaire, continue

et G-équivariante V → W , où W est un G-Banach unitaire, se factorise de façon unique à

travers ι.

Remarque 3.2.4. — Si V admet un complété unitaire universel (B, ι), alors ce complété est

unique à isomorphisme près. Comme l’adhérence dansB de ι(V ) vérifie la propriété universelle

énoncée dans la Définition 3.2.3, on en déduit que l’application ι est d’image dense.
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Le lemme suivant fournit une condition nécessaire et suffisante pour que V admette un

complété unitaire universel [33, Lemme 1.3].

Lemme 3.2.5. — La G-représentation V admet un complété unitaire universel si et seule-

ment si l’ensemble des classes de commensurabilité des réseaux ouverts G-stables de V , qui

est partiellement ordonné pour l’inclusion, possède un élément minimal.

3.3. Rappels sur les fonctions de classe Cr sur OF

Soit r ∈ Q≥0. Dans [27] nous avons introduit une nouvelle notion de fonction de classe

Cr sur OF qui s’appuie principalement sur les travaux d’Amice, Amice-Velù, Colmez, Van

der Put et Vishik [1, 2, 23, 63, 65]. Cette section va nous permettre de rappeler un certain

nombre de constructions et de résultats concernant l’espace des fonctions de classe Cr sur OF .

Nous renvoyons à [27] pour plus de détails et à [45, 46] pour d’autres définitions possibles.

3.3.1. Définitions et compléments. — Soit r ∈ Q≥0. Notons [r] sa partie entière. Si

n ∈ N et si ∗ ∈ {<,≤, >,≥,=}, on pose :

I∗n
déf
=
{
i ∈ NS ,

∑
σ∈S

iσ ∗ n
}
.

Définition 3.3.1. — On dit que f : OF → E est de classe Cr sur OF s’il existe une famille

de fonctions bornées {Dif : OF → E, i ∈ I≤[r]}, telles que, si l’on définit εf,[r] : OF ×OF → E

par :

∀x, y ∈ OF , εf,[r](x, y) = f(x+ y)−
∑
i∈I≤[r]

Dif(x)
yi

i!
,

et pour tout h ∈ N

Cf,r(h) = sup
x∈OF ,y∈$hFOF

|εf,[r](x, y)| qrh ,

alors Cf,r(h) tend vers 0 quand h tend vers +∞.

Si f est une fonction de classe Cr sur OF , il existe une unique famille de fonctions{
Dif : OF → E, i ∈ I≤[r]

}
satisfaisant à la Définition 3.3.1 [27, Lemme 2.4]. Notons Cr(OF , E) l’ensemble des fonctions

f : OF → E de classe Cr sur OF et munissons-le de la norme ‖ · ‖Cr définie par :

‖f‖Cr = sup
(

sup
i∈I≤[r]

sup
x∈OF

∣∣∣Dif(x)

i!

∣∣∣, sup
x,y∈OF

|εf,[r](x, y)|
|y|r

)
.

C’est alors un espace de Banach sur E, et même une E-algèbre de Banach [27, Lemme 2.9],

c’est-à-dire une E-algèbre normée dont l’espace vectoriel normé sous-jacent est un espace de

Banach.

On demontre maintenant le résultat suivant, dont on se servira par la suite.
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Lemme 3.3.2. — Soit n ∈ N. Soit f : OF → E une fonction de classe Cr. Notons g : OF →
E la fonction définie par :

∀z ∈ OF , g(z) = 1D(0,n)(z)f
( z

$n
F

)
.

Alors g ∈ Cr(OF , E) et ‖g‖Cr ≤ qnr‖f‖Cr .

Preuve. — Pour tout i ∈ I≤[r] et tout z ∈ OF posons :

Dig(z) =
( 1

$n
F

)i
1$nFOF (z)Dif

( z

$n
F

)
.(3.3.1)

On a alors :

∀x, y ∈ OF , εg,[r](x, y) = 1D(0,n)(x+ y)f
(x+ y

$n
F

)
−
∑
i∈I≤[r]

1

i!
1D(0,n)(x)Dif

( x

$n
F

)( y

$n
F

)i
.

Par suite, on voit immédiatement que l’on a :

∀h ≥ n, sup
x∈OF ,y∈$hFOF

|εg,[r](x, y)| ≤ sup
x∈OF ,y∈$h−nF OF

|εf,[r](x, y)| ,

ce qui implique que g est de classe Cr sur OF . Pour montrer l’inégalité sur la norme on

remarque que (3.3.1) assure que l’on a :

∀i ∈ I≤[r], sup
z∈OF

∣∣∣Dig(z)

i!

∣∣∣ ≤ ∣∣∣( 1

$n
F

)i∣∣∣ sup
z∈OF

∣∣∣Dif(z)

i!

∣∣∣ ≤ qn|i|‖f‖Cr ≤ qnr‖f‖Cr .(3.3.2)

On conclut alors en distinguant quatre cas :

• Si x, y ∈ $n
FOF , alors on a :

|εg,[r](x, y)|
|y|r

≤
|εf,[r]( x

$nF
, y
$nF

)|
|y|r

≤ qnr‖f‖Cr .

• Si x ∈ $n
FOF et y /∈ $n

FOF , alors on a :

|εg,[r](x, y)|
|y|r

=

∣∣∑
i∈I≤[r]

Dig(x)y
i

i!

∣∣
|y|r

≤ sup
i∈I≤[r]

∣∣∣Dig(x)

i!

∣∣∣|y||i|−r
≤ sup

i∈I≤[r]

sup
x∈OF

∣∣∣Dif(x)

i!

∣∣∣|$n
F |−|i||y||i|−r

≤ qnr‖f‖Cr .

• Si x /∈ $n
FOF et x+ y /∈ $n

FOF , alors on a εg,[r](x, y) = 0.

• Si x /∈ $n
FOF et x+ y ∈ $n

FOF alors on a enfin :

|εg,[r](x, y)|
|y|r

=

∣∣∣f( x
$nF

+ y
$nF

)∣∣∣
|y|r

≤ qnr‖f‖Cr .
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3.3.1.1. Composition de fonctions. — Soit f : OF → E une fonction de classe Cr sur OF
et soit h : OF → OF une fonction. Nous allons rappeler [27, §2.2.1] une condition suffisante

sur h pour que f ◦ h : OF → E soit à son tour de classe Cr sur OF . Pour cela, nous avons

besoin d’introduire la définition suivante.

Définition 3.3.3. — Soit r ∈ Q≥0. On dit que h : OF → F est de classe Cr,id sur OF s’il

existe une famille de fonctions bornées {h(i) : OF → F, 0 ≤ i ≤ [r]} telle que, si l’on définit

εh,[r] : OF ×OF → F par :

∀x, y ∈ OF , εh,[r](x, y) = f(x+ y)−
[r]∑
i=0

h(i)(x)
yi

i!
,

et que l’on pose, pour tout k ∈ N,

Ch,r(k) = sup
x∈OF ,y∈$kFOF

|εh,[r](x, y)| qrk ,

alors Ch,r(k) tend vers 0 quand k tend vers +∞.

Notons Cr,id(OF , F ) l’ensemble des fonctions de OF dans F qui sont de classe Cr,id sur

OF . On le munit de la norme ‖ · ‖Cr,id définie par :

‖h‖Cr,id = sup
(

sup
0≤i≤[r]

sup
x∈OF

∣∣∣h(i)(x)

i!

∣∣∣, sup
x,y∈OF

|εh,[r](x, y)|
|y|r

)
,

ce qui en fait un espace de Banach sur F .

Proposition 3.3.4 ([27], Proposition 2.12). — Soit r ∈ Q≥0. Si h : OF → OF est une

fonction de classe Cr,id sur OF alors :

(i) ∀f ∈ Cr(OF , E), f ◦ h ∈ Cr(OF , E) ;

(ii) l’application de Cr(OF , E) dans Cr(OF , E) définie par f 7→ f ◦ h est continue.

3.3.1.2. Construction de sous-espaces fermés. — Soit r ∈ Q≥0, J ⊆ S et dσ ∈ N pour

σ ∈ S\J . Nous allons définir un sous-espace fermé de Cr(OF , E), dépendant de J et de dS\J ,

qui va jouer un rôle important dans la suite.

Posons :

J ′
déf
= J

∐
{σ ∈ S\J, dσ + 1 > r}

et désignons par eσ le vecteur de NS ayant toutes ses composantes nulles sauf celle d’indice

σ qui est égale à 1. Pour tout f ∈ Cr(OF , E), tout σ ∈ S et tout i ∈ {0, . . . , [r]}, posons :

∂i

∂ziσ
f = Dieσf.

Définition 3.3.5. — On note Cr(OF , J ′, dS\J ′) le sous-E-espace vectoriel des fonctions f

de classe Cr sur OF telles que :

∀σ ∈ S\J ′, ∂dσ+1

∂zdσ+1
σ

f = 0.

D’après [27, Corollaire 2.8], l’opérateur Di est continu pour tout i ∈ I≤[r] ce qui implique

que l’espace Cr(OF , J ′, dS\J ′) est bien un sous-espace fermé de Cr(OF , E). On le munit de

la topologie induite par celle de Cr(OF , E), et on en fait ainsi un espace de Banach sur E.
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3.3.2. Fonctions localement analytiques et fonctions de classe Cr. — Soit U une

partie ouverte de OF , soit J ⊆ S et soit dσ ∈ N pour tout σ ∈ S\J . Pour a ∈ U et

n ∈ N tels que D(a, n) ⊆ U , on note O(D(a, n), J, dS\J) le E-espace vectoriel des fonctions

f : D(a, n)→ E de la forme

f(z) =
∑

m=(mσ)σ∈S∈NS
mσ≤dσ si σ∈S\J

am(a)(z − a)m

avec am(a) ∈ E et |am(a)|q−n(|m|) → 0 quand |m| → +∞. C’est un espace de Banach sur E

pour la topologie induite par la norme ‖ · ‖a,n définie par :

‖f‖a,n = sup
m

(
|am(a)|q−n(|m|)

)
.

Comme U est ouvert et compact, il existe h0 ∈ N tel que :

∀a ∈ U,∀h ≥ h0, D(a, h) ⊆ U.

Pour tout h ≥ h0, on note Fh(U, J, dS\J) le E-espace vectoriel des fonctions f : U → E telles

que :

∀a ∈ U, f |D(a,h) ∈ O(D(a, h), J, dS\J).

On munit cet espace de la norme ‖ · ‖Fh définie par :

‖f‖Fh = sup
amod$hF ,a∈U

‖f |D(a,h)‖a,h ,(3.3.3)

ce qui en fait un espace de Banach sur E. On voit immédiatement que cette définition ne

dépend pas du choix du système des représentants. De plus, on sait par [54, p. 107] que les

inclusions

Fh(U, J, dS\J) ↪→ Fh+1(U, J, dS\J)

sont continues et compactes.

Définition 3.3.6. — On note F(U, J, dS\J) le E-espace vectoriel des fonctions f : OF → E

pour lesquelles il existe h ≥ h0 tel que f ∈ Fh(U, J, dS\J).

On munit cet espace de la topologie de la limite inductive, ce qui en fait un espace de type

compact. Posons, pour tout N ∈ N :

FN (OF , S)
déf
=

∑
d∈I≤N

F(OF , ∅, d) ;

FN (OF , J, dS\J)
déf
= FN (OF , S) ∩ F(OF , J, dS\J) .

Les espaces FN (OF , S) et FN (OF , J, dS\J) sont des sous-E-espaces vectoriels respectifs de

F(OF , S) et F(OF , J, dS\J). En outre, on dispose des deux faits suivants :

• l’espace F(OF , J, dS\J) s’injecte de façon continue dans Cr(OF , J ′, dS\J ′) [27, Corol-

laire 3.4] ;

• pour tout entier N ≥ [r], l’espace FN (OF , J, dS\J) est dense dans Cr(OF , J ′, dS\J ′)
[27, Corollaire 3.16].

Notons que le deuxième point découle de l’existence d’une base de Banach de Cr(OF , J ′, dS\J ′)
constituée de fonctions dans F [r](OF , J, dS\J).
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3.3.3. Distributions d’ordre r. — Conservons les notations du §3.3.2 et, pour tout N ∈
N, notons FN (OF , J, dS\J)∨ l’ensemble des formes linéaires sur FN (OF , J, dS\J). Si N est tel

que N ≥ [r], alors [27, Corollaire 3.16] assure que l’inclusion

FN (OF , J, dS\J) ⊆ Cr(OF , J ′, dS\J ′)

induit une injection

Cr(OF , J, dS\J)∨ ↪→ FN (OF , J, dS\J)∨.

Dans cette section, nous allons rappeler une caractérisation possible des formes linéaires

µ : FN (OF , J, dS\J) → E qui s’étendent en des formes linéaires continues sur l’espace de

Banach Cr(OF , J ′, dS\J ′). Elle généralise un résultat dû à Amice-Vélu et Vishik [2, 65].

Définition 3.3.7. — On appelle distribution (J ′, dS\J ′)-tempérée d’ordre r sur OF toute

forme linéaire continue sur l’espace de Banach Cr(OF , J ′, dS\J ′).

On note
(
Cr(OF , J ′, dS\J ′)∨, ‖ ·‖Dr,J ′,(dσ)σ

)
l’espace des distributions (J ′, dS\J ′)-tempérées

d’ordre r sur OF muni de la topologie forte.

Soit N ∈ N. Si µ ∈ FN (OF , J, dS\J)∨ et si f ∈ FN (OF , J, dS\J) on note, pour a ∈ OF et

n ∈ N :

µ
(
1D(a,n)f

)
=

∫
D(a,n)

f(z)µ(z) .

Théorème 3.3.8 ([27], Théorème 4.2). — (i) Soit µ ∈ Cr(OF , J ′, dS\J ′)∨. Il existe une

constante Cµ ∈ R≥0 telle que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ N, tout 0 6 nS\J ′ 6 dS\J ′ et tout

mJ ′ ∈ NJ ′, on ait :∣∣∣ ∫
D(a,n)

(z − a)nS\J′ (z − a)mJ′µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµ qn(r−|nS\J′ |−|mJ′ |).(3.3.4)

(ii) Soit N ≥ [r] un entier et soit µ ∈ FN (OF , J, dS\J)∨. Supposons qu’il existe une

constante Cµ ∈ R≥0 telle que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ N, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout

mJ ∈ NJ vérifiant |nS\J |+ |mJ | ≤ N , on ait :∣∣∣ ∫
D(a,n)

(z − a)nS\J (z − a)mJµ(z)
∣∣∣ ≤ Cµ qn(r−|nS\J |−|mJ |).(3.3.5)

Alors µ se prolonge de manière unique en une distribution (J ′, dS\J ′)-tempérée d’ordre r sur

OF .

Remarque 3.3.9. — La preuve du Théorème 3.3.8 utilise de manière cruciale la construc-

tion explicite d’une base de Banach de l’espace Cr(OF , J ′, dS\J ′), qui dépend de r et est

donnée pour une famille dénombrable de fonctions localement polynômiales [27, Proposition

3.15]. Lorsque F = Qp, cette base cöıncide avec celle construite par Van der Put [63] pour

l’espace des fonctions continues sur Zp et généralisée par Colmez pour r quelconque [23,

Théorème I.5.14]. Signalons que pour l’espace des fonctions continues sur OF , cette base

avait déjà été construite par De Shalit [31, §2].

Remarque 3.3.10. — Une conséquence directe du Théorème 3.3.8 est la suivante [27, Co-

rollaire 4.3]. Si pour µ ∈ Cr(OF , J ′, dS\J ′)∨, on définit ‖µ‖r,dS\J par la formule

‖µ‖r,dS\J = sup
a∈OF ,n∈N

sup
mJ∈NJ

06nS\J6dS\J

(∣∣∣ ∫
D(a,n)

(z − a)nS\J (z − a)mJµ(z)
∣∣∣q−n(r−|nS\J |−|mJ |)

)
,
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alors ‖ · ‖r,dS\J est une norme sur Cr(OF , J ′, dS\J)∨ qui est équivalente à ‖ · ‖Dr,J ′,(dσ)σ .

3.4. Représentations de GL2(F )

3.4.1. Généralités. — On fixe désormais une fois pour toutes une partie J de S. Si G

est un groupe de Lie localement F -analytique, on note G0 le groupe de Lie localement Qp-

analytique obtenu à partir de G par restriction des scalaires de F à Qp [9, §5.14]. Si V est un

E-espace vectoriel localement convexe séparé, on peut définir, comme dans [55, §2] l’espace

des fonctions localement Qp-analytiques de G dans V : c’est simplement l’espace des fonctions

localement analytiques de G0 dans V . On note CQp−an(G,V ) cet espace, que l’on munit de

l’action à gauche usuelle de G.

Soit g l’algèbre de Lie de G. On dispose d’une action Qp-linéaire de g sur CQp−an(G,V )

définie par :

(xf)(g) =
d

dt

(
t 7→ f(exp(−tx)g)

)∣∣∣
t=0

où exp: g 99K G désigne l’application exponentielle définie localement au voisinage de 0 [55,

§2]. Cette action se prolonge en une action de l’algèbre de Lie g ⊗Qp E. Puisque g est un

F -espace vectoriel, g ⊗Qp E est une algèbre de Lie sur l’anneau F ⊗Qp E, ce qui permet

d’obtenir un isomorphisme d’espaces vectoriels sur E :

g⊗Qp E '
⊕
σ∈S

g⊗F,σ E.(3.4.1)

Définition 3.4.1 ([59], Définition 1.3.1). — Une fonction localement Qp-analytique f : G→
V est dite localement J-analytique si l’action de g⊗QpE sur f se factorise par

⊕
σ∈J g⊗F,σE.

L’ensemble des fonctions localement J-analytiques est un sous-espace fermé de CQp−an(G,V )

que l’on note CJ−an(G,V ) et que l’on munit de la topologie induite.

Définition 3.4.2 ([59], Définition 1.3.4). — Soit V un espace vectoriel muni d’une to-

pologie séparée localement convexe tonnelée. On dit que V est une représentation localement

J-analytique de G lorsque les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) le groupe G agit sur V par endomorphismes continus ;

(ii) pour tout v ∈ V , l’application de G dans V définie par l’action de G sur v est

localement J-analytique.

Remarque 3.4.3. — Dans la Définition 3.4.2, supposer que V est tonnelé assure, grâce au

Théorème de Banach-Steinhaus [54, Théorème 6.15], que l’action de G sur V est continue.

Exemple 3.4.4. — L’espace localement convexe CJ−an(G,V ) muni de l’action à gauche

usuelle de G est une représentation localement J-analytique.

3.4.2. Rappels sur les induites localement analytiques de GL2(F ). — On pose

G = GL2(F ). On note T le tore déployé constitué des matrices diagonales de G, P le sous-

groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures de G, et N le sous-groupe des matrices

unipotentes supérieures de G.

Si (ρ, V ) est une représentation localement J-analytique de P , on note IndGP (ρ)J−an l’espace

des fonctions f : G→ V localement J-analytiques telles que :

∀g ∈ G,∀p ∈ P, f(pg) = ρ(p)f(g).
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On munit cet espace d’une action à gauche E-linéaire de G en posant (gf)(g′) = f(g′g) : on

obtient ainsi une représentation localement J-analytique de G.

Soit χ un caractère localement Qp-analytique de T , que l’on peut voir comme une représen-

tation localement Qp-analytique de P par inflation. Nous allons construire maintenant des

sous-représentations localement Qp-analytiques de IndGP (χ)S−an. Ensuite, en utilisant l’es-

pace des fonctions localement analytiques sur OF construit dans la Section §3.3.2, nous en

donnerons une nouvelle description.

Pour t1, t2 ∈ F× assez proches de 1, on a

χ([ t1 0
0 t2

]) =
∏
σ∈S

σ(t1)d1,σσ(t2)d2,σ ,

avec d1,σ, d2,σ ∈ E. Notons alors J le sous-ensemble de S formé des éléments σ tels que

d2,σ − d1,σ /∈ N.

Quitte à considérer la représentation IndGP (χ)S−an⊗((
∏
σ∈S\J σ

d1,σ)◦det)−1, on peut supposer

que l’on a, au voisinage de 1

χ([ t1 0
0 t2

]) = χ1(t1)χ2(t2)
∏

σ∈S\J

σ(t2)dσ ,

avec χ1 et χ2 deux caractères localement J-analytiques de P et dσ est un entier positif ou

nul. On pose u = [ 0 0
1 0 ] et, pour tout σ ∈ S, on note uσ l’élément de gl2(F )⊗Qp E défini par u

via l’isomorphisme (3.4.1) sur la composante associée à σ. Si σ ∈ S\J , on pose zσ = (uσ)dσ+1

et l’on définit εσ par :

εσ([ t1 0
0 t2

]) = σ(t1t
−1
2 ).

D’après [59, Proposition 1.3.11], l’élément zσ induit une application de IndGP (χ)S−an dans

IndGP (χεdσ+1
σ )S−an, encore notée zσ, qui est surjective et dont le noyau est isomorphe à

(SymdσE2)σ ⊗E IndGP (χσ)S\{σ}−an .

On a ici utilisé les notations suivantes :

• pour σ ∈ S et dσ ∈ N on note (SymdσE2)σ la représentation algébrique irréductible

de GL2 ⊗F,σ E dont le plus haut poids vis-à-vis de P est χσ : diag(x1, x2) 7→ σ(x2)dσ ;

• On définit le caractère χσ par :

χσ = χ1 ⊗
(
χ2

∏
τ∈S\(J

∐
{σ})

τdτ
)
.

On en déduit immédiatement, pour toute partie S′ de S\J , l’isomorphisme suivant :⋂
σ∈S′

ker zσ
∼−→
(⊗
σ∈S′

(SymdσE2)σ
)
⊗E

(
IndGPχ1 ⊗ χ2

∏
(S\J)\S′

σdσ
)S\S′−an

.

Posons mσ = dσ + 1. D’après la preuve de [59, Proposition 1.3.11], on dispose du diagramme

commutatif suivant :

IndGP (χ)S−an
zσ //

��

IndGP (χεmσσ )S−an

��
(F(OF , S))2

(
− ∂mσ

∂z
mσ
σ

,− ∂mσ

∂z
mσ
σ

)
// (F(OF , S))2
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où

• F(OF , S) désigne l’espace F(U, J, dS\J) pour U = OF et J = S (donc S\J = ∅) ;

• la flèche verticale de gauche (resp. de droite) est un isomorphisme topologique expli-

citement donné par :

f 7−→
(

(z 7→ f([ 0 1
−1 $F z ])), (z 7→ f([ 1 0

z −1 ]))
)
.

On en déduit donc l’existence d’un isomorphisme topologique :(⊗
σ∈S′

(SymdσE2)σ
)
⊗E

(
IndGPχ1 ⊗ χ2

∏
(S\J)\S′

σdσ
)S\S′−an

' (F(OF , S\S′, dS′))2 .(3.4.2)

Posons alors :

I(χ, S\S′, dS′) =
(⊗
σ∈S′

(SymdσE2)σ
)
⊗E

(
IndGPχ1 ⊗ χ2

∏
(S\J)\S′

σdσ
)S\S′−an

et notons V le E-espace vectoriel des fonctions f : F → E vérifiant les deux conditions

suivantes :

(i) f |OF appartient à F(OF , S\S′, dS′) ;

(ii) χ2χ
−1
1 (z)zdS\Jf(1/z)|OF−{0} se prolonge surOF en une fonction de F(OF , S\S′, dS′).

L’application

(3.4.3)
V −→ F(OF , S\S′, dS′)⊕F(OF , S\S′, dS′)

f 7−→
((
z 7→ f($F z)

)
,
(
z 7→ χ2χ

−1
1 (z)zdS\Jf(1/z)

))
est un isomorphisme de E-espaces vectoriels qui permet de munir V de la topologie localement

convexe induite par cette application. Les isomorphismes (3.4.2) et (3.4.3) et l’égalité[
0 1

−1 z

] [
a b

c d

]
=

[ ad−bc
−cz+a −c

0 −cz + a

] [
0 1

−1 dz−b
−cz+a

]
assurent alors que l’action de G sur I(χ, S\S′, dS′) se traduit sur V de la façon suivante :

pour tout g = [ a bc d ] ∈ G, tout f ∈ V , et tout z ∈ F − {ac}, on a([
a b

c d

]
f

)
(z) = χ1(det(g))χ2χ

−1
1 (−cz + a)(−cz + a)dS\Jf

(
dz − b
−cz + a

)
.(3.4.4)

Ils assurent en outre que si c 6= 0, alors on peut prolonger gf par continuité en z = a
c en une

fonction appartenant à V .

3.4.3. Une GL2(F )-représentation de Banach. — Soit χ1, χ2 : F× → E× deux ca-

ractères localement J-analytiques et dS\J un |S\J |-uplet d’entiers positifs ou nuls. Posons

r = −valQp(χ1(p)) et supposons r ≥ 0. Posons :

J ′ = J
∐
{σ ∈ S\J, dσ + 1 > r}, χ′1 = χ1, et χ′2 = χ2

∏
σ∈J ′\J

σdσ .

À l’aide des espaces définis au §3.3.1.2, nous allons définir un nouveau G-Banach attaché

au triplet (J ′, χ′1, χ
′
2).

Notons B(χ′, J ′, dS\J ′) le E-espace vectoriel des fonctions f : F → E vérifiant les deux

conditions suivantes :

(i) f |OF appartient à Cr(OF , J ′, dS\J ′) ;

(ii) χ′2χ
′
1
−1(z)zdS\J′f(1/z)|OF−{0} se prolonge surOF en un élément de Cr(OF , J ′, dS\J ′).
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L’application

(3.4.5)
B(χ′, J ′, dS\J ′) −→ Cr(OF , J ′, dS\J ′)⊕ Cr(OF , J ′, dS\J ′)

f 7−→
((
z 7→ f($F z)

)
,
(
z 7→ χ′2χ

′
1
−1

(z)zdS\J′f(1/z)
))

est un isomorphisme de E-espaces vectoriels. On munit alors B(χ′, J ′, dS\J ′) de la topologie

localement convexe déduite de cette application, ce qui en fait un espace de Banach sur E

pour la norme ‖ · ‖B définie comme suit : si (f1, f2) désigne l’élément de (Cr(OF , J ′, dS\J ′))2

correspondant à f ∈ B(χ′, J ′, dS\J ′) via l’isomorphisme (3.4.5), alors :

‖f‖B = sup
(
‖f1‖Cr , ‖f2‖Cr

)
.(3.4.6)

Pour f ∈ B(χ′, J ′, dS\J ′) et g = [ a bc d ] ∈ G, considérons la fonction définie par

(gf) (z) = χ1(det(g))χ′2χ
′
1
−1

(−cz + a)(−cz + a)dS\J′f

(
dz − b
−cz + a

)
(3.4.7)

pour tout z 6= a
c (si c 6= 0). Le prochain résultat montre que gf se prolonge par continuité

en z = a
c en un élément de B(χ′, J ′, dS\J ′) et que, pour l’action de G définie par la formule

(3.4.7), l’espace B(χ′, J ′, dS\J ′) est un G-Banach.

Lemme 3.4.5. — L’action à gauche de G sur l’espace B(χ′, J ′, dS\J ′) donnée par la formule

(3.4.7) est bien définie et se fait par automorphismes continus.

Preuve. — Soit f = (f1, f2) ∈ B(χ′, J ′, dS\J ′). En utilisant l’isomorphisme (3.4.5), on voit

que l’on a d’autre part, pour tout g = [ a bc d ] ∈ G

(gf)1(z) = χ′1(det(g))χ′2χ
′
1
−1

(−c$F z + a)(−c$F z + a)dS\J′f1

( dz − b
$F

−c$F z + a

)
si d$F z−b
−c$F z+a ∈ $FOF et

(gf)1(z) = χ′1(det(g))χ′2χ
′
1
−1

(d$F z − b)(d$F z − b)dS\J′f2

(−c$F z + a

d$F z − b

)
si d$F z−b
−c$F z+a ∈ F\$FOF ; et d’autre part,

(gf)2(z) = χ′1(det(g))χ′2χ
′
1
−1

(−c+ az)(−c+ az)dS\J′f1

(−b z
$F

+ d
$F

az − c

)
si −bz+daz−c ∈ $FOF et

(gf)2(z) = χ′1(det(g))χ′2χ
′
1
−1

(−bz + d)(−bz + d)dS\J′f2

( az − c
−bz + d

)
si −bz+daz−c ∈ F\$FOF .

Il suffit maintenant de montrer que l’application

(3.4.8)
Cr(OF , J ′, dS\J ′)⊕ Cr(OF , J ′, dS\J ′) −→ Cr(OF , J ′, dS\J ′)⊕ Cr(OF , J ′, dS\J ′)

(f1, f2) 7−→ ((gf)1, (gf)2)

est bien définie et continue. Par la décomposition de Bruhat G = P ∪ PwN , il nous suffit de

montrer la stabilité et la continuité de l’application (3.4.8) pour les matrices g de la forme

[ λ 0
0 λ ], [ 0 $F

1 0 ], [ 1 0
0 λ ] et [ 1 λ

0 1 ] avec λ ∈ F×, ce qui est une conséquence des formules ci-dessus,

de la Proposition 3.3.4 et du fait que l’espace Cr(OF , J ′, dS\J ′) est une E-algèbre de Banach

[27, Lemme 2.9].
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Le Lemme 3.4.5 et le Théorème de Banach-Steinhaus [54, Théorème 6.15] impliquent alors

que l’espace B(χ′, J ′, dS\J ′) est un G-Banach.

Soit k ∈ N>0. Fixons Sk ⊂ O×F un système de représentants des classes de (OF /$k
FOF )×,

et notons l le plus petit entier positif tel que χ′1|D(ai,l) et χ′2|D(ai,l) soient des fonctions J ′-

analytiques sur l’ouvert D(ai, l) pour tout ai ∈ Sl.

Supposons de plus que le caractère central de I(χ, J, dS\J) est entier, ce qui équivaut à

demander que

valQp(χ
′
1(p)) + valQp(χ

′
2(p)) + |dS\J ′ | = 0.(3.4.9)

Lemme 3.4.6. — Les fonctions de F dans E définies par les formules suivantes sont des

éléments de B(χ′, J ′, dS\J ′) :

z 7→ znS\J′zmJ′ ,

z 7→
{
χ′2χ

′
1
−1(z − a)(z − a)dS\J′−nS\J′ (z − a)−mJ′ si z 6= a

0 si z = a ;

avec a ∈ F , mJ ′ ∈ NJ ′ et 0 6 nS\J ′ 6 dS\J ′ tels que r −
(
|nS\J ′ |+ |mJ ′ |

)
> 0.

Preuve. — Le même raisonnement que celui permettant de prouver [8, Lemme 4.2.2] s’ap-

plique : il suffit de montrer que la fonction f : OF → E définie par

f(z) =

{
χ′2χ

′
1
−1(z)zdS\J′−nS\J′z−mJ′ si z 6= 0

0 si z = 0

appartient à Cr(OF , J ′, dS\J ′). Soit f0 la fonction nulle sur OF et, pour tout n ∈ N>0, posons :

fn(z) = 1OF \D(0,n)(z)χ
′
2χ
′
1
−1

(z)zdS\J′−nS\J′z−mJ′ .

La fonction fn est bien dans Cr(OF , J ′, dS\J ′) puisqu’elle est en fait dans F(OF , J ′, dS\J ′).
Par [54, Lemme 9.9], il suffit de montrer que fn+1 − fn tend vers 0 dans l’espace dual de

l’espace de Banach des distributions (J ′, dS\J ′)-tempérées d’ordre r sur OF . Autrement dit,

on veut montrer que

sup
µ∈Cr(OF ,J ′,dS\J′ )∨

∣∣∣ ∫OF (fn+1(z)− fn(z)
)
µ(z)

∣∣∣
‖µ‖r,dS\J

→ 0 quand n→ +∞ .

Remarquons que

(3.4.10)

fn+1(z)− fn(z) = 1D(0,n)\D(0,n+1)(z)χ
′
2χ
′
1
−1

(z)zdS\J′−nS\J′z−mJ′

=
∑
ai∈Sl

1D(ai$nF ,n+l)(z)χ
′
2χ
′
1
−1

(z)zdS\J′−nS\J′z−mJ′ .
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Comme χ′1 et χ′2 sont des caractères J ′-analytiques sur D(ai, l) pour tout ai ∈ Sl, on sait que

pour tout n ≥ 0, on a :

1D(ai$nF ,n+l)(z)χ
′
2χ
′
1
−1

(z) = χ′2χ
′
1
−1

($n
F )1D(ai,l)

( z

$n
F

)
χ′2χ

′
1
−1
( z

$n
F

)
= χ′2χ

′
1
−1

($n
F )1D(ai,l)

( z

$n
F

) ∑
hJ′>0

bhJ′ (ai)
( z

$n
F

− ai
)hJ′

= χ′2χ
′
1
−1

($n
F )
∑
hJ′>0

1D(ai$nF ,n+l)(z)bhJ′ (ai)
(z − ai$n

F

$n
F

)hJ′
.

Grâce à la condition (3.4.9), on sait que
∣∣χ′2χ′1−1($n

F )
∣∣ = q−n(2r−|dS\J′ |). Ainsi, en écrivant

z−mJ′ = (z − ai$n
F + ai$

n
F )−mJ′ et en développant, on obtient, pour tout ai ∈ Sl :

1D(ai$nF ,n+l)(z)z
−mJ′ = 1D(ai$nF ,n+l)(z)(ai$

n
F )−mJ′

∑
tJ′>0

λtJ′a
−tJ′
i

(z − ai$n
F

$n
F

)tJ′
,

où les λtJ′ sont des éléments de OE . De même on obtient, pour tout ai ∈ Sl :

1D(ai$nF ,n+l)(z)z
dS\J′−nS\J′

= 1D(ai$nF ,n+l)(z)
∑

06kS\J′6dS\J′−nS\J′

µkS\J′ (ai$
n
F )kS\J′ (z − ai$n

F )dS\J′−nS\J′−kS\J′ ,

avec µkS\J′ ∈ N>0.

Pour tout 0 6 αS\J ′ 6 dS\J ′ et tout β
J ′
∈ NJ ′ , notons alors fαS\J′ ,βJ′

: OF \{0} → E, la

fonction définie par :

fαS\J′ ,βJ′
(z) = zdS\J′−αS\J′z−βJ′ .

Par (3.4.10), on a :∣∣µ(fn+1(z)− fn(z)
)∣∣ = sup

ai∈Sl

∣∣µ(1D(ai$nF ,n+l)(z)χ
′
2χ
′
1
−1

(z)fnS\J′ ,mJ′ (z))
∣∣ .

Si l’on note C1 = supai∈Sl suphJ′ |bhJ′ (ai)|, les égalités précédentes montrent alors que pour

tout ai ∈ Sl, on a :∣∣µ(1D(ai$nF ,n+l)(z)χ
′
2χ
′
1
−1

(z)zdS\J′−nS\J′z−mJ′ )
∣∣

≤C1q
−n(2r−|dS\J′ |−|mJ′ |) sup

lJ′
kS\J′

q−n(|kS\J′ |−|lJ′ |)
∣∣µ(1D(ai$nF ,n+l)(z)fnS\J′+kS\J′ ,lJ′ (z − ai$

n
F )
)∣∣,

où lJ ′ varie dans NJ ′ et où 0 6 kS\J ′ 6 dS\J ′ . D’après la Remarque 3.3.10, on a aussi :∣∣µ(1D(ai$nF ,n+l)(z)fnS\J′+kS\J′ ,lJ′ (z−ai$
n
F )
)∣∣ ≤ ‖µ‖r,dS\J sup

lJ′
kS\J′

q(n+l)(r+|kS\J′ |−|lJ′ |−|dS\J′ |+|nS\J′ |),

d’où l’on déduit que∣∣µ(fn+1(z)− fn(z)
)∣∣ ≤ C1‖µ‖r,dS\J q

−n(r−|mJ′ |−|nS\J′ |) sup
lJ′
kS\J′

ql(r+|kS\J′ |−|lJ′ |−|dS\J′ |+|nS\J′ |) ,

ce qui prouve le résultat car r > |mJ ′ |+ |nS\J ′ |.
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D’après le Lemme 3.4.6, on sait que pour tout a ∈ F , tout mJ ′ ∈ NJ ′ et tout 0 6
nS\J ′ 6 dS\J ′ tels que r − |nS\J ′ | − |mJ ′ | > 0, les fonctions [z 7→ znS\J′zmJ′ ] et [z 7→
χ′2χ

′
1
−1(z− a)(z− a)dS\J′−nS\J′ (z− a)−mJ′ ] sont dans B(χ′, J ′, dS\J ′). Notons L(χ′, J ′, dS\J ′)

l’adhérence dans B(χ′, J ′, dS\J ′) du sous-E-espace vectoriel engendré par ces fonctions. Un

calcul direct laissé au lecteur permet de vérifier l’énoncé suivant.

Lemme 3.4.7. — Le sous-espace L(χ′, J ′, dS\J ′) est stable par G dans B(χ′, J ′, dS\J ′).

Posons alors

Π(χ′, J ′, dS\J ′)
déf
= B(χ′, J ′, dS\J ′)/L(χ′, J ′, dS\J ′).

C’est un espace de Banach sur E qui est munit, d’après les Lemmes 3.4.5 et 3.4.7, d’une

action de G par automorphismes continus.

3.5. Réseaux

3.5.1. Deux conditions nécessaires de non nullité. — Soit χ1, χ2 : F× → E× deux

caractères localement J-analytiques et dS\J un |S\J |-uplet d’entiers positifs ou nuls. Posons

r = −valQp(χ1(p)) et considérons la représentation localement Qp-analytique

I(χ, J, dS\J) =
( ⊗
σ∈S\J

(SymdσE2)σ
)
⊗E

(
IndGPχ1 ⊗ χ2

)J−an
que nous avons construite dans la Section §3.4.2. Soit I(χ, J, dS\J)(F ) le sous-espace fermé

de I(χ, J, dS\J) formé des fonctions à support compact. Il est stable sous l’action de P et

il engendre I(χ, J, dS\J) sous G. En outre, il contient l’espace O(OF , J, dS\J) et l’on vérifie

immédiatement que

I(χ, J, dS\J) =
∑
g∈G

gO(OF , J, dS\J).

D’après la preuve de [33, Proposition 1.21], le complété unitaire universel de I(χ, J, dS\J)

est le complété de I(χ, J, dS\J) par rapport au sous-OE [G]-réseau engendré par les vecteurs

1OF (z)znS\J zmJ avec 0 6 nS\J 6 dS\J et mJ ∈ NJ . En utilisant la decomposition d’Iwasawa

G = PK et la compacité de K, on voit qu’il suffit de compléter par rapport au sous-OE [P ]-

réseau Λ engendré par les vecteurs 1OF (z)znS\J zmJ et 1F−OF (z)χ2χ
−1
1 (z)zdS\J−nS\J z−mJ

avec 0 6 nS\J 6 dS\J et mJ ∈ NJ . Notons I(χ, J, dS\J)
∧

le complété de I(χ, J, dS\J) par

rapport à Λ : c’est unG-Banach unitaire pour lequel on dispose des deux conditions nécessaires

de non nullité suivantes.

Proposition 3.5.1. — Les deux conditions suivantes sont nécessaires pour que I(χ, J, dS\J)
∧

soit non nul :

(i) le caractère central de I(χ, J, dS\J) est à valeurs entières ;

(ii) on a l’inégalité valQp(χ2(p)) + |dS\J | ≥ 0.

Preuve. — Supposons que (I(χ, J, dS\J)
∧
, ‖ · ‖) soit non nul. En particulier, l’application

canonique ι : I(χ, J, dS\J) → I(χ, J, dS\J)
∧

est non nulle. Soit donc f ∈ I(χ, J, dS\J) tel que

ι(f) 6= 0. Comme ι est G-équivariante et comme I(χ, J, dS\J)
∧

est un G-Banach unitaire, on

a : ∣∣∣χ1(p)χ2(p)p|dS\J |
∣∣∣‖ι(f)‖ = ‖ι(f)‖,

ce qui prouve (i).
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Montrons maintenant que si valQp(χ2(p)) + |dS\J | < 0, alors I(χ, J, dS\J)
∧

est nul. Ceci

équivaut à prouver que pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ , on a :

∀λ ∈ E, ∀n ≥ 0, λ1D(0,n)(z)z
nS\J zmJ ∈ Λ.(3.5.1)

Nous allons raisonner par récurrence sur |nS\J |+ |mJ |.
Supposons tout d’abord |nS\J | + |mJ | = 0. Soit λ ∈ E et n ∈ N. Notons m le plus

petit entier positif tel que valF (χ2($m
F )$

mdS\J
F ) < valF (λ) et fixons R ⊂ OF un système de

représentants des classes de OF /$m
F OF . Comme Λ est stable sous l’action de P , la formule

(3.4.4) assure que l’on a :

∀ai ∈ R, [$
m
F $nF ai
0 1

]1D(0,n) = χ2($m
F )$

mdS\J
F 1D($nF ai,n+m) ∈ Λ.

On en déduit que∑
ai∈R

χ2($m
F )$

mdS\J
F 1D($nF ai,n+m) = χ2($m

F )$
mdS\J
F 1D(0,n) ∈ Λ,

ce qui assure que λ1D(0,n) ∈ Λ.

Supposons maintenant que (3.5.1) soit vrai pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ

tels que |nS\J |+ |mJ | ≤ l où l est un entier positif. Soit i ∈ NS tel que :

|i| = l + 1 et iσ ≤ dσ, pour tout σ ∈ S\J.

Comme Λ est stable sous l’action de P , la formule (3.4.4) assure que l’on a :

∀ai ∈ R, [$
m
F $nF ai
0 1

]zi1D(0,n) = χ2($m
F )$

mdS\J
F

(z − ai$n
F

$m
F

)i
1D($nF ai,n+m) ∈ Λ,

avec µk ∈ Z. On en déduit, en développant
( z−ai$nF

$mF

)i
et en utilisant l’hypothèse de récurrence,

que l’on a :

∀ai ∈ R, χ2($m
F )$

mdS\J
F

( z

$m
F

)i
1D($nF ai,n+m) ∈ Λ.

Ceci assure en particulier que l’on a :∑
ai∈R

χ2($m
F )$

mdS\J
F $

−mi
F zi1D($nF ai,n+m) = χ2($m

F )$
mdS\J
F $

−mi
F zi1D(0,n) ∈ Λ,

ce qui implique que λzi1D(0,n) ∈ Λ, et permet de conclure.

Remarque 3.5.2. — La condition (i) de la Proposition 3.5.1 peut s’exprimer par l’égalité

suivante :

valQp(χ1(p)) + valQp(χ2(p)) + |dS\J | = 0.(3.5.2)

On termine cette section par quelques remarques sur le cas localement algébrique. Soient

χ1, χ2 : F× → E× deux caractères localement constants et d un |S|-uplet d’entiers positifs ou

nuls. Posons :

I(χ, d) =
(⊗
σ∈S

(SymdσE2)σ
)
⊗E

(
IndGPχ1 ⊗ χ2| · |−1

)
,

où IndGP (χ1 ⊗ χ2| · |−1) désigne l’induite lisse usuelle. D’après la Proposition 3.5.1 et d’après

[49, Lemme 7.9] on connait deux conditions nécessaires pour que I(χ, d)
∧

soit non nul, à

savoir :
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(i) valQp(χ1(p)) + valQp(χ2(p)) + [F : Qp] + |d| = 0 ;

(ii) valQp(χ2(p)) + [F : Qp] + |d| ≥ 0 et valQp(χ1(p)) + [F : Qp] + |d| ≥ 0.

On voit que (i) et (ii) sont équivalentes à

(i’) valQp(χ1(p)) + valQp(χ2(p)) + [F : Qp] + |d| = 0 ;

(ii’) valQp(χ2(p)) ≤ 0 et valQp(χ1(p)) ≤ 0.

Rappelons la conjecture suivante qui est un cas particulier d’une conjecture plus générale

due à Breuil et Schneider [20].

Conjecture 3.5.3. — Avec les notations précédentes, les conditions (i′) et (ii′) sont aussi

des conditions suffisantes à la non nullité de I(χ, d)
∧

.

Remarque 3.5.4. — La Conjecture 3.5.3 est démontrée dans les cas suivants :

• lorsque F = Qp [8, Corollaire 5.3.1] ;

• orsque χ2χ
−1
1 est un caractère modérément ramifié avec d = 0 [64, Proposition 0.10],

ou [42, Théorème 1.2] pour une preuve alternative ;

• lorsque χ2χ
−1
1 est un caractère non ramifié avec certaines conditions sur d [29].

3.5.2. Passage au dual. — On conserve les notations du §3.5.1. Supposons que les condi-

tions (i) et (ii) de la Proposition 3.5.1 soient satisfaites, ce qui implique en particulier que

r ≥ 0. Posons à nouveau :

J ′ = J
∐
{σ ∈ S\J, dσ + 1 > r}, χ′1 = χ1, χ′2 = χ2

∏
σ∈J ′\J

σdσ .

On sait que l’on dispose d’une immersion fermée G-équivariante :

I(χ, J, dS\J) ↪→ I(χ′, J ′, dS\J ′).(3.5.3)

Le prochain résultat donne des informations sur les vecteurs localement Qp-analytiques de

I(χ, J, dS\J)
∧

.

Proposition 3.5.5. — Supposons que les conditions de la Proposition 3.5.1 soient satis-

faites. Alors les conditions suivantes sont équivalentes et vérifiées :

(i) Toute application continue, E-linéaire et G-équivariante I(χ, J, dS\J) → B, avec B

un G-Banach unitaire, s’étend de manière unique en une application continue, E-linéaire

et G-équivariante I(χ′, J ′, dS\J ′)→ B.

(ii) L’application canonique I(χ, J, dS\J)→ I(χ, J, dS\J)
∧

s’étend de manière unique en

une application continue, E-linéaire et G-équivariante I(χ′, J ′, dS\J ′)→ I(χ, J, dS\J)
∧

.

(iii) L’application (3.5.3) induit un isomorphisme de G-Banach unitaires :

I(χ, J, dS\J)
∧ ∼−→ I(χ′, J ′, dS\J ′)

∧
.

Preuve. — L’équivalence des conditions (i), (ii) et (iii) est claire. Breuil montre (i) en suppo-

sant de plus que l’application de I(χ, J, dS\J) dans B est injective [17, Théorème 7.1]. Une

preuve analogue, qui utilise de façon cruciale [17, Lemme 6.1], permet de démontrer le cas

général.

D’après la Proposition 3.5.5 (iii), donner une description explicite de I(χ, J, dS\J)
∧

revient

à donner une description explicite de I(χ′, J ′, dS\J ′)
∧

. On peut ainsi supposer que :

∀σ ∈ S\J, r ≥ dσ + 1 ,(3.5.4)
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ou encore que J = J ′.

Rappelons (§3.5.1) que le complété unitaire universel de I(χ, J, dS\J) est le complété par

rapport au sous-OE [P ]-réseau Λ engendré par les vecteurs :

1OF (z)znS\J zmJ et 1F−OF (z)χ2χ
−1
1 (z)zdS\J−nS\J z−mJ(3.5.5)

pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ .

De plus, on note I(χ, J, dS\J)∨ le dual continu de l’espace I(χ, J, dS\J) muni de la topologie

forte. Si µ ∈ I(χ, J, dS\J)∨ et f ∈ I(χ, J, dS\J), on note, pour tout ouvert U de F :

µ
(
1Uf

)
=

∫
U
f(z)µ(z) .

D’après la Remarque 3.2.4, l’application canonique I(χ, J, dS\J) → I(χ, J, dS\J)
∧

est

d’image dense. Par suite on a une injection continue

(I(χ, J, dS\J)
∧

)∨ ↪→ I(χ, J, dS\J)∨.(3.5.6)

Le résultat suivant donne une caractérisation utile de l’image de l’application (3.5.6).

Proposition 3.5.6. — Soit µ ∈ I(χ, J, dS\J)∨. Alors µ appartient à (I(χ, J, dS\J)
∧

)∨ si et

seulement s’il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle que l’on ait, pour tout n ∈ Z, tout a ∈ F ,

tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ :∣∣∣ ∫
D(a,n)

(z − a)nS\J (z − a)mJµ(z)
∣∣∣ ≤ Cµqn(r−|nS\J |−|mJ |) ;(3.5.7) ∣∣∣ ∫

F\D(a,n+1)
χ2χ

−1
1 (z − a)(z − a)dS\J−nS\J (z − a)−mJµ(z)

∣∣∣ ≤ Cµqn(|nS\J |+|mJ |−r) .(3.5.8)

Preuve. — La distribution µ s’étend en une forme linéaire continue sur I(χ, J, dS\J)
∧

si et

seulement s’il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle que :

∀f ∈ Λ,
∣∣∣ ∫

F
f(z)µ(z)

∣∣∣ ≤ Cµ.(3.5.9)

En utilisant (3.5.5) et l’identité

[ 0 1
1 0 ] (1OF (z)znS\J zmJ ) = 1F−OF (z)χ2χ

−1
1 (z)zdS\J−nS\J z−mJ ,

on obtient immédiatement que (3.5.9) est équivalente aux deux conditions suivantes :∣∣µ(b(1OF (z)znS\J zmJ )
)∣∣ ≤ Cµ ;(3.5.10) ∣∣µ(b [ 0 1

1 0 ] (1OF (z)znS\J zmJ )
)∣∣ ≤ Cµ ;(3.5.11)

pour tout b ∈
{[

$nF a
0 1

]
; n ∈ Z, a ∈ F

}
, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ .

Or, en appliquant la formule (3.4.4) et d’après (3.5.2), on obtient que∣∣∣µ( [$nF a
0 1

]
(1OF (z)znS\J zmJ )

)∣∣∣ =
∣∣∣µ(1D(a,n)(z)χ2($n

F )$
ndS\J
F

(z − a
$n
F

)nS\J(z − a
$n
F

)mJ)∣∣∣
= qn(|nS\J |+|mJ |−r)

∣∣∣µ(1D(a,n)(z)(z − a)nS\J (z − a)mJ
)∣∣∣

d’où la condition (3.5.7).

Un calcul analogue montre que la condition (3.5.11) est équivalente à la condition (3.5.8).



66

Définition 3.5.7. — On appelle distribution (J, dS\J)-tempérée d’ordre r sur F une forme

linéaire continue sur l’espace de Banach B(χ, J, dS\J).

D’après ce que l’on a vu dans la Section §3.3.2, on sait que F(OF , J, dS\J) s’injecte de

façon continue dans Cr(OF , J, dS\J) et que son image y est dense. En utilisant le fait que

I(χ, J, dS\J) (resp. B(χ, J, dS\J)) s’identifie topologiquement à deux copies de F(OF , J, dS\J)

(resp. Cr(OF , J, dS\J)), on en déduit l’existence d’une injection GL2(F )-équivariante continue

I(χ, J, dS\J) ↪→ B(χ, J, dS\J),

dont l’image est dense dans B(χ, J, dS\J), puis d’une injection continue

B(χ, J, dS\J)∨ ↪→ I(χ, J, dS\J)∨.(3.5.12)

Le résultat suivant donne une caractérisation utile de l’image de l’application (3.5.12).

Proposition 3.5.8. — Soit µ ∈ I(χ, J, dS\J)∨. Alors µ est tempérée d’ordre r sur F si et

seulement s’il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle que l’on ait :∣∣∣ ∫
D(a,n)

(z − a)nS\J (z − a)mJµ(z)
∣∣∣ ≤ Cµqn(r−|nS\J |−|mJ |)(3.5.13)

pour tout a ∈ $FOF , tout 0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ NJ et tout n ≥ 1 ;∣∣∣ ∫
F\D(0,n+1)

χ2χ
−1
1 (z)zdS\J−nS\J z−mJµ(z)

∣∣∣ ≤ Cµqn(|nS\J |+|mJ |−r)(3.5.14)

pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ NJ et tout n ≤ 0 ;∣∣∣ ∫
D( 1

a
,n− 2valF (a)

f
)
χ2χ

−1
1 (z)zdS\J

(1

z
− a
)nS\J(1

z
− a
)mJ

µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµqn(r−|nS\J |−|mJ |)(3.5.15)

pour tout a ∈ OF − {0}, tout 0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ NJ et tout entier n > valF (a)
f .

Preuve. — L’application (3.4.2) (resp. (3.4.5)) induit un isomorphisme topologique de I(χ, J, dS\J)∨

dans (F(OF , J, dS\J)∨)2 (resp. de B(χ, J, dS\J)∨ dans (Cr(OF , J, dS\J)∨)2). Si l’on note

(µ1, µ2) l’élément de (F(OF , J, dS\J)∨)2 qui correspond à µ via cet isomorphisme, il est

clair que µ est tempérée d’ordre r sur F si et seulement si les distributions µ1 et µ2 sont

(J, dS\J)-tempérées d’ordre r sur OF . D’après le Théorème 3.3.8, la distribution µ1 (resp. µ2)

est (J, dS\J)-tempérée d’ordre r sur OF si et seulement s’il existe une constante Cµ1 ∈ R≥0

(resp. Cµ2 ∈ R≥0) telle que pour tout a ∈ OF , tout 0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ NJ et tout

n ≥ 0, on ait : ∣∣∣µ1

(
1D(a,n)(z)(z − a)nS\J (z − a)mJ

)∣∣∣ ≤ Cµ1qn(r−|nS\J |−|mJ |) ;(3.5.16) ∣∣∣µ2

(
1D(a,n)(z)(z − a)nS\J (z − a)mJ

)∣∣∣ ≤ Cµ2qn(r−|nS\J |−|mJ |) .(3.5.17)

La fonction f correspondant au couple

(f1, f2) = (1D(a,n)(z)(z − a)nS\J (z − a)mJ , 0)

via (3.4.3) est la fonction 1D($F a,n+1)(z)
(
z
$F
−a
)nS\J ( z

$F
−a
)mJ . Ainsi, la condition (3.5.16)

se traduit par∣∣∣µ(1D($F a,n+1)(z)(z −$Fa)nS\J (z −$Fa)mJ
)∣∣∣ ≤ Cµ1q(n+1)(r−|nS\J |−|mJ |)

pour tout a ∈ OF , tout 0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ NJ et tout n ≥ 0, d’où (3.5.13).
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La fonction f correspondant au couple

(f1, f2) = (0,1D(a,n)(z)(z − a)nS\J (z − a)mJ )

via (3.4.3) est la fonction 1{z: | 1
z
−a|≤|$nF |}

(z)χ2χ
−1
1 (z)zdS\J

(
1
z −a

)nS\J (1
z −a

)mJ . Nous devons

ici distinguer deux cas.

• Si a ∈ D(0, n), on a {z : |1z − a| ≤ |$
n
F |} = F\D(0,−n+ 1) ; la condition (3.5.17) se

traduit alors par∣∣∣µ(1F\D(0,−n+1)(z)χ2χ
−1
1 (z)zdS\J

(1

z
− a
)nS\J(1

z
− a
)mJ)∣∣∣ ≤ Cµ2qn(|nS\J |+|mJ |−r)(3.5.18)

pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ NJ et tout n ≥ 0. En développant
(

1
z − a

)nS\J et(
1
z − a

)mJ , on voit directement l’équivalence des conditions (3.5.18) et (3.5.14).

• Si a ∈ OF \D(0, n), on a {z : |1z − a| ≤ |$
n
F |} = D( 1

a , n −
2valF (a)

f ), et la condition

(3.5.17) se traduit alors par la condition (3.5.15).

Corollaire 3.5.9. — Soit µ ∈ I(χ, J, dS\J)∨ . Alors µ appartient à Π(χ, J, dS\J)∨ si et

seulement s’il existe une constante Cµ ∈ R≥0 vérifiant (3.5.13), (3.5.14), (3.5.15) ainsi que

les deux conditions supplémentaires suivantes :∫
F
znS\J zmJµ(z) = 0;(3.5.19) ∫

F
χ2χ

−1
1 (z − a)(z − a)dS\J−nS\J (z − a)−mJµ(z) = 0(3.5.20)

pour tout a ∈ F , tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0.

Preuve. — C’est une conséquence immédiate de la Proposition 3.5.8 et du Lemme 3.4.6.

3.6. Preuve du Théorème principal

Conservons les notations du §3.5.1 et supposons que les conditions (i) et (ii) de la Pro-

position 3.5.1 soient vérifiées. Rappelons que cela revient à dire que le caractère central de

I(χ, J, dS\J) est entier et que l’inégalité valQp(χ2(p)) + |dS\J | ≥ 0 est vérifiée. De plus, par la

Proposition 3.5.5 on sait que calculer le complété unitaire universel de I(χ, J, dS\J) revient à

calculer le complété unitaire universel de I(χ′, J ′, dS\J ′). On peut donc supposer que J = J ′.

Nous nous proposons de montrer que les conditions (3.5.7) et (3.5.8) sélectionnent exacte-

ment les distributions (J, dS\J)-tempérées d’ordre r sur F annulant toutes les fonctions de la

forme [z 7→ znS\J zmJ ] et [z 7→ χ2χ
−1
1 (z− a)(z− a)dS\J−nS\J (z− a)−mJ ] avec a ∈ F , mJ ∈ NJ

et 0 6 nS\J 6 dS\J tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0. Plus précisément nous allons prouver le

résultat suivant.

Théorème 3.6.1. — Soit µ ∈ I(χ, J, dS\J)∨. Les deux conditions suivantes sont équiva-

lentes.

(A) La distribution µ vérifie les conditions (3.5.7) et (3.5.8) ;

(B) La distribution µ vérifie les conditions (3.5.13), (3.5.14), (3.5.15), (3.5.19) et (3.5.20).
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3.6.1. Preuve de (A) =⇒ (B). — Supposons que µ vérifie les conditions (3.5.7) et (3.5.8).

Alors µ vérifie a fortiori (3.5.13) et (3.5.14). Pour montrer que (3.5.7) implique (3.5.15), quitte

à changer la constante Cµ, on a besoin de l’équivalence suivante.

Lemme 3.6.2. — Quitte à modifier la constante Cµ, la condition (3.5.15) est équivalente à

la condition suivante :

(i) Il existe un entier n0 > 0 tel que (3.5.15) est satisfaite pour tout a ∈ OF −{0}, tout

0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ NJ et tout n > n0 + valF (a)
f .

Preuve. — (3.5.15)⇒ (i) est immédiat.

Montrons que (i) ⇒ (3.5.15). Soit a ∈ OF − {0} et valF (a)
f < n ≤ n0 + valF (a)

f . Si l’on

pose n′ = n+n0, on peut écrire alors D
(

1
a , n−

2valF (a)
f

)
comme union de disques de la forme

D′ = D
(

1
a′ , n

′ − 2valF (a)
f

)
avec |a| = |a′| (et donc |a − a′| ≤ q−n). En écrivant

(
1
z − a

)i
=((

1
z − a

′)+
(
a′ − a

))i
avec i ∈ {nS\J ,mJ}, puis en développant, on obtient que∣∣∣µ(1D′(z)χ2χ
−1
1 (z)zdS\J

(1

z
− a
)nS\J(1

z
− a
)mJ)∣∣∣

≤ sup
06kS\J6nS\J

06lJ6mJ

{
|a− a′||nS\J |−|kS\J |+|mJ |−|lJ |

·
∣∣∣µ(1D′(z)χ2χ

−1
1 (z)zdS\J

(1

z
− a′

)kS\J(1

z
− a′

)lJ)∣∣∣}
≤ sup

06kS\J6nS\J
06lJ6mJ

qn(−|nS\J |+|kS\J |−|mJ |+|lJ |)Cµq
n′(r−|kS\J |−|lJ |) par (i)

= Cµq
n(r−|nS\J |−|mJ |)q(n′−n)r

≤ C ′µq
n(r−|nS\J |−|mJ |) ,

où l’on a posé C ′µ
déf
= Cµq

n0r. Comme le dernier terme ne dépend pas du choix de a on peut

conclure.

Proposition 3.6.3. — Quitte à modifier la constante Cµ, la condition (3.5.7) implique la

condition (3.5.15).

Preuve. — Notons n0 le plus petit entier positif tel que (χ2χ
−1
1 )|D(1,n0) soit une fonction J-

analytique. D’après le Lemme 3.6.2 il suffit de montrer que la condition (3.5.15) est satisfaite

pour tout a ∈ OF − {0}, tout 0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ NJ et tout n > n0 + valF (a)
f .

Posons D = D
(

1
a , n−

2valF (a)
f

)
. D’après l’égalité

1D(z)
(1

z
− a
)nS\J

= 1D(z)(−1)nS\J z−nS\JanS\J
(
z − 1

a

)nS\J
,

on obtient, en écrivant zdS\J−nS\J = (z − 1
a + 1

a)dS\J−nS\J et en développant, que

1D(z)zdS\J
(1

z
− a
)nS\J

= 1D(z)
∑

06kS\J6dS\J−nS\J

µkS\Ja
−kS\J+nS\J

(
z − 1

a

)dS\J−kS\J
,
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avec µkS\J ∈ N. De même, en écrivant z−mJ = (z − 1
a + 1

a)−mJ et en développant, on a :

1D(z)z−mJ = 1D(z)amJ
∑
rJ>0

λrJa
rJ
(
z − 1

a

)rJ
,

avec λrJ ∈ N on en déduit que

1D(z)
(1

z
− a
)mJ

= 1D(z)(−1)mJ z−mJamJ
(
z − 1

a

)mJ
= 1D(z)

∑
rJ>0

λrJa
2mJ+rJ

(
z − 1

a

)mJ+rJ
.

Remarquons maintenant que, pour tout z ∈ D, on a

az ∈ D
(

1, n− valF (a)

f

)
⊆ D(1, n0) ,

ce qui implique que

1D(z)χ2χ
−1
1 (z) = χ2χ

−1
1 (a−1)1D(z)χ2χ

−1
1 (az)

= χ2χ
−1
1 (a−1)1D(z)

∑
lJ>0

blJ (az − 1)lJ

= χ2χ
−1
1 (a−1)1D(z)

∑
lJ>0

blJa
lJ
(
z − 1

a

)lJ
,

avec blJ ∈ E et |blJ |q
−n0 → 0 quand |lJ | → +∞. Notons alors C = suplJ |blJ |. Comme,

d’après (3.5.2), on a |χ2χ
−1
1 (a−1)| = |a||dS\J |−2r, on déduit des égalités précédentes que :∣∣∣µ(1D(z)χ2χ

−1
1 (z)zdS\J

(1

z
− a
)nS\J(1

z
− a
)mJ)∣∣∣

≤ C|a||dS\J |−2r sup
06kS\J6dS\J−nS\J

lJ>0, rJ>0

{
|a|2|mJ |+|rJ |+|lJ |−|kS\J |+|nS\J |

·
∣∣∣µ(1D(z)

(
z − 1

a

)dS\J−kS\J(
z − 1

a

)mJ+lJ+rJ
)∣∣∣} .

Comme la condition (3.5.7) implique l’inégalité∣∣∣µ(1D(z)
(
z − 1

a

)dS\J−kS\J(
z − 1

a

)mJ+lJ+rJ
)∣∣∣ ≤ Cµ∣∣∣$n

F

a2

∣∣∣|dS\J |−|kS\J |+|mJ |+|lJ |+|rJ |−r ,
on en déduit finalement que∣∣∣µ(1D(z)χ2χ

−1
1 (z)zdS\J

(1

z
− a
)nS\J(1

z
− a
)mJ)∣∣∣ ≤ CCµqn(r−|nS\J |−|mJ |),

ce qui prouve le résultat annoncé.

D’après la Proposition 3.6.3, on peut étendre µ en une distribution (J, dS\J)-tempérée

d’ordre r sur F . Il reste à montrer que µ, vu comme élément de B(χ, J, dS\J)∨, est nul sur

l’espace L(χ, J, dS\J). Or, d’après (3.5.7), on a, pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ
tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0 :∣∣∣ ∫

D(0,n)
znS\J zmJµ(z)

∣∣∣→ 0 quand n→ −∞
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tandis que d’après (3.5.8), on a, pour tout a ∈ F , tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ tels

que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0 :∣∣∣ ∫
F\D(a,n+1)

χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)dS\J−nS\J (z − a)−mJµ(z)

∣∣∣→ 0 quand n→ +∞ .

Ceci prouve la nullité recherchée et permet de terminer la preuve de l’implication (A) =⇒ (B).

3.6.2. Preuve de (B) =⇒ (A). — Montrer que les conditions (3.5.13), (3.5.14), (3.5.15),

(3.5.19) et (3.5.20) impliquent les conditions (3.5.7) et (3.5.8) requiert quelques préliminaires.

Commençons par donner une autre caractérisation des conditions (3.5.7) et (3.5.8).

Lemme 3.6.4. — La condition (3.5.7) est satisfaite (quitte à changer Cµ) si et seulement

si les trois conditions suivantes sont vérifiées.

(i) (3.5.7) est vérifiée pour tout a ∈ F et tout n ∈ Z tels que D(a, n) ∩$FOF = ∅, tout

0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ ;

(ii) (3.5.7) est vérifiée pour tout a ∈ $FOF , tout n ∈ N>0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout

mJ ∈ NJ ;

(iii) (3.5.7) est vérifiée pour a = 0, pour tout entier n ≤ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout

mJ ∈ NJ tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0.

Preuve. — Seule l’implication (i) + (ii) + (iii)⇒ (3.5.7) est à prouver. Pour cela il suffit de

vérifier la condition (3.5.7) pour a = 0, pour tout entier n ≤ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout

mJ ∈ NJ tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) ≤ 0.

Notons R ⊂ OF un système de représentants des classes de OF /$FOF contenant 0 et

fixons m ∈ N>0 tel que n+m > 0. On a alors :

1D(0,n)(z)z
nS\J zmJ = 1D(0,n+m)(z)z

nS\J zmJ +
m−1∑
j=0

∑
ai∈R−{0}

1
D(ai$

n+j
F ,n+j+1)

(z)znS\J zmJ .

En utilisant (ii) et l’inégalité r − (|nS\J |+ |mJ |) ≤ 0, on obtient que :∣∣∣µ(1D(0,n+m)(z)z
nS\J zmJ

)∣∣∣ ≤ Cµq(n+m)(r−|nS\J |−|mJ |) ≤ Cµqn(r−|nS\J |−|mJ |).

Il reste à minorer les termes de la somme. Soit ai ∈ R − {0} et 0 ≤ j ≤ m − 1. En écrivant

znS\J = (z−ai$n+j
F +ai$

n+j
F )nS\J (resp. zmJ = (z−ai$n+j

F +ai$
n+j
F )mJ ) et en développant,

on obtient que∣∣∣µ(1
D(ai$

n+j
F ,n+j+1)

(z)znS\J zmJ
)∣∣∣

≤ sup
06lS\J6nS\J

06kJ6mJ

{∣∣∣µ(1
D(ai$

n+j
F ,n+j+1)

(z)(ai$
n+j
F )lS\J (ai$

n+j
F )kJ

· (z − ai$n+j
F )nS\J−lS\J (z − ai$n+j

F )mJ−kJ
)∣∣∣}

≤ sup
06lS\J6nS\J

06kJ6mJ

q−(n+j)(|lS\J |+|kJ |)Cµq
(n+j+1)(r−|nS\J |+|lS\J |−|mJ |+|kJ |) par (i)

≤ Cµq
rq(n+j)(r−|nS\J |−|mJ |).
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Comme r − (|nS\J |+ |mJ |) ≤ 0, on a :

q(n+j)(r−|nS\J |−|mJ |) ≤ qn(r−|nS\J |−|mJ |),

d’où le résultat.

Rappelons que pour tout entier k ≥ 1 on désigne par Sk ⊂ O×F un système de représentants

des classes de (OF /$k
FOF )×, et que l désigne le plus petit entier positif tel que χ1|D(ai,l) et

χ2|D(ai,l) soient des fonctions J-analytiques sur l’ouvert D(ai, l) pour tout ai ∈ Sl. Notons

D(a, n, n+ 1) = D(a, n)\D(a, n+ 1) pour tout a ∈ F et tout n ∈ Z.

Lemme 3.6.5. — Supposons que la condition (3.5.7) soit satisfaite. Alors la condition (3.5.8)

est satisfaite si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées.

(i) (3.5.8) est vraie pour tout a ∈ F , tout n ≥ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ
tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0 ;

(ii) (3.5.8) est vraie pour a = 0, pour tout n ≤ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ
tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) ≤ 0.

Preuve. — (3.5.8)⇒ (i), (ii) est immédiat.

Montrons (i) + (ii) ⇒ (3.5.8). Pour cela, il suffit de vérifier la condition (3.5.8) dans les

trois cas suivants :

• a ∈ F , tout n < 0, 0 6 nS\J 6 dS\J et mJ ∈ NJ tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0 ;

• a 6= 0, n ∈ Z, 0 6 nS\J 6 dS\J et mJ ∈ NJ tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) ≤ 0 ;

• a = 0, n > 0, 0 6 nS\J 6 dS\J et mJ ∈ NJ tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) ≤ 0.

Remarquons d’abord que l’on a :

∀a ∈ F, n ∈ Z, 1D(a,n,n+1) =
∑
ai∈Sl

1D(a+ai$nF ,n+l) .

Ainsi, un raisonnement analogue à celui prouvant le lemme 3.4.6 permet de montrer, en

utilisant (3.5.7), que pour tout a ∈ F , tout n ∈ Z, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ on

a, quitte à modifier Cµ :∣∣∣µ(1D(a,n,n+1)(z)χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)dS\J−nS\J (z − a)−mJ

)∣∣∣ ≤ Cµqn(|nS\J |+|mJ |−r) .(3.6.1)

On conclut alors comme suit.

Premier cas. Soit n < 0 et fixons un entier m ≥ 1 tel que que n+m > 0. Puisque

∀a ∈ F, 1F\D(a,n) = 1F\D(a,n+m) −
m−1∑
j=0

1D(a,n+j,n+j+1) ,

on déduit le premier cas de (i) et de (3.6.1).

Deuxième cas. Soit a 6= 0 et n ∈ Z. Choisissons m ∈ Z tel que n−m < 0 et F\D(a, n−m) =

F\D(0, n−m). En utilisant l’égalité

1F\D(a,n) = 1F\D(a,n−m) +
m+1∑
j=0

1D(a,n−m−j,n−m−j+1) ,

on déduit le deuxième cas de (ii) et de (3.6.1).

Troisième cas. Le même raisonnement que celui mené dans le deuxième cas s’applique.
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Remarquons que (3.5.13) est exactement (3.5.7) avec a ∈ $FOF , tout n ∈ N>0, tout

0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ et que (3.5.14) est exactement (3.5.8) pour a = 0, pour

tout n ≤ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ . D’après les Lemmes 3.6.4 et 3.6.5 il reste

alors à montrer :

(i) (3.5.7) pour tout a ∈ F et tout n ∈ Z tels que D(a, n)∩$FOF = ∅, tout 0 6 nS\J 6

dS\J et tout mJ ∈ NJ ;

(ii) (3.5.7) pour a = 0, pour tout entier n ≤ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ
tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0 ;

(iii) (3.5.8) pour tout a ∈ F , tout n ≥ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ tels

que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0.

La proposition suivante montre que (3.5.15) implique (i).

Proposition 3.6.6. — La condition (3.5.15) implique la condition (3.5.7) pour tout disque

D(a, n) avec a ∈ F et n ∈ Z tels que D(a, n) ∩ $FOF = ∅, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout

mJ ∈ NJ .

Preuve. — Un calcul analogue à celui de la Proposition 3.6.3 montre que la condition (3.5.15)

est équivalente à

∣∣∣ ∫
D( 1

a
,n− 2valF (a)

f
)
zdS\J

(1

z
− a
)nS\J(1

z
− a
)mJ

µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµ|a|2r−|dS\J |qn(r−|nS\J |−|mJ |)(3.6.2)

pour tout a ∈ OF − {0}, tout 0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ NJ et tout entier n > valF (a)
f .

Soit a ∈ OF−{0} et n > valF (a)
f . Posons D = D

(
1
a , n−

2valF (a)
f

)
. Pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J

on a alors les identités suivantes :

1D(z)
(
z − 1

a

)nS\J
= 1D(z)(−1)nS\Ja−nS\J znS\J

(1

z
− a
)nS\J

= 1D(z)(−1)nS\Ja−nS\J
(1

z
− a+ a

)dS\J−nS\J
zdS\J

(1

z
− a
)nS\J

= 1D(z)
∑

06kS\J6dS\J−nS\J

λkS\Ja
kS\J−nS\J zdS\J

(1

z
− a
)dS\J−kS\J

avec λkS\J ∈ N. Un calcul analogue au précédent montre que :

1D(z)
(
z − 1

a

)mJ
= 1D(z)

∑
rJ>0

µrJa
−2mJ−rJ

(1

z
− a
)rJ+mJ
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avec µrJ ∈ N. Ces deux égalités combinées à la condition (3.6.2) impliquent que :∣∣∣µ(1D(z)
(
z − 1

a

)nS\J
(z − 1

a

)mJ)∣∣∣
≤
∣∣∣a−nS\Ja−2mJ sup

rJ>0
06kS\J6dS\J−nS\J

akS\Ja−rJµ
(
1D(z)zdS\J

(1

z
− a
)dS\J−kS\J(1

z
− a
)rJ+mJ

)∣∣∣
≤Cµ|a|−|nS\J |−2|mJ | sup

rJ>0
06kS\J6dS\J−nS\J

|a||kS\J |−|rJ ||a|2r−|dS\J |qn(r−|dS\J |+|kS\J |−|rJ |−|mJ |)

=Cµ|a|2r−2|nS\J |−2|mJ |qn(r−|nS\J |−|mJ |)

=Cµq
(n− 2valF (a)

f
)(r−|nS\J |−|mJ |).

Lorsque a ∈ OF −{0} et n > valF (a)
f , D

(
1
a , n−

2valF (a)
f

)
parcourt tous les disques D(b,m) ⊂ F

avec b ∈ F et m ∈ N dans F tels que D(b,m) ∩$FOF = ∅, ce qui permet conclure.

En utilisant les conditions (3.5.19) et (3.5.20) on voit que montrer (ii) et (iii) revient à

montrer (quitte à modifier la constante Cµ) que, d’une part,∣∣∣ ∫
F\D(0,n)

znS\J zmJµ(z)
∣∣∣ ≤ Cµqn(r−|nS\J |−|mJ |)(3.6.3)

pour tout entier n ≤ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ tels que r−(|nS\J |+ |mJ |) > 0

et ∣∣∣ ∫
D(a,n+1)

χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)dS\J−nS\J (z − a)−mJµ(z)

∣∣∣ ≤ Cµqn(|nS\J |+|mJ |−r)(3.6.4)

pour tout a ∈ F , tout n ≥ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ tels que r − (|nS\J | +
|mJ |) > 0.

Rappelons que l’on a posé, pour tout f ∈ B(χ, J, dS\J),

‖f‖B = sup
(
‖f1‖Cr , ‖f2‖Cr

)
,(3.6.5)

où (f1, f2) désigne l’élément de Cr
(
OF , J, dS\J

)2
qui correspond à f via l’isomorphisme

(3.4.5).

Les conditions (3.6.3) et (3.6.4) sont alors une conséquence immédiate du lemme suivant.

Lemme 3.6.7. — • Il existe une constante C ∈ R≥0 telle que pour tout entier n ≤ 0, tout

0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ vérifiant r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0 on a :

‖1F\D(0,n+1)(z)z
nS\J zmJ‖B ≤ Cqn(r−|nS\J |−|mJ |).

• Il existe une constante C ∈ R≥0 telle que pour tout a ∈ F , tout entier n ≥ 1, tout

0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ vérifiant r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0, on a :

‖1D(a,n)(z)χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)dS\J−nS\J (z − a)−mJ‖B ≤ Cqn(|nS\J |+|mJ |−r).

Preuve. — Pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ NJ tels que r − (|nS\J | + |mJ |) > 0,

notons fnS\J ,mJ la fonction de OF dans E définie par :

∀z ∈ OF , fnS\J ,mJ (z) = χ2χ
−1
1 (z)zdS\J−nS\J z−mJ .
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D’après le Lemme 3.4.6 c’est une fonction de classe Cr. Posons :

C = sup
{
‖fnS\J ,mJ‖Cr : 0 6 nS\J 6 dS\J , mJ ∈ NJ et r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0

}
.(3.6.6)

Par (3.6.5), on sait que

‖1F\D(0,n+1)(z)z
nS\J zmJ‖B = ‖1D(0,−n)(z)fnS\J ,mJ (z)‖Cr .

On peut réécrire ‖1D(0,−n)(z)fnS\J ,mJ (z)‖Cr sous la forme :∣∣∣χ2χ
−1
1 ($−nF )($−nF )dS\J−nS\J ($−nF )−mJ

∣∣∣∥∥∥1D(0,−n)(z)fnS\J ,mJ

( z

$−nF

)∥∥∥
Cr
.

Comme (3.5.2) assure que l’on a :∣∣∣χ2χ
−1
1 ($−nF )($−nF )dS\J−nS\J ($−nF )−mJ

∣∣∣ = qn(2r−|nS\J |−|mJ |) ,

et comme le Lemme 3.3.2 assure que∥∥∥1D(0,−n)(z)fnS\J ,mJ

( z

$−nF

)∥∥∥
Cr
≤ Cq−nr,

on en déduit que

‖1F\D(0,n+1)(z)z
nS\J zmJ‖B ≤ Cqn(r−|nS\J |−|mJ |) .

On distingue maintenant deux cas.

(i) Supposons a ∈ $FOF . Par (3.6.5), on a alors

‖1D(a,n)(z)χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)dS\J−nS\J (z − a)−mJ‖B

= ‖1D( a
$F

,n−1)(z)fnS\J ,mJ ($F z − a)‖Cr .

Comme la norme Cr est invariante par translation, on en déduit l’égalité suivante :

‖1D( a
$F

,n−1)(z)fnS\J ,mJ ($F z − a)‖Cr = ‖1D(0,n−1)(z)fnS\J ,mJ ($F z)‖Cr .

On peut réécrire ‖1D(0,n−1)(z)fnS\J ,mJ ($F z)‖Cr sous la forme :∣∣∣χ2χ
−1
1 ($n

F )($n
F )(dS\J−nS\J )($n

F )−mJ
∣∣∣∥∥∥1D(0,n−1)(z)fnS\J ,mJ

( z

$n−1
F

)∥∥∥
Cr
.

D’après (3.5.2), on a :∣∣∣χ2χ
−1
1 ($n

F )($n
F )(dS\J−nS\J )($n

F )−mJ
∣∣∣ = qn(−2r+|nS\J |+|mJ |)

tandis que le Lemme 3.3.2 assure que l’on a :∥∥∥1D(0,n−1)(z)fnS\J ,mJ

( z

$n−1
F

)∥∥∥
Cr
≤ Cq(n−1)r .

On en conclut que

‖1D(a,n)(z)χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)dS\J−nS\J (z − a)−mJ‖B ≤ Cq−rqn(−r+|nS\J |+|mJ |) .

(ii) Supposons que a /∈ $FOF . Par (3.6.5), on a :

‖1D(a,n)(z)χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)dS\J−nS\J (z − a)−mJ‖B

=
∣∣∣χ2χ

−1
1 (a)adS\J−nS\Ja−mJ

∣∣∣∥∥∥1
D
(

1
a
,n− 2valF (a)

f

)(z)znS\J zmJfnS\J ,mJ(z − 1

a

)∥∥∥
Cr
.
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En écrivant znS\J = (z− 1
a + 1

a)nS\J , zmJ = (z− 1
a + 1

a)mJ , puis en développant et en utilisant

l’invariance par translation de la norme Cr, on obtient que∥∥∥1
D
(

1
a
,n− 2valF (a)

f

)(z)znS\J zmJfnS\J ,mJ(z − 1

a

)∥∥∥
Cr

≤ sup
06αJ6mJ

06β
S\J6nS\J

|a|−|αJ |−|βS\J |
∥∥∥1

D
(

0,n− 2valF (a)

f

)(z)fβ
S\J ,αJ

(z)
∥∥∥
Cr
.

D’après le Lemme 3.3.2, on a :∥∥∥1
D
(

0,n− 2valF (a)

f

)(z)fβ
S\J ,αJ

(z)
∥∥∥
Cr

≤ C
∣∣∣χ2χ

−1
1

($n
F

a2

)($n
F

a2

)dS\J−βS\J($n
F

a2

)−αJ ∣∣∣∣∣∣$n
F

a2

∣∣∣−r .
Comme la borne supérieure du membre de droite de l’inégalité ci-dessus est atteinte pour

αJ = mJ et β
S\J = nS\J on déduit de (3.5.2) que

‖1D(a,n)(z)χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)dS\J−nS\J (z − a)−mJ‖B ≤ Cqr−|nS\J |−|mJ |,

ce qui prouve le résultat.

Le Lemme 3.6.7 termine la preuve de l’implication (B) =⇒ (A), et donc la preuve du

Théorème 3.6.1. Ainsi, on a montré que l’espace de Banach dual du complété cherché est

isomorphe dans I(χ, J, dS\J)∨ au sous-espace de Banach de B(χ, J, dS\J)∨ formé des µ s’an-

nulant sur L(χ, J, dS\J), c’est-à-dire à Π(χ, J, dS\J)∨. En particulier, Π(χ, J, dS\J)∨ est un

G-Banach unitaire.

Rappelons que dans [56], Schneider et Teitelbaum introduisent la catégorie Modflcomp(OE)

des OE-modules sans torsion, linéairement topologiques, séparés compacts, où les morphismes

sont les applications OE-linéaires continues. Pour tout objet M de Modflcomp(OE) on définit

le E-espace de Banach (Md, ‖ · ‖) par :

Md déf
= Homcont

OE (M,E) muni de la norme ‖l‖ déf
= sup

x∈M
|l(x)|.

Notons Modflcomp(OE)Q la catégorie ayant les mêmes objets que la catégorie Modflcomp(OE)

mais dont morphismes sont définis par :

Hom
Modflcomp(OE)Q

(A,B)
déf
= Hom

Modflcomp(OE)
(A,B)⊗ E.

Dans [56, Théorème 1.2], il est montré que le foncteur M 7→Md induit une anti-équivalence

de catégories entre Modflcomp(OE)Q et la catégorie des E-espaces de Banach.

Corollaire 3.6.8. — Il existe un isomorphisme G-équivariant d’espaces de Banach p-adiques :

I(χ, J, dS\J)
∧ ∼−→ Π(χ, J, dS\J).

Preuve. — L’argument est analogue à celui permettant de prouver [8, Théorème 4.3.1].

D’après [54, Lemme 9.9], on a une injection fermée G-équivariante

Π(χ, J, dS\J) ↪→
(

Π(χ, J, dS\J)∨
)∨

,
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ce qui assure notamment que Π(χ, J, dS\J) est un G-Banach unitaire. Par la propriété univer-

selle du complété unitaire universel, l’application I(χ, J, dS\J) → Π(χ, J, dS\J) induit alors

un morphisme G-équivariant continu de I(χ, J, dS\J)
∧

vers Π(χ, J, dS\J), qui induit à son

tour un morphisme continu sur les duaux munis de leur topologie faible, qui sont des élé-

ments de Modflcomp(OE)Q. Or, d’après le Théorème 3.6.1, ce morphisme est bijectif et continu.

C’est donc, d’après [12, Lemme 4.2.2] un isomorphisme pour les topologies faibles. Par dua-

lité [56, Théorème 1.2], on obtient alors l’isomorphisme topologique GL2(F )-équivariant de

l’énoncé.

Remarque 3.6.9. — Le Corollaire 3.6.8 généralise [8, Théorème 4.3.1] pour F = Qp. Men-

tionnons que ce résultat joue un rôle important dans la preuve par Berger et Breuil de la non

nullité de l’espace I(χ, J, dS\J)
∧

.

3.6.3. Exemple. — Introduisons quelque notations supplémentaires et rappelons la construc-

tion des représentations considérées dans [17]. Si λ ∈ E×, on désigne par unrF (λ) : F× → E×

le caractère non ramifié défini par x 7→ λvalF (x). Soient α, α̃ ∈ E× et k ∈ NS>1. Fixons J1, J2

deux sous-ensembles de S tels que J1 ⊆ J2 ⊆ S. Considérons les deux caractères algébriques

suivants :

χ1 = unrF (α−1)
∏
σ∈J1

σkσ−1, χ2 = unrF (pα̃−1)
∏
σ∈J1

σ−1
∏

σ∈J2\J1

σkσ−2 ,

et posons :

π(J1, J2) =
( ⊗
σ∈S\J2

(Symkσ−2E2)σ
)
⊗E

(
IndGPχ1 ⊗ χ2

)J2−an
.

D’après la Proposition 3.5.1, on connâıt deux conditions nécessaires pour que le complété uni-

taire universel de la représentation Qp-analytique π(J1, J2) soit non nul. Un calcul immédiat

montre qu’elles sont équivalentes aux conditions suivantes :

−(valF (α) + valF (α̃)) +
∑
σ∈S

(kσ − 1) = 0 ;(3.6.7)

−valF (α̃) +
∑

σ∈S\J1

(kσ − 1) ≥ 0.(3.6.8)

Supposons que (3.6.7) et (3.6.8) soient vérifiées. On a alors nn particulier l’inégalité suivante :

−valF (α) +
∑
σ∈J1

(kσ − 1) ≤ 0.

Posons r = valF (α)−
∑

σ∈J1(kσ − 1) et

J3 = J2

∐
{σ ∈ S\J2, kσ − 1 > r}.

D’après la Proposition 3.5.5, on sait que l’application fermée et G-équivariante

π(J1, J2) ↪→ π(J1, J3)
déf
=
( ⊗
σ∈S\J3

(Symkσ−2E2)σ
)
⊗E

(
IndGPχ1 ⊗ χ2

∏
σ∈J3\J2

σkσ−2
)J3−an

induit un isomorphisme G-équivariant de π(J1, J2)
∧

dans π(J1, J3)
∧

. Posons alors

χ′1 = χ1, χ′2 = χ2

∏
σ∈J3\J2

σkσ−2 ,
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et

B(χ, J3, (kσ − 2)σ/∈J3) = Cr(OF , J3, (kσ − 2)σ/∈J3)⊕ Cr(OF , J3, (kσ − 2)σ/∈J3).

C’est un espace de Banach sur E muni d’une action continue de G (voir la preuve du Lemme

3.4.5). D’après le Lemme 3.4.6, la fonction h(nσ)σ/∈J3 ,(mσ)σ∈J3
définie par

h(nσ)σ/∈J3 ,(mσ)σ∈J3
(z) = χ′2χ

′
1
−1

(z)
∏
σ/∈J3

σ(z)kσ−2−nσ
∏
σ∈J3

σ(z)−mσ

se prolonge sur OF en une fonction de classe Cr. Si l’on désigne par L(χ, J3, (kσ − 2)σ/∈J3) le

sous-espace de B(χ, J3, (kσ − 2)σ/∈J3) engendré par les couples de fonctions(
z 7→

∏
σ/∈J3

σ($F z)
nσ
∏
σ∈J3

σ($F z)
mσ , z 7→ h(nσ)σ/∈J3 ,(mσ)σ∈J3

(z)
)

et

(
z 7→ h(nσ)σ/∈J3 ,(mσ)σ∈J3

($F z − a), z 7→ h(nσ)σ/∈J3 ,(mσ)σ∈J3
(1− az)

∏
σ/∈J3

σ(z)nσ
∏
σ∈J3

σ(z)mσ
)

avec a ∈ F , (mσ)σ∈J3 ∈ NJ3 et (nσ)σ/∈J3 ≤ (kσ − 2)σ/∈J3 tels que r−
∑

σ/∈J3 nσ −
∑

J3
mσ > 0,

le Corollaire 3.6.8 assure alors que l’on a

π(J1, J2)
∧ ∼−→ B(χ, J3, kS\J3 − 2)/L(χ, J3, kS\J3 − 2).





CHAPITRE 4

EXISTENCE DE NORMES INVARIANTES POUR GL2

4.1. Introduction, notations et énoncé des résultats

4.1.1. Introduction. — Soit p un nombre premier et F une extension finie de Qp. Cet

article s’inscrit dans le cadre du programme de Langlands local p-adique, qui a pour objet

de relier certaines représentations p-adiques continues de dimension d de Gal(Qp/F ) avec

certaines représentations de GLd(F ).

Si F = Qp et d = 2 alors tout est essentiellement bien compris : on dispose à présent,

notamment grâce aux travaux de Colmez [25] et Paškūnas [50], d’une correspondance V 7→
Π(V ) associant une représentation unitaire admissible de GL2(Qp) à une E-représentation V

de Gal(Qp/Qp), de dimension 2. Cette correspondance est compatible avec la correspondance

de Langlands locale classique et avec la cohomologie étale complétée [34].

Les autres cas s’annoncent beaucoup plus délicats (voir [16] pour une vue d’ensemble).

En particulier, Breuil et Schneider ont formulé dans [20] une conjecture, qui généralise une

conjecture antérieure de Schneider et Teitelbaum [58], et qui laisse entrevoir un lien profond

entre la catégorie des représentations continues de Gal(Qp/Qp) de dimension d et qui sont de

de Rham, et certaines représentations localement algébriques de GLd(F ). L’idée à l’origine de

cette conjecture est la suivante : d’après la théorie de Colmez et Fontaine [26], on sait qu’une

représentation de de Rham peut être décrite par un espace vectoriel muni d’une action du

groupe de Weil-Deligne de F et d’une filtration, les deux étant reliés par une relation dite de

faible admissibilité. À cet objet peut alors être associée une représentation lisse π de GLd(F )

par la correspondance de Langlands modifiée [20, pp. 16-17]. D’autre part, les poids de Hodge-

Tate de la filtration permettent de construire une représentation algébrique irréductible de

GLd(F ) que l’on note ρ. La conjecture de Breuil et Schneider dit alors essentiellement que

l’existence d’une filtration faiblement admissible devrait être équivalente à l’existence d’une

norme sur la représentation localement algébrique ρ ⊗ π. Mentionnons que des résultats

partiels en ce sens ont été obtenus par Hu [40] et Sorensen [62].

Soit D un ϕ-module de rang 2 sur F ⊗Qp E et muni d’une filtration faiblement admissible.

En imposant des hypothèses techniques supplémentaires sur les poids de la filtration, nous

montrons dans cet article que la représentation localement algébrique Π(D) associée à D selon

le procédé mentionné ci-dessus admet une norme G-invariante. Cela permet de donner une

réponse positive à la conjecture de Breuil et Schneider. Les techniques que nous employons

pour démontrer ce résultat sont classiques [11].
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4.1.2. Notations. — Soit p un nombre premier. On fixe une clôture algébrique Qp de Qp

et une extension finie F de Qp contenue dans Qp. On note OF l’anneau des entiers de F , pF
son idéal maximal et kF = OF /pF son corps résiduel. On désigne par q = pf le cardinal de

kF et par e l’indice de ramification de F sur Qp, de sorte que l’on a [F : Qp] = ef . On note

F0 = Frac(W (kF )) le sous-corps non ramifié maximal de F et ϕ0 le Frobenius sur F0. On

note Gal(Qp/F ) le groupe de Galois absolu de F et W (Qp/F ) son groupe de Weil. La théorie

du corps de classes local fournit un isomorphisme rec : W (Qp/F )ab → F× que l’on normalise

en envoyant les Frobenius arithmétiques sur les inverses des uniformisantes.

On désignera par E une extension finie de Qp, qui sera le corps des coefficients de nos

représentations et vérifiera

|S| = [F : Qp],

où S
déf
= Homalg(F,E). On note OE l’anneau des entiers de E et pE son idéal maximal.

On fixe une uniformisante $F ∈ pF et on note valF la valuation p-adique sur Qp normalisée

par valF (p) = [F : Qp]. Si x ∈ Qp on pose |x| = p−valF (x). Si λ ∈ kF alors [λ] désigne le

représentant de Teichmüller de λ dans OF . Pour tout µ ∈ E×, on note nr(µ) : F× → E× le

caractère trivial sur O×F et envoyant $F sur µf .

On désigne par G le groupe GL2(F ), par K le groupe GL2(OF ) qui est, à conjugaison près,

l’unique sous-groupe compact maximal de G, par I le sous-groupe d’Iwahori standard de K

et par I(1) son pro-p-Iwahori. On rappelle que I est l’ensemble des éléments de K dont la

réduction modulo pF est une matrice triangulaire supérieure et que I(1) est le sous-groupe

des éléments de I dont la réduction modulo pF est une matrice unipotente. L’application de

reduction modulo pF induit alors un homomorphisme surjectif :

red : K −→ GL2(kF ).

On désigne par Z ' F× le centre de G et par P le sous-groupe de Borel formé des matrices

triangulaires supérieures de G. On pose :

α =

[
1 0

0 $F

]
, w =

[
0 1

1 0

]
, β = αw =

[
0 1

$F 0

]
et, si λ ∈ OF ,

wλ =

[
0 1

1 −λ

]
.

Pour tous |S|-uplets n = (nσ)σ∈S et m = (mσ)σ∈S d’entiers positifs ou nuls on introduit

les notations suivantes :

(i) n! =
∏
σ∈S nσ! ;

(ii) |n| =
∑

σ∈S nσ ;

(iii) n−m = (nσ −mσ)σ∈S ;

(iv) n 6 m si nσ ≤ mσ pour tout σ ∈ S ;

(v)
(
n
m

)
= n!

m!(n−m)! ;

(vi) Pour tout z ∈ OF , zn =
∏
σ∈S σ(z)nσ .
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4.1.3. Énoncé des résultats. — On fixe :

• un plongement ι : F ↪→ E ;

• (λ1, λ2) ∈ E× × E×, avec (λ1λ
−1
2 )f /∈ {q, q−1} ;

• un |S|-uplet d’entiers positifs ou nuls d.

Notons :

S+ = {σ ∈ S, dσ 6= 0} .
Partitionnons S+ en regardant l’action des σ ∈ S+ sur le corps résiduel de F . Plus précise-

ment, pour l dans {0, . . . , f − 1} posons :

Jl =
{
σ ∈ S+, σ([ζ]) = ι ◦ ϕl0([ζ]) pour tout ζ ∈ kF

}
.

Remarquons que lorsque F est non ramifiée, on a |Jl| ≤ 1 pour tout l.

Si i ∈ Z, on désigne par i l’unique représentant de i mod f dans {0, . . . , f − 1}. On pose

alors, pour tout σ ∈ Jl :

vσ = inf
{

1 ≤ i ≤ f, Jl+i 6= ∅
}
,

c’est-à-dire la plus petite puissance du Frobenius ϕ0 pour passer de Jl à un autre Jk non vide.

Notons χ : GL2(F )→ F× le caractère défini par :[
a b

c d

]
7→ $

−valF
(

dét
(

[ a b
c d

]
))
/f

F

et, pour σ ∈ S et dσ ∈ N notons (SymdσE2)σ la représentation algébrique irréductible de

GL2 ⊗F,σ E dont le plus haut poids vis-à-vis de P est χσ : diag(x1, x2) 7→ σ(x2)dσ . On fixe

une racine carrée de $F . Posons :

ρd =
⊗
σ∈S

(SymdσE2)σ et ρ
d

=
⊗
σ∈S

(
(SymdσE2)σ ⊗E (σ ◦ χ)

dσ
2

)
.

Notons enfin

π = IndGP (nr(λ−1
1 )⊗ nr(pλ−1

2 ))

l’induite parabolique lisse non ramifiée usuelle. Notons que l’hypothèse sur le couple (λ1, λ2)

nous assure que π est irréductible.

La conjecture de Breuil et Schneider peut dans ce cas être reformulée comme suit (voir la

Section 4.4.2 pour plus de détails).

Conjecture 4.1.1. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La représentation ρd ⊗ π admet une norme G-invariante, i.e. une norme p-adique

telle que ‖gv‖ = ‖v‖ pour tout g ∈ G et v ∈ ρd ⊗ π.

(ii) les inégalités suivantes sont vérifiées :

(1) valF (λ−1
1 ) + valF (pλ−1

2 ) +
∑
σ∈S

dσ = 0 ;

(2) valF (pλ−1
2 ) +

∑
σ∈S dσ ≥ 0 ;

(3) valF (pλ−1
1 ) +

∑
σ∈S dσ ≥ 0.

L’implication (i) ⇒ (ii) de la Conjecture 4.1.1 découle des travaux de Paškūnas [49,

Lemma 7.9]. En effet, cette implication est démontrée par Hu dans un cadre plus général

[40] en faisant recours à un résultat d’Emerton [33, Lemma 1.6]. Il reste donc à montrer

l’implication (ii)⇒ (i).
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Le cas λ1 ∈ O×E (resp. λ2 ∈ O×E) est traité par la Proposition 4.4.10 et nous permet de

supposer que λ1, λ2 /∈ O×E . En reformulant ρd ⊗ π comme induite compacte (Proposition

4.4.1), on en définit naturellement un sous-OE [K]-module de type fini Θd,ap qui l’engendre

sur E, ap étant un élément de pE qui dépend de ρd⊗π. Prouver la Conjecture 4.1.1 équivaut

alors à prouver que Θd,ap est séparé, i.e. qu’il ne contient pas de E-droite. On montre dans cet

article que c’est bien le cas, une fois que certaines hypothèses sur le vecteur d sont satisfaites.

Plus précisément, la définition de Θd,ap donnée dans la Section 4.4.1 assure que l’on dispose

d’un morphisme surjectif de OE [G]-modules :

θ :
c-IndGKZρ

0
d

(T − ap)(c-IndGKZρ
0
d
)
� Θd,ap ,

où, ρ0
d

est un OE-réseau de ρ
d

et T est l’opérateur de Hecke usuel [4]. Le résultat principal de

l’article donne une condition nécessaire et suffisante sur le vecteur d pour que l’application θ

soit injective (et donc un isomorphisme).

Théorème 4.1.2. — On reprend les notations précédentes. L’application θ est injective si

et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Pour tout l ∈ {0, . . . , f − 1}, |Jl| ≤ 1 ;

(ii) Pour tout σ ∈ Jl,
dσ + 1 ≤ pvσ .

Corollaire 4.1.3. — Supposons que le (ii) de la Conjecture 4.1.1 soit vérifié et que d =

(dσ)σ∈S satisfait les conditions (i) et (ii) du Théorème 4.1.2. Alors, le OE-réseau Θd,ap est

séparé.

Remarque 4.1.4. — • Si F est non ramifiée alors la condition (i) du Théorème 4.1.2

est automatiquement satisfaite ;

• dans [28], nous avons donné une description explicite du complété unitaire universel de

la représentation ρd⊗ π à l’aide de certains espaces de Banach de fonctions de classe Cr

surOF [27], où r est un nombre rationnel positif convenable. Une conséquence immédiate

du Corollaire 4.1.3 est que ce complété unitaire universel est non nul ;

• mentionnons que Grosse-Klönne [39] montre la Conjecture 4.1.1 dans le cas où la

représentation π est réductible.

4.2. Préliminaires

4.2.1. Rappels sur l’arbre de Bruhat-Tits. — Nous renvoyons à [10] et [61] pour plus

de détails concernant la construction et les propriétés de l’arbre de Bruhat-Tits de G.

Soit T l’arbre de Bruhat-Tits de G : ses sommets sont en bijection équivariante avec les

classes G/KZ pour l’action à gauche de G. L’arbre T est par ailleurs muni d’une distance

pour laquelle G agit par isométries. Pour tout entier n ≥ 0, on appelle cercle de rayon n

l’ensemble des sommets de T situés à distance n du sommet standard (1) s0.

1. Défini comme le sommet donné par la classe d’homothétie du réseau standard OF ⊕OF de F ⊕ F
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Rappelons que l’on a la décomposition de Cartan :

G =
∐
n∈N

KZα−nKZ =
( ∐
n∈N

IZα−nKZ
)∐(∐

n∈N
IZβα−nKZ

)
.

En particulier, pour tout n ∈ N, les classes de KZα−nKZ/KZ correspondent aux sommets

si de T tels que d(si, s0) = n. Posons I0 = {0} et, pour tout n ∈ N>0,

In =
{

[µ0] +$F [µ1] + . . .+$n−1
F [µn−1], (µ0, . . . , µn−1) ∈ (kF )n

}
⊆ OF .

Pour n ∈ N et µ ∈ In posons :

g0
n,µ =

[
$n
F µ

0 1

]
, g1

n,µ =

[
1 0

$Fµ $n+1
F

]
.

Notons que g0
0,0 est la matrice identité, que g1

0,0 = α et que, pour tout n ∈ N et tout µ ∈ In,

on a g1
n,µ = βg0

n,µw. Par ailleurs, les g0
n,µ et g1

n,µ définissent un système de représentants de

G/KZ :

G =
( ∐
n∈N,µ∈In

g0
n,µKZ

)∐( ∐
n∈N,µ∈In

g1
n,µKZ

)
;(4.2.1)

Pour n ∈ N posons :

S0
n = IZα−nKZ =

∐
µ∈In

g0
n,µKZ, S1

n = IZβα−nKZ =
∐
µ∈In

g1
n,µKZ

puis notons Sn = S0
n

∐
S1
n et Bn = B0

n

∐
B1
n, où B0

n =
∐
m≤n

S0
m et B1

n =
∐
m≤n

S1
m. En particulier

on a S0 = KZ
∐
αKZ.

Remarque 4.2.1. — Rappelons, comme dans [10], que S0
n

∐
S1
n−1 (resp. B0

n

∐
B1
n−1) est

l’ensemble des sommets de T de distance n (resp. inférieure ou égale à n) de KZ. De même

S1
n

∐
S0
n−1 (resp. B1

n

∐
B0
n−1) est l’ensemble des sommets de T de distance n (resp. inférieure

ou égale à n) de αKZ.

On désigne par R le corps E ou son anneau des entiers OE . Soit σ une représentation

R-linéaire continue de KZ sur un R-module libre de rang fini Vσ. On note c-IndGKZσ la

représentation de G sur R de R-module sous-jacent égal à l’ensemble des fonctions f : G→ Vσ
à support compact modulo Z telles que

∀κ ∈ KZ,∀g ∈ G, f(κg) = σ(κ)f(g),

sur lesquelles G agit par translation à droite (i.e. (g · f)(g′)
déf
= f(g′g)). Comme dans [4], si

g ∈ G et si v ∈ Vσ, on note [g, v] l’élément de c-IndGKZσ défini comme suit :

[g, v](g′) =

{
σ(g′g)(v) si g′ ∈ KZg−1;

0 si g′ /∈ KZg−1.

On a alors les égalités suivantes :

∀g1, g2, g ∈ G, g1[g2, v] = [g1g2, v] et ∀g ∈ G, ∀κ ∈ KZ, [gκ, v] = [g, σ(κ)(v)]

Rappelons le résultat suivant qui décrit une base du R[G]-module c-IndGKZσ [4, §2].

Proposition 4.2.2. — Soit B une base de Vσ sur R et G un système de représentants des

classes à gauche de G/KZ. Alors la famille de fonctions I déf
= {[g, v], g ∈ G, v ∈ B} forme

une base de c-IndGKZσ.
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Remarque 4.2.3. — La représentation c-IndGKZσ est isomorphe à la représentation de G

portée par le R[G]-module R[G] ⊗R[KZ] Vσ. Plus précisément, si g ∈ G et v ∈ Vσ, alors

l’élément g ⊗ v correspond à la fonction [g, v].

D’après la Proposition 4.2.2 et la décomposition (4.2.1), toute fonction f ∈ c-IndGKZσ

s’écrit de façon unique comme somme finie de la forme :

f =

n0∑
n=0

∑
µ∈In

(
[g0
n,µ, v

0
n,µ] + [g1

n,µ, v
1
n,µ]
)
,

avec v0
n,µ, v1

n,µ ∈ Vσ, et où n0 est un entier positif qui dépend de f . On appelle support de f

l’ensemble des gin,µ tels que vin,µ 6= 0. On écrira f ∈ Sn (resp. Bn, S
0
n, etc.) si le support de f

est contenu dans Sn (resp. Bn, S
0
n, etc).

Soit π une représentation R-linéaire continue de G sur un R-module. D’après [4, §2], on

dispose d’un isomorphisme canonique de R-modules :

HomR[G](c-IndGKZσ, π) ' HomR[KZ](σ, π|KZ),

qui traduit le fait que le foncteur d’induction c-IndGKZ est un adjoint à gauche du foncteur de

restriction et est appelé réciprocité de Frobenius compacte.

4.2.2. Rappels sur les algèbres de Hecke. — Soit σ une représentation R-linéaire

continue de KZ sur un R-module libre Vσ de rang fini. L’algèbre de Hecke H(KZ, σ) associée

à KZ et σ est la R-algèbre définie par :

H(KZ, σ) = EndR[G](c-IndGKZσ).

On peut interpréter H(KZ, σ) comme une algèbre de convolution. Notons en effet HKZ(σ)

le R-module des fonctions ϕ : G −→ EndR(Vσ) à support compact modulo Z telles que

∀κ1, κ2 ∈ KZ,∀g ∈ G, ϕ(κ1gκ2) = σ(κ1) ◦ ϕ(g) ◦ σ(κ2).

C’est une R-algèbre unifère pour le produit de convolution défini, pour tout ϕ1, ϕ2 ∈ HKZ(σ)

et pour tout g ∈ G, par la formule suivante :

ϕ1 ∗ ϕ2(g) =
∑

xKZ∈G/KZ

ϕ1(x)ϕ2(x−1g).

Elle admet pour élément unité la fonction ϕe définie par

ϕe(g) =

{
σ(g) si g ∈ KZ,
0 sinon.

On vérifie facilement que l’application bilinéaire

HKZ(σ)× c-IndGKZσ −→ c-IndGKZσ

(ϕ, f) 7−→ 〈ϕ, f〉 (g)
déf
=

∑
xKZ∈G/KZ

ϕ(x)(f(x−1g)),

munit c-IndGKZσ d’une structure de HKZ(σ)-module à gauche qui commute à l’action de G.

Lemme 4.2.4. — L’application :

HKZ(σ) −→ H(KZ, σ)

ϕ 7−→ Tϕ(f)
déf
= 〈ϕ, f〉
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est un isomorphisme de R-algèbres. En particulier, si g ∈ G et si v ∈ Vσ, l’action de Tϕ sur

[g, v] est donnée par

Tϕ([g, v]) =
∑

xKZ∈G/KZ

[gx, ϕ(x−1)(v)].(4.2.2)

Preuve. — Ce résultat découle de [4, Proposition 5] lorsque σ est supposée lisse. Le cas

général résulte de [58, Lemme 1.2].

Supposons à présent que R = E. Notons 1 la représentation triviale de KZ et supposons

que σ soit la restriction à KZ d’une représentation localement Qp-analytique (au sens de [55]

et [57]) de G sur Vσ. D’après [58, §1], l’application

ισ : HKZ(1) −→ HKZ(σ)

ϕ 7−→ (ϕ · σ)(g)
déf
= ϕ(g)σ(g)

est alors un homomorphisme injectif de E-algèbres. Avant de donner une condition assurant

la bijectivité de ισ nous rappelons l’existence d’une action Qp-linéaire de l’algèbre de Lie g

de G sur l’espace Vσ définie par :

∀x ∈ g,∀v ∈ Vσ, xv =
d

dt
exp(tx)v|t=0,

où exp: g 99K G désigne l’application exponentielle définie localement autour de 0 [55, §2].

Cette action se prolonge en une action de l’algèbre de Lie g ⊗Qp E, et permet d’obtenir le

résultat suivant.

Lemme 4.2.5. — Si le g ⊗Qp E-module Vσ est absolument irréductible, l’application ισ est

bijective.

Preuve. — Ce résultat est démontré dans [58, Lemme 1.4] lorsque Vσ est une représentation

F -analytique avec F un sous-corps de E. Les mêmes arguments s’appliquent mutatis mutandis

dans notre cadre de travail.

4.3. Représentations de GL2(F )

4.3.1. Représentations Qp-algébriques de GL2(F ). — Pour σ ∈ S et dσ ∈ N, on note

(SymdσE2)σ la représentation algébrique irréductible de GL2 ⊗F,σ E dont le plus haut poids

vis-à-vis de P est χσ : diag(x1, x2) 7→ σ(x2)dσ . Pour tout σ ∈ S on choisit une racine carrée

de σ($F ) dans E, on note alors χ : GL2(F )→ F× le caractère défini par :[
a b

c d

]
7→ $

−valF
(

det
(

[ a b
c d

]
))
/f

F

et l’on pose

(SymdσE2)σ = (SymdσE2)σ ⊗E (σ ◦ χ)
dσ
2 .

On identifie (SymdσE2)σ avec la représentation de G portée par le E-espace vectoriel

dσ⊕
iσ=0

Exdσ−iσσ yiσσ
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des polynômes homogènes de degré dσ en xσ et yσ à coefficients dans E, sur lequel G agit

par la formule suivante :[
a b

c d

]
(xdσ−iσσ yiσσ ) =

(
σ ◦ χ([ a bc d ])

) dσ
2 (σ(a)xσ + σ(c)yσ)dσ−iσ(σ(b)xσ + σ(d)yσ)iσ .(4.3.1)

Si wσ ∈
(
SymdσE2

)σ
et si g ∈ G, on notera simplement gwσ le vecteur donné par l’action de

g sur wσ.

Remarque 4.3.1. — La formule (4.3.1) assure en particulier que, pour tout wσ ∈
(
SymdσE2

)σ
,[

$F 0

0 $F

]
wσ = wσ.

Fixons un |S|-uplet d’entiers positifs ou nuls d = (dσ)σ∈S et posons :

Id
déf
=
{
i = (iσ)σ∈S ∈ NS , 0 ≤ iσ ≤ dσ pour tout σ ∈ S

}
.

Notons ρd (resp. ρ
d
) la représentation de G d’espace vectoriel sous-jacent

Vρd
déf
=
⊗
σ∈S

(
SymdσE2

)σ (
resp. Vρ

d

déf
=
⊗
σ∈S

(
SymdσE2

)σ)
,

sur lequel un élément [ a bc d ] ∈ G agit composante par composante. En particulier pour tout⊗
σ∈S

wσ ∈ Vρ
d

on a :

ρ
d

([a b

c d

])(⊗
σ∈S

wσ

)
=
⊗
σ∈S

([a b

c d

]
wσ

)
.(4.3.2)

Ce sont deux représentations absolument irréductibles de G qui restent absolument irréduc-

tibles lorsque l’on se restreint à l’action d’un sous-groupe ouvert de G [20, §2].

Pour tout i ∈ Id, on pose :

ed,i
déf
=
⊗
σ∈S

edσ ,iσ ,

où, pour tout σ ∈ S, edσ ,iσ désigne le monôme xdσ−iσσ yiσσ . On note alors Ud l’endomorphisme

de Vρ
d

défini par

Ud
déf
=
⊗
σ∈S

Udσ ,

où Udσ désigne, pour tout σ ∈ S, l’endomorphisme de (SymdσE2
)σ

dont la matrice dans la

base (edσ ,iσ)0≤iσ≤dσ est la matrice diagonale

Udσ =


σ($F )dσ 0 . . . 0

0 σ($F )dσ−1 . . .
...

...
. . .

. . . 0

0 . . . 0 1

(4.3.3)

Lemme 4.3.2. — Il existe une unique fonction ψ : G −→ EndE(Vρ
d
) à support dans KZα−1KZ

telle que :

(i) pour tous κ1, κ2 ∈ KZ on a ψ(κ1α
−1κ2) = ρ

d
(κ1) ◦ ψ(α−1) ◦ ρ

d
(κ2) ;

(ii) ψ(α−1) = Ud.
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Preuve. — Supposons qu’il existe ψ1, ψ2 : G −→ EndE(Vρ
d
) à supports dans KZα−1KZ et

vérifiants (i) et (ii). D’après (ii) on déduit que ψ1(α−1) = ψ2(α−1) et donc, en utilisant (i), on

a ψ1(g) = ψ2(g) pour tout g ∈ KZα−1KZ, d’où l’unicité. Concentrons-nous sur l’existence

d’une telle ψ. Il faut vérifier que ψ est bien définie, c’est-à-dire que si κ1α
−1κ2 = α−1 avec

κ1, κ2 ∈ KZ, alors ψ(κ1α
−1κ2) = ψ(α−1). Notons uσ = dσ

2 pour tout σ ∈ S. D’après les

formules (4.3.1) et (4.3.2) on a, pour tout i ∈ Id,

ρ
d
(α−1)(ed,i) = $

u−i
F ed,i.

Ainsi, l’automorphisme ρ
d
(α−1) de l’espace Vρ

d
est donné, dans la base {ed,i, i ∈ Id}, par la

matrice $
−u
F ψ(α−1). Par suite, si κ1α

−1κ2 = α−1 avec κ1, κ2 ∈ KZ, alors on a

ρ
d
(κ1) ◦$−uF ψ(α−1) ◦ ρ

d
(κ2) = $

−u
F ψ(α−1),

d’où

ρ
d
(κ1) ◦ ψ(α−1) ◦ ρ

d
(κ2) = ψ(κ1α

−1κ2) = ψ(α−1),

ce qui achève la démonstration.

Grâce au Lemme 4.2.4, on sait que l’algèbre de Hecke H(KZ, ρ
d
) est naturellement iso-

morphe à l’algèbre de convolution HKZ(ρ
d
) des fonctions ϕ : G −→ EndE(Vρ

d
) à support

compact modulo Z telles que

∀κ1, κ2 ∈ KZ, ∀g ∈ G, ϕ(κ1gκ2) = ρ
d
(κ1) ◦ ϕ(g) ◦ ρ

d
(κ2).

L’application ψ du Lemme 4.3.2 correspond donc à l’opérateur T ∈ H(KZ, ρd), dont l’action

sur les éléments [g, v] pour g ∈ G et v ∈ Vρd est donnée par la formule (4.2.2).

Lemme 4.3.3. — Il existe un isomorphisme de E-algèbres :

H(KZ, ρ
d
) ' E[T ].

Preuve. — Comme l’espace Vρ
d

est un g ⊗Qp E-module absolument irréductible, le Lemme

4.2.5 assure que l’application

ιρ
d
: HKZ(1) −→ HKZ(ρ

d
)

f 7−→ (f · ρ
d
)(g)

déf
= f(g)ρ

d
(g)

est un isomorphisme de E-algèbres. Le Lemme 4.2.4 permet alors d’en déduire l’existence

d’un unique morphisme de E-algèbres uρ
d
: H(KZ,1) → H(KZ, ρ

d
) rendant le diagramme

suivant commutatif

HKZ(1)
∼ //

ιρ
d

��

H(KZ,1)

uρ
d

��
HKZ(ρ

d
)

∼ // H(KZ, ρ
d
)

Par construction, l’application uρ
d

est alors un isomorphisme de E-algèbres. Notons T1 l’élé-

ment de H(KZ,1) qui correspond à 1KZα−1KZ via la réciprocité de Frobenius. Un raison-

nement analogue à celui de [5, Proposition 4] montre alors que H(KZ,1) est isomorphe à
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l’algèbre de polynômes E[T1]. Comme uρ
d
(T1) = (

∏
σ∈S σ($F )−

dσ
2 )T on obtient le résultat

annoncé.

Remarque 4.3.4. — Un raisonnement simple utilisant l’arbre de Bruhat-Tits de G montre

que l’opérateur T est injectif sur l’espace c-IndGKZρd.

4.3.2. Réseaux. — Conservons les notations de la Section 4.3.1 et notons (SymdσO2
E)σ,

pour σ ∈ S et dσ ∈ N, la représentation du groupe KZ d’espace sous-jacent le OE-module
dσ⊕
iσ=0

OExdσ−iσσ yiσσ des polynômes homogènes de degré dσ, sur lequel un élément [ a bc d ] ∈ K agit

par [
a b

c d

]
(xdσ−iσσ yiσσ ) = (σ(a)xσ + σ(c)yσ)dσ−iσ(σ(b)xσ + σ(d)yσ)iσ(4.3.4)

tandis que la matrice [$F 0
0 $F

] ∈ Z agit comme l’identité. Si wσ ∈ (SymdσO2
E)σ et si g ∈ G,

on note simplement gwσ le vecteur résultant de l’action de g sur wσ.

Définition 4.3.5. — Soit V un E-espace vectoriel. Un réseau L de V est un sous-OE-

module de V tel que, pour tout v ∈ V , il existe un élément non nul a ∈ E× pour lequel

av ∈ L. Un réseau L est dit séparé si
⋂
n∈N$

n
EL = 0, ce qui équivaut à demander qu’il ne

contienne aucune E-droite.

Exemple 4.3.6. — Le OE-module (SymdσO2
E)σ est un réseau séparé de (SymdσE2)σ qui est

de plus stable sous l’action de KZ.

Notons ρ0
d

la représentation de KZ d’espace sous-jacent

Vρ0
d

=
⊗
σ∈S

(SymdσO2
E)σ,

sur lequel un élément [ a bc d ] de KZ agit par

ρ0
d

([a b

c d

])(⊗
σ∈S

wσ

)
=
⊗
σ∈S

([a b

c d

]
wσ

)
.(4.3.5)

L’Exemple 4.3.6 assure que le OE-module Vρ0
d

est un réseau séparé de l’espace Vρ
d

construit

dans le paragraphe 4.3.1. Par suite, le OE-module c-IndGKZρ
0
d

est aussi un réseau séparé de

l’espace c-IndGKZρd et est par construction stable sous l’action de G.

Par la Remarque 4.2.3, on en déduit l’existence d’une application injective de H(KZ, ρ0
d
)

dans H(KZ, ρ
d
). De plus, on vérifie que l’opérateur T ∈ H(KZ, ρ

d
) défini dans le Paragraphe

4.3.1 induit par restriction un endomorphisme G-équivariant de c-IndGKZρ
0
d

que l’on note

encore T . D’après le Lemme 4.3.3, on obtient aussi un isomorphisme de OE-algèbres entre

H(KZ, ρ0
d
) et l’algèbre de polynômes OE [T ]. Le Lemme 4.2.4 permet de résumer ce qui

précède à l’aide du diagramme commutatif suivant :

HKZ(ρ0
d
)

∼ //
� _

��

H(KZ, ρ0
d
)

� _

��

' OE [T ]

HKZ(ρ
d
)

∼ // H(KZ, ρ
d
) ' E[T ]
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4.3.3. Formulaire. — On garde les notations des Sections 4.3.1 et 4.3.2. Pour 0 ≤ m ≤ n,

on note [ ]m : In → Im l’application “troncature” définie par :[ n−1∑
i=0

$i
F [µi]

]
m

=

{ ∑m−1
i=0 $i

F [µi] si m ≥ 1,

0 si m = 0.

On dispose alors des deux résultats suivants (voir [10, §2.5]), où ψ désigne la fonction

définie dans le Lemme 4.3.2.

Lemme 4.3.7. — Soit n ∈ N, µ ∈ In et v ∈ Vρ0d. On a :

T ([g0
n,µ, v]) = T+([g0

n,µ, v]) + T−([g0
n,µ, v]),

où

T+([g0
n,µ, v])

déf
=
∑
λ∈I1

[g0
n+1,µ+$nFλ

, (ρ0
d(w) ◦ ψ(α−1) ◦ ρ0

d(wλ))(v)]

et

T−([g0
n,µ, v])

déf
=

{
[g0
n−1,[µ]n−1

, (ρ0
d(ww([µ]n−1−µ)/$n−1

F
) ◦ ψ(α−1))(v)] si n ≥ 1,[

α,ψ(α−1)(v)
]

si n = 0.

Lemme 4.3.8. — Soit n ∈ N, µ ∈ In et v ∈ Vρ0d. On a :

T ([g1
n,µ, v]) = T+([g1

n,µ, v]) + T−([g1
n,µ, v]),

où

T+([g1
n,µ, v])

déf
=
∑
λ∈I1

[g1
n+1,µ+$nFλ

, (ψ(α−1) ◦ ρ0
d(wλw))(v)],

et

T−([g1
n,µ, v])

déf
=

{
[g1
n−1,[µ]n−1

, (ρ0
d(w([µ]n−1−µ)/$n−1

F
) ◦ ψ(α−1) ◦ ρ0

d(w))(v)] si n ≥ 1,

[Id, (ρ0
d(w) ◦ ψ(α−1) ◦ ρ0

d(w))(v)] si n = 0.

En utilisant l’égalité g1
n,µ = βg0

n,µw, ces deux Lemmes permettent d’obtenir les deux égalités

suivantes : {
T+([g1

n,µ, v]) = βT+([g0
n,µ, ρ

0
d(w)(v)]),

T−([g1
n,µ, v]) = βT−([g0

n,µ, ρ
0
d(w)(v)]),

ainsi que le résultat suivant.

Corollaire 4.3.9. — Soit n ∈ N, µ, λ ∈ In, i, j ∈ {0, 1} et v1, v2 ∈ Vρ0d. Si i 6= j ou si µ 6= λ

alors T+([gin,µ, v1]) et T+([gjn,λ, v2]) sont de supports disjoints.

Lemme 4.3.10. — Soit v =
∑

06i6d

cied,i ∈ Vρ0d et λ ∈ OF . On a :

(ρd(w) ◦ ψ(α−1) ◦ ρd(wλ))(v) =
∑

06j6d

(
$
j

F

∑
j6i6d

ci

(
i

j

)
(−λ)i−j

)
ed,j .
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Preuve. — D’après la formule (4.3.4), on a, pour tout σ ∈ S et tout 0 ≤ iσ ≤ dσ :

(w ◦ Udσ ◦ wλ)(edσ ,iσ) =

iσ∑
jσ=0

(
iσ
jσ

)
σ($F )jσσ(−λ)iσ−jσedσ ,jσ .(4.3.6)

Grâce à la formule (4.3.5), on en déduit que

(ρd(w) ◦ ψ(α−1) ◦ ρd(wλ))(v) =
∑

06i6d

ci
∑

06j6i

(
i

j

)
$
j

F (−λ)i−jed,j

=
∑

06j6d

(
$
j

F

∑
j6i6d

ci

(
i

j

)
(−λ)i−j

)
ed,j .

4.4. Un critère de séparation

4.4.1. Le résultat principal. — Conservons les notations des Sections 4.3.2 et 4.3.3 et

fixons un plongement ι de F dans E. Notons :

S+ = {σ ∈ S, dσ 6= 0} ⊆ S .

Partitionnons S+ en regardant l’action des σ ∈ S+ sur le corps résiduel de F . Plus précise-

ment, pour tout l ∈ {0, . . . , f − 1} posons :

Jl =
{
σ ∈ S+, σ(λ) = ι ◦ ϕl0(λ) ∀λ ∈ I1

}
,

où I1 = {[ζ], ζ ∈ kF }. En particulier, remarquons que∐
l∈{0,...,f−1}

Jl = S+ et que ∀ l ∈ {0, . . . , f − 1}, |Jl| ≤ e.

Pour tout entier i ∈ Z on note i l’unique représentant de imod f dans {0, . . . , f − 1}. On

pose alors, pour tout σ ∈ Jl, γσ
déf
= l et

vσ = inf
{

1 ≤ i ≤ f, Jl+i 6= ∅
}
,

c’est-à-dire la plus petite puissance du Frobenius ϕ0 pour passer de Jl à un autre Jk non vide.

Soit ap ∈ pE . On pose

Πd,ap =
c-IndGKZρd

(T − ap)(c-IndGKZρd)
.

C’est une représentation localement algébrique de G qui peut se réaliser comme le produit

tensoriel d’une représentation algébrique par une représentation lisse. On dispose plus préci-

sement du résultat suivant, qui est une généralisation immédiate de [11, Proposition 3.3].

Proposition 4.4.1. — Posons uσ = dσ
2 pour tout σ ∈ S.

(i) Si ap /∈ {±((q + 1)$
u
F )}, alors Πd,ap est algébriquement irréductible et

Πd,ap ' ρd ⊗ IndGP (nr(λ−1
1 )⊗ nr(pλ−1

2 )),

où λ1 et λ2 vérifient

λf1λ
f
2 = q$

d
F , λf1 + λf2 = ap.
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(ii) Si ap ∈ {±((q + 1)$
u
F )}, alors on a une suite exacte courte

0→ ρd ⊗ StG ⊗ (nr(δ) ◦ det)→ Πd,ap → ρd ⊗ (nr(δ) ◦ det)→ 0

où StG = C0(P1(F ), E)/{constantes} désigne la représentation de Steinberg de G, et où

δ = (q + 1)/ap.

Comme dans [11, §3.3], on définit :

Θd,ap = Im
(

c-IndGKZρ
0
d
−→ Πd,ap

)
,

ceci revient à poser

Θd,ap =
c-IndGKZρ

0
d

c-IndGKZρ
0
d
∩ (T − ap)(c-IndGKZρd)

.(4.4.1)

C’est un réseau de Πd,ap et, puisque c-IndGKZρ
0
d est un OE [G]-module de type fini, on voit

que Θd,ap est aussi un OE [G]-module de type fini. Comme T laisse stable c-IndGKZρ
0
d
, alors

(T − ap)(c-IndGKZρ
0
d
) ⊆ (T − ap)(c-IndGKZρd) ∩ c-IndGKZρ

0
d
,(4.4.2)

ce qui permet de déduire de (4.4.1) l’existence d’un morphisme surjectif de OE [G]-modules :

θ :
c-IndGKZρ

0
d

(T − ap)(c-IndGKZρ
0
d
)
� Θd,ap .

Nous allons déterminer un critère d’injectivité pour l’application θ. Commençons par dé-

montrer deux conditions de non-injectivité.

Lemme 4.4.2. — Supposons qu’il existe l ∈ {0, . . . , f−1} tel que |Jl| > 1. Alors l’application

θ n’est pas injective.

Preuve. — Notons que θ est injective si et seulement si (4.4.2) est une égalité. Pour conclure

il nous suffit donc de montrer qu’il existe un élément h de c-IndGKZρd tel que

(T − ap)(h) = T (h)− aph ∈ c-IndGKZρ
0
d
,

mais h /∈ c-IndGKZρ
0
d

.

Par hypothèse, il existe l ∈ {0, . . . , f − 1}, tel que |Jl| > 1. Autrement dit, il existe

σ, τ ∈ S+ distincts tels que σ(λ) = τ(λ) pour tout λ ∈ I1. Notons α = (αξ)ξ∈S et β = (βξ)ξ∈S
les éléments de Id définis par

αξ =

{
1 si ξ = σ,

0 si ξ 6= σ
βξ =

{
1 si ξ = τ,

0 si ξ 6= τ.

Posons v1
déf
= ed,α ∈ ρd, v2

déf
= (−1)ed,β ∈ ρd et v

déf
= δ−1(v1 + v2) ∈ ρ

d
où δ ∈ {ι($F ), ap}

est l’élément de valuation minimale dans cet ensemble. Nous allons montrer que, pour h =

[Id, v] /∈ c-IndGKZρ
0
d

, on a T (h)− aph ∈ c-IndGKZρ
0
d

. D’après le Lemme 4.3.7, on a :

T (h)− aph = T+(h) + T−(h)− aph

=
∑
λ∈I1

[g0
1,λ, (ρ

0
d
(w) ◦ ψ(α−1) ◦ ρ0

d
(wλ))(v)] + [α,ψ(α−1)(v)]− ap[Id, v] .
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Comme ap[Id, v] ∈ c-IndGKZρ
0
d

, il suffit de vérifier que les deux conditions suivantes sont

satisfaites :

[g0
1,λ, (ρ

0
d
(w) ◦ ψ(α−1) ◦ ρ0

d
(wλ))(v)] ∈ c-IndGKZρ

0
d

pour tout λ ∈ I1,(4.4.3)

[α,ψ(α−1)(v)] ∈ c-IndGKZρ
0
d
.(4.4.4)

Pour tout λ ∈ I1 et tout ξ ∈ S, posons ϕλ,ξ = w◦Udξ ◦wλ, où Udξ désigne la matrice diagonale

définie par (4.3.3). En utilisant la formule (4.3.4) on obtient que

ϕλ,ξ(edξ,αξ) =

{
−σ(λ)edσ ,0 + σ($F )edσ ,1 si ξ = σ,

edξ,0 si ξ 6= σ;

et

ϕλ,ξ(edξ,βξ) =

{
−τ(λ)edτ ,0 + τ($F )edτ ,1 si ξ = τ,

edξ,0 si ξ 6= τ.

Posons alors, pour tout λ ∈ I1, ϕλ = ρ0
d
(w) ◦ ψ(α−1) ◦ ρ0

d
(wλ). D’après la formule (4.3.5), on

a :

∀λ ∈ I1, ϕλ(v1) ∈ −σ(λ)ed,0 + σ($F )ρ0
d
,(4.4.5)

∀λ ∈ I1, ϕλ(v2) ∈ τ(λ)ed,0 + τ($F )ρ0
d
.(4.4.6)

Comme σ et τ sont égaux sur I1, on en déduit que :

∀λ ∈ I1, ϕλ(v) = δ−1ϕλ(v1 + v2) ∈ (δ−1(σ($F ) + τ($F )))ρ0
d
,

ce qui montre que la condition (4.4.3) est vérifiée. Un calcul immédiat donne ensuite que :

Udξ(edξ,αξ) =

{
σ($F )dσ−1edσ ,1 si ξ = σ,

ξ($F )dξedξ,0 si ξ 6= σ,
(4.4.7)

et

Udξ(edξ,βξ) =

{
τ($F )dτ−1edτ ,1 si ξ = τ,

ξ($F )dξedξ,0 si ξ 6= τ.
(4.4.8)

Comme |Jl| > 1, on déduit respectivement de (4.4.7) et de (4.4.8) que ψ(α−1)(v1) ∈ τ($F )ρ0
d

et que ψ(α−1)(v2) ∈ σ($F )ρ0
d
. On obtient ainsi que

ψ(α−1)(v) = δ−1ψ(α−1)(v1 + v2) ∈ (δ−1(σ($F ) + τ($F )))ρ0
d
⊆ ρ0

d
,

ce qui montre que la condition (4.4.4) est vérifiée et termine la démonstration.

Lemme 4.4.3. — Supposons qu’il existe σ ∈ Jl tel que

dσ + 1 > pvσ .

Alors l’application θ n’est pas injective.

Preuve. — Un raisonnement analogue à celui mené dans la démonstration du Lemme 4.4.2

montre qu’il suffit de construire explicitement un élément h ∈ c-IndGKZρd tel que

(T − ap)(h) ∈ c-IndGKZρ
0
d

et h /∈ c-IndGKZρ
0
d
.

Pour ce faire nous allons distinguer trois cas.

(1) |S+| ≥ 2 et dσ ≥ pvσ ;
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(2) |S+| = 1 et dσ ≥ pvσ + 1 ;

(3) |S+| = 1 et dσ = pvσ .

Cas (1). On peut supposer vσ < f car sinon, il existe par hypothèse un entier l ∈ {0, . . . , f−
1} tel que |Jl| ≥ 2, et ce cas est alors traité par le Lemme 4.4.2. Il existe donc τ ∈ S+ tel que

∀λ ∈ I1, σ(λ)p
vσ

= τ(λ).

Notons α = (αξ)ξ∈S et β = (βξ)ξ∈S les éléments de Id définis par

αξ =

{
pvσ si ξ = σ,

0 si ξ 6= σ
βξ =

{
1 si ξ = τ,

0 si ξ 6= τ.

Posons v1
déf
= (−1)p

vσ
ed,α ∈ ρd, v2

déf
= ed,β ∈ ρd et v

déf
= δ−1(v1 + v2) ∈ ρ

d
, où δ ∈ {ι($F ), ap}

est l’élément de cet ensemble ayant la valuation la plus petite. Montrons que, pour f =

[Id, v] /∈ c-IndGKZρ
0
d
, T (h) − aph ∈ c-IndGKZρ

0
d

. Comme cela a déjà été remarqué dans la

preuve du Lemme 4.4.2, on est ramené à vérifier les deux conditions suivantes :

∀λ ∈ I1, [g0
1,λ, (ρ

0
d(w) ◦ ψ(α−1) ◦ ρ0

d(wλ))(v)] ∈ c-IndGKZρ
0
d
,(4.4.9)

[α,ψ(α−1)(v)] ∈ c-IndGKZρ
0
d
.(4.4.10)

Posons ϕλ,ξ = w ◦ Udξ ◦ wλ pour tout λ ∈ I1 et tout ξ ∈ S. D’après la formule (4.3.4) on a :

ϕλ,ξ(edξ,αξ) =

{
(−1)p

vσ
σ(λ)p

vσ
edσ ,0 + σ($F )

∑pvσ

l=1

(
pvσ

l

)
σ($F )l−1σ(−λ)p

vσ−ledσ ,l si ξ = σ,

edξ,0 si ξ 6= σ,

ϕλ,ξ(edξ,βξ) =

{
−τ(λ)edτ ,0 + τ($F )edτ ,1 si ξ = τ,

edξ,0 si ξ 6= τ.

Si l’on pose ϕλ = ρ0
d
(w) ◦ψ(α−1) ◦ ρ0

d
(wλ) pour tout λ ∈ I1, la formule (4.3.5) assure que l’on

a

∀λ ∈ I1, ϕλ(v1) ∈ σ(λ)p
vσ
ed,0 + σ($F )ρ0

d
,(4.4.11)

∀λ ∈ I1, ϕλ(v2) ∈ −τ(λ)ed,0 + τ($F )ρ0
d
.(4.4.12)

Comme σ(λ)p
vσ

= τ(λ) pour tout λ ∈ I1, on déduit de (4.4.11) et de (4.4.12) que :

∀λ ∈ I1, ϕλ(v) = δ−1ϕλ(v1 + v2) ∈ (δ−1ι($F ))ρ0
d
,

ce qui prouve que la condition (4.4.9) est vérifiée. Un calcul immédiat donne ensuite que :

Udξ(edξ,αξ) =

{
σ($F )dσ−p

vσ
edσ ,pvσ si ξ = σ,

ξ($F )dξedξ,0 si ξ 6= σ,
(4.4.13)

Udξ(edξ,βξ) =

{
τ($F )dτ−1edτ ,1 si ξ = τ,

ξ($F )dξedξ,0 si ξ 6= τ.
(4.4.14)

Comme |S+| > 1 (et donc vσ < f), on déduit de (4.4.13) que ψ(α−1)(v1) ∈ ι($F )ρ0
d

. Comme

dσ ≥ pvσ , on déduit de (4.4.14) que ψ(α−1)(v2) ∈ ι($F )ρ0
d. D’après ce qui précède, on a donc

ψ(α−1)(v) = δ−1ψ(α−1)(v1 + v2) ∈ (δ−1ι($F ))ρ0
d ⊆ ρ0

d ,

ce qui prouve que la condition (4.4.10) est vérifiée.
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Cas (2). Puisque |S+| = 1, on a vσ = f , et donc

dσ ≥ pvσ + 1 = pf + 1 = q + 1.

Notons que dans ce cas, on a ρ
d

= (SymdσE2)σ et ρ0
d

= (SymdσO2
E)σ. Posons alors

v = δ−1(edσ ,1 + (−1)qedσ ,q) ∈ ρd ,

où δ ∈ {ι($F ), ap} est l’élément de plus petite valuation dans cet ensemble. Un raisonnement

analogue à celui donné dans le cas (1) montre alors que, si h = [Id, v] /∈ c-IndGKZρ
0
d
, on a bien

T (h)− aph ∈ c-IndGKZρ
0
d

.

Cas (3). Par hypothèse, on a

|S+| = 1, dσ = pvσ = pf = q.

Posons alors :

∀λ ∈ I1, v2,λ =

{
δ−1σ(λ)q−2(−eq,1 − eq,q) si p = 2,

δ−1σ(λ)q−2(eq,1 − eq,q) si p 6= 2,

v0 =

{
δ−1(q − 1)(eq,0 + eq,q−1) si p = 2,

δ−1(q − 1)(eq,0 − eq,q−1) si p 6= 2,

h2 =
∑
λ∈I1

[g0
2,$Fλ

, v2,λ],

h0 = [Id, v0],

où δ ∈ {σ($F ), ap} est l’élément de plus petite valuation dans cet ensemble. Notons h =

h0 + h2 /∈ c-IndGKZρ
0
d

et supposons p 6= 2, le cas p = 2 se traitant de manière analogue.

D’après le Lemme 4.3.7, la fonction T (h)−aph peut s’écrire comme somme de quatre fonctions

à supports deux à deux disjoints :

T (h)− aph = T−(h0) + (T+(h0) + T−(h2)) + T+(h2)− aph;

ainsi, pour montrer que T (h)− aph ∈ c-IndGKZρ
0
d

, il suffit de vérifier que chaque fonction est

dans c-IndGKZρ
0
d

. Grâce au Lemme 4.3.7, on a :

T−(h0) = [α,ψ(α−1)(v0)]

= [α, δ−1(q − 1)σ($F )(σ($F )q−1eq,0 − eq,q−1)] ∈ (δ−1σ($F ))c-IndGKZρ
0
d ⊆ c-IndGKZρ

0
d .

Posons maintenant, pour tout µ ∈ I1,

ϕµ = ρ0
d(w) ◦ ψ(α−1) ◦ ρ0

d(wµ),

φµ = ρ0
d(w) ◦ ρ0

d(w−µ) ◦ ψ(α−1).

La linéarité de l’opérateur T+ et le Lemme 4.3.7 assurent alors que

T+(h2) ∈ c-IndGKZρ
0
d ⇐⇒ ∀λ ∈ I1, T

+([g0
2,$Fλ

, v2,λ]) ∈ c-IndGKZρ
0
d

⇐⇒ ∀λ ∈ I1, ∀µ ∈ I1, ϕµ(v2,λ) ∈ ρ0
d
.
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D’après la formule (4.3.4), on a, pour tout µ ∈ I1 et tout λ ∈ I1 :

ϕµ(v2,λ) = ϕµ(δ−1σ(λ)q−2(eq,1 − eq,q))

= δ−1σ(λ)q−2
(
σ($F )eq,1 − σ($F )

q∑
α=1

(
q

α

)
(−1)q−ασ($F )α−1σ(µ)q−αeq,α

)
∈ ρ0

d
.

Il nous reste donc à montrer que T+(h0) + T−(h2) ∈ c-IndGKZρ
0
d

. Remarquons que, d’après

le Lemme 4.3.7, on a :

T−(h2) =
∑
λ∈I1

T−([g0
2,$Fλ

, v2,λ]) =
∑
λ∈I1

[g0
1,0, φλ(v2,λ)],

T+(h0) = T+([Id, v0]) =
∑
λ∈I1

[g0
1,λ, ϕλ(v0)].

En utilisant de nouveau la formule (4.3.4) on a :

∀λ ∈ I1\{0}, ϕλ(v0) = δ−1(q − 1)σ($F )
( q−1∑
α=1

(
q − 1

α

)
σ($F )α−1σ(−λ)q−1−αeq,α

)
∈ ρ0

d
,

ce qui implique que pour tout λ ∈ I1\{0},

[g0
1,λ, ϕλ(v0)] ∈ c-IndGKZρ

0
d
.

Il nous reste alors à calculer

ϕ0(v0) +
∑
λ∈I1

φλ(v2,λ).

En utilisant la formule (4.3.4) on obtient que

φλ(v2,λ) ∈ δ−1(−σ(λ)2q−2eq,0 − σ(λ)q−2eq,q) + (δ−1σ($F ))ρ0
d
,

ϕ0(v0) ∈ δ−1((q − 1)eq,0) + (δ−1σ($F ))ρ0
d
.

D’après les relations ∑
λ∈I1

σ(λ)2q−2 = q − 1 et p|
∑
λ∈I1

σ(λ)q−2,

on en déduit :

ϕ0(v0) +
∑
λ∈I1

φλ(v2,λ) ∈ ρ0
d
,

ce qui permet de conclure.

Le théorème suivant fournit une condition nécessaire et suffisante sur le vecteur d = (dσ)σ∈S
pour que l’application θ soit injective.

Théorème 4.4.4. — On garde les notations précédentes. L’application θ est injective (et

est donc un isomorphisme) si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Pour tout l ∈ {0, . . . , f − 1}, on a |Jl| ≤ 1 ;

(ii) Si σ ∈ Jl, on a dσ + 1 ≤ pvσ .
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Preuve. — Comme cela a été remarqué dans la preuve du Lemme 4.4.2, l’application θ est

injective si et seulement si l’on a l’inclusion suivante :(
T − ap

)(
c-IndGKZρd

)
∩ c-IndGKZρ

0
d
⊆
(
T − ap

)(
c-IndGKZρ

0
d

)
.(4.4.15)

La preuve se décompose en deux étapes.

(1) On suppose que les conditions (i) et (ii) sont satisfaites, et l’on montre que l’inclusion

(4.4.15) est vérifiée, ce qui revient à prouver que si h est un élément de c-IndGKZρd tel

que

(T − ap)(h) = T (h)− aph ∈ c-IndGKZρ
0
d ,

alors h est dans c-IndGKZρ
0
d

.

(2) On suppose que (i) ou (ii) n’est pas satisfaite. On construit alors un élément h de

c-IndGKZρd tel que

(T − ap)(h) = T (h)− aph ∈ c-IndGKZρ
0
d

et h /∈ c-IndGKZρ
0
d
.

(1). Supposons que les conditions (i) et (ii) soient satisfaites, et considérons h ∈ c-IndGKZρd
tel que

(T − ap)(h) = T (h)− aph ∈ c-IndGKZρ
0
d
.(4.4.16)

Notons n le plus petit entier tel que h ∈ Bn et écrivons h =

n∑
m=0

hm où hm ∈ Sm. On a alors,

grâce aux Lemmes 4.3.7 et 4.3.8,

T (h)− aph = T+(h) + T−(h)− aph

= T+(hn) + T+(h− hn) + T−(h)− aph,

avec T+(hn) ∈ Sn+1 et T+(h − hn) + T−(h) − aph ∈ Bn. L’hypothèse (4.4.16) impliquant

que T+(hn) ∈ c-IndGKZρ
0
d
, nous allons montrer que cela assure que hn ∈ c-IndGKZρ

0
d

. Pour ce

faire, il suffit de le vérifier pour hn de la forme [g0
n,µ, v] : en appliquant β, on aura le résultat

pour hn de la forme [g1
n,µ, w], puis, par linéarité et grâce au Corollaire 4.3.9, pour n’importe

quel hn. D’après le Lemme 4.3.7, on a :

T+([g0
n,µ, v]) ∈ c-IndGKZρ

0
d ⇐⇒ ∀λ ∈ I1, (ρ0

d
(w) ◦ ψ(α−1) ◦ ρ0

d
(wλ))(v) ∈ Vρ0

d
.(4.4.17)

Notons v =
∑

06i6d

cied,i avec ci ∈ E. D’après le Lemme 4.3.10, on a, pour tout λ ∈ I1,

(ρ0
d
(w) ◦ ψ(α−1) ◦ ρ0

d
(wλ))(v) ∈ Vρ0

d
⇐⇒ ∀j, 0 6 j 6 d, $

j

F

∑
j6i6d

ci

(
i

j

)
(−λ)i−j ∈ OE .

Pour j = 0, on déduit en particulier de l’équivalence utilisant (4.4.17) que :

T+([g0
n,µ, v]) ∈ c-IndGKZρ

0
d =⇒ ∀λ ∈ I1,

∑
06i6d

ci(−λ)i ∈ OE .(4.4.18)
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Pour λ = 0, ceci montre que c0 ∈ OE . Ainsi l’implication (4.4.18) est équivalente à l’implica-

tion suivante :

T+([g0
n,µ, v]) ∈ c-IndGKZρ

0
d =⇒ ∀λ ∈ k×F ,

∑
06i6d
i 6=0

ci(−[λ])i ∈ OE .

Soit maintenant ζ un générateur du groupe cyclique k×F et posons, pour tout σ ∈ S, uσ =

dσ + 1. On a alors :

∀λ ∈ k×F ,
∑

06i6d
i 6=0

ci(−[λ])i ∈ OE =⇒ ∀j, 0 ≤ j ≤
(∏
σ∈S

uσ

)
− 1,

∑
06i6d
i 6=0

ci([ζ
j ])i ∈ OE .

On obtient donc un système de
∏
σ∈S uσ équations linéaires à

∏
σ∈S uσ inconnues dont la

matrice du système homogène associée est égale à :

A =


1

[ζ]i

[ζ2]i

...

[ζ
∏
σ∈S uσ−1]i


06i6d
i 6=0

C’est une matrice de Vandermonde, de déterminant égal à :∏
i≺j,i 6=j

([ζ]j − [ζ]i) .(4.4.19)

Comme, pour tout σ ∈ S+, on a σ([ζ]) = ι([ζ])p
γσ

avec 0 ≤ γσ ≤ f − 1, on obtient que pour

tout j ∈ Id, on a :

[ζ]j =
∏
σ∈S+

σ([ζ])jσ = ι([ζ])
∑
σ∈S+ jσpγσ .

D’après les hypothèses (i) et (ii), on obtient donc de manière naturelle une application injec-

tive {
[ζ]j , 0 ≤ j ≤ d et j 6= 0

}
↪→
{
ι([ζ])α, 0 ≤ α ≤ pf − 2

}
qui est bijective lorsque dσ + 1 = pvσ pour tout σ ∈ S+. Or, si 0 ≤ α < β ≤ q − 2, alors

ι([ζ])α− ι([ζ])β ∈ O×E et donc, d’après (4.4.19), on a det(A) ∈ O×E . Puisque ci ∈ OE pour tout

i ∈ Id, ce qui revient à dire que v ∈ ρ0
d
, on en déduit que hn ∈ c-IndGKZρ

0
d
. En remplaçant h

par h− hn, le même raisonnement montre que hn−1 ∈ c-IndGKZρ
0
d. Une récurrence immédiate

assure alors que hi ∈ c-IndGKZρ
0
d

pour tout i ∈ {0, . . . , n}, et donc h ∈ c-IndGKZρ
0
d

.

(2). C’est une conséquence immédiate des Lemmes 4.4.2 et 4.4.3.

Soit ap ∈ OE et supposons que d vérifie les conditions (i) et (ii) du Théorème 4.4.4.

Pour tout n ∈ N, notons :

Bn(E)
déf
= {h ∈ c-IndGKZρd , h ∈ Bn}.

Une conséquence simple mais intéressante du Théorème 4.4.4 est la proposition suivante,

démontrée initialement par Breuil pour F = Qp et d ≤ 2p [11, Théorème 4.1 et Corollaire

4.2].
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Proposition 4.4.5. — Le OE-réseau Θd,ap est séparé.

Preuve. — C’est une généralisation de l’argument de [11, Corollaire 4.2]. Il suffit de montrer

que Θd,ap ne contient pas de E-droite, ce qui revient à montrer que si h ∈ c-IndGKZρ
0
d

est tel

qu’il existe des hn ∈ c-IndGKZρd vérifiant :

∀n ∈ N, h− (T − ap)(hn) ∈ pn
(
c-IndGKZρ

0
d

)
,(4.4.20)

alors h ∈ (T − ap)(c-IndGKZρd). Notons N (resp. N ′) le plus petit entier positif ou nul tel que

h ∈ BN (E) (resp. hn ∈ BN ′(E)) et écrivons hn =

N ′∑
m=0

hn,m avec hn,m ∈ Sm. Si N ′ ≥ N , la

relation (4.4.20) implique que T+(hn,N ′) ∈ pn(c-IndGKZρ
0
d
) et, la preuve du Théorème 4.4.4 (i)

assure alors que hn,N ′ ∈ pn(c-IndGKZρ
0
d
). Par récurrence descendante immédiate, on obtient

que hn,m ∈ pn(c-IndGKZρ
0
d
) pour tout N ≤ m ≤ N ′. Ainsi, on a montré que

hn ∈ BN−1(E) + pn
(
c-IndGKZρ

0
d

)
,

donc que :

∀n ∈ N, h ∈ (T − ap)(BN−1(E)) + pn
(
c-IndGKZρ

0
d

)
.

Comme (T −ap)(BN−1(E)) est un E-espace vectoriel complet pour la topologie p-adique (car

de dimension finie), on en déduit que h ∈ (T − ap)(BN−1(E)).

4.4.2. Conséquences. — Conservons les notations de la Section 4.4.1 et fixons

• une paire (λ1, λ2) ∈ E× × E× avec (αβ−1)f /∈ {q, q−1} ;

• un |S|-uplet d’entiers positifs d.

Rappelons que ρd désigne la représentation algébrique irréductible de GL2(F ) introduite dans

le Paragraphe 4.3.1.

Nous allons maintenant rappeler, dans un cadre particulier, une conjecture formulée par

Breuil et Schneider [20], puis montrer comment utiliser Théorème 4.4.4 pour établir quelques

cas de cette conjecture.

Notons (r, V ) la représentation du groupe de Weil-Deligne de F de dimension 2 sur E,

reductible, non ramifiée et qui envoie le Frobenius arithmétique sur la matrice [ λ1 0
0 λ2

].

Notons πunit la représentation lisse irréductible de G sur E qui correspond à (r, V ) via la

correspondance de Langlands locale, normalisée de sorte à ce que son caractère central soit

det(r, V )◦ rec−1. Dans [20, §4] est décrite une construction permettant d’associer à πunit une

représentation lisse de G sur E que l’on note π. Pour G on trouve que

π = IndGP (nr(λ−1
1 )⊗ nr(pλ−1

2 )).

Remarque 4.4.6. — Par définition, les caractères non ramifiés nr(λ−1
1 ) et nr(pλ−1

2 ) ne dé-

pendent que de λf1 et de λf2 .

Notons que π est une induite parabolique lisse et non ramifiée qui est irréductible si

(λ1λ
−1
2 )f 6= q et (λ1λ

−1
2 )f 6= q−1. Si (λ1λ

−1
2 )f = q (resp. (λ1λ

−1
2 )f 6= q−1) alors π est la
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torsion par nr(λ−1
2 ) ◦ det (resp. nr(λ−1

1 ) ◦ det) de l’unique extension non scindée de la repré-

sentation triviale par la représentation de Steinberg (resp. de la représentation de Steinberg

par la représentation triviale).

Appelons ϕ-module la donnée d’un F0 ⊗Qp E-module D libre de rang fini muni d’un au-

tomorphisme F0-semi-linéaire (par rapport au Frobenius sur F0) et E-linéaire ϕ. Notons que

ϕf est une application F0 ⊗Qp E-linéaire et que l’isomorphisme F0 ⊗Qp E '
∏
σ0 : F0↪→E E

envoyant h⊗ e sur (σ0(h)e)σ induit un isomorphisme de E-espaces vectoriels

D '
∏

σ0 : F0↪→E
Dσ0

où l’on pose Dσ0 = (0, 0, . . . , 0, 1σ0 , 0, . . . , 0) ·D. On définit

tN (D) =
1

[F : Qp]
valF (detF0(ϕf |D)).

Si D est un ϕ-module, on peut lui associer explicitement une représentation de Weil-Deligne

par la méthode décrite dans [37]. Plus précisement, choisissons un plongement σ0 : F0 ↪→ E

et posons U = Dσ0 . Si w ∈ W (Qp/F ), on définit s(w) = ϕ−α(w) où α(w) ∈ fZ désigne

l’unique entier tel que l’action induite de w sur Fp soit la puissance α(w)-ième du Frobenius

arithmétique x 7→ xp. On vérifie que s(w) : D → D est F0 ⊗Qp E-linéaire, et donc qu’elle

induit un morphisme E-linéaire s(w) : U → U . Le couple (s, U) est une E-représentation non

ramifiée du groupe de Weil-Deligne de F qui ne dépend pas du choix de σ0 à isomorphisme

non canonique près [19, Lemme 2.2.1.2]. On le note WD(ϕ,D) et l’on note WD(ϕ,D)ss sa

F -semisimplification [30, §8.5].

Soit D un ϕ-module. Si l’on pose DF = D ⊗F0 F , alors l’isomorphisme F ⊗Qp E '∏
σ : F ↪→E E envoyant h⊗ e sur (σ(h)e)σ0 induit un isomorphisme de E-espaces vectoriels

DF '
∏

σ : F ↪→E
DF,σ ,

où l’on a noté DF,σ = (0, 0, . . . , 0, 1σ, 0, . . . , 0) ·DF . Ainsi, la donnée d’une filtration décrois-

sante exhaustive séparée de DF par des sous-F ⊗Qp E-modules (FiliDF )i∈Z (pas forcément

libres) équivaut à la donnée, pour tout σ : F ↪→ E, d’une filtration décroissante exhaustive

séparée de DF,σ par des sous-F ⊗F,σ E-espace vectoriels (FiliDF,σ)i∈Z.

Soit (FiliDF )i∈Z une telle filtration. On définit alors

tH(DF ) =
∑
i∈Z

∑
σ : F ↪→E

idimF (FiliDF,σ/Fili+1DF,σ),

et l’on dit que la filtration (FiliDF )i∈Z est admissible si

(i) tH(DF ) = tN (D) ;

(ii) tH(D′F ) ≤ tN (D′) pour tout F0 ⊗Qp E-sous-module D′ stable par ϕ et muni de la

filtration induite.

La conjecture de Breuil et Schneider peut dans ce cas être reformulée comme suit.

Conjecture 4.4.7. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La représentation ρd ⊗ π admet une norme G-invariante, i.e. une norme p-adique

telle que ‖gv‖ = ‖v‖ pour tout g ∈ G et v ∈ ρd ⊗ π.
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(ii) Il existe un ϕ-module D de rang 2 tel que

WD(ϕ,D)ss = (r, V )

et une filtration admissible (FiliDF,σ)i∈Z,
σ∈S

sur DF telle que

FiliDF,σ/Fili+1DF,σ 6= 0 ⇐⇒ i ∈ {−dσ − 1, 0}.

L’implication (i) ⇒ (ii) de la Conjecture 4.4.7 a été démontrée dans [20, Corollary 3.3].

Plus précisément, on a le résultat suivant.

Proposition 4.4.8. — Considérons les quatre conditions suivantes :

(i) La représentation ρd ⊗ π admet une norme G-invariante, i.e. une norme p-adique

telle que ‖gv‖ = ‖v‖ pour tout g ∈ G et v ∈ ρd ⊗ π.

(ii) Il existe un ϕ-module D de rang 2 tel que

WD(ϕ,D)ss = (r, V )

et une filtration admissible (FiliDF,σ)i∈Z,
σ∈S

sur DF telle que

FiliDF,σ/Fili+1DF,σ 6= 0 ⇐⇒ i ∈ {−dσ − 1, 0}.

(iii) Il existe un ϕ-module D de rang 2 tel que

(ϕf )ss =

[
λ1 0

0 λ2

]
et une filtration admissible (FiliDF,σ)i∈Z,

σ∈S
sur DF telle que

FiliDF,σ/Fili+1DF,σ 6= 0 ⇐⇒ i ∈ {−dσ − 1, 0}.

(iv) les inégalités suivantes sont vérifiées :

valF (λ−1
1 ) + valF (pλ−1

2 ) +
∑
σ∈S

dσ = 0;(4.4.21)

valF (pλ−1
2 ) +

∑
σ∈S

dσ ≥ 0;(4.4.22)

valF (pλ−1
1 ) +

∑
σ∈S

dσ ≥ 0.(4.4.23)

On a alors les implications et équivalences suivantes :

(i)⇒ (ii)⇔ (iii)⇔ (iv).

Preuve. — L’implication (i) ⇒ (iv) découle de [49, Lemma 7.9]

L’équivalence (ii) ⇔ (iii) est immédiate.

L’équivalence (iii) ⇔ (iv) est une conséquence de [20, Proposition 3.2].

Remarque 4.4.9. — Si F = Qp et si r n’est pas scalaire, la Conjecture 4.4.7 est vraie [8].

D’après la Proposition 4.4.8, il est clair que pour avoir une réponse positive à la conjecture

de Breuil et Schneider pour G il suffit de montrer l’implication (iv) ⇒ (i). Le cas λ1 ∈ O×E
ou λ2 ∈ O×E est traité par la proposition suivante.
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Proposition 4.4.10. — Supposons que (4.4.21), (4.4.22) et (4.4.23) soient satisfaites, et

supposons λ1 ∈ O×E ou λ2 ∈ O×E . Alors la représentation ρd ⊗ π admet une norme G-

invariante.

Preuve. — • Supposons λ1 ∈ O×E et posons

χ = nr(λ−1
1 )⊗ nr(pλ−1

2 )
∏
σ∈S

σdσ .

Définissons alors Icont(χ) comme l’induite continue du caractère χ, i.e. l’espace des

φ : G→ E continues telles que

∀b ∈ P,∀g ∈ G, φ(bg) = χ(b)φ(g),

sur lequel G agit par la translation à droite. D’après (4.4.21) et (4.4.22), le caractère χ

est à valeurs entières, ce qui implique que l’application définie par

∀φ ∈ Icont(χ), ‖φ‖ = sup
g∈P\G

φ(g)

est une norme G-invariante sur Icont(χ). Comme on a une injection G-équivariante évi-

dente

ρd ⊗ π ↪→ Icont(χ),

on obtient le résultat voulu.

• En utilisant l’entrelacement

IndGP (nr(λ−1
1 )⊗ nr(pλ−1

2 )) = IndGP (nr(λ−1
2 )⊗ nr(pλ−1

1 )),

un argument analogue au précédent permet de conclure lorsque λ2 ∈ O×E .

Supposons maintenant que λ1, λ2 /∈ O×E . Sous certaines conditions, le Théorème 4.4.4

permet de donner une réponse positive à la Conjecture 4.4.7.

Corollaire 4.4.11. — Supposons que (4.4.21), (4.4.22) et (4.4.23) soient satisfaites, et sup-

posons que d = (dσ)σ∈S satisfait aux conditions (i) et (ii) du Théorème 4.4.4. Alors la repré-

sentation ρd ⊗ π admet une norme G-invariante.

Preuve. — Il suffit de montrer que ρd⊗π possède un OE-réseau séparé et stable sous l’action

de G. D’après la Proposition 4.4.1, on dispose d’un isomorphisme G-équivariant

ρd ⊗ π '
c-IndGKZρd

(T − ap)(c-IndGKZρd)

où ap = λf1 + λf2 . Ainsi, si le vecteur d vérifie les conditions (i) et (ii) du Théorème 4.4.4,

on peut appliquer la Proposition 4.4.5 et en déduire que la représentation ρd ⊗ π possède un

réseau séparé et stable sous l’action de G, ce qui prouve le résultat voulu.
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de la Soc. Math. de France 99, 2004.
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