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Résumé

Soit p un nombre premier. Les résultats de cette these s’inscrivent dans le cadre du programme de
Langlands p-adique. Lorsque V est une représentation p-adique de dimension 2 du groupe Gal(@p /Qp),
on sait lui associer une représentation p-adique continue B(V') de GL2(Q,). Si F’ est une extension finie
non triviale de Qp, la question d’associer des représentations p-adiques de GLo(F') aux représentations
p-adiques de dimension 2 de Gal(@p /F) dans Dlesprit d’une correspondance locale & la Langlands
s’annonce beaucoup plus délicate.

Dans ce texte, nous considérons des espaces de Banach p-adiques, munis d’une action linéaire conti-
nue de GLy(F), qui sont des complétions unitaires universelles de certaines représentations localement
Qp-analytiques de GLa(F). Celles-ci sont susceptibles de jouer un réle important dans une éventuelle
correspondance de Langlands locale p-adique pour GLo(F).

Le résultat principal de cette thése est démontré dans le Chapitre 3 et généralise des résultats
antérieurs de Berger et Breuil. Il consiste en une description explicite de ces complétés unitaires
universels a I'aide des fonctions continues sur F' d’un certain type. Pour ce faire, nous introduisons
dans le Chapitre 2 des espaces de Banach de fonctions de classe C", ol r est un nombre rationnel
positif, et leurs espaces duaux de distributions d’ordre 7. Nous construisons une base de Banach et nous
donnons un critere de prolongement des formes linéaires définies sur un espace de fonctions localement
Qp-polynomiales en distributions d’ordre r. Ce faisant, nous généralisons des résultats classiques dus
a Amice-Vélu et Vishik.

Dans le Chapitre 4, nous exhibons des cas de non nullité pour les complétions unitaires universelles
considérées par construction explicite de réseaux invariants. Cela donne de nouveaux cas de la conjec-
ture proposée par Breuil et Schneider sur 1’équivalence entre l'existence de normes invariantes sur

certaines représentations localement algébriques de GL4(F') et I'existence de certaines représentations
de de Rham de Gal(Q,/F).

Abstract

Let p be a prime. The subject of this thesis is the p-adic Langlands correspondence. If V' is a
p-adic representation of dimension 2 of the group Gal(@p /Qy), it is known how to associate to it a
continuous p-adic representation B(V') of GL2(Q,). If F is a non-trivial finite extension of Q,,, the issue
of associating p-adic representations of GLz(F') to p-adic representations of dimension 2 of Gal(Q,/F)
in the spirit of a local Langlands correspondence appears much more delicate.

In this text we consider a class of p-adic Banach spaces, endowed with a continuous linear action of
GL3(F'), which are obtained as universal unitary completions of certain locally @Q,-analytic represen-
tations of GLa(F). Such representations are likely to play an important role in a future local p-adic
Langlands correspondence for GLa(F').

The main result of this thesis is proved in Chapter 3 and generalizes some previous results of
Berger and Breuil. It consists in an explicit description of these universal unitary completions by
means of a certain class of continuous functions on F. In order to do this, we introduce in Chapter
2 a class of Banach spaces of functions of class C", where 7 is a positive rational number, as well as
their dual spaces of distributions of order . We build a Banach base and we give a criterion for telling
when a linear form defined on a space of locally QQ,-polynomial functions extends to a distribution of
order r. As a consequence, we generalize some classical results due to Amice-Vélu and Vishik.

In Chapter 4 we exhibit cases of non-nullity for these universal unitary completions, by an explicit
construction of invariant lattices. This also provides new instances of the Breuil-Schneider conjecture
about the equivalence between the existence of invariant norms on certain locally algebraic represen-
tations of GL4(F) and the existence of certain De Rham representations of Gal(Q,/F).
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1. Quelques motivations historiques

Soit p un nombre premier. La derniére décennie a vu ’émergence et la preuve d’une cor-
respondance locale p-adique entre certaines représentations continues de dimension 2 de
Gal(@p/(@p) et certaines représentations de Banach munies d’une action continue unitaire
de GL2(Qp). Cette correspondance, appelée correspondance de Langlands p-adique pour
GL2(Qp), a été initiée par Breuil [11, 12], et a été établie de maniere fonctorielle par Colmez
[25, 24], Berger et Breuil [8], et Paskunas [50]. Elle possede trois propriétés de compatibilité
importantes :

e la compatibilité a la réduction modulo p [6];
e la compatibilité a la correspondance de Langlands “classique” [34, 25];
e la compatibilité local-global avec la cohomologie étale complétée [34].

Ces deux dernieres propriétés ont déja eu des applications remarquables. Par exemple, Kisin
montre dans [51] que la compatibilité classique/p-adique implique, sous des hypothéses tech-
niques faibles, la conjecture sur les multiplicités modulaires de Breuil-Mézard [19]. Combinée
avec la preuve de la conjecture de modularité de Serre par Khare-Wintenberger-Kisin, la com-
patibilité local-global d’Emerton permet alors de prouver la conjecture de Fontaine-Mazur,
qui caractérise les représentations de Gal(Q/Q) provenant des formes modulaires classiques.
Pour plus de détails sur la construction de la correspondance de Langlands p-adique pour
GL2(Q)) et sur les applications mentionnées ci-dessus, nous renvoyons le lecteur aux exposés
de Berger et Breuil au séminaire Bourbaki [7, 15].

Si F' est maintenant une extension finie non triviale de @Q,, il est naturel de se demander
comment associer des représentations p-adiques de GLy(F') aux représentations p-adiques de
dimension 2 de Gal(@p /F') dans l'esprit d’une correspondance locale a la Langlands. Cette
question est encore tres peu comprise (voir [16] pour une vue d’ensemble), et la théorie
modulo p pour GLy(F'), qui semble a priori plus accessible que le cas p-adique, s’annonce
déja beaucoup plus compliquée que lorsque F' = @Q,. Les résultats de Pasktunas [48], Hu [41],
Breuil-Paskunas [21] et Schraen [60] dans ce sens montrent que I’étude des représentations
lisses irréductibles admissibles de GLo(F) sur F, devient tres subtile.

Néanmoins, certains résultats du cas GL2(Q)) peuvent étre généralisés méme s'’ils ne suf-
fisent pas pour conduire aux bonnes représentations de GLa(F') a savoir celles apparaissant
dans la cohomologie étale complétée. L’un d’entre eux, qui est au coeur de cette these, consiste
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a donner une description explicite du complété unitaire universel de certaines représentations
localement Qp-analytiques, et a prouver sa non nullité.

Pour ce faire, nous introduisons dans le Chapitre 2 certains espaces de Banach de fonctions
de classe C" sur Op, ou 7 est un nombre rationnel positif ou nul, et donnons un critere de
prolongement des formes linéaires sur un espace de fonctions localement Q,-polynomiales en
distributions d’ordre 7, généralisant ainsi des résultats classiques d’Amice-Vélu [2] et Vishik
[65]. Ce critere constitue un argument clé dans la preuve du résultat principal de ce texte,
donné dans le Chapitre 3, qui décrit le complété unitaire universel de certaines représentations
localement Q,-analytiques a ’aide d’espaces de fonctions de classe C” sur Op. Le Chapitre 4
contient certains cas de non nullité, et apporte en particulier de nouvelles réponses positives
a la conjecture proposée par Breuil et Schneider dans [20].

1.2. Présentation des résultats obtenus

1.2.1. Notations. — Soit p un nombre premier. On fixe une cléture algébrique @p de Q,
et une extension finie F' de Q, contenue dans @p. On choisit une extension finie £/ de Q, qui
sera le corps des coefficients de nos représentations et qui vérifie la condition suivante :

S| = [F: Qpl,
on § Y Homygy(F, E).

Si L désigne F ou E, on note O, 'anneau des entiers de L, wy, une uniformisante de Oy,
et kp = Op/(wy) son corps résiduel. On désigne par ¢ = pf le cardinal de kp et par e l'indice
de ramification de F' sur Q,, de sorte que [F' : Q] = ef. La valuation p-adique valp sur @p
est normalisée par valp(p) = [F : Qp] et on pose |z| = pvalr(@) g g € @p.

On désigne par G le groupe GLy(F'), par K le groupe GL2(Op) qui est, a conjugaison pres,
I'unique sous-groupe ouvert compact maximal de G, et par P le sous-groupe de Borel formé
des matrices triangulaires supérieures de G.

Soit S” un sous-ensemble de S. Pour tous |S’|-uplets ng = (ny)ses €t mg = (My)oes
d’entiers positifs ou nuls, on introduit les notations suivantes :
) | def |
(i) ng! = I eq no!;
déf
(i) Ing| = Xoes Mo ;
déf
(111) Ngr — Mg = ( mg)O-ES/ N
(iv) ng < mg si ny < m, pour tout o € S';
n def n /' .
(V) (mzl/) - mS/'(TLSS;—mS/)'7 )
(vi) pour tout z € Op, 2% s H o(z)"

oeS’
Pour alléger 1’écriture, nous noterons n au lieu de ng tout |S|-uplet d’entiers positifs ou
nuls.

Si V est un E-espace vectoriel topologique, on note VY son dual topologique muni de la
topologie forte.
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1.2.2. Espaces de fonctions de classe C" sur Op. — Le Chapitre 2 est consacré a
I’étude d’une nouvelle notion de fonctions de classe C™ sur Op, ou r est un nombre rationnel
positif ou nul.

Lorsque Of = Z,, on dispose d'une bonne théorie de C"-différentiabilité qui a essentielle-
ment été développée par Schikhof [53], Amice-Vélu [2] et Vishik [65]. Rappelons brievement
la définition de fonction de classe C" sur Z,,.

Soit f: Z, — E une fonction. Pour tout entier n positif ou nul, on pose :

n
. In .
el = L0 (7) s =)
=0
Définition 1.2.1. — Soit r un nombre rationnel positif ou nul. On dit que f est de classe
C" sur Zy si n"|an(f)| tend vers 0 dans R>g lorsque n — +oo.

Si F' # Qp, on dispose de plusieurs généralisations de cette définition. Une premiere idée
naturelle, utilisant le fait que O est un Z,-module libre de rang fini, est la suivante.

Posons d & [F' : Qp), fixons un d-uplet ¥ = (7;)1<i<q de nombres rationnels positifs ou

nuls tels que Zle r; = r et une base (e;)1<i<q de O sur Z, : les applications cordonnées
dans cette base définissent alors un isomorphisme de Z,-modules 0: Zg — Op. Dans ce cas,
on pose :
7 déf =4
C(Op,E)={f: Op = E, fole®,_,C"(Z,,E)},
—d

ou Q),_,C"(Zy, E) désigne le séparé complété par rapport a la semi-norme produit de I’espace
®?:1 C"(Zyp, E). Ce n’est cependant pas le bon espace a étudier, essentiellement pour les deux
raisons suivantes :

(i) Tespace CT(Op, E) dépend de 7 et pas seulement de |7] = r;
(ii) T'espace C™(OF, E) dépend du choix d’une base de O sur Z,.

Dans le Chapitre 2, nous proposons une autre définition de cet espace qui fait intervenir
tous les plongements de F' dans E et peut se résumer par la formule suivante : “une fonction
f: Op — E est de classe C" si et seulement si f(x + y) admet un développement limité a
l'ordre [r] en tout x, et si le reste est o(|y|”) uniformément en z”.

Définition 1.2.2. — On dit que f: O — FE est de classe C" sur Op s’il existe pour
i € I<py), des fonctions bornées D;f: Op — FE telles que, si 'on définit £4,): Op X Op — E
par :
gf,[r](x7y) = f(fC + y) - Z sz(w)ﬁ ’
i€lcp -
et que 'on pose, pour tout h € N,

Ctr(h) = sup . (@, m)a™
:L'EOF,yGW?OF

alors C'y,.(h) tend vers 0 quand h tend vers +oc.
Notons C"(OF, E) le E-espace vectoriel des fonctions de O dans E qui sont de classe C".

On peut munir C"(Op, E) d’une norme naturelle, que 'on note || - [|cr, qui en fait un espace
de Banach sur E.
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Exemple 1.2.3. — Les fonctions localement Q,-analytiques sont en particulier de classe C"
sur Op.

Le résultat principal du Chapitre 2, inspiré par [17, §5], généralise certains résultats clas-
siques prouvés par Amice-Vélu [2] et Vishik [65]. Pour ’énoncer, nous introduisons quelques
notations supplémentaires. Fixons J une partie de S et dg\ ; un |S\J|-uplet d’entiers positifs
ou nuls. Posons :

T € I][Ho € S\J. do +1 > 1}

Notons F(OF, J,dg\ ;) l'espace des fonctions de O dans E qui sont localement analytiques
selon les plongements o appartenant a J et localement polynomiales de degré au plus d, selon
les autres plongements o, et C"(Op, J’,QS\J/) son adhérence dans C"(Op, FE). Si N € N, on
note F¥(Op, J, dg\ s) le sous-espace des éléments de F(OF, J,dg\ ;) qui sont localement Q-
polynomiales de degré au plus N. Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante
pour qu’une forme linéaire

p: FN(Op, J,dg\ ;) = E

s'étende en une forme linéaire continue sur I'espace de Banach C"(OF, J', dg\ 5r).

Soit N e N. Si p € fN(OF,J,QS\J)V et si f e ]:N((’)F,J,QS\J) on note, pour a € OF et
neN:

p(lorport) = [ ).

ol lgtono, désigne la fonction caractéristique de a + @i Op.

Théoréme 1.2.4. — (i) Soit p € C"(OF, J',dg\ ;)" . 1l existe une constante C,, € Rx telle
que pour tout a € Op, tout n € N et tout i € N° vérifiant iy < dy pour tout o € S\J', on
ait :

(1.2.1) | /+ . (i;;)iu@)\scuqm.
.

(i) Soit N > [r] un entier et soit u € ]:N((QF,J,QS\J)V. Supposons qu’il existe une
constante C,, € R>q telle que pour tout a € O, tout n € N et tout i € I<n vérifiant i, < dg
pour tout o € S\J, on ait :

(1.22) o (o) )| < Cua™
S

Alors p se prolonge de maniére unique en une forme linéaire continue sur C"(Op, J’,QS\J/).

La méthode utilisée pour prouver le Théoreme 1.2.4 généralise celle donnée par Colmez
pour Q, [23, Théoreme I1.3.2]. Le (i) se déduit d’une estimation de la norme C" des fonctions

— 7 . . o . .
lotonop ('; %“)* Le (ii), plus subtil, repose de maniére cruciale sur la construction d’une base

de Banach de I'espace C"(Op, J', dg\ /).
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1.2.3. Sur certains complétés unitaires universels explicites pour GLy(F'). — Soit
G un groupe de Lie p-adique de dimension finie. Dans [55, 57|, Schneider et Teitelbaum
ont défini et débuté ’étude de la catégorie des représentations localement analytiques de G.
Une telle représentation est par exemple fournie par le sous-espace des vecteurs localement
analytiques d’un espace de Banach p-adique B muni d’une action continue unitaire de G.
Rappelons qu'un vecteur v € B est dit localement analytique si 'application de G dans
B définie par g — gv est localement analytique au sens de [55]. Schneider et Teitelbaum
ont montré [57] que si G est le groupe des Q,-points d’un groupe réductif défini sur @,
et si B est une représentation de Banach unitaire admissible non nulle de GG, alors le sous-
espace B" des vecteurs localement Q,-analytiques de B est dense dans B. Cela suggere que
les représentations localement Q,-analytiques devraient avoir un grand role a jouer dans le
programme de Langlands p-adique (voir par exemple [44, 24| pour GL2(Q))).

Si 'on dispose d’une représentation localement analytique I de G, il est intéressant d’étu-
dier son complété unitaire universel. Rappelons [33, §1] qu'un complété unitaire universel de
I est la donnée d’un espace de Banach p-adique I muni d’une action continue unitaire de
G, et d'une application E-linéaire, continue et G-équivariante ¢ de I sur I telle que toute
application FE-linéaire, continue et G-équivariante I — W, avec W un G-Banach unitaire se
factorise de facon unique a travers . Grosso modo, cela revient 3 dire que I est le complété
p-adique de I par rapport a un réseau ouvert minimal stable par G. Mentionnons qu’en
général, il est tres difficile de déterminer si I est non nul. Cette notion a été formalisée
par Emerton, une fois des exemples de complétés unitaires universels construits par Breuil
[12, 14] et Berger-Breuil [8].

Rappelons ici le cas cristallin de [8], qui a été le point de départ de cette these.

Soit V' une représentation de Gal(@p /Qp) de dimension 2, absolument irréductible, cristal-
line, p-semi-simple et de poids de Hodge-Tate 0 et k — 1 avec k > 2. On sait [22, §5.5] qu’une
telle représentation est uniquement déterminée par un couple d’éléments («, ) de E*. Dans
ce cas, il se trouve que le GLy(Q,)-Banach unitaire B(V') associé a V' par la correspondance
de Langlands p-adique est le complété unitaire universel de la représentation localement algé-

brique Sym*2E? @ Indg(Lé(()@p)
P
algébrique de GL2(Q,) de plus haut poids (0,k—1), nr(a™!) (resp. nr(pB~!)) désigne le carac-

tere non ramifié envoyant p sur o~ ! (resp. p3~1), et Indg%&?p) (nr(ofl) ® nr(pﬁfl)) désigne

(nr(a™t) @nr(ps)), o Sym*~2E? désigne la représentation

la représentation lisse irréductible non ramifiée de GL2(Q,) associée par la correspondance
locale de Hecke a la représentation de Weil déduite de V' par [37].

Plus précisément, les techniques introduites par Colmez permettent de démontrer I’exis-
tence d’un isomorphisme P-équivariant entre B(V)Y et (l&lw D(V))b, ot D(V) est le (o,T')-
module associé a V et ou la limite projective consiste en les suites ¥-compatibles bornées
d’éléments de D(V'). On peut ainsi prouver que B(V') est non nul, topologiquement irré-
ductible et admissible. Pour prouver ’existence de cet isomorphisme, une étape importante
consiste a décrire explicitement de B(V) comme espace de fonctions continues sur Q, d'un
certain type. Pour I'obtenir nous avons besoin de quelques notations supplémentaires. Notons
B(a) 'espace de Banach des fonctions f: Q, — E telles que :

(i) f|z, définit un élément de CV8()(Z,, E);
(ii) (apﬁ_l)”“l(z)zk_Qf(l/z)|Zp_{0} se prolonge sur Z,, en une fonction de CV*(*)(Z,,, F).
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On peut munir B(«) d'une action continue de GL2(Q)) qui en fait un GL2(Q))-Banach.
Notons ensuite L(«) 'adhérence dans B(a)) du sous- E-espace vectoriel engendré par les fonc-
tions :

z 27,

R (apﬁ—l)val(z—a)(z _ a)k—Q—j siz#a
0 siz=ua;

avec a € Qp, et j € Z tel que 0 < j < val(w).
On dispose alors du résultat suivant [8, Théoreme 4.3.1].

Théoréme 1.2.5. — Il existe un isomorphisme G-équivariant d’espaces de Banach p-adiques :

B(V) = B(a)/L(a).

Soit maintenant F’ une extension finie de Q, et V une représentation continue de Gal(Q,/F)
cristalline, de dimension 2 sur F, et a poids de Hodge-Tate distincts. On ne dispose pas d’une
construction générale qui permet d’associer a V' une représentation de Banach unitaire B(V')
déterminant V' & isomorphisme pres (voir [16] pour un état des lieux). Cependant, en utilisant
principalement les travaux de Schraen [59] et de Frommer [38] sur la filtration de Jordan-
Holder des induites paraboliques localement Q,-analytiques, Breuil [17] parvient a définir
une représentation localement Q,-analytique II(V) de G dont il commence ’étude. Cette
construction, qui généralise une description explicite des vecteurs localement analytiques de
B(V) lorsque F' = Q, [44, 24|, ne permet pas de reconstruire V' mais elle donne une premiere
approximation de la représentation localement Q,-analytique qui devrait étre associée a V.
Plus précisément [17, §4], la représentation II(V') est une somme directe de représentations
de la forme

I(x; J,ds\j) = ( X (Symd"EQ)U) QF (Indzgm ®X2)J an,
oceS\J
ou :
e J est une partie de S et dg\ ; un |S\J|-uplet d’entiers positifs ou nuls;
® x1, X2 sont deux caracteres multiplicatifs localement J-analytiques de F'* dans E*;
° (Ind%)ﬁ ® Xg)“’*an désigne l'induite parabolique localement J-analytique, c’est-a-dire
I'espace des fonctions localement J-analytiques f: G — E telles que f(bg) = (x1 ®
x2)(b) f(g) sur lequel G agit par translation usuelle & droite ;
e pour 0 € S et dy, € N, (Symd"E2)" désigne la représentation algébrique irréductible
de GLy ®F, E dont le plus haut poids vis-a-vis de P est x,: diag(z1,z2) — o(xg)%.

Le Chapitre 3 fournit une description explicite du complété unitaire universel de I(x, J, d S\ 7)-
Avant d’énoncer nos résultats, nous introduisons quelques notations supplémentaires. Posons
r = —valg, (x1(p)) et supposons > 0. Notons alors

J':JH{JES\J,dU+1>r}, X1 =X1, Xo=X2 H ol
oeJ\J

On désigne aussi par B(x/, J’ s dg\ g) le E-espace de Banach des fonctions f: F — E qui
vérifient les deux conditions suivantes :
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(i) flop définit un élément de C"(Op, J', dg\ j);
(i) X’Qx’l_l(z)zdS\J’f(l/z)bF_{O} se prolonge sur O en une fonction de C"(Op, J', dg\ ;)-

Cet espace peut étre muni d’une action de GG qui en fait une G-représentation de Banach.
Notons alors L(x', J', dg\ ;) 'adhérence dans B(x', J', dg\ ) du sous-E-espace vectoriel en-
gendré par les fonctions :

DG\ g’ LM g1
z >z S\

R e CR e P
0 siz=ua;

avec a € F, m; € N/ et 0 < ng y < dg\ g tels que r — (Ing, y/| + [m]) > 0.

Notons I(x, J, dg\ N\ le complété unitaire universel de la représentation I(y, J, dg\ 7). Le
résultat principal du Chapitre 3, qui généralise le Théoreme 1.2.5, est alors le suivant.

Théoréme 1.2.6. — Il existe un isomorphisme G-équivariant d’espaces de Banach p-adiques :
I(X> J, dS\J)/\ — B(Xla J,a dS\J’)/L(Xla J,a dS\J’) :

La premiere étape consiste & remarquer que les représentations (', J', d s\)et I(x, J,d S\ 7)
ont le méme complété unitaire universel. La deuxieme étape, qui est le coeur de la preuve,
consiste & montrer qu'une boule ouverte (de centre 0) du Banach dual de I(x',J',dg\ N
s'identifie aux distributions y dans le dual fort de I(x',J',dg\ ;) telles que pour tout n € Z,

tout a € F, tout 0 < ng\ g < QS\J, et tout mj € N’' on ait :

(1.2.3) ] / (2 — )™\ (2 — a)™ ,u(z)’ < C,grImsy =l )
D(a,n)

(1.2_4) ‘ / X2X1_1(Z _ CL)(Z _ a)ds\J/—ﬂs\J' (Z _ a)_mjlu(z) < Cuq"(\ﬂs\‘ﬂ'f‘\m‘ﬂ—?“)’
F\D(a,n+1)

avec C, € Rx>q.

Un examen approfondi utilisant de maniere cruciale le Théoreme 1.2.4 montre alors que les
conditions (1.2.3) et (1.2.4) sélectionnent exactement les formes linéaires dans B(x', J', dg\ 5)"
qui s’annulent sur les fonctions de L(X', J', dg\ 57)-

1.2.4. Existence de normes invariantes pour GLs. — Dans cette partie, nous donnons
quelques cas ou I(x, J, d S\ J)/\ est non nul avec J = (), ce qui fournit en particulier de nouveaux
exemples non triviaux vérifiant la conjecture de Breuil et Schneider [20].

Celle-ci, qui généralise une conjecture antérieure de Schneider et Teitelbaum [58], peut
se résumer comme suit : “L’existence d’une filtration faiblement admissible sur un (¢, N)-
module D est équivalente a 'existence d’une norme GL4(F')-invariante sur une représentation
localement algébrique naturellement associée a D”.

Rappelons I’énoncé précis de la conjecture pour GLo(F'). Fixons :

e un couple (a, ) € EX x EX avec (o8N ¢ {q,q'};
e un |S|-uplet d’entiers positifs ou nuls d = (dy)ses-
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Posons pg = &,cg(Sym? E?)? et notons (r,V) la représentation du groupe de Weil-
Deligne de F' de dimension 2 sur F, réductible, non ramifiée et envoyant le Frobenius arith-
métique sur la matrice [ g} Par la correspondance de Langlands locale modifiée [20, §4], on
peut associer a (r, V') la représentation lisse de GLa(F') définie par

T = Indg(nr(a_l) ®ur(pB)),

oll, pour tout ¢ € E*, on note nr(p): F* — E* le caractere trivial sur O qui envoie wp
sur /. Notons que Phypothese sur le couple (cr, B) nous assure que 7 est irréductible.

Soit D un ¢-module sur Fy®gq, E. On peut lui associer explicitement une représentation de
Weil-Deligne par la méthode décrite dans [37]. On la note WD(¢, D) et ’on note WD (¢, D)**
sa [I-semi-simplifiée [30, §8.5]. Si I'on pose Dr = D ®p, I, I'isomorphisme F ®q, E =~
II,. pep E envoyant h®e sur (o(h)e)q, induit alors un isomorphisme de E-espaces vectoriels

Dp ~ H Dp,
o: F—>E
ou l'on a posé D, = (0,0,...,0,1,,0,...,0) - Dp. Ainsi, la donnée d’une filtration décrois-
sante exhaustive séparée de Dp par des sous-(F ®g, F)-modules (Fil'Dp)icz (non néces-
sairement libres) équivaut & la donnée, pour tout o: F — FE, d’une filtration décroissante
exhaustive séparée de D, par des sous-(F ®f, E)-espace vectoriels (FiliD Fo)icz- Une telle
filtration (Fil’Dr);ez est admissible si son polygone de Hodge est en-dessous de son polygone
de Newton (voir la Section 4.4.2 pour plus de détails).

La conjecture de Breuil et Schneider dans le cas de GLy(F') s’énonce alors comme suit.

Conjecture 1.2.7. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) La représentation pg @ m admet une norme G-invariante, i.e. une norme p-adique
| - || telle que ||gv|| = ||v|| pour tout g € G et tout v € pg @ .
(i) Il existe un w-module D de rang 2 tel que

WD(g, D)** = (r,V)
et une filtration faiblement admissible (FiliDFﬁ)ieZ sur Dp telle que
oeS
Fil'Dp,/Fil'"'Dp, #0 <<= i€ {-d,—1,0}.

Cette conjecture est prouvée pour F' = Q, [8, 24], mais cette preuve repose de maniere
cruciale sur la théorie des (p,I')-module de Fontaine, ce qui empéche pour linstant son
adaptation directe & un cadre plus général. Mentionnons que dans [40], Hu démontre en
toute généralité implication (7) = (i7). Par ailleurs, des résultats partiels ont été obtenus par
Breuil-Schneider [20] et Sorensen [62].

Dans le Chapitre 4, nous démontrons la Conjecture 1.2.7 sous certaines hypotheses tech-
niques portant sur les poids de la filtration. Fixons ¢: F' < E un plongement de F' dans E
et notons g le Frobenius arithmétique sur Fy. Posons

st 5 e S,d, #£0}
et, pour [ dans {0,..., f — 1}, notons :
g {0 € ST, a([¢]) = 1o @b ([¢]) pour tout ¢ € k:p}

Remarquons que si F' est non ramifiée, on a |J;| < 1 pour tout .
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Si i € Z, on désigne par i 'unique représentant de ¢« mod f dans {0,..., f — 1}. On pose
alors, pour tout o € J; :

vy = inf {1 <3 < f,J; £ 0},

c’est-a-dire la plus petite puissance du Frobenius ¢ pour passer de J; a un autre Jji non vide.
Nous démontrons alors résultat suivant.

Théoréme 1.2.8. — Supposons que le (ii) de la Conjecture 1.2.7 soit vérifié et supposons
que d = (dy)ses satisfasse aux deuz conditions supplémentaires suivantes :
(1) pour tout 1 € {0,...,f =1}, || <1;
(2) pour tout o € Jp,
dy +1 < p¥.

Alors la représentation pg @ ™ admet une norme G-invariante.

Il est relativement aisé, en reprenant les idées de [11], de décrire la représentation lo-
calement algébrique pg ® m par induction compacte. On en définit alors naturellement un
sous-Op[K]-module de type fini qui 'engendre sur E, puis nous montrons que si les condi-
tions (1) et (2) du Théoreme 1.2.8 sont vérifiées, alors ce réseau est séparé.

Posons x1 = nr(a~!) et xo2 = nr(37!). Une conséquence importante du Théoréme 1.2.8 est
alors donnée par le résultat suivant.

Corollaire 1.2.9. — Supposons que J = 0 et que d vérifie les conditions (1) et (2) du
Théoréme 1.2.8. Alors I(x,0,d) # 0.

Mentionnons que Vignéras [64] a montré la non-nullité du complété unitaire universel de
la représentation I(x,0,0) lorsque x1 et x2 sont deux caractéres modérément ramifiés. Une
preuve récente du méme résultat, reposant de maniere essentielle sur I’étude du modele de
Kirillov associé a cette représentation, a été donnée par De Shalit et Kazhdan [42].

1.3. Questions et perspectives de recherche

Les résultats démontrés dans ce texte suggerent qu’il peut étre intéressant de travailler
selon les deux axes suivants :

e étendre les résultats que nous avons obtenus pour GLy(F') au cadre du groupe GL,, (F),
ol n est un entier positif > 3;

e commencer ’étude des complétés unitaires universels de certaines extensions de séries
principales de GLa(F).

Pour préciser les deux points mentionnés ci-dessus, nous introduisons quelques notations
supplémentaires. Fixons un entier n > 3. On désigne par T,,(F') le tore déployé des matrices
diagonales de GL,,(F') et par P,(F’) le sous-groupe de Borel formé des matrices triangulaires
supérieures de GL, (F'). Fixons, pour tout i € {1,...,n}, un caractere x;: F* — E* loca-
lement J-analytique. Choisissons un caractere algébrique 7 de (Resg/g,Tn)(Qp) qui soit un
poids dominant et puisse donc étre écrit comme un produit H 7y, aVec 1), un caractere

oceS\J
o-algébrique de T),(F"). Notons V(1) la représentation irréductible algébrique de Resr/q, GLy,
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dont le plus haut poids vis-a-vis de Resp/q,Pn est 7, considérons la représentation localement
Qp-analytique suivante de GL,,(F) :
déf GL(F J—an
I=vmne (Indp o )X1®...®Xn> :

Une question naturelle consiste alors a chercher une description explicite du complété unitaire
universel de I a ’aide des espaces de Banach des fonctions de classe C” sur O (en plusieurs
variables) introduits dans le Chapitre 2 et des récents travaux de Nagel [47]. Il est ensuite
naturel de s’intéresser a d’éventuels cas de non nullité, en commencant par le cas localement
algébrique (i.e. J = 0).

Rappelons que P est le sous-groupe de Borel formé des matrices triangulaires supérieures de
GLy(F). Fixons un plongement o: F' < F, et deux caracteres x1, x2: F* — E* localement
o-analytiques “suffisamment génériques”. Une question potentiellement tres intéressante dans
le cadre du programme de Langlands p-adique pour GLa(F') consiste a étudier le complété
unitaire universel des extensions de séries principales de la forme

o—an o—an
0— (IndgL2(F)x1 ® xz) - ¥ — (IndgL2(F)xga(Z)\z|p ® xla(z)_1|z|}1> —0

construites dans [43] par Kohlhaase. Il serait par exemple déja intéressant de savoir si les
complétés unitaires universels de ces extensions sont ou non admissibles.



CHAPITRE 2

ESPACES DE FONCTIONS DE CLASSE C" SUR Op

2.1. Préliminaires

2.1.1. Introduction. — Soit p un nombre premier. La correspondance de Langlands p-
adique pour GL2(Qp), commencée sous I'impulsion de Breuil [12, 11] et établie par Colmez
[25] et Paskunas [50] & la suite des travaux de Colmez [24] et Berger-Breuil [8], est une
bijection entre certaines représentations de dimension 2 de Gal(@p /Qp) et certaines représen-
tations de GL2(Qp).

Une étape importante dans 1’établissement de cette correspondance pour la classe des
représentations galoisiennes de dimension 2, absolument irréductibles et devenant cristallines
sur une extension abélienne de Q,, est la description explicite du complété unitaire universel
de certaines induites paraboliques localement algébriques [8, Théoreme 4.3.1]. C’est la que
I’analyse p-adique, et plus précisement 1’espace de Banach des fonctions de classe C” sur Z,,
ou r désigne un nombre rationnel positif ou nul et Z, I’anneau des entiers p-adiques, intervient
de maniere cruciale. Une question naturelle est la généralisation de cette étape pour certaines
représentations localement Qp-analytiques de GLa(F'), ot F' est une extension finie de @Q,
[28]. Pour cela, nous avons été amenés & introduire et étudier une nouvelle notion de fonction
de classe C" sur Op.

Dans le cas ou I’ = Q, on dispose d’'une bonne théorie de C"-différentiabilité, qui a
été développée essentiellement par Schikhof [53], Barsky [3], Amice-Vélu [2] et Vishik [65].
Nous renvoyons le lecteur & [23] pour un exposé des résultats principaux sur lespace des
fonctions de classe C" sur Z, et son dual des distribution d’ordre r. Pour ce qui est des
fonctions de classe C" sur O, ou F' est une extension finie de @), on peut choisir une base
de Of sur Z, et 'utiliser comme on pense, mais ce procédé, qui n’est pas canonique, ne
donne pas la bonne notion. Dans cet article nous proposons une autre définition, qui fait
intervenir les plongements de F' dans E, ot £/ désigne une extension finie de Q,, et qui peut
se résumer par la formule : “ une fonction f: Op — E est dite de classe C" si f(z +y) a un
développement limité a 'ordre [r] en tout x, et si le reste est o(|y|") uniformément (en z)”.
Le premier résultat principal que nous obtenons est la construction d’une base de Banach de
I'espace C"(OF, E) des fonctions de classe C" sur O, qui consiste d’une famille dénombrable
de fonctions localement Q,-polynomiales. Le deuxieme, qui porte sur son dual topologique,
donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une forme linéaire définie sur un espace
de fonctions localement Q,-polynomiales convenable s’étende en une distribution d’ordre r,
ce qui généralise des résultats classiques d’Amice-Vélu [2] et Vishik [65].
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Mentionnons que Nagel [45, 46|, en s’appuyant sur les travaux de Schikhof [53] et De
Smedt [32], a également introduit une théorie de C"-différentiabilité en plusieurs variables
pour une large classe de domaines, par exemple pour ceux qui s’écrivent sous la forme Zj, ot n
est un entier positif. Etant donné que cette notion est stable par rapport a des isomorphismes
linéaires, il serait alors intéressant de comparer les deux constructions dans le cas n = [F': Q)
une fois que ’on a choisi une base de O sur Z,,. Signalons que 'absence, a présent, des criteres
d’Amice-Vélu pour l'espace introduit par Nagel, fait qu’il n’est pas trivial de comparer les
deux approches.

2.1.2. Notations. — Soit p un nombre premier. On fixe une cloture algébrique @p de Q@
et une extension finie F' de Q, contenue dans @p. On désignera toujours par E une extension
finie de Q) qui vérifie :

S| = [F : Q,), ot S % Homyy,(F, E) .

Si L désigne 'un des corps F' ou E, on note O son anneau des entiers, on en fixe une

uniformisante @y, et I'on note k;, = Op/(wy) son corps résiduel. On pose f = [kp : Fp],
g = p! et l'on designe par e I'indice de ramification de F' sur Qp, de sorte que [F: Q) =ef.
La valuation p-adique valp sur @p est normalisée par valp(p) = [F : Qp] et 'on pose

2| = pvr(@) gi g € Q,.-
SineNetx*e{<,<,> > =} notons :

I, = {(ig)aeg € NS, Zig * n}

c€eS

Sin = (ny)ees et m = (my)secs sont des |S|-uplets d’entiers positifs ou nuls, nous posons :
. | déf |,
(i) n! = [l egno!;

dét
i) |n| = Ypes o

déf
i) n—m = (ng — Mg)oes';

(
(
(iv) n < m si ny, < m, pour tout o € S;
(
(

9 (@) =g
vi) pour tout z € Op, 2% n 4 H o(z)".
oc€S
Une norme p-adique sur un E-espace vectoriel V' est une fonction ||-||: V' — Rx¢ telle que :
(i) Jv+ wl|| < sup(||v]], ||w]) pour tout v,w € V;
(ii) [|Av] < |Al||v]| pour tout A € E, v € V;
(iii) |lv|| = 0 si et seulement si v = 0.
Un espace de Banach p-adique sur F est un FE-espace vectoriel topologique complet dont
la topologie provient d’une norme p-adique. Dans ce texte tous les espaces de Banach sont
p-adique et tels que ||B| C |E]|.
Si V est un E-espace vectoriel topologique, on note V' son dual topologique muni de la
topologie forte [54, §9].

2.1.3. Enoncé des résultats. — Dans la Section 2.2 nous introduisons d’abord la notion
de fonction de classe C" sur Op, ou r est un nombre rationnel positif ou nul. On dit qu’une
fonction f: Op — E est de classe C" s'il existe une famille de fonctions bornées D;f: O —
E, pour i € I, telles que f(z +y) a un développement limité & 'ordre [r] en tout = et si le
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reste est o(|y|") uniformément (en x). Montrer 'unicité de cette famille de fonctions requiert
une estimation technique sur le maximum des valeurs absolues des coefficients dominants
d’une fonction Q,-algébrique, qui utilise de facon cruciale le théoreme d’Artin d’indépendance
algébrique des homomorphismes. Dans une deuxieme partie on étudie quelques propriétés de
I'espace C"(Op, E) : nous montrons que c’est une algebre de Banach sur E et que, pour tout
i € I<p, V'opérateur D; définit une application continue de C" dans C"~lil | Ensuite, nous
donnons une condition suffisante sur une fonction h: Op — Op pour que f o h soit de classe
C" et nous montrons que si I'on fixe une telle fonction alors I'application qui associe a toute
f € C"(Op, E) la fonction f o h est continue.

Soit J une partie de S et (dy)ses\s un [S\J|-uplet d’entiers positifs ou nuls. Nous consi-
dérons dans la Section 2.3 le sous-espace F(OF,J, (ds)seg\s) de I'espace des fonctions lo-
calement Qp-analytiques qui sont localement analytiques selon les plongements o dans J
et localement polynomiales de degré au plus d, selon les plongements o dans S\J. Nous
montrons que cet espace s’injecte de fagon continue dans I'espace des fonctions de classe C”
(Corollaire 2.3.4) et nous en décrivons I'adhérence dans C"(Op, E) en utilisant les opérateurs
de dérivation D; (Corollaire 2.3.16). On note C"(OF, J', (dy)cs\ ) cette adhérence, ot J'
désigne le sous-ensemble de S défini par :

J' =J][{oeS\J ds+1>r}.

Une deuxieme partie de cette section est consacrée a la construction d’une base de Banach
(qui dépend de 7) de l'espace C"(OF, E). Dans le cas O = Z, mentionnons que cette base
coincide avec celle construite par Van der Put [63] pour l'espace des fonctions continues sur
Z,, (ou ce qui revient au méme pour C%(Z,, E)) et généralisée par Colmez [23] pour C7(Z,, E)
avec r un nombre rationnel quelconque. Signalons que pour I’espace des fonctions continues
sur OF cette base a déja été construite par De Shalit [31, §2]. Donnons un apercu de notre
construction. Fixons un plongement p: F < E. Posons A_; = (), Ag = {0} et choisissons
pour tout h € N5 un systéme de représentants A, C Op des classes de Op/ w%(’)F de sorte
que Ay, O Ap_1. Notons alors A = [];~, Ar\Axr—1. Pour tout a € A on définit [(a) comme le
plus petit entier ng tel que a € A,,,. Siac Aetiel <[r]> on note eq ; » la fonction définie par

a)r z—a\t
Z — ea,g’,?‘(z) - p(wF)[l( ) ]1(z+wll4£a)(9F (Z) (W) ’
W

Théoréme 2.1.1. — La famille des eq i, poura € A et i € I<};), forme une base de Banach
de C"(Op, E).

Pour cela on généralise la preuve de [23, 1.5.14]. Plus précisement, un premier ingrédient
que nous utilisons est une estimation de la norme C” des eq;, (Lemme 2.3.7). Un deuxieéme
est la construction explicite, pour toute fonction f € C"(Op, F), d’une suite de fonctions f
telles que fj, tend vers f dans C"(Op, E) quand h tend vers +o0o (Proposition 2.3.10). Nous
terminons cette section en décrivant la sous-famille de la famille des e, ; » qui va étre une base
de Banach pour I'espace C"(OF, J', (dy)ses\7)-

Dans la Section 2.4 on s’occupe des duaux topologiques des espaces considérés précé-
demment. Si N € N, on note F¥(Op, J, (ds)ses\s) l'espace des fonctions localement Q-
algébriques sur O de degré au plus N dans F(Or, J, (ds)ses\s) €t FN(OF, J, (do-)a-es\J)v
'ensemble des formes linéaires sur F¥ (O, J, (dy) e s\s)- Le résultat principal (Théoreme
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2.4.2) donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'une forme linéaire sur l’espace
FN(OF, J, (do)ses\s) 8'étende en une forme linéaire continue sur C"(Op, J', (dy)ses\ 7). Cela
généralise un résultat dit & Amice-Vélu [2] et Vishik [65].

Théoréme 2.1.2. — (i) Soit p € C"(Op, J', (dy)ses\ )" . 1l existe une constante Cy, € Rxg
telle que pour tout a € Op, tout n € N, et tout i € N¥ tel que i, < dy pour tout o € S\.J',
on ait :

Z—a\t
o (58] <c
a+wEkOp Wr

(ii) Soit N > [r] un entier et soit € FN(Op, J, (ds)yes\s)" . Supposons qu’il existe une
constante C,, € Rx>q telle que, pour tout a € Of, tout n € N, et tout i € I<y tel que iy < d,
pour tout o € S\J, on ait :

Z—a\t
o (58] <o
a+wEOp Wr

Alors p se prolonge de maniére unique en une forme linéaire continue sur C" (Op, J', (dg)geg\J/).

Le (i) est conséquence d’une estimation de la norme C" d’une fonction localement Q-
analytique (Proposition 2.3.2). Le (ii) est plus subtil et est entierement basé, d’apres la Section
2.3, sur la connaissance d’une base de Banach explicite de 'espace C"(Op, J', (dy) e S\J)-

2.2. Fonctions de classe C" sur Op

2.2.1. Définition. — Soit r € Q>¢. Notons [r| sa partie entiere. On dispose de I'espace de
Banach de fonctions de classe C" sur Z, a valeurs dans E. Rappelons [23] que f: Z, — E
est de classe C" si f(z 4 y) a un développement limité a l'ordre [r] en tout z, et si le reste
est o(|y|") uniformément (en x). Dans cette section on va construire un espace de fonctions
de O dans F qui généralise cette idée. La définition que I'on donne ne dépend pas du choix
d’une Zy,-base de OF : elle va dépendre juste des plongements de O dans E.

Définition 2.2.1. — On dit que f: O — E est de classe C" sur O 8’1l existe des fonctions
bornées D;f: Op — E, pour i € I, telles que, si 'on définit £ ,1: Op x Op — E par :

cr(@y) = fz+y) = Y Dif@)%

i€l

et pour tout h € N
Cyr(h) = sup (s )l
IEEOF,yGW?OF
alors Cy,(h) tend vers 0 quand h tend vers 4oo.
Remarque 2.2.2. — (i) Soit f une fonction de classe C” sur Op. Alors e ,)(z,0) = 0 pour
tout = € O car, pour tout h on a :

sup |ef(z,0)] < sup \gf,[r](x,O)]qrh < Cy,(h)
z€O0p z€0p
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et Cyr(h) tend vers 0 quand h tend vers 400 par hypothese. Cela implique Dy f(x) = f(z)

pour tout € Op. Comme C},(h) tend vers 0 quand h — 400, a fortiori on a :

(2.2.1) sup e, (z,y)| = 0 quand h — +oo0.
:EGOF,yGWZ—‘OF
De plus :
i
(2.2.2) sup Z Dif(:c)y—" — 0 quand h — 400
mEOF,yGW%OF ZEI<[T] L
lil>1

car par définition D;f est une fonction bornée sur O pour tout i € I, et Iyt < ¢~" pour

tout y € w%(’)p et tout i € Iy, li| > 1. On peut réécrire 5f7m(ac,y) sous la forme

/)

erm(@y) = (flx+y) = fl@) = Y Dif(:c)%

i€lqy -
li|>1
et donc (2.2.1) et (2.2.2) impliquent
Sup | f(z+vy)— f(x)] = 0 quand h — +00

IGOF,yew%OF

c’est-a-dire f est une fonction continue. En particulier une fonction de classe C° est une

fonction continue.

(ii) Soit f une fonction continue sur Op. Alors f est de classe C° sur Op. En effet, par

continuité de f on a :

sup | flz+y) — f(z)] = 0 quand h — +o0
:L‘EOF,yE‘w;L,OF

et donc si 'on pose :
Vz € Op, Dof(x) = f(x)

on voit que Dy f vérifie la Définition 2.2.1 et cela permet de conclure.

Lemme 2.2.3. — Soit f: Op — E une fonction de classe C". Alors f est de classe C* pour

tout l € Q>p, I < 7.

Preuve. — 1l suffit de prouver que f est de classe C*' pour tout I € N et [ < [r]. La démons-
tration se fait par récurrence sur [ < [r]. Supposons donc que f soit de classe C' pour un
I € Nug, I < [r]. Montrons qu'elle est de classe C'~1. Comme Cy;(h) tend vers 0 quand h

tend vers +oo, alors a fortiori on a

(2.2.3) sup e (T, Ng V" 50 quand h — +oo.
xEOF,yewg(DF

D’autre part

i
(2.2.4) sup Z Dif(m)y,—"qh(l_l) — 0 quand h — +o0.
:EGOF,yEW%OF = - L

En effet, la fonction D;f est bornée sur Op pour tout i € I_; par définition et |yi| < ¢~

pour tout y € w}(’)p, i € I_;. Donc si 'on pose

C = sup sup ‘Dif(x)‘
i€l_; z€Op

hl
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on obtient :
y
sup ‘ZDf ‘qh(ll Ccq"

IGOF,yEwF(’)F iel_,
et Cqg~" — 0 quand h — +o00. On peut réécrire eru(x, y) sous la forme :
eru(@,y) =cpp-y(@,y) — > Dif(x)
1€l

Les conditions (2.2.3) et (2.2.4) impliquent

sup le -1 (:B,y)|q(l_1)h —0 quand h — +oo,
a:E(’)F,yew%(’)F
ce qui permet de conclure.
O
Lemme 2.2.4 (Unicité). — Soit f: O — E une fonction de classe C". Alors il existe

une unique famille de fonctions
{Dif: Op = E, i€lq}
qui vérifie la Définition 2.2.1.

Preuve. — Supposons que
{Fz: OF — E, 1€ Ig[r]} et {Gz OF — E, 1€ ISM}

soient deux familles de fonctions qui vérifient la Définition 2.2.1. On veut prouver que F; = G;
pour tout i € I<py. La démonstration se fait par récurrence sur [i|, i € I<p). D’apres la
Remarque 2.2.2 on a Fy = f = Go.

Soit 0 < m < [r]. Supposons F; = G; pour tout i € I<,—1. On veut montrer que F; = G;
pour tout ¢ € I_,. Par 'hypothese de récurrence on déduit que pour tout xz,y € Op on a :
y* y*
faty - Y B@E =ity - Y G@)Y

, - , i!
lelgn—l lelgn—l

Notons ¢, _1 la fonction définie pour tout z,y € Op par :

on—1(z,y) = f(z +y) - Z Fi(x)%!l'

Zelgn—l N

D’apres la preuve du Lemme 2.2.3 on sait que

T

(2.2.5) sup on—1(x,y) — Z Fﬁ(x)y—' ¢" — 0 quand h — +oo
xGOF,yEW%OF iel_p Z:
et
T
(2.2.6) sup ‘gpn 1(z,y) Z Gi(z y—' " — 0 quand h — +o00.
z€0F YE@WOp icl—p v

Fixons ¢ € Op. Supposons
Gl(l‘) = Fg(.%) +a; a; € FE.
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Alors, par (2.2.6) on a :

sup ‘(%-1(:6,1/)— Z Fz(x)y—a — Z o "q — 0 quand h — +o00,

h 7!
yewrOF icl—y, = icl_p

et donc, en utilisant (2.2.5), on déduit que

(2.2.7) sup ‘ Z oG il ’ im0 quand b — +oc.
YEwWEOF el

ot . . N . )
De plus, comme ) iy est une fonction polynomiale homogene de degré n on a :

i€1=n

vl
(2.2.8) sup ’ Z 0@1—!

Par (2.2.7) et (2.2.8) on déduit que

" =0,

i

Vh € N, sup ’ Z az‘yf

= 4!

yewFOF Z'GI:n =

et donc, d’apres le théoreme d’Artin d’indépendance algébrique des homomorphismes, que
o; = 0 pour tout ¢ € I—,, d’ou le résultat.

O

Notons C"(Op, E) 'ensemble des fonctions de O dans E qui sont de classe C". On munit
C"(Op, E) de la norme || - [|cr définie par :

D;f(z)

i

)

le £, (2, y)!)

x,yEOF |y‘r

I fller = sup ( sup sup
iEIS['r] zeOp

ce qui en fait un espace de Banach sur FE.

Ezxzemple 2.2.5. — Soit r € Q. Soit m = (my)ses un |S|-uplet d’entiers positifs. Consi-
dérons la fonction f de O dans E définie par z — z™. Posons :
D,f(z) { (%)zm_? sit<m

2.2.9 — =
( ) 3! 0 sinon.

Pour tout z,y € O on a :

Mytzm=t sir < |m|

m |
]+

M/X

(2.2.10) erm(@,y) = lu

- M

sinon.

En revenant a la Définition 2.2.1 on voit que f est bien de classe C". D’apres (2.2.9) on a :

D.
J(z)‘ < sup <m> Zm—z’ <1
2e0p 1‘ zeOp 2
et d’apres (2.2.10) on a :

l

e, (7, )] | (7)yta™

sup ———— < sup sup —— ——— <1
z,yeOf ‘y| I<m =z,y€0f ’y|
[L>[r]+1

On en déduit que 'on a [|f[|cr < 1 et comme sup,cp,. |f(2)]=1ona ||flcr = 1.
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Remarque 2.2.6. — Notons d = [F': Q). Comme Op est un Z,-module libre de rang d, il
est naturel de considérer une autre notion de fonction de classe C™ sur Op. Fixons un d-uplet
7 = (73)1<i<a de nombres rationnels positifs ou nuls tels que 2?21 r; = r ainsi qu’une base
(€i)1<i<a de Op sur Z,. Notons 6: Zg — Op l'isomorphisme de Z,-modules défini par

d
9(@1, .. ,ad) = Zaiei
=1

et, pour tout z € ®f-l:1 C"(Zy, E), définissons || z|| comme I'infimum des sup;¢ s [|vj, [|om -
|[vjllcra sur toutes les écritures possibles de z sous la forme . ;vj, ® ... ® vj,. On munit

—d
ainsi ®§l:1 C"i(Zy, E) d'une semi-norme || - || et I'on note alors &),_;C"(Zy, E) le séparé
complété de I'espace ®‘f:1 C"(Zy, E) pour cette semi-norme. Posons :

. —d
C(Op,BE)={f: Op = B, fo € ®,_,C"(Z,, E)},

—~d
que 'on munit de la topologie induite par celle définie sur ),_,C"(Zp, E). Il se trouve que
C™(OF, E) n’est pas le bon espace que I'on veut étudier essentiellement pour deux raisons :

(i) Pespace C7(Op, E) dépend de 7 et pas seulement de |7] = r;
(ii) 'espace C™(Op, F) dépend du choix d’une base de Of sur Z,.

2.2.2. Premieres propriétés. — Soit » € Q>¢ et f une fonction de classe C" sur Op.
Alors, d’apres le Lemme 2.2.4 il existe une unique famille de fonctions

{Dif: Op = E, i€ Iy}

qui vérifie la Définition 2.2.1. Dans la suite on veut montrer que si ’on choisit une fonction
de cette famille, disons D; f, alors elle est de classe C"~lil, Nous aurons besoin du lemme tech-
nique suivant qui utilise une estimation sur le maximum des valeurs absolues des coefficients
dominants d’une fonction Q,-algébrique.

Lemme 2.2.7. — Soit N € N. Soit a; pour i € I<y une famille d’éléments de E. Alors il
existe une constante C' € R>q et un ng € N tels que pour tout h > ng on a :

_hli 7
(2.2.11) sup |a;lg Mil < ¢ sup ‘ Z %E

ZEISN ZGW?OF iEISN

Preuve. — Soit P: O — E la fonction définie par :

Il existe un entier £ > 1 tel que P peut se décomposer de fagon unique comme une somme
de fonctions :

P(z) = Pn,(2) + Pn,(2) + ...+ PN, (%),

ou tout Py; est homogene de degré N; avec 0 < Ny < No <... < N = N.
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D’apres (2.2.8) on déduit que pour tout Py, non nul il existe 0 < Ay, < By, tels que

M < sup  |Py,| < Byyg MV
zEwFOF

AN, q

Cela implique que pour h assez grand le membre de gauche de I'inégalité (2.2.11) est déterminé
par Ppy,.

Il suffit alors de montrer le lemme lorsque P est homogene de degré N. Or, d’apres le
théoreme d’Artin d’indépendance algébrique des homomorphismes on sait que 'application
qui envoie P sur le vecteur des a; est un isomorphisme d’espaces vectoriels de dimension finie.
Comme sur un espace de Banach de dimension finie toutes les normes sont équivalentes, on
peut conclure.

O

Proposition 2.2.8. — Soit f € C"(Op, E). Alors
(i) Dif € C""1H(Op, E) pour tout i € I<(;1. De plus il existe une constante C' € R
telle que pour tout i € I<j;) on a :

IDifllcri < Cllfllcr.
(i1) Soient i et j deux éléments de I<p,) tels que |i| 4 |j] < [r]. On a :
Dj(Dif) = Diy;f.

Preuve. — Supposons x € Of et y, 2 € whOp. En développant o(y + z)* pour tout o € S
on a:

)i ko ik
> D@ Y ne Y

iEIg['r] - ’iEI<[T] k<i —

Z Z Dk-‘rzf k" ’L;'

i€l keNS
|k|<[r]—1d]

On peut alors réécrire 51,1 (7,y + 2) — €51 (T + v, 2) sous la forme

(2.2.12) -y : (Df (@+y)— Y Diif(x )

keNS
|&|<[r]—[d]

D’apres les inégalités

e (@ y+2)|g™ < Crr(h) et |eppi(e+y,2)|g™ < Crr(h)
on obtient la majoration
(2.2.13) s (@ y +2) —epp(@+y,2)| < Cpr(h)g™.

Notons ep, f1: Or X Op — E, pour i € I}, et h € N, la fonction définie par :

(2.2.14) ep,fi(®,y) = Dif(x +y) — Z Dyyif(x

keNS
|k|<[r] =4



28

On veut montrer que pour tout i € I<j,] on a :

sup |€szv[ﬂ (z, y)|qh<7“_|ﬁ) —0 quand h — +oc.
IEE(/)F,yG’(Z'%OF

Soit € O et y € whOp. Par le Lemme 2.2.7 appliqué & Zzel< ep,f,ir (T, y) - il existe
une constante C(z,y) € R>g et un entier positif n(x,y) tels que pour tout i € IS[T} et tout
[ >n(x,y) ona:

(2.2.15) lepys (@ y)la ™ < C(z,y)  sup ‘ > epppla ?J
zEwFOF i€lcyy

Remarquons que l'application de O x whOp dans Rsq définie par (z,y) — C(z,y) est
localement constante. Notons C' son maximum. De méme, I’application de Op x w%(’)p dans
N définie par (z,y) — n(z,y) est localement constante. Notons n son maximum. En utilisant
les inégalités (2.2.15) et (2.2.13) on déduit alors que pour tout ~ > n on a :

sup  lep,pp(@,y)lg " < CgCy e (R)
2€0F yEwh Op

et donc, pour tout A > n on a :

sup lep, 1,71 (2 )" < cCy,(h).
z€0F Y@ Op

On en déduit 'appartenance de D; f a Cml(Op, E) et la majoration
IDifllgr1ir < Cllfllcr
Par ce qui précéde la fonction Di(Dif)a pour j € T[], est le terme de ep, f 1, (z,-) qui est
facteur de o C ‘est-a-dire
Dj(Dif) = Diy;f,

d’ou le résultat. O

Corollaire 2.2.9. — L’application D; de C"(Op, E) dans Crl(Op, E) définie par f —
D;f est bien définie et continue.

Preuve. — 11 s’agit d’une conséquence immédiate du (i) de la Proposition 2.2.8. O

Rappelons quune E-algébre de Banach est une E-algebre normée (c’est-a-dire vérifiant

llab|l < lla|| - ||b]| et ||1]] < [|1]]) telle que 'espace vectoriel normé sous-jacent soit un espace
de Banach.

Lemme 2.2.10. — Soit r € Q. L’espace C"(Op, E) est une E-algébre de Banach.

Preuve. — Soient f,g € C"(Op, E). Posons pour tout z,y € OF :

Vg (@) = fle+ g +y) — (Y Dif(e )( 3 Digla

Z€I<[ ] - j€I<[T]

)

) on obtient :

\M‘

J

Si on additionne et on soustrait le terme f(z + y) ( ZJ€I< Djg(z)%

\Q‘

(2.2.16) Vigr)(@,y) = flz +y)eg (. y) ( > Digla
J€l<y

. |
m

)Ef[r](w Y).
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Comme f est une fonction bornée sur Op et g € C"(Op, E) on a :

(2.2.17) sup If(z+y)egm (z,9)|¢" =0 quand h — +oo.
CEEOF,yew;L;‘OF

De maniere analogue, comme les fonctions Djg, pour tout j € I, sont bornées sur Op par
définition et g € C"(Op, E) on a :

y
(2.2.18) sup ’( Z Djg(x —>5f iz, y)|q"
€0 YetOr " jel !
Et donc, par (2.2.17) et (2.2.18) on déduit
(2.2.19) sup 1V £4,0r] (z,9)|¢"" =0 quand h — +oo.

z€0p YyewhOp

Par ailleurs, on peut réécrire vy  (,)(2,y) pour tout x,y € Op sous la forme :

fa+ygz+y) - > ( > (IZ) Dz’f(x)ng(x)yﬁJr

kelqp)  itj=k

Posons :
k
Va,y € Op, ergpi(,y) = fle+y)gle+y)— ( > () sz(x)Dl»g(a:)>%

Par (2.2.19) et puisque 'on a :

v |5 (5 ()sonse) 2

xeonyewFOF k61>[ 7] l“rj k

on déduit

(2.2.20) sup € fg,1r (7, Y|g™ =0 quand h — +oo.
xGOF,yEW;}OF

La condition (2.2.20) implique que fg est de classe C" et ’égalité suivante

k
Vk € Iy, Di(fg)= Y (i)Dz‘ijg.

it+j=k
Il nous reste a montrer 'inégalité suivante :
(2.2.21) Vf,9€C(Op, E), fgller < I fllerllgller-
(i) On a :
Dy(fg)(x) Dif(x) Djg(x)
sup | 2958 < sup (sup [Z1 =) < Iflle-ligllcr.
z€0p k! i+j=k ‘zeOp' L zeOp' ]

(ii) En utilisant 1’égalité (2.2.16) on en déduit la minoration

& fg,1r1 (7, )]
LT <l fllerllgller
x,yEOF ’y|

En revenant a la définition de || - ||cr on déduit de (i) et de (ii) I'inégalité (2.2.21). O
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2.2.2.1. Composition de fonctions. — Soit f: Op — E une fonction de classe C" et h
une fonction de O dans Op. Dans ce paragraphe nous donnons une condition suffisante sur
h pour que foh: Op — E soit de classe C".

Commencon par la définition suivante.

Définition 2.2.11. — Soit r € Q>¢. On dit que h: O — F est de classe cm sur Op
s'il existe des fonctions bornées h(V: Op — F, pour 0 < i < [r], telles que, si 'on définit
En,[r] OfF x O — F par :

[r] i

ehpl(2:9) = fla+y) = D hO @)%
=0 ’

et pour tout kK € N

Crr(k) = sup  |enpi(z,y)lg™
acEOF,y»Ew}f?OF

alors Cj, (k) tend vers 0 quand k tend vers +oc.

Le méme raisonnement donné dans la Remarque 2.2.2 nous dit qu’une fonction h: Op — F
de classe C™*¢ est continue.

Lemme 2.2.12 (Unicité). — Soit h une fonction de O dans F de classe C™. Alors il
existe une unique famille de fonctions

(KD 0p - F, 0<i<[r]}
qui vérifie la Définition 2.2.11.

Preuve. — La preuve étant similaire a celle du Lemme 2.2.4, nous y renvoyons le lecteur. [

Notons C™(Op, F) I'ensemble des fonctions de O dans F qui sont de classe C"%. On
munit C™(Op, F) de la norme || - ||oria définie par :
R ()

||h||cm-d:sup( sup sup |———>
0<i<[r] z€0OF L

)

e, (@, )] )
:E,yGOF |y’T

ce qui en fait un espace de Banach sur F.

Proposition 2.2.13 (Composition de fonctions). — Soit r € Q>¢. Si h: O — OF est
une fonction de classe C™*¢ alors

(i) Vf € C"(Op,E), fohe C"(Op,E);

(ii) Uapplication de C"(Op, E) dans C"(Op, E) définie par f — f o h est continue.

Preuve. — Le cas [r] = 0 est immédiat et est laissé au lecteur. Supposons donc [r] > 1.
Posons pour tout z,y € Op :

(2.2.22) Eon i) (@,y) = f(h(z +y)) = > D;f(h(z))

J€l<y =
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Si on additionne et on soustrait le terme f <h( Z h)( )y—:), on obtient :

[r]

Fhe + ) — £ (n(a +Zh 2+ (e AL

S, 0y )”
-2 Djf(h(rv))< - )

J€l<py =
On peut réécrire f(h(z +y)) — f(h(x) + Zﬁl h(®) (x)%) sous la forme
f(h(z +y) — f(h(z +y) —enp(@,v)).

Comme f est une fonction de classe C” sur O et donc par le Lemme 2.2.3 de classe C!, et
h € C™4(Op, F), on a pour y suffisamment petit :

2223) | F(hla+ 1)) = Fh(r+9) — 2hg )] < (50 sup D, f(a) len o v)]

L’inégalité (2.2.23) et le fait que h est une fonction de classe C™* sur O impliquent
sup | f(h(z+y) = F((z +y) —enpi(z,9)ld" =0 quand 1 — +oo.
2€0F ycwh,OF

Par ailleurs, comme f est une fonction de classe C" sur Op alors

[r] 7 [7] () yf: J
f<h(m)+zh(i)(x)%) -2 Da'f(h(fﬂ))(Z hj! %)
=1

J€l<pn =

rl

sup
me(’)p,yew%(’)p

tend vers 0 quand [ tend vers +o00. Avec ce qui précede on en déduit :

(2.2.24) sup € fon,r] (z,y)¢" =0 quand [ — +oo.
IEEOF,yGW%OF

La condition (2.2.24) implique que foh est une fonction de classe C” sur Op et que D;(foh)
est le terme de €0y, (-, ¥) qui est facteur de i’—,l
Il nous reste a montrer le (ii).

e Par ce qui précede on a :

diety, s DU ONE

1p [P < sup(L bl o
xeUp =

e Soit m € N tel que ¢, ,j(7,y) € O pour tout € O, y € wiOp. Par I'inégalité
(2.2.23) on a :

sup | f(h(z +y)) = f(W(x +y) = enp(@ w)llyl™" < (Rl rall fller

z€0Fp,ycwp O
De plus, comme f est une fonction de classe C" on a :
% ; S B0 (g2
4 y =1 2!
F(h@) + Y h@ %) = 3 Dif () ( j, )
i=1 ) ’

Jel<in =

-r

sup
z€0F,yewp OF

< sup e, (@ y)llyl ™"
2€0Fp,yewp O

< [[fller
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e Supposons y ¢ wipOp. En utilisant (2.2.22) on déduit

1€ pon, ) (%5 )
sup RIS < g™ sup(| fllom |1 ller [ bllgrsa).
z€0p y¢wiOp |y|
En revenant a la définition de || - [[cr on déduit qu’il existe une constante C' € R+ telle que
|| f ohllcr < C|fllcr pour tout f € C"(Op, E). D’ou le résultat.
O
2.3. Lien avec les fonctions localement analytiques
2.3.1. Espaces de fonctions localement Q,-analytiques. — Soit J C S et soit dy € N

pour tout o € S\J. Nous allons rappeler la construction de 'espace F(OF, J, (do)ses\.7), Puis
nous montrons que cet espace s’injecte de fagon continue dans C"(Op, F).

Pour a € Op et n € N, on note O(a + @wiOF, J, (ds)ses\s) le E-espace vectoriel des
fonctions f: a + @wpOpF — E de la forme

f(z) = > am(a)(z —a)™
m:(mv)qESENS
mg<ds Sl c€S\J

avec am,(a) € E et |ay(a)|lg™™m) — 0 quand |m| — 400. C’est un espace de Banach sur E
pour la topologie induite par la norme || - |4, définie par :
| lla = sup (Jam(@)lg™(=D) .
m

Pour h € N, on note F4(OF, J, (ds)secs\s) le E-espace vectoriel des fonctions f: Op — E
telles que

Va € Or, floywho, € Ola+ @hOp, J, (ds)ges\y)-

On munit cet espace de la norme || - || 7, définie par
(2.3.1) Iz = sw [flororopllan
amodw}

ce qui en fait un espace de Banach sur E. On voit immédiatement que cette définition ne
dépend pas du choix des réprésentants. De plus, on sait par [54, p. 107] que les inclusions

Fr(Or, J, (do)oes\7) € Fr1(OF, J, (do)ses\a)

sont continues et compactes.

Définition 2.3.1. — Onnote F(OF, J, (dy)scs\s) le E-espace vectoriel des fonctions f: Op —
E pour lesquelles il existe un entier positif ou nul h tel que f € F(OF, J, (ds)ses\1)-

On munit espace F(OF, J, (ds)scs\s) de la topologie de la limite inductive, ce qui en fait
un espace de type compact.

Proposition 2.3.2. — Pour h € N et r € Q¢ on a Fp(Op,S) C C"(Op, E) et, quel que
soit g dans Fn(Op,S) on a :

lgllcr < llgllz, @™
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Preuve. — Soit g € Fj,(OF, S). Fixons un systéme de représentants Ay, des classes de Op /@ Op.
Par hypothese on peut écrire g sous la forme

g(@) = Y am(a)(z —a)™
meNS

quels que soient a € Ay et © € a + w%OF. Posons pour tout i € I, tout a € Ay et tout
T €a+ wF(’)F

(2.3.2) Dig(z) _ Y awla) <m> (z — a)2 L,

meNS
mzi

Montrons d’abord que 'on a I'inégalité suivante :
Dig(z)
i

(2.3.3) Vz € O, ‘ ) < llglz, ¢,

En effet par la formule (2.3.2) on a les inégalités suivantes pour tout a € Aj et tout = €

}Dif!(x) ‘ < sup ‘am(a) (?) (¢ — aymi

< sup (\am(a)!q_h'm'> ¢
m

a—l—wFOF

= llgll 7, ¢

Comme le membre de droite ne dépend pas de a € Ap on en déduit 'inégalité pour tout
z € Op. Posons :

(2.3.4) Vx,y € Op, Eg, [T](l' y)=g(zr+vy) Z D’Lg
ZEI<[T]

Donnons d’abord une estimation de ]59 i (z,y)| pour tout z € OF et tout y € whOp. En
développant g(z + y) pour = € a + whOp on obtient :

gz +y) = > am(a)((w—a)+y)™

meNS
= Z Zam ( ) x—a)m*iyi.
mENS <m
La formule (2.3.2) et celle ci-dessus permettent de réécrire &4 [, (, y) sous la forme

Dig(z) ,
€g,[r](x7y): Z — Yy

) 7!
SN

Par l'inégalité (2.3.3) on a :

Di x 2 —va ) —va r
‘Z,]'( )i (h=valr W)/ DI < ||| 5, g P—vebr @/ DI+

|€g,[r] (:Uay) = Sup
el>1n el> )
(rappelons que g = p/ est la cardinalité du corps résiduel de F), d’olt

(2.3.5) 0. (@, 9)|d W/ < g7, ghralr @/ DT groale @)/,

gs[r]
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Comme —(valp(y)/f)([r]+1)+rvalp(y)/ f tend vers —oo quand valp(y) — 400, cela montre
que g est de classe C".

La majoration |g|lcr < ||g|l7, ¢ se déduit de la formule (2.3.4) et des majorations (2.3.3)
et (2.3.5). O

Définition 2.3.3. — Notons F(Or, S) l'espace F (U, J, (dy)ses\s) pour U = Op et J =
S (et donc S\J = 0) ou, autrement dit, le E-espace vectoriel des fonctions f: Op — FE
localement Qp-analytiques.

Corollaire 2.3.4. — L’espace F(Op,S) s’injecte de fagon continue dans C"(Op, E).

Preuve. — Comme 'espace F(Op,S) est muni de la topologie de la limite inductive le ré-
sultat est une conséquence immédiate de la Proposition 2.3.2. OJ
2.3.2. Décomposition en vaguelettes des fonctions de classe C". — Conservons les

notations du §2.3.1. Si I est un ensemble, on note cy(I) 'espace des fonctions f: I — E telles
que :
Ve>0, [{iel,|f(i)]>e} <+o0

et on le munit de la norme définie par :
[flloc = sup | f ().
i€l

Soit V un espace de Banach sur E. Une famille (e;);e; d’éléments de V' est une base de Banach
de V si 'application de co(I) dans V' définie par (a;)ie; — Y _;c;ai€; est un isomorphisme
d’espaces de Banach. Rappelons que tout E-espace de Banach V possede des bases de Banach
[54, Proposition 10.1] et que, si ||V|| C |E|, il existe un ensemble I tel que V est isométrique
a (co(I),] - |leo) [54, Remarque 10.2].

Soit 7 € Q0. Le but de ce paragraphe est d’exhiber une agréable base de Banach de
C"(Op, E), qui dépend de r et qui consiste d’une famille dénombrable de fonctions localement
Qp-polynomiales. Si F' = @, cette base coincide avec celle construite par Van der Put [63]
pour 'espace des fonctions continues sur Z,, et généralisée par Colmez [23] pour r quelconque.
Signalons que pour l'espace des fonctions continues sur Of cette base a déja été construite
par De Shalit [31, §2].

Posons A_1 = () et Ag = {0}. Choisissons pour tout h € N5 un systéme de représentants
A, C Op des classes de OF/W?;OF de sorte que Ay D Ap_1 et notons

A=T] An\An-1.
h>0

On a de méme A = | J;~ Ap. Pour tout a € A on définit /(a) comme le plus petit entier ng
tel que a € A,,. De plus, on fixe une numérotation ai, as, ... des éléments de A de sorte que
si am € Aj et ap € Ai41\A; alors m < n.

Si U est un ouvert de O alors 1 désigne sa fonction caractéristique.

Posons pour tout N,h € N :

FN(OF,S)= > F(Op,0,d);

del<n

‘F]A—]LV(OF7S) = Z ‘Fh(OF7®ad)‘

del<n
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L’espace FN(Op,S) (resp. F}'(OF, S)) est un sous-E-espace vectoriel de F(Op,S) (resp.
fh(0F7 S))

Proposition 2.3.5. — Soit h € N.
(i) Les fonctions

1 Z—a\t
atw M op (2) ( w%a) )

pour a € Ay, et i € I<p) forment une base de f[r](OF, S);
(ii) Les fonctions

1 Z—a\t
a+w;£a)(’)p (z)(wl(a) )

pour a € A et i € I<,) forment une base de FIl(OF, S).

Preuve. — Notons f,; et gq; pour a € Ay, et i € I} les fonctions définies pour z € O par :
z—a\t
fail2) = Lupmpo, () ()
a wF Ia wh

B z—a\i
ga,i(z) - 1a+wé§a)(’)p (Z)<w,l(a)> ’
F

Les fonctions f,; pour a € Ay et i € I}, forment une base de ff[Lr]((’)F,S). On fixe deux
numérotations :

n: A, — N
L Ap X Ig[r] — N

de sorte que ¢(a,i) < (b, j) si une parmi les trois conditions suivantes est satisfaite :
(1) [z} <14l
(ii) |7| = |j] et 2 < j par rapport a I'ordre lexicographique ;
(i) i = j et n(a) < n(b).

h—I(a) z—a—bw'®

i ,
En écrivant ( l(a)> = (wF + b) pour z € Op et en développant on obtient :

@
z—a\t z—a\t
90i(2) =1, 10, () (T7) = ( L@ s anon ) (1)
atwy ' Op w;_(‘a) be/g;l(a) a+bw " +whOp w;ga)

Z Z Sm +bw ,m(z)

bEA_1(a) ML

o = <1)( h— l(a)) myi-m

m

ou l'on a noté

La matrice permettant de passer des g, ; aux fq; pour a € Ay et i € I<p) est triangulaire
par blocs, a coefficients entiers, chaque bloc diagonal étant une matrice triangulaire inférieure
avec des éléments de Op\{0} sur la diagonale. Cela entraine le (i) et le (ii). O

Fixons un plongement p: F' < E. Si a € A et 1 € Ic), on note eq;, 1'élément de
FU(OF, S) défini par :

o) Z — a\l
2 eair(2) = (@)L, oy, () (S )
W
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La Proposition 2.3.5 implique la remarque suivante.

Remarque 2.3.6. — (i) Les eq;» pour a € Ay, et i € I<|; forment une base de ]-"f[br]((’)p, S).
(ii) Les €44, pour a € A et i € I<}, forment une base de ]:[”](OF, S).

Lemme 2.3.7. — Sii € I<p) alors

leoirllor =1 et |leqirllor < q—([l(a)r]—l(a)r+r—lz’\) < q siae A\{0}.

Preuve. — Supposons a = 0 et notons f = eq;,. Alors par I'Exemple 2.2.5 on a :
D T € x,
sup sup 7@{( )’ =1 et sup 7’ f’m(r 2l =0,
mG]S[T] zeOp 2 x,yE(’)F |y’

ce qui entraine || f|lcr = 1.
Supposons maintenant a € A\{0} (et donc I(a) > 1). Soit i € I<};). Notons g = eq;,. On
a pour tout m € Ig[r] tel que m <1 :

Dmg(‘r) a)r —ia)\m i v —a)m)
w

m)! m
- — F

Dmg(z)
m!

et = 0 sinon. On en déduit pour tout m € I, :

Dimg(z) —[l(a)r] jl(a)|m| —[i(a)r] L(a)ld] —([Ha)r]=l(a)r+r—Ii])
’T‘ <q g <q g <q -
Notons que 'on a :

r+y—a\t

el (@.y) = p(wp) " <1a+w%“>oF (@+y) =1 e, (“’)) ( (@) ) ’
Wr

d’olt gy (7,y) =0siy € w%a)OF ou si ni x ni x + y n’appartiennent & a + wip(a)OF. Pour
conclure il reste a étudier deux cas :

(i) siy € OF\w;-(,a)OF etrx+y€Ea+ w%a)C’)F, on a:

W < g W] r@=1) < (@)@,
yr -

(i) siy € OF\’WZ},SG)OF et x €a+ wga)(’)p, ona:

\69,[? (|:c,y)! — ¢ @] @il il < o= (Ua)r]=Ua)r+r—il)
yl" B

En revenant a la définition de || - ||cr on en déduit le lemme. O

Lemme 2.3.8. — Soit h € N. 51 b, € E pour tout a € Ay, alors

sup ‘ba‘ < H Z baea,Q,'r‘ cr qr'
a€Ap acAp
Preuve. — La démonstration se fait par récurrence sur h, le cas h = 0 étant trivial. D’apres la

construction de Pensemble A, pour tout a € Ap\Aj—1 il existe u, € OF tel que a—i—uaw%_l €

Aj_1. Notons f la fonction définie par :

F(2) =) batags(2).

a€Ap
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Comme les €40, sont localement constantes on vérifie immédiatement que D;f = 0 pour
tout i € I<(,)\{0} et donc on a €;,1(z,y) = f(x +y) — f(z). De plus, pour tout a € Aj_; la
fonction e, est constante modulo @/t 'OF et, par construction de 'ensemble A, on a :

> bel | i, (0) = > belgyono,(a) =0
c€Ap\An—1 c€Ap\AR—1

En effet, si a € A1 alors a ¢ ¢+ w%OF quel que soit ¢ € Ap. On obtient alors pour
a € Ah\Ahfl :

er (@ uamhi ) = fla+uawi ) — fla) = —p(wp)™"b,
ce qui implique
(2.3.6) sup  |bg| < sup q[hr]\efv[r] (a, uq@ )] < ¢ =M £l e,
a€Ap\Ap—1 a€Ap\Ap_1
d’ou
(2.3.7) sup  |bal < | fller q"-
a€Ap\Ap—1

De plus, par le Lemme 2.3.7 si a € Ap\Ap—1 on a:

(2.3.8) leaorllor < g~ (prl=hrr),
Par I’égalité
Z baea,g,r =f- Z baea,Q,r
a€Apn_q a€AR\Ap_1

couplée aux inégalités (2.3.6) et (2.3.8) on déduit :

(2.3.9) > baaor| Ssup<Hf\CM Sup [ball[€a,0.|

a€Ap_1 a€Ap\Ap—1

o) < lIfller.

Par hypothese de récurrence on a :

(2.3.10) sup b < || D bacagr|
Ap—1

acAp— a€Ap_1

T
C'rq’

Les relations (2.3.7), (2.3.9) et (2.3.10) nous permettent alors de conclure. O

Si f € FI'l(OF, S) on note by ;.(f), pour a € A et i € I<[y), les coefficients de f dans la
base des eq ;.

Lemme 2.3.9. — Il existe C' € Rxq tel que pour tout f € FI'N(Op,S) on a :

sup sup |ba;(f)| < Clfller-
U«GAl’GIg[r]

Preuve. — La démonstration se fait par récurrence sur [r], le cas [r] = 0 étant trivial. Soit
7 € S. Par hypothese de récurrence il existe C; € R>¢ tel que :

sup sup |ba,ir(De, f)| < Cr[|De, fllcr-1-
aeAiEIS[T]

Notons que pour tout i € I<|,j on a bgis(De, f) = irbajr(f), 0t j = (jo)oes est défini par

. ) Sio#T
]U:{ 7 ?é

ir+1 sioc=r,
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avec i, < [r] car f € FI'l(Op, S). Done, quitte & changer la constante Cy, on en déduit que

sup sup |bair(f)| < Cr|De, fllcr-1.
aGAQEIS[T]
ir>1
D’apres le (i) de la Proposition 2.2.8 il existe une constante M € R> telle que || D, f|lcr—1 <
M||fllcr d’ou I'inégalité
Sup Ssup |ba,1',7°(f)| < CTMHf”C’"’
QGAQEIS[T]
ir>1

et comme ceci vaut pour n’importe quel 7 € S on déduit

(2.3.11) sup sup |bgir(f)] < sup{Cr} M| fllcr.
aEAZEIS[T] T€S
li|>1

Pour terminer, il ne reste qu’a majorer les coefficients restants. Considérons pour cela la

fonction fy définie par :
Jfo=1- Z Z ba,i,r(f)€air-

acA ZGIS 7]
ji|>1

Par le Lemme 2.3.8, I'inégalité (2.3.11) et le Lemme 2.3.7 on a :

Suglba,g,r(f)\ <\ foller " < Cllfller
ac

ou l'on a posé
C = sup {qr, sup{C,} Mq”“l}.
TES
D’ou le résultat. O

Proposition 2.3.10. — Soit h € N. Si f € C"(O, E) on note fy, Uélément de FI'(OF, S)
défini par :

e = X Lo, X Difl@ E2,

1!
ac€Ap 1€l<(y)

Alors :
(i) Il existe une constante C' € R>q et un ng € N tels que pour tout h > ng on a :

I fhr1 = full 5 < Crr()Cq™™
(ii) fr tend vers f dans C"(Op, E) quand h tend vers +o00.

Preuve. — (i) D’apres ’égalité
hyi
ne (2 —a—bwh)t
f1®) = 30 - Ly amiog (I D0 Difla+ bwh) )
a€Ap bEA, QGIS 7] -
on déduit que fr11(2) — frn(2) peut se récrire sous la forme

(z — a — bwh)t

(: — a)t
DD Luvvepiwiiiop () (D0 Diflatbah) ST — Dif(a) ).
a€Ap bEA; 1613[7«] - -
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En développant, pour a € Ay, et b € Ay, 0(z — a) = o((z — a — bwl) + bwlt)is pour tout

ceSona:
—a— b))t AV
S (Dufatbepy EZOVEEE ) G20
1€l<r ¢ L
_ | ny (2—a—bwp)t oy (2 —a— wpb)E (wpb)
= 3 (Putarimh = 2. Dl —p B
1€l<r k€l<py
k<i
2 —a— bwh)l 2 —a—whb) (ohb)E
. J! J! s
J€l< s€l<py
|s|<[r]—14]
1 (whb)s i
— i (Dif(a + b)) — Z Djisf(a) ; ) (z —a— bw?;) )
Je€lgi = s€lgqr -
Is|<[r] =4l

Par la preuve de la Proposition 2.2.8 il existe une constante C' € R>g et un ng € N tels que
pour tout h > ng, tout a € Ay, et tout b € A; on a :

wohb)E N
Difta+bal)— Y Deafla) TEE| < iy e
s€l<py) -
<t 1

On en déduit pour tout h > nyg
Vst = Sallgi < sup (¢ OGPy (R)C) = g7 (R)C,
J€l<qn
d’ou le (i).
(ii) D’apres la Proposition 2.3.2 et par le (i) on a pour tout h > ng :

a1 — faller < 1 fnsr — fullmosad "D < g7 Cy o (h)C

et comme Cf,(h) tend vers 0 quand h tend vers +oco on en déduit que f; a une limite dans
C"(Op, E). Comme par ailleurs fy(a) = f(a) si a € A par définition de fp,, cette limite
coincide avec f sur A, et donc partout par continuité, ce qui termine la preuve du (ii). O

Le théoreme suivant est essentiellement un corollaire des résultats que 1’on a prouvés ci-
dessus :

Théoréme 2.3.11. — La famille des eq iy, pour a € A et i € I<p, forme une base de
Banach de C"(Op, E).

Preuve. — Considérons ’application

0: co(Ax Icy) = C"(Op, ), (bag) = Y Y baiCar-

CLEA 1€IS [r]

Par le Lemme 2.3.7 on déduit que 6 est bien une application continue de co(A4 x I<};) dans
C"(Op, E). Notons ¢ I'application de FI'l (O, S) dans co(AxI<p)) quiatout f € FU(OF, S)
associe les coefficients de f dans la base des e, (Remarque 2.3.6 (ii)). Le Lemme 2.3.9 im-
plique que cette application est continue une fois que 'on munit F [T](OF, S) de la topologie
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induite par celle de C"(Op, E). Comme FI'J(OF, S) est dense dans C"(Op, E) par la Proposi-
tion 2.3.10, alors ¢ s’étend de fagon unique en une application continue, que I’on désignera du
méme nom, de C"(OF, E) dans ¢o(A x I<f). Comme o ¢(f) = f pour tout f € FU(OFp, E)
on en déduit que Aoy = id. De maniere analogue on a wof = id, ce qui prouve le résultat. [

Remarque 2.3.12. — Soit | € Q>q tel que I < r. Alors C"(Or, E) € CY(OFp, E). En effet il
suffit de considérer la fonction f définie par :

a€A

Le Théoreme 2.3.11 implique que f est une fonction de classe C* mais pas de classe C".

2.3.3. Construction de sous-espaces fermés. — Soit r € Q>9, J C S et d, € N pour
o € S\J. Nous allons définir un sous-espace fermé de C"(Op, F) qui dépend de J et de
(ds)ses\ €t puis nous construisons une base de Banach de cet espace a partir de la base de
Banach de C"(Op, E) décrite au §2.3.2.

Posons :

J'=J][{e € S\, do + 1> r}
et désignons par e, le vecteur de N° ayant toutes ses composantes nulles sauf celle d’indice
o qui est égal & 1. Notons pour tout f € C"(Op, E) :
i

0zL

Voes, 0<i<][r] f=Dy.f.

Définition 2.3.13. — On note C" (O, J', (do)ses\7) le sous-E-espace vectoriel des fonc-
tions f de classe C" sur Op telles que

do+1

VGES\J/, Wf:o.

D’apres le Corollaire 2.2.9 I'opérateur D; est continu pour tout i € I<},) ce qui implique
que U'espace C"(OF, J', (dy),es\ /) est bien un sous-espace fermé de C"(OF, E). On le munit
de la topologie induite par celle de C"(Op, E) qui en fait un espace de Banach sur F.

Si L désigne J ou J’ posons pour tout N € N :

FN(Op, L, (do)ses\1.) = F (Op, 8) N F(Or, L, (d)ses\1.)-
Remarque 2.3.14. — Par définition de 'espace FU'l(OF, S) on voit que
FOp, I, (do)oes\ir) = FUHOF, J, (do)oes\r).
Posons :
Y ={ieN® i, <d,sioeS\J}
V'={ieN% i, <d,sioceS\J},
et notons que Y N I =Y N Icp.

Proposition 2.3.15. — La famille des eq,, pour a € A eti€Y'N I<py), est une base de
Banach de C"(OF, J', (do)ses\J7)-
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Preuve. — Soit f € C"(Op, J', (do)ses\7) et 7 € S\J'. Par le Théoreme 2.3.11 il existe une
unique suite (bg;)q,; d’éléments de E tendant vers 0 tel que f s’écrit sous la forme

f: Z Z ba,jea,j,r-

CLGAZ'GIS[T]
o . dr+1 . .
Par continuité de I'opérateur % (Corollaire 2.2.9) on obtient :
ZT
8d7+1 adT—i-l
e S DT
T T

aEAzEIS[T]
Or, si j désigne I'élément de N° défini par :

. ig—dr—1 sioc=T1
Jo = . .
. sinon

un calcul simple montre que

ottt (e — 1) iy —dp)eqyy Siir > dr 41
= 0 sinon.

9zdr+1 ca

oy do+1 . : .
On en déduit que % f =0 pour tout o € S\J' si et seulement si f s’écrit sous la forme
Zo
F=Y > baicain
aeA ZEYIHIS[""]

d’ou le résultat. O

Corollaire 2.3.16. — Si N est un entier tel que N > [r] alors l’espace FN (Op, J, (do)ges\t)
est dense dans C" (O, J', (do)ses\J7)-

Preuve. — La démonstration découle directement de la Proposition 2.3.15. O

2.4. Duaux

Conservons les notations du §2.3.3 et, pour tout N € N, notons FV (O, J, (do)oes\a)”
Pensemble des formes linéaires sur FN(Op, J, (ds)yes)s). Si N est tel que N > [r], alors le
Corollaire 2.3.16 assure que l'inclusion

FN(OF, J,(ds)ges\s) € C"(Op, J', (do)ses\ )
induit une injection
CT(OFv Jl? (dJ)UES\J’)V — fN(OF7 J, (dU)UGS\J)V'

Dans cette section nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'une forme
lindaire pi: FN(Op, J, (dg)ses\) — E s’étende en une forme lindaire continue sur l'espace
de Banach C"(OF, J', (dy)ses\7). Elle généralise un résultat dit a Amice-Vélu [2] et Vishik
[65].
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2.4.1. Distributions d’ordre r. —

Définition 2.4.1. — On appelle distribution (J',(dy)cs\j7)-tempérée d’ordre r sur Op
toute forme linéaire continue sur I'espace de Banach C"(Or, J', (do)ses\07)-

On note (C"(OF, J, (dg)UGS\J/)V, IE HDT,J/,(da)o) ’espace des distributions (J/, (do)oes\7)-
tempérées d’ordre r sur O muni de la topologie forte.
Soit N € N. Si p € FN(Op, J, (dg)ses\s)" et si f € FN(Op, J, (d)ses\) on note, pour

aeOpetneN:
J78 N - = f(2)u(z

ol lgtonop, désigne la fonction caractéristique de a + @i Op.

Théoréme 2.4.2. — (i) Soit p € C"(Op,J', (dy)ses\s0)" - Il existe une constante C), € Rxg
telle que pour tout a € Op, tout n € N et tout 1 € Y, on ait :

(2.4.1) o (o) )| < Cua™
S

(it) Soit N > [r] un entier et soit p € FN(Op,J,(ds)ses\s)" - Supposons qu’il existe une
constante C,, € R>q telle que pour tout a € O, tout n € N et tout : € Y N I<y, on ait :

(2.4.2) . (o) o] < cuam.
S

Alors v se prolonge de maniere unique en une distribution (J', (dy)ses\ ) -tempérée d’ordre
r sur Op.

Preuve. — (i) Soient a € Op, n € Net i € Y. Notons fqn la fonction définie par :

zZ—a\t
fain(2) = Larapor (2) (=)
wg

C’est un élément de l'espace F,,(Op, S). Rappelons que F,,(OF, S) est un E-espace de Banach,
la norme || - ||z, étant définie par la formule (2.3.1) (§2.3.1). On vérifie que || foinlr, = 1.
En utilisant la Proposition 2.3.2 on obtient :
|1 fain)| < lullD, g7 (do)o | faimllor
<\wlp,, 1 @d),a™"

| fainll 7

= ||/‘HDT,J’,(dU)(,an

d’olt le résultat une fois que I'on a posé Cy, = ||plp, 77 (d,), 4"

(ii) L'unicité d'une telle extension découle du Corollaire 2.3.16 : 'espace F¥ (O, J, (do)oes\t)
est dense dans C"(OF, J', (ds)seg\7). Montrons I'existence. Sia € A et i € I<[)NY posons :

bas = ,U(ea,g‘,r) _ M<p(wF)[rl(a)}1 @0, (2) (Z — a)i)

atwp wl}ga)

Comme par hypothese il existe une constante C,, € Rxq telle que pour tout a € O, tout
necNettoutteY Nlcyona:

1 (Larmpor ()

zZ—a

)= cu

n
Wr
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on déduit [b,;| < C) q pour tout a € A et tout i € I<,y NY. Par la Proposition 2.3.15 il
existe un unique élément fi de C"(Op, J', (dy) es\07)" tel que Pon a fi(eq i) = bg, pour tout
a € A et tout i € I<,; NY. Notons :

)\ = [L|]:N((’)F,J,(do)dES\J) o M

Montrons que A est identiquement nulle sur F~(Op, J, (dy) e s\s)- Remarquons qu’elle est
identiquement nulle sur FU'l(Op, J, (dy) e s\s) par construction. De plus, le point (i) implique
que ;1|fN(OF7J7(dU)aES\J) satisfait (2.4.2). Cela implique que \ satisfait aussi (2.4.2). Soit a €

Op,i€Y NIy et meN. On peut réécrire la fonction 1a+w§é@F(z)zi sous la forme :

i n\i—s n\\s
Z Z 1(a+bw}§)+w$+m(’)lp (Z) <8> (CL + wa} 7(2 - (a + wa))i'

beA, s<i

Or,si|s| <[r]ona:

)‘<1(a+bwg)+w;+moF(2)(Z —(a+ bw%))é) =0.

Supposons donc |s| > [r]. Comme A satisfait (2.4.2) déduit :

‘A<1(a+bwg)+w;+moF(z)(Z —(a+ bwg))é) ’ < Cg(ntm)e—ls)
d’ou
)A(la-i-w;kop (Z)Zl> ‘ < Cq("er)(’”*([THl))_

On voit que cette quantité tend vers 0 quand m tend vers +oo, et cela implique

A (1a+wgop (z)zl) =0.

On en déduit 'égalité i zv (o, 7(d,) = p, ce qui permet de conclure. O

O'GS\J)

Par ce qui précede on peut munir 'espace C"(Or, J', (do ) e s\ 7)Y d’une norme équivalente

ala norme || - ||Ip, 5 (4,),, mais plus commode.

o?

Corollaire 2.4.3. — (i) Si Uon définit ||p|l,y, pour p € C"(Op,J', (ds)ses\s)" par la
formule

z—a\t —nr
lallny = supsup (| (=) e ™)
a€Op,neN €Y a+wikOF Wg
alors || - ||,y est une norme sur C"(Op,J', (ds)secs\y)" équivalente da || - ||p, v (a,), -

(1) Si N > [r] et si Uon définit ||uly, pour p € C™(Op,J', (dy)ses\07)" par la formule

z—a\t —nr
iy = sup s ] (=) ue)a ™)
a€0pneENIEYNI< atwltOp ~ Wg

alors || - ||lr,n est une norme sur C"(Op, J', (dg)ges\s)" €quivalente d || - [Ip, 5 (4,), -
Preuve. — Les preuves de (i) et (ii) étant similaires, on se contentera de prouver la pre-
miere assertion. Par le Théoreme 2.4.2, on déduit que || - ||,y est une norme sur 'espace

C™(Op,J',(do)ses\ )" De plus, I'application identité :
id: (C"(Op, J', (do)ges\s) s |- 1Dy 00(d0)s ) = (CT(OF, I (do)ges\s)”s |- Iny)

est continue par I'inégalité de la preuve de (i) du Théoréme 2.4.2. Et donc, d’apres le théoréme

de I'image ouverte [54, Proposition 8.6], c’est un isomorphisme de E-espaces de Banach ce
qui implique que la norme || - [p, 77 (4,), est équivalente & la norme || - ||,y O






CHAPITRE 3

SUR CERTAINS COMPLETES UNITAIRES
UNIVERSELS EXPLICITES POUR GL,(F)

3.1. Introduction, notations et énoncé des résultats

3.1.1. Introduction. — Soit p un nombre premier. La derniére décennie a vu I’émergence
et la preuve d’une correspondance locale p-adique entre certaines représentations continues de
dimension 2 de Gal(@p /Qp) et certaines représentations de GL2(Q,). Cette correspondance,
qui a pris le nom de correspondance de Langlands p-adique pour GL2(Q)), a été initiée
par Breuil [11, 12], puis établie par Colmez [25] et Paskunas [50] & la suite de travaux de
Berger-Breuil [8] et Colmez [24].

Si I est une extension finie non triviale de Q,, la question d’associer des représentations

p-adiques de G def GLy(F') aux représentations p-adiques de dimension 2 de Gal(@p /F) dans
I’esprit d’une correspondance locale a la Langlands est loin d’étre résolue et les résultats
obtenus pour 'instant sont tres partiels. En utilisant principalement les travaux de Frommer
[38] et de Schraen [59] sur la filtration de Jordan-Hélder des induites paraboliques localement
Qp-analytiques, Breuil [17] définit cependant une représentation localement Q,-analytique
II(V) de G pour la plupart des représentations cristallines V' de Gal(@p /F) de dimension
2 et a poids de Hodge-Tate distincts. En général, la représentation II(V') ne permet pas de
reconstruire la représentation galoisienne de départ, mais ’on s’attend toutefois a ce qu’elle
intervienne comme sous-objet de la bonne représentation, ce qui fait des complétés unitaires
universels de ses constituants fondamentaux des objets pertinents.

L’objet du présent article est de donner une description explicite du complété unitaire
universel de certaines induites paraboliques localement Qp-analytiques, et notamment de
celles qui interviennent dans la construction de la représentation II(V')). L’espoir qu’une telle
description est possible provient de [8, Theoréme 4.3.1], ou les auteurs décrivent le complété
unitaire universel d’une induite parabolique localement algébrique de GL2(Q,) a l'aide de
I'espace des fonctions de classe C" sur Zjp, ou r est un nombre rationnel positif qui dépend
de I'induite considerée.

Pour cela, nous avons introduit et étudié dans [27] une nouvelle notion de fonction de classe
C" sur Op, ou r désigne un nombre rationnel positif et Op I'anneau des entiers de F'. Cette
notion s’appuie principalement sur des travaux d’Amice, Amice-Velu, Colmez, Van der Put
et Vishik [1, 2, 23, 63, 65] et repose sur 'idée cruciale suivante : une fonction f: Op — E
est de classe C" si f(z + y) a un développement limité & l'ordre [r], ou [r] désigne la partie
entiere de r, en tout z et si le reste est o(|y|") uniformément en z.
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Tester la non nullité des complétés unitaires universels que nous avons construits est, en
général, une question délicate qui n’est complétement résolue que pour F' = Q,, [8, Corollaire
5.3.1] via la théorie des (¢,I')-modules de Fontaine [35]. Mentionnons par ailleurs que [8,
Theoréme 4.3.1] est un ingrédient important dans la preuve de ce résultat. Toutefois, on
démontre la non nullité dans quelques cas a partir de résultats de Vignéras [64], qui furent
redemontrés par Kazhdan et de Shalit [42], et de [29].

3.1.2. Notations. — Soit p un nombre premier. On fixe une cléture algébrique @p de Q,
et une extension finie F' de Q, contenue dans @p. On désignera toujours par FE une extension
finie de Q, qui vérifie :

S = [F : @), ot § % Homay(F, E).

Si L désigne 'un des corps F' ou F, on note O, son anneau des entiers, on en une unifor-
misante wy, et I'on note k;, = Or/(wwy,) son corps résiduel. On pose f = [kp : Fp, ¢ = p/ et
I'on désigne par e I'indice de ramification de F' sur Q, de sorte que [F': Q,] = ef.

La valuation p-adique wvalp sur @p est normalisée par valp(p) = [F' : Qp] et I'on pose
2| = pvalr(@) gi gz € Q.

Sia € F etn€Z,onnote D(a,n) =a+ wiOp le disque de centre a et de rayon ¢ ".

On désigne par G le groupe GLy(F'), par T le tore déployé des matrices diagonales de G
et par P le sous-groupe de Borel formé des matrices triangulaires supérieures de G.

Soit S’ un sous-ensemble de S. Si ng = (Ny)oecs’ €t mg = (My)yes sont des |S’|-uplets
d’entiers positifs ou nuls, nous posons :

. déf
(i) ng! = HUES’ ne!;

déf

(ii) Ing| = Y pes no

(iii) ng —mg « (ne —Mo)oes’;

(iv) ng < mg si ny < m, pour tout o € S';
déf ngr!

(V) (gli’/) — mg! (n;/ mS/)'7

(vi) pour tout z € Op, z2s’ “ H o

oces’
Pour alléger I’écriture, nous notons n au lieu de ng un |S|-uplet d’entiers positifs ou nuls.

Enfin, si V est un E-espace vectoriel topologique, on note V'V son dual topologique muni
de la topologie forte [54, §9].

3.1.3. Enoncé des résultats. — L’énoncé du résultat principal nécessite 'introduction
d'un certain nombre de constructions. Soit J une partie de S et soit dg\; un [S\J|-uplet
d’entiers positifs ou nuls. Soient x1, x2 deux caractéres localement J-analytiques de F'* dans
E*. Nous renvoyons le lecteur & la Définition 3.4.1 pour la notion de localement J-analytique.

Posons :
= JH{O’ e S\J,dy +1> —val@p(X1(p))}.
Notons x1 ® xo le caractere de T' défini par :
(x1 @ x2)([9]) = x1(a)x2(d),

ainsi que la représentation localement J-analytique de P qu’il définit par inflation. Notons :
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° (Indgm & Xg)Jﬂm I'induite parabolique localement J-analytique, définie comme 1’es-

pace des fonctions localement J-analytiques f: G — E telles que f(bg) = (x1®x2)(b) f(9)

sur lequel G agit par translations a droite;

° (Symd" E?)? pour 0 € S et d, € N, la représentation algébrique irréductible de

GL2 ®p E dont le plus haut poids vis-a-vis de P est x,: diag(x1,z2) — o(x9)%.
Considérons la représentation localement QQ,-analytique suivante de G' :

I(x, J,ds\ ) def ( X (SymdgEz)a) o5 (Indgxl ®X2)J—an'
oeS\J

Remarquons tout d’abord que I(x,J,dg\ ;) définit un faisceau sur P!(F) dont les sections
globales sont les fonctions f: FF — E qui vérifient les deux conditions suivantes :

(1) flop définit un élément de F(Op, J, dg\ s);
(ii) ngfl(z)zdS\Jf(l/z)|@F_{0} se prolonge sur O en une fonction de F(OF, J, dg\ ;).
Par ailleurs, des formules explicites munissent ce faisceau d’une action continue de G.

D’apres la preuve de [33, Proposition 1.21], le complété unitaire universel de I(x, J,dg\ ;) est
le complété par rapport au sous-Op|P]-réseau engendré par les vecteurs

10F (z)zﬂs\szJ’ 1F—(’)F (z)X2X1_1 (Z)ZQS\J—QS\JZ—MJ

pour tout 0 < ng\; < dg\; et tout m; € N7. Notons alors I(X,J,QS\J)/\ le complété de
I(x, J, QS\J) par rapport a ce réseau.

Avant de donner une description explicite de lespace I(x,J, QS\ J)/\, nous démontrons
d’abord deux résultats qui ajoutent des conditions supplémentaires aux données initiales et
permettent d’éviter des cas pathologiques bien de simplifier le probleme. Le premier ingrédient
donne deux conditions nécessaires de non nullité sur I(x, J,dg\ N

Proposition 3.1.1. — Les deux conditions suivantes sont nécessaires pour que I(x, J, dS\J)/\
soit non nul :

(i) le caractére central de I(x, J,dg\ ;) est entier;

(i) on a linégalité valg,(x2(p)) + [dg\ s| > 0.

C’est un résultat bien connu lorsque F' = Q, [33, Lemma 2.1] ainsi que dans le cas locale-
ment algébrique, c¢’est-a-dire lorsque J = ) [49, Lemme 7.9]. En particulier, si les conditions

de la Proposition 3.1.1 sont satisfaites, alors on a r = —valg, (x1(p)) > 0.
Notons x7 = x1, X = X2 [Ise bav; 0% et remarquons que l'on a une immersion fermée
G-équivariante :

(3.1.1) I(x, Jydgy\g) = I(X, T dg o)

Un deuxieme ingrédient important donné par la proposition suivante, essentiellement dé-
montrée par Breuil [17, Théoréme 7.1] en ayant recours aux techniques dévéloppées par
Amice-Vélu et Vishik, qui fournit des indications concernant la structure de I(x, J, gfs\ J)/\,
et plus précisement concernant ses vecteurs localement Q,-analytiques.

Proposition 3.1.2. — Supposons que les conditions de la Proposition 3.1.1 soient satis-
faites. Alors les conditions suivantes sont équivalentes et vérifiées.
(i) Toute application continue, E-linéaire et G-équivariante I(x, J, dS\J) — B, ou B est
un G-Banach unitaire, s’étend de maniére unique en une application continue, E-linéaire
et G-équivariante I1(x', J',dg\ /) — B.
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(ii) L’application canonique I(x, J,dg\ ) — I(x; J, dS\J)/\ s’étend de maniére unique en
une application continue, E-linéaire et G-équivariante I1(x/, J’,QS\J/) — I(x, J, dS\J)/\-
(iii) L’application (3.1.1) induit un isomorphisme de G-Banach unitaires :

I(x, J,dg )N == I(X, T, dgy )

D’apres la Proposition 3.1.2 (iii), on est donc ramené a considérer I(x’, J’, dg\ J/)/\. Par un
calcul analogue a celui mené dans la preuve de [8, Théoréme 4.3.1], on trouve qu'une boule
ouverte (de centre 0) du Banach dual de I(x/, J', dg\ ;)N\ s’identifie aux distributions  dans
le dual fort de I(x/, J’,QS\J/) telles que pour tout n € Z, tout a € F, tout 0 < ng, y < dg\ yr
et tout m; € N’ on ait les deux inégalites suivantes :

(312) ’/ (Z_a)BS\J/ (z—a)mJ’,u(z)’ < Cuqn(T-_ms\J/|—|ﬂJ/\);
D(a,n)

(313) ‘ / XQX;I(Z _ a)(z _ a)ds\J'*QS\J/ (Z _ a)—er :U'(Z)‘ < Cﬂq"(‘QS\J/PF‘mJW*T);
F\D(a,n+1)

avec C), € Rx>q.

D’autre part, une étude fine du dual fort de ’espace de Banach des fonctions de classe C"
sur O, ou plus précisement de son sous-espace fermé C"(Op, J', dg ;) (§3.3.1.2), fournit
la condition nécessaire et suffisante suivante pour qu'une forme linéaire sur FV(Op, J, dg\y)
(voir §3.3.2 pour une définition de cet espace) s’étende en une distribution sur C"(Op, J', dg\ ;)
(Théoreme 3.3.8). Notons que pour F' = Q, il s’agit d’un résultat bien connu et di a Amice-
Vélu et Vishik [2, 65].

Théoréme 3.1.3. — (i) Soit p € C"(Or, J',dg\ )" . Il existe une constante C,, € Rxq telle
que pour tout a € Op, tout n € N, tout 0 < ng\ y < dg\ v €t tout my € NY" on ait :

‘ / (Z _ a)ﬁsw/ (Z _ a)mj/u(z) S C,U q”(T*\QS\J/\*\mJ/D.
D(a,n)

(i3) Soit N un entier tel que N > [r] et p une forme linéaire sur FN(Op, J, dg\ y)- Sup-
posons qu’il existe une constante C,, € Rxq telle que pour tout a € Of, tout n € N, tout
0<ng\y<dg\; et toutmy € N7 tels que Ing\s| + lm;| < N, on ait :

‘ / (z _ a)ES\J (z _ a)mju(z) < C,U qn(T*\QS\ﬂ*\mJD_
D(a,n)

Alors v se prolonge de maniére unique en une distribution sur C"(Op, J’,QS\J/).

On est ainsi amené & considérer l'espace B(y/,J/, dg\ j) des fonctions f: F' — E qui
vérifient les deux conditions suivantes :
(i) flop définit un élément de C"(Op, J', dg\ ;) ;
(ii) X’Qx’fl(z)zdS\J’f(l/z)|@F,{0} se prolonge sur O en une fonction de C"(OF, J', dg\ ;).
C’est un espace de Banach p-adique naturellement muni d’une action continue de G et une
étude approfondie utilisant de maniere cruciale le Théoreme 3.1.3 montre que les conditions
(3.1.2) et (3.1.3) sélectionnent exactement les formes linéaires de B(x', J',dg\ /)" qui annulent
les fonctions d'un sous-espace L(x', J', dg\ ;) de B(x', J',dg\ ;) que I'on définit dans la Section
§3.4.3.
Le résultat principal de cet article, qui généralise [8, Théoreme 4.3.1] lorsque F' = Q,, est
alors le suivant.
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Théoréme 3.1.4. — Il existe un isomorphisme G-équivariant d’espaces de Banach p-adiques :
I(X? J, dS\J)/\ — B(X,’ J/a dS\J’)/L(X,’ J/a dS\J’)'
Signalons au passage une conséquence immédiate du Théoreme 3.1.4.

Corollaire 3.1.5. — L’espace B(x',J',dg\ ;)/L(Xs J',dg\ ;) est un espace de Banach muni
d’une action continue unitaire de G. C’est le plus grand quotient de B(x/, J’,QS\J,) ayant cette
Propriéteé.

3.1.4. Plan de P’article. — Dans la Section 3.2, nous rappelons quelques généralités d’ana-
lyse fonctionnelle p-adique ainsi que la notion de complété unitaire universel introduite dans
[33]. La Section 3.3 est constituée de rappels sur les espaces des fonctions de classe C" et leurs
duaux. Nous introduisons dans la Section 3.4 les représentations localement QQp-analytiques
I(x, J, dg\ 7) qui font 'objet de notre étude, puis nous construisons la représentation de Ba-
nach II(x, J, ds\ 7)- Dans la Section 3.5, nous donnons deux conditions nécessaires pour que le
complété unitaire universel de I(x, J, dg\ 7) soit non nul et nous commencons ’étude des es-
paces duaux (I(x, J, dS\J)/\)V et II(x, J, dS\J)V. La Section 3.6, qui est le cceur de cet article,
contient la demonstration du Théoreme 3.1.4 ainsi qu’un exemple de construction explicite.

3.2. Préliminaires

3.2.1. Rappels d’analyse fonctionnelle non archimédienne. — Ce paragraphe re-
groupe des notions d’analyse fonctionnelle non archimédienne dont on se servira par la suite.
Nous renvoyons & [54] pour plus de détails.

Un F-espace vectoriel topologique V' est dit localement conveze sil’origine possede une base
de voisinage constituée de sous-Op-modules de V. Cela revient a demander que la topologie
de V puisse étre définie par une famille de semi-normes non archimédiennes [54, Propositions
4.3 et 4.4].

Soit V' un FE-espace vectoriel localement convexe. Un réseau £ de V est un sous-Op-
module de V tel que pour tout v € V, il existe un élément non nul a € E* tel que av € L.
En particulier, on remarque que tout sous-Og-module ouvert de V est un réseau de V.
Deux réseaux L1 et Lo de V sont dits commensurables s’il existe a € E* tel que aly C
Lo C a~Ly. La commensurabilité définit une relation d’équivalence sur 'ensemble £(V') des
réseaux ouverts de V.

Un réseau £ de V' est dit séparé si [,y @pL = 0 ou, de maniere équivalente, si £ ne
contient pas de E-droite.

Un sous-ensemble B C V est dit borné si, pour tout réseau ouvert £ C V, il existe a € FE
tel que B C aL.

On dit que V est tonnelé si tout réseau fermé de V est ouvert.

On dit que V est de Fréchet s’il est complet et métrisable ou, de maniere équivalente,
s’il est complet, séparé, et si sa topologie peut étre définie par une famille dénombrable de
semi-normes. Lorsque sa topologie peut étre définie par une unique norme, on dit que V est
un espace de Banach.

Si L est un réseau ouvert, borné et séparé de V', on définit la jauge de L par :

Yo eV, = inf |al.
vev, |ulc= inf fa
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C’est une norme sur V' et la topologie qu’elle définit sur V' coincide avec la topologie initiale
[54, Corollaire 4.12].
On dit que V est de type compact s’il existe un isomorphisme de FE-espaces vectoriels
topologiques
V= 1lmV,,
w

ou {V,}n>1 est un systeme inductif d’espaces de Banach sur E tel que les morphismes de
transition soient injectifs et compacts.

Soit W un E-espace vectoriel localement convexe. On note Hompg(V, W) I'espace des fonc-
tions E-linéaires et continues sur V a valeurs dans W. Si l'on fixe un sous-ensemble borné
B C V et que 'on se donne une semi-norme continue p sur W, alors la formule :

pa(f) = supp(f(v))
vEB
définit une semi-norme sur Homg(V, W). Si B est maintenant une famille de sous-ensembles
bornés de V, la topologie localement convexe définie sur Homg(V, W) par la famille de semi-
normes {pp; B € B,p semi-norme continue sur W} est appelée B-topologie. En particulier,
si B est la famille de tous les singletons, la B-topologie correspondante est aussi appelée
topologie faible. Si B est la famille de tous les sous-ensembles bornés de V', la B-topologie
correspondante est appelée topologie forte.

3.2.2. Complétés unitaires universels. — Soit G le groupe des Q,-points d’un groupe
algébrique linéaire réductif connexe défini sur QQ,. La notion de complété unitaire universel
d’un espace vectoriel localement convexe muni d’'une action continue de G a été formalisée par
Emerton [33, §1], apres que des exemples de complétés unitaires universels aient été construits
par Breuil [12, 14] et Berger-Breuil [8]. Nous rappelons dans ce paragraphe le contexte dans
lequel s’insére cette notion, ainsi qu’une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un
complété unitaire universel.

Définition 3.2.1 ([56, 14]). — Un G-Banach est un espace de Banach B sur £ muni d’une
action a gauche de G telle que 'application G x B — B qui décrit cette action soit continue.
Un G-Banach B est dit unitaire si, pour un choix de norme || - || définissant la topologie de
B, on a ||gv|| = ||v|| pour tout g € G et tout v € B.

Remarque 3.2.2. — Si le groupe G est compact, tout G-Banach est unitaire. Ceci n’est pas
vrai si G n’est pas supposé compact.

Soit V' un FE-espace vectoriel localement convexe muni d’une action continue de G. Un
complété unitaire universel de V' est un G-Banach unitaire qui satisfait une certaine propriété
universelle. Plus précisément, on a la définition suivante.

Définition 3.2.3 ([33], Définition 1.1). — Avec les notations précédentes, un complété
unitaire universel de V est la donnée d’'un G-Banach unitaire B et d’une application FE-
linéaire, continue et G-équivariante ¢: V — B telle que toute application E-linéaire, continue
et G-équivariante V' — W, ou W est un G-Banach unitaire, se factorise de facon unique a
travers ¢.

Remarque 3.2.4. — SiV admet un complété unitaire universel (B, ¢), alors ce complété est
unique a isomorphisme pres. Comme I'adhérence dans B de (V') vérifie la propriété universelle
énoncée dans la Définition 3.2.3, on en déduit que 'application ¢ est d’image dense.
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Le lemme suivant fournit une condition nécessaire et suffisante pour que V admette un
complété unitaire universel [33, Lemme 1.3].

Lemme 3.2.5. — La G-représentation V admet un complété unitaire universel si et seule-
ment si 'ensemble des classes de commensurabilité des réseaux ouverts G-stables de V', qui
est partiellement ordonné pour l'inclusion, posséde un élément minimal.

3.3. Rappels sur les fonctions de classe C" sur Op

Soit r € Q>p. Dans [27] nous avons introduit une nouvelle notion de fonction de classe
C" sur Op qui s’appuie principalement sur les travaux d’Amice, Amice-Vell,, Colmez, Van
der Put et Vishik [1, 2, 23, 63, 65]. Cette section va nous permettre de rappeler un certain
nombre de constructions et de résultats concernant I'espace des fonctions de classe C" sur Op.
Nous renvoyons a [27] pour plus de détails et a [45, 46] pour d’autres définitions possibles.

3.3.1. Définitions et compléments. — Soit » € Q>¢. Notons [r| sa partie entiere. Si
neNetsixe{<,<,> > =} on pose:

oes

Définition 3.3.1. — On dit que f: Op — E est de classe C" sur Op §’il existe une famille
de fonctions bornées {D; f: O — E, i € I}, telles que, si l'on définit e4,): Op x O — E
par :

Vl’,yEOF, 6f,[r](x7y):f(:["_‘_y)_ Z D&f(x)%v

i€l -

et pour tout h € N

Crr(h) = sup e (@) a™,
:cEOF,yew}OF

alors C'y,.(h) tend vers 0 quand h tend vers +oc.

Si f est une fonction de classe C” sur Op, il existe une unique famille de fonctions
{sz O > FE, i€ Ig[r]}

satisfaisant & la Définition 3.3.1 [27, Lemme 2.4]. Notons C"(Op, E) 'ensemble des fonctions

f: O — E de classe C" sur O et munissons-le de la norme || - ||cr définie par :
Df X ‘5 , (1.73/)’
HfHCr:sup( sup sup 2,( ), #)
1€l<qy) z€O0p (2 z,yeOp |y‘

C’est alors un espace de Banach sur E, et méme une E-algébre de Banach [27, Lemme 2.9],
c’est-a-dire une F-algebre normée dont ’espace vectoriel normé sous-jacent est un espace de
Banach.

On demontre maintenant le résultat suivant, dont on se servira par la suite.
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Lemme 3.3.2. — Soitn € N. Soit f: Op — E une fonction de classe C". Notons g: O —
E la fonction définie par :

Vz e Op, g(z)= 1D(07n)(z)f<i)'

n
W

Alors g € C"(Or, E) et |lgllcr <" (| fllor-

Preuve. — Pour tout i € I<[,] et tout z € O posons :
1 \¢ z
(3.3.1) Dig(=) = () Tmpor (DS ()
On a alors :
T4y 1 T TN
Va,y € Or,  ggp (@) = Loam (@ +9)f (o) = D Slpem@Duf (= ) () -
elgpyy
Par suite, on voit immédiatement que 'on a :
Vh > n, sup "Sg,[r} (.I', y)| < Sup "gf,[r] (.ﬁU, y)| )
xEOF,yEw%OF ze(i)p,yew;bf”@p

ce qui implique que g est de classe C" sur Op. Pour montrer I'inégalité sur la norme on
remarque que (3.3.1) assure que l'on a :

(3.3.2) Vi€l sup |— ( )‘ < ‘(—) sup z'()‘ < ¢\ fllcr < a1 fller-

2€0F ,' - w% ze0p
On conclut alors en distinguant quatre cas :
e Siz,y € wpOp, alors on a :
e (@ y)  lerm(Em 2ol
— < . <q"| fller
[yl [yl
e Siz e whOrp ety ¢ whOp, alors on a :
egii(@y)| _ | Zierg, Dig@)y Dig(®) |, jil—r
- < sup |28,
|y‘r |y|7‘ L'GIS[T] 2
Dif(z) il lil—
< sup sup [y
1€l <[y z€0p 2
<q"|fller-

e Six ¢ wiOf et z+y ¢ wpOF, alors on a g (7, y) = 0.
o Six ¢ whOp et v+ y € wiOp alors on a enfin :
z v
e _ (2
lyl” lyl"

>’ <q"|fller
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3.8.1.1. Composition de fonctions. — Soit f: Op — E une fonction de classe C" sur Op
et soit h: O — Op une fonction. Nous allons rappeler [27, §2.2.1] une condition suffisante
sur h pour que foh: Op — FE soit a son tour de classe C" sur Op. Pour cela, nous avons
besoin d’introduire la définition suivante.

Définition 3.3.3. — Soit r € Q>p. On dit que h: O — F est de classe Cr sur Op ¢l
existe une famille de fonctions bornées {h(): Op — F, 0 < i < [r]} telle que, si I'on définit
enfr): OF x Op — F par :

7] i

Va,y € Or,  enp(ay) = fz+y) - D hO(@)
i=0 ’

et que 'on pose, pour tout k € N,

Ch,r(k) = sup |€h,[r] (33, y)| qu s
IEEOF,yGWIIC;OF

alors Cj, (k) tend vers 0 quand k tend vers +oc.

Notons C™(Op, F) I'ensemble des fonctions de O dans F qui sont de classe O™ sur
Op. On le munit de la norme || - ||or:a définie par :

h) (z)

2!

i

len, ) (7, Y)] )

x,yEOp |y‘r

|kl gria = sup ( sup sup
0<i<[r] x€OF

ce qui en fait un espace de Banach sur F.

Proposition 3.3.4 ([27], Proposition 2.12). — Soit r € Q>¢. Si h: O — Op est une
fonction de classe C™% sur Op alors :

(Z) Vf € CT(OFaE); f ohe€ CT(OFvE) ;

(ii) Uapplication de C"(Op, E) dans C"(Op, E) définie par f — f o h est continue.

3.3.1.2. Construction de sous-espaces fermés. — Soit r € Q>p, J C S et d, € N pour
o € S\J. Nous allons définir un sous-espace fermé de C"(Op, E), dépendant de J et de ds\ s,
qui va jouer un role important dans la suite.

Posons :

JE T [{o € S\J. do +1> 7}

et désignons par e, le vecteur de N° ayant toutes ses composantes nulles sauf celle d’indice

o qui est égale a 1. Pour tout f € C"(Op, E), tout o € S et tout i € {0,...,[r]}, posons :
8i
—f = D f.
6,23_.]0 zegf

Définition 3.8.5. — On note C"(Op, J’ ;dg\ yr) le sous-E-espace vectoriel des fonctions f
de classe C" sur Op telles que :
8d"+1

VUES\J/, szo

D’apres [27, Corollaire 2.8], 'opérateur D; est continu pour tout ¢ € I <[] ce qui implique
que U'espace C"(Op, J',dg\ ;) est bien un sous-espace fermé de C"(Op, E). On le munit de
la topologie induite par celle de C"(Op, E), et on en fait ainsi un espace de Banach sur E.
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3.3.2. Fonctions localement analytiques et fonctions de classe C". — Soit U une
partie ouverte de Op, soit J C S et soit d, € N pour tout o € S\J. Pour a € U et
n € N tels que D(a,n) C U, on note O(D(a,n), J,dg\ ;) le E-espace vectoriel des fonctions
f: D(a,n) — E de la forme

f(z) = > am(a)(z —a)™
m:(ma)qESeNS
me<ds Sl c€S\J

|m|)

avec am,(a) € E et |ay(a)|lg ™™D — 0 quand |m| — 4-00. C’est un espace de Banach sur E

pour la topologie induite par la norme || - [|4, définie par :
1 llan = sup (lam (@)|g~"02D) .
m

Comme U est ouvert et compact, il existe hg € N tel que :
Va € U,Yh > hg, D(a,h) CU.

Pour tout h > hg, on note F,(U, J, dg\ ;) le E-espace vectoriel des fonctions f: U — E telles
que :

Va €U, flpn € O(D(a,h),J dg\ )

On munit cet espace de la norme || - ||z, définie par :

(3.3.3) Iflz = sup  |flp@n

amod w?, ,acU

a,h s

ce qui en fait un espace de Banach sur E. On voit immédiatement que cette définition ne
dépend pas du choix du systeéme des représentants. De plus, on sait par [54, p. 107] que les
inclusions

Fu(U, J,dg\j) = Fri1(U, J, ds\ 5)

sont continues et compactes.

Définition 3.3.6. — On note F (U, J, QS\J) le E-espace vectoriel des fonctions f: Op — E
pour lesquelles il existe h > hg tel que f € Fp (U, J, QS\J).

On munit cet espace de la topologie de la limite inductive, ce qui en fait un espace de type
compact. Posons, pour tout N € N :

FNOp,9)E > F(Or,0.4d);
del<n
FN(Op, J,dg\ ;) € FN(Op,S) N F(Op, J.dg\ ;) -

Les espaces FV(Op, S) et FN(Op, J, dg\ 7) sont des sous-E-espaces vectoriels respectifs de
F(OF, S) et F(OF, J,dg\ ;). En outre, on dispose des deux faits suivants :

e l'espace F(Op, J,dg\ ;) s'injecte de facon continue dans C"(Or, J',dg\ ;) [27, Corol-

laire 3.4] ;

e pour tout entier N > [r], I'espace F™(Op, J, dg\ ;) est dense dans C"(Op, J', dg\ ;)

[27, Corollaire 3.16].

Notons que le deuxiéme point découle de I'existence d’une base de Banach de C" (O, J', d S\ )

constituée de fonctions dans FU'l(Op, J, dg\ )
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3.3.3. Distributions d’ordre r. — Conservons les notations du §3.3.2 et, pour tout N €
N, notons FN (Op, J, QS\J)V 'ensemble des formes linéaires sur F¥ (Op, J, dS\J). Si N est tel
que N > [r], alors [27, Corollaire 3.16] assure que I'inclusion

FN(Op, J,dg\ ;) € C"(Op, S dg\ )

induit une injection

C"(Op, J,dg\ )V = FN(Op, J,dg ;)"
Dans cette section, nous allons rappeler une caractérisation possible des formes linéaires
p: FN(Op, J, dg\;) — E qui s’étendent en des formes linéaires continues sur I'espace de
Banach C"(OF, J',dg\ /). Elle généralise un résultat di & Amice-Vélu et Vishik [2, 65].

Définition 3.3.7. — On appelle distribution (J’,dS\J/)-tempérée d’ordre r sur Op toute
forme linéaire continue sur I'espace de Banach C"(Op, J', dg\ 57).

On note (C"(Op, J'dg\ )Y |l ID,.7,(ds), ) Vespace des distributions (J', dg\ jr)-tempérées
d’ordre r sur O muni de la topologie forte.
Soit N e N. Si € .FN(OF,J,QS\J)V et si f e .FN((’)F,J,QS\J) on note, pour a € Of et

neN:
w(oenf) = [ St

a,n)
Théoréme 3.3.8 ([27], Théoréme 4.2). — (i) Soit p € C"(Op, J',dg\ y1)". Il eviste une
constante C,, € Rxq telle que pour tout a € OF, tout n € N, tout 0 < ng\ < QS\J/ et tout
my € NJ/, on ait :

(3.3.4) ‘ /D( )(Z — )\ (2 — a)mJ’u(z)‘ <C, g s\l =lmyl),

(ii) Soit N > [r] un entier et soit p € .FN((’)F,J,QS\J)V. Supposons qu’il existe une
constante Cy, € R>q telle que pour tout a € Op, tout n € N, tout 0 < ng\ ; < dg\y et tout
m; € N7 wérifiant Ing\ s + [my| < N, on ait :

(3.3.5) ‘ /D( )(Z B CL)QS\J (Z _ a)mju(z) < CH q”(T*\QS\ﬂ*\mJU_

Alors 1 se prolonge de maniére unique en une distribution (J’,QS\J,)—tempérée d’ordre r sur

Or.

Remarque 3.3.9. — La preuve du Théoreme 3.3.8 utilise de maniere cruciale la construc-
tion explicite d’'une base de Banach de l'espace C"(Op, J’,QS\J/), qui dépend de r et est
donnée pour une famille dénombrable de fonctions localement polynomiales [27, Proposition
3.15]. Lorsque F' = Qy, cette base coincide avec celle construite par Van der Put [63] pour
I'espace des fonctions continues sur Z, et généralisée par Colmez pour r quelconque [23,
Théoreme 1.5.14]. Signalons que pour ’espace des fonctions continues sur O, cette base
avait déja été construite par De Shalit [31, §2].

Remarque 3.3.10. — Une conséquence directe du Théoréme 3.3.8 est la suivante [27, Co-
rollaire 4.3]. Si pour p € C"(OF, J',dg\ ;/)", on définit HM’T,@SW par la formule

lillge, = s s (| apse— oot
- a€O0p,neN mJeNJ D(a7n)
Qgﬂs\‘jgds\(]
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alors || - | est une norme sur C"(Op, J',dg\ ;)" qui est équivalente & || - [Ip, . (d,), -

|TvdS\J

3.4. Représentations de GLa(F)

3.4.1. Généralités. — On fixe désormais une fois pour toutes une partie J de S. Si G
est un groupe de Lie localement F-analytique, on note Gg le groupe de Lie localement Q-
analytique obtenu & partir de G par restriction des scalaires de F' a Q, [9, §5.14]. Si V est un
E-espace vectoriel localement convexe séparé, on peut définir, comme dans [55, §2] l'espace
des fonctions localement Q,-analytiques de G' dans V' : c’est simplement 1’espace des fonctions
localement analytiques de G dans V. On note C%~9"(G, V) cet espace, que 'on munit de
I’action & gauche usuelle de G.

Soit g l'algebre de Lie de G. On dispose d'une action Q,-linéaire de g sur Cw—an(G V)
définie par :

(®f)(9) = %(t = f(exp(—tx)g)> L:o

ou exp: g --» G désigne I'application exponentielle définie localement au voisinage de 0 [55,
§2]. Cette action se prolonge en une action de l'algebre de Lie g ®q, E. Puisque g est un
F-espace vectoriel, g ®g, £/ est une algebre de Lie sur 'anneau F' ®q, E, ce qui permet
d’obtenir un isomorphisme d’espaces vectoriels sur F :

(3.4.1) 929, E~Pa®r, E.

ceSs
Définition 3.4.1 ([59], Définition 1.3.1). — Une fonction localement Q,-analytique f: G —
V est dite localement J-analytique si I'action de g®q, E sur f se factorise par P, ; §®rq E.

L’ensemble des fonctions localement .J-analytiques est un sous-espace fermé de C& = (G, V)
que I'on note C/~%(G, V) et que 'on munit de la topologie induite.

Définition 3.4.2 ([59], Définition 1.3.4). — Soit V un espace vectoriel muni d’une to-
pologie séparée localement convexe tonnelée. On dit que V' est une représentation localement
J-analytique de G lorsque les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) le groupe G agit sur V par endomorphismes continus;

(ii) pour tout v € V, l'application de G dans V définie par l'action de G sur v est

localement J-analytique.

Remarque 3.4.3. — Dans la Définition 3.4.2, supposer que V est tonnelé assure, grace au
Théoreme de Banach-Steinhaus [54, Théoreme 6.15], que 'action de G sur V' est continue.

Exemple 3.4.4. — L’espace localement convexe C”/~%(G,V) muni de I'action & gauche
usuelle de G est une représentation localement J-analytique.

3.4.2. Rappels sur les induites localement analytiques de GLy(F). — On pose
G = GLy(F). On note T le tore déployé constitué des matrices diagonales de G, P le sous-
groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures de G, et IV le sous-groupe des matrices
unipotentes supérieures de G.

Si (p, V) est une représentation localement .J-analytique de P, on note Ind%(p)”~%" I’espace
des fonctions f: G — V localement J-analytiques telles que :

Vg€ G,Vpe P, [f(pg)=pp)flg)
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On munit cet espace d’une action a gauche E-linéaire de G en posant (¢f)(¢') = f(¢'g) : on
obtient ainsi une représentation localement J-analytique de G.

Soit x un caractere localement Q,-analytique de 7', que I'on peut voir comme une représen-
tation localement Q,-analytique de P par inflation. Nous allons construire maintenant des
sous-représentations localement Qp-analytiques de Indg(x)sf‘m. Ensuite, en utilisant 1’es-
pace des fonctions localement analytiques sur Op construit dans la Section §3.3.2, nous en
donnerons une nouvelle description.

Pour ¢1,to € F* assez proches de 1, on a

X[ o) = [T ot ™oo(tz)®e,

o€eS

avec di 5, d>, € E. Notons alors J le sous-ensemble de S formé des éléments o tels que
dZa _'dLU ¢ N.

Quitte a considérer la représentation Indg(x)S*“"(@((HUeS\J o%.7)odet) ™!, on peut supposer
que 'on a, au voisinage de 1

X([G o) =xit)xe(ta) [ o),

oceS\J
avec x1 et xo deux caracteres localement J-analytiques de P et d, est un entier positif ou
nul. On pose u = [9J] et, pour tout o € S, on note u, Vélément de gly(F) ®q, E défini par u

via Iisomorphisme (3.4.1) sur la composante associée & 0. Si ¢ € S\J, on pose 35 = (uy )%+

et I'on définit €, par :
o ([ o)) = oltity ).
D’aprés [59, Proposition 1.3.11], ’élément 3, induit une application de Ind%(x)5~%" dans
Indg(xeg"ﬂ)s —97encore notée 3., qui est surjective et dont le noyau est isomorphe a
(Symd”E2)‘T RF IndIGg(XU)S\{”}_‘m )
On a ici utilisé les notations suivantes :

e pour 0 € S et d, € N on note (Symd"EQ)” la représentation algébrique irréductible
de GLy ®F, E dont le plus haut poids vis-a-vis de P est x,: diag(z1,z2) — o(xo)% ;

e On définit le caractere x? par :
X =x1® (X2 H TdT)
reS\(J1I{e})

On en déduit immédiatement, pour toute partie S’ de S\.J, 'isomorphisme suivant :

B B N S
7e oS (S\I\S'

Posons m, = d, + 1. D’apres la preuve de [59, Proposition 1.3.11], on dispose du diagramme
commutatif suivant :

Ind ()5 " Ind (o) S

_ QMo 9mo_
azc’,’“’ ’ Bzg.na

(F(OF,S))? (F(OF,9))?
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ou
o 7(OF,S) désigne l'espace F (U, J,dg\ ;) pour U = Op et J =S (donc S\J =0);
e la fleche verticale de gauche (resp. de droite) est un isomorphisme topologique expli-
citement donné par :

Fr= (G £ b)) G = (1L SDD)-

On en déduit donc I'existence d’un isomorphisme topologique :

(3.4.2) (®(Symd"E2)a) 95 (Ind1€X1®X2 11 ada)S\SLm
oes’ (S\JN\S"

~ (F(Op,S\S',dg))?.

Posons alors :

1005\ dg) = (@ (Sym™ %)) @p (mdfvaoxe [[ o*)
oes’ (S\J)\S’

S\S’—an

et notons V le FE-espace vectoriel des fonctions f: FF — FE vérifiant les deux conditions
suivantes :
(i) flor appartient & F(Op, S\S', dg) ;
(i) ngl_l(z)zds\Jf(l/z)\OF_{O} se prolonge sur Op en une fonction de F(Op, S\S’, dg/).
L’application
V— ‘F(OF’S\SlvdS’)@"T(OFvs\S/,dS’)

fr (o0 F(@rp), (2 2 v ()75 7(1/2)))

est un isomorphisme de E-espaces vectoriels qui permet de munir V' de la topologie localement
convexe induite par cette application. Les isomorphismes (3.4.2) et (3.4.3) et 'égalité

0 1]fa b] [2£2  —c 0 1
—1 z||c d| 0 —cz+al |—-1 ==t

—cz+a

(3.4.3)

assurent alors que Paction de G sur I(y, S\S’,dg/) se traduit sur V de la fagon suivante :
pour tout g =[25] € G, tout f € V, et tout z € F — {2}, on a

s ([0 0] )@=t e+ a-es g (220

Ils assurent en outre que si ¢ # 0, alors on peut prolonger gf par continuité en z = ¢ en une
fonction appartenant a V.

3.4.3. Une GLy(F)-représentation de Banach. — Soit xi1,x2: F* — E* deux ca-
racteéres localement J-analytiques et dg\ ; un |[S\J|-uplet d’entiers positifs ou nuls. Posons
r = —valg, (x1(p)) et supposons r > 0. Posons :

J’:JH{JES\J, de +1>71} X1 =x1, et Xb=x2 H ode.
oeJ\J
A Taide des espaces définis au §3.3.1.2, nous allons définir un nouveau G-Banach attaché
au triplet (J', X}, x5)-
Notons B(X',J',dg\ ;1) le E-espace vectoriel des fonctions f: F' — FE vérifiant les deux
conditions suivantes :

(i) flop appartient & C"(Op, J', dg\ 57 ;
(ii) X'Qx’l_l(z)zdS\J’f(l/z)\oF_{o} se prolonge sur O en un élément de C"(Op, J', dg\ 5r).
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L’application
B(le Jl?dS\J’) — CT(OF‘v JladS\J’) S CT(OF‘? JladS\J’)

fr (e Smr2), (2 0 ot L2285 £(1/2) )

est un isomorphisme de E-espaces vectoriels. On munit alors B(x/, J’, dg\ ) de la topologie

(3.4.5)

localement convexe déduite de cette application, ce qui en fait un espace de Banach sur F
pour la norme || - || g définie comme suit : si (fi, f2) désigne I’élément de (C"(Op, J’,QS\J/))Q
correspondant a f € B(x/, J',dg\ ;) via Iisomorphisme (3.4.5), alors :

(3.4.6) 1115 = sup ([l fillers [l faller).-

Pour f € B(X',J',dg\ ;) et g = [2}5] € G, considérons la fonction définie par

(3.4.7) (9f) (2) = x1(det(g))xhx) " (—cz + a)(—cz + a)ds\' f <_d;12)

pour tout z # £ (si ¢ # 0). Le prochain résultat montre que gf se prolonge par continuité
en z = ¢ en un élément de B(x',J',dg\ ;) et que, pour I'action de G définie par la formule

(3.4.7), l'espace B(X',J',dg\ /) est un G-Banach.

Lemme 3.4.5. — L’action a gauche de G sur l’espace B(Y/, J’,QS\J,) donnée par la formule
(3.4.7) est bien définie et se fait par automorphismes continus.

Preuve. — Soit f = (f1, f2) € B(X',J',dg\ ). En utilisant I'isomorphisme (3.4.5), on voit
que l'on a d’autre part, pour tout g =[¢ %] € G
b

dz — ==
(9)1(2) = X1 (det(9))x4xt ~ (—capz + a)(—cwpz + @)%\ f; (7@)

—CwWrz+a
si % € ?DFOF et
- , —cwrz+a
(97)1(2) = X; (det(g)xss ™ (dwpz = b) (dwpz = YoV o )
WEZ — b
si % € F\wrOF; et d’autre part,
/ 1 dg\ g _bwip ™ WLF
(9)2(=) = Xi(det(g)xss ™ (~c + az) (—c + az)fsvr fi (—2E—=x )
si % € wrpOF et
-1 , az —c
(9)2(=) = Xi(det(g)xs; " (—bz + d) (—bz + s fo =5

sj =betd S F\WFOF

az—cC
Il suffit maintenant de montrer que 'application

CT(OF, Jl,ds\J/) @ CT(OF, Jl,ds\J/) —> CT<OF, Jl,ds\J/) @ CT<OF, Jl,ds\J/)
(f17f2) — ((gf)la(gf)Q)

est bien définie et continue. Par la décomposition de Bruhat G = P U PwN, il nous suffit de

montrer la stabilité et la continuité de 'application (3.4.8) pour les matrices g de la forme

[39], [0 =

de la Proposition 3.3.4 et du fait que 'espace C"(Op, J’,QS\J,) est une F-algébre de Banach
[27, Lemme 2.9]. O

(3.4.8)

1, [§9] et [§7] avec A € F*, ce qui est une conséquence des formules ci-dessus,
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Le Lemme 3.4.5 et le Théoreme de Banach-Steinhaus [54, Théoreme 6.15] impliquent alors
que l'espace B(x',J',dg\ ;) est un G-Banach.

Soit k € Nsg. Fixons Sy C O un systéme de représentants des classes de (Op/@hOp)*,
et notons [ le plus petit entier positif tel que x| D(ag,l) €t X5 D(a;,) Solent des fonctions J'-
analytiques sur 'ouvert D(a;,[) pour tout a; € Sj.

Supposons de plus que le caractére central de I(x, J, ds\ 7) est entier, ce qui équivaut a
demander que

(3.4.9) valg, (X1 (p)) + valg, (X5(p)) + [dg\ /| = 0.

Lemme 3.4.6. — Les fonctions de F' dans E définies par les formules suivantes sont des
éléments de B(xX',J',dg\ ;) :

n 11N
Z = 27\

T O e R R e e CE D R T
0 st z=a;

avec a € F, my € N/ et 0 < ng\y < dgy yr tels que v — (Ing y| + [my|) > 0.

Preuve. — Le méme raisonnement que celui permettant de prouver [8, Lemme 4.2.2] s’ap-
plique : il suffit de montrer que la fonction f: O — E définie par

fa) = XX ()t e s 0
10 siz=0

appartient & C" (Op, J’,QS\J,). Soit fy la fonction nulle sur O et, pour tout n € Nsg, posons :

-1 d 1 — !’ — ’
fa(2) = 1o\ Dm) (2)XaX] (2)255\ 1S\ 27

La fonction f, est bien dans C"(Op, J’,QS\J,) puisqu’elle est en fait dans F(Op, J’,QS\J,).
Par [54, Lemme 9.9], il suffit de montrer que f,+1 — f, tend vers 0 dans I'espace dual de
I'espace de Banach des distributions (J',dg\ ;)-tempérées d’ordre r sur Op. Autrement dit,
on veut montrer que

. | Jop (Fr41(2) = ful2)) u(2)|

— 0 quand n — 400
,LLEC’T(OF,J',QS\J/)V ||MHT1¢S\J

Remarquons que
— -1 d ’— /=1 g
for1(2) = fu(2) = 1D(0,n)\D(0,n+1)(Z)X/2X/1 A

— 101 d -n, —m
- Z 1D(aiw%,n+l)(z)X2X1 (Z)Z S\JITES\I g T
aiESl

(3.4.10)
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Comme Y/ et x4 sont des caracteres J'-analytiques sur D(a;, ) pour tout a; € S;, on sait que

)

1 1 z 1
(et (XX (2) = Xoxs ™ (@) Lpgen (= ) Xaxh (w

pour tout n > 0, on a :

@} @
1 z z hyr
= XIQX,1 (w%)lD(ai,l) (7) Z bﬁJ’ (i) (7 - ai)
F 2

EJ/>Q

,1 z — a; o\ by
=Xt @E) D e (Don (0) ()

n
w
QJIQQ F

-1

Grace & la condition (3.4.9), on sait que |x5x]  (@%)| = ¢ "\l Ainsi, en écrivant

~my' et en développant, on obtient, pour tout a; € Sj :

oo\t
—m g —m —t]/ — Qi Wp\tJ

1D(aiw},n+l)(z)z == 1D(aiw},n+l)( ) aZwF = E )\t]/ i ( —s )

tJ/>Q F

2T = (2 — a;wh + a;wh)

ot les A, sont des éléments de Og. De méme on obtient, pour tout a; € .5; :

1D(aiw}}.,n+l) (Z)ZQS\J’ R\’

= 1D(aiw%,n+l)(z) Z MES\J/ (aiw%)ﬁs\ﬂ (Z _ aiw%)ds\J/—ﬂS\J/—ES\Jl’
0<kg\ yr<dg\ j1 g\ 5

avec [k, ;1 € Nso.

Pour tout 0 < ag ;v < dg\ v et tout 3, € N“', notons alors fagi 8, Or\{0} — E, la
fonction définie par :

fgsw,ﬁj/(z) = 25\ s\ Ly,
Par (3.4.10), on a :
-1
‘,U(fnJrl( ) — fn(z )‘ = sup |/L 1p a,wF,n—&-l)(Z)XIQX/l (Z)fﬂs\y:m]/(z))‘-

a; €S

Si I'on note C1 = sup,,cg, supy, , b, (@i)], les égalités précédentes montrent alors que pour
tout a; € S, on a :

-1 d ’— T ’
(LD (i) (2)XaX] (2)255\7 B8\ 2700

—n(2r—|d —|m k l
<Cyq"@r=lds\rl=lm D) sup g s\l uw, (1D (awn ) (2) fﬂs\ﬂwsw,’b,(z—aiw;z))|,
Lyl
kg\ g

ot 1 varie dans N’ et ot 0 < kg\yr < dg\ . D’apres la Remarque 3.3.10, on a aussi :

‘N(lD(aiw?7n+l (2 )f”s\J/JrkS\J’ lJ’(Z a;wp )‘ < HMHrds\J SUP q(nH)(THES\JI‘7|Lﬂ|7‘ds\ﬂ|+|ﬂs\‘1/|)7

,J/
kS\J/

d’ou 'on déduit que
‘,u(fn—&-l( ) fn )| < Cl”ﬂ”rds\‘]qin(T Imyr|=Ing\ 1) sup q (THRS\J/FVJ’\*|ds\J/\Jr|ns\J'\)7

Ly
kS\J’

ce qui prouve le résultat car r > |m /| + |ng 5. O



62

D’apres le Lemme 3.4.6, on sait que pour tout a € F, tout mj; € N7 et tout 0 <
ng\y < dg\y tels que r — |ng | — [my| > 0, les fonctions [z — 2"\ et [z —
Xoxs Mz —a)(z — a)2\ 7 TR\ (2 — a) "] sont dans B(y/, J',dg\ ). Notons L(x', J',dg\ j)
ladhérence dans B(x/,J', dg\ ) du sous-E-espace vectoriel engendré par ces fonctions. Un
calcul direct laissé au lecteur permet de vérifier ’énoncé suivant.

Lemme 3.4.7. — Le sous-espace L(X',J',dg\ ;i) est stable par G dans B(x',J',dg\ yr)-

Posons alors )

H(X/’ J/v dS\J’) déf B(X/’ J/v dS\J’)/L(X/’ J/v dS\J’)'
C’est un espace de Banach sur E qui est munit, d’apres les Lemmes 3.4.5 et 3.4.7, d’une
action de G par automorphismes continus.

3.5. Réseaux

3.5.1. Deux conditions nécessaires de non nullité. — Soit x1, x2: F* — E* deux
caracteres localement J-analytiques et dg\ ; un [S\J|-uplet d’entiers positifs ou nuls. Posons
r = —valg, (x1(p)) et considérons la représentation localement Q,-analytique

I(x, J,dg\ ) = ( 03¢ (Symd"E2)a) ®E <IndIG3X1 ® X2)
oeS\J

J—an

que nous avons construite dans la Section §3.4.2. Soit I(x, J,dg\ j)(F') le sous-espace fermé
de I(x,J, dg\ y) formé des fonctions a support compact. Il est stable sous I’action de P et
il engendre I(x,J, dg\ ;) sous G. En outre, il contient 'espace O(OF, J, dg\ ;) et I'on vérifie
immédiatement que
I(x, J,dg\ ) = »_ 9O(Or, J,ds\ ;).
geG

D’apres la preuve de [33, Proposition 1.21], le complété unitaire universel de I(x;, J, ds\ 7)
est le complété de I(x,J,dg\ ;) par rapport au sous-Op|G]-réseau engendré par les vecteurs
1o, (2)2"5\/ 2™ avec 0 < ng\y < dg\y et m; € N7. En utilisant la decomposition d’Iwasawa
G = PK et la compacité de K, on voit qu'il suffit de compléter par rapport au sous-Og[P]-
réseau A engendré par les vecteurs 1o, (2)z%5\ 2% et 1p_ o, (2)xax]  (2)228\ 2o\ z—my
avec 0 < ng\y < dg\y et my € N”. Notons I(X,J,QS\J)/\ le complété de I(x,J,dg\ ;) par
rapport a A : ¢’est un G-Banach unitaire pour lequel on dispose des deux conditions nécessaires
de non nullité suivantes.

Proposition 3.5.1. — Les deux conditions suivantes sont nécessaires pour que I(x, J, dS\J)/\
soit non nul :

(i) le caractére central de I(x, J,dg\ ;) est a valeurs entiéres;

(i1) on a linégalité valg, (x2(p)) + |dg\ | > 0.

Preuve. — Supposons que (I(x,J, dS\J)/\, | - |l) soit non nul. En particulier, 'application
canonique ¢: I(x, J,dg\ ) = I(x, J,dS\J)/\ est non nulle. Soit done f € I(x, J,dg\ ;) tel que

t(f) # 0. Comme ¢ est G-équivariante et comme I(, J, QS\J)/\ est un G-Banach unitaire, on
a:

x1(0)x2 ()% (1 = (I,

ce qui prouve (i).
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Montrons maintenant que si valg, (x2(p)) + |dg\ ;| < 0, alors I(x, J, QS\J)/\ est nul. Ceci
équivaut a prouver que pour tout 0 < ng\ g < QS\J et tout m; € NJ, on a :

(3.5.1) VA e E,Vn >0, )\1D(07n)(z)zﬂs\szJ c A.

Nous allons raisonner par récurrence sur [ng ;| + [m,|.
Supposons tout d’abord |ng\ ;| + [m;[ = 0. Soit A € E et n € N. Notons m le plus

d
petit entier positif tel que valF(Xg(w}?)w?*S\") < valp(A) et fixons R C Op un systeéme de

représentants des classes de Op /wOp. Comme A est stable sous l'action de P, la formule
(3.4.4) assure que 'on a :

m n . md
Vaz- S R7 [WDF w}{az ]1D(0,n) = XQ(wTFn)wF S\J 1D(w’}%ai,n+m) € A.
On en déduit que
md md
Z XQ(W?)WF S\JlD(w}ai,ner) = XQ(WYI;L)WF S\J]-D(O,n) €A,

ce qui assure que )‘]-D(O,n) e A.
Supposons maintenant que (3.5.1) soit vrai pour tout 0 < ng\ ; < dg\; et tout m; € N/
tels que |ng\ s +[m,| <1 ol est un entier positif. Soit i € N* tel que :

lil=14+1 et i, <d,, pourtouto e S\J.

Comme A est stable sous 'action de P, la formule (3.4.4) assure que 'on a :

Va; € R, [FF w%ai]zilD(o,n) = X2(@p)wp

mdg, ; (z —a; W
0

i
w%n ) 1D(w}}ai,n+m) €A,
avec iy € Z. On en déduit, en développant (Z:iilmw%)l et en utilisant 'hypothese de récurrence,
- F
que l'on a :

md Z \%
Va; € R, xa(wh)wp S\J(ﬁ) Lp(wpaintm) € A
F

Ceci assure en particulier que l'on a :
p q

mdo\;  —mi_; mdg\;  —mi_;
Z XQ(W?)YEF W 7Z£1D(w’}?ai,n+m) = XQ(w?)wF Wp 7211D(0,n) €A,

ce qui implique que Azl D(o,n) € A, et permet de conclure.

O
Remarque 3.5.2. — La condition (i) de la Proposition 3.5.1 peut s’exprimer par I’égalité
suivante :
(3.5.2) valg, (x1(p)) + valg, (x2(p)) + |dg\ 4| = 0.

On termine cette section par quelques remarques sur le cas localement algébrique. Soient
X1, x2: F* — E* deux caracteres localement constants et d un |S|-uplet d’entiers positifs ou
nuls. Posons :

10d) = (@ Sym™ E)7) @p (ndfxa @ ol | 7).
ceS
ott Ind%(x1 ® xa| - |~!) désigne I'induite lisse usuelle. D’aprés la Proposition 3.5.1 et d’apres
[49, Lemme 7.9] on connait deux conditions nécessaires pour que I(x,d)\ soit non nul, &
savoir :
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(i) valg, (x1(p)) + valg, (x2(p)) + [F": Qp] + |d| = 0;
(i) valg,(x2(p)) + [F': Qp] + |d| = 0 et valg, (x1(p)) + [F: Qp] + |d] = 0.
On voit que (%) et (i7) sont équivalentes a
(") valg, (x1(p)) + valg, (x2(p)) + [ : Qp] + |d] = 0;
(ii”) valg, (x2(p)) <0 et valg, (x1(p)) <0.
Rappelons la conjecture suivante qui est un cas particulier d’une conjecture plus générale
due a Breuil et Schneider [20].

Conjecture 3.5.8. — Avec les notations précédentes, les conditions (i') et (ii') sont aussi
des conditions suffisantes a la non nullité de I(X,d)/\-

Remarque 3.5.4. — La Conjecture 3.5.3 est démontrée dans les cas suivants :

e lorsque F' = Q, [8, Corollaire 5.3.1];

e orsque ngfl est un caractere modérément ramifié avec d = 0 [64, Proposition 0.10],
ou [42, Théoreme 1.2] pour une preuve alternative;

e lorsque X2X1_1 est un caractére non ramifié avec certaines conditions sur d [29].

3.5.2. Passage au dual. — On conserve les notations du §3.5.1. Supposons que les condi-
tions (i) et (ii) de la Proposition 3.5.1 soient satisfaites, ce qui implique en particulier que
r > 0. Posons a nouveau :
J=J[[leeS\Ldo+1>7}, Xi=x1, xXa=x2 [[ o™
oeJ\J
On sait que 'on dispose d’une immersion fermée G-équivariante :

(3.5.3) I, Jodgyg) = T, T dgy )

Le prochain résultat donne des informations sur les vecteurs localement Q,-analytiques de
I(X7 J7 dS\J)/\

Proposition 3.5.5. — Supposons que les conditions de la Proposition 3.5.1 soient satis-
faites. Alors les conditions suivantes sont équivalentes et vérifiées :
(i) Toute application continue, E-linéaire et G-équivariante I(x, J,dg\ ;) — B, avec B
un G-Banach unitaire, s’étend de maniere unique en une application continue, E-linéaire
et G-équivariante I1(x', J',dg\ /) — B.
(i1) L’application canonique I(x,J,dg\ ;) — I1(x, J, dS\J)/\ s’étend de maniere unique en
une application continue, E-linéaire et G-équivariante 1(X', J', dg\ ;1) = 1(x, J, dS\J)/\.
(11i) L’application (3.5.3) induit un isomorphisme de G-Banach unitaires :
I(x, J.dgy )N =5 1, T dgy )N
Preuve. — L’équivalence des conditions (i), (ii) et (iii) est claire. Breuil montre (i) en suppo-
sant de plus que lapplication de I(y, J, dg\ 7) dans B est injective [17, Théoreme 7.1]. Une

preuve analogue, qui utilise de fagon cruciale [17, Lemme 6.1], permet de démontrer le cas
général. 0

D’apres la Proposition 3.5.5 (iii), donner une description explicite de I(x, J, dg\ N revient

& donner une description explicite de I(x/, J’, ds\ J,)/\. On peut ainsi supposer que :

(3.5.4) VoeS\J, r>d,+1,
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ou encore que J = J'.
Rappelons (§3.5.1) que le complété unitaire universel de I(x;, J, dg\ 7) est le complété par
rapport au sous-Og|P]-réseau A engendré par les vecteurs :

(3.5.5) 10, (2)2%5\V 20 et 1p_o,(2)xax] H(2)248\7 "2\ ;7 my

pour tout 0 < ng, ; < dg\ 5 et tout m; € N7,
De plus, on note I(x, J,dg\ ;)" le dual continu de 'espace I(x, J, dg\ ;) muni de la topologie
forte. Si p € I(x, J,QS\J)V et f € I(x,J,dg\ ), on note, pour tout ouvert U de F :

n(1or) = [ reme)

D’apres la Remarque 3.2.4, l'application canonique I(x,J,dg\ ;) — I(X,J,QS\J)/\ est
d’image dense. Par suite on a une injection continue

(3.5.6) (I(x, I ds )N = T(x, J sy )"

Le résultat suivant donne une caractérisation utile de I'image de 'application (3.5.6).

Proposition 3.5.6. — Soit ju € 1(x,J,dg\ ;)" Alors p appartient a (I(x, J, ng\J)/\)V si et
seulement sl existe une constante C,, € Rxq telle que l’on ait, pour tout n € Z, tout a € F,
tout 0 < ng\j < dgy 5 et tout m; € NJ :

(3.5.7) ‘ / (z — a)®\7 (2 — a)2 pu(2)| < Cuq”(r—\ﬂsw|—|mj|) :

359 | [ - — o — 0 )| < G,
F\D(a,n+1)

Preuve. — La distribution p s’étend en une forme linéaire continue sur I(x, J, dg\ N siet
seulement s’il existe une constante C,, € Rx¢ telle que :

(3.5.9) viea | [ seue)| <
F
En utilisant (3.5.5) et 'identité

(98] (Lop(2)225V 227) = 1p_o, (2)xax] ' (2)285\ B\ 2710

on obtient immédiatement que (3 5.9) est équivalente aux deux conditions suivantes :

(3.5.10) W op(2)2"5\7 2 ’ <Oy
(35.11) (B[ 3] (Lop (2)225\722)) | < Cp
pour tout b € {[wo ﬂ in€Z,ac F}, tout 0 < ng\; < dg\ s et tout m; € N7,

Or, en appliquant la formule (3.4.4) et d’apres (3.5.2), on obtient que

([ 5] Qor @m0 | = [u(1pem e=R=r = (50 (54)™)

W Wg

M(lp(a,n)(z)(z EALE N a)mJ>

_ qn(\ES\J\HmJFT)

d’ou la condition (3.5.7).
Un calcul analogue montre que la condition (3.5.11) est équivalente a la condition (3.5.8).
O
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Définition 3.5.7. — On appelle distribution (J,dg\ y)-tempérée d’ordre v sur F' une forme
lindaire continue sur I'espace de Banach B(x;, J,dg\ ;).

D’apres ce que l'on a vu dans la Section §3.3.2, on sait que F(OF, J,dg\ ;) s’injecte de
fagon continue dans C"(Op, J, dg\ 7) et que son image y est dense. En utilisant le fait que
I(x,J,dg\s) (vesp. B(x,J,dg\ s)) s’identifie topologiquement a deux copies de F(OF, J, dg\ ;)
(resp. C"(OF, J,dg\ 5)), on en déduit 'existence d’une injection GLg(F')-équivariante continue

I(x, J,ds\j) = B(x, J,dg\ ),
dont I'image est dense dans B(x, J, dg\ ;), puis d’une injection continue
(3.5.12) B(x, Jydg\j)" = 1(x, J,dg\ )"
Le résultat suivant donne une caractérisation utile de 'image de 'application (3.5.12).

Proposition 3.5.8. — Soit € I(x, J, dS\J)V. Alors i est tempérée d’ordre r sur F si et
seulement s’il existe une constante C,, € Rxq telle que l'on ait :

(3.5.13) ’ / (z — a)ES\J (z — a)mJu(Z)’ < Cuqn(r*|HS\J|*|MJD
D(a,n)

pour tout a € wpOp, tout 0 < ng\ s < QS\J, tout m; € N et tout n > 1 ;

(3.5.14) ‘/ X2X1_1(Z)ZQS\J_QS\JZ*mJ,u(Z)‘ < Cuqn(lﬁS\J|+|MJ‘—T’)
F\D(0,n+1)

pour tout 0 < ng\ g < dS\J, tout m; € N’ et tout n < 0,

1

1 n m
(3515) ‘ / X2X1_1(z)zds\J (7 _ a)nS\J (7 _ a) mjlu/(z)’ S Cﬂqn(r_lﬂS\Jl_|mJ‘)
D(%,n—w) z z

valp(a) ]

pour tout a € Op — {0}, tout 0 < ng\y < dg\j, tout m; € N7 et tout entier n >

Preuve. — L’application (3.4.2) (resp. (3.4.5)) induit un isomorphisme topologique de I(x, J, dS\J)V
dans (F(Or,J,dg\;)")? (resp. de B(x,J,dg\ ;)" dans (C"(Op,J,dg ;)¥)?). Si I'on note
(p11, pi2) Vélément de (F(Or, J,dg\ 7)Y)? qui correspond & g via cet isomorphisme, il est
clair que p est tempérée d’ordre r sur F si et seulement si les distributions p; et uo sont
(J; dg\ s)-tempérées d’ordre r sur Op. D’apreés le Théoreme 3.3.8, la distribution uy (resp. u2)
est (J, dg\ 7)-tempérée d’ordre r sur Op si et seulement s'il existe une constante C,; € Rx>q
(resp. Cp, € Rxg) telle que pour tout a € O, tout 0 < ng\ ; < dg\ 5, tout m; € N7 et tout
n > 0, on ait :

(3.5.16) ‘Hl <1D(a,n) (2)(z — @)\ (2 — a)ﬂ;) ’ < Cmqn(r—lﬁswl—lmﬂ) :

(3.5.17) ‘,ug <1D(a,n) (2)(z — a)s\7 (z — a)mJ> ’ < Cmq"(“mS\ﬂ*@J\) '
La fonction f correspondant au couple
(f1. f2) = Upany(2)(z — @)™\ (z — a)™7,0)

via (3.4.3) est la fonction 1p (e pant1)(2) (Z —a)"s\ (wLF —a)™’. Ainsi, la condition (3.5.16)

wF
se traduit par

< Cp, q("+1)(7*\ES\J|*\mJ|)

1 (L(panin () = @ra)™s\v (z = wpa)™ )

pour tout a € Op, tout 0 < ng\ ;s < dg\ 7, tout m; € N7 et tout n > 0, d’ou (3.5.13).
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La fonction f correspondant au couple
(f1, f2) = (0,1 p(an) (2) (2 — @)\ (2 — a)™)

via (3.4.3) est la fonction 1. |%_a|§|w$|}(z)xgxl_l(z)zdsv (L —a)*s\/ (L —a)™ . Nous devons
ici distinguer deux cas.
e Siae D(0,n),ona{z: |+ —a|l <|wh|} = F\D(0,—n+1); la condition (3.5.17) se
traduit alors par

(3.5.18) ’N(]'F\D(O,fnJrl)(Z)szl_l(z)zds\‘] (% _ a)ﬂS\J e _ a)mJ) ‘ < Cmqn(mslemﬂ—r)

pour tout 0 < ng ; < dg\ 5, tout m; € N7 et tout n > 0. En développant (% —a)"s\V et

(L —a)™, on voit directement I’équivalence des conditions (3.5.18) et (3.5.14).

z
e Sia€ Op\D(O,n),ona{z: | —al <|owh]} =D n- %F(a)), et la condition
(3.5.17) se traduit alors par la condition (3.5.15).

O

Corollaire 3.5.9. — Soit p € I(x,J,dg\ ;)" . Alors p appartient a T(x, J,dg\ ;)" si et
seulement s’il existe une constante C,, € R>q vérifiant (3.5.13), (3.5.14), (3.5.15) ainsi que
les deux conditions supplémentaires suivantes :

(3.5.19) /ans\"szu(z) =0;
(3.5.20) /FX2X11(Z —a)(z — @)\ (2 — q) "™ (2) = 0

pour tout a € F', tout 0 < ng\ ; < dg\y et tout m; € N7 tels que r — (Ing\g| + |lm,|) > 0.

Preuve. — C’est une conséquence immédiate de la Proposition 3.5.8 et du Lemme 3.4.6. [

3.6. Preuve du Théoreme principal

Conservons les notations du §3.5.1 et supposons que les conditions (i) et (ii) de la Pro-
position 3.5.1 soient vérifiées. Rappelons que cela revient a dire que le caractere central de
I(x; J,dg\ s) est entier et que l'inégalité valg, (x2(p)) + |dg\ ;| = 0 est vérifiée. De plus, par la
Proposition 3.5.5 on sait que calculer le complété unitaire universel de I(y, J, dg\ ) revient a
calculer le complété unitaire universel de I(x’,J’, dg\ 7). On peut donc supposer que J = J'.

Nous nous proposons de montrer que les conditions (3.5.7) et (3.5.8) sélectionnent exacte-
ment les distributions (J, dg\ j)-tempérées d’ordre r sur F annulant toutes les fonctions de la
forme [z > 225\ 2] et [z = xax] (2 —a)(z — a)%\7 72\ (z —a) "] avec a € F, m; € N/
et 0 < ng\; < dgy tels que r — (Ing, s| + [m,[) > 0. Plus précisément nous allons prouver le
résultat suivant.

Théoréme 3.6.1. — Soit p € I(x,J, dS\J)V. Les deuz conditions suivantes sont équiva-
lentes.

(A) La distribution p vérifie les conditions (3.5.7) et (3.5.8) ;

(B) La distribution p vérifie les conditions (3.5.13), (3.5.14), (3.5.15), (3.5.19) et (3.5.20).
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3.6.1. Preuve de (A) = (B). — Supposons que p vérifie les conditions (3.5.7) et (3.5.8).
Alors p vérifie a fortiori (3.5.13) et (3.5.14). Pour montrer que (3.5.7) implique (3.5.15), quitte
a changer la constante C),, on a besoin de I’équivalence suivante.

Lemme 3.6.2. — Quitte a modifier la constante C,,, la condition (3.5.15) est équivalente a
la condition suivante :
(i) Il existe un entier ng > 0 tel que (3.5.15) est satisfaite pour tout a € Op — {0}, tout
0 < ng s < dg\ ;. tout m; € N et tout n >no+%@
Preuve. — (3.5.15) = (i) est immédiat.
Montrons que (i) = (3.5.15). Soit a € O — {0} et %@ <n < mny+ %@ Si l'on

. 2val;r (a) )

pose n' = n + ng, on peut écrire alors D(%, n comme union de disques de la forme

D' =D(Ln - %F(a)) avec |a| = |d’| (et donc |a — /| < ¢7™). En écrivant (1 — a)i =

((l — a') + (a' — a))i avec i € {QS\J,mJ}, puis en développant, on obtient que

‘M(lD/ (2)x2xy ' (2)2%V (1 —a)™ (1 —a)™)

z z
< sup {‘a _ a’|\ES\J|—\ES\J|+|mJ|—|L1|
ngs\Jgﬂs\J
lengJ

M(lD/(z)le_l(z)zdS\‘] (1 - a,)ES\J (1 - a’/>b) ‘}

z z
_ _ (g _ .
< sup qn( g\ gl+lEg ;] |mJ\+|lJ|)CMq" (r=lkg\s1=1;1) par (i)
Qgﬁs\Jgﬂs\J
Q<L[§ﬂ]

— Cuq”(r—msu‘—|m1|)q(”,—”)r

< Can(T*|HS\J\*|mJ|) ,

N ’ déf . . .
ol 'on a posé C’L = Cuq™". Comme le dernier terme ne dépend pas du choix de a on peut
conclure. O

Proposition 3.6.3. — Quitte a modifier la constante C,,, la condition (3.5.7) implique la
condition (3.5.15).

Preuve. — Notons ng le plus petit entier positif tel que (szl_l)‘D(LnO) soit une fonction J-
analytique. D’apres le Lemme 3.6.2 il suffit de montrer que la condition (3.5.15) est satisfaite
pour tout a € Op — {0}, tout 0 < ng\; < dg s, tout m; € N7 et tout n > ng + 2@
Posons D = D(é,n — %F(a)) D’apres ’égalité

! B 1\n
1D(Z) (; — CL)ns\J = lD(z)(_l)ES\JZ*QS\JaQS\J (z _ g)nS\J ’

on obtient, en écrivant z4s\7 72s\7 = (7 — % + %)ds\" “5\J et en développant, que

d 1 o\g —key 40 1Nds\s—Es\ s
1p(z)z%s5\7 (2 — a) =1p(z) Z Pg, @ B\ S\ (z - :
0<kgy 7<dg\ s\ 7
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14 1)y=m; et en développant, on a :

1p(2)z™™ =1p(z)a™ Z Ap @t (z— f)TJ

avec fupg, , € N. De méme, en écrivant 2™ = (z —

a
T ;>0
avec Ay, € N on en déduit que
1 m 1\m
1D(z)<f - a) Y= 1p(z)(—1)"7z Mgy (z - 7> !
z a
4—1L) j{: A aZnJ+TJ< 1>7n1+£J.
EJ?Q a
Remarquons maintenant que, pour tout z € D, on a
)
az € D(l,n— W) C D(1,ng),
ce qui implique que
1p(2)xex; ' (2) = X2Xf1(a_1)1 (2)x2x; ' (az)
_X2X1 (a™ szlJaz—l
1,20
l Ly
e o) Y el (=— )Y
1,>0

avec by, € E et [b |¢7" — 0 quand [[;| — +oo. Notons alors C' = sup;  |b,|. Comme,
d’apres (3.5.2), on a |xa2x; (a1 = ]a\‘ds\ﬂ*%, on déduit des égalités précédentes que :

(it o (L0 (L o)™

z z

< C|a|\dsw|—27’ sup {|a|2|mj\+|£J|+|L1\—\ES\J|+\ES\J|

0<kg\ y<dg\ g\ s
1\ds\s=ks\s 1\ my+i+r;
Ju(roe (=2 =0
a a

1;20, r;20
Comme la condition (3.5.7) implique 'inégalité

1\ ds\s—ks\s 1\ms+i+r; @i lds\gl=lks\ g1+ lm s+l 1 Hr g | =r
w0 T E-)T ) =al

)

on en déduit finalement que
1 n 1 m
‘M(lD(z)X2X1_1(Z)ZdS\J (2 _ a) S\ (; _ a) J) ‘ < CCMQH(T—|QS\J|—|mJ\)’

ce qui prouve le résultat annoncé. O

D’apres la Proposition 3.6.3, on peut étendre p en une distribution (.J, dS\ 7)-tempérée
d’ordre r sur F. Il reste & montrer que p, vu comme élément de B(y, J, dS\J)v, est nul sur
Pespace L(x, J, dg\ ). Or, d’apres (3.5.7), on a, pour tout 0 < ng,; < dg\ s et tout m; € N/
tels que 7 — (g 7| + [m,[) >0 :

‘/ ZHS\szJM(z) — 0 quand n — —oc
D(0,n)
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tandis que d’apres (3.5.8), on a, pour tout a € F, tout 0 < ng\ ; < dg\ s et tout m; € N7 tels
que 7 — (|ng\ | +[my[) >0 :

’ / ngl_l(z —a)(z — a)ds\J—ﬁs\J(z —a) ™ pu(z)] -0 quand n — 4o00.
F\D(a,n+1)
Ceci prouve la nullité recherchée et permet de terminer la preuve de 'implication (4) = (B).

3.6.2. Preuve de (B) = (A). — Montrer que les conditions (3.5.13), (3.5.14), (3.5.15),
(3.5.19) et (3.5.20) impliquent les conditions (3.5.7) et (3.5.8) requiert quelques préliminaires.
Commencons par donner une autre caractérisation des conditions (3.5.7) et (3.5.8).

Lemme 3.6.4. — La condition (3.5.7) est satisfaite (quitte a changer C,) si et seulement
st les trois conditions suivantes sont vérifiées.
(i) (3.5.7) est vérifiée pour tout a € F et tout n € Z tels que D(a,n) NwpOpr =0, tout
0<ngy<dg et tout m; eN/;
(i1) (3.5.7) est vérifiée pour tout a € wrOp, tout n € N, tout 0 < ng\; < dg\ s et tout
m, e N7 ;
(i1i) (3.5.7) est vérifice pour a = 0, pour tout entier n <0, tout 0 < ng\; < dg\; et tout
my € N/ tels que r — (|ng\ 5| + |m,|) > 0.

Preuve. — Seule I'implication (i) + (i) + (i7i) = (3.5.7) est a prouver. Pour cela il suffit de
vérifier la condition (3.5.7) pour a = 0, pour tout entier n <0, tout 0 < ng\ ; < dg\ s et tout
m; € N7 tels que r — (Ing\ s +myl) <O0.

Notons R C Op un systéme de représentants des classes de Op/wpOp contenant 0 et
fixons m € Ny tel que n +m > 0. On a alors :

m—1
1p0m) (2)275V 2% = Lp(onim) (D)2 4y D Ly one ) (2) 255V 2.
Jj=0 a;eR—{0}

En utilisant (i7) et U'inégalité r — (|ng\ ;| + [m,[) <0, on obtient que :
‘ M(lD(O?Mm)(Z)Zas\JZmJ)‘ < O,qmrmr—lns\sl-lmsl) < o gnir=lng\sl=lm))

Il reste & minorer les termes de la somme. Soit a; € R — {0} et 0 < j < m — 1. En écrivant
22\ = (2 —awp ) a7 )\ (tesp. 2™ = (z—a;wlp Y +aiwy ! )™) et en développant,

on obtient que
. N\ g ,m
‘M<1D(aiw;‘+J7n+j+1)(Z)Z oMz J)‘
- ,
< swp (1 ey (@) (@t

les\J <ﬁs\J
Q<EJ <MJ

(2 — @iy )RSV (2 — >mf&"> ‘}

—(n+7)(|l +|k n+j+1)(r—|n +|1 —|m ,|+|k .

< sup g s UHED G D s s m D Do )
0<ig\ s <06\ 5
QQEJQMJ

< C#qrq("+j)(r—|ﬂs\ﬂ—|mJ|)'
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Comme r — (|ng\ j| + |m;|) <0, on a:

q(”+j)(T*|HS\J|*|mJD < qn(T*|HS\J\*|mJ|)’
d’ou le résultat. O

Rappelons que pour tout entier £ > 1 on désigne par S C O un systeéme de représentants
des classes de (Op/@whOFr)*, et que | désigne le plus petit entier positif tel que X1|D(as) €t
X2 D(a;,) Soient des fonctions J-analytiques sur 'ouvert D(a;,l) pour tout a; € S;. Notons
D(a,n,n +1) = D(a,n)\D(a,n + 1) pour tout a € F et tout n € Z.

Lemme 3.6.5. — Supposons que la condition (3.5.7) soit satisfaite. Alors la condition (3.5.8)
est satisfaite si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées.
(i) (3.5.8) est vraie pour tout a € F, tout n > 0, tout 0 < ng\; < dg\ s et tout m; € N/
tels que v — (Ing\ s + [m;]) > 0;
(i) (3.5.8) est vraie pour a = 0, pour tout n <0, tout 0 < ng\ ; < dg\ s et tout m; € N/
tels que r — (|ng\ ;| + |m,|) < 0.

Preuve. — (3.5.8) = (i), (¢7) est immédiat.
Montrons (i) + (i7) = (3.5.8). Pour cela, il suffit de vérifier la condition (3.5.8) dans les
trois cas suivants :
e acF, tout n <0,0< ng s <dg et my;eN tels que r — (Ing | + [m;|) > 0;
®a#0,n€Z 0< gy <dgy et my € N tels que r — (|ng, | + |my|) < 0;
e a=0,n>0,0<ng <dg et m;eN tels que r — (|ng, s + |m,|) <O0.
Remarquons d’abord que l'on a :

Va € Fin € Z, 1D(a,n,n+1) = Z 1D(a+aiw?,n+l) .
a; €S

Ainsi, un raisonnement analogue a celui prouvant le lemme 3.4.6 permet de montrer, en
utilisant (3.5.7), que pour tout a € F, tout n € Z, tout 0 < ng ; < dg\ s et tout m; € N7 on
a, quitte a modifier C, :

(3:6.1) |8(1p@nnin(xaxi (2 = a)(z = a2 (2 = a) 2 ) | < € s Hmal =)

On conclut alors comme suit.
Premier cas. Soit n < 0 et fixons un entier m > 1 tel que que n +m > 0. Puisque

—_

3

Va € F, 1F\D(a,n) - 1F\D(a,n+m) - 1D(a,n+j,n+j+1) )
J

Il
o

on déduit le premier cas de (i) et de (3.6.1).
Deuziéme cas. Soit a # 0 et n € Z. Choisissons m € Z tel que n—m < 0 et F\D(a,n—m) =
F\D(0,n —m). En utilisant 1’égalité
m+1
1/ Dan) = 1A\D(an—m) + Z 1p@n-—m—jn—m—j+1)
j=0
on déduit le deuxieme cas de (ii) et de (3.6.1).
Troisiéme _cas. Le méme raisonnement que celui mené dans le deuxieme cas s’applique.

O
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Remarquons que (3.5.13) est exactement (3.5.7) avec a € wrOp, tout n € Nyg, tout
0 < ng s < dg et tout m; € N7 et que (3.5.14) est exactement (3.5.8) pour a = 0, pour
tout n <0, tout 0 < ng ; < dg s et tout m; € N7. D’apres les Lemmes 3.6.4 et 3.6.5 il reste
alors a montrer :
(i) (3.5.7) pour tout a € F et tout n € Z tels que D(a,n) NwpOF = 0, tout 0 < ng\ ; <
dg\ et tout m; € N7/
(i) (3.5.7) pour a = 0, pour tout entier n < 0, tout 0 < ng\; < dg\ 5 et tout m; € N/
tels que r — (|ng\ | + [m,|) > 0;
(iii) (3.5.8) pour tout a € F, tout n > 0, tout 0 < ng\y < QS\J et tout m; € N7 tels
que r — (|ng\ s| + [m,;|) > 0.
La proposition suivante montre que (3.5.15) implique (i).

Proposition 3.6.6. — La condition (3.5.15) implique la condition (3.5.7) pour tout disque
D(a,n) avec a € F' et n € Z tels que D(a,n) N wprOr = 0, tout 0 < ng\; < dg\; et tout
m € Fﬂj.

Preuve. — Un calcul analogue a celui de la Proposition 3.6.3 montre que la condition (3.5.15)
est équivalente a

(3.6.2) ‘ Sds\s (1 _ a)ﬂs\" (1 _ a)m"u(z)‘ < O, |af?r~ds\ il gnir=lns, s 1=lm;)
T et s 2 -

J ; Lr(
pour tout a € O — {0}, tout 0 < ng\; < dg\ s, tout m; € N” et tout entier n > W%a)

Soit a € Op—{0} et n > %@ Posons D = D(%,n—%ﬂa)). Pour tout 0 < ng, ; < dg\ s
on a alors les identités suivantes :

1\ 2sn. - 1 \
1D(z)(z — 7) S\J _ 1p(2)(—1)2s\7 g Bs\T Z1s\s (7 B a) S\J
“ z
der —
= ID(Z)(—l)Es\Ja—ES\J (l —a+ a)fs\J ﬂs\JZdS\J (1 B a)QS\J
o z
- 1 ds\s—ks\y
=1 )\ ES\J Lo\ g dS\J <7 . >
p(2) > ko, (L

ngs\Jgds\J*ﬁS\J

avec A s € N. Un calcul analogue au précédent montre que :

1\m; _ _ 1 rytmg
1p(2)(2 =) = 1p(x) D p a7 (<~ a)

a
T ;20
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avec jy € N. Ces deux égalités combinées a la condition (3.6.2) impliquent que :

(o) (= 2)" = 2)")]

_ _ _ 1 do\s—ks\s /1 rytmy
< ‘a Ls\J g2 sup aks\iq ﬁJu(lp(z)zdS\J (7 - a) (f - a) ) ‘
ﬁj?g z z
0<kg\ y<dg\ 75\
—|n —2|m k —|r 2r—|d n(r—|d +|k —|rs|—|m
< CH’a‘ |7S\J| Im ;] Sll[z) ’a‘Ls\ﬂ |71 ’a‘ LS\J|q ( LS\J\ LS\J‘ Iry1=lm ;1)
ﬂ]?,

O0<kg\ s<dg\ s —ng\ 7

2r—2|n —2|m n(r—|n —|m
ZC#|CL‘ |7S\J| |—J|q( LS\J| Im ;1)

2val a
(n—22UE @) (g 5|~ Im, )

=Cugq f .

Lorsque a € Op—{0} et n > %(a), D(i,n- %F(a)) parcourt tous les disques D(b,m) C F
avec b € F et m € N dans F tels que D(b,m) NwprOp = (), ce qui permet conclure. O

En utilisant les conditions (3.5.19) et (3.5.20) on voit que montrer (i) et (i7i) revient a
montrer (quitte & modifier la constante C),) que, d’une part,

(3.6.3) ‘/ zﬂS\JZmJM(z) Scuq”(T*|QS\J\*|mJ|)
F\D(0,n)

pour tout entier n <0, tout 0 < ng ; < dg\ 5 et tout m; € N7 tels que r—(Ing\ |+ m [) >0
et

(3.6.4) ‘ / Xoxi ' (z — a)(z — a)s\ TS\ (7 — @) T ()| < Cﬂqn(\QS\JlﬂmJlﬂ")
D(a,n+1)

pour tout a € F, tout n > 0, tout 0 < ng\; < dg\ s et tout m; € N7 tels que r — (Ingy g1 +
Im[) > 0.
Rappelons que l'on a posé, pour tout f € B(x,J,dg\ ),

(3.6.5) 1£ll5 = sup (Il Aller [ f2ller)

ou (f1, f2) désigne I'élément de C” (OF,J, dg\ J)2 qui correspond a f via l'isomorphisme
(3.4.5).
Les conditions (3.6.3) et (3.6.4) sont alors une conséquence immédiate du lemme suivant.

Lemme 3.6.7. — o Il existe une constante C' € Rx>q telle que pour tout entier n < 0, tout
0 < ng\y <dg\; et tout my € N wérifiant r — (|ng\ ;| + [m,[) >0 on a :

1P\ D1y (2)225\7 220 || g < O sl =k,

o [l existe une constante C' € Rxq telle que pour tout a € F, tout entier n > 1, tout
0< ng\y <dg\y et tout m; € N7 vérifiant r — (Ing\s + lmy|) >0, on a :

11D (Dxaxi (2 = a)(z — a2 (2 — a) 72| < Cgimsiitin =),

Preuve. — Pour tout 0 < ng ; < dgy et tout m; € N7 tels que r — (Ing\s| + [my]) >0,
notons fn, ;m, la fonction de Op dans E définie par :

Vz € Op, fﬁs\me (2) = X2X1—1(Z)ZQS\J_QS\‘]Z_EJ )
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D’apres le Lemme 3.4.6 c’est une fonction de classe C". Posons :

(3:66)  C =sup {llfug,,m, llow : 0 < mg s < dsy gy my € N et 7 = (Jngy |+ my[) > 0}.

Par (3.6.5), on sait que

e\ D(0n+1)(2)27V 2" | B = [ 1D(0,~n) (2) fug, ;.m, (2) o7

On peut réécrire ||1D(0,fn)(Z)fns\(,,mJ(Z)HCT sous la forme :

_ _ —nnd — —1\— z
‘XzXl Ywa™) (™) ds\7Bs\s () " 1p(0,—n)(2) fng, ;m, (ﬁ)’
F

Comme (3.5.2) assure que l'on a :

n(2r— |ES\J |=|m ;)
)

‘XZX{l(wE”)(WE")QS\"_ﬂS\"(WE")_mJ =q

et comme le Lemme 3.3.2 assure que

Hmm,-m(z)fnswmj (%)‘ < Cq

cr

on en déduit que
”1F\D(0,n+1)(Z)ZES\JZmJHB < Cq"(r—lﬁsw|—|m]\) )

On distingue maintenant deux cas.
(i) Supposons a € wrpOp. Par (3.6.5), on a alors

1L Dam (2)x2x1 ' (2 = a)(z = )PV 72V (2 — a) 72 || 5

= 1o n-1)(2) fag, ym, (Wrz —a)llcr-

cr’

Comme la norme C” est invariante par translation, on en déduit 1’égalité suivante :

H]‘D(%,n—l)(z)fﬂs\J:mJ(wFZ - a)HCT = H1D(0,n—1)(z)fﬂg\Jme(wFZ)HCT'

On peut rééerire HlD(O,n—l)(Z)f@S\J,mJ (wpz)||cr sous la forme :

— n n -n n\—m z
e (@) () 0720 (@) 7 | L0 o) (2 gy am, (o ) |
F

D’apres (3.5.2), on a :

X () () o 2 (i) s | = (2l

tandis que le Lemme 3.3.2 assure que 'on a :

H 1D(()7n—1) (Z)fﬂs\J7mJ (732_1) ‘

<C (n—l)r_
cr 1

On en conclut que

cr’

11Dy (221 (2 = @) (z = @)\ 729\ (2 — a) || < O 7" iRs D)

(ii) Supposons que a ¢ wrOp. Par (3.6.5), on a :
1 D0 (2)x2x1 ! (2 = a)(z = @)\ 728V (2 — a) 72|

= Ixaxi H(@)ads\ s TBs\ g7

a’

1D( 1, 2val;:(a) ) (Z)zﬂs\szJfﬁs\J’mJ (Z -

1

a

)

cr’
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En écrivant 2"\ = (z— 2 4 Lytsvs omy = (; - 14 1ymy pyig en développant et en utilisant

a a
I'invariance par translation de la norme C”, on obtient que
1
1 val (@) (2) 275\ 2 (z - 7))
H D(%,n—Q ;?( ))( ) fﬂs\]»mJ alllor
—las =184l
< sup g =S\ 2vatp(@)) (2)f () -
0<a,<m, | D(0n—2vp()) )ﬁsw% cr
Qgés\JgﬁS\J
D’apres le Lemme 3.3.2, on a :
1 valp(a)\ (2 z ‘
| Do 2etpe) (o 0, (|,
<c (T (T \s\s B\ s [T\ "L || T |
Svxexy 2 )2 2 2
a a a a

Comme la borne supérieure du membre de droite de 'inégalité ci-dessus est atteinte pour

a;=myet B =ng ; on déduit de (3.5.2) que

S\J
120 (2xxi (2 = @)z — @)= (z = a) 2 | p < O s,

ce qui prouve le résultat.
O

Le Lemme 3.6.7 termine la preuve de l'implication (B) = (A), et donc la preuve du
Théoreme 3.6.1. Ainsi, on a montré que I'espace de Banach dual du complété cherché est
isomorphe dans I(x, J,dg\ ;)" au sous-espace de Banach de B(x,J,dg\ ;)" formé des y s’an-
nulant sur L(x, J,dg\ ;), c’est-a-dire a H(X,J,QS\J)V. En particulier, H(X,J,QS\J)V est un
G-Banach unitaire.

Rappelons que dans [56], Schneider et Teitelbaum introduisent la catégorie Mod{émp((’)E)
des Op-modules sans torsion, linéairement topologiques, séparés compacts, ou les morphismes
sont les applications Og-linéaires continues. Pour tout objet M de Mod/! (Og) on définit

comp
le E-espace de Banach (M4, - ||) par :

Mt Hom@" (M, E) muni de la norme ||l|| “ sup |l(z)].
reM

Notons Modﬁmp((’)E)Q la catégorie ayant les mémes objets que la catégorie Mod{;l,mp(OE)

mais dont morphismes sont définis par :

déf

H A, B) = Hom A,B)® E.

1m
o Modfémp(OE)Q( Modiémp(OE)(

Dans [56, Théoreme 1.2], il est montré que le foncteur M +— M induit une anti-équivalence

de catégories entre Mod{émp(OE)Q et la catégorie des I-espaces de Banach.

Corollaire 3.6.8. — Il existe un isomorphisme G-équivariant d’espaces de Banach p-adiques :
I(x, J,ds\ )N =5 T(x, J,ds g)-

Preuve. — L’argument est analogue a celui permettant de prouver [8, Théoreme 4.3.1].
D’apres [54, Lemme 9.9], on a une injection fermée G-équivariante

\
(. J,dsyy) = (IO Jdsi)Y)
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ce qui assure notamment que II(y, J, dg\ 7) est un G-Banach unitaire. Par la propriété univer-
selle du complété unitaire universel, I'application I(x,J,dg\ ;) — II(x, J, dg\ 7) induit alors
un morphisme G-équivariant continu de I(x, J, dg\ N vers (x, J, dg\ s), qui induit & son
tour un morphisme continu sur les duaux munis de leur topologie faible, qui sont des élé-
ments de Modgf)mp(o £)g- Or, d’apres le Théoreme 3.6.1, ce morphisme est bijectif et continu.
C’est donc, d’apres [12, Lemme 4.2.2] un isomorphisme pour les topologies faibles. Par dua-
lité [56, Théoréme 1.2], on obtient alors I'isomorphisme topologique GLgy(F)-équivariant de

I’énoncé. O

Remarque 3.6.9. — Le Corollaire 3.6.8 généralise [8, Théoreme 4.3.1] pour F' = Q,. Men-
tionnons que ce résultat joue un role important dans la preuve par Berger et Breuil de la non
nullité de l'espace I(x, J, QS\J)/\.

3.6.3. Exemple. — Introduisons quelque notations supplémentaires et rappelons la construc-
tion des représentations considérées dans [17]. Si A € E*, on désigne par unrp(A): F'* — E*
le caractére non ramifié défini par z — \'*F(@)_ Soient a,& € EX et k € Nil. Fixons J1, Jo
deux sous-ensembles de S tels que J; C Jo C S. Considérons les deux caracteres algébriques
suivants :

xi=unrp(a™) [ 6% xe=ump@a™) [J o' ] o7,

oeJi oceJy oeJo\J1

et posons :
Jo—an

w(Ji, J2) = ( ® (Symk"72E2)0> ®F <Ind]G3X1 ® X2>
oceS\J2
D’apres la Proposition 3.5.1, on connait deux conditions nécessaires pour que le complété uni-
taire universel de la représentation Qp-analytique 7 (.J;, J2) soit non nul. Un calcul immédiat
montre qu’elles sont équivalentes aux conditions suivantes :

(3.6.7) —(valp(o) +valp(@)) + Y (ke — 1) = 0;
ogesS

(3.6.8) —valp(@) + Y (ko —1) >0.
ceS\J1

Supposons que (3.6.7) et (3.6.8) soient vérifiées. On a alors nn particulier I'inégalité suivante :

—valp(a) + Z (ke —1) <0.
ocJy

Posons r = valp(a) — >, c ;5 (ko — 1) et
J3 = Jo H{O’ S S\Jz, ke —1> T‘}.
D’apres la Proposition 3.5.5, on sait que 'application fermée et G-équivariante
déf _ o\ J3—an
w(J1, Ja) = w(Jr, J3) = ( Q) (Sym* QEQ)U) QF <Inng1 ®x2 [[ o 2)
UGS\Jg U€J3\J2

induit un isomorphisme G-équivariant de 7(.J;, J2)\ dans 7(Jy, J3)\. Posons alors

/ / ko—2
Xi=x1, xo=x2 [ o7
U€J3\J2
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et
B(X7 J?n (kcr - 2)U§§J3) = CT(OFa J37 (ko - 2)U¢J3) S CT(OFa J37 (ko - 2)0§§J3)'
C’est un espace de Banach sur F muni d’une action continue de G (voir la preuve du Lemme

3.4.5). D’apres le Lemme 3.4.6, la fonction h( définie par

nU)a¢J37(ma)aeJ3
—1 o _
fL(Tz[,)(,¢J3,(mU)UEJ3 (z) = X/2X/1 (2) H o'(z)ka 2-ng H o(z)"™me
0'¢J3 o€Js
se prolonge sur Of en une fonction de classe C”. Si 'on désigne par L(x, J3, (ke — 2)G¢J3) le
sous-espace de B(x, J3, (ks — 2)5¢,) engendré par les couples de fonctions

(z — H o(wpz)™ H o(wpz)™, z — h(na)g¢J3a(mU)G€J3(Z)> et
o¢Js ocJs3

(Z — h(”d‘)aé]g,v(mo')ang (WFZ - a), Z h(nd)gej?)y(mo')o'ng (1 - CLZ) H o-(z)"rf H O'(Z)ma)
o¢Js3 o€J3

avec a € F, (mq)oes; € N7 et (ng) g, < (ko —2)sg., tels que 7 — Doty Mo = 2y Mo >0,
le Corollaire 3.6.8 assure alors que I'on a

7T(J1a J2)/\ ;> B(Xv J37ES\J3 - 2)/L(X> J35ES\J3 - 2)






CHAPITRE 4

EXISTENCE DE NORMES INVARIANTES POUR GL;

4.1. Introduction, notations et énoncé des résultats

4.1.1. Introduction. — Soit p un nombre premier et F' une extension finie de Q. Cet
article s’inscrit dans le cadre du programme de Langlands local p-adique, qui a pour objet
de relier certaines représentations p-adiques continues de dimension d de Gal(@p /F) avec
certaines représentations de GL4(F).

Si F' = Q, et d = 2 alors tout est essentiellement bien compris : on dispose a présent,
notamment grace aux travaux de Colmez [25] et Paskunas [50], d’une correspondance V'
II(V') associant une représentation unitaire admissible de GL2(Q,) & une E-représentation V/
de Gal(@p /Qp), de dimension 2. Cette correspondance est compatible avec la correspondance
de Langlands locale classique et avec la cohomologie étale complétée [34].

Les autres cas s’annoncent beaucoup plus délicats (voir [16] pour une vue d’ensemble).
En particulier, Breuil et Schneider ont formulé dans [20] une conjecture, qui généralise une
conjecture antérieure de Schneider et Teitelbaum [58], et qui laisse entrevoir un lien profond
entre la catégorie des représentations continues de Gal(@p /Qp) de dimension d et qui sont de
de Rham, et certaines représentations localement algébriques de GLy4(F'). L’idée a l'origine de
cette conjecture est la suivante : d’apres la théorie de Colmez et Fontaine [26], on sait qu’une
représentation de de Rham peut étre décrite par un espace vectoriel muni d’une action du
groupe de Weil-Deligne de F' et d’une filtration, les deux étant reliés par une relation dite de
faible admissibilité. A cet objet peut alors étre associée une représentation lisse 7 de GL4(F)
par la correspondance de Langlands modifiée [20, pp. 16-17]. D’autre part, les poids de Hodge-
Tate de la filtration permettent de construire une représentation algébrique irréductible de
GLg4(F) que l'on note p. La conjecture de Breuil et Schneider dit alors essentiellement que
I’existence d’une filtration faiblement admissible devrait étre équivalente a ’existence d’une
norme sur la représentation localement algébrique p ® w. Mentionnons que des résultats
partiels en ce sens ont été obtenus par Hu [40] et Sorensen [62].

Soit D un ¢-module de rang 2 sur F' ®q, £ et muni d’une filtration faiblement admissible.
En imposant des hypotheses techniques supplémentaires sur les poids de la filtration, nous
montrons dans cet article que la représentation localement algébrique I1(D) associée a D selon
le procédé mentionné ci-dessus admet une norme G-invariante. Cela permet de donner une
réponse positive a la conjecture de Breuil et Schneider. Les techniques que nous employons
pour démontrer ce résultat sont classiques [11].
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4.1.2. Notations. — Soit p un nombre premier. On fixe une cloture algébrique @p de Q,
et une extension finie F' de Q, contenue dans @p. On note O 'anneau des entiers de F, pp
son idéal maximal et kp = Op/pr son corps résiduel. On désigne par ¢ = p/ le cardinal de
kr et par e l'indice de ramification de F' sur Qp, de sorte que l'on a [F': Q,] = ef. On note
Fy = Frac(W (kp)) le sous-corps non ramifié maximal de F' et g le Frobenius sur Fy. On
note Gal(Q,/F) le groupe de Galois absolu de F' et W(Q,/F) son groupe de Weil. La théorie
du corps de classes local fournit un isomorphisme rec: W(Q,/F )% — F* que 'on normalise
en envoyant les Frobenius arithmétiques sur les inverses des uniformisantes.

On désignera par E une extension finie de @), qui sera le corps des coefficients de nos
représentations et vérifiera

|S] = [F: Qp]v
on § ¥ Homgy(F, E). On note O 'anneau des entiers de E et pg son idéal maximal.

On fixe une uniformisante wr € pr et on note valg la valuation p-adique sur @p normalisée
par valp(p) = [F : Q). Si z € Q, on pose |z| = pvr(@) Si X\ € kp alors [\] désigne le
représentant de Teichmiiller de A dans Op. Pour tout u € E*, on note nr(u): F* — EX le
caracteére trivial sur O et envoyant wp sur wl.

On désigne par G le groupe GLa(F), par K le groupe GLy(Op) qui est, & conjugaison pres,
I'unique sous-groupe compact maximal de G, par I le sous-groupe d’Iwahori standard de K
et par I(1) son pro-p-Iwahori. On rappelle que I est 'ensemble des éléments de K dont la
réduction modulo pp est une matrice triangulaire supérieure et que I(1) est le sous-groupe
des éléments de I dont la réduction modulo pr est une matrice unipotente. L’application de
reduction modulo pg induit alors un homomorphisme surjectif :

red: K — GLa(krp).

On désigne par Z ~ F* le centre de GG et par P le sous-groupe de Borel formé des matrices
triangulaires supérieures de G. On pose :

oo I L
o wp|t YT oo P T s 0

e — 0 1
A Al
Pour tous |S|-uplets n = (ny)ses et m = (my)ses d’entiers positifs ou nuls on introduit
les notations suivantes :
) Ha’GS Tlo—‘ ’

ii) Inl ZaeS no

(i
(
(iii) n = (Ng — My )oes ;
(
(
(

et, si A € Op,

1v)ng&n(,gm(,pourtoutaeé’;
)_ n!

V) () = mite i

vi) Pour tout z € Op, 22 = [[,eso(2).
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4.1.3. Enoncé des résultats. — On fixe :

e un plongement ¢: F — FE;
o (M1, X2) € EX x BX, avec (MA; ) ¢ {g,q47'};
e un |S|-uplet d’entiers positifs ou nuls d.

Notons :
St ={o€S,d, #0}.
Partitionnons St en regardant l'action des o € ST sur le corps résiduel de F'. Plus précise-
ment, pour [ dans {0,..., f — 1} posons :

Ji={o € 5%,0(¢)) = 1o @h([c]) pour tout ¢ € ki }.
Remarquons que lorsque F' est non ramifiée, on a |.J;| < 1 pour tout .
Si i € Z, on désigne par i 1'unique représentant de ¢ mod f dans {0,..., f — 1}. On pose
alors, pour tout o € J; :
Vo :inf{l <i< f,Jm;éQ)},
c’est-a-dire la plus petite puissance du Frobenius (g pour passer de J; a un autre Ji non vide.
Notons x: GLg(F) — F* le caractere défini par :

a b —~valp (aes ([ 81)) /
[c d]n—sz

et, pour o € S et d, € N notons (Symd"Ez)" la représentation algébrique irréductible de
GL2 ®F, E dont le plus haut poids vis-a-vis de P est x,: diag(z1,z2) — o(x3)%. On fixe
une racine carrée de wpg. Posons :
pPd = ®(Symd"E2)” et p,= ® ((Symd"E2)U Qg (oo X)dT‘T).
ceSs ces
Notons enfin
7 =IndE(nr(A\[1) @ nr(pAy 1))

I'induite parabolique lisse non ramifiée usuelle. Notons que I’hypothese sur le couple (A1, A2)
nous assure que 7 est irréductible.

La conjecture de Breuil et Schneider peut dans ce cas étre reformulée comme suit (voir la
Section 4.4.2 pour plus de détails).

Conjecture 4.1.1. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La représentation pg @ m admet une norme G-invariante, i.e. une norme p-adique
telle que ||gv|| = ||v|| pour tout g € G et v € pg & 7.
(i1) les inégalités suivantes sont vérifiées :

(1) valp(A\T) + valp(pAy ) + Y de =0
oesS

(2) valp(pAy ') + 3 cgdo >0

(3) valp(pA7h) + Y wesdo > 0.

L’implication (i) = (i7) de la Conjecture 4.1.1 découle des travaux de Paskunas [49,
Lemma 7.9]. En effet, cette implication est démontrée par Hu dans un cadre plus général
[40] en faisant recours a un résultat d’Emerton [33, Lemma 1.6]. Il reste donc & montrer
I'implication (i7) = (7).
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Le cas Ay € Of (resp. Ay € OF) est traité par la Proposition 4.4.10 et nous permet de
supposer que A, Ay ¢ OE. En reformulant pg ® 7 comme induite compacte (Proposition
4.4.1), on en définit naturellement un sous-Og[K]-module de type fini ©4,, qui I'engendre
sur F, ap étant un élément de pg qui dépend de pg ® w. Prouver la Conjecture 4.1.1 équivaut
alors a prouver que Oy 4, est séparé, i.e. qu’il ne contient pas de E-droite. On montre dans cet
article que c’est bien le cas, une fois que certaines hypotheses sur le vecteur d sont satisfaites.

Plus précisément, la définition de ©4,, donnée dans la Section 4.4.1 assure que I'on dispose
d’un morphisme surjectif de Og[G]-modules :

c-Ind% , BO
0: % —
(T - ap)(C-IHdKzﬁg)

ol, 82 est un Op-réseau de p, et T est Uopérateur de Hecke usuel [4]. Le résultat principal de

@d,ap )

I’article donne une condition nécessaire et suffisante sur le vecteur d pour que ’application 6
soit injective (et donc un isomorphisme).

Théoréme 4.1.2. — On reprend les notations précédentes. L’application 6 est injective si
et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Pour toutl € {0,...,f—1}, || <1;
(ii) Pour tout o € Jy,
dy +1 < p¥.

Corollaire 4.1.3. — Supposons que le (ii) de la Conjecture 4.1.1 soit vérifié et que d =
(dy)oes satisfait les conditions (i) et (ii) du Théoréme 4.1.2. Alors, le Op-réseau ©g,4, est
séparé.

Remarque 4.1.4. — e Si F' est non ramifiée alors la condition (i) du Théoréeme 4.1.2
est automatiquement satisfaite ;
e dans [28], nous avons donné une description explicite du complété unitaire universel de
la représentation pg ® ™ a I'aide de certains espaces de Banach de fonctions de classe C”
sur O [27], ot r est un nombre rationnel positif convenable. Une conséquence immédiate
du Corollaire 4.1.3 est que ce complété unitaire universel est non nul;
e mentionnons que Grosse-Klonne [39] montre la Conjecture 4.1.1 dans le cas ou la
représentation 7 est réductible.

4.2. Préliminaires

4.2.1. Rappels sur ’arbre de Bruhat-Tits. — Nous renvoyons & [10] et [61] pour plus
de détails concernant la construction et les propriétés de ’arbre de Bruhat-Tits de G.

Soit T l'arbre de Bruhat-Tits de GG : ses sommets sont en bijection équivariante avec les
classes G/KZ pour l'action a gauche de G. L’arbre T est par ailleurs muni d’une distance
pour laquelle G agit par isométries. Pour tout entier n > 0, on appelle cercle de rayon n
'ensemble des sommets de T situés & distance n du sommet standard (M) s.

1. Défini comme le sommet donné par la classe d’homothétie du réseau standard O & Op de F'® F
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Rappelons que l'on a la décomposition de Cartan :
G=][KzaKZ = ( I1 IZa—"KZ) I1 ( I1 IZﬁoF”KZ).
neN neN neN
En particulier, pour tout n € N, les classes de KZa ™ "KZ/KZ correspondent aux sommets
s; de T tels que d(s;, sg) = n. Posons Iy = {0} et, pour tout n € N,
In = {[po] + wrlpa] + ... + @F pn], (po, .- pn—1) € (kp)"} € Op.
Pour n € N et p € I,, posons :
0 . W?yv 12 1 o 1 0
In,p = 0 1] In,p = ol wgﬁl .

Notons que g870 est la matrice identité, que g(1)70 = « et que, pour tout n € N et tout p € I,

on a g}w = ng,uw' Par ailleurs, les g?w et g,lw définissent un systéme de représentants de
G/KZ :

W) G=( 10 #.x2)T1( T shuk2);

neN,uel, neN,uel,
Pour n € N posons :

SO = [Za "KZ = H @, KZ, S.=I1Zpa"KZ= H o KZ

pely ueln
puis notons S, = SO [[ S} et B, = BY[[ B}, ot BY = H SO et Bl = H S! . En particulier
m<n m<n

onaSy=KZ[[aKZ.
Remarque 4.2.1. — Rappelons, comme dans [10], que SO[[ S} _; (resp. B[ B}_;) est

n—1
I'ensemble des sommets de 7 de distance n (resp. inférieure ou égale a n) de KZ. De méme
SIT1SO_, (resp. BLTI BY_,) est I'ensemble des sommets de 7 de distance n (resp. inférieure
ou égale a n) de aK Z.
On désigne par R le corps E ou son anneau des entiers Og. Soit ¢ une représentation
R-linéaire continue de KZ sur un R-module libre de rang fini V,. On note c-Ind% o la
représentation de GG sur R de R-module sous-jacent égal a I’ensemble des fonctions f: G — V,

a support compact modulo Z telles que
Vi€ KZNge G, [(rg) =0(r)f(g),

sur lesquelles G agit par translation & droite (i.e. (g f)(¢’) e f(d'g)). Comme dans [4], si
g € G et sive V,, onnote [g,v] I'élément de c-Ind% ;o défini comme suit :

a(g'g)(v) sig -1
gualle) = GO S8R

On a alors les égalités suivantes :
v917927g € Gv g1 [92711} = [91927'0] et Vg € Gv Vk € KZ, [gﬁ, U] = [g,U(K))(U)]

Rappelons le résultat suivant qui décrit une base du R[G]-module c-Ind% 4o [4, §2].

Proposition 4.2.2. — Soit B une base de V, sur R et G un systéme de représentants des

classes a gauche de G/KZ. Alors la famille de fonctions T “ {lg,v], g € G,v € B} forme
une base de c-Ind% 0.
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Remarque 4.2.3. — La représentation c—Ind%ZU est isomorphe a la représentation de G
portée par le R[G]-module R[G] ®p(xz) V. Plus précisément, si g € G et v € V,, alors
I’élément g ® v correspond & la fonction [g,v].

D’aprés la Proposition 4.2.2 et la décomposition (4.2.1), toute fonction f € c-Ind% o
s’écrit de facon unique comme somme finie de la forme :

F=3 (190,000 0 + g o vn ).,

n=0puel,

0 1

avec vy, Up , € Vi, €6 0t ng est un entier positif qui dépend de f. On appelle support de f

I’ensemble des gfw tels que vfl’# # 0. On écrira f € S, (resp. By, S, etc.) si le support de f
est contenu dans S, (resp. B, SY, etc).
Soit 7 une représentation R-linéaire continue de G sur un R-module. D’apres [4, §2], on
dispose d’un isomorphisme canonique de R-modules :
Hom g (c—Ind?(Za, 7) =~ Hompg 71 (0, 7|k 2),

qui traduit le fait que le foncteur d’induction c—Ind% - est un adjoint & gauche du foncteur de
restriction et est appelé réciprocité de Frobenius compacte.

4.2.2. Rappels sur les algebres de Hecke. — Soit ¢ une représentation R-linéaire
continue de K Z sur un R-module libre V,, de rang fini. L’algebre de Hecke H(K Z, o) associée
a KZ et o est la R-algebre définie par :

H(KZ,0) = Endgg)(c-Ind% z0).
On peut interpréter H(K Z, o) comme une algebre de convolution. Notons en effet Hx z (o)
le R-module des fonctions ¢: G — Endg(V,) & support compact modulo Z telles que
Vi1, ke € KZ Ng € G, @(kigka) = o(k1) o p(g) o o(k2).

C’est une R-algebre unifere pour le produit de convolution défini, pour tout ¢1, 2 € Hiz(0)
et pour tout g € G, par la formule suivante :

prepalg) = Y wi(@)pa(ztg).
©KZeG/KZ

Elle admet pour élément unité la fonction ¢, définie par

[ o(g) sige KZ,
vel9) = { 0 sinon.

On vérifie facilement que 'application bilinéaire

Hiz(0) x c-Ind$ ;0 — c-Ind% 0

.= N@E Y e@)(fa ),

tKZeG/KZ
munit c-Ind? ;o d’une structure de H ¢ 7(c)-module & gauche qui commute & Iaction de G.
Lemme 4.2.4. — L’application :
Hixz(0) — H(KZ,0)

o — To(f) € (o, f)
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est un isomorphisme de R-algebres. En particulier, si g € G et si v € Vy, l'action de T, sur
[g,v] est donnée par

(4.2.2) To(lgo) = Y lgz el ()]

tKZeG/KZ

Preuve. — Ce résultat découle de [4, Proposition 5] lorsque o est supposée lisse. Le cas
général résulte de [58, Lemme 1.2]. O

Supposons a présent que R = E. Notons 1 la représentation triviale de KZ et supposons
que o soit la restriction & K'Z d’une représentation localement Q,-analytique (au sens de [55]
t [57]) de G sur V. D’apres [58, §1], 'application

lo: 7‘[[(2(1) — HKz(U)

déf
pr— (p-0)(9) = plg9)a(g)
est alors un homomorphisme injectif de F-algeébres. Avant de donner une condition assurant
la bijectivité de ¢, nous rappelons 'existence d’une action Qp-linéaire de ’algebre de Lie g
de G sur 'espace V,, définie par :

d
Vieg,YweV, = p exp(tr)v|i=o,

ou exp: g --» G désigne I'application exponentielle définie localement autour de 0 [55, §2].
Cette action se prolonge en une action de l'algebre de Lie g ®q, E, et permet d’obtenir le
résultat suivant.

Lemme 4.2.5. — Si le g ®q, E-module V, est absolument irréductible, l’application i, est
bijective.

Preuve. — Ce résultat est démontré dans [58, Lemme 1.4] lorsque V, est une représentation
F-analytique avec F' un sous-corps de E. Les mémes arguments s’appliquent mutatis mutandis
dans notre cadre de travail. O

4.3. Représentations de GLa(F)

4.3.1. Représentations Q,-algébriques de GLy(F'). — Pour o € S et d, € N, on note
(Sym% E2)? 1a représentation algébrique irréductible de GLy ® Fo I/ dont le plus haut poids
vis-a-vis de P est xo: diag(x1,22) — o(x2)%. Pour tout o € S on choisit une racine carrée
de o(wp) dans E, on note alors x: GLa(F) — F* le caractere défini par :

[a b] = w—valF (det([z Z]))/f

c d F
et l'on pose
(Sym® B?)7 = (Sym™ E%)” @5 (0 01) 7.
On identifie (Syimd” E?)? avec la représentation de G portée par le E-espace vectoriel

do
P Exlr iyl

io=0
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des polynomes homogenes de degré d, en z, et y, a coefficients dans F, sur lequel G agit
par la formule suivante :

a3) [0 i) = (o x24D) T @y + 0@ (ot + o)

Si w, € (Symd" EQ)U et si g € G, on notera simplement gw, le vecteur donné par I'action de

g Sur we.
Remarque 4.3.1. — La formule (4.3.1) assure en particulier que, pour tout w, € (Symd” EQ)U,
G
Wy = W
0 wp

Fixons un |S|-uplet d’entiers positifs ou nuls d = (dy)ses €t posons :

LY {i = (is)ses € N%, 0 < iy < d, pour tout o € 5.

Notons pg (resp. p d) la représentation de G' d’espace vectoriel sous-jacent

Vpé def ® (Symd"EQ)U <resp. ‘/—Bi def ® (S}fimd"Ez)U),

oc€eS oceSs
sur lequel un élément [¢ Z] € (G agit composante par composante. En particulier pour tout

®wa € Vpd on a :
og€eS B

(132 wl e o)) (@) =@ ([ 3] wr)

Ce sont deux représentations absolument irréductibles de G qui restent absolument irréduc-
tibles lorsque 1'on se restreint & l’action d’un sous-groupe ouvert de G [20, §2].
Pour tout i € I, on pose :
déf
edai é ®ed07io’

oeS
ou, pour tout o € S, eq, ;, désigne le monéme xdo o yis On note alors U4 'endomorphisme

de VBd défini par
- déf
Ua= Q) Ua,
oceS

ou Uy, désigne, pour tout o € S, 'endomorphisme de (Symd"EQ)U dont la matrice dans la
base (eq, i, )o<i,<d, €st la matrice diagonale

o(wr)de 0 ... 0
de—1
(4.3.3) U =| © o@=r)
. S
0 0 1

Lemme 4.3.2. — Il existe une unique fonction: G — EndE(ng) a support dans KZa 'K Z
telle que : -

(i) pour tous k1,k2 € KZ on a (k1o tky) = Bﬁ(l{',l) o(a™t) ogi(/ﬁ;g) ;

(ii) Y(a™t) = Uy.
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Preuve. — Supposons qu’il existe 91, 19: G — EndE(Vpd) A supports dans KZa 'K Z et

vérifiants (i) et (ii). D’aprés (ii) on déduit que 11 (a™!) = ¢a(a ™) et donc, en utilisant (i), on
a 1(g) = ¥2(g) pour tout g € KZa 'K Z, d’ott I'unicité. Concentrons-nous sur I’existence
d’une telle 1. 11 faut vérifier que 1 est bien définie, c’est-a-dire que si k1o lky = a~! avec
K1, ke € KZ, alors ¥(k1a " k) = ¥(a™!). Notons u, = %" pour tout o € S. D’apres les
formules (4.3.1) et (4.3.2) on a, pour tout i € I,

p (o) (eq ) = wh ‘eqy.

Ainsi, I'automorphisme p d(a_l) de ’espace Vpd est donné, dans la base {eg;,i € I}, par la

1

matrice w;%b(a_l). Par suite, si k1o kg = a~ ! avec k1, ke € KZ, alors on a

py(r1) o wpt(a™t) o py(k2) = wptv(a™),

d’ou
BQ(H1> © w(a_1> OBd(F‘:Q) = ¢(H1Ck_1l'€2) = w(a_l)a

ce qui acheve la démonstration.
O

Grace au Lemme 4.2.4, on sait que 'algebre de Hecke H(K Z, p d) est naturellement iso-
morphe & l'algebre de convolution Hgz(p,) des fonctions ¢: G — Endgp(V, ) & support
compact modulo Z telles que N -

Vki,ke € KZ, Vg € G, p(kigka) = Bi(m) op(g) OBQ(HQ).
L’application ¢ du Lemme 4.3.2 correspond donc a opérateur T' € H(K Z, pg), dont P'action

sur les éléments [g, v] pour g € G et v € V,,, est donnée par la formule (4.2.2).

Lemme 4.3.3. — 1l existe un isomorphisme de E-algébres :
/H(KZ,BQ) ~ F[T].

Preuve. — Comme ’espace Vpd est un g ®q, F-module absolument irréductible, le Lemme
4.2.5 assure que lapplication

Lp, Hiz(1) — HKZ(BQ)
déf

fr—=(f-p)9) = Fl9)p,l9)

est un isomorphisme de FE-algebres. Le Lemme 4.2.4 permet alors d’en déduire 'existence
d’un unique morphisme de E-algebres Up : H(KZ,1) = H(KZ,p d) rendant le diagramme
suivant commutatif

Hiz(1) —= H(KZ,1)

Par construction, I'application Up, est alors un isomorphisme de E-algebres. Notons T 1’élé-

ment de H (K Z,1) qui correspond & 1x 4,15z via la réciprocité de Frobenius. Un raison-
nement analogue a celui de [5, Proposition 4] montre alors que H(KZ,1) est isomorphe a
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l'algebre de polynémes E[T;]. Comme up, (T1) = (Il,es a(wF)_dTU)T on obtient le résultat
annoncé. - O

Remarque 4.3.4. — Un raisonnement simple utilisant 'arbre de Bruhat-Tits de G montre
que 'opérateur T est injectif sur ’espace C—Indﬁ 7Py

4.3.2. Réseaux. — Conservons les notations de la Section 4.3.1 et notons (Sym‘~0%)7,

pour o € S et d, € N, la représentation du groupe KZ d’espace sous-jacent le Og-module
d

@ OE:UZ”_i“yQU des polynémes homogenes de degré d,, sur lequel un élément [¢ fl] € K agit

ie=0

par

4 3 4 a b do—ig,io\ _ do—iy b d o

(4.3.4) e g @ Ye) = (o(a)ze +o(e)ys) T (0(b)as + o(d)ys)

tandis que la matrice [/ wOF] € Z agit comme lidentité. Si w, € (Sym¥ 02)7 et si g € G,

on note simplement gw, le vecteur résultant de ’action de g sur w,.

Définition 4.3.5. — Soit V un FE-espace vectoriel. Un réseau £ de V est un sous-Op-
module de V tel que, pour tout v € V, il existe un élément non nul a € E* pour lequel
av € L. Un résean L est dit séparé si [,y @pL = 0, ce qui équivaut & demander qu'’il ne
contienne aucune F-droite.

Exemple 4.3.6. — Le Op-module (Sym% 0%)7 est un réseau séparé de (Sym% E?)7 qui est
de plus stable sous ’action de K Z.

Notons 82 la représentation de KZ d’espace sous-jacent

Vo = Q(Sym™ OF)7,
- oes

sur lequel un élément [ 4] de KZ agit par

of la b B a b
(1.9 Al ) (@w) =& ([ 2] w)
oesS c€S
L’Exemple 4.3.6 assure que le Og-module Vpg est un réseau séparé de ’espace VBd construit

dans le paragraphe 4.3.1. Par suite, le OE—mI)dule C-Ind?(Z est aussi un réseau séparé de

0
Py
Pespace c-Ind%- zP, et est par construction stable sous I'action de G.

Par la Remarque 4.2.3, on en déduit I’existence d’une application injective de H(K Z, Bg)
dans H(KZ, p d)‘ De plus, on vérifie que I'opérateur T' € H(K Z, p d) défini dans le Paragrapﬁe
4.3.1 induit par restriction un endomorphisme G-équivariant de c-Ind%ZQSl que 'on note
encore T. D’apres le Lemme 4.3.3, on obtient aussi un isomorphisme de Og-algebres entre
H(KZ, 32) et algebre de polynémes Og[T]. Le Lemme 4.2.4 permet de résumer ce qui

précede a 'aide du diagramme commutatif suivant :

Hiz(py) —= H(KZ, p)) ~ OglT]

.

7{K2(Bd)44:;>7{(BCZ,Bd) ~ E[T]
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4.3.3. Formulaire. — On garde les notations des Sections 4.3.1 et 4.3.2. Pour 0 < m < n,
on note [ |, : I, — I, 'application “troncature” définie par :

S [ ] sim =1,
[ZWF[’“]L_ 0 sim = 0.
1=0

On dispose alors des deux résultats suivants (voir [10, §2.5]), ou 1 désigne la fonction
définie dans le Lemme 4.3.2.

Lemme 4.3.7. — Soitne N, pel, etv € Vpg. Ona :

T(lgp 0ov])) = TH(Igh 0 v]) + T ([g5 10 ),
TH([68,00) F Y [0 41 s (PU(w) 0 (™) 0 pf(w)) (v)]
el
et

[, (o™t (v)] sin=0.

Lemme 4.3.8. — Soitne N, pel, etv e Vpg. Ona:

, 0 0 e -1 in > 1
T‘([gﬁ,mv])déf{ 1, P00,y ypr) 0 (@D @) sin 21,

T(19nu0]) = T ([9,p0]) + T ([gn s 0]),

T*([gh 0 0) E Y [0kt s (W@ 0 ph(wrw))(v)],
el

et

Sl cﬁf [grlz—l,[u]nfl’ (pg(w([u]n_liu)/wgfl) o w(a—l) o pg(w))(v)} stn>1,
T ([gn,w ]) { [Id, (Pg(w) o 1[)(04_1) o pg(w))(v)] simn=0.

En utilisant 1’égalité g}% p =05 9917 W, ces deux Lemmes permettent d’obtenir les deux égalités
suivantes :

T ([gp ) = BT ([gn s P2(w) ()]),

ainsi que le résultat suivant.

{ T ([gp ) = BT ([gn 0 P2(w) (V))),

Corollaire 4.3.9. — Soitn € N, uyy,\ € I,,, i,j € {0,1} et v,v9 € Vpg. Sii#£j ou sipFE A

alors T*([g}, ,,v1]) et T*([g) ,,va]) sont de supports disjoints.

Lemme 4.3.10. — Soit v = Z ciedi € Vpg et A€ Op. Ona:

0<i<d
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Preuve. — D’apres la formule (4.3.4), on a, pour tout o € S et tout 0 < i, < d, :
i .
(4.3.6) (wo Ug, owp)(€dyiy) = <;U>0(WF)j“0(—>\)i”j"edmjf
jUZO g

Grace a la formule (4.3.5), on en déduit que

(patw) o vla™) o palwo)0) = 3 e 3 (1) eus

4.4. Un critere de séparation

4.4.1. Le résultat principal. — Conservons les notations des Sections 4.3.2 et 4.3.3 et
fixons un plongement ¢ de F' dans F. Notons :

St={o0eSd, #0} CS.

Partitionnons ST en regardant I’action des o € ST sur le corps résiduel de F. Plus précise-
ment, pour tout [ € {0,..., f — 1} posons :

Jy = {a €St 0(\) = 1oph(\) VA€ 11},
ou I1 = {[(],¢ € kr}. En particulier, remarquons que
H J=8" etque VIe{0,...,f—1},|J] <e.
1€{0,..../—1}

Pour tout entier i € Z on note i I'unique représentant de i mod f dans {0,...,f — 1}. On

pose alors, pour tout o € Jj, Yo L et
Vo :inf{l <i< f,Jm#@},

c’est-a-dire la plus petite puissance du Frobenius g pour passer de J; a un autre Ji non vide.
Soit a, € pg. On pose
c—Ind[G( ZPy

(T~ a,)(cIndg ,p,)

C’est une représentation localement algébrique de G qui peut se réaliser comme le produit

dyap -

tensoriel d’une représentation algébrique par une représentation lisse. On dispose plus préci-
sement du résultat suivant, qui est une généralisation immédiate de [11, Proposition 3.3].

Proposition 4.4.1. — Posons u, = %" pour tout o € S.
(i) Siap ¢ {+((q+ 1)wy)}, alors Mg, est algébriquement irréductible et
Hga, = pg ® IndB(r(A7Y) @ nr(pA; 1)),

ou A1 et \o vérifient
)\{)\g = qw%, )\{ + )\g = ap.
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(ii) Siap € {£((¢+ 1)wy)}, alors on a une suite exacte courte
0 — pg @ Stg @ (nr(d) odet) = Ilgq, — pg ® (nr(d) o det) — 0

ot Stg = CY(PL(F), E)/{constantes} désigne la représentation de Steinberg de G, et ot
6=(q+1)/ap.

Comme dans [11, §3.3], on définit :
Od,a, = Im (c—Ind?(ZQZ — Hd,ap>7
ceci revient & poser

c- Indszd

(4.4.1) Oda, = .
e IndKZpd (T—ap)(c—IndIG;ng)

C’est un réseau de Ily,, et, puisque c- Ind% KZpd est un Og[GJ]-module de type fini, on voit
que Og,q, est aussi un Op[G]-module de type fini. Comme 7" laisse stable c-Ind% ZBS’ alors

(4.4.2) (T — ap)(c-lndgfgzgg) C (T - ap)(c-lndgfgzgi) N e-Ind 45,
ce qui permet de déduire de (4.4.1) l'existence d’un morphisme surjectif de Og[G]-modules :
c-Ind% ,p°
0: %l - ®d,ap~

(T — ap)(C'IndKZBg)

Nous allons déterminer un critere d’injectivité pour I’application . Commencons par dé-
montrer deux conditions de non-injectivité.

Lemme 4.4.2. — Supposons qu’il existel € {0,..., f—1} tel que |J;| > 1. Alors l’application
0 n’est pas injective.

Preuve. — Notons que 6 est injective si et seulement si (4.4.2) est une égalité. Pour conclure
il nous suffit donc de montrer qu’il existe un élément h de c—Ind%ZQ , tel que

(T - ap)(h) = T(h‘) - aph S C_IndKZpd )
mais h ¢ c- IndKZpd .

Par hypothese, il existe [ € {0,...,f — 1}, tel que |J;] > 1. Autrement dit, il existe
o,7 € ST distincts tels que o(A) = 7(A) pour tout A € I1. Notons a = (ag)ees et 8 = (Be)ees
les éléments de Iy définis par

|1 si§=o, 1 sig=m,
0‘5_{0 siEA£o 55_{0 si{#T.

Posons v; & €da € Py V2 « (—1eas € p, et v “ 6 v +v2) € p, oud € {(wp),ap}
est I’élément de valuation minimale dans cet ensemble. Nous allons montrer que, pour h =
[Id, v] ¢ c- IndKZpd, on a T(h) —aph € c- IndKZpd D’apres le Lemme 4.3.7, on a :

T(h) —aph =Tt (h) + T~ (h) — aph

= D190 (p5(w) o p(a™) 0 pl(wa)) (0)] + [ov, (@) (0)] = ap[ld, ]

el
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Comme ay[ld,v] € c—Ind%ZQZ, il suffit de vérifier que les deux conditions suivantes sont

satisfaites :
(14.3) 1993, (6(w) o w(a™) 0 (wn)) (0)] € e-Ind ) pour tout A e I,
(4.4.4) [, () (v)] € c—Ind%ZQS.

Pour tout A € I et tout § € S, posons ¢y ¢ = woUg, owy, ou Uy, désigne la matrice diagonale
définie par (4.3.3). En utilisant la formule (4.3.4) on obtient que

_ | —o(Ned, 0+ o(@r)ed, 1 sié=o,

PrgCdcac) = €d,0 si & # o;
et

. —T()\)ed.ﬁo + T(WF)edﬁl si § =T,

PaclCacse) = €d¢,0 si§#T.

Posons alors, pour tout A € I, p) = Bg(w) o(a™t) ogg(w/\). D’apres la formule (4.3.5), on

a .
(4.4.5) VA€, pa(v) € —0(Negg + o(wr)py,
(4.4.6) VA€ I, pa(v2) € T(Nego + 7(wr)p).

Comme o et 7 sont égaux sur I1, on en déduit que :
Yael, oxv)=0"tor(v +v) € (0 o(wp) + T(wF)))BZ,

ce qui montre que la condition (4.4.3) est vérifiée. Un calcul immédiat donne ensuite que :

o(wp)® e, si§ =o,
4.4. = i
( 7) Udg (edgyag) { £(wF)d£€d€,o si 5 # o,
et
(4.4.8) Ug, (e ) = m(wr)?teq, 1 si§=r,
o G \“defe) = §(wr)%eqq si§#T.

Comme |J;| > 1, on déduit respectivement de (4.4.7) et de (4.4.8) que ¥(a~1)(v1) € T(wr)p
et que Y(a~1)(vg) € a(wF)Bg. On obtient ainsi que

Yo W) =6 pla™) (v1 +v2) € (67 (o(wr) + T(wF)))BSl C 82,

ce qui montre que la condition (4.4.4) est vérifiée et termine la démonstration.

O
Lemme 4.4.3. — Supposons qu’il existe o € J; tel que
de +1 > p.
Alors Uapplication 0 n’est pas injective.
Preuve. — Un raisonnement analogue a celui mené dans la démonstration du Lemme 4.4.2

montre qu’il suffit de construire explicitement un élément h € c-Ind% 2Py tel que
(T —ap)(h) € C—Indg’gzgg et h¢ C—Ind?{zgg.

Pour ce faire nous allons distinguer trois cas.
(1) |[ST| >2et d, > p¥;
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(2) |[ST|=1et dy, > p¥ +1;
(3) |[ST|=1etd, =p"

Cas (1). On peut supposer v, < f car sinon, il existe par hypothese un entier [ € {0, ..., f—
1} tel que |J;| > 2, et ce cas est alors traité par le Lemme 4.4.2. 1l existe donc 7 € ST tel que

YAE L, o\ =7(N).

Notons a = (ag)ees et B = (Be¢)ees les éléments de Iy définis par

| p o si=o, 1 sig=m,
af_{() sié#o 55_{0 si&#T.

déf vo déf déf o .
Posons v1 = (—1)P"7 e, € Py V2 = edp € py et v = 0 Hv + o) € Py Ol d € {(wF),ap}
est I’élément de cet ensemble ayant la valuation la plus petite. Montrons que, pour f =
[Id,v] ¢ c- IndKZpd7 T(h) — aph € c—Indgzgg. Comme cela a déja été remarqué dans la
preuve du Lemme 4.4.2, on est ramené a vérifier les deux conditions suivantes :

(4.4.9) VAE L, (g () 0 o) o plun))(v)] € c-IndF g,
(4.4.10) [, (™ H)(v)] € c- IndKZ,od

Posons ¢y ¢ = w o Uy, owy pour tout A € I; et tout £ € S. D’apres la formule (4.3.4) on a :

orclenn) = { (1P oW a0 + olemr) T () )olen)! o (=N eq, st =

edg,o si g # g,

| —t(Neq, 0+ T(wF)eq, 1 si€=r,

PxeCde.pe) = €d, 0 si§#T
2 )

Si 'on pose ) = Bg(w) op(a™t) ogg(wA) pour tout A € I, la formule (4.3.5) assure que 'on
N d d

(4.4.11) VAEL, pa(v1) € a(AF eqp + a(wr)p),
(4.4.12) VAE L, ¢a(v2) € —T(Neo + T(wr)p)) -
Comme o(A)P" = 7(\) pour tout A € Iy, on déduit de (4.4.11) et de (4.4.12) que :

VAEL, ¢a(v)=06"oa(v1+v2) € (5_1L(WF))027

ce qui prouve que la condition (4.4.9) est vérifiée. Un calcul immédiat donne ensuite que :

o(wp) P eq, o si€ =0,
4.4.1 o
( 3) Udg (edg 045) { (wF)dgedg s g 7& o,
(wF)dT leg 1 sié=r,
4.4.14 ™
( ) Uag (€de ) = { {(wr)%eq, 0 si§#T.

Comme |S*| > 1 (et donc v, < f), on déduit de (4.4.13) que ¥(a™1)(v1) € L(wF)pO Comme
dy > p¥o, on déduit de (4.4.14) que ¥ (a1 (vs) € L(wF),od D’apres ce qui précede, on a donc

Y Hw) =6 pla™) (vy +v2) € (671 L(WF))/@ C pd’

ce qui prouve que la condition (4.4.10) est vérifiée.
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Cas (2). Puisque |S*| =1, on a v, = f, et donc
dy >p+1=p/ +1=¢q+1.

Notons que dans ce cas, on a p = (Sym? E2)7 et Bg = (Sym® ©02,)°. Posons alors

v=0""(edp1 + (—1)7€d,4) € py.

oud € {c(wr), ap} est I'élément de plus petite valuation dans cet ensemble. Un raisonnement
analogue & celui donné dans le cas (1) montre alors que, si h = [Id, v] ¢ c-Ind% ,p° Pg> OB bien

T(h) — aph € c- IndKZpd

Cas (3). Par hypothese, on a
1St =1, do=p" =p/ =¢.
Posons alors :

S lo(N)972(—eq1 —eqq) Sip=2,
o U()‘)q 2(eq,l — €q,q) sip# 2,
o — { Mg —1)(eqo +eqq1) sip=2,
(q )(eq,O - eq,qfl) sip#2,
ha = Z [92,wF)\7U2,A],
el
ho = [1d, vo],

V)\EIl, 'UQ)\—{

ou ¢ € {o(wp),ap} est 'élément de plus petite valuation dans cet ensemble. Notons h =
ho + hy ¢ C—Ind?{zgg et supposons p # 2, le cas p = 2 se traitant de maniere analogue.
D’apres le Lemme 4.3.7, la fonction T'(h)—aph peut s’écrire comme somme de quatre fonctions
a supports deux a deux disjoints :

T(h) — aph =T~ (ho) + (T (ho) + T~ (h2)) + T (h2) — aph;

ainsi, pour montrer que T'(h) — ayh € c-Ind% ;" Py il suffit de vérifier que chaque fonction est

dans c- IndKZpd Grace au Lemme 4.3.7, on a :
T~ (ho) = [, (e ") (vo)]
— (0,07 (g — Vo (wr) (0(@r)"  ego — eqq-1)] € (6~ o(ep))e-nd 0 € -Ind .

Posons maintenant, pour tout u € I,

La linéarité de I'opérateur T'" et le Lemme 4.3.7 assurent alors que

T (hg) € C—Indgng <~ Vel T+([gg7wF>\,v27A]) € c- IndKZpd

< VYAeI, Yuel, pulvay) € gz.
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D’apres la formule (4.3.4), on a, pour tout u € I et tout A € I :

uv2 ) = ‘Pu(éila(A)qiz(eq,l — €q,q))

= 5710 ()7 (o(@r)eqn — o(wr) 3 (j) (~1)1 0 (w@r)* o (1) eqa ) € p).
a=1

Il nous reste donc & montrer que T (hg) + T~ (h2) € c-Ind%,p° py - Remarquons que, d’apres
le Lemme 4.3.7, on a :

T~ (he) = Z T_([g(z),wmavz/\]) = Z[Q?,m%(vz)\)],

Aelr Aelh

T (ho) = T ([Id, vo]) = Z (99 x> o (v0)).

el

En utilisant de nouveau la formule (4.3.4) on a :

D), eato) =5 - Vot (17 ot oA o) €

a=1

ce qui implique que pour tout A € I;\{0},

[g:(l),)ﬂ ()0/\(0())] € c- IndKZlOd

Il nous reste alors a calculer

0(v0) + D da(va,n).

>\611

En utilisant la formule (4.3.4) on obtient que
OA(v20) € 071 (=0 (W) eq = o(N)TPeq) + (87 o (r))p}
o(v0) €671 ((g = Dego) + (5 "o (w@r)) gy

D’apres les relations
Y oW E=g-1 et p| Y oV
A€l el
on en déduit :
o(vo) + Z Palv2n) € Bz,
el

ce qui permet de conclure.

O

Le théoreme suivant fournit une condition nécessaire et suffisante sur le vecteur d = (dy)ges
pour que 'application 6 soit injective.

Théoréme 4.4.4. — On garde les notations précédentes. L’application 6 est injective (et
est donc un isomorphisme) si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Pour toutl € {0,...,f —1}, ona |J)| <1;
(ii)) Sio € J, onady,+1<p".
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Preuve. — Comme cela a été remarqué dans la preuve du Lemme 4.4.2, 'application 6 est
injective si et seulement si l’on a 'inclusion suivante :

(4.4.15) (T — ap) (c-Ind§ zp,) N e-Ind§ 20 C (T — ap) (c-Indf ).
La preuve se décompose en deux étapes.

(1) On suppose que les conditions (i) et (ii) sont satisfaites, et ’'on montre que I'inclusion
(4.4.15) est vérifiée, ce qui revient & prouver que si h est un élément de c—Ind%ZQ i tel
que

(T~ a)(h) = T(h) — aph € c-Ind% 0

alors h est dans C—Indgzgg.

(2) On suppose que (i) ou (ii) n’est pas satisfaite. On construit alors un élément h de
c—Ind%ZQd tel que

(T —ap)(h) =T(h) — aph € C—Ind%zgg et h¢ c—IndfG(Zﬁg.

(1). Supposons que les conditions (i) et (ii) soient satisfaites, et considérons h € c—Indgzg 4
tel que a

(4.4.16) (T — ap)(h) = T(h) — ayh € c—Indf(Zgg .

n
Notons n le plus petit entier tel que h € B,, et écrivons h = Z hp ot by € Sy On a alors,

m=0
grace aux Lemmes 4.3.7 et 4.3.8,
T(h) — aph = TH(h) + T~ (h) — ayh
=T (hy) + T (h = hy) + T (k) — aph,

avec T (hy,) € Spy1 et TT(h — hy) + T~ (h) — aph € B,,. L’hypotheése (4.4.16) impliquant
que Tt (hy,) € c-Ind$ ZB27 nous allons montrer que cela assure que h,, € c-Ind% Zﬁg- Pour ce
faire, il suffit de le vérifier pour h,, de la forme [927 T v] : en appliquant 3, on aura le résultat
pour h,, de la forme [g,l1 o W], puis, par linéarité et grice au Corollaire 4.3.9, pour n’importe

quel h,. D’apres le Lemme 4.3.7, on a :

(4.4.17) T+([g2’u,v}) € C—Indgng < Viel, (Bg(w) oth(a™t) ogg(w)\))(v) €Vyo.

Notons v = Z cieq; avec ¢; € E. D’apres le Lemme 4.3.10, on a, pour tout A € Iy,
0<i<d

(pg(w) o w(a™) o pl(wa))(v) € Vg <= V5, 0<j < d, o > cz(l) (=N € Op.

- j<icd

Pour j = 0, on déduit en particulier de ’équivalence utilisant (4.4.17) que :

(4.4.18) TH([g) . v]) € cIndfzpf = VA€ L, Y c(-N)E€ Op.

0<i<d
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Pour A = 0, ceci montre que ¢p € Op. Ainsi 'implication (4.4.18) est équivalente a I'implica-
tion suivante :
T+([gg7u,v]) € c—Ind?(Zpg = VA € kf, Z ci(—=[\)t € Og.

o<isd

i#0
Soit maintenant ¢ un générateur du groupe cyclique kj et posons, pour tout o € S, u, =
dy +1. On a alors :
aeki, > al-R) e 0p =¥, 0<i< ([Ju) ~1, > ) € Op.

0<i<d c€eS 0<i<d

i#0 i#0
On obtient donc un systeme de [] .qus équations linéaires a [[ g u, inconnues dont la
matrice du systeme homogene associée est égale a :
_ 1 -
[]*
A= ¢

| [(Hoesuo=11E Jocica
20

C’est une matrice de Vandermonde, de déterminant égal a :
(4.4.19) IT (€ -1y.
1<7,57£]

Comme, pour tout o € ST, on a o([¢]) = ¢([¢])?" avec 0 < 7, < f — 1, on obtient que pour
tout j € Iy, on a :

L =TT o)y = e([¢])>restIor™ .

oSt
D’apres les hypotheses (i) et (ii), on obtient donc de maniére naturelle une application injec-
tive
{[(Lo<j<detj#0} = {«(()*0<a<p 2}

qui est bijective lorsque d, + 1 = p¥ pour tout o € S*. Or,si 0 < a < B < q — 2, alors
([¢))*—=u([¢])? € OF et donc, d’apres (4.4.19), on a det(A) € OF. Puisque ¢; € O pour tout
1 € Ig, ce qui revient a dire que v € 827 on en déduit que h,, € c—Indf( ZBS' En remplacant h
par h — hy,, le méme raisonnement montre que h,,_1 € C—Ind%Zp?l. Une récurrence immédiate

assure alors que h; € c—Ind%ZQS pour tout i € {0,...,n}, et donc h € c—Ind%ZQS.

(2). C’est une conséquence immédiate des Lemmes 4.4.2 et 4.4.3.

Soit a), € OF et supposons que d vérifie les conditions (i) et (ii) du Théoreme 4.4.4.
Pour tout n € N, notons :

déf

Bn(E) = {h € c-Ind$ 4pg,h € By}

Une conséquence simple mais intéressante du Théoreme 4.4.4 est la proposition suivante,
démontrée initialement par Breuil pour F' = Q) et d < 2p [11, Théoreme 4.1 et Corollaire
4.2].
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Proposition 4.4.5. — Le Op-réseau O4,, est séparé.

Preuve. — C’est une généralisation de argument de [11, Corollaire 4.2]. Il suffit de montrer
que Og,, ne contient pas de E-droite, ce qui revient a montrer que si h € C—Indf(zgg est tel

qu’il existe des h,, € C—IndfG(Zg , Vérifiant :

(4.4.20) vneN, h— (T —ap)(hy) € p" (c-Indﬁzgg) ,
alors h € (T — ap)(c—lndgzgd). Notons N (resp. N') le plus petit entier positif ou nul tel que
d v
h € By(E) (vesp. hy € Byi(E)) et écrivons hy = Y i avec hpm € Spm. Si N’ > N, la
m=0

relation (4.4.20) implique que T (hy, y/) € p" (c—IndIG(ZQS) et, la preuve du Théoreme 4.4.4 (i)
assure alors que h, y/ € p"(c—Ind?(Zgg). Par récurrence descendante immédiate, on obtient

que hy m € p”(c—lnd%zgg) pour tout N < m < N’. Ainsi, on a montré que

hn € Bn_1(E) 4 p" (c—IndIG(Zgz) ,

donc que :
VneN, he(T—ap)(Byn-1(E)) —l—p”(c-Indgzgg) :

Comme (T'—ap)(Bn-1(F)) est un E-espace vectoriel complet pour la topologie p-adique (car
de dimension finie), on en déduit que h € (T — ap)(By-1(F)).
O

4.4.2. Conséquences. — Conservons les notations de la Section 4.4.1 et fixons

e une paire (A, A2) € EX x EX avec (af~ 1) ¢ {q,¢7'};

e un |S|-uplet d’entiers positifs d.
Rappelons que pg désigne la représentation algébrique irréductible de GLa(F) introduite dans
le Paragraphe 4.3.1.

Nous allons maintenant rappeler, dans un cadre particulier, une conjecture formulée par
Breuil et Schneider [20], puis montrer comment utiliser Théoreme 4.4.4 pour établir quelques
cas de cette conjecture.

Notons (r, V') la représentation du groupe de Weil-Deligne de F' de dimension 2 sur E,
reductible, non ramifiée et qui envoie le Frobenius arithmétique sur la matrice [)E)l )?2 ]

Notons 74" la représentation lisse irréductible de G sur E qui correspond & (r,V) via la
correspondance de Langlands locale, normalisée de sorte a ce que son caractere central soit
unit u

det(r, V) orec™!. Dans [20, §4] est décrite une construction permettant d’associer & 7 ne

représentation lisse de G sur E que 'on note 7. Pour G on trouve que
7 =IndG(nr(\ ") @ nr(pAy1)).

Remarque 4.4.6. — Par définition, les caractéres non ramifiés nr(A\;') et nr(pA; ') ne dé-
pendent que de /\{ et de )\g .

Notons que 7 est une induite parabolique lisse et non ramifiée qui est irréductible si
M DS # get AT # gL St (AT = ¢ (resp. (M A1) # ¢71) alors 7 est la
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torsion par nr(A\; ') o det (resp. nr(A\; ') o det) de I'unique extension non scindée de la repré-
sentation triviale par la représentation de Steinberg (resp. de la représentation de Steinberg
par la représentation triviale).

Appelons p-module la donnée d'un Fy ®g, E-module D libre de rang fini muni d'un au-
tomorphisme Fy-semi-linéaire (par rapport au Frobenius sur Fy) et E-linéaire ¢. Notons que
ol est une application Fy ®q, E-linéaire et que l'isomorphisme Fy ®q, F ~ HUO: resp B
envoyant h ® e sur (og(h)e), induit un isomorphisme de E-espaces vectoriels

D~ H Dy,

og: Fo—F

ou 'on pose Dy, = (0,0,...,0,15,,0,...,0) - D. On définit

tn(D) = [F:l(@p]valp(detpo(gpf D).

Si D est un p-module, on peut lui associer explicitement une représentation de Weil-Deligne
par la méthode décrite dans [37]. Plus précisement, choisissons un plongement og: Fy < E
et posons U = D,,. Si w € W(Q,/F), on définit s(w) = ¢~*®) ot a(w) € fZ désigne
I'unique entier tel que 'action induite de w sur Fp soit la puissance a(w)-ieme du Frobenius
arithmétique x + 2P. On vérifie que s(w): D — D est Fy ®q, E-linéaire, et donc qu’elle
induit un morphisme E-linéaire s(w): U — U. Le couple (s,U) est une E-représentation non
ramifiée du groupe de Weil-Deligne de F' qui ne dépend pas du choix de oy & isomorphisme
non canonique pres [19, Lemme 2.2.1.2]. On le note WD(¢, D) et 'on note WD(p, D)** sa
F-semisimplification [30, §8.5].

Soit D un ¢-module. Si 'on pose Dp = D ®p, F, alors I'isomorphisme F ®q, E =~
Il,. p g E envoyant h ® e sur (o(h)e)s, induit un isomorphisme de E-espaces vectoriels

DF ~ H DF,o- y
oc: F—E
ou l'on a noté Dp, = (0,0,...,0,15,0,...,0) - Dp. Ainsi, la donnée d’une filtration décrois-
sante exhaustive séparée de Dp par des sous-F' ®q, E-modules (Fil'Dp);cz (pas forcément
libres) équivaut a la donnée, pour tout o: F' — E, d’une filtration décroissante exhaustive
séparée de D, par des sous-F @, E-espace vectoriels (FiliDp,g)iez.
Soit (Fil'Dp);cz une telle filtration. On définit alors

#(Dp)=>_ > idimp(Fil'Dp,/Fil""' Dp,),
i€l o: F—E
et lon dit que la filtration (FiliDF)iez est admissible si
(i) ta(Dr) = tn(D);
(ii) tg(D%) < tn(D') pour tout Fy ®q, E-sous-module D’ stable par ¢ et muni de la
filtration induite.
La conjecture de Breuil et Schneider peut dans ce cas étre reformulée comme suit.

Conjecture 4.4.7. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La représentation pg @ m admet une norme G-invariante, i.e. une norme p-adique
telle que ||gv|| = ||v]| pour tout g € G et v € pg @ .
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(i) Il existe un p-module D de rang 2 tel que
WD(p, D)* = (r, V)

et une filtration admissible (FiliDFJ)ieZ’ sur Dp telle que
oeSs

Fil'Dp,/Fil" ' Dp, #0 <<= i€ {-d,—1,0}.

L’implication (i) = (i7) de la Conjecture 4.4.7 a été démontrée dans [20, Corollary 3.3].
Plus précisément, on a le résultat suivant.

Proposition 4.4.8. — Considérons les quatre conditions suivantes :

(i) La représentation pg ® m admet une norme G-invariante, i.e. une norme p-adique
telle que ||gv|| = ||v]| pour tout g € G et v € pg @ .
(i) Il existe un p-module D de rang 2 tel que

WD(¢, D)** = (r,V)

et une filtration admissible (FiliDFp)ieZ’ sur Dg telle que
ceSs

Fil'Dg,/Fil'"'Dp, #0 <<= i€ {-d,—1,0}.
(iii) 1l existe un p-module D de rang 2 tel que

@ =y o

et une filtration admissible (FiliDFJ)ieZ’ sur Dp telle que
o€eSs

Fil' D, /Fil'"'Dp, #0 <+= i€ {-d,—1,0}.

(iv) les inégalités suivantes sont vérifiées :

(4.4.21) valp(A\[ 1) +valp(pAyh) + Z d, = 0;
oS

(4.4.22) valp(phy ') + Z ds > 0;
oes

(4.4.23) valp(pAy') + ) ds > 0.
oS

On a alors les implications et équivalences suivantes :
Preuve. — L’implication (i) = (iv) découle de [49, Lemma 7.9]

L’équivalence (ii) < (iii) est immédiate.

L’équivalence (iii) < (iv) est une conséquence de [20, Proposition 3.2]. O
Remarque 4.4.9. — Si F = Q, et si r n’est pas scalaire, la Conjecture 4.4.7 est vraie [8].

D’apres la Proposition 4.4.8, il est clair que pour avoir une réponse positive a la conjecture
de Breuil et Schneider pour G il suffit de montrer 'implication (iv) = (). Le cas A} € O,
ou Ay € OF est traité par la proposition suivante.
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Proposition 4.4.10. — Supposons que (4.4.21), (4.4.22) et (4.4.23) soient satisfaites, et
supposons \1 € Op ou Ay € Of. Alors la représentation pg @ m admet une norme G-
mvariante.

Preuve. — e Supposons \; € O et posons
X = nr()\ ) ® nr p)\ H ol .
ces

Définissons alors I°°"(y) comme linduite continue du caractére y, i.e. l'espace des
¢: G — E continues telles que

Vb e PVge G, ¢(bg)=x(b)o(g),

sur lequel G agit par la translation & droite. D’apres (4.4.21) et (4.4.22), le caractere x
est a valeurs entieres, ce qui implique que 'application définie par

Vo e I“M(x), ¢l = sup o(g)
geP\G

est une norme G-invariante sur 1°"(y). Comme on a une injection G-équivariante évi-
dente
pd® T Icont(X)’

on obtient le résultat voulu.
e En utilisant 'entrelacement

md§(nr(A!) @ m(pA; 1) = IndZ(ar( ) @ nr(pA;)),
un argument analogue au précédent permet de conclure lorsque Ay € O

O

Supposons maintenant que A, A2 ¢ O. Sous certaines conditions, le Théoréme 4.4.4
permet de donner une réponse positive a la Conjecture 4.4.7.

Corollaire 4.4.11. — Supposons que (4.4.21), (4.4.22) et (4.4.23) soient satisfaites, et sup-
posons que d = (dy)ses satisfait auz conditions (i) et (ii) du Théoréme 4.4.4. Alors la repré-
sentation pg @ ™ admet une norme G-invariante.

Preuve. — 1l suffit de montrer que pg @7 possede un Op-réseau séparé et stable sous ’action
de G. D’aprés la Proposition 4.4.1, on dispose d’un isomorphisme G-équivariant

c—IndIG(ZQ 4
(T = ap)(eInd 1p,)
ol ap = A 4+ AL Ainsi, si le vecteur d vérifie les conditions (i) et (ii) du Théoreme 4.4.4,

on peut appliquer la Proposition 4.4.5 et en déduire que la représentation pg ® m possede un
réseau séparé et stable sous 'action de G, ce qui prouve le résultat voulu. O
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