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– Donc, quand vous entrez dans une pièce, la première chose
à faire, c’est un test de sécurité.

– Ah ! J’en étais sûr !
– Voilà. Donc vous entrez dans la pièce et, vous faites un

tour complet sur vous-même en vérifiant chaque recoin d’un
coup d’œil et vous vous remettez en place avant d’avancer.
Vous faites un trois cent soixante degrés.

– ... C’est pas un peu chaud ?
(Dialogue entre Arthur et Yvain dans Kaamelott)

[A. Astier]
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– Il faut maintenir son regard à 30̊ quand on subit une at-
taque. Dans l’absolu, on n’a pas forcément besoin de regar-
der son ennemi mais c’est une image ça.

– 30̊ , ça a un rapport avec la température ou pas ?
– Nan !
– Ah ouais ! On a bien fait de laisser tomber !
– On avait essayé un truc avec des glaçons mais c’était nase !
– 30̊ c’est un angle !
– Un angle ? !
– Les angles c’est un peuple.
– Non pff ! ’fin si c’est un peuple mais là on ne parle pas de

ça !
– C’est hyper compliqué quand même !

Plus tard...

– Vous me regardez pas hein !
– Non, je suis à 30̊ !
– Vous avez pas trop froid ?

(Dialogue entre Arthur, Perceval et Karadoc dans Kaamelott)
[A. Astier]

viii



Table des matières

Remerciements iii

Glossaire xiii

Introduction 1

1. État de l’art 5
1.1. Études sur le transfert conductif seul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.1. Concept de conductivité effective . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.1.2. Des modèles empiriques ou analytiques . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2. Études théoriques ou expérimentales sur le transfert radiatif seul . . . . 7
1.2.1. Des formules empiriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2.2. Étudier à partir de structures numérisées des matériaux . . . . . 9

1.3. Études sur le transfert couplé conducto-radiatif . . . . . . . . . . . . . 10
1.3.1. Premières études de couplage dans des milieux semi-transparents 11
1.3.2. Un couplage faible des équations par méthodes numériques ité-

ratives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.3. De nouvelles méthodes de résolution de l’ETR . . . . . . . . . . 12
1.3.4. Des travaux sur des multicouches . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3.5. Mais peu d’études en 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.6. Vers un couplage conducto-radiatif analytique fort... . . . . . . . 15

1.4. Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2. Identification de la diffusivité thermique effective de milieux multiconsti-
tuants semi-transparents 19
2.1. La méthode flash pour caractériser la diffusivité thermique . . . . . . . 20

2.1.1. Justification du choix de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.1.2. Description de la méthode flash . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.1.3. Estimation de paramètres par méthode inverse . . . . . . . . . . 23
2.1.4. Le choix du modèle de caractérisation de la diffusivité thermique

et les hypothèses de la modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.2. Modélisation couplée conducto-radiatif de la méthode flash au sein de

multicouches composés de matériaux semi-transparents . . . . . . . . . 30
2.2.1. Description analytique du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2.2. Étude de corrélation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

ix



Table des matières

3. Validation du code d’estimation de la diffusivité thermique 55
3.1. Validation du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.1.1. Description de l’appareil réalisant la méthode flash . . . . . . . 55
3.1.2. Mesure des propriétés radiatives effectives d’un milieu semi-

transparent poreux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.1.3. Les trois matériaux utilisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.1.4. Validation du code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.2. Vers un modèle 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
3.2.1. Extension du modèle quadripolaire : l’hexadécapôle . . . . . . . 81
3.2.2. Modélisation multidimensionnelle du transfert thermique couplé

conducto-radiatif par une approche hexadécapolaire . . . . . . . 84

4. Modélisation du transfert thermique en couplage conducto-radiatif dans
une structure hétérogène 3D voxélisée 87
4.1. Les expériences à simuler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4.1.1. La fonction du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
4.1.2. La stratégie de résolution du problème et les hypothèses de la

modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
4.2. L’équation du transfert radiatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.2.1. Relations entre les luminances dans un voxel . . . . . . . . . . . 93
4.2.2. Relations entre les luminances entre un voxel et ses voisins . . . 96

4.3. Les facteurs de forme avec absorption . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.3.1. Expression analytique de FO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
4.3.2. Expression analytique de FV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

4.4. L’équation de la chaleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
4.5. Les conditions aux limites et initiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.5.1. Les conditions aux limites de la plaque chaude gardée . . . . . . 103
4.5.2. Les conditions aux limites et initiales de la méthode flash . . . . 104

4.6. Une résolution numérique itérative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
4.6.1. Un problème non linéaire ou le choix de l’algorithme . . . . . . 107
4.6.2. Résolution du système linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
4.6.3. En parallèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

5. Validation du code de modélisation du transfert conducto-radiatif dans
une structure 3D voxélisée 113
5.1. Implémentation de la résolution du système linéaire . . . . . . . . . . . 114
5.2. Validation dans le cadre d’une expérience de plaque chaude gardée en

conduction pure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
5.2.1. Cas d’un milieu homogène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
5.2.2. Cas d’un matériau hétérogène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5.3. Validation du couplage conducto-radiatif . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
5.3.1. Cas d’un milieu homogène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
5.3.2. Apparition de la diffusion du rayonnement . . . . . . . . . . . . 123

x



Table des matières

Conclusion 129

A. Publication dans Applied Physics Letters 133

B. Publication dans Journal of Physics 137

C. Calculs des facteurs de forme avec absorption 149
C.1. Calcul analytique de FO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
C.2. Calcul analytique de FV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
C.3. Évolution des facteurs de forme avec absorption en fonction de κδ . . . 157

Table des figures 159

Liste des tableaux 161

Bibliographie 163

xi





Glossaire

Notation Description
αi Constante de la solution de l’équation de la chaleur

d’ordre 4 dans l’espace de Laplace
37

βi Paramètre à estimer (Uniquement en 2.1.3) 23
β Cœfficient d’extinction 31
χ2 Somme des moindres carrés 24
δ Taille d’un voxel 91
δi Constante dans la densité de flux total 42
δ(λl) Dirac à la longueur d’onde du laser flash 32
δ(t) Fonction Dirac 36
δx Solution du système linéaire de l’algorithme de

Levenberg-Marquardt
109

∆HT
T0 Variation d’enthalpie entre T0 et T 58

∆t Pas de temps 102
∆T Différence de température 88
ε Constante dans la densité de flux total 42
ε Paramètre de différences finies (Uniquement en 2.2.2) 46
ε1/εN Émissivité de la paroi de la couche 1/N 43
ε̃ Fonction diélectrique complexe 61
ϕ Densité de flux total 41
φi/φr/φt Flux incident/réfléchi/transmis (Uniquement en 3.1) 63
Φcond Flux conductif 100
Φpertes Flux dû aux pertes convecto-radiatives 105
Φrad Flux radiatif 93
~ϕ Vecteur de densité de flux total 30
−→ϕc Vecteur de densité de flux conductif 30
−→ϕr Vecteur de densité de flux radiatif 30
γi Constante de l’exponentielle de la solution de l’équa-

tion de la chaleur d’ordre 4 dans l’espace de Laplace
37

Γν/Γ−ν Constantes apparaissant dans le calcul du modèle 1D 39

xiii



Glossaire

Notation Description
κ Cœfficient d’absorption 31
λc Conductivité thermique phonique 30
λeff Conductivité thermique phonique effective d’un mi-

lieu homogène équivalent
5

λl Longueur d’onde du laser flash 32
µ Cosinus de l’angle avec la normale à la surface tra-

versée par le flux radiatif
30

ν Constante égale à M2 −N2 35
$ Ratio du temps où la sensibilité (en valeur absolue)

est maximale par rapport au temps où la température
est maximale

46

Ψ Énergie volumique 32
ρ Réflectivité 42
ρ1/ρN Réflectivité de la paroi de la couche 1/N 43
% Réflectance spectrale 62
σ Cœfficient de diffusion 31
σi Écart-type (Uniquement en 2.1.3) 26
σSB Constante de Stefan-Boltzmann 32
θ Angle avec la normale à la surface traversée par le

flux radiatif (Uniquement page 30)

30

θ Différence de température par rapport à la tempéra-
ture de l’expérience

37

ϑ Transmittance spectrale 62
τ Transmitivité 42
Υtot Intégrale de la valeur absolue de la sensibilité sur

l’ensemble du temps
46

Υtmax Intégrale de la valeur absolue de la sensibilité sur l’en-
semble du temps jusqu’au maximum de la tempéra-
ture

46

ξ Constante dans l’équation de la chaleur d’ordre 4
dans l’espace de Laplace

37

ζ Terme source représentant le flux volumique excita-
teur

30

A1/A2/A3/A4 Constantes de la solution du système de Hamaker 35
A Matrice d’un système linéaire 44

xiv



Glossaire

Notation Description
B1/B2/B3/B4 Constantes de la solution du système de Larkin 35
b Vecteur second membre d’un système linéaire 44

c0 Vitesse de la lumière dans le vide 31
C Cœfficient de corrélation 26
C1/C2/C3/C4 Constantes apparaissant dans le calcul du modèle 1D 41
C Conductance 101
C Matrice des covariances 25

e Épaisseur 30
E Quantité d’énergie surfacique 32
E Émittance spectrale (Uniquement en 3.1) 61
E Luminance du corps noir 93

fi Équation d’un problème 3D 107
fij Facteur de forme 94
f(λ) Distribution de l’énergie en fonction de la longueur

d’onde (spectre)
32

FC Facteur de forme avec absorption complémentaire 96
Fij Facteur de forme avec absorption 95
FO Facteur de forme avec absorption opposé 95
FV Facteur de forme avec absorption voisin 95
F Fonctionnelle regroupant toute les équations d’un

problème 3D
107

G Grandeur d’intérêt 24

h Cœfficient d’échange convecto-radiatif 41
~ Constante de Planck (Uniquement page 31) 31
H Enthalpie 57
h Vecteur hexadécapolaire 83
H Matrice hexadécapolaire 82

ı Imaginaire pur unitaire 67

xv



Glossaire

Notation Description

k Indice d’extinction 61
kB Constante de Boltzmann 31

L Luminance totale hémisphérique 30
L0(T ) luminance du corps noir dans le vide à la température

locale
31

L Luminance isotrope équivalente 93
L′ Luminance directionnelle 30
L+/L− Luminances deux flux 33

m Indice optique complexe 67
M Cœfficient hémisphérique d’extinction 34
m Vecteur hexadécapolaire 83
M Matrice hexadécapolaire 82

n Nombre de points du thermogramme (Uniquement en 2.1.3) 23
n Indice de réfraction 31
ñ Indice optique complexe 61
N Nombre de paramètres à estimer (Uniquement en 2.1.3) 24
N Cœfficient hémisphérique de diffusion 34
N Nombre de couches (Uniquement en 2.2.1) 42
N Nombre de voxels dans la structure numérisée (Unique-

ment en 4.6)

107

Nx/Ny/Nz Nombre de voxels selon x/y/z 103

Ω Angle solide 30

p Variable de Laplace 37
P Cœfficient hémisphérique d’absorption 34
P (~u′ → ~u) Fonction de phase de diffusion 31

Q Densité surfacique d’énergie déposé par le laser flash 32
Q′ Atténuation de la densité d’énergie 33

xvi



Glossaire

Notation Description

s Abscisse curviligne 30
s0 Abscisse curviligne d’origine 31
S Luminance de parcours (terme source de l’ETR) 31
S Matrice des sensibilités 25

t Temps 23
T Température 30
T0 Température de l’expérience 36
Tambiante/Tamb Température ambiante 41
Tc Température chaude 88
Tf Température froide 88
T̂i Point du thermogramme expérimental 23
Ti Point du thermogramme théorique 23
T n Température à l’instant n 102
Tparoi/Tp,. Température à la paroi 105

U Constante dans l’équation de la chaleur d’ordre 4
dans l’espace de Laplace

37

~u Vecteur direction de propagation 30

V Constante dans l’équation de la chaleur d’ordre 4
dans l’espace de Laplace

37

W Constante dans l’équation de la chaleur d’ordre 4
dans l’espace de Laplace

37

xMie Paramètre de taille de Mie 91
Xi/X

∗
i Sensibilité (adimensionnée) à un paramètre 24

x Vecteur d’inconnues 44

z Coordonnée dans l’axe perpendiculaire au plan 30
z0 Coordonnée z d’origine 31
~z Axe de l’abscisse z 30

xvii



Glossaire

Notation Description
¯ Grandeur dans l’espace de Laplace 37
λ Grandeur monochromatique 30
e Grandeur entrante 32
k Relatif à la couche k 42
s Grandeur sortante 32

xviii



Introduction
Ce sujet de thèse a pour objectif de résoudre et modéliser le transfert de chaleur

couplé conducto-radiatif dans des matériaux poreux multiconstituants 1 à partir de la
connaissance de leur microstructure 2 (ou morphologie 3) obtenue par des techniques
d’imagerie (tomographie X, FIB/MEB, etc.). Les tailles caractéristiques que nous étu-
dions sont comprises entre 1 µm et 1 m. Cette microstructure est représentée par un
ensemble de voxels issu d’une reconstruction numérique 3D 4. Les matériaux poreux
multiconstituants sont constitués a minima de deux phases : une matrice solide et
des pores remplis d’un fluide. L’association des constituants qui les composent donne
à ces matériaux des propriétés exceptionnelles du point de vue chimique, mécanique
et thermique (c’est ce dernier aspect qui nous intéresse plus particulièrement). C’est
pourquoi ils servent dans des applications de plus en plus nombreuses : l’isolation
dans l’habitat ou l’aéronautique (jusqu’à des très hautes températures), les réacteurs
ou combustibles du domaine du nucléaire, dans le domaine de l’énergie en particulier
les piles à combustibles, les tuyères dans l’aéronautique ou les corps de rentrée dans
l’aérospatial ou encore les freins dans l’automobile. Il servent aussi à la fabrication
d’échangeurs de chaleur, de panneaux ultra lumineux, d’absorbeurs d’énergie ou de
sons, d’électrodes de batterie électrique, de déflecteurs ultrasons, de milieux dissipant
la chaleur et de bien d’autres applications multifonctions. En effet, leur faible conduc-
tivité thermique apparente (ou effective), i.e. la conductivité thermique qu’aurait le
milieu homogène équivalent au milieu poreux, ou l’anisotropie du transfert de cha-
leur en leur sein (dans les feutres de carbone par exemple) en fait de bons candidats
pour de telles applications. Plus précisément et en particulier, une faible conducti-
vité thermique apparente leur confère une excellente tenue au flux. Cela prolonge le
temps nécessaire avant que la température de la surface non exposée n’atteigne sa
température critique (destruction, pyrolyse, ablation, etc.) dans des applications à
hautes températures ou dans lesquelles les matériaux utilisés sont soumis à des flux
thermiques très intenses (bouclier thermique de sonde spatiale par exemple).
Les études sur le sujet s’attachent donc à mieux connaître les propriétés thermiques

et mécaniques de ces matériaux dans le but d’améliorer et d’optimiser leur comporte-
1. Ces matériaux requièrent souvent des processus d’élaboration complexes et onéreux. Une telle

modélisation permettrait donc à la fois de les étudier et de les optimiser sans avoir à les créer
matériellement.

2. Nous définissons la microstructure comme la structure microscopique d’un matériau.
3. La morphologie — un concept mathématique utilisé ici en science des matériaux — est l’étude

des matériaux en fonction de leur forme, de leur taille, des relations avec leur voisinage (en particulier
topologiques), de leur texture et de leurs niveaux de gris ou de leur couleur.

4. Nous verrons plus loin dans ce manuscrit que la taille minimale des voxels est imposée par la
longueur d’onde du rayonnement.
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Introduction

ment global en conditions d’utilisation et ainsi de dimensionner des systèmes perfor-
mants, c’est-à-dire des systèmes les plus isolants et les plus légers possibles. En outre,
la connaissance de ces propriétés permet d’avoir les matériaux les plus performants
dans de nombreux domaines technologiques et industriels. La taille caractéristique
de ces systèmes — typiquement une échelle macroscopique —, est bien souvent su-
périeure à la taille caractéristique des matériaux poreux — celle des pores donc une
échelle microscopique — dont ils sont constitués. À cette échelle macroscopique des
systèmes, ces matériaux poreux sont vus comme des milieux homogènes : nous les
considérons donc comme équivalents à des milieux homogènes car, pour modéliser le
comportement des systèmes dans lesquels ils sont impliqués, les outils numériques de
simulation ne peuvent pas prendre en compte la microstructure réelle de ces maté-
riaux 5. En effet, il est difficile de déterminer simplement les propriétés thermiques
de tels matériaux parce qu’elles sont reliées aux propriétés des constituants et à la
microstructure (morphologie complexe) — ou texture — du matériau poreux. C’est
pour cette raison que, comme plusieurs études dans le domaine, nous nous intéressons
également à la détermination des propriétés thermiques effectives de matériaux qui
sont — gardons-le à l’esprit — hétérogènes.
Par ailleurs, ces matériaux ont été surtout étudiés à température ambiante dans des

cas où le rayonnement n’intervient pas, le transfert de chaleur étant principalement
conductif, et leurs propriétés sont relativement bien connues à cette température. En
revanche, bien que dans beaucoup d’applications — et c’est en particulier le cas dans
notre étude — les températures atteintes sont très élevées (au-delà de 1000 C̊), ils
ont été beaucoup moins étudiés à haute température. À ces températures, dans les
matériaux que nous étudions, le transfert par rayonnement, dont l’énergie émise par
la phase solide varie proportionnellement à la puissance quatrième de la tempéra-
ture, est loin d’être négligeable. Il peut même souvent intervenir à part égale par
rapport au transfert par conduction 6. Ce transfert radiatif dépend lui aussi de la na-
ture des constituants, de leurs propriétés optiques (paramètres intrinsèques) et de la
microstructure (paramètres extrinsèques) du matériau poreux. Ainsi, à l’échelle carac-
téristique de leur application, les matériaux poreux que nous étudions sont vus comme
des milieux semi-transparents. Le transfert de chaleur en milieu semi-transparent est
de nature à la fois conductive et radiative et le fort couplage qui existe entre ces deux
modes rend difficile la résolution des équations gouvernant le problème. Cette diffi-
culté s’accroît dès lors que l’on réduit le nombre d’hypothèses (problème transitoire,
prise en compte d’une diffusion anisotrope, etc.). De plus, mesurer le transfert de
chaleur à hautes températures dans de tels matériaux requiert de gros équipements
et nécessite de maîtriser l’ingénierie de chauffage jusqu’à 3000 C̊ pour caractériser

5. Les modèles numériques de type éléments finis ou volumes finis peuvent comporter des centaines
de milliers voire des millions de mailles pour simuler le comportement d’un système. Prendre en
compte la microstructure réelle des matériaux les constituant verrait la taille de ces modèles être
multipliée par un facteur variant de 100 à 10000 ; ce qui ne peut pas être pris en charge par les
supercalculateurs actuels.

6. Le nombre de Planck, rapport du flux conductif sur le flux radiatif, traduit l’importance d’un
mode de transfert devant l’autre.
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des matériaux poreux carbonés (par exemple des composites C/C [Hay 2006]). Tout
ceci explique pourquoi le nombre d’études traitant d’un couplage conducto-radiatif
dans des matériaux poreux à hautes températures est assez faible. À noter enfin que
le transfert convectif peut généralement être négligé étant donné la faible taille des
pores d’après le critère de Rayleigh (taille de l’ordre de quelques dizaines de microns
voire moins pour les nanoporeux) [Bories 1973]. C’est l’hypothèse que nous ferons
dans tout ce travail.
Ce manuscrit s’organise de la façon suivante. Le premier chapitre présente un état de

l’art portant sur les études liées à la modélisation du transfert thermique en couplage
conducto-radiatif appliquée à des matériaux poreux. Cet état de l’art permettra au
lecteur de placer nos travaux dans la littérature existante sur le sujet et de voir les
contributions propres de notre étude qui est détaillée dans ce manuscrit.
Le premier objectif de ce travail de thèse est de déterminer la diffusivité thermique

phonique effective de matériaux poreux i.e. la diffusivité thermique qu’aurait le mi-
lieu homogène équivalent au matériau. Nous considérons donc ces matériaux poreux
comme semi-transparents du point de vue du transfert thermique, ce qui implique un
transfert de chaleur en leur sein de nature à la fois conductive et radiative. Le cha-
pitre 2 développe un modèle permettant d’identifier la diffusivité thermique phonique
de tels milieux semi-transparents par méthode inverse. Cette modélisation 1D se base
sur une résolution semi-analytique couplée de l’équation de la chaleur et de l’équa-
tion du transfert radiatif. Elle reproduit ainsi la méthode flash en prenant en compte
un couplage conducto-radiatif. Notons que la méthode de résolution développée peut
s’adapter à différents types de problème de thermique. Une étude de corrélation a éga-
lement été menée pour ce modèle afin de montrer que seule la diffusivité thermique
pouvait être estimée correctement par celui-ci. Elle sera présentée dans ce chapitre.
Ainsi, les autres propriétés des milieux effectifs étudiés (notamment les propriétés ra-
diatives) devront être déterminées expérimentalement. Ils ne seront pas pris en compte
dans l’estimation de paramètres dans laquelle seuls la diffusivité thermique phonique
et le cœfficient de pertes convecto-radiatives seront identifiés.
Le chapitre 3 justifie de la validation de ce modèle en reproduisant trois thermo-

grammes issus de trois matériaux au comportement différent en réponse à la méthode
flash : un matériau purement opaque, le POCO (un graphite densifié), et deux maté-
riaux semi-transparents, un aérogel de silice et le WDS (superisolant thermique). Une
inter-comparaison dans le cas d’un matériau transparent a également été menée. Et
comme ce n’est pas tout de développer un code de calcul car — évidemment ! — il ne
peut donner de bons résultats s’il n’est pas exécuté avec de bonnes propriétés, nous
présentons aussi dans ce chapitre les dispositifs expérimentaux et les méthodes d’ana-
lyse qui nous permettent d’obtenir ces propriétés nécessaires à l’estimation correcte
de la diffusivité thermique phonique effective des matériaux étudiés.
Le premier code permet de faire un tri parmi les matériaux en fonction du besoin.

Le second objectif de ce travail est d’être capable de prédire le comportement ther-
mique d’un matériau poreux hétérogène en fonction de la température et à partir de
sa microstructure afin de connaître l’influence de la microstructure sur le compor-
tement thermique de ce matériau. Ceci nous permettrait d’orienter la conception et
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l’élaboration de matériaux pour optimiser leurs performances thermiques grâce à la
compréhension de l’impact d’un procédé d’élaboration et du choix des constituants de
base d’un matériau hétérogène sur les propriétés thermiques. Le modèle 1D ne permet
pas cela car l’utiliser demanderait de fabriquer de nombreux matériaux à tester, ce
qui est coûteux en temps et financièrement. En effet, ce code nécessite la connaissance
des propriétés thermiques effectives du matériau hétérogène étudié. Or, si on étudie
l’impact d’un jeu de constituants formant un matériau hétérogène sur le comporte-
ment thermique du matériau, ces propriétés ne sont pas connues. Elles ne peuvent
être déterminées qu’à partir d’une expérience sur le matériau réel fabriqué et d’une
estimation de paramètres à l’aide du modèle 1D la reproduisant. Ainsi, le chapitre 4
propose une modélisation 3D du transfert de chaleur couplé conducto-radiatif au sein
d’une structure numérique composée de voxels. L’équation du transfert radiatif et
l’équation de la chaleur (par l’intermédiaire d’un bilan de flux) sont résolues au sein
de chaque voxel. Dans une telle structure, la détermination des inconnues du problème
(six luminances et une température par voxel) ne peut se faire que par l’intermédiaire
du résolution numérique par le moyen de supercalculateurs.
Enfin, le chapitre 5 valide ce code 3D. Dans un premier temps, nous avons comparé

des profils de température en conduction pure avec la même microstructure (homogène
et hétérogène). Dans un second temps, nous avons comparé pour un milieu homogène
puis pour un matériau poreux — un WDS à structure poreuse suite à un défaut
de fabrication —, des profils de température issus du modèle 1D avec les profils de
température issus du modèle 3D, tous ces profils résultant de transferts de chaleur
couplés conducto-radiatifs. Pour obtenir les profils du modèle 1D, nous avons fourni
des propriétés du milieu effectif, tandis que pour obtenir ceux du modèle 3D qui a
été exécuté sur des supercalculateurs à partir de la microstructure numérique de ce
matériau, nous avons fourni les propriétés locales des constituants. Une fois encore,
on montre qu’un bon modèle ne peut donner de bons résultats s’il n’est pas alimenté
par de bonnes propriétés.
De nombreuses études et de développements sont envisageables pour la modélisation

3D. Ce manuscrit n’a pu en présenter que la genèse. Nous le terminerons donc en
évoquant quelques unes de ces voies possibles.
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Chapitre 1.

État de l’art
Entrons à présent dans le détail des études que nous avons pu trouver dans la

littérature. Cet état de l’art n’a pas pour vocation d’être exhaustif mais de montrer
au lecteur l’apport de nos travaux par rapport aux études existantes reliées au sujet
que nous avons étudié en en présentant un panorama bibliographique.

1.1. Études sur le transfert conductif seul
1.1.1. Concept de conductivité effective
Pour déterminer la densité de flux de chaleur par conduction −→ϕc dans un milieu

poreux, on utilise souvent l’équation suivante en considérant le milieu poreux comme
un milieu homogène équivalent [METTI 2010] :

−→ϕc = −λeff
−−→gradT

Dans cette équation, λeff est la conductivité thermique phonique effective du milieu
homogène équivalent et T sa température. Cette définition de conductivité thermique
effective n’a de sens que dans un volume élémentaire représentatif (VER) du maté-
riau hétérogène car il s’agit du volume au-dessus duquel la valeur de la conductivité
thermique effective n’est plus soumise à des fluctuations dues à des hétérogénéités. Il
s’agit donc du volume minimal représentatif pour considérer le matériau pris dans son
ensemble comme équivalent à un milieu homogène. Sa taille varie selon les matériaux.
La conductivité thermique effective dépend de la porosité, de la microstructure du ma-
tériau et des propriétés de ses constituants. Elle est d’autant plus difficile à estimer
que la géométrie de la structure est complexe et que les conductivités thermiques des
constituants sont différentes. Si c’est la part conductive du transfert de chaleur dans
le matériau poreux qui est recherchée, dans le cas où les phénomènes radiatifs ne sont
pas pris en compte, il est nécessaire de travailler à des températures auxquelles ils sont
négligeables. S’ils ne le sont pas, la contribution du rayonnement vient augmenter la
conductivité thermique effective. Beaucoup d’études concernant le transfert conductif
seul se font à température modérée (jusqu’à 300 C̊ ou 580 K). Mais notons cependant
que pour certains matériaux, la part radiative peut déjà contribuer de manière non né-
gligeable à 20 C̊, par exemple dans les superisolants [Enguehard 2005, Rochais 2005]
au transfert de chaleur.
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Chapitre 1. État de l’art

De la même manière, un de nos objectifs est d’estimer la diffusivité thermique
équivalente de matériaux poreux puisqu’ils sont considérés comme équivalents à des
milieux homogènes dès la taille de l’échantillon et a fortiori dans les systèmes d’ap-
plications d’échelle supérieure à leur taille caractéristique où ils sont intégrés. Voilà
pourquoi nous avons développé un modèle unidirectionnel d’estimation de la diffusi-
vité thermique effective qui modélise l’expérience de la méthode flash (cf. chapitre 2 et
3). Cependant, afin de ne pas entacher d’erreur nos caractérisations — puisque pour
ces matériaux poreux étudiés aussi à haute température le transfert de chaleur est à
la fois conductif et radiatif —, nous avons mis en place une modélisation qui prend
en compte un couplage conducto-radiatif du transfert de chaleur, ce que ne font pas
la majorité des études comme nous allons le constater.

Remarque. La méthode flash est une expérience qui permet relativement aisément
en pratique de faire des caractérisations de propriétés thermiques de matériaux à
très hautes températures et c’est la raison pour laquelle nous l’avons mise en place au
laboratoire. Cette méthode permet l’estimation non pas directement de la conductivité
thermique mais de la diffusivité thermique (reliée à la conductivité thermique par une
simple relation linéaire : a = λ/ρcP ). Voilà pourquoi il s’agit de la propriété que nous
étudions mais qui n’est pas forcément celle qui est la plus étudiée dans la littérature.

1.1.2. Des modèles empiriques ou analytiques
Dans le cas où on ne considère que le transfert conductif, il existe différents types

de modèles pour déterminer une conductivité thermique effective. Les modèles empi-
riques ou analytiques permettent de déterminer une conductivité thermique effective
à partir de formule faisant intervenir les propriétés des constituants et du matériau
poreux. Ces formules sont déduites soit de la morphologie poreuse en supposant une
forme de brins et de cellules, soit de l’expérience. Différents travaux proposent des cor-
rélations pour différents types de matériaux (mousses métalliques, céramiques 1, ma-
tériaux cellulaires 2, etc.). Ils relient la conductivité thermique effective des matériaux
étudiés à leur porosité, aux conductivités thermiques des constituants et aux frac-
tions volumiques. Russell [Russell 1935], Bauer [Bauer 1993], Glicksmann et Schuetz
[Glicksmann 1994], Ahern et al. [Ahern 2005] modélisent la structure (parfois sous
forme de résistances thermiques) en simplifiant la morphologie. Lu et Chen [Lu 1999]
ont étudié plusieurs microstructures cellulaires 2D avec plusieurs types d’imperfec-
tions géométriques. Boomsma et Poulikakos [Boomsma 2001, Boomsma 2011] ont dé-
veloppé un modèle analytique basé sur une forme 3D tetrakaidécahédrique des cellules
avec un réseau de nœuds cubiques et de ligaments cylindriques. Bhattacharya et al.
[Bhattacharya 2002] ont représenté des cellules 2D hexagonales avec des fibres de
forme hexagonale et des jonctions de fibres. Fu et al. [Fu 1998] se sont penchés sur
deux modèles de cellules : des cubes pleins et des cubes dans lesquelles une sphère

1. Une céramique est un matériau faiblement poreux généralement constitué de grains connectés
et obtenu par mécanisme de frittage.

2. Il s’agit de matériaux de haute porosité généralement constituées de brins et de plaquettes.
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vide est insérée en leur centre. Singh et Kasana [Singh 2004] ont proposé un modèle
empirique qui prend en compte la circulation non linéaire des lignes de flux et la dis-
tribution aléatoire des phases. Wang et al. [Wang J.F. 2008] ont développé un modèle
semi-analytique à partir d’un squelette symétrique et interconnecté avec des cavités
et des bruns. Les cellules sont cubiques avec des jonctions de brins carrées. Lee et
al. [Lee 1960] ont mené des recherches sur les mécanismes thermiques dans plusieurs
céramiques jusqu’à 1250 C̊. Ils ont mesuré leur conductivité phonique en fonction de
la température et l’ont reliée à leur structure et aux constituants des matériaux.
Ces études ne considèrent que le transfert conductif alors que nous étudions un cou-

plage conducto-radiatif mais elles ont l’intérêt de se rapprocher de la microstructure
réelle des matériaux pour en déduire leur conductivité thermique effective et repro-
duire un comportement. Notre second objectif est identique : nous voulons modéliser le
comportement thermique de matériaux poreux à partir de leur microstructure numé-
risée. Il s’agit du modèle tridimensionnel que nous avons mis en place au chapitre 4 et
validé au chapitre 5). Ce modèle nous permettra d’estimer la conductivité thermique
équivalente de matériaux poreux avec l’expérience de plaque chaude gardée numérique
ou leur diffusivité thermique équivalente à l’aide de la méthode flash (et du modèle
d’estimation 1D développé au chapitre 2). Cependant, bien que la microstructure soit
prise en compte par ces études, elle ne l’est généralement que de manière approchée
en essayant de la représenter par des formes géométriques pour les pores et la ma-
trice solide. Nous avons préféré considérer la microstructure réelle de matériaux que
nous étudions à l’aide de technique d’imagerie nous la restituant. Soulignons enfin
que seulement quelques unes de ces études se font en température et à des hautes
températures, de même que nous souhaitons le faire.

1.2. Études théoriques ou expérimentales sur le
transfert radiatif seul

Dans les études précédentes, les milieux sont principalement étudiés à température
ambiante où le transfert de chaleur par conduction est dominant et on néglige alors le
transfert radiatif. Mais certains chercheurs s’intéressent à leurs propriétés radiatives
et le transfert radiatif est alors le seul mode considéré. À hautes températures, le
transfert radiatif devient le mode de propagation de la chaleur prépondérant (surtout
si la porosité est élevée et/ou si les constituants sont proches d’être transparents aux
longueurs d’onde correspondant au rayonnement, typiquement l’infrarouge proche),
les matériaux peuvent avoir un comportement semi-transparent et la luminance émise
par les surfaces opaques peut se propager par absorption, émission et diffusion. Les
propriétés radiatives de matériaux poreux sont alors déterminées par des modèles pré-
dictifs ou des modèles d’identification à partir de mesures expérimentales. On peut
appliquer entre autres des méthodes de Monte Carlo qui consistent à suivre le trajet de
paquets d’énergie émis par les surfaces opaques, les phases solides ou des éléments de
volume dans le cas d’une phase solide semi-transparente. Ces méthodes sont valables
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uniquement si la longueur caractéristique des particules d est très grande devant la
longueur d’onde λ du rayonnement — le critère à vérifier est que le paramètre de
taille de Mie xMie = 2πd/λ soit plus grand que 1 —, alors l’approximation de l’op-
tique géométrique peut être appliquée [Modest 1993, Siegel 2001]. Une autre méthode
simple consiste à considérer le matériau comme un milieu semi-transparent homogène
équivalent. Le rayonnement est décrit par une luminance homogénéisée obtenue par
la résolution de l’équation du transfert radiatif prenant en compte l’ensemble des
phénomènes : émission, absorption, diffusion [Modest 1993, Siegel 2001] :

dLλ (s, ~u)
ds = −βλLλ (s, ~u) + n2

λκλL
0
λ(T ) + σλ

4π

∫
4π
Lλ(s, ~u′)P (~u′ → ~u) dΩ′

C’est cette dernière méthode que nous utiliserons dans l’élaboration de nos modèles
puisqu’elle permet un couplage fort 3 des équations couplées de la chaleur et du trans-
fert radiatif. Néanmoins, les études ne traitant que du transfert radiatif permettent
de déterminer les propriétés radiatives d’un milieu que notre modèle 1D ne permet
pas d’obtenir — nous verrons pourquoi dans une étude de corrélation en 2.2.2.

1.2.1. Des formules empiriques
Glicksmann et al. [Glicksmann 1987, Glicksmann 1992] ont modélisé le transfert

radiatif dans des mousses de polyuréthane et ont présenté une formule pour le cœffi-
cient d’extinction qui est fonction de la porosité et de la géométrie des cellules. Zhao et
al. [Zhao 2004, Zhao 2008] ont mené des approches prédictive et expérimentale pour
l’estimation des réflectance et transmittance de mousses métalliques. Ils ont proposé
un modèle empirique pour le cœfficient d’extinction à partir de l’approximation de
Rosseland et en ont déduit la conductivité radiative à partir de considérations géomé-
triques. Loretz et al. [Loretz 2008, Loretz 2008] ont recherché les propriétés radiatives
(cœfficients d’extinction, d’absorption et de diffusion, fonction de phase de diffusion)
de mousses métalliques par méthode théorique et expérimentale dans une approche
de l’optique géométrique. Ils ont développé un modèle qui dépend de la géométrie
des particules et l’ont confronté à des modèles plus complexes donnant les propriétés
radiatives à partir d’images MEB. On note finalement qu’il y a peu d’études expéri-
mentales sur le transfert radiatif seul car cela requiert des équipements sophistiqués
(notamment en termes de moyens de chauffage) surtout pour mesurer à hautes tem-
pératures et pose divers problèmes de métrologie.
De même qu’en 1.1.2 où seul le transfert conductif était supposé, les études ici

présentée ne supposant qu’un transfert radiatif seul tentent de se rapprocher de la
microstructure réelle des matériaux — et donc de ce que nous voulons faire — avec

3. Le couplage fort est la résolution mathématique simultanée d’un système d’équations couplées
dans lesquelles plusieurs des inconnues apparaissent. Le couplage faible est la résolution successive de
ces équations en déterminant une seule inconnue par équation, les autres étant fixées, et en injectant
la solution trouvée dans les autres équations. La résolution du système se fait par itérations d’une
équation à l’autre dans le cas du couplage faible. Dans le cas du couplage fort, la résolution traite
des équations simultanément mais peut aussi se faire par itérations en raison des non-linéarités.
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toutefois la même limitation puisque les formules ne se basent que sur des formes géo-
métriques idéalisées de cette microstructure. Pourtant, contrairement au cas d’étude
ne traitant que du transfert conductif, il existe des études qui utilisent la microstruc-
ture réelle des matériaux à partir de techniques d’imagerie pour traiter du transfert
de chaleur par rayonnement. C’est ce dont nous traitons dans la section suivante.

1.2.2. Étudier à partir de structures numérisées des matériaux
Les travaux que nous venons d’évoquer développent des modèles simples qui peuvent

largement suffire à étudier des matériaux simples sans avoir recours à des techniques
plus complexes et coûteuses. Cependant, dans certains cas, ces modèles peuvent être
assez limitatifs du fait des simplifications et ne permettent pas l’étude de morpholo-
gies de cellules plus complexes car les structures considérées peuvent être alors assez
éloignées de la microstructure réelle des matériaux bien que les propriétés conductives
ou radiatives en dépendent fortement. Avec le développement des outils numériques et
technologiques, il est à présent possible d’envisager de travailler à partir des morpholo-
gies de cellule complexes et proche de la microstructure réelle sans avoir recours à des
simplifications comme pour les modèles empiriques ou analytiques. La tomographie X
et les autres techniques d’imagerie (MEB, FIB/MEB 4 [Vivet 2011, Vivet 2011], etc.)
permettent d’obtenir des représentations 3D de la morphologie réelle des matériaux
poreux à partir desquelles il est possible de déduire leurs propriétés.
Différentes méthodes et études numériques ont permis de déterminer la conductivité

thermique effective 5 de matériaux poreux soit à partir de représentations théoriques
de la structure, soit à partir de représentations 3D des microstructures obtenues par
tomographie X. Druma et al. [Druma 2004] ont développé un modèle par éléments fi-
nis avec des pores sphériques dans une matrice solide. Saadatfar et al. [Saadatfar 2004]
ont développé un modèle numérique à partir de représentations tomographiques. Les
travaux de Wang et Pan [Wang 2002] ont permis de résoudre les équations de trans-
ports de l’énergie en utilisant la méthode des réseaux de Boltzmann. Leur méthode
reproduit les microstructures des matériaux par croissance aléatoire. Vicente et al.
[Vicente 2006] puis Brun et al. [Brun 2007] ont résolu l’équation de la chaleur dans
un milieu 3D issu d’une tomographie X. De même, Coquard et Baillis [Coquard 2009]
ont développé un modèle numérique à partir de microstructures 3D obtenues par
tomographie X et en utilisant les volumes finis.
Avec la même démarche, différentes méthodes ont été développés pour déterminer

les propriétés radiatives (cœfficients d’extinction, d’absorption, fonction de phase de

4. Il s’agit d’une technique d’imagerie permettant de reconstruire un volume en 3D en ablatant
successivement le matériau de quelques dizaines de nanomètres et en effectuant un cliché MEB de la
surface jusqu’à l’ablation totale et donc la reconstruction complète.

5. Dans tout le manuscrit, il ne sera question que de la conductivité et de la diffusivité thermiques
propres à un constituant ou à un matériau dites phoniques (c’est-à-dire la conductivité ou la diffusivité
liée à la conductivité apparaissant dans la loi de Fourier et non une conductivité effective caractérisant
le transfert global conducto-radiatif). En outre, ces propriétés sont qualifiées d’effectives quand elles
sont relatives au matériau homogène équivalent.
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diffusion) des matériaux poreux à partir des propriétés radiatives locales des consti-
tuants. Zeghondy et al. [Zeghondy 2006] et Taine et al. [Taine 2010] ont mis au point
une méthode pour déterminer ces propriétés anisotropes de matériaux poreux à par-
tir de fonctions statistiques (méthode RDFI) et d’images tomographiques. Pour des
grandes épaisseurs optiques, la conductivité radiative peut être déterminée. Loretz et
al. [Loretz 2008, Loretz 2008] ont proposé un modèle analytique des propriétés ra-
diatives des mousses métalliques en mettant en avant l’apport de la tomographie X.
Coquard et al. [Coquard 2012] ont déterminé les propriétés radiatives de mousses mé-
talliques à partir d’images tomographiques et de micrographies stéréoscopiques. Par
ailleurs, les études appliquant les méthodes de Monte Carlo par lancers de rayons
sont de plus en plus présentes dans la littérature puisqu’elles peuvent à présent être
appliquées à des représentations tomographiques 3D de la microstructure ou à des
structures numériques. Petrasch et al. [Petrasch 2007, Petrasch 2008, Petrasch 2008],
qui ont repris la méthode de Taine et al., ont utilisé la technique de Monte Carlo par
lancer de rayons sur des tomographies numériques d’une céramique poreuse (de taille
de pores de plusieurs dizaines de microns) pour calculer son cœfficient d’extinction
et sa fonction de phase de diffusion à partir de fonctions de distribution probabi-
listes du parcours moyen d’extinction. Rousseau et al. [Rousseau 2007, Rousseau 2007,
Rousseau 2007, Rousseau 2011] ont développé un code de calculs s’appuyant sur une
démarche similaire pour simuler les spectres d’émittance et les propriétés radiatives
à haute température d’un verre poreux de silice à bulles et de milieux poreux semi-
transparents à partir de leur texture obtenue par microtomographie et des indices
optiques complexes des phases solides les constituant. Toujours avec la même tech-
nique de lancer de rayons, Akolkar et al. [Akolkar 2011] ont développé un modèle pour
optimiser le transfert radiatif en milieu poreux avec la méthode RDFI de Taine et al..
Les propriétés radiatives de milieux poreux sont déterminées par un modèle deux flux.
Comme nous l’évoquions précédemment, ces études ont l’avantage de travailler di-

rectement sur la microstructure réelle des matériaux à partir de leur représentation
numérique 3D. C’est aussi sur cette base que nous souhaitons travailler. Néanmoins,
leur objectif est d’en déduire leurs propriétés radiatives alors que nous nous atta-
chons plutôt aux propriétés thermiques phoniques et à reproduire leur comportement
thermique sous diverses sollicitations. Ainsi, pour ce genre de matériaux, nous avons
besoin à la fois d’étudier le transfert radiatif mais aussi le transfert conductif.

1.3. Études sur le transfert couplé conducto-radiatif
Tous ces travaux traitent du comportement de matériaux poreux en ne considérant

qu’un mode de transfert de chaleur : par conduction ou par rayonnement. Assez peu
d’études considèrent un transfert couplé conducto-radiatif ; soit le rayonnement est né-
gligé, soit on ne s’intéresse qu’aux propriétés radiatives et la conduction n’intervient
pas. Dès qu’il s’agit d’étudier le comportement de matériaux à haute température
et/ou de matériaux semi-transparents, il est nécessaire de prendre un compte le cou-
plage de ces deux modes de transfert de la chaleur pour modéliser ou déterminer
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correctement le comportement ou les propriétés d’un matériau. La difficulté de la
prise en compte du couplage tient au fait que l’équation de la chaleur est très for-
tement couplée à l’équation du transfert radiatif. Aussi, il n’existe pas de solution
analytique à ce problème de thermique, ni en 1D, ni en 3D. Toutefois, à l’aide d’hypo-
thèses simplificatrices, une résolution semi-analytique est possible en 1D comme nous
le verrons dans le chapitre 2. Dans les autres cas, la résolution du problème passe par
des méthodes numériques.

1.3.1. Premières études de couplage dans des milieux
semi-transparents

Les premiers travaux de modélisation du couplage conducto-radiatif, en particulier
traitant de la méthode flash pour des matériaux semi-transparents, sont apparus au
milieu des années 1980 avec des études menées par Lallemand. Kunc et al. [Kunc 1984]
ont cherché à obtenir des valeurs de la conductivité thermique de verres à haute
température (900 K) en proposant une méthodologie expérimentale (plaque plane
gardée et interféromètre Mach-Zehnder) et numérique (analyse nodale) permettant la
séparation des effets conductif et radiatif et modélisant ainsi le transfert de chaleur
couplé pour un milieu semi-transparent monodimensionnel non gris et non diffusant.
Ping et al. [Ping 1989] traitent le problème monodimensionnel du transfert de chaleur
instationnaire couplé rayonnement-conduction dans les milieux semi-transparents non
gris (plus spécialement les verres) par l’analyse nodale et la méthode des zones de
Hottel pour des conditions aux limites thermiques et radiatives variées (températures
imposées, interfaces opaques ou à réflexions vitreuses et spéculaires) en examinant
les effets de différents paramètres (nombre de Planck, de Biot, de Fourier, émissivités
de la couche et indice de réfraction du milieu). André et Degiovanni [André 1995,
André 1998] ont proposé un modèle transitoire 1D pour la méthode flash [Maillet 2000]
afin d’étudier le transfert de chaleur couplé dans un échantillon, notamment du verre.
Ils ont utilisé les différences finies pour l’équation de la chaleur dans laquelle ils ont
considéré un terme source radiatif calculé à partir de l’équation du transfert radiatif.
Le matériau est considéré comme étant gris par bandes. Ils ont montré que la méthode
flash pouvait estimer la diffusivité thermique dans d’autres cas que le seul transfert par
conduction, en particulier pour des matériaux semi-transparents de faibles épaisseurs
optiques. Hahn et al. [Hahn 1997] ont conduit des travaux similaires pour calculer
le transfert couplé dans des matériaux semi-transparents à haute température dans
le cadre de la méthode flash et pour des faibles épaisseurs optiques. Ils ont utilisé
une méthode trois flux pour le transfert radiatif. Siewert [Siewert 1995] a proposé une
méthode itérative de Newton combiné à la méthode PN (méthode des harmoniques
sphériques) pour résoudre des problèmes de transfert de chaleur couplé. Heinemann et
al. [Heinemann 1996] ont eux utilisé une méthode deux flux pour calculer le transfert
thermique dans des aérogels de silice avec les hypothèses d’un milieu semi-transparent
non diffusant et non gris.
Ces premières modélisations sont bien sûr basées sur des formalismes mathéma-
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tiques simples, en particulier celui de transfert de chaleur unidirectionnel. Notre mo-
dèle d’estimation de la diffusivité thermique, lui aussi 1D, est tout à fait capable de
les reproduire. Cependant, contrairement à celles-ci, il utilise une résolution par un
couplage fort i.e. que nous résolvons simultanément de manière analytique l’équation
de la chaleur et l’équation du transfert radiatif. Notre modèle 3D, quant à lui, permet
de traiter des géométries plus complexes.

1.3.2. Un couplage faible des équations par méthodes numériques
itératives

Une méthode simple largement répandue pour résoudre ce problème couplé est de
mettre en place un couplage numérique dit faible parce qu’il ne résout les équations
couplées que successivement par itérations. La résolution de l’ETR donne le flux radia-
tif à une température donnée. Ce flux radiatif est alors réinjecté comme terme source
dans l’équation de chaleur grâce à laquelle on calcule une nouvelle température. Cette
température est introduite dans l’ETR et on réitère le processus jusqu’à convergence.
Le Dez et al. [Le Dez 2000] ont ainsi conduit une résolution itérative de l’ETR et de
l’équation de la chaleur pour un milieu semi-transparent non diffusant. Il en est de
même pour Varady et Fedorov [Varady 2002] qui ont déterminé la conductivité ther-
mique effective d’une mousse de verre à l’aide d’un modèle de plaques chaudes gardées
en couplage conducto-radiatif 1D et l’hypothèse de milieu gris par bandes. L’ETR a
été résolue par la méthode de Schuster-Schwarzchild (méthode des deux flux) et cou-
plé à l’équation de chaleur de manière itérative. Cheheb et al. [Cheheb 2008] ont
également utilisé la méthode de résolution de Schuster-Schwarzchild associé à un for-
malisme quadripolaire pour proposer un modèle de couplage conducto-radiatif dans
un milieu semi-transparent soumis à un créneau de flux pour estimer sa diffusivité
thermique par méthode inverse.
Le couplage faible, utilisée dans beaucoup d’études qui traitent du couplage conducto-

radiatif, donne souvent de bons résultats. Il pourrait donc être envisagé pour notre
étude. Cependant, le nombre important de voxels dans une structure que nous étu-
dions nécessite de construire un modèle qui soit numériquement parallélisable. Nous
avons choisi de résoudre et d’implémenter le problème thermique par un couplage
fort des équations car une telle résolution l’est relativement facilement alors qu’un
couplage faible nous semblait l’être moins évidemment. En toute rigueur, les deux ap-
proches devraient être testées en parallèle pour définir objectivement quelle est la plus
efficace. Cette étude n’aura pas cette prétention et se contentera simplement d’étu-
dier ce problème à l’aide d’un couplage fort, avec les inconvénients qu’il comporte
telles que de fortes hypothèses à vérifier notamment, ouvrant ainsi une nouvelle voie
d’investigation dans la modélisation des problèmes thermiques.

1.3.3. De nouvelles méthodes de résolution de l’ETR
Au fur et à mesure, la résolution du transfert radiatif et de l’équation de la cha-

leur a été enrichie par de nouvelles méthodes. Lee et Viskanta [Lee 1998] ont réalisé
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un couplage conducto-radiatif dans un verre (sans faire l’hypothèse de milieu gris)
considéré comme non diffusant. L’ETR a été résolu par la méthode des ordonnées
discrètes. C’est également le cas pour Liu et al. [Liu 2001] qui ont travaillé dans
le cadre de la méthode flash avec un schéma de différences implicites pour l’équa-
tion de la chaleur et la méthode des ordonnées discrètes pour l’ETR. Asllanaj et al.
[Asllanaj 2004, Asllanaj 2007] ont développé un modèle 1D pour résoudre le transfert
de chaleur couplé conducto-radiatif en milieux fibreux non gris avec des conditions aux
limites de températures ou de flux imposés. L’ETR est résolue pour une température
donnée et un pas de temps donné par la méthode des ordonnées discrètes dans laquelle
les cœfficients radiatifs spectraux sont déterminés par la théorie de Mie. L’équation de
la chaleur est résolue par une transformation de Kirchhoff associée à une méthode des
éléments finis P2. Abulwafa [Abulwafa 1999] a étudié un problème conducto-radiatif
dans un milieu non homogène plan parallèle à diffusion anisotrope. La technique
itérative de Galerkin lui a permis de résoudre les équations couplées sous forme in-
tégrale. Krishnaprakas et al. [Krishnaprakas 2001] ont mené une étude de couplage
conducto-radiatif dans un milieu plan 1D, gris, à diffusion non linéaire. Les équations
intégro-différentielles du problème ont été résolues de manière itérative par la méthode
de Numerov pour l’équation de la chaleur et par la méthode des ordonnées discrètes
(avec la méthode de Crank-Nicolson) pour l’ETR. Lacroix et al. [Lacroix 2006] ont
procédé de la même façon mais en travaillant sur un milieu semi-transparent 2D non
gris et non diffusant. Sadooghi [Sadooghi 2005] a résolu le couplage dans un milieu
semi-transparent céramique en considérant différentes conditions aux limites (envi-
ronnement radiatif chaud ou froid avec chauffage ou refroidissement par convection).
Il a utilisé la méthode des différences finies pour l’équation de la chaleur et l’analyse
nodale avec la méthode zonale d’Hottel pour l’équation du transfert radiatif.
Nous le constatons, il existe de nombreuses méthodes plus précises pour résoudre

l’ETR dans des problèmes de transfert de chaleur conducto-radiatif. Cependant, ce
sont des méthodes qui deviennent souvent de plus en plus complexes dès que l’on
rajoute une dimension supplémentaire car cela multiplie le nombre de variables et
augmente (de manière souvent exponentielle) les temps de calculs de problèmes qui
ne sont alors traitables que par parallélisation voire même par des supercalculateurs.
Voilà pourquoi il existe peu d’études traitant du couplage conducto-radiatif en 3D.
Nous en détaillons quelques unes ci-après.

1.3.4. Des travaux sur des multicouches
Dans le même temps, plusieurs travaux ont traité d’un couplage conducto-radiatif

dans des multicouches. Dalbin et al. [Dalbin 1998] ont travaillé sur la méthode flash
puis Bianco et al. [Bianco 2001] ont proposé un modèle 1D de la méthode flash dans
un multicouche 6 avec les hypothèses de Fourier et avec des propriétés thermiques
dépendantes de la température mais l’ETR n’est pas résolue en tant que telle et le

6. Un multicouche est un échantillon composé d’un empilement de couches de matériaux différents.
Ces matériaux peuvent être semi-transparents. Un multicouche est par construction hétérogène mais
les couches le composant peuvent l’être aussi.
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rayonnement est pris en compte par de l’optique. Tan et al. [Tan 2002, Tan 2003] et
Wang et al. [Wang 2002] ont développé un modèle de couplage conducto-radiatif dans
un multicouche absorbant et isotropiquement diffusant en résolvant l’équation de la
chaleur par la méthode implicite des volumes de contrôle et un schéma spectral par
bandes. Le terme source radiatif est calculé par l’ETR avec une méthode de lancer de
rayons combinée à la méthode des zones d’Hottel. Bai et Fan [Bai 2007] ont quant à
eux utilisé des valeurs moyennes des grandeurs pour modéliser le transfert thermique
couplé dans un multicouche poreux non gris.
Les études sur les multicouches sont une première étape vers la prise en compte

d’hétérogénéité dans les matériaux. Le modèle d’estimation de la diffusivité thermique
que nous avons mis en place reprend cette configuration mais en résolvant de manière
couplée analytiquement des équations de la chaleur et de l’ETR. Nous verrons dans le
chapitre 3 que nous avons tenté d’adapter cette résolution en 3D dans un formalisme
proche des quadripôles adapté au cas conduto-radiatif mais nous avons démontré que
c’était impossible. Ceci nous a poussé à développer une autre démarche de résolution
pour prendre en compte les transferts dans toutes les directions.

1.3.5. Mais peu d’études en 3D
Elles ne sont bien sûr pas toujours nécessaires car on essaye souvent de simplifier

un problème 3D pour le ramener à un problème à une ou deux dimensions. Mais
ce n’est pas toujours possible... Ainsi, Coquard et al. [Coquard 2006] ont proposé
un modèle 1D stationnaire résolvant le couplage conducto-radiatif dans des mousses
polymères. Ils ont pris en compte des caractéristiques structurales desquelles ils dé-
duisent une conductivité thermique équivalente. L’équation de la chaleur est résolue
par la méthode des volumes de contrôles et l’ETR par la méthode des ordonnées dis-
crètes, le couplage étant réalisé numériquement de manière itérative. Wellele et al.
[Wellele 2006] ont modélisé le couplage (par méthode des différences finies) dans des
matériaux semi-transparents 3D orthotropes gris à haute température dans le cadre de
la méthode flash et des plaques chaudes gardées. Ils ont cherché à étendre les modèles
mathématiques pour des problèmes où la sollicitation n’est pas un pulse. Mishra et al.
[Mishra 2007] ont modélisé des problèmes 1D et 2D pour des milieux gris absorbant,
émettant et diffusant. Ils ont résolu l’équation de la chaleur par la méthode de lattice
Boltzmann et l’ETR par la méthode des volumes finis. Zhao et Liu [Zhao 2007] ont
résolu numériquement le couplage dans un milieu semi-transparent 3D par la méthode
des éléments spectraux. Coquard et al. [Coquard 2009, Coquard 2010, Coquard 2011]
ont identifié par méthode inverse la diffusivité thermique, le cœfficient d’extinction
et l’albédo de mousses à l’aide d’un modèle de la méthode flash. L’ETR est résolue
par la méthode des ordonnées discrètes et réinjecté dans l’équation de la chaleur pour
trouver la température. Enfin, Trovalet et al. [Trovalet 2011, Trovalet 2011] a déve-
loppé un modèle 3D qui résout l’équation du transfert radiatif par la méthode des
volumes finis avec une formulation dite « cell-vertex » s’appliquant à des maillages
tétraédriques non structurés pour des milieux semi-transparents absorbant, émettant,
gris ou non-gris bordés par des surfaces noires ou opaques à réflexion diffuse. Ils uti-
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lisent un schéma de fermeture de type exponentiel pour l’ETR et prennent en compte
le couplage conducto-radiatif sur le même maillage avec un code d’éléments finis pour
la conduction et le terme radiatif de l’équation de la chaleur est vu comme un terme
source. L’intérêt des modèles 3D réside en outre dans le fait qu’eux seuls peuvent per-
mettre des études à partir de la microstructure réelle des matériaux mais nous n’en
avons pas trouvé dans la littérature concernant le couplage conducto-radiatif. Ce type
d’études est un de nos objectifs car cela nous permettrait d’orienter la conception et
l’élaboration de matériaux répondant aux spécifications demandées du point de vue
thermique par la modélisation et non plus par des études expérimentales plus longues
et plus coûteuses.
Cette dernière étude semble très proche du modèle 3D que nous avons développé.

Cependant, contrairement à elle, nous travaillons non pas sur des milieux semi-transparents
homogènes mais sur des matériaux poreux à partir de leur microstructure. Pour cela,
nos voxels cubiques ne sont pas tous identiques mais peuvent donc être de nature dif-
férente, ce qui permet de rendre compte de la diffusion à l’échelle de l’échantillon. Par
ailleurs, cette étude mène une résolution itérative en utilisant un schéma de fermeture
comme cela est parfois nécessaire avec un couplage faible. En utilisant de résoudre
un couplage fort, nos travaux s’affranchissent de cet inconvénient. On constate donc
que si quelques études traitent d’un couplage conducto-radiatif, elles ne regroupent
jamais toutes les caractéristiques de nos travaux : résolution analytique par un cou-
plage fort des équations du transfert conducto-radiatif pour des matériaux poreux à
partir de leur microstructure numérique 3D en température, et c’est en cela qu’ils sont
originaux.

1.3.6. Vers un couplage conducto-radiatif analytique fort...
Parmi toutes les études que nous venons de citer, de nombreuses méthodes ont été

visitées pour résoudre chacune des deux équations du problème mais jamais autre-
ment qu’analytiquement découplées : le couplage conducto-radiatif n’est ainsi jamais
résolu analytiquement par un couplage fort mais par un couplage faible en résolvant
les deux équations de manières itératives. Les premières études à l’avoir réalisé sont
celles de Lazard et al. [Lazard 2000, Lazard 2001, Lazard 2003, Lazard 2004] qui font
suite aux travaux d’André et al. [André 1995, André 1998]. Ils ont résolu de manière
analytique exacte dans l’espace de Laplace (semi-analytique dans l’espace temporel)
le transfert de chaleur couplé dans le cadre de la méthode flash dans des couches
absorbantes, émettant et diffusantes (avec des fonctions de phase anisotropes). Les
seules hypothèses sont celles d’un problème 1D pour des milieux considérés comme
gris avec des luminances hémisphériques non nécessairement isotropes et pour lequel
on peut procéder à une linéarisation de la température. Ils ont utilisé la méthode
de substitution de noyau et le formalisme matriciel pour finalement estimer leur dif-
fusivité thermique par méthode inverse. Ces travaux ont conduit à montrer que la
diffusivité thermique effective d’un matériau semi-transparent pouvait être suresti-
mée (parfois au-delà de 100 %), notamment à température élevée, si le rayonnement
n’était pas pris en compte mais seulement la conduction. De même que Degiovanni et
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al. [Degiovanni 2002], nous avons repris ces travaux [Niezgoda 2009, Niezgoda 2011]
(cf. Annexe A). Nous avons modélisé le transfert thermique couplé dans le cadre de
la méthode flash appliquée à des matériaux multicouches à haute température. Nous
avons utilisé la même démarche de résolution semi-analytique exacte des équations
couplées et sommes parvenus à simplifier les expressions des champs calculées présen-
tées par Lazard [Lazard 2000] et à étendre le formalisme quadripolaire de conduction
pure à un formalisme hexadécapolaire applicable pour des problèmes conducto-radiatif
1D. Ceci nous a permis d’obtenir numériquement des thermogrammes atypiques issus
de la méthode flash sur des matériaux semi-transparents. Cette étude sera présentée
et développée en détails dans le chapitre suivant.

1.4. Conclusion
Nous venons de parcourir les études liées à la modélisation du transfert de chaleur

couplé conducto-radiatif au sein de matériaux poreux en température et à partir de
leur microstructure réelle obtenue par des techniques d’imagerie telles que la tomo-
graphie X, la micro-tomographie X, le FIB/MEB, etc. Une partie de ces études ne
traitent que du transfert de chaleur par conduction (souvent à température ambiante)
dans un milieu poreux pour déterminer la conductivité thermique effective du milieu
homogène équivalent. La démarche repose sur la représentation de sa microstructure
ou morphologie. Celle-ci est en général approchée de manière théorique ou empirique
et les formules ne se basent que sur des formes géométriques idéalisées de cette mi-
crostructure, mais quelques travaux utilisent la microstructure réelle des matériaux
à partir de tomographies. Une autre partie des études ne traitent que du transfert
de chaleur par rayonnement pour déterminer les propriétés radiatives du milieu semi-
transparent homogène équivalent. Les utilisations de volumes numérisés représentant
la microstructure réelle sont plus nombreuses, en particulier dans le cadre des mé-
thodes de Monte Carlo par lancer de rayons. Les objectifs de ce travail de thèse sont
d’estimer la diffusivité thermique effective de matériaux poreux et de reproduire leur
comportement thermique à partir de leur microstructure réelle obtenue à l’aide de
technique d’imagerie. Aussi, il est donc indispensable que nous mettions en place une
modélisation qui prend en compte ces deux modes de transfert de la chaleur de manière
couplée pour des températures allant de l’ambiante aux très hautes températures.
Modéliser le transfert couplé conducto-radiatif demeure assez difficile. Néanmoins,

plusieurs études se sont intéressées à ce type de problèmes moyennant quelques hy-
pothèses simplificatrices. Parmi ces hypothèses, on retrouve souvent celle de transfert
de chaleur 1D, le milieu semi-transparent homogène équivalent est parfois considéré
comme étant gris et/ou non diffusant ou à diffusion isotrope, etc. De nombreuses mé-
thodes ont été développées pour résoudre l’équation de la chaleur et l’équation du
transfert radiatif. Le couplage de ces deux équations est résolu de manière numérique
par un couplage faible i.e. avec le calcul d’un champ par une équation (avec l’autre
constant) réinjecté dans la seconde équation pour calculer le second champ et inver-
sement jusqu’à convergence. Par souci d’arriver à paralléliser nos modèles 1D et plus
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particulièrement 3D qui le nécessitent, nous avons choisi de résoudre les équations
par un couplage fort. Une analyse objective nécessiterait une étude comparative de la
performance des deux types de couplage, ce que nous ne pouvons pas faire ici compte
tenu de l’ampleur de la tâche. Par cette étude, nous ouvrons malgré tout une nou-
velle voie d’investigation dans la modélisation des problèmes thermiques. Par ailleurs,
notre modèle 3D [Niezgoda 2012] (cf. Annexe B) permet de traiter des géométries
plus complexes.
Une poignée d’études a entrepris une résolution semi-analytique exacte des équa-

tions de transfert de chaleur couplées dans le cadre de la méthode flash. Ces études
vont constituer le point de départ du travail ici présenté. Ainsi, les études que nous
avons détaillé dans cet état de l’art se rapprochent de nos travaux en ce concerne
le type de matériaux ou la physique étudiés. Cependant, elles n’en regroupent ja-
mais toutes les caractéristiques : nous pouvons noter qu’aucune ne traite du transfert
de chaleur conducto-radiatif en couplage fort dans des matériaux poreux à partir
de leur microstructure et peu nombreuses sont celles qui traitent des hautes tem-
pératures. C’est pourquoi cela constitue l’originalité de ce travail de thèse puisqu’il
entreprend une résolution analytique en température du transfert de chaleur cou-
plé conducto-radiatif au sein de matériaux poreux à partir de leur microstructure
numérisée i.e. représentés par des structures voxélisées obtenues par reconstruction
numérique d’images tomographiques. Les seules hypothèses du modèle analytique 1D
que nous proposons sont celles de constituants aux propriétés grises par bandes, de
luminances isotropes par demi-espace (méthode des deux flux ; la même démarche
peut être étendue pour une méthode à N flux) et d’une diffusion isotrope car la
diffusion anisotrope n’a que peu d’influence sur la température dans le cadre de la
méthode flash. En ce qui concerne notre modèle 3D, nos voxels sont homogènes mais
de nature différente et la diffusion apparaît à une échelle plus globale à cause de l’hé-
térogénéité du matériau. Pour chaque face de chaque voxel, nous travaillons avec les
luminances isotropes équivalentes par demi-espace. Les propriétés et grandeurs ra-
diatives de chaque constituant sont effectives pour l’ensemble du spectre i.e. qu’elles
permettent de reproduire le comportement global de l’échantillon. Enfin, cette étude
ne se limite pas à une certaine plage de température, ni à la méthode flash, et le
comportement des matériaux à très haute température est envisagé. Rappelons que
l’objectif de ce modèle 3D est de reproduire le comportement thermique de matériaux
réels ou virtuels afin d’orienter la conception et l’élaboration de nouveaux matériaux
et qu’ils répondent à certaines spécifications thermiques.
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Chapitre 2.

Identification de la diffusivité
thermique effective de milieux
multiconstituants semi-transparents

Les matériaux poreux que nous étudions sont utilisés dans des systèmes de grandes
échelles, supérieures à l’échelle caractéristique de ces matériaux. À ces échelles, ils
sont vus comme des milieux homogènes dont il faut connaître les propriétés pour
dimensionner correctement les systèmes et garantir leur intégrité. Nous nous intéres-
sons à la diffusivité thermique phonique de ces matériaux poreux, propriété liée à
la conductivité apparaissant dans la loi de Fourier et non une conductivité effective
caractérisant le transfert global conducto-radiatif 1. Le premier objectif de ce tra-
vail est de déterminer leur diffusivité thermique (phonique) effective i.e. la diffusivité
thermique qu’aurait le milieu homogène équivalent au matériau. Ce premier code va
permettre de faire un tri parmi les matériaux en fonction du besoin. Cet intérêt pour
la diffusivité découle du fait que la méthode flash qui permet de la caractériser est
une expérience où la mesure se fait sans contact et jusqu’à des hautes températures.
Nous considérons donc ces matériaux poreux comme semi-transparents du point de
vue du transfert thermique. Ainsi, le transfert de chaleur qui se propage en leur sein
est de nature à la fois conductive et radiative.

Nous proposons dans ce chapitre un modèle permettant d’identifier la diffusivité
thermique de tels milieux semi-transparents par méthode inverse. Il s’agit d’une mo-
délisation 1D de la méthode flash qui prend en compte le couplage conducto-radiatif ;
mais la méthode de résolution que nous allons décrire s’adapte à différents types de
problème de thermique qui entrent dans ce cadre.

1. C’est-à-dire que les phénomènes radiatifs, bien que pris en compte dans la modélisation pour
mener des estimations correctes, ne sont pas comptés dans la propriété phonique.
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multiconstituants semi-transparents

2.1. La méthode flash pour caractériser la diffusivité
thermique

2.1.1. Justification du choix de la méthode
Existe-t-il une expérience qui permette de déterminer la diffusivité thermique d’un

matériau ? La réponse est oui, la méthode flash remplit bien cette fonction. Il s’agit
d’exciter par un flux impulsionnel (Dirac en théorie) un échantillon sur sa face arrière
et de mesurer l’élévation de sa température sur sa face arrière (éventuellement avant).
À l’aide d’un modèle théorique adapté, on en déduit par méthode inverse la diffusivité
thermique du matériau. Cette méthode, que nous allons décrire plus en détails dans
les parties suivantes, a été mise au point par Parker et al. [Parker 1961] avant d’être
reprise et améliorée par Degiovanni [Degiovanni 1975, Degiovanni 1977]. Initialement,
elle a été développée pour les matériaux opaques aux transferts thermiques (dans
l’infrarouge) i.e. pour des matériaux dans lesquels le transfert de chaleur est considéré
purement conductif. La figure 2.1 illustre la réponse en température en face arrière
« classique » d’un matériau opaque en réponse à un flux impulsionnel.

Figure 2.1.: Thermogramme d’une expérience flash sur un matériau opaque

Plusieurs éléments caractérisent ce comportement. Un tel thermogramme commence
toujours de zéro avec une tangente nulle à l’origine. Après un certain temps (variable
selon les matériaux), on peut observer la montée en température avec une inflexion
jusqu’à un maximum qui est atteint soit à t → +∞ quand il n’y a pas de pertes
convecto-radiatives, soit avant une décroissance de la température due aux pertes par
convection naturelle et rayonnement.
Cependant, est-il possible d’appliquer cette méthode flash à nos matériaux consi-

dérés comme semi-transparents dans lesquels le transfert de chaleur est de nature
conductif mais aussi radiatif, ces deux modes de transfert étant couplés ? Nous avons
vu à la fin du chapitre précédent que Kunc et al. [Kunc 1984] et Ping et al. [Ping 1989],
puis André et Degiovanni [André 1995, André 1998] et enfin Hahn et al. [Hahn 1997],
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ont démontré qu’il était possible d’identifier la diffusivité thermique effective de ma-
tériaux semi-transparents mais qu’il fallait considérer un modèle prenant en compte
le couplage du transfert de chaleur sans quoi la valeur de la diffusivité thermique était
surestimée par un modèle considérant le transfert conductif pur.
Ainsi, au regard de ces résultats et en voyant nos matériaux poreux comme des

matériaux semi-transparents homogènes, la méthode flash semblerait convenir pour
notre étude. Mais quand bien même, la méthode flash n’est pas adaptée pour étudier
la diffusivité thermique de matériaux poreux. En effet, le flash envoyé sur la face
avant n’est pas absorbé intégralement au niveau de la surface : une partie pénètre
dans la masse de l’échantillon à travers la porosité et fausse la mesure. De plus,
une partie du rayonnement permettant la mesure de température vient du fond des
pores, légèrement en profondeur dans le matériau, qui sont alors vus comme étant
en surface : la température mesurée par un détecteur infrarouge n’est alors pas à
proprement parler celle de la face arrière du fait de ces porosités de surface. Malgré
cela, nous avons décidé de travailler avec la méthode flash car elle présente l’avantage
majeur d’être la seule expérience qui permet de faire des caractérisations à très haute
température en maîtrisant la température du matériau. Nous devrons cependant nous
assurer que l’énergie est bien absorbée en face avant et que la température mesurée
est bien celle de la face arrière en déposant des couches opaques en faces avant et
arrière de l’échantillon.
Les parties suivantes vont donc s’attacher à présenter en détails la méthode flash

et le modèle direct que nous avons développé pour estimer correctement par méthode
inverse la diffusivité thermique de matériaux poreux considérés comme des milieux
semi-transparents.

2.1.2. Description de la méthode flash
La méthode flash est une expérience en régime transitoire qui permet la caractéri-

sation de la diffusivité thermique de matériaux, considérés comme équivalents à des
milieux homogènes semi-transparents dans nos travaux. On considère un échantillon
en général cylindrique de faible épaisseur devant son rayon de telle sorte que la diffu-
sivité thermique suivant la direction de l’épaisseur puisse être mesurée (modèle 1D).
Comme le montre la figure 2.2, la méthode flash consiste à exciter cet échantillon
sur sa face avant par un flux impulsionnel réparti uniformément – on utilise souvent
un laser – et à mesurer l’évolution temporelle de la température soit en face avant
(face qui reçoit l’impulsion), soit, comme cela se fait communément, en face arrière
(face opposée à celle recevant l’impulsion). Notre blanc de mesure est présenté à la
section 3.1.1, avec les figures 3.1 et 3.2.
Nous ne nous intéresserons dans notre étude qu’à la température en face arrière.

L’évolution de cette température peut être modélisée de façon analytique en fonction
des propriétés thermophysiques et radiatives de l’échantillon étudié (épaisseur, diffu-
sivité thermique, capacité calorifique, cœfficients d’absorption et de diffusion, etc.).
Afin de simplifier cette résolution, voyons quelles sont les hypothèses que nous pouvons
poser.
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Figure 2.2.: Schéma de principe de la méthode flash

– Dans le cadre de la méthode flash, l’élévation de température est faible par rap-
port à la température de l’expérience. Ainsi, nous supposons que les propriétés
thermophysiques et radiatives des matériaux sont constantes au cours de l’expé-
rience et ne dépendent pas de la température.

– Nous supposons que les échantillons sont parfaitement isolés sur la paroi la-
térale i.e. que la paroi latérale est adiabatique et totalement réfléchissante. Il
y a cependant des pertes convecto-radiatives en face avant et en face arrière.
Nous supposerons qu’elles sont modélisables par un unique cœfficient d’échange
convecto-radiatif.

– Nous considérons que l’impulsion thermique est infiniment brève de sorte qu’elle
puisse être théoriquement prise en compte comme un Dirac temporel. Par ailleurs,
nous supposons qu’elle est uniformément répartie en espace i.e. qu’elle se dépose
de manière égale sur chaque unité de surface de la paroi en face avant.

Afin de ne pas perturber l’expérience, la mesure de la température se fait à l’aide
d’un détecteur infrarouge (la réponse spectrale du détecteur sera choisie en fonc-
tion de la température de l’expérience) qui reçoit le flux venant de la face arrière
de l’échantillon à partir duquel on déduit la température moyenne en face arrière.
Dans le cas d’un matériau opaque dans l’infrarouge, le flux excitateur est totalement
absorbé par l’échantillon en face avant et puisque tout le rayonnement infrarouge est
absorbé par l’échantillon, le détecteur ne voit que la face arrière. La chaleur diffuse
dans le matériau au cours du temps et après un certain temps, elle arrive en face ar-
rière et ré-émise vers le détecteur qui la reçoit. En revanche, dans le cas d’un matériau
semi-transparent dans l’infrarouge, une partie du rayonnement excitateur (infrarouge)
n’est pas absorbé par la face avant et traverse directement l’échantillon pour parvenir
au détecteur. Ce dernier ne voit donc pas uniquement la face arrière et sans précau-
tion particulière, la température mesurée n’a pas de sens. Pour palier cette erreur
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possible, on dépose une fine couche d’un matériau opaque en faces avant et arrière
de l’échantillon semi-transparent. Ainsi, le flux excitateur est bien absorbé en face
avant de l’échantillon et la ré-émission vers le détecteur est localisée en face arrière.
Ce seront bien sûr des considérations à prendre en compte dans la modélisation. La
nature des couches absorbantes dépend du type de matériau étudié. S’il s’agit d’un
matériau sans porosité ou très peu poreux, on dépose une peinture opaque que l’on
a caractérisée au laboratoire. S’il s’agit d’un matériau poreux, on fait pénétrer dans
celui-ci une colle composée à 99 % de carbone. Il est alors important de connaître
les propriétés effectives du milieu colle + brins du matériau poreux. Comme nous le
verrons par la suite, l’épaisseur de ces couches absorbantes joue un rôle sur l’allure du
thermogramme du matériau étudié. Il faut donc déterminer avec une bonne précision
(de l’ordre de la dizaine de microns) ces épaisseurs.

2.1.3. Estimation de paramètres par méthode inverse

L’objectif de notre étude est d’estimer la diffusivité thermique effective de matériaux
poreux. Pour cela, nous allons procéder par méthode inverse. Dans la communauté
des thermiciens, ces méthodes, avec les outils et les méthodologies appropriées, sont
développées pour le groupe Métrologie Thermique et Techniques Inverses (METTI)
de la Société Française de Thermique [METTI 2001]. La méthode inverse consiste à
déterminer les paramètres d’un système à partir de la connaissance de la sortie (la
réponse à une sollicitation en entrée), de l’état courant et de l’entrée. Dans notre cas,
on détermine quelle est la valeur de la diffusivité thermique qui permet de reproduire
le thermogramme du matériau en réponse au flux excitateur du flash. Pour cela, nous
avons besoin d’établir le modèle direct de l’expérience i.e. le modèle théorique associé
qui va servir à déterminer ce paramètre à partir du résultat expérimental (appelé
thermogramme expérimental).
Une fois le modèle direct établi, on ajuste la diffusivité thermique du modèle de

manière à ce que ce modèle théorique reproduise au mieux le thermogramme expéri-
mental issu de la manipulation flash sur le matériau étudié. La nuance se situe dans le
terme « au mieux » : cette notion a été précisée avec les différentes méthodes progres-
sivement mises en place et améliorées pour faire des estimations de paramètres. Par
exemple, dans le cadre de la méthode flash, une méthode (méthode de Parker) se sert
du temps de demi-montée pour estimer la diffusivité thermique. Une autre méthode
(méthode des moments) utilise une formule faisant intervenir les temps à différents
niveaux de température. Ces méthodes sont peu précises car elles ne font intervenir
qu’un ou quelques points de thermogrammes pour l’estimation de paramètres.
C’est pourquoi nous avons choisi d’utiliser la méthode dite des moindres carrés pour

réaliser nos estimations de paramètres. Cette méthode utilise l’ensemble des points
du thermogramme puisqu’elle cherche à minimiser la somme des écarts quadratiques
entre le thermogramme expérimental T̂ et le thermogramme théorique T en ajustant
dans ce dernier les paramètres β qu’on cherche à estimer. Formellement, il s’agit de
minimiser la somme suivante où n est le nombre de point du thermogramme et t le
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temps :
χ2 =

n∑
i=1

(
Ti(t; β)− T̂i(t; β̂

)2

Les différentes étapes du processus d’estimation de paramètres par méthode inverse
sont schématisées par la figure 2.3 :

Figure 2.3.: Principe d’une estimation de paramètres par méthode inverse

Lorsque l’écart quadratique χ2 est minimal, on considère que les valeurs des para-
mètres sont celles qui correspondent le mieux — au sens des moindres carrés — au
matériau étudié, dans la mesure où l’expérience est suffisamment bien modélisée. Dif-
férents algorithmes de minimisation permettent de réaliser l’estimation de paramètres,
parmi lesquels celui de Levenberg-Marquardt [Levenberg 1944, Marquardt 1963, Gill 1978]
qui s’avère être très efficace et que nous avons retenu. Il utilise des pondérations pour
donner plus d’importance aux temps où le paramètre est sensible.
Une question se pose à présent : n’importe quel paramètre du modèle peut-il être

estimé et avec quelle précision ? Plusieurs éléments permettent d’y répondre. Tout
d’abord la sensibilité de la grandeur mesurée à un paramètre dans une expérience est
calculée par un modèle analytique approprié. La sensibilité d’une grandeur (pour nous
la température en face arrière) à un paramètre permet de quantifier l’influence qu’a
ce paramètre sur cette grandeur.
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Soit β un vecteur regroupant les N paramètres (βi)1≤i≤N dont dépend a priori la
grandeur d’intérêt G (pour nous la température dans le cadre de la méthode flash) ;
la sensibilité Xi au paramètre βi est définie comme la dérivée de G par rapport à βi :

Xi(t) = ∂G(t; β)
∂βi

∣∣∣∣∣
β

Remarque. On suppose que la grandeur G dépend du temps t en plus des paramètres
(βi)1≤i≤N .

Pour pouvoir comparer les sensibilités entre elles et de façon homogène à la grandeur
d’intérêt, on préfère étudier les sensibilités réduites définies de la façon suivante :

X∗i (t) = βiXi(t) = βi
∂G(t; β)
∂βi

∣∣∣∣∣
β

Ces cœfficients mesurent donc les variations induites sur la grandeur par de faibles
variations d’un paramètre et plus ces variations sont importantes (plus la sensibi-
lité est grande), plus la grandeur d’intérêt est sensible au paramètre et meilleure en
sera son estimation par méthode inverse. Un paramètre ne pourra être estimé correc-
tement que si la grandeur mesurée est suffisamment sensible à ce paramètre dans le
modèle, i.e. qu’une faible variation de la valeur de ce paramètre entraîne une variation
suffisamment grande de la grandeur d’intérêt.
Une étude de sensibilités permet donc de vérifier que les paramètres que l’on cherche

à estimer ont une influence dans le modèle. Si un paramètre a une sensibilité trop
faible, il ne pourra pas être déterminé correctement avec l’expérience considérée. De
manière générale, moins nombreux sont les paramètres à estimer et meilleure est leur
estimation. On a alors intérêt à fixer (à l’aide d’une autre expérience) ces paramètres
en question pour les retirer du vecteur des paramètres à estimer. À partir de quelle
valeur peut-on dire que la sensibilité est suffisamment grande pour pouvoir estimer
correctement le paramètre qui y est associé ? C’est là qu’on s’aperçoit qu’il s’agit d’une
notion relativement subjective. Aussi, comme nous allons le voir, d’autres outils sont
mis en place pour la compléter.
Une autre condition nécessaire pour pouvoir estimer correctement un paramètre est

qu’il ne soit pas corrélé avec un ou plusieurs autres paramètres, i.e. que sa sensibilité
ne soit pas reliée par une relation linéaire avec celles à d’autres paramètres. On peut
quantifier le degré de corrélation entre deux paramètres en calculant la matrice de
covariance des estimateurs de paramètres. La matrice des sensibilités est définie par :

S =



X1(t1) · · · Xi(t1) · · · XN(t1)
... ... ...

X1(tj) · · · Xi(tj) · · · XN(tj)
... ... ...

X1(tn) · · · Xi(tn) · · · XN(tn)
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d’où la matrice de covariance :

C =
(

tS · S
)−1

=



σ2
11 σ12 · · · σ1N

σ21
. . . ...

... σ2
ii

. . .
σN1 · · · σ2

NN


L’écart-type σi sur un paramètre βi, i.e. l’incertitude relative sur le paramètre, est

défini comme étant la racine carrée du cœfficient diagonal ii de cette matrice. Plus
l’écart-type est petit, meilleure sera l’estimation. Cette grandeur complète ainsi la
notion de sensibilité et permet de juger si elle est suffisamment grande pour pouvoir
estimer correctement le paramètre qui y est associé — qui a donc une influence assez
grande dans le modèle.
Afin de juger de la corrélation de deux paramètres entre eux, on définit les cœfficients

de corrélation comme les rapports de la covariance de deux paramètres sur le produit
des écarts-type de ces deux paramètres :

∀ (i, j) ∈ {1 · · ·N}2, C(βi, βj) = σij√
σ2
iiσ

2
jj

En valeur absolue, plus un cœfficient de corrélation est proche de 1, plus les pa-
ramètres seront corrélés entre eux et moins leur estimation aura de chance d’être
correcte (et inversement quand il est proche de 0).
Cette approche communément admise et répandue peut cependant conduire à des

mauvaises estimations de paramètres. En effet, un paramètre n’est pas nécessairement
corrélé avec un seul paramètre mais peut l’être avec plusieurs. L’outil mathématique
des cœfficients de corrélation ne permet pas de savoir ce qu’il en est puisqu’il ne donne
une indication que sur la corrélation de deux paramètres. Afin de savoir quels sont les
paramètres corrélés d’un modèle, nous avons développé une méthode qui se base sur
la définition de la corrélation de paramètre. Si plusieurs paramètres d’un modèle sont
corrélés entre eux, alors il existe une combinaison linéaire entre les l sensibilités qui y
sont associées et on peut écrire la relation suivante :

∀ 1 < k ≤ N, ∀ 1 ≤ l < N, Xk =
l∑

i=1
i 6=k

αiXi

L’idée est alors de chercher si, pour des sensibilités données, il existe des cœffi-
cients permettant d’écrire une combinaison linéaire entre ces sensibilités. En pratique,
l’estimation des cœfficients peut se faire par la méthode des moindres carrés. Si les
résidus entre une sensibilité et une combinaison linéaire d’autres sensibilités sont nuls
(sans qu’aucun des cœfficients estimés ne soit nul), alors les paramètres concernés
sont corrélés. Si les résidus ne sont pas nuls i.e. si on n’arrive pas à trouver des cœffi-
cients permettant de vérifier une telle égalité, alors, en toute rigueur, on ne peut rien
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conclure. Cependant, en admettant que l’algorithme d’estimation de paramètres est
suffisamment efficace pour déterminer les cœfficients quand ils existent, on en déduit
que les paramètres concernés ne sont pas corrélés entre eux. Il convient alors de voir
(par une étude similaire) s’ils ne le sont pas en prenant en compte un ou plusieurs
paramètres supplémentaires.
Si des paramètres sont corrélés, aucun ne pourra être identifié correctement. Dans le

cas d’un problème non linéaire (problème où les sensibilités dépendent de la grandeur
mesurée) et/ou d’un problème où plus d’un paramètre est à estimer, l’étude de corré-
lation peut s’avérer complexe car les sensibilités dépendent des valeurs des paramètres
à estimer et une conclusion ne peut souvent être faite que pour un jeu de paramètres
donnés et avec la grandeur d’intérêt fixée à une certaine valeur.
Dans notre étude, le seul paramètre à estimer est la diffusivité thermique. Après

avoir décrit la résolution de notre problème i.e. comment on obtient le modèle direct,
nous ferons son étude de sensibilité et nous montrerons dans la suite de ce chapitre
que ce paramètre peut correctement être estimé par cette expérience flash.

2.1.4. Le choix du modèle de caractérisation de la diffusivité
thermique et les hypothèses de la modélisation

La modélisation en physique permet de représenter finement un phénomène ob-
servé pour l’étudier ou le prédire. Souvent, voir le sens physique d’une solution à un
problème est important. Cependant, les problèmes étudiés deviennent avec le temps
de plus en plus complexes et l’utilisation de l’outil numérique s’avère incontournable
dans de nombreux cas. De ce fait, ce sens physique n’est plus visible bien souvent
qu’à travers des résultats issus de calculs numériques. Pourtant, pour s’affranchir des
inconvénients du numérique (longs temps de calculs, problèmes de maillage, etc.), il
peut être pertinent d’utiliser des résolutions analytiques qui présentent les avantages
d’alléger les calculs pour aboutir rapidement à un résultat et de fournir une solu-
tion interprétable physiquement. Voilà pourquoi nous avons décidé de résoudre notre
problème de la manière la plus analytique possible.
Nous avons vu dans le chapitre précédent que la prise en compte du couplage

conducto-radiatif s’avère assez complexe. Aucun travail sur le sujet n’a traité d’un cou-
plage analytique à l’exception des travaux de Lazard et al. [Lazard 2000]. Le couplage
est en général réalisé de manière numérique en réinjectant les résultats de l’équation
du transfert radiatif dans l’équation de la chaleur et inversement jusqu’à convergence.
Lazard et al. ont développé un modèle 1D de la méthode flash prenant en compte
le couplage conducto-radiatif et permettant d’estimer la diffusivité thermique de ma-
tériaux semi-transparents absorbant, émettant et diffusant. Avec les hypothèses de
milieu gris, de luminances hémisphériques isotropes et en linéarisant le terme de tem-
pérature à l’ordre 4, ils ont mené une résolution semi-analytique exacte dans l’espace
de Laplace. Il nous a paru judicieux et pertinent de nous baser sur ces études pour
les approfondir et les adapter à nos matériaux. Nous avons ainsi choisi ce type de
résolution pour plusieurs raisons :
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– son efficacité, les thermogrammes expérimentaux sont très fidèlement reproduits
et la diffusivité thermique effective est estimée avec une erreur de l’ordre de
quelques pour-cents,

– sa simplicité, ce modèle est facile à mettre en place et permet d’étudier les ma-
tériaux en température,

– son adaptabilité, le modèle que nous avons développé peut être utilisé dans dif-
férentes configurations (monocouche ou multicouches), pour des propriétés de
matériaux variables et l’expérience considérée peut très facilement être modifiée
en changeant les conditions initiales et/ou aux limites.

Passons à présent en revue et explicitons plus en détails les hypothèses permettant
la mise en place d’une modélisation semi-analytique de la méthode flash destinée à
un problème inverse.
– L’échantillon est donc considéré monodimensionnel plan compris entre deux faces
planes parallèles supposées opaques et totalement émettantes. Les couches opaques
en faces avant et arrière permettent de vérifier cette hypothèse car elles se com-
portent presque comme un corps noir.

– Le transfert de chaleur est de nature couplée conductive et radiative et se propage
dans une seule direction (problème 1D). Du fait de la faible taille des pores, la
convection est inexistante d’après le critère de Rayleigh (1916) [Bories 1973] :

Ra = gβ∆Td3

aν
≤ 1700

où g est l’accélération de la pesanteur, β le cœfficient de dilatation du fluide
à pression constante, ∆T l’écart de température dans le milieu, d la dimension
caractéristique des pores, a la diffusivité thermique du fluide et ν sa viscosité
cinématique. L’hypothèse d’unidimensionnalité se justifie par le rapport des di-
mensions d’une faible épaisseur devant le diamètre de l’échantillon. De plus, les
parois latérales sont adiabatiques et totalement réfléchissantes.

– On suppose que l’échantillon peut être composé d’un empilement de couches, aux
propriétés qui sont propres à chacune d’elles, pour former un multicouche. Chaque
couche est supposée être un milieu isotrope et considéré comme équivalent à un
milieu homogène semi-transparent (absorbant, émettant et diffusant). Le contact
entre les couches est supposé parfait (pas de pont ni de résistance thermiques).

– Le problème possède une symétrie azimutale i.e. que le transfert radiatif est tel
que les grandeurs sont indépendantes de l’angle azimut et que les conditions aux
limites sont uniformes.

– Le milieu est initialement à une température uniforme et reçoit une densité im-
pulsionnelle d’énergie sur la face avant à l’instant origine (problème transitoire de
la méthode flash). On peut aussi utiliser le problème permanent de type plaques
chaudes gardées en maintenant les parois à des températures constantes.

– Compte tenu de la faible élévation de température dans le cadre de la méthode
flash, on suppose que les propriétés sont indépendantes de la température. Par
ailleurs, cette même considération rend possible la linéarisation du terme de tem-
pérature à l’ordre 4 dans l’équation du transfert radiatif.
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– Nous faisons l’hypothèse de milieux gris ou plus exactement nous considérons
des propriétés radiatives (ou optiques) effectives qui permettent de représenter le
comportement global (de l’intégration sur l’ensemble du spectre) des matériaux.
En effet, nous abordons le problème d’un point de vue énergétique et travaillons
avec les grandeurs idoines de températures, flux et luminances qui résultent d’une
intégration sur l’ensemble du spectre. Ainsi, nous simplifions la résolution du
problème sans nuire à la véracité des résultats issus de notre modèle. La condition
de l’adoption de cette hypothèse est de rester vigilant aux propriétés effectives
que nous utilisons et à la façon de les obtenir. Ces propriétés seront calculées à
partir de la fonction de Planck, nous le verrons en 3.1.2.

– Nous faisons l’hypothèse de luminance isotrope par demi-espace i.e. sur chaque
hémisphère, la luminance est supposée indépendante de la variable angulaire. Il
s’agit de la méthode dite « deux flux » ou approximation de Schuster-Schwarchild
[Schuster 1905].

– Enfin, nous faisons l’hypothèse d’une diffusion isotrope du rayonnement car La-
zard et al. [Lazard 2000] ont montré que les écarts de température entre un mo-
dèle à diffusion isotrope et des modèles à diffusion anisotrope (d’ordre 1 ou 2)
étaient très faibles dans le cadre de la méthode flash et limités aux touts premiers
instants des thermogrammes.

Figure 2.4.: Schéma du problème multicouche

La configuration de ce problème lui vaut généralement l’appellation de mur ther-
mique semi-transparent. Les hypothèses posées nous paraissent satisfaisantes dans le
cadre de la méthode flash mais nous prendrons le soin de les valider dans la suite
de l’étude. En étudiant en détails les travaux de Lazard et al., nous nous sommes
aperçus que la résolution et son résultat pouvait être grandement simplifiés. Aussi,
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même si les hypothèses et le point de départ sont identiques, nous allons voir dans la
partie suivante que la suite de la résolution est quelque peu différente, de ce fait mais
également parce que nous travaillons sur un échantillon a priori multicouche.

2.2. Modélisation couplée conducto-radiatif de la
méthode flash au sein de multicouches composés
de matériaux semi-transparents

2.2.1. Description analytique du modèle
Nous nous plaçons donc dans le cadre présenté dans la partie précédente et nous

allons décrire la résolution analytique puis la modélisation du problème de transfert
de chaleur 1D couplé conducto-radiatif dans un multicouche (où les couches sont
semi-transparentes et peuvent être de nature différente) dans le cadre de la méthode
flash. Deux équations couplées gouvernent ce problème dans chacune des couches : il
s’agit de l’équation de la chaleur (équation de conservation d’énergie) et l’équation
du transfert radiatif (ETR). Traitons donc dans un premier temps le problème de
transfert de chaleur dans une couche d’épaisseur e. L’équation de la chaleur relie la
variation temporelle de la température à la divergence du vecteur de densité de flux
dans un volume de contrôle :

ρcP
∂T

∂t
= − div~ϕ+ ζ(z, t) (2.1)

ζ est un terme source qui représente le flux volumique excitateur dans une couche
dans le cas où le flash n’aurait pas complètement été absorbé par la couche opaque en
face avant. Dans le cas de la méthode flash, il s’agit d’un flux volumique impulsion-
nel. Le vecteur densité de flux total ~ϕ est la somme d’un vecteur de densité de flux
conductif −→ϕc et d’un vecteur de densité flux radiatif −→ϕr :

~ϕ = −→ϕc +−→ϕr (2.2)

Le vecteur de densité de flux conductif est donné par la loi de Fourier −→ϕc =
−λ
−−→gradT . Dans le cas d’une géométrie plan monodimensionnelle selon la coordonnée

z et compte tenu de l’hypothèse d’isotropie, elle s’écrit :

−→ϕc = −λc
∂T

∂z

~z

‖~z‖
(2.3)

Le vecteur de densité de flux radiatif est obtenu à partir du champ de luminance
L. De manière générale, au point d’abscisse curviligne s, il s’écrit :

−→ϕrλ(s) =
∫ ∞
λ=0

∫
Ω=4π

L′λ(s, ~u) ~u dΩ dλ (2.4)

dΩ un angle solide autour de la direction ~u faisant un angle θ avec la normale à
la surface traversée par le flux radiatif et µ = cos θ. Dans notre cas à géométrie
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monodimensionnelle plane, le rayonnement ne se propage que dans une seule direction
~z. Avec l’hypothèse de symétrie azimutale et en considérant une luminance globale
(représentant le comportement de l’intégration sur l’ensemble des longueurs d’onde),
(2.4) devient :

−→ϕr(s) = 2π
∫ 1

−1
L′(s, µ)µ dµ ~z (2.5)

Finalement, en injectant (2.3) dans (2.1), dans le cas d’une géométrie monodimen-
sionnelle plan pour un milieu en régime transitoire, l’équation de conservation de
l’énergie s’écrit :

ρcP
∂T

∂t
= λc

∂2T

∂z2 −
∂ϕr

∂z
+ ζ(z, t) (2.6)

L’équation du transfert radiatif donne la variation spatio-temporelle de la luminance
directionnelle du rayonnement le long du parcours ds du fait des phénomènes d’at-
ténuation par absorption et diffusion mais aussi de renforcement par émission propre
du milieu ainsi que par la diffusion du rayonnement dans la direction considérée ~u en
provenance de toutes les autres directions ~u′ du milieu. P est la fonction de phase de
diffusion. À notre échelle, l’ETR est à considérer en régime stationnaire et dans l’hy-
pothèse de l’équilibre thermodynamique local (qui est difficile à montrer mais qu’on
suppose car l’échantillon ne subit qu’une faible augmentation de température), cette
équation s’écrit :

dL′λ (s, ~u)
ds = −βλL′λ (s, ~u) + κλL

0
λ(T ) + σλ

4π

∫
4π
L′λ(s, ~u′)P (~u′ → ~u) dΩ′︸ ︷︷ ︸
Sλ(s,~u)

(2.7)

où κλ le cœfficient d’absorption monochromatique, σλ le cœfficient de diffusion mono-
chromatique et βλ = κλ+σλ est le cœfficient d’extinction monochromatique. L’expres-
sion de la luminance monochromatique du corps noir dans le vide à la température
locale T (s) est donnée par la loi de Planck :

L0
λ(T ) = 2n2

λ~c2
0λ
−5

e
~c0
kBT − 1

(2.8)

La solution formelle (ou forme intégrale) de l’équation du transfert radiatif — ob-
tenue par résolution formelle de l’équation différentielle (2.7) — a la forme suivante :

L′λ(s, ~u) = Lλ(s0) e−
∫ s
s0
βλ(s′) ds′ +

∫ s

s0
Sλ (s′, ~u) e−

∫ s
s′ βλ(s′′) ds′′ ds′ (2.9)

Le premier terme de cette équation est appelé luminance transmise et traduit la
contribution de la luminance d’origine Lλ(s0) dans la direction ~u atténuée par ab-
sorption et diffusion (extinction). Le second terme est appelé luminance de parcours
traduit la luminance émise ou rediffusée par le milieu à chaque abscisse s′ et partiel-
lement transmise entre s′ et s, où Sλ (s′, ~u) est le terme source.
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Compte tenu des hypothèses de notre étude, l’équation (2.7) et sa solution formelle
(2.9) deviennent :

µ
dL′(z, µ)

dz + βL′(z, µ) = κL0(T ) + σ

4π

∫ 1

−1
P (µ, µ′)L′(z, µ′) dµ′︸ ︷︷ ︸
S(z,µ)

(2.10)

L′ (z, µ) = L′(z0) e−
βz
µ +

∫ z

z0

S(z′, µ)
µ

e−
β(z−z′)

µ dz′ (2.11)

Notons que la luminance du corps noir intégrée sur l’ensemble des longueurs d’onde
donne :

L0(T ) = n2σSBT
4

π
(2.12)

Le contexte et les équations de base étant posés, c’est ici que commence la résolution
à proprement parler. Dans un premier temps, voyons comment exprimer plus expli-
citement le terme ζ(z, t). Nous considérons un matériau multicouche irradié par un
flash monochromatique à la longueur d’onde λl et correspondant à un Dirac en temps
en face avant et d’intensité Q : quel est le flux apporté à chaque couche du fait de cette
excitation ? Les photons issus du flash en face avant pénètrent quasi-instantanément
dans la première couche où ils sont plus ou moins absorbés en fonction de la nature et
de l’épaisseur du constituant. Cela se traduit par un échauffement plus ou moins im-
portant lui aussi quasi-instantané. Si la couche opaque remplit bien son rôle, l’énergie
du flash est totalement absorbée dans la couche opaque en face avant qui émet alors
dans l’infrarouge dans les couches suivantes de l’échantillon. Pour les calculs suivants,
nous supposons que les interactions entre les photons et la matière ne relèvent que
de l’effet photoélectrique car l’énergie des photons n’est pas suffisamment élevée pour
faire intervenir d’autres interactions entre le rayonnement et la matière comme l’effet
Compton ou l’effet de production de paires. Nous allons ci-dessous nous attacher à
trouver les expressions mathématiques de la quantité d’énergie surfacique sortant de
chaque couche Es, de la distribution de l’énergie en fonction de la longueur d’onde
(spectre) sortant de chaque couche f s(λ) et de l’énergie volumique Ψ déposée dans
chaque couche.
Dans chaque couche où la luminance est unidirectionnelle et perpendiculaire à la

face d’entrée et en négligeant la réflexion au niveau des interfaces, l’absorption de
l’énergie photonique à une longueur d’onde donnée vérifie les formules classiques d’ab-
sorption et de transmission de Beer-Lambert. On a donc pour chaque couche k ≥ 1
d’épaisseur ek d’absorption κλ à la longueur d’onde λ où e et s sont respectivement
les exposants pour entrant et sortant :

Es
k = Ee

k

∫ ∞
0

f e
k(λ)e−κλkek dλ

f s
k(λ) = Ee

k

Es
k

f e
k(λ)e−κλkek

Ψk(z) = Ee
k

∫ ∞
0

κλkf
e
k(λ)e−κλkz dλ, ∀ 0 ≤ z ≤ ek
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et, par continuité de l’énergie et de sa distribution aux interfaces entre les couches :

Ee
k = Es

k−1 = Ee
k−1

∫ ∞
0

f e
k−1(λ)e−κλk−1ek−1 dλ

f e
k(λ) = f s

k−1(λ) = Ee
k−1

Es
k−1

f e
k−1(λ)e−κλk−1ek−1

Pour la couche en face avant, on a :

Ee
1 = Q

f e
1 = δ(λl)

Ψ1(z) = Qκλl1e−κλl1z, ∀ 0 ≤ z ≤ e1

Es
1 = Q e−κλl1e1

f s
1(λ) = δ(λl)

et par récurrence, on trouve finalement pour k > 1 :

Ee
k = Q e

−
k−1∑
i=1

κλl i
ei

f e
k = δ(λl)

Ψk(z) = Qκλl ie
−
k−1∑
i=1

κλl i
ei

e−κλl iz, ∀ 0 ≤ z ≤ ek

Es
k = Q e

−
k∑
i=1

κλl i
ei

f s
k(λ) = δ(λl)

Finalement, le terme source de l’équation de la chaleur a pour expression générale
dans une couche k ≥ 1 :

ζ(z, t) = Ψk(z)δ(t) = Q′kκλlke
−κλlkzδ(t), ∀ 0 ≤ z ≤ ek

avec Q′k =


Q si k = 1,

Q e
−
k−1∑
i=1

κλl i
ei

si k > 1
(2.13)

Ceci étant posé, nous pouvons à présent nous attaquer à la résolution couplée de
l’équation de la chaleur (2.6) et de l’équation du transfert radiatif (2.10) dans une
couche i.e. déterminer les champs de température, de luminance et de flux total dans
la couche considérée avant d’étendre la résolution à un multicouche dans un second
temps. Comme Schuster-Schwarzchild (méthode des deux flux), nous choisissons de
décomposer la luminance en deux composantes hémisphériques (demi-espaces).

L′(z, µ) =

 L′+(z, µ), 0 ≤ µ ≤ 1
L′−(z, µ), −1 ≤ µ ≤ 0

33



Chapitre 2. Identification de la diffusivité thermique effective de milieux
multiconstituants semi-transparents

Remarque. Dans ce qui suit, on omet l’indice n relatif à la couche.

Remarque. La luminance et la densité de flux radiatif dépendent aussi de la variable
temps de par la température. Dans ce qui suit, afin d’alléger les notations, nous
omettons cette dépendance.

L’équation (2.10) devient alors :

µ
dL′+(z, µ)

dz + βL′+(z, µ) = n2κL0(T ) + σ

4π

[∫ 1

0
P (µ, µ′)L′+(z, µ′) dµ′

+
∫ 0

−1
P (µ, µ′)L′−(z, µ′) dµ′

]
, µ > 0 (2.14)

µ
dL′−(z, µ)

dz + βL′−(z, µ) = n2κL0(T ) + σ

4π

[∫ 1

0
P (µ, µ′)L′+(z, µ′) dµ′

+
∫ 0

−1
P (µ, µ′)L′−(z, µ′) dµ′

]
, µ < 0 (2.15)

À ce stade, nous allons appliquer l’hypothèse de diffusion isotrope, ce qui se traduit
par :

∀ (µ, µ′) ∈ [0; 1]× [0; 1], P (µ, µ′) = 1
et nous allons résoudre (2.14) et (2.15) par la méthode de Schuster-Schwarzchild
[Schuster 1905]. On intègre ces équations respectivement entre 0 et 1 , et entre −1 et
0. Par définition, on a :

L+(z) =
∫ 1

0
L′+(z, µ′) dµ′

L−(z) =
∫ 0

−1
L′−(z, µ′) dµ′

Avec l’hypothèse de luminances isotropes par demi-espace, (2.14) et (2.15) deviennent
alors :

dL+(z)
dz +ML+(z)−NL−(z) = PL0(T ) (2.16)

dL−(z)
dz −ML−(z) +NL+(z) = −PL0(T ) (2.17)

avec :


M = 2κ+ σ

N = σ

P = 2κ
Le système homogène associé est le suivant :

dL+(z)
dz +ML+(z)−NL−(z) = 0 (2.18)

dL−(z)
dz −ML−(z) +NL+(z) = 0 (2.19)
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Pour résoudre ce système homogène (2.18) et (2.19) associé à (2.16) et (2.17), on
dérive les deux équations par rapport à z puis on remplace la dérivée de L− par
rapport à z par son expression donnée par (2.19) et L− par celle donnée par (2.18).
On procède de façon similaire pour obtenir (2.21) :

d2L+(z)
dz2 − ν2L+(z) = 0 (2.20)

d2L−(z)
dz2 − ν2L−(z) = 0 (2.21)

avec : ν2 = M2 −N2.
La solution de ce système est : L+(z) = A1 eνz + A2 e−νz

L−(z) = A3 eνz + A4 e−νz
avec : (Ai)1≤i≤4 ∈ R4

Ces relations doivent satisfaire (2.18) et (2.19). On en déduit donc des relations de
compatibilité :

A3 = M + ν

N
A1 et A4 = M − ν

N
A2

D’où : L−(z) = M + ν

N
A1 eνz + M − ν

N
A2 e−νz

Rappel. Soit a ∈ R.

∀ z ∈ R,
d
dz

[∫ z

0
f(x) ea(z−x) dx

]
= f(z) + a

∫ z

0
f(x) ea(z−x) dx

Soit (Bi)1≤i≤4 ∈ R4. On cherche les solutions générales du système (2.16) et (2.17)
sous la forme :

L+(z) = A1 eνz +B1

∫ z

0
P · L0(T ) eν(z−z′) dz′

+ A2 e−νz +B2

∫ z

0
P · L0(T ) eν(z′−z) dz′ (2.22)

L−(z) = A3 eνz +B3

∫ z

0
P · L0(T ) eν(z−z′) dz′

+ A4 e−νz +B4

∫ z

0
P · L0(T ) eν(z′−z) dz′ (2.23)

En injectant (2.22) et (2.23) dans (2.16) d’une part puis dans (2.17) d’autre part,
on aboutit finalement au système suivant qui nous permet d’en déduire les (Bi)1≤i≤4 :

B1 +B2 = 1
B3 +B4 = −1
(ν +M)B1 −NB3 = 0
(ν −M)B2 +NB4 = 0

⇔


B1 = −B4 = 1

2

[
1− M +N

ν

]
B2 = −B3 = 1

2

[
1 + M +N

ν

]
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Finalement (pour 0 ≤ z ≤ e) :

L+(z) = A1 eνz + 1
2

(
1− M +N

ν

) ∫ z

0
P · L0(T ) eν(z−z′) dz′

+ A2 e−νz + 1
2

(
1 + M +N

ν

) ∫ z

0
P · L0(T ) e−ν(z−z′) dz′ (2.24)

L−(z) = M + ν

N
A1 eνz − 1

2

(
1 + M +N

ν

) ∫ z

0
P · L0(T ) eν(z−z′) dz′

+ M − ν
N

A2 e−νz − 1
2

(
1− M +N

ν

) ∫ z

0
P · L0(T ) e−ν(z−z′) dz′ (2.25)

Le système issu de l’équation de transfert radiatif étant résolu, on peut en déduire
la densité de flux radiatif dans la couche considérée (pour 0 ≤ z ≤ e) :

ϕr(z) = π
(
L+(z)− L−(z)

)
= π

[(
1− M + ν

N

)
A1 eνz +

(
1− M − ν

N

)
A2 e−νz

+
∫ z

0
P · L0(T ) eν(z−z′) dz′ +

∫ z

0
P · L0(T ) e−ν(z−z′) dz′

]
(2.26)

On va à présent résoudre l’équation de la chaleur. Pour cela, nous avons besoin de
la dérivée première de ϕr par rapport à z :

∂ϕr

∂z
= π

[
ν
(

1− M + ν

N

)
A1 eνz − ν

(
1− M − ν

N

)
A2 e−νz + 2P · L0(T )

+ν
∫ z

0
P · L0(T ) eν(z−z′) dz′ − ν

∫ z

0
P · L0(T ) e−ν(z−z′) dz′

]
(2.27)

Nous verrons que nous utiliserons aussi sa dérivée seconde. Dans l’expression obtenue,
on identifie la densité de flux radiatif, ce qui donne :

∂2ϕr

∂z2 = ν2ϕr(z) + 2πP ∂L
0(T )
∂z

(2.28)

On dérive deux fois l’équation de la chaleur (2.6) par rapport à z, puis on remplace
la dérivée seconde de la densité de flux radiatif par son expression donnée par (2.28).
Après cette étape, on remplace l’expression de la dérivée première de la densité de
flux radiatif par son expression donnée par (2.27) et on aboutit à :

ρcP
∂2

∂z2

(
∂T

∂t

)
= λc

∂4T

∂z4 + ν2
(
ρcP

∂T

∂t
− λc

∂2T

∂z2 −Ψ(z)δ(t)
)

− 2πP ∂
2L0(T )
∂z2 + ∂2S(z)

∂z2 δ(t) (2.29)

On exprime L0(T ) avec (2.12) et, comme on suppose faible l’écart de tempéra-
ture T − T0, on linéarise le terme de température en T 4 (T0 est la température de
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l’expérience) :

L0(T ) = n2σSBT
4

π
= n2σSBT

4
0

π

(
1 + T − T0

T0

)4

' n2σSBT
4
0

π

(
1 + 4T − T0

T0

)
(2.30)

Et (2.29) devient :

λc
∂4(T − T0)

∂z4

− ∂2

∂z2

(
ρcP

∂(T − T0)
∂t

+ λcν
2(T − T0) + 8Pn2σSBT

3
0 (T − T0)−Ψ(z)δ(t)

)

+ ν2ρcP
∂(T − T0)

∂t
− ν2Ψ(z)δ(t) = 0 (2.31)

Posons θ = T − T0. Nous appliquons une transformation de Laplace L définie par :

[L(f)] (p) =
∫ ∞

0
f(t) e−pt dt

L’équation de la chaleur (2.31) s’écrit alors dans l’espace de Laplace et en remplaçant
Ψ par son expression en (2.13) :

d4θ̄

dz4 −
d2θ̄

dz2

(
ρcP
λc

p+ ν2 + 8Pn2σSBT
3
0

λc

)
︸ ︷︷ ︸

U

+ ν2ρcP
λc

p︸ ︷︷ ︸
V

θ̄ = ν2

λc
Ψ(z)− 1

λc

d2Ψ
dz2

= Q′κλl(ν2 − κλl2)
λc︸ ︷︷ ︸
W

e−κλlz (2.32)

Remarque. Dans l’espace de Laplace, les grandeurs ne dépendent plus du temps
mais uniquement de la variable d’espace z et de celle de Laplace. Voilà pourquoi nous
utilisons à présent des dérivées droites.

Pour résoudre cette équation différentielle ordinaire du quatrième ordre (à cœffi-
cients constants), on cherche d’abord la solution générale sans second membre. Elle
est donnée par l’expression suivante (avec U , V et W issus de (2.32)) :

∃ (αi)1≤i≤4 ∈ R4, ∀ 0 ≤ z ≤ e, θ̄(z) =
4∑
i=1

αi eγiz

avec : γi = ±

√
U ±
√
U2 − 4V
2
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et une solution particulière de l’équation avec second membre :

∀ 0 ≤ z ≤ e, θ̄(z) = W

κ4
λl
− κ2

λl
U + V︸ ︷︷ ︸

ξ

e−κλlz

D’où l’expression de la température dans l’espace de Laplace dans la couche considérée
(pour 0 ≤ z ≤ e) :

θ̄(z) =
4∑
i=1

αi eγiz + W

ξ
e−κλlz (2.33)

θ̄ doit satisfaire l’équation de la chaleur (2.6) que l’on réécrit dans l’espace de La-
place (2.34), ce qui permet de donner des conditions de compatibilité et de déterminer
A1 et A2 (Ā1 et Ā2 dans l’espace de Laplace).

d2θ̄

dz2 −
p

a
θ̄(z)− 1

λc

dϕ̄r

dz + Ψ(z)
λc

= 0 avec : a = λc

ρcP
(2.34)

On injecte l’expression de la luminance du corps noir (2.30) dans l’équation de la
densité de flux radiatif. Tous calculs faits, on trouve alors l’expression :

ϕr(z) = π

[((
1− M + ν

N

)
A1 + Pn2σSBT

4
0

πν

)
eνz

+
((

1− M − ν
N

)
A2 −

Pn2σSBT
4
0

πν

)
e−νz

+ 4Pn2σSBT
3
0

π

(∫ z

0
(T − T0) eν(z−z′) dz′ +

∫ z

0
(T − T0) e−ν(z−z′) dz′

)]

qu’on passe dans l’espace de Laplace. En injectant l’expression de la température
donnée par (2.33), on aboutit finalement à l’expression de la densité de flux radiatif
dans l’espace de Laplace :

ϕ̄r(z) = π

[((
1− M + ν

N

)
Ā1 + Pn2σSBT

4
0

πνp
− 4Pn2σSBT

3
0

π

4∑
i=1

αi
γi − ν

+4Pn2σSBT
3
0

π

W

ξ (ν + κλl)

)
eνz

+
((

1− M − ν
N

)
Ā2 −

Pn2σSBT
4
0

πνp
− 4Pn2σSBT

3
0

π

4∑
i=1

αi
γi + ν

−4Pn2σSBT
3
0

π

W

ξ (ν − κλl)

)
e−νz

+ 8Pn2σSBT
3
0

π

4∑
i=1

αi
γi

γ2
i − ν2 eγiz

+ 8Pn2σSBT
3
0

π

W

ξ

κλl
ν2 − κ2

λl

e−κλlz
]

(2.35)
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et on déduit simplement l’expression de sa dérivée par rapport à z :

dϕ̄r

dz = π

[(
ν
(

1− M + ν

N

)
Ā1 + Pn2σSBT

4
0

πp
− ν 4Pn2σSBT

3
0

π

4∑
i=1

αi
γi − ν

+ν 4Pn2σSBT
3
0

π

W

ξ (ν + κλl)

)
eνz

−
(
ν
(

1− M − ν
N

)
Ā2 −

Pn2σSBT
4
0

πp
− ν 4Pn2σSBT

3
0

π

4∑
i=1

αi
γi + ν

−ν 4Pn2σSBT
3
0

π

W

ξ (ν − κλl)

)
e−νz

+ 8Pn2σSBT
3
0

π

4∑
i=1

αi
γ2
i

γ2
i − ν2 eγiz

− 8Pn2σSBT
3
0

π

W

ξ

κ2
λl

ν2 − κ2
λl

e−κλlz
]

(2.36)

On peut à présent exprimer chaque terme de l’équation de la chaleur dans l’espace
de Laplace donnée par (2.34) qui devient :

4∑
i=1

αi

(
γ2
i −

p

a
− 8Pn2σSBT

3
0

λ

γ2
i

γ2
i − ν2

)
︸ ︷︷ ︸

= 0, ∀ i∈J1;4K

eγiz − ν π
λ

Γν eνz + ν
π

λ
Γ−ν e−νz

+
(

8Pn2σSBT
3
0

λ

W

ξ

κ2
λl

ν2 − κ2
λl

+ W

ξ
κ2
λl

+ Q′κλl
λ
− p

a

W

ξ

)
︸ ︷︷ ︸

= 0

e−κλlz = 0

avec : Γν =
(

1− M + ν

N

)
Ā1 + Pn2σSBT

4
0

πνp
− 4Pn2σSBT

3
0

π

4∑
i=1

αi
γi − ν

+ 4Pn2σSBT
3
0

π

W

ξ (ν + κλl)

Γ−ν =
(

1− M − ν
N

)
Ā2 −

Pn2σSBT
4
0

πνp
− 4Pn2σSBT

3
0

π

4∑
i=1

αi
γi + ν

− 4Pn2σSBT
3
0

π

W

ξ (ν − κλl)

On montre par le calcul que les deux grandeurs au-dessus des accolades sont nulles,
les expressions de la température (2.33) et de la densité de flux radiatif (2.35) devant
être compatibles avec l’équation de la chaleur donnée par (2.34). De plus, comme les
exponentielles de l’équation sont linéairement indépendantes, on en déduit que Γν et
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Γ−ν sont nuls et de là les expressions de Ā1 et Ā2 :

Ā1 =
[

4Pn2σSBT
3
0

π

4∑
i=1

αi
γi − ν

− 4Pn2σSBT
3
0

π

W

ξ (ν + κλl)
− Pn2σSBT

4
0

νπp

]

· 1
1− M+ν

N

(2.37)

Ā2 =
[

4Pn2σSBT
3
0

π

4∑
i=1

αi
γi + ν

+ 4Pn2σSBT
3
0

π

W

ξ (ν − κλl)
+ Pn2σSBT

4
0

νπp

]

· 1
1− M−ν

N

(2.38)

C’est ici que s’arrête la similitude de notre démarche à celle de Lazard et al. En
effet, nous prétendons pouvoir écrire les quatre grandeurs du problèmes (température,
luminances et flux total) uniquement en fonction des αi et ainsi non pas écrire dix
équations pour fermer le problème mais seulement quatre. La suite du calcul s’attache
à déterminer ces expressions. La nullité de Γν et Γ−ν donne directement l’expression
de ϕ̄r (pour 0 ≤ z ≤ e) :

ϕ̄r(z) = 8Pn2σSBT
3
0

4∑
i=1

αi
γi

γ2
i − ν2 eγiz + 8Pn2σSBT

3
0
W

ξ

κλl
ν2 − κ2

λl

e−κλlz (2.39)

On peut à présent écrire les luminances (2.24) et (2.25) dans l’espace de Laplace
après avoir exprimé la luminance du corps noir avec son expression (2.30) :

L̄+(z) = C1 eνz + C2 e−νz + n2σSBT
4
0

νπp
+ 4Pn2σSBT

3
0

π

4∑
i=1

αi
γi − (M +N)

γ2
i − ν2 eγiz

+ 4Pn2σSBT
3
0

π

W

ξ

κλl + (M +N)
ν2 − κ2

λl

e−κλlz (2.40)

avec : C1 = Ā1 + 1
2

(
1− M +N

ν

)
Pn2σSBT

4
0

νπp

− 2
(

1− M +N

ν

)
Pn2σSBT

3
0

π

4∑
i=1

αi
γi − ν

+ 2
(

1− M +N

ν

)
Pn2σSBT

3
0

π

W

ξ (ν + κλl)

C2 = Ā2 −
1
2

(
1 + M +N

ν

)
Pn2σSBT

4
0

νπp

− 2
(

1 + M +N

ν

)
Pn2σSBT

3
0

π

4∑
i=1

αi
γi + ν

− 2
(

1 + M +N

ν

)
Pn2σSBT

3
0

π

W

ξ (ν − κλl)
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L̄−(z) = C3 eνz + C4 e−νz + n2σSBT
4
0

νπp
− 4Pn2σT 3

0
π

4∑
i=1

αi
γi + (M +N)

γ2
i − ν2 eγiz

− 4Pn2σSBT
3
0

π

W

ξ

κλl − (M +N)
ν2 − κ2

λl

e−κλlz (2.41)

avec : C3 = M + ν

N
Ā1 −

1
2

(
1 + M +N

ν

)
Pn2σSBT

4
0

νπp

+ 2
(

1 + M +N

ν

)
Pn2σSBT

3
0

π

4∑
i=1

αi
γi − ν

− 2
(

1 + M +N

ν

)
Pn2σSBT

3
0

π

W

ξ (ν + κλl)

C4 = M − ν
N

Ā2 + 1
2

(
1− M +N

ν

)
Pn2σSBT

4
0

νπp

+ 2
(

1− M +N

ν

)
Pn2σSBT

3
0

π

4∑
i=1

αi
γi + ν

+ 2
(

1− M +N

ν

)
Pn2σSBT

3
0

π

W

ξ (ν − κλl)

Avec les expressions (2.37) et (2.38) de A1 et A2, on déduit que C1, C2, C3 et C4 sont
tous nuls. D’où les expressions des luminances dans l’espace de Laplace :

L̄+(z) = n2σSBT
4
0

νπp
+ 4Pn2σT 3

0
π

4∑
i=1

αi
γi − (M +N)

γ2
i − ν2 eγiz

+ 4Pn2σSBT
3
0

π

W

ξ

κλl + (M +N)
ν2 − κ2

λl

e−κλlz (2.42)

L̄−(z) = n2σSBT
4
0

νπp
− 4Pn2σT 3

0
π

4∑
i=1

αi
γi + (M +N)

γ2
i − ν2 eγiz

− 4Pn2σSBT
3
0

π

W

ξ

κλl − (M +N)
ν2 − κ2

λl

e−κλlz (2.43)

Enfin, la densité de flux total est la somme de la densité de flux conductif et de
la densité de flux radiatif. Sur les parois en faces avant et arrière, on a des pertes
convecto-radiatives que nous prenons en compte à travers un cœfficient d’échange
convecto-radiatif h et la densité de flux correspondante a pour expression h (T − Tamb)
(où Tamb = T0). Dans l’espace de Laplace, la densité de flux total s’écrit donc :

ϕ̄(z) = −λc
dθ̄
dz + ϕ̄r(z) (±h θ̄(z))

Remarque. Le terme entre parenthèses est valable uniquement en face avant (z = 0)
ou en face arrière (z = e).

Et finalement, en injectant les expressions de la température (2.33) et du flux radiatif
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(2.39), on aboutit à :

ϕ̄(z) =
4∑
i=1

αi

λcγi

[
8Pn2σSBT

3
0

λc (γ2
i − ν2) − 1

]
︸ ︷︷ ︸

δi

(±h)

 eγiz

+ W

ξ

λcκλl

 8Pn2σSBT
3
0

λc
(
ν2 − κ2

λl

) + 1


︸ ︷︷ ︸
ε

(±h)

 e−κλlz (2.44)

Dans ce problème de transfert de chaleur dans une couche d’épaisseur e, il y a quatre
inconnues que sont les (αi)1≤i≤4. On détermine ces quatre inconnues en écrivant quatre
équations : deux conditions aux limites pour chaque face ; dans le cadre de la méthode
flash par exemple, une relation portant sur le flux total et une autre sur une luminance
en faces avant et arrière. Nous y reviendrons par la suite.
Étendons donc à présent cette résolution au cas d’un multicouche dont lesN couches

peuvent être d’épaisseurs différentes (ek)1≤k≤N et de nature différente. En effectuant
la même résolution que précédemment pour chacune des couches, nous sommes en
présence de 4N inconnues, quatre par couche. Pour résoudre ce problème il nous faut
donc écrire autant d’équations. Elles sont données par les 4 conditions aux limites et
par les 4(N − 1) relations de continuité aux interfaces entre deux couches pour les
quatre champs considérés (la température, le flux total et les deux luminances) : nous
écrivons la continuité du flux total, de la température aux interfaces et du rayonnement
qui y est pour une partie réfléchi (ρ est la réflectivité) et pour l’autre partie transmis
(τ est la transmitivité).
Dans une couche k, on écrit :
– la continuité du flux total en face avant de la couche (1 < k ≤ N) :

ϕ̄k−1(zk−1 = ek−1) = ϕ̄k(zk = 0)

– la continuité de la luminance dans le sens du flash (+) en face avant de la couche
(1 < k ≤ N) :

L̄+
k (zk = 0) = ρk/k−1L̄

−
k (zk = 0) + τk−1/kL̄

+
k−1(zk−1 = ek−1)

– la continuité de la luminance dans le sens opposé au flash (−) en face arrière de
la couche (1 ≤ k < N) :

L̄−k (zk = ek) = ρk/k+1L̄
+
k (zk = ek) + τk+1/kL̄

−
k−1(zk+1 = 0)

– la continuité de la température en face arrière de la couche (1 ≤ k < N) :

θ̄(zk = ek) = θ̄(zk+1 = ek+1)
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avec :

ρk/k−1 + τk−1/k = 1
ρk/k+1 + τk+1/k = 1

En injectant dans ces équations les expressions des différents champs données par
(2.33), (2.44), (2.42) et (2.43), on les écrit en fonction des (αi)1≤i≤4N . On a ainsi
respectivement :

4∑
i=1

(
αik−1γik−1δik−1λk−1 eγik−1ek−1 − αikγikδikλk eγik·0

)
= Wk

ξk
λkεkκλlk e−κλlk·0 − Wk−1

ξk−1
λk−1εk−1κλlk−1 e−κλlk−1ek−1 (2.45)

4∑
i=1

(
αik

4Pkn2
kσSBT

3
0

π

(
(1 + ρk/k−1)γik − (1− ρk/k−1)(Mk +Nk)

γ2
i k − ν2

k

)
eγik·0

−αik−1τk−1/k
4Pk−1n

2
kσSBT

3
0

π

(
γik−1 − (Mk−1 +Nk−1)

γ2
i k−1 − ν2

k−1

)
eγik−1ek−1

)

= τk−1/k
4Pk−1n

2
kσSBT

3
0

π

Wk−1

ξk−1

κλlk−1 + (Mk−1 +Nk−1)
ν2
k−1 − κ2

λlk−1

 e−κλlk−1ek−1

− 4Pkn2
kσSBT

3
0

π

Wk

ξk

(
(1 + ρk/k−1)κλlk + (1− ρk/k−1)(Mk +Nk)

ν2
k − κ2

λlk

)
e−κλlk·0 (2.46)

4∑
i=1

(
αik

4Pkn2
kσSBT

3
0

π

(
(1 + ρk/k+1)γik + (1− ρk/k+1)(Mk +Nk)

γ2
i k − ν2

k

)
eγikek

−αik+1τk+1/k
4Pk+1n

2
kσSBT

3
0

π

(
γik+1 + (Mk+1 +Nk+1)

γ2
i k+1 − ν2

k+1

)
eγik+1·0

)

= 4Pkn2
kσSBT

3
0

π

Wk

ξk

(
(1 + ρk/k+1)κλlk − (1− ρk/k+1)(Mk +Nk)

ν2
k − κ2

λlk

)
e−κλlkek

− τk+1/k
4Pk+1n

2
kσSBT

3
0

π

Wk+1

ξk+1

κλlk+1 − (Mk+1 +Nk+1)
ν2
k+1 − κ2

λlk+1

 e−κλlk+1·0 (2.47)

4∑
i=1

(
αik eγikek − αik+1 eγik+1·0

)
= Wk+1

ξk+1
e−κλlk+1·0 − Wk

ξk
e−κλlkek (2.48)

De plus, nous avons deux conditions aux limites en face avant (k = 1) :
– le flux total est nul (le flash ayant été pris en compte intrinsèquement et les pertes
convecto-radiatifs sont dans l’expression de ϕ̄ (cf. équation 2.44)) :

ϕ̄1(z1 = 0) = 0
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– la luminance dans le sens du flash est la somme d’une émission propre (d’émissi-
vité ε1) et d’une réflexion (de réflectivité ρ1) :

L̄+
1 (z1 = 0) = ε1L̄

0(T (z1 = 0)) + ρ1L̄
−
1 (z1 = 0)

Ce qui donne :

4∑
i=1

αi1(γi1δi1λ1 + h) eγi1·0 = −W1

ξ1
(λ1ε1κλl1 + h) e−κλl1·0

et :

4∑
i=1

αi1

[
4P1n

2
1σSBT

3
0

π

(
(1 + ρ1)γi1 − (1− ρ1)(M1 +N1)

γ2
i 1 − ν2

1

)

−ε1
4n2

1σSBT
3
0

π

]
eγi1·0

=
(
ε1 − P1

(1 + ρ1)κλl1 + (1− ρ1)(M1 +N1)
ν2

1 − κ2
λl1

)
W1

ξ1

4n2
1σSBT

3
0

π
e−κλl1·0

Enfin, nous avons le même type d’équations pour les conditions aux limites en face
arrière (k = N) :
– la luminance dans le sens opposé au flash est la somme d’une émission propre
(d’émissivité εN) et d’une réflexion (de réflectivité ρN) :

L̄−1 (zN = 0) = εN L̄
0(T (zN = eN)) + ρN L̄

+
N(zN = eN)

– le flux total est nul puisqu’il n’y a aucune perturbation (les pertes convecto-
radiatives sont comprises dans le flux ϕ̄ (cf. équation 2.44)) :

ϕ̄1(zN = 0) = 0

Ce qui donne :

4∑
i=1

αiN

[
4PNn2

NσSBT
3
0

π

(
(1 + ρN)γik + (1− ρN)(MN +NN)

γ2
i N − ν2
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et :
4∑
i=1

αiN(γiNδiNλ1 − h) eγiNeN = −WN

ξN
(λNεNκλlN − h) e−κλl1eN
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Remarque. Ces conditions aux limites sont celles que l’on écrit dans le cadre de
la méthode flash qui est l’expérience qui nous intéresse plus particulièrement. Pour
étudier une autre expérience, les équations générales aux interfaces restent inchangées
et seules les équations des conditions aux limites sont différentes.

En regroupant les (αi)1≤i≤4N dans un vecteur d’inconnues x, on peut écrire les 4N
équations du problème sous la forme matricielle suivante :

A · x = b

On détermine donc les (αi)1≤i≤4N en résolvant ce système linéaire par des méthodes
numériques. Notre problème est alors complètement résolu puisque ceci étant fait,
on est en mesure d’écrire les quatre champs du problème dans l’espace de Laplace à
chaque z dans chacune des couches. Un algorithme d’inversion numérique de Laplace
(par exemple celui de de Hoog [de Hoog 1982], ceux de la transformée de Fourier
rapide inverse iFFT ou celui de Stehfest [Stehfest 1970]) permet d’obtenir l’évolution
temporelle de chacun des champs en tout point de l’échantillon, en particulier dans le
cadre de la méthode flash celle de la température en face arrière.

Remarque. Lazard et al. ont développé un calcul qui prend en compte une diffu-
sion anisotrope du rayonnement. Ils ont montré que, dans le cadre de la méthode
flash, les écarts de température entre un modèle à diffusion isotrope et un modèle à
diffusion anisotrope étaient relativement faibles (surtout présents aux temps courts).
Ainsi, l’erreur commise sur l’estimation de la diffusivité thermique en est négligeable.
Néanmoins, on pourrait enrichir notre modèle en reprenant la même démarche menée
dans cette partie et à partir des travaux de Lazard et al. en prenant en compte une
diffusion anisotrope. Pour mener une approche analytique jusqu’au bout, cela néces-
site d’utiliser une méthode de substitution de noyau dont nous n’avons pas eu besoin
ici en considérant une diffusion isotrope.

2.2.2. Étude de corrélation
La partie précédente nous a permis de poser et de résoudre le problème transitoire

de la méthode flash unidirectionnelle dans un échantillon multicouche i.e. de déter-
miner l’évolution de la température en face arrière au cours du temps. Dans ce pro-
blème, les couches sont supposées être constituées chacune d’un matériau pouvant être
semi-transparent dans lequel le transfert de chaleur est couplé (conducto-radiatif). La
résolution de ce problème direct est destinée à l’estimation de la diffusivité thermique
de matériaux semi-transparents ou de milieux homogènes équivalents (en particulier
poreux et pour lesquels on parle de diffusivité thermique phonique effective). Il est
intéressant à présent d’étudier la sensibilité de ce modèle à la diffusivité thermique
afin de savoir si ce paramètre peut être correctement estimé avec ce modèle. Cette
étude a été menée par Niezgoda [Niezgoda 2009] sur un modèle de la méthode flash à
plusieurs paramètres. Elle a montré que les propriétés radiatives ne pouvaient pas être
estimées convenablement par cette expérience. Aussi, par la suite, nous avons choisi
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de déterminer différemment ces paramètres et de les fixer dans ce modèle pour ne
nous intéresser qu’à l’estimation de la diffusivité thermique. Néanmoins, dans l’étude
de corrélation ici présentée, nous allons montrer que la diffusivité thermique a est le
seul paramètre que l’on puisse correctement estimer (avec une sensibilité suffisante
sans être corrélé avec aucun groupe de paramètres) à la différence des cœfficients
d’absorption et de diffusion qui n’ont pas une sensibilité suffisante.
Pour notre modèle, l’étude de sensibilité est assez fastidieuse à mener car les sensi-

bilités dépendent du jeu de données, de la température et de la valeur du paramètre
à estimer. Nous avons mené l’étude de sensibilités et de corrélation pour les six jeux
tels que présentés dans la section 3.1 dans le tableau 3.1 mais nous avons décidé de ne
présenter que les résultats et la démarche —identique pour tous — de deux familles
de matériaux avec des jeux de données proches de celles que nous avons rencontrées à
des températures différentes : le premier proche de l’aérogel de silice, le second proche
du WDS. Ils sont donnés dans le tableau 2.1. La configuration étudiée est celle du
tricouche milieu opaque-milieu semi-transparent-milieu opaque utilisée en pratique.
L’expression analytique de la sensibilité réduite (étoilée 2) du modèle à la diffusi-

vité thermique étant complexe, nous la calculons numériquement par un schéma de
différences finies :

X∗a(t) = aXa(t) = a
∂T (t, a)
∂a

∣∣∣∣∣
a

' T (t, (1 + ε)a)− T (t, (1− ε)a)
2ε

où ε a une faible valeur (typiquement de l’ordre de 5 %). Pour comparer les valeurs des
sensibilités entre elles à températures différentes, nous réduisons les valeurs par rap-
port au maximum de la température en face arrière dans une condition donnée. Enfin,
ces sensibilités étant des variables dépendant du temps, il nous a paru intéressant de
relever plusieurs paramètres :
– l’intégrale Υtot de la valeur absolue de la sensibilité sur l’ensemble du temps,
– l’intégrale Υtmax de la valeur absolue de la sensibilité sur l’ensemble du temps
jusqu’au maximum de la température,

– le ratio du temps $ où la sensibilité (en valeur absolue) est maximale par rapport
au temps où la température est maximale.

Remarque. Dans cette étude de corrélation, la sensibilité à la diffusivité thermique
est calculée avec la capacité calorifique volumique constante.

Jeu de données 1 aérogel

Sensibilités La figure 2.5 donne les sensibilités réduites en fonction du temps pour
le jeu de données 1.
Les trois grandeurs dont nous avons parlé : l’intégrale de la valeur absolue de la

sensibilité sur l’ensemble du temps Υtot, l’intégrale de la valeur absolue de la sensibilité
sur l’ensemble du temps jusqu’au maximum de la température Υtmax et le ratio du

2. On préfère travailler en sensibilité réduite car cela permet de comparer les sensibilités entre
elles et par rapport à la grandeur considérée.
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Matériau Jeu 1 aérogel Jeu 2 WDS
Température (̊ C) 20 390
Épaisseur (mm) 3,3 2,4
Capacité calorifique volumique (J.m-3.K-1) 2,2.105 3,2.105

Indice optique ' 1,0 ' 1,0
Cœfficient d’absorption (m-1) 155 10
Cœfficient de diffusion (m-1) 210 1,1.104

Cœfficient d’échange (W.m-2.K-1) 5 25

Table 2.1.: Propriétés thermiques et radiatives des matériaux de validation

Figure 2.5.: Sensibilités pour le jeu de données 1 aérogel
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temps $ où la sensibilité (en valeur absolue) est maximale par rapport au temps où la
température est maximale sont résumés dans le tableau 2.2 pour les trois paramètres
et pour ce jeu de données. Ils permettent de quantifier cette interprétation visuelle.

Paramètre considéré a κ σ

Υtot 12,8 0,19 1,2
Υtmax 4,1 0,15 0,89
$ 0 0,055 0,11

Table 2.2.: Calculs sur les sensibilités du jeu 1 aérogel

Compte tenu des valeurs du tableau 2.2, on peut noter que les sensibilité à la
diffusivité thermique intégrées semblent suffisamment importantes alors que celles aux
cœfficients d’absorption et de diffusion sont très faibles. La sensibilité à la diffusivité
thermique est maximale aux temps courts comme celles aux deux autres paramètres
mais leur valeur est plus faible.
Des valeurs de cœfficients de corrélation (matrice de variance-covariance) et des

écarts-types sont données dans [Niezgoda 2009]. Cette étude a montré que les cœf-
ficients de corrélation de la diffusivité thermique étaient faibles alors que ceux des
propriétés radiatives étaient assez élevées. Cela traduit ainsi leur corrélation contrai-
rement à la diffusivité thermique qui ne l’est pas (et qu’on pourra donc a priori
estimée). C’est ce que nous allons montrer à présent.

Corrélation entre trois paramètres À ce stade, on sait déjà que les propriétés ra-
diatives seront très mal estimées. Concernant la diffusivité thermique, ce sera possible
à condition qu’elle ne soit pas corrélée avec aucun groupe de paramètres : d’une part
avec les deux paramètres radiatifs pris ensemble — ce que nous allons voir dans ce
paragraphe — et d’autre part avec l’un et l’autre de ces deux paramètres — ce que
nous allons voir dans le paragraphe suivant. Nous renvoyons à la section 2.1.3 pour
davantage d’explications sur ce point. Voyons donc s’il est possible d’écrire la sensi-
bilité à la diffusivité thermique comme une combinaison linéaire de la sensibilité au
cœfficient d’absorption et celle du cœfficient de diffusion. On cherche à obtenir les
cœfficients de cette éventuelle combinaison linéaire par méthode des moindres carrés.
La figure 2.6 montre qu’il n’est pas possible de trouver des cœfficients permettant

de satisfaire une telle combinaison linéaire. Ainsi, ces trois paramètres ne sont pas
corrélés entre eux tous pour ce jeu de données.

Corrélation entre deux paramètres Il reste enfin à voir si la diffusivité thermique
n’est pas corrélée avec un seul autre paramètre. Pour cela, nous avons choisi de tracer
(cf. Figure 2.7) les sensibilités aux cœfficients d’absorption et de diffusion en fonction
de la sensibilité à la diffusivité thermique.
Nous constatons que ces courbes ne sont pas des droites traduisant le fait qu’il n’y

a pas de relation linéaire entre ces sensibilités. Ainsi, la diffusivité thermique n’est
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Figure 2.6.: Étude de corrélation entre les trois paramètres pour la diffusivité pour
le jeu 1 aérogel

Figure 2.7.: Étude de corrélation entre deux paramètres pour la diffusivité pour le
jeu 1 aérogel
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corrélée avec aucun paramètre et peut correctement être estimée. Procédons de la
même façon pour le second jeu de données.

Remarque. On montre aussi que les deux paramètres radiatifs κ et σ ne sont pas
corrélés entre eux pour ce jeu de données comme le montre la figure 2.8.

Figure 2.8.: Étude de corrélation entre deux paramètres pour le cœfficient d’absorp-
tion pour le jeu 1 aérogel

Jeu de données 2 WDS

Sensibilités La figure 2.9 donne les sensibilités réduites en fonction du temps pour
le jeu de données 2.
Les trois grandeurs Υtot, Υtmax et $ pour ce jeu de données sont résumés dans le

tableau 2.3 pour les trois paramètres.

Paramètre considéré a κ σ

Υtot 15,9 2,7 2,5
Υtmax 5,5 2,5 1,7
$ 0 0,0883 0,2632

Table 2.3.: Calculs sur les sensibilités du jeu 2 WDS

De même que pour le jeu de données 1, on note que les sensibilités à la diffusivité
thermique intégrées sont importantes alors que celles aux cœfficients d’absorption et
de diffusion sont faibles. Leur sensibilité est la plus importante aux temps courts mais
leur valeur est faible.
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Figure 2.9.: Sensibilités pour le jeu de données 2 WDS

Les conclusions restent les mêmes que pour le cas précédent : seule la diffusivité
thermique peut être estimée correctement mais pas les propriétés radiatives.

Corrélation entre trois paramètres Voyons à présent s’il est possible d’écrire la
sensibilité à la diffusivité thermique comme une combinaison linéaire de la sensibilité
au cœfficient d’absorption et celle du cœfficient de diffusion.
Nous avons cherché à obtenir les cœfficients de cette éventuelle combinaison linéaire

par méthode des moindres carrés, ce que présente la figure 2.10. On montre ainsi
qu’il n’est pas possible de trouver des cœfficients permettant de satisfaire une telle
combinaison linéaire et que ces trois paramètres ne sont pas corrélés entre eux tous
pour ce jeu de données.

Corrélation entre deux paramètres De nouveau, nous montrons que la diffusivité
thermique n’est pas corrélée avec une seul autre paramètre. Pour cela, nous avons
choisi de tracer (cf. Figure 2.11) les sensibilités aux cœfficients d’absorption et de
diffusion en fonction de la sensibilité à la diffusivité thermique.
Nous constatons que ces courbes ne sont pas des droites traduisant le fait qu’il n’y

a pas de relation linéaire entre ces sensibilités. Ainsi, la diffusivité thermique n’est
corrélée avec aucun paramètre et peut correctement être estimée une fois encore.

Remarque. On montre encore que les deux paramètres radiatifs κ et σ ne sont pas
corrélés entre eux pour ce jeu de données comme le montre la figure 2.12.

Remarque. La sensibilité de l’élévation de température par rapport aux paramètres
radiatifs aux temps très courts montre qu’ils ont une influence sur la forme des phé-
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Figure 2.10.: Étude de corrélation entre les trois paramètres pour la diffusivité pour
le jeu 2 WDS

Figure 2.11.: Étude de corrélation entre deux paramètres pour la diffusivité pour le
jeu 2 WDS
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Figure 2.12.: Étude de corrélation entre deux paramètres pour le cœfficient d’ab-
sorption pour le jeu 2 WDS

nomènes qui se produisent au début des thermogrammes sur des matériaux semi-
transparents (pic, marche, etc.). Nous verrons comment ils influent sur ces formes
plus en détails dans la section suivante. Néanmoins, nous pensons qu’il y a peut-être
de l’information concernant ces propriétés radiatives à tirer de ces formes de début
de thermogramme sans avoir pu pour l’instant définir sa nature ni comment l’obtenir
(étude des tangentes à l’origine, etc.)...

Cette étude montre que le modèle semble être suffisamment sensible à la diffusivité
thermique pour être en mesure de bien l’estimer quelles que soient la température et
la valeur de la diffusivité thermique. Le chapitre suivant va s’attacher à le démontrer.
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Chapitre 3.

Validation du code d’estimation de la
diffusivité thermique

3.1. Validation du modèle
Nous allons à présent valider le modèle à partir de trois matériaux au comportement

différent en réponse à la méthode flash : un matériau purement opaque, le POCO
(un graphite densifié), et deux matériaux semi-transparents, un aérogel de silice et
le WDS (superisolant thermique). Nous allons montrer que nous sommes capables
de reproduire le comportement thermique — souvent atypique — de ces matériaux
suite à une sollicitation flash et d’estimer correctement leur diffusivité thermique.
Nous étudierons également un cas de matériau transparent dans le cadre d’une inter-
comparaison. Il y a deux choses à décrire avant de pouvoir comparer un thermogramme
expérimental et un thermogramme numérique :
– comment on obtient en pratique le thermogramme expérimental,
– comment on obtient en pratique les propriétés du milieu semi-transparent (et des
couches opaques en faces avant et arrière) pour alimenter le code d’estimation.

3.1.1. Description de l’appareil réalisant la méthode flash
L’appareillage (cf. Figures 3.1 et 3.2), installé au CEA Le Ripault et présenté par

Hay et al. [Hay 2006], duquel sont issus nos thermogrammes permet de faire des
mesures jusqu’à 3300 K sous atmosphère (hélium, azote, argon) ou sous vide. Il est
constitué d’un four à induction, d’un four résistif et des installations permettant de
réaliser la méthode flash avec un laser et des mesures de capacité calorifique par
calorimétrie à chute. Le four inductif peut être utilisé par les deux types d’installation
(flash et calorimétrie), le four résistif n’est utilisé que par les installations flash.

Les fours

Le four résistif est un cylindre horizontal fermé à ces deux extrémités par deux
fenêtres en ZnSe qui sont transparentes à la longueur d’onde du laser et dans la
plage de longueurs d’onde à laquelle opère le détecteur infrarouge présenté ci-après.
L’échantillon est placé verticalement dans un porte-échantillon situé au centre du four
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Figure 3.1.: Banc d’essai pour réaliser la méthode flash
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Figure 3.2.: Schéma du banc d’essai pour réaliser la méthode flash

dont la chambre peut s’élever jusqu’à 1300 K. Sa température stationnaire est mesurée
par un thermocouple Type S situé à proximité et connecté à un multimètre 34970A
Agilent.
Le four inductif est une cavité refroidie à l’eau au centre de laquelle un inducteur

chauffant (bobine inductive) et un suscepteur sont placés le long d’un axe vertical.
L’inducteur est connecté à une source de puissance haute fréquence et refroidie à l’eau.
Le suscepteur est un cylindre de graphite chauffé par induction et l’échantillon placé à
l’intérieur de ce suscepteur est alors chauffé par transfert radiatif. Le four inductif peut
être utilisé pour chauffer un échantillon extrêmement rapidement (absence d’inertie
thermique) à très haute température (de 600 à 3300 K) et permet d’éviter toute
perturbation provenant de la source de chaleur. La température de l’échantillon est
mesurée par quatre pyromètres infrarouges bichromatiques calibrés qui opèrent sur
des plages de température différentes qui couvrent toute celle du four. La distance
entre l’échantillon et les pyromètres est d’environ 500 mm. Une étude de la résolution
optique des pyromètres a montré que la zone de mesure sur l’échantillon a un diamètre
de 7-8 mm.

Mesure de la capacité calorifique

Le principe de la mesure de la capacité calorifique La capacité calorifique d’un
échantillon (sans couche opaque) peut être déduite de mesures d’enthalpies par calo-
rimétrie. Ces mesures d’enthalpies par calorimétrie à chute consistent à chauffer un
échantillon de masse M à une température constante T dans un four et qu’on laisse
tomber dans un calorimètre — maintenu à une température T0 < T (la tempéra-
ture de l’expérience, celle de l’équation (2.30)) — placé en-dessous. L’énergie dissipée
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par l’échantillon pendant son refroidissement dans le calorimètre est mesurée par une
thermopile qui fournit un signal proportionnel à la différence de température entre
l’échantillon et le calorimètre. La variation d’enthalpie ∆HT

T0 = H(T ) − H(T0) est
obtenue par intégration du signal délivré par le calorimètre sur l’ensemble de la durée
de refroidissement.
Les mesures de la variation d’enthalpie ∆HT

T0 sont réalisées pour différentes tempé-
ratures T pour obtenir la variation d’enthalpie en fonction de la température ∆HT

T0(T ).
La capacité calorifique cP (T ) est alors calculée en dérivant la fonction obtenue par
rapport à la température :

cP (T ) = 1
M

∂∆HT
T0(T )
∂T

∣∣∣∣∣
P

Le dispositif de mesure de la capacité calorifique L’installation permettant de
réaliser la méthode flash est également équipée d’un calorimètre à chute permettant
de mesurer la capacité calorifique d’un échantillon (sans couche opaque). Pour ce faire,
l’échantillon est attaché à un fil de tungstène connecté à des pinces motorisées (cf. Fi-
gure 3.3). Les pinces, fixées au-dessus du four inductif par une connexion hermétique,
sont associées sur un système multi-axial utilisé pour placer l’échantillon — de 8 mm
de diamètre et de 10 mm d’épaisseur — au centre du suscepteur en graphite avec une
précision de ±0,1 mm. Quand la température de l’échantillon est stable, les pinces
relâchent le fil et l’échantillon tombe dans le calorimètre.

Figure 3.3.: Dispositif de mesure de la capacité calorifique

Le calorimètre est de type Calvet, constitué d’un fluxmètre situé entre une cellule de
mesure et une jointure isotherme. Le flux de chaleur échangé entre la cellule de mesure
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et la jointure isotherme est détecté par le fluxmètre comprenant environ 500 thermo-
couples chromel-alumine en série. Le signal délivré par le fluxmètre est mesuré par un
multimètre 34970A. La température de la jointure est maintenue constante inférieure
à 0,1 K par un bain thermostaté. Un cylindre de molybdène est placé dans la cellule
pour homogénéiser le champ de température et augmenter la capacité calorifique du
calorimètre.
Le calorimètre et le four inductif sont reliés via un périscope mobile qui possède les

trois fonctions suivantes (cf. Figure 3.3) :
– isoler thermiquement le four du calorimètre pendant le chauffage de l’échantillon
en positionnant un bouclier radiatif entre eux,

– permettre le transfert de l’échantillon quand il tombe du four dans le calorimètre.
Un trou est aligné avec le four et le calorimètre quand les pinces s’ouvrent. Le
bouclier radiatif est immédiatement repositionné après la chute de l’échantillon.

– transmettre optiquement l’image de l’échantillon, via un miroir plan à 90̊ et une
fenêtre en ZnSe, à la caméra pour visualiser l’échantillon pendant son position-
nement dans le suscepteur ou pour mesurer la température de l’échantillon avant
sa chute avec un pyromètre infrarouge. Le pyromètre et la caméra sont installés
sur le même plan utilisé pour mettre l’un ou l’autre face au miroir.

Le calorimètre peut être facilement déconnecté du périscope et déplacé le long d’un
axe vertical pour extraire l’échantillon du calorimètre après l’essai. Le four inductif,
le périscope et le calorimètre fonctionnent sous vide (10−4 mbar) ou sous atmosphère
inerte pour éviter toute dégradation ou oxydation de l’échantillon à haute tempéra-
ture. La température de la jointure isotherme est mesurée par un thermomètre calibré
de résistance en platine de 100 Ω connecté au multimètre 34970A.

Le laser flash impulsionnel

En fonction de la température étudiée, on choisit un four ou l’autre pour chauffer
l’échantillon. Pour mesurer la diffusivité thermique entre 300 et 1300 K, l’échantillon
— de 10 mm de diamètre et d’environ 1-3 mm d’épaisseur — est positionné verticale-
ment dans le four résistif. Pour les très hautes températures (600-3300 K), l’échantillon
est positionné horizontalement en haut du suscepteur en graphite, à l’intérieur du four
inductif. Dans ce cas, le calorimètre et les pinces sont retirés et remplacés respective-
ment par un couvercle et par un dispositif optique constitué d’un miroir plan à 90̊ et
d’une fenêtre en ZnSe (cf. Figure 3.2).
La source utilisée pour irradier la face avant de l’échantillon est un laser QUANTEL

de verre Nd-phosphate dont la longueur d’onde est de 1054 nm et dont l’impulsion
dure 450 µs. Un miroir plan mobile, situé au début du chemin optique du faisceau
laser, est utilisé pour le diriger vers l’un ou l’autre des fours (cf. Figure 3.2). Le fais-
ceau est alors transmis soit au four inductif, soit au four résistif par un jeu de lentilles
et de miroirs de telle sorte que son diamètre soit approximativement de 10 mm sur
l’échantillon. Un capot de protection entoure le faisceau laser tout au long de son che-
min optique afin d’éviter des blessures accidentelles à l’utilisateur. Les alignements
des éléments optiques (lentilles, miroirs, diaphragme, etc.) sont réalisés avec un laser
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HeNe concentrique avec le laser en verre Nd-phosphate. Le faisceau entre horizonta-
lement dans le four résistif et verticalement dans le four inductif, par la fenêtre en
ZnSe situé au-dessus. On utilise une photodiode pour déterminer la durée, la forme de
l’impulsion et l’origine des temps qui correspond au temps où le faisceau laser irradie
l’échantillon.
L’élévation induite de la température de l’échantillon en face arrière est mesurée par

des moyens optiques avec deux détecteurs infrarouges : un détecteur HgCdTe pour
la plage de température entre 300 et 1300 K et un détecteur InGaAs pour la plage
entre 1100 et 3300 K. On associe une lentille optique à chaque détecteur pour que
le diamètre de sa cible soit identique à celui de l’échantillon. Dans le four inductif,
l’image de l’échantillon est transmise par voie optique à l’aide d’un périscope vers le
détecteur infrarouge situé à proximité du pyromètre précédemment décrit.
Un système d’amplification spécifique est associé à chaque détecteur pour optimiser

le rapport signal sur bruit. Le signal analogique délivré par le détecteur est une pre-
mière fois amplifié avec un pont de résistances ou un convertisseur de courant/tension
en fonction du type de détecteur (photoconducteur ou photovoltaïque). La ligne de
base (le signal constant avant le flash) est ensuite soustraite en utilisant un amplifica-
teur différentiel. Le signal est finalement filtré par un filtre passe-bas dont la fréquence
de coupure est de 25 kHz avant d’être converti par le convertisseur alternatif-continu
d’un dispositif d’acquisition de données NI PCI-6052.

Le système de contrôle et d’acquisition des données

Tous les instruments (pinces, pompe à vide, laser, périscope, etc.) et les éléments
de sécurité (clapet, capot de sécurité, etc.) sont pilotés par un logiciel de contrôle (ou
supervision) programmable Telematic TSX Premium PLC connecté à un ordinateur.
Si une des exigences de sécurité n’est pas vérifiée, le contrôleur arrête la poursuite
de l’essai jusqu’à ce que l’exigence soit satisfaite. L’ordinateur exécute un programme
Labview qui contrôle à la fois l’acquisition des données et l’ensemble de l’installation
via le logiciel de contrôle.
L’acquisition des thermogrammes est réalisée soit avec le multimètre 34970A pour

des mesures de capacité calorifique, soit avec le dispositif d’acquisition de données NI
PCI-6052 pour des mesures de diffusivité thermique. Tous les paramètres de l’acqui-
sition de données (gains d’amplification, fréquence, nombre de points d’acquisition,
taux de pré-déclenchement, etc.) sont choisis par l’utilisateur à partir d’une interface
Labview homme-machine. Le début de l’acquisition de données est synchronisé soit
avec le flash laser en utilisant un signal de déclenchement généré par le dispositif
d’acquisition de données NI PCI-6052, soit avec l’ouverture des pinces pilotée par le
logiciel de contrôle. Les signaux provenant du détecteur infrarouge ou du calorimètre
antérieurs au déclenchement — correspondant à la ligne de base du thermogramme
— sont enregistrés de manière continue dans une mémoire de pré-déclenchement cir-
culaire. Quand le déclenchement est détecté, les nouvelles données sont enregistrées
dans une mémoire de post-déclenchement.
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3.1.2. Mesure des propriétés radiatives effectives d’un milieu
semi-transparent poreux

Les propriétés radiatives du matériau étudié dont nous avons besoin dans ce modèle
sont l’indice optique complexe, le cœfficient d’absorption et le cœfficient de diffusion du
matériau homogène équivalent. Nous allons à présent décrire la démarche pour obtenir
ces propriétés dites effectives ou équivalentes i.e. représentatives du comportement du
matériau hétérogène étudié.

Remarque. Dans le cas où la diffusion du rayonnement ne serait pas isotrope et pris
en compte en tant que telle dans le modèle, la fonction de phase de diffusion serait
également à déterminer.

Le principe de la mesure du cœfficient d’absorption spectral équivalent

Le spectre du cœfficient d’absorption équivalent — dépendant de la température —
peut être déterminé à partir de la mesure de l’émittance spectrale d’un échantillon. Le
cœfficient d’absorption κ à la longueur d’onde λ s’écrit à partir de l’indice d’extinction
k :

κλ(T ) = 4πkλ(T )
λ

L’indice d’extinction k est la partie imaginaire de l’indice de réfraction (ou optique)
complexe ñ. Sa partie réelle est l’indice de réfraction (ou optique) nλ.

ñλ(T ) = nλ(T ) + ıkλ(T )

Cette indice de réfraction complexe ñ est la racine carrée de la fonction diélectrique
complexe ε̃ :

ñλ(T ) =
√
ε̃λ(T )

Ainsi, on peut déterminer l’indice d’extinction kλ d’un échantillon — et donc son cœf-
ficient d’absorption κ — à partir de sa fonction diélectrique complexe en en prenant
la partie imaginaire =. Or, pour un échantillon homogène (ou considéré comme équi-
valent à un milieu homogène) plan à faces parallèles optiquement polies, l’émittance
spectrale E est reliée à la fonction diélectrique complexe ε̃ par :

Eλ(T ) =
[1− ρλ(T )]

(
1− e−κλ(T )δ

)
1− ρλ(T ) e−κλ(T )δ avec : ρλ(T )) =

∣∣∣∣∣∣
√
ε̃λ(T )− 1√
ε̃λ(T ) + 1

∣∣∣∣∣∣
2

Soit :

Eλ(T ) =

[
1−

∣∣∣∣√ε̃λ(T )−1√
ε̃λ(T )+1

∣∣∣∣2
] (

1− e−4π=(
√
ε̃λ(T ))
λ

δ

)

1−
∣∣∣∣√ε̃λ(T )−1√

ε̃λ(T )+1

∣∣∣∣2 e−4π=(
√
ε̃λ(T ))
λ

δ

Finalement, la mesure de l’émittance spectrale d’un échantillon permet de remonter
au spectre de son cœfficient d’absorption équivalent.
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Le dispositif de mesure de l’émittance spectrale

Le dispositif de mesure de l’émittance spectrale est installé au CEMHTI Orléans et
est unique au monde de par la gamme de température et le domaine spectral sondé.
Pour mesurer l’émittance spectrale d’un matériau, nous avons utilisé un spectromètre
infrarouge à transformée de Fourier conçu par Bruker Optics (Elltingen, Germany). Ce
dispositif sonde les mécanismes d’absorption pouvant se produire dans un échantillon
et donne accès à sa réflectivité et sa transmitivité sur une plage spectrale comprise
entre 0,25 et 1000 µm (10 à 40000 cm-1). En fonction de la température à laquelle
on souhaite connaître les propriétés de l’échantillon, on utilise soit une méthode indi-
recte (jusqu’à 1300 K), soit une méthode directe (au-delà de 1300 K). L’échantillon,
d’environ 10 mm de côté, optiquement poli, est chauffé par des fours à résistance de
platine. Au-delà de 1300 K, les détecteurs sont aveuglés par les flux issus des parois
chaudes du four. On utilise alors une méthode directe basée sur la définition du facteur
d’émission. Le spectromètre offre un ensemble de possibilités permettant d’étudier la
dépendance en réflectivité ainsi que de caractériser la répartition spectrale de l’énergie
rayonnée par un émetteur infrarouge.
Le spectromètre à transformée de Fourier (cf. Figure 3.4) est composé de deux

interféromètres de Michelson (IFS 113V et IFS 88) qui se répartissent respectivement
les plages spectrales suivantes : de 0,83 à 1000 µm (de 10 à 12000 cm-1) pour le
premier et de 0,25 à 4 µm (de 2500 à 40000 cm-1) pour le second. Les chambres de
réflexion et de transmission sont les mêmes pour ces deux dispositifs complémentaires.
Les principes de l’interférométrie de Michelson et les avantages de la spectrométrie à
transformée de Fourier sont détaillées dans [Rozenbaum 1999, Rozenbaum 1999].

Figure 3.4.: Dispositif de mesure de l’émittance spectrale

La méthode indirecte consiste à mesurer la réflectance spectrale % et la transmit-
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tance spectrale ϑ pour en déduire l’émittance spectrale via la loi de Kirchhoff :

Eλ(T ) = 1− %λ(T )− ϑλ(T )

La réflectance spectrale (respectivement la transmittance spectrale) est obtenue par le
rapport entre le flux réfléchi φr (respectivement le flux transmis φt) par l’échantillon
et le flux incident φi de référence provenant d’une des sources de l’interféromètre 1 :

%λ(T ) = φrλ(T )
φiλ(T ) et : ϑλ(T ) = φtλ(T )

φiλ(T )

La méthode directe (équivalente à la méthode indirecte) consiste à mesurer succes-
sivement le flux thermique émis par l’échantillon φ et de le comparer au flux émis par
un corps noir de référence φ0 pour obtenir directement l’émittance spectrale :

Eλ(T ) = φλ(T )
φ0
λ(T )

Le principe de la mesure du cœfficient de diffusion spectral équivalent

La méthode expérimentale de la spectrométrie infrarouge ne permet pas d’obtenir
directement le cœfficient de diffusion d’un échantillon. Nous avons donc utilisé une
technique de Monte Carlo par lancer de rayons pour déterminer le cœfficient de diffu-
sion équivalent d’un matériau ainsi que, par là même, son cœfficient d’absorption équi-
valent dont on compare la valeur avec celle obtenue par spectroscopie infrarouge afin de
s’assurer de la véracité des valeurs obtenues par cette méthode numérique. Cette mé-
thode, détaillée dans [Rousseau 2007, Rousseau 2007, Rousseau 2007, Rousseau 2011],
est basée sur le même principe que la méthode indirecte décrite précédemment : déter-
miner les réflectance et transmittance spectrales pour en déduire l’émittance spectrale
puis le cœfficient d’absorption spectral.
Voici les règles qui gouvernent le trajet des photons à l’échelle locale et responsables

des mécanismes impliquant l’absorption et la diffusion du rayonnement infrarouge. Un
flux de photons incidents est envoyé sur la face arrière de la structure numérique d’un
échantillon reconstruit dont les parois sont optiquement polies. La position du fais-
ceau incident est choisie aléatoirement et on lui associe un paquet d’énergie. Dans le
code qu’ont développé Rousseau et al., les photons se propagent au sein de l’échan-
tillon en suivant les lois de l’optique géométrique à chaque collision avec une interface
rencontrée (la taille de Mie est plus grande que 1). Les directions de réflexion et de
réfraction sont alors déterminées en utilisant les lois de Snell-Descartes. L’événement
qui survient pour un photon dépend de la comparaison d’un nombre aléatoire ξ uni-
formément distribué avec la valeur locale de la réflectivité spectrale ρλ. Si ξ < ρλ,
le photon est réfléchi de façon spéculaire, sinon il est réfracté. Ces deux phénomènes
participent à la diffusion. La connaissance de l’indice optique complexe de chaque

1. Si l’échantillon est homogène la réflexion spectrale spéculaire suffit. Si l’échantillon est hétéro-
gène, il faut mesurer la réflexion spectrale normale hémisphérique.
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constituant i est donc nécessaire. À chaque événement, la distance li entre deux colli-
sions est incrémentée pour chacun des constituants. L’énergie restante dans le rayon
est alors calculée selon la loi de Beer-Lambert. Si cette énergie e−κili est inférieure à
une certaine limite, on considère qu’elle est été totalement absorbée.
Cette procédure permet de retrouver les réflectance et transmittance spectrales. Si

un photon (cf. Figure 3.5) est directement réfléchi sans pénétrer dans l’échantillon,
il contribue à la réflectance spectrale. Mais s’il sort de l’échantillon par la face ar-
rière sans avoir été absorbé, on considère qu’il a été diffusé dans l’hémisphère arrière.
Les photons sortant de l’échantillon par la face avant contribuent à la transmittance
spectrale (qu’ils aient été diffusés dans l’échantillon ou non). Après normalisation par
rapport au nombre de photons utilisés dans la simulation, on détermine les réflec-
tance et transmittance spectrales et par suite l’émittance spectrale de l’échantillon.
Pour chaque échantillon, on compare l’émittance spectrale déterminée par l’expérience
et la simulation pour vérifier que le code donne des résultats corrects. De cette procé-
dure, on peut déduire en outre le paramètre qui nous intéresse à savoir le cœfficient
de diffusion équivalent en quantifiant le nombre de photon diffusés (non absorbés) par
rapport au nombre de photons utilisés.

Figure 3.5.: Schéma illustrant la méthode de Monte Carlo

Des cœfficients radiatifs totaux ou moyens

La littérature montre qu’il existe plusieurs méthodes permettant de traiter des
milieux non gris. Ces méthodes présentent des limites et on doit choisir laquelle semble
être la plus adaptée au matériau étudié en fonction de sa nature et des variations de
ses propriétés spectrales. En particulier, certains travaux ont une approche de milieux
semi-transparents gris et ne tiennent pas compte de la dépendance spectrale. Les
arguments avancés dépendent du matériau étudié : par exemple, pour les mousses
métalliques ou fortement absorbantes, l’argument est de dire que le transfert radiatif
est en moyenne le même à toute longueur dans l’infrarouge proche et moyen ; pour
les laines de verre, que le transfert radiatif se situe dans une bande étroite autour
de 7 µm à cause de l’effet Christiansen. Cette approche est dans la majorité des cas
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insuffisante mais il existe d’autres démarches pour prendre en compte de manière plus
ou moins précise et/ou simple le caractère non gris d’un matériau semi-transparent.

Modèle gris par bandes Ce modèle consiste à découper les spectres des grandeurs
dépendant de la longueur d’onde (en particulier les propriétés radiatives) en plusieurs
plages appelées bandes dans lesquelles la valeur est constante. On approche les spectres
par des fonctions en escalier. En général, la valeur dans chaque bande est la moyenne
dans celle-ci. Cette méthode est souvent efficace pour les milieux condensés parce
qu’ils présentent de grandes plages où les propriétés radiatives peuvent être considé-
rées comme constantes. Le nombre de bande est alors faible. L’équation du transfert
radiatif est résolue pour chaque bande et les termes énergétiques sont obtenus en
faisant la somme de la contribution de chaque bande [André 1992].
Mais cette méthode n’est pas adaptée pour traiter le cas des milieux non denses

(gaz par exemple) parce que leurs spectres présentent des variations brutales (pics)
par exemple dans des fenêtres d’absorption. Le nombre de plages à considérer devient
alors élevé augmentant ainsi la complexité et le temps de calcul.

Méthodes pour les gaz Nous citerons comme exemple — sans entrer dans le dé-
tail mais le lecteur intéressé pourra en trouver dans les articles cités — la méthode
de la somme pondérée des gaz gris (développée par Hottel et Sarofim [Hottel 1967]
puis Denison et Webb [Denison 1993]), la méthode des k-distributions (utilisée par
Arking et Grossman [Arking 1972], Domoto [Domoto 1974] puis Parthasarathy et al.
[Parthasarathy 1996]) ou des méthodes hybrides (développée par Denison et Webb
[Denison 1994]).

Substitution de noyau pour un milieu non gris Lazard et al. [Lazard 2000] ont
étudié le cas de milieu non diffusant non gris en utilisant une substitution de noyau
non grise. Il s’agit de linéariser l’équation de la chaleur et l’équation du transfert
radiatif et de permuter l’ordre des intégrations en longueurs d’onde et en espace
dans un état proche de l’équilibre. Cette méthode serait à adapter au cas de milieux
diffusant pour lesquels on a recourt à cette technique de substitution de noyau. Elle
fait apparaître naturellement des propriétés radiatives équivalentes qu’on détermine
par des calculs différents — que nous détaillons dans le paragraphe suivant — selon
le milieu étudié. De ce fait, comme cette méthode dépend de la validité des propriétés
effectives utilisées, elle n’est pas plus pertinente que la méthode suivante qui utilise
directement des propriétés équivalentes.

Utilisation de propriétés radiatives totales Afin de considérer le caractère non gris
des matériaux que nous étudions, notre choix s’est orienté vers une méthode simple
à mettre en œuvre. Nous avons choisi d’écrire notre code modélisant la méthode
flash de façon à traiter des équations non grises comme des équations grises et ainsi
éviter des calculs spectraux et des intégrations en longueurs d’onde — qui auraient
complexifié la résolution et demandé davantage de temps de calcul. Cette approche,
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utilisée par André et al. [André 1995], nécessite donc des propriétés radiatives totales
ou moyennes — ou effectives pour l’ensemble du spectre — permettant de reproduire
le comportement thermique des échantillons que nous étudions.
Comment obtenir des propriétés radiatives effectives — indice optique complexe,

cœfficient d’absorption, cœfficient de diffusion — à partir de leur spectre respectif
obtenu par les méthodes décrites dans deux paragraphes précédents ?

Remarque. Un modèle gris par bande peut être relativement simplement mis en
place à partir de la résolution que nous avons menée pour ce code. Il suffirait d’ajouter
les contributions de chaque bande pour obtenir les grandeurs énergétiques telles que
les luminances et le flux radiatif lequel peut alors être injecté dans l’équation de la
chaleur en (2.29). La même question de savoir quelles propriétés radiatives totales se
pose alors pour chaque bande...

Au lieu de considérer des propriétés radiatives qui dépendent de la longueur d’onde,
on utilise des propriétés pondérées par différentes quantités selon les cas. Voici quelques
modèles envisagés.
Le cœfficient arithmétique est la moyenne du cœfficient spectral :

αmoy =
∫ ∞

0
αλ dλ ou sur une bande ∆λ : αmoy = 1

∆λ

∫
∆λ

αλ dλ

Le cœfficient moyen de Planck est la moyenne du cœfficient spectral pondérée par
l’émission volumique locale du corps noir :

αP =

∫ ∞
0

αλL
0
λ(T ) dλ∫ ∞

0
L0
λ(T ) dλ

Il n’est valable que pour de faibles épaisseurs optiques en ce qui concerne le
cœfficient d’absorption.

Le cœfficient moyen de Planck linéarisé est la moyenne du cœfficient spectral pon-
dérée par le gradient local de l’émission volumique du corps noir :

αLP =

∫ ∞
0

αλ
dL0

λ(T )
dT

∣∣∣∣∣
T

dλ
∫ ∞

0

dL0
λ(T )
dT

∣∣∣∣∣
T

dλ

Le cœfficient moyen de Rosseland est la moyenne de l’inverse du cœfficient spectral
pondéré par le gradient local de l’émission volumique du corps noir :

αR =

∫ ∞
0

dL0
λ(T )
dT

∣∣∣∣∣
T

dλ
∫ ∞

0

1
αλ

dL0
λ(T )
dT

∣∣∣∣∣
T

dλ
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En ce qui concerne le cœfficient d’absorption, cette formule n’est valable que
pour de fortes épaisseurs optiques avec la condition de vérifier que la valeur
absolue de la dérivée de la fonction de Planck par rapport à l’épaisseur optique
spectrale soit négligeable devant la fonction de Planck. Si on développe l’équa-
tion du transfert radiatif et non plus sa solution, ces conditions se simplifient et
se réduisent à de fortes valeurs du cœfficient d’absorption.

Conclusion sur les propriétés radiatives totales On constate que l’inconvénient est
de savoir quelle formule est valide dans le cas étudié et laquelle permet de reproduire
le mieux le comportement thermique. De plus, plus les spectres varient brusquement,
plus grande est l’imperfection. Pour tenter de résoudre ces inconvénients, Sampson
[Sampson 1965] et Patch [Patch 1967] ont établi des cœfficients d’absorption moyens
qui tiennent compte des variations en fonction non plus de la linéarité de l’épaisseur
optique moyenne mais en fonction de l’épaisseur du milieu semi-transparent. Les ré-
sultats obtenus avec ces cœfficients sont contrastés : par exemple, le cœfficient moyen
de Patch ne permet pas plus que celui de Planck d’expliquer des erreurs aux faibles
épaisseurs optiques.
Par ailleurs, de tels cœfficients ont surtout été utilisé pour des valeurs de cœfficients

d’absorption, par exemple dans l’étude d’André et al. [André 1995]. Quid de l’indice et
du cœfficient de diffusion ? Aussi, nous avons décidé d’évaluer, au cas par cas et dans
nos conditions d’expérience, les résultats que donnait chaque cœfficient calculé par ces
différentes formules et nous n’avons conservé que ceux qui permettent de reproduire
au mieux le thermogramme du matériau étudié.

Les propriétés radiatives aux interfaces

Il reste à voir à présent comment sont calculés les cœfficients de réflectivité et
de transmitivité totaux et hémisphériques aux interfaces entre chaque couche — en
particulier pour celles où les deux couches en question sont de natures différentes.
Elles peuvent être calculées en écrivant les relations de continuité du champ élec-
tromagnétique à chacune de ses interfaces. On détermine alors les lois de Fresnel et
de Snell-Descartes desquelles on déduit la réflectivité à partir des indices optiques
complexes effectifs des deux milieux — et donc de leurs indices de réfraction n et
d’extinction k effectifs. Considérons une interface entre deux milieux d’indice optique
complexe m1 = n1 + ık1 et m2 = n2 + ık2 (cf. Figure 3.6).
Les relations de Fresnel sur les composantes normale ρ⊥ et tangentielle ρ‖ de la

réflectivité totale directionnelle ρ12 s’écrivent dans le cas général avec θ l’angle incident
et θr l’angle réfracté :

ρ12⊥ = m1 cos θ −m2 cos θr
m1 cos θ +m2 cos θr

et ρ12‖ = m2 cos θ −m1 cos θr
m2 cos θ +m1 cos θr

D’une loi de Snell-Descartes, on peut déduire l’expression de cos θr en fonction de
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Figure 3.6.: Schéma de l’interface entre deux milieux de nature différente

sin θ :

m2 sin θr = m1 sin θ ⇐⇒ sin θr = m1

m2
sin θ =⇒ cos θr =

[
1−

(
m1

m2
sin θ

)2
] 1

2

Cela nous permet ainsi d’écrire la réflectivité totale directionnelle uniquement en
fonction de l’angle incident θ. Elle s’écrit comme la moyenne des carrés des modules
de ses composantes normale et tangentielle :

ρ12 = 1
2

(
|ρ12⊥|

2 +
∣∣∣ρ12‖

∣∣∣2)
Finalement, on en déduit la réflectivité totale hémisphérique ρ̄12 qui s’écrit comme l’in-
tégrale sur l’ensemble du demi-espace supérieur de la réflectivité totale directionnelle
selon la direction incidente θ :

ρ̄12 =

∫ π

0
ρ12(θ) cos θ

2π sin θ dθ︷︸︸︷
dΩ∫ π

0
cos θ dθ︸ ︷︷ ︸
π

= 2
π∫

0

ρ12(θ) cos θ sin θ dθ

De là, par conservation de l’énergie, on obtient la transmitivité totale hémisphérique :

τ̄12 = 1− ρ̄12

Et par ailleurs, on peut montrer que :

ρ̄21 = ρ̄12 et τ̄21 = τ̄12

Remarque. Le calcul des réflectivités et transmitivités totales hémisphériques se fait
numériquement à partir de la connaissance des indices de réfraction n et d’extinction
k déterminés comme nous l’avons vu dans un paragraphe de la section 3.1.2.
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3.1.3. Les trois matériaux utilisés
Nous avons vu dans les parties précédentes comment on obtient le thermogramme

expérimental ainsi que les propriétés thermiques et radiatives pour alimenter le code
d’estimation. Avant de passer à l’étape de validation en tant que telle, nous présentons
ici les trois matériaux sur lesquels nous avons validé ce code.

Le POCO

Le POCO 2 (cf. [Sheppard 2001] et Figure 3.7) est un matériau à base de carbone
graphitisé. En regard de sa structure cristalline, le graphite POCO a une structure
hexagonal classique. Les espaces inter-couches peuvent varier en fonction de la ma-
tière première et du procédé de fabrication. Ainsi, on pense qu’une certaine proportion
de structures rhomboédriques coexiste aussi en tant qu’artefacts industriels. Les gra-
phites POCO sont hautement isotropiques — des propriétés identiques dans toutes
les directions — (un facteur entre 0,97 et 1,03, 1,00 étant l’isotropie parfaite) confor-
mément à leurs structure et propriétés et à l’opposé de graphite conventionnel qui
sont anisotropiques — des propriétés qui varient en fonction de la direction étudiée.
L’isotropie du POCO le rend utile pour de nombreuses applications où les matériaux
anisotropiques échouent mais aussi pour des applications où l’orientation a peu d’im-
portance.
Ainsi, les produits en POCO sont produits pour les marchés suivants : l’indus-

trie des semi-conducteurs, le biomédical, l’industrie du verre, l’industrie des machines
électriques. Le POCO a l’avantage de permettre des spécifications particulières en
matière de conception, d’usinage et de tests matériaux. Le POCO est alors classé
selon sa taille de grains. Bien qu’il soit impossible d’identifier des différences à l’œil
nu entre chaque classe de POCO, elles ont chacune leurs caractéristiques et proprié-
tés physiques particulières qui déterminent leurs performances sous des conditions
spécifiques pour lesquelles certaines classes sont plus adaptées que d’autres.

Figure 3.7.: Le graphite POCO

2. Il est notamment fabriqué par la société POCO Graphite.
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L’aérogel de silice

Un aérogel est un matériau similaire à un gel mais dans lequel le liquide est remplacé
par du gaz (en général de l’air). C’est donc un solide de très faible densité qui possède
de nombreuses propriétés remarquables et que nous allons citer brièvement. Dans le
cas de l’aérogel de silice (cf. [Spagnol 2007] et Figure 3.8), la matrice solide est bien
sûr de la silice. Sa fabrication consiste à remplacer la composante liquide d’un gel de
silice par du gaz. En pratique, c’est plus compliqué : la structure du gel a tendance
à s’effondrer quand on le sèche simplement, il devient alors poreux et s’effrite. On
va alors sécher de l’hydrogel, un gel de silice, dans des conditions de température et
de pression extrêmes en remplaçant l’eau par un liquide comme l’éthanol en présence
d’un précurseur, l’alcoxyde de silice (un catalyseur). Cette réaction produit de la silice.
Les propriétés mécaniques et thermiques du produit varient suivant le choix des fibres,
du moule de l’aérogel et des additifs opaques inclus.

Figure 3.8.: Un échantillon d’aérogel de silice

L’aérogel 3 est composé jusqu’à 99,8 % d’air et apparaît donc semi-transparent.
L’aérogel est un matériau élastique et léger. Ces propriétés mécaniques font qu’il est
utilisé comme absorbeur d’énergie et piège à particules hyper-rapides.
Sa microstructure est dendritique avec des particules sphériques d’une taille moyenne

de 2 à 5 nm agglomérées comme le montre la figure 3.9 présentant un cliché MEB
d’un aérogel de silice. Elles forment ainsi une structure tridimensionnelle hautement
poreuse de chaînes (en forme de fractales). Les pores mesurent moins de 100 nm.
L’aérogel a tendance à se disperser mais grâce à sa microstructure, il peut supporter
plus de deux mille fois son poids. La taille et la densité moyenne des pores peuvent
être ajustées lors de la fabrication. Sa légèreté, son homogénéité, sa surface spécifique
importante et ses multiples compositions possibles sont des propriétés qui en font un
bon catalyseur et échangeur d’ions. Il est aussi utilisé pour le confinement de déchets
radioactifs et le stockage de carburant.
L’aérogel est un très bon isolant avec la propriété remarquable de stopper presque

complètement les trois modes de transfert de chaleur (conduction, convection et rayon-

3. Il est le solide le plus léger connu.

70



3.1. Validation du modèle

Figure 3.9.: Cliché MEB d’un aérogel de silice

nement). L’aérogel en silice est un bon isolateur conductif car la silice est un mauvais
conducteur de chaleur 4. C’est un bon inhibiteur convectif car l’air ne peut pas circuler
à travers le maillage de la structure. Enfin, les aérogels composés de matériau opaque
au rayonnement — et donc absorbant le rayonnement infra-rouge —, tel que le car-
bone, sont de bons isolants au rayonnement. L’aérogel de silice avec des particules de
carbone est le plus isolant. Notons qu’il est possible d’améliorer les capacités isolantes
des aérogels en les vidant partiellement de leur air. Ces propriétés thermiques d’ex-
cellent isolant solide, transparent et léger, pouvant supporter des hautes températures,
associées à ces propriétés optiques de faible indice de réfraction notamment, en font
un très bon isolant du bâtiment (vitrages par exemple) et réfrigérant de portable. Il
est aussi utilisé en cryogénie et dans l’aérospatial pour faire des sondes et des véhicules
spatiaux, pour la capture de poussières cosmiques et comme guide d’ondes.
Enfin, ses propriétés électriques sont également excellentes : sa constante diélec-

trique est faible. On l’utilise alors comme diélectrique pour ordinateur et barre d’es-
pacement pour électrodes sous vide.

Le WDS

Le WDS 5 (cf. Figure 3.10) est un isolant thermique microporeux présentant un
excellent pouvoir isolant avec une conductivité thermique très faible (inférieure à celle
de l’air !). Il est composé d’oxydes inorganiques, essentiellement de silices pyrogénées,
le reste étant constitué de silicates et d’opacifiants nanoparticulaires destinés à ab-
sorber le rayonnement infrarouge. Le WDS est utilisé comme isolant dans les fours
industriels et les fours de traitement thermique dans l’industrie de l’aluminium. Il
remplit alors plusieurs fonctions telles que :
– le contrôle de la dissipation de chaleur,
– la diminution des poids et volumes de l’isolation,
– l’augmentation de la rétention de chaleur,

4. Les aérogels métalliques sont de meilleurs conducteurs de chaleur.
5. Il est notamment fabriqué par la société Distrisol.
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– et l’augmentation du volume utile.

Figure 3.10.: Trois échantillons de WDS

Le WDS est aussi utilisé avec succès dans :
– des installations de traitement thermique du verre,
– des systèmes de protection contre les incendies,
– des composants électroniques,
– des appareils de mesure et instrumentation,
– la construction automobile,
– des cheminées, tuyauteries et systèmes d’échappement de moteurs diesel.
Une telle conductivité thermique est dû à la microstructure du matériau nano-

poreux. Il est extrêmement poreux (au-delà de 90 %), constitué de squelettes tridi-
mensionnels de nanoparticules coalescées en chaînes et amas — formant une matrice
microporeuse, constituant solide majoritaire, conférant les propriétés thermiques —
empêchant par viscosité tout mouvement du gaz ambiant occupant ses pores : le
transfert convectif y est annihilé et le transfert conductif réduit. L’adjonction de mi-
croparticules opacifiantes de taille micrométrique rendent le matériau opaque dans
l’infrarouge car elles augmentent l’extinction au sein du milieu microporeux et ré-
frènent par conséquent le transfert radiatif. Enfin, des fibres de diamètre micromé-
trique et de longueur millimétrique fournissent un renfort mécanique à l’ensemble. La
figure 3.11 illustre les trois niveaux d’échelles ainsi présents dans le WDS.
Les nanoparticules du WDS sont en silice amorphe SiO2, les microparticules en

zircon ZrSiO4 et les fibres sont en verre. La figure 3.12 présentent des clichés MET du
WDS.

Les matériaux des couches opaques

Pour pouvoir utiliser la méthode flash sur des matériaux semi-transparents tels
que l’aérogel de silice et le WDS, il est nécessaire de déposer un matériau opaque
en faces avant et arrière des échantillons afin que le rayonnement du flash soit bien
absorbé en face avant — qu’il ne traverse pas en totalité directement l’échantillon — et
que la température mesurée par les détecteurs soit bien celle de la face arrière. Pour

72



3.1. Validation du modèle

Figure 3.11.: Les trois niveaux d’échelles du WDS

Figure 3.12.: Clichés MET du WDS aux échelles micrométrique et nanométrique
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ces deux matériaux, nous avons choisi de déposer des couches de peinture opaque
dont les caractéristiques utiles à nos caractérisations sont décrites ci-après. Cette
peinture est un aérosol sans plomb de couleur noire de la marque MANUTAN dont
le constituant principal est de la résine de silicone modifiée. Elle peut résister jusqu’à
des températures de l’ordre de 1000 K.
Dans le cas de l’aérogel de silice, l’épaisseur de ces couches est de 50 µm. Des carac-

térisations de cette peinture (cf. [Toru 2011]) ont montré que sa diffusivité thermique
était de l’ordre de 10−6 m2.s-1, qu’il s’agissait d’un matériau non diffusant et que son
cœfficient d’absorption était de l’ordre de 5.103 m-1.
Dans le cas du WDS, l’épaisseur de ces couches est de 150 µm. Leurs autres carac-

téristiques restent inchangées.

Propriétés des matériaux de validation

Le tableau 3.1 regroupe l’ensemble des propriétés de ces trois matériaux que nous
avons mesurées à partir des techniques décrites dans les paragraphes précédents et
qui nous ont permis de reproduire leur réponse à la méthode flash. C’est ce que nous
allons voir dans la partie suivante.

Matériau POCO Aérogel de silice WDS
Température (̊ C) 2000 20 145 306 20 390
Épaisseur (mm) 2,0 3,3 2,4
Capacité calorifique 4,0.106 2,2.105 2,7.105 3,1.105 2,2.105 3,2.105

volumique (J.m-3.K-1)
Indice optique ≥ 8,0 ' 1,0 ' 1,0 ' 1,0 ' 1,0 ' 1,0
Cœfficient d’absorption

' 105 155 225 260 90 10
(m-1)
Cœfficient de diffusion

' 0 210 540 460 4,8.103 1,1.104

(m-1)

Table 3.1.: Propriétés thermiques et radiatives des matériaux de validation

Concernant les propriétés de réflectivités et transmitivités aux interfaces, nous nous
sommes aperçus que leur valeur avait très peu d’impact sur les thermogrammes de
tricouches.

3.1.4. Validation du code
Nous confrontons donc les résultats de notre modèle à l’expérience de la méthode

flash appliquée à trois matériaux — le POCO, l’aérogel de silice et le WDS — dont
les thermogrammes ont été collectés à différentes températures. La démarche est de
procéder par validations successives en commençant par un matériau pour lequel le
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transfert de chaleur est purement conductif, puis en étudiant le cas d’un matériau
transparent, avant d’étudier des cas moins conventionnels avec deux matériaux semi-
transparents.
Toutes les propriétés des matériaux et des couches données dans le tableau 3.1

et au paragraphe qui précède ont été injectées dans le code et seuls la diffusivité
thermique phonique effective de ces matériaux et le cœfficient d’échange ont été esti-
més par une méthode des moindres carrés avec l’algorithme de Levenberg-Marquardt
[Levenberg 1944, Marquardt 1963, Gill 1978]. Les résultats sont regroupés dans le ta-
bleau 3.2.

Le cas du POCO

L’étude sur l’échantillon monocouche de POCO montre que le code est valide dans
le cas bien connu où le transfert de chaleur est purement conductif. La figure 3.13 com-
pare le thermogramme expérimental mesuré à 2000 C̊ et le thermogramme numérique
obtenu par moindres carrés avec les propriétés à 2000 C̊.

Figure 3.13.: Méthode flash sur un échantillon de graphite POCO AXM-5Q1

Le thermogramme du POCO à une élévation de température initiale nulle avec
une tangente à l’origine nulle. Ce comportement traduit le caractère exclusivement
conductif du transfert de chaleur au sein de ce matériau, même à très haute tempéra-
ture. La température en face arrière de l’échantillon ne voit donc pas sa température
augmenter instantanément mais le temps que le flux conductif lui parvienne. La tem-
pérature continue de croître, la courbe traçant une inflexion. Elle atteint un maximum
avant de décroître à cause des pertes convecto-radiatives. En l’absence de ces pertes,
elle tendrait vers une asymptote qui aurait la valeur de la température adiabatique
Tadiab = Q/(ρcP e), avec Q la densité d’énergie du flash, ρcP la capacité calorifique
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volumique du matériau et e l’épaisseur de l’échantillon. Il s’agit ici d’un cas clas-
sique pour la méthode flash puisque le POCO est un matériau opaque vis-à-vis du
rayonnement thermique.
L’accord entre la courbe théorique issue de notre modèle et la courbe expérimentale

est excellent —même à cette température élevée — et la valeur estimée de la diffusivité
thermique phonique (9,8.10-6 m2.s-1) est en accord avec la littérature (cf. [Hay 2006]
et [Dalbin 1998] (9,97.10-6 m2.s-1)). La valeur élevée du cœfficient d’échange convecto-
radiatif est en accord avec la température de l’expérience (2273 K).

Validation dans le cas d’un matériau transparent

Dans le cadre de la publication de l’article [Niezgoda 2011] (cf. Annexe A), l’arbitre
nous a proposé une inter-comparaison que nous soumettons ici. Il s’agit d’étudier le
cas d’un matériau parfaitement transparent en faisant tendre les propriétés radiatives
vers zéro (κ → 0 et σ → 0) à 293 K sur lequel deux couches noires parfaitement
opaques sont déposées de part et d’autre. Les caractéristiques du matériau sont les
suivantes : une épaisseur de 3 mm, une conductivité effective de 0,02 W.m−1.K−1,
une capacité calorifique volumique de 2,2.105 J.m−3.K−1 et un cœfficient d’échange
de 10 W.m−2.K−1. Les caractéristiques des couches déposées sont les suivantes : une
épaisseur de 100 µm, une diffusivité thermique de 5.10−5 m2.s−1 et une émissivité de 1.
Dans ce cas, les transferts de chaleur par conduction et rayonnement sont découplés
(la divergence du flux radiatif est nulle dans l’équation de l’énergie) et le transfert
de chaleur radiatif est réduit à un échange direct entre les deux couches déposées. Il
s’écrit : ϕr = σSB (T 4

couche 1 − T 4
couche 2).

L’arbitre a résolu ce problème de thermique par une méthode de différences finies
en utilisant la formule analytique précédente pour le flux radiatif, ce qui donne le
thermogramme noté « Transparent_ANALYTIC » sur la figure 3.14. Il a par ailleurs
implémenté le problème puis l’a résolu numériquement les équations couplées de l’éner-
gie et du transfert radiatif avec κ → 0 et σ → 0 pour obtenir la solution sous la
forme du thermogramme noté « Transparent_NUMERIC » sur la figure 3.14. Pour
résoudre ce problème thermique, il a utilisé une combinaison d’une méthode de diffé-
rences finies et une méthode d’ordonnées discrètes tout comme l’ont fait Coquard et
al. [Coquard 2009]. Enfin, il a également tracé sur la même figure le thermogramme
obtenu pour le matériau opaque.
Nous avons donc reproduit les mêmes thermogrammes à l’aide du modèle que nous

avons développé. Ils sont représentés sur la figure 3.15.
On note que, pour les thermogrammes fournis par l’arbitre, l’accord entre les ap-

proches analytique et numérique de ce cas transparent est très bon. Par ailleurs, nos
thermogrammes reproduisent également très bien ceux de l’arbitre montrant par la
même que notre code est capable de rendre compte du comportement thermique de
matériaux transparents multicouches.
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Figure 3.14.: Thermogrammes de l’arbitre pour l’étude en inter-comparaison d’un
matériau transparent

Figure 3.15.: Nos thermogrammes pour l’étude en inter-comparaison d’un matériau
transparent
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Le cas de l’aérogel de silice

La même procédure est appliquée pour l’estimation de la diffusivité thermique effec-
tive de l’aérogel de silice. Nous l’avons déjà mentionné : en pratique, des fines couches
de peinture graphite sont déposées en face avant et arrière de l’échantillon afin de
permettre l’expérience de la méthode flash. Dans cette configuration, l’échantillon
étudié est considéré comme un tricouche dans notre modèle d’estimation. Nous avons
collecté les thermogrammes à trois températures différentes (20, 145 et 306 C̊), c’est
ce que représente la figure 3.16.

Figure 3.16.: Méthode flash sur un échantillon d’aérogel de silice à 20 C̊ (a), 145 C̊
(b) et 306 C̊ (c)

Pendant les 10-20 premières secondes des expériences, la forme des courbes ne
correspond pas à ce qu’on peut observer généralement dans les cas classiques d’expé-
riences flash dans lesquelles le transfert de chaleur est purement conductif (cf. [Degiovanni 1988]).
De plus, ces formes atypiques dues à la nature semi-transparente de l’aérogel évo-
luent avec l’augmentation de la température jusqu’à tendre vers une allure de ther-
mogramme en face avant (une décroissance continue de la température). En effet,
contrairement au cas d’un matériau opaque tel que le POCO décrit au paragraphe
précédent, on observe une élévation très élevée et brutale de température à l’instant
initial. Cela s’explique par le fait que la couche opaque de très faible épaisseur qui
a absorbé la totalité du rayonnement laser flash ré-émet instantanément un rayon-
nement dans l’infrarouge dans lequel l’aérogel est quasi-transparent. Ainsi, une très
grande partie de l’énergie traverse directement l’échantillon pour arriver sur la face
arrière qui voit sa température augmenter fortement quasi-instantanément. L’énergie
de cette face arrière est alors dissipée dans le matériau par conduction et rayonne-
ment et, sous la forme de pertes convecto-radiatives, à l’extérieur de l’échantillon. Le
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front conductif issu de la face avant arrive alors en face arrière ce qui élève de nou-
veau sa température sans atteindre toutefois le pic initial. À hautes températures, on
s’aperçoit que cette remontée n’existe même plus. Enfin, sous l’influence des pertes
convecto-radiatives, la température de l’échantillon décroît.
Il semble important de décrire la manière dont chaque paramètre influe sur la forme

du thermogramme. La valeur de la diffusivité thermique a et celle de l’épaisseur de
l’échantillon e jouent sur la durée de l’expérience flash : plus le temps caractéristique
τ = e2/a est petit, plus l’expérience est rapide (plus le maximum de température
intervient tôt). Les propriétés radiatives ont une influence sur la hauteur et la forme
de la marche de la température aux temps courts : plus l’épaisseur optique βe (où
β = κ+ σ est le cœfficient d’extinction) est grande, plus le comportement thermique
se rapproche de celui d’un matériau purement conductif (absence de marche). Enfin,
le rapport du cœfficient d’absorption κ sur le cœfficient de diffusion σ joue sur la
courbure de la marche aux temps courts.
Ces comportements sont parfaitement reproduits par notre modèle. Signalons que

le pic de température aux temps courts n’est pas un artefact électronique mais corres-
pond à la réponse du matériau à la sollicitation du flash. L’estimation des diffusivités
thermiques phoniques effectives de l’aérogel de silice donnent les résultats suivants :
3,9.10-8 m2.s-1 à 20 C̊, 3,2.10-8 m2.s-1 à 145 C̊ et 2,8.10-8 m2.s-1 à 306 C̊, ce qui
correspond à l’ordre de grandeur de ce qui était attendu (cf. [Coquard 2006]).
Remarque. Signalons, comme cela l’avait déjà été démontré par Hahn et al. [Hahn 1997],
que l’on peut commettre une grande erreur (parfois supérieure à 100 %) sur l’esti-
mation de la diffusivité thermique d’un matériau semi-transparent si on ne prend pas
en compte le transfert radiatif dans le modèle. Par exemple, dans le cas de l’aérogel
de silice à 20 C̊, on trouve une diffusivité thermique de 8,4.10-8 m2.s-1 au lieu de
3,9.10-8 m2.s-1, soit une erreur de 115 % !

Le cas du WDS

Enfin, nous traitons le cas d’un superisolant, le WDS. L’échantillon est inséré entre
deux couches de peinture opaque : on considère finalement un tricouche. Nous pré-
sentons ici les résultats pour deux températures : 20 et 390 C̊, comme le montre la
figure 3.17.
L’évolution de la température présente ici des allures différentes aux temps courts

par rapport à ce qui a été observé sur la figure 3.16. On observe la présence d’une
marche d’allure différente en fonction de la température. Ces allures sont dues aux
couches opaques suffisamment épaisses pour ne pas présenter un grand saut de tem-
pérature mais simplement des marches dont la hauteur augmente avec la température
car la diffusion du rayonnement y est d’autant plus présente. Et on retrouve en-
suite l’allure classique d’un thermogramme de méthode flash comme on l’a vu avec le
POCO.
Dans ce cas également, le modèle numérique reproduit très bien le comporte-

ment expérimental. Les couches opaques ne nous empêchent pas d’estimer correcte-
ment la diffusivité thermique du matériau semi-transparent aux deux températures :
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Figure 3.17.: Méthode flash sur un échantillon de WDS à 20 C̊ (a) et 390 C̊ (b)

7,5.10-8 m2.s-1 à 20 C̊ et 9,8.10-8 m2.s-1 à 390 C̊, ce qui correspond tout à fait à ce
que Jannot et al. [Jannot 2010] ont présenté (< 1.10-7 m2.s-1).

Conclusion

Voici, résumés dans le tableau 3.2, tous les résultats sur la diffusivité thermique
phonique effective des trois matériaux que nous avons étudiés et que nous venons de
présenter.

Matériau POCO Aérogel de silice WDS
Température (̊ C) 2000 20 145 306 20 390
Diffusivité 9,8.10−6 3,9.10−8 3,2.10−8 2,8.10−8 7,5.10−8 9,8.10−8

thermique (m2.s-1)
Cœfficient d’échange 4,1.103 5 25 70 10 25
(W.m-2.K-1)

Table 3.2.: Diffusivités thermiques phoniques effectives des trois matériaux étudiés
et cœfficients d’échanges convecto-radiatifs estimés

Nous constatons que les deux matériaux semi-transparents ont des comportements
différents. En effet, la diffusivité thermique de l’aérogel de silice diminue avec la tempé-
rature tandis que celle du WDS augmente avec la température. Cela pourrait s’expli-
quer grâce à la microstructure des matériaux que nous avons décrites précédemment.
En effet, l’aérogel de silice ne possède qu’un seul constituant solide alors que le WDS
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est constitué de nanoparticules, microparticules et de fibres. Les propriétés de ces
constituants évoluent avec la température, ce qui pourrait expliquer l’évolution de la
diffusivité thermique. Il faudrait aussi vérifier l’influence de la dilatation thermique
sur l’estimation de la diffusivité thermique : en effet, elle peut être présente à cause à
l’élévation de température et provoquer une variation de l’épaisseur des échantillons
qui modifierait par conséquent l’estimation de la diffusivité thermique (puisque l’on
considère une épaisseur initiale).
Il s’agit d’une première incertitude de mesure. Une deuxième incertitude réside

dans la difficulté de mesurer l’épaisseur de l’échantillon et en particulier des couches
opaques en faces avant et arrière. Enfin, les valeurs que nous donnons ici comportent
une incertitude due au modèle utilisé. Des travaux sont actuellement en cours avec
le LNE 6 [Fischer 2011] afin de quantifier ces incertitudes que nous commettons. Elles
sont en général de l’ordre de 3 à 5 %.
Nous avons réalisé des mesures de la méthode flash sur ces trois matériaux aux

propriétés thermiques et radiatives différentes. Leurs comportements thermiques sont
ainsi très différents et notre modèle est capable de les restituer parfaitement prou-
vant qu’il peut simuler cette expérience dans les cas où conduction et rayonnement
sont couplés. En particulier, il restitue très bien tous les phénomènes résultant de
ce couplage (marche, pic, etc.) pour différents types de matériaux semi-transparents
et peut ainsi déduire précisément la diffusivité thermique phonique effective des ma-
tériaux hétérogènes considérés. Le modèle que nous présentons est adaptable à tout
type de configuration multicouche et à différentes expériences thermiques. Il peut
ainsi résoudre de nombreux problèmes et rend possible de manière simple l’estima-
tion de la diffusivité thermique de milieux semi-transparents jusqu’à des très hautes
températures.

3.2. Vers un modèle 3D
Après avoir présenté et validé notre modèle résolvant le couplage conducto-radiatif

pour des milieux semi-transparents, nous allons montrer à présent qu’il peut s’utiliser
de manière très simple car on peut mettre en place un formalisme qui étend la notion
de quadripôles thermiques : nous introduisons ici l’hexadécapôle (cf. [Niezgoda 2011],
Annexe A). À partir de là, peut-on envisager la modélisation du transfert de chaleur
couplé conducto-radiatif en 3D dans une structure composée de voxels en utilisant le
formalisme hexadécapolaire ?

3.2.1. Extension du modèle quadripolaire : l’hexadécapôle
Rappels sur les quadripôles

Rappelons brièvement et de manière non exhaustive le principe de la méthode des
quadripôles thermiques. Le lecteur intéressé pourra trouver plus de détails dans l’ou-

6. Laboratoire National de métrologie et d’Essais
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vrage de référence écrit par Maillet et al. [Maillet 2000]. La méthode des quadripôles 7

est une méthode analytique exacte et explicite de modélisation des systèmes linéaires.
Elle peut être utilisée pour de nombreux problèmes linéaires mais elle a trouvé une
utilisation particulière pour les problèmes de transfert de chaleur et de masse. Dans
sa forme la plus simple et la plus classique, il s’agit de relier linéairement un vecteur
composé des transformées de la température et du flux sur une surface — dite d’entrée
— du milieu considéré (couche) au vecteur sur une autre surface — dite de sortie —
par l’intermédiaire d’une matrice 2 × 2 — dite matrice de transfert — qui constitue
le quadripôle relatif au milieu considéré.
On parle de transformées car les grandeurs de température et de flux sont rarement

utilisées dans le domaine réel. En effet, pour résoudre de manière simple de nombreux
problèmes — et nous l’avons vu au début de ce chapitre — compliqués dans l’espace
réel, on applique par exemple des transformations de Laplace pour des problèmes
transitoires monodimensionnels, des transformées de Fourier en espace pour des pro-
blèmes stationnaires bidimensionnels, ou encore un déphasage (utilisation d’une am-
plitude complexe) pour des problèmes monodimensionnels périodiques. Pour certains
problèmes, on pourra appliquer plusieurs transformations.
Cette méthode permet donc le calcul de champ de température θ et de flux ϕ mais

également — et c’est son grand avantage — une représentation du transfert de chaleur
dans des multicouches en prenant en compte divers phénomènes. En effet, il existe
différents types de quadripôles pour représenter différents phénomènes : résistance
de contact, pertes convectives, résistance de constriction, etc. (dans la mesure où ces
problèmes peuvent être modélisés de manière linéaire comme pour le cas de base). La
forme classique du quadripôle est alors donnée par la figure 3.18 et l’équation (3.1)
(où l’indice e est relatif aux grandeurs d’entrée et s à celles de sortie).

Figure 3.18.: Les deux représentations du quadripôle

 θ̄e

ϕ̄e

 =
A B

C D

 θ̄s

ϕ̄s

 (3.1)

L’intérêt pratique de cette méthode réside donc dans le fait qu’on peut résoudre
facilement un problème multicouche par simple mise en série des quadripôles reliant

7. Cette méthode tire son nom des électriciens qui utilisent ce terme. Cette méthode leur em-
prunte aussi le formalisme des circuits électriques en représentant le transfert de chaleur au sein de
multicouches par des impédances (résistances, capacités, etc.).
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le vecteur d’entrée d’un constituant — qui est la sortie du précédent — à sa sortie —
qui est l’entrée du suivant comme le montre l’équation (3.2).

 θ̄e

ϕ̄e

 =
A1 B1

C1 D1

 A2 B2

C2 D2

 θ̄s

ϕ̄s

 (3.2)

L’hexadécapôle

Nous renvoyons au livre de Maillet et al. [Maillet 2000] pour trouver différents
exemples de problèmes pouvant être résolus par la méthode des quadripôles. Nous
allons montrer que nous pouvons mettre notre problème de couplage conducto-radiatif
dans un échantillon multicouche (avec les hypothèses qu’il comporte) dans le même
formalisme. Considérons une couche et reprenons les résultats de la section 2.2.1. Nous
n’avons plus deux grandeurs à transporter mais quatre dont nous avons déterminées
les expressions dans l’espace de Laplace en fonction de la profondeur z : la température
θ̄ donnée par l’équation (2.33), la densité de flux total ϕ̄ donnée par l’équation (2.44)
et les deux luminances hémisphériques L̄+ et L̄− données par les équations (2.42) et
(2.42).
Ces quatre équations peuvent se mettre sous la forme matricielle suivante :

∀ 0 ≤ z ≤ e,


θ̄(z)
ϕ̄(z)
L̄+(z)
L̄−(z)

 = M


α1

α2

α3

α4

+ m (3.3)

où M est une matrice 4 × 4 et m un vecteur constant ne dépendant que de z. En
particulier, on peut écrire ce système en entrée e d’une couche et en sortie s de cette
même couche. Les (αi)1≤i≤4 sont constants dans une couche ; ainsi, on peut combiner
les deux systèmes obtenus pour relier directement l’entrée à la sortie. Ce qui donne :


θ̄

ϕ̄

L̄+

L̄−


e

= MeM
−1
s︸ ︷︷ ︸

H


θ̄

ϕ̄

L̄+

L̄−


s

+
(

me −MeM
−1
s ms

)
︸ ︷︷ ︸

h

(3.4)

On définit alors H, une matrice 4 × 4, que l’on nomme hexadécapôle par analogie
avec le quadripôle. Le vecteur h est ce qu’on appelle un terme source. Ainsi, avec
ce formalisme hexadécapolaire, il devient très simple de résoudre des problèmes de
transfert de chaleur couplé conducto-radiatif dans des multicouches par analogie avec
le formalisme décapolaire pour des problèmes de transfert de conduction pure.
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3.2.2. Modélisation multidimensionnelle du transfert thermique
couplé conducto-radiatif par une approche hexadécapolaire

Le second objectif de ce travail de thèse est de modéliser le transfert de chaleur
couplé conducto-radiatif dans une structure composée de voxels, chaque voxel étant
homogène i.e. qu’il n’est composé que d’un seul constituant 8 et pouvant être de nature
différente à celle de ces voisins. Le voxel peut être vu comme le pendant 3D d’une
couche en 1D. Ainsi, au regard du travail de résolution que nous avons mené dans
ce chapitre, ne peut-on pas utiliser le formalisme 1D hexadécapolaire dans les trois
directions de l’espace pour mener une résolution 3D ? Nous allons tenter de creuser
cette piste qui pourrait ouvrir de nouveaux horizons si on peut répondre à cette
question par l’affirmative. . .
Le problème peut se poser de la façon suivante. Considérons un voxel dans lequel

nous voulons déterminer la température (uniforme) à un instant donné à partir de la
température supposée connue à cet instant de ces six voisins : est-ce possible ? Consi-
dérons le cas simple en 2D de deux pixels comme le montre le schéma de la figure 3.19.
A désigne le pixel voisin dont on connaît la température (prise au centre considéré
comme un nœud) et B désigne le pixel considéré dont on cherche la température
(également prise au centre, un autre nœud). A/B désigne l’interface entre les deux
pixels.

Figure 3.19.: Schéma représentant deux pixels

Raisonnement sur un cas de conduction pure

Dans le cas de conduction pure, on a six grandeurs : température et densité de
flux total en A (pixel voisin), en A/B (interface entre les deux pixels) et en B (pixel
considéré). Parmi ces six grandeurs, il y en a une que l’on se donne : la température
en A, et cinq qui nous sont inconnues parmi lesquelles une qui nous intéresse plus
particulièrement : la température en B. Avec une grandeur donnée pour six grandeurs

8. Si le voxel est à l’interface de deux constituants, le constituant dont il est composé peut être
soit le matériau majoritaire, soit un matériau homogénéisé.
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au total, soit cinq inconnues, nous devons être capable d’écrire cinq équations indé-
pendantes entre ces six inconnues. Combien d’équations indépendantes pouvons-nous
écrire ? Quatre sont évidentes, ce sont les deux relations qui font intervenir les qua-
dripôles entre A et A/B, et les deux autres qui font intervenir les quadripôles entre
A/B et B. Notons que les deux relations entre A et B résultent de ces dernières et ne
sont donc pas indépendantes par rapport à elles. Avec ces quatre équations entre ces
six grandeurs dont une connue, nous pouvons exprimer chaque grandeur en fonction
d’une autre et de la grandeur connue. En particulier, nous pouvons exprimer la den-
sité de flux à l’interface A/B en fonction de la température recherchée en B et de la
température connue en A. La cinquième équation qui ferme le problème est un bilan
de flux : la somme des densités de flux rentrantes dans chaque pixel par leurs inter-
faces est nulle en régime stationnaire ou est égale à un terme de stockage d’énergie
en régime instationnaire (principe de conservation de l’énergie). Dans ce cas à deux
voxels, la densité de flux à l’interface est donc connue et on peut donc en déduire la
température recherchée en B en fonction de celle connue en A.
Développer un tel modèle dans le cas d’un problème de conduction pure est donc

tout à fait possible. Nous ne développerons pas davantage mais passons dès à présent
au cas qui nous intéresse plus particulièrement dans cette étude : le cas d’un problème
conducto-radiatif.

Raisonnement sur un cas conducto-radiatif

La différence avec le cas de conduction pure se situe sur le nombre de grandeurs
physiques à considérer : avec les deux luminances qui s’ajoutent à la température
et à la densité de flux total, il n’y en a plus deux mais quatre. Reprenons la même
configuration que précédemment et tentons de refaire le même raisonnement. Nous
avons cette fois-ci douze grandeurs (quatre en A, quatre en A/B et quatre en B)
avec une qui est donnée : la température en A, et une recherchée : la température
en B. Il nous faut donc onze équations pour fermer le problème. Par la méthode
des hexadécapôles, nous pouvons écrire huit équations indépendantes entre toutes
ces grandeurs. Dans ce cas conducto-radiatif, nous pouvons donc exprimer la densité
de flux à l’interface en fonction de trois autres grandeurs et la température en A
connue. Mais contrairement au cas de conduction pure, un bilan de densité de flux
ne nous permet pas de fermer le problème car nous ne pouvons écrire la température
recherchée qu’en fonction de deux autres grandeurs : il nous manque deux autres
équations indépendantes pour fermer le problème.
Ainsi, cette méthode de résolution ne peut s’adapter à un cas tridimensionnel que

dans le cas d’un transfert de chaleur par conduction pure (avec deux grandeurs phy-
siques). Dans les autres cas, en particulier dans le cas d’un problème conducto-radiatif,
nous venons de montrer que cette méthode ne pouvait aboutir. La réponse à la ques-
tion que nous posions en introduction de cette section est donc négative et cette piste
doit être abandonnée. Le chapitre suivant va alors développé une autre démarche de
résolution pour modéliser le transfert thermique au sein de microstructure numérisée
composée de voxels.
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Chapitre 4.

Modélisation du transfert thermique
en couplage conducto-radiatif dans
une structure hétérogène 3D voxélisée
Le modèle 1D que nous avons décrit dans le chapitre 2 permet d’identifier la diffusi-

vité thermique phonique effective de milieux semi-transparents par méthode inverse.
Connaissant cette propriété, nous pouvons alors décrire le comportement thermique
du matériau effectif dans le cadre d’un problème direct. Cette modélisation permet
de faire un tri parmi les matériaux en fonction du besoin. Cependant, elle ne per-
met pas d’orienter plus précisément la conception et l’élaboration de matériaux pour
optimiser leurs performances thermiques. Pour ce faire, nous avons besoin de com-
prendre l’impact d’un procédé d’élaboration et du choix des constituants de base d’un
matériau hétérogène sur les propriétés thermiques et cela nécessite de connaître la
microstructure du matériau. En d’autres termes, pour aider au choix d’un procédé
d’élaboration d’un matériau et de ses constituants de base, nous devons savoir quelle
est l’influence de la microstructure sur le comportement thermique de ce matériau.
Voilà pourquoi nous voulons être capable de prédire le comportement thermique d’un
matériau poreux hétérogène à partir de sa microstructure.
Le modèle 1D a besoin de la diffusivité thermique effective du matériau hétérogène

pour reproduire son comportement thermique. Or, pour un matériau multiconstituant
donné, cette propriété n’est pas connue a priori, et c’est pour cela qu’on utilise ce mo-
dèle avec la méthode flash pour déterminer la diffusivité thermique. Ainsi, utiliser le
modèle 1D demanderait de fabriquer le matériau dont on veut étudier le comporte-
ment. Tester un matériau réel est coûteux à la fois en temps et financièrement. Au lieu
de créer des matériaux réels pour tester lequel a les meilleurs performances thermiques,
nous avons choisi la voie de la modélisation numérique afin de pouvoir étudier soit des
matériaux réels à partir de leur image numérique mais aussi des matériaux que nous
pouvons créer virtuellement 1. Ceci permet de modifier rapidement la microstructure
de ces matériaux virtuels en jouant sur les propriétés de leurs constituants de base
ou sur leurs caractéristiques géométriques. Le second but de ce travail ici présenté est
de développer le modèle qui permettrait de reproduire le comportement thermique
d’un matériau poreux hétérogène à partir de sa microstructure numérique discrétisée

1. Si le temps de calcul n’est pas onéreux !
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en un ensemble de voxels, chacun étant homogène constitué d’un unique constituant
[Niezgoda 2012] (cf. Annexe B). Le modèle 1D permet de faire un premier tri entre
les matériaux en fonction du besoin requis et le modèle 3D permettra de simuler leur
comportement thermique des matériaux retenus dans leurs conditions d’utilisation.

4.1. Les expériences à simuler
Dans cette première partie, avant d’aborder la résolution théorique et numérique

de ce modèle, nous allons décrire plus précisément les objectifs de cette modélisation
et répondre ainsi aux questions suivantes : Quelle est la finalité de ce modèle ? Quelle
a été la démarche adoptée pour le concevoir de dans quel cadre reste-t-il valable ?

4.1.1. La fonction du modèle
L’objectif de ce modèle qu’on cherche à développer est de reproduire le comporte-

ment thermique d’un matériau à partir de sa représentation numérique 3D. On peut
alors choisir de rester dans une démarche empirique puisqu’un matériau réel peut aussi
être étudié par cette méthode. Les matériaux qui sont utilisés par le CEA peuvent être
soumis à différentes sollicitations thermiques dans leur environnement d’utilisation.
Le code devra donc être capable de restituer ou de prédire le comportement de ces
matériaux sous ces différents types de sollicitation. En fonction des applications de
ces matériaux — ingénierie aéronautique, ingénierie automobile, piles à combustible,
habitat, etc. —, les simulations à réaliser sont soit en régime stationnaire, soit en
régime transitoire. La modélisation tiendra compte de cette considération et distin-
guera les deux cas. Si à terme le code de calcul sera capable de modéliser toutes les
expériences — les principales différences entre elles étant les conditions initiales et
aux limites appliquées —, nous nous limitons dans cette étude à deux expériences de
laboratoire, une pour chaque régime : l’expérience stationnaire de la plaque chaude
gardée et la méthode flash. Des études ultérieures pourront adapter la modélisation de
ces expériences pour développer celles des applications citées. Quant à nous, modéliser
ces expériences va nous permettre de valider notre code. Par ailleurs, nous pourrons
également à l’avenir caractériser les propriétés thermiques pouvant être obtenues par
ces deux expériences à partir des résultats issus de l’expérience numérique.
La méthode flash a été largement décrite au chapitre précédent à la section 2.1.2.

Abordons donc la description de l’expérience de la plaque chaude gardée. Cette ex-
périence stationnaire permet la mesure de la conductivité thermique des matériaux
isolants.
La plaque inférieure est maintenue à une température constante dite froide Tf et

la plaque supérieure à température dite chaude Tc. Le matériau à étudier est placé
entre ces deux plaques et isolé sur ces parois latérales. Le transfert de chaleur est
alors unidirectionnel et on mesure le flux ϕ établi entre les deux plaques. La conduc-
tivité thermique équivalente λeq du matériau d’épaisseur e et de surface S est alors
simplement déduite par la formule suivante :
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λeq = eϕ

S∆T
En pratique, c’est souvent le contraire qui est effectué : on mesure l’écart de tem-

pérature entre les plaques froide et chaude connaissant le flux appliqué à la plaque
chaude. Par ailleurs, le dispositif est symétrisé (cf. Figure 4.1) pour ne pas avoir de
biais dû à la dissipation du flux. La plaque chaude est donc située au centre et dé-
livre un flux constant et uniforme qui traverse les échantillons dont on veut mesurer la
conductivité thermique jusqu’aux plaques froides. Les plaques froides sont constituées
d’un matériau très conducteur (du cuivre ou de l’aluminium) et sont maintenues à
température constante par circulation d’un fluide provenant d’un bain thermostaté.
Pour s’assurer que le transfert de chaleur est bien unidirectionnel dans la zone centrale
de mesure, on entoure la zone chauffée par un anneau de garde — séparé de la plaque
chaude par une mince couche d’air — auquel on fournit un flux tel que la température
de l’anneau soit égale à la température de la plaque chauffante et supérieur au flux
de la plaque chaude pour compenser les pertes latérales convecto-radiatives. Ainsi,
tout le flux délivré par la plaque chauffante traverse bien les échantillons. Enfin, les
écarts de température dans les deux échantillons symétriques sont mesurés par des
thermocouples placés sur les deux faces des échantillons.

Figure 4.1.: L’expérience de plaque chaude gardée symétrique

Il est important dans cette méthode que la surface de l’échantillon soit suffisamment
grande par rapport à son épaisseur pour que les pertes latérales ne biaisent pas la
mesure. Cette méthode n’est applicable qu’aux isolants car leur grande résistance
permet de négliger les résistances de contacts (qu’on peut diminuer avec de la graisse
conductrice). Dans le cas de ces matériaux, les écarts de température entre les deux
plaques sont mesurés avec une bonne précision.
La fonction du modèle que nous allons décrire dans les parties suivantes est donc

de modéliser ces deux expériences à partir de la microstructure numérisée de maté-
riaux poreux par nature hétérogènes. Cette microstructure est obtenue par des tech-
niques d’imagerie sur ces matériaux. Il s’agit de travailler sur une image numérique de
l’échantillon étudié qui sera le support de la simulation de l’expérience thermique. En
utilisant la microtomographie X ou la tomographie FIB/MEB, il est possible d’obtenir
un ensemble d’images 2D à partir desquelles on reconstruit l’échantillon en 3D. Les

89



Chapitre 4. Modélisation du transfert thermique en couplage conducto-radiatif dans
une structure hétérogène 3D voxélisée

observations des volumes représentatifs (d’une taille de l’ordre de quelques centaines
de µm) reconstruits permettent de comprendre et d’analyser l’organisation structurale
de ces matériaux. L’échantillon numérique 3D est alors discrétisé en un ensemble de
voxels. Ces voxels constituent la maille élémentaire sur laquelle le problème de trans-
fert de chaleur considéré est résolu. Chaque voxel est donc supposé homogène 2 avec les
propriétés propres au constituant qu’il représente. Ainsi, cette discrétisation permet
de prendre en compte la microstructure des échantillons étudiés et la diffusion due à
l’hétérogénéité du matériau apparaît à une échelle plus globale avec les phénomènes
de réflexions et transmissions aux interfaces entre voxels de natures différentes.

4.1.2. La stratégie de résolution du problème et les hypothèses
de la modélisation

Nous allons à présent décrire la démarche de résolution analytique puis numérique
de ce problème de thermique. Comment résoudre les équations de thermique de la
méthode flash et de la méthode de la plaque chaude gardée dans ces structures voxé-
lisées ? Comment formaliser la résolution analytique pour l’implémenter dans un code
de calcul qui nous permettra d’obtenir le champ de température dans chaque voxel ?

Présentation des expériences

Nous considérons donc un échantillon parallélépipédique multiconstituant de quelques
millimètres de côté représentatif du matériau étudié. À partir de sa reconstruction nu-
mérique, il est à présent composé d’un certain nombre de voxels cubiques homogènes
— en fonction de la résolution. Chaque voxel, d’une taille de quelques dizaines microns,
possède les propriétés thermophysiques et radiatives du matériau qu’il représente et
peut être de nature semi-transparente.
Dans le cadre de la méthode flash, la face supérieure de l’échantillon reçoit à t = 0

un flux excitateur supposé être uniforme en espace et un Dirac en temps. Cette face
supérieure et la face inférieure sont laissées libres, elles subissent des pertes convecto-
radiatives. Par ailleurs, ces faces sont supposées opaques à émissions diffuses. Les faces
latérales sont adiabatiques et totalement réfléchissantes.
Dans le cadre de la méthode de la plaque chaude gardée, la face supérieure est

à une température imposée dite chaude Tc et la face inférieure à une température
imposée dite froide Tf avec Tc > Tf . Les faces latérales sont également adiabatiques
et totalement réfléchissantes.

Présentations des équations

Deux équations fortement couplées gouvernent la physique de ces problèmes de
thermique : l’équation du transfert radiatif (2.7) et l’équation de la chaleur (2.1).
En fonction du régime de l’expérience, l’équation de la chaleur est à considérer du

2. Si le voxel est à l’interface de deux constituants, le constituant dont il est composé peut être
soit le matériau majoritaire, soit un matériau homogénéisé.
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point de vue stationnaire ou instationnaire. La modélisation du transfert de chaleur
dans le cadre défini précédemment passe par la résolution de ces deux équations dans
chacun des voxels. Afin de simplifier un problème mathématique complexe et dans un
objectif de cerner les difficultés inhérentes à une telle modélisation, nous faisons les
considérations suivantes :
(i) Pour chaque face de chaque voxel, nous travaillons avec les luminances isotropes
équivalentes par demi-espace. Il y a donc deux luminances (entrante et sortante)
pour une face considérée.

(ii) La taille des voxels sera toujours supérieure à la longueur d’onde du rayonne-
ment thermique. En effet, nous plaçant dans le cadre de l’optique géométrique,
cette condition est nécessaire. En pratique, le critère à vérifier est que le para-
mètre de taille de Mie xMie = 2πδ/λ soit plus grand que 1. Prenons quelques
exemples. À 300 K (température ambiante), d’après la loi de Wien 3, l’émittance
monochromatique maximale du corps noir à cette température se situe à la lon-
gueur d’onde λmax = 10 µm. En considérant que 98 % du rayonnement se situe
dans la plage [λmax/2 ; 5λmax], la taille minimale δmin des voxels devra donc être
dans ce cas de 50 µm. À 1000 K, on a λmax = 3 µm, la taille minimale des voxels
devra donc être dans ce cas de 15 µm. À 3000 K, on a λmax = 1 µm, la taille
minimale des voxels devra donc être dans ce cas de 5 µm. Cette diminution de
la taille minimale des voxels avec l’augmentation de la température nous permet
de pouvoir appliquer notre modélisation à des hautes températures. Le critère de
Mie est vérifié dans tous ces cas.

(iii) Les propriétés et grandeurs radiatives de chaque constituant sont effectives
(ou totales, ou moyennes) pour l’ensemble du spectre i.e. qu’elles permettent
de reproduire le comportement global de l’échantillon. Cela revient à traiter des
équations non grises comme des équations grises et à éviter les calculs spectraux
et les intégrations en longueurs d’onde, permettant de reproduire le comporte-
ment thermique des échantillons que nous étudions. Cette hypothèse qui peut
sembler forte est néanmoins légitime car le champ de température recherché ré-
sulte de la considération de grandeurs énergétiques qui intègrent l’ensemble des
contributions de chaque longueur d’onde. Par ailleurs, comme cela est expliqué
dans la section 4.6.3 traitant des considérations numériques, la prise en compte
de grandeurs et propriétés dépendantes de la longueur d’onde (à des longueurs
d’onde particulières ou grises par bandes) nécessiteraient des stockages mémoires
et des temps de calcul qui ne sont pas (encore) supportés par les supercalcula-
teurs pétaflopiques du CEA sur lesquels nos calculs ont été lancés. Les équations
qui seront présentées dans la partie suivante sont donc écrites avec un formalisme
où les propriétés et grandeurs sont effectives mais le lecteur constatera qu’il est
facilement extensible pour des modèles où les grandeurs et propriétés sont dé-
pendantes de la longueur d’onde à des longueurs d’onde particulières ou dans le
cadre de modèles gris par bandes.

3. La longueur d’onde (en µm) à laquelle l’émittance monochromatique du corps noir à une
température T est maximale est donnée par la formule suivante : λmaxT ' 3000.
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(iv) Les propriétés sont indépendantes de la température. Cette hypothèse est va-
lable dans le cadre de la méthode flash où le champ de température ne varie au
maximum que de quelques degrés. Dans le cadre de la plaque chaude gardée,
les propriétés sont prises à la température moyenne arithmétique de celles de la
plaque chaude et de la plaque froide (Tc +Tf)/2. Dans des cas de comportements
réels de matériaux soumis à de fortes sollicitations thermiques, il est envisagé de
faire varier ses propriétés en fonction de la température.

Nous avons ainsi treize inconnues dans chaque voxel : la température (que nous
cherchons à déterminer au cours du temps dans le cadre de la méthode flash) et douze
luminances. Dans chaque voxel, nous allons donc résoudre l’équation du transfert
radiatif entre chaque face et les cinq autres — cela donne six équations — et l’équation
du bilan de flux mettant en jeu les flux conductifs et radiatifs échangés par chaque
voxel avec ses six voisins — cela donne une équation. Le problème est fermé avec
six relations d’interface pour chaque voxel — une pour chacune de leurs faces —
reliant la luminance isotrope équivalente entrante sur une face à la luminance isotrope
équivalente sortante sur la même face vue du voxel voisin. Pour déterminer ces treize
inconnues pour chaque voxel de la structure, il nous faut donc résoudre simultanément
ces treize équations que nous allons à présent expliciter pour chaque voxel.

4.2. L’équation du transfert radiatif
Les sections qui vont suivre vont s’attacher à formaliser les équations du problème

décrit dans la section précédente à partir de l’équation du transfert radiatif (ETR)
et du bilan de flux écrit pour chaque voxel. Nous verrons aussi comment s’écrivent
les conditions aux limites en fonction de l’expérience considérée. Cette section s’in-
téresse plus particulièrement à l’équation du transfert radiatif. Considérons un voxel
d’épaisseur δ de notre structure numérisée comme il est présentée par la figure 4.2 où
les faces sont numérotées arbitrairement.

Figure 4.2.: Schéma d’un voxel

Les numéros correspondent aux positions suivantes :
– 1 = derrière
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– 2 = devant
– 3 = gauche
– 4 = droite
– 5 = bas
– 6 = haut

4.2.1. Relations entre les luminances dans un voxel
Ce voxel est homogène, à température uniforme. Comme nous le disions précédem-

ment, l’idée est de relier chaque luminance isotrope équivalente sur une face à celles
des autres faces. Nous allons donc écrire la luminance sortante d’une des faces (par
exemple la 6) obtenue en sommant des contributions dues aux luminances entrantes
par les cinq autres faces. A priori, la luminance sortante de la face 6 n’est pas iso-
trope. On va donc rechercher le flux radiatif sortant de cette face Φs

rad,6 et en déduire
la luminance sortante isotrope équivalente L s

6 en fonction des luminances isotropes
équivalentes entrantes L e par les autres faces.
Soient M un point de la face 6 et Ni un point de la face i contribuant au flux

radiatif sortant de la face 6. Par définition, ce flux s’écrit :

Φs
rad,6 =

∫∫
M∈S6

−→
ϕs

r(M) · ~nS6 dSM6 =
∫∫

M∈S6

−→
ϕs

r(M) · ~z dSM6 (4.1)

où −→ϕs
r(M) est la densité de flux radiatif sortant en M . Par définition, elle s’écrit :

−→
ϕs

r(M) =
∫∫
Ω

L′(M,~u) ~u dΩ

où L′(M,~u) est la luminance directionnelle en M dans la direction ~u. En sommant les
contributions des cinq faces, on obtient :

−→
ϕs

r(M) =
5∑
i=1

∫∫
Ni∈Si

L′

M,

−−−→
NiM

NiM

 −−−→NiM

NiM
dΩi

=
5∑
i=1

∫∫
Ni∈Si

L′

M,

−−−→
NiM

NiM

 −−−→NiM

NiM

cos θNi
NiM

2 dSNi (4.2)

Pour déterminer la luminance directionnelle en M dans la direction ~u, nous appli-
quons l’ETR dans le voxel entre Ni et M avec si l’abscisse curviligne sur ce parcours.
Comme le voxel est homogène, il n’y a pas de terme de diffusion. Avec des grandeurs
radiatives effectives, l’ETR s’écrit donc :

dL′(si)
dsi

+ κL′(si) = κL0(T ) avec : L0(T ) = n2σSBT
4

π
= E (4.3)
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Remarque. Rappelons que la diffusion due à l’hétérogénéité du matériau apparaît
à une échelle plus globale avec les phénomènes de réflexions et transmissions aux
interfaces entre voxels de natures différentes. Nous verrons cela un peu plus loin. Cela
signifie aussi que les phénomènes de diffusion restitués ne pourront l’être qu’à une
échelle supérieure à la taille du voxel.

L’équation (4.3) se résout donc simplement pour donner :

L′(si) = L e
i e−κsi + E

(
1− e−κsi

)
= (L e

i − E ) e−κsi + E (4.4)

où L e
i est la luminance isotrope équivalente entrante sur la face i. À présent, on

réinjecte le résultat de l’ETR (4.4) dans l’équation (4.2) :

−→
ϕs

r(M) =
5∑
i=1

∫∫
Ni∈Si

[
(L e

i − E ) e−κsi + E
] −−−→NiM

NiM

cos θNi
NiM

2 dSNi

=
5∑
i=1

(L e
i − E )

∫∫
Ni∈Si

e−κsi
−−−→
NiM

NiM

cos θNi
NiM

2 dSNi

+E
∫∫

Ni∈Si

−−−→
NiM

NiM

cos θNi
NiM

2 dSNi

 (4.5)

Et on peut alors expliciter le flux radiatif sortant de la face 6 en réinjectant l’équa-
tion (4.5) dans l’équation (4.1) :

Φs
rad,6 =

∫∫
M∈S6

~z ·
5∑
i=1

(L e
i − E )

∫∫
Ni∈Si

e−κsi
−−−→
NiM

NiM

cos θNi
NiM

2 dSNi

+E
∫∫

Ni∈Si

−−−→
NiM

NiM

cos θNi
NiM

2 dSNi

 dSM

=
∫∫

M∈S6

5∑
i=1

(L e
i − E )

∫∫
Ni∈Si

e−κsi cos θM cos θNi
NiM

2 dSNi

+E
∫∫

Ni∈Si

cos θM cos θNi
NiM

2 dSNi

 dSM (4.6)

On reconnaît dans l’équation (4.6) les facteurs de forme fij dont l’expression est la
suivante :

fij = 1
πSi

∫∫
Mi∈Si

∫∫
Nj∈Sj

cos θMi
cos θNj

NjMi
2 dSNj dSMi

(4.7)
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et dont la somme sur les cinq faces fait 1. Le flux radiatif Φs
rad,6 se simplifie donc

comme suit :

Φs
rad,6 =

5∑
i=1

(L e
i − E )

∫∫
M∈S6

∫∫
Ni∈Si

e−κsi cos θM cos θNi
NiM

2 dSNi dSM

+E
∫∫

M∈S6

∫∫
Ni∈Si

cos θM cos θNi
NiM

2 dSNi dSM

︸ ︷︷ ︸
=πS6f6i



=
5∑
i=1

(L e
i − E )

∫∫
M∈S6

∫∫
Ni∈Si

e−κsi cos θM cos θNi
NiM

2 dSNi dSM

+ E πδ2
5∑
i=1

f6i︸ ︷︷ ︸
=1

Similairement aux facteurs de forme, nous définissons des grandeurs sans dimen-
sion que nous appelons facteurs de forme avec absorption ou facteurs exponentiels de
forme :

Fij = 1
πSi

∫∫
Mi∈Si

∫∫
Nj∈Sj

e−κMiNj
cos θMi

cos θNj
NjMi

2 dSNj dSMi
(4.8)

Finalement, le flux radiatif sortant de la face 6 s’écrit :

Φs
rad,6 = πδ2

5∑
i=1

(L e
i − E )F6i + E πδ2 = πδ2

[ 5∑
i=1

(L e
i − E )F6i + E

]
(4.9)

On peut alors écrire l’expression de la luminance isotrope équivalente sortante de 6
en comparant l’expression du flux radiatif donné par l’équation (4.9) et sa définition :

Φs
rad,6 = πδ2L s

6

Ce qui donne :

L s
6 =

5∑
i=1

(L e
i − E )F6i + E (4.10)

Nous venons ainsi de relier la luminance isotrope équivalente sortante de 6 en fonction
des luminances isotropes équivalentes entrantes par les cinq autres faces.
Les facteurs de forme avec absorption ne dépendent que de l’épaisseur optique κδ

d’un voxel (homogène). Ils sont donc constants et propres à un matériau. Ils sont égaux
quand les deux surfaces intégrantes sont adjacentes (ou voisines) car les configurations
géométriques sont les mêmes. Ainsi, on montre que les trente-six facteurs de forme
avec absorption se réduisent finalement à deux :
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1. un facteur de forme avec absorption dit opposé noté FO quand les deux surfaces
intégrantes sont opposées l’une à l’autre,

2. un facteur de forme avec absorption dit voisin noté FV quand les deux surfaces
intégrantes sont adjacentes l’une à l’autre.

Ainsi, on a : F61 = F62 = F63 = F64 = FV et F65 = FO. L’équation (4.11) devient
donc en réarrangeant les termes :

L s
6 = FOL e

5 + FV
4∑
i=1

L e
i + (1− FO − 4FV )︸ ︷︷ ︸

FC

E (4.11)

On appelle FC le facteur de forme (avec absorption) complémentaire. On peut
procéder de façon similaire avec le cas qui vient d’être traité pour obtenir l’expression
de la luminance isotrope équivalente sortante des autres faces. Les cinq autres cas sont
donc identiques au cas traité aux permutations près puisqu’on obtient le cas traité
par rotation du voxel. D’où finalement :

L s
1 = FOL e

2 + FV (L e
3 + L e

4 + L e
5 + L e

6 ) + FCE

L s
2 = FOL e

1 + FV (L e
3 + L e

4 + L e
5 + L e

6 ) + FCE

L s
3 = FOL e

4 + FV (L e
1 + L e

2 + L e
5 + L e

6 ) + FCE (4.12)
L s

4 = FOL e
3 + FV (L e

1 + L e
2 + L e

5 + L e
6 ) + FCE

L s
5 = FOL e

6 + FV (L e
1 + L e

2 + L e
3 + L e

4 ) + FCE

L s
6 = FOL e

5 + FV (L e
1 + L e

2 + L e
3 + L e

4 ) + FCE

4.2.2. Relations entre les luminances entre un voxel et ses voisins

Comme nous le disions, ce sont les relations entre voxels qui vont décrire et faire
apparaître à une échelle plus large le transfert de chaleur de proche en proche. Nous
étudions ici la partie relative à l’ETR, nous verrons la partie relative au bilan de flux
dans la section 4.4. Ainsi, il existe des relations de continuité de la luminance à chaque
face de chaque voxel, ce que donne six équations supplémentaires par voxel. Comme
le montre la figure 4.3, la luminance entrante par une face dans le voxel considéré est
la somme de la partie transmise (de proportion τ) de la luminance sortante du voxel
voisin et de la partie réfléchie (de proportion ρ) de la luminance sortante du voxel
considéré.
Considérons un voxel de position (i, j, k) dans l’espace. Formellement, les relations

de continuité pour chacune de ces six faces s’écrivent où ρ1→2 est la réflectivité d’un
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Figure 4.3.: Schéma illustrant la relation de continuité entre luminances à l’interface
entre deux voxels

voxel 1 vers son voisin 2 et ρ2→1 est la transmitivité d’un voxel 2 vers son voisin 1 :

L e
1 (i, j, k) = ρ(i,j,k)→(i−1,j,k)L

s
1 (i, j, k) + τ(i−1,j,k)→(i,j,k)L

s
2 (i− 1, j, k)

L e
2 (i, j, k) = ρ(i,j,k)→(i+1,j,k)L

s
2 (i, j, k) + τ(i+1,j,k)→(i,j,k)L

s
1 (i+ 1, j, k)

L e
3 (i, j, k) = ρ(i,j,k)→(i,j−1,k)L

s
3 (i, j, k) + τ(i,j−1,k)→(i,j,k)L

s
4 (i, j − 1, k) (4.13)

L e
4 (i, j, k) = ρ(i,j,k)→(i,j+1,k)L

s
4 (i, j, k) + τ(i,j+1,k)→(i,j,k)L

s
3 (i, j + 1, k)

L e
5 (i, j, k) = ρ(i,j,k)→(i,j,k−1)L

s
5 (i, j, k) + τ(i,j,k−1)→(i,j,k)L

s
6 (i, j, k − 1)

L e
6 (i, j, k) = ρ(i,j,k)→(i,j,k+1)L

s
6 (i, j, k) + τ(i,j,k+1)→(i,j,k)L

s
5 (i, j, k + 1)

Rappelons ici que nous utilisons des cœfficients de réflectivité et de transmitivité
effectifs i.e. calculés à partir des indices de réfraction et d’extinction intégrés sur
l’ensemble du spectre pour représenter le comportement global du matériau. Le calcul
de ρ et τ est le même que celui que nous avons présenté dans la section 3.1.2.
En examinant les équations (4.12) et (4.13), on constate que le problème peut se

simplifier de treize à sept inconnues par voxel (de douze à six luminances isotropes
équivalentes auxquelles on rajoute la température du voxel). En effet, en injectant les
équations (4.12) dans les équations (4.13), on ne travaille plus qu’avec les luminances
isotropes équivalentes entrantes L e dans les voxels. Finalement, voici donc les six
équations issues de l’ETR et utilisant les relations de continuité aux interfaces entre
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voxels avec lesquelles nous allons travailler :

L e
1 (i, j, k) = ρ(i,j,k)→(i−1,j,k) (FOL e

2 (i, j, k) + FV (L e
3 (i, j, k) + L e

4 (i, j, k)
+L e

5 (i, j, k) + L e
6 (i, j, k)) + FCE (i, j, k))

+ τ(i−1,j,k)→(i,j,k) (FOL e
1 (i− 1, j, k) + FV (L e

3 (i− 1, j, k) + L e
4 (i− 1, j, k)

+L e
5 (i− 1, j, k) + L e

6 (i− 1, j, k)) + FCE (i− 1, j, k))
L e

2 (i, j, k) = ρ(i,j,k)→(i+1,j,k) (FOL e
1 (i, j, k) + FV (L e

3 (i, j, k) + L e
4 (i, j, k)

+L e
5 (i, j, k) + L e

6 (i, j, k)) + FCE (i, j, k))
+ τ(i+1,j,k)→(i,j,k) (FOL e

2 (i+ 1, j, k) + FV (L e
3 (i+ 1, j, k)

+L e
4 (i+ 1, j, k) + L e

5 (i+ 1, j, k) + L e
6 (i+ 1, j, k)) + FCE (i+ 1, j, k))

L e
3 (i, j, k) = ρ(i,j,k)→(i,j−1,k) (FOL e

4 (i, j, k) + FV (L e
1 (i, j, k) + L e

2 (i, j, k) (4.14)
+L e

5 (i, j, k) + L e
6 (i, j, k)) + FCE (i, j, k))

+ τ(i,j−1,k)→(i,j,k) (FOL e
3 (i, j − 1, k) + FV (L e

1 (i, j − 1, k) + L e
2 (i, j − 1, k)

+L e
5 (i, j − 1, k) + L e

6 (i, j − 1, k)) + FCE (i, j − 1, k))
L e

4 (i, j, k) = ρ(i,j,k)→(i,j+1,k) (FOL e
3 (i, j, k) + FV (L e

1 (i, j, k) + L e
2 (i, j, k)

+L e
5 (i, j, k) + L e

6 (i, j, k)) + FCE (i, j, k))
+ τ(i,j+1,k)→(i,j,k) (FOL e

4 (i, j + 1, k) + FV (L e
1 (i, j + 1, k) + L e

2 (i, j + 1, k)
+L e

5 (i, j + 1, k) + L e
6 (i, j + 1, k)) + FCE (i, j + 1, k))

L e
5 (i, j, k) = ρ(i,j,k)→(i,j,k−1) (FOL e

6 (i, j, k) + FV (L e
1 (i, j, k) + L e

2 (i, j, k)
+L e

3 (i, j, k) + L e
4 (i, j, k)) + FCE (i, j, k))

+ τ(i,j,k−1)→(i,j,k) (FOL e
5 (i, j, k − 1) + FV (L e

1 (i, j, k − 1) + L e
2 (i, j, k − 1)

+L e
3 (i, j, k − 1) + L e

4 (i, j, k − 1)) + FCE (i, j, k − 1))
L e

6 (i, j, k) = ρ(i,j,k)→(i,j,k+1) (FOL e
5 (i, j, k) + FV (L e

1 (i, j, k) + L e
2 (i, j, k)

+L e
3 (i, j, k) + L e

4 (i, j, k)) + FCE (i, j, k))
+ τ(i,j,k+1)→(i,j,k) (FOL e

6 (i, j, k + 1) + FV (L e
1 (i, j, k + 1) + L e

2 (i, j, k + 1)
+L e

3 (i, j, k + 1) + L e
4 (i, j, k + 1)) + FCE (i, j, k + 1))

Rappelons que E (i, j, k) dépend de la température du voxel (i, j, k) correspondant par
la relation :

E (i, j, k) = n2(i, j, k)σSBT
4(i, j, k)

π

Remarque. Ces équations ne sont valables que pour des voxels situés au sein du
matériau. Nous verrons le cas des voxels liés aux faces, aux arêtes et aux coins du
volume numérisé 3D dans la section 4.5.

4.3. Les facteurs de forme avec absorption
Les calculs de la section précédente à partir de l’ETR font apparaître des grandeurs

sans dimension qui ressemblent aux facteurs de forme classiques qu’on peut trouver
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dans des problèmes de rayonnement, à la différence qu’ils ne dépendent pas seulement
de la géométrie mais aussi de l’épaisseur optique κδ d’un voxel. Voilà pourquoi nous
les avons appelés les facteurs de forme avec absorption, leur expression est donnée par
l’équation (4.8) :

Fij = 1
πSi

∫∫
Mi∈Si

∫∫
Nj∈Sj

e−κMiNj
cos θMi

cos θNj
NjMi

2 dSNj dSMi

Nous avons montré dans la section 4.2.1 que, dans un voxel, les trente-six facteurs
de forme avec absorption se ramenaient en fait à deux :

1. un facteur de forme avec absorption dit opposé noté FO quand les deux surfaces
intégrantes sont opposées l’une à l’autre,

2. un facteur de forme avec absorption dit voisin noté FV quand les deux surfaces
intégrantes sont adjacentes l’une à l’autre.

L’expression générale de ces facteurs de forme avec absorption fait intervenir des
intégrales quadruples. Leur calcul est possible numériquement mais il peut s’avérer
long. Aussi, nous avons montré que nous pouvons écrire ces deux facteurs de forme
avec absorption, FO et FV , sous la forme d’intégrales simples ; ce qui facilitera gran-
dement leur évaluation numérique. Les détails du développement mathématique de
simplification des facteurs de forme avec absorption se trouvent dans l’annexe C et
nous présentons ici seulement leur expression simplifiée.

4.3.1. Expression analytique de FO
De l’expression générale de FO suivante sous la forme d’intégrales quadruples :

FO = F65 = 1
πS6

∫∫
M∈S6

∫∫
N∈S5

e−κMN cos θM cos θN
NM2 dSN dSM (4.15)

on aboutit à l’expression finale de FO suivante sous la forme d’intégrales simples :

FO = 2
π

1∫
r=0

e−κδ
√
r2+1

(r2 + 1)2 r
(
π − 4r + r2

)
dr

+ 2
π

√
2∫

r=1

e−κδ
√
r2+1

(r2 + 1)2 r
(
π − 2− r2 + 4

√
r2 − 1− 4 arccos

(1
r

))
dr (4.16)

4.3.2. Expression analytique de FV
De même, de l’expression générale de FV suivante sous la forme d’intégrales qua-

druples :
FV = F61 = 1

πS6

∫∫
M∈S6

∫∫
N∈S1

e−κMN cos θM cos θN
NM2 dSN dSM (4.17)
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on aboutit à l’expression finale de FV suivante sous la forme d’intégrales simples :

FV = 8κδ − 3 + (3− 5κδ)e−α

12π(κδ)2

+ 1
12π

√
2∫

ρ=1

e−κδρ
ρ3

(
6ρ4 − 6ρ2 + 5− 16(ρ2 − 1)

3
2

)
dρ

+ 1
12π

√
3∫

ρ=
√

2

e−κδρ
ρ3

(
−3ρ4 + 6ρ2 + 1 + 8(ρ2 − 2)

3
2

)
dρ (4.18)

4.4. L’équation de la chaleur

La section 4.2.2 nous a montré que nos problèmes de thermique peuvent
se simplifier de treize à sept inconnues par voxel : six luminances isotropes
équivalentes entrantes sur chaque face d’un voxel et la température du voxel. Les
équations (4.14) nous donnent déjà six relations entre les luminances et température
d’un voxel et celles de ses voisins directs. La dernière équation que l’on doit formuler
est un bilan de flux (équation de la chaleur). On écrit que la somme des flux conductifs
et radiatifs entrants dans un voxel (i, j, k) :
– soit contribue à l’élévation de sa température dans le cas d’un problème transitoire
(par exemple la méthode flash),

– soit est nulle dans le cas d’un problème stationnaire (par exemple la plaque chaude
gardée) puisque la température en chaque point du matériau n’évolue pas.

Cette équation s’écrit :
– dans le cas stationnaire :

6∑
l=1

Φe
cond,l(i, j, k) +

6∑
l=1

Φe
rad,l(i, j, k) = 0 (4.19)

– dans le cas transitoire :

6∑
l=1

Φe
cond,l(i, j, k) +

6∑
l=1

Φe
rad,l(i, j, k) = ρcP δ

3∂T

∂t
(4.20)

Les flux conductifs s’écrivent comme le produit d’une conductance entre deux points
(que nous choisissons au centre des voxels) par l’écart de température entre ces deux
points. La conductance entre deux centres de voxels voisins est l’inverse de la somme
de la résistance de la demi-épaisseur de l’un et de celle de la demi-épaisseur de l’autre.
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4.4. L’équation de la chaleur

Cela donne :

Φe
cond,1(i, j, k) = − 1

δ
2λc,(i,j,k)δ2 + δ

2λc,(i−1,j,k)δ2

(T (i, j, k)− T (i− 1, j, k))

= − 2δλc,(i,j,k)λc,(i−1,j,k)

λc,(i,j,k) + λc,(i−1,j,k)︸ ︷︷ ︸
C(i,j,k)→(i−1,j,k)

(T (i, j, k)− T (i− 1, j, k))

Φe
cond,2(i, j, k) = −C(i,j,k)→(i+1,j,k) (T (i, j, k)− T (i+ 1, j, k))

Φe
cond,3(i, j, k) = −C(i,j,k)→(i,j−1,k) (T (i, j, k)− T (i, j − 1, k)) (4.21)

Φe
cond,4(i, j, k) = −C(i,j,k)→(i,j+1,k) (T (i, j, k)− T (i, j + 1, k))

Φe
cond,5(i, j, k) = −C(i,j,k)→(i,j,k−1) (T (i, j, k)− T (i, j, k − 1))

Φe
cond,6(i, j, k) = −C(i,j,k)→(i,j,k+1) (T (i, j, k)− T (i, j, k + 1))

où C1→2 est la conductance entre un voxel 1 et son voisin 2.
Les flux radiatifs s’écrivent comme la différence des luminances isotropes équiva-

lentes entrantes et sortantes sur une face du voxel considéré. Cela donne :

Φe
rad,1(i, j, k) = πδ2 (L e

1 (i, j, k)−L s
1 (i, j, k))

Φe
rad,2(i, j, k) = πδ2 (L e

2 (i, j, k)−L s
2 (i, j, k))

Φe
rad,3(i, j, k) = πδ2 (L e

3 (i, j, k)−L s
3 (i, j, k))

Φe
rad,4(i, j, k) = πδ2 (L e

4 (i, j, k)−L s
4 (i, j, k))

Φe
rad,5(i, j, k) = πδ2 (L e

5 (i, j, k)−L s
5 (i, j, k))

Φe
rad,6(i, j, k) = πδ2 (L e

6 (i, j, k)−L s
6 (i, j, k))

En injectant les équations (4.12) dans les équations précédentes, ces dernières ont
pour expression :

Φe
rad,1(i, j, k) = πδ2 (L e

1 (i, j, k)− FOL s
2 (i, j, k)− FV L s

3 (i, j, k)− FV L s
4 (i, j, k)

−FV L s
5 (i, j, k)− FV L s

6 (i, j, k)− FCE (i, j, k))
Φe

rad,2(i, j, k) = πδ2 (−FOL e
1 (i, j, k) + L s

2 (i, j, k)− FV L s
3 (i, j, k)− FV L s

4 (i, j, k)
−FV L s

5 (i, j, k)− FV L s
6 (i, j, k)− FCE (i, j, k))

Φe
rad,3(i, j, k) = πδ2 (−FV L e

1 (i, j, k)− FV L s
2 (i, j, k) + L s

3 (i, j, k)− FOL s
4 (i, j, k)

−FV L s
5 (i, j, k)− FV L s

6 (i, j, k)− FCE (i, j, k)) (4.22)
Φe

rad,4(i, j, k) = πδ2 (−FV L e
1 (i, j, k)− FV L s

2 (i, j, k)− FOL s
3 (i, j, k) + L s

4 (i, j, k)
−FV L s

5 (i, j, k)− FV L s
6 (i, j, k)− FCE (i, j, k))

Φe
rad,5(i, j, k) = πδ2 (−FV L e

1 (i, j, k)− FV L s
2 (i, j, k)− FV L s

3 (i, j, k)− FV L s
4 (i, j, k)

+L s
5 (i, j, k)− FOL s

6 (i, j, k)− FCE (i, j, k))
Φe

rad,5(i, j, k) = πδ2 (−FV L e
1 (i, j, k)− FV L s

2 (i, j, k)− FV L s
3 (i, j, k)− FV L s

4 (i, j, k)
−FOL s

5 (i, j, k) + L s
6 (i, j, k)− FCE (i, j, k))

La somme des expressions données par les équations (4.22) se simplifie (avec FC =
1 − FO − 4FV ). Les équations (4.19) et (4.20) donnent finalement en y injectant les
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équations (4.21) et (4.22) et en discrétisant le terme de la dérivée partielle de la
température par rapport au temps dans l’équation (4.20) :
– dans le cas stationnaire :

− T (i, j, k)
[
C(i,j,k)→(i−1,j,k) + C(i,j,k)→(i+1,j,k) + C(i,j,k)→(i,j−1,k) + C(i,j,k)→(i,j+1,k)

+C(i,j,k)→(i,j,k−1) + C(i,j,k)→(i,j,k+1)
]

+ C(i,j,k)→(i−1,j,k)T (i− 1, j, k) + C(i,j,k)→(i+1,j,k)T (i+ 1, j, k)
+ C(i,j,k)→(i,j−1,k)T (i, j − 1, k) + C(i,j,k)→(i,j+1,k)T (i, j + 1, k)
+ C(i,j,k)→(i,j,k−1)T (i, j, k − 1) + C(i,j,k)→(i,j,k+1)T (i, j, k + 1)

+ πδ2 [FCL e
1 (i, j, k) + FCL s

2 (i, j, k) + FCL s
3 (i, j, k) + FCL s

4 (i, j, k)
+FCL s

5 (i, j, k) + FCL s
6 (i, j, k)− 6FCE (i, j, k)]

= 0 (4.23)

– dans le cas transitoire :

− T (i, j, k)
[
C(i,j,k)→(i−1,j,k) + C(i,j,k)→(i+1,j,k) + C(i,j,k)→(i,j−1,k) + C(i,j,k)→(i,j+1,k)

+C(i,j,k)→(i,j,k−1) + C(i,j,k)→(i,j,k+1)
]

+ C(i,j,k)→(i−1,j,k)T (i− 1, j, k) + C(i,j,k)→(i+1,j,k)T (i+ 1, j, k)
+ C(i,j,k)→(i,j−1,k)T (i, j − 1, k) + C(i,j,k)→(i,j+1,k)T (i, j + 1, k)
+ C(i,j,k)→(i,j,k−1)T (i, j, k − 1) + C(i,j,k)→(i,j,k+1)T (i, j, k + 1)

+ πδ2 [FCL e
1 (i, j, k) + FCL s

2 (i, j, k) + FCL s
3 (i, j, k) + FCL s

4 (i, j, k)
+FCL s

5 (i, j, k) + FCL s
6 (i, j, k)− 6FCE (i, j, k)]

= ρcP δ
3T

n+1(i, j, k)− T n(i, j, k)
∆t (4.24)

où n indique l’instant considéré et ∆t est le pas de temps.

Remarque. Ces équations ne sont valables que pour des voxels situés au sein du
matériau. Nous verrons le cas des voxels liés aux faces, aux arêtes et aux coins dans
la section 4.5.

Ainsi, déterminer le champ des luminances isotropes équivalentes (six inconnues) et
le champ de température (une inconnue) dans les voxels au sein du matériau revient
à résoudre les équations (4.14) (six équations) et (4.23) (une équation en régime
stationnaire) dans le cadre de la plaque chaude gardée ou (4.24) (une équation en
régime transitoire) dans le cadre de la méthode flash. Ces équations restent les mêmes
dans tous les problèmes que nous pourrions traiter dans le cadre d’une étude similaire
à celle-ci. La différence entre eux se situe dans les conditions aux limites — et initiales
dans un problème instationnaire — puisque ce sont elles qui définissent un problème.
La section suivante va donc traiter le cas des voxels liés aux faces, aux arêtes et
aux coins du volume de matériau numérique 3D pour la plaque chaude gardée et la
méthode flash.
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4.5. Les conditions aux limites et initiales
Nous venons d’établir les sept équations du cas général pour un voxel situé au

sein d’un matériau dans le cadre d’un problème de thermique couplant conduction et
rayonnement à partir d’une structure voxélisée. Ces équations restent valables quelque
soit le problème traité. Ce sont les conditions aux limites et éventuellement initiales
(en régime instationnaire) qui font la nature de l’expérience à modéliser. Voyons donc
quelles sont celles associées à nos deux problèmes.
Il serait très long et fastidieux d’écrire les vingt-sept conditions aux limites pour

traiter chaque cas des faces, des arêtes et des coins. Aussi, le but de cette partie n’est
pas d’être exhaustif sur les équations mais de donner les indications nécessaires pour
permettre au lecteur de les retrouver facilement.

Remarque. Certaines équations pour des voxels situés sur des bords restent inchan-
gés par rapport au cas général. Nous ne traitons ici que de celles qui différent de ce
cas général.

4.5.1. Les conditions aux limites de la plaque chaude gardée
Conditions aux limites sur les luminances

Cas des faces latérales Dans la méthode de la plaque chaude gardée, les parois
latérales sont totalement réfléchissantes de manière à garder la chaleur à l’intérieur
de l’échantillon. Ainsi, dans le cas des faces latérales, la luminance sortante d’une face
d’un voxel est totalement réfléchie et la luminance entrante dans ce voxel est égale
à la luminance sortante par la même face. Les équations (4.14) deviennent alors, en
i = 1 et/ou i = Nx et/ou j = 1 et/ou j = Ny (où Nx et Ny sont le nombre de voxels
respectivement selon x et selon y) :

L e
1 (1, j, k) = FOL e

2 (1, j, k) + FV (L e
3 (1, j, k) + L e

4 (1, j, k)
+L e

5 (1, j, k) + L e
6 (1, j, k)) + FCE (1, j, k)

L e
2 (Nx, j, k) = FOL e

1 (Nx, j, k) + FV (L e
3 (Nx, j, k) + L e

4 (Nx, j, k)
+L e

5 (Nx, j, k) + L e
6 (Nx, j, k)) + FCE (Nx, j, k)

L e
3 (i, 1, k) = FOL e

4 (i, 1, k) + FV (L e
1 (i, 1, k) + L e

2 (i, 1, k) (4.25)
+L e

5 (i, 1, k) + L e
6 (i, 1, k)) + FCE (i, 1, k)

L e
4 (i, Ny, k) = FOL e

3 (i, Ny, k) + FV (L e
1 (i, Ny, k) + L e

2 (i, Ny, k)
+L e

5 (i, Ny, k) + L e
6 (i, Ny, k)) + FCE (i, Ny, k)

Cas des faces inférieure et supérieure Dans la méthode de la plaque chaude gardée,
les parois inférieure et supérieure sont à une température imposée, respectivement Tf
et Tc. De même, ces parois d’émissivité ε sont à émission diffuse. Les luminances sur
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ces parois valent donc, en k = 1 ou k = Nz (où Nz est le nombre de voxels selon z ) :

L e
5 (i, j, 1) = ε1

n2
(i,j,1)σSBT

4
f

π

L e
6 (i, j, Nz) = εNz

n2
(i,j,Nz)σSBT

4
c

π
(4.26)

Conditions aux limites sur le flux

Cas des faces latérales Dans la méthode de la plaque chaude gardée, les parois
latérales sont adiabatiques, toujours afin de garder la chaleur à l’intérieur de l’échan-
tillon. Ainsi, il n’y a pas de flux entrant dans l’échantillon par ces parois et donc par
les faces correspondantes des voxels qui les composent. Les équations (4.23) et (4.24)
sont modifiées en i = 1 et/ou i = Nx et/ou j = 1 et/ou j = Ny en faisant disparaître
de la somme des flux conductifs la contribution d’un flux conductif et de la somme
des flux radiatifs la contribution d’un flux radiatif qui entrerait par une de ces parois.
L’expression de la somme des flux radiatifs ne se simplifie alors plus.

Cas des faces inférieure et supérieure Dans le cas des faces inférieure et supérieure,
certaines températures des équations (4.23) et (4.24) sont imposées à Tf en k = 1 et Tc
en k = Nz. Ainsi, les flux conductifs sont calculés à partir des écarts de température
entre la paroi à température imposée et le centre du premier voxel et seule la demi-
épaisseur de ce voxel intervient dans l’expression de la conductance correspondante à
ce flux ; elle vaut δλ.

4.5.2. Les conditions aux limites et initiales de la méthode flash
Les conditions aux limites de la méthode flash

Conditions aux limites sur les luminances

Cas des faces latérales De même que pour la méthode de la plaque chaude gardée,
dans le cadre de la méthode flash, les parois latérales sont totalement réfléchissantes.
Les équations (4.25) des conditions aux limites pour les faces latérales sont donc les
mêmes pour ces deux expériences.

Cas des faces inférieure et supérieure De même que pour la méthode de la plaque
chaude gardée, les parois inférieure et supérieure, d’émissivité ε, sont à émission diffuse
dans le cadre de la méthode flash. Cependant, dans le cadre de la méthode flash, les
températures aux parois inférieure et supérieure ne sont pas imposées mais laissées
libres et deviennent des inconnues supplémentaires dans ce problème : Tp,1 et Tp,Nz .
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Les luminances sur ces parois valent donc, en k = 1 ou k = Nz :

L e
5 (i, j, 1) = ε1

n2
(i,j,1)σSBT

4
p,1

π

L e
6 (i, j, Nz) = εNz

n2
(i,j,Nz)σSBT

4
p,Nz

π
(4.27)

Conditions aux limites sur le flux

Cas des faces latérales Une fois encore, dans la méthode flash comme dans la
méthode de la plaque chaude gardée, les parois latérales sont adiabatiques. Ainsi, les
équations (4.23) et (4.24) sont modifiées en i = 1 et/ou i = Nx et/ou j = 1 et/ou
j = Ny de la même façon dans le cadre de la méthode flash que dans celui de la plaque
chaude gardée.

Cas des faces inférieure et supérieure Dans le cas des faces inférieure et supérieure,
les températures des équations (4.23) et (4.24) ne sont pas imposées mais certaines
sont ramenées à Tp,1 en k = 1 et Tp,Nz en k = Nz et les flux conductifs sont calculés de
la même façon que pour la plaque chaude gardée, à partir des écarts de température
entre la paroi à température imposée et le centre du premier voxel. L’expression de la
conductance correspondante à ce flux est également modifiée en conséquence comme
précédemment.
Cependant, nous venons de voir que dans le cadre de la méthode flash, les tempéra-

tures aux parois inférieure et supérieure sont des inconnues. Nous avons donc besoin
d’une équation supplémentaire pour les voxels qui sont situés sur ces faces inférieure
et supérieure. Il s’agit d’un bilan de flux sur la paroi inférieure ou supérieure : la
somme du flux conductif et du flux radiatif qui entre dans le matériau par une de ces
faces est égale au flux excitateur sur la même face — en face avant (supérieure), il
y a le flux du flash à l’instant initial ; il n’y en a pas en face arrière (inférieure) —
auquel viennent se soustraire un flux dû aux pertes convecto-radiatives en faces avant
et arrière. Ces pertes Φpertes sont modélisées par la relation de Newton à travers un
cœfficient d’échange convecto-radiatif h qu’on suppose identique en face avant et en
face arrière : Φpertes = h (Tparoi − Tambiante).
Puisque l’excitation du flash est un Dirac — et n’intervient donc qu’à l’instant

initial —, on peut montrer qu’il est mathématiquement équivalent :
– de la considérer en condition aux limites : la température initiale de tout l’échan-
tillon est alors égale à la température de l’expérience (ambiante),

– ou de la considérer en condition initiale : on élève alors la température initiale
de l’échantillon en fonction de l’excitation du flash qu’on ne prend alors plus en
compte dans la condition aux limites,

sans changer la nature du problème. Nous avons choisi la seconde option. Voyons
dans un premier temps comment s’écrit alors cette condition aux limites sur les parois
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inférieure en k = 1 et supérieure en k = Nz :
Φe

cond,5(i, j, 1) + Φe
rad,5(i, j, 1) = −Φpertes(i, j, 1)

Φe
cond,6(i, j, Nz) + Φe

rad,6(i, j, Nz) = −Φpertes(i, j, Nz)
Ce qui donne plus explicitement :

− 2λc,(i,j,1)δ (T (i, j, 1)− Tp,1) + πδ2 (L e
5 (i, j, 1)

− [FV L e
1 (1, j, 1) + FV L e

2 (1, j, 1) + FV L e
3 (1, j, 1) + FV L e

4 (1, j, 1)
+FOL e

6 (1, j, 1) + FCE (1, j, 1)])
= −hδ2 (Tp,1 − Tamb)

− 2λc,(i,j,1)δ (T (i, j, Nz)− Tp,Nz) + πδ2 (L e
6 (i, j, Nz)

− [FV L e
1 (1, j, Nz) + FV L e

2 (1, j, Nz) + FV L e
3 (1, j, Nz) + FV L e

4 (1, j, Nz)
+FOL e

5 (1, j, Nz) + FCE (1, j, Nz)])
= −hδ2 (Tp,Nz − Tamb) (4.28)

Les conditions initiales de la méthode flash

Et voyons à présent comment calculer la température initiale de l’échantillon suite
à l’excitation Dirac du flash. Le raisonnement et le formalisme sont identiques à ceux
que nous avons utilisés dans la section 2.2.1 sauf que nous nous plaçons ici à i et j
donnés et que nous considérons une colonne de voxels : le calcul sera alors à effec-
tuer dans chacune des colonnes de l’échantillon discrétisé. À l’instant initial, le voxel
supérieur est irradié par un flash monochromatique à la longueur λl, Dirac en temps
et d’intensité Q. Finalement, compte tenu des calculs qui ont été effectués dans la
section 2.2.1, chaque voxel de la colonne à la position k absorbe — en fonction de sa
nature — une quantité d’énergie volumique Ψk décroissante contribuant à élever sa
température à partir de Tamb. On va supposer que tout ce qui se passe par la suite se
fait de manière quasi-instantanée car les voxels absorbent l’énergie de façon infiniment
rapide. En adaptant à notre cas présent, l’équation (2.13) nous donne :

Ψk(z) = Q′kκλlke
−κλlkz, ∀ 0 ≤ z ≤ δ

avec Q′k =


Q si k = Nz,

Q e
−

k∑
i=Nz

κλl i
δ

si k < Nz

(4.29)

L’élévation initiale de température ∆Tk dans l’épaisseur δ d’un voxel k qui absorbe
une énergie volumique Ψk est donnée par la relation suivante :

(ρcP )k
∫ δ

0
∆Tk dz =

∫ δ

0
Ψk(z) dz

Nous avons considéré dans notre problème que les voxels sont à une température
homogène, on a donc en explicitant Ψk avec (4.29) :

(ρcP )kδ∆Tk =
∫ δ

0
Q′kκλlke

−κλlkz dz
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D’où l’élévation initiale de température due au flash dans chaque couche k d’une
colonne de l’échantillon :

∀ 0 ≤ k ≤ Nz, ∆Tk = Q′k
(ρcP )kδ

(
1− e−κλlkδ

)
(4.30)

La température initiale de l’échantillon dans chaque couche k d’une colonne de l’échan-
tillon est donc :

∀ 0 ≤ k ≤ Nz, Tk = Q′k
(ρcP )kδ

(
1− e−κλlkδ

)
+ Tamb (4.31)

C’est à partir de cette température initiale (t = 0) que les équations décrites pré-
cédemment pour le cas général et les conditions aux limites sont résolues. Devant le
nombre relativement important d’inconnues — même pour une structure 3×3×3 —,
l’outil numérique est indispensable pour résoudre ces problèmes de thermique. Cela
fait l’objet de la section suivante.

4.6. Une résolution numérique itérative
La section précédente nous a laissés avec 7N équations — ou 7N + 2NxNy dans

le cas de la méthode flash en rajoutant une équation pour chaque voxel de la paroi
inférieure ou supérieure — à partir desquelles nous devons déterminer le même nombre
d’inconnues (où N est le nombre total de voxels dans l’échantillon). Il est bien sûr
convenu que cette résolution se fera de manière numérique. Cette section a pour
objectif d’expliquer comment cette résolution a été programmée.

4.6.1. Un problème non linéaire ou le choix de l’algorithme
Les équations d’un problème de thermique couplant les transferts de chaleur par

conduction et par rayonnement ne sont pas linéaires. En effet, les termes de tempé-
rature sont à la puissance 4. Ce type de problème ne peut se résoudre que par une
méthode itérative i.e. que l’algorithme de résolution ne donne pas la solution en une
seule étape (méthode directe) mais en itérant plusieurs fois son processus de résolution
qui converge (normalement) vers la solution recherchée.
Soit i ∈ J1; 7NK (ou i ∈ J1; 7N + 2NxNyK, on omettra de le signaler par la suite) et

soit (xi)1≤i≤7N les inconnues du problème considéré qu’on regroupe dans un vecteur
x. Les équations de notre problème peuvent se mettre sous la forme :

∀ i ∈ J1; 7NK, fi(x) = 0

On peut ainsi regrouper toutes nos équations sous une fonctionnelle F de telle sorte
que :

F (x) = 0 (4.32)
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Une manière efficace de trouver la solution de ce problème est de minimiser la
somme χ2 des moindres carrés de cette fonctionnelle qui s’écrit :

χ2 = 1
2

7N∑
i=1

(fi(x))2 (4.33)

et qui doit être nulle.
Les problèmes de moindres carrés peuvent être résolus par des méthodes générales

d’optimisation mais il existe des méthodes plus efficaces. Dans la plupart des cas,
les convergences atteintes sont linéaires, parfois quadratiques même si les dérivées
secondes ne sont pas implémentées. L’algorithme que nous avons retenu est celui
de Levenberg-Marquardt 4 [Levenberg 1944, Marquardt 1963] pour la simplicité de sa
mise en place, son efficacité redoutable pour des problèmes numériquement bien posés
sans avoir besoin de stocker énormément de données en mémoire. Ce dernier point
est très important pour notre problème. En effet, le nombre de données augmente
proportionnellement au nombre de voxels considérés voire comme son carré si on
devait stocker une matrice. Pour des tailles de structure supérieures à la centaine de
voxels dans une direction (1003), le stockage d’une matrice nécessite une place de
l’ordre de quelques milliers de Gigaoctets.
La ligne générale de cette algorithme est la volonté de Marquardt, sous l’intuition

de Levenberg, d’associer l’efficacité de l’algorithme de Gauss-Newton [Ciarlet 1990]
dans les premières itérations — alors qu’il est moins efficace pour les dernières — à
celle des algorithmes de gradient conjugué [O’Leary 1996] après quelques itérations –
alors qu’ils sont moins efficaces pour les premières — pour avoir un algorithme efficace
pendant toute son exécution. L’idée est de faire varier un cœfficient qui donne plus
ou moins de poids à la diagonale d’une matrice d’un système linéaire à résoudre dans
l’algorithme — nous y reviendrons. Si la solution trouvée de l’itération fait diminuer
la somme des moindres carrés χ2 alors elle est acceptable et on donne moins de poids
à la diagonale pour avoir une résolution de type gradient conjugué. Si la solution
trouvée de l’itération fait augmenter χ2, alors on garde la solution précédente et on
donne plus de poids à la diagonale pour avoir une résolution de type Gauss-Newton.
Voici la description de cet algorithme :

k = 0
µ = 1
choisir ε et kmax choisir une initialisation de la solution x = x0
calculer χ2(x)
tant que χ2(x) > ε et k < kmax faire
k = k + 1
résoudre le système linéaire A · δx = b où :

∀ (k, l) ∈ J1; 7NK2, Akl =


(1 + µ)

7N∑
i=1

∂fi(x)
∂xk

∂fi(x)
∂xl

si k = l

7N∑
i=1

∂fi(x)
∂xk

∂fi(x)
∂xl

sinon

4. Notre problème est un cas particulier car l’algorithme de Levenberg-Marquardt est souvent
utilisé pour déterminer un jeu de paramètres dont dépend la fonctionnelle.
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et :

∀ k ∈ J1; 7NK, bk = −
7N∑
i=1

fi(x)∂fi(x)
∂xk

si χ2(x + δx) ≥ χ2(x)
µ = 10µ

sinon
x = x + δx
µ = 0, 1µ

fin si
fin tant que

Le critère d’arrêt de cet algorithme porte sur la valeur de χ2. Cependant, on peut
avoir d’autres critères d’arrêt portant par exemple sur la norme infinie de la fonction-
nelle F à annuler, sur la valeur de x qui peut ne plus évoluer au fil des itérations ou
même, dans un problème stationnaire, sur la valeur du flux qui doit être constante et
égale en tout point de l’échantillon. Les valeurs de ces critères d’arrêt sont à fixer en
fonction du type de problème traité, de la difficulté de convergence de l’algorithme
et de la précision ε souhaitée sur le vecteur solution, en particulier sur le champ de
température dans l’échantillon. En effet, il peut ne pas être nécessaire d’aller chercher
une précision de 10−9 (par exemple) sur χ2 si la précision sur le champ de température
est déjà inférieure au pourcent. Il est très difficile de donner des indications générales
en la matière : chaque problème avec ses conditions propres est un cas particulier.
Cet algorithme ne pose pas de difficulté majeure de programmation mais la résolu-

tion du système linéaire requiert une attention particulière pour nos problèmes. C’est
ce que nous allons voir à présent.

4.6.2. Résolution du système linéaire
Nous nous intéressons ici plus particulièrement à la résolution du système linéaire

suivant qui apparaît dans l’algorithme de Levenberg-Marquardt présenté dans la sec-
tion précédente.

A · δx = b

Comme nous l’évoquions précédemment, il est impensable de chercher à stocker
la matrice A du fait de la taille mémoire gigantesque que cela nécessiterait. Aussi,
cela oriente grandement le choix de l’algorithme de résolution du système linéaire qui
apparaît dans l’algorithme de Levenberg-Marquardt. Notre choix s’est porté sur un
algorithme se basant sur une méthode de gradient conjugué : l’algorithme de Fletcher-
Reeves [Fletcher 1963, Fletcher 1964] (avec l’optimisation de Polak-Ribiere).
Cet algorithme est très efficace en convergeant de manière chaotique 5. Il possède

5. Une convergence chaotique signifie que la quantité qu’on cherche à rendre la plus petite possible
— à annuler dans l’idéal — ne suit pas une décroissance régulière mais en dents de scie : quand on
trace son évolution en fonction du nombre d’itération, on constate une décroissante globale mais
ponctuellement, elle semble aléatoire...
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l’avantage pour nous de ne pas avoir besoin de stocker la matrice du système linéaire.
Voici la formulation de cet algorithme :
n = 0
choisir ε et nmax

choisir une initialisation de la solution δx = δx
(0)

calculer g(0) = h
(0) = A · δx(0) − b

tant que ||δx(n) − δx(n−1)|| > ε et n < nmax faire
calculer α = tg(n)·g(n)

th
(n)·A·h(n)

calculer δx
(n+1) = δx

(n) − αh
(n)

calculer g(n+1) = g(n) − αA · h(n)

calculer β = tg(n+1)·g(n+1)

tg(n)·g(n) (Fletcher-Reeves)

ou β =
tg(n+1)·(g(n+1)−g(n))

tg(n)·g(n) (Polak-Ribiere)

calculer h
(n+1) = g(n+1) − βh

(n)

n = n+ 1
fin tant que

Là encore, cet algorithme ne présente pas de difficulté majeure. Pour parler pré-
cision, elle doit être suffisamment fine pour permettre à l’algorithme de Levenberg-
Marquardt d’itérer convenablement, sans être non plus trop sévère pour ne pas cher-
cher à gagner inutilement en précision alors que l’algorithme de Levenberg-Marquardt
itérera de nouveau. Il s’agit là encore de trouver le bon compromis par rapport aux
problèmes à résoudre.

4.6.3. En parallèle
À ce stade de développement, le code est en état de fonctionner et de donner des

résultats sur des structures voxélisées. Le langage de programmation est le C/C++.
Cependant, plus le nombre de voxels est grand, plus le temps de calcul sera important.
L’augmentation du temps de calcul en fonction du nombre de voxels n’est pas linéaire
mais au moins en N2. Un calcul préliminaire nous a montré que le résultat d’un calcul
sur une structure résolue en 10003 ne serait obtenu qu’au bout de plusieurs années en
n’utilisant qu’un seul processeur (en plaque chaude gardée !).
Devant cette constatation, il est nécessaire d’envisager d’implémenter notre code

non pas sur un unique processeur mais sur de multiples afin que les calculs puissent
s’effectuer en parallèle. Il y a donc tout un travail de parallélisation du code à mener.
La démarche est de découper l’échantillon en plusieurs zones, autant que de proces-
seurs à mettre en action. Chacune de ces zones contient un certain nombre de voxels
auxquels sont associés les équations à résoudre sur le processeur correspondant à cette
zone. Quand cela est nécessaire, les processeurs menant des travaux voisins échangent
les données dont ils ont besoin pour effectuer leurs propres calculs. Pour mener à bien
la parallélisation, le formalisme que nous avons utilisé est le Open MPI, qui possède
une librairie de fonctions très complète et relativement simple d’usage.
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Ce chapitre vient de présenter la démarche de modélisation des transferts ther-
miques couplant conduction et rayonnement dans une structure voxélisée. Nous venons
de voir comment écrire les équations de ce type de problèmes afin qu’elles puissent être
implémentées dans un code de calcul dont cette dernière partie vient de présenter les
algorithmes. Le chapitre suivant va tenter de montrer l’efficacité du code à reproduire
le comportement thermique de matériaux. Nous cernerons ses premières limitations
que cette étude n’a pas pu affronter et envisagerons les améliorations à mettre en
place pour y faire face.
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Chapitre 5.

Validation du code de modélisation
du transfert conducto-radiatif dans
une structure 3D voxélisée
Dans ce dernier chapitre, nous allons aborder les différentes étapes de validation

de la modélisation 3D que nous avons menées dans le but de montrer qu’elle permet
de reproduire le comportement thermique de matériaux de différents types soumis à
différentes sollicitations. Il aurait été simple de valider le code avec une comparaison
de résultats numériques d’une part et expérimentaux d’autre part, par exemple dans
le cadre de la méthode flash pour laquelle nous disposons de moyens expérimentaux.
Cependant, l’implémentation de l’instationnarité nécessite encore des efforts consé-
quents. Voilà pourquoi il nous a paru pertinent de valider dans un premier temps
le code de calcul en régime stationnaire en nous intéressant tout particulièrement à
l’expérience de la plaque chaude gardée que nous avons présentée précédemment. En
effet, cette démarche a déjà rencontré plusieurs difficultés — certaines inhérentes à
l’implémentation numérique, d’autres plus physiques — que nous allons présenter en
faisant apparaître les perspectives qu’elles ouvrent. La difficulté principale à laquelle
nous avons été confrontée était alors l’absence de données expérimentales, en particu-
lier des profils de température dans l’axe perpendiculaire au gradient de température
de matériaux soumis à l’expérience de la plaque chaude gardée. Nos investigations
se sont donc principalement consacrées à des comparaisons entre différents codes de
calcul dans le but de valider les hypothèses de cette modélisation. Ces cas d’études
vont nous permettre d’appréhender quelques limites du code en son état actuel.
La première partie de ce chapitre est une validation inter-codes appliquée à la même

microstructure dans une expérience de plaque chaude gardée en conduction pure. Le
code avec lequel nous faisons cette comparaison a été précédemment développé au
CEA Le Ripault (cf. [Vivet 2011, Vivet 2011]). Il utilise le même formalisme de voxels
pour modéliser le transfert de chaleur en conduction pure 1, le seul phénomène pris
en compte, à partir d’une microstructure numérique. La validation concerne dans un
premier temps un milieu homogène puis, dans un second temps, un milieu hétérogène.
Nous avons alors tenté de mener une validation avec le code 1D présenté et validé aux
chapitres 2 et 3 notamment pour un milieu homogène pour montrer que l’approche

1. Cette modélisation considère seulement le bilan de flux conductifs pour chaque voxel.
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de discrétisation en voxels est correcte. Nous verrons que la géométrie du problème
a une grande influence sur les profils de température et que cette comparaison entre
modèles 1D et 3D n’est pas si simple. Nous avons également étudié l’apparition de la
diffusion avec l’hétérogénéité du matériau considéré en prenant le cas d’un WDS qui
possède une porosité micrométrique suite à un défaut de fabrication.

5.1. Implémentation de la résolution du système
linéaire

Nous l’avons évoqué à la section 4.6, l’algorithme de Levenberg-Marquardt que
nous avons choisi d’implémenter nécessite la résolution d’un système linéaire avec la
complexité supplémentaire dans notre étude de développer une programmation paral-
lélisée pour travailler sur plusieurs processeurs. Par ailleurs, plus le nombre de voxels
de la structure est grand, plus la taille mémoire nécessaire est importante. Au-delà
d’un certain seuil critique, on ne peut plus envisager de résoudre ce système linéaire
par des méthodes directes ou des méthodes itératives qui stockent les éléments de la
matrice en mémoire. Voilà pourquoi nous nous sommes tournés vers des algorithmes
itératifs qui ne nécessitent pas ce stockage tel que celui de Fletcher-Reeves.
Dans un premier temps, nous avons implémenté l’algorithme SuperLU qui ré-

sout des systèmes linéaires par méthode directe en utilisant une décomposition LU
[Ciarlet 1990]. SuperLU est une librairie écrite en C adaptée à des grands systèmes,
creux et non nécessairement symétriques pour des machines hautes performances. Ce
code a été parallélisé à l’aide de la librairie scientifique PaStiX (Parallel Sparse ma-
triX) qui fournit des algorithmes parallèles de hautes performances pour des grands
systèmes creux basés sur des méthodes directes. Cette programmation numérique
fonctionne très bien pour des petites structures.
À partir de structures de taille 1003, la taille mémoire nécessaire à cette programma-

tion est trop importante et il faut envisager des algorithmes se basant sur des méthodes
itératives et ne stockant pas toute la matrice en mémoire. Nous avons implémenté en
programmation parallèle les algorithmes de Fletcher-Reeves (nécessitant des systèmes
symétriques) et Bi-CGSTAB [Van der Vorst 1992] (adapté aux systèmes non symé-
triques). Cependant, nous constatons que l’algorithme de Levenberg-Marquardt dans
lequel ils sont utilisés converge mal, voire pas du tout, si une certaine précision de
la solution du système linéaire n’est pas atteinte. Malheureusement, cette précision,
de l’ordre de 10−8 en valeur relative, est presque rarement atteinte, ce qui a pour
conséquence d’empêcher la convergence du code en général. L’explication semble se
trouver dans le très mauvais conditionnement du système linéaire à résoudre. En ef-
fet, une analyse des valeurs propres de (relativement) petits systèmes montrent que
l’écart entre sa plus petite et sa plus grande valeurs propres est de six à douze ordres
de grandeurs. Pour améliorer ce conditionnement, nous avons considéré des grandeurs
adimensionnées pour les luminances et les températures (par rapport à la tempé-
rature dite chaude) et nous avons adimensionné les sept équations par voxel pour
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qu’un maximum de termes de la matrice soient du même ordre de grandeur. Le condi-
tionnement est meilleur mais pas de manière suffisante. Nous avons donc cherché un
pré-conditionneur. En particulier, l’inverse de la matrice diagonale du système 2 amé-
liore le conditionnement mais pour le diminuer d’encore quelques ordres de grandeur,
il pourra s’avérer nécessaire d’utiliser d’autres pré-conditionneur plus sophistiqués.
Ces considérations expliquent pourquoi les études qui vont suivre dans ce chapitre

portent sur des volumes de taille assez petite, bien qu’elle soit significative, puisqu’elles
ont été menées avec l’algorithme SuperLU qui utilise la librairie de parallélisation
PaStiX.

5.2. Validation dans le cadre d’une expérience de
plaque chaude gardée en conduction pure

5.2.1. Cas d’un milieu homogène
Présentation des simulations La première validation de notre code de calcul s’ap-
pliquant sur une microstructure numérique 3D a été faite pour une expérience de
plaque chaude gardée — présentée en 4.1 — dans laquelle seule le transfert de chaleur
par conduction est considéré. Un autre code 3D développé au CEA Le Ripault et
utilisant le même formalisme de voxels ne considère que la conduction pour modéli-
ser le transfert de chaleur à partir d’une microstructure numérique. Dans un premier
temps, nous avons comparé les champs de température pour un milieu homogène
donnés d’une part par le code de conduction pure et d’autre part par notre code de
calcul qui couple le transfert de chaleur par conduction et par rayonnement mais dans
lequel nous avons annulé les effets radiatifs — notamment en prenant des cœfficients
d’absorption très grands (typiquement supérieur à 105).
La microstructure d’un milieu homogène ne possède par définition qu’un seul consti-

tuant. Le tableau 5.1 en donne les caractéristiques, ainsi que celles de l’expérience
considérée.

Remarque. Le faible écart entre la température dite chaude et celle dite froide permet
de considérer des propriétés constantes dans tout l’échantillon.

Résultats et comparaison des simulations La figure 5.1 présente les champs de
température résultant des deux codes. Le tableau 5.2 fournit quelques données rela-
tives à la simulation.
Le code de calcul en conduction pure est bien sûr le plus rapide — à nombre de

processeurs égal — mais intéressons-nous plus particulièrement aux résultats entre
ces deux codes. Nous pouvons constater que la plus grande différence entre les deux
champs de température est de 1.10−4 en valeur relative, ce qui est très faible. De
plus, la conductivité thermique estimée par ces deux codes est la même. Ceci montre

2. Il s’agit de la matrice qui reprend les valeurs de la diagonale principale de la matrice sur sa
propre diagonale principale et qui est nulle partout ailleurs.
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Constituant Milieu homogène
Température froide (K) 300
Température chaude (K) 320
Nombre de voxels 40×40×40
Taille d’un voxel (µm) 20
Conductivité thermique (W.m-1.K-1) 1,0
Indice optique 1,0
Cœfficient d’absorption (m-1) 105

Table 5.1.: Caractéristiques du milieu homogène et de l’expérience pour la validation
en conduction pure

Figure 5.1.: Champs de température d’un milieu homogène résultant du code de
conduction pure (a) et du code conducto-radiatif (b)
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conduction pure

Code conductif Code conducto-radiatif
Nombre de processeurs 1 18
Temps de calcul 23 ms 14,5 s
Plus grande différence 3.10−4

de température (K)
Conductivité thermique équivalente 1,0 1,0
estimée (W.m-1.K-1)

Table 5.2.: Résultats de l’expérience pour un milieu homogène dans la validation en
conduction pure

que le code que nous avons développé et présenté ici, s’appuyant sur une modélisa-
tion qui couple la conduction et le rayonnement, permet de reproduire a minima le
comportement d’un milieu homogène pour lequel seule la conduction est présente.

5.2.2. Cas d’un matériau hétérogène
Présentation des simulations Reprenons le cas précédent cette fois-ci appliqué à
un matériau hétérogène. La figure 5.2 montre la microstructure que nous avons choisie
pour cette première validation. Cette microstructure du matériau hétérogène possède
deux constituants : l’air (les porosités sombres) et la matrice solide (en clair). Le
tableau 5.3 donne les caractéristiques de ces constituants et rappelle celles de l’expé-
rience considérée.

Constituants Air Matrice solide
Température froide (K) 300
Température chaude (K) 320
Nombre de voxels 40×40×40
Taille d’un voxel (µm) 20
Conductivité thermique (W.m-1.K-1) 0,025 1,0
Indice optique 1,0 1,0
Cœfficient d’absorption (m-1) 105 105

Table 5.3.: Caractéristiques des constituants de la microstructure et de l’expérience
pour la validation en conduction pure

Remarque. Le faible écart entre la température dite chaude et celle dite froide permet
de considérer des propriétés constantes dans tout l’échantillon.
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Figure 5.2.: Microstructure hétérogène choisie pour la validation du code 3D en
conduction pure

Résultats et comparaison des simulations La figure 5.3 présente les champs de
température résultant des deux codes. Le tableau 5.4 fournit quelques données rela-
tives à la simulation.

Figure 5.3.: Champs de température d’un milieu hétérogène résultant du code de
conduction pure (a) et du code conducto-radiatif (b)
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Code conductif Code conducto-radiatif
Nombre de processeurs 18 18
Temps de calcul 162 ms 211 s
Plus grande différence 0,138
de température (K)
Conductivité thermique équivalente 8, 969.10−1 8, 969.10−1

estimée (W.m-1.K-1)

Table 5.4.: Résultats de l’expérience pour un milieu hétérogène dans la validation en
conduction pure

Les résultats entre ces deux codes montre que la plus grande différence entre les
deux champs de température est de 4, 6.10−2 en valeur relative. Une fois encore, la
conductivité thermique estimée par ces deux codes est la même. Elle est plus faible
dans ce cas par rapport au matériau homogène car les porosités s’opposent au transfert
de chaleur du fait de leur faible conductivité rendant ainsi le matériau plus isolant.
Ainsi, le code modélisant le couplage conducto-radiatif permet de reproduire a minima
le comportement d’un milieu hétérogène pour lequel seule la conduction est présente.
Le code qui ne prend en compte que ce phénomène est bien sûr plus efficace pour
résoudre des problèmes de conduction pure comme en témoigne son temps de calcul
bien plus court de nouveau — à nombre de processeurs égal et c’est encore plus
significatif dans le cas d’un matériau hétérogène — comparé à celui du code qui prend
en compte le couplage des modes de transfert de chaleur.

5.3. Validation du couplage conducto-radiatif

5.3.1. Cas d’un milieu homogène
Présentation des simulations Pour valider les aspects de couplage conducto-radiatif
du code, n’ayant pas à notre disposition de profils de température dans de quelconques
matériaux sous l’expérience de plaque chaude gardée, nous avons étudié un cas de mi-
lieu semi-transparent homogène dans lequel le transfert de chaleur se fait à la fois
par conduction et par rayonnement. Nous avons comparé le profil de température de
la simulation de cette expérience donné par notre code 3D avec celui donné par le
code de calcul 1D, étudié aux chapitres 2 et 3 et adapté afin qu’il calcule le transfert
de chaleur unidirectionnel couplé conducto-radiatif dans un milieu semi-transparent
homogène inséré entre deux parois d’émissivité donnée, l’une maintenue à une tempé-
rature chaude, l’autre à une température froide. Les propriétés de ce milieu homogène
sont données dans le tableau 5.5.
Pour le code 3D, le matériau homogène est subdivisé en voxels tous de même nature

dont les propriétés sont données par le tableau 5.5, de même que le sont les caracté-
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ristiques de l’expérience. Pour nous rapprocher de la modélisation unidirectionnelle
qui considère des échantillons semi-infinis dans le plan parallèle aux parois chaude
et froide, nous avons subdivisé l’échantillon en voxels plus nombreux dans le plan
parallèle à ces parois que dans son épaisseur. Pour obtenir un profil de température
comparable avec celui donné par le code 1D, après avoir obtenu le champ de tempé-
rature dans tout l’échantillon, nous avons calculé la moyenne de la température dans
chaque tranche parallèle aux parois froide et chaude.

Code 1D Code 3D
Constituants Milieu homogène
Température froide (K) 1000
Température chaude (K) 2000
Nombre de couches/voxels 1 200×200×10
Taille d’un(e) couche/voxel (µm) 2000 200
Conductivité thermique (W.m-1.K-1) 2, 5.10−3 2, 5.10−3

Indice optique 1,0 1,0
Cœfficient d’absorption (m-1) 100 100
Cœfficient de diffusion (m-1)

Table 5.5.: Caractéristiques du milieu homogène et de l’expérience pour la validation
en conducto-radiatif

Remarque. Dans ce cas, l’écart de température entre la paroi dite chaude et celle
dite froide est relativement grand. Si l’on considérait un matériau réel, cela ne nous
permettrait pas de considérer des propriétés constantes dans tout l’échantillon. Faisant
ici une étude entre deux codes de calcul, nous pouvons nous autoriser de ne pas faire
varier les propriétés en fonction de la température pour chacun d’eux.

Résultats et comparaison des simulations La figure 5.4 montre les deux profils
obtenus et le tableau 5.6 fournit quelques données relatives à la simulation.

Code 3D
Nombre de processeurs 20
Temps de calcul 10 min
Conductivité thermique équivalente 2, 1.10−3

estimée (W.m-1.K-1)

Table 5.6.: Résultats de l’expérience pour un milieu homogène dans la validation en
conducto-radiatif
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Figure 5.4.: Profils de température dans l’épaisseur d’un matériau homogène dans
une expérience de plaque chaude gardée

Les résultats des deux simulations, et en particulier les profils de température, ne
sont pas identiques. L’explication tient dans le fait que les géométries considérées ne
sont pas équivalentes. Des effets de bords semblent apparaître dans le modèle 3D. Ils
semblent persister même si on aplatit la structure en rajoutant encore davantage de
voxels dans le plan. Notre problème n’est donc pas rigoureusement 1D. Nous devons
donc considérer que les parois latérales de notre structure sont situées à l’infini. Ainsi,
pour nous rapprocher de la configuration de ce problème, nous avons considéré une
structure composée de voxels du même matériau disposés en une seule colonne. Cela
implique que les facteurs de forme avec absorption doivent être recalculés avec des
expressions différentes puisqu’elles font à présent intervenir des rapports de forme 3.
Nous avons montré que les facteurs de forme avec absorption entre faces voisines
sont nuls quand les parois latérales sont à l’infini, de même que ceux entre les faces
opposées à l’infini. Le facteur de forme avec absorption entre les faces opposées dans
la direction du transfert de chaleur (perpendiculaire aux plaques) est lui non nul :
sa valeur tend vers 1 lorsque les faces latérales sont repoussées à l’infini et lorsque
l’épaisseur optique κδ tend vers 0.
Nous reconduisons donc sous Matlab 4 cette fois-ci la simulation avec ces considé-

rations. La figure 5.5 présente trois profils de température avec les mêmes caracté-
ristiques que précédemment mais pour trois valeurs du cœfficient d’absorption (100,
1000 et 10000 m-1).

3. Il s’agit de reprendre les calculs de l’annexe C en considérant cette fois non pas un seul para-
mètre de dimension δ mais deux ; on fait tendre le second vers l’infini une fois les calculs effectués.

4. Les calculs sont beaucoup plus simples à implémenter et rapides à s’exécuter avec ce logiciel.

121



Chapitre 5. Validation du code de modélisation du transfert conducto-radiatif dans
une structure 3D voxélisée

Figure 5.5.: Comparaison de profils de température dans l’épaisseur d’un matériau
homogène dans une expérience de plaque chaude gardée obtenus par
calculs 1D et 3D (structure 3D monocolonne)

Nous constatons une très bonne superposition des profils issus des deux différents
modèles, ce qui constitue une autre validation de notre modèle et montre que notre
code 3D voxélisant le milieu permet de reproduire le comportement d’un milieu ho-
mogène semi-transparent, même pour des hautes températures. La faible différence
obtenue aux faibles cœfficients d’absorption est due au fait que contrairement au code
1D, notre code 3D ne permet de connaître la température qu’au centre des voxels ; il
faudrait donc un maillage plus raffiné près des parois. Nous remarquons que ces deux
profils sont très différents du profil linéaire qu’on obtient lorsque le seul phénomène
présent est la conduction. En effet, nous observons des très forts gradients près des
parois et des profils qui tendent à être horizontaux au cœur de l’échantillon : cela est
la conséquence du rayonnement qui a tendance à homogénéiser la température dans
les milieux semi-transparents 5.
La figure 5.6 montre les profils obtenus avec le code 3D en fonction de la conductivité

thermique du milieu (le cœfficient d’absorption étant fixé à 100 m-1). On constate
que plus la conductivité thermique est faible, plus les effets radiatifs sont marqués
traduisant ainsi l’augmentation de l’importance du rayonnement par rapport à la
conduction. Quand la conductivité thermique est suffisamment grande, la conduction
est prépondérante en régime établi et le rayonnement n’est pas perceptible sur ce
genre de profils de température qui s’apparentent à des profils de conduction pure.
Pour voir des effets du rayonnement sur ce type de milieu, il faudrait pouvoir étudier
une expérience en régime transitoire telle que la méthode flash dans laquelle ils sont

5. Plus l’absorption du milieu est faible, plus le profil a tendance à devenir horizontal.
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Figure 5.6.: Profils de température dans l’épaisseur d’un matériau homogène dans
une expérience de plaque chaude gardée en fonction de la conductivité
thermique (code 3D)

visibles aux premiers instants du thermogramme comme nous l’avons vu au chapitre 3.

5.3.2. Apparition de la diffusion du rayonnement
Présentation des simulations Puisque, à cause des phénomènes d’effet de bords
que nous venons d’évoquer dans la section précédente, nous ne pouvons pas mener
une comparaison directe avec le modèle 1D, pour montrer l’apparition de la diffusion
du rayonnement avec l’hétérogénéité du matériau et ainsi valider notre considération
de voxels homogènes, nous avons comparé les profils de température obtenus entre un
matériau homogène et le même matériau présentant des hétérogénéités, à partir de sa
microstructure numérique 3D : d’une part en ne considérant que la conduction, puis
d’autre part en prenant en compte le couplage conducto-radiatif. Nous avons ainsi
étudié le cas d’un matériau proche du WDS étudié au chapitre 3 :
– d’une part en considérant un milieu homogène avec les propriétés homogénéisées
d’un WDS sain qui tiennent compte des nanoporosités ; les voxels sont donc bien
tous de même nature,

– et d’autre part en considérant le même matériau proche du WDS mais avec des
porosités microscopiques d’une taille de quelques microns à quelques dizaines
de microns ; certains voxels ont donc les propriétés d’un WDS homogénéisé et
d’autres ont les propriétés de l’air, toutes à la température de l’expérience. Ces
porosités rendent le matériau hétérogène et sont responsables du phénomène de
diffusion dans celui-ci.
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En pratique, le WDS est en général sain i.e. avec une microstructure sans microporo-
sité qu’on peut homogénéiser mais suite à une mauvaise élaboration du matériau, il
peut présenter ce genre de structure poreuse. Cela peut être dû à un problème d’usi-
nage ou de mise en forme qui peut aller jusqu’au délaminage du matériau. Ou encore,
on peut retrouver ce type de microstructure suite au fonctionnement du système dans
lequel est utilisé le matériau. Par exemple, le WDS est utilisé dans les cœurs de pile à
combustible de type SOFC. Au fil du temps, son fonctionnement peut altérer le WDS
de telle sorte qu’il peut présenter ces porosités micrométriques.
Cette démarche de considérer des propriétés du milieu homogénéisés pour tenir

compte des nanoporosités a déjà été menée par Rochais et al. [Rochais 2006]. L’image
tomographique de ce matériau peut ressembler à celle de la figure 5.2. Les voxels ne
sont ici que de deux natures possibles puisqu’il n’y a que deux constituants : soit
de l’air, soit du WDS homogénéisé (uniquement du WDS dans le cas homogène).
Rappelons que si un voxel est à la frontière de deux constituants à la discrétisation,
il ne sera composé que du constituant majoritaire. Ceci constitue pour l’instant une
limite du code en l’état actuel :
– puisque la forme des porosités de taille supérieure à celle du voxel dépend de
la finesse de discrétisation — plus le voxel sera petit, meilleure sera la prise en
compte de la morphologie mais nous sommes limités par la taille minimale du
voxel comme nous l’avons vu en 4.1.2 —,

– et puisque les porosités d’une taille très inférieure à celle du voxel peuvent ne pas
être prise en compte.

Cela n’a que peu d’influence sur nos résultats en terme de champs de températures.
Les propriétés utilisées pour les deux constituants sont données par le tableau 5.7, de
même que le sont les caractéristiques de l’expérience.

Constituants Air WDS
Température froide (K) 700
Température chaude (K) 1200
Nombre de voxels 40×40×40
Taille d’un voxel (µm) 20
Conductivité thermique (W.m-1.K-1) 0,05 0,5
Indice optique 1,0 1,1
Cœfficient d’absorption (m-1) 100 300
Cœfficient de diffusion (m-1)

Table 5.7.: Caractéristiques des constituants du WDS à structure poreuse et de l’ex-
périence en conducto-radiatif

Remarque. L’écart entre la température dite chaude et celle dite froide est tout
juste suffisamment faible pour se permettre de considérer des propriétés constantes
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dans tout l’échantillon. Si l’écart de température était trop important, nous devrions
considérer des propriétés en fonction de la température des voxels. Il s’agit d’une
perspective intéressante à donner pour ce code de calcul mais qui nécessitera des
temps de calcul plus importants.

Résultats et comparaison des simulations La figure 5.7 montre les profils obtenus
au bord de l’échantillon (en 0 × 0), à un endroit de l’échantillon où l’on rencontre
des porosités et la figure 5.8 montre les profils obtenus au cœur de l’échantillon (en
20 × 20), à un endroit où il y a peu de porosités. Le tableau 5.8 fournit quelques
données relatives à la simulation. En particulier, le cœfficient d’absorption de l’air en
fonction de la température est donné par [Meyerott 1960].

WDS sain WDS microporeux
Nombre de processeurs 22 20
Temps de calcul 53 s 58 s
Conductivité thermique équivalente 5, 00.10−2 4, 55.10−2

estimée (W.m-1.K-1)

Table 5.8.: Résultats de l’expérience pour un WDS homogène sain et un WDS avec
microporosités en conducto-radiatif

Nous pouvons constater que les profils de température du matériau hétérogène
en conducto-radiatif diffèrent à la fois de ceux du matériau homogène en conducto-
radiatif et de ceux du matériau hétérogène en conduction pure. En effet, dans le cas
du profil sur le bord du matériau, profil dans lequel se trouvent des porosités, nous
pouvons constater que d’une part le profil en conduction-rayonnement homogène est
bien plus régulier que son homologue hétérogène, traduisant bien l’effet des porosités
(et donc des voxels les représentant) sur le champ de température. Ces différences ne
sont pas négligeables car elles peuvent se chiffrer à hauteur de quelques dizaines de
degrés dans le cas que nous avons étudié ici. D’autre part, le profil en conduction-
rayonnement hétérogène diffère de son homologue en conduction pure (une dizaine
de degrés ici) et en outre, le profil de température n’est pas déformé avec le même
contraste entre matériaux homogène et hétérogène dans une expérience de conduction
pure d’une part (quelques degrés seulement avec le profil linéaire de conduction pure
homogène) et dans une expérience de conduction et de rayonnement d’autre part.
Ainsi, les hétérogénéités et donc la microstructure du matériau distordent le profil de
température de par leur présence qui influe sur le transfert de chaleur couplé.
Dans le cas du profil au centre du matériau où les porosités rencontrées sont moins

nombreuses, les différences avec le modèle de conduction pure sont toujours significa-
tives alors que celles entre le matériau homogène et celui hétérogène sont plus faibles
que dans le cas du bord où les porosités sont plus nombreuses et importantes. Cela
montre que l’effet du couplage, réduit quand les porosités sont moindres, est bien
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Figure 5.7.: Profils de température (avec agrandissement) dans l’épaisseur (en 0×0)
d’un WDS homogène sain et d’un WDS avec microporosités soumis à
une expérience de plaque chaude gardée
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Figure 5.8.: Profils de température (avec agrandissement) dans l’épaisseur (en 20×
20) d’un WDS homogène sain et d’un WDS avec microporosités soumis
à une expérience de plaque chaude gardée

127



Chapitre 5. Validation du code de modélisation du transfert conducto-radiatif dans
une structure 3D voxélisée

pris en compte pour des matériaux hétérogènes par notre modèle. Ainsi, nous mon-
trons que notre modélisation permet effectivement de rendre compte du comportement
thermique d’un matériau hétérogène et de reproduire des expériences stationnaires à
hautes températures à partir de microstructure numérisée en 3D.
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Conclusion
Après avoir situé cette étude dans son contexte et présenté quelques travaux pré-

curseurs, nous avons décrit et validé deux modélisations permettant de répondre aux
deux objectifs fixés :
– déterminer la diffusivité thermique phonique (celle de la loi de Fourier) effective
de matériaux poreux i.e. la diffusivité thermique qu’aurait le milieu homogène
équivalent pour permettre de faire un tri parmi les matériaux en fonction du
besoin,

– parmi les matériaux retenus, reproduire le comportement thermique d’un maté-
riau poreux à partir de sa microstructure numérique composée d’un ensemble de
voxels dans ses conditions d’emploi.

Ces connaissances doivent permettre de comprendre l’impact d’un procédé d’élabo-
ration sur les propriétés du matériau, d’aider au choix des constituants de base du
matériau hétérogène et de simuler son comportement thermique dans ses conditions
d’utilisation : il s’agit d’orienter la conception et l’élaboration afin d’optimiser les
performances thermiques des matériaux.
Pour chacun de ces deux objectifs, nous avons développé un code de calcul numé-

rique modélisant le transfert de chaleur couplé conducto-radiatif :
– Le premier est un modèle d’estimation de paramètres pour lequel nous avons
montré par une étude de corrélation que la diffusivité thermique de ces milieux
semi-transparents était le seul paramètre qui pouvait être identifié par méthode
inverse. Cette modélisation 1D se base sur une résolution semi-analytique couplée
de l’équation de la chaleur et de l’équation du transfert radiatif.

– Le second est un modèle direct donnant le champ de température au sein d’une
structure numérique composée de voxels. Cette modélisation 3D se base sur la
résolution couplée dans chaque voxel de l’équation du transfert radiatif et l’équa-
tion de la chaleur (par l’intermédiaire d’un bilan de flux), qui se formalisme par
un système non linéaire à résoudre numériquement. Compte tenu du très grand
nombre d’inconnues (six luminances et une température par voxel), la résolu-
tion numérique se fait au moyen de supercalculateurs en travaillant sur plusieurs
centaines ou milliers de processeurs.

Ces modèles permettent de reproduire des réponses à différents types de sollicita-
tions. L’originalité de ces deux approches que nous avons menées est de travailler pour
toute température (y compris de très hautes températures), en résolvant les équations
par un couplage fort par souci d’arriver à paralléliser nos modèles (plus particulière-
ment 3D) qui le nécessitent. Pour valider ces codes de calcul, nous nous sommes plus
particulièrement intéressés à deux expériences de thermique :
– la méthode flash qui permet d’estimer la diffusivité thermique,
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– et la plaque chaude gardée qui permet d’estimer la conductivité thermique.
Le code 1D a été validé en reproduisant trois thermogrammes issus de trois maté-

riaux aux comportements différents en réponse à la méthode flash et en vérifiant que
la diffusivité thermique est correctement estimée. Nous avons également validé le cas
d’un matériau transparent. Les autres propriétés sont déterminées expérimentalement
et servent de données d’entrée au code. Nous avons ainsi montré que cette modélisation
permet de reproduire le comportement thermique de matériaux aux thermogrammes
atypiques. Le modèle 1D d’estimation de paramètres permet alors d’estimer correcte-
ment la diffusivité thermique phonique effective de matériaux semi-transparents (ou
considérés comme tels à l’échelle globale) alors qu’un modèle de conduction pure
nous fait commettre des erreurs importantes sur cette estimation. Ce code 1D aide
à une meilleure compréhension des phénomènes se produisant aux premiers instants
d’une expérience de thermique en régime instationnaire. Cela permettra d’orienter
la conception de matériaux pour des usages spécifiques capables de résister à d’im-
portantes perturbations. Citons l’exemple des matériaux de piles à combustible qui
connaissent des phénomènes intenses aux premiers instants de fonctionnement ou lors
de cycles rapides de montées et descentes en température (en particulier dans les
chaudières à gaz) qui peuvent leur être préjudiciables ou encore celui des matériaux
de rentrée qui subissent de brusques gradients de température.
Plusieurs perspectives permettraient d’améliorer cette modélisation s’il y en avait

le besoin pour certains matériaux. Notamment, ne plus simplement considérer une
fonction de phase de diffusion isotrope mais anisotrope, par exemple sous la forme
d’un polynôme de Legendre du premier ordre (le deuxième n’apporterait que peu se-
lon Lazard et al. [Lazard 2000]) combinée avec une fonction Dirac, serait assez simple
à prendre en compte dans le résultat final — mais au prix de calculs analytiques
fastidieux ! Il serait également pertinent de s’intéresser à la dépendance spectrale des
grandeurs et des propriétés qui dépendent de la longueur d’onde : les luminances, l’in-
dice optique complexe, les cœfficients d’absorption et de diffusion. Pour ne pas trop
compliquer la résolution analytique, un modèle gris par bandes pourrait être envi-
sagé ; les bandes seraient alors astucieusement choisies selon le matériau considéré au
regard des spectres de ses propriétés. Par ailleurs, pour prendre en compte plus fine-
ment les aspects directionnels du transfert de chaleur par rayonnement, ce modèle ici
décrit pourrait être étendu à N flux. Enfin, nous avons constaté que sur tous les ther-
mogrammes de matériaux semi-transparents (à des températures où le rayonnement
n’est pas négligeable), les propriétés radiatives ont une influence sur la marche ou le
pied de courbe aux premiers instants faisant varier leurs formes avec elles. Ceci a été
démontré par l’étude de corrélation dans laquelle nous avons remarqué que, bien que
les sensibilités à ces paramètres soient faibles sur l’ensemble du thermogramme, elles
l’étaient moins aux premiers instants. Dès lors, nous soulevons l’idée qu’il pourrait être
possible d’estimer ces propriétés radiatives à l’aide d’une description mathématique
de ces premiers instants du thermogramme. Cependant, cela resterait très complexe à
mener : d’une part, déterminer analytiquement une grandeur suffisamment sensible à
ces propriétés (les dérivées de la température par rapport au temps ?) et d’autre part,
il faudrait être très précautionneux en pratique afin d’éviter tout parasite dû au laser
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sur les thermogrammes — qui a souvent une influence aux premiers instants — et
donc bien prendre en compte les phénomènes qui se produisent à la longueur d’onde
du laser.
Pour valider le code 3D, malgré quelques difficultés inhérentes au problème et à la

programmation numérique de celui-ci, nous avons comparé différents profils de tempé-
rature, en conduction pure puis en conduction et rayonnement, donnés par différents
codes de calculs dans lesquels les propriétés ont été fournies. Ce modèle direct 3D
permet alors de reproduire le comportement thermique d’un échantillon hétérogène à
partir de son image numérisée et la connaissance des propriétés de ces constituants.
Nous avons pu montrer les effets du rayonnement sur ce genre de matériaux utilisés à
des hautes températures dans la pratique, en particulier pour des structures de taille
403. À l’heure où ce manuscrit est écrit, des calculs sur des structures de 1003 et 2003

sont encore en cours. Les résultats qui en résultent n’ont pas pu être présentés ici car
les durées d’exécution de ces calculs sont très importantes. Ils le seront ultérieurement
et à terme, cette modélisation devrait pouvoir fournir des thermogrammes numériques
pour lesquels on pourrait appliquer la démarche d’identification 1D pour estimer la
diffusivité thermique. Par ailleurs, la caractérisation des propriétés thermiques des ma-
tériaux et la compréhension des phénomènes de couplage conducto-radiatif permettra
également de modifier ou d’intégrer de nouveaux modules dans des codes commer-
ciaux tels qu’ABAQUS ou CAST3M afin de mieux prendre en compte la thermique
des matériaux étudiés. Comme ces logiciels ne maillent pas les systèmes modélisés,
ces modules permettront ainsi de faire le lien entre la microstructure et les lois de
comportement thermique du système afin que son comportement soit bien restitué.
Ce modèle 3D est lui aussi soumis à quelques limites imposées par sa conception et

des contraintes de différentes natures, qu’elles soient mathématiques, matérielles ou
physiques. De même que pour le modèle 1D, ces limites ouvrent la voie à des pers-
pectives d’amélioration de ce code. En premier lieu, la prise en compte de la variation
des propriétés avec la température sera indispensable pour des expériences où la va-
riation de température sera importante. La conséquence sera un temps de calcul plus
important. Ensuite, de même que pour le code 1D, un modèle gris par bandes (bien
choisies selon le matériau) serait simple à mettre en place afin de prendre en compte
les variations de propriétés et de grandeurs avec la longueur d’onde. Cependant, cela
multiplierait considérablement le nombre d’inconnues dans le système à résoudre. Au-
jourd’hui, des supercalculateurs pétaflopiques n’y suffiraient pas à cause des quantités
de mémoire que cela requièrerait. Par ailleurs, il serait sans doute judicieux de s’in-
terroger plus en détails sur les phénomènes d’interface entre deux voxels voisins de
natures différentes, dans un premier temps en cherchant à mieux représenter l’inter-
face entre deux constituants (peut-être en considérant des voxels tétraédriques dans
ces zones) puis, plus généralement, en cherchant à considérer la rugosité qui n’appa-
raît pas dans notre modèle. On pourrait également raffiner l’interface en considérant
des voxels plus petits, ce qui permettrait aussi de prendre en compte des très petites
porosités qui sont effacées par une discrétisation trop grossière mais cela nécessiterait
d’utiliser ou d’adapter des théories physiques à l’échelle nanométrique telle la théorie
de Mie. Enfin, une dernière perspective pour ce code est la prise en compte d’autres
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conditions limites pour simuler le comportement réel des échantillons.
Pour ces deux modèles, la résolution analytique d’un couplage fort des équations

n’a pu être possible que sous certaines hypothèses brièvement rappelées dans cette
conclusion. En toute rigueur, les deux approches devraient être testées en parallèle
pour définir objectivement par une étude comparative quelle est la plus efficace. La
même étude sous l’angle d’un couplage faible pourrait donc être menée, ce que nous
n’avons pas pu faire ici en privilégiant le couplage fort pour des raisons de paralléli-
sation principalement.
Ces modélisations peuvent être utilisées pour de nombreuses applications dans les-

quelles de tels matériaux poreux sont impliqués et étudiés du point de vue thermique.
Ces études visent à concevoir et élaborer des matériaux aux meilleures performances
possibles pour leurs applications respectives. L’énergie, l’aéronautique et aérospatial
sont les secteurs d’activités pour lesquels les études sont les plus nombreuses : une
isolation plus efficace pour l’habitat, des machines thermiques à haut rendement, les
piles à combustible pouvant résister à de brusques perturbations, les futurs réacteurs
nucléaires plus sûrs et performants, les boucliers thermiques capables de résister à
de violents chocs thermiques et de très forts gradients de même que pour les corps
de rentrée atmosphériques, les avions, etc. L’élaboration et la validation du choix
des matériaux passent par ce lien étroit entre leur microstructure et leur comporte-
ment thermique, et c’est précisément ce que réalisent nos modélisations en prenant
en compte le fort couplage entre la conduction et le rayonnement que ces applications
mettent en présence. Ainsi, ces modélisations contribuent à l’avancée de la discipline
des couplages conducto-radiatifs mais elles ouvrent également de nouvelles voies d’in-
vestigation pour résoudre de nombreux problèmes de thermique.
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Modeling of time-resolved coupled radiative and conductive heat transfer
in multilayer semitransparent materials up to very high temperatures

M. Niezgoda,1 D. Rochais,1,a) F. Enguehard,1 P. Echegut,2 and B. Rousseau3
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This paper presents an original modeling approach that enables the calculation of the temperature

field within multilayer materials submitted to the flash method. The model takes into account the

time-resolved coupled conducto-radiative heat transfer and the temperature of experiments. The

compound can be subdivided into as many layers as desired, and their thicknesses and relevant

physical properties can be chosen arbitrarily. Unconventional experimental thermograms can be

reproduced faithfully by the calculations. This model, thus, makes it possible to correctly estimate

the effective thermal diffusivity of semitransparent materials, thereby providing a deeper insight

into the analysis of the physical phenomena involved. VC 2011 American Institute of Physics.

[doi:10.1063/1.3664408]

This study is part of a larger research project and its

objective is to model the heat transfer in textured materials,

such as foams and porous ceramics.1,2 Modeling of the flash

method,3,4 in order to characterize the effective thermal dif-

fusivity of specific materials, has been devoted a particular

interest. The experimental thermograms (i.e., temperature

versus time curves) that have been obtained for certain sam-

ples clearly demonstrated that conduction is not the only

mode of heat transfer that occurs in these materials. Indeed,

the phenomena that appear at very short times, e.g., a non-

zero slope, a sharp temperature increase, a temperature step,

point to the existence of radiative heat transfer as a result of

the semitransparent nature of the materials. This semitrans-

parent behavior can be explained by the texture of the mate-

rials as well as by their chemical composition from the local

(i.e., the mean free path of the phonons) to the macroscopic

scale. Moreover, our characterization studies have been con-

ducted at several temperature levels including high tempera-

tures where radiation becomes dominant.

A model coupling both transfer modes (conduction and

radiation) and taking into account the temperature level of

the experiment was developed. This paper presents the vali-

dation of the model for a few cases, and it will be shown that

unconventional thermograms collected on various samples

can be quite satisfactorily reproduced by our model under

the assumption of a one-dimensional heat transfer.

Our model solves the heat transfer problem associated

to the flash experiment applied to a 1D semitransparent cy-

lindrical sample. In the case of a porous medium, no convec-

tion transfer is assumed to take place according to

Rayleigh’s criteria. The front surface of the sample is sub-

mitted to a pulsed energy deposition of short duration, which

is assumed to be uniform over the surface. The lateral sur-

face is presumed to be adiabatic, whereas the front face and

its opposite side (the back face) are submitted to boundary

conditions of emission, diffuse reflection, and heat dissipa-

tion through a coupled convective-radiative exchange

coefficient.

All these assumptions render it possible to develop a

one-dimensional heat transfer model coupling conduction

and radiation, where the latter is assumed to present an azi-

muthal symmetry. Four more assumptions were made: (i) the

intensity field was supposed to be isotropic in each half-

space, (ii) the material under study was presumed to be grey

(i.e., of radiative properties independent of the wavelength),5

which was plausible since the flash thermogram results from

an integration over the whole relevant spectral band, (iii) the

term of the fourth power of temperature was linearized,

which was acceptable with regard to the low temperature ele-

vation within the sample, and (iv) the thermal properties

were presumed to be independent of temperature.

This study is a continuation of that of Coquard et al.5,6

in which experimental thermograms on various foams were

numerically reproduced (with a discrete ordinate method) to

identify the thermal and radiative properties of the materials.

At that time, the proposed model gave good results on the

whole, but there were some difficulties when attempting to

reproduce certain thermograms, especially when the temper-

ature of the experiment increased. Thus, our model was pro-

posed in order to reproduce more accurately the coupled

conductive and radiative phenomena versus temperature,

especially at short times, and to take into account the possi-

ble semitransparent character of the front and back layers.

In our model, the heat equation and the radiative transfer

equation are solved in a coupled manner using a technique

generalizing Lazard et al.’s approach.7 The temperature

field, the total heat flux field, and both hemispherical inten-

sity fields can be expressed analytically in the Laplace space

giving an exact solution as a function of the Laplace and

space variables and the sample properties. A linear system

can be written on the basis of four boundary conditions—one
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for the flux and one for the intensity at each face—where the

unknown parameters are four integration constants appearing

in the analytical expressions. Finally, the four fields can be

evaluated numerically for any values of the Laplace and

space variables, and a numerical Laplace inversion allows

the calculation of the temperature evolution as a function of

the time and space variables, especially at the back face.

In practice, optically opaque layers in the infrared spec-

tral band must be deposited over the front and rear faces of

the samples. This is done, on the one hand, so that the front

face absorbs the energy from the flash and, on the other

hand, so that the back face emits enough radiation towards

the infrared (HgCdTe, InSb, or InGaAs) detector. In fact,

these layers (here a mix of the material and a graphite glue

or paint) can also be porous and thus cannot be considered as

optically opaque as usually assumed in other models.5,6 For

this reason, we have extended our model to a multilayer con-

figuration with grey semitransparent layers of varying nature

and thickness. The number of integration constants is four

per layer, and the linear system evoked previously is com-

pleted by four continuity relations at each interface.

Our model generalizes the notion of the quadrupole intro-

duced by Degiovanni8 to what can be called a hexadecapole,

i.e., a 4� 4-matrix—with one dimension for each variable—

that represents the thermal behavior of a layer. Thus, this kind

of multilayer problem can be readily solved by performing

4� 4-matrix products (with as many matrices as layers in the

studied sample). This has never been done before.

We have confronted the results of our model to experi-

mental flash thermograms collected at various temperatures

for three significantly different materials: a dense graphite

sample for which the heat transfer can be expected to be

exclusively conductive, a silica aerogel sample, and a ther-

mal superinsulator sample. The objective with the graphite

sample is simply to perform a basic validation of the model

before moving on to the study of unconventional cases with

the two other materials.

The experimental thermograms were first collected, after

which the relevant physical and geometrical properties (i.e.,

volume specific heat, index of refraction, absorption coeffi-

cient, and layer thickness) of the layers constituting the sam-

ples were either measured or taken from the literature.9

Finally, all the information concerning the layers was

brought as input data to our model, and we estimated the

effective thermal diffusivities of the semitransparent layers

by a least squares fitting technique.

The study on the graphite sample, regarded as a single-

layer sample, shows that our model is valid in the well-

known case where the heat transfer is only conductive. Fig-

ure 1 exhibits the experimental thermogram acquired at a

temperature of 2000 �C and its counterpart obtained by a

least-square method and based on the physical values of

graphite at 2000 �C. The agreement is excellent, the esti-

mated value of the thermal diffusivity (9.8� 10�6 m2 s�1) is

good,10,11 and the high value of the coupled convective-

radiative heat exchange coefficient (�4100 W m�2 K�1) is

consistent with the temperature level of the experiment (4 r
T3� 2700 W m�2 K�1 when T¼ 2273 K).

The same procedure for estimating the effective thermal

diffusivity was applied to a silica aerogel sample. As already

mentioned, in practice, thin layers of a graphite paint were

spread over the front and back faces to permit the flash

experiment. Afterwards, this sample was considered as a

three-layer sample in our calculations. Thermograms were

collected at three temperatures and are plotted in Figure 2.

During the first 10–20 s of the experiments, the shapes of

these curves do not correspond to what is usually observed

during classical conduction-driven flash experiments.7 More-

over, these unconventional shapes, related to the semitrans-

parent nature of the examined medium, evolve when the

temperature increases.

These behaviors are perfectly reproduced by our model

(see Fig. 2). The large peak at short times is neither an elec-

tronic noise nor a direct illumination of the detector but the

actual material response to the flash experiment. The

FIG. 1. (Color online) Flash experiment over a dense POCO AXM-5Q1

graphite sample: experimental and numerical thermograms at 2000 �C.

Thickness¼ 2.0 mm, volume specific heat¼ 4.0� 106 J m�3 K�1, absorp-

tion coefficient �3� 107 m�1, scattering coefficient negligible.

FIG. 2. (Color online) Flash experiments over a silica aerogel sample (95%

porosity): experimental and numerical thermograms at 20 �C (a), 145 �C (b),

and 306 �C (c). Properties of front and back layers: thickness �50 lm (M),

thermal diffusivity �1� 10�6 m2 s�1 (M), absorption coefficient �5000

m�1 (I), negligible scattering coefficient (I). Studied material properties:

thickness¼ 3.3 mm (M), volume specific heat¼ 2.2� 105 (a), 2.7� 105 (b),

3.1� 105 (c) J m�3 K�1 (M), absorption coefficient¼ 155 (a), 225 (b), 260

(c) m�1 (L), scattering coefficient¼ 210 (a), 540 (b), 460 (c) m�1 (L), heat

exchange coefficient¼ 5 (a), 25 (b) 70 (c) W m�2 K�1 (I). M (Measured), L

(Literature), I (Identified).
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effective thermal diffusivities of the silica aerogel were esti-

mated to a value of 3.9� 10�8 m2 s�1 at 20 �C, 3.2� 10�8

m2 s�1 at 145 �C, and 2.8� 10�8 m2 s�1 at 306 �C, and these

results are quite consistent with the expected order of

magnitude.12

The manner in which the different parameters impact on

the shape of the thermogram should also be mentioned. The

values of the thermal diffusivity a and of the thickness of the

sample e affect the duration of the flash experiment: the

lower the characteristic time s¼ e2/a, the faster the experi-

ment. The radiative properties dictate the features of the tem-

perature step (height and shape) at short times: the higher the

optical thickness b�e (where b is the extinction coefficient),

the more the thermal behavior corresponds to an exclusively

conductive one (absence of the temperature step). Finally,

the ratio of the absorption coefficient to the scattering coeffi-

cient dictates whether the thermogram is “peak-shaped” or

“step-shaped” at short times.

At 20 �C, the use of a model ignoring the radiative trans-

fer led to a thermal diffusivity of 8.4� 10�8 m2 s�1 instead

of 3.9�10�8 m2 s�1 as obtained with the conducto-radiative

model. The error with regard to the estimation of the effec-

tive thermal diffusivity of a semitransparent material can

thus be significant (more than 100% in this case) if the radia-

tive heat transfer is not taken into account, as already shown

by Hahn et al.13

Finally, a superinsulator specimen inserted between two

graphite paint layers deposited over its front and back faces

was treated as a three-layer sample in our calculations. The

study was performed at two temperatures and the two result-

ing thermograms are plotted in Figure 3. Once again, the

observed experimental behaviors are quite well reproduced by

our model. The temperature evolutions at short times

observed here differ in shape as compared to those in Figure 2

due to the relatively thick paint layers (several hundreds of

microns). Nevertheless, in spite of the presence of these

paint layers, the effective thermal diffusivity of the superinsu-

lator could be correctly estimated at the two examined tem-

peratures: 7.5� 10�8 m2 s�1 at 20 �C and 9.8� 10�8 m2 s�1

at 390 �C.14

All these measurements performed on materials present-

ing very different thermal behaviors prove that our model is

able to finely simulate flash experiments where conduction

and radiation coexist. Moreover, it can reproduce the physi-

cal phenomena involved for a variety of semitransparent

materials. This one-dimensional conduction-radiation model

simulating flash experiments is able to predict the tempera-

ture evolution within multilayer samples in which the num-

ber, the thicknesses, and the compositions of the layers can

be chosen arbitrarily. It thus becomes possible to estimate

the effective thermal diffusivity of semitransparent media.

1B. Rousseau, D. De Sousa Meneses, P. Echegut, and J.-F. Thovert, Int. J.

Therm. Sci. 50, 178 (2011).
2M. T. Ta, J. Y. Rolland, P. Echegut, B. Rousseau, M. Zaghrioui, F. Gio-

vannelli, H. Gomart, P. Lenormand, and F. Ansart, Appl. Phys. Lett. 97,

181917 (2010).
3W. J. Parker, R. J. Jenkins, C. P. Butler, and G. L. Abbott, J. Appl. Phys.

32(9), 1679 (1961).
4J.-C. Batsale, D. Maillet, and A. Degiovanni, Int. J. Heat Mass Transfer

37(1), 117 (1994).
5R. Coquard, D. Baillis, and D. Rochais, Int. J. Heat Mass Transfer 52(21-

22), 4907 (2009).
6R. Coquard, J. Randrianalisoa, S. Lallich, and D. Baillis, ASME J. Heat

Transfer 133(11), 112604 (2011).
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FIG. 3. (Color online) Flash experiments over a superinsulator sample (90%

porosity): experimental and numerical thermograms at 20 �C (a) and 390 �C
(b). The sample is made of (i) SiO2 nanoparticles forming a nanoporous ma-

trix (near 100% of volume fraction), (ii) a small volume fraction (�1%) of

SiC microparticles expected to provide infrared opacity, and (iii) a small

volume fraction (�1%) of micrometric cellulose fibers for a mechanical

reinforcement of the nanoporous structure. Properties of the front and back

layers: thickness� 150 lm (M), thermal diffusivity � 1� 10�6 m2 s�1 (M),

absorption coefficient� 5000 m�1 (I), negligible scattering coefficient (I).

Studied material properties: thickness¼ 2.4 mm (M), volume specific

heat¼ 2.2� 105 (a), 1.1�105 (b) J m�3 K�1 (M), absorption coefficient¼ 90

(a), 10 (b) m�1 (L), scattering coefficient¼ 4.8� 103 (a), 10.5� 103 (b) m�1

(L), heat exchange coefficient¼ 10 (a), 25 (b) W m�2 K�1 (I). M (Meas-

ured), L (Literature), I (Identified).
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Abstract. The purpose of our work has been to determine the effective thermal properties of
materials considered heterogeneous at the microscale but which are regarded as homogenous in 
the macroscale environment in which they are used. We have developed a calculation code that
renders it possible to simulate thermal experiments over complex multiconstituent materials
from their numerical microstructural morphology obtained by volume segmentation through
tomography. This modeling relies on the transient solving of the coupled conductive and
radiative heat transfer in these voxelized structures.

1.  Nomenclature
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2.  Introduction
The French Atomic Energy Commission (CEA) works a great deal with porous materials – carbon
composites, ceramics – and aims to optimize their microstructural and thermal properties for specific
uses. A material of interest can be composed of several constituents and generally has a complex 
structure. Its pore size range can be quite large (several tens of micrometers). It is used in large-scale 
systems that are bigger than its own characteristic scale and can be submitted to very high fluxes and
temperatures (until 3000°C). In these conditions, the material is considered as equivalent to a
homogeneous medium for the simulation of its behavior in its using environment. Its local 
morphology is thus not taken into account. 

We are therefore interested in characterizing the effective thermal properties of materials with
heterogeneous microstructural morphologies. The objective is to determine the properties that theses 
materials would have if they were homogeneous. In order to do so, we have developed a methodology
that consists in starting from a 3D-microstructure of the studied materials obtained by X-
microtomography or FIB/SEM-tomography. The observations of the representative rebuilt volumes
enable an understanding and analysis of the structural organization of these materials. The
microstructures constitute the numerical support to compute the numerical experiment simulations.

The results render it possible to estimate the thermal properties of the materials in question. We are 
especially interested in the effective thermal diffusivity of porous multiconstituent materials that we 
estimate as a function of temperature with the help of an inverse method applied to experimental 
thermograms obtained by the flash method [1]. However, the identification of the diffusivity of porous
and/or semitransparent materials is made difficult because of the thermal behavior of these media in
which a strong conducto-radiative coupling can quickly occur when the temperature increases. For this
reason, we have modeled the coupled conductive and radiative heat transfer as a function of the
temperature within porous multiconstituent materials from their morphology discretized into a set of 
homogeneous voxels. The size of the voxel is larger than the wavelength which is the case in practice
because of the studied materials and the high temperature. This modeling rendered it possible, on the
one hand, to simulate any kind of numerical thermal experiments, especially the flash method, and on
the other hand, to reproduce the thermal behavior of our materials in their using conditions. Our 
modeling is only accurate in the context we have here presented.

Considering the coupled heat transfer in porous media is very difficult to take into account, already
in a homogeneous medium and even more in an inhomogeneous one, because it strongly depends on 
the microstructure of the constituents. Consequently, the media are mainly studied at ambient 
temperature where the conductive transfer is dominating and the radiation neglected or they are
interested in their radiative properties and only the radiation is considered. Some researchers estimated

Eurotherm Conference No. 95: Computational Thermal Radiation in Participating Media IV IOP Publishing

Journal of Physics: Conference Series 369 (2012) 012001 doi:10.1088/1742-6596/369/1/012001

2



the effective thermal conductivity especially in foams [2–3] often by being based on analytical model
of the porous structure. Other works deal with only the radiative heat transfer [4–5]. Thus, very few
studies deal with the coupled heat transfer in porous media at high temperatures. But the flash method
was modeled in the case of a coupled conductive and radiative heat transfer within a semi-transparent
material [1, 6–9].

Moreover, among the works dealing with the conductive or radiative heat transfer, most of them
concerns 1D-problems and a weaker number focus on the numerical microstructure of the sample 
obtained by 3D-X-ray tomography. Numerical methods were developed to estimate the effective
thermal conductivity [10–12] and they were applied to 3D-microstructures obtained by X-ray-
tomography [13]. At the same time, the radiative properties (extinction and absorption coefficients,
scattering phase function, etc.) were investigated starting from the microstructure [14–15] and thanks
to the X-ray tomography [16–21].

Finally, in our knowledge, there is no study looking into the modeling of the coupled conductive
and radiative heat transfer from the 3D-microstructure of porous media as a function of the
temperature.

The purpose of this paper consists in describing the modeling approach and explaining the
analytical and numerical resolution of this thermal problem. We have demonstrated how to solve the 
flash method in such voxelized structures and how to organize the analytical resolution of this problem
to compute it in a calculation code giving the transient temperature field in each voxel. Furthermore, 
we have enumerated all the thermophysical and radiative data introduced in the developed calculation
code for each constituent at the voxel scale to carry out our simulations. Finally, we have obtained the
first validation results of the code.

3.  Solving the flash method in a voxelized structure

3.1.  Obtaining the microstructural morphology of materials
First, a numerical volume of the studied sample is required as the support of the numerical thermal
experiment simulation [22]. By using the X-microtomography or FIB/SEM-tomography technique
over the sample, it is possible to obtain a set of 2D images from which the sample can be built in 3D
and then discretized into a set of voxels. These voxels constitute the elementary mesh over which the
considered heat transfer problem is solved. Each voxel is therefore assumed to be homogeneous with
the properties of the constituent of which it is composed. This discretization is a very fine description
of the morphology of the studied samples. We have to make sure that the size of the voxels is larger
than the wavelength of the occurring radiation. It is the case in the context of our study and we present
what follows in the next parts.

3.2.  Analytical solving
Consider a multiconstituent sample, representative of the studied material, in the form of a
parallelepiped some millimeters long. It is composed of cubic homogeneous voxels. Each voxel – with
a size of a few tens of microns– is attributed the thermophysical and radiative properties of the
material that it represents and can be semi-transparent. The upper face of the sample is submitted to a
pulsed energy deposition of short duration at t = 0, which is assumed to be uniform over the surface.
This face and the opposite one are submitted to heat dissipation through a coupled convecto-radiative
coefficient. Moreover, these two faces are assumed to be opaque with emission and diffuse reflection.
The lateral walls are assumed to be adiabatic and totally reflective.

The physics of this thermal problem are governed by two highly coupled equations: the radiative
transfer equation and a flux balance equation. We need to solve these two equations in each voxel to 
model the heat transfer in the previously presented problem. To simplify a complex mathematical 
problem, the following assumptions are made. (i) For each face of each voxel, the intensities are
assumed to be isotropic in each half-space. Two intensities are therefore considered (back and front)
for each face. (ii) The radiative properties and variables of each constituent are presumed to be
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independent of the wavelength (grey media). This is done in order to consider mean radiative
properties and variables. Such an assumption, although it may seem strong, is nevertheless legitimate
because the sought temperature field is the result of energetic variables issued from the integration of
all the contributions of each wavelength. And (iii) the properties are assumed to be independent of the
temperature since the increase in temperature range is small in the case of the flash method. When it
comes to real materials, they can be subjected to greater thermal stresses. This is accounted for by 
making their properties vary as a function of the temperature.

Thus, we have thirteen unknowns in each voxel (and we especially seek to determine the time-
resolved temperature field of each voxel): the temperature and twelve intensities. For each voxel, we
solve the radiative transfer equation between each face and the five others (i.e., six equations), as well
as the flux balance equation involving the conductive and radiative flux exchanged by the voxel with
its six neighbors (i.e., one equation). The mathematical problem is closed with six interface equations
– one on each face – relating the incoming intensity on the face of the voxel to the outgoing one of its
neighbor at the same face. In order to determine these thirteen unknowns, we need to simultaneously
solve these thirteen equations.

3.3.  The radiative transfer equation
Consider a voxel as it was previously described. Its faces are arbitrarily numbered as presented in 
Figure 1. We want an expression of the intensity going outside through one of the faces (for example
the face numbered 6) which is obtained by adding the contributions of the intensities going inside
through the five other faces. It is likely that the intensity going outside through face 6 is not isotropic.
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Figure 1. Geometrical aspects

Thus, the radiative flux going outside through this face is sought and the equivalent isotropic
intensity going inside is deduced.

(1)
To determine the directional intensity in M in the direction of u, the RTE is applied to the voxel

between N and M. As the voxel is homogeneous, there is no scattering within each voxel. Thus, we
only study materials in which there would not be micro- or nano-porosity and consequently scattering
within the voxels. But scattering appears at the sample scale because of its heterogeneity. Indeed, if a 
voxel has a neighbour of different nature, a part of the outgoing radiative transfer is reflected whereas 
an other part is transmitted. At a larger scale (the one of the sample), that causes scattering. Under the
assumption of grey medium, it is written:
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(2)
It is simply solved, giving:

(3)

where is the (isotropic) intensity going inside through face i. After some easy calculations, it is
deduced that:

(4)
Hence:

(5)
where fij is the form ratio of which the sum on the five faces gives 1. Similarly to the form ratio, a 
dimensionless parameter is defined which is called the form ratio with absorption Fij. 

(6)
By setting an equality between the equivalent isotropic intensity going outside through face 6 and

equation 5, we finally obtain:

(7)

(8)

We can show by geometrical considerations that the thirty-six form ratios with absorption can be 
reduced in two. We now have: F61 = F62 = F63 = F64 = FV and F65 = FO. These form ratios with
absorption depend only on the optical thickness κδ in the case of a homogeneous cubic voxel and are
constant and particular to a material.

Finally, here are the six first equations for a voxel:

(9-14)
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The form ratios with absorption can be written in the following way:

(15-16)
Multiple integral calculations render it possible to simplify these quadruple integrals into a simple

one:

(17-18)
We can also write an intensity continuity relation at each face of each voxel (six extra equation for

each voxel). For example, the intensity going inside through face 6 is the sum of the transmitted part
of the intensity going outside through face 5 of the upper voxel and of the reflected part of the
intensity going outside through face 6 of the considered voxel.

(19-24)
By eliminating intensities going outside in equations (19-24), the equations (9-14) enable to reduce

the initial problem with thirteen unknowns for each voxel to a problem with seven unknowns for each 
voxel.

3.4.  The flux balance
The last equation to be formulated is a flux balance: the sum of the conductive and radiative

flux entering a voxel i contributes to increase its temperature.
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(25-26)

3.5.  Boundary conditions
The equations mentioned above are valid for all the problems that can be studied with this modeling
approach. Only the equations related to the boundary conditions, concerning the voxels belonging to
the six faces of the parallelepiped volume, the twelve sides and the eight corners, can change from one
problem to another. In the case of the flash method, in order to take into account the boundary
conditions of the lateral walls, the previous equations have to be adjusted for the concerned voxels in 
the sense that there is no radiation transmitted outside the sample but rather that it is totally reflected
on the lateral walls (i.e., the intensities entering and exiting are equal). Moreover, there is neither a 
conductive flux, nor a radiative one (with the previous consideration) going inside through these walls.
In the case of the boundary conditions on the upper and lower walls, we have that at the lower/upper
wall of each concerned voxel, the intensity going inside through these face is equal to the black body 
intensity at the same temperature. Moreover, a flux balance at the wall of each voxel can be written:
thus, in the upper face, the sum of the conductive and radiative flux going inside is equal to the flux
brought by the flash and exchanged by the convective and radiative dissipation:

(27)
Because of these last considerations, the temperatures at the lower/upper faces of the voxels on the
lower/upper walls also have to be considered as unknowns in the problem.

3.6.  Computation and numerical solving
X is the vector holding all the unknowns of the problem i.e., seven times the number of voxels. This
vector is the solution of a non-linear equation that can be written F(X) = 0 and that is solved
numerically by Newton’s iteration method for systems of 2nd or superior dimension according to:

(28)
Since Xn is known, and with Yn = Xn-Xn+1, the numerical problem amounts to solving a linear

system for each iteration of Newton’s method until the convergence to the solution giving X. There is 
an incredible amount of data to stock in memory (especially the matrix F’(Xn)). To numerically solve
these linear systems while avoiding keeping any data in memory, the iterative algorithm of Fletcher-
Reeves (modified by Polak-Ribiere) has been chosen. It is easy to set up and very efficient in
convergence speed.

Below is the procedure of the numerical solving of our problem. For each time step, Newton’s 
iteration method was applied until the convergence of the sought vector X (whose components were
initialized at the ones resulting from the previous time step or at arbitrarily assumed values for the first
time step). For each iteration, the Polak-Ribiere algorithm was applied until the convergence of the
vector Y (arbitrarily initialized) from which Xn+1 was deduced since Xn was known. Finally, the
components of X giving the temperature in each voxel for each time step rendered it possible to obtain
the temperature field within the sample for the experiment, and especially a thermogram of the
opposite face to the Dirac stimulation in the case of the flash method.
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4.  Thermophysical and radiative properties
The code presented in the previous part is a direct model making it possible to find an unknown
parameter by calculation. Here, this was the transient temperature in each voxel. The different local
thermophysical and radiative properties that are particular to each constituent of the sample have to be 
input in the code.

The voxel size is given by the tomography resolution. The volume specific heat is used for each
constituent at the experiment temperature and these values were either found in the literature or
measured by techniques of calorimetry existing in the laboratory. The thermal diffusivity from the
micrometric scale to one of a few dozen micrometers was measured by photoreflectance and infrared
microscopy as a function of the temperature [23].

The optical index and the absorption coefficient of the constituent were issued from spectral
emission measures thanks to the infrared spectroscopy technique [24]. The emission spectrum of the
constituent made it possible to determine, by means of the dielectric function, the spectrum of the real
part and the imaginary part of the complex refraction index: the spectrum of the optical index and the
extinction index, respectively (from which the absorption coefficient could be deducted). Considering 
the mean radiative properties over the entire spectrum, the optical indexes and the absorption 
coefficients were calculated from the obtained spectrum with the following definitions:

(29)
Finally, the reflection (reflectivities) and transmission (transmitivities) coefficients were 

determined at the interface between the constituents by the Fresnel relation under collimated light. It 
was integrated over all the half-space since an isotropic diffuse radiation is considered.

5.  Code validation
In order to validate the code for which we have presented the theoretical conception, we have 
attempted to compare the results it provides with data obtained with another calculation code. The
considered experiment consisted of a stationary guarded hot plate technique. The code simulated the 
unidirectional coupled conductive and radiative heat transfer between two infinite plates for which the
emissivity was known. One was at a low temperature (cold), the other at a higher one (hot). To solve
the problem, the other code used a discrete ordinates method and an adaptive step of space. 

To be close to this configuration, we considered a monocolumn structure composed of voxels from
the same material. However, our configuration was not strictly 1D. For the sake of comparison, the
lateral walls of our column had to be considered as at infinity, implying that the form ratios with 
absorption had to be recalculated with quite different expressions than the ones defined. They were 
thus function of the form ratios. We could show that the form ratios with absorption between adjacent
faces were equal to zero when the lateral walls were at infinity, as were those between the opposite
faces at infinity. The form ratio with absorption between the opposite faces in the direction of the heat
transfer (perpendicular to the plates) was not equal to zero. Its value tends to 1 when the optical
thickness κδ tends to 0.

The case was the following. The hot wall temperature was 2000 K, and that of the cold wall was
1000 K. Their emissivity was 1, the thickness of the sample was 2 mm, and its conductivity was 2.5 
mW.m-1.K-1. Figure 2 presents three temperature profiles for three values of the mean absorption
coefficient (100, 1000 and 10000 m-1). It can be noticed that the profiles from the two different
modeling runs fit each other exactly, which constitutes a first validation of our model.
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Figure 2. Inter-code comparison

We notice that the two profiles from the two different models are very close, which constitutes a
first validation of our model. The low difference got for the low absorption coefficients is explained 
by the refined mesh near the walls taking into account in the 1D-model contrary to our model.

This study should be continued. The validations carried out during the progressive creation of the
code (inter-codes or comparing with simplified versions for homogeneous media) have shown that this
investigation is headed in the right direction. Future work involves validating the model with flash 
experiments on materials with different semi-transparency characteristics.

6.  Conclusions
We have developed a calculation code in order to model the coupled conductive and

radiative heat transfer within porous multiconstituent materials that are numerically represented by a 
numerical voxelized structure. This discretization corresponds to a very fine description of the
morphology of the studied samples. The purpose of this work was to numerically simulate thermal 
experiments or the real behavior of the studied materials when subjected to any kind of thermal stress. 
The code was validated thanks to simplified conductive and radiative models solving the same 
problem in other ways. The next step will be to validate it by attempting to reproduce the real
experimental behavior of materials of different characteristics.
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Annexe C.

Calculs des facteurs de forme avec
absorption
Avec les notations de la figure 4.2, nous allons ici détailler les calculs qui nous

permettent d’écrire les deux facteurs de forme avec absorption, FO et FV , sous la
forme d’intégrales simples — équations (4.16) et (4.18) — à partir de leur expression
générale sous la forme d’intégrale quadruples.

C.1. Calcul analytique de FO
En considérant la face 6 du voxel, l’expression générale de FO est la suivante :

FO = F65 = 1
πS6

∫∫
M∈S6

∫∫
N∈S5

e−κMN cos θM cos θN
NM2 dSN dSM

Dans un repère cartésien, les coordonnées de M et N sont :

M :


xδ

yδ

δ

 et N :


zδ

tδ

0

 avec : (x, y, z, t) ∈ [0; 1]4

Par ailleurs :

cos θM =
−−→
MN · (−−→z )

MN
=
−−→
NM · −→z
NM

= δ

NM2 et : cos θN =
−−→
NM · −→z
NM

= δ

NM2

FO se réécrit donc :

FO = 1
πδ2

1∫
x=0

1∫
y=0

1∫
z=0

1∫
t=0

e−κMN
(−−→
NM · −→z

)2

NM4 δ4 dx dy dz dt

avec : MN2 = δ2
(
(x− z)2 + (y − t)2 + 1

)
. Finalement, on arrive à :

FO = 1
π

1∫
x=0

1∫
y=0

1∫
z=0

1∫
t=0

e−α
√
f

f 2 dx dy dz dt avec :
α = κδ

f = (x− z)2 + (y − t)2 + 1
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Annexe C. Calculs des facteurs de forme avec absorption

À ce stade, on effectue un premier changement de variable :

u = x

v = y

w = x− z = u− z
s = y − t = v − t

ce qui donne : f = w2 + s2 + 1

et :

FO = 1
π

∫
w

∫
s

∫
u

∫
v

e−α
√
f

f 2 dv du ds dw

Déterminons les domaines d’intégration pour w et s. On a : 0 ≤ z ≤ 1
0 ≤ u ≤ 1

⇔

 −1 ≤ −z ≤ 0
0 ≤ u ≤ 1

⇔


u− 1 ≤ u− z︸ ︷︷ ︸

w

≤ u

0 ≤ u ≤ 1

On distingue donc deux cas :

•

 u− 1 ≤ w

0 ≤ u ≤ 1
⇔ 0 ≤ u ≤ w + 1 ≤ 1⇔

 0 ≤ u ≤ w + 1
−1 ≤ w ≤ 0

•

 w ≤ u

0 ≤ u ≤ 1
⇔ 0 ≤ w ≤ u ≤ 1⇔

 w ≤ u ≤ 1
0 ≤ w ≤ 1

De même, on trouve :

•

 v − 1 ≤ s

0 ≤ v ≤ 1
⇔ 0 ≤ v ≤ s+ 1 ≤ 1⇔

 0 ≤ v ≤ s+ 1
−1 ≤ s ≤ 0

•

 s ≤ v

0 ≤ v ≤ 1
⇔ 0 ≤ s ≤ v ≤ 1⇔

 s ≤ v ≤ 1
0 ≤ s ≤ 1

On a donc quatre domaines d’intégration et FO se décompose comme suit :

FO = 1
π


0∫

w=−1

0∫
s=−1

w+1∫
u=0

s+1∫
v=0

e−α
√
f

f 2 dv du ds dw +
0∫

w=−1

1∫
s=0

w+1∫
u=0

1∫
v=s

e−α
√
f

f 2 dv du ds dw

+
1∫

w=0

0∫
s=−1

1∫
u=w

s+1∫
v=0

e−α
√
f

f 2 dv du ds dw +
1∫

w=0

1∫
s=0

1∫
u=w

1∫
v=s

e−α
√
f

f 2 dv du ds dw


En faisant un changement de variable dans les deux derniers termes (w = s′ et

s = w′ pour le troisième et w = −w′, s = −s′, u′ = w − u et v′ = s − v pour la

150



C.1. Calcul analytique de FO

quatrième), on remarque que les intégrales quadruples sont identiques deux à deux. Les
quantités intégrées ne dépendent ni de u, ni de v ; en effectuant donc très simplement
les deux premières intégrales, on obtient alors :

FO = 2
π


0∫

w′=−1

0∫
s′=−1

(1 + w′)(1 + s′)e−α
√
f

f 2 ds′ dw′

+
1∫

w′=0

0∫
s′=−1

(1− w′)(1 + s′)e−α
√
f

f 2 ds′ dw′


Un nouveau changement de variable simple (w′ = −w et s′ = −s pour le premier

terme et w′ = w et s′ = −s pour le second) permet de constater que les deux termes
sont égaux. On arrive ainsi à :

FO = 4
π

1∫
w=0

1∫
s=0

(1− w)(1− s)e−α
√
f

f 2 ds dw avec : f = w2 + s2 + 1

À présent, effectuons un changement de variable pour passer en coordonnées po-
laires :  w = r cos θ

s = r sin θ
ce qui donne : f = r2 + 1

Le jacobien de la transformation vaut r. FO devient alors :

FO = 4
π

∫
r

∫
θ

r(1− r cos θ)(1− r sin θ)e−α
√
f

f 2 dθ dr

w et s varient dans un carré de 0 à 1. Les domaines d’intégration sont donc :

•

 r ∈ [0; 1]
θ ∈

[
0; π2

] et : •

 r ∈
[
1;
√

2
]

θ ∈
[
arccos

(
1
r

)
; π2 − arccos

(
1
r

)]
FO devient donc :

FO = 4
π

 1∫
r=0

r
e−α
√
f

f 2

π
2∫

θ=0

(1− r cos θ)(1− r sin θ) dθ dr

+

√
2∫

r=1

r
e−α
√
f

f 2

π
2−arccos( 1

r )∫
θ=arccos( 1

r )
(1− r cos θ)(1− r sin θ) dθ dr
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Une primitive de (1− r cos θ)(1− r sin θ) par rapport à θ est :

θ − r(sin θ − cos θ)− r2

4 cos(2θ)

D’où :

FO = 4
π

 1∫
r=0

r
e−α
√
f

f 2

[
θ − r(sin θ − cos θ)− r2

4 cos(2θ)
]π

2

0
dr

+

√
2∫

r=1

r
e−α
√
f

f 2

[
θ − r(sin θ − cos θ)− r2

4 cos(2θ)
]π

2−arccos( 1
r )

arccos( 1
r )

dr


Maintenant, quelques petits calculs trigonométriques. Posons : Θ = π

2 − arccos
(

1
r

)
,

soit : arccos
(

1
r

)
= π

2 −Θ.

cos
(
π

2 −Θ
)

= 1
r

= sin Θ

Et avec sin2Θ = 1− cos2Θ, on a :

cos Θ =
√

1− 1
r2

Les calculs faits à l’aide de ces rappels trigonométriques, l’expression finale de FO
sous la forme d’intégrales simples est la suivante :

FO = 2
π

1∫
r=0

e−κδ
√
r2+1

(r2 + 1)2 r
(
π − 4r + r2

)
dr

+ 2
π

√
2∫

r=1

e−κδ
√
r2+1

(r2 + 1)2 r
(
π − 2− r2 + 4

√
r2 − 1− 4 arccos

(1
r

))
dr

C.2. Calcul analytique de FV
Passons à présent au calcul de FV . La démarche de calcul est similaire à celle du

calcul de FO. En considérant la face 6 du voxel, l’expression générale de FV est la
suivante :

FV = F61 = 1
πS6

∫∫
M∈S6

∫∫
N∈S1

e−κMN cos θM cos θN
NM2 dSN dSM

Dans un repère cartésien, les coordonnées de M et N sont :

M :


xδ

yδ

δ

 et N :


zδ

0
tδ

 avec : (x, y, z, t) ∈ [0; 1]4
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Par ailleurs :

cos θM =
−−→
MN · (−−→z )

MN
=
−−→
NM · −→z
NM

= (1− t)δ
NM2 et : cos θN =

−−→
NM · −→y
NM

= yδ

NM2

FV se réécrit donc :

FV = 1
πδ2

1∫
x=0

1∫
y=0

1∫
z=0

1∫
t=0

e−κMN
(−−→
NM · −→z

) (−−→
NM · −→y

)
NM4 δ4 dx dy dz dt

avec : MN2 = δ2
(
(x− z)2 + y2 + (1− t)2

)
. Finalement, on arrive à :

FV = 1
π

1∫
x=0

1∫
y=0

1∫
z=0

1∫
t=0

yt
e−α
√
f

f 2 dx dy dz dt avec :
α = κδ

f = (x− z)2 + y2 + t2

À ce stade, on effectue un premier changement de variable :

a = x

b = z − x = z − a
c = z

d = t

ce qui donne : f = b2 + c2 + d2

et :

FV = 1
π

∫
b

∫
c

∫
d

∫
a

cd
e−α
√
f

f 2 da dd dc db

Déterminons les domaines d’intégration pour a. On a :

 0 ≤ z ≤ 1
0 ≤ a ≤ 1

⇔


−a ≤ z − a︸ ︷︷ ︸

b

≤ 1− a

0 ≤ a ≤ 1

On distingue donc deux cas :

•

 −a ≤ b

0 ≤ u ≤ 1
⇔ 0 ≤ −b ≤ a ≤ 1⇔

 −b ≤ a ≤ 1
−1 ≤ b ≤ 0

•

 b ≤ 1− a
0 ≤ a ≤ 1

⇔ 0 ≤ a ≤ 1− b ≤ 1⇔

 0 ≤ a ≤ 1− b
0 ≤ b ≤ 1
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On a donc deux domaines d’intégration et FV se décompose comme suit :

FV = 1
π

1∫
c=0

1∫
d=0

0∫
b=−1

1∫
a=−b

cd
e−α
√
f

f 2 da db dd dc

+ 1
π

1∫
c=0

1∫
d=0

1∫
b=0

1−b∫
a=0

cd
e−α
√
f

f 2 da db dd dc

D’où :

FV = 1
π

1∫
c=0

1∫
d=0

0∫
b=−1

(1 + b)cde−α
√
f

f 2 db dd dc

+ 1
π

1∫
c=0

1∫
d=0

1∫
b=0

(1− b)cde−α
√
f

f 2 db dd dc

En faisant un changement de variable dans le premier terme (b = −b′, puis b′ = b),
on remarque que les deux intégrales triples sont identiques. On obtient alors :

FV = 2
π

1∫
c=0

1∫
d=0

1∫
b=0

(1− b)cde−α
√
f

f 2 db dd dc avec : f = b2 + c2 + d2

À présent, effectuons un changement de variable pour passer en coordonnées po-
laires :  c = r cos θ

d = r sin θ
ce qui donne : f = b2 + r2

Le jacobien de la transformation vaut r. FV devient alors :

FV = 2
π

1∫
b=0

(1− b)
∫
θ

∫
r

r3 cos θ sin θe−α
√
f

f 2 dθ dr db

c et d varient dans un carré de 0 à 1. Comme précédemment, les domaines d’inté-
gration sont donc :

•

 r ∈ [0; 1]
θ ∈

[
0; π2

] et : •

 r ∈
[
1;
√

2
]

θ ∈
[
arccos

(
1
r

)
; π2 − arccos

(
1
r

)]
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FV devient donc :

FV = 2
π

1∫
b=0

(1− b)
1∫

r=0

r3 e−α
√
f

f 2

π
2∫

θ=0

cos θ sin θ dθ dr db

+ 2
π

1∫
b=0

(1− b)

√
2∫

r=1

r3 e−α
√
f

f 2

π
2−arccos( 1

r )∫
θ=arccos( 1

r )
cos θ sin θ dθ dr db

Une primitive de cos θ sin θ = 1
2 sin(2θ) par rapport à θ est :

−1
4 cos(2θ)

D’où :

FV = 2
π

1∫
b=0

(1− b)
1∫

r=0

r3 e−α
√
f

f 2

[
−1

4 cos(2θ)
]π

2

0
dr db

+ 2
π

1∫
b=0

(1− b)

√
2∫

r=1

r3 e−α
√
f

f 2

[
−1

4 cos(2θ)
]π

2−arccos( 1
r )

arccos( 1
r )

dr db

Le calcul fait, on arrive à :

FV = 1
π

1∫
b=0

1∫
r=0

(1− b)r3 e−α
√
f

f 2 dr db

︸ ︷︷ ︸
FV 1

+ 1
π

1∫
b=0

√
2∫

r=1

(1− b)r(2− r2)e−α
√
f

f 2 dr db

︸ ︷︷ ︸
FV 2

Considérons d’abord FV 1. Effectuons un nouveau changement de variable pour pas-
ser en coordonnées polaires : b = ρ cos θ

r = ρ sin θ
ce qui donne : f = ρ2

Le jacobien de la transformation vaut ρ et les domaines d’intégration sont identiques
au cas précédent :

•

 ρ ∈ [0; 1]
θ ∈

[
0; π2

] et : •

 ρ ∈
[
1;
√

2
]

θ ∈
[
arccos

(
1
ρ

)
; π2 − arccos

(
1
ρ

)]
FV 1 devient alors :

FV 1 = 1
π

1∫
ρ=0

e−αρ
π
2∫

θ=0

(1− ρ cos θ)sin3θ dθ dρ

+ 2
π

√
2∫

ρ=1

e−αρ
π
2−arccos( 1

ρ)∫
θ=arccos( 1

ρ)
(1− ρ cos θ)sin3θ dθ dρ
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Annexe C. Calculs des facteurs de forme avec absorption

Un changement de variable avec u = cos θ permet de trouver facilement une primi-
tive de (1 − ρ cos θ)sin3θ dθ qui devient (−1 + ρu + u2 − ρu3) du. Une primitive par
rapport à θ est :

−ρ4cos4θ + 1
3cos3θ + ρ

2cos2θ − cos θ

D’où :

FV 1 = 1
π

1∫
ρ=0

e−αρ
[
−ρ4cos4θ + 1

3cos3θ + ρ

2cos2θ − cos θ
]π

2

0
dρ

+ 1
π

√
2∫

ρ=1

e−αρ
[
−ρ4cos4θ + 1

3cos3θ + ρ

2cos2θ − cos θ
]π

2−arccos( 1
ρ)

arccos( 1
ρ)

dρ

À l’aide des petits rappels de trigonométrie vus dans le calcul de FO, les calculs
nous font aboutir à :

FV 1 = 1
π

1∫
ρ=0

(2
3 −

ρ

4

)
e−αρ dρ+ 1

π

√
2∫

ρ=1

3ρ4 + 6ρ2 − 4− 4(2ρ2 + 1)
√
ρ2 − 1

12ρ3 e−αρ dρ

Considérons à présent FV 2. Effectuons un nouveau changement de variable pour
passer en coordonnées polaires : b = ρ cos θ

r = ρ sin θ
ce qui donne : f = ρ2

Le jacobien de la transformation vaut ρ mais les domaines d’intégration changent
par rapport au cas précédent car r ne varie plus dans le même intervalle ; b et r varient
dans un rectangle respectivement de 0 à 1 et de 1 à

√
2 :

•

 ρ ∈
[
1;
√

2
]

θ ∈
[
π
2 − arccos

(
1
ρ

)
; π2
] et : •

 ρ ∈
[√

2;
√

3
]

θ ∈
[
arccos

(
1
ρ

)
; π2 − arccos

(√
2
ρ

)]
FV 2 devient alors :

FV 2 = 1
π

√
2∫

ρ=1

e−αρ
π
2∫

θ=π
2−arccos( 1

ρ)
(1− ρ cos θ) sin θ(2− ρ2sin2θ) dθ dρ

+ 1
π

√
3∫

ρ=
√

2

e−αρ
π
2−arccos( 2

ρ)∫
θ=arccos( 1

ρ)
(1− ρ cos θ) sin θ(2− ρ2sin2θ) dθ dρ
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C.3. Évolution des facteurs de forme avec absorption en fonction de κδ

Un changement de variable avec u = cos θ permet de trouver facilement une primi-
tive de (1−ρ cos θ)(2−ρ2sin2θ) sin θ dθ qui devient (ρ3u3−ρ2u2+(2ρ−ρ3)u+(ρ2−2)) du.
Une primitive par rapport à u est :

ρ3

4 u
4 − ρ2

3 u
3 + 1

2(2ρ− ρ3)u2 + (ρ2 − 2)u

D’où :

FV 2 = 1
π

√
2∫

ρ=1

e−αρ
ρ2

[
ρ3

4 u
4 − ρ2

3 u
3 + 1

2(2ρ− ρ3)u2 + (ρ2 − 2)u
]0

1
ρ

√
ρ2−1

dρ

+ 1
π

√
3∫

ρ=
√

2

e−αρ
ρ2

[
ρ3

4 u
4 − ρ2

3 u
3 + 1

2(2ρ− ρ3)u2 + (ρ2 − 2)u
] 1
ρ

√
ρ2−2

1
ρ

dρ

Et les calculs nous font aboutir à :

FV 2 = 1
π

√
2∫

ρ=1

3ρ4 − 12ρ2 + 9− 4(2ρ2 − 5)
√
ρ2 − 1

12ρ3 e−αρ dρ

+ 1
π

√
3∫

ρ=
√

2

−3ρ4 + 6ρ2 + 1 + 8(ρ2 − 2)
√
ρ2 − 2

12ρ3 e−αρ dρ

Enfin, en intégrant par parties le premier terme de FV 1 et en rassemblant le second
terme de FV 1 et le premier de FV 2, on aboutit à l’expression finale de FV sous la forme
d’intégrales simples :

FV = 8α− 3 + (3− 5α)e−α
12πα2

+ 1
12π

√
2∫

ρ=1

e−αρ
ρ3

(
6ρ4 − 6ρ2 + 5− 16(ρ2 − 1)

3
2

)
dρ

+ 1
12π

√
3∫

ρ=
√

2

e−αρ
ρ3

(
−3ρ4 + 6ρ2 + 1 + 8(ρ2 − 2)

3
2

)
dρ

C.3. Évolution des facteurs de forme avec absorption
en fonction de κδ

Les figure C.1 montrent l’évolution des facteurs de forme avec absorption en fonction
de κδ.
On constate que les facteurs de forme avec absorption diminuent avec l’épaisseur

optique en partant d’une asymptote aux faibles épaisseurs optiques pour devenir nulles
aux grandes. La passage d’une asymptote à l’autre se fait de manière relativement
brutale entre 10−3 et 10.
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Annexe C. Calculs des facteurs de forme avec absorption

Figure C.1.: Évolution des facteurs de forme avec absorption en fonction de κδ
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Mathieu NIEZGODA

Modélisation du transfert thermique
au sein de matériaux poreux multiconstituants

Résumé :

Le CEA travaille  sur  des matériaux  poreux –  alvéolaires,  composites,  céramiques,  etc.  –  et  cherche à 
optimiser leurs propriétés pour des utilisations spécifiques. Ces matériaux, souvent composés de plusieurs  
constituants,  ont  en général  une structure complexe avec une taille  de pores de quelques dizaines de 
microns. Ils sont mis en œuvre dans des systèmes de grande échelle, supérieure à leurs propres échelles  
caractéristiques, dans lesquels on les considère comme équivalents à des milieux homogènes, sans prendre 
en compte sa microstructure locale, pour simuler leur comportement dans leur environnement d’utilisation. 
Nous  nous  intéressons  donc  à  la  caractérisation  des  propriétés  thermiques  effectives  de  matériaux  à 
microstructure hétérogène en cherchant à déterminer par méthode inverse en fonction de la température la 
diffusivité thermique qu’ils auraient s’ils étaient homogènes.

L’identification  de  la  diffusivité  de  matériaux  poreux  et/ou  semi-transparents  est  rendue  difficile  par  le  
couplage conducto-radiatif fort qui peut se développer rapidement dans ces milieux avec une augmentation 
de la température. Nous avons donc modélisé le transfert de chaleur couplé conducto-radiatif en fonction de 
la température au sein de matériaux poreux multiconstituants à partir de leur microstructure numérisée en 
voxels. Notre démarche consiste à nous appuyer sur la microstructure 3D obtenue par tomographie. Ces 
microstructures servent de support numérique à cette modélisation qui permet d’une part de simuler tout  
type  d’expériences  thermiques  numériques  –  en  particulier  la  méthode  flash  dont  les  résultats  nous 
permettent de déduire la diffusivité thermique –, et d’autre part de reproduire le comportement thermique de 
ces échantillons dans leur condition d’utilisation.

Mots  clés  :  modélisation,  transferts  thermiques,  milieux  poreux,  milieux  semi-transparents,  couplage 
conduction rayonnement, microstructure numérique 3D, voxels, méthode flash, plaque chaude gardée

 Modeling of heat transfer
within porous multiconstituent materials

Abstract :

The CEA works a great deal with porous materials – carbon composites, ceramics – and aims to optimize 
their properties for specific uses. These materials can be composed of several constituents and generally  
has a complex structure with pore size of several tens of micrometers. It is used in large-scale systems that  
are bigger than its own characteristic scale in which they are considered as equivalent to a homogeneous 
medium for  the  simulation  of  its  behavior  in  its  using environment  without  taking  into  account  its  local 
morphology. We are especially interested in the effective thermal diffusivity of heterogeneous materials that 
we  estimate  as  a  function  of  temperature  with  the  help  of  an inverse  method by considering  they  are 
homogeneous.

The identification of the diffusivity of porous and/or semitransparent materials is made difficult because of the  
strong  conducto-radiative  coupling  can  quickly  occur  when  the  temperature  increases.  We  have  thus 
modeled the coupled conductive and radiative heat transfer as a function of the temperature within porous 
multiconstituent materials from their morphology discretized into a set of homogeneous voxels. We have 
developed a methodology that consists in starting from a 3D-microstructure of the studied materials obtained 
by  tomography.  The  microstructures  constitute  the  numerical  support  to  this  modeling  that  renders  it  
possible,  on the one hand, to simulate any kind of  numerical  thermal  experiments,  especially  the flash  
method whose the results  render it possible to estimate the thermal diffusivity, and on the other hand, to 
reproduce the thermal behavior of our materials in their using conditions.

Keywords: modeling, heat transfer, porous media, semitransparent media, conduction radiation coupling, 3D 
numerical microstructure, voxels, flash method, hot guarded plate
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