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Résumé

On s'intéresse dans ce travail aux problemes aux limites powne classe par-
ticuliere d'équations dispersives, qui est en un certainrse une généralisation
des équations strictement hyperboliques et comprend lesuatjons d'Euler-
Korteweg. Ces dernieres sont notre motivation initiale etel | rouge du mé-
moire.

Le premier chapitre rappelle la théorie classique initiéeap H.O. Kreiss pour
les problemes aux limites hyperboliqgues non symétriquesn Barticulier on in-
troduit des opérateurs pseudo-di érentiels appelés syntigéseurs de Kreiss
permettant d'obtenir des estimationsa priori dans des espacds? a poids en
temps pour le probleme sans donnée initiale. Ces estimatsos'étendent au
cas de données initialet? grace a un théoréme de J. Rauch valable dans le
cadre strictement hyperbolique, et dont on donne une géndisation au cas des
systeme constamment hyperboliques.

Certaines propriétés algébriques des équations d'Eulesieweg nous permettent
de généraliser cette construction de symétriseurs, ce qubrthe un résultat
d'existence et d'unicité pour le probléeme d'Euler-Kortewg linéarisé. On met
ensuite en évidence une famille d'équations a coe cients gstants admettant
des propriétés algébriques adaptées a I'étude du problemexdimites par la
méthode des symétriseurs. Ces équations sont dispersives,qui se traduit
notamment pour une sous-famille de celles ci par un e et rélguisant a la
Kato pour le probléeme de Cauchy, adapté d'un résultat de P. @wstantin et
J.C. Saut. La nature bien posée du probleme aux limites asg®d@ ces équa-
tions (avec des conditions au bord adaptées) est prouvée ¢abfissant d'abord
I'existence de symétriseurs de Kreiss généralisés pour cebteme puis l'exis-
tence et l'unicité d'une solution. Ensuite, on étudie notamment le passage au
probleme mixte (avec données initiales nulles ou non) et orilise un calcul
pseudo-di érentiel quasi-homogéne pour étendre le carace bien posé a des
cas ou certains coe cients sont variables.

La n du mémoire est plus orientée vers I'analyse numériqgu@ptamment avec
I'épineuse question des conditions aux limits arti cielle. On utilise les ré-
sultats théoriques pour montrer comment obtenir les conddns aux limites
transparentes dans un cadre général. On s'inspire ensuite plusieurs résultats
notamment dis a X. Antoine, C. Besse et J.Szeftel sur I'apptination des
conditions aux limites transparentes par des conditions téis absorbantes
(plus adaptées au calcul numérique) dans le cas de I'équatide Schrodinger.
Cette méthode est utilisée pour mettre en place une approxation des solu-
tions du systéme d'Euler-Korteweg dan®, dont on se sert alors pour tester
numeériqguement la stabilité d'ondes progressives (solitepsolutions du modele
d'Euler-Korteweg (stabilité précédemment étudiée du poitrde vue théorique
par S. Benzoni, R. Danchin, S. Descombes et D. Jamet).



Vi
Abstract

The aim of this work is to study a family of dispersive partialdi erential
equations, which are in some sense a generalization of dlyihiyyperbolic equa-
tions, including the Euler-Korteweg equations. They are aunitial motivation
and a guiding thread of this memaoir.

The rst chapter is a reminder on the classical theory of nosymmetric strictly
hyperbolic boundary value problems, which was initiated byH.O. Kreiss, the
author of the now called Kreiss symmetrizers . These are pmudo- di eren-
tial operators allowing to obtain weightedL? a priori estimates for the pure
boundary value problem. In the strictly hyperbolic frame, hese results were
extended to the case of ? initial data thanks by J. Rauch. We prove their
generalization for constantly hyperbolic system.

Some algebraic properties of the Euler-Korteweg equatioaiow us to genera-
lize the construction of symmetrizers, and obtain a resultfavell-posedness for
the linearized Euler-Korteweg mixed problem. Subsequewntiwe point out a fa-
mily of constant coe cients dispersive partial di erential equations satisfying
algebraic properties convenient for the study of the boundga problem by the
use of symmetrizers. The fact that these equations are digpire is re ected
by a Kato smoothing e ect for the solutions of the Cauchy prolem, which
we prove by adaptating a theorem of P. Constantin and J.C. SauThe well
posedness of the boundary value problem for these equatignsth convenient
boundary conditions) is proved in two steps : rst we constrat Kreiss symme-
trizers to obtain a priori estimates, and then we use standard duality methods
for the existence. We then extend our results to the mixed pblem and to
variable coe cients by the use of (quasi-homogeneous) psduordi erential cal-
culus.

The last part of the dissertation is turned toward numericalanalysis. More
speci cally we compute approximate solutions orR of the Euler-Korteweg
system. The main di culty encountered is the de nition of arti cial boundary
conditions, which is known to be a delicate problem. We usedbretical results
to show in a general way how to derive transparent boundary oditions. We
then recall several results, notably due to X. Antoine, C. Bsse and J. Szeftel
on the approximation of transparent boundary conditions byso-called ab-
sorbing boundary conditions , which are more suitable for mmerical calculus.
This approach is used to check numersically the stability dfraveling waves
(solitons) solutions of the Euler-Korteweg model (this staility had already
been studied on a theoretical level by S. Benzoni, R. Danchi®. Descombes
et D. Jamet).
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Introduction

Le I rouge de ce mémoire est I'étude du systéme d'Euler-Kartveg

@ + div(u)=0;
@+ (urju+rg()=r (K() +3KO)r

gui modélise les e ets de la capillarité aux interfaces emrdes zones ou la den-
sité est tres di érente (les interfaces étant alors les zones ogl ¢radient de
est fort). La capillarité est mesurée par le coe cientk , qui peut dépendre de
. S'agissant d'un uide en mouvement,u(x;t) représente la vitesse au point
(x;t). La premiére équation traduit la conservation de la masseandis que la
deuxieéme (sur la quantité de mouvement) correspond a I'édtian classique du
systeme d'Euler a laquelle se rajoute un terme de troisiemedee, lié au ten-
seur de Korteweg. L'analyse mathématique du probléme de Gd#ny (délicate
notamment du fait de I'absence de terme visqueux) a été désppée notam-
ment par S. Benzoni, R. Danchin et S. Descombes [11, 8, 10,l9¢xistence et
la stabilité de solutions globales régulieres particuliés, ondes progressives hé-
téroclines (modélisant par exemple les transitions de preiquide vapeur) ou
homoclines (solitons) ont été étudiées dans [9, 10]. L'eeisce et unicité locale
de solutions régulieres est obtenue dans [11] en dimensioet[9] en dimension
quelconque.
Il est important de savoir déterminer si le probleme aux linés est bien posé
pour deux raisons : la premiére est que physiqguement les danes ou évoluent
les uides considérés sont limités a une partie de l'espadégn deuxiéme argu-
ment est qu'on ne sait en général pas calculer explicitemenhe solution, et
gue l'approche par analyse numérique requiert de travaitlsur un nombre ni
de points, donc en domaine borné.
Le systeme d'Euler-Korteweg présente des propriétés disgiges provenenant
des termes d'ordre3. Or l'analyse théorique des problemes aux limites dis-
persifs avec condition au bord générale est encore limitd2ans les références
classiques sur les problémes aux limites non homogenes, euatgiter les traités
de J.L. Lions et E. Magenes, [44, 45, 46], qui se concentreapendant plus sur
I'analyse de problemes elliptiques et paraboliques, et ddes résultats d'exis-
tence et d'unicité pour les autres types de probléemes ne squéas optimaux.
Plus récemment, il y a eu plusieurs avancées dans l'analysssgroblémes dis-
persifs scalaires d'ordré en temps, et en dimensiorl d'espace. Par exemple,

3
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le probléeme aux limites non homogéne pour I'équation de Kaweg de Vries

@+ u@u+ @u=0;

fait I'objet de plusieurs résultats de Bona, Sun et Zhang [135] et de Faminskii
[23]. La nature bien posée de problemes d'ordre plus élevéespace a également
été obtenue par A. Faminskii et N. Larkin [24] ainsi que L.Y. @hg et A.S.
Fokas [26], ce dernier développant (entre autres) dans umrk [27] les méthodes
d'intégration dans le plan complexe utilisées pour cela.

Si ces méthodes scalaires semblent pouvoir s'étendre a amsg systémes, elles
utilisent de fagon assez importante le fait de travailler edimensionl d'espace,
notamment pour avoir une représentation explicite des sdlans de la partie
linéaire des équations. Parallelement, la théorie des piemes aux limites pour
les systémes hyperboliques est tres riche et dispose de roéis puissantes, ce
qui a motivé la recherche de résultats analogues dans notredece. Rappelons
gu'un systeme hyperbolique linéaire est de la forme

xd
@Qu + Aix;t)Qu=f;

i=1
avec la propriété

xd
8 2 RY det( + Aj(x;t)=0) 2R:

j=1
Considérons par exemple le probléme aux limites stixq Og

I:)d
Qu + J.zlAj(x;t)@ju:O;

. 1
BUjx,=0 = 0 ; @)

avecB une matrice de rang maximal. Si les matriced; sont symétriques (on
dit alors que le systéme eskriedrichs symétriqueou symétrique au sens de
Friedrichs ), on obtient formellement en multipliant le systéme paru et en
intégrant surR4 * R* [0, T]:

Z Z

d ju(x; t)j%dx = Aqu udy :
dt Xqg O Xq=0

Si le probleme(1) est de plus strictement dissipatif, c'est a dire que sur KE&B),
Aqv v < Oet que Ker(B) est un espacenaximal pour cette propriété, on peut
en déduire I'estimationa priori pour les solutions

9"> 0: ku(t)kizre 1 rey + "JU(Xa = 0)jLere 1 o)  CldiLzre 1 oy © (2)

Lorsque le systéme n'est pas Friedrichs symétrique et stement dissipatif,
I'analyse du probleme aux limites (méme si les matrice’; sont constantes)
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s'avere trés délicate. On rappelles dans le chapitiecomment un outil fonda-
mental, les symétriseurs de Kreiss [40], permettent d'otenir (presque) les
mémes estimations priori pour les systemes strictement hyperboliques, avec
une hypothese sur les conditions aux limites remplagant l&iste dissipativité :
la condition de Kreiss-Lopatinski uniforme. Pour I'essatiel, I'idée des symé-
triseurs de Kreiss consiste a construire une matric® ; ) symétrisant le
systeme

X 1

b+ i ;A (xtb+ A@,b= 10

j=1
obtenu formellement par transformée de Fourier-Laplace espace temps, et a
concrétiser ces calculs formels a l'aide du calcul pseudatentiel et des ou-
tils associés (inégalité de Garding). La construction e ¢ive de symétriseurs de
Kreiss permet d'obtenir une estimation pour le problemg auimites sans condi-

tion initiale dans les espacet?( R)= u2LZ.: je 'uj?dxdt <
Rt

1

9 > O 8 , kukLZ(Rd 1 R+ Rt) + jujxdzojLZ(Rd 1 Rt) ngjLZ(Rd 1 Rt) .

Cette estimation avait été complétée peu apres le travail déreiss par J. Rauch
[58] qui a démontré(2) dans le cadre des systémes strictement hyperboliques.
On rappelle plus précisément ces résultats classiques aerprer chapitre, que
I'on conclut par une premiére contribution : une extension w théoreme de
Rauch pour des systémes constamment hyperboliques, notaemhgrace a I'ex-
tension de la théorie de Kreiss a cette classe de systemescaiée par G. Mé-
tivier [51]. Ce résultat est actuellement soumis pour puldation.

Le deuxiéme chapitre a pour objet I'étude des problémes aumltes pour le
systeme d'Euler-Korteweg linéarisé autour d'un état conant. Il est I'occasion
de se familiariser avec la condition de Kreiss-Lopatinskiniforme et de fournir
la construction de symétriseurs généralisés pour le proimié aux limites dans
un cas assez élémentaire. On prouve également des estinmtipour le pro-
bleme de Cauchy qui permettent de prouver que le probleme rexest bien
posé. L'une d'elles est inspirée d'un contréle de trace di a Kenig, A. Ponce
et L. Vega [38] pour les solutions d@u @D™ *u =0, ou D est le multipli-
cateur de Fourier spatial de symbol¢ j. Ce chapitre en anglais est repris d'un
article publié au Journal of Di erential Equations d'ao(t 201Q

Le résultat obtenu laisse entendre que la construction dersgtriseurs est en-
visageable pour une large classe d'équations aux dérivéestiplles quasi-
homogeénes , sous des conditions sur leur symbole a précigen sélectionne
cette classe de symboles au chapit@ Plus précisément on travaille sur des
systemes de la forme

Xn .
@An «(@u=0;d(A)=pj:

k=0
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pour lesquels on a

X0
8 2 RY det( “KAm k(i ))=0) 2iR:
k=0

En particulier, I'accent est mis sur la condition de Petrowd (nécessaire a la
nature bien posée du probléme de Cauchy) et sur les problengesstabilité de
cette condition par perturbation. Cette question est impdante dans la me-
sure ou elle est un bon indicateur de la faisabilité d'une alyae a coe cients
variables. On prouve en particulier que, contrairement auas des systemes
strictement hyperboliques, la condition de Petrowski n'éspas stable par per-
turbation d'ordre inférieur pour la classe considérée. Onantre cependant une
stabilité par perturbation d'ordre su samment faible. A cet égard il faut citer
la notion de g-hyperbolicité, développée par L. Gindikin et S. Volevichg[7, 31]
pour des équations scalaires d'ordre quelconque et sur latie on revient a la
n du chapitre 4. En adaptant un résultat de P. Constantin et J.C. Saut [18],
on prouve l'e et Kato-régularisant sur les solutions du prbléme de Cauchy.
Cet e et peut se résumer a un gain dém 1)=2 dérivées spatiales localement
si dans le systeme on dériven fois en temps pour une fois en espace .
Ayant dé ni une classe adaptée d'équations, on reformule |[grobleme aux li-
mites associé sous la forme d'un probléme pseudo-di éremtti

@QU=GU; (x;t)2RY? R" Ry; 3)
FUjx,=0 = (X%t)2 R4 1 R':

Apres une analyse élémentaire des espaces stables du syeblelG, on met
en évidence une version généralisée de la condition de Ksdispatinski uni-
forme, que I'on suppose satisfaite dans la suite. On constralors en détalil
au chapitre 4 des symétriseurs de Kreiss généralisés en modi ant convblea
ment la construction de Kreiss présentée par J. Chazarain At Piriou ([17] ch.
7). L'existence de symétriseurs permet d'obtenir I'estima@bn a priori suivante
pour le probléme(3)

9 >0:.8 ; kUkEZ(Rd 1 R R) T jU(O)jZ

H(;g V=2(Rd 1 Ry)

1
Z k@U GUK?

L2 R*; H Y(RY 1 Ry)

+ JFU(O)JZH(;E 1)=2(Rd 1 Ry) :

Pour ne pas alourdir cette introduction, on se réféere au chiage correspondant
pour la dé nition des espaces de Sobolev a poids quasi-horaogs utilisés. On
revient alors aux problemesy-hyperboliques, pour lesquels on montre que la
construction de symeétriseurs est assez simple, et on indiguapidement com-
ment I'on peut en déduire les mémes estimations que L. Gindiket S. Volevich
dans un cadre plus large.

Apres construction au chapitre5 d'un probleme aux limites adjoint conve-
nable, I'estimation ci-dessus et les méthodes standard giongement de formes



linéaire, représentation de la forme) permettent de démanetr la nature bien
posée du probleme aux limites sans condition initiale. On mwe alors en
guoi ce résultat n'est pas toujours satisfaisant (en un cetin sens...), et on
reprend la construction de symétriseurs pour obtenir un tligéme d'existence
et d'unicité avec de meilleures estimations sous des hype#es plus fortes. A n
d'étudier le probléme avec condition initiale, on établit n résultat assez natu-
rel de causalité (si les données sont nulles poux T la solution I'est aussi),
ce qui permet d'étendre les résultats précédents au problenposé sur0; T]
avec donnée initiale nulle, et données au bord satisfaisargrtaines conditions
de compatiblité. Le cas particulier de la dimensiod, pour lequel on a déja dit
gue les résultats existants étaient plus nombreux, est étidddans une section a
part. Pour celui-ci, on généralise les arguments du chapitB, ce qui méne a un
résultat d'existence et d'unicité pour le probleme mixte aac données de Cau-
chy arbitraires. Dans la mesure ou les résultats des autewiges précédemment
et n'utilisant pas les symétriseurs de Kreiss sont un peu urécis, on donne
rapidement les arguments essentiels sur I'exemple élénarg mais signi catif
de I'équation d'Airy

@+ @u=0:
On conclut ce chapitre en étendant l'analyse aux coe cientvariables, mais
seulement en facteur de termes d'ordre su samment faible®ar exemple dans
I'équation @u + U@Qu + ia@u, nos hypothéses imposent qua soit constant,
mais pasu. Ce passage aux coe cients variables se fait a l'aide d'algées
pseudo-di érentielles quasi-homogénes, dont on peut treer une construction
dans les travaux de R. Lascar [43].
Le sixieme chapitre aborde I'analyse numérique du modeleEdiler-Korteweg.
Le but de ce dernier chapitre est de tester numériquement lgabilité des soli-
tons solutions du probleme de Cauchy. Comme ces solutionsitsdé nies sur
un domaine non borné, il est nécessaire d'utiliser des cotimils aux limites
dites absorbantes réduisant au maximum l'amplitude des oed ré échies au
bord. On décrit grace aux résultats du chapitrel sur le prolongement des es-
paces stables comment se calcule la condition aux limitestrsparentes (c'est a
dire assurant qu‘aucune onde n'est ré échie). En générag tondition transpa-
rente s'exprime au moyen d'un opérateur pseudodi érentieion local délicat a
utiliser numériguement. Il est donc nécessaire de I'appitoer par les conditions
dites absorbantes, plus simples a manipuler. Aprés avoirgeenté rapidement
plusieurs résultats notables sur les conditions absorbast pour I'équation de
Schrodinger, on utilise ces dernieres pour calculer nungarement les solutions
d'une version reformulée en coordonnées lagrangiennes gstéame d'Euler-
Korteweg, a savoir 8

< @ @Qu=0;
@+ @Qro(V)+ @ (V)@w =0;
@v @ (v@Qu =0:
Les deux derniéres équations correspondent aux partiesli&s et imaginaires
d'une équation de Schrodinger non linéaire. On s'intéressaiquement au cas
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semi linéaire (v) = cst, et I'on calcule notamment I'évolution du systeme avec
divers pro Is de solitons comme donnée initiale. Les résalis semblent mettre
en évidence l'instabilité de lI'un des pro Is, on observe éganent une possibilité
d'explosion en temps ni pour des données initiales régutis plus arbitraires.



Chapitre 1

Théorie classigue et extension

1.1 Problemes hyperboliques

On considére ici un systéme d'équations aux dérivées palles (EDP) li-
néaire, homogéne d'ordrd a coe cients (matriciels) constants, de taillem et
de la forme :

xd
Lu = @Qu+ Aj@Qu=f (1.2)
j=1
Les dé nitions et la théorie rappelées ici se trouvent dand2, 17, 50], ainsi que
dans les articles historiques [40, 58, 47] (liste non exhsstive).

De nition 1.1.1.  Soit pour ( 1; ; 4) 2 RY,

xd
A( ): i jAj . (12)
j=1

On dit que L est hyperboliquelorsquesup ,zs ke k< 1 .
Lorsque les valeurs propres d&( ) sont imaginaires pures et simples pour tout
réel non nul, l'opérateur eststrictement hyperbolique

Pour une EDP scalaire
xn .
Pu:= @ 'Pi(r)u=f, (1.3)
j=0

ou lesP; sont des opérateurs di érentiels homogenes d'ordije P, = 1 on a
une dé nition analogue :

De nition 1.1.2. On dit que l'opérateur di érentiel scalairgP eststrictement
hyperboliquelorsque les racines en du polyndmeP (; )= M Ip;(i ) sont
imaginaires pures et simples pour tout dansRY nf0g.

9
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Exemples1.1.3 L'équation de transport
@+cru=0
et I'équation des ondes
@ ¢ u=0;

sont des équations scalaires strictement hyperboliquesodire respecti-
vement 1 et 2.
Les équations d'Euler en dimensiod (linéarisées au voisinage d'un état

constant)
01 O 10 1
ur rt 0
@@uA + @ '@pr (ur)lg '@ A @A =0;
e 0 'ort ur e

sous la condition@p + p@p > 0, forment un systeme hyperbolique en
toute dimension, mais ce systéme n'est strictement hyperique qu'en
dimension1.

Si le probleme est posé sur tout I'espace, on peut toujoursgser de I'EDP
scalaire(1:3) a un systeme (non local) d'ordrel en introduisant a partir de la
variable scalaireu la nouvelle variable

0 1
m 1u
% m 2@J§
a= : ;
@ v

ou est le multiplicateur de Fourier spatial
Z

(2 )¢ g
La fonction u satisfait (1:3) si et seulement si satisfait I'équation homogéne
d'ordre 1

v7l v; v(x)= e jjh( )d :

0 1
0

@a = A(r =i)e = e.
0
I:)m bm Pl

En utilisant la structure de matrice compagnon dé\, on voit que sup ke*( 'k <
2Rd

1 si et seulement s(1:3) est strictement hyperbolique, ce qui est a la fois un

lien et une di érence notable entre les systemes et les éqioais scalaires hy-

perboliques.

Les opérateurs hyperboliques sont les seuls opérateursvdlation raison-

nables du type de (1:1) au sens du théoréme suivant.
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Théoréme 1.1.4. Soit L un opérateur comme dang1:1). Le probleme de
Cauchy

Lu =0;

Ujt=o0 = Up 2 HS;

est bien posé dansl® pour tout s 2 R si et seulement si. est hyperbolique.
Si l'opérateur di érentiel matriciel L est strictement hyperbolique, il est hyper-
bolique.

C'est un cas particulier facile d'un théoreme de Kreiss, quiécrit plus pré-
cisément la nature deA( ) (voir par exemple [41] théoréme:3:2 p. 45).
On s'intéresse ici aux problemes aux limites posés sur le darspacef x4  0g.
Génériquement, les conditions au borgy = 0 seront de la formeFu = ' , avec
F une application linéaire deC™ dans CX.
Pour le probleme aux limites pur { 2 R = Ry, la notation R; permet d'éviter la
confusion avec les variables d'espaces), apres transfotimade Fourier-Laplace

tangentielle en(t;x1;  ;Xq 1), Lu =0 se réécrit
X 1
U+ ijAjU"‘Ad@dU:O;
j=1
R 0 . .
avecU = _ .,.e ‘e!” u(x®xq;t)dxdt, = + i . Dans la suite sera

toujours positif ou nul.
Si I'on veut que cette équation soit une équation di érentike ordinaire (EDO)
résolue, on est amené a I'hypothése suivante.

De nition 1.1.5.  Le probléme aux limites

Lu =0; _(X.l_; Xg 1) 2RI L x> 0; t2[0;T]; (1.4)

FuJXd=O -
est dit non caractéristiquelorsque la conormale au bor@0; ;0; 1) n'est pas
caractéristique, c'est a dire lorsqué\4 est inversible.

Remarquel.1l.6 Dans le cadre d'un probléme aux limites posé dans un domaine
ouvert régulier deRY, I'nypothése a faire seraitA( ) inversible, ol est la
conormale au bord du domaine.

Si le probléme(1:4) est non caractéristique, il se réécrit par transformation
de Fourier-Laplace

du . Xt
d—Xd = Ad ( | + | jAj)U = G(, )U . (15)
=1

Ici, G : (; ) 7" G(; ) 2 Mp(C) est homogene de degré¢ en (; ) =
(; 1 ;4 1). Désormais, on noteeneet =( q; . 4 1), car la variable



12 Théorie classique et extension

4 a un role particulier.
Pour une équation scalaire strictement hyperbolique

a(@Dy)@, “=0; ao=1;

I'analogue de la réduction précédente isolant la variablg, permet de se rame-
ner a un probleme pseudo-di érentiel semblable. Posons

U=3 2+ i+ + 207 @b=1"1Qb,
rE( P i § )
La fonction vectorielle(Uy; ;U 1) Véri e alors I'équation di érentielle :
1
0 1 0

0 1
QuU=r U:=GU
0 1

am(r:7)  am 1(+7) a ()

Par transformée de Fourier-Laplace inverse, on obtient unrgbléeme pseudo-
di érentiel. Soit ( ; ; ) le polynbme caractéristique d&€. On a l'identité
X

(i )= am (i ig)l: (1.6)
De maniere générale, pour un multiplicateur de Fourie homogéne d'ordre
1 agissant sur les variablegt; x;;  ;Xg 1) on dira que le systéme pseudo-
di érentiel
@,U = GU; (1.7)
est strictement hyperbolique(resp. faiblement hyperboliquelorsque
ol ;5 )=det(G(; v a1 )

estun polynbme er( ; ; ) etses racines en sont imaginaires pures et simples
(resp. imaginaires pures) pouf; )2 R ' iR.

1.2 Condition de Kreiss-Lopatinski

Lorsque le systemg1:7) est faiblement hyperbolique, la structure spec-
yn

trale de G est intéressante. En décomposants( ; ; )= ( i(; ), les
j=1
espaces stables et instables sont dé nis par :
Y Y
E (; )= Ker (G j): E«(; )= Ker (G )
Re( j)<0 Re( j)>0

(Pour alléger les notations, et lorsqu'il n'y a pas d'ambigité, on n'écrira pas
la dépendance erf ; ) deG.)

Si aucun ; n'est imaginaire pur, R™ = E E. daprés le théoreme des
noyaux.
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Proposition 1.2.1. Si (1:7) est faiblement hyperboliquei( ; ) nadmet de
valeur propre imaginaire pure que pouRe( ) =0.
Pour Re( ) >0, R"=E, E ,etdim(E ) estindépendante d¢; ).

Démonstration. Il sut de remarquer que si = il est valeur propre deG,
alors

c(il;; )=0: (1.8)
Ainsi  est une racine de g(i! ; ; ), ce qui implique 2 iR par dé nition de
I'nyperbolicité. O

Le nombre de conditions au bord a prescrire est maintenantai :

Proposition 1.2.2. Soientm la taille de G, F 2 My.,. Pour que le probléme

dU=GU; xq4 O
dX ) 1

FU(0) = * (1.9)
admette une unique solution bornée lorsquRe( ) > O, il faut et il sut que
F:E (; )! Im(F) soit un isomorphisme. En particulierk = dim(E ).

De nition 1.2.3. OnnoteC* = fz 2 C: Rez) > 0Og, ainsi queC* =
fz2 C: Re(z) 0g. Ondit que F satisfait la condition de Kreiss-Lopatinski
lorsque8 2 C* =fz2 C: Rez) > 0g;, F: E ! Im(F) est un
isomorphisme.
La condition est dite uniforme lorsque F ! est borné uniformément en 2
Ct; 2RI

Cette condition est une des clés pour obtenir des estimat®a priori pour
le probleme aux limites.
Dans le cadrestrictement hyperbolique , on peut préciser le comportement
des espaces stables.

Théoreme 1.2.4. (Kreiss [40])
Soit o( ;5 )= L i(; ) avec {6  pouri®6 j.PourRe( )>0
on a

Y Y
(1 )= ( G ( G
Re( j)>0 Re( j)<0
= () ()
etE =1Im( +( ;; )). Les espaces stables ainsi dé nis sof@! sur C*

RY 1, La formule
8(; )2(C* RYYHnfog E :=1Im( +(G;; ) :

dé nit alors un prolongement continu deE .
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Le principal intérét de ce résultat est qu'il apporte de la ampacité : au lieu
de travailler sur C* RY 1, il sut de considérer par homogénéité la demi
sphére(C*  RY Y)\fj j?>+]j j2=1g. Le corollaire suivant est un exemple de
ce principe.

Corollaire 1.2.5. La condition de Kreiss-Lopatinsi uniforme est satisfaie si
et seulement si elle est vraie sC* RY Y)\fj j?+j j2=1g, au sens olF
reste un isomorphisme du prolongement d& dans CX.

1.3 Symétriseurs de Kreiss et résultats liés

1.3.1 Symeétriseurs et estimations a priori

Les symétriseurs sont un outil permettant d'obtenir des eghations a priori
pour les problémes aux limites hyperboliques.

De nition 1.3.1.  Une applicationS:C* RY 1! M (C) est un symétri-
seur de Kreiss pouf(1:9)si8(; )2 C* RY 1
la matrice S(; ) est hermitienne bornée uniformément erf; ), de
classeC! sauf éventuellement er{0; 0),
9 > 0: Re(SG) Re( ) = ,
9C>0:S FF C

Comme le system¢l:9) s'obtient a partir de (1:1) en utilisant la transformée
de Fourier-Laplace tangentielle
z
u7! b: (xg; ; ) 7! e (+i)t+ (x1; Xq 1)
Rt Rd 1
u(xy; Xg;)dxy  dxgq 1dt;

les estimations d'énergie obtenues polr se traduiront pour u grace au théo-
reme de Plancherel dans les espaces

Z
L2= wu: je 'uj?dxdt< 1
Rt RI 1 Rt
1=2
On note la norme associékuk = i o je "uj’dxdt

La norme analogue pour une applicatioh dé nie sur fxq = 0gestnotég' j =
R 1=2
R e 1/€ 'Uj%dxdt . Pourudéniesur Ry R?' R* et admettant
une trace surfxy = 0g, on confondrau avec sa restriction surxg = 0 pour
noter juj .
Une conséquence facile de la dé nition de symétriseurs estrésultat suivant :
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Proposition 1.3.2. S'il existe un symétriseur de Kreiss, alors les solutions
de (1:4) satisfont I'estimation a priori suivante

kuk +ju(0)j  CjFuj (1.10)

Remarquel.3.3 Le cadre est ici (volontairement) tres réduit pour la sim-
plicité de lI'exposé. On peut rajouter un terme de forcagk et étudier
I'équation %U = GU + f, il existe par ailleurs un énoncé de la pro-
position 1:3:2 lorsque G n'est pas un multiplicateur de Fourier mais un
opérateur pseudo-di érentiel, c'est- a-dire que I'EDP de ébart a des co-
e cients non constants. La frontiére n'est pas forcément urdemi plan,
mais un ouvert régulier plus général.

La premiéere construction de symétriseurs est die a KreisJ4dans le
cas des systéemegl:1) non caractéristiques a coe cients constants, et
la généralisation a coe cients variables est annoncée sapseuve. Une
version pseudo-di érentielle strictement hyperbolique & décrite dans le
livre de Chazarain et Piriou [17], ou les conditions au borasat également
des opérateurs pseudo-di érentiels.
L'estimation (1:10) s'étend a des niveaux de régularité quelconques. Le
cadre naturel pour I'énoncer est alors celui des espaces db@ev a poids
H*S, ol 7 7

HS=fu: (%+ 2+jj)% u<1g

R Rd

Le résultat essentiel obtenu par Kreisf(] 1970est le suivant :

Théoréme 1.3.4. Sile problemg1:9) est strictement hyperbolique et les condi-
tions au bord satisfont la condition de Kreiss-Lopatinskiuniforme, alors il
existe des symétriseurs de Kreiss, et ceux-ci sont des fames homogenes de

(; )

Ce théoréme a initialement été prouvé pour des opérateurs éfentiels
strictement hyperboliques a coe cients réels, et une noteal Ralston [56] I'a
étendu au cas complexe.

Par des arguments de dualité, on peut montrer a l'aide du théeme 1:3:4 que
le probleme aux limites a donnée initiale nulle

8

< @Qu=Gu
Fu="' 2L2?
Ujt=o =0

admet une unique solutionu 2 L?(R; RY ! R*) dont la trace est dans
L2(R; RY 1).Plus précisément on a l'analogue dd:10)surR; RY ! R*:

KUK 2(pe ge 1 ey T JUXa = 0)jiore Ro 1y CI'Jiors Re 1y (1.11)

Précisons que l'analyse des problémes aux limites strictemd hyperboliques
scalaires ne requiert pas de les transformer en systemesupsedi érentiels.
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A la méme époque que Kreiss, R. Sakamoto [61, 62] avait étudié détail les
problemes aux limites strictement hyperboliques scalageet obtenu des esti-
mations a priori similaires en étendant I'utilisation de bons multiplicateurs
initialement développée par Leray et Garding [30]. Une carspondance peut
d'ailleurs étre établie entre les points épineux des thées respectives de Kreiss
et de Sakamoto : dans les deux cas, la partie de loin la plus dile correspond
a la construction d'un symétriseur symbolique/ d'un bon muiplicateur au voi-
sinage des points dits glancing , c'est a dire les points oug( ; ; ) (resp.
le symbole de l'opérateur scalaire) a des racines imagiresrpures multiples.
Le passage au probléme mixte (avec donnée initiale non niiliéest pas trivial.
Sa nature bien posée a en fait été démontrée par J.Rauch peuépl'article
de Kreiss, notamment en utilisant des estimations pour un pbléme scalaire
issues de la méthode de Leray-Garding :

Théoréme 1.3.5. (Rauch 1971, [58])
Si L est un opérateur strictement hyperboliqués une application linéaire sa-
tisfaisant la condition de Kreiss-Lopatinski uniforme, le probléme

8

< Lu=0; (x;t)2(RY* R*) R*-= R* ;
Fu="'2L?% (x;t)2@ R";
Uji=o = Up 2 LZ;

admet une unique solution. On a de plus I'estimation ponclle en temps
p_ . L
e T kUkLZ() + kUkLZ([o;T] ) + jU(Xd = O)JLZ([O;T] @

C j' 2o @ * Kuokiz() (1.12)

La condition de Kreiss Lopatinski uniforme n'est pas abdament nécessaire
pour obtenir des résultats d'existence et d'unicité (voir @ar exemple [60, 19,
20]). En revanche, les problemes a coe cients constants nervant pas la
condition de Kreiss-Lopatinski simple sont mal posés ai sens de Hadamard
(voir par exemple [12] Propositiord:2 p.107).

1.3.2 La structure par blocs

Suite aux travaux de Kreiss, Majda et Osher ont mis en évideaadans [48]
gue la construction de symétriseurs était possible dés querhatrice G satis-
fait une certaine condition destructure par blocs Leur principal objectif était
d'étendre les résultats de Kreiss a des problemes physiquem strictement
hyperboliques ou/et caractéristiques. La dé nition qu'ondonne ici est tirée de
[51.

De nition 1.3.6.  L'application matricielle G satisfait la condition destructure
par blocslorsque pour tout( o; o) 2 (C* RY 1)nf0g, il existe un voisinage
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V( o; o) et des applications matricielled : V! GL,(C) telles que
0 1
Q1

P 1GP — % QZ 0 §
o .
Qn

ou chaque blodQy satisfait I'une des propriétés suivantes :
+
soit Re(Qy) = w est dé nie positive,
soit Re(Qk) est dé nie négative,

soit Qk est de taille1, et son unique coe cient est imaginaire pur,
soit Qk est de taillepy > 1, eton a
0

1
k |
0 K ! A
Qk( 0s 0): ’WTC((O;O)ZR
k
On dira qu'un systeme
Xd
@J + Aj @U;
j=1
P d

est constamment hyperboliquéorsque la matriceA( ) = /., A; j est diago-
nalisable dansR™, et que ses valeurs propres sont de multiplicité (algébrigu
égale a géométrique) constante pour 2 RY nf0g. Un systéme constamment
hyperbolique est hyperbolique (voir le premier chapitre de [12] ou [41]). Un
systeme strictement hyperboliqgue est évidemment un cas piaulier de sys-
teme constamment hyperbolique.

Plus récemment, Métivier a prouvé une importante extensiothe la construction
de symétriseurs pour les systemes constamment hyperbokgu

Théoréme 1.3.7. (Métivier [51], 2000 Tout systeme constamment hyperbo-
lique non caractéristique satisfait la condition de struate par blocs de Majda-
Osher.

Ce résultat requiert une étude poussée du déterminant du shwie, en par-
ticulier de sa factorisation, ces résultats combinés a I'hpthese de diagonalisa-
bilité de A permettent de décrire complétement la structure d&. L'existence
de cette structure permet la construction de symétriseursopir le probléme aux
limites, qui implique alors le corollaire suivant.

Corollaire 1.3.8. Pour les systemes constamment hyperboliques et sous condi-
tion de Kreiss-Lopatinski uniforme, le probléme aux limies a donnée initiale
nulle est bien posé, et on a la méme estimation a pridti:11) que dans le cas
strictement hyperbolique.
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A notre connaissance, il n'existait pas d'analogue du thédme 1:3:5 de
Rauch dans le cas constamment hyperbolique, sauf dans le pas simple ou
le systeme est Friedrichs symétrisable [57]. On démontret emalogue dans ce
qui suit. Ce résultat est I'objet d'un article soumis.

1.3.3 Une extension du théoreme de Rauch
Le résultat suivant est une généralisation du théoréemk3:5.

Théoréme 1.3.9. Si L est un opérateur constamment hyperboliqué&, une
application linéaire satisfaisant la condition de Kreisd-opatinski uniforme, le
probleme

8

< Lu=0; (x;t)2(RY! R*) R*'= R* ;
Fu='2L?% (x;t)2@ R";
Uj=o = Up 2 L3

admet une unique solution. On a de plus I'estimation ponclle en temps
p_ . ,
e T kUkLZ() + kUkLZ([o;T] ) + jU(Xd = O)JLZ([O;T] @)

C J'jLzqom @ * Kuokiz() (1.13)

La preuve est une adaptation du théoréme original de J. Raudb8]; on
décrit rapidement sa stratégie de démonstration, en mettaaccent sur les
points qui utilisent la stricte hyperbolicité. Il en ressotr que seule une propo-
sition doit étre modi ée, et nous en donnons une généralisah adaptée. Le
reste de la preuve est alors une adaptation directe de [58].

Dans la suite, on note = RY ! R*. La démonstration de l'inégalité(1:12)
repose sur une estimatiora priori pour les problemes scalaires strictement
hyperboliques.

Lemme 1.3.10. (Rauch [58])

Soit P(@; @ un opérateur scalaire strictement hyperbolique d'ordren. Il
existe une constanteC telle que pour toutT > O, toute 2 H™(] 1 ;T] )
et tout " > 0 assez petit

1
k (T)ka 1() C "kP k|_2(]1 T] ) + Fk ka 191 T] )

X1
+ k@d ka 1igq1 T] @ . (114)
=0

Le passage d'un systéme hyperbolique d'ordrea une équation scalaire
strictement hyperbolique se fait grace a la proposition stante. On verra que
celle ci-n'utilise la stricte hyperbolicité que pour invoger le lemme précédent
et I'estimation a priori de Kreiss(1:11).
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Proposition 1.3.11. Soit u une solution du probleme aux limites

Lu=1f; (tx)2R

Bu=g; (tx)2R @; (1.15)
P

avecL = @+ jdzl A;@ de taillem, Aq inversible. SiL est strictement hy-

perbolique, alors pour > 0 assez grand on a I'estimation ponctuelle suivante :

Kf Kym 10, o
e Tku(T)kum 1) - o)t kgkym 1qy gy @ ¢ (L.16)

Une esquisse de preuveOn note L la transposée de la comatrice de
(vue comme une matrice dont les coe cients sont des opératedi érentiels).
On a

L°L = det(L)I :

Ainsi, chaque coe cient diagonal deL °°L est un opérateur scalaire strictement
hyperbolique. On peut donc appliquer le Lemmé&:3:10 a chaque coordonnée
u;, ce qui fournit

1
e TkU(T)ka 1() . "kLCOLe UkLZ(]l ;T] ) + ;ke Uka 1(]1 ;T] )

X1 _
+ ke @dUka 1 j(]l ;T] @) (117)
j=0

P : , "
Les termes de trace }‘:Ol ke @,ukyx 1ig1 ;7] @ S'estimenten utilisant

lidentité @u=A,* @u ;"zll Aj@u+f , lacontinuité classique de la

traceH™() ! H™ (@ (Proposition A:0:9 en appendice), et I'analogue de
(1:11)sur] 1 ;T] (prouvée par Kreiss dans [40]). En n, en utilisant I'inégaté

T .
e kUka 1(]1 ;T] ) k Uka 1(11 ;T] ),

on obtient (1:16).

L'obtention de (1:12) a partir de cette proposition s'avére fastidieuse : elle est
basée sur l'introduction d'un probléeme dual, et une série eltimations qui en
dérivent (en particulier, I'apparition de normes dans desspaces de Sobolev
d'indices négatifs est un point délicat). Heureusement, tte partie n'utilise
pas I'hypothese de stricte hyperbolicité, et nous nous alestons de la décrire
plus précisément.

On voit que la stricte hyperbolicité n'est utilisée que pouinvoquer le lemme
1:3:10 ainsi qu'une estimation de Kreiss pour le probleme aux lines stricte-
ment hyperboligue. Comme le résultat de Métivier étend cegtestimation aux
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probléemes constamment hyperboliques, le seul point épineast |'utilisation
du lemme 1:3:10.

Notons d'abord que I'esquisse de démonstration de la projtas 1:3:11 n'est
e ectivement pas valide pour un opérateur non strictementyperbolique. Méme
si L est constamment hyperboliquel.°L n'est en général pas strictement hy-
perboliqgue, comme on le voit avec I'exemple trivial de deuxjéations de trans-
port indépendantes

@ O

@+ g @ Y70 (1.18)
qui forment un systeme clairement constamment hyperboliguet non stricte-
. + @)>2 0 R . _y
ment. Ici L°°L = (@ . Méme si(1:16) est véri ée pour

0 (@+ @ (10 P

L=(@+ @)I, on ne peut pas la déduire des équations scalaires
det(L)u; = (@+ @)°u; =0; j 2f 1, 2g;

Pour généraliser la propositionl:3:11, on voit que tout revient a trouver un
opérateur di érentiel E tel que EL = P(@, @)!, avecP strictement hyperbo-
lique.

Evidemment, le degré deP n'a aucune raison d'étre encore égal au rang du
systeme, mais l'indice de régularité dand:16) est sans importance puisque le
lemme 1:3:10 s'applique pour des opérateurs scalaires d'ordre quelcomeq

Pour construire E, nous aurons besoin du résulat algébrique suivant (voir la
proposition 1.7 p.46 de [12]).

Proposition 1.3.12. SiL est ug opérateur constamment hyperbolique, le dé-
terminant de son symbolel +i A; ; se factorise sous la forme suivante

ou
chaquePy est un polyndme homogene €n; ),
les P, sont irréductibles, deux a deux distincts,
pour tout 2 RYnf0g, les racines dePy( ; ) sont réelles distinctes,
pour tout 2 RYnfOgetk 6 k% Py(; ) etPw(; ) nont pas de racines
en commun.

On peut maintenant prouver l'existence de€.

Proposition 1.3.13. On se place dans le cadre de I@, Propositidn3:12. Alors

pour tout 2 RYnf0g, le polynédme minimal de J.dzl Aj ; est

¥
P( ; ):
1
En particulier I'opérateur associéQ P«(@, @) est strictement hyperbo-
lique;
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les coe cients de la matrice

appartiennerg aC[; |; l'opérateur E(@ @) est donc di érentiel et sa-
tisfait BL = P (@ @).

k

xd
Démonstration. PuisqueA = A; ; a pour polynbme caractéristique

i=1
¥

PX( ; ), la Proposition 1:3:12 et la diagonalisabilité deA impliquent
k=1

directement que le polynéme Py( ; ) estle polyndme minimal deA (on

k=1
rappelle qu'une matrice est diagonalisable su€ si et seulement si son poly-
ndme minimal n'a pas de racine multiple). Les racines d&/( ; ) étant réelles,
simples, et lesPy n'ayant pas de racine en commun, on obtient la stricte hy-
K

perbolicité de  Py.
k=1

On considere maintenantL(; ) = + A comme une matrice a coe cients
dans C( )[ ], anneau des polynémes en sur le corpsC( ). PuisqueC( )[ ]

est un anneau principal, on peut dé nirD,, le PGCD des mineurs dé. d'ordre

r, et sim est la taille du systemeD,, = det(L) (D, est a voir comme le mineur
d'ordre m). En particulier, D, ; divise dansC( )[ ] chaque coe cient deL*°.

D'apres la théorie des invariants de Smith (voir par examplé&antmacher
[28] chapitre VI section 3, ou ils sont appelés elementary divisors , ou
Serre [63] chapitre6, facteurs invariants ), Dy 1jDk et plus précisément

! D M_( : ) estle polynéme minimal deA. Ainsi
m 1
Dw _ Y o ¥
5 = Py; ce qui impliqueDy, 1 = Pk (1.19)
m1 k=1 k=1

Par de nition, les coe cients de L sont (au signe prés) les mineurs de
. L(; )

d'ordre m 1. Donc chaque coe cient de€(; )= Q(Pf% est dansC( )[ ].

Il reste a prouver qu'ils sont en fait dan<C[ ][ ].

Soit £ un coe cient quelconque deE,

X . |
F= rj()J:WHZC[;];HZC():

k=1 " k
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Soit q le PPCM des denominateurs des;. On a alors
I
£= al; avecl; 2C[ ][, 92 C[ ]

Pour Q 2 C[ ][ ] (polyndbme en a coe cients dans l'anneau factorielC[ ]), on
note ¢c(Q) 2 C[ ] le PGCD de ses coe cients (oucontenu). D'aprés le lemme
de Gauss on a

c(Q1Q2) = ¢(Q1)c(Qy) :

Puisque le degré dé; est le méme que le degré d@ comme polyndme en,

¥
c(P;) =1, on obtient c(I;)c PX 1 = ¢o(l)e(q), d'ou
k=1

c(l1) = c()q ; (1.20)

et doncqjc(l,). Mais par constructionpgcd(qg c(l)) = 1, ce qui impliqueq=1.
Finalement, 8= of = |, 2 C[; ] est un p@yn()me, l'opérateur di érentiel
matriciel € est bien dénietB(; )L(; )= ", PiI(; ) implique

\K
E@oL@@= P@a@):

k=1

1.3.4 Des généralisations quasi-homogenes

Le théoréme d'existence de symétriseurs de Kreiss s'avétre &és puissant,
essentiellement car il est constructif et repose sur quekg hypotheses pure-
ment algébriques, en particulier sur le fait que la partie hnogene de degrén
du symbole n'a pas de racine imaginaire pure pour Rg > 0.

En 2005 Métivier et Zumbrun [52] ont utilisé des techniques analags pour
étudier la nature bien posée de problémes aux limites pourslsystemes hy-
perboliqgues visqueux , c'est a dire de la forme

xd X
@+ AQu " @eu@u:

j=1 JH

lls introduisent comme dans le cas classique le symbole iA + " i Bix j «-
Une di culté importante vient de la non homogénéité du symbde, ce qui les
conduit a distinguer les basses fréquences;( ) sont petits) ou le caractere
hyperbolique prévaut en un certain sens, des hautes fréquoes, ou c'est le
caractére parabolique qui I'emporte.

Bien que la partie la plus délicate de l'article corresponda I'étude a basse
fréquence, I'étude a haute fréquence a aussi son intéréts &uteurs notent que
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le systeme a une quasi-homogénéité naturelle, ou a pour poidsl, et a
pour poids2. La construction de symeétriseurs a haute fréquence se faibes en
utilisant cette quasi-homogénéité. Cette construction dn symétriseur quasi-
homogene pour un systéme parabolique est beaucoup plus dangue dans le
cas hyperbolique, essentiellement parce que dans le pramdéaux limites qui
apparait apres transformation de Fourier-Laplac&®U = G( ; )U, les valeurs
propres deG ne sont jamais imaginaires pures, méme pour R¢ = 0 (en
terme de construction de symétriseurs, cela signi e que teues points sont
elliptiques ).
L'étude de problémes aux limites pour des équations quasithogenes non
paraboliques a été abordée dans le cas scalaire H@88par Gindikin et Volevich
[67] qui introduisaient la notion deg-hyperbolicité pour g entier impair. Un
livre [31] ou ils décrivent leurs résultats pour les problees aux limites quasi-
homogeénes est paru en anglais €995 Le résultat le plus notable est sans
doute I'obtention d'une estimation presque identique &1:11) dans des espaces
a poids en temp<et espace. L'exemple canonique d'équatiaphyperbolique en
dimension quelconque est

xd
Qu + @u =0:
j=1
On reviendra sur cette notion au chapitre3 pour la comparer a celle que nous
avons choisi de développer.
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Chapitre 2

Etude du probleme
d'Euler-Korteweg linearisé

Ce chapitre correspond a un article publié au Journal of Di eential Equa-
tions [5], on y étudie une version linéarisée a coe cients ostants du systéme
d'Euler-Korteweg. Ce sera l'occasion de se familiariser e les symétriseurs
de Kreiss généralisés pour I'étude du probleme aux limiteainsi qu'avec les
estimations dispersives (en dimensiob) pour le probléeme de Cauchy, qui per-
mettent d'établir par le principe de superposition la natue bien posée du pro-
bleme mixte.

2.1 Introduction

The Euler-Korteweg system consists of the Euler equationsittv an addi-
tional stress term :

@ +div(u)=0;
@i+(urju+rrg()=r (K() +3KO)r ¥;

where represents the densityu 2 RY the velocity of a compressible uid,
g: ! g() (chemical potential) andK : ! K( ) (capillarity) are given
smooth functions. The additional Korteweg tensor is intengdd to take into
account capillarity e ects. It is named after the work of Koiteweg [39] in the
XIXth century, see [66] for the derivation of the modern fornof the equations.
This is a quasilinear third order system and it is known to admhlocal in time
smooth solutions [8] and global smooth solutions such as ¥eding waves [10]
in the whole spaceRY. A key point for the Cauchy probler‘r‘bI analysis is the

(2.1)

use of an additional dependent variable = r , wherer = KOy :the
extended system in the variable$ ; u; v) takes the form of a transport equation
with source term for coupled with a degenerate Schrddinger equation for
z = u+ iv. A priori estimates without loss of derivatives can then belsained
by integration by parts, suitable choices of weight functins and commutator

25
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estimates.
In this paper, we are concerned with initial boundary value blems (IBVP)
for (2:1), which are more relevant from a physical point of view. As usi, they
are more complicated to deal with than the Cauchy problem, imparticular
because of boundary terms in the integrations by parts. Forispersive PDE's
in general, the IBVP has been addressed only recently (se®])2 For (2:1) in
particular, it is mostly open.
As a rst step, we consider the initial boundary value problen in a half space.
Our aim is twofold :
1) To characterize boundary conditions that are both physally reasonable and
likely to yield suitable a priori estimates (possibly with o loss of derivatives) ;
2) To actually prove a priori estimates for those boundary aalitions, at least
for the linearized problem with constant coe cients.
The analysis of a constant coe cient linear problem in the hH spacef x4 > Og
is classically tackled by Fourier-Laplace transform, Lapke in time and Fourier
in directions of the hyperplanef x4 = 0g, which transforms the PDE system
into an ODE of the form @d@ + GO = Lbo, where the matrix G depends on
2 C, dual variable tot, and 2 RY !, dual variable toy = (X1; ;X4 1,
and €, is the Fourier transform of the initial condition for the unknown U.
Our approach is inspired by the strategy of Métivier and Zumiun [52] for
hyperbolic -parabolic IBVP, which consists in constructig quasi-homogeneous
generalized Kreiss symmetrizers to obtain a priori estimas. However, we have
to cope with two notable di culties : the homogeneity propeties of the system
are de nitely worse, due to dispersive third order terms, athsome eigenvalues
of G are purely imaginary when Ré ) =0 (as in hyperbolic IBVPS).
The rst one is dealt with by working on the extended system rther than the
initial one, since it appears to have better homogeneity pperties. Ifd 2, it
turns out that the boundary value problem is characteristi¢this is one of the
reasons why we shall restrict the analysis to the one-dimeosal case(d = 1).
The second di culty requires to study carefully the asymptdic behavior of G's
eigenvalues. It turns out that in dimensionl the eigenvalues o6 split into two
of positive real part and two of negative real part, which remin well separated
whenRe( ) ! O, at least if j  is large enough, which is the most relevant
case. This will allow us to construct a Kreiss symmetrizer wer a generalized
Kreiss-Lopatinski condition.
The paper is organized as follows : the Kreiss-Lopatinsktondition will be
derived in Section2 and we give an asymptotic development d's eigenvalues.
In Section 3, we introduce the extended system, exhibit physically reasable
boundary conditions that do satisfy the Kreiss-Lopatinskicondition, and the
actual construction of symmetrizers is done. The subsequeterivation of a
priori estimates is followed in sectiort by existence and uniqueness results.
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2.2 Kreiss-Lopatinski condition for the lineari-
zed Euler-Korteweg system

We linearize the Euler-Korteweg equationg2:1) about a constant state
( ;u), supposed to be thermodynamically stable which mearg{ ) > 0. In
what follows, we use the simpli ed notationsg®= g{ ), K = K( ).
The linearized system reads a - -

@ +ur + dvu=0;

@u+ g% Kr +uru=0: (2.2)
For >0 go> 0; K > 0, the operator(;u) 7! ( u r _divu; g% +
Kr ur u) is the in nitesimal generator of aC° semi-group of contractions

onHY(RY) L?(R? R?) (see [10] section 3.1). So the Cauchy problem is rather

well understood.
To deal with the IBVP in the half spacef x4 > 0g, we apply a Fourier transform

in (X3;  ;Xq 1) and a Laplace transform in time, under which(2:2) becomes
8
< b+v i b+w@b+ (i b+ @w)=F(),;
b+ gl b Ki(j j+@b+tv b+w@bd=F(v); (2.3)

W+ g'@b K@(j j*+ @b+v b+ w@b=F(w);

where we have decomposdn= (13;W), 62 C? ; W2 C,Re( )>0, 2RY 1,
F is the Fourier transform on thed 1 rst coordinates and ( o; Ug; Vo) are

initial data.
The equations in(2:3) can be written in the matricial form :

B@B = A(; YO+ f (2.4)

where 8 = (b@b@hits; w) andf = 0;0; F (wp);iF(vo);F( o) - Upto
a galilean transformation in the directionxy = 0, we can choose = 0. Then
the matrices reduce to :

0 1
100 0 O
010 0 O
B=B0O 0 K 0 wk:
0 0w O
00 0 O
0 - 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0
A(; )= 0 g+ Kjjz2 0 0 ;
(0°+ Kj j?) 0 K lgq1 O
a w 0 t 0

If w K 60, B is invertible, and the system(2:4) can be put in the form
@0 = B 'AD + B f. The characteristic polynomial reads
P(;; ):=det(B *A(; ) !)

=(+w )P CFw ) (¢ K(EO(T ) (2.5)
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If d=1, we just have to set =0, and we nd the reduced polynomial for the
one-dimensional version of2:4) :
P(;)=( +w)® (¢° KIH)2: (2.6)

Proposition 2.2.1. If Re( ) > 0, the matrix B A is hyperbolic,i.e. it has
no purely imaginary eigenvalue.

Démonstration. Obviously, the root! o = —- associated to the factor( +
w! )4 1in (2:5) is not purely imaginary if Re( ) > 0.

Assume that! =i 2 iR is a root of the other factor inP, i.e.
(+wi)*+ (@+K(*+ 2+ =0 (2.7)
Since (g°+ K( 2+ 2)( ?+ ?)2R*, +iw must be purely imaginary and
thus also has to be purely imaginary. O
We assume here that boundary condition&U = ' (t;y) are prescribed,
with F a linear operator to be speci ed later, andy = (X1; ;Xq 1) 2 R4 L

We now work in an heuristic way to derive necessary algebraproperties of
F for the IBVP to be well-posed. Let us considef ; ) as parameters of the
BVP : (

@de= B IAB+f: x4>0:

FB="%Hx4=0; (2.8)

(where we wrote abusivelyf instead of B 1f).
If we want (2:8) to have just one solutionB 2 L2(R*), the boundary data must
belong to the stable subspacé of B A (sum of the generalized eigenspaces
corresponding to the eigenvalues of negative real part). $loe existence and
uniqueness of ari.? solution amounts to the unique solvability of the algebraic
system

FBO) =1

B©)2E :

Thus F must be an isomorphismg ! Im(F) : this is the Lopatinski
condition (for more details, see the introduction in [51])which requires at
least that E  have a constant dimension oRe( ) > 0; 2 RY ! (the number
of boundary conditions).

We investigate now this last condition. In order to simplifythe notations, we
will use a rescaled version of the polynomi&l. We consider the nondimensional
guantities

©

X Px P& w
e= ——=: b= ——1: e= ——— : M :i(the Mach number);, (2.9)

IR
I3}
I3}

with ¢ = P g° the sound speed, and de ne

B(e;ee)= (e+ MB)2 (B2 &)@ (B2 ¢€%) (e+ ME) !: (2.10)
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It is easily checked thatP (! ; ; )=0 is equivalent toP(k; g e) =0.
In what follows, we omit the tildas for simplicity.
The roots of P consist of (obviously) =M, of multiplicity d 1, and those

of Q(h;; )=( +MI)? (12 3L (2 2.

Lemme 2.2.2. For Re( ) > 0; 2 RY ! there are two roots ofQ (counted
with multiplicity) in fRe(! ) > 0g, and two in fRe(! ) < 0Og.

Démonstration. We already know from Propositior2:2:1 that Q( ; ; ) admits
no purely imaginary root for Re( ) > 0. So it suces by a connectedness
argument to prove the result for some arbitrary( ; ). We are going to study
thecase(; )=(;0), 2R, 1. The equationP(!; ; )=0 becomes

(+M!)2 121 12 =0 (2.11)

Dividing by 2, we get :
2
1+M"b b%("? b?)=0; (2.12)

whereb :="I; " = pl—_

For " = 0, Equation (2:12) reduces tol + b* = 0, whose roots are %7'
Obviously, they are distinct, two have a positive real part ad two a negative
real part.

We conclude by continuity of the roots of(2:12) (see for example Kato [37]
p. 107 that (2:11) has exactly two solutions of positive real parts and two
solutions of negative reals part for all( ; ) in the connected setf(; ) 2
C RY1: Re()> 0g. O

Remark. This lemma indicates that the stable subspace & 'A has a
constant dimension, depending on the sign &l (or equivalently the sign of
w). Therefore, there should be2 boundary conditions ifM < 0, and d + 1
if M > 0. That this number depends onw should not be surprising, since
the rst equation of (2:2) can be seen as an advection equation with speed
transversally to the boundaryfxq = 0g.

In general, boundary conditions as irf2:8) have no reason to be “dissipative’, in
the sense that a priori estimates cannot be obtained by direenergy methods.

Symmetrizers are useful tools that were originally introdced by Kreiss [40] to

cope with this problem for (homogeneous) hyperbolic (in theense of PDES)
IBVPs.

De nition 2.2.3. A (generalized) symmetrizelS for (2:8) isad d self adjoint

operator, depending smoothly orf ; ) for := Re( ) 0, uniformly bounded
and satisfying :

9 (;)>0:8(;)B*A(; ) (5 ))e;  (213)

9C(; )>06:9 (; )>0:8(; ) (;)la C(; )FF: (214
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We can see the main interest of a symmetrizer in the followingtandard
property.

Proposition 2.2.4. If there is a symmetrizerS satisfying (2:13); (2:14), any
smooth solution of(2:8) satis es :

_ e R kSk?
(i )5k + (5 )BOF*  CC: b+ 5=

wherej j is the usual euclidean norm irC?**2 and k k is the L2 norm for
functions of x4 2 R™.

kf k2 ; (2.15)

If ; ; C donotdependorn ; ), we have the a priori estimate
2 . .2 -y .2 kSk% l 2.
EkU k“+ jU (0)° Cj" j°+ 2—kF (f) k5 (2.16)
where = Re( ) is xed, ;U are the inverse Fourier-Laplace transform of

b B, genericallyg = e 'g, and the norms are now integrated in both space
and time.

Remark. If depends on(; ), we may derive from(2:15) a priori esti-
mates with loss of derivatives instead of2:16).
2s

Typ|Ca"y, = = m

gives

EkU kEz(R+ Rd) + JU (O)JEQ(R+ Rd 1) CJI jEz(R+ ;HS(Rd 1))

kSk?
Note that R* RY is not the usual product of time by space, butf xy >
Og f X1; ;Xq 1;tg(and the same goes foR* RY 1.

Démonstration. Taking the inner product of S@B8 = S(B AD + f) with 6
integrating on R and using that S is hermitian gives :
Z Z,

1
B sB !ABdx,+ B (0) SB()= 0 sf (2.17)
0 0
for B smooth enough and vanishing al .
Using (2:13); (2:14) we obtain :
kBk?+ jB(0)j2 Cjbj?+ kSk, kf kkBk (2.18)
hence(2:15) by Young's inequality.
Now, if ; are constants, we integrate this inequality orRY =
f(; 5 a1) 2R, andsinceFU (ty; ya 1) = B( +i; 1 q 1),

we obtain (2:16) by Plancherel's theorem. O
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In the remain of this section, we focus on the cask= 1. Would there exist
a bounded symmetrizerS satisfying an inequality of the kind (2:13) with
constant, the real part of the eigenvalues o6& should remain bounded away
from O for Re( ) > Oasjim( )j!1 . We are going to show that this is not
the case.

Proposition 2.2.5. Let = +i, > 0.Denoteby(' 7;!5),resp.(! ;;!,)
the roots of positive real part, resp negative, d&?( ; ).
Two of them have their real part vanishing when!  +1 | while the other

two have their real part vanishing when ! 1
More precisely, we may choose the numbering of eigenvaluessuch a way
that :

Re(! ;) 5|;)—_; I +1
Re(,)!1 b +1
Re('!;)!1 A | )

Re(! ;) = !1
2 ]

Démonstration. Recall the notationb = p'J:J Using this variable, the equation

P(!; )=0 amounts to(2:12), which impliesb*+ §+ o(1) =0 whenim( ) =
'l (by the proof of Lemma2:2:1). Thus :

— p
I = eg 2+ withe2fl, L1i; ig =o jj): (2.19)
Here aboveIO ~ is de ned by the determination of the logarithm onC nR* for
which Log( 1)=1i . D D
e study the casee=1,i.e.! = * 2+ rst When !1 ,Re* 2
jj!' +1.When > 0, we have
r
R— P-, 2i 2
2= 1 = =
Since Logl ") =2i i" + o("), we have :
_R— _ P- [ N 1
0= 2= i 1 2—+O—2 = |+2—+O—2 (2.20)

It su ces to check that Re( )= o s~ to complete the proof.

Applying twice the method used to obtain! 3, we nd the asymptotic expan-
sion :

1
! += ot 1+ o+ 0(pﬁ) X (221)
: 1
with 1= == 5= 75 65 1+(M° 1)g+2M (222
0 0
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By (2:20) and a Taylor expansion again, we obtain thajRe( ;)j . ﬁ and
Re( ) . p% (the notation a . b means thata Cbwith C a constant

independent of the parameters), so thaRe(! 1) = Re( o)+ 0 p% as clai-

R

med. Thus! = *  Zisthe! ] described in Proposition2:2:5.
Now, noticing that the other roots are (essentially) obtaied by multiplying
T byi, land i,wewouldget!;, = !7,!7= ilJ,and!, =il]. O

As the real parts of the eigenvalues @ A do not remain bounded away
from zero when R¢ ) > 0, the construction of a classical symmetrizer fq2:8)
is compromised. However, we can still search for a generatizsymmetrizer as
for weakly stable hyperbolic IBVP, see [19] for a general apach. A bigger
problem is the very nonhomogeneous structure & A which makes it hard
to manipulate. That is why we will use in the next part anotherequivalent
system with better properties.

2.3 The linearized extended system
In [8], the authors introduce theextended system
< @ +ur +a()divu=0;

@+(u r)ur (v r (a( )divw)=  o¥ )v; (2.23)
@+r (u v)y+r (a( )divu)=0;

satised by ( = R( ); V=T ), if (;u)is Eb(smooth) solution of(2:1), with
R a primitive of ! K()= anda( )= K () ( istobe seen here as
R 1()). For simplicity we have written g{ ) for (g R )Y ).

The main interest of this new system is that it yields a prioriestimates
without loss of derivatives on the whole space. Indeed, sunmg the second
equation with i times the third, a Schrdodinger-type equation appears. As we
will see, the analysis of the boundary problem is made pos&iton the half line
too.

Let ( ;u;v) be a constant state solution of(2:23), the linearized equations
about (_;u;V) read :
3 .
< @ +ur +advu=0;
@u+(ur)ur (vv)r (adivw= dgv vg°; (2.24)
@ +r (u v)+r (adivu)=0 -

wherea( )= a, oY )= ¢
We rst focus on the pure boundary value problem, wheré runs in R. Decom-
posingu = (H;ug);V = (¥;Vg), with o and v+ 2 RY ! and making a Fourier-
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Laplace transform on(2:23) we get the system :

8
ug@P= (P+(u i)P+rai B+a@my);

u@B= B+(u i )BrgR+ 8 i v Brvilral B
+a@W) ;
Quy = QU ;
a@( B+a@u+@u b= o+ @uiw) ;
0= B+ai (i Br@m)+i (¢ B+ ugw) ;
@ = @V ;
" @v B+ra@ui= yty iyt u@iy+ gl @vels + g
(2.25)
This is an algebro-di erential system in® = (t? B: uyy; & \py) which can be re-
written as B@U = AU, U = (B B; ipy; @iny; & v; @W).

The matrix B is not invertible, except ifd = 1. In what follows, we restrict
ourselves to theone-dimensional case, and we omit the superscrigt Sincev
is supposed to be the gradient of, we linearize atv = 0.

The system(2:25) reduces to

8
%u@b= ( b+ a@b);

@b= @b;
a@b= b+ @ub) ;
Qb= @b ;

“a@bh= b+ u@b+ gh;

Or equivalently @QU = GU, with
0 1

— 0 -2 0 0 0 pt
O 01 0 O b

G=BO0 0 0 4 C;U=RB@bg : (2.26)
0O 0 O 1 1]
0 ; 4 5 0 @b

The characteristic polynomial ofG is then :
G(X):—21 X + — +Xug ° aX?g® ax? (2.27)
a Ug - =

which is unsurprisingly nearly the same polynomial as the emssociated to the
original Euler-Korteweg system. Consequently the speciranalysis previously
done in Lemma2:2:2 and Proposition 2:2:4 still applies.

The form of G is of special interest, because it is very near to the one obtad
by Métivier and Zumbrun in [51] : it enjoys a "quasi homogengl property that
we will use to construct symmetrizers. We emphasize this witthe following
observation.
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T Estr%gtio_n of the extended problem to the new variables
V=( jjb; | jb; @b;@b) reads :
0

1
0 0 1 0
_p— _BO 0 o0 1
@V = |jJjHV;, H= 0O — 0o u (2.28)
a ) a jij
¢
a1 a1 @5 C
Remarks :
It is worth noting that for j ] 1:
0 0 0 1
H()—%O 0 O(§+O(")—H +Hy (") (2.29)
0 g5 0 T |
] 0O 0O
with " = p% Whether we focus on medium/low or high frequencies,

we will considerH as a matrix depending on or on (7;") =(b").
This method will allow us to consider the area of high frequeres as
a compact set (see gure2:3), and thus obtain uniform estimates. The
necessity to study the casdé ! 0 appears naturally even for > 0O if
welet !1
If there is a fBrci_ng termf in (2:24), the problem after Fourier transform
reads@V = | JHV + F, with F =(0;f). Since it does not complicate
the analysis and in sight of further nonlinear analysis, we iWstudy this
more general problem.
Since  j jH is conjugated to(Gi; )i 25 2, its characteristic polynomial
is q(X)= +Xug® ax2g’ ax?.
The rst equation in (2:24) can be seen as an advection equation (with
speedu) for with a forcing term adivu. If u > 0 we have to prescribe
at the boundary to solve it, ifu < Othere is no other boundary condition
to add. In what follow we only focus on the existence and reguity of
(u;v).
We are now in position to introduce suitable boundary condibns. Let F be
a boundary operator as in(2:8). As we have seen previously, the Lopatinski
condition requires that the number of boundary conditionseual the dimension
of H's stable subspace. Applying Lemma:2:1, we see that this number is two.
Thus a natural and simple candidate for the boundary operatoF is

_ 1000 .
F = 0100 (2.30)
Denote by  (resp ™) the projectoronE (H) (respE™ (H) ). The following
lemma establishes thaF satis es a re ned Lopatinski condition, in the sense

that there is a "good transversality' ot and Ker(F) as Im( ) !'1
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.
VAR
. QA

0 n

N[

Figure 2.1 Correspondence between high frequencies (the hatched aje&Re( )

0;jj &g[flg andS" [0;"] via the application (3s) ! S%

Lemme 2.3.1. There exists > 0 such that for R¢ ) the spaces KgifF)
and E ( ) are transverse, and

9C>0:8X 2R* jXj2 C( *Xj*+|FXjd); (2.31)
whereC only depends on .

Démonstration. We use the variablegly ") to obtain an uniform inequality. If

I is an eigenvalue of5, we generically denoté/, an eigenvector associated to
I'. Since we deal with simple eigenvalues whénis small, this notation will
make sense in what follows.

According to the notations of Proposition2:2.5, we extend the spac&E at
Re(b) =0 for " small enough by de ningE (") = vect(V, . \ , ).

The eigenvectors oH (kg 0) can be directly computed :

1
1

0
a
w=8 i
a
b

Obviously, F : E 7! Im(F) is an isomorphism if and only if(FV, x FV, 2)
is a basis ofC?, or equivalently if ( b) := det(FV, x FV, 2) 6 0. This last
guantity is called a Lopatinski determinant. We have

| 2§ (2.32)
1 3

(D)= 217 ()= 20,60 (2:33)
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indeed, for" =0,!, = i ;.
Thus does not vanish,even for Re(b) = 0.
Now, if " 6 O by continuity of it suces to choose "y small enough such
that the condition ( bb") 6 O remains true for(h") 2 S [0;"g], where
SS=f 2C:jj=1;, Re() O0g SinceS" [0;"] is a compact set, we
obtain
inf ] j>0:

o [O;,,O]J( b )
This implies that F : E !  R? is an isomorphism with bounded inverse.
Thus we have

8(3")2S" [0;"[;8X 2E (B"); jXj* 2G "(X)i*+i (X)i?)
2( T(X)i*+ CIF(X T(X)i?)
CY *(X)i*+ jF(X)i?):

This inequality holds for(B") 2 S* [0; "], or for the original variable when
Re( ) Oandjj 1="3. In particular, if we set =1 ="3 the inequality holds
for 2fRe() g. O

Remarks.
In fact, we have proven something slightly better than the iitial state-
ment : the inequality holds onthe sefRe( ) 0; j j Mg for someM
large enough, with an appropriate extension & onRe( )=0.
The lemma is stated for Dirichlet boundary conditions, howeer it is clear
from the proof that the only ingredient is the nonvanishing bthe Lopa-
tinski determinant ( kb 0) (which is very easy to compute), this gives
a practical criterion to select general boundary conditioh For example,
one may check that Neumann boundary conditions also satishemma
2:3:1.
The following proposition is the analogue of Lemma&12; 2:13; 2:14in [51] :
Proposition 2.3.2. High and medium/low frequencies symmetrizers :
High frequencies : RecallthaB" =f 2 C: jj=1; Re() 0g. For
all h 2 S", there is a neighbourhood/; (k) of (B;0) in S* R and
a smooth applicationS on V; (k) with value in the set of self adjoint
matrices such that :

8(b") 2V, (k); Re(SH(")) (Vi (k) Re(b)ld (2.34)

Medium/low frequencies : FixM and > 0. For all o 2 Re( ) :
j of M, there is a neighbourhood/( o) of o and a smooth application
S on V( o) with value in the set of self adjoint matrices such that :

8 2V(o): Re(SH())  ( :M)Re( )Id (2.35)

Moreover, S can be chosensuchth& | CF F, with c; C°only depending
on o; oOr hy;
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Démonstration. The eigenvalues oP j jH are exactly those ofG except ;.

According to Proposition 2:2:1 and Lemma2:2:2, they cannot be purely ima-
ginary for > 0 and there are two eigenvalues of positive real part and two
negative ones (counted with multiplicity). Therefore, thee is a matrix P on a
neighbourhoodV( () of ( such that

H* O

1uap —
PHP = T

(2.36)
whereH have their spectrum in Re(! ) > 0.

To deal with low/medium frequencies, it su ces to take S of the form

kS* 0
— 1 1
S=(P ) 0 S P (2.37)
. Ro : :
with S = | e™ e ™ dt given by the Lyapunov matrix theorem, and
k > 0. Indeed,
sH=pt K 0 pisy,
o |
and sincefRe( ) o Mg is compact the eigenvalues oH remain
bounded away from zero, thusS is bounded.
We note that by construction,
8X 2 RLMSX;Xi = DP X;P *Xi
. kS* " . . .
with D = s and S are positive/negative symmetric matrices.
We thus have
SX;Xi cki *Xj®2 Cij Xj%
and, by lemma2:3:1,
- + 2 jXJ2 . .2 . - . .2 - .2 .
] TX] < j FXj9)h SX;Xi iXjc CjEXje; (2.38)

provided k is large enough (i.e%—" >C41] Lt (v(o)) SOS satis es the second
inequality too.

To deal with high frequencies, we distinguish the casd®e(ly) > 0 and
Re(k)=0.

If Re(k) > 0, the eigenvalues oH (ly; 0) are not purely imaginary and

are distinct. By continuity of the roots, there is a neighbothood of (; 0)

in S* R* and applicationsP;H (k3" ) allowing to de ne S as previously.
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If Re(ly) =0;" =0 (i.e. h = i), two of the roots are purely imaginary,
SO th% we cannot sort the roots as previously. However, by gposition
2:2.5,  j jH has fourdistinct eigenvaluey! ,;!,), with Re(! ,) =0 if
Re(b) = 0. Thus, H is smoothly diagonalizable on a neighbourhood of

( 1;,0):

o . 1
1 g
| +
9P(): P lHP=p?% 2 §; (2.39)
] "1
! 2
with, 0
Re(!,) pﬁ b jj; (2.40)
the notation x y meaning that there exist > 0 such that
X Yy X. 0 1

k

If we setS=P ! % K § P 1, obviously SH b. Moreo-

1
ver, similarly to the proof of LemmaZ2:3:1, we can extend the projectors
to (i;") for " small enough. ThushSX; X i ckj *Xj2 Ci Xj?
makes sense on a neighbourhodd (i; 0). But according to the remark
after lemma2:3:1, on V; (i; 0) :

1

XPCTX[HIFXP))N SXXT SXP G X[ CFXJ?
and again, it su ces to choosek large enough to conclude.
U

Remarks : The matrices exhibited are not like the ones obtained in the
usual theory of homogeneous hyperbolic IBVP, Indeed, for gh frequencies
we just have RéSH) Re (b)l4 (and so, RS | jH) if% instead of

Re(S | jG) Re()).

The results of proposition2:3:2 and LemmaZ2:3:1 can be summarized with
the following assertion :

Let be areal positive number. There exists a self adjoint boundeperator
S() for 2 + iR for the problem (2.8) satisfying the estimates

j JSH pi, (2.41)

S | CFF: (2.42)

Indeed, for any~ 2 S", there is a neighbourhoodv; (~) S* R" asin
proposition 2:3:2 (high frequencies). By compactness &', we obtain a nite
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V(i) -~
R

Figure 2.2 High frequencies are in the (truncated) cones, low/medium iside the half
circle

family (V1 (R))1 i n such that the projections ofV; (h) on S" cover it.
Up to taking smaller V; (k), we may assume that they have the forriie’ ; |

9 [0;"i]. Let R 2 R* be greater thanm. We can obtain a nite
covering off : Re( ) andj j Rgby SetS(V(Ij))l i m as in proposition
2:3:2 (low/medium frequencies). SincgV; (k)) [ (V( j)) is a nite covering of
fRe( ) g (see g 2:3), using a partition of the unity, we nally obtain
an operator S on the whole setf : Re( ) g satisfying (2:41). Finally,

Proposition 2:2:4 gives :

Théoréme 2.3.3. Let be a real positive number9 C > 0 such that for all
2 Re( ) , and V solution of

@V=pj_jHV+f

FV(0) = (2.43)
we have p
kv VO Cf [ #kf K2 (2.44)
1)
In term of the original unknowns, Theoreml reads
P—
> k(b B)k* + -p—k@(b;)k* + | jj(b;B)(0)]*+ j@(b;1)(0)}?
20 p (2.45)

Cj jjbiz+ ko f K2 :

2
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In order to derive higher order estimates, we introduce the eighted Sobolev
spaces
Z

HS(R)= ff : kiks =  j& f()2( 2+ 9% *<1g : (2.46)

. P — . :
These norms appear naturg|ly because of the coe cient j j in our inequali-

ties. Note in particular that = j j=( 2+ 2)a.
By integration in Im( ) and use of the Plancherel theorem, the previous esti-
mate gives an inequality in term of these norms :

Ek(u;v)k2 )+ Ek@(U;V)kLit + k(u;v)(O)kH?t=4+

1=2
L2(HY

1

k@(u; v)(0)k,, = C k' ka sea + 2—kf k (2.47)

1=2, .
L2(H 1 )

2.4 EXxistence and uniqueness results

In this section we shall use the previous construction of synetrizers to
actually prove the well-posedness of IBVP for the extendedystem. Actually,
it allows us to solve the problem with zero initial data, and lhe general IBVP is
treated by proving trace results for an explicit solution othe Cauchy problem
on the whole line. As in the previous paragraph, we focus ondtequations on
(u; v) since the equation on is simpler.

Théoréme 2.4.1. Forany T > 0, there existsC(T) such that the problem

8
3 Qu+u@u a@v= dgV;
@+ u@v+a@u=0 (x;t) 2 R* [0, T];
2 (U;V)ji=o = (Ug;Vo) 2 HY(R*) ; x2 R*;
(U;v)j(0)=" 2 H¥(0;T]); t2[0;T];

(2.48)

admits a unique solution inL2([0; T]; HY(R*))\ L2(R*;H¥2([0; T])) if ' (0) =
(Uo(0); vo(0)).
Moreover, this solution satis es the estimate :

KU VIK 2R+ s1=2 oy + K@(U; V)(O)KL2re o;Ty) + K(U; V)(0)Kyys=a 0.1
+k@(U,V)(0)kH 1:4([0;1—]) C(T) k(uo;VO)kH 1(R+) + kl kH3=4([0;T])
(2.49)

Démonstration. Existence :The proof is in two parts : we rst give the solution
of a Cauchy problem, and check that its restriction td0; T] R* satis es the
appropriate estimate. To do it, we will adapt a trace regulaty result (see
Fokas and Sung [26], Lemma&:1) for scalar PDEs on the real line to our case.
In the second part, we nd a solution of the pure boundary vale problem. By
linearity this gives a solution to the IBVP.
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Let (up;vo) 2 HY(R") be the initial data. We extend them continuously as
functions in H(R) still written (uo; Vo), and then we solve the Cauchy problem :

8
< @+u@u a@v+ gv=0;

@ + u@v + a@u = 0; t2[0;T]; x2 R
(U; V)jt=0 = ('Uo; Vo) X2 R:
It is equivalent after a Fourier transform in space to solve@u AU = 0,
i 2 0
Uiwo = Up = (W W), whereU = (bit); A= 5 2. 9
. a u
Therefore,U = e*U,, and (u;V) = e éMUyd . The matrix A( ) has

R
two distinct purely imaginary eigenvalues, except for =0 :
= iu i a?a?+¢:

1 1
Let P = LHiu +iu

az2+g0 aZl+gl
Given R > 0, one can check thaP( ) isinvertibleon] 1 ; R][ [R;1 [, such
that P AP = diag( +; ) andP;P ! are bounded. Thus(t; ) ! er()t
remains bounded ori0;1 [ (] 1 ; R][ [R;1]).
The rst consequence is that(u;v) 2 L([0; T];HY(R")) :

Z.Z
k(U V)R 202 ey (O )21+ 2d dt
Z . 0 R

C . ka;Vokal(Ra,) CTka;Vok}Z_{ 1(R*)

and we will now focus on the regularity of the trace ak = 0.

We rst note that for R large enough, 2 R ! ( )=i is a dieomor-
phism on] 1 ;R] and ]R;+1 [, with the asymptotic behavior j ()]
a?j %) 2a j. Therefore, the solution will be split into three terms :

Z g Z g Z,

(u;v)(x;t) = e MUpd + e NUpd + e eMUyd : (2.50)
1 R R

The second term obviously de nes &' function, thus we just need to study
the regularity of the two others. In fact, we will only study the third one, the
analysis of the rst being exactly the same.
SinceP 6 0 P 1= A, we have
YA 1 z 1
¢ eMUpd = e 'B:Up+ e 'B Uyd

R R
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where B (x; ) are bounded matrices. Since ofR;1 [, =i are di eomor-

phism we can use the changes of v%riable: ( =i) Y )toget
1
e+tB+Uo+e ‘B Uod

P R R T ST

S (=R T L= (=) L)
! it - 1 Uod .

e A A RO

These integrals can be seen as (truncated) inverse Fourieansforms int, so
tzhe trace of (u;v) at x =0 is in H3* if

! H \3=2: 4 4+t . —i 1 +2 d +
(+=i)(R)(1+J +J) Je B+((O, + |) ( +))UOJ J( +:i)o ( +=i) 1( +)j2
i <1
1
H \3=2: 4 4t . —i 1 -2
A i T A TG L = ST
<1:

Going back to the initial variables we get by using the asympgtic behavior of
0

Z

e o . d

. =i)(R)(1+J 2B ((0;  =i) Y ))Uolzg 5 (=) (O
1 1

= ] 1+j ON*B (0; )UoJ'2j 0] C ] (1+] j)3onj21+jj

CKk(uo; Vo)K3 1
Finally, we have the estimate

K(U; V)j(O)Kye=aqory  C(T)K(Uo; Vo)Ki1(r+); (2.51)
and the same kind of argument leads to
K@Q(U; V)jx=0Kpy1=aqo.ry  C(T)K(Uo; Vo)Kn1(r+); (2.52)

(sincee*)T = O(T) on the neighbourhood of = 0, the contribution of the
second term may not be bounded a !'1 ).
We now prove that(u;\é) 2 L2(R: H¥2([0;T])). First write

1

(u;v) = e (e*'B,+e 'B )Uy()d : (2.53)
1

We have by de nition, and using the Plancherel equality :
k(Us V)Kignzqorpy = k(U V)KEz(z) +

. . ) Le)i2
[CRYICAY) (92, VG SN i dsdx =
R 0;T]? jt s

i@+t t .S s j2

je*'B++e 'B _© E“ e °B )Uo()j d dtds :
0T]2 R jt s

Z 77

k(Ui +
7z




2.4 Existence and uniqueness results 43

If 60 :
zZZ . ‘ evi2 zZZ 0 0o
it . e‘z ) dsdt = Jel.oielzjds"dt0
%;T]Z th S| o 1= Jt° S
T=i &1 t0 02 1 5qt0 i2
je 1 0 - . je 1% .,
— 1 dt%s T ———dt";
0 1 jt92 : : 1 jt92
and the inequality is obviously true for the special case = 0. Using this,
the boundedness oB and the estimatej ( )j= O( ?) whenj j!1 , We
obtain

Z
k(u;V)kLg(H1:2([o;T])) C Ronj2(1+ Z)d C(k(uo;vo)kal(R+) . (254)

To sum it up, the restriction to R* of the solution of the Cauchy problem
satis es

k(U V)KL 2(re =2 oimyy + K@(U; V)KL2Re 0Ty + K(U; V)Kys=ao:my)
+k@(U,V)kH 1:4([0;1-]) . k(uo;VO)kH 1(R*) .

Now, since we have a solution of the Cauchy problem with cowlr of the
boundary data, by linearity we are left to deal with a pure bouadary value
problem (BVP) :

g @+ u@u a@v+ gV =0;
@+ u@v+ a@u = 0; t2R; x O (2.55)
(u;v)(0) =" t 2R:

where' has been continuously extended oR as anH3* function with ' =
0, t< 0.
To solve it, we now use a Fourier transform in time which givethe ODE :

0 1
0O 0 1 O
0O 0 0 1
@QV=Bg _ o G VIFV0)="bV (0)2E (): (2.56)
a a a 0
. : R
Here, = +1i forsome > 0, and generlcallyfb: ce 'f(t)dt.
SinceF is an isomorphismE ! R?, forany xed ,the ODE problem(2:56)

has a unique solution. To begin with, we may assume that has compact sup-
port, so that 'bis  holomorphic andV as well.

We de ne the weightedL? spaces bykhk?.. & jhj% j*°d , and we will as-
sume that' 2 L23%. We use tookj kfg(Lz;s) = jjj3 j®dxd .

By construction, for all the solutionV( ; ) belongs toH1(R"), thus it admits

a trace V(0; ) holomorphic in ; we can apply the estimatg(2:44), and inte-

grate in to obtain the Fourier version of (2:47). If V. = (Vi;V,) 2 R?> R?:

Ekvlkﬁg(Lz;lzz) + EszkL)z((LZ) + le(O)kL2;3=4+
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sz(O)kL2;1:4 C k'bkfz;3=4 . (257)
In particular, kVk_z( 2y is bounded; the Paley-Wiener theorem gives the exis-

tence of a functionU 2 LZ, such that B =vVv,U O0ift< 0. By inverse
Fourier transform, U; = F 1(V,) is a solution of (2:55), and asU; 0t< 0,
the trace ofU; is null at t = 0.

Finally, U is a solution of the boundary value problem since by inversettrier
transform V,(0; )="b) U(0;t)=".

Now, we allow' not to have a compact support : by truncature/regularizatian,
we nd ', with compact support such thatt, ! ‘bin L%%4, Let V" be
the solution of (2:56) with data t,, and U" the associated solution o0f2:24).
Using the Fourier version of(2:47), we see thatV" has a limit V = (Vy;V,) 2
L2(L%¥2)  L2(L%%), and V"(0) has a limit (W?1( );W?( )) 2 L23=% | 2122
(and similar convergence fo"). We prove that (W?1; W?) is the trace atx = 0
of (V1; Vo).

By convergence ofV", V is an L2 solution of @V = GV in DYR R"),
but GV mlso belongs toL2, thus V admits a trace atx = 0 dened by
V(0) = 01 V @V dx, which is in L% %2, By convergence ofV"(0) and uni-
queness of the limit, we conclude tha(V.(0); V»(0)) 2 L% L2, V4(0) = b,
and Ujpo.7) is a solution of the pure boundary value problem satisfying :

k(u; V)KL zqoitarey) + K(U; V)(0)Kyys=4(po:77) + K@(U; V)(0) Ky 1=40.1))
C k(u;v)kiz(lez) + k@(u; v)kez, + k(u; v)(0)k,,a=0 + k@(u; v)(0)K, 1-4

Cq(l kH 3:4(R) CO%I kH 3:4([0;1—])

Uniqueness The uniqueness is a consequence of the existence of a pristi-e
mates, see for example [12] for a proof in the case of homogerse rst order
systems, which can be directly adapted to our case. O

If the data are more regular, higher regularity can be obtagd in anisotropic
spaces. We de ne

H™2(R* [0;T)=fu: 80 k m; @u2 L3R ;H" "2 ([0;T]) ;
and the analogous weighted spaces
H™2(R* R)=fu: 80 k m @u2L2R":H 2 (R):

Since we deal with higher levels of regularity, we require & the data satisfy
the following compatibility condition : if (uc;Vvc) is the solution of the Cauchy
problem on[0; T] (as in the previous proof), the function'  (u¢; Vc)jx=o iS in
H™=2+*1=4(10; T]) and the extension de ned by

I (Ue; Ve)jx=0 =0 fort< O;
" (UcgVo)jx=o =  with a compactly supported smooth extensign

must be in H™****(R) (a simpler -but less accurate- condition would be to

assume that' , resp. (ug; Vo), are at at t =0, resp.x =0).
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Corollaire 2.4.2. Letm 2 N, m 2, and (u;Vv) be the unique solution of

g@ﬁg@u a@v= gv;

@+ u@v+a@u=0; (x;t)2 R* [0;T];
2 (U;V)ji=0 = (Uo; Vo) ; X2 R";
S (wv)j0) =" t 2[0,T];

If (Uo;Vo) 2 H™(R*) and' 2 H™2*1= thenu 2 H™2(R* [0;T]) and
(@u; @v)(0) 2 H(M D=2+1=4(10; T]).
Démonstration. It is su cient to check that the solution constructed in the
previous proof has the desired regularity. We shortly desbe how this is done
for the Cauchy problem and the pure boundary value problem. &keep the
notations of the previous proof.
Cauchy problem : we rst study space-time regularity.
From U = e2O)tUy( ) we get
(U;v) 2 L2([0; TLH™(R)) :
The equations
@+ u@u a@v= gVv;
@+ u@v+ a@u=0; (xt)2 RY [0;T];

imply (by spatial regularity of (u;v)) that (Qu; @v) 2 L?([0;T] R").
Di erentiating in t and x and applying again the argument we obtain
8 (k;1) 2 Nsuch thatk+21 m, @du 2 L?([0;T] R").
Now if (m k)=2 2 N, we write "‘Tk =1+ % to complete the regularity
we have to check that@@(u;v) 2 LZR*;H'([0;T])), or equivalently
(as in the proof of the previous theorem) :
2z je*'B,+e B e*SB, e SB )Uy( )j?
0T R jt = sj?
i i%jA()j?ddtds< 1 :
Recall that A( ) = O( ?), usingk +21+1= m we get :
ZZ
je*'By+e ‘B e*SB, e SB )Uy( )j?
0T} R 7 jt s?

j *AQ)Pddids  C (14 AR+ A)jUs( )j?d
R

C%Uoka .
For the boundgry regularity, the crucial estimate was
1
. .\ 320 , d

@+j ON¥EB (0 Yj*—~
R 7 im0

! 3 2
C 1+ )% Uoj —
IR B U b iy

Ck(UO;VO)k|2—|l ;
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and we simply have to replace it by
Z, q
@+j ON™EPIB (0 YU~
R 7 70

1

FoaN2mel g 2
C A+
Ck(Uo; Vo)KZ m

Pure boundary value problem : the compatibility conditionsensure that
the data of the pure boundary value problems are at at =0. The rst
step is to obtain time-like regularity. We start with the esimate (2:44) :

Ep?kUkzﬂL juj*  Cjji'i*;
1)

and multiply it by j j™*1=2 (instead ofp j j as it was done for the low
regularity theorem), this gives as for2:47) :
Ek(u; V)k2 + Ek@(u, V)kLﬁ(H(m y=2) + k(u; V)(O)kH m=2+1 =t

=2
LEHT)

k@(U; V)(0)k, i vz CK Kk w21z

If we di erentiate QU = g j JHU with respect to x, this gives a new
estimate

gaﬁk@uk2 + j@u(0)i* Cj ji(@b(0); @(0))j* ;
and with the estimate (2:44) we have

EIQ?k@Uk2+ j@u()i* Cj i i*:
]

Proceeding inductively nally gives

+ k(U; V)(0)Ky m=2v1 =0+

(R* R)

Ek(u;v)kam;z

k@(U; V)(O) Ky v=2a=s  COK K2 mepusza
]

Conclusion :  The construction of Kreiss symmetrizers for the extended
system has allowed us to obtain a priori estimates and welbpedness results. It
would be of very high interest to know how far the hyperbolicHomogeneous)
theory may be adapted to the fully nonlinear, dispersive ptdem. A rst step
would be to use a quasi-homogeneous pseudo/para-di ereadtcalculus to treat
the case of low regularity variable coe cients (as was iniaited by Majda [47]),
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and eventually obtain at least local or for small data well-psedness results as
was done by Mokrane [53] or Métivier [50]. The formal algehiaconstruction is
actually expected to be a straightforward adaptation of whiawas done in this
article. It is the passage from a Kreiss symmetrizer to a futional symmetrizer
that involves very technical di culties that do not arise in the case of hyperbolic
systems.

The investigation of Kreiss symmetrizers for more generalgpersive boundary
value problems, which should help to understand more accuedy the specic
Euler-Korteweg BVP, is investigated in the next chapters.



48

Etude du probleme d'Euler-Korteweg linéarisé



Chapitre 3

Une classe de problemes dispersifs

3.1 Considérations algébriques

3.1.1 Condition de Petrowsky

Considérons par exemple I'équation des ondes

@u u=0:

Le symbole associé est %+ j j2, homogéne de degr@. L'opérateur est stric-
tement hyperbolique car pour 2 RYnf0g les racines en sont j j, réels non
nuls distincts. Dans I'équation de Schrodinger

@+i u=0; (3.2)

si I'on regarde seulement la partie homogene du symbole larfp@ associée a
@ n'apparait pas. Cependant, le symbole complét ij j2 véri e évidemment
la méme propriété algébrique que précédemment : les racimees sont réelles
et distinctes, ce qui était I'une des hypothéses clés pour tnstruction de
symétriseurs. Cette propriété n'est pas rare dans la faunedes EDP. Par
exemple, I'extension multidimensionnelle de I'équationas$ poutres

Q@u+ 2u=0 (3.2)

a pour symbole 2+ j j4 et les racines en sont j j2.

On remarque que pour les deux équation@:1), (3:2) (qui entrent dans la
catégorie des EDP dispersives), les opérateurs sont qudmimogenes , l'ordre
des dérivées spatiales étant le double de I'ordre des déeséemporelles. Pour
des équations plus générales, on est donc raisonnablemamté de considérer
la partie quasi-homogeéene et de négliger les termes d'orérinférieur. Cette
approche doit étre faite avec précaution, car la notion de gfyersivité est moins
stable que la notion d'hyperbolicité. On sait depuis Gardig [29] que les seules
EDP a coe cients constants pour lesquelles on a existence anicité locale
(dans un sens trés fort : si les données initiales tendent sed au voisinage

49
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d'un point, il existe un voisinage de ce poinen espace et tempsur lequel la
solution tend versQ) sont les équations hyperboliques. Cette condition étant
beaucoup trop forte, on va s'intéresser au critere classilus faible, dit de
Petrowsky (voir par exemple [17] chapitres ).

Génériquement, on écrit pour un multi-indice

= 1 d -
1 d

et la longueur de estj j= 1+ d-

Théoréme 3.1.1. Soit
X X

L = a.k @@a
k=0
un opérateur di érentiel scalaire a coe cients constants,

X X
P(; )=

I(a;k (l ) ;
k=0

son symbole. On suppose qagnm =1 eta., =0 pour 60.
Si le probléme de Cauchy associélaest bien posé alors il existeg 2 R tel
que :

8 2R% 8 2fRe(z)> og: P(; )60 : (3.3)

De nition 3.1.2.  La condition (3:3) est appeléecondition de Petrowskypour
L. On appellecondition de Petrowsky rétrogradda propriété

9 g2R: 8 2R% 8 2fRe(z) < og9: P(; )60 ; (3.4)

qui est un critere de stabilité du probleme de Cauchy posé eanmps négatifs.
Les conditions de Petrowsky normale et rétrograde sont ssfiaites simulta-
nément si et seulement si les racines ende P(; ) sont dans une bande
f C Re() Cg

Un opérateur strictement hyperbolique satisfait clairenm ces conditions
puisque les racines de son symbole sont daiRe( ) = 0g. Mieux, la stricte
hyperbolicité donne une stabilité de la condition de Petrogky par perturbation
d'ordre inférieur, au sens suivant.

Proposition 3.1.3. (voir [17] chapitre 6 ou [33] chapitre5 pour une discus-
sion plus complete)

Soit P, la partie principale d'ordre m du symboleP. Si les racines en de
Pn(; ) sont des imaginaires purs distincts (i.eP,, est strictement hyperbo-
lique), alors P satisfait la condition de Petrowsky.

Remarque3.1.4 Reprenons alors lI'équation de Schrédinger en dimensibigue
I'on perturbe par un terme d'ordrel :

@+ i"@Qu+ i@u=0:
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Son symbole est " ij j°>. Sa racine en est" + i 2, dont la partie
réelle n'est évidemment pas majorée uniformément en(méme si" est choisi
petit). Ceci montre qu'il faut faire un minimum attention aux termes d'ordre
inférieur dans les EDP dispersives. Ce probleme de stakélipar perturbation
d'ordre inférieur est largement discuté dans [41], chapé”R2, ou sont introduites
les notion de probléme bien posé dans’, de probléme faiblement bien posé
(cette notion coincide avec celle donnée par Hadamard), et ggrobleme non
faiblement bien posé . En patrticulier, il est démontré au peagraphe 2:6 que
si le systéme

@+ P(r)u+ Q(r)u=0

est bien posé quelle que soit la perturbatio d'ordre inférieur a celui deP,
alors soitP est un opérateur di érentiel d'ordre 1 hyperbolique, soit le probleme
est parabolique (c'est a dire qu® est d'ordre pair2m, et les valeurs propres du
symboleA,, (i ) de sa partie principale satisfont Re ( )) jj?m, > 0).
La question de la stabilité du critére de Petrowsky par pertipations d'ordre
inférieur est en général importante en vue de l'analyse a coents variables :
moralement, si on a stabilité par perturbation d'ordre inféeur, les termes
supplémentaires apparaissant dans des commutateurs paurt étre absorbés
dans les estimationsa priori (c'est e ectivement le cas dans la théorie de
Kreiss).

3.1.2 Dé nitions et propriétés élémentaires

On dé nit ici les symboles sur lesquels on va travailler, agi que leurs
propriétés algébriques. Dans tout ce qui suit on considéresl polyndmes en
(; )2C c4

De nition 3.1.5.  Soit p un entier non nul.

Le p-degré d'un monébme " estnp+j j.

Le p-degré d'un polyndme est le plus grand degré de ses monémes. On le note
dans la suited,. Un polyndme estp-homogene lorsqu'il est somme de mondmes
de p-degré constant.

P
Si P est de degrén, la p partie principale deP est k,

j j+kp=n&
Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité, et pour alléger les notatins, on parlera
souvent de degré, homogénéité, partie principale... audiele p degré etc.

Exemples3.1.6 Le symbole de I'équation de Schrédingef3:1) est 2-
homogéne, de degré.
Le symbole de I'équation des poutre@3:2) est 2-homogene, de degrd.
Le symbole de I'équation scalaire en dimensidn

NG
@+i  a( i@*u

1

a simplement pour partiep-principale + ia, P.
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De nition 3.1.7.  Soientm; p des entiers non nuls tels qup 2. Un opérateur
scalaire a coe cients constants

X
ax @@ (3.5)

k=0 j j p(m k)

est dit purement dispersif d'ordre m lorsquea;, 6 O et les racines en du
polynéme

xn X

P(; )= ax (i) ()

k=0 j j p(m k)
sont imaginaires pures pour 2 RC.
Par abus, on parlera de polynéme dispersif pour le symboleud' opérateur
dispersif.

Remarque3.1.8 L'équation

X
ax @@u=0

k=0 j j p(m k)

admet pour solutions particulieres les ondes planes progsé/es monochroma-
tigues €t € * pour (i; ) solutions de la relation de dispersio®(i; ) =10
Lorsquep > 1, les solutions = ( ) n'ont aucune chance de satisfairer =
(ce qui signi e que la vitesse de groupe est une vitesse de pbavoir [68]
pour une discussion générale sur la notion de dispersionh gattend plutot
a un comportement asymptotique comme ( )j5 j! ;jun 1 .C'estence
sens que l'opérateur est dispersif.
Dans un livre en cours d'écriture, J. Rauch dé nit la notion & pure disper-
sivité pour lessystemes hyperboliques d'ordieen imposant comme condition
que la variété caractéristique ne contienne pas d'hyperplaNotre dé nition est
evidemment di érente comme elle implique des systemes gisemogenes, on
souligne cependant que la variété caractéristique est toujrs courbe dans
notre cadre (du fait de la quasi-homogénéité, méme en dimans 1 pour des
équations scalaires d'ordrd en temps).

Clairement, cette classe d'opérateurs satisfaif3:3), et en fait beaucoup
d'opérateurs pour lesquels le probleme de Cauchy et le preble de Cauchy
rétrograde sont bien posés ont au moins leur partie princifmdispersive :

P_. P
Proposition 3.1.9.  SoitP(; )= Ly ; pym wax () * am60.Si
ses racines en sont contenues dans uneraane( )j o pour 2 RY,
alors la partie p principale deP, Pmp(; )= (2o j=pm k) @i kK est un
polyndme dispersif.
Démonstration. On Vvéri e facilement que

P(rP;r ) .

Pop(; )= lim i
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Mais si(; ) estracine deP(rP;r ), (rP;r ) est racine deP, ainsi les racines
de P" sont contenues dans la bandg Re( )j 39, on obtient le résultat en
faisantr !'1 et par continuité des racines (caggm 6 0). O

Si P est un opérateur dispersif, au vu des commentaires faits a&grla pro-
position 3:1:3, des perturbations d'ordre inférieur aup-degré deP peuvent
le transformer en un opérateur pour lequel le probléme de Gany est (tres)
mal posé. Cependant on a un énoncée a aibli de la stabilité paerturbation
d'ordre inférieur énoncée pour les polyndmes strictemenyperboliques.

Proposition 3.1.10.  Siles racines en dePn,, sontimaginaires pures, simples
etay =0 pourp(m k 1)<j j<p(m k) (c'esta dire que tous les termes
d'ordre compris strictement entrep(m 1) et pm sont nuls), alors il existe
02 R* tel que pour tout(; ) 2fRe( )j og R% P(; )860.

Démonstration. On factorise Py, = ( i( 1)), ou les ; sont imaginaires
j=1

purs distincts deux a deux. On peut supposan > 1 puisque le casn = 1 est

trivial. Soit

"O=ming ()0

C'est évidemment une fonction homogene de degs§comme les ), continue

surff j =19, donc il existe ; : P " j j°. De mémeC,j jP
maxj ;j Cyj jP.
Montrons qu'il existe ¢ tel que pour 0 Pmp( +i; )& ( +jj+jjm L

Pour cela, on distingue deux cas :
Sij j  maxj jj. Alors pourk tel que 6 i maxj jjona:
i i omaxjj+ik imaxjjj o ji o maxjj+"() .

La fonction minorante est continue, non nulle et tend ver& pourj j !

1 doncji k] & J j. Mais comme les; sont distincts, ilyam 1
indicesk véri ant cette proprieté et I'hypothese j j maxj jj, implique
j 1 =2 j°. Pour le dernier indice, puisque les; sont imaginaires purs,
on a toujours la minoration j i . D'ou l'existence dec > O tel
que pourj j  maxj jj:

yn

() c(2+jj2+jP
i=1

Sij j  maxj ij, pour au moinsm 1indices on a (principe des tiroirs) :
. o C oy
L N D (RS DN

d'ou & nouveau

() XiG PR+
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On peut maintenant conclure grace a I'hypothése sur les coeients :

PG i Pmp( )i CGi+Ti+T ™"
min(c;Yj jG j+ii+iiH™ T CGi+ii+iim?

et il sut de choisir j oj > C=min(c; . O

Remarque3.1.11 * L'hypothésea. =0 pourp(m 1)< j j+ kp<pm na
rien de super u, typiquement dans I'exemple pathologiqu@+ i"@, + i@ c'est
exactement elle qui est mise en défaut.

* La proposition 3:1:10 indique que la condition de Petrowsky normale et re-
trograde est véri ée, on s'intéresse donc a des problémeseesibles.

La partie homogéne du symbole dé nit donc partiellement leaanportement
du symbole complet. Cela motive la dé nition suivante :

De nition 3.1.12.  On dit qu'un opérateur scalaire de symbol® est stricte-
ment dispersif d'ordrem (et p-quasi-homogéne) lorque
P est purement dispersif
la partie p-principale P, (; ) a ses racines en imaginaires pures et
distinctes lorsque 6 0.

Remarque3.1.13 Lorsquep =1, un opérateur strictement dispersif est en fait
un opérateur hyperbolique de partie principale strictemerhyperbolique.

Le lemme suivant précise le comportement des racines du payne complet
P.

Lemme 3.1.14. Soit P strictement dispersif. Il existeM > 0 tel que si
P(; )=0 avec(j j>+j j*)¥* M, alors est une racine simple.

Démonstration. Supposons par I'absurde qu'il existe une suife,; ) telle que
P(ni n)=0; aveery 1= (j o’ + ] )"

et , racine d'ordre 2deP(; n).

La suite ( ,=r?; ,=r,) est bornée, on peut en extraire une sous suite conver-

gente de limite non nulle( ; ). Mais 1=r;PP(rf ;rn ) ! Pmp(; ) uniformé-

ment sur les compacts, par suit¢ ; ) est racine dePy,, et est racine d'ordre
2deP(; ), cequiimpliqgue =0 par hypothese de stricte dispersivité, puis
=0 puisquea,, 6 0. C'est une contradiction. O

Remarque 3.1.15 Dans la suite, on utilisera surtout le corollaire évident du
lemme : si une partie des coordonnéds ) est grande, la norme compléte
(j j2+ ] j*®)¥@P est grande et donc les racines ensont simples.

Comme premiere application on en déduit le théoréme suivargrolongement

de la proposition3:1:10.
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Théoréme 3.1.16. Si L est un opérateur strictement dispersif toute pertur-
bation d'ordre au plusp(m 1) du symbole partiel satisfait les conditions de
Petrowsky et de Petrowksy rétrograde.

Démonstration. Ecrivons le symbole de la perturbation commB + Q, P stric-
tement dispersif,Q de p degré au plusp(m 1). D'apres le lemme précédent,
pour j jP assez grand les racines ende P sont distinctes. En utilisant exac-
tement le méme argument que pour la propositio:1:10 (noter que la seule
hypothése utilisée lors de la démonstration est la séparati des racines), on
montre que :

9;M> 0:8jj M jP( +i; ) jiGi+jiPHm™1?

et puisquejQj C(j j+j j)™ Y, pourj j>Cijj M,jP+Qj( +i; )
jPj ] Qj.Mais pourj j M, lesracines en sont uniformément bornées, donc
a fortiori leur partie réelle aussi, ce qui conclut. O

Exemple3.1.17 Soit P(; )= 2+1 2+ 4 Les racines en sont bien
des imaginaires purs, la partie principald®, est 2+ 4, dont les racines en
sont des imaginaires purs distincts, mais le polynéme pagtiP, = 2 2+ 4
admet des racines en réelles non nulles (mais évidemment bornées) et qui
deviennent imaginaires pures pour> 1.

3.1.3 Notion de g-hyperbolicité

Gindikin et Volevitch ont développé la notion deg-hyperbolicité, générali-
sation quasi-homogéne de la stricte hyperbolicité. L'exgé de cette section est
repris de [31].

De nition 3.1.18. Soitg 1 un entier impair.
Un opérateur diérentiel P(@, Dy) (avec D = %@ est dit g-hyperbolique
lorsque
le symboleP( ; ) estrésolu en et g-homogene,
ses racines en sont distinctes et imaginaires pures pour 2 R nf0g,
pour g > 1, il existe une directionn 2 RY telle que pour toute racine ()

de P,
1 .
8 2 RYnfog:; i—m;r i>0: (3.6)
Remarque3.1.19 La 1-hyperbolicité coincide avec la stricte hyperboli-
cité.
L'entier g doit étre impair car la propriété (3:6) ne peut jamais étre vraie
pour q pair.

Dans la suite, on verra que toute perturbation d'ordre inféeure est ac-
ceptable (en un certain sens) pour les opérateutshyperboliques. La
condition de g-homogénéité donnée dans la dé nition n'est donc pas pri-
mordiale.
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La di érence entre opérateurs strictement dispersifs eff hyperboliques
est la propriété(3:6). L'absence d'une telle propriété est un obstacle ma-
jeur pour l'analyse a coe cients variables.

Comme on I'a déja dit, les seuls opérateurs pour lesquels éndition de Pe-
trowsky est stable par perturbation d'ordre inférieur sontes opérateurs stricte-
ment hyperboliques ou paraboliques. L'intérét des opérates g-hyperboliques
est gu'ils satisfont une version a aiblie de cette stabilié.

De nition 3.1.20. Un opérateur P(@; D) est faiblement g-stable dans la
direction n lorsque pour tout polyndmeQ tel que d,(Q) < d,(P), il existe
0(Q) tel que pour o(Q) on ait

8(; ) = +in; Re() o(;Q); (;Im()) 2 R¥;
P(; )+ Q(; )60:

Un opérateur g-homogéne faiblementg-stable satisfait le critéere de Pe-
trowsky, on peut véri er qu'un opérateur strictement hypebolique ou para-
bolique est faiblementg-stable, avecq correspondant a sa quasi-homogénéite.
Le point intéressant est que les opérateughyperboliques sont également fai-
blement g-stables;

Théoréme 3.1.21. Tout opérateur g-hyperbolique est faiblemerg stable dans
dans la directionn de la dé nition de g-hyperbolicité.
Plus précisément, on a l'inégalité

9R; ¢;C>0;,8 = +in; o, Re( )>R ¢
(;Im( ) 2R™; C(Re( )i+ ji*HG i+ * i PG i: BT
Quitte a faire un changement de base, on suppose pour allégs notations
quen=(0; ;0;1).
L'apparition de la quantité = +in ainsi que l'inégalité(3:7) laisse entendre

gue les espaces ou peuvent étre obtenues des estimatianpriori sont les
espaces de Sobolev a poids anisotropes
[msla — . 2
=) RR H: = fu: kUk[m;s];q;(; )
= Ny XL+ 9P+ )™ Tjbj2d Y dxg < 19 ;
ouu! b estla transformée de Fourier-Laplace relativement aux vables

(X1,  ;Xg 1;t) = (x%1), et Cest la variable duale dex® Similairement, on
note 7

jvj[zm;s];q; = (1+J q2+1 jZZQ)rTHS JJbJZd Od ,

la norme correspondante pour des fonctions dé nies stixq = 0g. Les auteurs
considerent le probléme aux limites scalaire

g P(@D)u=f;, (xt)2(R** R") R*";

B (@ Dx)Uix=0 = ;1 | ; (3.8)
Uji=0 = 0:
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ou la partie g-homogene deP est g-hyperbolique dans la direction dexy, les
opérateurs di erentiels de bordB; satisfont la condition de Kreiss-Lopatinski
uniforme, est le nombre de conditions aux limites. On note; l'ordre de B;.

En généralisant les arguments de Sakamoto pour les problérgperboliques,
ils obtiennent

Théoréme 3.1.22. Pour tout s 2 R, il existe ¢ tel que pour 0, Re( )
C( ), toute solutionu de (3:8) satisfasse I'estimation

X1
J jlil([zm;S];q;(; ) T j@u( 0 )jﬁﬂs jia;
j=0
1 X
C —kf kjosaiq(; ) + kg Km+s o (3.9)
j=1

L'argument clé de la preuve réside dans l'analyse des ragngu symbole
p(;; )pourRg ) 0O, 2 RY Inf0g. Pour des fonctionsa et b, la relation
d'équivalencea bsignie qu'il existe C;;C,>0: Cia b Csa.

Proposition 3.1.23. Soit p(; ) un symbole quasi-homogénghyperbolique
de degréma, =( 1; ; d 1:7)-
1. Lorsque R¢ ) > 0O le symbole considéré comme un polynéme enna
pas de racine imaginaire pure, admem% racines en de partie réelle
positive, etmq—z1 racines de partie réelle négative.

2. Pour(; )2 (iR RY 1)nfOg, padmet exactemenin racines imaginaires

pures simples en , et m%! racines de partie réelle positive/négative.

2
Chaque racine imaginaire pure est limite pour Re) ! 0" d'une racine
(simple) de partie réelle positive.
3. On peut classer les racines de la maniéere suivantej*:( I N = ;
m%, GG =1 mit, Mj =1 m, telles quon ait les
estimations suivantes :

8(; )2fRe(z)>0g R® % jRe( ) o i2+] ),
Re( 1) (j 7+ ) 97

Démonstration. 1) Pour (; +) =(0; ), on pose! = —. Par homogenéité etr
hyperbolicité on a la factorisation suivante du symbole
yn
p(;0;1)= ( ia!%;a>0: (3.10)

i=1

En calculant directement les zéros eh de chaque facteur, on voit que pour
= +i, > 0, ilyam%? racines de partie imaginaire positive, em®t

racines de partie imaginaire négative, ce qui correspond ay la variable a
qul racines de partie réelle négative e‘n% racines de partie réelle positive.
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Puisquep( ; ) a ses racines en imaginaires pures pour 2 RY, p(;; ) na
pas de racine imaginaire pure en pour 2 iR. Le nombre de racines de
partie réelle positive (ou négative) reste donc constant po(; ) 2 f Re(z) >
Oy RY 1

2)Lorsque Ré ) =0 et pour =i =! 2 R, on écrit

p(;:t )= (G i;Gh)y=i"m o 50

A xé, par g-hyperbolicit¢ ! ! ;(;! ) est une fonction strictement crois-
sante, quitend verst1 en+1 et 1 en 1 .Pourchaque terme du produit
i(;1) il existe un unique! j(; ) réel tel que i(;t)=0.
Les!; sont distincts deux a deux car sl j(; )= !«(; );j 6 k, serait une
racine double dep( ; ;! ;), ce qui est incompatible avec la-hyperbolicité, il y
a donc exactementm racines ; = i! ; racines imaginaires pures. En utilisant
la factorisation (3:10) pour Re( ) = 0, on voit que p(i; 0;7) am(q 1)=2
racines en de partie réelle positive/négative pour 6 0. Or on vient de mon-
trer que les racines imaginaire pures sont de nombre constan sur le connexe
(fRe( )=0g RY )nf0g (ou sur chaque connexé =i; 2R gsid=1).
Par continuité des racines, les racines non imaginaires psrne peuvent donc
pas traverser I'axe des imaginaires sur le conneffeRe( ) =0g RY 1) nf0g,
leur nombre reste donc constant, égal@(q 1)=2. Comme pour Ré¢ ) > Ol
y am(q+1)=2 racines de partie réelle positive, on en déduit en particel que
les racines imaginaires pures sont limite pour Re) ! 0" de racines de partie
réelle positive.
3) On se place sur la demi-spheér@* = f(j j?+j 29?9 =1; Rg( ) 0g.On
note ; (resp. ) les racines dont la partie réelle reste strictement négas
(resp. positive). Par continuité et compacité, il existe ;; , > Otelles que pour
tout (; )2S"; 2 J Re( )] 1. D'ou par homogénéité pour tout( ; )
telsque Ré ) 0,ona

o P+ PO R ()i ol P P9

Notons Jh les m racines qui sont imaginaires pures pour Re) = 0. Par sim-
plicité des racines et comme elles sont toutes de partie légbositive ou nulle,
on a

8(; )2S"; a0 Re( ) o ;

puis par quasi-homogénéité, pour tous; )telsque R¢ ) O

i P24 i j2oy1=(20) .
T j2q)1:2(1 IR Re( )

2+ 2H=ed;

NP

ce gu'il fallait démontrer. O
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Corollaire 3.1.24. Si p est un symboler-hyperbolique de degréng, il existe
une constanteC > 0 telle que
8(;; )t P(;; )=0; C T Re( + )i 5

Démonstration. Comme dans la proposition précédente, on sépare les racines

et N Pour ! et jhona

i i i

Re( [+ ) ; Re( [+ )
Tandis que pour

Re( | + ) a P+j e e

il sut alors de prendre C = % 4 pour obtenir

Re(,-+) E:
0J

L'utilisation du corollaire pour obtenir une estimation a priori n'est pas
immédiate. Gindikin et Volevich obtiennent(3:9) pour des équations scalaires
en adaptant la méthode de Sakamoto [61]. On montre au paraglse 4:3:4
comment I'estimation peut s'obtenir dans le cas des systempar la méthode
des symétriseurs (généralisés) de Kreiss.

3.2 E et régularisant pour le probleme de Cau-
chy

3.2.1 Un résultat de Constantin et Saut

La régularisation locale des solutions d'équations disgsgvesréversiblesest
un phénomene assez surprenant, dont I'observation remorstg moins aux tra-
vaux de Kato [36] sur I'équation de Korteweg-de-Vries. Un degpremiers résul-
tats généraux sur cet e et de régularisation dispersive st di a Constantin
et Saut [18] (1988). lls démontrent (entre autres) le réswdt suivant :

Théoréme 3.2.1. Soit u solution de

@+ iP(Du=0;(xt)2RY R;
Ujt=o = Uo ;

ouD =1=i(@; ;@), P(D) est dé ni par son symbole réep( ).
On suppose que Véri e
p2 LL.(R"), et estC?! en dehors d'une boule de rayoR 0,

loc
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il existem 2 entier et une constantec > 0 tels que

81 j dsjij R 2P Gy 34
@
Si(x;t)! (xt) = o(t) 1(x1) d(Xq) est un produit de fonctions de tron-
cature ( ; 2 C¢ (R)), alors u vérie
(1) (1) @™ DFy(x;t)jPdxdt  Ckuokd s gy (3.12)

Rd R
ot (1 ) @stm D= est le multiplicateur de Fourier spatial de symbolél +
j j2)(25+m 1)=4 et
Yd xd Y
C =C( kjkz"‘kokl kjkl kkkLZ):
j=0 j=1 k|
On parle de régularisation dispersive car ce résultat implie queu 2
LZ.(R;Ho™ Y(Rd)) alors que la donnée initiale n'est quéd S(RY), et que
I'estimation globale optimale est seulement

kUkLl (Re;H s(RY)) = kU()kHs(Rd) .

Exemples :
L'opérateur de Schrodinger@+ i  satisfait les hypothéses du théoreme,
avecp( )= ij j%

L'opérateur @+ i(@ @) satisfait également ces hypotheses, puisque
comme pour l'opérateur de Schroédinger

@ .
2P=2j
@
De facon surprenante, I'hypothesg3:11) n'est pas indépendante par
changement de variable. En e et, si I'on reprend I'exemple rpcédent,
aprés le changemeny, = *3X2; y, = XX ['opérateur devient @+
, qQui ne satisfait clairement plus I'hypothése

J @il T
On va prouver l'analogue de ce résultat pour une classe d'opteurs stric-
tement dispersifs d'ordrem en t. Pour commencer, on décrit la forme des
solutions du probleme de Cauchy avec la proposition suivamt

i@
@y@y

Proposition 3.2.2. Soit P un opérateur strictement dispersif dg-degrémp.
On note ; les racines (imaginaires pures) dé(; ). Le probleme de Cauchy
8

P(@®@)u=0; (x;t)2RY R

Uji=g = Ug 2 HS;
Jwo = Ho (3.13)

@ 'Uj=0 = Uy 12 H® PM D
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admet une unique solution dan€(R; H(RY)), dont la transformée de Fourier
spatiale peut s'écrire sous la forme

9( 1
b(;t)

()l ;8(;t)2RY R
j=0

= (e 8(st)2fi j Rg R

j=1

OUR > Oesttel que, pourl | m,

Z

G+ d <158 ) COHL+] jpo v

IR
Si de plusP est égal a sa parti@-principale, j j°U Y | est borné uniformément
en ;t pourj =1; ;m.

Démonstration. Par transformation de Fourier, le systéme devient une EDO
résolue

P(@ )b=0:

D'apres le lemme3: Ipl4, pour  assez grand les; sont distincts, la solution

m

est donc de la forme J L, j()ei'. Les ; sont déterminés par les conditions
initiales

% ”l = y;
m .; - G .
j=1 jP jjP
E m . j m 1 _ Um 1 .
=1 0P EETIC
SiV( ) est la matrice de Vandermonde associé&j%( 1, 5 m) il vient
0o 1 0 1
9R>0:8 R ®: X v @a

ﬂlm 1
JJp(m 1

SoientPy,, la partie p principale deP, g ses racines, par hypothese imaginaires
pures et distinctes. Par quasi-homogénéité et quitte a peuter les racines, on
a

: i) _ .

lim e e(9:

o ﬁ:e J

On en déduit quekV *k est uniformément bornée pouj j R et donc
0 Z
j P +] %% C(kugkis +  + Kum 1)K2s o 1) @ (3.14)
j=1 11 R
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On déduit de
b(;t)=(e1jm V' @GHT Mo m 1

que pourjj R, b= P iy, avecj jj C1+j jM).

Pourjj R xé I'EDO P(@ ) =0 admet une uriy'que solution globale en
temps satisfaisant les conditions initiales, de la forme jm:l i(;t)lg( ) et par
compacite les ; sont bornés localement en temps.

Dans le cas otP estp-homogéne, les fonctions; sont homogenes de degie
ce qui implique que les coe cients de/ ! sont homogénes de degi@ On note
ces derniersy, /. Il vient

xXn

JiGOI= ——F
jjp(J l)k

sup V] :

ektVk;jl( )J
i=1;1 ki m

. j 0D,

)9 C>0:8;t2RY R;jjP0 Yj (;t)j C:
0

Remarque3.2.3 Il n'y a pas de majoration uniforme de(1+j j?0 D)j ;(;1)j.
Par exemple pour I'équation des ondgd + | j)% diverge pourj j=1=t!
0.

Le lemme suivant établit un analogue de la propriét€3:11).

Lemme 3.2.4. Soit P un opérateur strictement dispersif de partig@-principale
Pmp (Dé nition 3:1:12 p.54). On suppose qu'il est elliptique en espace au
sens ol 2 RY% P, (0; ) 60, alors

g8b2 s 1 9Cy> 1; Ry> 0
8 2fRp j j<CohB ig; 1 j m; 9 Co(L+j ™ *
@
En particulier, il existe R > 0 tel qu'il existe un nombre ni d'ouverts G,
recouvrantfi j Rg, delaformef : R j j C¢h*; ig ol les ¥ sont des
vecteurs de normel, et sur lesquels :

(3.15)

9¢>0:8 2 Cy; % cx+jjpm? (3.16)
Démonstration. On utilise la quasi-homogeénéité :; := hPh( =h; 1=h), et b

est une fonctionC! surfj j 1g [0;1=R] pour R assez grand. Notons ; la
dérivation par rapport aux d premieres variables@ la dérivation relativement
a la derniere. La dérivation de ; := j jP( =j j;15 j) donne

rypo= PP =g+ iimral (15 =¥ i i"ey =P

R LA R N
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Etant donnée une direction® on obtient pourjj R:

@ _ (D P
@ jJ? jJ?

. 1 L
On prend Cy, = % "a xer;surfj | ﬁb g, on a l'inégalité

m1 P b
I jjl?"‘rlk? @b

i b @ "jj;

d'ou
@ . w1 . - oy (D
=i 1" @ ")_ inf jhj sup jr 1Bjj — ]
@) st 1 [0;1=R] 9 st 1 [0;1=R] 1B jj?
1 . .
— sup j@bj
J ] 1 [01=R]
Soit = infs 1 01-r)jBj, Par hypothése dellipticité spatiale, pourR assez

grand, ona > 0. Pour" %; (1 "infjhj =2, de plus

PP = A D2 b
= it A 92
= j G b j+ B
2 ™

et (évidemment)
. 1 .1 .
ii R) j—jsum@m = SuPi@h) :

max (supj@hj; 1= ) , 2

128 supjr 1 hj?’

On entire pourR 8

. 1 @ . . .
S8R h i m 1 1+ m 1.
JJ—l..,@)JJ4°(JJ),
ce qui prouve la premiere partie du lemme. La deuxieme partgen déduit
facilement : notons
Co=fRy, j j<CuhP ig:

Soit la projection surlasphére; ()= =jj.
Comme ( G,) est un ouvert deS" !, par compacité on extrait un recouvrement
ni [« ( &), etil est clair que

fmaxRy j |j Cih; b<ig
k

est un recouvrement ddj ] maxc(Rk)g qui convient. O
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On peut maintenant énoncer le résultat de régularisation tale.
La fonction de troncature utilisée sera di érente de celle Wlthéoreme3:2:1 :
ici = o(t) 1(x B n(x N) avec(?l; ; N)comme dans le lemme
3:2:4 (i.e. est un produit de fonctions qui tronquent dans chaque direicin
k

Théoréme 3.2.5. Soit P(@; Dy) un opérateur di eérentiel strictement dispersif
de partie principale P, et de degrémp. On suppose que la partie spatiale du
symbole principal est elliptique, c'est a dire

8 2Rnf0g; Ppy(0; )60 :

Alors le résultat du théoreme3:2:1 est encore vrai pouru solution du probléme
de Cauchy(3:13)

8
P@®@u=0; (x;t)2RY R
Ujt=0 = Uo 2 H3;

; .

@ 1th:O = Upn 12 H® p(m 1)

i.e. on a l'estimation
Z

9C>0: 2(x;t) (1)

R4 R

2s+m 1

u(x; t)j%dxdt  C(Kuokfs(ra)
+ + kum lkas p(m 1)) :

Remarque 3.2.6 La preuve de ce résultat est quasiment identique a celle du
théoréme original, a l'utilisation prés du lemme3:2:4.

Démonstration. Comme dans l'article original on raisonne par dualité, il agit
de prouver que pourf 2 L%,

7
2s+m 1

(1 ) & ufdxdt  Ckfkpz (kuokps +  + Kum 1Kys om ) :

Quitte a remplaceru par (1 ) S%2u, on peut supposers = 0. On noteb la
transformée de Fourier relativement aux variables d'espes, F ( ) la transfor-
mée de Fourier compléte, etj( ) =i ;( ) les racines deP( ; ).
La formule de Plancherel donne
ZZ ZZ
(1 ) "= ufdxdt (1+] A" b(:t)&d dt

ZZ
= (1+j )" b(;t)8d dt
Z74 1 R

(1+j )™ b(:t)8ddt:

tj >R

+
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La premiere intégrale s'estime facilement; soif tel que =0 pourjtj T:

27
@] P 0(;t)8d dt  2TKuke( TrrLzrey
i)

1+ R?)" Kf k2, gy

Pour le deuxieme terme, on choisiR > Odel que pourj j > R les j sont

distincts et on utilise la représentationu = jmzl jeit, =i
zZZ 30
@+jjd"(  ei")éddt
j=1
o Z 'z
= @+ eitédt d
i=z1 11 R Rt
)(n i ..o\ M 1
= @A+ jOFRC ) 0)d
Vu l'estimation (3:14) sur les , il sut de prouver
Z
81 | m; @Q+j AR () idd  Ckfk% @ (3.17)
iR “

L'idée pour cela est d'adapter le cas simple de la dimensiéravec ( )= ™,
pour lequel on e ectue le changement de variable= ™ :

Z
(L + JPTIFE)G Mikd
R
2 d
= @+ ™ 2R ()™ )i
ZRm m m
C  F(f)( "™ )i
Z>R 7 ,
= C Fe( 1)( EME(of); )d d
Rz Rz
Ck 1k?; jF( of)(; )j’dd (Cauchy Schwarz)

>RMm R

Ck 1kizk oki: kf k. (Parseval):

Dans le cas général, on utilise le lemn82:4 : siR est xé assez grandfj | >
Rg peut s'écrire comme une réunion nie d'ouverts conique§; de la forme
f : R j j CkhX igoules ¥ sont des vecteurs de normd, et sur
lesquels :

9¢>0:8 2C;81 | m; % c(l+jjm (3.18)
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Puisque| -, G recouvrefj j>Rg, on a l'inégalité
Z ..o\ M 1 . >(\I Z . )(\I i
i @+ P TR ()] i =

ii R k=1 2Ck 1

et on va montrer qu'il existeC > Otel que pourtousl k N; 1 j m,
I Ckf kfz‘t. Quitte a faire un changement de base orthogonal, on peut

supposer qué k=(1;0; ;0), eton e ectue surG le changement de variable

8

% 1= ()5

2= 2,

3

d= d-
C'est bien un di éomorphisme, puisque ()= (©) .=8&; ;4= &,
etx! j(X; 25 ; q) eststrictement monotone d'apres I'hypothés@%j

c(1+j j)™ ! (noter que G est connexe).
On note abusivement () la bijection réciproque de , la formule de change-
ment de variable donne

Z
@+ DGR (F)(; ()i
Z G .
_ . .2 mTl ] o d
= (q)(1+1()J) JFCF ) () 1)JJ(),

avecd( )= ZL( () @+ ()™ % on en déduit
z

. d
J i D™ L f : 1.2 : -
1l cz(q)(1+1()1) JFCE)C )5 0] ESEOILE
= C JF(f)( () vi*d
G ,
= C o Rck( WA NDFE(CEI 22 5 as 1d do:

Comme pour la dimensionl, on utilise alors l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
puis I'égalité de Parseval, ce qui fournit :
Z
b C kWkRF(F)(G 2 5w 1djdd
(G) v
Ck k2 k |K?. kf kfit
16 k

On obtient I'estimation annoncée en sommantsutk j metl k N. O



3.2 E et régularisant pour le probleme de Cauchy 67

3.2.2 Cas du modele d'Euler-Korteweg étendu linéarisé

On veut établir ici le méme type d'e et régularisant que préédemment.
Plus précisément, on va voir que la forme dégénérée du sysnhe implique
des résultats un peu moins bons.

Si I'on linéarise les équations suu et v autour d'un état constant, on obtient
le systeme

@i+ (u r)ur (adivv)= g¥;

@+r (u v)+r (adivu)=0
Quitte a e ectuer le changement de variabley = x ut, on peut supposer
u = 0. Les équations prennent la forme simpli ée

@ r (adivv)= g¥; |

@ +r (adivuy=0; °’ (3.19)

avecgo> 0 (pression monotone) et > 0. Soit, apres transformation de Fourier
en espace

(3.20)

On pose

o)
o

Proposition 3.2.7. Pourd > 1et 6 0, A admet trois valeqlrs propres 0
de multiplicité géométriqued 1 et algébrique2d 2, iP a ] a j2+g'de
multiplicité 1. De plus A2 a 0 pour valeur propre de multiplicité géométrique
2d 2

Démonstration. Soit U = \Lj un vecteur propre deA, associé a la valeur

propre . Il satisfait

u=(a +dla u=a@iji*+d) u

Soit (ey; ;€& 1) une base orthonormée de”?, se diagonalise dans la
base orthonorméde;; ey 1; ) en Odol jC;Z
q
iP

Si estvaleur propre, on a donc soit =0, soit = aj g j2+ o=
On voit directement que les vecteurs associés aux valeuropres non nulles

sont q
g j2+ ¢°
Uu = ; = H—
iPag
Puisquea; g°> 0, a + glest inversible, et le noyau de\ est
Ker(A) = 0 cv2 ?

\'
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S 0
Enn, A2= 3 j*(a i°+ &) o , de noyau
0 3 j?@ 2+ &) Y
Ker(A?) = \Lj s (u;v) 2 (7)2 ) dim(Ker(A?)=2d 2:

O

En particulier, la démonstration de cette proposition indjue, en gardant

les mémes notations, que dans la baeeel ; 0 ; 0 ; Us; U ), la
0 € € 1

matrice A a pOcl),II’ réduite de Jordan L

0 ¢

00 0 1

N
/Q: 0 g0 = @ + A
00

Il n'y a manifestement pas d'e et régularisant pour la parte de (u;v) qui
est gouvernée pamlN (elle peut étre stationnaire). Il y a tout de méme une
régularisation pour des bonnes données initiales.

Proposition 3.2.8. Og considere le probléeme de Cauchy
3 @ r (adivv)= gV;
@v+r (adivu)=0 ;
2 Uj=0 = Up 2 HS;
" Vji=o = Vo2 H®:

(3.21)

Si les données initiales sont de rotationnel nul, alors la lsion (u;v) satisfait
le résultat du théorémes:2:1.

Démonstration. L'hypothése de rotationnel nul implique que

() )2h i h O

on peut donc écrire pour 6 0

g = ,e''Us+ e 'U
On vérie facilgment que . et satisfont
i O+ j3d C(kuokfs + kvokfs);
ij1
et que =i satisfait le résultat du lemme3:2:4. Il sut ensuite de répéter la

démonstration du théorémes:2:5. O



Chapitre 4

Symeétriseurs géneéralises

4.1 Probleme aux limites et reformulation

4.1.1 Opérateurs, espaces et notations
Dans RY ' R* R; on note génériguement les coordonné¢s;t) =

(X1; X 1) = (X% xg;t).

Multiplicateurs de Fourier : On dé nit
L2(RY! R" Ry)=fu2 LécéRt; L2(R 1 R")):
kuk?, := e 2'juj’dxdt < 1g :

Pouru 2 L?(RY* R* R,), on note la transformée de Fourier-Laplace
(tangentielle) surR;, RY?!
Z
b(;xq +i)= u(x®xq;t)e *° gyt
Rd 1 =N

On rappelle qu'un multiplicateur de Fourier A(@; Do) est dé ni grace a son
symbolea(i; ) par la formule

Au=a(i; )b(;xqi):

Pour p 2 N xé, on note , le multiplicateur de Fourier (a parametre) de
symbole
RN
o( +1i; )=

et les multiplicateurs de Fourier a poids ., (dans l'optique de ['utilisation de
la transformée de Fourier Laplace) par

2 4+ 2+j j2p;

pU=¢€
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pour lesquels on a en particulier I'égalité
[ouCixar +i)= o +i5 )b(ixa +i):

Plus généralement, sA est une famille de multiplicateurs de Fourier dé-
pendant d'un paramétre dansR*, que I'on note formellementA(@+ ;D o),
on dé nit les opérateursA = e'A e ! |, ils satisfont la relation
Z

et TXA( + @Dyou
Rd 1 =N
= a( +i; )b(;xgq, +1):

Au(ixg +i)

L'opérateur A est donc unmultiplicateur de Fourier-Laplace a parameétrede
symbolea( +i; ). Pour éviter trop de lourdeurs, on désigne dans la suite ces
opérateurs comme desultiplicateurs de Fourier. La notation est cohérente au
sens ou SIA(@; Dyo) est un opérateur di érentiel, son symbole (polynomial)
a(i; ) se prolonge bien sdr analytiquement sut RY ' eton a

Ru(;xg; +i)=A( +i; )o(;xq +i):

On dit qu'un multiplicateur de Fourier est d'ordre m si son symbolef (; )
satisfaitf = O( ). Siunsymbole verief (rP ;r )= r™f (; ), onditqu'il est
p-homogene d'ordrem (ou quasi-homogene)Par exemple, , est p-homogene
d'ordre 1.
Un multiplicateur A est p-classiquelorsqu'il existe des applicationsay, ; p-
homogenes d'ordren | telles que
X .
8j 0; a ank CoJ %
k=0
Comme pour les opérateurs pseudo-di érentiels usuels, oota alors
X
a am j
j 0
et on dit que A, (de symbolea,,) est la partie principale deA.
On note la famille d'opérateurs

MT, =fe'Ae '; A multiplicateur p-classique d'ordremg :

Remarque4.1.1 Dans cette partie, ou I'on va étudier des problemes aux lings
a coe cients constants, les multiplicateurs de Fourier suront pour mener
I'analyse. La construction d'une classe d'opérateurs ps#atdi érentiels quasi-
homogenes est cependant possible, et est décrite notammear R. Lascar
dans [42], initialement pour étudier la propagation des sjularités des solutions
d'équations aux dérivées partielles non hyperboliques (paxemple I'équation
de Schrédinger).
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Espaces de Sobolev : Pour les systemes hyperboliques, le bon cadre
fonctionnel est celui des espaces a poids, les espaces de Sobolev anisotropes
H<, correspondants sont dé nis poumn entier par :

z
X0

HL(RTY RY R)=fu2lL?: 20 0j@b(;x g +i)i°<1g ;
k=0

et pour s 2 R par interpolation/dualité. Si n = kp est un multiple dep, H",
est I'ensemble des fonctions telles qu@@u 2 e' L2 pourlp+j j np.
Pours=0, H? estsimplemente' L3R * R* R;)= L2
Pour une application' dé nie sur I'hyperplan RY ' (f 0Og) R;, on utilisera
les normes tangentielles

Z

g =T jasp (RI 1 R~ Zib(; +i)j*dd
’ Rd 1 Rt

PourA 2M ™ A HS;IO I HS;IOm est continu.

4.1.2 Reformulation :

Soit un systeme d'équations aux dérivées partielles de larfoe

X X o
@Apm j)(Dy)u = A, ,@D,Ju=f; (4.1)
i=0 i ji*pi m

ou lesApm j)(Dy) sont des opérateurs di érentiels matriciels d'ordrep(m

j) et de taille n, les ; sont des multi-indices et lesA ;| sont des matrices
indépendantes dg€x;t) (de taille n également).

On suppose quéd, = |, et que le déterminant du symbole complet

x
det(  ‘apm ()= P ); (4.2)

j=0
est un polyndémestrictement dispersif au sens de la dé nition 3.1.12.

Exemples4.1.2 Soit I'équation de Schrddinger linéaire avec un terme de
transport
@+(ar)u+i u=t:

Son symbole completest + i(a | j?), dont la partie 2-principale est
ij J2.
Soit I'équation de KdV linéarisée

@u+ u@u+ @u=0:

Son symbole est + i(u 3), dont la partie 3-principale est i3,
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Soient les systemes de type Boussinesq linéarisés, de |léor

@+ @v+ ,@v=0 .
@+ 1@u+ ,@u=0 "

Le déterminant du symbole complet est
2+ % 1+ 2 1t 29

D'aprés les hypothéses, pour 2 R; ( 1+ 23( 1+ 22 > 0, les
racines en sont donc imaginaires pures distinctes. La partig-principale
du polynéme est 2+ , , 1°,

22>0, 12 0 12 O:

On distingue une coordonnéey qui sera la variable normale au bord, on
rappelle qu'on notex = (x%x4) et on considére le probléme aux limites

g X A @@u=f (xt)2R'* R* Ry
j ji+pi mp ; (4.3)
B(@ Dx)ujxd=0 =7 (XO; t) 2 RY 1 R :
avecB s'écrivant sous la forme
mo 1
B(@ @): Bmp i L -d; (44)

j=0

pour 0 k mp, Bx. estun multiplicateur de Fourier tangentiel dep-degré
k. Le nombre de composantes de est un nombre compris entre0 et mp.
On suppose que le symbole d8 est de rang maximal, donc égal au nombre
de composantes dé.

Remarque4.1.3 *Dans le cas ouBy est un opérateurdi érentiel , @ est a voir
commee! (@+ )e '.
*Pour inclure le cas standard des conditions aux limites deifichlet

8 .
> Ujx,=0 = ' 0o;
S .
@, 'Ujxg=0 ="' 1;
il sut décrire @ Uix,=0 = '« , @ ™ Yku= ™ 1k car pour la

d
deuxiéme formulation @d mp 1 k est bien dep-degrémp 1. On note que
les nouvelles conditions aux limites ™ * k' perdentmp 1 k niveaux de
régularité dans les espaces?; .

On suppose que la matricéAo. .o.mp) €st inversible, c'est a dire que le
probleme est non-caractéristique. Le systeme se réécrit
0 1

Uz e 1 -
@®:K=" A Du@Qu+i
Un =

j=0



4.1 Probléme aux limites et reformulation 73

ou lesA? sont des opérateurs di érentiels matriciels tangentielsde p-degré
au plusk, o= A+ o o f.
On le réduit en un systeme d'ordrel par une transformation de Calderon
guasi-homogéne, en posant

U=( ™ tuy 5 ™ tuy @ tuy @ tug)'
Le systeme d'équations sur tout I'espace se réécrit
0 1
0 I 0
- _ 0
@d U = . U+ f 0
In
qup L A%p g 2™ A?
= GU+f

La matrice G est de taillempn, les blocs sont de taillen. Grace a l'identité

A(Iz 1k — Aget 1 ke t et(AE(@"‘ ;DXO) 1 k)e t

(A(@+ ;Dx) 9 ;

on voit que le symbole d&5 (en variables de Fourier-Laplace) est simplement
0 1
0 pln O

a(; )=
pln

Amp(i ) p ™ Afpa(i ) g ™ A5 )

Le polyndme caracteristique ¢( ; ; ) de g est le polyndbme strictement dis-
persif P(; ; =i ). Les conditions aux limites se réécrivent quand a elles,

FU:= Bmp 1( )*'™) (Bmp 2( )* ™) Bo, U="; (4.5)

on souligne que l'opérateuF est d'ordreO.

Probleme générique : Le systeme d'équationg4:3) se met donc sous la
forme d'un systéme d'ordrel

@QU=GU+® (x;t)2R? R" R;;

F Ui =5 GCD2RID R 9
avec
1. G d'ordre 1, F d'ordre O,
2. le polyndme caractéristique du symbole d& est un polynéme er(; ; )

strictement dispersif.
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On se propose d'étudier dans la suite la classe de problémes imites satisfai-
sant ces trois hypothéses. Plus précisément ce chapitre détié a lI'adaptation
de la construction de symétriseurs de Kreiss ainsi qu'auxtmesations a priori
en découlant.

On établit au chapitre suivant que les problemes étudiés Sobien posés dans
des espaces de Sobolev anisotropes a poids introduits pdgéoément. On en
déduit également la nature bien posée du probléeme a donnédiate nulle. Le
cas des données initiales non nulles est traité dans le caghes simple de la di-
mensionl, ou il existe déja divers résultats similaires dans le casgléquations
scalaires (Fokas [26, 27], Bona-Sun-Zhang [13], FamingB]), en particulier
issus de I'étude du probleme aux limites pour I'équation dedfteweg-de Vries.

4.2 Condition de Kreiss-Lopatinski

Le probléme(4:6) se réduit aprés une transformation de Fourier-Laplace a
une famille d'EDO :

8

2 @b=9g(; )B+®xy 0

> FG )80 = ; 4.7)
Bjx,=0 2 E (9(; )

pour 2RY1 = +i, > 0xé 2R.Onanoté pour allégefd= E et
le symbole deF est encore noté= pour éviter les confusions avec le terme de
forcage. On désigne paE (; ) le sous espace stable dg ; ), la condition
Lt)jxd=o 2 E (g(; ) vient du fait que lI'on cherche des solutions s'annulant a
I'in ni.

La partie qui suit établit quelques résultats fondamentauwsur la dépendance
des espaces stables €n ).

4.2.1 Notations et résultats de base

Notations géomeétriques : On utilise dans la suite les ensembles suivants
Le demi plan complexe positif Re(z) 0g:= C", et fRe(z) > Og :=
c .

Le demi espace époint&E* = (C* RY )nf0g, E** = C* RY 1,
E°=(fRe( )=0g RY Y)nfog.

La p-boule B,(0;r)=f(; )2RY Y C: ( j2+] jZP)% <rg, ainsi
queB; = B,\E *, B}* = B,\E ™ etBJ= B,\E°.

La p-sphére S,(0;r)=f(; )2RY Y C: (jj2+] j?)% = rg ainsi
quesS; = SS\E*, §F = S)\E T et S = §\E

Espaces stables et instables :  On étudie ici certains aspects spectraux du
probleme (4:6). Le spectre d'une matrice carré@ est noté SgA). Si SHA) \
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iR=;,onaSHA)=(Sp(A)\ C ) [ (Sp(A)\ C™ )= Sp(Aje [ Sp(Aje+),
et on rappelle que les projecteurs sur les espaces stablesstables sont
donnés par la formule intégrale de Dunford

Z

- - 145 -
=5 C(zI A) “dz;

avecC un contour englobant les racines de partie réelle strictemtepositive/
négative deA. Plus généralement, sC entoure une partie du spectre dé\, le
projecteur sur I'espace associé est donné par

Z

= 5 C(z| A) 'dz: (4.8)

Si A dépend d'un parameétre avec une certaine régularité, les peoteurs en dé-
pendent avec la méme régularité d'aprés les théorémes stards de régularité
des intégrales a parametres.

Soit g; la partie principale deg comme dang4:6). Son polynéme caractéristique
correspond a la partie partie principalep-homogene du polyndme caractéris-
tique de g, qui est par hypothese strictement dispersive.

Le principal avantage deg, par rapport a g est que, par quasi-homogénéité,
E (gu(rP;r )) = E (gu(; )). Cest pourquoi on considére dans la suite
E (g.), comme un bré vectoriel, qu'on noteE (; ). De la méme maniere,
onnoteE (g(; ))= E (; ).La proposition suivante4:2:1 précise la base
et la régularité de ces brés.

On note P( ; ; ) le polyndbme caractéristique de. On rappelle que le poly-
néme(; ; )! P(i;; ) eststrictement dispersif, c'est a dire que ses racines
en sont réelles, et sa partig-principale a ses racines en réelles distinctes.
La propriété suivante est I'analogue de la propositioth:2:1.

Proposition 4.2.1. Pour Re( ) > 0O, g (resp g;) na pas de valeurs propres
imaginaires pures, les espaces* (g) et E (g) dépendent de maniérec! de

(; ) (resp ky b), sont de dimension constante pouf; ) 2 E* n E° (resp

bb2 S n Sg), et cette dimension est égale a celle d& (g;). On notera

m = dim(E ).

Démonstration. Par hypothése, si 2 iR les racines en sont imaginaires
pures, donc siP( ;; )=0,avec 2 iR,ona 2 iR. PuisqueC** RY1

est connexe, le nombre de racines das™ et C reste constant, et donc
dim(E ) et dim(E*) sont constantes.

Le méme argument montre que la dimension dé (g;) est constante, mais
comme

det("g(" %;0) I)! det(g:(1;0) 1),

on a égalité des dimensions par continuité des racines.
La régularité se déduit de la formulg4:8) et du commentaire qui la suit. [
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Condition de Kreiss-Lopatinski généralisée Pour (; )2E™ xés et
pour un'b 2 C , le probléme(4:7) admet une unique solution si et seulement
siF: E (; )! Im(F) est un isomorphisme, ce qui motive la dé nition
suivante.

De nition 4.2.2. On dit que F satisfait la condition de Kreiss-Lopatinski
lorsqu'il existe o> OtelqueF :E (; )! Im(F) est unisomorphisme pour
(; )2fRe(z)  og R? %

Lorsque la condition de Kreiss-Lopatinski n'est pas sasifaite le probleme a
des instabilités du type d'Hadamard. C'est une condition reessaire pour que
le probléme soit bien posé, mais pas su sante.

Dans le cas des systemes hyperboliques, la non uniformitéde cette condi-
tion (explosion de la norme de la bijection réciproque de lorsque Ré¢ ) ! 0)
n'implique pas forcément que le probleme aux limites est mpbsé, maisily a
des pertes de dérivées. Ce cas a été etudié notamment par Mbl&alougeron
[60] et J.-F. Coulombel [19][20].

Dans ce qui suit, on montre que comme pour les problemes aurites hyperbo-
lique le bré des espaces stables, dé ni sult*™* , peut se prolonger continment
sur une partie deE°, ce qui permet de présenter plus simplement la condition
de Kreiss-Lopatinski uniforme.

Une compacti cation : Pour g= g(; ), écrivons (abusivement)
E(@=E (; )=E (5 p—)=E (Bb");
p P

avec 1
b= —; b= —; "= = ,=(j P+ )
p p
On dénit ainsi E (G b") pour0<" 1, et(kb)2 ", quin'est pas un
ensemble compact, mais qui a déja le mérite d'étre borné.
Dans toute la suite, on confondra systématiquemergt; ) avec(bh h"), et on

notera indi éremment f (; )ouf (kb b").

P
p

4.2.2 Prolongement des espaces stables

On xe = Re( ) > 0. Lorsque l'on utilise la relation
E(;)=E (@b");

onidentie (; )a(b h") (avec" =1=%j j2+j j). Si = Re( ) > Oest
xé etquonfait j j!1 ,onaRdb) =jj! 0 "! 0. L'étude a hautes
fréquences du problemé4:7) et donc deE (; ) pour grand amene donc
naturellement a étudier la limite deE (kg h" ) lorsque Réb) et " tendent vers
0.
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Dans le cas des systéemes homogenes d'ortistrictement hyperboliques, I'exis-
tence d'un prolongement continu dé&&  sur Rg ) = 0 a été obtenue par Kreiss
[40] Ce résultat a ensuite été étendu par Métivier [51] dans tas constamment
hyperbolique. On adapte ici la preuve de Kreiss au cas des tgyses quasi-
homogeénes. La principale di érence vient du fait que méme poune analyse a
coe cients constants, on doit considérer le symbole comglau lieu du symbole
principal (voir a ce sujet la remarque3:1:4 p.50). Cette di culté technique se
traduit dans la suite par la présence du parametré lorsque I'on travaille sur
les variables normalisées (o h").

Théoreme 4.2.3. Soient j les racines du polyndme caractéristique dg.
L'application dé nie sur E** par
Y
P.(;bh")= ( i)

Re( j(bh")>0

se prolonge continllment suE™ pour " assez petit, et on peut alors prolonger
continiment l'espaceE sur E°\fj ,j Mg pour M assez grand grace a la
formule :

E (; )=ImP:(g(ab")abh"):
De plus,E (b b 0)=E (au(h b)).

Démonstration. Le fait évident suivant est important :
8r>0;, E (rg)=E (9):

On travaillera donc sur"g(lh ") (borné) plutét que g( ; ).
Le polyndbme caractéristique dég est de la forme

X i ’
P(;bhk")= apk "™ o
j j+j+kp mp
X e
- .k "mp j kpj | ipkp

i j+j+kp mp

et le polyndme caractéristique de, en est la partie (p-)principale :

X -
Pl = a;j;k Jb b
j j+j+kp=mp

On remarque en particulier queP; = P( ;b b 0).
Pour Re(b) > 0, P, est simplement le polyndbme caractéristique de la restriotn
de"g aE™ (avec la convention0 g(ky b 0) = @), et puisque le projecteur sur
E* est donné localement par

Z

+ = (Imp G) 1d;
C+
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avec C* un (petit) contour entourant les racines de partie réelle sctement
positive, les coe cients deP, ( ) sont C! . Par continuité des racines et les
relations entre coe cients et racines, les coe cients deP, se prolongent par
continuite sur S;  [0;"].

NotonsP = P,P . PourRe( )> 0, E =Im(P.(g; ; )) carE = KerP
Im(P, ) et on a égalité des dimensions

rang(P.) = mp dim(Ker(P:;))= mp dim(E.)
=mp (mp dm(E ))= dim(E )

PosonsE = Im(P.). On vient de voir que les coe cients deP, sont continus.
Donc si le rang deP. reste constant surS;  [0; L1, l'espaceE est dé ni de
maniere continue. Cela a déja été établi a la proposition prédente dans le cas
ou R k) > 0, on s'intéresse donc uniqguement au cas limitg 2 iR.
Soit (ky; ky;"o) 2 % [0; 1] xé. Au voisinage de ce point,g se réduit sous la
forme diagonale par blocs dig@;; ;0.;0+;9 ). avecSp(g) C ,et

1

O
g,(tm,o-%d I -

0

Admettons provisoirement qu'il existeM > 0O tel que pour , M; k 6 j,

k 6  (voir le lemme4:2:4 suivant ou I'on explicitera M ). Par continuité des
racines, il existe des disques disjointS; = D( ;;r), et assez petit tels que
pourO0 b , toute racine deP( ;b+ iR y;"o) est danst D; tf Re( )
2rgtf Re( ) 2rg.

Pour 0 < b< , posons ; le nombre (constant) de racines de partie réelle
négative dansD,, m; le nombre total de racines et le nombre de racines
dansfRe( ) "g.Onadim(E )= + g

Mais par construction,

v
Po(ifibio)= o (i) (5 )™ n:

i

Il est alors clair vu la structure deg(i B: by "0) que

_ X
rang(P, (g; i ; by;"0)) = rang(g ) + m (mj )

= + j:m

O

Lemme 4.2.4. Dans la décompositiong = diag(g:; ;0.;0+;9 ), il existe
M> Otelquesi, M,; k6j,alors ((; )6 ;(; ),ie.la multiplicite
géomeétrique de toute racine imaginaire pure et

On a le méme resultat poug; (k3 b) lorsque(ly b) 2 S;.
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Démonstration. Soit o une valeur propre imaginaire pure dg(i o; o). A chan-
gement de base pres, on peut supposer que

%Tﬁ

D'apres le lemme3:1:14, il existe M > Otel que sij j>+j j?*+j j*® M alors
est une racine simple. En particulier, sj ¢j2+j j** M, ¢ est une racine

simple, donc%( o;1 0; o) 0. Mais

0 1
@, .
@g@ &
@q, . =8
@g( ol 0 o) = det @ ;
2 Olmp 1
@gp;l
@
et en particulier les vecteurs de 5 | sont libres, d'ou
Olmp 1

dim(Ker (Q) 0)=1.
La démonstration du lemme pourg; est exactement la démonstration préce-
dente privée de I'étape ou I'on choisiM . O

Remarque4.2.5 L'un des arguments clés de ce résultat est le fait qu'a toutar
cine imaginaire pure correspond un et un seul bloc de Jordargci étant consé-
guence de la dispersivité stricte. Le méme résultat a été ligé dans |'étude
de systémes strictement hyperboliques par Kreiss. Pour gé&aliser cette étude
aux systemes constamment hyperboliques, Métivier [51] lise une factorisa-
tion non triviale du polynébme caractéristique et e ectue ue analyse poussée
de la dimension des espaces propres et des blocs de Jordaociés. Essentiel-
lement, la présence d'une caractéristique de multiplicité pour le probleme de
Cauchy impose pour le probléme aux limites la présence deéblocs de Jordan
associés a une méme valeur propre.

Cette analyse peut sans doute s'adapter au cadre quasi-haygoe. Cela semble
cependant peu pertinent dans la mesure ou (a notre connaigsa) il n‘existe
pas d'exemples physiques entrant dans ce cadre (contrairembau cas hyperbo-
lique qui contient de nombreux exemples de systemes dont tegactéristiques
sont a multiplicité constante).

Le point a retenir. Les espace€ (g(; )) forment un bré C! de base
E™ . Il existe un prolongementcontinu de ce dernier sur(B; (0;M))¢ pour
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M assez grand, de méme& (gi(; )) est continu pour(; ) 2 S . Cepen-
dant, il n'y a pas forcément de prolongement continu d& (g) sur E* nf0g.
L'application

i]| E (2)si"> 0
M E (gu(b b)) si"=0;

est continuesur un ensemble compacDans la suite, on gardera la notation
avec ceM .
Ce résultat permet de dé nir une version plus forte de la coriibn de Kreiss-
Lopatinski.

(hh")2s, [0

De nition 4.2.6. On dit que F satisfait la condition de Kreiss-Lopatinski
uniforme (KLU) lorsque F : E (B h")! Im(F) est un isomorphisme pour
tout (Ab")2S; [0;4] M xé assez grand.

Remarque4.2.7. SiF satisfait la condition (KLU), par continuité et compacité
kFk + kF 'k est borné uniformément er(li ") 2 S [0 1.

La présence du parameétré rend (KLU) assez désagréable a manipuler. La
proposition suivante montre que c'est une di culté arti ci elle, et que quitte a
augmenterM il sut de veri er (KLU) seulement pour " =0.

Proposition 4.2.8.  Si la condition (KLU) est véri ée, F est un isomorphisme
E () ! Im(F).

Inversement, si pour tout( b) 2 S7, F: E (g) ! Im(F) est un isomor-
phisme, alors -quitte & augmenteM - F satisfait (KLU) sur S,  [0; =].

Démonstration. Si KLU est vraie,
" 1 .
8(hbh")2s; ]O;m]; kKFk+KkFjc! yy)k C:

Donc en faisant tendre' vers 0 et par continuité, F (k3 b) est un isomorphisme
également sure (i b 0) = E (g:u(la b)).

Réciproquement, si8 (kg b) 2 S, F est un isomorphisme suE , alors par
continuité des espacek (théoreme6) et compacité deS;, il existe "o > O tel

que :

8(hb")2S [0"], F estinversible surE et d'inverse borne,

ce qui est exactement (KLU) pour , io (on augmentera doncM si M
1="9). O

4.3 Symeétriseurs généralisés

Les deux principaux résultats de cette section sont :
L'existence de symétriseurs généralisés,
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Les estimationsa priori en découlant.
On commence par dé nir les symétriseurs généralisés et déecomment on tire
de leur existence des estimatiorespriori. Les parties suivantes, plus techniques,
décrivent la construction pratique de symétriseurs. Plusrpcisément, le plan
de cette construction se fait en deux étapes. On prouve quec&bement en
les variables(kg "), le symbole matricielg admet une structure par blocs
(4:11) décrite par la proposition4:3:10 (celle-ci est trés similaire a celle obtenue
par Kreiss [40] et mise en exergue par Majda [47] pour le cagphybolique).
Cette structure établie, on e ectue la constructionlocale d'un symétriseur de
symbole s adapté a la structure par blocs deg. Cette construction suit la
méthode décrite dans [17] qui donne plus de précisions surstaucture de sg
(proposition 4:3:9 p.85). On obtient en n un symétriseur global par partition
de l'unité.

4.3.1 Symeétriseurs et estimation a priori

De nition 4.3.1.  Un symétriseur de Kreiss global (généralisé) pour le systém
(4:6) est un opérateur quasi-homogén® dé ni par son symbole

s(; ): RY* f Re() g! Mm(C)
véri ant :

Sestbornés(; ) =s(; )etsestC,
Il existe > O tel qu'au sens du produit scalaire usuel

Re( )
Re(sg(; )) 1 (K1)
p
ou I'on note R4A) la partie réelle d'une matrice carrée A dé nie par
A+ A
Re(A) = 5

Il existe C > O tel que
s | CFF: (K2)

Un symétriseur local est un symbole véri ant les propriétési-dessus sur un
sous ensemble dE*.

Remarque 4.3.2 Le de cette dé nition est arbitraire, on verra plus tard
comment on le choisit.

Le principal résultat de cette section est le suivant.

Théoreme 4.3.3. Supposons que les conditions aux limitds satisfassent
(KLU). Alors le systeme (4:6) admet un symétriseur de Kreiss généralisé.

Remarque4.3.4 On va en fait construire un symeétriseur dé ni en tout point
de l'espaceE* \f , Mg f Re() Mg R? L
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Proposition 4.3.5. S'il existe un symétriseur global, alors toute fonctiob 2
Cl(RY! R* R satisfait I'estimation :

8 , kUkEz(Rd 1 R+ Rt) + JU(O)JZH (g 1):2(Rd 1 Rt)
1k@u GUK? + jFU(0)j? (ED)
L2 R HE R R) ) P o2 1wy
et plus généralement
. . 2 H 2
8 y 882 R, kUkLZ(R";HS;p ) + JU(O)JLZ R+; Hs’g(p 1)=2
lk U GUK? + jFU(0)j? ED
- @ L2 R*: Hs;;p 1 J ( )JL2 R* Hs;;-(p 1)=2 ( S)

Démonstration. Soitf = @U GU. En appliquant I'opérateur S et par trans-
formée de Fourier-Laplace, on a

s@B sg(; )B = s (4.9)

En prenant le produit scalaire avedd, et en intégrant par rapport axq 0,
puisen ; = Im( ), il vient
Z Z Z
hsB(0); B(0)i + sgl;Bi | hsf Bij
Xd Xds s
d'ou par l'inégalité de Young,
Z Z Z
- 08P+ RO c P YFBO)?
2 Xd; 3 ; jsjz Z
1= 2p 2:432 .
' 2 Xds s P Jﬂ .

On conclut par I'égalité de Plancherel pou(ED), puis (EDs) s'obtient de la
méme maniére en multipliant(4:9) par o(; +1i )S. O

Pour alléger les notations, et lorsqu'il n'y a pas d'ambigté, on notera

L2 R HE YRS Ry = LE(HRY;
HE V2R T R)= HE D2

A partir de I'estimation (ED) on tire un résultat d'unicité et de régularité pour
une plus grande classe de fonctions. Une partie de la démeatbn repose sur
des arguments de trace, densité, injections dans les esgade Sobolev(assez
classiques pour les espaces de Sobolev homogenes) qu'orodigenen annexe
pour des espaces anisotropes.
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Théoréme 4.3.6. Soit u 2 L2 solution de

(
lu:=@u GU=f2L2R"; HLYR'! R ;

1

. P
FUj=0="2 Hg (R RY:

p_ 1
Alors u admet une trace surfxq = 0g qui estH .5 et u satisfait I'estimation

(ED).

Démonstration. D'apres la propositionA:0:11en appendiceC! est dense dans
V:=fu2L?: Lu 2 L*HP Ygpour la normek ky = k k.2 + k Kz, 1y

de plus cette densité permet de dé nir une trac@jy,-o 2 H ;plzz pouru?2 V.

Quitte a utiliser une fonction de troncature, on peut suppcr que u est a
support compact. Supposons pour commencer que H(R*;H P D, la trace

deu surfxy = 0g est dansH(;'B l):Z(RO' 1 Ry) (voir appendice). Grace a la
densité deC; dansH*(R*;HP®, 1), et par continuité de I'opérateur de trace de
HY(R*;HP 1) dansH® Y#(RJ 1 R)), I'estimation (ED) passe a la limite.

Revenons au cas général2 L?. Soit ,:RY ! R;! R une suite régulari-
sante selon les variables tangentielles, e = , u. L'égalité

@u, = Luy + Gu,

implique @u, 2 L?(H®, 1), doncu, 2 HY(HR 1). On peut donc appliquer(ED)
a u,. Mais comme ,, agit seulement sur les variables tangentielles, il vient

p 1
Fu,= , Fu! Fu(Hg), Lup= , Lu! Lu (LZ(H?pl)):

Puisqueu, Uy 2 HY(HR 1), on peut appliquer(ED), la convergence dé& uj,
p 1
et Lu, implique queunjx,-o est une suite de Cauchy danbl ;5 .

Le théoreme de trace dan¥/ implique que Unjx,=o ! Ujx,=0o dans H ;plzz.
1

p_1
Ainsi par unicité de la limite on aunjx,=0 ! Ujx,=0o dansH ;5 . On obtient
(ED) en passant a la limite dans cette inégalité sur,.
]

4.3.2 La structure par blocs

On a décrit dans la sectiori:3 la condition de structure par blocs de Majda
[48]. On établit ici cette structure pour le problemeg4:6).
A n de travailler sur des quantités bornées, on travaille suH := "g(h ")
plutét que g. En guise d'échau ement on traite deux cas élémentaires pou
lesquels la structure par bloc qui apparait est particuli@@ment simple, et pour
laguelle on montre rapidement comment en déduire la consttion (locale) de
symeétriseurs.
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Voisinage d'un point elliptique. Supposons qu'er(ky; p; 0), H n'ait pas

de valeur propre imaginaire pure : on dit qué ky; ky; 0) est elliptique. C'est le
cas en particulier de tous les points oRe(ky > 0). Par continuité des racines,
il existe un voisinageV(h; ky; 0) sur lequelH (b ") n'a pas de valeur propre
imaginaire pure. On peut donc localement réduirkl sous la forme

e O

0 e ; Sple) C,:

et I'existence d'un symétriseur se déduit du lemme classejsuivant, variante
du théoréme de la matrice de Lyapunov (voir [12] lemm@&2 par exemple) :

Lemme 4.3.7. Soit h une matrice dont la partie réelle des valeurs propres est
strictement positive. Alors il existes hermitienne strictement positive telle que

Re(sh) | ;
et si h dépend d'un parametres en dépend avec le méme niveau de régularité.

La partie réelle des valeurs propres d& et e étant strictement positive,
le lemme précédent fournits™ et s tels que Rés e ) . On poses =
diag(s *; s ). Clairement Regsh) est dé nie positive, ce qui implique(K 1).
Pour (K 2), écrivonsX = (x*; Xx), alors

SX;Xi c*jx"j? (ks kk k?)jxj?

mais d'aprés la propositiord:3:14 (énoncée et prouvée plus tard au paragraphe
sur la construction générale des symétriseurs),

Y

ctixti? k s kjx (‘XTJ i FXj?) (ks kk  K3)jx j2:
d'ou le résultat pour > C ks kk k2.

Voisinage d'un point elliptiqgue-strictement hyperboliq ue Suppo-
sons qu'en( ky; ky; 0), les valeurs propres imaginaires pures @ soient simples.
Sur un voisinage de ce pointH se réduit sous la forme

0 1

, (4.10)
e 0
0 e
avec ; 2 iRpour(;;")=(h;;0), Rg(Spe)) R .
Pour (b ") proche de(h; y;0), on a soit Re( ;) 0, soit Re( ) 0,
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avec inégalité stricte lorsqueRe(b) > 0. Renumérotons les racines comme
(1 ;15 L), avec

Re( ) 0

Le sous espac& est la somme des espaces propres associés guet de
I'espace stable de , on dé nit alors le symbole

0 1

s 0
0 s

avecs® ets comme au paragraphe précédent. Comme les racines sont sgapl
on a le developpement limite Rg ; (b+b ;")) = ; b+O( %) avec i 2R
d'ou en revenant aux variableg ; ) :
. min( ;)
Re(s) min( j) p5= —51:
P P

L'argument pour choisir telqueS | CF F estidentique a celui du cas
précédent.

Remarque4.3.8 On voit dans ces deux cas queg a une propriété plus ne
gue RédsQ) =} 1 a savoir que Résg) se divise en un bloc d'ordrel.  p
(correspondant aux valeurs propres imaginaires) et un blaaliptique positif
d'ordre 1 (correspondant aux valeurs propres de partie réelle non fejl.

Ce résultat est encore vrai dans le cas général, et peut s'éoer ainsi.

Proposition 4.3.9 Soit s le symétriseur local construit au voisinage d'un point
(k; y; 0). Il existe une matrice de passage sur ce voisinage dély; ky; 0) telle
que

h O
— 1 .
Res)=(TH 4 o T
ou
hestdordrel p;h = }% (B1)
eestdordrel; ete cC . (B2)

Démonstration. On a vu que c'est vrai pour les voisinages de points elliptiga
et de points elliptiques-strictement hyperboliques. Dang cas général c'est une
conséquence de la construction explicite des symétriseigns suit, on renvoie
donc a cette construction. O
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Le cas général On considéere un pointXy = ( ky; ky; 0) arbitraire. On a vu
que si Rély) > 0 c'est un point elliptique pour lequel la construction d'un
symeétriseur est facile, on ne perd donc rien a supposkrimaginaire pur. Au
voisinage de ce point, il y a un changement de base réduis&htsous la forme

0
hy 0
0 hy
P HP := H, = (4.11)

avec Sge ) C
0 ' 1
j |

hj(Xo)=% § i 21R;
[
i
et d'aprés le lemmel, onak6j) 6 ;.

Pour la construction de symétriseurs, on a besoin d'une degtion plus
précise ded; .

Proposition 4.3.10.  Soit h; un bloc associé a une valeur proprg imaginaire
pure en(h; ky; 0), dans la décomposition

hi(k b")= hj(k; B;0)+ (h;(Im(b);b") h;j(k; k;0))
+(hj(k ") hy(Im(b);k")) ;

(en particulier by = i § est imaginaire pur d'aprés la propositiord:2:1).
Alors on a

0 1
h(a ") h(Im(b);b")= b%J " &+ o=+ od);
i

et j(b; ;0)2R.
On peut de plus choisir le changement de base réduiséntsous la forme
diaglh;; ;€e";e ) de sorte que sur un voisinage ddy; ky; 0) on ait

B; == hj(Im(b);b") hi(h; b;0) 2 iMn(R) :

Remarque4.3.11 La deuxiéme partie de la proposition est une version quasi-
homogene du lemme de Ralston [56], la preuve en est tres saind a |'étape
prés du choix de".
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Lemme 4.3.12. Soit
(! ;b h")=deH(a b") it ):

Le polydme  se factorise sous la forme

y
h=c™ ™ (b iB);c2R:
j=1

En particulier pour b = ib2 iR ona

yn
y = cim (b ?);CZR; QZR:

j=1

De plus, en tant que polyndme eh, ( ;hiB")=i"" est a coe cients réels,
si = Rr+i | estuneracine de y( b ), alors gr+i | I'est également.

Démonstration. Par dé nition de la dispersivité, Iearacines e sont des ima-
ginaires purs, se factorise donc sous la formeé ~ (b it}). Par ailleurs le
coe cientdie I MP est( i)™, d'ou par identi cation di™ 2 i"PR.
Puisque (b H’) 2 R, les coecients de! ! H=i™(i! ) sont réels. En
particulier

w=imP(it hiBry= ="t i B
Si u( :hiP")=0,0onadonc y(i=i;hil")=0, cestadire que

i( =)= r+i

est racine de 4 ( ;bit?"). O

Démonstration. de la proposition4:3:10.
On rappelle que d'aprés la formulé4:8), le changement de base peut étre choisi
de maniereC! en(; ;" ).

Montrons que j 2 R . Le développement limité deh; a l'ordre 1 relative-
ment &b s'écrit :

hi(lb") h(Im(b)h") = bghj(lm(b);b" )+ O( )2

Posons j(h; y;0) = i! ;, de sorte que
_ 1
[

0
0
h (by; by; 0) i!j=% i%:

0
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d'ou
0 1
i 0
—@det(h il )( b) tbO): det(% § — ( 1)mj +limj 1.
@ I s v MOy i i .
o 0

(4.12)
Or commei! ; est une valeur propre deH (k; ;0), w(i!;; b);itb;O) =0,
d'ou : @

Y
—det(H it )(b;;0)=ci™ * (B B): (4.13)
@ he b

En particulier, le facteurQ h6 tb( l?) t{{) est réel non nul car les, sont distincts.
Soit n le nombre de! ; distincts. Ecrivons alors

Y
det(H i!;)= det(e, i!';)det(e i';) det(he i)
k=1
Y
= e k
k=1
En utilisant (4:13) il vient
o 1 Q
@ . cim (B R
—det(h; i!)= Q . ;
@ 1= TR (B i 0)

Puisque les racines en sont symeétriques par rapport a I'axe des imaginaires,
ona ¢2i™R, 2 imR (avecme; m le degré de ; ) d'ou tout compte
fait

P
gdet(hj it)y2im™ T M« ™R =i™ 'R et nalement ;2R :

Existence d'une base adaptéeQn véri e maintenant I'existence d'un chan-
gement de base pour lequéd, (Im(b); ") h;(l; y;0) 2 iIMy(R) (remarquer
que la propriété ; 2 R ne dépend que de la forme die en (k; ;0), donc
pour tout changement de base gardant cette forme on garderetie propriété).

Soit B = (ey; ; €m; )(1®; ky; 0) une base associée a la réduction de Jordan de
h; .
Comme précedemment, on pose; = (l; ky;0). La famille
hy it )™t (h i)™ 2
@z((J i) el;(J 1) e ;e

imj 1 imj 2

est localement libre (toutes les quantités sont sous entames comme dépendant
de (b b")) car B(hy; ky; 0) = B(ly; ky; 0) et est stable parH.
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La matrice h; s'écrit alors dans la basé :

0 1
b |i O R
i! |
s-f %" s
b, I
et comme 0 1
b il
. b 0
5 b") hi(h ko= : ;
b,
il s'agit de verier que pourl Kk m;; b2 iR lorsque(ld b")=( ibp" ).
Ordet(t§ i(!+!))= ;@ +!j);hbi b~ ), pour lequel on a vu précédemment
que ; 2 iMR.
Un calcul élémentaire montre que® *h (resp. b ! ; pour k = 1) est le
coe cient de (i' )™ X. On en déduit par identi cation des coe cients que
im h 2 iMR etdonch 2 iR. O

Remarque 4.3.13 Dans la démonstration de l'existence d'une base adaptée,
I'hypothése de dispersivité stricte n'apparait pas, seula dispersivité est uti-
lisee. En revanche la stricte dispersivité est nécessaireup obtenir ; 6 0.

4.3.3 Construction des symétriseurs.

Une conséquence de (KLU) : Soit N la taille de G, la décomposition
CN=E*"(; ) E (; ) selonles espaces stables et instablesglainsi que
la condition de Kreiss-Lopatinski uniforme impliquent la proposition suivante.

Proposition 4.3.14. Si l'opérateur de bordF vérie (KLU), alors
1 . . S 4
9A> 0:8(hbh")2S [O;M]; 8X 2 RV: jXj C(@(FXj+jX*j

avec par dé nition X* = X (X), et la projection sur E . (Noter que
X n'est pas forcément la projection sur le sous espace vectbiinstable deg
lorsqueRe( )=0.)

Démonstration. Supposons par l'absurde qu'il existe une suité, avecjX,j =
1, et
JF(R; B ") Xaj + X5 0

Quitte a extraire des sous suites, on peut supposer que, et (k; b;",
convergent. On noteX et (b ™) leur limite.

Mais alorsjF (b " )Xj+ jX*j = 0. En particulier X* =0, F (X)=0
et commeF est un isomorphismeE ! Im(F), (X) =0, dou X =
X*+ (X)=0, ce qui est absurde. O
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Du local au global ~ Supposons que pour tout poinfh b 0)2 S f 0Og, il'y

ait un voisinageV(ly b 0) dansS;  [0; Mi] sur lequel on sache construire un
symeétriseur locals;.

Notons & la projection (g b") 7! (b b). Par compacité deS;, il existe
une famille nie V(h;;0):=V, § [01[;1 j ntelleque s([V;)=
S, (la projection est simplement un recouvrement). Puisque famille est nie,

il existe > Otel quesg Re( )=} .
Soit"o> Otelque[V; S [0;"0]
(Pour se convaincre qué'o existe, considérer par exemple la fonction semi-
continue inférieurement”(x) = supfr : fxg [0;r[ V jg.)

r)
Soit ; une partition de l'unité associee gV;) en tant que recouvrement de
I'espace compacS; [0;"o], on dé nit alors le symbole

X
s(b b) = iSi
et le multiplicateur de Fourier associés convient. En e et :

Le symboles est dé ni pour " "y, et donc pourRe( ) io d'aprés la
correspondancdlg h")$ (; ),
X X R R

iSi9 i(l) i i(l), donc la propriété(K 1) est véri é.

X
i Sj il GFF) I CFF pour C = max(Cj) donc

j=1
(K 2) est véri é.

Construction locale La structure par blocs(4:11) précisée par la proposi-
tion 4:3:10 étant acquise, la construction des symétriseurs est techjoe et un

peu astucieuse, mais complétement similaire au cas hypedioe. Pour étre

complet, on décrit ici comment elle s'e ectue.

Clairement, si on sait construire un symetriseu(s;;s";s )pour chaque bloc
(hj;€e*;e ), on obtient un symétriseur pourH en considérant la matrice dia-
gonale par blocs diagsj;s";s ).

Ecrivons d'abord (K 1) dans les coordonnéedy h" ), plus adaptée aux fonc-
tions utilisées

Re(s ph(; ) PP

— 1. Resh)(bb") b
p
On va construires; et s satisfaisant cette deuxieéme inégalité pour les blocs
h; ete . Le cas dee est simple : la construction se fait exactement comme
dans le cas d'un point elliptique4:3:2 p.84. On obtient méme mieux : au lieu
des h b,onas h , ce qui correspond gB 2) dans la proposition
4:3:9.

Il reste donc a construire un symétriseur pour les blods.
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L'inégalite (K 1): On cherches; sous la formeE; + F; (it? h") kG, avec
Ej; Fj symetriques réelles; antisymetrique reelle, etF; (k; ;0) = 0.
D'apres la proposition4:3:10, h; s'écrit sous la forme

hi (k; by; 0) + B; (il h" )+ D ; (iR h")+ O( ?)

avech; (1p; ky; 0) un bloc de Jordan associé a la valeur propik;, B; a coe -
cients imaginaires purs, e(Dj)m;1= j2R.Ona:

Re(sih;) = Re (E;j + Fj)(h;(k; k;0) + B))
+bRe(E;D; + GjAj)+ O(b) O(b)+ O (k; b;0) (RbH") ;

il sut donc de satisfaire les conditions

(Ej + Fj)(hj(k; k;0)+ B;) 2 iSy, (R); (4.14)
Re(E;Dj(k; ;0) iGjhy) > 0; (4.15)

pour obtenir (au moins si(kg ") est assez proche dély; ky; 0)) la propriété
SH b. Ce résultat correspond B 1) dans la proposition4:3:9.

Le cas de (Ej + Fj)(hj(; ;0)+ Bj) : En (h; y; 0), la condition (4:14)
estEjh; 2 iSy,, c'est a dire :

0 1
0

1
0 1
i!jEj"‘iEj =l th‘l‘iEijZiSmj
0 1
0

donc E; N; doit étre symétrique. Cela se it
kil L (EjNpii = (Bt 2= (EjNpik = (Ej)ik 2

avec la convention(E;)x.o = 0. Couplé a la condition de symetrigE; )y, =
(Ej)i.x, on obtient (Ej)«.; = (Ej)x 1.1+1, ainsi E; est de la forme :

0 1

e & em,

Il reste a véri er que l'on peut choisirF; tel queF;(h;(k; ;0)+ Bj)+ E;B; 2
iISm, . Cela donne un systeme dm, "”Tl éguations a satisfaire, qui est donc est
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sous déterminé, ce qui empéche de deé rii;, comme une application réguliére.
On cherche donc une forme particuliére :

0 1

Fj:% B O;;f:jZSmjl:

La condition F; (h; (k; ky;0)+ B;) + E;B; 2 iSy,; donne un systeme de Cramer
sur un voisinage de(ly; by; 0). En e et, Fjh;(k; y;0) 2 iSy, s'écrit

i! ij + IFJNJ 2 iSmj ) Fij 2 iSmj:

Comme pourE;j, on en déduit queF; est simultanément de la forme

ce qui imposeF; = 0. Ainsi le systeme est de Cramer au voisinage @&; ; 0)
et F; est bien dé nie de maniéreC* comme solution d'un systéme linéaire.

Choix de Gj : Ona

e .
E;D(k; ;0)=
On prend G; de la forme
0 1 0 1
0 & O 0 0 o O
=% 0 & K)ygN =B e 0 & K
et Re(IGJ i! jlmj) = 0.
Ainsi pour tout X 2 C™i,
X W 2
Re(h iG;h;(ky; b;0)X;X i) = Ok Xkj® Re(Gk+1 Xks2 Xk )
2 1
Gerixicziixg = P Gz izl ” X pai
Ok+2 Ok
EpgkL(gsz'Xlﬁzjz + Gxii?)
Ok+2 Ok
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PN . Lo Ok + -1 — — .
d'ou en choisissanig, > 0 dé ni par pﬁ =5, 0=0=1:

X0
g_zijka;
2

81 K mM 2 Gur =401=0 Ge:

. 1 .
Re(g NG X 1) ixai?+

Finalement :
FE;Dj + gN;X;Xi  (je C)jxaj*+ g—ZZJ(Xz;  Xm, )j?
Ci(Xz;  ;Xm,)j? %jxliz
> 0sig > 2C et ,-e1>C%r.

Evidemment on peut faire ce choix, et cela dé nits; satisfaisant(K 1).

L'axiome (K 2): On rappelle que par contruction du prolongement des es-
paces stables, pour une bage;; ;en;) dans laquelleH jye (4 1 )™ S'écrit

' 1

[

0.
501 1IN

une base d&& (k; ;0)\ Hjker v i ,ym est(en; ,e,),0u ; estle nombre
de valeurs propres de partie réelle négative ayaitt; pour limite en (ly; ky; 0).
Pour la suite, on a besoin de préciser la valeur dg.

Proposition 4.3.15.  Sim; est pair, j = &

Sim; estimpair,ona j = %ﬂh)

Démonstration. Par hypothese de stricte dispersivité et comme; est un zero
d'ordre m; :

H(i!j;kb;tb;O)=0;%2R;
@H(”é;ktb;b);o)zo;o K m o1
Ecrivons alors
hsj (by; ky; 0)X; X i = hE;X; Xi = X & Xm;+2 k 1 XT
k+1 mj+1

Puisque 4 (; b ky;0) est un polyndme en(; b), c'est une fonction analy-
tique et on peut appliquer le théoreme de préparation de Westrass (voir par
exemple [35] paragraph@:5).
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Sur un voisinage de/(ky;i! ;), il existec(ly );ai(b); ;am, 1(b) analytiques
avecc(l) 6 0, a(l) =0 tels que pour tout(lh ) 2 V(i ),

n=cllm ) ( i1 )™+ am, i)™ T+ + ag(b) (4.16)
Pour b = y, ce n'est rien d'autre que la factorisation

H( s 0)=( i1 )™Q(); (4.17)

avecQ le quotient de  par (il ;)™.
En dérivant (4:16) il vient

@n
@

puis en utilisant (4:12) et (4:17)

g c(m;n,-)%‘(m;

Sowy=(

Cette formule permet d'obtenir un développement asymptague des racines
proches dei! ;. En e et quitte a diminuer V, (o ) = 0 équivaut a (
i)™ +an (i)™ '+ +ag(b)=0 pour(h )2V.Or parrégularité
desa;, g (ly + b) = O(b), donc si est une racine de y(l3 ) :

(M +(C ™t jb=ob):
On en tire ( it ;)™ = O(b), puis
( ity)m ()™ *ib=im( 1)™*i ;blorsqueb! O
Posons =il ; + irb™™ + o ™). On notery les racines de
rmo=( )™t (4.18)

Comme préecédemment, on trouve que les; racines proches dé ; admettent
le développement = i! j + ir cb™™ + O(b*™). Clairement, r; 2 R, donc pour
b assez petit, le signe de la partie réelle deest I'opposé du signe de la partie
imaginaire dery, on en tire facilement la dimension dé& .

(La gure 4:3:3 montre l'organisation en polygone presque régulier des
autour de leur limite i' ; pour m; =5;6.) O

Avec ce résultat, on peut maintenant prouvefK 2). Dans un premier temps,
véri ons que l'on peut choisirE; tel que
hE; X; X i X X)i? Ci (X)i
= (ix ai®+  ixmd®) COxa®+  +jxj?)
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Im( )

Re( )

Figure 4.1 Répartition (grossiére) des racines de limitei! ; pour > Oet ; > 0, en
vert pour m; =5 et en bleu pourm; = 6. La dimension de I'espace stable est le nombre de
racines de partie réelle négative.
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avec arbitrairement grand et C une constante xée. En e et :

X X
8X 2 ij; I'EjX;X e elxmj +1 kXk T e2ij +2 kXk T
k=1 k=2
= S+ S+ Sy
Sim; est pair, choisissons pout k m;=2 1; ex+1 =0. On rappelle que
e, a éte xé pour satisfaire(K 1), et que ; = m;=2. Alors
m.
81 | — 1 Spuu = O;
2
X0
81 I m; =2; Sg| = ezlxmj +21 kXk
k=21
X =2
€21jXm, =2+1]° jxif?
X 2l
&ixij”
mj;=2+1 k;
k6 mj =2+
On en tire :
X =2 " =2
hE; X; X i exjXm =+ ki”  (jer®+ m=2)  jxyj?

1

(€ + 1) JXm; 242}°

(&+

résulat attendu.

1

(& + & +1)jXm, =213

eﬁ\j 2 + 1)jxmjj2 ;

et on voit directement qu'en choisissanexy., >>e 3+

e, +1 on obtient le

Le cas oum; est impair se fait essentiellement de la méme maniere, il sude
remarquer quee; a le bon signe selon le signe de i, et de choisir lesex1

croissant assez rapidement.
On a donc trouveE; tel que

HE XX i X

(X)i* Cj

(X)i*

Comme S;(hy; ;0) = E;, on a par continuité sur un voisinage d¢b; ;0)

['estimation

hSX;Xi  =2X

(X)i?

2Cj  (X)j*

On applique alors la propositiond:3:14 exactement comme pour la conclusion

du cas elliptique :
9C;;Csy: I’SJX,X i

nalement, on choisit

&

CiXj?  jFXj*;

assez grand pour conclure.
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4.3.4 Retour a la g-hyperbolicité
On consideére le probleme aux limites

8

< P(@D)u=f (x;t)2(R* RY1 R*";
Bi(@Dx)Ujxs=0 = g;1 | ;
Ujt=o = O;

pour lequel on suppose que le déterminant du symbdtesatisfait les hypotheses
de la dé nition 3:1:18p.55avec pourn la direction (0;  ;0;1). On rappelle que
I'estimation a priori (3:9) obtenue par Gindikine et Volevich [31] fait intervenir
les espaces a poids
H [?mYS]Yq = fu: JUl([zm;S];q;(; )

sn ZZ
= X1+ 92+ 7)™ ° jbj’d Y dxg < 19 :

j=0

Le but ici est de montrer succintement comment I'approche pdes symeétriseurs
de Kreiss permet de retrouver le théorem&1:22 pour des équations scalaires,
et de I'étendre aux systémes. Comme pour les problémes seraent dispersifs,
on réduit le probléme scalaire sous la forme d'un systeme utlce 1

@QU=GU; (x;t)2RY! R" Ry;
FUjx,=0 = (X%t)2 R4 1 RY;

avecU = ( P tu; m ‘@, u; , @P lu). SiU est solution du probléeme aux

limites ci-dessusV = e*<¢U satisfait

@V =(G + )V;(xt)2R"? R* Ry;
F(@Dyx; @, )Vix=0=" (X%t)2R! 1 RY;

La construction de symétriseurs pour ce probléme particeli est simple. En ef-
fet, la proposition 3:1:23 p.57 indique que les valeurs propres imaginaires pures
de g sont simples, ce qui correspond au cas simple elliptiquédstement hy-
perboliqgue ((4:10) dans la construction de symétriseurs). Aprés changement
de base, on a localement

0 1
1t 0
0 2t 0
g+ = ;
e + 0
0 e +
et d'apres le corollaire3:1:24, il existe (; C > 0tels que pour 0; C 9
Sple + ) f Re(2) =29, Re( j + )

E:
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En particulier, I'espace stableE (g+ ) est réduit a lI'espace associé au bloc
e + . En répétant I'argument de la construction pour les points #ip-
tiques (paragraphe 4:3:2 p.84), on obtient des matricess™ et s telles que
Re(s (e + )) =2, on prend alors

0 1
s= ;
s 0
0 S
qui dé nit un symétriseur local pourG+ | . En e et,
0 1
1
Re(s(g+ ))= Re ) 5
+
S 0
0 S
et la condition (K2)s | CF F se montre comme au paragraph&3:2, en

utilisant la structure particuliere ici de E .
On en déduit une estimation par la méme méthode d'énergie gpeur (ED) :
Z Z Z
P 0): V)i + sgl Vi st Vi ;
Xd

Xdi s

d'ou par l'inégalité de Young,

Z Z Z
- iviz+ b2 c  jFP0)?
2 Xd; 3 ) jsjz Z
H 2.

Xd; s
On retrouve le théoreme3:1:22 p.57 pour s = 0 en remplagant
V = exd( mp lu. mp 2@ u: .@m lU)'
P op a= T Xd !

et pour s quelconque en appliquant la preuve déDS).



Chapitre 5

Résolution du probleme aux
limites

5.1 Le probleme dual

5.1.1 Construction d'un probléme dual :

On veut résoudre le probléme aux limite§4:6), dont on rappelle la forme :

@U=GU+f, x°2R? % x4 0, t2R;

B o 0 R Lt R (5.1)
Jx4=0 ;X 12 R;

avec G un multiplicateur de Fourier de p-ordre 1 agissant selon les variables

(x%1), tel que le polyndme caractéristique de son symbole soit istement

dispersif, F un multiplicateur d'ordre 0 satisfaisant la condition(KLU ).

Notons h; i le produit scalaire surL?(R;, RY ' R*), et (; ) le produit

scalaire surL?(R;, RY ' f 0g).

On poseL = @ G. On cherche un probleme dual, c'est a dire de la forme

LY =9g; x4 O0;t2R;

FV=;x4=0;t2R: (5-2)
de sorte qu'on ait une formule de dualité :
HU; Vi = hU; LYVi + (FU(0); MV (0)) + (NU(0); F&(0)) : (5.3)

Par intégration par parties surR*,
h@ OG)U;Vi=HhJ( @ G)Vi+(U(0);V(0))
ou G est le multiplicateur adjoint de G :
du=g(; )b:

99
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On voit donc qu'en choisissan.®= @ G, on est ramené a trouver des
matrices M; N; F °telles que

8 (u;v) 2 C™; (Fu;Mv) + (Nu; FY) = (u;v)

ce qui revient a
FM+N F°=1: (5.4)

Le nombre de conditions au bord du probléme adjoint (et done Irang deF 9
est

dim(E ( g))= dim(E"(g9)) = dim(E"(9)) ;

qui est donc la codimension d& (g). La proposition suivante montre que
cette condition est compatible avec l'identit§5:4).

Proposition 5.1.1. SiF M + N F°= |, alors Ker(F9 = Ker(F)?.
Démonstration. Soit x 2 Ker(F9. Alors
F Mx =x) x2Im(F)=(Ker(F)~’ :

Mais comme rangF 9 = dim(E* (g)) = dim(Ker (F)) on a égalité des dimen-
sions donc I'égalité des sous espaces. O

Vérions que l'on peut e ectivement construire F° (il y aura forcément
une part d'arbitraire, la seule condition importante étantla nature du noyau).
PuisqueF (; ) est de rang maximal et ques;  [0; "] est contractile, il existe
une applicationC! a valeurs matriciellesN telle que

n -+ . . F ( 1 ) .
8(b")2S [0 NC: ) 2 GLyp(C) :
(ceci revient a dire que le bré vectorieE (; ) est trivialisable, cf Hirsch [32]
chapl)
Ecrivons alors l'inverse de cette matrice sous forme de bloc
1
F _ . .
N (M),

avecF °de rang maximal, comptantmp colonnes etmp rang(F) lignes. Pour
ce choix deM;N;F © on a évidemment(5:4), et d'aprés la proposition5:1:1,
Ker(F9 = Ker(F)?. On note enn que M est de rang maximal, égal au rang
deF.

Maintenant qu'il est dé ni, on peut s'intéresser aux proprétés algébriques
du probleme adjoint. Pour ce dernier, le réle d& est joué par G , dont le
polyndéme caractéristique du symbole est

g()=det( g 1)=( 1)"™det(g + 1)
=( D™det(g+ 1)=( D" o(;; ):
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Or on a vu précedemment qu'a un facteur scalaire présg( ;i; ) est un
polyndme a coe cients réels en(; ; ), donc a un facteur prées

8(;; )2C C R (5 )= 4 & )

ou+i = +i

Clairement, l'analyse de I'espac& (g) peut se fairemutatis mutandis pour
E ( g), enremplacant en particulier > O par < 0. Cette di érence peut
se voir comme un changement du sens du temps. En conséqueaamhdition
de Lopatinski du probleme adjoint est quali ée de rétrogade.

La proposition suivante résume ce qu'on utilisera sur le poeme dual.

Proposition 5.1.2. |l existe un probléme dual &5:1) de la forme(5:2) satis-
faisant la formule (5:3).

La condition de Lopatinski rétrograde est satisfaite pou (5:2) si et seulement
la condition de Lopatinski est satisfaite pour le problém (5:1).

Si la condition est uniforme pour I'un elle est uniforme poutautre.

Démonstration. Vu la formule 4 ( ;& )= 4( ;; ),onapour > O:

E(g(e)=ImP(g)=ImP (9)
= Ker(P (9())* =E (9( )" ;

Mais d'aprés la proposition5:1:1, Ker(F9 = Ker(F)? d'ou

E ( g(e)\ Ker(F)=E (g( )’ \ Ker(F)” =(E (g9( )+ F)’

et on voit directement queE ( g (e)) et Ker(F{e)) sont en somme directe
si et seulement si c'est le cas d& (g( )) et Ker(F{ )). Par continuité, on en
déduit la méme chose pour la condition de Kreiss Lopatinskiniforme. O

5.1.2 Existence d'une solution, unicité

On utilise ici de maniéere standard les estimationa priori pour le probleme
dual et le théoréme de Hahn Banach pour obtenir I'existencéuthe solution a
(5:1).

Soit E I'espace des application€! (R, RY ! R*;R™P) telles que

FquXdzo =0:

(En particulier, E C!(Ry RY ! R*)))
Soit T I'application linéaire dé nie sur LYE) par

T(LVY)= Vi MV ):
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Pour alléger les notations, on posk ks.., = k k . D'aprés

L2 R*; HS (Rt RY 1)
I'estimation a priori (EDs) rétrograde, on a

TLV)= k Tl 1 pkVk 5+ o1 iVis,
kKfk, 1., ) det..
p 1,;p + pz_ p) :

P

k LYk 2 (

La forme linéaire T est donc continue surL®® (pour la topologie delL? ).
Par le théoreme de Hahn-Banach, elle se prolonge donc en uoenie linéaire
continue surL? , et d'aprés le théoréme de Riesz il existg 2 L2 tel que

8V2E; <V;LY >=H;Vi (;MV ): (5.5)
En particulier, I'égalité est vraie pourV 2 C! (Rt RY ! R* ), donc
LU = f dansDYR; RY! R"):
Pour donner un sens a la trace d& on a besoin du lemme général suivant :

Lemme 5.1.3. Soit = R, RY! R* ,siu2L?() etLu2L?(),alors
il existe une suite de fonctions , 2 C! () telles que

ku nk|_2 + kLU L nk|_2 l O

et u admet une traceH ,, (@) .
Démonstration. Voir le lemme A:0:11 en appendice. O

Soit , comme dans le lemmey 2 C! () , puisque , etV sont réguliéres
on a lidentité :

h o LVi=Hh Vi (F ;MV) (N o FV);
et en passant a la limite
8v2Cl();hLVi=nuU;vi (FU;MV) (NUFYV) (5.6)

(la quantité ( ; ) est maintenant a voir comme un crochet de dualité puisque
. 1=2

Ue 2Hyp ).

Remarquons que l'identité(5:6) se prolonge par densité pou¥ 2 Hl;p. On

utilise alors cette derniére ainsi qué5:5) pour obtenir :

8V2HL\f F¥=0g=F& (FU "MV )=0:

Pour obtenir FU = ', il ne reste plus qu'a vérier que ME est assez
gros . Plus précisément, on montre qu'il contientC! (R? ! R,; Crw(F),
Wu lidentité (5:4), Ker(F9\ Ker(M) = f0g, doncM induit un isomorphisme
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Ker(F9 ! Im(M) pour tout (g h") 2 S, [0;"o]. Par compacité deS;
[0;"0], M est uniformémement borné ainsi que son inverse. S C! (RY !
R¢), on a donc

F ' (Moo P ) 2 HY:

DoncME C},
FU=".

Remarque5.1.4 La preuve classique pour les problémes aux limites hyperbo-
liques (voir par exemple [17] ®9]) suppose queF est une matrice dont les
coe cients sont des fonctions régulieres déx;t) (en particulier c'est un opéra-
teur d'ordre 0) et utilise le fait que ME = C! . Cette derniere égalité n'a pas
de raison d'étre vraie lorsqud- est un multiplicateur de Fourier, ce dernier ne
préservant en général pas le support.

et nalement pour tout V 2 E; (FU "MV )=0)

Pour résumer, on a obtenu une solutioky 2 L? du probléme aux limites en
passant par le probléme dual. A l'aide du théoremé3:6 on obtient le résultat
d'existence et d'unicité suivant.

Théoréme 5.1.5. Soit le probleme aux limites (voir(5:1) p.99)

@U=GU+f x°2R4 1% x4 0O t2R;
FUjx,=0 =5 x2R* }; t2R:

On suppose que le polyndme caractéristique du symboleGest strictement
dispersif, et queF satisfait la condition de Kreiss-Lopatinski uniforme.

Alors il existe > 0 tel que pour , le probleme(5:1) admet une unique
solutionU 2 L?(RY * R* R,). Sa trace surfxq = 0g est dé nie, et on a
I'estimation (ED) :

8 , kUkEZ(R*' Rd 1 Rt) + JU(O)Ja(B 1)=2
1., Ty
—kf kL2 R HE TRY 1 Ry ] HE D2Re 1 Ry

Démonstration. Il sut de coupler I'existence que I'on vient de démontrer au
théoréme d'unicité4:3:6. O
5.1.3 Commentaires sur l'estimation  a priori

Retour au probléeme diérentiel. Revenons au probleme origina{4:3)
p.72 qui a motivé I'analyse du problemg5:1) :

Lu=f; xq O
B(u;@Qu; ;@° uy=" x4=0;

ou L est un opérateur (de symbole) strictement dispersif, dedegrémp, B est
comme dans(4:4) et satisfait la condition de Kreiss-Lopatinski uniforme au
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sens ou l'opérateu associé comme dang:5) la satisfait.
On a vu que cette EDP se ramenait a un systeme de la forr{e1), avec

0 1
mp 1y

Y
U= % Tg’ Z@dui:
@’ ‘'u
On a alors :

kUkLZ(R+ RI 1 R) = kukHr;r;)p 1, jU(Xd = O)jH(;g =2 = jujHr;r;)p (p =2 .

L'estimation (ED) se lit donc

KE K agr, 1)

kUkHr;T;)p 1+ jUjHr;T’ljp H(p 1)=2 C + jl jH(;E n=2 . (5-8)

Cette estimation montre une régularisation partielle par apport au forcage
f : la norme de la solution est contrélée par les dérives tangieties def . A
contrario on n'a pas besoin de contrbler les dérivées normal@sf .

Ce résultat est lié a I'nypothese de non caractéristicité da frontiére, et quanti-
e l'idée simple selon laquelle su(xi; X;) estréguliere erx,, et @,u @,u =0,
alorsu est réguliere erx; également (pour une discussion plus générale la des-
sus, Vvoir aussi [34] sectio:1).

Ce résultat n'est cependant pas satisfaisant, car il seraiiaturel que I'estima-
tion a priori varie selonla quantité de directions caractéristiques
Considérons par exemple I'équation de Schroding@u+ i u=f surRY !

R* R, avec conditions au bord de Dirichlet homogene. Comme le Uapien
est elliptique, le probleme n'est caractéristique dans auae direction, on peut
véri er que la condition de Lopatinski uniforme est satidaite. On sait (voir
[44] par exemple) que Sif;f 9 2 L2, pour une donnée initialeH?(R* RY 1)
la solution est continue en temps a valeuH?, indépendamment de la régu-
larité spatiale def. On s'attend donc a avoir un contréle de la solution par
kf kLz(Rd L R HI2(RY)

Or l'estimation a priori donne seulement

kukHil;.2 + JUJH3:22 Ckf kLZ(R+ :HJ;-Z)

Il'y a donc un défaut dans cette estimation : sa faiblesse rdsi dans le fait
qu'elle s'applique aussi a certaines équations pour lestieg le résultat n'est
pas améliorable, comme on le décrit dans le paragraphe suiva

On prouve ensuite sous certaines hypothéses supplémemsaifessentiellement
similaires a I'ellipticité du laplacien dans I'équation deSchrddinger) que l'esti-
mation de base peut étre améliorée.
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Optimalité, amélioration. L'estimation pour les solutions impose une cer-
taine régularité sur le terme de forcage relativement aux variables(x%t). On
se propose ici d'expliquer dans quelle mesure ceci est nafudans le cas geé-
néral, et comment certaines hypothéses sur le symbole petteet d'améliorer
I'estimation.

Considérons d'abord le probleme de Cauchy :

@+i(@ @)u=f;x2R%t O0;

Ujt=zo =0 :

L'opérateur associé i( 2  2) est strictement dispersif,2-homogéne. On va
véri er que l'inégalité

kUkLZ([o;]_];H 1(RdY) Ckf kLZ(Rd;H 1=2([0:T])) (59)

ne peut pas étre satisfaite.
Apres transformée de Fourier spatiale, la formule de Duhaingonne
YA t
b(;t)= g Ot 9y - 5)ds

0

Choisissond indépendante du temps. Dans ce cas

kf kLZ(Rd;H 1=2(10:T]) = Tkf kLZ(Rd); et

(2 2
e 1’0()

Oy

On prend alorsf =1, avec :

1

Z=1(12; 1 0 2 0j1 2 6762
1

g,

( Z est une bande suivant la direction caractéristique ; = , qui rétrécit
lorsquej j augmente.)

Ona: Z Z, 5

kitkLz— 17 . 6+6%<1;
et Z z,

2j 4j*
- 2 2 —
kkal— lz(1+ 2) L 6-{—6]2-_1

Or,pour 2Z,j2 3 (;16*1%) 2 et comme(€*  1)=x est non nul pour
X 2 [ 2=3;2=3], on obtient :

_ _ gii o1

jo(;t)j= ————1 ctlz; (5.10)

1 2

dont on déduit directementu 2 L2([0; 1];H*(R?)). On voit donc qu'un pro-
bleme de Cauchy dispersif trés simple, partant d'une donnégtiale nulle avec



106 Résolution du probleme aux limites

un forcagelL? (et C! en t!) admet une solution qui ne peut pas étre dans
L2H} .

Voyons maintenant ce que donne l'approche par les symétiise pour le pro-
bleme aux limites avec condition aux bord de Dirichlet homaeme :

@+i(@ @)u=f;x2R%5t O0;

qu2=0 =0:

En posantU = ( . ,u; @,u) le probléme ci-dessus se réécrit
8
<
@2U = ;2
: U, = 0:

0 1 0
+

2( i@+ @) 0 it

L'estimation a priori (5:8) implique :
K( .ou;@,u)k?,  Ck . of kpa:

Comme pour le probleme de Cauchy, on a seulement un controkekiik,,: par

kf kyz (en fait un peu mieux que ¢a, puisque la dérivée selon de f n'est

pas prise en compte dank . ,f k; 2). Dans la construction d'une solution pour
le probléme de Cauchy qui n'est pas darid?!, on voit que le point clé est la
nature non elliptique de l'opérateur@, @,. A contrario, on a déja dit qu'il

devrait étre possible de faire mieux pour I'équation de Sdabdinger. On est ainsi
amené a penser qu'une bonne condition est l'ellipticité da partie spatiale du
symbole. La proposition suivante quanti e cette idée.

Proposition 5.1.6. On se place dans le cadre du problen&1). Soit P, la
partie (p-)principale du polynéme caractéristique du syrole deG. On suppose
que la partie spatiale dd>,, est elliptique, c'est-a-dire :

8(; J)2iR RY% P,( ;0 )60 :
Alors on peut remplacer I'estimation(ED) par :

KUK 2(ro 1 R+ Ry T jU(O)jLZ(Rd Ly (P D=e) (R y)

1 . .
~k@U GUkLZ(Rd 1 ReH® 1)=p(Rl)+JFU(O)JL2(Rd Ly (P D=@P) (R . (EDell)

Démonstration. En reprenant la preuve de(ED) p.82 on voit qu'il sut de
veri er
Re(sg)

Si l'on reprend la construction de symétriseurs, on voit qaux points dits
elliptique, c'est a dire les point{lg h" ) ougn'a pas de valeur propre imaginaire
pure :

Re(sg( b")) ¢ (5.11)
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avecc une constante indépendante dég h").
Considéerons 4( ;b b") le polyndme caractéristique dg(ly b" ). L'hypothése
d'ellipticité spatiale signie

8! 2R; 4(!';0b0)60:

Ainsi par continuité des racines et compacite, il existéy; ";; positifs tels que
si estracine de 4(i! ;3 ") avec” "o; jbj "1, on ajRe( )] .Onen
déduit :

8(labh")2S, [0;"] jbi "1 o' ;B B")=0)] Re()j
et comme R¢ (kb b)) 6 0 pour b> 0, on en tire
9c>0:8(ab")2 S;( [0;"0]; o(i' ;B B")=0
sijBj  o(jbj + jbiP)

)i Re()j - -
b= T T T Sinon
Mais Iorsquejbj > c(jbj + jbP), on a
— C————
Gitipe jjrre
ce qui permet de conclure qugRe( )] c‘)jjl—l=p dans tous les cas. O
Remarque5.1.7. En dimension 1, l'ellipticité spatiale est automatique

puisque I'on considére uniquement des problémes non cagddtiques.
On a seulement prouvé la nouvelle estimation pour des fonmtis régu-
lieres, cependant il est facile (mais long!) de véri er qualdémonstration
du théoréme d'existence et d'unicité:1:5 p.103 s'applique également et
fournit un résultat analogue aved ED ) remplacée pafEDell). En e et,
I'existence se déduit d'un probléme dual construit indépelamment de
la forme de l'estimationa priori, celle-ci servant uniqguement a justi er
I'utilisation du théoreme de Hahn-Banach.

On énonce donc la version symbole spatial elliptique du téorémes:1:5,
et qui se démontre exactement de la méme maniere.

Théoréme 5.1.8. On se place sous les hypothéses du théoremike5, avec
f 2 L3RI RGHS YPRY); * 2 LARY LHY YZ(RY). Il existe une
unique solutionU 2 L2, sa trace est dant.2(R? 1;H® Y™(R,)), et U satisfait
I'estimation

8 ;KUK 2 (ga 1 g gy +JU(0))

LZ(Rd l;H (p 1)=(2p) (Rt))

1 2 o2
—kf k|_2 RI 1 R+: H(P 1)=P(Rt) +J J L2(Rd 1;H(P 1)=(2p)(R1))
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5.1.4 E et d'une perturbation

L'analyse menée au paragraph&l a montré que la condition de Petrowsky
pour un probléme dispersif scalaire est stable par perturtian d'ordre su sam-
ment faible, ce qui impliqgue (moralement) la stabilité du pobléme de Cauchy
pour ces petites perturbations. On se propose ici de quargr cette idée pour
le probleme aux limites en étendant les résultats d'existea et d'unicité pour
des opérateurs qui sont des perturbations d'opérateurs stiement dispersifs.
A titre heuristique, on part du cas scalaire : soilL un opérateur strictement
dispersif d'ordremp, F dé nissant les conditions aux limites et satisfaisant la
condition (KLU) , P une perturbation d'ordre p(m 1). On suppose que les
coe cients de P sont des fonctions réguliéres bornées ainsi que leurs dées.
On a vu que l'equation(L + P)U = 0 pouvait se reécrire@,U GU =0, avec
G un multiplicateur de Fourier tangentiel. Plus précisémentsi

Xop
L= Lmp «@,; Lmp «(@; :@, ;@ dordremp k;
k=0
g 1)
P = Pom 1) k@d;Pp(m 1) k dordre p(m 1) k;

k=0

alorsG = G, + Gp, de symboles

0 1
0 1 0
0 1 O
gL = p ’
0 0 0 1
me 0 me 1 pmp+1 Ll pl
0 1
0 0
* = p% 0 o o§ /
Pp(m 1) pmp Po pp 0 0

Remarque5.1.9 L'opérateur Gp n'est pas un multiplicateur de Fourier, mais
un opérateur pseudo-di érentiel, on renvoie au paragraphe3:1 pour les régles
de calcul pseudo-di érentiel. Le fait queg, est indépendant dgx;t) est crucial
ici, on verra au paragraphes:3:2 que l'analyse lorsquey, dépend de(x;t) est
plus délicate.

En particulier, go(; ) = O(—tt). On voit directement l'intérét de cette
p

majoration lorsque I'on applique la méthode d'énergie comarpour (ED) p.82,

avecS un symétriseur pourG, :

hegU; U ——jUj* | SjjgejjUj? 1
P P

juj? :
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Il sutdonc de choisir assez grand pour pouvoir absorber le terme de pertur-
bation, et avoir I'inégalité (K 1). L'inégalité (K 2) est automatiquement veri ée
car elle est indépendante d&p .

Le théoreme suivant est une conséquence immediate de cetuangnt.

Théoréme 5.1.10. Soit un probléme de la form¢5:1) satisfaisant la condition
de Kreiss-Lopatinski uniforme, Gp un opérateur pseudodi érentiel matriciel
guasi homogéne d'ordrd p. Le probleme perturbé

@U = (G+ Gp)U + f
FU="

admet une unique solutiorl 2 L? (pour assez grand), et celle ci satisfait
alors I'estimation (ED).

Démonstration. Soit S un symétriseur de Kreiss pour le systéme non perturbé.
Quitte a augmenter , la discussion précédant le théoreme indique qyK 1)
et (K 2) restent vraies. DoncS est un symétriseur pour le systéme perturbé.
On obtient de la méme maniére I'existence d'un symétriseuropr le probléeme
perturbé adjoint. Comme le résultat d'existence et d'unité repose uniquement
sur l'estimation a priori (ED) pour le probléme aux limites et son probleme
dual, elle méme conséquence de I'existence de symétrisearsen déduit que
le théoreme5:1:5 reste vrai pour le probleme perturbé. O

La nature bien posée dg5:1) est donc stable par perturbation d'ordre
1 p. Similairement, si le systemd4:3) p.72 est d'ordremp, une perturbation
est acceptable si elle est de degré inférieur ou égal (m 1).

Remarque 5.1.11 On aurait aussi pu introduire l'application T : v ! U
solutionde@U GU = f + Gpv, dé nie sur des espaces ad hoc, et appliquer
un théoreme de point xe pour assez grand.

De nombreux opérateurs classiques ne sont pas dispersifarmpmtre dé ni-
tion (peut-étre trop rigide), mais sont des perturbations tbpérateurs dispersifs.
Par exemple

L=@+ 2%+ ;desymbole ?+ * ?

n'est pas dispersif, cependant?+ 4  2+1 l'est (et 1 est évidemment une
perturbation acceptable).

Un autre exemple (donné dans [18] comme exemple de systemanayune
régularisation de type Kato) est

VE] P1 Ps Uur _ A .
+ =0 ;
@ u Pa P2 Uz

avecp; des opérateurs di érentiels a symbole réeel tels que

(P( ) paA )?
4

+ psps( ) > Opourjj M:
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Alors

+C+p Ps — 2 2
det = “+ + o) + C
e 00 C+ (PL+ P2) + Pap2 P3P

a pour discriminant (p;  p2)? + psps + C2 > 0 en choisissantC assez grand.
Pour un tel C, les racines en sont réelles distinctes.

5.2 Probleme mixte

5.2.1 Causalité, probleme a donnée initiale nulle

On a obtenu une solution dg4:6) pour assez grand. L'indépendance par
rapport a n'est cependant pas completement immédiate et fait I'objate la
proposition suivante.

Proposition 5.2.1. Soit tel que pour le théorémeb5:1:5 s'applique.
Soient 1 6 2 [ ;1[ supposons qud;' 2 L*R*;HP {(RY! Ry)
HEPZ(RI L R i=1;2

Alors si u; est la solution correspondant a;, alors on au; = u,.

Démonstration. La preuve est une adaptation du cas hyperbolique, traité par

exemple dans [17V I:6.

Supposons par exemple; < ,. Soitv = u; u,, 2 C!(R,) telle que
(t)=1;t Oet (t)= el 2t t 1 Puisqueu,2 e?'L?etjj 1,ona
u,2eL? etdonc v 2 etfL2

La fonction v satisfait alors :

(@ Gv=0) (@ G)v +[; G]}v:O;
Fv=0) Fv+[;F]}v=O:

Mais d'aprés les regles de calcul pseudodi érentiel qudsdmogéene (voir le
paragraphe 5.3.1) ; G] est un opérateur d'ordrel p de symbole principal
%G qt), en particulier c'est une perturbation acceptable au sensudhéoréme
5:1:10.

De mémeF +[ ; F ] satisfait la condition uniforme de Kreiss Lopatinski, ansi

la partie unicité du théoremeb:1:5 impliqgue v = 0, et comme ne s'annule pas
u; = U,. O

On en tire un principe de causalité.

Proposition 5.2.2. Supposons que les donnééset g de (5:1) soient nulles
pourt 0. Alors pour assez grand la solution dé5:1) est nulle pourt 0.
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Démonstration. Admettons provisoirement quef (resp. g) est bornée dans
HP Y(R* RY ! Ry (resp. H® DRI 1 R)) pour . Cela implique
queu est bornée dand.? d'aprés(ED) uniformément en . Mais

8"> 0: ke pos g1 ;o € ) kUKo gosgr )
d'ou en faisant !1
m - 2 _—
8 > O, kUkLz(R+ Rd 1 ]1 : u]) —O

Pour prouver quef et g sont bornées, on prouve plus généralement : soient
0 s p' 2H,(R" R'! Rteleque’ =0 pourt 0. Alors

8 2 Hs;p et k' kHs;p Ck' kHs:p. On commence par deux cas faciles.
*Cass=0:je ''"j j e '"j lerésultat est donc immédiat.

*Cass=p:

at@ =( +i)kt'; e\t@' =(i ;)Pe t
xd
)k'kﬁe,, ke '@ KL%+ ket@jukﬁz
i=1
xd
ke '@kL®+ ke '@uki. k ukye
j=1
* Le cas généralD < s < p pourrait s'en déduire par interpolation. On préfere

ici utiliser un argument plus élémentaire, donnant une cotente C dépendant
polynomialement de (ce qui est su sant pour le résultat de causalitéuji< o =

0).
Soit 2 C! (R) tel que 0; t 1, (t)=et' t 0.Notons encore
un prolongement continu de¢ surRY R;, = ( ). Il sutde prouver
z z
d'( 2+ 2+jj®)dd C d'(*+ 2+jj®dd
Ecrivons :

_ b(—)

&t =Fel Jte )= F( ")

On obtient en utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz puisd théoreme de Fu-
bini :

7 Z b(+—2) 2
¢ ()d, (2+ %+jj2p)5=pdld
Yy . Rdz y z
Py, ——7jc (2 )j*d 5
R Rd R R
(2+ 2+ ?)Pd 1d
Y4 VA i
b 1 2
=C 1(7)]( 2+ 14 0P 4je (2 )i%d od

R R R
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puis avec le changement de variable§= 2 :

727
=C jb( 9 2+ (( ) %+ 2%+ ®)%Pd e (2 )i®
R R R
77 d % ,d
cY) (2+ Z3+]J®)%Fc (2 )j’d Y od ;
R Rd
avec
Z 2 - - s:p
_ o +(( ) %+ )P+ 0
CY)=Csup i) v 3] ‘
S
cl1+-—
R :
car 2S(R)etdonc Ljbj( ) (1+j93)<1. O

On déduit de la proposition5:2:2 I'existence et I'unicité pour le probleme
mixte a donnée initiale nulle.
On y utilise les espaces de Soboléis" (RY * R;) dé nis par la norme
ZZ

PRy e ry= I ) (P+ A+ j> dd

cette notation permettant d'isoler la régularité par rappeot a la variable t. On
note queH sy = HS,.

Pour tout espaceX de fonctions dé nies surR; , on note Xy I'ensemble des
fonctions dé nies surR; dont le prolongement parO pour t < 0 est dans
X, la norme dansX, est dé nie comme la norme du prolongement.

Théoréme 5.2.3. On suppose que le probleme mixte
8 P

< Lu:= i ji+pi mAj@@Ju:f; (xt)2R** R Ry
B(Dy; @Ujx,=0 =3 (X®t)2 RY I Ry; (5.12)
Ujzo = @QUji=o = = @ 'uUji=0 =0; x2 R4 1 R*;

est strictement dispersif, satisfait la condition de Kreis-Lopatinski uniforme,
et que l'on a les conditions de compatibilité suivantes :

1. le prolongement dé¢ parOsurRY ! R* R, estdansL?(R*;H 1),

p 1
2. le prolongement dé parOsurR% ! R, estdansH .} .
Alors il existe une unique solution dansi P *(R° * R* RY), dont la trace

p 1
enxq =0 appartient aH™Y " 7 (R4 1 R!), et on a de plus l'estimation

p_ ®E 1 L
Kukyjmo 2+ ~ J@dUJnggp vise w2 o P=KEK e p 1)+ T Jugp =2
J:
(5.13)
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(qui est la version mixte ddED).)
Sous les hypotheses de la propositiéri:6, on a la version mixte dgEDell) :

X1
kUkHé‘?‘?p (R4 1 R+ Ry T J@dU(O)JHST’?p Lme e DR 1 Ry)
j=0

Ekf k

LZ(Rd 1 R*; Hép 1)=P(Rt)) +J JLZ(Rd 1 Hép 1)=(2P)(Rt)) .

Démonstration. Soientf %;' © les prolongements dé et' par O pourt< 0.On
rappelle que le forcage correspondantfaen mettant le systeme sous la forme

(5:1) est 0o 1
0
L5
fO

Le théoreme5:1:5 fournit une solution U du probleme aux limites, et comme
u=( ™ 'u; ;@ 'u),ona

kUkLZ(Rd 1 R+ Rt): kUkHr]?)p 1,
me 1
jU(O)jH(;S )=2 = .0 j@dU(O)ng;p;p +(p =2 | -
J:

De plus, la proposition5:2:2 implique queU =0 pourt 0, on en conclut que
(ED) fournit précisément l'inégalité attendue.

Pour l'unicité, on remarque que si est une autre solution,a® est dansH s 1
et il sut d'appliquer la partie unicité du théoreme 5:1:5 pour le probleme aux
limites.

La démonstration de la version mixte d€EDell) est identique. O

Corollaire 5.2.4. Le méme résultat reste vrai sur pour des fonctions et f
dé nies sur [0; T], admettant un prolongement continu dank?(R; H ’;’pl), resp.

H® D= et nul pourt < 0.

Démonstration. En prolongeant les fonctions et f sur R™, on obtient I'exis-
tence d'une solution par application du théoremé:2:3. L'unicité est conseé-
guence du fait que siu et v sont deux solutions, la diérenceu v vérie
Lu v)=0sur[0;T]etF(u v)=0 sur[0;T]. On appligue alors le principe
de causalité (propositions:2:2) au® v°, prolongements pai0 pourt < 0, pour
obtenir u®=v®sur] 1 ;T], etdoncu= v sur[0;T].

]
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5.2.2 Données initiales non nulles

Comme pour les problémes hyperboliques, le passage au prold@ mixte a
condition initiale non nulle est délicat. On commence par @ére une obstruc-
tion notable a 'obtention d'une estimationa priori ponctuelle en temps. Dans
le cas des systemes hyperboliques, Rauch [58] obtient untodle de la norme
au bord pour le probléeme mixte en adaptant une méthode due arday et Gar-
ding. Son principe est assez simple : 6(D¢; Dy)u = 0 est une EDP scalaire
d'ordre m, avecL un opérateur strictement hyperbolique, les zéros en du
symbole @L ( ; ) séparent(strictement) les zéros dd_( ; ). Cette remarque
permet d'écrire

X
Re(Lu@Lu) = @(u;u)+ @ Q;j(u;u)+ Qo(u);

avecQ une forme quadratique en les dérivées d'ordre 1 dé nie positive, Q;

qguadratique d'ordrem 1 et Qg d'ordre inférieur am 1. On déduit de cette
décomposition une estimation d'énergie ponctuelle en tesipPar exemple,
pour I'équation des ondeP (@ @Q)u = (@ @)u = 0, l'inégalité d'énergie
s'obtient en intégrant le produit de cette équation avec le aitiplicateur de

Leray-Garding qui est ici

@Feg, @, -raqu
qui fournit
Z Zy Z Z;
(@u @u)2@u = @(@uj* + j@uj?)dtdx
R* 1 R* 1 7 ;
2@Qu(0)@u(0)dt

1
)k (@J;@U)jt=TkEZ(R+) j (@J;@U)jx=0j62(]1 T

Cette estimation combinée a I'estimatiora priori de Kreiss pour les problemes
aux limites hyperboliques fournit une estimation ponctuét en temps, qui per-
met, en passant a nouveau par des arguments de dualité, de men que le
probleme mixte est bien posé.

Pour I'équation de Schrodinger, le multiplicateur naturek utiliser est

2@+i) u=u:

mais ce dernier fournit
Z Z- 1 Z
Re 1 (@+i)u T = éku(T)kfz + Re( ) i@uu) ;

R+
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et le second terme est délicat a contrdler : en e et I'inégadi de Cauchy-Schwarz
donne seulement

ku(T)kLzre)y J (U @U)jx=ojLeq1 1)) s

le terme de bord ne pouvant plus étre contrélé grace aux réwibk sur le pro-
bleme aux limites pur.

Remarqueb5.2.5 On verra plus tard (proposition 6:3:4) dans un cas particulier
de probleme aux limites pour I'équation de Schrddinger quelbtention d'une
estimation ponctuelle en temps est possible en utilisant erinégalité dedualité
au lieu de l'inégalité de Cauchy Schwarz. Il semble probabdgie cette méthode
puisses se généraliser au cas général des problemes stniete dispersifs, mais
nous n'en avons pas de preuve.

Le cas des EDP dispersives scalaires en dimensioast plus riche en résul-
tats. En particulier, le probleme aux limites pour I'équaton de Korteweg de
Vries fait I'objet d'une littérature assez abondante (Foka-Pelloni [25], Bona-
Sun-Zhang [13][15][14]), Faminskii [23]), avec des gérli&aions notamment
de Fokas [27][26] aux équations dispersives linéaires di@ quelconque, et
Faminskii-Larkin [24] aux équations d'ordre impair avec lanon linéarité u@u
(comme dans KdV).

La stratégie de ces travaux consiste a exprimer explicitemda transformée de
Laplace de la solution du probleme aux limites a données iiite nulle, mon-
trer que cette solution est dans les bons espaces, puisliggr les estimations
a priori (similaires aux résultats de Kenig-Ponce-Vega [38]) du freme de
Cauchy pour obtenir, par linéarité, une solution du problem aux limites.

Le théoreme suivant fournit I'existence d'une solution aveune estimation si-
milaire a celles obtenues pour le probléeme aux limites pur.

Théoréme 5.2.6. On sugpose que la dimension d'espace éstjue 'opérateur
di érentiel matriciel L = ki+pi mp A @@ est strictement dispersif et que
B sa8tisfait la condition KLU. Alors le probleme mixte

X _
Aq@@ Dyu=f 2 L3R ;HP 1) (xt) 2R" [0/T];
ki+pi mp

p 1
B(Dx; @Ujx=0 ="' 2 H *; t2[0;T];
g th:() = Ug 2 H(mp 1) X 2 R*

@ 'Ujio = Un 12 HP 5 X2 R*;

admet une unique solution dansi ") YR* [0;T]), qui satisfait de plus I'es-
timation
Ptk 2t @ i v . Pk K
Hg;‘?pl - J@duJHé:np 1j+(p D=2=p . P—= L2(R+;H8;;pl)
J X .
+])' jHé? n=ep T kUj Kymp 130 @ (5.14)
j=0
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Remarque 5.2.7. Notre preuve n'utilise pas la représentation explicite deal
transformée de Laplace de la solution, elle n'est basée que tes résultats
pour le probleme aux limites pur, et des estimations de tragmur le probléme
de Cauchy. Cette méthode permet de considérer degstéemeset de traiter
aisément la présence d'un terme de forcage. Cependant ellke aéfaut de ne
pas fournir un contréle ponctuel en temps, et il est égalemteprobable que la
norme de contrble sur le forgage n'est pas optimale.

Lemme 5.2.8. Soient
ny 1 L X
(Up;  Um 1)2 H™ PP(R); L= @Ay (@)
0 j=0

ou A est d'ordre kp, de polynbme caractéristique strictement dispersif, etlte
queAn (@) = /f\m@‘ + R(@), avecR d'ordre < mp, A, inversible (c'est-a-dire
quefx = 0g est non caractéristique pour).

AIors le probleme de Cauchy

% Lu : An ((@u=f 2 L*R";HP Y; (x;t)2 RY [0, T];

-

a une solution dansH 7" R [0;T]) qui satisfait les estimations :

tho—UOZ H™ 1 x2 R ;

@1UJto—Um12Hpl X2R;

K1
Kukpm g o7y C(T)  KUkKumo 1 ax ; (E1)
k=0

me 1 . ) ¢ 1

Supj@u(x; MHme 1 i)=p+(p 1=(2p) ([0:T]) C(T) Kugkym 1 o @ (E2)
j=0 X2R k=0
Démonstration. Le lemme3:2:2 p.60 s'adapte facilement au cas des systemes
et donne Il'existence d'une solution

U2 CO; TEH™ YR)\ CHO; TEH™ PP\ \ C™ Y([0; T HP Y);

telle que, en notant ;( ) = i ;(); 1 ] mn les racines du polynéme
caractéristique delL, on a
X
9R>0:8jj R;b(;t)= ei' ()
Z 9( 1

j jj2(1+j j2)mp 1d C kUJ kap 1p -
j=0
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En e et, on peut écrire 'EDO d'ordre 1 associée a I'EDP aprés transformation
de Fourier spatiale

0 0 1
0 0 1
p(m l)b 0 P p(m 1)p
@@ o % @ : K
p @1 lu)
ﬁ(nr:ﬂ( 2) Al( )
pm 1p
=A@ K
@ 'u):
La stricte dispersivité impliqgue queA est diagonalisable pouj j assez grand.
De plus 0 1
0 1
1 0 1
SA0)! SRR
1
A, A,

ou fk,- est la matrice coe cient de ! dansA;( ). On en déduit qu'on peut
choisir les matrices de passage bornées enet que les valeurs propres sont
o( P).

Cas de (E1). La solutionu se décompose comme
bz(ljj R+1j j>R)b:

Le premier terme ne pose pas de probléme car
Z.Z
111 Rj@bjz(1+ 2)mp 1 kpd dt TkUkck([o;T];Hmp kp 1) ;
R

) ¢ 1
@1 rb= Am k()@Y rb
0
Z.Z X 1
) L ri@bj?ddt . T+ R)  Kukckgorpmm ® 1
0 R k=0

On traite maintenant bls . Pour0 k ™5 1

X X
Lpr@b= L r@e’' ()= Ljrfe’ j();
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dont on tire
Z.Z
J@bJ2(1+ 2)mp 1 kpd dt

;242
X J jj2(1+ 2)mp 1dth
i 0 jjR
R 1
T KujKim 15 :
j=0

Enn @ lbljj R 2 LZ(R; H® 1)p([0;'|'])) Si
Yon Z 7

ieit iSi2
jam 2 gsgtd < 1
j=1 11 R [o;T]21 i Il js tjir2(p D=p '

on fait le changement de variabls®= ;s; t°= ;t, ce qui donne
Z 7

. o . Ljeit  eisj? .
J jiAm Y Py dsdtd |
ii R [OT]2 js p
Z YAV s e @y
= j M R R —rdstitd
ji R0 TP js°  tgt*2 e
=0
On utilise alors
7 . < 0. Z Z .. < 0.
Je|t0 e|s°JZ 4 T Je|t° e|s°JZ <0
. T12 10 14201 S ) 1421 S
0 ;712 js0 p 0 RjSO t9 b
T o
iTi e dr=CjTj;
RT p
on peut donc majorerl; :
Z Z
I CcT jjjz(m 1)+2 %j jjzd cor j j2p(m 1)+2(p 1)J- jjzd
i R R 7

=CoT jjAm™ Bj i
R
) ¢ 1
KU KZmp 15
j=0

ce qui fournit (E1).

Cas de (E2). On décomposé = (1 j<r +1; r)b. Comme précédemment,
la composante basse frequencés;<r b est facile a contréler, on n'écrira pas
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les détails de cette majoration.
Pour le deuxiéme terme :

Zl Z R
F l( jeitljj R) = e jeitd + e jejtd
R 1

Comme en dimensiorl la non caractéristicité est identique a I'nypothese d'el-
lipticité spatiale du lemme 3:2:4 p.62, quitte & augmenterR on peut appliquer
ce dernier :
- . d .
8jj R;1 | mn;d—J gij°t:

En particulier, ; estinversible sur] 1 ; R]etsur[R;+1 [.

On montre que l'intégrale sur[R; 1 [ 'egrale dé nit en fait une fonction appar-
tenantaL® (Ry;H (M D=+ D=20(R))) (la preuve pour l'intégrale sur] 1 ;R]
est identique). Pour simpli er les notations on suppose que, est strictement
croissante surfR; 1 [ :

an note L2 [j(R);+1 [ [R;1 [l'application récriproque, et on fait dans

- € jeild le changement de variable = j Yoy

Z, Z, ix )

CHY — ix ity — it € j )
ur(t):= € jeild = ¢t ———Ld ;
R i (R) i i ()

qui fait apparaitre une transformée de Fourier inverse (trmuée) en temps. La
fonction uj,; appartient donc aL! (Ry;H M D=p*(p D=2p(R)) si

Z, . 1 .
e © jJ? 2v(mp )=p+(p 1)=(2p)
R 7 )
‘1 J 'jz ( )=p+(p 1)=(2p)
— %(14_ Z)mp 1:p+p1:2pd< 1
R J jO jl( )j?
On fait dans | le changement de variable inverse = ;( ), soit :
Z 1 J 'j2
| : OJ _2(1+ i ( )2)(mp D=p+(p 1)=2p j0( )d
r 170D
VA 1

j sz 2y(mp L)=p+(p D=(2p)q -
. -(1+ d:
R J jO( )J( 1))
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On utilise alors les estimations j = O( )Pet () cP *:

“ j 'jz ( )=p+(p 1)=(2p)
J 2p\(mp 1)=p+ 1)=(2
C 5 1( p) p pt(p Pd
1
— CO J JJZ(J j2)mp 1+(p 1)=2 (p l):2d

R
CO P+ ™ i

R

1

2 .
COO kUJ kH mp 1 jp
j=0

ce qui prouveu 2 L (R;H M D=p+(p D=2P)(]0; T])). La démonstration de
@u 2 LY (RyH(mP 1 k(e D2P([0: T]));

est similaire, il sut d'utiliser
Z 1
@u- _ CoykaX At -
R

et d'appliquer la méme méthode que précédemment. On omet itails. O

Démonstration. du théoreme5:2:6 :

Existence On prolonge continment les données initiales

1 _
(Up;  ;um 1) enfonctions(®; ;lm 1)2 H™ ! P(R):
0

D'apres le lemme5:2:8, le probleme de Cauchy associé aug admet une
solution uc satisfaisant les estimations(E1l; E2). Comme B est de p-ordre
mp 1,(E2) implique

) ¢ 1
kF (ucszo)kH(p D=2p) ([0:T]) C kUj kap 1 p .
j=0

D'aprés le théorémeb:2:3, le probléme

8

< Lu=f; (x;t)2R" [0;T];
F(Dx; @QUjx=0 ="' F(@; @Ucjx=0; 12 [0;T];
Ujt=o = @Uji=0 = =@ 'Ujio =0; X2 R* ;
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admet une unique solutionug, pour laquelle(5:13) se lit

p L
kUBng;lp?p 1+ .0 J@dUBJHg;p;p 1 j+p 1=2
J:

1 . ,
P=Kl K 2(r+ 1o Htl FUCJHS; e v

pl—_kf kLz(R’f ;Hg;;';l_) + ng;;pl+( p 1)=2
) ¢ 1
+ C kUijmp 1p -
j=0

Par linéarité, ug + uc est solution du probleme aux limites & données initiales
non nulles, I'estimation sur la solution est conséquencereite de l'inégalité
triangulaire et des estimations sumg et uc.

Unicité  Si v est une autre solution,u v est solution du probleme a
données initiales et conditions aux limites et forgcage nulet on applique le
résultat d'unicité du théoreme5:2:3. O

Les résultats des articles cités précédemment [13, 26, 2Rjtsun peu di é-
rents/meilleurs. En particulier la forme explicite des saltions est utilisée pour
obtenir la continuité en temps des solutions. Citons a cet agl le théoréme
général suivant qui concerne les équations d'ordieen temps.

Théoréme 5.2.9. (Fokas [26])
On considere le probleme :

8 P )

< @+i [, jDlu=0; (xt)2[0;1[ [O;T];
@ujx=o ="', 2 HenHn 1HZ”’([O;T]); 0 k 1 (5.15)
Ujizo = U 2 H®([0; 1 ]):

aveca le plus petit entier plus grand que=2, D, = @=i, et

8
2 = n=2sin est pair,

= (n+1)=2sin estimpairet ,> 0;
=(n 1)=2sinestimpairet ,<O0:

Si (Ug; " 1; ;' 1) satisfont les conditions de compatiblité
80 | L "1(0) = @uo(0);
Alors il existe une unigue solutioru telle que

u2 C(0; T];H®(R")),
pour0 k n 1, @ujyeo 2 H® K=+(n D=@n)(]0; TY),
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avec dépendance continue €)1 k ; Uo.

Remarque5.2.1Q On véri e facilement que le nombre de conditions aux limites
coincide avec celui donné par la condition de Kreiss-Lopaski. Les indices
de régularité au bord sont les mémes que ceux obtenus par latinogle des
symétriseurs, mais les estimations sont ponctuelles en tesn Une limitation
(uniguement technique) de ces résultats est qu'ils ne comoent que les condi-
tions aux limites de Dirichlet.

Comme pour notre résultat (th 5:2:6), la stratégie de la démonstration
consiste a utiliser la linéarité pour calculer une solutiodu probléme de Cauchy,
puis une solution du probleme aux limites a données initiadeulles. L'anayse
du probléeme de Cauchy est identique, mais le calcul explieipar transformée
de Laplace de la solution formelle du probléme aux limitesdmit la continuité
en temps.

A n de décrire plus précisément cette méthode en limitant laechnicité, on
considere l'équation d'Airy

(@+ @u=0; (A)

qui devient apres transformation de Laplace

(+@b=0;Re)>0:

On note () l'unique solution de partie réelle négative de + 3 =0, d'ou
siRg )= > Oetu(0;t)=",
Z i1+
b=e O%b) u(x;t)= ete (Xp( +i)d
i1+
L'application du théoréme de Cauchy permet de déformer le mmur d'intégra-
tion jusqu'a =0, soit
yA 1
U(X;t) — eit e( i )1:3x-b(i )d :
1
avec _
e=% jsi < 0;
e"=% = si > 0:

(1)==

Les intégrales sont alors contrdolées notamment grace a ddexmes élémen-
taires (prouves dand13], ou ils sont présentés comme un succédané pour le
probléme au limite du théoreme de Plancherel pour le problénde Cauchy ).

Lemme 5.2.11. Soitf 2 L?([a;1 [), on dé nit
Z 1
Kf (x) := e OXf()d ;

a

ou est continu a valeurs dan<C, et satisfait les hypotheses
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Re( (1)) < Opour >a,
9 ";c> Otels que .
sup 1REOO)

a<<a + a

c.

il existe un complexe +i , < Otel que

Alors il existe une constanteC > 0 indépendante dd telle que
kKf kLZ(R+) Ckf kLZ([a;l D -

Le deuxieme est une inégalité de type Van der Corput.

Lemme 5.2.12. Soita> 0, f 2 L?([0;a]), on dé nit I'application Gf par
Z a
Gf (x) = e % ()H)d ;
0

ou est continue a valeurs réellesC1(]0; a[, et satisfait
96 0 sur]0;al,
il existe C > 0 tel que

sup C

10;a[ J_c]
Alors il existe une constanteC°> 0 indépendante dd telle que
kGf kLZ(R") Cq(f kLz([O;a]) .

Par exemple, on déduit facilement du lemm&:2:11 I'estimation ponctuelle
en tempsdans les espaces optimaux

Z
2 ° 3t %= 6j jx 2 ?
kukLl ([0;1 [;LZ(R+ )) Sup el e J J b3 d
t 1 L%
yA 1 } 2
+ sup d ’tef"” Yl ixp3 2g
tZ 0 L)%
C  jb? 2d
VA
d

Cojbi?
R |
Cq(' kH1=3 .

Ici les calculs sont assez simples car la racine de partie llaégative est

explicite et le changement de variable® = est immédiat. Dans le cas général
étudié par Fokas [26], en l'absence d'un changement de véulia réel évident

il faut recourir a des intégrales dans le plan complexe, mdes idées et outils

restent essentiellement les mémes.
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5.3 Probleme a coe cients variables

5.3.1 Calcul pseudo-di érentiel quasi-homogene

Dans [43], R. Lascar dé nit les algebres de symboles adaptées a un cal-
cul pseudo-di érentiel quasi-homogene, il établit I'extence d'un calcul sym-
bolique, et la continuité des opérateurs dans les espaces Slabolev quasi-
homogeénes. J. Szeftel utilise une version tangentielle descopérateurs pour
étudier le probleme aux limites pour I'équation de Schrodger.

On résume ici lI'essentiel des résultats a utiliser.
Rappelons notre notation

(i )=( 2+ 2+ Pym; = 4

De nition 5.3.1. On note SS“(Rd 1 R,) l'ensemble des applications 2
C! (R%™) telles que pour tout(; ;j;k )2 N9 1d N4t N N, il existe
C(; ik ),

j@@@@a(X;t; N )J C(; ;j;k ) l;n kp.
L'algebre d'opérateurs Of3' est associee &' de la fagon suivante. Pour

a2 S l'opérateur associéA est dé ni par

7
1

2 )¢ g

Onditquea=: (A) estle symbole deA.
La classe dea modulo ST ! est appeléesymbole principalde A.

Au(x®t) = ’ Fitax®t; ; Yb(; )dd :

Remarque5.3.2 Par abus, on désigne une fonction d&' comme le symbole
principal lorsque c'est un choix possible (on privilégie teque c'est possible le
choix ou a une fonction quasi-homogéne dg; )).

Proposition 5.3.3.  Les éléments de C&) envoient continmentL? dansL?.
Pour m > 0, les éléments de O sont continus del—l{,(Rd 'Ry dansHy ™.

De nition 5.3.4. ©n dit qu'un opérateur A 2 OpSp est aysmptotique a une
série d'opérateyrs | Ay, A¢ 2 ST K lorsque A oAk 2 Opgp® " 1 On
note alorsA Ay, et on écrit de méme pour les symboles a.

Comme pour les opérateurs pseudo-di érentiels usuels, kiste un calcul
symbolique.

Proposition 5.3.5. Soit A 2 OpS[', son adjoint A est dans O et

X 1 . ,
a —@@D Dl
g
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En particulier, a est le symbole principal dé\.
SoientA;B 2 OpS' OpSy, l'opérateur A B est dans O], on note a]b
son symbole, et
X 1 . ,
ajb T@@aDX Dib:
i
En particulier, abest le symbole principal d& B.

En n, on aura besoin de l'inégalité de Garding, dans ses vérss usuelle et
précisée ( sharp ) quasi-homogene.

Proposition 5.3.6. On note h; i le produit scalaire surL?. Soit A 2 Sy
dont le symbole verie Réa)  ['. Alors

9;C> 0:8u2H,"% Re(hau;ui)  Kukjm» CKUKa,;“ -
Soit A 2 S, dont le symbole vérie R¢a) 0. Alors
9C>0: 8u2H)™% Re(hau;ui) Ckuki’gm vz -

5.3.2 Analyse des problemes a coe cients variables

La proposition 3:1:10 établit que pour un opérateur strictement dispersif
a,; (x;t1)@@; dordre mp;

la condition de Petrowsky est stable par perturbation d'orce p(m 1). Cela

laisse a penser que les commutateurs apparaissant dansdlgee a coe cients

variables ne pourront étre négligés que s'ils font apparaétdes termes d'ordre
au plusp(m 1), ce qui sera le cas si

a.; estconstant pourj j+pj p(m 1)+2: (5.16)

On montre ici que cette condition est su sante pour mener 'aalyse du pro-
bléeme a coe cients variables.

Exemples5.3.7. On reprend les exempled:1:2 indiqués pour I'analyse a coef-
cients constants. L'équation de Schrédinger perturbée

@u+(ar)u+ti u=f

(qui est une version multid du systéme(5:17) considéré au paragraphe précé-
dent), I'équation de KdV linéarisée

@u+ u@u+ @u =0;
ou les systemes de type Boussinesq linéarisés

@Qu + 1@V+ 2@V:0 .
@+ 1@u+ ,@u=0 "

véri ent ces hypothéses.

22>0, 12 0 12 O0;
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La procédure suivie pour obtenir des symétriseurs de Kreiascoe cients
constants donne, dans le cas des coe cients variables, des€tionss(x;t; ; )
aussi régulieres erfx;t) que lesa; , que I'on suppose don€* bornés ainsi
que leurs dérivées de tout ordre. On décrit dans le paragragbkuivant comment
I'étude se mene dans le cas du systeme d'Euler-Korteweg &néé en dimension
1 avant de passer au cas général.

Cas du systeme d'Euler-Korteweg On considere le probleme avec condi-
tion aux limites de Dirichlet provenant du systéeme d'EuleiKorteweg linéarisé
8
3 @+ u@u a@v= ¢gV;t2R;x O
@+ u@v+a@u=0;t2R; x O (5.17)

3 u(0;t)= g 2 H%,

" v(0;t) = g 2 H¥,
avecu et go régulieres et a constante (ce qui revient a supposef = £).
Le systeme(5:17) se réécrit (en posang =1 pour simpli er)

0o 10 au
@%é’uﬁ = % @/@VH@V § : (5.18)
@v @u+ gV + u@v

Etant donné un opérateur pseudodi érentiel & paramétreA(x;t; @ + ) de
symbolea(x;t;i + ),ondénit A = e'A e '.Lesremarques du pa}r)agraphe
4:1:1 s'appliquent encore. On rappelle que est l'opérateur de symbole | j et
on réeécrit le systemd5:18) pour faire apparaitre une quasi-homogénéité

0o 1 0 1
u @u
@%@1\1@ = % @ ‘! @vv u@v §
Qv o@ Pourg ey 10 1
0 0 0 u
- % 8 (@+0) 1 c()) g§ %@Zg
@+ ) g ! u o0 Qv

0 1
u
D'ou I'équation pseudodi érentielle pourU = %@Zg
@v
0 - 1
0 0 IOj ' pO
i p
@U=GU;9=%O B 0 JIE_Pign.
P pil 0 U
= jj g=14j u 0
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On poseb = =jj; " = 1:p j j, et on écrit le symbole deG, g(x;t; ) =
b(x;t; B"), comme somme d'un symbole homogeémg-, d'ordre 1=2 indépen-
dant de (x;t) et d'un symbolegy d'ordre O.
Par construction, le symboles(x;t; b") du symétriseur obtenu formellement
en gelant (x;t) est une application réguliére, on a donc

Z

s(x;t; ") = s(x;t; b 0) + " @s(x;t; b )d;
0

et commeg;-, ne dépend pas déx;t), il en est de méme des(x;t; g 0). Par
suite, le symbole deS est la somme d'un symboles, = (I3 0) homogene
d'ordre O, indépendant de(x;t) et d'un symboles i, = , @s(x;t; 3 )d
d'ordre 1=2.

On véri e alors que l'opérateur

1
R =28 +S
S5 +5)

dé nit un symétriseur fonctionnel. Puisque le symboles est autoadjoint, r =
So+ S 1=+ @, ouqgestdordre 3=2. On remarque queQ G estd'ordre 1,
ainsi

hj Q GU; Ui CkUka1:4 CkUKk, 2 ;

comme l'estimation d'énergig ED) fait intervenir kUK_2, on voit que q peut
y étre absorbé et c'est pourquoi on ne I'écrit pas dans la seit

Si on applique la méthode standard d'énergie, en notantle produit scalaire
usuel surC* et h; i le produit scalaire surL?(fx  0g), on obtient

@U=GU) R@ Y¥u=R ¥GU
Yh R @ *¥U; Ui =mR ¥?GuU; Ui

)y R Y2U@©O) ¥?U()= Re h *R ¥GU; Ui

En utilisant le fait que  est d'ordre 1=2, et la décomposition deS et G, on
obtient
( ¥’)R ¥2G)= SG+¢* degdd= 1=2: (5.19)

be symbolep j jsgest d'ordre 1, le symboler est d'ordre 0. Par construction,
i jsg ;'S | Cbb. L'inégalité de Garding fournit pour assez grand

% U + CIF U7

3 U +2C] RFU)

R YU *2U(0)

(On a utilisé le fait que le commutateur[F; '] était d'ordre 1=2, et donc
en particulier

i[F; 7U0) U) Cjuj: | U= )
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L'inégalité de Garding précisée donne
Re h ¥R #GU; Ui KUK?
En utilisant ces deux inégalités on obtient

1. .. . e
2 B2U(0; jLemy +  KUkizre my  2C) PFUjLoqr) -

Le méme raisonnement avec un forcage= (f1;f,) donne

1. . ) .1 .

ZJ Z2U(0; )JEZ(R) + ?kUkE2(R+ ry  2C] ' ZFUJEZ(R)
2

+_k kaZ(R+ R)

ce qui s'écrit en revenant aux variables initiales

LU0 )i

2 +]@(U; V)0 )i o

(R) (R)

. 2 . 2
+ k(u, V)kLZ(R+ HI2(R)) + k@(U, V)kLz(R+ R)

C J(gl;QZ)Jasm + —kf k?

(R) L2(R* ;H %(R)

(5.20)

Cas général Soit un systeme d'équations aux dérivées partielles de larfe

. X :
@Apm (Xt Dy)u = A (xt)@D,u=f; (5.21)
1=0 i jitpi m
ouApm j)(X;t; D) est un opérateur di érentiel matriciel d'ordrep(m j). On
suppose quedg = 1, que I'hypotheseq5:16)

pj +j jj p(m 1)+2) a, estconstant, (5.22)

P
est satisfaite, et que le déterminant du symbole det 'aym j)(X;t; )) xés
est un polyndme en( ; ) strictement dispersif a(x;t) xés.
On a vu que le systémgb:21) pouvait se réécrire sous la forme
0 1
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La matrice ci-dessus est de taillenpn, les blocs sont de taillen. Puisque
est un multiplicateur de Fourier, le symbole de l'opérateuc est simplement
1

0
0 ol 0
0 odn 0

I
p'n
amp(Gt ) 5 ™ A 06t ) g ™ aq(xt ;)
En particulier, onaG = G+ G 2, avecG; d'ordre 1 indépendant de(x;t), et
G p d'ordre p+2.Eneet, tout terme dans &}, ;,; a coe cients variables
est d'apres I'hypothésd5:16) de degré au plup(m 1)+1 |, donc le degré de
la partie variable de a3, ;;x '™ ™estp(m 1)+1 j+j+1 mp= p+2.
De nition 5.3.8.  On appelle symétriseur fonctionnel pour le probléme aux

limites
@U GU=f (xt)2R'! R" R

Fujx=0 =5 (xX%t)2R* ' Ry
un opérateur pseudodi érentielS d'ordre O tel que pour assez grand
h (® D25 (P Y2GU; Ui kUK?, ;

(b D25 (P D2Yy©) U@O) ¢ ® Y2U(0)j2 Cj P VZFU(0)}?:

Proposition 5.3.9. Soit S le symétriseur (d'ordre Q) obtenu algébriquement.
Alors (quitte a augmenter ) @S et @S sont d'ordre1 p.

Démonstration. Elle repose sur la construction e ective des, dont on extrait

guelques faits importants.

La construction locale deS se fait en utilisant un bon changement de base
qui changeG enT GT = €, T étant dé ni localement sur un certain ouvert
V. Le symétriseur$ construit pour € est en fait une matrice constante su¥.

Pour assez grandT est dé ni sur un voisinage dg ; ) globalementen (x;t).

La matrice T s'obtient de maniére explicite par des intégrales de Dunfib(4:8)

p.75) et est d'ordre 0. CommeG est d'ordre 1, S d'ordre O, et @G, @G sont

d'ordre2 p, les dérivéesxerﬁx; t) de S sont donc d'ordrel p. On en tire que

S= (Tt H " §T(xt) 4

ou les' ne dépendent que de® , et donc les dérivées er;t de S sont d'ordre
1 p O

Théoréme 5.3.10. Soit S I'opérateur pseudo-di érentiel associé au symétri-
seur (algébrique). AlorsR = %(S + S ) est un symétriseur fonctionnel pour
assez grand, dont I'existence implique I'estimation a prigoour le pro-
bleme aux limites
. . 1
kUK?, + jU(O)JzH(;B p-2 - —k@U GUkiz NS

+ JFUQ)F 6 v

(p
H%
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Démonstration. D'apres les regles de calcul pseudodi érentiel,

X 1 -
(A)= _!@ODX (A);

donc (R) = S+ ordre p, dans toute la suite on négligera ce reste car |l
peut étre absorbé comme dans la section précédente.
Comme pour le systeme d'Euler-Korteweg, on écrit
@uU = GU
Yh R @ (p 1)=2u; P D2y = h P 2R (@ 1)=2GU;Ui

) R 1)=2u(0) (p 1)=2u(0)

Re h ® V2R (P D2G yY: Ui

il faut donc véri er que l'opérateur (P D=2 (P D23 gatisfait une inégalité

de Garding. Pour cela, on étudie plus précisément son syméol

_ _ P - _
( (P D=2g (P D=2 ) = @ ( (p 1)—28 )@0( (p 1)—2G )
- ( (p 1):28 ) ( (p 1):26 )

7@ (P s)@ (¢ %)

+( ordre inférieur)
On a
X
(P P?s)= P25+ @ V2@ S+ (ordre inférieun
X = V254 rg;
(P Y2 )= @ V2G4 @ ©® D?@ G + (ordre inférieun

oud (rs)= &2 p,d(rg)= &% p+1.
On en tire

g((P l)=28) ( (P D=2 y= P 1SG+ ry;

@ (®Y?s)@ ( ® VPG ) =1y
j
avecd (r;) = d (rp) =0.
(Par exemple,d (rs ® 92G) = 22 p+ B2 +1 =0, on vérie facilement
que les autres termes d'ordre inférieurs sont bien d'ordf®)
Au nal, on a

( P D2g P V2G )= PISG+rd (r)=0 ; (5.24)
d'ou par dé nition de S, pour assez grand :

( P D2g P D2G) 5 (5.25)
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Ce n'est cependant pas su sant pour utiliser directement ue inégalité de
Garding, puisque (P D=2g (P D2G est d'ordre p. On rappelle (Proposition
4:3:9) que le symétriseurS est construit a partir d'une famille nie de symboles
matriciels (s;); ; » dé nis localement en( ; ;x;t ), pour lesquels on a

Re(sjg) = (T, ) " g Tt (5.26)
ou les matricesh;; g satisfont
(
3 th = c uniformément en( ; 9 pour assez grand,

g estdordrel; et g D

(on souligne que la taille des bloch; et g n'est pas indépendante dgj .)
Le symbole du symétriseur s'obtient alors grace a une paitin (microlocale)
( j)l i n de l'unité

X1 1 1 h] 0 1 1
Resd = (T H o 3T Y (5.27)
j=1 G
avec
X1 1 1
(i, H0T ) c (5.28)
i=1
On note
| . _h 0
i =P M= 6

Quitte a prolonger lesM;, on peut supposer qu'ils sont dé nis globalement, et
satisfont les mémes condition§s:27).

Il vient, en utilisant les mémes arguments d'estimation desommutateurs que
précédemment

X
Re h P 1SGU:; Ui

P 1Py M;P;) U; Ui

X
= PR () (P iU+ O(kUK)
= b Y(M;) (P;) U;(P) Ui + O(kUK?)
h( P M) Uj; Ui + O(kUK?)

avecU; = (Pj) U, et P 'M; désigne l'opérateur de symboled *M;. On pose

h
U,

UJ = Uje ;
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et on applique alors I'inégalité de Garding a chaque P *M;) U;; Ui :

X
Re h P 'SGU; Ui h P U Ui+ h P lgUP;USi CKUK?

1
ey

kU"K*+ Kk PPUSK®  CkUK?
X
O kUk® CKkUK%
j=1
ou on a utilisék P2Vk?  kVk2.
On conclut grace &(5:28) que pour assez grand
Re h P 'SGU; Ui c® kKUK? :

Le terme de bord se traite comme précédemment avec l'inég@alde Garding

R (p l)=2U(O) (p 1)=2U(0) %j (p 1)=2U(O)j2
+ CjF © 92U
5 P 2200)
+ 2Cj ® V2Ey(0)j2:
(Cette fois ci on a utilisé
L YZFUE); © DFUE)  Cf © YPUO)%= P

En combinant les deux inégalités précédentes, on obtient laéme estimation
a priori que pour le probléme a coe cients constants, a savoir :

1
kkaz+jU(0)j2H(_B b2 - —k@U GUK?

L2 R HE )

+ jFU(O)jZH(;B =2



Chapitre 6

Analyse numérique du modele
d'Euler-Korteweg

Les objectifs de ce chapitre sont multiples. Aprés quelqueappels sur les
notions de conditions aux limites transparentes et absorhtes, on montre com-
ment I'analyse des espaces stables et les résultats théoes précédents donnent
un éclairage original sur I'obtention de ces conditions. Baion s'inspire des
conditions aux limites absorbantes connues pour I'équatiale Schrdodinger a n
de mettre en oeuvre une méthode numérique permettant de testla stabilité
des solutions du modéle d'Euler-Korteweg.

6.1 Conditions aux limites transparentes

L'approximation numérique des solutions d'un probleme péssur toute la
droite se heurte a une diculté évidente : la nécessité de trailler sur un
intervalle borné. Sur celui ci, il faut donc dé nir des condions aux limites
arti cielles qui laissent sortir la solution du domaine de calcul . Lorgjue
I'on peut donner explicitement des conditions aux limites @artir du probléme
de Cauchy, on parle de conditions aux limites transparente®ar exemple,
prenons I'équation des ondes syb; 1]

8
< (@ @u=0;

Ujt=o = Up 2 CZ([0; 1); (6.1)
@uji=0 = u1 2 C([0; 1]):

D'apres la théorie standard des problemes hyperboliqued, [ faut dé nir une
condition aux limites enx =0 et une enx = 1. L'opérateur @ @ se factorise
en(@ @)(@+ @). llyadonc une caractéristigue sortante ef), et une sortante
en 1. L'idée d'annuler les caractéristiques sortantes donnesleonditions

(@ @ujo = 0;
(@+ @iy =0 (6.2)

133
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Comme l'opérateur est d'ordre2 en espace, la discrétisation de ces conditions
aux limites est en principe su sante pour programmer la rédation numeérique
du probléme. Pour justi er quantitativement la pertinence de ces conditions
aux limites, rappelons que d'aprés la formule de D'Alemberta solution s'écrit

1 lZ X+t
u(x;t) = > Uo(X )+ Up(X+t) + > ui(y)dy:

X t

Les hypotheses de support impliquent

(@ @)Ujx=o = Uud( t) u( t)=0;
(@+ @)Ujx=1 = UG(L+ t)+ ud(L+t)=0;

Ainsi la solution du probleme aux limites(6:1; 6:2) coincide sur[0; 1] avec la so-
lution du probléme de Cauchy. Les équation@:2) sont ainsi desconditions aux
limites transparentespour I'équation des ondes, plus précisément elles donnent
la relation de Dirichlet-Neumann exprimant la dérivée normale@u comme
une fonction de la trace.

Le lien entre ré ections et conditions au bord est assez bietécrit pour les
problemes hyperboliques grace a la notion de ré ection demgularités (les
premiers résultats généraux remontent au milieu des annéég8 avec notam-
ment les travaux de Nirenberg [54, 55], Majda-Osher-Engatii[48, 22]).

Pour les problémes non hyperboliques, la littérature esty limitée. On peut
cependant citer le cas de I'équation de Schrddinger, pouglzelle la condition
aux limites transparentes se calcule explicitement en dimsion 1, et dont la
discrétisation numeérique est un sujet riche. En dimensiomupérieure, J. Szeftel
[65] a a adapté (a l'aide de résultats de Wunsch [69], Robb@Zuily [59]) les
notions de propagation des singularités au cadre du calcidgudo-di érentiel 2-
homogéne pour obtenir rigoureusement I'opérateur de Dihilet-Neumann dans
un domaine de complémentaire convexe.

On décrit ici comment on peut déduire du chapitrel des conditions aux limites
transparentes sur le demi-espace pour un probleme scalalispersif

8 X X .
% @Ap(m j)(DX)U = A i @ij u=»Lu=0,;
j=0 jojitei m
% Uji=o = Ug 2 H3(RY); (6.3)

@ 'Ujizo = Uy 12 HS (M DP(RY) ;

On suppose que le symboIFe) jm:O JAxm j)( ) est strictement dispersif. On a
vu au chapitre 3 l'existence d'une solutionC([0;1 [;HS)\ C([0;1 [;HS P)\

\ C™ ([0;1 [;HS (™ DP), Notonsu, larestriciondeuaR? ! [0;1 [ Ry.
Si les données initiales sont de support inclus dans le demspacef xy < 0g,
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u, satisfait 8
Lu, =0; x4 0, xX%t)2RY ! R,
Usjizo =0; Xg 0; x°2 RY 1;
3 _
@ 'uiji=o =0; xg 0; x°2 RY 1
et pour s est assez grandy. jx,-0, @U+ jx,=0, ... SONt dé nis comme traces de

la solution du probleme de Cauchy. Comme au chapitré, ces équations se
reformulent en

@,U = GU;Ujx, = '; (6.4)
avec
0 1
0 1 0 P
™ tu, 0 0 -
U= E‘) g , G= :
Q@? tu, 0 P
Amp, ™ Al
= (™ Mjxg=0: s @P 'Ujx=0). On a vu au chapitre 4 que le nombre

de conditions aux limites doit étre égal a la dimension de $pace stable du
symbole matricielg(; ) de G (constante pour Ré¢ ) > 0). Soit alors F un
opérateur satisfaisant la condition de Kreiss-Lopatinskiiniforme pour (6:4).
D'aprés le chapitre5, le probleme aux limites

@,U = GU;FUjy,0 = F'"; (6.5)

est bien posé, la trace d&J en x4 = 0 existe, et de plus, la transformée de
Fourier-LapIace@jxd =0 estdanst (g(; )).SiF estderang , les équations
sur (Uijx,=0;  ;Umpixs=0) traduisant cette inclusion donnent un systeme de
rang mp qui sont précisément les conditions aux limites transpartss.
Dans le cas de données a support inclus dahsy > 0g, I'espace stable n'est
evidemment plus associé aux valeurs propres de partie réaliégative, mais a
celles de partie réelle positive. Sa dimension est domp , et le systeme
traduisant les conditions aux limites transparentes estdangmp (mp ) =

. On remarque que le nombre total d'équations ainsi obtenutes\p  + =
mp, ce qui (en principe) est le nombre nécessaire pour résoudeprobléme
aux limites sur un intervalle borné.

Exemples6.1.1 Pour I'équation de Schrodinger libre,
i@u+ u=0;

la matrice g obtenue en reformulant le probleme est
|

4) 1=4 .

2 .. ..
9(; )= i g 2=() P+ ]
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Le polyndme caractéristique dgest 4= 2 j j2+i .Pour 2R,
la matrice a deux valeurs propres distinctes non imaginaseures, et est
donc diagonalisable, I'espace stable étant engendré pawvéteur propre

1 p
721 .avec la détermination de la racine surC nR . Pour

2

= i imaginaire pur etj j>+ 6 0, l'espace stable (prolongé) est
encore engendré par le méme vecteur propre. De méme, pourgests
glancing correspondant a = j j?, le prolongement deE  est engendré
1
0
Remarque6.1.2 Au chapitre 4, dont on reprend les notations, le prolon-
gement de l'espacd& était dé ni comme l'image deP. (G). Le prolon-
0 2
00
Les conditions aux limites de DirichletF = 1 0 satisfont clairement
la conditioB (KLU), et la condition aux limites transparente s'écrit donc

J )

par

gement obtenu ici est cohérent puisquB. (G(j % )) =

- ©,, ce qui se traduit pouru par

iCi 92 = "
@deXdZO = ] | bedZO:
Les mémes calculs menés pour le probleme $ud ;0] fournissent
. P—
@,bjx,=0 =+ | j* 1 Bjx=o;

On retrouve donc pour le probleme de Cauchy avec données ialiés a
support dans]0; 1] les conditions transparentes classiques

. P
@, bjx,=1 = jjz o 0jyy=1;
@dbjxd=0 = jj2oi bjxd=0;

ou sous une forme plus condensée

P
@b = j j¢ 1 b; avecn la normale extérieure. (6.6)

On reviendra au paragraphe suivant sur le probleme de la digtisation
de ces conditions en dimensioh.
Pour I'équation d'Airy

@u+ @u=0;
0 1
0O 3 O
la matricegestg= @0 0 3A avec 3= j3. Son polynéme carac-
—- 0 O

3
téristique est + 3. Pour Rg ) > 0, ce polyndme admet une racine de
partie réelle négative et deux de partie réelle positive. Bo 6 0O les ra-
cines sont distinctesg est diagonalisable et il n'y a donc pas de points de
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glancing. Dans le cadre du probléeme aux limites siR*, I'espace stable

est engendré par le vecteur propre
0 1
1

B—
j . g
% - 2§ ; ou'% est la détermination surCnR* ; j = 73
B—

3

Les conditions aux limites de DirichletF = 1 0 O satisfont la condi-
tion (KLU), et la résolution de

FOjo = j i%bjxeo; (6.7)
Bjx-0 2 E ; (6.8)
fournit les deux conditions aux limites transparentes
. R— .
@bjy=o = é bjx=0 ;
@bjx=0 = (] )?bjx=0 :

L'analyse du probléme surR est un peu diérente. En e et, I'espace
stable est de dimensiorz engendre par les deux vecteurs propres

Lo %

Puisque

60 pourRg( ) O;

l'opérateur F = satisfait la condition (KLU), et comme pré-

00
010
cédemment, on obtient la condition aux limites transparermt
—2

. 1 j?2
@b]x=0 = rr%— Jré—blxo'i' é— )J @b]xo :

Pour le probleme de Cauchy avec données initiales a supportlus dans
]10; 1], les conditions transparentes s'écrivent donc
8

: R—, .
2 @b =)y Bl
S @bjx=l (] )ijx=1; s
@bszo = ‘B——ﬂﬁ:bszo + %—J—BjBZ@bjx:O :
Remarque6.1.3 Le nombre de conditions aux limites obtenues ehet 1 est le

méme que celui utilisé dans l'analyse du probléme aux lim&gour I'équation
d'Airy dans [15] ou [24].
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6.2 Reésultats existants pour I'équation de Schro6-
dinger
On a vu au chapitre2 que les équations d'Euler-Korteweg s'écrivent, pour
des variables adaptées, comme une équation de Schrodin@est pourquoi on
utilisera des conditions absorbantes développées poumlétion de Schrodin-

ger, qu'on présente rapidement dans ce paragraphe. On calése le probleme
de Cauchy pour I'équation de Schrodinger linéaire en diméos 1

i@Qu+ @u=0;
: 6.9
Ujt=o = Uo ; supp(uo) ]0;1[: (6.9)

Les conditions aux limites transparente$6:6) s'écrivent
@b = P i b; avecn la normale extérieure.

En faisant tendre R€ ) vers0, on en déduit pouru assez réguliére

P
@u= e'"* @u
ou I'opérateurIO @ est dé ni par la représentation intégrale (non locale)
P — 1 to(s
@ ()= p=@ pt(—_)sds:
0

Cette représentation est délicate & mettre en oeuvre numguement. La fagon
sans doute la plus directe pour discrétiser cette conditioau bord serait de
stocker les valeurs des au bord en fonction du temps et d'évaluer (approxi-
mativement) e '=4u’” @u par intégration numérique. Cette méthode, la plus
ancienne, est introduite dans [49] puis implémentée dand.[@8 est cependant
souligné par X. Antoine et C. Besse [1] que cette approche stgas incondi-
tionnellement stable, ce qui limite son utiIisatioB. C. Brmeau et L. Di Menza
[16] utiIiseBt_une approximation rationnelle de”  sur I'axe imaginaire pour
approcher @ par des opérateurgocaux Cette méthode d'approximation ra-
tionnelle est également développée en dimensibet plus par J. Szeftel, et elle
est trés e cace pour le probleme linéaire (voir [64]). Une tisieme approche,
également performante, est due a A. Arnold et M. Ehrhardt [JM] et consiste
a discrétiser le probleme de Cauchy suoute la droite réelle, puis a écrire les
conditions aux limites transparentes pour le probleme disgtisé (la méthode
par transformée de Laplace est alors remplacée par une triotmée enZz).
Une derniére méthode, développée par X. Antoine et C. Bes&g ptilise le fait
qgue la solution du probleme de Cauchy est solution d'un prodiine avec des
données initiales nulles et un forcage bien choisi. Plus pig&ment, soitu la
solution de (6:9), et v solution de

i@v+ @v= @Qu

Vjit=o =0 ;
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1 désigne la distribution de Dirac erx = 1. Par calcul explicite de la solution,
on Voit queVjx-1 = Ujx=1. Les auteurs de [1] considerent alors la discrétisation
de Crank-Nicolson en temps

< _Vn+1 Vn Vn+1 + Vn B Vn+l + Vn .
|l = x=1;

t 2 2
uw=0

Un calcul par transformation de Fourier montre alors
P— w1

n+1 — i=4 2 tX'- . n+l k.
\' (1)— el —2 J@U ’
8 )=
3¥? N .
0=1i 1=Li =, X st) estpal,

j 1SI] estimpair.

En utilisant u"(1) = v"(1), I'équation ci-dessus fournit la relation Neumann-
Dirichlet discréte (trace de la solution enx = 1 exprimée en fonction de la
dérivée). Les auteurs déduisent également de cette formideelation Dirichlet-
Neumann discréte
ok |
@u"t@)= e'"* — Uttt ke 8i 2N, =( )
j=0

En n, ils montrent le résultat de stabilité suivant.

Proposition 6.2.1. (Antoine, Besse [1])
Soit u, la solution du probleme discrétisé avec condition au bord deumann
Dirichlet

8 n+l n n+1l + "
3

t 2

_d—p
unt(e) = @4 T @ut K(e); e=0;1:

La norme L?([0; 1]) de u" satisfait I'estimation ku"k Kk ugk.
De plus, le méme résultat est vrai pour la solution du systeragec condition
au bord de Dirichlet Neumann

@un+l(e): e i=4 ( 1)k I(un+l k:

Il existe également des stratégies pour I'équation de Sclitiger avec po-
tentiel ou non linéaire (voir par exemple [4][3] [2]), qu'ome décrira pas ici car
I'analyse e ectuée ci-apres ne nécessite pas des méthodessa nes.
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6.3 Application au modele d'Euler-Korteweg

Les équations d'Euler-Korteweg s'écrivent en dimensiah

@ +@(u)=0;
@+u@u=@K()@ +3KY)N@)* () :

Si (;u) est une solution réguliére, et si la densité reste éloignée dé), ce
systeme se réécrit en coordonnées lagrangienfgs) avecdy = dx  udt,
pour u la vitesse etv le volume spéci que :

@ @Qu=0;

6.10
Qu+@n= @ @v+ 3 W@V (6.10)
ou (V)= K(1=v)=°, et po(1= )= gol ). 0
Dans cette formulation, les équations sufv;u;” @Vv) = (v; u; w) sont
8
< @ @Qu=0;
@+ @po(V) + @( @w) =0; (6.11)
@v @(@u)=0;
avec = P . En particulier on reconnait pour les deux dernieres lignasne

équation de Schrddinger pouz = u + iw,

@ i@ @z+ @po(v)=0;

couplée a la premiere équation a travers le forcage @po(V).
Comme remarqué dans [9], ces équations admettent (formeilent) une formu-
lation hamiltonienne

01 O 1
v 0 @ 0 YA 1 1
@Q@uA =Q@g o @ @A H(u;v;w), H= fo(v)+ Zu®+ Zwdx;
w 0 @@ O R 2 2

est la dérivée variationnelle ef 3 une primitive de po.
L'existence d'ondes progressives comme solutions partieres de(6:11) est
étudiée en détail dans [9]. Une onde voyageant a vitessest une solution de
I'équation di érentielle

0;

(vt 3V

1= 1<
S 1=

qui est de plus constante a I'in ni (ce sont donc des orbitesdmoclines ou hété-
roclines). Soitv, (resp.v ) lalimite deven+1 (resp. 1 ). Par intégration
de la deuxieme équation et en éliminani grace a la premiere on obtient

v+%l+ Pot 2v=po(v )+ v : (6.12)
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En multipliant par v et en intégrant dev av, on obtient l'intégrale premiere
1 2 1 2 2

Hviv) =5 (M +To(v ) Tolv) po(v )(v v )+ v v)"; (6.13)

identiguement nulle le long dev. L'analyse détaillée du signe de¢ en tant
gue fonction dev e ectuée dans [9] permet de décrire les di érentes orbites
possibles. Deux classes en particulier sont dégagées : ¢ditons correspondent
av, = v (orbite homocline), les sauts av, 6 v . Les auteurs étudient
egalement lastabilité orbitale de ces solutions, au sens de la dé nition suivante.

De nition 6.3.1. Une onde de prol (v,;up) est dite orbitalement stable
lorsque pour tout" > O, il existe > 0 tel que pour toute solution (v;u)
de (6:10) de donnée(Vvo; Ug), Sik(vp Vo;Up Ug)ky: 2 , alors

sup inf k(vo( s)  Vviup( S)  u)kyr 2
t2[0;T[S2R

Le moment d'instabilité d'un soliton de vitesse et d'état a I'inni (vy ;u; )
est Z

m(;vaiuy)= ] (v( )y( )d :

Théoréme 6.3.2. (Benzoni, Danchin, Descombes, Jamet [9])

Les solutions dont les prols sont des orbites hétéroclines®nt orbitalement
stables. Un soliton de vitesse et d'état a l'inni (vy ;u; ) est orbitalement
stable si son moment d'instabilité satisfait

@

@m(;vl Uy ) >0

Ce théoreme donne une condition su sante de stabilité et unésultat lais-
sant penser qu'elle est nécessaire est prouvé dans [9])nétabilité linéaire
lorsque@m < 0 a été prouvée ultérieurement en dimensiohpar K. Zumbrun
[70], et en dimension quelconque par S. Benzoni [7]. L'apgimation numérique
des solitons est un bon test pour véri er en pratique leur ()stabilité : du fait
des erreurs générées par le calcul approché, le soliton gllaaumériquement
devrait perdre son prol s'il n'est pas orbitalement stab le.

Calcul du prol d'un soliton Pour un soliton de limite v, , I'équation
(6:12) s'écrit
1
vE S VE ot 2v=po(vy )+ vy g (6.14)

ce qui donne le systeme d'ordré sur (v;w) = (Vv; V)

w=eh( poW)+ povi) 2V i)
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Pour le résoudre, on utilise un schéma de type RK2, explicigur la premiére
variable, et utilisant la conservation de(6:13) pour la deuxiéme :

n.
’

Vn+l:2 - Vn + gw
w2 = signgw” + 21( PV + po(ve ) AV v )))pé

q

fo(V112)  fo(VO) + polvi) (V2 vi) 122 (w2 vp)?);

Vn+1 = Vn+ hW

signew” + 1 pov+ po(va)) 2V wi ) 2
P ) o) (Vi) (P vp) 122 2 vy )?):

n+1=2.
)

n+1

Pour les tests numérigues, on utilise comme loi de pressi@lbi de Van der
Waals pour I'eau comme dans [9].

v = 2.

Po v b w2

R=8:3144 ; T =600K; a =55360Q b=30:49;
fo(v) = RTI(v b g:

On prend de plus constant égal a0: 02 (cela correspond &K = 0:02= °).

Résolution du systeme d'Euler-Korteweg On suppose que le pro | a été
calculé sur un intervalle[0; R], soit x le pas d'espace, t le pas de temps,
J = R= x. On calcule la solution sur un intervalle de temp$0; T]. Les points

dudomainesontnotéx; =j x; 0 j Jitp=n tn O u estlavaleur

approchée dau(x;;tn).

Pour1 | J 1 (intérieur du domaine) on utilise un schéma de Crank
Nicolson centré :

n+1=2 n n n
oY Vi YWa Wio_ o,
t 2 X ’
T s T e D
j 4 j w2y i j i1 _ -
t J 2 x2 !
n+1 n n+l=2 n+1=2 n+1=2
Wi owWR U 24
t 2 x? ’
n+ n+1 n+ n+1=2
nt1=2 _ U T nt1=2 _ Wi T W,
J 2 t 2
n+1 n+1=2 n+1 n+1
Y Vi Uia Ui _ o
t 2 X ’
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Remarque6.3.3 Le schéma utilisé ici n'est pas le schéma de Crank Nicolson
usuel, puisque I'on n'a pa3/jn+1 2 = (v + vj”+1):2. Ce choix permet de faire
I'économie d'une méthode de point xe tout en conservant unckéma d'ordre

2.

Choix des conditions aux limites Puisque (au terme de pression pres)
les équations suu et w correspondent a I'équation de Schrédinger linéaire, on
utilise les conditions aux limites absorbantes décrites quaragraphe précédent.
Bien qu'il soit connu (voir [3]) que ces conditions sont peugsformantes pour
les équations de Schrodinger non linéaires, elles nous sont ici. En e et,
les solitons se déplacent tres lentement par rapport a la tie du prol et
l'amplitude de l'onde arrivant au bord est faible méme pour &s temps assez
grands. De plus, on désire seulement véri er qualitativerné la stabilité des
solitons.

Rappelons quez = u + iw satisfait

Im(z)

i@z+ @z= ipg(v)

Les conditions absorbantes (du probléme linéarisé) s'é@nt pour z
r

n+l=2 n+l=2 A
ZJ ZJ 2 - e i=4 2 X1 ( l)k kzn+l:2 k.
2 X s, 1o
] =
n+l=2 n+l=2
ZO 22 - e i=4 2 X ( 1)k an+l:2 k
2 X t oo !
Soit pour u et w
r
n+l1l=2 n+l=2 p—
u 2 2 X , -
J J 2 — ( 1)k k(u51+112 k+ Wg+]iz k);
2 X 2 t
k=0
Wg+1=2 Wg+12=2 pzf 2 X K n+1=2 k n+l=2 k
= = — 1 u,; 5 W, .~ :
— TR SR A,
P ke
n+1=2 n+l=2 p—
uo u2 — 2 2 ( 1)k (un+l=2 k + Wn+l=2 k)_
sy k ]
2 X 2 t oo ! !
G
W8+1:2 W2+1_2 p2 2 X K n+1=2 k n+1=2 k
=2 = (0 Wi
2 X 2 tk_0

En n, on approche v au bord par di érences nies décentrées

n+1 n n+l=2 n+l=2
V; v; U Uy 1 _ 4.
_O’
t X
n+1 n n+1=2 n+l=2
Vo Vo W Uo -0

t X
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Une estimation.  Avant de décrire les résultats numériques, on va donner une
estimation a priori pour le probléme mixte continu posé suR™. Commencons
par un résultat auxiliaire pour I'équation de Schrédinger & la demi-droite,
qui nous a semblé intéressant en lui méme. Des résultats pdeiprobleme sur
un intervalle borné existent également, mais n'utilisent @s d'e et régularisant
sur la trace et sont donc un peu moins précis. Ainsi dans [6ZgAistence d'une
solution C([0; T]; H([0; 1])) requiert une donnée initiale dansd ?([0; 1]).
Dans la suite, on utilise des notations condensées :Hiest un espace fonc-
tionnel, on écrit Hy pour H([0; 1 [), H; pour H([0; T]), H1.xH2 resp.HotHix
correspondent respectivement B ([0; 1 [; H»([0; T])) et Ho([O; T[; H.([0; 1 ])).
On utilise une double barrek k pour les normes impliguant la variable d'espace
et j sila norme n'est prise que sur la variable de temps. Dans centaxte si
f =f(x;t), on écritkf ( )k=kf(; )k, etjf()j=ijf(; )j.
Proposition 6.3.4. Soit un réel positif, z2 C([0; T];H?), solution de

2 iGu+ @@yY=9; (xt)2R" [O;T];
o (@u e'™* Qu)jo=0; t2[0T];
" Zj=0 = Zp:

Alors z satisfait I'estimation

kz(T)kn: + kzk C kzoky: + kgk

LZHA L2H 2 LZHH}\ L2H[?

Démonstration. En multipliant I'équation par z, intégrant sur R*  [0; T] et

en prenant la partie imaginaire on obtient
Z, Z.7Z,

kz(T)k?, 2 Im  @z(0)z(O)dt = kzok?, + gz xdt:
0 0 0

Or les conditions aux limites sont dissipatives au sens saiw (voir [21] ou [64])
Z

2 Ot[(@w)u (Qu)w], O
On en déduit
kz(T)k?, k zok?, + kgkfit + kaEE-t ; (6.15)
On utilise maintenant le fait que @z est soiution de |

8 +
< I@Q@z+ @(@@z) = @g; (x;t) 2 R"  [O;t];
@zji=0 = _@Zoi supp(@zp) R ;
@z e '"*2)jx=0 = 0:
Comme précédemment, en multipliant par pa@z et en intégrant il vient
t
k@z(T)k?; 2 Im @z(0) @z(0)dt = k@zok?,
0 YA T VA 1 '
+2 @@z xdt
0
Kk @Zok%g + k@gkﬁzx;t + k@ZkEZ.t :
(6.16)
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Pour contrbler les termes de trace, on utilise un résultat géral du chapitre
précédent, ce qui est justi & car I'équation de Schrodingeest une équation
2-homogene strictement dispersive (au sens de la dé nitid1:12 p.3:1:12).
Onavua Iexenbolel gue la matrice associée a ce probleme aux limites est

g= 0IO — , le vecteur propre associé a l'espace stable &t =

1 N P

p—i— P J—J . La condition transparente @z e @z = 0 satisfait

la condition Kreiss-Lopatinski uniforme. En e et I'opérateur correspondant
s'écrit en variable de Laplace
F= P7=Pi7 1,
son déterminant de Lopatinski est donc simplement
FV = = ] = ]]= 2p|=1160:
On peut alors appliquer la partie estimationa priori (5:14) du théoreme5:2:6
p.115qui s'écrit ici

2(O)] 3 + | @20y + K2R, 1os + KZkizny

C kzoky: + kgk (6.17)

L2H ™

Comme@z = i= @z+ g, on déduit de(6:16); (6:17):
k@ZTIE;  C (202 s + GO)7, 1+ I@2O)Z
+ k@zok?; + k@gk?; + k@zk?;

C kzokHl + kgk

L2H T2\ L2H}

En utilisant l'inégalité ci-dessus ainsi qué6:15) et (6:17) on obtient le résultat
annonce. O

Proposition 6.3.5. Soient
V2 LY\ C(O; T H2); (uyw) = (u; @v) 2 C([0; T HY;

solutions de

u=0;
V)+ @@w=0; (x;t)2 R" [0;T];
@ =0;
Ohuqugﬂk (Vo; Uo; Wo); SUPH{Ug; Wo) R ;

NI
|@|

[? " (U+ w) jy=0 =0;

@W+7 @(u W) jy=0 =0:

WK /ARKKKRARRY/ 00
P9
= T+

8O
S
ne< o
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On suppose qu@p estC! sur un intervalle J, et quev(R* [0;T]) est inclus
dans un sous intervalle compact dé. Alors on a I'estimation

k(V;U)(TKnz g C(T) kvokia + kuiokyys + kwoka + K@Po(V)K, 1, oy
(6.18)

Démonstration. L'intégration en temps de la premiére équation fournit
Z
v(y;T) = vo(y)+  @u(y;t)dt;
0

d'ou en utilisant l'inégalité de Jensen
kv(T)kE; 2kvok? +2Tk@ukf§;t ; (6.19)
On utilise maintenant le fait que la variablez = u + iw satisfait

8

2 1@+ @ @7 @)
> @ziy-o = e 7t @z,

" Zj=0 = Up + iWp :

L'application de la proposition 6:3:5 fournit donc

k(u;w)(T)kHyl + k(u; w)k C  Kk(uo; Wo)Ky1

LZHA L2H 2
2 :

+ K v)ke, oo
@po(v) LZHTAL2HE

ce qui, coinjointement aved6:19) fournit le résultat. O
Remarque 6.3.6 La non linéarité fait apparaitre dans l'estimation (6:18) le
terme délicat

y

- 10 - :
k@pO(V)kLgHtlzz\ LZH} ~ Kpo(V)w= kL§Ht1:2\ L2H}

Il ne correspond cependant pas a une perte de dérivée puisgu's'attend a
v2LL et @ 2 CL2, pd(v) serait alors un multiplicateur LZH;™ 1 L2H[7,
et siw 2 L2H, le produit pd(v)w serait dansL2H; ™, de méme on s'attend &
ce quep)(v)w soit dansL2H} parce queH! est une algébre.

Remarque 6.3.7. L'estimation nécessite ques soit a valeur dans un domaine
ou po est régulier, on ne peut donc pas espérer d'estimation en tesilong. Ce
probléeme n'est sans doute pas uniquement technique : on \&mvec les tests
numeériques que des données initiales régulieres, éloignédes points singuliers
de po peuvent donner des solutions qui explosent en temps Igarce quev
atteint les points singuliers dgy.
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Résultats numériques. Pour les calculs numériques, on prendx = 1=20,
dt = 1=40Q Les solitons sont calculés sur des intervalles ou leur narau bord
est inférieure a10 °.

On teste les valeurs de/; qui ont été utilisées dans [9]. Lorsque le graphe du
moment d'instabilité comprend des parties (apparemment)oncave et convexe,
on utilise des valeurs de correspondant a ces deux régions. On constate sur
la gure 6:3 que le maximum du soliton tend a s'étirer avec le temps, ce
qui pourrait étre un indice de non stabilité. Pour véri er céa, on calcule la
solution sur un temps plus longT = 30, d'abord avec le méme pas de temps
et d'espace, puis avec des pas de temps et d'espace plus petespectivement
dt = 1=600 x = 1=60, les gures 6:3 et 6:3 montrent le méme phénomeéne
d'étirement.

Les autres tests ne montrent pas d'augmentation agrante déerreur relative
selon que ait été pris dans une zone convexe ou concave du moment d'ast
bilité.

Enn, si (v;u;w) est le pro| du soliton de vitesse0; 01 et d'état in ni 58678
on prend pour données initialegv( =3); u( =3); w( =3)). Le minimum dev( ;t)
s'approche de30:49 (singularité de pg), jusqu'a l'atteindre at' 4:2.
Remarque6.3.8 Parmi tous les graphes de moment d'instabilité de [9], celui

qui a la concavité la plus prononcée est celui corresponad aux données
de la gure 6:3.
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Figure
convexe.
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6.1 Graphe dew pour v; = 58:678 = 0:1, ce qui correspond a une zone
En noir la donnée initiale, en bleu la solution numaque at = 20 et en vert la

solution exacte. L'erreur relative est de1:5%.
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6.2 Graphe dew pour v =58:678 = 0:02, ce qui correspond a une zone
En noir la donnée initiale, en bleu la solution numéque at = 20 et en vert la

solution exacte. L'erreur relative est de0:15%
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Figure 6.3 Graphe dew pour v; =50:018 = 0:1, ce qui correspond & une zone
convexe. En noir la donnée initiale, en bleu la solution numaque at = 20 et en vert la
solution exacte. L'erreur relative est de0:2%.

Figure 6.4 Graphe dew pour vi = 180; = 0:15(v; est un maximum), ce qui
correspond a une zone convexe. En noir la donnée initiale, doleu la solution numérique a
t = 20 et en vert la solution exacte. L'erreur relative est de2%.
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Figure 6.5 Graphe dew pour vi = 180; = 0:06 (v; est un maximum), ce qui
correspond a une zone concave. En noir la donnée initiale, drleu la solution numérique a
t =20 et en vert la solution exacte. L'erreur relative est de6:3%.

10

o
o
3
a
N

Figure 6.6 Graphe dew pour vi = 180; = 0:06 (v; est un maximum), ce qui
correspond a une zone concave. En noir la donnée initiale, drleu la solution numérique a
t = 30 et en vert la solution exacte. L'erreur relative est de14%
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-15

Figure 6.7 Graphe dew pour v; = 180;
correspond a une zone concave. On prend ict = 1=600,

est un maximum), ce qui
X = 1=60. En noir la donnée

initiale, en bleu la solution numérique at = 30 et en vert la solution exacte. L'erreur relative

est de5:1%.
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Figure 6.8 Graphe dew pour vi =201:179 =0:14(v; est un maximum), ce qui
correspond a une zone concave. En noir la donnée initiale, drleu la solution numérique a
t =20 et en vert la solution exacte. L'erreur relative est de1:6%.

Figure 6.9 Graphe dew pour v; =201:179 = 0:08(v; est un minimum), ce qui
correspond a une zone convexe. En noir la donnée initiale, drleu la solution numérique a
t = 20 et en vert la solution exacte. L'erreur relative est de0:14%
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Figure 6.10 En noir, graphe de v a t

4:2, pour une donnée initiale

(v( =3); u( =3); w( =3)), avec(v; u; w) le pro | du soliton de vitesse 0; 01 et d'état in ni 58.678

En bleu, la droite y = 30:49.
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Conclusion et perspectives

Ce travail de these a m'a permis de me familiariser avec la e gé-
nérale des problémes aux limites hyperboliques et aux nat®associées; cal-
cul pseudo/para-di érentiel, symétriseurs de Kreiss, réection de singularités...
Une contribution & ce domaine a été la généralisation d'unsgltat de J. Rauch,
pour laquelle j'ai montré que les problémes aux limites hyp®oliques a multi-
plicité constante sont bien posés pour des données initisle?.

J'ai alors mis en évidence une classe d'équation aux dérisgeartielles pour
laquelle les techniques d'analyse des problemes hyperfodéis s'averent fruc-
tueuses. Ce choix a été motivé par plusieurs raisons : saidion du critere
de Petrowsky (nature bien posée du probléme de Cauchy), etcedsité d'en-
glober une classe d'équations assez large, en particuliervele de I'analyse du
probléme aux limites pour le modéle d'Euler-Korteweg. La are dispersive
des équations étudiées a été soulignée par un résultat derégularisant a
la Kato .

J'ai alors développé des versions quasi-homogénes des egtiscmanipulés pour
les problémes hyperboliques (condition de Kreiss-Lopaski, symétriseurs de
Kreiss...), ce qui m'a permis de montrer que les problemesxalimites purs
sur le demi-espace ainsi que les problemes a donnée initialdle sont bien
posés sous des hypothésad hoc

L'analyse de ces problemes pour des données initiales nofigsuest comprise
(au moins pour le cas des coe cients constants) en dimensidnd'espace. |l
reste cependant plusieurs interrogations en dimension sreure. Au vu de la
discussion du paragraph&:1:3, il n'est pas certain que les estimations obte-
nues impliquent les espaces de trace optimaux , et I'analse du probléme a
données initiales non nulles doit encore étre faite. La stémjie de la proposition
6:3:4 semble une direction prometteuse.

L'analyse du probléme a coe cients variables a pu étre e ectée lorsque les co-
e cients des dérivées d'ordre élevé sont constants, ce quest cohérent avec
les résultats sur la stabilité du critere de Petrowsky. L'aalyse d'un probleme ou
tous les coe cients seraient variables est pourtant nécesise, ne serait-ce que
pour traiter les problemes posés sur des ouverts plus géngcaEn dimension
supérieure al c'est un probleme clairement di cile qui imposera certainenent
des hypotheses plus précises que la régularité des coe ¢geriJne autre direc-
tion importante est I'étude de problemes semi-linéaires,opr lesquels j'espére
appliquer les méthodes usuelles (itérative, point xe...au moins pour des ni-
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veaux de régularité assez élevés.

J'ai également développé une approche numérique élémergapour I'analyse
qualitative du probleme d'Euler-Korteweg. Les tests numéjues ont mis en
évidence le fait que le probléeme de Cauchy n'admet pas forc&mh de solu-
tion globale en temps, et on a pu observer un défaut de stabilidans le pro |
d'un soliton. Il faut cependant rappeler que les conditionaux limites utilisées
ne sont pas su samment adaptées a I'étude d'un probléeme noimEaire. Cela
appelle le développement de conditions aux limites plus pielentes, que ce
soit pour le probléme aux limites semi-linéaire ou quasnkkaire (dont I'ana-
lyse numérigue comme théorique est essentiellement vietgén n, comme |l
est important de savoir si des conditions aux limites dé ngent un probléme
(localement) bien posé, on souligne que l'estimatiom priori obtenue pour le
probleme d'Euler-Korteweg semi-linéaire en coordonné@gjtangiennes devrait
permettre l'obtention par une méthode itérative de résultes d'existence et
d'unicité pour toute condition aux limites satisfaisant (KLU).



Annexe A

Densité et traces

La premiere proposition est trés simple et non optimale.

Proposition A.0.9. Soit m 1, = RY! R*. L'opérateur de trace
H™() ! H™ (@) ; u! ujx, =0 est dé ni et continu, aveckujy,=o kym 1 .
kUka.

Démonstration. On décompose = (X% Xq). Par densité, il sut de prouver le
résultat pour une fonctionu réguliere. Pourm = 1 on utilise l'identité
Z
jux%0)j?2=2  u(x%xq)@,u(x’xq)dxq
R+

Yk u( ;0o Kk ukfs, + k@,ukfsy K UkZy

Le cas général se fait de la méme maniere en utilisant
Z

j@u(x%0)j?= Aud ™ udxy:

Proposition A.0.10.  L'opérateur de trace est dé ni et continu sur
HYR*;L3(RY * RY))\ L3R*;H3,) a valeur dansH %",
Démonstration. Soitu 2 C! (RY R;). Notons u, sa restriction axq = 0, on
utilise l'identité
Z
ji,(; )i=] b(; ¢ )d
R

1
2s=p 4+ 25=p+j j25+ 3

S S

- b 4
L L

ijz( 2s=p 4 25=p+j j25+ (Zjd d
R

d g

soit aprés changement de variabley = ij 257p 4 257p 4 j |25
S > S
W(; )= "7 bR e ma ] e d g . -
’ - RJ J J J d d 25=p+ 25=p+ J st ’
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on intégre alors en; pour obtenir
Zq
Kupk?oo = 5P+ 2+ | j2jinj?d d

ZYP

joj*( P+ =P jF+ Dd odd
R

= kuky YRiHS, ) :

On dé nit par densité la trace surH*(R;H?%, ), puis surH*(R*; H?,) en utili-
sant le fait queu 2 H*(R";H?%,) est la restriction d'une fonctionH*(R;H?,)
(il est clair que la trace est indépendante du choix du prolgement, puisque
la contintuité de l'opérateur trace impliqueujx,=r ! 1 o+ Ujx,=0)- O

Proposition A.0.11. SoitV = fu2 L3(R** R* R): Lu 2 L?*HR g
avecL comme dans4:3:6 p.83, que I'on munit de la normek ky = KL( )k_2 +
K Kizgn 2. L'espaceC! (RY 1 R* R) estdense dangV;k ky).

RemarqueA.0.12 On souligne le fait que I'on prend des fonctionse s'annulant
pas forcémentenxyq = 0.

Démonstration. On xe u 2V, 2 C!, , = (x=n) une suite tronquante
(c'est a dire telle que =1 pourj(x;t)j] 1, =0 pourj(x;t)] 2).
Ona ,u! udansV, eneet

E nU uk_2 ! 0 par convergence dominée,
kL ,u LUkLz(pr 1y = 2(p l)jL( : )ijCn b( ;x4 ) bjz [ 0
car ¢, = nb( =n) est une suite régularisante (relativement & ; )).

Supposons dona a support compact, et on noteu son prolongement pao sur
Xg < 0. On prend une suite régularisante de la forme, N

n: R R;ysupp() ] L,0]
iR ORYIIOR:

Soit un = ( » n) U,onapourxy>0

77
Lun(%xait) = L a(ya) n(YSS)U(x® y%xq yait s)dyds
y Z,
=L a(Ya) n(YSUX® Vx4 yait s)dyds
Rd 1 E 1=n
YA 0

= n(Ya) n(Y%S)LU(X® Y%Xd Yait  S)dyas

Rd 1 R 1=n

(( n n) Lu)(X%xg;t):
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Comme , n €st une suite régularisante, on en tire

Unjxgso ! U(L3(Ry RYY R ));
(Lun)ix>0=(( n n) LWix»o! Lu (L*R* ;HR YR R M) ;

(dans le deuxiéme cas, on utilise le fait que généralement, v ! v dans
H% (R¥) lorsque , est une suite régularisante). O
Corollaire A.0.13. On peut dé nir un opérateur traceV ! H ;plzZ(Rt

RY 1), prolongement de I'opérateur dé ni surC! qui a associe jx,=o-

Démonstration. Soit 2 C!, __son prolongement paiO sur X4 < 0. Puisque
L=@, G, avecG opérateur tangentiel, on a

L =L + (Xa) ( Jxs=0)

d'ou k Ky, i C(k ki2 + KL k. 2). Posons alors (x1; ;X4 1;0;t) =
' (x%1), on a

z y .
K k2= ib(; )i
H ot 2=p4+ 2P+ j2+

sddd
d

. P —
dou enposant 4= 2P+ 2P+ j2q:

Z P
! . =p 2=p 2
k Ik2 1= Jb(: )J - + +szdddej: k' k 1=2 ,
H;p (2—p+ 2—p+J JZ)(1+ Qj) H:p

ainsi l'opérateur de trace est continC?! ;k ky) ! H 2, et se prolonge sur
V par densité d'apres la proposition précédente. O
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Liste des symboles

, page 36
C*; C** | page 72
»  Ppage 67
$: S S . page 72
E*; E*; E° , page 72
Q@ , page 134

R; , page 9

b transformée de Fourier-Laplace , page 67
D , page 67

A (opérateur générique), page 68

B,:B;*: By , page 72

dy p-degré , page 49

D;j = @6@) , page 53
E*(G(; )) . page 10

E (G(; )) .page 10

G , page 71

HS%, , page 69

H% . page 110

Hs ., » page 110

K() capillarité , page 1
L2 , page 67

(KLU) , page 78
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