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✭❢-❡✐♥ ♣♦✉- ❞❡" "②"'2♠❡" ❡♠❜❛-(✉#"✮✱ ❧❛ (✉❛❧✐'# ❞❡" ✐♠❛❣❡" '-❛✐'#❡"✱ ❧❡" ♣❡-'❡" ❞❡ ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡"

❡♥'-❡ ❧❡" ❞✐✛#-❡♥'" #'❛❣❡" ♣♦✉- ✉♥ "②"'2♠❡ '♦✉' ♦♣'✐(✉❡✱ "❛♥" ♦✉❜❧✐❡- ❧❡ ❝♦X' ❞❡" ❝♦♠♣♦"❛♥'"

♦♣'✐(✉❡"✳ ❉✬✉♥ ❛✉'-❡ ❝A'#✱ ❧❡" -#❛❧✐"❛'✐♦♥" ♦♣'✐(✉❡" ♦♥' ❡✉ ❞✉ ♠❛❧ > -#"✐"'❡- > ❧❛ ❝♦♥❝✉--❡♥❝❡ ❞❡"

❝✐-❝✉✐'" #❧❡❝'-♦♥✐(✉❡"✳

❊♥ ❡✛❡'✱ ❝❡" ❞❡-♥✐2-❡" ❛♥♥#❡"✱ ♥♦✉" ❛""✐"'♦♥" > ✉♥❡ -#✈♦❧✉'✐♦♥ '❡❝❤♥♦❧♦❣✐(✉❡ (✉✐ ❛ ♣❡-♠✐" >

❧✬#❧❡❝'-♦♥✐(✉❡ ♥✉♠#-✐(✉❡ ❞✬❡♥-✐❝❤✐- ♥♦'-❡ (✉♦'✐❞✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡" "②"'2♠❡" ❛✉""✐ ♠✉❧'✐♣❧❡" (✉✬✉'✐❧❡"✳

❈❡" "②"'2♠❡" "♦♥' ♦♠♥✐♣-#"❡♥'" ❞❛♥" ♣❧✉"✐❡✉-" ❞♦♠❛✐♥❡" ❛❧❧❛♥' ❞❡ ❧❛ "❛♥'# > ❧❛ "#❝✉-✐'# ❡♥ ♣❛""❛♥'

♣❛- ❧❡" '#❧#❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥" ❡' ❧❡" ❞✐✈❡-'✐""❡♠❡♥'"✳ ❯♥❡ '❡❧❧❡ ❞✐✈❡-"✐'# ❞❡" ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥" ❡"' ❞✉❡ >

❧❛ ♣♦""✐❜✐❧✐'# ❞✬❡♠❜❛-(✉❡- ✉♥❡ ❣-❛♥❞❡ ❝❛♣❛❝✐'# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠♦✐♥" ❡♥ ♠♦✐♥" ❝❤2-❡✳

▲❛ -❡♥❝♦♥'-❡ ❡♥'-❡ ❧✬#❧❡❝'-♦♥✐(✉❡ ♥✉♠#-✐(✉❡ ❡' ❧❡ '-❛✐'❡♠❡♥' ❞✬✐♠❛❣❡" ❛ ❞♦♥♥# ♥❛✐""❛♥❝❡ >

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ '❤#♠❛'✐(✉❡ ❝♦♥♥✉❡ "♦✉" ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ '-❛✐'❡♠❡♥' ❞✬✐♠❛❣❡" ❡♠❜❛-(✉#✳ ❈❡''❡ '❤#♠❛✲

'✐(✉❡ ❡"' ❡♥ ♣❧❡✐♥ ❡""♦- ❡' ❧❡ ❞#✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❞❡" ❝✐-❝✉✐'" -❡❝♦♥✜❣✉-❛❜❧❡" '❡❧" (✉❡ ❧❡" ❋H●❆ ✧❋✐❡❧❞

H-♦❣-❛♠♠❛❜❧❡ ●❛'❡ ❆--❛②✧ ❛ ❝♦♥'-✐❜✉# > ❝❡ "✉❝❝2"✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❧❡" ✐♥❞✉"'-✐❡❧" ❢❛❜-✐❝❛♥'" ❞❡ ❝♦♠✲

♣♦"❛♥'" ❋H●❆ ♦♥' -#✉""✐ > ❢❛✐-❡ ❞❡ ❝❡" ❞❡-♥✐❡-" ❧❡" ❝✐-❝✉✐'" ✐♥❝♦♥'♦✉-♥❛❜❧❡" ♣♦✉- ❧✬✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥

❞✬❛❧❣♦-✐'❤♠❡" ❞❡ '-❛✐'❡♠❡♥' ❞✬✐♠❛❣❡"✳ ❈❡❝✐ ❛ #'# ❢❛❝✐❧✐'# ♣❛- ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ✐♠♣♦-'❛♥' ❞❡ ♣♦-'❡" ❧♦✲

❣✐(✉❡" ✐♥'#❣-#❡" ❞❛♥" ❧❡" ❋H●❆ ✭❞❡" ❝❡♥'❛✐♥❡" ❞❡ ♠✐❧❧✐♦♥" ❡♥ ✷✵✶✷✮ ❛✐♥"✐ (✉❡ ♣❛- ❧❛ ♣♦""✐❜✐❧✐'#

❞❡ ♣❛-❛❧❧#❧✐"❡- ♣❧✉"✐❡✉-" '-❛✐'❡♠❡♥'" ❡' ❞✬✉'✐❧✐"❡- ❞❡" ❢♦♥❝'✐♦♥" ♣❡-"♦♥♥❛❧✐"❛❜❧❡"✳ ◆#❛♥♠♦✐♥"✱ ♣♦✉-

B'-❡ ♣❧✉" ❝♦♠♣#'✐'✐❢"✱ ❧❡" ❝♦♥'-❛✐♥'❡" ❞❡ ❢❛✐❜❧❡" ❝♦X'" ❡' ❞❡ ❤❛✉'❡" ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡" ♥❡ "✉✣"❡♥' ♣❧✉"✳

❊♥ ❡✛❡'✱ ❛✉❥♦✉-❞✬❤✉✐✱ ❧❡" ✐♥❞✉"'-✐❡❧" ❞♦✐✈❡♥' ❛✉""✐ ❣#-❡- ❧❡ '❡♠♣" ❞❡ ♠✐"❡ "✉- ❧❡ ♠❛-❝❤# ❞❡ ❧❡✉-"

♣-♦❞✉✐'"✳

❆✜♥ ❞❡ -#❞✉✐-❡ ❧❡ ✧ ❚✐♠❡ ❚♦ ▼❛-❦❡' ✧✱ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♥❝❡♣'" ♦♥' ✈✉ ❧❡ ❥♦✉-✳ ▲❡ ♣-❡♠✐❡-

'-❛✐'❡ ❧✬#❧#✈❛'✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❜"'-❛❝'✐♦♥ ♣♦✉- ❧❛ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥ ❞❡ "②"'2♠❡" ❝♦♠♣❧❡①❡" ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❛❧❣♦-✐'❤♠✐(✉❡ ♦✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ "②"'2♠❡✳ ■❧ ❞❡✈✐❡♥' ❛❧♦-" ♣-#❢#-❛❜❧❡ ❧♦-" ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥ ❞❡ "②"'2♠❡"

♥✉♠#-✐(✉❡" ❞✬#'✉❞✐❡- "✐♠✉❧'❛♥#♠❡♥' ❧❡" ❛"♣❡❝'" ❛❧❣♦-✐'❤♠✐(✉❡" ❡' ❛-❝❤✐'❡❝'✉-❛✉①✳ ❯♥❡ ❛''❡♥'✐♦♥

✶
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♣❛#$✐❝✉❧✐)#❡ ❡+$ ♣♦#$-❡ +✉# ❧❡✉#+ ✐♥$❡#❛❝$✐♦♥+ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ ♦♣$✐♠✐+-❡ ❡♥ ✉♥ $❡♠♣+

❞❡ ❞-✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$ #-❞✉✐$✳ ▲❡ ❞❡✉①✐)♠❡ ❝♦♥❝❡♣$ ✈✐+❡ ❛✉++✐ 6 #-❞✉✐#❡ ❧❡ $❡♠♣+ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣$✐♦♥ ❡♥

✉$✐❧✐+❛♥$ ❞❡+ ❝✐#❝✉✐$+ ❝♦♥7✉+ ♣#-❛❧❛❜❧❡♠❡♥$✳ ■❧ +✬❛❣✐$ ❞❡ ❧❛ #-✉$✐❧✐+❛$✐♦♥ ❞❡+ ■; ♦✉ ✧■♥$❡❧❧❡❝$✉❛❧

;#♦♣❡#$✐❡+✧✳ ❈❡+ ❞❡#♥✐❡#+ +♦♥$ ❞❡+ ❜❧♦❝+ ✭♠❛$-#✐❡❧+ ♦✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧+✮ ❣-♥-#✐@✉❡+ ❡$ ✢❡①✐❜❧❡+✳ ■❧+ +♦♥$

❝♦♥7✉+ +♦✉+ ❢♦#♠❡ ❞❡ ❜✐❜❧✐♦$❤)@✉❡+ ♠✐+❡+ 6 ❧❛ ❞✐+♣♦+✐$✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣$❡✉# ❛✜♥ ❞❡ ❧❡+ ✐♥$-❣#❡#

❞❛♥+ +♦♥ ❞❡+✐❣♥ +❛♥+ #❡❝♦✉#+ 6 ❧❡+ ❝♦♥❝❡✈♦✐#✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ♠❛❧❣#- @✉❡ ❧❡+ ■; ❝♦♠♠❡#❝✐❛❧❡+ +♦✐❡♥$

♦♣$✐♠✐+-❡+✱ ❡❧❧❡+ ♥❡ +♦♥$ ♣❛+ ♣♦#$❛❜❧❡+✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ❧❡ ♣❧✉+ +♦✉✈❡♥$ ❝❡+ ■; +♦♥$ ♣❛②❛♥$❡+ ❝❡ @✉✐

❡♥$#❛H♥❡ ✉♥❡ ❞-♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥$#❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣$❡✉# ❞❡ ❧✬■; ❡$ ❧❡ ❢❛❜#✐❝❛♥$ ❞❡ ❧❛ ❝❛#$❡✳

❈✬❡+$ ❞❛♥+ ❝❡ ❝❛❞#❡ @✉❡ +✬✐♥+❝#✐✈❡♥$ ❧❡+ $#❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡$$❡ $❤)+❡ ❞-✈❡❧♦♣♣-❡ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦#❛$✐♦♥

❛✈❡❝ ❧❡ ❧❡❛❞❡# ❡✉#♦♣-❡♥ ❞❡ ❢❛❜#✐❝❛$✐♦♥ ❞❡ ❝❛#$❡+ ✿ ■♥$❡#❢❛❝❡ ❈♦♥❝❡♣$✳ ❉❛♥+ ❝❡$$❡ ❞✐++❡#$❛$✐♦♥✱ ♥♦✉+

✈✐+♦♥+ 6 ♣#♦♣♦+❡# ❞❡+ ✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥+ ♥✉♠-#✐@✉❡+ ❞❡+ ❛❧❣♦#✐$❤♠❡+ ♦♣$✐@✉❡+ ❞❡ $#❛✐$❡♠❡♥$ ❞✬✐♠❛❣❡+✳

;♦✉# ❝❡$$❡ ✜♥✱ ♥♦✉+ ♥♦✉+ +♦♠♠❡+ ❢♦❝❛❧✐+-+✱ ❞❛♥+ ✉♥❡ ♣#❡♠✐)#❡ ♣❤❛+❡✱ 6 ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ ♦♣$✐✲

♠✐+-❡ ❞❡+ ■; ❞❡ $#❛✐$❡♠❡♥$ ❞✬✐♠❛❣❡+ ❡$ ❞❡ +✐❣♥❛❧ $❡❧+ @✉❡ ❧✬■; ❞❡ ❧❛ $#❛♥+❢♦#♠-❡ ❞❡ ❋♦✉#✐❡# ✭■;

❋❋❚✮ ❡$ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ $#❛♥+❢♦#♠-❡ ❡♥ ❈♦+✐♥✉+ ❞✐+❝#❡$ ✭■; ❉❈❚✮✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡+ ❞❡✉①

$#❛♥+❢♦#♠❛$✐♦♥+ ❡+$ ❥✉+$✐✜- ♣❛# ❧✬✉$✐❧✐+❛$✐♦♥ ♠❛++✐✈❡ ❞❡ ❝❡+ ❞❡✉① $#❛♥+❢♦#♠-❡+ ✭❋❋❚ ❡$ ❉❈❚✮✱

❞❛♥+ ❧❡+ ❛❧❣♦#✐$❤♠❡+ ❞❡ #❡❝♦♥♥❛✐++❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦#♠❡+ ❡$ ❞❡ ❝♦♠♣#❡++✐♦♥✱ #❡+♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$✳ ❉❛♥+ ❧❛

❞❡✉①✐)♠❡ ♣❤❛+❡✱ ♥♦✉+ ♥♦✉+ +♦♠♠❡+ ✐♥$-#❡++-+ 6 ❞❡+ ✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥+ ♥✉♠-#✐@✉❡+ ❞❡ ❝❡+ ❛♣♣❧✐❝❛✲

$✐♦♥+ ❞❡ $#❛✐$❡♠❡♥$ ❞✬✐♠❛❣❡+✳ ❈❡+ ✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥+ ♦♥$ -$- #-❛❧✐+-❡+ ❡♥ ✉$✐❧✐+❛♥$ ❞✬❛❜♦#❞ ❞❡+ ●;❯

✧●#❛♣❤✐❝❛❧ ;#♦❝❡++✐♥❣ ❯♥✐$✧ ❡$ ❡♥+✉✐$❡ ❞❡+ ❋;●❆ ❡♥ ✐♥+$❛♥❝✐❛♥$ ❧❡+ ■; ♣#♦♣♦+-❡+✳ ❆✐♥+✐✱ ❧❡ ❜✉$

❡+$ ❞♦✉❜❧❡ ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛#$ ♥♦✉+ ♣#♦♣♦+♦♥+ ❞❡+ ■; ❣-♥-#✐@✉❡+ ❡$ ♦♣$✐♠✐+-❡+ @✉✐ ♣❡✉✈❡♥$ S$#❡ ✉$✐❧✐+-❡+

❞❛♥+ ❞❡ ♥♦♠❜#❡✉+❡+ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥+✳ ❉✬❛✉$#❡ ♣❛#$✱ ♥♦✉+ ✈✐+♦♥+ 6 ❛❝❝-❧-#❡# ❧❡ $❡♠♣+ ❞✬❡①-❝✉$✐♦♥ ❞❡+

❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥+ ❞❡ $#❛✐$❡♠❡♥$ ❞✬✐♠❛❣❡+ @✉❛♥❞ ❡❧❧❡+ +♦♥$ ✐♠♣❧❛♥$-❡+ +✉# ❧❡+ ♥♦✉✈❡❧❧❡+ ❣-♥-#❛$✐♦♥+ ❞❡

❝✐#❝✉✐$+ ♣#♦❣#❛♠♠❛❜❧❡+ ❛✜♥ ❞❡ +❡ #❛♣♣#♦❝❤❡# ❞❡ ❧❛ #❛♣✐❞✐$- ❞❡+ ❝♦♠♣♦+❛♥$+ ♦♣$✐@✉❡+✳

❈❡ ♠-♠♦✐#❡ ❡+$ ♦#❣❛♥✐+- ❡♥ $#♦✐+ ♣❛#$✐❡+✳

▲❛ ♣#❡♠✐)#❡ ♣❛#$✐❡ ❡①♣♦+❡ ❧❡ ❝♦♥$❡①$❡ ❞❡ ❝❡ $#❛✈❛✐❧✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ♥♦✉+ -$✉❞✐♦♥+ ❞❛♥+ ✉♥❡ ♣#❡♠✐)#❡

♣❤❛+❡ ❧❡+ ❞✐✛-#❡♥$+ ❛❧❣♦#✐$❤♠❡+ ♦♣$✐@✉❡+ ❞❡ $#❛✐$❡♠❡♥$ ❞✬✐♠❛❣❡+ ❡♠♣❧♦②-+ ❞❛♥+ ❝❡$$❡ $❤)+❡✳ ◆♦✉+

♥♦✉+ ✐♥$-#❡++♦♥+ ♣❧✉+ ♣❛#$✐❝✉❧✐)#❡♠❡♥$ ❛✉① ❛❧❣♦#✐$❤♠❡+ ❞❡ #❡❝♦♥♥❛✐++❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦#♠❡+ ❡$ ❞❡ ❝♦♠✲

♣#❡++✐♦♥ ♦♣$✐@✉❡✳ ❊♥+✉✐$❡✱ ❞❛♥+ ✉♥❡ ❞❡✉①✐)♠❡ ♣❤❛+❡✱ ♥♦✉+ ♥♦✉+ ❢♦❝❛❧✐+♦♥+ +✉# ❧❡+ ♣#♦❣#)+ ❞❡ ❧❛

♠✐❝#♦-❧❡❝$#♦♥✐@✉❡ ✭❝❛♣❛❝✐$- ❞❡+ ❝✐#❝✉✐$+ 6 ✐♥$-❣#❡# ✉♥ ❣#❛♥❞ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ $#❛♥+✐+$♦#+✱ -✈♦❧✉$✐♦♥ ❞❡+

❢#-@✉❡♥❝❡+ ❞❡ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡♠❡♥$✮✳ ◆♦✉+ +♦✉❧✐❣♥♦♥+ ❧❡ ❢❛✐$ @✉❡ ❧❡+ ❝✐❜❧❡+ ♣#♦❣#❛♠♠❛❜❧❡+ ♦♥$ ♣#♦✜$-

❞❡ ❝❡+ ❛✈❛♥❝-+ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐@✉❡+✳ ;❧✉+ ♣❛#$✐❝✉❧✐)#❡♠❡♥$✱ ♥♦✉+ ♥♦✉+ ✐♥$-#❡++♦♥+ 6 ❧✬❛#❝❤✐$❡❝$✉#❡ ❡$

❛✉ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡♠❡♥$ ❞❡ ❞❡✉① ❝✐❜❧❡+ ✿ ❧❡+ ❋;●❆ ❡$ ❧❡+ ●;❯✳ ◆♦✉+ $❡#♠✐♥♦♥+ ❝❡ ❝❤❛♣✐$#❡ ♣❛# ✉♥❡

-$✉❞❡ ♣♦#$❛♥$ +✉# ❧❡+ ♣♦++✐❜✐❧✐$-+ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ ♥✉♠-#✐@✉❡ ❞❡+ ❛❧❣♦#✐$❤♠❡+ ❞❡ $#❛✐$❡♠❡♥$

❞✬✐♠❛❣❡+ ✉$✐❧✐+-+ ❞❛♥+ ❝❡$$❡ $❤)+❡✳

▲❛ ❞❡✉①✐)♠❡ ♣❛#$✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠-♠♦✐#❡ ❡+$ ❞-❞✐-❡ 6 ❧❛ ♣#♦♣♦+✐$✐♦♥ ❞❡+ ■; ♦♣$✐♠✐+-❡+ ♣♦✉# ❧❡ $#❛✐✲

$❡♠❡♥$ ❞❡ +✐❣♥❛❧ ❡$ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❉❛♥+ ❧❡ ♣#❡♠✐❡# ❝❤❛♣✐$#❡ ❞❡ ❝❡$$❡ ♣❛#$✐❡✱ ♥♦✉+ ♥♦✉+ ✐♥$-#❡++♦♥+

6 ❧✬■; ❋❋❚✳ ❉✬❛❜♦#❞✱ ♥♦✉+ ❞-$❛✐❧❧♦♥+ ❧❡ ♣#✐♥❝✐♣❡ ❡$ ❧✬✐♥$-#S$ ❞❡ ❧❛ $#❛♥+❢♦#♠-❡ ❞❡ ❋♦✉#✐❡#✳ ❊♥✲

+✉✐$❡✱ ♥♦✉+ ♣#-+❡♥$♦♥+ ♥♦$#❡ ❝♦♥❝❡♣$✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥$❡ ❛❧❣♦#✐$❤♠❡✲❛#❝❤✐$❡❝$✉#❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❜❛+-❡ +✉# ❧❡

♣❛#$❛❣❡ ❞✬-❧-♠❡♥$+ ❞❡ ♠-♠♦#✐+❛$✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉+ ✜♥✐++♦♥+ ❝❡ ❝❤❛♣✐$#❡ ♣❛# ♣#-+❡♥$❡# ❧❡+ #-+✉❧$❛$+

❞✬✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ ❡♥ ❧❡+ ❝♦♠♣❛#❛♥$ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡+ ■; ❝♦♠♠❡#❝✐❛❧❡+ ❡$ ❞❡+ ❛#❝❤✐$❡❝$✉#❡+ ♣#♦♣♦+-❡+

❞❛♥+ ❧❛ ❧✐$$-#❛$✉#❡✳ ▲❡ +❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐$#❡ ❞❡ ❝❡$$❡ ♣❛#$✐❡ ❡+$ ❝♦♥+❛❝#- 6 ❧❛ ❝♦♥❝❡♣$✐♦♥ ❞❡ ❧✬■; ♦♣$✐✲

♠✐+-❡ ♣♦✉# ❧❛ ❉❈❚✳ ❆♣#)+ ❛✈♦✐# ♣#-+❡♥$- ❧❡ ♣#✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ $#❛♥+❢♦#♠❛$✐♦♥ ❡♥ ❝♦+✐♥✉+ ❞✐+❝#)$❡ ❡♥

♠❡$$❛♥$ ❧✬❛❝❝❡♥$ +✉# +♦♥ ✉$✐❧✐$-✱ ♥♦✉+ ❞-❝#✐✈♦♥+ ❧✬❛#❝❤✐$❡❝$✉#❡ -✈♦❧✉$✐✈❡ ♣#♦♣♦+-❡ ♣♦✉# ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡+ ❝♦❡✣❝✐❡♥$+ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉✳ ◆♦✉+ ✜♥✐++♦♥+ ❝❡ ❝❤❛♣✐$#❡ ♣❛# ♣#-+❡♥$❡# ❧❛ ♣♦++✐❜✐❧✐$- ❞✬❡①♣❧♦✐$❡#

❧✬■; ♣#♦♣♦+-❡ ♣❛# ♣❧✉+✐❡✉#+ +$❛♥❞❛#❞+ ❞❡ ❝♦♠♣#❡++✐♦♥+ ❞✬✐♠❛❣❡+ ❡$ ❞❡ ✈✐❞-♦✳

▲❛ $#♦✐+✐)♠❡ ❡$ ❞❡#♥✐)#❡ ♣❛#$✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❡$$❡ $❤)+❡ ❞-❝#✐$ ❧❡+ #-+✉❧$❛$+ ❞❡+ ♠❡+✉#❡+ #-❛❧✐+-❡+ ❞❛♥+

❧❡+ ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❧✬❡♥$#❡♣#✐+❡ ■♥$❡#❢❛❝❡ ❈♦♥❝❡♣$ ❧♦#+ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ ❞❡+ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥+ ❞❡ $#❛✐$❡♠❡♥$

❞✬✐♠❛❣❡+ ❡$ ❞❡ +✐❣♥❛❧ ❡♥ ✉$✐❧✐+❛♥$ ❧❡+ ■; ❋❋❚ ❡$ ❉❈❚ ♣#♦♣♦+-❡+ ❞❛♥+ ❧❛ ♣❛#$✐❡ ♣#-❝-❞❡♥$❡✳ ❉❛♥+ ❧❡

♣#❡♠✐❡# ❝❤❛♣✐$#❡✱ ♥♦✉+ ✈❛❧✐❞♦♥+✱ ❧❡ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬■; ❋❋❚ ♣#♦♣♦+-❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜❛♥❝ ❞-❝#✐✈❛♥$

✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡ ♥✉♠-#✐+❛$✐♦♥✳ ❊♥+✉✐$❡✱ ♥♦✉+ ♣#-+❡♥$♦♥+ ❧✬✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❞❡ ❣✉❡##❡

-❧❡❝$#♦♥✐@✉❡ ✉$✐❧✐+❛♥$ ♥♦$#❡ ■; ❋❋❚✳ ◆♦✉+ ♠❡$$♦♥+ ❧✬❛❝❝❡♥$ +✉# ❧✬❛✈❛♥$❛❣❡ ❞❡ ❧✬■; ♣#♦♣♦+-❡ ♣❛#

#❛♣♣♦#$ ❛✉① ■; ❝♦♠♠❡#❝✐❛❧❡+ ❡♥ +❡ ❜❛+❛♥$ +✉# ❞❡+ ❝#✐$)#❡+ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐@✉❡+ $❡❧+ @✉❡ ❧❡+ #❛♣♣♦#$+

+✉#❢❛❝❡✲$❡♠♣+ ❡$ ❝♦♥+♦♠♠❛$✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐++❛♥❝❡ ♠❡+✉#-❡✳ ❉❛♥+ ❧❡ ❝❤❛♣✐$#❡ +✉✐✈❛♥$✱ ♥♦✉+ #-❛❧✐+♦♥+
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✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ ♥✉♠+,✐-✉❡ ❞❡/ ❛❧❣♦,✐)❤♠❡/ ♦♣)✐-✉❡/ ❞❡ ❧❛ ,❡❝♦♥♥❛✐//❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐/❛❣❡✳ ❉❛♥/ ✉♥

♣,❡♠✐❡, )❡♠♣/✱ ♥♦✉/ ✉)✐❧✐/♦♥/ ❧✬■9 ❋❋❚ ♣♦✉, ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ /✉, ❋9●❆ ❞❡ ❧❛ )❡❝❤♥✐-✉❡ ❞❡

❝♦,,+❧❛)✐♦♥✳ ❊♥/✉✐)❡✱ ♥♦✉/ ♣,♦♣♦/♦♥/ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦,✐)❤♠❡ ♦♣)✐♠✐/+ ♣♦✉, ❧❛ ,❡❝♦♥♥❛✐//❛♥❝❡ ❞❡
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❞❡ ,+❞✉✐,❡ ❧❡ )❡♠♣/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡) ❛❧❣♦,✐)❤♠❡ ❛ +)+ ✐♠♣❧❛♥)+ /✉, ●9❯ ❡♥ ✉)✐❧✐/❛♥) ❞✬❛❜♦,❞ ❞❡/

✐♠❛❣❡/ ✜①❡/ ❡) ❡♥/✉✐)❡✱ ✉♥ ✢✉① ✈✐❞+♦ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛❞,❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❞❡ ,❡❝♦♥♥❛✐//❛♥❝❡ ❡♥ )❡♠♣/

,+❡❧✳ ◆♦✉/ )❡,♠✐♥♦♥/ ❝❡))❡ ♣❛,)✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡,♥✐❡, ❝❤❛♣✐),❡ ♣,+/❡♥)❛♥) ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ /✉, ❋9●❆

❞❡ ❧❛ ♥♦,♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣,❡//✐♦♥ ❏9❊● ❡♥ ♣,♦♣♦/❛♥) ✉♥❡ ❛,❝❤✐)❡❝)✉,❡ ❜❛/+❡ /✉, ❧❛ -✉❛♥)✐✜❝❛)✐♦♥

/+❧❡❝)✐✈❡ ❛✜♥ ❞❡ ,+❞✉✐,❡ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞✬♦♣+,❛)❡✉,/ ,+❛❧✐/+/✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉/✐♦♥ ✈✐❡♥) ❝❧J)✉,❡, ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥) ❞❛♥/ ❧❡ ❜✉) ❞❡ ,+/✉♠❡, ❧❡/ ,+/✉❧)❛)/

♦❜)❡♥✉/ ♣❡♥❞❛♥) ❝❡))❡ )❤K/❡ ❡) ❞❡ ♣,+/❡♥)❡, ♥♦/ ♣❡,/♣❡❝)✐✈❡/ ❞❛♥/ ❧❡ ❝♦✉,)✱ ♠♦②❡♥ ❡) ❧♦♥❣ )❡,♠❡/✳
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❬✸❪✳
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❈♦♥.✐❞*$♦♥. t ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬❡♥)$*❡ ❞✉ ❝♦$$*❧❛)❡✉$ ❏❚❈✱ ❝❡ ♣❧❛♥ .✬*❝$✐) .♦✉. ❧❛ ❢♦$♠❡ ✿

t(i, j) = o(i+ d, j) + r(i− d, j) ✭✶✳✷✮

❖E o(i+ d, j) $❡♣$*.❡♥)❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥)$*❡ ❡) r(i− d, j) $❡♣$*.❡♥)❡ ❧✬✐♠❛❣❡ $*❢*$❡♥❝❡✱ d ❡.) ✉♥❡

❞✐.)❛♥❝❡ ❞❡ ❞*❝❛❧❛❣❡ ❡♥)$❛✐♥❛♥) ❧❡ ❞*❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❡) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ $*❢*$❡♥❝❡ ❞❛♥. ❧❡ ♣❧❛♥

❞✬❡♥)$*❡✳ ▲❡ .♣❡❝)$❡ ❞❡ ❝❡ ♣❧❛♥ ❡.) ❞♦♥♥* ♣❛$ ❧✬*G✉❛)✐♦♥ ✿
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❞❡✉① ♣❧❛♥. .♦♥) ✐❧❧✉.)$*. .✉$ ❧❛ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✹✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ❧❛ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✹✭❛✮ ❝♦♥)✐❡♥) ✉♥ ♣✐❝ ❛✉ ❝❡♥)$❡
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❞❡ ❝♦$$*❧❛)✐♦♥ .✬❡①♣❧✐G✉❡ ♣❛$ ❧❛ $❡..❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❛♥. ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❡) ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡

$*❢*$❡♥❝❡✳
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✶✳✷✳✸✳✶ $%✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣%❡00✐♦♥

▲❛ ❝♦♠♣$❡..✐♦♥ ❡.) ✉♥❡ ♦♣*$❛)✐♦♥ G✉✐ ❝♦♥.✐.)❡ R $*❞✉✐$❡ ❧❛ G✉❛♥)✐)* ❞✬✐♥❢♦$♠❛)✐♦♥ ✉)✐❧❡ R ❧❛
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♦✉ ♣♦✉$ $❡♣$*.❡♥)❡$ ❛♣♣$♦①✐♠❛)✐✈❡♠❡♥) ❝❡. ❞♦♥♥*❡. ✭❝♦♠♣$❡..✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣❡$)❡✮✳ ▲✬✉)✐❧✐.❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝♦♠♣$❡..✐♦♥ ❡.) ❞❡✈❡♥✉❡ ✉♥ ❢❛❝)❡✉$ *❝♦♥♦♠✐G✉❡ ♣♦✉$ ❧✬❛$❝❤✐✈❛❣❡ ♦✉ ❧❛ )$❛♥.♠✐..✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡.✳

❈❡))❡ ♦♣*$❛)✐♦♥ ❡.) .♦✉✈❡♥) $*❛❧✐.*❡✱ ❡♥ ❛✈❛❧✱ ✉♥✐G✉❡♠❡♥) ❛♣$I. ✉♥❡ ❝♦♥✈❡$.✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡

❛♥❛❧♦❣✐G✉❡ ❡♥ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✉♠*$✐G✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥)✱ R ❧✬♦$✐❣✐♥❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡.) ♦♣)✐G✉❡✱ ❝❡ G✉✐ ❛ ❛♠❡♥*

✉♥❡ ♣❛$)✐❡ ❞❡. ♦♣)♦*❧❡❝)$♦♥✐❝✐❡♥. R .✬✐♥)*$❡..❡$ ❛✉① )❡❝❤♥✐G✉❡. ❞❡ ❝♦♠♣$❡..✐♦♥ ♥✉♠*$✐G✉❡ ❧❡. ♣❧✉.

♣❡$❢♦$♠❛♥)❡. ❡) ❛✉① ♣♦..✐❜✐❧✐)*. ❞❡ ❧❡. ✐♠♣❧❛♥)❡$ ♣❛$ ❞❡. ♠♦②❡♥. ♦♣)✐G✉❡.✳

❉❛♥. ♥♦)$❡ *G✉✐♣❡ ✈✐.✐♦♥ ♥♦✉. ❛✈♦♥. ❞*✈❡❧♦♣♣* ✉♥❡ ♣$❡♠✐I$❡ ❛♣♣$♦❝❤❡ ✐♠♣❧❛♥)❛♥) ♦♣)✐G✉❡✲

♠❡♥) ❧❛ ❝♦♠♣$❡..✐♦♥ ❏>❊● .✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉)$❡ ❛♣♣$♦❝❤❡ ♣♦✉$ ✐♠♣❧❛♥)❡$ ❏>❊● ✷✵✵✵ ❬✶❪✳ ❈✬❡.)

♣♦✉$ ❝❡))❡ $❛✐.♦♥ G✉❡ ♥♦✉. ♥♦✉. ✐♥)*$❡..♦♥. ❞❛♥. ❝❡ ❝❤❛♣✐)$❡ R ❝❡. ✐♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥. ♦♣)✐G✉❡.✳
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❉✐+❝0H/❡ ✭❉❈❚ ✧❉✐+❝0❡/❡ ❈♦+✐♥❡ ❚0❛♥+❢♦0♠✧✮✳ (❛0 ❝♦♥+1L✉❡♥/✱ ❧✬✐♠♣❧❛♥/❛/✐♦♥ ♦♣/✐L✉❡ ❞❡ ❧✬❛0❝❤✐✲



✶✷ ❈❍❆#■❚❘❊ ✶

"❡❝"✉&❡ ❞❡ ❝♦♠♣&❡++✐♦♥ ❏/❊● ❞♦✐" ♣❛++❡& ❞✬❛❜♦&❞ ♣❛& ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥"❛"✐♦♥ ♦♣"✐6✉❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚✳ ❊♥

❡✛❡"✱ ✈✉❡ ❧❛ +✐♠♣❧✐❝✐"> ❛✈❡❝ ❧❛ 6✉❡❧❧❡ ❧❡+ ♦♣"✐❝✐❡♥+ &>❛❧✐+❡♥" ✉♥❡ ❚❋ ❡♥ ✉"✐❧✐+❛♥" ✉♥❡ +✐♠♣❧❡ ❧❡♥"✐❧❧❡

❝♦♥✈❡&❣❡♥"❡✱ ❡" ❧❡+ +✐♠✐❧✐"✉❞❡+ ❡♥"&❡ ❧❛ ❚❋ ❡" ❧❛ ❉❈❚✱ ❧✬✐♠♣❧❛♥"❛"✐♦♥ ♦♣"✐6✉❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ♣❡✉"

A"&❡ &>❛❧✐+>❡ ❡♥ +❡ ❜❛+❛♥" +✉& ❧❡+ ♣&♦♣&✐>">+ ❞❡ ❧❛ ❚❋ ♦♣"✐6✉❡✳

❆♣&C+ ❛✈♦✐& ♠♦♥"&> ❧❛ ♣♦++✐❜✐❧✐"> ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥"❛"✐♦♥ ♦♣"✐6✉❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❡♥ ✉"✐❧✐+❛♥" ✉♥❡ ❚❋✱

❧❛ &>❛❧✐+❛"✐♦♥ ♦♣"✐6✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦&✐"❤♠❡ ❏/❊● ❡+" ❞>+♦&♠❛✐+ ♣♦++✐❜❧❡ ✭+❛✉❢ ♣♦✉& ❧✬>"❛♣❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡

❡♥"&♦♣✐6✉❡✮✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❧❡ +②♥♦♣"✐6✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥"❛"✐♦♥ ♦♣"✐6✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣&❡++✐♦♥ ❏/❊● ♣&♦♣♦+>

♣❛& ❬✶❪ ❡+" ♣&>+❡♥"> ❞❛♥+ ❧❛ ❋✐❣✉&❡ ✶✳✻✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✻ ✕ ❙②♥♦♣"✐6✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣&❡++✐♦♥ ♦♣"✐6✉❡ ❏/❊●

▲❛ ♣&❡♠✐C&❡ >"❛♣❡ ❞❡ ❝❡""❡ ❛&❝❤✐"❡❝"✉&❡ ❝♦♥+✐+"❡ O ❞✉♣❧✐6✉❡& ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥"&>❡ ❝♦♠♣♦+>❡ ❞❡

✭N × N✮ ♣✐①❡❧+ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐C&❡ +♣>❝✐✜6✉❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜"❡♥✐& ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ Ĩ(2N × 2N) ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡+"

♠♦♥"&> +✉& ❧❛ ❋✐❣✉&❡ ✶✳✻ ✭❜✮✳ ▲❛ ♣❤❛+❡ +✉✐✈❛♥"❡ ❝♦♥+✐+"❡ O &>❛❧✐+❡& ❧❛ ❚❋ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ Ĩ✭2N×2N✮ ❡♥

✉"✐❧✐+❛♥" ✉♥❡ ❧❡♥"✐❧❧❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥"❡ L1 ✭❋✐❣✉&❡ ✶✳✻✭❝✮✮✳ /❛& ❧❛ +✉✐"❡✱ ❧❡ +♣❡❝"&❡ ♦❜"❡♥✉ +❡&❛ ♠✉❧"✐♣❧✐>

♣❛& ♣❧✉+✐❡✉&+ ❤♦❧♦❣&❛♠♠❡+ ❞❡ ❝♦♠♣&❡++✐♦♥✳ ◗✉❛"&✐C♠❡♠❡♥"✱ ❡" ❛✜♥ ❞❡ ♥♦&♠❛❧✐+❡& ❧❡+ ❝♦❡✣❝✐❡♥"+✱

❧❡ &>+✉❧"❛" ♦❜"❡♥✉ +❡&❛ ♠✉❧"✐♣❧✐> ♣❛& ✉♥ ❛✉"&❡ ❤♦❧♦❣&❛♠♠❡ ❞✬❛♠♣❧✐"✉❞❡ ✭❋✐❣✉&❡ ✶✳✻✭❢✮✮✳ ▲❡ &>+✉❧✲

"❛" ❞❡ ❝❡""❡ ♠✉❧"✐♣❧✐❝❛"✐♦♥ &❡♣&>+❡♥"❡ ❡①❛❝"❡♠❡♥" ❧❛ ❉❈❚ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ &>♣❧✐6✉>❡ ✭❋✐❣✉&❡ ✶✳✻✭❜✮✮✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥"✱ ❧❡ &>+✉❧"❛" ♦❜"❡♥✉ ❡+" ♠✉❧"✐♣❧✐> ♣❛& ✉♥ ✜❧"&❡ ♣❛++❡✲❜❛+ ✭♠❛+6✉❡ ❋✐❣✉&❡ ✶✳✻✭❡✮✮ ♣♦✉&

+>❧❡❝"✐♦♥♥❡& ❧❡+ ✐♥❢♦&♠❛"✐♦♥+ ♣❡&"✐♥❡♥"❡+ ❡" ❛✐♥+✐ ✜❧"&❡& ❧❡+ ✐♥❢♦&♠❛"✐♦♥+ &❡❞♦♥❞❛♥"❡+✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉+

♣❡&♠❡" ❞❡ &>❛❧✐+❡& ♦♣"✐6✉❡♠❡♥" ❧❡+ ❞❡✉① >"❛♣❡+ ❧❡+ ♣❧✉+ ✐♠♣♦&"❛♥"❡+ ❞❛♥+ ❧❛ ♠>"❤♦❞❡ ❏/❊● O

+❛✈♦✐& ✿ ❧❛ ❉❈❚ ❡" ❧❡ ✜❧"&❛❣❡ ♦♣"✐6✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥"&>❡ ✭❋✐❣✉&❡ ✶✳✻✭❣✮✮✳ ❈❡""❡ ❞❡&♥✐C&❡✱ ❞❡ "❛✐❧❧❡

✭c× c✮ ♣✐①❡❧+✱ ❝♦♥"✐❡♥" ❧❡+ ❞♦♥♥>❡+ O "&❛♥+♠❡""&❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ "&❛♥+♠✐++✐♦♥ ♦✉ O +"♦❝❦❡& +✉&

✉♥ +✉♣♣♦&" ❞❡ +"♦❝❦❛❣❡✳ ❆✐♥+✐ ❡♥ ♣❛&"❛♥" ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥"&>❡ ✭N × N✮ ♣✐①❡❧+✱ ♥♦✉+ ♦❜"❡♥♦♥+

✉♥ +♣❡❝"&❡ ✭c× c✮ ♣✐①❡❧+ &>❡❧+✳

✶✳✷✳✸✳✸ ❉%❝♦♠♣*❡,,✐♦♥ ♦♣/✐0✉❡ ❏3❊●

❉✉ ❝W"> ❞✉ &>❝❡♣"❡✉&✱ ❧❡+ ❞♦♥♥>❡+ "&❛♥+♠✐+❡+ ✭✭c × c✮ ♣✐①❡❧+✮ ❞♦✐✈❡♥" A"&❡ ❞>❝♦♠♣&❡++>❡+

♦♣"✐6✉❡♠❡♥" ♣♦✉& &❡❝♦♥+"✐"✉❡& ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣&✐♠>❡✳ ❈❡""❡ ❞>❝♦♠♣&❡++✐♦♥ ❝♦♥+✐+"❡ O ❢❛✐&❡ ❞❛♥+

❧✬♦&❞&❡ ✐♥✈❡&+❡ ❧❡+ ❞✐✛>&❡♥"❡+ >"❛♣❡+ &>❛❧✐+>❡+ ❧♦&+ ❧❛ ❝♦♠♣&❡++✐♦♥✳ ▲❡ ❞✐❛❣&❛♠♠❡ ✐❧❧✉+"&> +✉& ❧❛

❋✐❣✉&❡ ✶✳✼ ❡" ♣&♦♣♦+> ♣❛& ❬✶❪✳

▲❛ ♣&❡♠✐C&❡ >"❛♣❡ ❝♦♥+✐+"❡ O &❡❝♦♥+"✐"✉❡& ❧❡ +♣❡❝"&❡ ❝♦♠♣&❡++> +♦✉+ ❧❛ ❢♦&♠❡ ♣&>+❡♥">❡ ✭❋✐❣✉&❡

✶✳✼✭❜✮✮✱ ❝✬❡+"✲O✲❞✐&❡✱ ✉♥❡ ♣❤❛+❡ ❞❡ &❡♠♣❧✐++❛❣❡ ♣❛& ❞❡+ ③>&♦+✳ ❊♥+✉✐"❡✱ ❧❡ +♣❡❝"&❡ &❡❝♦♥+"&✉✐" +❡&❛

♠✉❧"✐♣❧✐> ♣♦✐♥" ♣❛& ♣♦✐♥" ♣❛& ❧❡+ ❤♦❧♦❣&❛♠♠❡+ ✐♥✈❡&+❡+ ❞❡ ❧✬>"❛♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣&❡++✐♦♥ ✭❋✐❣✉&❡ ✶✳✼✭❝✮

❡" ❋✐❣✉&❡ ✶✳✼✭❞✮✮✳ ▲❡ &>+✉❧"❛" ❞❡ ❝❡""❡ ♠✉❧"✐♣❧✐❝❛"✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ +♣❡❝"&❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣&❡++>❡

✭I✭2N × 2N✮✮ ♣✐①❡❧+ ♠❛✐+ ✜❧"&> ✭❋✐❣✉&❡ ✶✳✼✭❡✮✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥" ✉♥❡ "&❛♥+❢♦&♠>❡ ❞❡ ❋♦✉&✐❡& ✐♥✈❡&+❡

♦♣"✐6✉❡✱ ♦❜"❡♥✉❡ ❡♥ ✉"✐❧✐+❛♥" ✉♥❡ +✐♠♣❧❡ ❧❡♥"✐❧❧❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥"❡ ✧L2✧ &>❛❧✐+❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉♣❧✐6✉>❡ ✧Ĩ ′✧
❝♦♠♠❡ ♣&>+❡♥"> ❞❛♥+ ❧❛ ❋✐❣✉&❡ ✶✳✼✭❢✮✳ ❯♥ +✐♠♣❧❡ ♠❛+6✉❡ ❡+" ✉"✐❧✐+> ♣♦✉& ♦❜"❡♥✐& ✉♥ ❞❡+ 6✉❛"&❡

6✉❛❞&❛♥"+ ❞♦♥♥❛♥" ❧✬✐♠❛❣❡ ♦&✐❣✐♥❛❧❡ ❞>❝♦♠♣&✐♠>❡ ✭❋✐❣✉&❡ ✶✳✼✭❝✮✮✳



✶✳✷✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❖+❚■◗❯❊ ❉❊ ▲✬■◆❋❖❘▼❆❚■❖◆ ✶✸

❋✐❣✉$❡ ✶✳✼ ✕ ❙②♥♦♣*✐,✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞2❝♦♠♣5❡66✐♦♥ ♦♣*✐,✉❡ ❏8❊●

✶✳✷✳✸✳✹ ❈♦♠♣)❡++✐♦♥ ❏/❊●✷✵✵✵

❇✐❡♥ ,✉✬✐❧ 6♦✐* *5=6 ✉*✐❧✐62 ❞❛♥6 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣5❡66✐♦♥ ❞❡6 ✐♠❛❣❡6 ✜①❡6✱ ❧❡ 6*❛♥❞❛5❞

❏8❊● ♣526❡♥*❡ ♣❧✉6✐❡✉56 ❧✐♠✐*❡6 ❡66❡♥*✐❡❧❧❡♠❡♥* ❝❛✉62❡6 ♣❛5 ❧❛ ❚5❛♥6❢♦5♠❛*✐♦♥ ❡♥ ❈♦6✐♥✉6 ❉✐6✲

❝5=*❡✳ ❈❡6 ❧✐♠✐*❡6 ♣❡✉✈❡♥* H*5❡ 526✉♠2❡6 ❡♥ ✿

✕ ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐6❡ ,✉❛❧✐*2 ✈✐6✉❡❧❧❡ J ❢♦5* *❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣5❡66✐♦♥ ✭❡✛❡* ♠♦6❛M,✉❡✮✳

✕ ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐6❡ ❝♦♠♣5❡66✐♦♥ ❞❡6 ✐♠❛❣❡6 ❛✈❡❝ ❞✉ *❡①*❡ ❝❛5 ❧❡ 6*❛♥❞❛5❞ ❝♦♠♣5❡66❡ ♠❛❧ ❧❡6

❤❛✉*❡6 ❢52,✉❡♥❝❡6 6♣❛*✐❛❧❡6✱ ❝✬❡6* J ❞✐5❡ ❧❡6 ❝♦♥*♦✉56✳

8♦✉5 ❝❡❧❛ ✐❧ 2*❛✐* ♥2❝❡66❛✐5❡ ❞❡ *5♦✉✈❡5 ❞✬❛✉*5❡6 ❛❧❣♦5✐*❤♠❡6 ❞❡ ❝♦♠♣5❡66✐♦♥ ❜❛626 6✉5 ✉♥❡

*5❛♥6❢♦5♠❛*✐♦♥ ♣❧✉6 ❛♣♣5♦♣5✐2❡✳ 8❛5♠✐ ❧❡6 ❞✐✈❡56❡6 ♣♦66✐❜✐❧✐*26✱ ❧❛ *5❛♥6❢♦5♠2❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡**❡6 ❛*✲

*✐5❡✱ ❡♥ ♣❛5*✐❝✉❧✐❡5✱ ❧✬❛**❡♥*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉*2 6❝✐❡♥*✐✜,✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❧❛ *5❛♥6❢♦5♠❛*✐♦♥ ❡♥

♦♥❞❡❧❡**❡6 ❛ *5♦✉✈2 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥6 ♣5❛*✐,✉❡6 ❞❛♥6 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ *5❛✐*❡♠❡♥* ❞❡ 6✐❣♥❛❧
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✺✳✺✷ ✩✳ ❊♥ ✷✵✵✹✱ ❝❡ ♣'✐① ❛ ❛44❡✐♥4 10−12 ✩ ❬✶✽❪✳ ◆7❛♥♠♦✐♥.✱ ❝❡44❡ 7✈♦❧✉4✐♦♥ ❞♦✐4 '❡.♣❡❝4❡' ❧❡.

❧✐♠✐4❡. ♣'❛4✐5✉❡. ✭♣❛' ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ 4❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠7♠♦✐'❡ ♥❡ ❞♦✐4 ♣❛. ❞7♣❛..❡' ✶✹✺ ♠♠
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❞✬✉♥ ♣'♦❝❡++❡✉' ♥❡ ❞♦✐- ♣❛+ ❞/♣❛++❡' ✸✶✵ ♠♠

2
✮ ❬✶✽❪✳ ❙✉✐-❡ 8 ❝❡--❡ /✈♦❧✉-✐♦♥✱ ❧❛ '/❞✉❝-✐♦♥ ❞❡

❧❛ -❛✐❧❧❡ ❞❡+ -'❛♥+✐+-♦'+ ❡+- ❞❡✈❡♥✉❡ ✉♥ ❢❛❝-❡✉' ✐♠♣♦'-❛♥- ❞❛♥+ ❧✬/✈♦❧✉-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ -❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡+

+❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝-❡✉'+ ♣♦✉' ♣❧✉+ ❞❡ ✹✵ ❛♥+✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❣'C❝❡ 8 ❧❛ ❞✐♠✐♥✉-✐♦♥ ❞✉ ❝♦D- ❞❡+ ❢♦♥❝-✐♦♥+

/❧/♠❡♥-❛✐'❡+ ✭❝♦D- ❞✉ ❜✐- ♣❛' ♠/♠♦✐'❡ ♦✉ ❝♦D- ❞✉ ▼■I❙ ✧ ▼✐❧❧✐♦♥ ■♥+-'✉❝-✐♦♥+ ♣❡' ❙❡❝♦♥❞ ✧

♣❛' ♣'♦❝❡++❡✉'✮✱ ❧✬✐♥❞✉+-'✐❡ ❞✉ +❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝-❡✉' ❛ ❛--❡✐♥- ❧❛ ❜❛''❡ ❞❡ ✷✺✵ ❜✐❧❧✐♦♥ ✩ ❞✉ ❝❤✐✛'❡

❞✬❛✛❛✐'❡+ ❝❡ N✉✐ '❡♣'/+❡♥-❡ ✶✻✪ ❞✉ -♦-❛❧ ❞❡ ❧✬/❝♦♥♦♠✐❡ ♠♦♥❞✐❛❧❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉'❡ ✶✳✶✸ '/+✉♠❡ ❧❡ ❝②❝❧❡

❞❡ ❞✬/✈♦❧✉-✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉+-'✐❡ ❞❡+ +❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝-❡✉'+ ❬✶✾❪✳

Miniaturisation
+

Effort de Conception

Investissement

Croissance du
marché

Meilleur performances
+

Coût réduit

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✸ ✕ ❈②❝❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉+-'✐❡ ❞❡+ +❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝-❡✉'+ ❬✶✾❪

❉❛♥+ ❧❛ ❋✐❣✉'❡ ✶✳✶✸✱ ✐❧ ❡+- ♠♦♥-'/ N✉❡ ❧❛ '/❞✉❝-✐♦♥ ❞❡+ -❛✐❧❧❡+ ❞❡+ -'❛♥+✐+-♦'+ ❝♦♠❜✐♥/❡ ❛✈❡❝

❞❡+ ❡✛♦'- ❞❡ ❝♦♥❝❡♣-✐♦♥ ♣❡'♠❡--❡♥- ❧✬❛♠/❧✐♦'❛-✐♦♥ ❞❡+ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡+ ❞❡+ ❝✐'❝✉✐-+ ❛✐♥+✐ N✉❡ ❧❛

'/❞✉❝-✐♦♥ ❞❡+ ❝♦D-+ ❞❡ ❢❛❜'✐❝❛-✐♦♥ ❞❡ ❝❡+ ❝✐'❝✉✐-+✳ ▲❛ '/❞✉❝-✐♦♥ ❞❡+ ❝♦D-+ ❞❡ ❢❛❜'✐❝❛-✐♦♥ ❞❡+

❝✐'❝✉✐-+ /❧❡❝-'♦♥✐N✉❡+ ❡♥❣❡♥❞'❡♥- ❛✐♥+✐ ✉♥❡ ❝'♦✐++❛♥❝❡ ❞❛♥+ ❧❡ ♠❛'❝❤/ ❞❡+ ♣'♦❞✉✐-+ /❧❡❝-'♦♥✐N✉❡

❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❛'✐-✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣'♦❞✉✐-+ ❞❡ +✉'❢❛❝❡+ '/❞✉✐-❡+ ❛++✉'❛♥- ❞❡ ❜♦♥♥❡+ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡+

❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦D- '/❞✉✐-✳ ❈❡ N✉✐ ✈❛ ❛♠❡♥❡' ❧❡+ ❡♥-'❡♣'❡♥❡✉'+ 8 ✐♥✈❡+-✐' ♣❧✉+ ♣♦✉' '/❞✉✐'❡ ❞✬❛✈❛♥-❛❣❡

❧❛ -❛✐❧❧❡ ❞❡+ -'❛♥+✐+-♦'+✳

I❧✉+ ❝♦♥❝'Y-❡♠❡♥-✱ ❝❡ ❝❡'❝❧❡ ✈✐❝✐❡✉① +✬❡+- ♠❛-/'✐❛❧✐+/ 8 -'❛✈❡'+ ❧✬❛♣♣❛'✐-✐♦♥ ❞❡ ✷ ✈♦✐❡+ ❛♣♣❡❧/❡

✧▼♦'❡ ▼♦♦'❡✧ ❡- ✧▼♦'❡ -❤❛♥ ▼♦♦'❡✧✳ ▲❛ ❋✐❣✉'❡ ✶✳✶✹ +♦✉❧✐❣♥❡ ❝❡--❡ /✈♦❧✉-✐♦♥✳

▲❛ ♣'❡♠✐Y'❡ ✈♦✐❡ ❡+- ❛♣♣❡❧/❡ ✧▼♦'❡ ▼♦♦'❡✧ ❝♦♥+✐+-❡ 8 ❧❛ ♠✐♥✐❛-✉'✐+❛-✐♦♥ ❞❡+ -'❛♥+✐+-♦'+

❜❛+/+ +✉' ❧❛ -❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❈▼❖❙ ✭❈♦♠♣❧❡♠❡♥-❛'② ▼❡-❛❧ ❖①✐❞❡ ❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝-♦'✮ ❡♥ ♣❛'-✐❝✉❧✐❡' ❧❛

'/❞✉❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛'❣❡✉' ❞❡ ❧❛ ❣'✐❧❧❡ N✉✐ ❛ ♣✉ ❛--❡✐♥❞'❡ ❧❡+ ✷✷ ♥♠ ❡♥ ✷✵✶✷✳ ❈❡--❡ ♠✐♥✐❛-✉'✐+❛-✐♦♥

♣❡'♠❡- ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥- ❞✬❛✉❣♠❡♥-❡' ❧❡+ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡+ ❞❡+ ❝✐'❝✉✐-+✳

▲❛ ❞❡✉①✐Y♠❡ ✈♦✐❡ ❡+- ✈❡♥✉❡ ♣♦✉' ❢❛✐'❡ ❝♦❡①✐+-❡' ❞❡+ +②+-Y♠❡+ ❤/-/'♦❣Y♥❡+ ❞❛♥+ ❧❛ ♠[♠❡ ♣✉❝❡✳

❆ -'❛✈❡'+ ❝❡--❡ ✈♦✐❡✱ ❧❛ ❝♦✉'+❡ 8 ❧❛ ♠✐♥✐❛-✉'✐+❛-✐♦♥ ♥✬❡+- ♣❛+ ❧✬♦❜❥❡❝-✐❢ ♣'✐♥❝✐♣❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ✐❧

+✬❛❣✐- ✐❝✐ ❞❡ ❞✐✈❡'+✐✜❡' ❧❡+ ❢♦♥❝-✐♦♥+ ❞❛♥+ ✉♥ ♠[♠❡ +②+-Y♠❡ ❡♥ ✉-✐❧✐+❛♥- ❞❡+ ❝♦♠♣♦+❛♥-+ ♣❛++✐❢+✱

❞❡+ ▼❊▼❙ ✧▼✐❝'♦✲❊❧❡❝-'♦✲▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②+-❡♠+✧ ❡- ❞❡+ ❝✐'❝✉✐-+ '❛❞✐♦❢'/N✉❡♥❝❡+✳ ❈❡❝✐ ❛ '❡♥❞✉

♣♦++✐❜❧❡ ❧✬✐♥-/❣'❛-✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉+✐❡✉'+ ❝♦♠♣♦+❛♥-+ +✉' ✉♥❡ +❡✉❧❡ ♣✉❝❡ ❡- ❛ ♣❛'-✐❝✐♣/ 8 ❧❛ ♥❛✐++❛♥❝❡

❞❡+ ❙■I ✧❙②+-❡♠ ✐♥ I❛❝❦❛❣❡✧✳

❉✬❛✉-'❡ ♣❛'-✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐-/ ❝'♦✐++❛♥-❡ ❞❡+ +②+-Y♠❡+ +✉' ♣✉❝❡ '❡♥❞ ❧❡✉' ❝♦♥❝❡♣-✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉+

❡♥ ♣❧✉+ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❈❡❝✐ ♣'♦✈♦N✉❡ ✉♥ /❝❛'- ❞❡ ♣'♦❞✉❝-✐✈✐-/ ✭❞❡+✐❣♥ ♣'♦❞✉❝-✐✈✐-② ❣❛♣✮✳ ❊♥ ❡✛❡-✱

❞❛♥+ ❬✷✵❪ ✐❧ ❛ /-/ ❛♥♥♦♥❝/ N✉❡ ❧❛ ♣'♦❞✉❝-✐✈✐-/ ♥❡ +✉✐- ♣❧✉+ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐-/ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥-'❡ ❧❛

❋✐❣✉'❡ ✶✳✶✺✳ ❈❡- /❝❛'- ❞❡ ♣'♦❞✉❝-✐✈✐-/ '❡♣'/+❡♥-❡ ❧✬/❝❛'- ❡①✐+-❛♥- ❡♥-'❡ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ -'❛♥+✐+-♦'+

N✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉- ♠❡--'❡ +✉' ✉♥❡ ♣✉❝❡ ❡- ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ -'❛♥+✐+-♦'+ ❞✬✉♥ ❝✐'❝✉✐- N✉✬✉♥ ✐♥❣/♥✐❡✉'

♣❡✉- ❝♦♥❝❡✈♦✐' ❡♥ ✉♥❡ ❞✉'/❡ ❞❡ -'❛✈❛✐❧ ❜✐❡♥ ❞/✜♥✐❡✳

❊♥ ❡✛❡-✱ ❧✬■❚❘❙ ❬✷✵❪ ❝♦♥+✐❞Y'❡ N✉❡ ❧✬/❝❛'- ❞❡ ♣'♦❞✉❝-✐✈✐-/ ❡+- ❞D ❡♥ ❣'❛♥❞❡ ♣❛'-✐❡ ❛✉① ♠/✲

-❤♦❞❡+ ❞❡ ✈/'✐✜❝❛-✐♦♥ ❛❝-✉❡❧❧❡+✱ ❜❛+/❡+ ❡++❡♥-✐❡❧❧❡♠❡♥- +✉' ❧❛ +✐♠✉❧❛-✐♦♥✱ N✉✐ ♥/❝❡++✐-❡♥- ✉♥ -❡♠♣+

❡- ❞❡+ ♠♦②❡♥+ ❝♦♥+✐❞/'❛❜❧❡+ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐' ♣'♦❞✉✐'❡ ✉♥ +②+-Y♠❡ ❞❡ N✉❛❧✐-/ ❛❝❝❡♣-❛❜❧❡✳ ❆✜♥ ❞❡



More than Moore : Diversification
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❞❡ ♠❛&'(✐*❡( ❧❛ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥ ❞❡* *②*'1♠❡* ❝♦♠♣❧❡①❡* ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥'❡( ❧❛ ♣(♦❞✉❝'✐✈✐'8✳ ❙♦✉✈❡♥'✱ ❧❡

❝♦❞❡*✐❣♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧✴♠❛'8(✐❡❧ (❡✈✐❡♥' = ❜8♥8✜❝✐❡( ❞❡ ❧❛ *♦✉♣❧❡**❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ '♦✉'

❡♥ ✉'✐❧✐*❛♥' ❧❡ ♠❛'8(✐❡❧ ❝♦♠♠❡ ❛❝❝8❧8(❛'❡✉(✳ ▲❡ ♣(♦❝❡**✉* ❞❡ ❝♦❞❡*✐❣♥ ✐♥❝❧✉' ♣❧✉*✐❡✉(* 8'❛♣❡* ❞❡

❝♦♥❝❡♣'✐♦♥✳ @❛('❛♥' ❞✬✉♥❡ *♣8❝✐✜❝❛'✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ *②*'1♠❡✱ ❧✬❛(❝❤✐'❡❝'✉(❡ *❡(❛ (❛✣♥8❡ ❥✉*D✉✬= ❧❛

❞8✜♥✐'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛(❝❤✐'❡❝'✉(❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡✴♠❛'8(✐❡❧❧❡ ❞❡ (8❛❧✐*❛'✐♦♥ ❬✷✶✱ ✷✷❪✳ ▲❡* 8'❛♣❡* ❞❡ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥

*♦♥' ✿
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▼❛❧❤❡✉&❡✉0❡♠❡♥*✱ ❧✬✉*✐❧✐0❛*✐♦♥ ❞❡0 ❋4●❆ ♣&70❡♥*❡ ❧✬✐♥❝♦♥✈7♥✐❡♥* ♠❛❥❡✉& ❞❡ ❧❛ 0✉&❝♦♥0♦♠✲

♠❛*✐♦♥ ❞✬7♥❡&❣✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉0 ❧❡0 ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡0 ❡♥ *❡&♠❡0 ❞❡ &❛♣✐❞✐*7 ❞❡0 ❝✐&❝✉✐*0 ❋4●❆ 0♦♥*

♠♦✐♥0 ✐♠♣♦&*❛♥*❡0 B✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡0 ❝✐&❝✉✐*0 ❆❙■❈✳

✶✳✸✳✹✳✷ ❈♦♠♣)♦♠✐+ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡✴✢❡①✐❜✐❧✐67✴❝♦♥+♦♠♠❛6✐♦♥

❉❛♥0 ❧❛ ❋✐❣✉&❡ ✶✳✶✼✱ ❧❡0 ❞✐✛7&❡♥*0 ❝✐❜❧❡0 ♣&♦❣&❛♠♠❛❜❧❡0 0♦♥* ❝❧❛007❡0 ♣❛& &❛♣♣♦&* @ ❧❛ &❛♣✐✲

❞✐*7 ❞✬❡①7❝✉*✐♦♥ ❡* @ ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐*7 ♣♦✉& ✉♥❡ *❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ 7B✉✐✈❛❧❡♥*❡✳ ❇✐❡♥ B✉❡ ❧❡0 ❝✐❜❧❡0 0♣7❝✐✜B✉❡0

✭❆❙■❈✮ ♦✛&❡♥* ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉&❡0 ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡0 ♣♦✉& ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞♦♥♥7❡✱ ❡❧❧❡0 &❡0*❡♥* ❞❡0 0♦❧✉✲

*✐♦♥0 ❞7❞✐7❡0 ❡* ❧✐♠✐*7❡0 ❡♥ ✢❡①✐❜✐❧✐*7✳ ▲❡0 ●44 0♦♥* ❧❡0 ❝✐❜❧❡0 ❧❡0 ♣❧✉0 ✢❡①✐❜❧❡0✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥*✱ ❧❡✉&0

♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡0 ❡♥ *❡&♠❡0 ❞❡ &❛♣✐❞✐*7 0♦♥* *&R0 ❢❛✐❜❧❡0 ❡♥ ❝♦♠♣❛&❛✐0♦♥ ❛✉① ❆❙■❈✳ ▲❡0 ❝✐&❝✉✐*0

@ ❛&❝❤✐*❡❝*✉&❡0 &❡❝♦♥✜❣✉&❛❜❧❡0 &❡♣&70❡♥*❡♥* ❛✐♥0✐ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉& ❝♦♠♣&♦♠✐0 ❡♥ *❡&♠❡0 ❞❡ ♣❡&❢♦&✲

♠❛♥❝❡✴✢❡①✐❜✐❧✐*7✳ ❈❡0 ❛&❝❤✐*❡❝*✉&❡0 &❡♣&70❡♥*❡♥* ❛✉00✐ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉& ❝♦♠♣&♦♠✐0 ❡♥ *❡&♠❡0 ❞❡ ❝♦T*

❞❡ ❞7✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥* ❡* ❞❡ ❝♦♥0♦♠♠❛*✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡0* ♠♦♥*&7 ❞❛♥0 ❧❛ ❋✐❣✉&❡ ✶✳✶✼✱ ❧❡

❝♦T* ❞❡ ❞7✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥* ❡0* ✐♠♣♦&*❛♥* B✉❛♥❞ ❧✬❛&❝❤✐*❡❝*✉&❡ ♥✬❡0* ♣❛0 ✢❡①✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥*✱ ❧❛ &❡✲

❝♦♥✜❣✉&❛❜✐❧✐*7 ❡* ♣❛& ❝♦♥07B✉❡♥* ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐*7 ❞❡0 ❝✐&❝✉✐*0 ❡0* ❝♦T*❡✉0❡ ❡♥ *❡&♠❡ ❞❡ ♣✉✐00❛♥❝❡

❝♦♥0♦♠♠7❡ ❬✷✽❪✳

❉❛♥0 ❝❡ *&❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉0 ♥♦✉0 ✐♥*7&❡00♦♥0 @ ❞❡✉① ❛&❝❤✐*❡❝*✉&❡0 ♣&♦❣&❛♠♠❛❜❧❡0 B✉✐ 0♦♥* ❧❡ ●4❯

❡* ❧❡ ❋4●❆✳ ❉❛♥0 ❧❡0 0❡❝*✐♦♥0 0✉✐✈❛♥*❡0 ♥♦✉0 ❞7*❛✐❧❧♦♥0 ❧❡0 ❛&❝❤✐*❡❝*✉&❡0 ✐♥*❡&♥❡0 ❡* ❧❡ ♣&✐♥❝✐♣❡

❞❡ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡♠❡♥* ❞❡ ❝❡0 ❞❡✉① ❝✐❜❧❡0✳

✶✳✸✳✺ ▲❡& ●(❯

✶✳✸✳✺✳✶ ▼♦6✐✈❛6✐♦♥+

❆ ♣❛&*✐& ❞❡0 ❛♥♥7❡0 ✷✵✵✵✱ ❧✬7✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢&7B✉❡♥❝❡ ❞❡0 ♣&♦❝❡00❡✉&0 ❈4❯ ♥❡ 0✉✐* ♣❧✉0 ❧❛

❧♦✐ ❞❡ ▼♦♦&❡✳ ❈❡❧❛ ❡0* ❞T @ ❧✬✐♠♣♦&*❛♥*❡ ❝♦♥0♦♠♠❛*✐♦♥ ❞✬7♥❡&❣✐❡ ❬✷✾❪✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐*✱ ♣❧✉0✐❡✉&0

❝❤❡&❝❤❡✉&0 ♦♥* *❡♥*7 ❞❡ *&♦✉✈❡& ✉♥❡ 0♦❧✉*✐♦♥ ♣❡&♠❡**❛♥* ❞✬❛✉❣♠❡♥*❡& ❧❛ ❢&7B✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡0

❈4❯ *♦✉* ❡♥ *❡♥❛♥* ❝♦♠♣*❡ ❞❡ ❧❡✉& ❝♦♥0♦♠♠❛*✐♦♥ ❞✬7♥❡&❣✐❡✳ ❯♥❡ ❞❡0 0♦❧✉*✐♦♥0 ❝♦♥0✐0*❡ @ ✉*✐❧✐0❡&

❞❡0 ❛&❝❤✐*❡❝*✉&❡0 ♠✉❧*✐✲❝\✉&0 ♣♦✉& ❛✉❣♠❡♥*❡& ❧❛ ❢&7B✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡♠❡♥* ❞❡0 ❝✐&❝✉✐*0✳

4❛&♠✐ ❝❡0 ♠♦❞R❧❡0 ♠✉❧*✐✲❝\✉&0✱ ♥♦✉0 ♣♦✉✈♦♥0 ❝✐*❡& ❧❡0 ●4❯✱ ♣&♦❝❡00❡✉&0 ❞❡ ❧❛ ❝❛&*❡ ❣&❛✲

♣❤✐B✉❡✳ ❈❡0 ♣&♦❝❡00❡✉&0✱ ✐♥✐*✐❛❧❡♠❡♥* ❝♦♥]✉0 ♣♦✉& ❧❡ &❡♥❞✉ ❣&❛♣❤✐B✉❡✱ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥* @ *&♦✉✈❡&
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de développement

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✼ ✕ ❈♦♠♣*♦♠✐, -❡*❢♦*♠❛♥❝❡ ❋❧❡①✐❜✐❧✐78 ❞❡, ❙♦❈

❧❡✉* ♣❧❛❝❡ ❞❛♥, ❧❡, ❛♣♣❧✐❝❛7✐♦♥, ,❝✐❡♥7✐✜=✉❡, ❞❡♣✉✐, ✷✵✵✸ ❬✸✵❪✳ ▲❡, ♣*♦❝❡,,❡✉*, ●-❯ ❞✬❛✉❥♦✉*✲

❞✬❤✉✐ ♣❡✉✈❡♥7 I7*❡ ✈✉, ❝♦♠♠❡ ❞❡, ♣*♦❝❡,,❡✉*, ♣❛*❛❧❧J❧❡, ❞♦78, ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ =✉✐ ♣❡*♠❡7

❞❡ ❧❡, ♣*♦❣*❛♠♠❡* ❡7 ❞✬❡①♣❧♦✐7❡* 7♦✉7❡ ❧❡✉* ♣✉✐,,❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❬✸✶❪✳ ❈✬❡,7 L ♣❛*7✐* ❞❡ ❝❡ ♠♦♠❡♥7

=✉❡ ❧❛ ♣✉✐,,❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡, ●-❯ ❞❡✈❛♥❝❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡, ❈-❯✳

❯♥❡ 87✉❞❡ ❝♦♠♣❛*❛7✐✈❡ ,✉* ❧✬8✈♦❧✉7✐♦♥ ❞❡ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡ ❞❡, ●-❯ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ◆❱■❉■❆✭❧❡

♣*❡♠✐❡* ❢❛❜*✐❝❛♥7 ❞❡, ●-❯✮ ❡7 ❝❡❧❧❡, ❞❡, ❈-❯ ❛ 878 *8❛❧✐,8❡ ❡♥ ✷✵✵✽ ❬✸✵❪✳ ◆♦✉, ❛✈♦♥, 87❡♥❞✉

❝❡77❡ 87✉❞❡ ❥✉,✉✬L ✷✵✶✷✳ ◆♦✉, ❛✈♦♥, ♠❡♥7✐♦♥♥8 ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡ ❞❡, ❝✐❜❧❡, ♣❛* ❢❛♠✐❧❧❡

❡♥ 7❡*♠❡ ❞❡ *❛♣✐❞✐78✳ ▲❡ *8,✉❧7❛7 ❞❡ ❝❡77❡ 87✉❞❡ ❡,7 ✐❧❧✉,7*8 ❞❛♥, ❧❛ ❋✐❣✉*❡ ✶✳✶✽✳ ■❧ ❡,7 ♠♦♥7*8 =✉❡

❧❡ *❛♣♣♦*7 ❡♥7*❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡, ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡, ❡♥ 7❡*♠❡, ❞❡ *❛♣✐❞✐78 ❞❡, ●-❯ ❡7 ❝❡❧✉✐ ❞❡, ❈-❯

❝♦♥7✐♥✉❡ L ❛✉❣♠❡♥7❡* ❝❤❛=✉❡ ❛♥♥8❡✳ ❊♥ ✷✵✶✶✱ ❝❡ *❛♣♣♦*7 L ❛77❡✐♥7 ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ✶✺✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✽ ✕ ❈♦♠♣❛*❛✐,♦♥ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡, ❈-❯✲●-❯ ❬✸✷✱✸✸❪

✶✳✸✳✺✳✷ ❍✐'(♦*✐+✉❡

❆ ❧✬♦*✐❣✐♥❡✱ ❧❡, ●-❯ ♦♥7 878 ❡①♣❧♦✐78, ♣♦✉* *8❛❧✐,❡* ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ 7*❛✐7❡♠❡♥7 ♣❡*♠❡77❛♥7

❞❡ ♣*♦❥❡7❡* ✉♥❡ ,❝J♥❡ ✸❉ ❝♦♠♣♦,8❡ ❞❡ ♣♦❧②❣♦♥❡, ,✉* ✉♥❡ ❣*✐❧❧❡ ✷❉ ❞❡ ♣✐①❡❧, ❝♦**❡,♣♦♥❞❛♥7 L
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❧✬$❝&❛♥✳ ❈❡, -&❛✐-❡♠❡♥-, ,♦♥- &❡❣&♦✉♣$, ,♦✉, ❧✬❛♣♣❡❧❧❛-✐♦♥ ❞❡ ✧ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❣&❛♣❤✐7✉❡ ✧✳ ▲❡ ♣&✐♥❝✐♣❡

❞❡ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡♠❡♥- ❞❡ ❝❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝♦♥,✐,-❡ : ♣&❡♥❞&❡ ❡♥ ❡♥-&$❡ ✉♥❡ &❡♣&$,❡♥-❛-✐♦♥ ✸❉✱ ❡✛❡❝-✉❡&

❞❡, -&❛✐-❡♠❡♥-, ❡- ❛✣❝❤❡& ❡♥ ,♦&-✐❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✷❉✳ ▲❡, -&♦✐, $-❛❣❡, ♣&✐♥❝✐♣❛✉① ❞✉ ♣✐♣❡❧✐♥❡

❣&❛♣❤✐7✉❡ ,♦♥- ✿

✕ ▲❛ -&❛♥,❢♦&♠❛-✐♦♥ ❞❡, ,♦♠♠❡-, ❞✉ ♣♦❧②❣♦♥❡ ♣♦,✐-✐♦♥♥$ ❞❛♥, ❧✬❡,♣❛❝❡ ✸❉ ✈❡&, ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡

❧✬$❝&❛♥ ✷❉ : ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛-&✐❝❡ ❞❡ ♣&♦❥❡❝-✐♦♥✳

✕ ▲❡ ♣♦❧②❣♦♥❡ ♣&♦❥❡-$ ,✉& ❧✬$❝&❛♥ ❡,- -&❛♥,❢♦&♠$ ❡♥ ✉♥❡ ,$&✐❡ ❞❡ ♣✐①❡❧, ♦✉ ❢&❛❣♠❡♥-,✳

✕ ▲❡ -&❛✐-❡♠❡♥- ❞❡ ❝❤❛7✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

❈❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❣&❛♣❤✐7✉❡ ❛ ♣❡&♠✐, ✉♥❡ $✈♦❧✉-✐♦♥ &❛♣✐❞❡ ❞❡, ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡, ❥✉,7✉✬: ❧❛ ✜♥ ❞❡, ❛♥♥$❡,

✾✵✳ I❛& ❝♦♥-&❡ ,❛ ❝♦♥❝❡♣-✐♦♥ ✜❣$❡ ♥❡ ❧❛✐,,❛✐- ♣❛, ❞❡ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉& ❧❛ ♣&♦❣&❛♠♠❛-✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①

❡✛❡-, ♥♦♥✲♣&$✲❝K❜❧$, ✳

❱❡&, ❧❡ ❞$❜✉- ❞❡, ❛♥♥$❡, ✷✵✵✵✱ ❧❡, ✉♥✐-$, ❞❡ -&❛✐-❡♠❡♥- ❞❡ ,♦♠♠❡-, ❡- ❞❡ ❢&❛❣♠❡♥-, ,♦♥-

❞❡✈❡♥✉❡, ♣&♦❣&❛♠♠❛❜❧❡, ❝❡ 7✉✐ ❛ ♣❡&♠✐, : ❝❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞✬N-&❡ ♦✉✈❡&- : ❧✬❡①$❝✉-✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ✉-✐❧✐,❛✲

-❡✉&✳ ❈❡, ✉♥✐-$, ,♦♥- &❡♠♣❧❛❝$❡, ♣❛& ❞❡, ♣&♦❝❡,,❡✉&, ❞❡ ,♦♠♠❡-, ❡- ❞❡ ❢&❛❣♠❡♥-, ✭❱❡&-❡① ❙❤❛❞❡&

✉♥✐- ❡- I✐①❡❧, ❙❤❛❞❡& ✉♥✐-✮✳ ❈❡--❡ $✈♦❧✉-✐♦♥ ❛ ♣&♦✈♦7✉$ ❧❛ ♥❛✐,,❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡, ,♣$❝✐✜7✉❡, ❞❡

❜❛, ♥✐✈❡❛✉ ✭❛,,❡♠❜❧❡✉&✮ ❡- ❞❡ ❤❛✉- ♥✐✈❡❛✉ ✭❖♣❡♥●▲ ❙❤❛❞✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬◆❱■❉■❆

❈❣✮ ❬✸✹❪✳

❊♥ ✷✵✵✻✱ ❡- ❞❛♥, ❧❡ ❜✉- ❞✬❛✉❣♠❡♥-❡& ❧❛ ♣✉✐,,❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞❡, ✉♥✐-$, ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛&❛❧❧[❧❡

❣$♥$&✐7✉❡, ♦♥- $-$ ❞$✈❡❧♦♣♣$❡, ❛✜♥ ❞❡ &❡♠♣❧❛❝❡& ,✐♠✉❧-❛♥$♠❡♥- ❧❡, ♣&♦❝❡,,❡✉&, ❞❡ ,♦♠♠❡-, ❡-

❞❡ ❢&❛❣♠❡♥-,✳ ❈❡--❡ ❛&❝❤✐-❡❝-✉&❡ ♣❡&♠❡- ❞❡ ❜$♥$✜❝✐❡& ❞❡ -♦✉-❡ ❧❛ ♣✉✐,,❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛&❛❧❧[❧❡

❞❡, ●I❯ ❡♥ -♦✉-❡ ❝✐&❝♦♥,-❛♥❝❡ ❝❡ 7✉✐ ❛ ♣❡&♠✐, ❧✬✉-✐❧✐,❛-✐♦♥ ❞❡ ❝❡, ♣&♦❝❡,,❡✉&, ❣&❛♣❤✐7✉❡, : ❞❡,

✜♥, ❞❡ ❝❛❧❝✉❧, ❣$♥$&✐7✉❡,✳ ❖♥ ♣❛&❧❡ ❛✐♥,✐ ❞✉ ●I●I❯ ♣♦✉& ●❡♥❡&❛❧✲I✉&♣♦,❡ ●I❯✳

■❧ ❡,- : ,✐❣♥❛❧❡& 7✉❡ ❧✬$✈♦❧✉-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛&❝❤✐-❡❝-✉&❡ ✐♥-❡&♥❡ ❞❡, ●I❯ ❛ $-$ ,✉✐✈✐❡ ♣❛& ✉♥❡ $✈♦❧✉-✐♦♥

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡, ♠♦②❡♥, ❞❡ ♣&♦❣&❛♠♠❛-✐♦♥✳ ❊♥ ✷✵✵✼ ❧❡ ❢❛❜&✐❝❛♥- ❞❡, ●I❯ ◆❱■❉■❆ ❛ ♣&♦♣♦,$

❧❛ ♣❧❛-❡❢♦&♠❡ ❈❯❉❆ ✭❈♦♠♣✉-❡ ❯♥✐✜❡❞ ❉❡✈✐❝❡ ❆&❝❤✐-❡❝-✉&❡✮✱ ❛✜♥ ❞✬❡①♣❧♦✐-❡& ❧❡, ❝❛♣❛❝✐-$, ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡, ●I❯ ❡♥ ❡①$❝✉-❛♥- ❡♥ ♣❛&❛❧❧[❧❡ ✉♥ ❝❡&-❛✐♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ -K❝❤❡, ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❛♣♣❡❧$❡,

✧-❤&❡❛❞,✧✳

✶✳✸✳✺✳✸ ❆%❝❤✐)❡❝)✉%❡ ❡) ♣%✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥)

▲❡, ♣&♦❝❡,,❡✉&, ❣&❛♣❤✐7✉❡, ,♦♥- ❞❡ ♥❛-✉&❡ ✈❡❝-♦&✐❡❧❧❡✳ ▲❡✉& ♠♦❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡♠❡♥- ❡,- ❞$✲

,✐❣♥$ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐, ,♦✉, ❧❡ -❡&♠❡ ❞❡ ✧,-&❡❛♠ ♣&♦❝❡,,✐♥❣✧✱ ❝❡ 7✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉&&❛✐- -&❛❞✉✐&❡ ♣❛& ✧ -&❛✐✲

-❡♠❡♥- ❞❡ ❞♦♥♥$❡, ♣❛& ✢✉① ✧✳ ❈❡, ,②,-[♠❡, ,♦♥- ❝❛&❛❝-$&✐,$, ♣❛& ❞❡ ♠✉❧-✐♣❧❡, ,♦✉,✲✉♥✐-$, ❞❡

❝❛❧❝✉❧, ✭♠♦❞✉❧❡,✮ &❡❧✐$❡, ❡♥-&❡ ❡❧❧❡, ✭♣❛& ❞❡, ❝❛♥❛✉①✮ ❡- ,♦♥- ❞❡,-✐♥$, : -&❛✐-❡& ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡

❞♦♥♥$❡, ✐♠♣♦&-❛♥- $✈❡♥-✉❡❧❧❡♠❡♥- ❡♥ -❡♠♣, &$❡❧✳ ❊♠❜❛&7✉❛♥- ♣❧✉,✐❡✉&, ♠✐❝&♦♣&♦❝❡,,❡✉&, ❡- ✉♥❡

-&[, ✐♠♣♦&-❛♥-❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛,,❛♥-❡ ♠$♠♦✐&❡✱ ❧❡, ●I❯ ❛❝-✉❡❧, ♦✛&❡♥- ✉♥❡ ✐♥❝&♦②❛❜❧❡ &❡,,♦✉&❝❡ ♣♦✉&

❞❡, ❝❛❧❝✉❧, ❛✉,,✐ ❜✐❡♥ ❣&❛♣❤✐7✉❡, 7✉❡ ♥♦♥ ❣&❛♣❤✐7✉❡,✳

❉❛♥, ❝❡--❡ -❤[,❡✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ✉-✐❧✐,$ ❡①❝❧✉,✐✈❡♠❡♥- ❞❡, ●I❯ ❢❛❜&✐7✉$, ♣❛& ❧❡ ❝♦♥,-&✉❝-❡✉&

-❛_✇❛♥❛✐, ◆❱■❉■❆✱ ❡- ❝❡❝✐ ♣♦✉& ♣❧✉,✐❡✉&, &❛✐,♦♥, ✿

✕ ◆❱■❉■❆ ❡,- ❧❡ ♣&❡♠✐❡& ❝♦♥,-&✉❝-❡✉& : ❛✈♦✐& ❢♦✉&♥✐ ✉♥ ✈$&✐-❛❜❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✭❛✈❡❝ ❝♦♠♣✐❧❛-❡✉&

❡- ❜✐❜❧✐♦-❤[7✉❡,✮ ❞$❞✐$ : ,♦♥ ♠❛-$&✐❡❧✳

✕ ◆❱■❉■❆ ❡,- ❧❡ ❝♦♥,-&✉❝-❡✉& 7✉✐ ❛ ❧❡ ♣❧✉, ❝♦♠♠✉♥✐7✉$ ,✉& ,♦♥ ❛&❝❤✐-❡❝-✉&❡ ♠❛-$&✐❡❧❧❡✳

✕ ▼N♠❡ ,✐ ❛✉❥♦✉&❞✬❤✉✐ ❞✬❛✉-&❡, ❢❛❜&✐❝❛♥-, ❝♦♠♠❡♥❝❡♥- : ❡①♣❧♦✐-❡& ❧❛ ♣✉✐,,❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡,

●I❯ ♣♦✉& ❧❡, ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥, ,❝✐❡♥-✐✜7✉❡,✱ ◆❱■❉■❆ ❡,- ❡♥❝♦&❡ ❧❡ ,❡✉❧ 7✉✐ ❢♦✉&♥✐- ❞❡ ✈$&✐-❛❜❧❡,

✉♥✐-$, ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✐♥,✐ 7✉❡ ❧❡, ♦✉-✐❧, ❧♦❣✐❝✐❡❧, ❞$❞✐$,✳

❯♥❡ ❝❛&-❡ ❣&❛♣❤✐7✉❡ ❞❡ -②♣❡ ◆❱■❉■❆ ✭●❡❋♦&❝❡✱ ◗✉❛❞&♦✱ ♦✉ ❚❡,❧❛✮ ,✉♣♣♦&-❛♥- ❈❯❉❆ ❡,- ✉♥

❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠✉❧-✐♣&♦❝❡,,❡✉&, ✭✉♥ ♠✉❧-✐♣&♦❝❡,,❡✉& $-❛♥- ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣&♦❝❡,,❡✉&, ❣&❛♣❤✐7✉❡,✮✳

❈❤❛7✉❡ ♠✉❧-✐♣&♦❝❡,,❡✉& ♣♦,,[❞❡ ✹ ❝❛-$❣♦&✐❡, ❞❡ ♠$♠♦✐&❡ ❞✐✛$&❡♥-❡,✳ I❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝❛&-❡ ●❡✲

❋♦&❝❡ ✽✽✵✵●❚❳ ❝♦♠♣-❡ ✶✻ ♠✉❧-✐♣&♦❝❡,,❡✉&,✱ ❝❤❛7✉❡ ♠✉❧-✐♣&♦❝❡,,❡✉& ❝♦♥-❡♥❛♥- ✶✻ ♣&♦❝❡,,❡✉&,

❣&❛♣❤✐7✉❡, ❝❡ 7✉✐ ❢❛✐- ❛✉ -♦-❛❧ ✶✷✽ ♣&♦❝❡,,❡✉&, ❣&❛♣❤✐7✉❡,✳ ❈❤❛7✉❡ ♠✉❧-✐♣&♦❝❡,,❡✉& ❛ ✉♥❡ ❛&✲

❝❤✐-❡❝-✉&❡ ❙■▼❉ ✭❙✐♥❣❧❡ ■♥,-&✉❝-✐♦♥ ♦♥ ▼✉❧-✐♣❧❡ ❉❛-❛✮ ✿ : ❝❤❛7✉❡ ❝②❝❧❡ ❞✬❤♦&❧♦❣❡✱ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡

❞❡, ♣&♦❝❡,,❡✉&, -&❛✐-❡♥- ✉♥ ♣&♦❝❡,,✉, $❧$♠❡♥-❛✐&❡ ♣♦✉& ❞❡, ❞♦♥♥$❡, ❞✐✛$&❡♥-❡,✳ ❆✐♥,✐✱ ❧❡ -❡♠♣,

❞✬❡①$❝✉-✐♦♥ ❞❡, -❛❝❤❡, ,✉& ✉♥ ●I❯ ❡♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝②❝❧❡, ❞✬❤♦&❧♦❣❡ 7✉✐ ❡,- ❡①♣&✐♠$ ♣❛& ❧✬$7✉❛-✐♦♥

✶✳✻ ✿



✶✳✸✳ ❊❱❖▲❯❚■❖◆ ❉❊ ▲✬❊▲❊❈❚❘❖◆■◗❯❊ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ✷✺

Temps d′execution =
Nombre de thread

nombre de processeurs graphiques
✭✶✳✻✮

▲❡) *❤,❡❛❞) )♦♥* ♦,❣❛♥✐)3) )♦✉) ❢♦,♠❡ ❞❡ ✇❛,♣ ✭✸✷ *❤,❡❛❞ ♣❛, ✇❛,♣✮✳ ❈❡) ✇❛,♣ )♦♥* )*,✉❝*✉,3)

❞❛♥) ❞❡) ❜❧♦❝) ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✺✶✷ *❤,❡❛❞) ♣❛, ❜❧♦❝) ✭✶✻ ✇❛,♣ ♣❛, ❜❧♦❝✮✳ ❈❡) ❜❧♦❝) )♦♥*

❡✉① ♠@♠❡ ♦,❣❛♥✐)3) ❞❛♥) ✉♥❡ ❣,✐❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐A✉3 ❞❛♥) ❧❛ ❋✐❣✉,❡ ✶✳✶✾✳

Kernel1 Bloc(0,0) Bloc(0,1) Bloc(0,2)

Bloc(1,0) Bloc(1,1) Bloc(1,2)

Thread(0,2)Thread(0,1)Thread(0,0)

Thread(1,2)Thread(1,1)Thread(1,0)

Thread(2,2)Thread(2,1)Thread(2,0)

Thread(3,2)Thread(3,1)Thread(3,0)

Grille1

Bloc(0,0) Bloc(0,1) Bloc(0,2)

Bloc(1,0) Bloc(1,1) Bloc(1,2)

Kernel2

Grille1

CPU GPU

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✾ ✕ ❆,❝❤✐*❡❝*✉,❡ ❈❯❉❆

▲❛ ❣,✐❧❧❡ ❡)* ♦❜❧✐❣❛*♦✐,❡♠❡♥* ❝♦♥)*✐*✉3❡ ♣❛, ❞❡) ❜❧♦❝) ❜✐❞✐♠❡♥)✐♦♥♥❡❧❧❡) ❡* ❛ ♣♦✉, ❞✐♠❡♥)✐♦♥

♠❛①✐♠❛❧❡ 65535 × 65535 ❜❧♦❝)✳ ❈❤❛A✉❡ 3❧3♠❡♥* ❞❡ ❧❛ ❣,✐❧❧❡ ❡)* ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ *❤,❡❛❞ ♣♦✉✈❛♥* @*,❡

✶❉✱ ✷❉✱ ♦✉ ✸❉✳ ❈❤❛A✉❡ ❜❧♦❝ ❡)* ❞✐)*✐♥❣✉3 ♣❛, )♦♥ ✐❞❡♥*✐✜❛♥* ✭❜❧♦❝ ■❉✮✳ K♦✉, ✉♥❡ ❣,✐❧❧❡ ❞❡ *❛✐❧❧❡

(Gx,Gy)✱ ❧✬✐❞❡♥*✐✜❛♥* ❞✉ ❜❧♦❝ (bx, by) ❡)* 3❣❛❧ M bx+ by ×Gx✳
❯♥ ❜❧♦❝ ❞❡ *❤,❡❛❞ ❛ ♣♦✉, ❞✐♠❡♥)✐♦♥) ♠❛①✐♠❛❧❡) 512 × 512 × 64 *❤,❡❛❞) *♦✉* ❡♥ ❛②❛♥* ♣♦✉,

❝♦♥*,❛✐♥*❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✺✶✷ *❤,❡❛❞)✳ ❉❡ ❧❛ ♠@♠❡ ♠❛♥✐O,❡ A✉❡ ❧❡) ❜❧♦❝) ❞❛♥) ✉♥❡ ❣,✐❧❧❡✱ ❝❤❛A✉❡

*❤,❡❛❞ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❡)* ✐❞❡♥*✐✜3 ♣❛, )♦♥ *❤,❡❛❞ ■❉✳ ❈❡* ✐❞❡♥*✐✜❛♥* )✬❡①♣,✐♠❡ ♣❛, ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡

❝♦♦,❞♦♥♥3❡) ✷❉ ♦✉ ✸❉ )❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ ❞✉ ❜❧♦❝ ❡♠♣❧♦②3✳ K❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉, ✉♥ ❜❧♦❝ ❜✐❞✐♠❡♥✲

)✐♦♥♥❡❧ ❞❡ *❛✐❧❧❡ ✭❇①✱ ❇②✮✱ ❧✬✐❞❡♥*✐✜❛♥* ❞✉ *❤,❡❛❞ ✭*①✱ *②✮ ❡)* 3❣❛❧ M *① ✰ *②❇①✳ ▲❡) *❤,❡❛❞) ❞✬✉♥

♠@♠❡ ❜❧♦❝ )♦♥* ❡①3❝✉*3) ♣❛, ✉♥ )❡✉❧ ♠✉❧*✐♣,♦❝❡))❡✉, ❡* ♣❛,*❛❣❡♥* ❧❡) ❞♦♥♥3❡) ✈✐❛ ❧✬✉*✐❧✐)❛*✐♦♥

❞✬✉♥❡ ♠3♠♦✐,❡ ♣❛,*✐❝✉❧✐O,❡ ❡* ❡①*,@♠❡♠❡♥* ,❛♣✐❞❡ ❛♣♣❡❧3❡ ♠3♠♦✐,❡ ♣❛,*❛❣3❡ ❬✸✵❪✳

✶✳✸✳✻ ❋%●❆

❯♥ ❋K●❆ ❡)* ✉♥ ❝✐,❝✉✐* 3❧❡❝*,♦♥✐A✉❡ ❞♦♥* ❧✬❛,❝❤✐*❡❝*✉,❡ ❝♦,,❡)♣♦♥❞ M ✉♥❡ ♠❛*,✐❝❡ ❞❡ ♣♦,*❡)

❧♦❣✐A✉❡) )3♣❛,3❡) ♣❛, ❞❡) ,3)❡❛✉① ❞✬✐♥*❡,❝♦♥♥❡①✐♦♥✳ ■❧) ❡①✐)*❡♥* ❞❡✉① *②♣❡) ❞❡ ❋K●❆ ✿ ❧❡) ♥♦♥

,❡♣,♦❣,❛♠♠❛❜❧❡) ✭*❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ *②♣❡ ❛♥*✐✲❢✉)✐❜❧❡✮ ❡* ❧❡) ,❡♣,♦❣,❛♠♠❛❜❧❡) ✭*❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡) ❞❡ *②♣❡

❙❘❆▼ ♦✉ ❋❧❛)❤✮✳

✶✳✸✳✻✳✶ ❊✈♦❧✉)✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛0❝❤✐)❡❝)✉0❡ ❞❡3 ❋5●❆

▲❡) ❋K●❆ )♦♥* ✉♥❡ 3✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡) ❝✐,❝✉✐*) ❧♦❣✐A✉❡) ♣,♦❣,❛♠♠❛❜❧❡) ❛♣♣❡❧3) K❆▲ ✧K,♦❣,❛♠✲

♠❛❜❧❡ ❆,,❛② ▲♦❣✐❝✧✳ ▲❡) K❆▲ )♦♥* ✉♥ ❛))❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ♣♦,*❡) ❧♦❣✐A✉❡) ♦✛,❛♥* ❛✉ ❝♦♥❝❡♣*❡✉, ❧❛

♣♦))✐❜✐❧✐*3 ❞✬❛❝*✐✈❡, ♦✉ ♥♦♥ ❧❡) ❝♦♥♥❡①✐♦♥) ❡♥*,❡ ❝❡) ♣♦,*❡)✳ ▲❡) ❋K●❆ )♦♥* ♥3) M ❜❛)❡ ❞❡ ❝❡

♣,✐♥❝✐♣❡✳
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▲✬❛%❝❤✐)❡❝)✉%❡ ❞❡- ❋/●❆ ❝♦%%❡-♣♦♥❞ 5 ✉♥❡ ♠❛)%✐❝❡ ❞❡ ❜❧♦❝- ❧♦❣✐:✉❡- -;♣❛%;- ♣❛% ❞❡- %;-❡❛✉①

❞✬✐♥)❡%❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡-) ✐❧❧✉-)%; ❞❛♥- ❧❛ ❋✐❣✉%❡ ✶✳✶✻✳ ❖♥ ❞✐-)✐♥❣✉❡%❛ ❧❡- ❋/●❆ ♥♦♥ %❡♣%♦✲

❣%❛♠♠❛❜❧❡- ✭)❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡- ❞❡ )②♣❡ ❛♥)✐❢✉-✐❜❧❡✱ ♦✛%❛♥) ❧❡- ♠❡✐❧❧❡✉%❡- ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡- ❡♥ )❡%♠❡- ❞❡

❞❡♥-✐); ❞✬✐♥);❣%❛)✐♦♥ ❡) ❞❡ ✈✐)❡--❡✮✱ ❡) ❧❡- ❋/●❆ %❡♣%♦❣❛♠♠❛❜❧❡- ✭)❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡- ❞❡ )②♣❡ ❙❘❆▼

♣❛% ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❈❡- ❞❡%♥✐❡%- -♦♥) ❧❡- ♣❧✉- ✉)✐❧✐-;- ❣%L❝❡ 5 ❧❡✉% ✢❡①✐❜✐❧✐);✳ ❉❛♥- ❝❡ :✉✐ ✈❛ -✉✐✈%❡✱

♥♦✉- ♥♦✉- ✐♥);%❡--♦♥- 5 ❧✬❛%❝❤✐)❡❝)✉%❡ ✐♥)❡%♥❡ ❞❡- ❋/●❆ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❳✐❧✐♥① ❛✐♥-✐ :✉❡ ❧✬;✈♦❧✉)✐♦♥

❞❡ -❡- ❝♦♠♣♦-❛♥)- ❞❡ ❜❛-❡ ❝❡- ❞❡%♥✐P%❡- ❛♥♥;❡-✳

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡-) ♠♦♥)%; ❞❛♥- ❧❛ ❋✐❣✉%❡ ✶✳✶✻✱ ❧✬❛%❝❤✐)❡❝)✉%❡ ❞❡ ❝❡- ❋/●❆ ❡-) ❝♦♠♣♦-;❡ ❞✬✉♥❡

♠❛)%✐❝❡ ❞❡ ❜❧♦❝- ❧♦❣✐:✉❡-✱ ❞✬✉♥ %;-❡❛✉ ❞✬✐♥)❡%❝♦♥♥❡①✐♦♥- ❡) ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞✬❡♥)%;❡✴-♦%)✐❡✳ ❈❡- ❜❧♦❝-

-♦♥) ❛♣♣❡❧;- ❈▲❇ ✧❈♦♥✜❣✉%❛❜❧❡ ▲♦❣✐❝ ❇❧♦❝✧ ❬✸✺❪✳ ❈❤❛:✉❡ ❜❧♦❝ ❈▲❇ ❡-) ❝♦♠♣♦-; ❞✬✉♥ ♥♦♠❜%❡

❞❡ -♦✉- ❜❧♦❝-✱ ❞;✜♥✐- ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ )②♣❡ ❞✉ ❋/●❆✱ ♥♦♠♠; ❙❧✐❝❡-✳ ❈❡- ❞❡%♥✐❡%- ❝♦♥)✐❡♥♥❡♥) ✉♥

❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡ )❛❜❧❡- ❞❡ ✈;%✐); ✭▲❯❚ ✧▲♦♦❦ ❯♣ ❚❛❜❧❡-✧✮ :✉✐ %❡♣%;-❡♥)❡♥) ❧❡- ;❧;♠❡♥)- ❞❡ ❜❛-❡ ❞✉

❋/●❆✳

❆ ♣❛%)✐% ❞❡- ❛♥♥;❡- ✷✵✵✵ ❡) ❞❛♥- ❧❡ ❜✉) ❞✬❛✉❣♠❡♥)❡% ❧❛ ♣%♦❞✉❝)✐✈✐);✱ ❧✬❛%❝❤✐)❡❝)✉%❡ ❞❡- ❋/●❆

❛ ;✈♦❧✉; ♣♦✉% ✐♥);❣%❡% ♣❧✉- ❞❡ ❜❧♦❝- )❡❧- :✉❡ ❞❡- ♠;♠♦✐%❡- ❇❘❆▼✱ ❞❡- ❜❧♦❝- ♠✉❧)✐♣❧✐❡✉%-✱ ❞❡-

♣%♦❝❡--❡✉%- ❛✐♥-✐ :✉❡ ❞❡- ❜❧♦❝- ■/ ❡) ✉♥ ♥♦♠❜%❡ )%P- ✐♠♣♦%)❛♥) ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡- ❧♦❣✐:✉❡-✳ ▲❛ ❋✐❣✉%❡

✶✳✷✵ ✐❧❧✉-)%❡ ❧✬❛%❝❤✐)❡❝)✉%❡ ✐♥)❡%♥❡ ❞✬✉♥ ❋/●❆ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❳✐❧✐♥① ❱✐%)❡①✲✺✳ ◆♦✉- ❛✈♦♥- ❝❤♦✐-✐

❞❡ ♠♦♥)%❡% ❧✬❛%❝❤✐)❡❝)✉%❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛%)❡ ❋/●❆ ❱✐%)❡①✲✺ ♣❛%❝❡:✉✬❡❧❧❡ -❡%❛ ✉)✐❧✐-;❡ ❞❛♥- ❧❛ -✉✐)❡ ❞❡ ❧❛

)❤P-❡✳

Blocs RAM

Multiplieurs

CLB

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✵ ✕ ❆%❝❤✐)❡❝)✉%❡ ✐♥)❡%♥❡ ❞✬✉♥ ❋/●❆ ❱✐%)❡①✲✺

✶✳✸✳✻✳✷ ❊✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛1❝❤✐*❡❝*✉1❡ ❞❡4 ❈▲❇

▲❡- ❜❧♦❝- ❧♦❣✐:✉❡- ❝♦♥✜❣✉%❛❜❧❡- ✭❈▲❇✮ -♦♥) ✉)✐❧✐-;- ♣♦✉% ✐♠♣❧❛♥)❡% ❧❡- ❢♦♥❝)✐♦♥- -;:✉❡♥)✐❡❧❧❡-

❡) ❝♦♠❜✐♥❛)♦✐%❡-✳ ❚♦✉) ;❧;♠❡♥) ❞✉ ❈▲❇ ❡-) %❡❧✐; 5 ✉♥❡ ♠❛)%✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❧✉✐ ♣❡%♠❡))❛♥)

❞✬❛❝❝;❞❡% ❛✉① %;-❡❛✉① ❞❡ %♦✉)❛❣❡✳ ▲❛ -)%✉❝)✉%❡ ❞❡- ❈▲❇ ✈❛%✐❡♥) ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣;♥;%❛)✐♦♥ ❞❡-

❋/●❆✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ❧❡- ❈▲❇ ❞❡- ❋/●❆ ❛♥);%✐❡✉%❡- ❛✉① ❋/●❆ ✈✐%)❡①✲✹ -♦♥) ❝♦♠♣♦-;- ❞❡ ✹ ❙❧✐❝❡-

%❛--❡♠❜❧;- ❡♥ ♣❛✐% ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐:✉; ❞❛♥- ❧❛ ❋✐❣✉%❡ ✶✳✷✶✳

▲✬❛%❝❤✐)❡❝)✉%❡ ❞❡- ❈▲❇ ❞❡- ❋/●❆ ❱✐%)❡①✲✺✱ ❱✐%)❡①✲✻ ❡) ❱✐%)❡①✲✼ ❞✐✛P%❡ ❧;❣P%❡♠❡♥) ❞❡ ❝❡❧❧❡

❞❡- ❋/●❆ ❱✐%)❡①✲✹✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ✐❧- ❝♦♥)✐❡♥♥❡♥) ✷ ❙❧✐❝❡- %;♣❡%)♦%✐;- ❡♥ ❞❡✉① )②♣❡- ✿ SliceM ❡) SliceL✳

✶✳✸✳✻✳✸ ❊✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡4 ❙❧✐❝❡4

▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥) ❞❡ ❧❛ -)%✉❝)✉%❡ ❞❡- ❈▲❇ ❛ ;); ❛❝❝♦♠♣❛❣♥; ♣❛% ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥) ❞❡ -)%✉❝)✉%❡

❞❡- ❙❧✐❝❡-✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ❧❡- ❙❧✐❝❡- ❞❡- ❋/●❆ ❞❡- ❢❛♠✐❧❧❡- ❛♥);%✐❡✉%❡- 5 ❱✐%)❡①✲✹ ❝♦♥)✐❡♥♥❡♥) ❞❡✉①

▲❯❚ 5 ✹ ❡♥)%;❡- ❡) ✶ -♦%)✐❡✱ ❞❡- ♠✉❧)✐♣❧❡①❡✉%- ❡) ❞❡- %❡❣✐-)%❡-✳ /♦✉% ❧❡- ♥♦✉✈❡❧❧❡- ❣;♥;%❛)✐♦♥-

❞❡- ❋/●❆✱ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ▲❯❚ ♣❛% ❙❧✐❝❡ ❛ ❛✉❣♠❡♥); ♣♦✉% ♣❛--❡% ❞❡ ✷ 5 ✹✳ ❉❡ ♣❧✉-✱ ❧❡ ♥♦♠❜%❡

❞❡- ❡♥)%;❡- ❡) ❞❡- -♦%)✐❡- ♣❛% ▲❯❚ ❛ ❛✉❣♠❡♥);❡ ♣♦✉% ♣❛--❡% ❞❡- ▲❯❚ 5 ✹ ❡♥)%;❡- ❡) ✉♥❡ -♦%)✐❡

5 ❞❡- ▲❯❚ 5 ✺ ❡♥)%;❡- ❡) ✷ -♦%)✐❡- ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡- ▲❯❚ 5 ✻ ❡♥)%;❡- ❡) ✶ -♦%)✐❡✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥) ❞❡
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✶ ✕ ❆&❝❤✐*❡❝*✉&❡ ✐♥*❡&♥❡ ❞✬✉♥ ❈▲❇ ❞✬✉♥ ❋4●❆ ❱✐&*❡①✲✹

❧✬❛&❝❤✐*❡❝*✉&❡ ✐♥*❡&♥❡ ❡<* ✈❡♥✉ <✉✐*❡ > ✉♥❡ ?*✉❞❡ ❡✛❡❝*✉?❡ ❞❛♥< ❬✸✻❪ ❡* E✉✐ ❛ ♠♦♥*&? E✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡

♦♣*✐♠❛❧ ❞❡< ❡♥*&?❡< ❞✬✉♥❡ ▲❯❚ ❞♦✐* L*&❡ ❝♦♠♣&✐< ❡♥*&❡ ✹ ❡* ✻ ❡* E✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ▲❯❚ ♣❛& ❙❧✐❝❡

❞♦✐* L*&❡ ❝♦♠♣&✐< ❡♥*&❡ ✹ > ✶✵ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥✳

■❧ ❡<* > ♥♦*❡& E✉✬✐❧ ❡①✐<*❡ ❞❡✉① *②♣❡ ❞❡ ❙❧✐❝❡<✱ ❧❡< SliceM ❡* ❧❡< SliceL✳ ▲❛ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛?&❡♥❝❡

❡♥*&❡ ❝❡< ❞❡✉① *②♣❡< &?<✐❞❡ ❞❛♥< ❧❡ ❢❛✐* E✉❡ ❧❡< SliceM ♣❡&♠❡**❡♥* ❞❡ &?❛❧✐<❡& ♣❧✉< ❞❡ ❢♦♥❝*✐♦♥< E✉❡

❝❡❧❧❡< ❡✛❡❝*✉?❡< ♣❛& ❧❡< SliceL✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❡♥ ♣❧✉< ❞❡< ❢♦♥❝*✐♦♥< ❧♦❣✐E✉❡< &?❛❧✐<?❡< ♣❛& ❧❡< ❞❡✉① *②♣❡<

❞❡ ❙❧✐❝❡<✱ ❧❡< SliceM ♣❡✉✈❡♥* L*&❡ ❝♦♥✜❣✉&?< ❡♥ *❛♥* E✉❡ ♠?♠♦✐&❡< ♦✉ ❞❡< &❡❣✐<*&❡< > ❞?❝❛❧❛❣❡✳

▲❡< ❝✐&❝✉✐*< ❧♦❣✐E✉❡< E✉✐ ❡①♣❧♦✐*❡♥* ❧❛ ❝♦♥✜❣✉&❛*✐♦♥ ❞❡< ▲❯❚ > ✺ ❡♥*&?❡< ❡* ✷ <♦&*✐❡<✱ ❡①✐❣❡♥*

E✉❡ ❝❡< ❞❡&♥✐W&❡< ❞♦✐✈❡♥* L*&❡ <②♥❝❤&♦♥❡<✳ ❆✐♥<✐ ❝❡< <♦&*✐❡< ❞♦✐✈❡♥* ♣❛<<❡& ♦✉ ♣❛< ♣❛& ❞❡< &❡❣✐<*&❡<

✐♥*❡&♠?❞✐❛✐&❡<✳ ❉❛♥< ❧❡ ❝❛< ♦✉ ❧❡ ♣❛<<❛❣❡ ♣❛& ❞❡< &❡❣✐<*&❡< ❡<* ♥?❝❡<<❛✐&❡<✱ ❧❛ <❡❝♦♥❞❡ <♦&*✐❡ <❡&❛

<❛✉✈❡❣❛&❞?❡ ❞❛♥< ✉♥ &❡❣✐<*&❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉*&❡ ▲❯❚ ❧✐❜&❡ ❝❡ E✉✐ ✐♥*&♦❞✉✐* ❞❡< ❞?❧❛✐< ❞❡ &♦✉*❛❣❡✳

▲❛ <♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣&♦❜❧W♠❡ ❛ ?*? ✐♥*&♦❞✉✐*❡ ❞❛♥< ❧❡< ❋4●❆ ❱✐&*❡①✲✻✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ✉♥ ?❧?♠❡♥* ❞❡

<❛✉✈❡❣❛&❞❡ <✉♣♣❧?♠❡♥*❛✐&❡ ❛ ?*? ❛❥♦✉*? ❞❛♥< ❧❡< ❙❧✐❝❡< ❞❡ ❝❡* ❋4●❆✳ 4❛& ❝♦♥<?E✉❡♥*✱ ❧❡< ❞❡✉①

<♦&*✐❡< ❛✉&♦♥* ❞❡< &❡❣✐<*&❡< ❞❡ <❛✉✈❡❣❛&❞❡ ✐♥❞?♣❡♥❞❛♥*<✳ ❊♥ ❝❛< ❞✬✐♥✉*✐❧✐<❛*✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞❡< ❞❡✉①

&❡❣✐<*&❡<✱ ✐❧ <❡&❛ ❛❝❝❡<<✐❜❧❡ ✈✐❛ ❧❡ &?<❡❛✉ ❞✬✐♥*❡&❝♦♥♥❡①✐♦♥ ♣♦✉& ✉♥❡ ✉*✐❧✐<❛*✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛ <✉&❢❛❝❡✳

■❧ ❡<* ❛ ♥♦*❡& E✉✬❡♥*&❡ ❧❡< ❋4●❆ ❱✐&*❡①✲✻ ❡* ❱✐&*❡①✲✼✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛< ❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❛♥<

❧✬❛&❝❤✐*❡❝*✉&❡ ✐♥*❡&♥❡ ❞❡< ❈▲❇ ❡* ❞❡< ❙❧✐❝❡<✳ ▲❛ <❡✉❧❡ ❞✐✛?&❡♥❝❡ ❡♥*&❡ ❝❡< ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡ &?<✐❞❡ ❞❛♥<

❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡< ❧♦❣✐E✉❡< ✐♥*?❣&?❡<✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❧♦❣✐E✉❡ ❡<* ❝♦♠♣♦<?❡ ❞✬✉♥❡ ▲❯❚✱

❞✬✉♥ &❡❣✐<*&❡ ❡* ❞✬✉♥ ♠✉❧*✐♣❧❡①❡✉&✳

4❛&❛❧❧W❧❡♠❡♥* > ❧✬?✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛&❝❤✐*❡❝*✉&❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❙❧✐❝❡ ♣❛& ❋4●❆ ❛ ❛✉<<✐ ?✈♦❧✉?✳

▲❛ ❋✐❣✉&❡ ✶✳✷✷ ✭❛✮ ✐❧❧✉<*&❡ ❝❡**❡ ?✈♦❧✉*✐♦♥ ❬✸✺❪✳ ■❧ ❡<* ♠♦♥*&? E✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❙❧✐❝❡< ❛✉❣♠❡♥*❡

❞✬✉♥❡ ❣?♥?&❛*✐♦♥ > ❧✬❛✉*&❡ > ❧✬❡①❝❡♣*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❱✐&*❡①✲✺✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❧❡< ❋4●❆ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

❱✐&*❡①✲✺ ❝♦♥*✐❡♥♥❡♥* ♠♦✐♥< ❞❡ ❙❧✐❝❡< > ❝❛✉<❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬❛&❝❤✐*❡❝*✉&❡ ✐♥*❡&♥❡ ❞❡< ❙❧✐❝❡<

❞?*❛✐❧❧? ♣&?❝❡❞❡♠♠❡♥*✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❡**&❡ ❧✬❛❝❝❡♥* <✉& ❝❡**❡ ?✈♦❧✉*✐♦♥✱ ♥♦✉< &❡♣&?<❡♥*♦♥< ❧✬?✈♦❧✉*✐♦♥

❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡< ❧♦❣✐E✉❡<✳ ▲❛ ❋✐❣✉&❡ ✶✳✷✷ ✭❜✮ ✐❧❧✉<*&❡ ❝❡**❡ ?✈♦❧✉*✐♦♥ ❬✸✺❪✳

✶✳✸✳✻✳✹ ❊✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢123✉❡♥❝❡

▲✬?✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛&❝❤✐*❡❝*✉&❡ ✐♥*❡&♥❡ ❞❡< ❋4●❆ ❛ ❛✉<<✐ ?*? <✉✐✈✐❡ ♣❛& ✉♥❡ ?✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❛♥<

❧❛ ❢&?E✉❡♥❝❡ ❞✬❤♦&❧♦❣❡✳ ▲✬❡♥<❡♠❜❧❡ ❞❡< ❞♦♥♥?❡< E✉❡ ♥♦✉< ❛✈♦♥< ❝♦❧❧❡❝*?< ❞✉ <✐*❡ ❞❡ ❳✐❧✐♥① ❬✸✺❪

♠♦♥*&❡ E✉❡ ❧❛ ❢&?E✉❡♥❝❡ ❞✬❤♦&❧♦❣❡ ❞❡< ❋4●❆ ♥❡ ❝❡<<❡♥* ❞✬❛✉❣♠❡♥*❡& ✭❋✐❣✉&❡ ✶✳✷✸✮✳

▼❛❧❣&? ❝❡**❡ ❛✉❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ❧❛ ❢&?E✉❡♥❝❡ ❞✬❤♦&❧♦❣❡ ❞❡< ❋4●❆ &❡<*❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛&?❡ > ❝❡❧❧❡ ❞❡<

♣&♦❝❡<<❡✉&<✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❝❡**❡ ❢&?E✉❡♥❝❡ ♥❡ ❞?♣❛<<❡ ♣❛< E✉❡❧E✉❡< ❝❡♥*❛✐♥❡< ❞❡ ▼❍③ ♣❛& ❝♦♥*&❡ ❝❡❧❧❡

❞✬✉♥ ♣&♦❝❡<<❡✉& ♣❡✉* ❛**❡✐♥❞&❡ ♣❧✉<✐❡✉&< ●❍③✳ ▼❛❧❣&? E✉❡ ❧❛ ❢&?E✉❡♥❝❡ ❞✬❤♦&❧♦❣❡ ❞❡< ❋4●❆ &❡<*❡

❢❛✐❜❧❡ ♣❛& &❛♣♣♦&* > ❝❡❧❧❡ ❞❡< ♣&♦❝❡<<❡✉&<✱ ❧❡ *❡♠♣< ❞❡ *&❛✐*❡♠❡♥* ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥*?❡

<✉& ❋4●❆ ♣❡✉* L*&❡ ♣❧✉< ❝♦✉&* ❝♦♠♣❛&? > ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥*❛*✐♦♥ <✉& ♣&♦❝❡<<❡✉&✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❧♦&< ❞✬✉♥❡
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9❛?♠✐ ❝❡3 ■9 ♥♦✉3 ❝✐.♦♥3 ❧❡3 ❉❙9 ❇❧♦❝3✳ ❈❡3 ❜❧♦❝3 4.❛✐❡♥. ✐♥.?♦❞✉✐.3 ♣❛? ❳✐❧✐♥① ❞❛♥3 ❧❡3

❛♥♥4❡3 ✷✵✵✵ ❞❛♥3 ❧❡3 ❋9●❆ ❱✐?.❡①✲■■ 3♦✉3 ❢♦?♠❡ ❞❡ ♠✉❧.✐♣❧✐❡✉?3 ❡♠❜❛?7✉43 ✶✽ ❜✐.3 ①✶✽ ❜✐.3✳ ❊♥

✷✵✵✸✱ ❆❧.❡?❛ ❛ ♣?♦♣♦34 3♦♥ ♣?❡♠✐❡? ❉❙9 ❜❧♦❝ ❞❛♥3 ❧❡3 ❋9●❆ ❙.?❛.✐①✳ ❈❡3 ❜❧♦❝3 ♦♥. 4.4 ✐♥.4❣?43

♣❛? ❧❛ 3✉✐.❡ ❞❛♥3 ❧❡3 ❋9●❆ ❳✐❧✐♥① ❱✐?.❡①✲✹ ❡. 3♦♥. ❝♦♠♣♦343 ♣❛? ✉♥ ♠✉❧.✐♣❧✐❡✉? 18× 18✱ 3✉✐✈✐❡
♣❛? ✉♥ ❛❞❞✐.✐♦♥♥❡✉?✴3♦✉3.?❛❝.❡✉? ✹✽ ❜✐.3 ♦✉ ✉♥❡ ✉♥✐.4 ❛❝❝✉♠✉❧❛.❡✉?✳

▲❡3 ❉❙9✹✽ ♣?♦♣♦343 ❞❛♥3 ❧❡3 ❋9●❆ ❱✐?.❡①✲✺✴✻ ✭❉❙9✹✽❊ ♣♦✉? ❧❡3 ❋9●❆ ❱✐?.❡①✲✺ ❡. ❉❙9✹✽❊✶

♣♦✉? ❧❡3 ❋9●❆ ❱✐?.❡①✲✻✮ ❝♦♥.✐❡♥♥❡♥. ❞❡3 ♠✉❧.✐♣❧✐❡✉?3 ❞❡ ♣❧✉3 ❧❛?❣❡3 .❛✐❧❧❡ 18 × 25 ❜✐.3✳ ▲✬❛❞✲

❞✐.✐♦♥♥❡✉?✴❛❝❝✉♠✉❧❛.❡✉? ♣❡✉. ?4❛❧✐3❡? ❞✬❛✉.?❡3 ♦♣4?❛.✐♦♥3 .❡❧❧❡3 7✉❡ ❧❡3 ♦♣4?❛.✐♦♥3 ❧♦❣✐7✉❡3 ❊❚✱

❖❯✱ ❳❖❘✳ ❉❡ ♣❧✉3✱ ❧❡3 ❉❙9✹✽❊✶ ❝♦♥.✐❡♥♥❡♥. ❞❡3 ❛❞❞✐.✐♦♥♥❡✉?3 7✉✐ ♣?4❝\❞❡♥. ❧❛ ♠✉❧.✐♣❧✐❝❛.✐♦♥

❡. 7✉✐ ♣❡✉✈❡♥. ].?❡ ✉.✐❧❡3 ❞❛♥3 ♣❧✉3✐❡✉?3 ❛❧❣♦?✐.❤♠❡3 ❞❡ .?❛✐.❡♠❡♥. ❞❡ 3✐❣♥❛❧✳

❉❛♥3 ❧❡3 ♣❧✉3 ?4❝❡♥.3 ❋9●❆✱ ♥♦✉3 .?♦✉✈♦♥3 ❛✉33✐ ❞❡3 ❜❧♦❝3 ❞❡ ♠4♠♦?✐3❛.✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡?♠❡..?❡



✶✳✹✳ ❊❳❊▼&▲❊ ❉❊ ▼■●❘❆❚■❖◆ ❉❊ ▲✬❖&❚■◗❯❊ ❱❊❘❙ ▲❊ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ✷✾

❧❛ ❧❡❝&✉(❡ ❡& ❧❛ )❛✉✈❡❣❛(❞❡ ❞❡) ❞♦♥♥/❡)✳ ❈❡) ❜❧♦❝) )♦♥& ❝♦♥✜❣✉(❛❜❧❡)✱ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥✱

❡♥ ♣❧✉)✐❡✉() ❢❛9♦♥) ❘❆▼ ✧❘❛♥❞♦♠ ❆❝❝❡)) ▼❡♠♦(②✧✱ ❘❖▼ ✧❘❡❛❞ ❖♥❧② ▼❡♠♦(②✧✱ ❋■❋❖ ✧❋✐()&

✐♥ ❋✐()& ❖✉&✧ ❬✷✽❪✳

▲❡) ♠/♠♦✐(❡) ❡♠❜❛(G✉/❡) ❞❡) ❋H●❆ ❱✐(&❡①✲✹ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❳✐❧✐♥① ♦♥& ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐&/ ♠❛①✐♠❛❧❡

❞❡ ✶✽ ❦❜✐&)✳ ❈❤❛G✉❡ ❜❧♦❝ ♠/♠♦✐(❡ ❇❘❆▼ ✭❇❧♦❝❦ ❘❆▼✮ ♣♦))U❞❡ ❞❡✉① ♣♦(&) ❝♦♠♣❧U&❡♠❡♥& ✐♥✲

❞/♣❡♥❞❛♥&) ♣❛(&❛❣❡❛♥& ❧❡) ❞♦♥♥/❡) ❡♥(❡❣✐)&(/❡)✳ ▲❡ ❝♦♥&❡♥✉ ❞❡) ❇❘❆▼ ♣❡✉& V&(❡ ❝♦♥✜❣✉(/ ♣❛(

✉♥ ✜❝❤✐❡( ❞❡ ❝♦♥✜❣✉(❛&✐♦♥✳ ❈❡&&❡ ♦♣&✐♦♥ ❡)& ✉&✐❧❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ♦W ♥♦✉) ❛✈♦♥) ❜❡)♦✐♥ ❞✬❡♥(❡❣✐)&(❡(

❞❡) ❞♦♥♥/❡) ❞✬✐♥✐&✐❛❧✐)❛&✐♦♥✳❉❛♥) ❧❡) ❋H●❆ ❱✐(&❡①✲✺✴✻✱ ❧❛ &❛✐❧❧❡ ❞❡) ❜❧♦❝) ♠/♠♦✐(❡) ❛ ❛✉❣♠❡♥&/

♣♦✉( ❛&&❡✐♥❞(❡ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐&/ ❞❡ ✸✻ ❦❜✐&)✳ ❉❛♥) ❧❡) ❋H●❆ ❱✐(&❡①✲✼✱ ✐❧ ② ❛ ❡✉ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥

❞❛♥) ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❜❧♦❝) ♠/♠♦✐(❡)✳

◆♦✉) ♣♦✉✈♦♥) &(♦✉✈❡( ❛✉))✐ ❞❛♥) ❧❡) ❋H●❆ (/❝❡♥&) ❞✬❛✉&(❡) ❜❧♦❝) ■H ✐♠♣❧❛♥&/) ❡♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧

♦✉ ❡♥ ♠❛&/(✐❡❧ ♦✉ ❡♥ ♠✐①&❡✳ H❛(♠✐ ❝❡) ■H ♥♦✉) &(♦✉✈♦♥) ❧❡) ♣(♦❝❡))❡✉() ♠❛&/(✐❡❧) &❡❧) G✉❡ H♦✇❡(

H❈ ❞❡ ❳✐❧✐♥① ♦✉ ◆✐♦) ❞✬❆❧&❡(❛✱ ❡& ❞❡) ♣(♦❝❡))❡✉() )♦❢&✇❛(❡ &❡❧ G✉❡ ❧❡ ♣(♦❝❡))❡✉( ▼✐❝(♦❜❧❛③❡

♣(♦♣♦)/ ♣❛( ❳✐❧✐♥①✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡)& ✐♠♣♦(&❛♥& ❞❡ ♥♦&❡(✱ G✉❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥&❛&✐♦♥ ❞❡ ❝✐(❝✉✐&)

❡& ❞❡ )②)&U♠❡) ♥✉♠/(✐G✉❡)✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ❧❛ ♣♦))✐❜✐❧✐&/ ❞✬✐♥)&❛♥❝✐❡( ❞❡) ■H ❝♦♥9✉) ♣♦✉( (/❛❧✐)❡( ❞❡)

&(❛✐&❡♠❡♥&) )♣/❝✐✜G✉❡)✳ ◆♦✉) ♣♦✉✈♦♥) ❝✐&❡( ❧❡) ❛❧❣♦(✐&❤♠❡) ❞❡ ❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥ ❡& ✸●HH ❚✉(❜♦

❊♥❝♦❞❡( ♣♦✉( ❧❡) ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥) ❞❡ &/❧/❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥)✳ ❉❛♥) ❝❡&&❡ &❤U)❡ ♥♦✉) ❛❧❧♦♥) ♥♦✉) (/❢/(❡(

d ❧✬■H ❋❋❚ ❡& ❉❈❚ ♣♦✉( ❞❡) ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥) ❞❡ &(❛✐&❡♠❡♥& ❞❡ )✐❣♥❛❧ ❡& ❞❡ &(❛✐&❡♠❡♥& ❞✬✐♠❛❣❡✳

✶✳✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥

❉❛♥) ❝❡ &(❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉) ❛❧❧♦♥) ♦♣&❡( ♣♦✉( ❧✬✉&✐❧✐)❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬/❧❡❝&(♦♥✐G✉❡ ♣♦✉( ❧✬✐♠♣❧❛♥&❛&✐♦♥ ♥✉✲

♠/(✐G✉❡ ❞❡) ❞✐✛/(❡♥&) ❛❧❣♦(✐&❤♠❡) ❡& ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥) ❞❡ &(❛✐&❡♠❡♥&) ❞✉ )✐❣♥❛❧ ❡& ❞✬✐♠❛❣❡)✳ ❈❡ ❝❤♦✐①

❛ /&/ ❡✛❡❝&✉/ ♣♦✉( ♣❧✉)✐❡✉() (❛✐)♦♥) ✿

✶✳ ▲✬❛♣♣❛(✐&✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉)✐❡✉() ❛(❝❤✐&❡❝&✉(❡) ♣❛(❛❧❧U❧❡) ♣❡(♠❡&&❛♥& ❞✬❛✈♦✐( ❞❡ &(U) ❜♦♥♥❡) ♣❡(❢♦(✲

♠❛♥❝❡)✳

✷✳ ▲❡) ❛(❝❤✐&❡❝&✉(❡) ♥✉♠/(✐G✉❡) ♦✛(❡♥& ✉♥❡ (/)♦❧✉&✐♦♥ ♥❡&&❡♠❡♥& ♠❡✐❧❧❡✉(❡ G✉❡ ❝❡❧❧❡ ❢♦✉(♥✐❡

♣❛( ❧✬♦♣&✐G✉❡ ❝❡ G✉✐ ♣❡(♠❡& ❞✬❛✈♦✐( ❞❡) ♠❡✐❧❧❡✉() (/)✉❧&❛&)✳

✸✳ ▲❡ ♣(♦❣(U) &❡❝❤♥♦❧♦❣✐G✉❡ ♣❡(♠❡& ❛✉① ❛(❝❤✐&❡❝&✉(❡) ♥✉♠/(✐G✉❡) ❞✬V&(❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥& ❡♠❜❛(✲

G✉❛❜❧❡ ❝♦♥&(❛✐(❡♠❡♥& ❛✉① ❛♣♣❛(❡✐❧) ♦♣&✐G✉❡)✳

✹✳ ▲✬✐♠♣❧❛♥&❛&✐♦♥ ❞❡) ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥) )✉( ❞❡) ❛(❝❤✐&❡❝&✉(❡) ♥✉♠/(✐G✉❡) ❡)& ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉) ❢❛✲

❝✐❧❡ G✉❡ ❞❡ ❧❡) (/❛❧✐)❡( )✉( ❞❡) ❛♣♣❛(❡✐❧) ♦♣&✐G✉❡) G✉✐ ♥/❝❡))✐&❡♥& ✉♥ ❝♦g& ❡& ✉♥ &❡♠♣) ❞❡

❞/✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥& &(U) ✐♠♣♦(&❛♥&✳

✶✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠✐❣,❛.✐♦♥ ❞✉ .,❛✐.❡♠❡♥. ♦♣.✐2✉❡ ✈❡,4 ✉♥ .,❛✐.❡✲

♠❡♥. ♥✉♠6,✐2✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦,♠❛.✐♦♥

✶✳✹✳✶ ■♥./♦❞✉❝.✐♦♥

▲❛ ❝♦((/❧❛&✐♦♥ ♦♣&✐G✉❡ ❡)& ✉♥❡ ❞❡) &❡❝❤♥✐G✉❡) ❧❡) ♣❧✉) ♣❡(❢♦(♠❛♥&❡) ♣♦✉( ❧❛ (❡❝♦♥♥❛✐))❛♥❝❡ ❞❡)

❢♦(♠❡) ❬✸❪✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❡❧❧❡ ❛ ✉♥ &(U) ❜♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞✐)❝(✐♠✐♥❛&✐♦♥ ✭♣(✐)❡ ❞❡ ❞/❝✐)✐♦♥)✮ ❡& ♣❡(♠❡& d

❧❛ ❢♦✐) ❞❡ ❞/&❡❝&❡( ❡& ❞✬❡)&✐♠❡( ✉♥ ♦❜❥❡& ❝✐❜❧❡✳ ❙♦♥ ♣(✐♥❝✐♣❡ ❡)& &(U) )✐♠♣❧❡ ❡& ❝♦♥)✐)&❡ d ❝♦♠♣❛(❡(

❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ✭✐♠❛❣❡ d (❡❝♦♥♥❛✐&(❡✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉)✐❡✉() ✐♠❛❣❡) (/❢/(❡♥❝❡) ✐))✉❡) ❞✬✉♥❡ ❜❛)❡

❞✬❛♣♣(❡♥&✐))❛❣❡✳ ▲❛ ❝♦((/❧❛&✐♦♥ ♦♣&✐G✉❡ )✬❡)& ✈(❛✐♠❡♥& ❞/✈❡❧♦♣♣/❡ ❞❛♥) ❧❡) ❛♥♥/❡) ✽✵ ❡& ✾✵ )❡❧♦♥

❞❡✉① ❛①❡) ✿ ❛❧❣♦(✐&❤♠✐G✉❡ ❡& ❛(❝❤✐&❡❝&✉(❛❧✳ ▼❛❧❣(/ ❝❡) ❛✈❛♥❝/❡) ❡& ❧❡) ❜♦♥♥❡) ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡) ❞❡

❧❛ ❝♦((/❧❛&✐♦♥ ♦♣&✐G✉❡✱ ❧❛ ❞✐✛✉)✐♦♥ ❞❡ ❝❡&&❡ ♠/&❤♦❞❡ )✬❡)& ❡))♦✉✤/❡ ❞❛♥) ❧❡) ❛♥♥/❡) ✷✵✵✵✳ ❈❡&&❡

♣❡(&❡ ❞✬✐♥&/(V&✱ ✈✐)✲d✲✈✐) ❞❡) ♠/&❤♦❞❡) ♣✉(❡♠❡♥& ♥✉♠/(✐G✉❡)✱ ❡)& ❞g ❡♥&(❡ ❛✉&(❡)✱ d ❧❛ ❝♦♥&(❛✐♥&❡

G✉✐ ❝♦♥)✐)&❡ d ✐♠♣♦)❡( ✉♥❡ (/❛❧✐)❛&✐♦♥ ♣❤②)✐G✉❡ ✭&(U) (❛♣✐❞❡✮ ❞❡ ❝❡&&❡ ♠/&❤♦❞❡ ✐✳❡✳ ✉♥ ♠♦♥&❛❣❡

♦♣&✐G✉❡✳ ❯♥❡ ❝♦♥&(❛✐♥&❡ ❞❡ (❛♣✐❞✐&/ ♥♦♥ ❥✉)&✐✜/❡ ❞❛♥) ❞❡ ♥♦♠❜(❡✉① ❝❛) ❞✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥)✳

❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❛ ❝❛❞❡♥❝❡ ✈✐❞/♦ ❡)& ❧❛(❣❡♠❡♥& )✉✣)❛♥&❡ ❞❛♥) ❜✐❡♥ ❞❡) ❝❛)✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡

❧❡ )②)&U♠❡ ❞❡ ❞/&❡❝&✐♦♥ ❞❡ ❝❤✉&❡) ❞❡ ♣❡()♦♥♥❡) m❣/❡) ♣(♦♣♦)/ ❡& ✈❛❧✐❞/ ♣❛( ❊❧❜♦✉③ ❡& ❛❧ ❬✸✼❪✳

❉❡ ♣❧✉)✱ ❧❡) ♠/&❤♦❞❡) ♣✉(❡♠❡♥& ♥✉♠/(✐G✉❡) ❜/♥/✜❝✐❡♥& ❞❡ ❧✬❛✈❛♥&❛❣❡ ❞✬V&(❡ ♣❧✉) ❢❛❝✐❧❡♠❡♥&
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"❡❝♦♥✜❣✉"❛❜❧❡ -✉❡ ❧❡. ♠01❤♦❞❡. ♣✉"❡♠❡♥1 ♦♣1✐-✉❡.✳ ❯♥ ❞❡"♥✐❡" ♣♦✐♥1 .✉.❝❡♣1✐❜❧❡ ❞❡ ❧✐♠✐1❡" ❧❛

❞✐✛✉.✐♦♥ ❞❡. ❝♦""0❧❛1❡✉". 1♦✉1 ♦♣1✐-✉❡ ❡.1 ❧❛ ♥0❝❡..✐10 ❞❡ ♣♦.1✲1"❛✐1❡" ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦""0❧❛1✐♦♥ ♣♦✉"

♣"❡♥❞"❡ ✉♥❡ ❞0❝✐.✐♦♥✳ ●0♥0"❛❧❡♠❡♥1 ❝❡❧❛ ❡.1 "0❛❧✐.0 ♥✉♠0"✐-✉❡♠❡♥1 ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥1 ✉♥ ❝"✐1;"❡ ❞❡

❞0❝✐.✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♣❛" ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ =❈❊ ✿ =❡❛❦✲1♦✲❝♦""❡❧❛1✐♦♥ ❡♥❡"❣② ❬✸❪✳

❉❛♥. ❝❡11❡ ♣❛"1✐❡ ♥♦✉. ♣"0.❡♥1♦♥. ✉♥❡ ❛♣♣"♦❝❤❡ ♣❡"♠❡11❛♥1 ❞❡ "❡♥❞"❡ ♣❧✉. ♣❡"❢♦"♠❛♥1 ❝❡

❣❡♥"❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥. ❡♥ ❛❞❛♣1❛♥1 ❧✬❛❧❣♦"✐1❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦""0❧❛1✐♦♥ H ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥1❛1✐♦♥ 1♦✉1❡ ♥✉♠0✲

"✐-✉❡✳ =♦✉" ❝❡❧❛✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. 01✉❞✐❡" ❧❛ 1"❛♥.❢♦"♠❛1✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉"✐❡" -✉✐ ❡.1 H ❧❛ ❜❛.❡ ❞❡ ❧❛ ♠01❤♦❞❡

❞❡ ❝♦""0❧❛1✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥1 ❞❡ ✈✉❡ ♣✉"❡♠❡♥1 ❛❧❣♦"✐1❤♠✐-✉❡✱ ❧❛ ❝♦""0❧❛1✐♦♥ ❞❡ ❱▲❈ ❡.1

❜❛.0❡ .✉" ❧❛ "0❛❧✐.❛1✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① 1"❛♥.❢♦"♠❛1✐♦♥. ❞❡ ❋♦✉"✐❡" ❡1 ✉♥❡ ♠✉❧1✐♣❧✐❝❛1✐♦♥ .♣❡❝1"❛❧❡ ❡♥1"❡

❧❡ .♣❡❝1"❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❡1 ✉♥ ✜❧1"❡ ❞❡ ❝♦""0❧❛1✐♦♥ ❜✐❡♥ ❞0✜♥✐ ❬✸❪✳ ◆♦✉. ❝♦♠♠❡♥O♦♥. ♣❛" ♣"♦✲

♣♦.❡" ✉♥❡ "0❛❧✐.❛1✐♦♥ 1♦✉1❡ ♥✉♠0"✐-✉❡ ❞❡ ❧❛ 1"❛♥.❢♦"♠❛1✐♦♥ ♦♣1✐-✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ =♦✉" ❝❡❧❛✱ ♥♦✉.

♥♦✉. .♦♠♠❡. ❜❛.0. .✉" ❧❛ ❞✐✛"❛❝1✐♦♥ ❞❡ ❋"❛✉♥❤♦❢❡" ❬✸✽❪✳ ❊♥.✉✐1❡ ♥♦✉. ♣"♦♣♦.♦♥. ❞❡✉① ♣♦..✐❜✐✲

❧✐10. ♣♦✉" ✐♠♣❧❛♥1❡" ♥✉♠0"✐-✉❡♠❡♥1 ❧❡ ❝♦""0❧❛1❡✉" ❞❡ ❱❛♥❞❡"❧✉❣1 ❡♥ ✉1✐❧✐.❛♥1 ✿ ✭✶✮ ❧✬❛❧❣♦"✐1❤♠❡

❋❛.1 ❋♦✉"✐❡" ❚"❛♥.❢♦"♠ ❡1 ✭✷✮ ❡♥ ✉1✐❧✐.❛♥1 ✉♥❡ ✐♠♣❧0♠❡♥1❛1✐♦♥ ♥✉♠0"✐-✉❡ ❞❡ ❧❛ 1"❛♥.❢♦"♠❛1✐♦♥

❞❡ ❋♦✉"✐❡" ♦♣1✐-✉❡ ✭NOFT ✿ ◆✉♠❡"✐❝❛❧ ❖♣1✐❝❛❧ ❋♦✉"✐❡" ❚"❛♥.❢♦"♠✮✳ ❊♥.✉✐1❡ ♥♦✉. ♣"0.❡♥1❡"♦♥.

❞✐✛0"❡♥1. 1❡.1. ♠♦♥1"❛♥1 ❧❡. ❛✈❛♥1❛❣❡. ❞❡ ❧✬✉1✐❧✐.❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ NOFT ✳

✶✳✹✳✷ ■♠♣❧❛♥*❛*✐♦♥ ♥✉♠./✐0✉❡ ❞❡ ❧❛ */❛♥3❢♦/♠.❡ ❞❡ ❋♦✉/✐❡/ 6 ❜❛3❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❢✲

❢/❛❝*✐♦♥ ❞❡ ❋/❛✉♥❤♦❢❡/

❘❛♣♣❡❧♦♥. -✉❡ ❧❛ ♠01❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦""0❧❛1✐♦♥ ❡.1 ❜❛.0❡ .✉" ❧❡ ♠♦♥1❛❣❡ 4f ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥1✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥1

❞❡ ✈✉❡ ♣✉"❡♠❡♥1 ❛❧❣♦"✐1❤♠✐-✉❡ ✉♥ ❝♦""0❧❛1❡✉" ♣❡✉1 X1"❡ "❡♣"0.❡♥10 ♣❛" ❧❛ ❋✐❣✉"❡ ✶✳✷✹✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✹ ✕ %&✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦&✐2❤♠❡ ❞❡ ❝♦&&5❧❛2✐♦♥

❊♥ ❡✛❡2✱ ❛♣&9: ❛✈♦✐& ♣&✐: ❡♥ ❝♦♠♣2❡ ❧❛ :❝9♥❡ < 52✉❞✐❡& ✭?✉✐ ❝♦♥2✐❡♥2 ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❀ ✐♠❛❣❡

< &❡❝♦♥♥❛✐2&❡✮✱ ♥♦✉: &5❛❧✐:♦♥: ✉♥❡ ♣&❡♠✐9&❡ 2&❛♥:❢♦&♠❛2✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉&✐❡&✳ ❈❡22❡ ♣&❡♠✐9&❡ ✧ ❚❋
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✧✱ ♥♦✉' ❞♦♥♥❡ ❧❡ '♣❡❝-.❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡✳ ❊♥'✉✐-❡✱ ♥♦✉' ♠✉❧-✐♣❧✐♦♥' ❝❡ ❞❡.♥✐❡. ♣❛. ✉♥ ✜❧-.❡

❞❡ ❝♦..8❧❛-✐♦♥ ✿ ♠✉❧-✐♣❧✐❝❛-✐♦♥ ♣♦✐♥-✲♣❛.✲♣♦✐♥-✳ ▲❡ ✜❧-.❡ ❞❡ ❝♦..8❧❛-✐♦♥ ❡'- ❢❛❜.✐=✉8 ❛✉♣❛.❛✈❛♥- ?

♣❛.-✐. ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ .8❢8.❡♥❝❡ '❡❧♦♥ ✉♥❡ ♠8-❤♦❞❡ ❜✐❡♥ ❞8✜♥✐❡ ❬✸❪✳ ❉❛♥' ❝❡ -.❛✈❛✐❧ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ✉-✐❧✐'8

✉♥ ✜❧-.❡ ❞❡ ❝♦..8❧❛-✐♦♥ D❖❋ ✧D❤❛'❡ ❖♥❧② ❋✐❧-❡.✧✳ D❛. ❧❛ '✉✐-❡✱ ♥♦✉' .8❛❧✐'♦♥' ✉♥❡ -.❛♥'❢♦.♠❛-✐♦♥

❞❡ ❋♦✉.✐❡. ✐♥✈❡.'❡ (TF−1) ❞❡ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡✳ ❆✐♥'✐✱ ❡♥ '♦.-✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡✱ ♥♦✉' ♦❜-❡♥♦♥' ✉♥ ♣❧❛♥

❞❡ ❝♦..8❧❛-✐♦♥✳ ❈❡ ❞❡.♥✐❡. ❝♦♥-✐❡♥- ✉♥ ♣✐❝ ❞❡ ❝♦..8❧❛-✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉-❡✉. ✈❛.✐❛❜❧❡✱ '❡❧♦♥ ❧❡ ❞❡❣.8 ❞❡

.❡''❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥-.❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❡- ❧✬✐♠❛❣❡ .8❢8.❡♥❝❡ =✉✐ ❛ '❡.✈✐- ? ❢❛❜.✐=✉❡. ❧❡ ✜❧-.❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥-

✉♥❡ 8-✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ♣✐❝ ♣❡.♠❡- ❞❡ ❞8❝✐❞❡. ❞❡ ❧✬✐❞❡♥-✐✜❝❛-✐♦♥ ♦✉ ♣❛' ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡✳ D♦✉. ❝❡❧❛✱

❞✐✛8.❡♥-' ❝.✐-K.❡' ♦♥- 8-8 ♣.♦♣♦'8 ❞❛♥' ❧❛ ❧✐--8.❛-✉.❡ ♣♦✉. .8❛❧✐'❡. ♦❜❥❡❝-✐✈❡♠❡♥- ❝❡--❡ 8-✉❞❡ ✐✳❡✳

❞❛♥' ❝❡ -.❛✈❛✐❧ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ✉-✐❧✐'8 ❧❡ ❝.✐-K.❡ D❈❊ D❡❛❦✲-♦✲❝♦..❡❧❛-✐♦♥✲❊♥❡.❣② ❬✸❪✳

❈❡ ♣❡-✐- .❛♣♣❡❧ ♠♦♥-.❡ ❜✐❡♥ =✉❡ ♣♦✉. ❛✈♦✐. ✉♥❡ ❝♦..8❧❛-✐♦♥ ♥✉♠8.✐=✉❡✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ❜❡✲

'♦✐♥ ❞❡ .8❛❧✐'❡. ❞❡✉① -.❛♥'❢♦.♠❛-✐♦♥' ❞❡ ❋♦✉.✐❡. ✿ ✉♥❡ ❞✐.❡❝-❡ ✭✐♠❛❣❡✴'♣❡❝-.❡✮ ❡- ✉♥❡ ✐♥✈❡.'❡

✭'♣❡❝-.❡✴✐♠❛❣❡✮✳ ❆✐♥'✐ ✐❧ ❡'- ♥8❝❡''❛✐.❡ ❞✬8-✉❞✐❡. ❧❛ .8❛❧✐'❛-✐♦♥ ♥✉♠8.✐=✉❡ ❞✬✉♥❡ ❚❋✳ ❉❛♥' ❧❛

❧✐--8.❛-✉.❡✱ ❞✐✛8.❡♥-' ❛❧❣♦.✐-❤♠❡' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠8.✐=✉❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋ ♦♥- 8-8 ♣.♦♣♦'8' ❡- ✈❛❧✐❞8'✳ ❈❡✲

♣❡♥❞❛♥-✱ ♣♦✉. ❛✈♦✐. ✉♥ ❝♦..8❧❛-❡✉. .❛♣✐❞❡✱ ♥♦✉' ♥♦✉' '♦♠♠❡' ✐♥-8.❡''8' ❛✉① ❛❧❣♦.✐-❤♠❡' .❛♣✐❞❡'

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❚❋ ❝♦♠♠❡ ❧❡' ❛❧❣♦.✐-❤♠❡' ❋❋❚ ✭❋❛'- ❋♦✉.✐❡. ❚.❛♥'❢♦.♠✮✳ ❈❡' ❛❧❣♦.✐-❤♠❡' ❝❛❧✲

❝✉❧❡♥- ❧❛ -.❛♥'❢♦.♠8❡ ❞❡ ❋♦✉.✐❡. ❉✐'❝.K-❡ ✭❉❋❚✮ ❡- ♥❡ ♣❡.♠❡--❡ ♣❛'✱ ❡♥ ❧❡✉. ❢♦.♠❡ ♦.✐❣✐♥❛✐.❡✱

❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡. ✉♥❡ -.❛♥'❢♦.♠❛-✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉.✐❡. ♦♣-✐=✉❡ ✳ ❈❡ ❞❡.♥✐❡. ❛ ❞❡' ❝❛.❛❝-8.✐'-✐=✉❡' ❞✐✛8.❡♥-❡'

❞✬✉♥❡ '✐♠♣❧❡ ❉❋❚✳ D❛.♠✐✱ ❧❡' ❞✐✛8.❡♥-' -.❛✈❛✉① ♣.♦♣♦'8'✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ❝❤♦✐'✐ ❧❛ -❡❝❤♥✐=✉❡ ❜❛'8❡

'✉. ❧❛ ❞✐✛.❛❝-✐♦♥ ❞❡ ❋.❛✉♥❤♦❢❡. ♣♦✉. ✐♠♣❧8♠❡♥-❡. ♥✉♠8.✐=✉❡♠❡♥- ✉♥❡ ❚❋ ♦♣-✐=✉❡✳ D♦✉. ❝❡❧❛ ♦♥

'✬❡'- ❜❛'8 '✉. ❧❡' -.❛✈❛✉① ♣✉❜❧✐8' ❬✸✽❪✳ ▲❛ ♣.♦♣❛❣❛-✐♦♥ ❞❡ ❋.❛✉♥❤♦❢❡. ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♦❜❥❡- ❞✬❛♠♣❧✐-✉❞❡

U0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❡♥-✐❧❧❡ ♣❡✉- '✬8❝.✐-❡ ✿

Ui(u, v) =
ejkf

jλf
e
j k
2f

(u2+v2)
∫ ∫

U0(x, y).P (x, y).e
−j 2π

λf
(ux+vy)

dxdy ✭✶✳✼✮

♦U ❦ ❡'- ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬♦♥❞❡ k = 2π
λ

✱ f ❡'- ❧❛ ❞✐'-❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡♥-✐❧❧❡✱ λ ❡'- ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉. ❞✬♦♥❞❡

❞❡ ❧❛ '♦✉.❝❡ ✉-✐❧✐'8❡ ♣♦✉. 8❝❧❛✐.❡. ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥-.8❡✱ (u, v) '♦♥- ❧❡' ❝♦♦.❞♦♥♥8❡' ❢.8=✉❡♥-✐❡❧❧❡' ❡-

P (x, y) ❡'- ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ♣✉♣✐❧❧❛✐.❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡♥-✐❧❧❡✳ ❉❛♥' ♥♦-.❡ ❝❛' ♥♦✉' ❛✈♦♥' ❝♦♥'✐❞8.8 P (x, y) = 1
'✐ ? ❧✬✐♥-8.✐❡✉.❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡.-✉.❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡♥-✐❧❧❡ ❡- P (x, y) = 0 ? ❧✬❡①-8.✐❡✉.✳

✶✳✹✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦--.❧❛0✐♦♥ ♥✉♠.-✐4✉❡ ❜❛6.❡ 6✉- ❧❛ ❋❋❚

❆♣.K' ❛✈♦✐. ❝❤♦✐'✐ ❡- ✈❛❧✐❞8 ✉♥ ♠♦❞K❧❡ ♥✉♠8.✐=✉❡ ♣♦✉. ❝❛❧❝✉❧❡. ✉♥❡ -.❛♥'❢♦.♠❛-✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉.✐❡.

♦♣-✐=✉❡✱ ♥♦✉' ❛❧❧♦♥' ❞8-❛✐❧❧❡. ❡- ♠♦♥-.❡. ❧❡' .8'✉❧-❛-' ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧8♠❡♥-❛-✐♦♥ ♥✉♠8.✐=✉❡ ❞✬✉♥

❝♦..8❧❛-❡✉. ❞❡ -②♣❡ ❱❛♥❞❡.▲✉❣-✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ =✉❡ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ❝❤♦✐'✐ ❞❡ ❞8✈❡❧♦♣♣❡. ❞❛♥' ❝❡--❡ '❡❝-✐♦♥

❡'- ❧❛ ❝♦..8❧❛-✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭❋✐❣✉.❡ ✶✳✷✺ ✭❛✮✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ✜❧-.❡ ❝❧❛''✐=✉❡ ❞❡ ❝♦..8❧❛-✐♦♥ ❞❡ -②♣❡

D❖❋✳ ❈❡ ❞❡.♥✐❡. ❡'- ❢❛❜.✐=✉8 ? ♣❛.-✐. ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ .8❢8.❡♥❝❡ ✐❞❡♥-✐=✉❡ ? ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ✭❋✐❣✉.❡

✶✳✷✺ ✭❛✮✮✳ ❯♥❡ .❡♣.8'❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ✜❧-.❡ ❡'- ✐❧❧✉'-.8 '✉. ❧❛ ❋✐❣✉.❡ ✶✳✷✺ ✭❜✮✳ ❆♣.K' ❛✈♦✐. ❝❛❧❝✉❧8

♥✉♠8.✐=✉❡♠❡♥- ❧❛ ❚❋ ♦♣-✐=✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❋✐❣✉.❡ ✶✳✷✺ ✭❛✮✮✱ ♥♦✉' ♠✉❧-✐♣❧✐♦♥' '♦♥ '♣❡❝-.❡ ♣♦✐♥-✲

♣❛.✲♣♦✐♥- ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧-.❡ D❖❋ ✭❋✐❣✉.❡ ✶✳✷✺ ✭❜✮✮✳ ❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥- ✉♥❡ ❚❋ ✐♥✈❡.'❡ ❞❡ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ♦♥

♦❜-✐❡♥- ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦..8❧❛-✐♦♥ ♣.8'❡♥-8 ❞❛♥' ❧❛ ❋✐❣✉.❡ ✶✳✷✺ ✭❝✮✳ ❉❛♥' ❧❛ ❋✐❣✉.❡ ✶✳✷✺ ✭❞✮ ♥♦✉'

❛✈♦♥' ♣.8'❡♥-8 ❧❡ ♣❧❛♥ ✸❉ ❞❡ ❧❛ ❝♦..8❧❛-✐♦♥ ♦❜-❡♥✉❡✳

✶✳✹✳✹ ❈♦♠♣❛-❛✐6♦♥ ❞❡6 ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡6 ❞❡ ❝♦--.❧❛0❡✉- ♥✉♠.-✐4✉❡

▲✬✐♠♣❧❛♥-❛-✐♦♥ ♥✉♠8.✐=✉❡ ❡♥ ✉-✐❧✐'❛♥- ❧❛ ❋❋❚ ♦♣-✐=✉❡ ❜❛'8❡ '✉. ❧❛ ❞✐✛.❛❝-✐♦♥ ❞❡ ❋.❛✉♥❤♦❢❡.

♥♦✉' ❛ ♣❛.✉ ✐♥-8.❡''❛♥-❡ ? ❞8✈❡❧♦♣♣❡. ❡- ? 8-✉❞✐❡.✳ ❉✬❛✉-❛♥- ♣❧✉' =✉❡ '✐ ❧✬✐♠♣❧8♠❡♥-❛-✐♦♥ ♦♣-✐=✉❡

❛ 8-8 ❧❛.❣❡♠❡♥- 8-✉❞✐8❡ ❞❛♥' ❧❛ ❧✐--8.❛-✉.❡✱ ❧✬✐♠♣❧8♠❡♥-❛-✐♦♥ ♥✉♠8.✐=✉❡ ❧✬❡'- ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥'✳

D♦✉. ❝❡❧❛ ♥♦✉' ❛❧❧♦♥' ❝♦♠♣❛.❡. ❞❡✉① ✐♠♣❧8♠❡♥-❛-✐♦♥' ♥✉♠8.✐=✉❡' ❞✬✉♥ ❝♦..8❧❛-❡✉. ❱▲❈ ✉-✐❧✐'❛♥-

✉♥ ✜❧-.❡ ❝♦♠♣♦'✐-❡ ❝❧❛''✐=✉❡ D❖❋ ✺✲❘8❢8.❡♥❝❡' ❬✸❪ ✿ ✭✶✮ ✉♥❡ .8❛❧✐'❛-✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡ ❋❋❚

❡- ✭✷✮ ✉♥❡ ❞❡✉①✐K♠❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥- ♥✉♠8.✐=✉❡♠❡♥- ❧❛ ❚❋ ♦♣-✐=✉❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡'- ♠♦♥-.8 ❞❛♥'

❧✬❛.-✐❝❧❡ ❬✸✾❪✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ✉♥ ✜❧-.❡ ❝♦♠♣♦'✐-❡ ❝❧❛''✐=✉❡ ❡'- ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐'♦♥ ❧✐♥8❛✐.❡ ❞✬✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡

❞✬✐♠❛❣❡' ❬✶✶✱ ✶✷❪✳ ▲❛ .♦❜✉'-❡''❡ ❡- ❧❛ ❞✐'❝.✐♠✐♥❛-✐♦♥ ❞❡ ❝❡' ❞❡✉① .8❛❧✐'❛-✐♦♥' ♥✉♠8.✐=✉❡' ♦♥- 8-8

-❡'-8❡' ✈✐'✲?✲✈✐' ❞❡' .♦-❛-✐♦♥' ❤♦.✐③♦♥-❛❧❡' ❡- ✈❡.-✐❝❛❧❡' ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ♣❛. .❛♣♣♦.- ❛✉① ✐♠❛❣❡'



✸✷ ❈❍❆#■❚❘❊ ✶

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦001❧❛2✐♦♥ ♥✉♠10✐6✉❡

01❢10❡♥❝❡8✳ 9♦✉0 01❛❧✐8❡0 ❝❡8 2❡828 ♥♦✉8 ❛✈♦♥8 ✉2✐❧✐81 ✹ ✈✐8❛❣❡8 ❞✐✛10❡♥28 ❞❡ ❧❛ ❜❛8❡ 9❍9■❉ ❬✹✵❪✳

▲❛ ❋✐❣✉0❡ ✶✳✷✻ ♠♦♥20❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛8❡ ✉2✐❧✐81❡ ♣♦✉0 ❧❛ ♣❡08♦♥♥❡ ✹ ✭9✹✮ ✿ ♥♦✉8 ❛✈♦♥8 ✉♥

✈✐8❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ 0♦2❛2✐♦♥ ❤♦0✐③♦♥2❛❧❡ ❛❧❧❛♥2 ❞❡ ❬✲✾✵✱ ✰✾✵❪ ❡2 ✉♥❡ 0♦2❛2✐♦♥ ✈❡02✐❝❛❧❡ ❞❡ ❬✲✶✺✱ ✰✶✺❪✳

▲❡8 ✐♠❛❣❡8 01❢10❡♥❝❡8 6✉✐ ♦♥2 8❡0✈✐ R ❢❛❜0✐6✉❡0 ❧❡ ✜❧20❡ ❝♦♠♣♦8✐2❡ 9❖❋ 5Refs 8♦♥2 ✺ ✐♠❛❣❡8 ❞❡ ❧❛

♣❡08♦♥♥❡ ✹ ❛✈❡❝ ✉♥❡ 0♦2❛2✐♦♥ ✈❡02✐❝❛❧❡ ❡2 ❤♦0✐③♦♥2❛❧❡♠❡♥2 ♥♦✉8 ❛✈♦♥8 ♣0✐8 ❝✐♥6 ❛♥❣❧❡8 ✭✲✹✺✱ ✲✶✺✱

✰✶✺✱ ✰✸✵ ❡2 ✰✹✺✮ ✿ P40(−45) ❀ P40(−15) ❀ P40(+15) ❀ P40(+30) ❀ P40(+45)✳

▲❡8 018✉❧2❛28 ❞❡ ❝♦001❧❛2✐♦♥ ✭♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦001❧❛2✐♦♥ ❡♥ ✸❉✮ ❡♥ ✉2✐❧✐8❛♥2 ❝❡8 ❞❡✉① 01❛❧✐8❛2✐♦♥8

♥✉♠10✐6✉❡8 8♦♥2 ♣018❡♥218 8✉0 ❧❛ ❋✐❣✉0❡ ✶✳✷✼✳ ❙✉0 ❝❡22❡ ✜❣✉0❡✱ ♥♦✉8 ❛✈♦♥8 ❡♥ ❛✱ ❜ ❡2 ❝ 20♦✐8

❡①❡♠♣❧❡8 ❞❡ ♣❧❛♥8 ❞❡ ❝♦001❧❛2✐♦♥ ♦❜2❡♥✉8 ❡♥ ❝♦001❧❛♥2 ❧❡8 ✐♠❛❣❡8 ❞❡ ❧❛ ♣❡08♦♥♥❡ ✹ ✭9✹✮ ✭❛♥❣❧❡ ✿

✭✲✶✺✱✰✸✵✮✱ ✭✵✱✲✸✵✮ ❡2 ✭✰✶✺✱✵✮✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ✜❧20❡ ❝♦♠♣♦8✐2❡ ✺✲01❢10❡♥❝❡8✳ ❙✉0 ❧❛ ❋✐❣✉0❡ ✶✳✷✻ ✭❞✱ ❡ ❡2 ❢✮

♥♦✉8 ❛✈♦♥8 ❧❡8 20♦✐8 ♣❧❛♥8 ❞❡ ❝♦001❧❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠X♠❡ ♣❡08♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠X♠❡ ✜❧20❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥2

♥✉♠10✐6✉❡♠❡♥2 ❧❛ ❚❋ ♦♣2✐6✉❡ ✭NOFT ✿ ◆✉♠❡0✐❝❛❧ ❖♣2✐❝❛❧ ❋♦✉0✐❡0 ❚0❛♥8❢♦0♠✮✳ ❈❡8 ♣❧❛♥8 ❞❡

❝♦001❧❛2✐♦♥ ♠♦♥20❡♥2 20\8 ❝❧❛✐0❡♠❡♥2 6✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♠♣❧1♠❡♥2❛2✐♦♥ ♥✉♠10✐6✉❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋ ♦♣2✐6✉❡

✭NOFT ✮ ♥♦✉8 ♦❜2❡♥♦♥8 ❞❡8 ♠❡✐❧❧❡✉08 018✉❧2❛28 6✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ❋❋❚✳ ❊♥ ❡✛❡2 ❧❡8 ♣❧❛♥8 ❞❡8 ❝♦001❧❛2✐♦♥8

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✻ ✕ ❊①❛♠♣❧❡8 ❞❡ 0♦2❛2✐♦♥ ❢❛❝✐❛❧❡
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✭❞✱ ❡ ❡% ❢✮ (♦♥% ♠♦✐♥( ❜.✉✐%0( ❡% ♣.0(❡♥%❡♥% ❞❡( ♣✐❝( ❞❡ ❝♦..0❧❛%✐♦♥ ♣❧✉( ✜♥(✳ ❈❡❧❛ ♣.♦✉✈❡ 9✉❡ ❧❛

❚❋ ♦♣%✐9✉❡ ♣❡.♠❡% ❞✬❛✈♦✐. ✉♥❡ ❝♦..0❧❛%✐♦♥ ♣❧✉( .♦❜✉(%❡✳ ❊♥ ❡✛❡% ♣♦✉. ❧✬❛♥❣❧❡ ✭✰✶✺✱✵✮ ✭❝✮ ❧❡ ♣✐❝

❞❡ ❝♦..0❧❛%✐♦♥ ❡(% ❛❜(❡♥% ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦.✐%❤♠❡ ❋❋❚✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥% ♦♥ ❧❡ ✈♦✐% %.E( ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ✉♥ NOFT

✭❢✮✳

F♦✉. ❝♦♥✜.♠❡. ❝❡❧❛ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ❝♦..0❧0 %♦✉%❡ ❧❛ ❜❛(❡ ✭❋✐❣✉.❡ ✶✳✷✻✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧%.❡ ❝♦♠♣♦(✐%❡

5Refs✳ ❉❡ ♣❧✉(✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ❝♦..0❧0 ❧❡ ♠J♠❡ ✜❧%.❡ ❛✈❡❝ %.♦✐( ❛✉%.❡( ♣❡.(♦♥♥❡( ✐✳❡✳ ♣♦✉. %❡(%❡.

❧❛ ❞✐(❝.✐♠✐♥❛%✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ♣.0(❡♥%0 ❧❡( .0(✉❧%❛%( (♦✉( ❧❛ ❢♦.♠❡ ❞❡( ❝♦✉.❜❡( ❘❖❈

✧❘❡❝❡✐✈❡. ❖♣❡.❛%✐♥❣ ❈❤❛.❛❝%❡.✐(%✐❝✧ ❬✹✶❪✳ ❈❤❛9✉❡ ♣♦✐♥% ❞❡ ❧❛ ❝♦✉.❜❡ ❘❖❈ ❡(% ♦❜%❡♥✉ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❞0%❡❝%✐♦♥ ✭❡♥ ❨✮ ♣❛. .❛♣♣♦.% ❛✉① ❢❛✉((❡( ❛❧❛.♠❡( ✭❡♥ ①✮✳ ▲❡ ♣.✐♥❝✐♣❡ ❞❡( ❝♦✉.❜❡(

❘❖❈ ❡(% ❞0%❛✐❧❧0 ❞❛♥( ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳ ▲❛ ❋✐❣✉.❡ ✶✳✷✽ ✭❛✮ ♣.0(❡♥%❡ ❧❛ ❝♦✉.❜❡ ❘❖❈ ♦❜%❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥

❝♦..0❧❛%❡✉. ♥✉♠0.✐9✉❡ ✉%✐❧✐(❛♥% ❧✬❛❧❣♦.✐%❤♠❡ ❋❋❚ ❞❡ ▼❆❚▲❆❇✳ ▲❛ ❝♦✉.❜❡ ❘❖❈ ♦❜%❡♥✉❡ ❡♥ ❝❛❧✲
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❡♥%.❡ ❝❡( ❞❡✉① ❝♦✉.❜❡( ♠♦♥%.❡♥% ❜✐❡♥ ❧❡( %.E( ❜♦♥♥❡( ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡(✱ ❡♥ %❡.♠❡ ❞❡ .♦❜✉(%❡((❡ ❡% ❞❡

❞✐(❝.✐♠✐♥❛%✐♦♥✱ ❞✉ ❝♦..0❧❛%❡✉. ✐♠♣❧❛♥%❛♥% ❧❛ ❚❋ ♦♣%✐9✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡% ❛✈❡❝ ❧❛ ❚❋ ♦♣%✐9✉❡ ♥♦✉( ❛✈♦♥(

✼✶✪ ❞❡ ❜♦♥♥❡( ❞0%❡❝%✐♦♥( ♣♦✉. ✵✪ ❞❡ ❢❛✉((❡ ❛❧❛.♠❡✳ ❈❡❧❛ ♣.♦✉✈❡ ❜✐❡♥ 9✉❡ ♣♦✉. ❞❡( (✐♠✉❧❛%✐♦♥(

♥✉♠0.✐9✉❡( ♦✉ ♣♦✉. ✉♥❡ ✐♠♣❧0♠❡♥%❛%✐♦♥ %♦✉%❡ ♥✉♠0.✐9✉❡ ❞❡( ❝♦..0❧❛%❡✉.(✱ ✐❧ ✈❛✉% ♠✐❡✉① ✉%✐❧✐(❡.

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠0.✐9✉❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋ ♦♣%✐9✉❡ ✭NOFT ✮ ♣❧✉%[% 9✉❡ ❧❛ ❋❋❚✳
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✶✳✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥

❉❛♥( ❝❡ %.❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ♠♦♥%.0 ✉♥❡ %❡❝❤♥✐9✉❡ ♣♦✉. ❝❛❧❝✉❧❡. ♥✉♠0.✐9✉❡♠❡♥% ❧❛ ❚.❛♥(❢♦.✲

♠❛%✐♦♥ ♦♣%✐9✉❡ (NOFT )✳ ❊♥(✉✐%❡✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ✉%✐❧✐(0 ❝❡%%❡ .0❛❧✐(❛%✐♦♥ ♥✉♠0.✐9✉❡ ♣♦✉. ✐♠♣❧0♠❡♥✲

%❡. ♥✉♠0.✐9✉❡♠❡♥% ✉♥ ❝♦..0❧❛%❡✉. ♦♣%✐9✉❡✳ ❈❡%%❡ ✐♠♣❧0♠❡♥%❛%✐♦♥ %♦✉%❡ ♥✉♠0.✐9✉❡ (✬❡(% ❛✈0.0❡

%.E( .♦❜✉(%❡ ❡% %.E( ❞✐(❝.✐♠✐♥❛♥%❡✳ ❈❡❧❛ ❡(% ♣.♦✉✈0 ♣❛. ✉♥❡ ❝♦♠♣❛.❛✐(♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦..0❧❛%❡✉. ♥✉✲

♠0.✐9✉❡ ✐♠♣❧0♠❡♥%❛♥% ✉♥❡ %.❛♥(❢♦.♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉.✐❡. ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦.✐%❤♠❡ ❞❡ ❜❛(❡ ✧ ❋❛(% ❋♦✉.✐❡.

❚.❛♥(❢♦.♠ ✧ ✭❋❋❚✮✳
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❈❡ ❝❤❛♣✐5*❡ ❛ 656 ❝♦♥-❛❝*6 8 ❧❛ ♣*6-❡♥5❛5✐♦♥ ❞❡- ❞✐✛6*❡♥5- ❛❧❣♦*✐5❤♠❡- ❡5 ❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥- ♦♣5✐>✉❡-

❡♥ ❡①♣❧✐>✉❛♥5 ❧❡✉*- ♣*✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝5✐♦♥♥❡♠❡♥5✳ ❆✜♥ ❞❡ ❢❛✐*❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ✐♥❝♦♥✈6♥✐❡♥5- ❞❡ ❧✬✐♠♣❧6✲

♠❡♥5❛5✐♦♥ ♦♣5✐>✉❡ >✉✐ -♦✉✛*❡ ❞❡ ♣❧✉-✐❡✉*- ♣*♦❜❧F♠❡- 5❡❧- >✉❡ ❧❛ ♠❛✉✈❛✐-❡ >✉❛❧✐56 ❞❡- *6-✉❧5❛5-✱

❧❡ ❝♦H5✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐56 ❞❡ *6❛❧✐-❛5✐♦♥✱ ♥♦✉- ♥♦✉- -♦♠♠❡- ✐♥56*❡--6- ❛✉① ❛*❝❤✐5❡❝5✉*❡- ♥✉♠6*✐>✉❡-

>✉✐ ♦✛*❡♥5 ✉♥❡ ❢❛❝✐❧✐56 ❞✬✐♠♣❧6♠❡♥5❛5✐♦♥ ❡5 ✉♥❡ 5*F- ❜♦♥♥❡ *6-♦❧✉5✐♦♥ ❞✉ *6-✉❧5❛5✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥5

❝❡- ❛*❝❤✐5❡❝5✉*❡- -♦♥5 ♠♦✐♥- *❛♣✐❞❡- ❡♥ ❧❡- ❝♦♠♣❛*❛♥5 ❛✉① ❛♣♣❛*❡✐❧- ♦♣5✐>✉❡-✳ I♦✉* *6-♦✉❞*❡ ❝❡
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❢♦*♠❛♥❝❡-✴✢❡①✐❜✐❧✐56 ❡5 ♥♦✉- ❡--❛②♦♥- ❞✬♦♣5✐♠✐-❡* ❧✬❛❧❣♦*✐5❤♠❡ ❡5 ❧✬❛*❝❤✐5❡❝5✉*❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥5❛5✐♦♥

♥✉♠6*✐>✉❡ ❞❡- ❛❧❣♦*✐5❤♠❡- ❞❡ *❡❝♦♥♥❛✐--❛♥❝❡- ❞❡ ❢♦*♠❡- ❡5 ❞❡ ❝♦♠♣*❡--✐♦♥✳ I❛* ❝♦♥-6>✉❡♥5 ♥♦✉-

❝♦♠♠❡♥M♦♥- ♣❛* ♣*♦♣♦-❡* ✉♥❡ ■I ♦♣5✐♠✐-6❡ ♣♦✉* ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ 5*❛♥-❢♦*♠6❡ ❞❡ ❋♦✉*✐❡* ❧✬✉♥ ❞❡-

❛❧❣♦*✐5❤♠❡- ❧❡- ♣❧✉- ✉5✐❧✐-6- ❞❛♥- ❧❡- ❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥- ❞❡ *❡❝♦♥♥❛✐--❛♥❝❡- ❞❡ ❢♦*♠❡-✳
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✷✳✸✳✷ ❆❧❣♦$✐6❤♠❡ ♠✐①6❡ ✿ ❙♣❧✐6 ❘❛❞✐① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✷✳✸✳✸ ❆✉6$❡' ❛❧❣♦$✐6❤♠❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✹ ❆&❝❤✐%❡❝%✉&❡1 ♠❛%/&✐❡❧❧❡1 ♣♦✉& ❧✬✐♠♣❧❛♥%❛%✐♦♥ ❞❡1 ❛❧❣♦&✐%❤♠❡1 ❋❋❚ ✹✻

✷✳✹✳✶ ❆$❝❤✐6❡❝6✉$❡ > $+❛❧✐'❛6✐♦♥ ❞✐$❡❝6❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✹✳✷ ❆$❝❤✐6❡❝6✉$❡ $+❝✉$'✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✹✳✸ ❆$❝❤✐6❡❝6✉$❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✹✳✹ ❊6✉❞❡ ❞❡ ❝❛' ✿ ■I ❋❋❚ ❞❡ ❳✐❧✐♥① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✹✳✺ ❉✐'❝✉''✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✺ B&♦♣♦1✐%✐♦♥ ❞✬❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡1 ♦♣%✐♠✐1/❡1 ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✺✳✶ ❆$❝❤✐6❡❝6✉$❡ > ❡♥6$+❡ '+$✐❡ ✴ '♦$6✐❡ '+$✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✺✳✷ ❆$❝❤✐6❡❝6✉$❡ > ❡♥6$+❡ ♣❛$❛❧❧5❧❡ ✴ '♦$6✐❡ ♣❛$❛❧❧5❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✺✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐6+ ❛❧❣♦$✐6❤♠✐O✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✷✳✻ ❘/1✉❧%❛%1 ❞✬✐♠♣❧❛♥%❛%✐♦♥ ♠❛%/&✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✷✳✻✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐6+ ♠❛6+$✐❡❧❧❡ ❞❡' ❞✐✛+$❡♥6❡' ❢❛♠✐❧❧❡' ❞✬❛$❝❤✐6❡❝6✉$❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✷✳✻✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐6+ ♠❛6+$✐❡❧❧❡ ❞❡' ❛$❝❤✐6❡❝6✉$❡' ♣✐♣❡❧✐♥❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✷✳✻✳✸ ❈♦♠♣❛$❛✐'♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬■I ❳✐❧✐♥① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✷✳✻✳✹ ❘❛♣♣♦$6 ❙✐❣♥❛❧ > ❇$✉✐6 ❞❡ ◗✉❛♥6✐✜❝❛6✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉1✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

▲❛ ❚#❛♥%❢♦#♠)❡ ❞❡ ❋♦✉#✐❡# ❉✐%❝#12❡ ✭❚❋❉ ♣❧✉% ❝♦♥♥✉❡ %♦✉% ❧❡ ❉❋❚ ✧❉✐%❝#❡2❡ ❋♦✉#✐❡# ❚#❛♥%✲

❢♦#♠✧✮ ❡%2 ❧✬♦♣)#❛2✐♦♥ :✉✐ ♣❡#♠❡2 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡# ❧❛ 2#❛♥%❢♦#♠)❡ ❞❡ ❋♦✉#✐❡# ❞✬✉♥ %✐❣♥❛❧ ❞✐%❝#❡2✳ ▲❛

❉❋❚ ❡%2 ✉♥ ❞❡% ❛❧❣♦#✐2❤♠❡% ❧❡% ♣❧✉% ✉2✐❧✐%)% ❞❛♥% ❧❡% ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥% ❞❡ 2#❛✐2❡♠❡♥2 ❞✉ %✐❣♥❛❧ ❡2

❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥% ❧❡% ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥% ❞❡ #❡❝♦♥♥❛✐%%❛♥❝❡ ❞❡% ❢♦#♠❡% ❬✸❪✱ ❞❡ ❞)2❡❝2✐♦♥ ❞❡ %✐✲

❣♥❛✉① ❬✹✷❪✱ ❡2 ❞❡ 2)❧)❝♦♠♠✉♥✐❝❛2✐♦♥% ❬✹✸❪✳ ❚♦✉2❡% ❝❡% ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥%✱ ❜❛%)❡% %✉# ❧❛ ❉❋❚✱ ❡①✐❣❡♥2

✉♥ 2❡♠♣% ❞❡ 2#❛✐2❡♠❡♥2 2#1% #❛♣✐❞❡ ❛✜♥ ❞❡ %❡ #❛♣♣#♦❝❤❡# ❞❡% ❝♦♥2#❛✐♥2❡% 2❡♠♣% #)❡❧✳ ❈✬❡%2 ❞❛♥%

❝❡ ❝❛❞#❡ :✉❡ %✬✐♥%❝#✐✈❡♥2 ♥♦% 2#❛✈❛✉① ✿ ♥♦✉% ✈✐%♦♥% J ♣#♦♣♦%❡# ✉♥❡ ■L ♦♣2✐♠✐%)❡ ♣♦✉# ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

❧❛ ❋❋❚✳

✸✼



✸✽ ❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼➱❊ ❉❊ ❋❖❯❘■❊❘ ❘❆#■❉❊

◆♦✉% ❝♦♠♠❡♥*♦♥% ❝❡ ❝❤❛♣✐/0❡ ♣❛0 ✉♥❡ ❜02✈❡ ❞5✜♥✐/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❚0❛♥%❢♦0♠5❡ ❞❡ ❋♦✉0✐❡0 ❞✐%❝02/❡ ❡/

0❛♣✐❞❡✳ <❛0 ❧❛ %✉✐/❡✱ ♥♦✉% ♣05%❡♥/♦♥% ❧❡% ❞✐✛50❡♥/% ❛❧❣♦0✐/❤♠❡% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡% ❝♦❡✣❝✐❡♥/% ❞❡ ❧❛ ❋❋❚✳

❉❛♥% ❧❛ %❡❝/✐♦♥ ✷✳✹✱ ♥♦✉% ❧✐%/♦♥% ❧❡% ❞✐✛50❡♥/❡% ❛0❝❤✐/❡❝/✉0❡% ♣❡0♠❡//❛♥/ ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥/❛/✐♦♥ ❋<●❆

❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❡♥ ♣05%❡♥/❛♥/ ❧❡% ❛✈❛♥/❛❣❡% ❡/ ❧❡% ✐♥❝♦♥✈5♥✐❡♥/% ❞❡ ❝❤❛F✉❡ ❛0❝❤✐/❡❝/✉0❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥/✱

♥♦✉% ❞5❝0✐✈♦♥% ❧❡% ❛0❝❤✐/❡❝/✉0❡% F✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♣0♦♣♦%5❡% ❡/ ♥♦✉% ♣05%❡♥/♦♥% ❧❡% 05%✉❧/❛/% ❞❡

❧✬✐♠♣❧❛♥/❛/✐♦♥ ♠❛/50✐❡❧❧❡✳

✷✳✷ ❉#✜♥✐'✐♦♥)

✷✳✷✳✶ ❚$❛♥'❢♦$♠+❡ ❞❡ ❋♦✉$✐❡$

❯♥❡ ❢♦♥❝/✐♦♥✱ ♣❛0 ❞5✜♥✐/✐♦♥✱ ❡%/ ❧✬♦♣50❛/✐♦♥ ♣❡0♠❡//❛♥/ ❞❡ ❢❛✐0❡ ❝♦00❡%♣♦♥❞0❡ I ✉♥ ✐♥/❡0✈❛❧❧❡

❞❡ ❞5♣❛0/ ✉♥ ✐♥/❡0✈❛❧❧❡ ❞✬❛00✐✈5❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥/✱ ❧❛ /0❛♥%❢♦0♠❛/✐♦♥ ❢❛✐/ ❝♦00❡%♣♦♥❞0❡ ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡

❢♦♥❝/✐♦♥% ✈❡0% ✉♥ ❛✉/0❡ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝/✐♦♥%✳ <❛0♠✐ ❧❡% /0❛♥%❢♦0♠❛/✐♦♥% ❧❡% ♣❧✉% ❝♦♥♥✉❡% ❞❛♥%

❧❡% ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥% ❞❡ /0❛✐/❡♠❡♥/ ❞✬✐♠❛❣❡% ❡/ ❞❡ %✐❣♥❛❧ ♥♦✉% /0♦✉✈♦♥% ❧❛ ❚0❛♥%❢♦0♠5❡ ❞❡ ❋♦✉0✐❡0✳

❉5❝♦✉✈❡0/❡ ♣❛0 ❧❡ ♠❛/❤5♠❛/✐❝✐❡♥ ❡/ ♣❤②%✐❝✐❡♥ ❢0❛♥*❛✐% ❏♦%❡♣❤ ❋♦✉0✐❡0 ✭✶✼✻✽✲✶✽✸✵✮✱ ❧❛ /0❛♥%✲

❢♦0♠5❡ ❞❡ ❋♦✉0✐❡0 ❝♦♥%✐%/❡ I ❞5❝♦♠♣♦%❡0 /♦✉/ %✐❣♥❛❧ ❝♦♥/✐♥✉ ❡♥ ✉♥❡ %♦♠♠❡ ❞❡ %✐♥✉%♦T❞❡%✳ ▲❛

❚0❛♥%❢♦0♠5❡ ❞❡ ❋♦✉0✐❡0 ♣❡0♠❡/ ❛✐♥%✐ ❞❡ ❝♦♥✈❡0/✐0 ❧❛ 0❡♣05%❡♥/❛/✐♦♥ /❡♠♣♦0❡❧❧❡ ❞✬✉♥ %✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥/05❡

❡♥ ✉♥❡ 0❡♣05%❡♥/❛/✐♦♥ ❢05F✉❡♥/✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❧❡ %✐❣♥❛❧ ❡%/ 0❡♣05%❡♥/5 %♦✉% ❢♦0♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥

❧✐♥5❛✐0❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡% ❢♦♥❝/✐♦♥% /0✐❣♦♥♦♠5/0✐F✉❡% ❞❡ /♦✉/❡% ❧❡% ❢05F✉❡♥❝❡% F✉✐ ❢♦0♠❡♥/ %♦♥ %♣❡❝/0❡✳

❆✐♥%✐✱ ❧❛ /0❛♥%❢♦0♠5❡ ❞❡ ❋♦✉0✐❡0 ♣❡0♠❡/ ❞❡ ❞♦♥♥❡0 ✉♥❡ ❛✉/0❡ ✈✉❡ ❞✉ %✐❣♥❛❧ ✭✈✉❡ ❢05F✉❡♥/✐❡❧❧❡✮

❞✐✛50❡♥/❡ ❞❡ ❧❛ ✈✉❡ /❡♠♣♦0❡❧❧❡ ♣♦✉0 ♣❡0♠❡//0❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②%❡ %♣❡❝/0❛❧❡ ❞✉ %✐❣♥❛❧✳

❊/❛♥/ ❞♦♥♥5 F✉❡ ❧❡% %✐❣♥❛✉① F✉✐ %❡ ♣0♦♣❛❣❡♥/ ❞❛♥% ♥♦/0❡ ❡♥✈✐0♦♥♥❡♠❡♥/ %♦♥/ ❞❡ ♥❛/✉0❡

❛♥❛❧♦❣✐F✉❡ ✭/❡♠♣50❛/✉0❡✱ ♣0❡%%✐♦♥✱ ♦♥❞❡ %♦♥♦0❡✱ ❡/❝✳✮✱ ❧❛ /0❛♥%❢♦0♠5❡ ❞❡ ❋♦✉0✐❡0 F✉✐ %✬❛♣♣❧✐F✉❡ I

❝❡% %✐❣♥❛✉① ❡%/ ✉♥❡ ❚❋ ❝♦♥/✐♥✉❡✳ ▲❛ ❚❋ ❝♦♥/✐♥✉❡ ❞❡ ❋♦✉0✐❡0 %✬❛♣♣❧✐F✉❡ ❛✉① ❢♦♥❝/✐♦♥% ✐♥/5❣0❛❜❧❡%

❡/ ❧❡% 0❡♣05%❡♥/❡ ♣❛0 ✉♥❡ ✐♥/5❣0❛❧❡ ♣♦♥❞505❡ ❞✬❡①♣♦♥❡♥/✐❡❧❧❡% ❝♦♠♣❧❡①❡%✳ ❆✐♥%✐ %✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝/✐♦♥ f
❡%/ ✐♥/5❣0❛❜❧❡ %✉0 R✱ %❛ ❚0❛♥%❢♦0♠5❡ ❞❡ ❋♦✉0✐❡0 ❡%/ ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥ F ❞♦♥♥5❡ ♣❛0 ❧❛ ❢♦0♠✉❧❡ %✉✐✈❛♥/❡ ✿

F (v) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−2jπvtdt ✭✷✳✶✮

▲❛ ❢♦♥❝/✐♦♥ f(t) ♣❡✉/ Y/0❡ ♦❜/❡♥✉❡ I ♣❛0/✐0 ❞❡ F (v) ❡♥ ✉/✐❧✐%❛♥/ ❧❛ ❚0❛♥%❢♦0♠5❡ ❞❡ ❋♦✉0✐❡0 ✐♥✈❡0%❡

❞♦♥♥5❡ ♣❛0 ✿

f(t) =

∫ +∞

−∞
F (v)e+2jπvtdv ✭✷✳✷✮

❛✈❡❝ t, v ∈ R✳
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X(k) =

N−1∑

n=0

x(n)e
−2jπnk

N
✭✷✳✸✮

❛✈❡❝ n, k ∈ [0, N − 1]✳
◆♦/♦♥% F✉❡ ❧✬5F✉❛/✐♦♥ ✷✳✸ ♣❡✉/ Y/0❡ 0❡♣05%❡♥/5❡ %♦✉% ❢♦0♠❡ ❞✬✉♥❡ ♠✉❧/✐♣❧✐❝❛/✐♦♥ ♠❛/0✐❝✐❡❧❧❡

❞♦♥♥5❡ ♣❛0 ✿
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Wn
N "♦♥% ❛♣♣❡❧*" ❢❛❝%❡✉." ❞❡ .♦%❛%✐♦♥ ❡% "♦♥% ❞*✜♥✐" ♣❛. Wn

N = e
−2jπn

N
✳

❊%❛♥% ❞♦♥♥* 4✉❡ ❧❛ %.❛♥"❢♦.♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉.✐❡. ❡"% ✐♥✈❡."✐❜❧❡✱ ❧❡ "✐❣♥❛❧ x(n) ♣❡✉% ;%.❡ .❡"%✐%✉*
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x(n) =
1

N

N−1∑

n=0

X(k)e
+2jπnk

N
✭✷✳✺✮
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▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❚❋❉ ♣♦✉. ✉♥ "✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡ F N *❝❤❛♥%✐❧❧♦♥" ♥*❝❡""✐%❡ N2
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♣*.✐♦❞✐❝✐%* ❡% ❞❡ "②♠*%.✐❡ ❞❡" ❢❛❝%❡✉." ❞❡ .♦%❛%✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐4✉* ❞❛♥" ❧✬*4✉❛%✐♦♥ ✷✳✻✳ ❆✐♥"✐✱ ✐❧"

♦♥% ✐♥%.♦❞✉✐% ✉♥ ♣.❡♠✐❡. ❛❧❣♦.✐%❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❚❋❉ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐>.❡ .❛♣✐❞❡ ❞✬♦S "♦♥ ♥♦♠

❚.❛♥"❢♦.♠*❡ ❞❡ ❋♦✉.✐❡. ❘❛♣✐❞❡ ❚❋❘ ♦✉ ❋❋❚ ✧❋❛"% ❋♦✉.✐❡. ❚.❛♥"❢♦.♠✧✳

W k
N = W k+αN

N = W
k+N

2
N ✭✷✳✻✮

❛✈❡❝ α ❡"% ✉♥ ❡♥%✐❡. ♥❛%✉.❡❧✳

▲✬❛❧❣♦.✐%❤♠❡ ♣.♦♣♦"* ♣❛. ❈♦♦❧❡② ❚✉❦❡②✱ ❝♦♥♥✉ ❛✉""✐ "♦✉" ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❘❛❞✐①✲✷✱ ❛ ♣❡.♠✐" ❞❡ .*❞✉✐.❡

❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐%* ❛❧❣♦.✐%❤♠✐4✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❚❋❉ ❞❡O(N2) FO(NlogN)✳ ❙✉✐%❡ F ❝❡%%❡ ♣.♦♣♦"✐%✐♦♥✱
♣❧✉"✐❡✉." ❛❧❣♦.✐%❤♠❡" ♦♥% *%* ♣.♦♣♦"*" ❞❛♥" ❧❛ ❧✐%%*.❛%✉.❡ ❛✜♥ ❞✬♦♣%✐♠✐"❡. ❧❡ %❡♠♣" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡%
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❞*❝♦♠♣♦"❡. ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛.%✐❡" "❡❧♦♥ ❞❡✉① ♠*%❤♦❞❡" ✿ ❘❛❞✐①✲✷ ❉■❚ ❡% ❘❛❞✐①✲✷

❉■❋✳
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X(k) =

N−1∑

n=0

x(n)Wnk
N ✭✷✳✼✮
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❞❡✉① ♣❛.%✐❡"✳ ❯♥❡ ♣.❡♠✐>.❡ ♣❛.%✐❡ ❝♦♥%✐❡♥% ❧❡" ❡♥%.*❡" F ✐♥❞✐❝❡" ♣❛✐.❡" ❡% ✉♥❡ ❞❡✉①✐>♠❡ ❝♦♥%✐❡♥%
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❧❡$ ❡♥&'(❡$ ) ✐♥❞✐❝❡$ ✐♠♣❛✐'❡$✳ ❯♥❡ ❉❋❚ ❞❡ &❛✐❧❧❡

N
2 ❡$& ❛♣♣❧✐5✉(❡ ) ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡$ ❞❡✉① ♣❛'&✐❡$ ❡&

❧❡$ '($✉❧&❛&$ ♦❜&❡♥✉$ $♦♥& ❝♦♠❜✐♥($ ♣♦✉' ❞♦♥♥❡' ✉♥❡ ❉❋❚ ❞❡ &❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥&$✳ ❈❡&&❡ ♣'♦❝(❞✉'❡

❡$& '(♣(&✐&✐✈❡ ❥✉$5✉✬) ❧✬♦❜&❡♥&✐♦♥ ❞❡$ &'❛♥$❢♦'♠(❡$ $✐♠♣❧❡$ ❞❡ &❛✐❧❧❡ ✷ ♣♦✐♥&$✳ A❛' ❝♦♥$(5✉❡♥& ❧❛

✈❛❧❡✉' ❞❡ N ❞♦✐& B&'❡ ✉♥❡ ♣✉✐$$❛♥❝❡ ❞❡ ✷✳ ▲❡ ♣'✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡& ❛❧❣♦'✐&❤♠❡ ❡$& ❞♦♥♥( ♣❛' ❧✬(5✉❛&✐♦♥

✷✳✽ ✿

X(k) =

Partie paire︷ ︸︸ ︷
N
2
−1∑

n=0

x(2n)W 2nk
N +

Partie impaire︷ ︸︸ ︷
N
2
−1∑

n=0

x(2n+ 1)W
(2n+1)k
N

X(k) =

N
2
−1∑

n=0

x(2n)W 2nk
N +

N
2
−1∑

n=0

x(2n+ 1)W 2nk
N W k

N

X(k) =

N
2
−1∑

n=0

x(2n)W 2nk
N +W k

N

N
2
−1∑

n=0

x(2n+ 1)W
(2n)k
N

✭✷✳✽✮

◆♦✉$ ❝♦♥$✐❞('♦♥$ x1(r) = x(2n) ❡& x2(r) = x(2n+1) ❡& ❝♦♠♠❡ W 2k
N = W k

N
2

✱ ♥♦✉$ ♣♦✉✈♦♥$ ❛✐♥$✐

(❝'✐'❡ ✿

X(k) =

N
2
−1∑

r=0

x1(r)W
rk
N
2

+W k
N

N
2
−1∑

r=0

x2(r)W
rk
N
2

X(k) = X1(k) +W k
NX2(k)

✭✷✳✾✮

❛✈❡❝ r✱ k ∈ [0, N2 −1]✱ X1 ❡$& ❧❛ ❉❋❚ ❞❡ &❛✐❧❧❡

N
2 ❞❡$ ❡♥&'(❡$ ) ✐♥❞✐❝❡$ ♣❛✐'$ ❡& X2 ❝❡❧❧❡ ❞❡$ ❡♥&'(❡$

) ✐♥❞✐❝❡$ ✐♠♣❛✐'❡$✳ ❉✬❛✉&'❡ ♣❛'&✱ ❧❡$ $♦'&✐❡$ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ♣❡✉✈❡♥& B&'❡ ❞✐✈✐$(❡$ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛'&✐❡$✳ ▲❛

♣'❡♠✐L'❡ ♣❛'&✐❡ ♣❡✉& $✬(❝'✐'❡ ❝♦♥❢♦'♠(♠❡♥& ) ✷✳✶✵ ✿

X(k) = X1(k) +W k
NX2(k) ✭✷✳✶✵✮

▲❛ ❞❡✉①✐L♠❡ ♣❛'&✐❡ ❡$& ❞(❝'✐&❡ ♣❛' ✷✳✶✶ ✿

X(k +
N

2
) = X1(k +

N

2
) +W

k+N
2

N X2(k +
N

2
)

X(k +
N

2
) = X1(k +

N

2
)−W k

NX2(k +
N

2
)

✭✷✳✶✶✮

♣♦✉' &♦✉&❡ ✈❛❧❡✉' ❞❡ k ∈ [0, N2 − 1]✳
◆♦✉$ ♦❜&❡♥♦♥$ ❛✐♥$✐ ✿

X(k) = X1(k) +W k
NX2(k)

X(k +
N

2
) = X1(k +

N

2
)−W k

NX2(k +
N

2
)

✭✷✳✶✷✮

❆✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡' ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉' ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✉&✐❧✐$❛♥& ❧✬❛❧❣♦'✐&❤♠❡ ❘❛❞✐①✲✷ ❉■❚✱ ♥♦✉$

❛✈♦♥$ ♣'($❡♥&( ❣'❛♣❤✐5✉❡♠❡♥& ❧❡$ ❞✐✛('❡♥&❡$ (&❛♣❡$ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ N = 8✳ ▲❡ #❝❤&♠❛ ❜❧♦❝

❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉1❡ ✷✳✶ ✐❧❧✉#41❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉1 ✉♥ ✈❡❝4❡✉1 9 8 ♣♦✐♥4# (x(0), .., x(7))✳ ◆♦✉#

1❡♠❛1;✉♦♥# ;✉❡ ❝❡ #❝❤&♠❛ ❡#4 ❜❛#& #✉1 ❧✬✉4✐❧✐#❛4✐♦♥ ❞✬✉♥ &❧&♠❡♥4 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭PE ♣♦✉1 ✧?1♦❝❡##✐♥❣

❊❧❡♠❡♥4✧✮ ❛♣♣❡❧& ❛✉##✐ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ♦✉ ❇✉44❡1✢②✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ♥♦4♦♥# ;✉❡ ❧❛ ❋❋❚ 8 ♣♦✐♥4# 9 ❜❛#❡ ❞❡

❧✬❛❧❣♦1✐4❤♠❡ ❘❛❞✐①✲✷ ❉■❚ ❡#4 1&❛❧✐#& ❡♥ 41♦✐# &4❛❣❡# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
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0
8W

x(4)

x(0)

x(6)

x(2)

x(3)

x(1)

x(7)

x(5)

3
8W

0
8W

0
8W

0
8W

0
8W

2
8W

2
8W

0
8W

2
8W

1
8W

0
8W

X(0)

X(1)

X(2)

X(3)

X(4)

X(5)

X(6)

X(7)

Butterfly

Étage 1 Étage 2 Étage 3

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶ ✕ ❋❋❚ ✽ ♣♦✐♥,- . ❜❛-❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦6✐,❤♠❡ ❘❛❞✐①✲✷ ❉■❚

✷✳✸✳✶✳✷ ❘❛❞✐①✲✷ ❉■❋

▲✬❛❧❣♦6✐,❤♠❡ ❘❛❞✐①✲✷ ❉■❋ ❞?❝♦♠♣♦-❡ ❛✉--✐ ❧❡- ❡♥,6?❡- ❞❡ ❧❛ ❚6❛♥-❢♦6♠?❡ ❞❡ ❋♦✉6✐❡6 ❉✐-❝6C,❡

❡♥ ❞❡✉① ♣❛6,✐❡-✳ ❯♥❡ ♣6❡♠✐C6❡ 6❛--❡♠❜❧❛♥, ❧❡-

N
2 ♣6❡♠✐C6❡- ❡♥,6?❡-✱ ,❛♥❞✐- F✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐C♠❡ ♣❛6,✐❡

6❛--❡♠❜❧❡ ❧❡- ❡♥,6?❡- . ✐♥❞✐❝❡- -✉♣?6✐❡✉6- ♦✉ ?❣❛✉① .

N
2 ✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥- ❧❡ ❝❛- ❞❡ ❧❛ ❉■❚✱ ✉♥❡ ❉❋❚

❞❡ ,❛✐❧❧❡

N
2 ❡-, ❛♣♣❧✐F✉?❡ -?♣❛6?♠❡♥, . ❝❤❛❝✉♥ ❞❡- ❞❡✉① ❣6♦✉♣❡- ❞✬?❝❤❛♥,✐❧❧♦♥-✳ H❛6 ❧❛ -✉✐,❡✱

❝❡- ❞❡✉① ❉❋❚ ❞❡ ,❛✐❧❧❡

N
2 ♣♦✐♥,- -♦♥, ❝♦♠❜✐♥?❡- ♣♦✉6 ❢♦6♠❡6 ✉♥❡ ❉❋❚ ❞❡ ,❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥,-✳ ▲❛

♣6♦❝?❞✉6❡ ❡-, ❛✉--✐ 6?♣?,✐,✐✈❡ ❥✉-F✉✬. ❧✬♦❜,❡♥,✐♦♥ ❞❡- ,6❛♥-❢♦6♠?❡- ❞❡ ,❛✐❧❧❡ ✷ ♣♦✐♥,-✳ ▲❡ ♣6✐♥❝✐♣❡

❞❡ ❝❡, ❛❧❣♦6✐,❤♠❡ ❡-, ❞♦♥♥? ♣❛6 ❧❡- ?F✉❛,✐♦♥- ✷✳✶✸ ❡, ✷✳✶✹

X(k) =

N
2
−1∑

n=0

x(n)Wnk
N +

N−1∑

n=N
2

x(n)Wnk
N

X(k) =

N
2
−1∑

n=0

x(n)Wnk
N +

N
2
−1∑

n=0

x(n+
N

2
)W

(n+N
2
)k

N

✭✷✳✶✸✮
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X(k) =

N
2
−1∑

n=0

[x(n)Wnk
N +W

N
2
k

N x(n+
N

2
)]Wnk

N

X(k) =

N
2
−1∑

n=0

[x(n) + (−1)kx(n+
N

2
)]Wnk

N

✭✷✳✶✹✮

▲❡( (♦*+✐❡( ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❘❛❞✐①✲✷ ❉■❋ ♣❡✉✈❡♥+ ;+*❡ (<♣❛*<❡( ❡♥ ❞❡✉① ♣❛*+✐❡(✳ ▲❡( (♦*+✐❡( ♣❛✐*❡(

(♦♥+ ♣*<(❡♥+<❡( ♣❛* ❧✬<>✉❛+✐♦♥ ✷✳✶✺ ✿

X(2k) =

N
2
−1∑

n=0

[x(n) + x(n+
N

2
)]W 2nk

N

X(2k) =

N
2
−1∑

n=0

[x(n) + x(n+
N

2
)]Wnk

N
2

✭✷✳✶✺✮

◗✉❛♥+ B ❧❛ ♣❛*+✐❡ ✐♠♣❛✐*❡✱ ❡❧❧❡ ❡(+ *❡♣*<(❡♥+<❡ ♣❛* ❧✬<>✉❛+✐♦♥ ✷✳✶✻

X(2k + 1) =

N
2
−1∑

n=0

[x(n)− x(n+
N

2
)]W

n(2k+1)
N

X(2k + 1) =

N
2
−1∑

n=0

[x(n)− x(n+
N

2
)]Wnk

N
2

Wn
N

✭✷✳✶✻✮

❛✈❡❝ ❦ ∈ [0, N2 − 1]✳
▲❡ ✧ ❜✉++❡*✢② ✧ ❝♦**❡(♣♦♥❞❛♥+ B ❧✬❛❧❣♦*✐+❤♠❡ ❘❛❞✐①✲✷ ❉■❋ ♣♦✉* N = 2 ❡(+ ✐❧❧✉(+*< ♣❛* ❧❛ ❋✐❣✉*❡

✷✳✷✳ ❆ ♥♦+❡* >✉❡ ❧❡ ❇✉++❡*✢② ✉+✐❧✐(< ❞❛♥( ❝❡+ ❛❧❣♦*✐+❤♠❡ ❘❛❞✐①✲✷ ❉■❋ ❡(+ ❞✐✛<*❡♥+ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ✉+✐❧✐(<

❞❛♥( ❧✬❛❧❣♦*✐+❤♠❡ ❘❛❞✐①✲✷ ❉■❚ ♣*<(❡♥+< (✉* ❧❛ ❋✐❣✉*❡ ✷✳✶✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❧❡ ♣♦(✐+✐♦♥♥❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛

♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❡(+ ❞✐✛<*❡♥+ ❞✬✉♥ ❜✉++❡*✢② B ❧✬❛✉+*❡✳

X(0)

X(1)

a
8W

x(0)

x(1)

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❇✉++❡*✢② ❞❡ ❧✬❛❧❣♦*✐+❤♠❡ ❘❛❞✐①✲✷ ❉■❋

❙✉* ❧❛ ❋✐❣✉*❡ ✷✳✷✱ α ❡(+ ✉♥ ♥♦♠❜*❡ ❡♥+✐❡* ♣♦(✐+✐❢ >✉✐ ❞<♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣♦(✐+✐♦♥ ❞❡ ❧✬<+❛❣❡ ❞✉

❇✉++❡*✢② ❛✐♥(✐ >✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦(✐+✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡*♥✐❡* ❞❛♥( ❧✬<+❛❣❡✳

❉❡ ♠❛♥✐U*❡ ♣❧✉( ❣<♥<*❛❧❡✱ (✐ N ❡(+ ✉♥❡ ♣✉✐((❛♥❝❡ ❞❡ ✷✱ ♦♥ ♣❡✉+ *<✐+<*❡* ❧✬❛❧❣♦*✐+❤♠❡ ❘❛❞✐①✲✷

log2(N) ❢♦✐( ❡+ ❝❛❧❝✉❧❡* ❧❛ ❚❋❉ ❞✬♦*❞*❡ N B ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ log2(N) <+❛❣❡( ❞❡

N
2 ♣❛♣✐❧❧♦♥( ❝❤❛❝✉♥✳

▲❡ ♥♦♠❜*❡ ❞✬♦♣<*❛+✐♦♥( ❛✐♥(✐ *❡>✉✐( ❡(+ ❞❡ log2(N)N2 ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥( ❝♦♠♣❧❡①❡( ❡+ log2(N)N
❛❞❞✐+✐♦♥( ❝♦♠♣❧❡①❡(✳ ❙♦✐+ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐+< ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ O(Nlog2(N))✳
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✷✳✸✳✶✳✸ ❘❛❞✐① ✹

▲✬❛❧❣♦(✐*❤♠❡ (❛❞✐①✲✹ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❞3❝♦♠♣♦6❡ ❧✬❛❧❣♦(✐*❤♠❡ ❞❡ *(❛♥6❢♦(♠3❡ ❞❡ ❋♦✉(✐❡( ❞✐6❝(:*❡
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♣❡✉✈❡♥+ M+'❡ ❝❧❛//9❡/ ❡♥ +'♦✐/ ❝❛+9❣♦'✐❡/✳ ▲❛ ♣'❡♠✐K'❡ ❝❛+9❣♦'✐❡ ❝♦♥❝❡'♥❡ ❧❡/ ❛'❝❤✐+❡❝+✉'❡/ - ❜❛/❡

❞❡ '9❛❧✐/❛+✐♦♥ ❞✐'❡❝+❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐K♠❡ '9✉♥✐+ ❧❡/ ❛'❝❤✐+❡❝+✉'❡/ - ❜❛/❡ ❞❡ ♠9♠♦✐'❡/✳ ▲❛ ❞❡'♥✐K'❡

❝♦♥❝❡'♥❡ ❧❡/ ❛'❝❤✐+❡❝+✉'❡/ ✧♣✐♣❡❧✐♥❡/✧✳

✷✳✹✳✶ ❆%❝❤✐)❡❝)✉%❡ , %-❛❧✐0❛)✐♦♥ ❞✐%❡❝)❡

▲❛ ♣'❡♠✐K'❡ ❝❛+9❣♦'✐❡ ❞❡/ ❛'❝❤✐+❡❝+✉'❡/ ✐♠♣❧❛♥+❛♥+ ❧❛ ❋❋❚ /✉' ❋>●❆ ❡/+ ❧❛ '9❛❧✐/❛+✐♦♥ ❞✐'❡❝+❡✳

❈❡++❡ ❛'❝❤✐+❡❝+✉'❡ ❝♦♥/✐/+❡ - '9❛❧✐/❡' ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥+❛+✐♦♥ ♠❛+9'✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❡♥ /❡ ❜❛/❛♥+ /✉' ❧❛

♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥ ♠❛+'✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬9?✉❛+✐♦♥ ✷✳✹✳ ▲✬✐❞9❡ ❣9♥9'❛❧❡ ❝♦♥/✐/+❡ - ❞✉♣❧✐?✉❡' ❞❛♥/ ❧✬❡/♣❛❝❡

♣❧✉/✐❡✉'/ ❜❧♦❝/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ 9❧9♠❡♥+❛✐'❡ >❊✳ ❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉/+'❡' ❧❡ ♣'✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡++❡ ❛'❝❤✐+❡❝+✉'❡✱ ♥♦✉/

♥♦✉/ ❜❛/♦♥/ /✉' ❧❛ ❞✐✈✐/✐♦♥ ❞❡ ❧✬9?✉❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✐♥+'♦❞✉✐+❡ ♣❛' ❙❤♦✉/❤❡♥❣ ❡+ ❚♦'❦❡❧/♦♥

❞❛♥/ ❬✺✸❪✳ ▲✬9?✉❛+✐♦♥ ✷✳✼ ♣❡✉+ ❛✐♥/✐ M+'❡ 9❝'✐+❡ /♦✉/ ❧❛ ❢♦'♠❡ ✿

X(s+Mq +MEp) =
L−1∑

l=0

M−1∑

m=0

E−1∑

e=0

x(l,m, e)W
(M.E.l+M.m+e)(M.E.p+M.q+s)
N ✭✷✳✷✶✮

❆✈❡❝ N = M × E × L ❀ k = s +M.q +M.E.p ❀ n = M.E.l +M.m + e ❀ ▼✱ ❊ ❡+ ▲ /♦♥+ ❞❡/

❡♥+✐❡'/ ❀ l ∈ [0, L − 1]✱ m ∈ [0,M − 1] ❡+ e ∈ [0, N − 1]✳ ❆✐♥/✐ ✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ +❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥+/ ♣❡✉+

M+'❡ ❞✐✈✐/9❡ ❡♥ ✉♥❡ ❋❋❚ - +'♦✐/ ❞✐♠❡♥/✐♦♥/✳ ◆♦✉/ ❈♦♥/✐❞9'♦♥/ ❧❡ ❝❛/ N = 64 ❡+ M = E = L = 4✳
>❛' ❝♦♥/9?✉❡♥+✱ ♥♦✉/ ♣♦✉✈♦♥/ ❝❛❧❝✉❧❡' ❧❡/ /♦'+✐❡/ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❞❡ +❛✐❧❧❡ ✻✹ ♣♦✐♥+/ ❡♥ ❧❛ ❞✐✈✐/❛♥+ ❡♥

❞❡/ ❋❋❚ ❞❡ +❛✐❧❧❡ ✹ ♣♦✐♥+/✳

❆✜♥ ❞❡ /✐♠♣❧✐✜❡' ❧❛ '❡♣'9/❡♥+❛+✐♦♥ ❞✉ ❧❛ ❋❋❚ ✻✹ ♣♦✐♥+/ - ❜❛/❡ ❞✉ >❊ ❘❛❞✐①✲✹✱ ♥♦✉/ /✐♠♣❧✐✜♦♥/

❧❛ '❡♣'9/❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡'♥✐❡' ❝♦♠♠❡ ♠♦♥+'9 ❞❛♥/ ❧❛ ❋✐❣✉'❡ ✷✳✻✳ ▲❡ /❝❤9♠❛ ❜❧♦❝ ❞✬✉♥❡ ❋❋❚

❞❡ +❛✐❧❧❡ ✻✹ ♣♦✐♥+/ - ❜❛/❡ ❞❡ ❧❛ '9❛❧✐/❛+✐♦♥ ❞✐'❡❝+❡ ❡♥ ✉+✐❧✐/❛♥+ ❧❡ >❊ ❘❛❞✐①✲✹ ❡/+ ✐❧❧✉/+'9 ♣❛' ❧❛

❋✐❣✉'❡ ❇✳✶ ✭❆♥♥❡①❡ ❇✮✳

▲✬❛'❝❤✐+❡❝+✉'❡ ❞✬✉♥❡ ❋❋❚ ❡♥ ✉+✐❧✐/❛♥+ ❧✬❛❧❣♦'✐+❤♠❡ ❘❛❞✐①✲✹ ❡/+ ❝♦♠♣♦/9❡ ❞❡ ♣❧✉/✐❡✉'/ 9+❛❣❡/✳

>♦✉' ✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ +❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥+/✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ❜❡/♦✐♥ ❞❡ α = log4(N) 9+❛❣❡/ ❡+ β = N
4 ❜✉++❡'✢②

♣❛' 9+❛❣❡✳ ▲❛ '9❛❧✐/❛+✐♦♥ ❞❡ ❋❋❚ 64 ♣♦✐♥+/✱ ❡♥ ✉+✐❧✐/❛♥+ ❧❡ PE ❞❡ ❧✬❛❧❣♦'✐+❤♠❡ ❘❛❞✐①✲✹✱ ❞♦♥♥9

♣❛' ❧❛ ❋✐❣✉'❡ ❇✳✶ ❝♦♥+✐❡♥+ ✸ 9+❛❣❡/ ✭α = 3✮ ❡+ ✶✻ ❇✉++❡'✢② ✭β = 16✮✳ ▲❡/ /♦'+✐❡/ ❞❡ ❝❤❛?✉❡ 9+❛❣❡

❞9♣❡♥❞❡♥+ ❞❡ ❝❡❧❧❡/ ❞❡ ❧✬9+❛❣❡ ?✉✐ ❧❡ ♣'9❝K❞❡✳ >❧✉/ ❣9♥9'❛❧❡♠❡♥+✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞9♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥+'❡ ❧❡/

❞♦♥♥9❡/ ❡+ ❧❡/ ❞✐✛9'❡♥+/ 9+❛❣❡/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚✳

>♦✉' ✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ +❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥+/ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ❜❡/♦✐♥ ❞❡

N
4 log4(N) ❋❋❚ ✹ ♣♦✐♥+/ ❝❡ ?✉✐ ❡/+

9?✉✐✈❛❧❡♥+ -

3N
4 log(N) ♠✉❧+✐♣❧✐❡✉'/ ❝♦♠♣❧❡①❡/ ❡+

8N
4 log(N) ❛❞❞✐+✐♦♥♥❡✉'/ ❝♦♠♣❧❡①❡/✳ ▲✬❛✈❛♥+❛❣❡

❞❡ ❝❡++❡ ❛'❝❤✐+❡❝+✉'❡ '9/✐❞❡ ❞❛♥/ /❛ '❛♣✐❞✐+9✳ >❛' ❝♦♥+'❡ /❡/ ✐♥❝♦♥✈9♥✐❡♥+/ ♠❛❥❡✉'/ /♦♥+ ✿ ✭✶✮ ❧❛

/✉'❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣9❡ ❡+ ✭✷✮ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞✬♦♣9'❛+❡✉'/ ✉+✐❧✐/9/✳
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L = 2log4(N)TA + (log4(N)− 1)TM ✭✷✳✷✷✮

✷✳✹✳✷ ❆$❝❤✐(❡❝(✉$❡ $+❝✉$,✐✈❡
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6✐♦♥♥❛❧✐6. ❡(6 ❡①.❝✉6.❡

N
i
logiN ❢♦✐(✱ ❛✈❡❝ N ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉5 ❞❡ ❧❛ 65❛♥(❢♦5♠.❡ ❡6 i ❝♦55❡(♣♦♥❞ B ❧❛
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✾ ✕ ❙❝❤(♠❛ $✐♠♣❧✐✜( ❞❡ ❧✬■> ❳✐❧✐♥①

▲❡$ ❡♥*+(❡$ xn❴re ❡* xn❴im $♦♥* ❧❡$ ❞♦♥♥(❡$ +(❡❧❧❡$ ❡* ❝♦♠♣❧❡①❡$ ❞✉ $✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥*+(❡✳ ▲✬❡♥*+(❡

N❴FFT ♣❡+♠❡* ❞❡ ♣+(❝✐$❡+ ❧❛ *❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ = +(❛❧✐$❡+✱ ❧✬❡♥*+(❡ CE ❡$* ✉*✐❧✐$( ♣♦✉+ ❛❝*✐✈❡+ ♦✉

❞($❛❝*✐✈❡+ ❧❡ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬■> ❡* ❧✬❡♥*+(❡ clk ❝♦++❡$♣♦♥❞ = ❧✬❤♦+❧♦❣❡ ❞✉ $②$*?♠❡✳ ❉✬❛✉*+❡

♣❛+*✱ ❧❡$ $♦+*✐❡$ Xk❴re ❡* Xk❴im +❡♣+($❡♥*❡ ❧❡$ $♦+*✐❡$ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚✱ Xk❴index +❡♣+($❡♥*❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡

❝♦++❡$♣♦♥❞❛♥* = ❝❤❛G✉❡ $♦+*✐❡✳ ▲❛ $♦+*✐❡ Busy ❡$* ✉*✐❧✐$(❡ ♣♦✉+ ✐♥❞✐G✉❡+ $✐ ❧✬■> ❡$* ❡♥ ❝♦✉+$

❞✬❡①(❝✉*✐♦♥ ♦✉ ♣❛$✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥* ❧❛ $♦+*✐❡ Done ♣❡+♠❡* ❞✬✐♥❞✐G✉❡+ ❧❛ ✜♥ ❞✉ *+❛✐*❡♠❡♥*✳

❉✬❛✉*+❡ ♣❛+*✱ ❧✬■> ❳✐❧✐♥① ♣+♦♣♦$❡ ✹ *②♣❡$ ❞✬❛+❝❤✐*❡❝*✉+❡$ ❞♦♥* ✸ ❛+❝❤✐*❡❝*✉+❡$ = ❜❛$❡ ❞❡

♠(♠♦✐+❡ ❡* ✉♥❡ ❛+❝❤✐*❡❝*✉+❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ▲❡$ ❛+❝❤✐*❡❝*✉+❡$ = ❜❛$❡ ❞❡ ♠(♠♦✐+❡$ ♣+♦♣♦$(❡$ ♣❛+ ❳✐❧✐♥①

$♦♥* ❝♦♥♥✉❡$ $♦✉$ ❧❡$ ♥♦♠$ ❘❛❞✐①✲✹ ❇✉+$* ■✴❖✱ ❘❛❞✐①✲✷ ❇✉+$* ■✴❖ ❡* ❘❛❞✐①✲✷ ▲✐*❡ ❇✉+$* ■✴❖✳ >❛+

❝♦♥*+❡ ❧✬❛+❝❤✐*❡❝*✉+❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❡$* ❛♣♣❡❧(❡ >✐♣❡❧✐♥❡❞ ❙*+❡❛♠✐♥❣ ■✴❖✳ ❈❡$ ❛+❝❤✐*❡❝*✉+❡$ ✉*✐❧✐$❡♥* ❧❡$

❛❧❣♦+✐*❤♠❡ ❘❛❞✐①✲✷ ❡* ❘❛❞✐①✲✹ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞(❝✐♠❛*✐♦♥ ❞❛♥$ ❧❡ *❡♠♣$ ♣♦✉+ ❧❡$ ❛+❝❤✐*❡❝*✉+❡$ = ❜❛$❡

❞❡ ♠(♠♦✐+❡ ❡* ✉♥❡ ❞(❝✐♠❛*✐♦♥ ❡♥ ❢+(G✉❡♥❝❡ ♣♦✉+ ❧✬❛+❝❤✐*❡❝*✉+❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳

▲✬❛+❝❤✐*❡❝*✉❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♣❡+♠❡* ✉♥ *+❛✐*❡♠❡♥* ❝♦♥*✐♥✉ ❞❡$ ❞♦♥♥(❡$ ❡♥ ♦✛+❛♥* ❛✐♥$✐ ✉♥ ❤❛✉* ❞(❜✐*

❡* ✉♥❡ +❛♣✐❞✐*( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❡✐❧❧❡✉+❡ G✉❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜*❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡$ ❛+❝❤✐*❡❝*✉+❡$ = ❜❛$❡ ❞❡ ♠(♠♦✐+❡$✳

❊♥ ❡✛❡*✱ ❝❡$ ❞❡+♥✐?+❡$ ❝❤❛+❣❡♥* ❡* *+❛✐*❡♥* ❧❡$ ❞♦♥♥(❡$ $(♣❛+(♠❡♥* ❡♥ ✉*✐❧✐$❛♥* ✉♥❡ ❛♣♣+♦❝❤❡

✐*(+❛*✐✈❡✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ ❧❛ $✉+❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣(❡ ❞❡ ❧✬❛+❝❤✐*❡❝*✉+❡ = ❜❛$❡ ❞❡ ♠(♠♦✐+❡$ ❡$* +(❞✉✐*❡ ♠❛✐$ ❧❡

*❡♠♣$ ❞✬❡①(❝✉*✐♦♥ ❡$* ✐♠♣♦+*❛♥*✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛+❛✐$♦♥ ❡♥ *❡+♠❡$ ❞❡ +❡$$♦✉+❝❡$ ❝♦♥$♦♠♠(❡$ ❛✐♥$✐

G✉❡ ❞❡ ❞(❜✐* ❞❡ $♦+*✐❡ ❛ (*( ❡✛❡❝*✉(❡ ❡* ✐❧❧✉$*+(❡ ❞❛♥$ ❧❛ ❋✐❣✉+❡ ✷✳✶✵✳ ■❧ ❡$* ♠♦♥*+( G✉❡ ♣♦✉+ ❛✈♦✐+

♣❧✉$ ❞❡ ❞(❜✐* ✐❧ ❢❛✉* ✉*✐❧✐$❡+ ♣❧✉$ ❞❡ +❡$$♦✉+❝❡$ ♠❛*(+✐❡❧❧❡$✳ ▲❡$ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡$ G✉❛♥*✐✜(❡$ ❞❡ ❝❡**❡

■> $❡+♦♥* ❞(*❛✐❧❧(❡$ ❞❛♥$ ❧❛ $❡❝*✐♦♥ ✷✳✻✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥* ❞❡ ✈✉❡ ❛+❝❤✐*❡❝*✉+❛❧❡✱ ❧❡ $❝❤(♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧❛ +(❛❧✐$❛*✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♣+♦♣♦$(❡ ♣❛+

❳✐❧✐♥① ❡$* ✐❞❡♥*✐G✉❡ = ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉+❡ ✷✳✽ ❡♥ +❡♠♣❧❛[❛♥* ❘❛❞✐①✲✐ ♣❛+ ❘❛❞✐①✲✷ ❡* logi(N) ♣❛+

log2(N)✳ ❈❡**❡ ❛+❝❤✐*❡❝*✉+❡ ✉*✐❧✐$❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉$✐❡✉+$ ❇✉**❡+✢② ❘❛❞✐①✲✷ ❛✜♥ ❞✬❛$$✉+❡+ ✉♥ *+❛✐*❡♠❡♥*

❝♦♥*✐♥✉ ❞❡$ ❞♦♥♥(❡$✳ ❈❤❛G✉❡ ❜❧♦❝ ❘❛❞✐①✲✷ ❡$* ❧✐( = ✉♥❡ ♠(♠♦✐+❡ ♣♦✉+ $❛✉✈❡❣❛+❞❡+ ❧❡$ ❡♥*+(❡$

❡* ❧❡$ ❞♦♥♥(❡$ ✐♥*❡+♠(❞✐❛✐+❡$✳ ❈❡**❡ ■> ❛ ❧❛ ♣♦$$✐❜✐❧✐*( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡+ ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥(❡$ *♦✉* ❡♥

$❛✉✈❡❣❛+❞❛♥* ❧❡$ ❡♥*+(❡$ ❞✉ ✢✉① $✉✐✈❛♥* ❡* ❡♥ ❢♦✉+♥✐$$❛♥* ❧❡$ $♦+*✐❡$ ❞✉ ✢✉① ♣+(❝(❞❡♥*✳ ■❧ ❡$* ❛✐♥$✐

♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛+❣❡+ ❞❡$ ❞♦♥♥(❡$ ❞❡ ❢❛[♦♥ ❝♦♥*✐♥✉❡ ❡* ❛♣+?$ ✉♥❡ ❧❛*❡♥❝❡ ❞❡ *+❛✐*❡♠❡♥* ♦❜*❡♥✐+ ❞❡$

+($✉❧*❛*$ ❡♥ ❝♦♥*✐♥✉✳ ■❧ ❡$* ❛✉$$✐ ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ *+❛✐*❡+ ✉♥ $❡✉❧ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥(❡$ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡$ ✢✉① ❞❡

❞♦♥♥(❡$ $(♣❛+($ ❞❛♥$ ❧❡ *❡♠♣$✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✵ ✕ ❈♦♠♣❛*❛✐,♦♥ ❡♥/*❡, ❧❡, ❛*❝❤✐/❡❝/✉*❡, ❞❡ ❳✐❧✐♥①

✷✳✹✳✺ ❉✐&❝✉&&✐♦♥

❆♣*8, ❛✈♦✐* ❞:/❛✐❧❧: ❧❡ ♣*✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ❞❡, ❞✐✛:*❡♥/❡, ❛*❝❤✐/❡❝/✉*❡, ❞✬✐♠♣❧❛♥/❛/✐♦♥

♠❛/:*✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚✱ ♥♦✉, ♣*♦♣♦,♦♥, ✐❝✐ ❞❡ ❝♦♠♣❛*❡* ❧❡, ❞✐✛:*❡♥/❡, ❛*❝❤✐/❡❝/✉*❡, ❡♥ /❡*♠❡, ❞❡

♥♦♠❜*❡ ❞✬♦♣:*❛/❡✉*, ❡/ ❞❡ ❧❛/❡♥❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ,:❧❡❝/✐♦♥♥❡* ❧✬❛*❝❤✐/❡❝/✉*❡ ❛❞:C✉❛/❡ D ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥/❛/✐♦♥

♦♣/✐♠✐,:❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚✳ ▲❡ /❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ ✐❧❧✉,/*❡ ❝❡//❡ ❝♦♠♣❛*❛✐,♦♥✳

▼✉❧/✐♣❧✐❡✉*, ❆❞❞✐/✐♦♥♥❡✉*, ▲❛/❡♥❝❡

❘:❛❧✐,❛/✐♦♥ ❞✐*❡❝/❡

3N
4 log(N) 8N

4 log(N) logN(2TA + TM )

❆*❝❤✐/❡❝/✉*❡ *:❝✉*,✐✈❡ ✸ ✽ NlogN(2TA + TM )

❆*❝❤✐/❡❝/✉*❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ 3log(N) 8log(N) N(2TA + TM )

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛*❛✐,♦♥ ❡♥/*❡ ❧❡, ❞✐✛:*❡♥/❡, ❛*❝❤✐/❡❝/✉*❡,

▲❛ ❧❛/❡♥❝❡ ♣*:,❡♥/:❡ ❞❛♥, ❧❡ /❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ *❡♣*:,❡♥/❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉* ❛♣♣*♦①✐♠❛/✐✈❡ ❞✉ /❡♠♣, :❝♦✉❧:

❡♥/*❡ ❧✬❛**✐✈:❡ ❞❡ ❧❛ ♣*❡♠✐8*❡ ❞♦♥♥:❡ ❡/ ❧✬♦❜/❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣*❡♠✐8*❡ ,♦*/✐❡✳ ■❧ ❡,/ ♠♦♥/*: C✉❡ ❧✬❛*❝❤✐✲

/❡❝/✉*❡ *:❝✉*,✐✈❡ ♣*:,❡♥/❡ ✉♥❡ ❧❛/❡♥❝❡ N ❢♦✐, ♣❧✉, ✐♠♣♦*/❛♥/❡ C✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ *:❛❧✐,❛/✐♦♥ ❞✐*❡❝/❡✳

❈❡❝✐ ❡,/ ✐♥❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉* ❧❡, ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥, /❡♠♣, *:❡❧✳ ◗✉❛♥/ D ❧✬❛*❝❤✐/❡❝/✉*❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ✐❧ ,❡♠❜❧❡

C✉✬❡❧❧❡ ♣*:,❡♥/❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉* ❝♦♠♣*♦♠✐, ❡♥ /❡*♠❡, ❞❡ ,✉*❢❛❝❡✴*❛♣✐❞✐/: ✭❧❛ ,✉*❢❛❝❡ ❡,/ ❡①♣*✐♠: ❡♥

❢♦♥❝/✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜*❡ ❞✬❛❞❞✐/✐♦♥, ❡/ ❞❡ ♠✉❧/✐♣❧✐❝❛/✐♦♥ ❡/ ❧❡ /❡♠♣, ❡,/ ❡①♣*✐♠: ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❧❛/❡♥❝❡✮✳ ▲❛ ❝♦♥✜*♠❛/✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ,❡*❛ ❞♦♥♥:❡ ❞❛♥, ❧❛ ,❡❝/✐♦♥ ✷✳✻✳
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Multiplieur
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FFT 4
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Unité de Contrôle
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Générateur de
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Multiplieur

Générateur de
facteur de
rotation

Multiplieur

Générateur de
facteur de
rotation
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❝♦♥✈❡&(✐♦♥ ('&✐❡✴♣❛&❛❧❧D❧❡ ❡(% ♥'❝❡((❛✐&❡✳ ❆♣&D( ✷ ❝②❝❧❡( ❞✬❤♦&❧♦❣❡✱ ❧❡( (✐❣♥❛✉① ✐♥%❡&♠'❞✐❛✐&❡(
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❞❡ ❧❛ ♠Q♠❡ ♠❛♥✐D&❡ ❧❡( ❛✉%&❡( (♦&%✐❡( (♦♥% ❝❛❧❝✉❧'❡( ❡% ❧❡( (♦&%✐❡( (♦♥% ❢♦✉&♥✐❡( ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐D&❡

('/✉❡♥%✐❡❧❧❡ ❡% ❝♦♥%✐♥✉❡✳
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−2jπn

N
✮✳

❯♥ ♠✉❧)✐♣❧✐❡✉2 ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❡2♠❡) ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡2 ❧❛ ♠✉❧)✐♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡ 2.(✉❧)❛) ♦❜)❡♥✉ (❡2❛

(❛✉✈❡❣❛2❞. ❞❛♥( ✉♥❡ ♠.♠♦✐2❡ ❞❡ )❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥)(✳ ❈❡))❡ ❞❡2♥✐G2❡ (❡2❛ 2.✉)✐❧✐(.❡ ❡) ♣❛2)❛❣.❡ ❡♥)2❡

❧❡( ❞✐✛.2❡♥)( .)❛❣❡(✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉( ❧✬❛✈♦♥( ❝✐). ♣2.❝.❞❡♠♠❡♥)✱ ❧✬✐♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❞❡ )❛✐❧❧❡

N ♣♦✐♥)( ♥.❝❡((✐)❡ log4(N) ♠.♠♦✐2❡( ❞❡ )❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥)(✳ ❉❛♥( ❧✬❛2❝❤✐)❡❝)✉2❡ ,✉❡ ♥♦✉( ♣2♦♣♦(♦♥(✱

♥♦✉( ✉)✐❧✐(❡2♦♥( ✉♥❡ (❡✉❧❡ ♠.♠♦✐2❡ ❞❡ )❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥)(✳ ❉❡ ♣❧✉(✱ ❛✜♥ ❞✬❛♠.❧✐♦2❡2 ❧❛ ❧❛)❡♥❝❡✱ ❧❛
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5 ❛♠.❧✐♦2❡2 ❧❛ ❧❛)❡♥❝❡ ❡♥ ♣❡2♠❡))❛♥) ❧✬❛❝❝G( (✐♠✉❧)❛♥. ❛✉① ❞♦♥♥.❡( ♣♦✉2 ❧✬.❝2✐)✉2❡ ❞❡( (♦2)✐❡( ❡)

❧❛ ❧❡❝)✉2❡ ❞❡( ❡♥)2.❡( ♣❛2 ❞❡✉① .)❛❣❡( (✉❝❝❡((✐❢(✳ ❈❡))❡ ❛2❝❤✐)❡❝)✉2❡ ❛ .). ✐♠♣❧❛♥).❡ (✉2 ✉♥ ❋8●❆
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♠✉♠✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥>✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉0 ✉>✐❧✐0♦♥0 ❧✬❛❧❣♦#✐>❤♠❡ ❘❛❞✐①✲✹✱ ✐❧ ❡0> ♥2❝❡00❛✐#❡ ❞✬❡✛❡❝>✉❡# ✹ ❛❝❝B0

0✐♠✉❧>❛♥20 ? ❧❛ ♠2♠♦✐#❡✳ +❛# ❝♦♥02E✉❡♥>✱ ❧❡0 ♠2♠♦✐#❡0 ✉>✐❧✐02❡0 ❞♦✐✈❡♥> D>#❡ ❞✐✈✐02❡0 ❡♥ ✹ ♠2✲

♠♦✐#❡0✳ ❉❡ ♣❧✉0✱ ❞❛♥0 ❧❛ ♣❛#>✐❡ ♣#2❝2❞❡♥>❡✱ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ♠♦♥>#2 E✉✬❡♥>#❡ ❞❡✉① 2>❛❣❡0 0✉❝❝❡00✐❢0✱

✐❧ ❡①✐0>❡ ✉♥ ❢❛❝>❡✉# ❞❡ ✹ ❡♥>#❡ ❧❡0 ❛❞#❡00❡0 ❞✬2❝#✐>✉#❡ ❡> ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❡❝>✉#❡✳ +❛# ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉# ❧❛

♠2♠♦✐#❡ Mem1✱ ❧❡0 ✹ ♣#❡♠✐B#❡0 0♦#>✐❡0 ❞✉ ♣#❡♠✐❡# +❊ ❞♦✐✈❡♥> D>#❡ 0❛✉✈❡❣❛#❞2❡0 ❛✈❡❝ ❧❡0 ♠D♠❡0

❛❞#❡00❡0 ❞❡ ❧❡❝>✉#❡ ❞❡ Mem2✱ ✐❡✱ ✵✱
N
4 ✱

2N
4 ✱

3N
4 ✳ ❆✐♥0✐ ❝❡>>❡ ♠2♠♦✐#❡ ❞♦✐> D>#❡ ❞✐✈✐02❡ ❡♥ ✹ ♣❛#>✐❡0
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PE

Mémoire_1

1-2

Étage 1 Étage 2

Mém

N points

Mémoire_16

Mémoire_5

Mémoire_9

Mémoire_13

PE

Mémoire_1

3

Étage 3

Mém

points

Mémoire_16

Mémoire_5

Mémoire_9

Mémoire_13

PE

4

N

Mémoire_1

s
Mém

16 points

Mémoire_16

Mémoire_5

Mémoire_9

Mémoire_13

PE

Étage s

CalculLecture Ecriture CalculLectureCalcul Ecriture

Lecture

CalculLecture

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✻ ✕ ❙❝❤(♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛1❝❤✐3❡❝3✉1❡ ♣1♦♣♦6(❡

❞❡ 3❛✐❧❧❡

N
4 ❛✜♥ ❞✬❡✛❡❝3✉❡1 ✹ ❛❝❝;6 6✐♠✉❧3❛♥(6✳ ❉✬❛✉31❡ ♣❛13✱ ❧❡6 ✹ ♣1❡♠✐❡16 ✐♥❞✐❝❡6 ❞❡6 ❡♥31(❡6 ❞✉

♣1❡♠✐❡1 >❊ ❞✉ ❞❡✉①✐;♠❡ (3❛❣❡ 6♦♥3 ✵✱

N
16 ✱

2N
16 ✱

3N
16 ✳ ❈❡6 ❞♦♥♥(❡6 6♦♥3 3♦✉3❡6 6❛✉✈❡❣❛1❞(❡6 ❞❛♥6

❧❛ ♣1❡♠✐;1❡ ♠(♠♦✐1❡ ❞❡ 3❛✐❧❧❡

N
4 ✳ ■❧ ❡63 ❛✐♥6✐ ♥(❝❡66❛✐1❡ ❞❡ ❞✐✈✐6❡1 ❝❡33❡ ♠(♠♦✐1❡ ❡♥ ✹ ♠(♠♦✐1❡6

❞❡ 3❛✐❧❧❡

N
16 ✳ ❉❡ ❧❛ ♠F♠❡ ♠❛♥✐;1❡✱ ♥♦✉6 ❞✐✈✐6♦♥6 ❧❡6 ♠(♠♦✐1❡6 ❞❡ ❝❤❛G✉❡ (3❛❣❡ ❡♥ ✶✻ ♠(♠♦✐1❡6✳

❉✬✉♥ ❛✉31❡ ❝H3❡ ❡3 ❝♦♠♠❡ ♥♦✉6 ❧✬❛✈♦♥6 ✐♥❞✐G✉( ♣1(❝(❞❡♠♠❡♥3✱ ❧❡6 ❡♥31(❡6 I ❝❤❛G✉❡ ❣1♦✉♣❡

❞❡ >❊ 6♦♥3 ✐♥❞(♣❡♥❞❛♥3❡6✳ ■❧ ❡63 ❛✐♥6✐ ♣♦66✐❜❧❡ ❞✬✉3✐❧✐6❡1 ✉♥❡ 6❡✉❧❡ ♠(♠♦✐1❡ ♣❡1♠❡33❛♥3 ❞❡ 6❛✉✲

✈❡❣❛1❞❡1 ✉♥✐G✉❡♠❡♥3 ❧❡6 ❞♦♥♥(❡6 ♣♦✉1 ❝❤❛G✉❡ ❣1♦✉♣❡ ❞❡ >❊✳ ❈❡33❡ ♠(♠♦✐1❡ 6❡1❛ ♣❛13❛❣(❡ ❡♥31❡

❧❡6 ❞✐✛(1❡♥36 ❣1♦✉♣❡6 ❣1K❝❡ I ❧✬✐♥❞(♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡6 ❞♦♥♥(❡6 ❡♥31❡ ❧❡6 ❣1♦✉♣❡6✳ >❛1 ❝♦♥6(G✉❡♥3✱ ♥♦✉6

♣♦✉✈♦♥6 ✉3✐❧✐6❡1 ✉♥❡ ♠(♠♦✐1❡ ❞❡ 3❛✐❧❧❡

N
4 ❞✐✈✐6(❡ ❡♥ ✶✻ ♠(♠♦✐1❡6 ❞❡ 3❛✐❧❧❡

N
64 ❝❤❛❝✉♥❡ ♣♦✉1 ❧❛

♠(♠♦✐1❡ Mem3✳ ❉❡ ❧❛ ♠F♠❡ ♠❛♥✐;1❡✱ ❧❛ 3❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠(♠♦✐1❡ ❞✉ G✉❛31✐;♠❡ (3❛❣❡ ❡63 ❞❡

N
16 ♣♦✐♥36

❡3 ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❞❡1♥✐❡1 (3❛❣❡ ❡63 ❞❡ ✶✻ ♣♦✐♥36✳

●❡"#✐♦♥ ❞❡" ❝❛❧❝✉❧" ♣❛- ✉♥❡ ✉♥✐#. ❞❡ ❝♦♥#-/❧❡

❊♥ 6❡ ❜❛6❛♥3 6✉1 ❧❡6 ♦♣3✐♠✐6❛3✐♦♥6 ❞(❝1✐3❡6 ❝✐✲❞❡66✉6✱ ♥♦✉6 ♣1(6❡♥3♦♥6 ❛✐♥6✐ ✉♥❡ ❛1❝❤✐3❡❝3✉1❡

♦♣3✐♠✐6(❡ ♣♦✉1 ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥3❛3✐♦♥ ♠❛3(1✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✐❧❧✉631(❡ 6✉1 ❧❛ ❋✐❣✉1❡ ✷✳✶✻✳ ❊♥ ❡✛❡3✱

❧✬❛1❝❤✐3❡❝3✉1❡ ♣1♦♣♦6(❡ ❝♦♥3✐❡♥3 ✉♥ >❊ ❘❛❞✐①✲✹ ❡3 ✉♥❡ ♠(♠♦✐1❡ ♣❛1 (3❛❣❡✳ ❈♦♥31❛✐1❡♠❡♥3 ❛✉①

❛1❝❤✐3❡❝3✉1❡6 ♣✐♣❡❧✐♥❡6 ♣1(6❡♥3(❡6 ❞❛♥6 ❧❛ ❋✐❣✉1❡ ✷✳✽ G✉✐ ✉3✐❧✐6❡♥3 ✉♥❡ ♠(♠♦✐1❡ ❞❡ 3❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥36

♣❛1 (3❛❣❡✱ ❧❛ 3❛✐❧❧❡ ❞❡6 ♠(♠♦✐1❡6 ✉3✐❧✐6(❡6 ❞❛♥6 ❝❡33❡ ❛1❝❤✐3❡❝3✉1❡ ❡63 ❞✐✈✐6(❡ ♣❛1 ✹ ❛♣1;6 ❝❤❛G✉❡

(3❛❣❡✳ ▲❡ 6❝❤(♠❛ ❜❧♦❝ ❞✉ >❊ ✉3✐❧✐6(✱ ❜❛6( 6✉1 ❧✬❛❧❣♦1✐3❤♠❡ ❘❛❞✐①✲✹✱ ❡63 ✐❧❧✉631( ❞❛♥6 ❧❛ ❋✐❣✉1❡

✷✳✸✳

▲✬❛1❝❤✐3❡❝3✉1❡ ❞✉ >❊ ❞✉ ❞❡1♥✐❡1 (3❛❣❡ ❡63 ❞✐✛(1❡♥3❡ I ❝❡❧❧❡ ❞❡6 ❛✉31❡6 (3❛❣❡6✳ ❊♥ ❡✛❡3✱ ❧❡ >❊

✉3✐❧✐6( ❞❛♥6 ❧❡ ❞❡1♥✐❡1 (3❛❣❡ ❡63 ✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ 3❛✐❧❧❡ ✹ ♣♦✐♥36✳ ❈❡33❡ ❋❋❚ ❡63 ❝♦♠♣♦6(❡ ✉♥✐G✉❡♠❡♥3

❞✬❛❞❞✐3✐♦♥♥❡✉16 ❡3 ❞❡ 6♦✉631❛❝3❡✉16✳

▲❛ ❋✐❣✉1❡ ✷✳✶✼ 1❡♣1(6❡♥3❡ ❧❡ 6❝❤(♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛1❝❤✐3❡❝3✉1❡ ♣1♦♣♦6(❡ ♣♦✉1 ◆❂✷✺✻ ♣♦✐♥36✳ ❈❡33❡

❛1❝❤✐3❡❝3✉1❡ ❡63 ❝♦♠♣♦6(❡ ❞❡ ✹ (3❛❣❡6✳ ▲❡ ♣1❡♠✐❡1 ❡3 ❧❡ ❞❡✉①✐;♠❡ (3❛❣❡ ♣❛13❛❣❡♥3 ✉♥❡ ♠(♠♦✐1❡ ❞❡

3❛✐❧❧❡ ❞❡ ✷✺✻ ♣♦✐♥36✳ ❈❤❛G✉❡ (3❛❣❡ ❡63 ❝♦♠♣♦6( ❞✬✉♥ >❊ ❝♦♠♣♦6( ❞❡ ✽ ❛❞❞✐3✐♦♥♥❡✉16✴6♦✉631❛❝3❡✉16

❡3 ✸ ♠✉❧3✐♣❧✐❡✉16 ❝♦♠♣❧❡①❡6✳ ▲❡ ❞❡1♥✐❡1 (3❛❣❡ ❡63 ❝♦♠♣♦6( ✉♥✐G✉❡♠❡♥3 ❞✬✉♥❡ ❋❋❚ ✹ ♣♦✐♥36 ❝♦♠✲

♣♦6(❡ ❞❡ ✽ ❛❞❞✐3✐♦♥♥❡✉16✴6♦✉631❛❝3❡✉16✳ ▲❡ ❢♦♥❝3✐♦♥♥❡♠❡♥3 ❞❡ ❝❡33❡ ❛1❝❤✐3❡❝3✉1❡ ❡63 ❝♦♥31H❧( ♣❛1

✉♥❡ ✉♥✐3( ❞❡ ❝♦♥31H❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣❡1♠❡33❛♥3 ❧❛ ❣❡63✐♦♥ ❞❡6 ❡♥31(❡6 ❡3 ❞❡6 6♦13✐❡6 I ❝❤❛G✉❡ >❊ ❡3

❞✬✉♥❡ ✉♥✐3( ❞❡ ❝♦♥31H❧❡ ❧♦❝❛❧❡ G✉✐ ❣;1❡ ❧❡6 ❝♦♥63❛♥3❡6 ❞❡ ♠✉❧3✐♣❧✐❝❛3✐♦♥✳

✷✳✺✳✷✳✸ ❆♥❛❧②"❡ #❡♠♣♦-❡❧❧❡

❉❛♥6 ❝❡33❡ 6❡❝3✐♦♥✱ ♥♦✉6 ♣1(6❡♥3♦♥6 ✉♥❡ ❛♥❛❧②6❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛3❡♥❝❡ ✐♥31♦❞✉✐3❡ ♣❛1 ❧✬❛1❝❤✐3❡❝3✉1❡

♣❛1❛❧❧;❧❡ ♣1♦♣♦6(❡ ❞❛♥6 ❧❛ ❋✐❣✉1❡ ✷✳✶✼✳ ■❧ 6✬❛❣✐3 ❞❡ ❧❛ ♠F♠❡ ❛1❝❤✐3❡❝3✉1❡ ♣1(6❡♥3(❡ 6✉1 ❧❛ ❋✐❣✉1❡

✷✳✶✻ ♠❛✐6 ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞(3❛✐❧ ❡63 ❞✐✛(1❡♥3✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥6 G✉❡✱ ❧❡ 3❡♠♣6 ❞✬❡①(❝✉3✐♦♥ ❞✬✉♥ >❊ ❘❛❞✐①✲✹

❡63 (❣❛❧ I 2TA+TM ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥3 ❧❡ 3❡♠♣6 ❞✬❡①(❝✉3✐♦♥ ❞✉ >❊ ❘❛❞✐①✲✹ ❞❡ ❞❡1♥✐❡1 (3❛❣❡ ❡63 ❞❡ 2TA✳

>❛1 ❝♦♥6(G✉❡♥3 ❧❡ 3❡♠♣6 ❞✬❡①(❝✉3✐♦♥ TTrait ❞❡ 3♦✉6 ❧❡6 ❜❧♦❝6 ♣♦✉1 ✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ 3❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥36
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FFT 4 Points
Bloc

multiplieur

Memoire_1
256 points

FFT 4 Points
Bloc

multiplieur

Memoire_3
64 points

FFT 4 Points
Bloc

multiplieur

Memoire_4
16 points

Unité de Contrôle Globale

étage 1 étage 2 étage 3 étage 4

Unité de
Contrôle
Locale

(Générateur
d�adresses)

ROM
(W)

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✼ ✕ ❆'❝❤✐+❡❝+✉'❡ ❋❋❚ ✷✺✻ ♣♦✐♥+4

❡4+ ❞❡

TTrait = (log4(N)− 1)(2TA + TM ) + 2TA ✭✷✳✷✹✮

❙✐ ♥♦✉4 ❝♦♥4✐❞:'♦♥4 TMem ❧❡ +❡♠♣4 ❞✬✉♥ ❛❝❝?4 ♠:♠♦✐'❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜'❡ ❞✬❛❝❝?4 ♠:♠♦✐'❡ ♣❡✉+ B+'❡

❡①♣'✐♠: ♣❛' ❧✬:D✉❛+✐♦♥ ✷✳✷✺✳

TMem = 3
N

16
+ 3

N

64
+ ..+ 3

N

N
= N − 3

N

4
=

N

4
✭✷✳✷✺✮
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❋❋❴❘❛❞✐①✲✷ ❬✻✸❪ ❘❛❞✐①✲✷ ✷✭log4N ✲✷✮ ✷log2◆ ✹ ◆ ✷ ◆

❘✹▼❉❈ ❬✺✺❪ ❘❛❞✐①✲✹ ✸✭log4N ✲✶✮ ✽log4◆
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,+❞✉✐& ♠❛✐# ✉♥❡ #✉,❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣+❡ &,:# ✐♠♣♦,&❛♥&❡✳ ❉✬❛✉&,❡ ♣❛,&✱ ♣♦✉, ❧✬❛,❝❤✐&❡❝&✉,❡ ,+❝✉,#✐✈❡✱ ❧❡

&❡♠♣# ❞✬❡①+❝✉&✐♦♥ ❡#& ❧❡ ♣❧✉# ✐♠♣♦,&❛♥& ❡& ❧❛ #✉,❢❛❝❡ ❝♦♥#♦♠♠+❡ ❡#& ❧❛ ♣❧✉# ,+❞✉✐&❡✳ ❈♦♥❝❡,✲

♥❛♥& ❧❡# ❞❡✉① #&,✉❝&✉,❡# ♣,♦♣♦#+❡#✱ ❡❧❧❡# ♦♥& ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉, ❞+❧❛✐ ❞❡ ♣,♦♣❛❣❛&✐♦♥✳ ◆♦&♦♥# ❛✉##✐ >✉❡

❧✬❛,❝❤✐&❡❝&✉,❡ S ❡♥&,+❡# ♣❛,❛❧❧:❧❡# ❡& #♦,&✐❡# ♣❛,❛❧❧:❧❡# ❡#& 2 ❢♦✐# ♣❧✉# ,❛♣✐❞❡ >✉❡ ❝❡❧❧❡ S ❡♥&,+❡#
#+,✐❡# ❡& #♦,&✐❡# #+,✐❡#✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ &❡,♠❡# ❞❡ ♣,♦❞✉✐& #✉,❢❛❝❡✱ ✐❧ ❡#& ♠♦♥&,+ >✉❡ ❧✬❛,❝❤✐&❡❝&✉,❡ S

#♦,&✐❡# ♣❛,❛❧❧:❧❡# ❡#& ❧❛ ♣❧✉# ♣❡,❢♦,♠❛♥&❡✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❡ ♣,♦❞✉✐&❡ #✉,❢❛❝❡ &❡♠♣# ❡#& ✉♥ ♣❛,❛♠:&,❡

❞❡ ♠❡#✉,❡ ❞❡ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ❝♦♥♥✉ ❛✉##✐ #♦✉# ❧❡ ♥♦♠ ✧❛,❡❛ ❞❡❧❛② ♣,♦❞✉❝&✧✳ ■❧ ♣❡,♠❡& ❞❡ ❞♦♥♥❡,

✉♥❡ ✐❞+❡ ❝♦♠❜✐♥+❡ ❞❡ ❧❛ ,❛♣✐❞✐&+ ❡& ❞❡ ❧✬♦❝❝✉♣❛&✐♦♥ ❞❡ #✉,❢❛❝❡✳

✷✳✻✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐,- ♠❛,-/✐❡❧❧❡ ❞❡1 ❛/❝❤✐,❡❝,✉/❡1 ♣✐♣❡❧✐♥❡1

❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥&,❡, ❧✬❡✣❝❛❝✐&+ ❞❡ ♥♦# ❛,❝❤✐&❡❝&✉,❡# ♣,♦♣♦#+❡#✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛,❛✐#♦♥ ❞❡# ,+#✉❧&❛&# ❞❡

#②♥&❤:#❡ ♦❜&❡♥✉# ❡♥ ✉&✐❧✐#❛♥& ✉♥❡ ❝❛,&❡ ❞❡ ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥& ❡♠❜❛,>✉❛♥& ✉♥ ❋H●❆ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

❙♣❛,&❛♥ ✸ ❛✈❡❝ ♣❧✉#✐❡✉,# ❛,❝❤✐&❡❝&✉,❡# ❛ +&+ ❡✛❡❝&✉+❡✳ ▲❡# &❛❜❧❡❛✉① ✷✳✺ ❡& ✷✳✻ ✐❧❧✉#&,❡♥& ✉♥❡

❝♦♠♣❛,❛✐#♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡# ❛,❝❤✐&❡❝&✉,❡# ♣✐♣❡❧✐♥❡# ❡& S ❜❛#❡ ❞❡ ♠+♠♦✐,❡ ♣,+#❡♥&+❡# ❞❛♥# ❧❛ ❧✐&&+,❛&✉,❡

❛✐♥#✐ >✉❡ ❧✬■H ❞❡ ❳✐❧✐♥①✳ ▲❡# ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡# ❞❡# ❞✐✛+,❡♥&❡# ❛,❝❤✐&❡❝&✉,❡# #♦♥& ❡①♣,✐♠+❡# ❡♥ &❡,♠❡#

❞❡ #✉,❢❛❝❡ ✭♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❙❧✐❝❡# ▲✉&#✮✱ ❞❡ ❢,+>✉❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡♠❡♥& ✭▼❖❋ ✧▼❛①✐♠✉♠

❖♣❡,❛&✐♥❣ ❋,❡>✉❡♥❝②✧✮✱ ❞❡ ❞+❜✐& ✭▼+❣❛ #♦,&✐❡#✴#❡❝✮ >✉✐ +✈❛❧✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ #♦,&✐❡# ♣❛, #❡❝♦♥❞❡✱



✷✳✻✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❉✬■▼.▲❆◆❚❆❚■❖◆ ▼❆❚➱❘■❊▲▲❊ ✺✼

❆#❝❤✐'❡❝'✉#❡ ❙❧✐❝❡, ▲✉', ❉/❧❛✐ ❞❡ ❚❡♠♣, 5#♦❞✉✐'

♣#♦♣❛❣❛'✐♦♥✭♥,✮ ❞✬/①❡❝✉'✐♦♥✭µ,✮ ❙✉#❢❛❝❡✳'❡♠♣, ✭❙❧✐❝❡✳µ,✮

❘/❛❧✐,❛'✐♦♥ ❞✐#❡❝'❡ ✹✸✻✷✸ ✶✺✳✸ ✵✳✶✺ ✻✺✹✸✳✹

❋✐❣✉#❡ ❇✳✶

❆#❝❤✐'❡❝'✉#❡ #/❝✉#,✐✈❡ ✷✷✽✶ ✸✵✳✸ ✽✳✸ ✶✽✾✸✷✳✸

❋✐❣✉#❡ ✷✳✼ ❬✺✹❪

❆#❝❤✐'❡❝'✉#❡ ♣#♦♣♦,/❡

❡♥'#/❡ ,/#✐❡✴ ✶✶✺✺ ✾✳✹ ✷✳✵✸ ✷✸✹✹✳✻

,♦#'✐❡ ,/#✐❡

❆#❝❤✐'❡❝'✉#❡ ♣#♦♣♦,/❡

❡♥'#/❡ ♣❛#❛❧❧N❧❡✴ ✷✸✹✺ ✽✳✹ ✵✳✽ ✶✽✼✻

,♦#'✐❡ ♣❛#❛❧❧N❧❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✹ ✕ ❈♦♠♣❧❡①✐'/ ♠❛'/#✐❡❧❧❡ ❞❡, ❞✐✛/#❡♥'❡, ❢❛♠✐❧❧❡, ❞✬❛#❝❤✐'❡❝'✉#❡,

❞✉ '❡♠♣, ❞✬❡①/❝✉'✐♦♥ ❡' ❧❡ ♣#♦❞✉✐' ,✉#❢❛❝❡✲'❡♠♣,✳ ❉❛♥, ❝❡#'❛✐♥❡, #/❛❧✐,❛'✐♦♥, ❧❡ ❝✐#❝✉✐' ❣/♥/#/

♣❡✉' ❝♦♥'❡♥✐# ❞❡, ♠✉❧'✐♣❧✐❡✉#, ❡♠❜❛#T✉/,✱ ❞❡, ❇❘❆▼ ♦✉ ❞❡, ❉❙5 ❙❧✐❝❡,✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛#❡#

♣❧✉,✐❡✉#, ❛#❝❤✐'❡❝'✉#❡, ♥♦✉, ,♦♠♠❡, ❛♠❡♥/, X ❞/'❡#♠✐♥❡# ❧❛ ,✉#❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣/❡ ❡①❝❧✉,✐✈❡♠❡♥' ❡♥

❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❙❧✐❝❡✳ 5❛# ❝♦♥,/T✉❡♥'✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ❧❡ ❝❤♦✐① ❡♥'#❡ ✷ ♠/'❤♦❞❡,✳ ◆♦✉, ♣♦✉✈♦♥,

,②♥'❤/'✐,❡# ❧❡ ❝✐#❝✉✐' ❡♥ ✉'✐❧✐,❛♥' ✉♥✐T✉❡♠❡♥' ❞❡, ❙❧✐❝❡, ▲✉',✳ ❖✉ ❜✐❡♥✱ ♥♦✉, ❝❛❧❝✉❧♦♥, ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡

❙❧✐❝❡, ▲✉', ♥/❝❡,,❛✐#❡ ♣♦✉# ✉♥❡ ❇❘❆▼ ♦✉ ✉♥ ♠✉❧'✐♣❧✐❡✉# ♦✉ ✉♥ ❉❙5 ❙❧✐❝❡ ❡' ♥♦✉, ❧✬❛❞❞✐'✐♦♥♥♦♥,

❛✉ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❙❧✐❝❡, ▲✉', #❡T✉✐,✳ 5♦✉# ❞❡, #❛✐,♦♥, ❞❡ ,✐♠♣❧✐❝✐'/ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ❝❤♦✐,✐ ❧❛ ❞❡#♥✐N#❡

♠/'❤♦❞❡✳

▼❖❋ ❉/❜✐' ❚❡♠♣, 5#♦❞✉✐'

❆#❝❤✐'❡❝'✉#❡ ❙'#✉❝'✉#❡ ❙❧✐❝❡, ▲✉', ✭▼❍③✮ ✭▼❙✴,✮ ❞✬❡①/❝✉'✐♦♥✭,✮ ❙✉#❢❛❝❡ ❚❡♠♣,

✭❙❧✐❝❡✳µ,✮

❘✹❙❉❈ ❬✺✾❪ ❘❛❞✐①✲✹ ✷✻✻✷ ✶✵✼ ✶✵✼ ✶✳✷ ✸✶✾✹

❘22❙❉❋ ❬✺✾❪ ❘❛❞✐①✲✷ ✷✺✷✵ ✾✽ ✾✽ ✶✳✹ ✸✺✷✽

❳✐❧✐♥① ■5 ❬✻✺❪ ❘❛❞✐①✲✷ ✶✹✼✼ ✶✺✷ ✶✺✷ ✶✳✻✽ ✷✹✽✶

❊♥'#/❡ ,/#✐❡ ❘❛❞✐①✲✹ ✶✶✺✺ ✶✵✻ ✶✵✻ ✷✳✵✸ ✷✸✹✹

,♦#'✐❡ ,/#✐❡

❊♥'#/❡ ♣❛#❛❧❧N❧❡ ❘❛❞✐①✲✹ ✷✸✹✺ ✶✶✽ ✹✼✷ ✵✳✽ ✶✽✼✻

❙♦#'✐❡ ♣❛#❛❧❧N❧❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✺ ✕ ❘/,✉❧'❛', ❞❡ ,②♥'❤N,❡ ♣♦✉# ✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ '❛✐❧❧❡ ✻✹ ♣♦✐♥',

▼❖❋ ❉/❜✐' ❚❡♠♣, 5#♦❞✉✐'

❆#❝❤✐'❡❝'✉#❡ ❙'#✉❝'✉#❡ ❙❧✐❝❡, ▲✉', ✭▼❍③✮ ✭▼❙✴,✮ ❞✬❡①/❝✉'✐♦♥✭,✮ ❙✉#❢❛❝❡ ❚❡♠♣,

✭❙❧✐❝❡✳µ,✮

❘✹❙❉❈ ❬✺✾❪ ❘❛❞✐①✲✹ ✹✺✺✺ ✶✶✶ ✶✶✶ ✹✳✻ ✷✵✾✺✸

❘✷

2
❙❉❋ ❬✺✾❪ ❘❛❞✐①✲✷ ✸✽✻✽ ✾✽ ✾✽ ✺✳✸✻ ✷✵✼✸✷

❳✐❧✐♥① ■5 ❬✻✺❪ ❘❛❞✐①✲✷ ✷✹✺✺ ✶✹✽ ✶✹✽ ✼✳✻ ✶✽✽✺✹

❊♥'#/❡ ,/#✐❡ ❘❛❞✐①✲✹ ✶✾✷✹ ✾✶ ✾✶ ✶✵✳✶ ✶✾✹✸✷

❙♦#'✐❡ ,/#✐❡

❊♥'#/❡ ♣❛#❛❧❧N❧❡ ❘❛❞✐①✲✹ ✹✸✷✺ ✶✵✸ ✹✶✷ ✸✳✹ ✶✽✼✽✺

❙♦#'✐❡ ♣❛#❛❧❧N❧❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✻ ✕ ❘/,✉❧'❛', ❞❡ ,②♥'❤N,❡ ♣♦✉# ✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ '❛✐❧❧❡ ✷✺✻ ♣♦✐♥',

❊♥ ,❡ #/❢/#❛♥' ❛✉① '❛❜❧❡❛✉① ✷✳✺ ❡' ✷✳✻✳ ■❧ ❡,' ♠♦♥'#/ T✉❡ ❧❡ '❡♠♣, ❞✬❡①/❝✉'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛#❝❤✐'❡❝'✉#❡

♣#♦♣♦,/❡ X ❡♥'#/❡ ♣❛#❛❧❧N❧❡ ✴,♦#'✐❡ ♣❛#❛❧❧N❧❡ ❡,' 56%✱ 36%✱ ❡' 26% ✐♥❢/#✐❡✉# X ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬■5 ❞❡

❳✐❧✐♥①✱ ❧✬❛#❝❤✐'❡❝'✉#❡ ❘22❙❉❈ ❡' ❘✹❙❉❈ #❡,♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ♣♦✉# ✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ '❛✐❧❧❡ ✷✺✻ ♣♦✐♥',✳ ❊♥

❝❡ T✉✐ ❝♦♥❝❡#♥❡ ❧❡ ♣#♦❞✉✐' ,✉#❢❛❝❡✲'❡♠♣,✱ ❧✬❛#❝❤✐'❡❝'✉#❡ ♣#♦♣♦,/❡ ♣❡#♠❡' ❞❡ ❧❡ #/❞✉✐#❡ X ❤❛✉'❡✉#



✺✽ ❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼➱❊ ❉❊ ❋❖❯❘■❊❘ ❘❆#■❉❊

❞❡ 11% ❡$ 10% ♣❛' '❛♣♣♦'$ ) ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛'❝❤✐$❡❝$✉'❡ ❘✹❙❉❈ ❡$ ❘22❙❉❋ ♣♦✉' ✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ $❛✐❧❧❡

✷✺✻ ♣♦✐♥$:✳

❉✬❛✉$'❡ ♣❛'$ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛'❛✐:♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✉ '❛♣♣♦'$ ❞>❜✐$ ♣❛' :✉'❢❛❝❡ ❡♥$'❡ ❧❡: ❛'❝❤✐$❡❝$✉'❡:

♣'♦♣♦:>❡: ❡$ ❝❡❧❧❡: ♣'>:❡♥$>❡: ❞❛♥: ❧❡: $❛❜❧❡❛✉① ✷✳✺ ❡$ ✷✳✻ ♣♦✉' ❞❡: ❋❋❚ ❞❡ $❛✐❧❧❡ ✻✹ ❡$ ✷✺✻ ♣♦✐♥$:

❡:$ ✐❧❧✉:$'>❡ :✉' ❧❛ ❋✐❣✉'❡ ✷✳✶✽✳ ▲❡ '❛♣♣♦'$ ❞>❜✐$ ♣❛' :✉'❢❛❝❡ ✉$✐❧✐:> '❡♣'>:❡♥$❡ ❧❡ ❞>❜✐$ ♣'♦❞✉✐$

♣❛' ❝❤❛D✉❡ ❙❧✐❝❡ ▲✉$ ❝♦♥:♦♠♠>❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉'❡ ♠♦♥$'> ❧✬❡✣❝❛❝✐$> ❞❡: ❛'❝❤✐$❡❝$✉'❡: ♣'♦♣♦:>❡:✳ ❊♥

❡✛❡$✱ ❧✬❛'❝❤✐$❡❝$✉'❡ ♣'♦♣♦:>❡ ) ❡♥$'>❡ ✴ :♦'$✐❡ ♣❛'❛❧❧J❧❡: ✭❋✐❣✉'❡ ✷✳✶✼✮ ♣'>:❡♥$❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥

❞❡ 26% ❡$ 19% ❡♥ $❡'♠❡: ❞✉ ❢❛❝$❡✉' ❞>❜✐$ ♣❛' :✉'❢❛❝❡ ❝♦♠♣❛'> '❡:♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ) ❧✬❛'❝❤✐$❡❝$✉'❡

:>'✐❡ ♣'♦♣♦:>❡ ✷✳✶✶ ❡$ ♣❛' '❛♣♣♦'$ ) ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬■P ❞❡ ❳✐❧✐♥① ♣♦✉' ✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ $❛✐❧❧❡ ✷✺✻ ♣♦✐♥$:✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✽ ✕ ❈♦♠♣❛'❛✐:♦♥ ❡♥ $❡'♠❡: ❞❡ ❞>❜✐$ :✉'❢❛❝❡

✷✳✻✳✸ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬■3 ❳✐❧✐♥①

❆♣'J: ❛✈♦✐' ❝♦♠♣❛'> ❧❡: ❛'❝❤✐$❡❝$✉'❡: ♣'♦♣♦:>❡: ❛✈❡❝ ❧❡: ❛'❝❤✐$❡❝$✉'❡: ❡①✐:$❛♥$❡:✱ ♥♦✉: ❛✈♦♥:

♠♦♥$'> D✉❡ ❞❡✉① ❛'❝❤✐$❡❝$✉'❡: :❡ ❞>❣❛❣❡♥$ ✿ ■P ❳✐❧✐♥① ❡$ ❧✬❛'❝❤✐$❡❝$✉'❡ ♣❛'❛❧❧J❧❡ ♣'♦♣♦:>❡✳ ◆♦✉:

♣'♦♣♦:♦♥: ✐❝✐ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛'❛✐:♦♥ ♣❧✉: ❛♣♣'♦❢♦♥❞✐❡ ❡♥$'❡ ❧✬❛'❝❤✐$❡❝$✉'❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞❡ ❧✬■P ❞❡ ❳✐❧✐♥① ❡$

❝❡❧❧❡ ♣'♦♣♦:>❡✳ ❉❡✉① ♣❛'❛♠J$'❡: :♦♥$ >✈❛❧✉>: ✿ ❧❡ ♣'♦❞✉✐$ :✉'❢❛❝❡ $❡♠♣: ❡$ ❧❡ '❛♣♣♦'$ ❞>❜✐$ ♣❛'

:✉'❢❛❝❡✳ ❈❡: '>:✉❧$❛$: :♦♥$ ♦❜$❡♥✉: ❛♣'J: :②♥$❤J:❡ :✉' ✉♥ ❋P●❆ ❞❡ $②♣❡ ❱✐'$❡①✲✺✳ ▲❛ ❋✐❣✉'❡ ✷✳✶✾

♠♦♥$'❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛'❛✐:♦♥ ❡♥ $❡'♠❡: ❞❡ '❛♣♣♦'$ ❞>❜✐$ ♣❛' :✉'❢❛❝❡ ❡♥$'❡ ❧✬❛'❝❤✐$❡❝$✉'❡ ♣'♦♣♦:>❡ ❡$

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❳✐❧✐♥① ♣♦✉' ❞❡ $❛✐❧❧❡: ❞❡ ❋❋❚ ❛❧❧❛♥$ ❞❡ ✶✻ ♣♦✐♥$: ✹ ) ✶✻❦ ♣♦✐♥$:✳

■❧ ❡:$ ❛✐♥:✐ ♠♦♥$'> D✉❡ ❧✬❛'❝❤✐$❡❝$✉'❡ ♣'♦♣♦:>❡ '❡♣'>:❡♥$❡ ✉♥ '❛♣♣♦'$ ❞❡ ❞>❜✐$ ♣❛' :✉'❢❛❝❡

♠❡✐❧❧❡✉' D✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬■P ❞❡ ❳✐❧✐♥① ♣♦✉' $♦✉$❡: ❧❡: $❛✐❧❧❡: ❞❡ ❧❛ ❋❋❚✳ ❈❡ '❛♣♣♦'$ ♣❡✉$ ❛$$❡✐♥❞'❡

✺ ♣♦✉' ◆❂✷✺✻ ♣♦✐♥$:✳

❉✬❛✉$'❡ ♣❛'$✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛'❛✐:♦♥ ❡♥ $❡'♠❡: ❞❡ ♣'♦❞✉✐$ :✉'❢❛❝❡ $❡♠♣: ❛✈❡❝ ❧✬■P ❞❡ ❳✐❧✐♥① ♣♦✉'

❧❡: ♠]♠❡: $❛✐❧❧❡: ❞❡ ❋❋❚ ❛ >$> ❡✛❡❝$✉>✳ ▲❡: '>:✉❧$❛$: ❞❡ ❝❡$$❡ ❝♦♠♣❛'❛✐:♦♥ :♦♥$ ✐❧❧✉:$'>: :✉' ❧❛

❋✐❣✉'❡ ✷✳✷✵✳

▲❡: '>:✉❧$❛$: ❛✐♥:✐ ♦❜$❡♥✉: ♠♦♥$'❡♥$ ❧✬❛✈❛♥$❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛'❝❤✐$❡❝$✉'❡ ♣'♦♣♦:>❡ ♣❛' '❛♣♣♦'$ ) ❝❡❧❧❡

❞❡ ❧✬■P ❞❡ ❳✐❧✐♥① ❡♥ $❡'♠❡: ❞❡ ♣'♦❞✉✐$ :✉'❢❛❝❡ $❡♠♣:✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ♠❛❧❣'> D✉❡ ❧✬❛'❝❤✐$❡❝$✉'❡ ❞❡

❳✐❧✐♥① ❛ ✉♥❡ :✉'❢❛❝❡ ♣❧✉: '>❞✉✐$❡ ❡$ ✉♥❡ ❢'>D✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡♠❡♥$ ♠❡✐❧❧❡✉'❡ D✉❡ ❧✬❛'❝❤✐$❡❝$✉'❡

♣'♦♣♦:>❡✱ ❝❡$$❡ ❞❡'♥✐J'❡ ❡:$ ❞❡✉① ❢♦✐: ♣❧✉: '❛♣✐❞❡ ❣'_❝❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❧❛$❡♥❝❡ ❛::✉'>❡ ♣❛' ❧❛ $❡❝❤♥✐D✉❡



✷✳✻✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❉✬■▼.▲❆◆❚❆❚■❖◆ ▼❆❚➱❘■❊▲▲❊ ✺✾

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✾ ✕ ❈♦♠♣❛+❛✐-♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬■5 ❞❡ ❳✐❧✐♥① ❡♥ 9❡+♠❡ ❞❡ +❛♣♣♦+9 ❞:❜✐9 ♣❛+ -✉+❢❛❝❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✵ ✕ ❈♦♠♣❛+❛✐-♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬■5 ❳✐❧✐♥① ❡♥ 9❡+♠❡ ❞❡ ♣+♦❞✉✐9 -✉+❢❛❝❡ 9❡♠♣-

❞❡ ❞✐✈✐-✐♦♥ ❞❡- ♠:♠♦✐+❡-✳ ❉❡ ♣❧✉-✱ ❧❛ 9❡❝❤♥✐D✉❡ ❞❡ ♣❛+9❛❣❡ ❞❡ ♠:♠♦✐+❡ ❛ ♣❡+♠✐- ❞❡ +:❞✉✐+❡ ❧❛

-✉+❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣:❡ ❝❡ D✉✐ ❛ ❝♦♥9+✐❜✉: F ❛✈♦✐+ ✉♥ ♣+♦❞✉✐9 -✉+❢❛❝❡ +❛♣✐❞✐9: ♠❡✐❧❧❡✉+✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜+❡

❞❡ -♦+9✐❡- ♣❛+ ❝②❝❧❡ ❞✬❤♦+❧♦❣❡ ❞❡ ❧✬❛+❝❤✐9❡❝9✉+❡ ♣+♦♣♦-:❡ ❛ ♣❡+♠✐- ❞✬❛✈♦✐+ ✉♥ ❞:❜✐9 ✹ ❢♦✐- ♠❡✐❧❧❡✉+

D✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❳✐❧✐♥①✳ ❈❡ ❞:❜✐9 ✐♠♣♦+9❛♥9 ❛ ♣❡+♠✐- ❛✐♥-✐ ❞✬❛✈♦✐+ ✉♥ +❛♣♣♦+9 ❞:❜✐9 ♣❛+ -✉+❢❛❝❡

♠❡✐❧❧❡✉+✳

✷✳✻✳✹ ❘❛♣♣♦() ❙✐❣♥❛❧ / ❇(✉✐) ❞❡ ◗✉❛♥)✐✜❝❛)✐♦♥

▲❡- ❡♥9+:❡- ❞❡- ❛+❝❤✐9❡❝9✉+❡- ♣+♦♣♦-:❡- -♦♥9 ❝♦❞:❡- ❡♥ ✈✐+❣✉❧❡ ✜①❡ ❛✜♥ ❞❡ +❡♥❞+❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥9❛✲

9✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ♣♦--✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥9✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ❡①✐❣❡ ❞✬✉9✐❧✐-❡+ ❧❛ 9+♦♥❝❛9✉+❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛✐♥9❡♥✐+ ❧❛

❞②♥❛♠✐D✉❡ ❞❡- -✐❣♥❛✉① ✐♥9❡+♠:❞✐❛✐+❡- ❡9 ❞❡ -♦+9✐❡-✳ ❈❡- 9+♦♥❝❛9✉+❡- ♣❡✉✈❡♥9 ❛✛❡❝9❡+ ❧❛ ♣+:❝✐-✐♦♥

❞❡- -♦+9✐❡- ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❡♥ ✐♥9+♦❞✉✐-❛♥9 ❞✉ ❜+✉✐9 ❞❡ D✉❛♥9✐✜❝❛9✐♦♥✳ ■❧ ❡-9 ❛✐♥-✐ ♥:❝❡--❛✐+❡ ❞✬:✈❛❧✉❡+

❝❡ ❜+✉✐9 ❞❡ D✉❛♥9✐✜❝❛9✐♦♥✳

5❧✉-✐❡✉+- 9+❛✈❛✉① ♦♥9 9+❛✐9: ❧❡ ❜+✉✐9 ❝❛✉-: ♣❛+ ❧❛ 9+♦♥❝❛9✉+❡ ❞❡- ♦♣:+❛9❡✉+- ♣♦✉+ ❞❡- ✈❛❧❡✉+-

F ✈✐+❣✉❧❡ ✜①❡ ✉9✐❧✐-:❡- ❞❛♥- ❧❡- 9+❛♥-❢♦+♠❛9✐♦♥- ♦+9❤♦❣♦♥❛❧❡- 9❡❧- D✉❡ ❋❋❚ ❬✻✻❪✱ ❉❈❚ ❬✻✼❪ ❡9

✜❧9+❡- ❋■❘ ❬✻✽❪✳ ◆♦9+❡ ♦❜❥❡❝9✐❢ ❞❛♥- ❝❡99❡ -❡❝9✐♦♥ ❡-9 ❞✬:✈❛❧✉❡+ ❧❡- ❡✛❡9- ❞❡ 9+♦♥❝❛9✉+❡- ♣♦✉+

♥♦9+❡ ❛+❝❤✐9❡❝9✉+❡✳ ▲❡- 9+♦♥❝❛9✉+❡- ♦♥9 :9: +:❛❧✐-:❡- ✉♥✐D✉❡♠❡♥9 ♣♦✉+ ❧❡- ♠✉❧9✐♣❧✐❝❛9✐♦♥-✳ ❊♥



✻✵ ❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼➱❊ ❉❊ ❋❖❯❘■❊❘ ❘❆#■❉❊

❡✛❡$✱ ❧❡' ❡♥$)*❡' '♦♥$ ❝♦❞*❡' '✉) n ❜✐$'✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❤❛5✉❡ *❧*♠❡♥$ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ 7❊ ❡♥❣❡♥❞)❡ ✉♥❡

❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞❡ ✷ ❜✐$'✳ ❈❡$$❡ ❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❡'$ ❞<❡ ❛✉ ❢❛✐$ 5✉❡ ❧❡ 7❊ > ❜❛'❡ ❞❡ ❘❛❞✐①✲✹ ❝♦♥$✐❡♥$

✉♥❡ ❝❛'❝❛❞❡ ❞❡ ✷ ❛❞❞✐$✐♦♥♥❡✉)'✱ ❝❤❛❝✉♥ ✐♥$)♦❞✉✐$ ✉♥ ❞*♣❛''❡♠❡♥$ ❞❡ ✶ ❜✐$✳ ❈♦♥❝❡)♥❛♥$ ❧✬*$❛♣❡

❞❡ ♠✉❧$✐♣❧✐❝❛$✐♦♥✱ ❧❡' ✈❛❧❡✉)' ❞❡ ❢❛❝$❡✉)' ❞❡ )♦$❛$✐♦♥ '♦♥$ ❝♦♠♣)✐'❡' ❡♥$)❡ ✵ ❡$ ✶✳ 7❛) ❝♦♥'*5✉❡♥$

❧❛ ♠✉❧$✐♣❧✐❝❛$✐♦♥ ♣❛) ❝❡' ❢❛❝$❡✉)' ♥✬❛✉❣♠❡♥$❡ ♣❛' ❧❛ ❞②♥❛♠✐5✉❡ ❞❡ ❧❛ '♦)$✐❡ ❞✉ ♠✉❧$✐♣❧✐❡✉)✳ 7♦✉)

❝❡$$❡ )❛✐'♦♥✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥' '✉♣♣♦'* 5✉❡ ❧❡' ❡♥$)*❡' ❡$ '♦)$✐❡' > ❝❤❛5✉❡ ❜❧♦❝ ♠✉❧$✐♣❧✐❡✉) ♦♥$ ❧❛

♠H♠❡ $❛✐❧❧❡✳ ❙✐ ♥♦✉' '✉♣♣♦'♦♥' 5✉❡ ❧❡ ❢❛❝$❡✉) ❞❡ )♦$❛$✐♦♥ ❡'$ ❝♦❞* '✉) ❝ ❜✐$'✱ ❧❡ )*'✉❧$❛$ ❞❡ ❧❛

♠✉❧$✐♣❧✐❝❛$✐♦♥ '✬*❝)✐$ ♥❛$✉)❡❧❧❡♠❡♥$ '✉) c+n ❜✐$'✳ ▲❛ $)❛♥❝❛$✉)❡ '❡ ❢❛✐$ ❡♥ ❣❛)❞❛♥$ 5✉❡ ❧❡' n ❜✐$'

❡♥ ▼❙❇✳ 7❛) ❝♦♥'*5✉❡♥$✱ ❧❡' '♦)$✐❡' ❞✬✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ $❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥$' '♦♥$ ❝♦❞*❡' '✉) n + 2log4N
❜✐$'✳ ▲❡ $❡)♠❡ log4N )❡♣)*'❡♥$❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞✬*$❛❣❡'✳

❆✜♥ ❞✬*✈❛❧✉❡) ❧❡ ❘❙❇◗ ✭❘❛♣♣♦)$ ❙✐❣♥❛❧ > ❇)✉✐$ ❞❡ ◗✉❛♥$✐✜❝❛$✐♦♥✮✱ ♥♦✉' ❛♣♣❧✐5✉♦♥' ✉♥ '✐✲

❣♥❛❧ ❞✬❡♥$)*❡ '✐♥✉'♦S❞❛❧❡✳ ◆♦✉' ❝❤♦✐'✐''♦♥' ♣❛) ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❢)*5✉❡♥❝❡ ❞✬❡♥$)*❡ ❞❡ ✸✷ ❦❍③ ❡$

✉♥❡ ❢)*5✉❡♥❝❡ ❞✬*❝❤❛♥$✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ✶✵✵ ❦❍③✳ ❉❡✉① ❋❋❚ ♦♥$ *$* ❝❛❧❝✉❧*❡'✳ ▲❛ ♣)❡♠✐Z)❡ ♥♦$*❡

Xfl )❡♣)*'❡♥$❡ ❧❛ ❋❋❚ ♦❜$❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡' ❞♦♥♥*❡' ✢♦$$❛♥$❡' ❝♦❞*❡' '✉) 64 ❜✐$' ❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ▼❛$✲

❧❛❜✳ ▲❛ '❡❝♦♥❞❡ ❋❋❚ ♥♦$*❡ Xfx ❡'$ ❝❡❧❧❡ ♦❜$❡♥✉❡ ❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ❧✬❛)❝❤✐$❡❝$✉)❡ ♣)♦♣♦'*❡ > ❡♥$)*❡

♣❛)❛❧❧Z❧❡✴'♦)$✐❡ ♣❛)❛❧❧Z❧❡ ❝♦❞*❡ ❡♥ ❱❍❉▲✳ ▲❡ ❘❙❇◗ ❡'$ ❞*✜♥✐ ♣❛) ✿

RSBQ = 10log10(

∑
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2
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❆✐♥'✐✱ ❧❡ ❞*♥♦♠✐♥❛$❡✉) )❡♣)*'❡♥$❡ ❧❡ ❜)✉✐$ ❞< > ❧❛ 5✉❛♥$✐✜❝❛$✐♦♥✳ ◆♦✉' ♣)*'❡♥$♦♥' '✉) ❧❛ ❋✐❣✉)❡

✷✳✷✶ ❧✬*✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇◗ ♣♦✉) ❞✐✛*)❡♥$❡' $❛✐❧❧❡' ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❡$ ❞✐✛*)❡♥$❡' $❛✐❧❧❡' ❞❡' ❡♥$)*❡✳ ▲❛

$❛✐❧❧❡ ❞❡' ❢❛❝$❡✉)' ❞❡ )♦$❛$✐♦♥ ❡'$ ✜①*❡ > ✶✷ ❜✐$'✳ ▲❡ ❘❙❇◗ ❞*♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜)❡ ❞✬*$❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

♣❛)❝♦✉)✉ ❡$ ♣❛) ❝♦♥'*5✉❡♥$ ❞❡ ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥$❛♥$ ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚

❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ $)♦♥❝❛$✉)❡ ❛✉❣♠❡♥$❡✱ ❧❡ ❜)✉✐$ ❞< > ❧❛ 5✉❛♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥$❡ ❡$ ♣❛) ❝♦♥'*5✉❡♥$

❧❡ ❘❙❇◗ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥$❛♥$ ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❞❡' ❡♥$)*❡'✱ ❧❛ ♣)*❝✐'✐♦♥ ❡'$ ♠❡✐❧❧❡✉)❡ ❡$ ♣❛)

❝♦♥'*5✉❡♥$ ❧❡ ❘❙❇◗ ❛✉❣♠❡♥$❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✶ ✕ ❘❛♣♣♦)$ ❙✐❣♥❛❧ > ❇)✉✐$ ❞❡ ◗✉❛♥$✐✜❝❛$✐♦♥

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❉❛♥' ❝❡ ❝❤❛♣✐$)❡ ♥♦✉' ❛✈♦♥' *$✉❞✐* ❞❛♥' ✉♥ ♣)❡♠✐❡) $❡♠♣' ❧❡' ❛❧❣♦)✐$❤♠❡' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

❧❛ ❋❋❚✳ 7❛) ❧❛ '✉✐$❡ ❛♣)Z' ❛✈♦✐) ❡①♣❧♦)* ❧❡' ❛)❝❤✐$❡❝$✉)❡' ♣❡)♠❡$$❛♥$ ❧✬✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ ❞❡ ❋❋❚ '✉)

❋7●❆✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ♣)♦♣♦'* ❞❡✉① ❛)❝❤✐$❡❝$✉)❡' ♦♣$✐♠✐'*❡' ❛✜♥ ❞✬❛♠*❧✐♦)❡) ❧❡' ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡' ❞✬✉♥❡

✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ ❋7●❆ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚✳ ▲❡' )*'✉❧$❛$' ♦❜$❡♥✉' ♦♥$ ♠♦♥$)* ❧✬❡✣❝❛❝✐$* ❞❡' ■7 ♣)♦♣♦'*❡'✳

❉❛♥' ❧❛ '✉✐$❡ ❞❡ ❧❛ $❤Z'❡✱ ❝❡$$❡ ■7 '❡)❛ ✉$✐❧✐'*❡ ♣♦✉) ✐♠♣❧❛♥$❡) ❞❡' ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥' ❞❡ $)❛✐$❡♠❡♥$'

❞❡ '✐❣♥❛❧ ❡$ ❞✬✐♠❛❣❡'✳



❈❤❛♣✐%&❡ ✸

❈♦♥❝❡♣&✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦.✐&❤♠❡ ♦♣&✐♠✐12

♣♦✉. ❧❛ ❚.❛♥1❢♦.♠2❡ ❡♥ ❈♦1✐♥✉1

❉✐1❝.6&❡

❙♦♠♠❛✐%❡

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✷ ❉/✜♥✐%✐♦♥1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✸✳✷✳✶ ❉❈❚ ✶❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✸✳✷✳✷ ❉❈❚ ✷❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✷✳✸ ■♥*+,-* ❞❡ ❧✬✉*✐❧✐4❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✸ ❆❧❣♦&✐%❤♠❡1 ♣♦✉& ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✶❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✸✳✶ ▼+*❤♦❞❡4 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸✳✸✳✷ ❆❧❣♦,✐*❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✸✳✸ ❆❧❣♦,✐*❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✸✳✸✳✹ ❉✐4❝✉44✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✹ ❆&❝❤✐%❡❝%✉&❡1 ♣♦✉& ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✹✳✶ ❘+❛❧✐4❛*✐♦♥ B ❜❛4❡ ❞❡ 4+♣❛,❛*✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✹✳✷ ❘+❛❧✐4❛*✐♦♥ ❞✐,❡❝*❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✹✳✸ F,♦♣♦4✐*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛,❝❤✐*❡❝*✉,❡ ♦♣*✐♠✐4+❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉1✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

▲❛ ❉❈❚ ✧❉✐'❝)❡+❡ ❈♦'✐♥❡ ❚)❛♥'❢♦)♠✧ ✭❚❈❉ ✧❚)❛♥'❢♦)♠1❡ ❡♥ ❈♦'✐♥✉' ❉✐'❝)3+❡✧✮ ❡'+ ✉♥❡

+)❛♥'❢♦)♠❛+✐♦♥ ♦)+❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞✐'❝)3+❡✳ ❊❧❧❡ ❡'+ ✉+✐❧✐'1❡ ❞❛♥' '❛ ❢♦)♠❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥'✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✶❉✮ ❞❛♥'

❞❡ ♥♦♠❜)❡✉'❡' ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥' +❡❧❧❡' >✉❡ ❧❛ )1❞✉❝+✐♦♥ ❞✬❡))❡✉)' +❡♠♣♦)❡❧❧❡' ❡♥+)❡ ❞❡✉① '✐❣♥❛✉① ❬✻✾❪✱

❡+❝✳ ▼❛✐'✱ ❧❡ ♣❧✉' '♦✉✈❡♥+✱ ❧❛ ❉❈❚ ❡'+ ✉+✐❧✐'1❡ '♦✉' '❛ ❢♦)♠❡ ❜✐❞✐♠❡♥'✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✷❉✮ ❡♥ +)❛✐+❡✲

♠❡♥+ ❞✬✐♠❛❣❡' ♣♦✉) ❞❡' ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥' ❞✐✈❡)'❡' +❡❧❧❡' >✉❡ ❧❛ ❞1+❡❝+✐♦♥ ❞❡ ❢♦)♠❡' ❬✼✵❪✱ ❧❡ +❛+♦✉❛❣❡

♥✉♠1)✐>✉❡ ✧✇❛+❡)♠❛)❦✐♥❣✧ ❬✼✶❪✱ ❧✬❡'+✐♠❛+✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥+ ❬✼✷❪ ❡+ ♣❧✉' ♣❛)+✐❝✉❧✐3)❡♠❡♥+ ❧❛ ❝♦♠✲

♣)❡''✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡' ❬✼✸❪✳

❊♥ ♦✉+)❡✱ ❡❧❧❡ ❡'+ ✉+✐❧✐'1❡ ❞❛♥' ❧❛ ♠❛❥♦)✐+1 ❞❡' '+❛♥❞❛)❞' ❞❡ ❝♦♠♣)❡''✐♦♥' ❞✬✐♠❛❣❡' +❡❧❧❡'

>✉❡ ❧❡ ❏Q❊● ❡+ ❧❡ ❏Q❊● ❳❘ ❡+ ❞❡ ✈✐❞1♦' +❡❧❧❡' >✉❡ ▼Q❊●✱ ❍✷✻✹ ❡+ ❍❊❱❈✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❧❛ ❉❈❚

❝♦♥+)✐❜✉❡ Y ❧❛ )1❞✉❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )❡❞♦♥❞❛♥❝❡ '♣❛+✐❛❧❡ ❡♥ +)❛♥'❢♦)♠❛♥+ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ '♣❛+✐❛❧ ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡

'♣❡❝+)❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ❧❛ ❢♦)♠❡ ❡+ ❧❛ +❛✐❧❧❡ ❞❡' ❜❧♦❝' ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ❝❤❛♥❣❡♥+ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♥♦)♠❡ Y ✐♠♣❧❛♥+❡)✳ Q❛) ❝♦♥'1>✉❡♥+✱ ❧❡' ❝♦♥❝❡♣+❡✉)' '♦♥+ ❛♠❡♥1' Y ❞1✈❡❧♦♣♣❡) ✉♥❡ ❛)❝❤✐+❡❝+✉)❡

❛❞❛♣+1❡ Y ❝❤❛>✉❡ ♥♦)♠❡✳ ❆✜♥ ❞❡ )1❞✉✐)❡✱ ❝❡++❡ ❞✐✈❡)'✐✜❝❛+✐♦♥ ❞❡' ❛)❝❤✐+❡❝+✉)❡'✱ ♥♦✉' ♣)♦♣♦'♦♥'

❞❛♥' ❝❡ ❝❤❛♣✐+)❡ ✉♥❡ ❛)❝❤✐+❡❝+✉)❡ ❉❈❚ ✷❉ ❣1♥1)✐>✉❡ ❡+ ❛❞❛♣+1❡ ♣♦✉) +♦✉' ❧❡' ♠✉❧+✐'+❛♥❞❛)❞'✳

◆♦✉' ❝♦♠♠❡♥]♦♥' ♣❛) ❞1✜♥✐) ❧❛ ❉❈❚ ❞❛♥' '❛ ❢♦)♠❡ ✶❉ ❡+ ✷❉✳ Q❛) ❧❛ '✉✐+❡✱ ♥♦✉' 1+✉❞✐♦♥'

❞✐✛1)❡♥+' ❛❧❣♦)✐+❤♠❡' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✶❉ ❡♥ ♠❡++❛♥+ ❧✬❛❝❝❡♥+ '✉) ❧❡' ❞❡✉① ♣❧✉' ✉+✐❧✐'1'✳

✻✶
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❊♥$✉✐'❡✱ ♥♦✉$ ♣,-$❡♥'❡,♦♥$ ❞✐✛-,❡♥'❡$ ❛,❝❤✐'❡❝'✉,❡$ ♠❛'-,✐❡❧❧❡$ ♣♦✉, ❧✬✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚

✷❉✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ ♥♦✉$ ♣,♦♣♦$♦♥$ ✉♥❡ ❛,❝❤✐'❡❝'✉,❡ ♦♣'✐♠✐$-❡ ❛❞❛♣'-❡ ❛✉① ♠✉❧'✐$'❛♥❞❛,❞$ ❛✜♥ ❞❡

,-❞✉✐,❡ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞✬♦♣-,❛'❡✉,$ ✉'✐❧✐$-$✳ ▲❡$ ,-$✉❧'❛'$ ♦❜'❡♥✉$ ♠♦♥',❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐'- ❞❡ ❧✬❛,❝❤✐'❡❝'✉,❡

♣,♦♣♦$-❡✳

✸✳✷ ❉$✜♥✐(✐♦♥*

▲❛ ❉❈❚ ❡$' ✉♥ ❞❡$ ♦✉'✐❧$ ♠❛'❤-♠❛'✐@✉❡$ @✉✐ ♣❡,♠❡''❡♥' ❞❡ ❝♦♥✈❡,'✐, ✉♥ $✐❣♥❛❧ '❡♠♣♦,❡❧

❡♥ ✉♥ $✐❣♥❛❧ ❢,-@✉❡♥'✐❡❧✳ ❈♦♥',❛✐,❡♠❡♥' D ❧❛ ❉❋❚ @✉✐ ❡✛❡❝'✉❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②$❡ ❢,-@✉❡♥'✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡$

♥♦♠❜,❡$ ❝♦♠♣❧❡①❡$✱ ❧❛ ❉❈❚ ,-❛❧✐$❡ ❝❡''❡ ❛♥❛❧②$❡ ❛✈❡❝ ❞❡$ ♥♦♠❜,❡$ ,-❡❧$✳

✸✳✷✳✶ ❉❈❚ ✶❉

F♦✉, ✉♥❡ $-@✉❡♥❝❡ ❞✬❡♥',-❡ x(n)✱ n ✉♥ ♥♦♠❜,❡ ❡♥'✐❡, ♥❛'✉,❡❧ ∈ [0, N − 1]✱ ❧❡$ ❝♦❡✣❝✐❡♥'$ ❞❡

❧❛ ❉❈❚ X(u)✱ u ♥♦♠❜,❡ ❡♥'✐❡, ♥❛'✉,❡❧ ∈ [0, N − 1] $♦♥' ❞♦♥♥-$ ♣❛, ✿

X(u) = C(u)
N−1∑

n=0

x(n) cos
(2n+ 1)uπ

2N
✭✸✳✶✮

❆✈❡❝ N ❡$' ✉♥ ♥♦♠❜,❡ ❡♥'✐❡, ♥❛'✉,❡❧ @✉✐ ,❡♣,-$❡♥'❡ ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚✳ ❈❡''❡ ',❛♥$❢♦,♠-❡ ❡$'

,❡✈❡,$✐❜❧❡ ♣❡,♠❡''❛♥' ❞❡ ,❡$'✐'✉❡, ❧❡ $✐❣♥❛❧ ❞✬♦,✐❣✐♥❡ ✭'❡♠♣♦,❡❧✮✳ F♦✉, ❝❡❧❛ ✐❧ $✉✣' ❞✬❛♣♣❧✐@✉❡, ❧❛

❚,❛♥$❢♦,♠-❡ ❡♥ ❈♦$✐♥✉$ ❉✐$❝,M'❡ ■♥✈❡,$❡ ✿ ❚❈❉■ ✭■❉❈❚ ✧■♥✈❡,$❡ ❉✐$❝,❡'❡ ❈♦$✐♥❡ ❚,❛♥$❢♦,♠✧✮

❛✉ $✐❣♥❛❧ ❢,-@✉❡♥'✐❡❧ X✳ ❈❡''❡ ',❛♥$❢♦,♠❛'✐♦♥ ✐♥✈❡,$❡ ❡$' ❞♦♥♥-❡ ♣❛, ✿

x(n) =
N−1∑

u=0

C(u)X(u) cos
(2n+ 1)uπ

2N
✭✸✳✷✮

▲❡$ ❝♦♥$'❛♥'❡$ ❞❡ ♣♦♥❞-,❛'✐♦♥ C(u) ✉'✐❧✐$-❡$ ❞❛♥$ ❧❡$ -@✉❛'✐♦♥$ ✸✳✶ ❡' ✸✳✷ $♦♥' ❞♦♥♥-❡$ ♣❛, ✿

C(u) =

{
1√
N

$✐ u = 0
2√
N

$✐♥♦♥

✭✸✳✸✮

❊♥ ✉'✐❧✐$❛♥' ❝❡''❡ ❞-✜♥✐'✐♦♥ ✭-@✉❛'✐♦♥ ✸✳✸✮ ❡' ❡♥ ,❡♠♣❧❛P❛♥' C(0) ♣❛, $❛ ✈❛❧❡✉, ❞❛♥$ ❧✬-@✉❛'✐♦♥
✸✳✶✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❉❈❚ D ❧❛ ❢,-@✉❡♥❝❡ ✵ ❡$' ❞♦♥♥- ♣❛, X(0) = 1√

N

∑N−1
n=0 x(n)✳ ❆✐♥$✐✱ ❧❛ ♣,❡♠✐M,❡

✈❛❧❡✉, ❞❡ ❧❛ ',❛♥$❢♦,♠-❡ ,❡♣,-$❡♥'❡ ❧❛ $♦♠♠❡ ❞❡ '♦✉'❡$ ❧❡$ ❡♥',-❡$ ♣♦♥❞-,-❡ ♣❛,

1√
N
✳ ❈❡''❡ ✈❛❧❡✉,

❡$' ❛♣♣❡❧-❡ ❉❈ ✭❉✐,❡❝' ❈♦♠♣♦♥❡♥'✮ ❡' ,❡♣,-$❡♥'❡ ❧✬♦✛$❡' ❞❡ ❧❛ ',❛♥$❢♦,♠-❡✳ ❚♦✉'❡$ ❧❡$ ❛✉',❡$

✈❛❧❡✉,$ $♦♥' ♥♦♠♠-❡$ ❈♦❡✣❝✐❡♥'$ ❆❈ ✭❆❧'❡,♥❛'✐✈❡ ❈♦♠♣♦♥❡♥'✮ ❬✼✹❪✳

❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡$' ♠♦♥',- ❞❛♥$ ❬✼✺❪✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡$ ❝♦❡✣❝✐❡♥'$ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ♣❡✉' $❡ ❢❛✐,❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❝♦♠❜✐♥❛✐$♦♥ ❧✐♥-❛✐,❡ ❞✬✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝'✐♦♥$ ❞-✜♥✐❡$ ♣❛, ✿

Fn(u) = C(u) cos
(2n+ 1)uπ

2N
✭✸✳✹✮

❛✈❡❝ u ∈ [0, N − 1]✳
❈❡$ ❢♦♥❝'✐♦♥$ $♦♥' ❛♣♣❡❧-❡$ ❧❡$ ❢♦♥❝'✐♦♥$ ❞❡ ❜❛$❡✳

▲✬-@✉❛'✐♦♥ ✸✳✶ ♣❡✉' ❞♦♥❝ $✬-❝,✐,❡ $♦✉$ ❧❛ ❢♦,♠❡ ✿

X(u) =

N−1∑

n=0

x(n)Fn(u) ✭✸✳✺✮

▲✬❛✈❛♥'❛❣❡ ❞✬✉♥❡ '❡❧❧❡ ❞-❝♦♠♣♦$✐'✐♦♥ ,-$✐❞❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❢❛✐' @✉❡ ❝❡$ ❢♦♥❝'✐♦♥$✱ ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥'❡$ ❞❡

x(n)✱ ♣❡✉✈❡♥' W',❡ ♣,-✲❝❛❧❝✉❧-❡$ D ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ❆✐♥$✐✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡$ ❝♦❡✣❝✐❡♥'$ ❧❛ ❉❈❚ $✬❡✛❡❝'✉❡ ❡♥

,-❛❧✐$❛♥' ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐$♦♥ ❧✐♥-❛✐,❡ ❡♥',❡ ❧❡ $✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥',-❡ x(n) ❡' ❝❡$ ❢♦♥❝'✐♦♥$✳ F♦✉, ❢❛❝✐❧✐'❡,

❧❛ ❝♦♠♣,-❤❡♥$✐♦♥ ❞❡ ❝❡$ ❢♦♥❝'✐♦♥$ ✉♥❡ ,❡♣,-$❡♥'❛'✐♦♥ ❣,❛♣❤✐@✉❡ ❞❡ ❝❡$ ❢♦♥❝'✐♦♥$ ❞❡ ❜❛$❡ ♣♦✉,

N = 8 ❡$' ✐❧❧✉$',-❡ ❞❛♥$ ❧❛ ❋✐❣✉,❡ ✸✳✶✳ ▲❡ ♣,❡♠✐❡, $❝❤-♠❛ ❡♥ ❤❛✉' D ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉,❡ ✸✳✶✱
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❝♦$$❡&♣♦♥❞❛♥+ , u = 0✱ $❡♣$.&❡♥+❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦&❛♥+❡ ❉❈ ❞❡& ❢♦♥❝+✐♦♥& ❞❡ ❜❛&❡✳ ▲❡& ❛✉+$❡& ❝♦✉$❜❡&

♣♦✉$ ❧❡& ✈❛❧❡✉$& ❞❡ u ∈ [1, 7] ♦♥+ ❞❡& ❢$.:✉❡♥❝❡& :✉✐ ❛✉❣♠❡♥+❡♥+ ♣$♦❣$❡&&✐✈❡♠❡♥+✳ ◆♦+♦♥& :✉❡

+♦✉+❡& ❝❡& ❢♦♥❝+✐♦♥& &♦♥+ ♦$+❤♦❣♦♥❛❧❡&✳ >❛$ ❝♦♥&.:✉❡♥+✱ ❧❡ ♣$♦❞✉✐+ &❝❛❧❛✐$❡ ♣♦✐♥+ ♣❛$ ♣♦✐♥+ ❞❡

❞❡✉① ❢♦♥❝+✐♦♥& ❞✐✛.$❡♥+❡& ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ❞♦♥♥❡ ✵✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ❧❡ $.&✉❧+❛+ ❞✉ ♣$♦❞✉✐+ &❝❛❧❛✐$❡

♣♦✐♥+ ♣❛$ ♣♦✐♥+ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ ♣❛$ ❡❧❧❡✲♠F♠❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥&+❛♥+❡✳ ▲❡& ❢♦♥❝+✐♦♥& ♦$+❤♦❣♦♥❛❧❡&

&♦♥+ ✐♥❞.♣❡♥❞❛♥+❡&✱ ❛✐♥&✐ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡ &❡& ❢♦♥❝+✐♦♥& ♥❡ ♣❡✉+ F+$❡ ♦❜+❡♥✉❡ ♣❛$ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐&♦♥

❧✐♥.❛✐$❡ ❞❡& ❛✉+$❡&✳

❊♥✜♥✱ ♥♦+♦♥& :✉❡ &✐ ❧❛ +❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ &.:✉❡♥❝❡ ❞✬❡♥+$.❡ ❡&+ &✉♣.$✐❡✉$❡ , N ✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉+ F+$❡ ❞✐✈✐&.❡

❡♥ ♣❧✉&✐❡✉$& &♦✉&✲&.:✉❡♥❝❡& ❞❡ +❛✐❧❧❡ N ❡+ ♣❛$ ❧❛ &✉✐+❡ ❧❛ ❉❈❚ ♣❡✉+ F+$❡ ♦❜+❡♥✉❡ ❡♥ ✉+✐❧✐&❛♥+ ❧❡&

&♦✉&✲❉❈❚ ❝❛❧❝✉❧.❡& ❛✈❡❝ ❧❡& &♦✉&✲&.:✉❡♥❝❡&✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✕ ❋♦♥❝+✐♦♥& ❞❡ ❜❛&❡ ♣♦✉$ ✉♥❡ ❉❈❚ ❞❡ +❛✐❧❧❡ ✽ ♣♦✐♥+& ❬✼✹❪

✸✳✷✳✷ ❉❈❚ ✷❉

▲❛ ❉❈❚ ✷❉ ❡&+ ✉♥❡ +$❛♥&❢♦$♠❛+✐♦♥ +$Q& ✉+✐❧✐&.❡ ❞❛♥& ❧❡& ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥& ❞❡ +$❛✐+❡♠❡♥+ ❞✬✐♠❛❣❡&

❡+ ❞❡ ✈✐❞.♦ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣$❡&&✐♦♥ ❡+ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡& ❝♦❡✣❝✐❡♥+& Y (u, v) ❞✬✉♥❡ ♠❛+$✐❝❡

❞✬❡♥+$.❡ y(i, j) ♣❡✉+ &❡ ❢❛✐$❡ ♣❛$ ❧✬.:✉❛+✐♦♥ ✸✳✻✳

Y (v, u) =

N−1∑

j=0

N−1∑

i=0

C(v)

2

C(u)

2
y(i, j) cos

(2i+ 1)uπ

2N
cos

(2j + 1)vπ

2N
✭✸✳✻✮

C(u) ❡+ C(v) &♦♥+ ❞.✜♥✐& ♣❛$ ❧✬.:✉❛+✐♦♥ ✸✳✸ ❡+ u, v, i, j &♦♥+ ❞❡& ❡♥+✐❡$& ♥❛+✉$❡❧& ∈ [0, N − 1]✳ ▲❛
♠❛+$✐❝❡ ❞✬❡♥+$.❡ y(i, j) ♣❡✉+ F+$❡ $❡❝❛❧❝✉❧.❡ , ♣❛$+✐$ ❞❡ Y (u, v) ❡♥ ✉+✐❧✐&❛♥+ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ✐♥✈❡$&❡

■❉❈❚ ✷❉ ❞.✜♥✐❡ ♣❛$ ✿

y(i, j) =
N−1∑

v=0

N−1∑

u=0

C(v)

2

C(u)

2
Y (v, u) cos

(2i+ 1)uπ

2N
cos

(2j + 1)vπ

2N
✭✸✳✼✮

❉❡ ❧❛ ♠F♠❡ ♠❛♥✐Q$❡ :✉❡ ♣♦✉$ ❧❛ ❉❈❚ ✶❉✱ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ♣❡✉+ F+$❡ .❝$✐+❡ &♦✉& ❧❛ ❢♦$♠❡ ❞✬✉♥❡

❝♦♠❜✐♥❛✐&♦♥ ❧✐♥.❛✐$❡ ❞✬✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝+✐♦♥& ❛♣♣❡❧.❡& ❢♦♥❝+✐♦♥& ❞❡ ❜❛&❡&✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡&

❢♦♥❝+✐♦♥& ❡&+ $.❛❧✐&. ♣❛$ ❧✬.:✉❛+✐♦♥ ✸✳✽✳

Fi,j(u, v) =
C(v)

2

C(u)

2
cos

(2i+ 1)uπ

2N
cos

(2j + 1)vπ

2N
✭✸✳✽✮

>❛$ ❝♦♥&.:✉❡♥+✱ ❧✬.:✉❛+✐♦♥ ♣❡$♠❡++❛♥+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡$ ❧❡& ❝♦❡✣❝✐❡♥+& ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ❡&+ ❞♦♥♥.❡ ♣❛$ ✿

Y (v, u) =

N−1∑

j=0

N−1∑

i=0

Fi,j(u, v)y(i, j) ✭✸✳✾✮
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷ ✕ ▲❡( ❢♦♥❝-✐♦♥( ❞❡ ❜❛(❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ❞❡ -❛✐❧❧❡ ✽①✽ ❬✼✹❪

▲❡( ❢♦♥❝-✐♦♥( ❞❡ ❜❛(❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ♣❡✉✈❡♥- >-?❡ ❣A♥A?A❡( B ♣❛?-✐? ❞❡( ❢♦♥❝-✐♦♥( ❞❡ ❜❛(❡ ✶❉

✭❋✐❣✉?❡ ✸✳✶✮✳ ▲❛ ?A♣❛?-✐-✐♦♥ ❞❡ ❝❡( ❢♦♥❝-✐♦♥( ♣♦✉? N = 8 ❡(- ✐❧❧✉(-?A❡ ❞❛♥( ❧❛ ❋✐❣✉?❡ ✸✳✷✳

■❧ ❡(- B ♥♦-❡? H✉❡ ❝❡( ❢♦♥❝-✐♦♥( ♣?A(❡♥-❡♥- ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥-❛-✐♦♥ ♣?♦❣?❡((✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢?AH✉❡♥❝❡ B ❧❛

❢♦✐( ❞❛♥( ❧❡ (❡♥( ✈❡?-✐❝❛❧ ❡- ❤♦?✐③♦♥-❛❧ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡(- ♠♦♥-?A (✉? ❧❛ ❋✐❣✉?❡ ✸✳✸✳ ▲❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❜❛(❡

❡♥ ❤❛✉- B ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉?❡ ✸✳✷ ?❡♣?A(❡♥-❡ ❧❛ ♠✉❧-✐♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦(❛♥-❡ ❉❈ ❞❡( ❢♦♥❝-✐♦♥(

❞❡ ❜❛(❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✶❉ ♣❛? (❛ -?❛♥(♣♦(A❡✳ ❆✐♥(✐✱ ❝❡--❡ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❡(- ❝♦♥(-❛♥-❡ ❡- ?❡♣?A(❡♥-❡ ❧❛

❝♦♠♣♦(❛♥-❡ ❉❈ ❞❡( ❢♦♥❝-✐♦♥( ❞❡ ❜❛(❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉✳ ▲❡( ❛✉-?❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥-( ?❡♣?A(❡♥-❡♥- ❧❡(

❝♦♠♣♦(❛♥-❡( ❆❈✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❜❛(❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉

✸✳✷✳✸ ■♥%&'(% ❞❡ ❧✬✉%✐❧✐/❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚

▲❛ ❉❈❚ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❉❋❚ ♣❡?♠❡- ❞❡ -?❛♥(❢♦?♠❡? ✉♥ (✐❣♥❛❧ -❡♠♣♦?❡❧ ♦✉ ♣❧❛♥ (♣❛-✐❛❧ ❡♥ ✉♥ (✐❣♥❛❧

❢?AH✉❡♥-✐❡❧ ♦✉ ♣❧❛♥ (♣❡❝-?❛❧ ?❡(♣❡❝-✐✈❡♠❡♥-✳ ❊✈✐❞❡♠❡♥-✱ ✐❧ (✬❛❣✐- ❞❡ ❞❡✉① ❛❧❣♦?✐-❤♠❡( ❞✐✛A?❡♥-(

❡- ♣❛? ❝♦♥(AH✉❡♥- ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥-( ❢?AH✉❡♥-✐❡❧ ❞✐✛R?❡ (❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦?✐-❤♠❡ ✉-✐❧✐(A ✿ ❉❋❚ ♦✉

❉❈❚✳ ❯♥❡ ❞❡( ♣?✐♥❝✐♣❛❧❡( ❞✐✛A?❡♥❝❡( ❡♥-?❡ ❧❛ ❉❋❚ ❡- ❧❛ ❉❈❚ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♥♦♠❜?❡ ❞✬♦♣A?❛-❡✉?(

♥A❝❡((❛✐?❡( ♣♦✉? ?A❛❧✐(❡? ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉-?❡ -?❛♥(❢♦?♠❛-✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥-✱ ❞❛♥( ❧❡( ❞❡✉① ❝❛(✱ -♦✉-❡( ❧❡(

♠✉❧-✐♣❧✐❝❛-✐♦♥( ✉-✐❧✐(A❡( (♦♥- ❞❡( ♠✉❧-✐♣❧✐❝❛-✐♦♥( ♣❛? ❞❡( ❝♦♥(-❛♥-❡(✳ ❉❛♥( ❧❡ ♣?❡♠✐❡? ❝❛(✱ ♣♦✉?

N = 8✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥-( ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ♥A❝❡((✐-❡ ❡♥-?❡ ❛✉-?❡( ❞❡✉① ♠✉❧-✐♣❧✐❝❛-✐♦♥( ♣❛? ❧❛

❝♦♥(-❛♥-❡ cos pi
4 ❡- ❞❡✉① ♠✉❧-✐♣❧✐❝❛-✐♦♥( ♣❛? ❧❛ ❝♦♥(-❛♥-❡ − cos pi

4 ❬✹✹❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥-✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉(

❧❡ ♠♦♥-?❡?♦♥( ❞❛♥( ❧❛ (❡❝-✐♦♥ ✸✳✸✱ ❧❡( ❛?❝❤✐-❡❝-✉?❡( ♦♣-✐♠✐(A❡( ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ?❡H✉✐R?❡♥- ❡♥-?❡ ✶✶ ❡-

✶✻ ♠✉❧-✐♣❧✐❝❛-✐♦♥(✳ U❛? ❝♦♥(AH✉❡♥-✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥-( ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❡(- ♣❧✉( ❝♦♠♣❧❡①❡ H✉❡
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✹ ✕ ❙✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥/01❡

❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ❞❛♥7 ❧❡ 7❡♥7 ♦9 ✐❧ ♥1❝❡77✐/❡ ♣❧✉7 ❞✬♦♣10❛/❡✉07✳ ▼❛❧❣01 ❝❡❧❛✱ ♣♦✉0 ❞❡7 ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥7

❞❡ ❝♦♠♣0❡77✐♦♥ ✿ ❧❡7 7/❛♥❞❛0❞7 ❏@❊●✱ ▼@❊● ❡/ ❍✳✷✻① ♦♥/ ♣0✐✈✐❧1❣✐1 ❧✬✉/✐❧✐7❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚

♣❧✉/H/ I✉❡ ❧❛ ❉❋❚✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣0❡♥❞0❡ ❧❡7 0❛✐7♦♥7 ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ✉♥❡ ❝♦♠♣❛0❛✐7♦♥ 7✉❝❝✐♥❝/❡ ❡♥/0❡

❧✬❡✣❝❛❝✐/1 ❞❡ 0❡7/✐/✉/✐♦♥ ❞✬✉♥ 7✐❣♥❛❧ ❛✈❡❝ ❧❡7 ❞❡✉① /0❛♥7❢♦0♠❛/✐♦♥7 ❉❈❚✴■❉❈❚ ✧■♥✈❡07❡ ❉✐7❝0❡/❡

❈♦7✐♥❡ ❚0❛♥7❢♦0♠✧ ❡/ ❉❋❚✴■❉❋❚ ✧■♥✈❡07❡ ❉✐7❝0❡/❡ ❋♦✉0✐❡0 ❚0❛♥7❢♦0♠✧ ❛ 1/1 ♣017❡♥/1❡ ❞❛♥7 ❬✼✻❪

❡/ 0❡♣0♦❞✉✐/❡ ✐❝✐✳ ❙♦✐/ ✉♥ 7✐❣♥❛❧ 7♦✉7 ❢♦0♠❡ ❞✬✉♥❡ 0❛♠♣❡ ❞1✜♥✐ 7✉0 8 ♣♦✐♥/7 ❞❡ 8 ❜✐/7 ❝❤❛❝✉♥ ✭❋✐❣✉0❡

✸✳✷✳✸✮✳

▲❡7 ✈❛❧❡✉07 ❞❡ 7♦0/✐❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❡/ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ❛♣♣❧✐I✉1❡7 Y ❝❡ 7✐❣♥❛❧ ❝♦♥❢♦0♠1♠❡♥/ ❛✉①

1I✉❛/✐♦♥7 ✸✳✶ ❡/ ✷✳✼ 7♦♥/ ❧✐7/1❡7 ❞❛♥7 ❧❡ /❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳

indice x(n) DCT (x(n)) DFT (x(n))

1 0 356.38 1008

2 36 −231.92 −144 + 347j

3 72 0 −144 + 144j

4 108 −24.24 −144 + 59j

5 144 0 −144

6 180 −7.23 −144− 59j

7 216 0 −144− 144j

8 252 −1.82 −144− 347j

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ✕ ❱❛❧❡✉07 ❞❡7 /0❛♥7❢♦0♠1❡7 ❞✬✉♥❡ 0❛♠♣❡

❆✈❡❝ ❥ ✉♥ ♥♦♠❜0❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✈10✐✜❛♥/ j2 = −1✳

!♦✉$ ♣♦✉✈♦✐$ ❝♦♠♣❛$❡$ ❧✬❡✣❝❛❝✐/0 ❞❡ $❡2/✐/✉/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❡/ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚✱ ♥♦✉2 ♥✬✉/✐❧✐2♦♥2

9✉❡ 9✉❡❧9✉❡2 ✈❛❧❡✉$2 ❞❡2 ❝♦❡✣❝✐❡♥/2 ✭❞❛♥2 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ 2♣❡❝/$❛❧✮ ❞❡ ❝❡2 ❞❡✉① /$❛♥2❢♦$♠❛/✐♦♥2✱ ❧❡2

❛✉/$❡2 ✈❛❧❡✉$2 2♦♥/ ✜①0❡2 ? ③0$♦✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥2/✐/✉❡ ✉♥❡ ♠♦❞0❧✐2❛/✐♦♥ /$A2 ❣$♦22✐A$❡ ❞❡ ❧✬♦♣0$❛/✐♦♥ ❞❡

9✉❛♥/✐✜❝❛/✐♦♥ ✉/✐❧✐20❡ ❞❛♥2 ❧❡2 ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥2 ❞❡ ❝♦♠♣$❡22✐♦♥✳ ❆✐♥2✐✱ ❞❛♥2 ❝❡/ ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉2 ♥✬❛✈♦♥2

❝♦♥2✐❞0$0 9✉❡ ✸ ✈❛❧❡✉$2 ❞❛♥2 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ 2♣❡❝/$❛❧ ✭❧❡2 ✈❛❧❡✉$2 ❧❡2 ♣❧✉2 ✐♠♣♦$/❛♥/❡2 ❡♥ ✐♥/❡♥2✐/0✮

❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐9✉0 ❞❛♥2 ❧❡ /❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✳

◆♦✉2 ♣♦✉✈♦♥2✱ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥/✱ $❡♠❛$9✉❡$ 9✉❡ ❧❛ ❉❈❚✴■❉❈❚ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ /$A2 ❜♦♥♥❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛✲



✻✻ ❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼➱❊ ❊◆ ❈❖❙■◆❯❙ ❉■❙❈❘➮❚❊

indice x(n) ˜DCT (x(n)) ˜IDCT (x(n)) ˜DFT (x(n)) ˜IDFT (x(n))

1 0 356.38 2.28 1008 90 + 61j

2 36 −231.92 31.92 −144 + 347j 64

3 72 0 73.34 −144 + 59j 100− 36j

4 108 −24.24 110.04 0 126− 25j

5 144 0 141.95 0 126− 25j

6 180 0 178.65 0 151− 36j

7 216 0 220.07 0 187

8 252 0 249.71 0 162 + 61j

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ ✕ ❚+❛♥-❢♦+♠1❡- ✐♥✈❡+-❡ ❛♣+5- 6+♦♥❝❛6✉+❡

6✐♦♥ ❞✉ -✐❣♥❛❧ ♦+✐❣✐♥❛❧ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡-6 ♠♦♥6+1 ❞❛♥- ❧❛ ❋✐❣✉+❡ ✸✳✺ ✭❛✮✳ ❊♥ ❡✛❡6✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❉❈❚✴■❉❈❚

❡6 -❡✉❧❡♠❡♥6 ✸ ❝♦❡✣❝✐❡♥6- -♣❡❝6+❛✉①✱ ♥♦✉- ❛✈♦♥- +1✉--✐ G +❡-6✐6✉❡+ ❧❡ -✐❣♥❛❧ ❞✬♦+✐❣✐♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❡++❡✉+ ❞❡ +❡❝♦♥-6+✉❝6✐♦♥ ✭❞✐✛1+❡♥❝❡ ❡♥6+❡ ❧❡ -✐❣♥❛❧ x(n) ❡6 -✐❣♥❛❧ ❧❡ +❡❝♦♥-6+✉✐6 ❛♣+5- 6+❛♥-❢♦+♠❛✲

6✐♦♥✮❝♦♠♣+✐-❡ ❡♥6+❡ ❬✲✶✷✱ ✶✷❪ ✭❋✐❣✉+❡ ✸✳✺ ✭❛✮✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥6✱ ❧❛ +❡-6✐6✉6✐♦♥ ❞✉ -✐❣♥❛❧ ❞✬♦+✐❣✐♥❡ ❛✈❡❝

❉❋❚✴■❉❋❚ ❝❛✉-❡ ✉♥❡ ❡++❡✉+ M✉✐ ✈❛+✐❡ ❞❡ ❬✲✶✵✽✱ ✼✽❪✭❋✐❣✉+❡ ✸✳✺ ✭❜✮✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺ ✕ ❊✈♦❧✉6✐♦♥ ❞✉ -✐❣♥❛❧ ✿ ✭❛✮ ❙✐❣♥❛❧ +❡❝♦♥-6+✉✐6 ❛✈❡❝ ❉❈❚ 6+♦♥M✉1❡✱ ✭❜✮ ❙✐❣♥❛❧ +❡❝♦♥-✲

6+✉✐6 G ♣❛+6✐+ ❞✬✉♥❡ ❉❋❚ 6+♦♥M✉1❡

❊♥ ❡✛❡6✱ ❧❛ ❉❈❚ ♣❡+♠❡6 ❞❡ ❧♦❝❛❧✐-❡+ ❧✬✐♥❢♦+♠❛6✐♦♥ ✉6✐❧❡ ❞❛♥- ❧❡- ❜❛--❡- ❢+1M✉❡♥❝❡-✳ S❛+ ❝♦♥-1✲

M✉❡♥6✱ ✐❧ ❡-6 ♣♦--✐❜❧❡ ❞✬✉6✐❧✐-❡+ -❡✉❧❡♠❡♥6 ❝❡66❡ ✐♥❢♦+♠❛6✐♦♥ ✉6✐❧❡ ♣♦✉+ +❡6+♦✉✈❡+ ❧❡ -✐❣♥❛❧ ❞✬♦+✐❣✐♥❡✳

❈❡66❡ ♣+♦♣+✐161 ❡-6 6+5- ✉6✐❧❡ ❞❛♥- ❧❡- ❛♣♣❧✐❝❛6✐♦♥- ❞❡ ❝♦♠♣+❡--✐♦♥ ♦T ♥♦✉- ❡--❛②♦♥- ❞❡ ♠✐♥✐♠✐-❡+

❧❛ M✉❛♥6✐61 ❞❡ ❧✬✐♥❢♦+♠❛6✐♦♥ G 6+❛✐6❡+✳ ❆✐♥-✐✱ ❧✬✐♥61+W6 ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❝♦♠♣❛+1 G ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ +1-✐❞❡

❞❛♥- ❧❛ ❝❛♣❛❝✐61 G +❡-6✐6✉❡+ ✉♥ -✐❣♥❛❧ ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥6- -♣❡❝6+❛✉①✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉6 ❡①♣❧✐M✉❡+ -♦♥

✉6✐❧✐-❛6✐♦♥ ♠❛--✐✈❡ ❞❛♥- ❧❡- ❛♣♣❧✐❝❛6✐♦♥- ❞❡ ❝♦♠♣+❡--✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡-✳

✸✳✸ ❆❧❣♦&✐(❤♠❡, ♣♦✉& ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✶❉

▲❛ +1❛❧✐-❛6✐♦♥ ❞✐+❡❝6❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ♥1❝❡--✐6❡ ✉♥ ♥♦♠❜+❡ ✐♠♣♦+6❛♥6 ❞✬♦♣1+❛6❡✉+- ❛+✐6❤♠16✐M✉❡-

(N × (N − 1)) ❛❞❞✐6✐♦♥- ❡6 N2
♠✉❧6✐♣❧✐❝❛6✐♦♥- ❬✼✼❪✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣+♦♣♦-❡+ ✉♥❡ ❛+❝❤✐6❡❝6✉+❡ ❡✣❝❛❝❡

❞❡ ❧❛ ❉❈❚ M✉✐ -❡ ♣+W6❡ ❜✐❡♥ ❞❛♥- ❧❡- -②-65♠❡- ♥✉♠1+✐M✉❡- ❡♠❜❛+M✉1-✱ ♣❧✉-✐❡✉+- ❛❧❣♦+✐6❤♠❡- ♦♥6

161 ♣+♦♣♦-1- ♣♦✉+ 6+❛✐6❡+ ❧❛ ❞②♥❛♠✐M✉❡ ❞❡- ❝♦❡✣❝✐❡♥6- ❞❡ -♦+6✐❡- ❞❡ ❧❛ ❉❈❚✱ ❧✬❛+❝❤✐6❡❝6✉+❡ ❞❡-

♠✉❧6✐♣❧✐❡✉+- G ❝♦♥-6❛♥6❡- ❬✼✽✕✽✸❪✱ ❧❛ +1❞✉❝6✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜+❡ ❞❡- ♦♣1+❛6❡✉+- ❛+✐6❤♠16✐M✉❡- ❬✽✹✕✾✶❪✱

❡6❝✳

◆♦✉- ♥♦✉- -♦♠♠❡- ✐♥61+❡--1- ♣❧✉- ♣❛+6✐❝✉❧✐5+❡♠❡♥6 G ❞❡- ❛+❝❤✐6❡❝6✉+❡- ♣❡+♠❡66❛♥6 ❧❛ +1❞✉❝✲

6✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜+❡ ❞✬♦♣1+❛6❡✉+- ❛✜♥ ❞✬♦♣6✐♠✐-❡+ ❧❛ 6❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝✐+❝✉✐6✱ -❛ ❝♦♥-♦♠♠❛6✐♦♥✱ ❧❛ +❛♣✐❞✐61 ❞❡-



✸✳✸✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊❙ -❖❯❘ ▲❊ ❈❆▲❈❯▲ ❉❊ ▲❆ ❉❈❚ ✶❉ ✻✼

"#❛✐"❡♠❡♥") ❡" ♣❛# ❝♦♥)-.✉❡♥" ❧❡ ❝♦1" ❞✉ ❝✐#❝✉✐"✳ ❉❛♥) ❧❡ ❜✉" ❞✬❛""❡✐♥❞#❡ ❝❡" ♦❜❥❡❝"✐❢✱ ♥♦✉) -"✉✲

❞✐♦♥) ❧❡) ❞✐✛-#❡♥") ❛❧❣♦#✐"❤♠❡) ♣#♦♣♦)-) ❡" ✈❛❧✐❞-) ❞❛♥) ❧❛ ❧✐""-#❛"✉#❡✳ ❈❡) ❛❧❣♦#✐"❤♠❡) ♣❡✉✈❡♥"

@"#❡ ❝❧❛))-) ❡♥ ♣❧✉)✐❡✉#) ❝❛"-❣♦#✐❡) )❡❧♦♥ ❧❡) ♠-"❤♦❞❡) ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♠♣❧♦②-❡)✳

✸✳✸✳✶ ▼$%❤♦❞❡* ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚

✸✳✸✳✶✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ()❝✉(*✐❢ ✿ ❬✽✾✱ ✾✷❪

▲❛ #-❝✉#)✐✈✐"- ♣❡✉" @"#❡ ✉"✐❧✐)-❡ ♣♦✉# ❝❛❧❝✉❧❡# ❧❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥") ❞✬✉♥❡ ❉❈❚ ❞❡ ❣#❛♥❞❡ "❛✐❧❧❡ E

♣❛#"✐# ❞❡ ♣❧✉)✐❡✉#) ❜❧♦❝) ❞❡ ❉❈❚ ❞❡ ♣❡"✐"❡) "❛✐❧❧❡)✳ F❧✉)✐❡✉#) ❛❧❣♦#✐"❤♠❡) ❜❛)-) )✉# ❝❡""❡ ♠-"❤♦❞❡

♦♥" -"- ♣#♦♣♦)-)✳ ❖♥ ♣❡✉" ❝✐"❡# ♣❛# ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❧❣♦#✐"❤♠❡ ♣#♦♣♦)- ♣❛# ❍♦✉ ❬✽✾❪✳ ❈❡" ❛❧❣♦#✐"❤♠❡

❝♦♥)✐)"❡ E ✉"✐❧✐)❡# ✉♥❡ ♠-"❤♦❞❡ #-❝✉#)✐✈❡ ♣❡#♠❡""❛♥" ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥") ❞✬✉♥❡ ❉❈❚ ❞❡ "❛✐❧❧❡

N ♣♦✐♥") E ♣❛#"✐# ❞❡ ❞❡✉① ❜❧♦❝) ❞❡ ❉❈❚ ❞❡ "❛✐❧❧❡

N
2 ✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ♣♦✉# ✉♥ ♥♦♠❜#❡ ❞✬❡♥"#-❡) .✉✐

)✬-❝#✐" )♦✉) ❧❛ ❢♦#♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣✉✐))❛♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉①✱ ❧❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥") ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ )❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥" )✉# ✷ ♣❛#"✐❡)✳

❯♥❡ ♣#❡♠✐Q#❡ ✉"✐❧✐)❡ ❧❡) -❧-♠❡♥") ❞✬✐♥❞✐❝❡) ♣❛✐#) "❛♥❞✐) .✉❡ ❧❛ )❡❝♦♥❞❡ ♣❛#"✐❡ ✉"✐❧✐)❡ ❧❡) -❧-♠❡♥")

❞✬✐♥❞✐❝❡) ✐♠♣❛✐#)✳ ❈❡ ♣#✐♥❝✐♣❡ ♣❡✉" )❡ #❡♣#♦❞✉✐#❡ ❥✉).✉✬E N = 2✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣#❡♥❞#❡ ❝❡""❡

♠-"❤♦❞❡✱ ♥♦✉) ♣#♦♣♦)♦♥) ❞❡ ❞-❝#✐#❡ ❧✬-.✉❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❛✈❡❝ ✉♥❡ #❡♣#-)❡♥"❛"✐♦♥ ♠❛"#✐❝✐❡❧❧❡ ✿

X = CN × x ✭✸✳✶✵✮

❆✈❡❝ x ❡)" ❧❡ )✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥"#-❡✱ CN ❡)" ✉♥❡ ♠❛"#✐❝❡ ❞❡ "❛✐❧❧❡ N × N ❞-✜♥✐❡ ♣❛# CN (i, j) =

cos( (2i+1)iπ
2N ) ❡" i, j ∈ [0, N−1]✳ ❙♦✐❡♥" ✿ ✭✶✮ PN ❧❛ ♣❡#♠✉"❛"✐♦♥ .✉✐ ♦#❣❛♥✐)❡ ❧❡) ❧✐❣♥❡) ❞✬✉♥❡ ♠❛"#✐❝❡

❞❡ "❛✐❧❧❡ N×N ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐# ❧✬♦#❞#❡ )✉✐✈❛♥" ✿ 0, 2, 4, 6, .., N−2, N−1, N−3, .., 7, 5, 3, 1 ❡" ✭✷✮ SN ❧❛

♣❡#♠✉"❛"✐♦♥ .✉✐ ♦#❣❛♥✐)❡ ❧❡) ❝♦❧♦♥♥❡) ❞❛♥) ❧✬♦#❞#❡ )✉✐✈❛♥" ✿ 0, 2, 4, 6, ..., N − 2, 1, 3, 5, 7, .., N − 1✳
◆♦✉) ❞-✜♥✐))♦♥) ❧❛ ♠❛"#✐❝❡ ĈN ❡" C̄N ♣❛# ✿

ĈN = CNPN

C̄N = ST
N ĈN

✭✸✳✶✶✮

▲❛ ♠❛"#✐❝❡ C̄N ♣❡✉" )✬-❝#✐#❡ )♦✉) ❧❛ ❢♦#♠❡ ✿

C̄N =

[
ĈN

2
ĈN

2

DN
2
−DN

2

]
✭✸✳✶✷✮

❆✈❡❝ DN
2
❡)" ✉♥❡ ♠❛"#✐❝❡ ❞❡ "❛✐❧❧❡

N
2 ×

N
2 .✉✐ )✬-❝#✐" )♦✉) ❧❛ ❢♦#♠❡ ❬✾✸❪

DN
2
= LN

2
ĈN

2
QN

2
✭✸✳✶✸✮

❖\ LN
2
=




1 0 0 0 · · · 0
−1 2 0 0 · · · 0
1 −2 2 0 · · · 0
−1 2 −2 2 · · · 0
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

−1 2 −2 2 · · · 2




✳

QN
2
= digonal[cos(θn)]✱ θn = cos( (4n+1)π

2N )✱ ♣♦✉# n ∈ [0, N2 − 1] ❡" ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ diagonal ❡)" ✉♥❡

❢♦♥❝"✐♦♥ .✉✐ ♣❡#♠❡" ❞❡ ❝#-❡# ✉♥❡ ♠❛"#✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳

▲❡) ❞✐✛-#❡♥"❡) -"❛♣❡) #-❛❧✐)-❡) ♣❛# ❝❡""❡ ♠-"❤♦❞❡ ♣♦✉# ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥") ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✶❉

❞❡ "❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥") )♦♥" ✐❧❧✉)"#-❡) ❞❛♥) ❧❛ ❋✐❣✉#❡ ✸✳✻✳

❆✈❡❝ M = N
2 ✱ xp ❡" xi #❡♣#-)❡♥"❡♥" ❧❛ ♣❛#"✐❡ ♣❛✐#❡ ❡" ✐♠♣❛✐#❡ ❞✉ )✐❣♥❛❧ x✱ Xp ❡)" ❧❛ ❉❋❚ ❞✉

)✐❣♥❛❧ xp ❡" Xi ❡)" ❧❛ ❉❋❚ ❞✉ )✐❣♥❛❧ xi✳
F♦✉# N = 8✱ ❝❡" ❛❧❣♦#✐"❤♠❡ ♣❡#♠❡" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡# ❧❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥") ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❡♥ ✉"✐❧✐)❛♥" ✶✷

♠✉❧"✐♣❧✐❡✉#) ❡" ✷✾ ❛❞❞✐"✐♦♥♥❡✉#) ❬✽✾❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥"✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥"#❡ ❧❛ ❋✐❣✉#❡ ✸✳✻ ❝❡""❡ ♠-"❤♦❞❡

♥-❝❡))✐"❡ ♣❧✉)✐❡✉#) -❧-♠❡♥") ❞❡ )"♦❝❦❛❣❡ ❛✐♥)✐ .✉❡ ❞❡) -❧-♠❡♥") ❞❡ ❝♦♥"#_❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❧❡ #-)✉❧"❛"

♦❜"❡♥✉ E ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛.✉❡ -"❛❣❡ ❞♦✐" @"#❡ )❛✉✈❡❣❛#❞- ❞❛♥) ❞❡) ♠-♠♦✐#❡) ♦✉ ❞❡) #❡❣✐)"#❡) )✉♣♣❧-✲

♠❡♥"❛✐#❡)✳ ❉❡ ♣❧✉) ❧❡) ♣❡#♠✉"❛"✐♦♥) SN ❡" PN ♥-❝❡))✐"❡♥" ❧✬✉"✐❧✐)❛"✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉)✐❡✉#) -❧-♠❡♥") ❞❡

❝♦♥"#_❧❡✳



✻✽ ❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼➱❊ ❊◆ ❈❖❙■◆❯❙ ❉■❙❈❘➮❚❊

x(0)

x(1)

x(N-2)
x(N-1)

2

NC
2

NS

T

NP
2

2

NL
2

NL

xi(1)

xi(M-1)

xp(1)

xp(M-1)

2

NC
2

NQ

Xp(1)

Xp(M-1)

Xi(1)

Xi(M-1)

AddSub

X(0)

X(1)

X(N-2)
X(N-1)

NS

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✕ %&✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠01❤♦❞❡ &0❝✉&5✐✈❡

✸✳✸✳✶✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ✐♥❞✐,❡❝. ✿ ❬✽✼✱ ✾✹✕✾✽❪

❈❡11❡ ♠01❤♦❞❡ ✉1✐❧✐5❡ ❧❛ 1&❛♥5❢♦&♠0❡ ❞❡ ❋♦✉&✐❡& &❛♣✐❞❡ ✭❋❋❚✮ ❡1 ❧❛ 1&❛♥5❢♦&♠0❡ ❲❍❚ ✧❲❛❧5❤✲

❍❛❞❛♠❛&❞ 1&❛♥5❢♦&♠✧ ♣♦✉& ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡5 ❝♦❡✣❝✐❡♥15 ❞❡ ❧❛ ❉❈❚✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❧❡5 ❛✉1❡✉&5 ❞❡ ❬✾✹❪ ♦♥1

♠♦♥1&0 J✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ♣❡✉1 K1&❡ ❡✛❡❝1✉0 ❡♥ ✉1✐❧✐5❛♥1 ❞❡✉① ❜❧♦❝5 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❋❋❚

N ♣♦✐♥15✳ ❉❛♥5 ❬✾✺❪✱ ❧❡5 ❛✉1❡✉&5 ♦♥1 ♣&♦♣♦50 ✉♥ ❛❧❣♦&✐1❤♠❡ ♣❡&♠❡11❛♥1 ❞✬♦❜1❡♥✐& ❧❛ ❉❈❚ ❡♥

❝❛❧❝✉❧❛♥1 ✉♥✐J✉❡♠❡♥1 ❧❛ ♣❛&1✐❡ &0❡❧❧❡ ❞❡5 ♣&❡♠✐❡&5 N ❝♦❡✣❝✐❡♥15 ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ❞❡ 2N ♣♦✐♥15✳ %♦✉&

❜✐❡♥ ✐❧❧✉51&❡& ❝❡1 ❛❧❣♦&✐1❤♠❡✱ ❝♦♥5✐❞0&♦♥5 ✉♥ 5✐❣♥❛❧ x(m)✱ ❛✈❡❝ m ∈ [0, N − 1]✳ ▲❛ ♣&❡♠✐R&❡ ♣❤❛5❡

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡5 ❝♦❡✣❝✐❡♥15 ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❞✉ 5✐❣♥❛❧ x(m) ❝♦♥5✐51❡ S ❞✉♣❧✐J✉❡& ❧❡ 5✐❣♥❛❧ ❝♦♠♠❡ 5✉✐1 ✿

x′(m) =

{
x(m1) ♣♦✉& 0 ≤ m1 ≤ N − 1
x(2N −m1 − 1) ♣♦✉& N ≤ m1 ≤ 2N − 1

✭✸✳✶✹✮

▲❛ ❉❋❚ ❞❡ 1❛✐❧❧❡ 2N ❛♣♣❧✐J✉0❡ ❛✉ 5✐❣♥❛❧ x′(m) ❡51 ❞♦♥♥0❡ ♣❛& ✿

X ′(k) =
2N−1∑

m=0

x′(m)e−j
2π
2N

km
✭✸✳✶✺✮

▲✬0J✉❛1✐♦♥ ✸✳✶✺ ♣❡✉1 5✬0❝&✐&❡ 5♦✉5 ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞✬✉♥❡ 5♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝1✐♦♥5 ❞❡ N 1❡&♠❡5 ❝♦♠♠❡

✐♥❞✐J✉0 ♣❛& ❧✬0J✉❛1✐♦♥ ✸✳✶✻✳

X ′(k) =
N−1∑

m=0

x′(m)e−j
2π
2N

km +
2N−1∑

m=N

x′(m)e−j
2π
2N

km

X ′(k) =

N−1∑

m=0

x′(m)e−j
2π
2N

km +

N−1∑

m=0

x′(m)e−j
2π
2N

k(2N−1−m)
✭✸✳✶✻✮

❊1❛♥1 ❞♦♥♥0 J✉❡ e−j2πk = 1✱ ♥♦✉5 ♣♦✉✈♦♥5 ❛❧♦&5 0❝&✐&❡ ✿

X ′(k) =

N−1∑

m=0

x′(m)[e−j
2π
2N

km + ej
2π
2N

kmej
2π
2N

k]

X ′(k) =

N−1∑

m=0

x′(m)ej
π
2N

k[e−j
2π
2N

kme−j
π
2N

k + ej
2π
2N

kmej
π
2N

k]

X ′(k) =
N−1∑

m=0

x′(m)ej
π
2N

k[e−j
knπ
2N

(2m+1) + ej
knπ
2N

(2m+1)]

✭✸✳✶✼✮

❊♥ 5❡ ❜❛5❛♥1 5✉& ❧❡5 ♣&♦♣&✐0105 ❞❡ 5②♠01&✐❡ ❞❡5 ❢♦♥❝1✐♦♥5 1&✐❣♦♥♦♠01&✐J✉❡5✱ ❧✬0J✉❛1✐♦♥ ✸✳✶✼ ❞❡✲

✈✐❡♥1 ✿



X ′(k) =
N−1∑

m=0

2x′(m)ej
π
2N

k cos(k(2m+ 1)
π

2N
)

X ′(k) = 2ej
π
2N

k
N−1∑

m=0

x′(m) cos(k(2m+ 1)
π

2N
)

k ∈ [0, N − 1]

X(u) =
1

2
e−j

π
2N

uC(u)X ′(u)

C ′(u) = 1
2e
−j π

2N
uC(u)

X(u) = C ′(u)X ′(u)

N 2N

x(0)

x(1)

x(N-2)

x(N-1)

Duplication

x�(0)

x�(1)

x�(2N-2)

x�(2N-1)

DFT

2N

X�(0)

X�(1)

X�(2N-2)

X�(2N-1)

X(0)

X(1)

X(2N-2)

X(2N-1)

'C

2N

N

N N
4

X(k) = A′(k) cos(
kπ

2N
)−B′(k) sin(

kπ

2N
)

A′(k) =
N−1∑

n=0

z(n) cos(
πkn

M
)

B′(k) =
N−1∑

n=0

z(n) sin(
πkn

M
)



✼✵ ❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼➱❊ ❊◆ ❈❖❙■◆❯❙ ❉■❙❈❘➮❚❊

M = N
2 ❡#

z(n) =

{
x(2n) ♣♦✉' 0 ≤ n ≤M − 1
x(2N − 2n− 1) ♣♦✉' M ≤ n ≤ N − 1

✭✸✳✷✸✮

❈♦♥/✐❞2'♦♥/ a′(n) = z(n)+ z(N −n) ❡# b′(n) = z(n)− z(N −n) ❛✈❡❝ n ∈ [0,M ]✱ ❧✬29✉❛#✐♦♥ ✸✳✷✷

♣❡✉# ❞♦♥❝ /✬2❝'✐'❡ /♦✉/ ❧❛ ❢♦'♠❡ ✿

A′(k) =

M∑

n=0

a′(n) cos(
πkn

M
)

B′(k) =

M∑

n=0

b′(n) sin(
πkn

M
)

✭✸✳✷✹✮

❉❡ ❧❛ ♠?♠❡ ♠❛♥✐@'❡ 9✉❡ X(k)✱ A′(k) ❡# B′(k) /❡'♦♥# ❞✐✈✐/2/ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛'#✐❡/ ❛✈❡❝ ✿

A′(2k) = s′(0) + S′(k)

A′(2k − 1) = d′(0) +D′(k)

A′(2k) = E′(k)

A′(2k − 1) = G′(k)

✭✸✳✷✺✮

❛✈❡❝ ✿

S′(k) =

L∑

n=1

s′(n) cos(
πkn

M
)

✭✸✳✷✻✮

❡#

s′(n) = a′(n) + a′(M − n)
✭✸✳✷✼✮

❉❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ♦D M = 7✱ ❧❡/ ❝♦❡✣❝✐❡♥#/ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ♣❡✉✈❡♥# ?#'❡ ♦❜#❡♥✉/ ❡♥ ❞✐✈✐/❛♥# ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

/♦✉/ ❧❛ ❢♦'♠❡ ❞❡ ✹ ❝♦♥✈♦❧✉#✐♦♥/ ❝②❝❧✐9✉❡/✳ ▲✬29✉❛#✐♦♥ ✸✳✷✽ '❡♣'2/❡♥#❡ K #✐#'❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❞❡

❝❡/ ❝♦♥✈♦❧✉#✐♦♥/ ✿




X(0)
X(2)
X(4)


 =




c(2) −c(3) −c(1)
−c(1) c(2) −c(3)
−c(3) −c(1) c(2)


×




s(1)
s(2)
s(3)




✭✸✳✷✽✮

▲❡ ♥♦♠❜'❡ ❞✬♦♣2'❛#❡✉'/ ✉#✐❧✐/2/ ♣❛' ❝❡##❡ ♠2#❤♦❞❡ ❡/# ❞❡

N
2 +3♠✉❧#✐♣❧✐❡✉'/ ❡#

N
2 +6 ❛❞❞✐#✐♦♥♥❡✉'/

❬✶✵✵❪✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❡/ ❛✉#❡✉'/ ❞❡ ❧❛ '2❢2'❡♥❝❡ ❬✶✵✵❪ ♦♥# ✉#✐❧✐/2 ❧❡ ♣'✐♥❝✐♣❡ ❞❡/ ♠✉❧#✐♣❧✐❡✉'/ K ❜❛/❡ ❞❡

♠2♠♦✐'❡/ ❛✜♥ ❞❡ '2❞✉✐'❡ ❞✬❛✈❛♥#❛❣❡ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞✬♦♣2'❛#❡✉'/ '❡9✉✐/✳ ❈❡ ♥♦♠❜'❡ ❡/# ❛✐♥/✐ ✐♥❢2'✐❡✉'

K ❝❡❧✉✐ ✉#✐❧✐/2 ♣❛' ❧❡/ ❛✉#'❡/ ♠2#❤♦❞❡/✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱ ❝❡##❡ ♠2#❤♦❞❡ ♥✬❡/# ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ 9✉❡ ♣♦✉'

✉♥ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ♣♦✐♥#/ N ✐♠♣❛✐'✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉# ❝♦♥/#✐#✉❡' ✉♥ ✐♥❝♦♥✈2♥✐❡♥# ♣♦✉' ❞❡/ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥/ ❞❡

❝♦♠♣'❡//✐♦♥ ♦D N ❡/# ❣2♥2'❛❧❡♠❡♥# 2❣❛❧ K ✹✱ ✽✱ ✶✻ ♦✉ ✸✷✳ ▲❡/ /#❛♥❞❛'❞/ ❞❡ ❝♦♠♣'❡//✐♦♥ ✜①❡♥#
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❈❤❡♥ ❬✽✺❪ (♦♥- ❞❡( ❛❧❣♦3✐-❤♠❡( ❜❛(:( (✉3 ❧❛ ♠:-❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐3❡❝-✳ ❈❡( ❛❧❣♦3✐-❤♠❡( (♦♥-

❧❡( ♣❧✉( ✉-✐❧✐(:( ❞❛♥( ❧❛ ❧✐--:3❛-✉3❡ ❣3a❝❡ ❛✉ ♥♦♠❜3❡ ❞✬♦♣:3❛-❡✉3( 3:❞✉✐- ✉-✐❧✐(: ❞❛♥( ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥-( ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❛✐♥(✐ I✉✬✉♥ ♥♦♠❜3❡ 3:❞✉✐-( ❞✬:❧:♠❡♥-( ❞❡ ❝♦♥-3M❧❡ ❡- ❞❡ ♠:♠♦3✐(❛✲

-✐♦♥(✳ J❛3 ❝♦♥(:I✉❡♥-✱ -♦✉-❡( ❝❡( 3❛✐(♦♥( ♥♦✉( ♦♥- ❛♠❡♥: D :-✉❞✐❡3 ❧❡( (♣:❝✐✜❝✐-:( ❞❡ ❝❡( ❞❡✉①

❛❧❣♦3✐-❤♠❡(✳

✸✳✸✳✷ ❆❧❣♦'✐)❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡'

❈♦♠♠❡ ♥♦✉( ❧✬❛✈♦♥( ✐♥❞✐I✉: ♣3:❝:❞❡♠♠❡♥-✱ ❉✉❤❛♠❡❧ ❞❛♥( ❬✾✶❪ ❛ ♠♦♥-3: I✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐-❡ ♠✐♥✐✲

♠❛❧❡ -❤:♦3✐I✉❡ ♣♦✉3 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥-( ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❞❡ -❛✐❧❧❡ ✽ ♣♦✐♥- ❡♥ -❡3♠❡( ❞❡ ♥♦♠❜3❡ ❞❡

♠✉❧-✐♣❧✐❡✉3( ❡(- :❣❛❧❡ D ✶✶ ♠✉❧-✐♣❧✐❡✉3(✳ ❊-❛♥- ❞♦♥♥: I✉❡ ❧✬❛❧❣♦3✐-❤♠❡ ♣3♦♣♦(: ♣❛3 ▲♦❡✤❡3 ❬✾✵❪

❛ ♣✉ ❛--❡✐♥❞3❡ ❝❡--❡ ❧✐♠✐-❡✱ ❝✬❡(- -♦✉- ♥❛-✉3❡❧❧❡♠❡♥- I✉✬✐❧ ❞❡✈✐❡♥- ❧❡ ♣❧✉( ✉-✐❧✐(:✳ ▲❡ (❝❤:♠❛ ❜❧♦❝

❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❞❡ -❛✐❧❧❡ ✽ ♣♦✐♥-( ❜❛(:❡ (✉3 ❧✬❛❧❣♦3✐-❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡3 ❡(- ✐❧❧✉(-3: ❞❛♥( ❧❛ ❋✐❣✉3❡ ✸✳✽✳
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étage 1 étage 2 étage 3

étage 4

2
AddSub
Mult42

AddSub
Mult42

AddSub
Mult42

2

x(0)

x(1)

x(2)

x(3)

x(4)

x(5)

x(6)

x(7)

X(0)

X(4)

X(2)

X(6)

X(5)

X(1)

X(7)

X(3)

❋✐❣✉$❡ ✸✳✽ ✕ ❙❝❤)♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ▲♦❡✤❡6 ✽ ♣♦✐♥:;

❈❡::❡ ;:6✉❝:✉6❡ ❡;: ❝♦♠♣♦;)❡ ❞❡ ✹ ):❛❣❡;✳ ▲❡ ♣6❡♠✐❡6 ❝♦♥:✐❡♥: ✹ ❛❞❞✐:✐♦♥♥❡✉6; ❡: ✹ ;♦✉;:6❛❝✲

:❡✉6;✳ ▲❡; ❡♥:6)❡; @ ❝❡: ):❛❣❡ ;♦♥: ♣❧❛❝)❡; ❞❛♥; ✉♥ ♦6❞6❡ ♥❛:✉6❡❧✳ ▲❡ ;❡❝♦♥❞ ):❛❣❡ ❡;: ❝♦♠♣♦;)

❞❡ ❞❡✉① ❛❞❞✐:✐♦♥♥❡✉6;✱ ❞❡✉① ;♦✉;:6❛❝:❡✉6; ❡: ❞❡✉① ❜❧♦❝; ❛♣♣❡❧); ♣❛♣✐❧❧♦♥; ♦✉ ❇✉::❡6✢②✳ ◆♦✉;

❞♦♥♥♦♥; ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❆❞❞❙✉❜▼✉❧:✹✷ @ ❝❡; ❜✉::❡6✢② ✈✉❡ J✉✬✐❧; ✉:✐❧✐;❡♥: ✹ ♠✉❧:✐♣❧✐❡✉6; ❡: ✷ ❛❞❞✐✲

:✐♦♥♥❡✉6;✴;♦✉;:6❛❝:❡✉6;✳ ❈❡::❡ ❛6❝❤✐:❡❝:✉6❡ ❢♦✉6♥✐: ❞❡; ;♦6:✐❡; ❞❛♥; ✉♥ ♦6❞6❡ ✐♥✈❡6;)✳

❯♥❡ ♦♣:✐♠✐;❛:✐♦♥ ❡♥ :❡6♠❡; ❞❡ ♥♦♠❜6❡ ❞✬♦♣)6❛:❡✉6; ❝♦♥;♦♠♠); ♣❛6 ❧❡ ❜❧♦❝ ❆❞❞❙✉❜▼✉❧:✹✷ ❛

):) ♣6♦♣♦;)❡ ♣❛6 ❲❛♥❣ ❞❛♥; ❬✶✵✶❪ ❡: ❝♦♥;✐;:❡ @ ✉:✐❧✐;❡6 ✸ ♠✉❧:✐♣❧✐❡✉6; ❡: ✸ ❛❞❞✐:✐♦♥♥❡✉6; ❛✉ ❧✐❡✉

❞❡ ✹ ♠✉❧:✐♣❧✐❡✉6; ❡: ✷ ❛❞❞✐:✐♦♥♥❡✉6;✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥: ✈✐❡♥: ❞✉ ❢❛✐: J✉❡ ❧❡; ;♦6:✐❡; ❞❡ ❝❡ ❜❧♦❝ ;♦♥:

;♦✉; ❧❛ ❢♦6♠❡ ✿

out0 = α× in0 + β × in1

out1 = −β × in0 + α× in1
✭✸✳✷✾✮

❛✈❡❝ in0 ❡: in1 ;♦♥: ❧❡; ❡♥:6)❡; ❞✉ ❇✉::❡6✢②✱ out0 ❡: out1 ;♦♥: ❧❡; ;♦6:✐❡; ❞✉ ❇✉::❡6✢② ❡: α ❡: β
;♦♥: ❞❡; ❝♦♥;:❛♥:❡;✳ ▲❡; ;♦6:✐❡; ❞✉ ❜❧♦❝ ❆❞❞❙✉❜▼✉❧:✹✷ ♣❡✉✈❡♥: X:6❡ ;❝❤)♠❛:✐;)❡; ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐J✉)

❞❛♥; ❧❛ ❋✐❣✉6❡ ✸✳✾✳

b

a

0in

1in

0out

1out

a

❋✐❣✉$❡ ✸✳✾ ✕ ❇✉::❡6✢② @ ❜❛;❡ ❞❡ ✹ ♠✉❧:✐♣❧✐❝❛:✐♦♥; ❡: ✷ ❛❞❞✐:✐:✐♦♥;

▲❡; ;♦6:✐❡; ❞❡ ❧✬)J✉❛:✐♦♥ ✸✳✷✾ ♣❡✉✈❡♥: X:6❡ ;✐♠♣❧✐✜)❡; ✿

out0 = α× in0 + β × in1 = (β − α)× in1 + α× (in1 + in0)

out1 = −β × in0 + α× in1 = −(β + α)× in0 + α× (in1 + in0)
✭✸✳✸✵✮

❆✐♥;✐✱ ♥♦✉; ♣♦✉✈♦♥; )❝♦♥♦♠✐;❡6 ❞❡; ♦♣)6❛:❡✉6; ❛6✐:❤♠):✐J✉❡; ❡♥ ;:6✉❝:✉6❛♥: ❧❡; ;♦6:✐❡; ❝♦♥❢♦6✲

♠)♠❡♥: @ ❧❛ ❋✐❣✉6❡ ✸✳✶✵✳

❆✉ :♦:❛❧✱ ❧✬❛❧❣♦6✐:❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡6 ❝♦♥;♦♠♠❡ ✶✵ ❜❧♦❝; ❝♦♠♣♦;) ❝❤❛❝✉♥ ❞✬✉♥ ❛❞❞✐:✐♦♥♥❡✉6

❡: ✉♥ ;♦✉;:6❛❝:❡✉6✱ ✸ ❜❧♦❝; ❞❡ ❆❞❞❙✉❜▼✉❧:✹✷ ❡: ✷ ❜❧♦❝; ❞❡ ♠✉❧:✐♣❧✐❝❛:✐♦♥; ♣❛6 ❝♦♥;:❛♥:❡✳ [❛6
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a

0in

1in 0out

1out

)( ab+-

ab -

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵ ✕ ❇✉''❡)✢② , ❜❛/❡ ❞❡ ✸ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥/ ❡' ✸ ❛❞❞✐'✐'✐♦♥/

❝♦♥/89✉❡♥'✱ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ '♦'❛❧ ❞✬♦♣8)❛'❡✉)/ ❛)✐'❤♠8'✐9✉❡/ ✉'✐❧✐/8/ ♣❛) ❧✬❛❧❣♦)✐'❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡) ❡/'

❞❡ ✶✶ ♠✉❧'✐♣❧✐❡✉)/ ❡' ✷✾ ❛❞❞✐'✐♦♥♥❡✉)/✳

❉❛♥/ ❧✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❞✬❡✛❡❝'✉❡) ✉♥❡ ❛♥❛❧②/❡ '❡♠♣♦)❡❧❧❡✱ ♥♦✉/ 8'✉❞✐♦♥/ ❧❛ ❧❛'❡♥❝❡ ❛❜/♦❧✉❡ ❡' )❡❧❛'✐✈❡

❞❡ ❝❡' ❛❧❣♦)✐'❤♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❧❛ ❧❛'❡♥❝❡ ❛❜/♦❧✉❡ ❝♦))❡/♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❝②❝❧❡ ❞✬❤♦)❧♦❣❡/ 9✉✐

/8♣❛)❡ ❧✬❛))✐✈8❡ ❞❡ ❧❛ ♣)❡♠✐H)❡ ❡♥')8❡ ❡' ❧❛ ♣)8/❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣)❡♠✐H)❡ /♦)'✐❡✳ ▲❛ ❧❛'❡♥❝❡ )❡❧❛'✐✈❡

❝♦))❡/♣♦♥❞ ❛✉① '❡♠♣/ 8❝♦✉❧8 ❡♥')❡ ❧✬❛))✐✈8❡ ❞❡ ❧❛ ♣)❡♠✐H)❡ ❡♥')8❡ ❡' ❧❛ ♣)8/❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣)❡♠✐H)❡

/♦)'✐❡✳ J♦✉) ❡✛❡❝'✉❡) ❝❡''❡ ❛♥❛❧②/❡ '❡♠♣♦)❡❧❧❡ ♥♦✉/ ❝♦♥/✐❞8)♦♥/ ❧❡/ ❝♦♥/'❛♥'❡/ TA ❡' TM 9✉✐

✐♥❞✐9✉❡♥' )❡/♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧❡ '❡♠♣/ ❞✬✉♥❡ ❛❞❞✐'✐♦♥ ❡' ❧❡ '❡♠♣/ ❞✬✉♥❡ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥✳

▲❛ ❞8♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡/ ❞♦♥♥8❡/ ♣♦✉) ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❡①✐❣❡ ❧❛ ♣)8/❡♥❝❡ ❞❡ '♦✉'❡/ ❧❡/ ❞♦♥♥8❡/

, ')❛✐'❡)✳ ❈❡''❡ ❝♦♥/'❛'❛'✐♦♥ ❡/' ✐❧❧✉/')8❡ ❞❛♥/ ❧❛ ❋✐❣✉)❡ ✸✳✽✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❧❡/ /♦)'✐❡/ ♥❡ /♦♥' ♣❛/

'♦✉'❡/ ♣)O'❡/ ❛✉ ♠O♠❡ ✐♥/'❛♥'✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❧❡/ /♦)'✐❡/ X(0) ❡' X(4) /♦♥' ♣)O'❡/ ❛♣)H/ 9✉❡ ❧❡/

❞♦♥♥8❡/ ♦♥' ♣❛)❝♦✉)✉/ ✸ 8'❛❣❡/ ❛❧♦)/ 9✉❡ ❧❡/ ❛✉')❡/ /♦)'✐❡/ /♦♥' ❞✐/♣♦♥✐❜❧❡/ ❛♣)H/ ❧❡ ♣❛)❝♦✉/ ❞❡ ✹

8'❛❣❡/✳ ❉❡ ♣❧✉/✱ ❧❡/ ❜❧♦❝/ ✉'✐❧✐/8/ ♣♦✉) ❝❛❧❝✉❧❡) ❧❡/ /♦)'✐❡/ X(0) ❡' X(4) ❝♦♥'✐❡♥♥❡♥' ✉♥✐9✉❡♠❡♥'

❞❡/ ❛❞❞✐'✐♦♥/ ❡' ❞❡/ /♦✉/')❛❝'✐♦♥/✳ ▲❛ /♦)'✐❡ ❞❡ ❝❤❛9✉❡ ❜❧♦❝ ❡/' ❞♦♥♥8❡ ❛❧♦)/ ❛♣)H/ ✉♥ '❡♠♣/

8❣❛❧ , TA ♦✉ ❛♣)H/ ✶ /❡✉❧ ❝②❝❧❡ ❞✬❤♦)❧♦❣❡ /✐ ♥♦✉/ /✉♣♣♦/♦♥/ 9✉✬✉♥❡ ♦♣8)❛'✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐'✐♦♥ ♦✉ ❞❡

/♦✉/')❛❝'✐♦♥ /✬❡①8❝✉'❡ ❡♥ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞✬❤♦)❧♦❣❡✳ ▲❛ ❧❛'❡♥❝❡ )❡❧❛'✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦)✐'❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡) ❡/'

8❣❛❧❡ , 3TA ❡' ❝❡❧❧❡ ❛❜/♦❧✉❡ ❡/' ❞❡ 3 ❝②❝❧❡/ ❞✬❤♦)❧♦❣❡✳

✸✳✸✳✸ ❆❧❣♦&✐(❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡♥

▲✬❛❧❣♦)✐'❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡♥ ❬✽✺❪ ❡/' ♣❛)♠✐ ❧❡/ ♣)❡♠✐❡)/ ❛❧❣♦)✐'❤♠❡/ 9✉✐ ♦♥' 8'8 ♣)♦♣♦/8/ ♣♦✉) ❧❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚✳ ❚♦✉' ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦)✐'❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡)✱ ❧✬❛❧❣♦)✐'❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡♥ ♣❡)♠❡' ❧❛ )8❛❧✐/❛✲

'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❞❡ ❢❛U♦♥ /✐♠♣❧❡ ❡' 8❝♦♥♦♠✐9✉❡ ❡♥ '❡)♠❡/ ❞❡ )❡//♦✉)❝❡/✳ ❈❡' ❛❧❣♦)✐'❤♠❡ ♣♦//H❞❡

✉♥❡ ❛)❝❤✐'❡❝'✉)❡ /')✉❝'✉)8❡ ❡' ✉'✐❧✐/❡ ✷✻ ❛❞❞✐'✐♦♥♥❡✉)/✳ ❈❡ ❞❡)♥✐❡) )❡♣)8/❡♥'❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ♠✐♥✐✲

♠✉♠ ❞✬❛❞❞✐'✐♦♥♥❡✉)/ ♣♦✉) ✉♥❡ ❉❈❚ ❞❡ '❛✐❧❧❡ ✽ ♣♦✐♥'/✳ ▲❡/ 89✉❛'✐♦♥/ ♣❡)♠❡''❛♥' ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡/

❝♦❡✣❝✐❡♥'/ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ♣❡✉✈❡♥' /✬8❝)✐)❡ /♦✉/ ✉♥❡ ❢♦)♠❡ ♠❛')✐❝✐❡❧❧❡ ❞♦♥♥8❡ ♣❛) ✿




X(0)
X(2)
X(4)
X(6)


 =




f4 f4 f4 f4
f2 f6 −f6 f2
f4 −f4 −f4 f4
f6 −f2 f2 −f6


×




x(0) + x(7)
x(1) + x(6)
x(2) + x(5)
x(3) + x(4)







X(1)
X(3)
X(5)
X(7)


 =




f1 f3 f5 f7
f3 −f7 −f1 −f5
f5 −f1 f7 f3
f7 −f5 f3 −f1


×




x(0)− x(7)
x(1)− x(6)
x(2)− x(5)
x(3)− x(4)




✭✸✳✸✶✮

❆✈❡❝ fi = cos(2iπ16 )✳ ❈❡/ 89✉❛'✐♦♥/ ♣❡✉✈❡♥' O')❡ ♣)8/❡♥'8❡/ ♣❛) ❧❡ /❝❤8♠❛ ❜❧♦❝ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥/ ❧❛

❋✐❣✉)❡ ✸✳✶✶✳

▲✬❛)❝❤✐'❡❝'✉)❡ ♣)♦♣♦/8❡ ♣❛) ❈❤❡♥ ♥8❝❡//✐'❡ ✉♥ ♦)❞)❡ ♥❛'✉)❡❧ ♣♦✉) ❧❡/ ❡♥')8❡/ ❡' ❢♦✉)♥✐' ❞❡/

/♦)'✐❡ ❞❛♥/ ✉♥ ♦)❞)❡ ✐♥✈❡)/8✳ ❈❡''❡ ❛)❝❤✐'❡❝'✉)❡ ❡/' ❝♦♠♣♦/8❡ ❞❡ ✹ 8'❛❣❡/ ❡' ✶✸ ❜❧♦❝/ ❜✉''❡)✢②✳

❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡/ ❜❧♦❝/ )❡♣)8/❡♥'❡ ✉♥❡ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♣❛) ✉♥❡ ♠❛')✐❝❡ 2 × 2✳ ▲❡/ ❜❧♦❝/ ✉'✐❧✐/8/

❞❛♥/ ❝❡''❡ ❛)❝❤✐'❡❝'✉)❡ /♦♥' ❞✐✈✐/8/ ❡♥ ')♦✐/ ❣)♦✉♣❡/✳ ❯♥ ♣)❡♠✐❡) ❣)♦✉♣❡ )8❛❧✐/❡ ✉♥✐9✉❡♠❡♥'

❞❡/ ❛❞❞✐'✐♦♥/ ❡' ❞❡/ /♦✉/')❛❝'✐♦♥/✳ ❯♥ ❞❡✉①✐H♠❡ ❣)♦✉♣❡ ❆❞❞❙✉❜▼✉❧'✹✷ ✉'✐❧✐/❡ ✹ ♠✉❧'✐♣❧✐❡✉)/ ❡'
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étage 1 étage 2 étage 3

étage 4

AddSub
Mult42

AddSub
Mult22

AddSub
Mult42

AddSub
Mult42

AddSub
Mult22

x(0)

x(1)

x(2)

x(3)

x(4)

x(5)

x(6)

x(7)

X(0)

X(4)

X(2)

X(6)

X(5)

X(1)

X(7)

X(3)

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✶ ✕ ❙❝❤)♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❈❤❡♥ ✽ ♣♦✐♥89

✷ ❛❞❞✐8✐♦♥♥❡✉<9✳ ❈❡ ♥♦♠❜<❡ ♣❡✉8 =8<❡ ♠♦❞✐✜) ? ✸ ❛❞❞✐8✐♦♥♥❡✉<9 ❡8 ✸ ♠✉❧8✐♣❧✐❡✉<9 ❡♥ ✉8✐❧✐9❛♥8

❧❛ 9✐♠♣❧✐✜❝❛8✐♦♥ ❞❡ ❲❛♥❣ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐C✉) ❞❛♥9 ❧❛ ❋✐❣✉<❡ ✸✳✶✵✳ ▲❡ 8<♦✐9✐G♠❡ ❡8 ❞❡<♥✐❡< ❣<♦✉♣❡

❆❞❞❙✉❜▼✉❧8✷✷ ✉8✐❧✐9❡ ✉♥✐C✉❡♠❡♥8 ✷ ♠✉❧8✐♣❧✐❡✉<9 ❡8 ❞❡✉① ❛❞❞✐8✐♦♥♥❡✉<9✳ ▲❡ 9❝❤)♠❛ ❜❧♦❝ ❞✉

❆❞❞❙✉❜▼✉❧8✷✷ ❡98 ✐❧❧✉98<) ❞❛♥9 ❧❛ ❋✐❣✉<❡ ✸✳✶✷✳ ❆✉ 8♦8❛❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜<❡ ❞✬♦♣)<❛8❡✉<9 ✉8✐❧✐9)9 ♣❛< ❝❡88❡

❛<❝❤✐8❡❝8✉<❡ ❡98 ❞❡ ✶✻ ♠✉❧8✐♣❧✐❡✉<9 ❡8 ✷✻ ❛❞❞✐8✐♦♥♥❡✉<9✳ ❈❡ ♥♦♠❜<❡9 ♣❡✉8 ♣❛99❡< ? ✶✸ ♠✉❧8✐♣❧✐❡✉<9

❡8 ✷✾ ❛❞❞✐8✐♦♥♥❡✉<9 ❡♥ ❡①♣❧♦✐8❛♥8 ❧❛ ❢❛❝8♦<✐9❛8✐♦♥ ❞❡ ❲❛♥❣ ❬✶✵✶❪✳

b

a

0in

1in

0out

1out

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✷ ✕ ❇✉88❡<✢② ? ❜❛9❡ ❞❡ ✷ ♠✉❧8✐♣❧✐❝❛8✐♦♥9 ❡8 ✹ ❛❞❞✐8✐8✐♦♥9

❆✜♥ ❞✬❡✛❡❝8✉❡< ✉♥❡ ❛♥❛❧②9❡ 8❡♠♣♦<❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦<✐8❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡♥✱ ♥♦✉9 ❝♦♥9✐❞)<♦♥9 ❧❡9 ♠=♠❡9

❝♦♥98❛♥8❡9 TA ❡8 TM ✉8✐❧✐9)❡9 ♣<)❝)❞❡♠♠❡♥8✳ ❊♥ ❡✛❡8✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥8<) ❞❛♥9 ❧❛ ❋✐❣✉<❡ ✸✳✶✶✱ ❧❡9

♣<❡♠✐G<❡9 9♦<8✐❡9 ❞✐9♣♦♥✐❜❧❡9 9♦♥8 ❧❡9 9♦<8✐❡9 ♣❛✐<❡9 X(0), X(2), X(4), X(6)✳ ❈♦♥8<❛✐<❡♠❡♥8 ? ❧✬❛❧✲

❣♦<✐8❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡< ♦X 8♦✉9 ❧❡9 ❜❧♦❝9 ✉8✐❧✐9)9 ♣♦✉< ❝❛❧❝✉❧❡< ❝❡9 ❞❡✉① 9♦<8✐❡9 ❝♦♥8✐❡♥♥❡♥8 ✉♥✐C✉❡✲

♠❡♥8 ❞❡9 ❛❞❞✐8✐♦♥9✱ ❧❡ ❜❧♦❝ ✉8✐❧✐9) ❞❛♥9 ❧❡ 8<♦✐9✐G♠❡ )8❛❣❡ ❞✉ 9❝❤)♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦<✐8❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡♥

✭❋✐❣✉<❡ ✸✳✶✶✮ ❝♦♥8✐❡♥8 ❛✉99✐ ❞❡9 ♠✉❧8✐♣❧✐❝❛8✐♦♥9 ✭❋✐❣✉<❡ ✸✳✶✷✮✳ ▲❡ 8❡♠♣9 ❞✬❡①)❝✉8✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❜❧♦❝ ❡98

)❣❛❧ ? TM +TA✳ ❆✐♥9✐✱ ❧❛ ❧❛8❡♥❝❡ <❡❧❛8✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦<✐8❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡♥ ❡98 )❣❛❧❡ ? 3TA+TM ✳ ❈♦♠♠❡

❞❛♥9 ❧✬❛❧❣♦<✐8❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡<✱ 9✐ ♥♦✉9 9✉♣♣♦9♦♥9 C✉❡ 8♦✉8❡ ♦♣)<❛8✐♦♥ ❛<✐8❤♠)8✐C✉❡ 9✬❡①)❝✉8❡ ❡♥

✉♥ 9❡✉❧ ❝②❝❧❡ ❞✬❤♦<❧♦❣❡✱ ❧❛ ❧❛8❡♥❝❡ ❛❜9♦❧✉❡ ❡98 )❣❛❧❡ ? ✹✳

✸✳✸✳✹ ❉✐%❝✉%%✐♦♥

❉❛♥9 ❝❡88❡ 9❡❝8✐♦♥✱ ✉♥❡ )8✉❞❡ ❝♦♠♣❛<❛8✐✈❡ ❡♥8<❡ ❧✬❛❧❣♦<✐8❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡< ❡8 ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈❤❡♥ ❛

)8) ❡✛❡❝8✉)❡✳ ■❧ 9✬❛❣✐8 ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛<❛✐9♦♥ C✉✐ ❡98 ❜❛9)❡ 9✉< ❧❡ ♥♦♠❜<❡ ❞✬♦♣)<❛8❡✉<9 ❛<✐8❤♠)8✐C✉❡9

✉8✐❧✐9)9 ❡8 9✉< ❧❡9 ❧❛8❡♥❝❡9 ❛❜9♦❧✉❡ ❡8 <❡❧❛8✐✈❡✳ ▲❡ <)9✉❧8❛8 ❞❡ ❝❡88❡ ❝♦♠♣❛<❛✐9♦♥ ❡98 ✐❧❧✉98<) ❞❛♥9

❧❡ 8❛❜❧❡❛✉ 9✉✐✈❛♥8 ✿

■❧ ❡98 ♠♦♥8<) C✉❡ ❧✬❛❧❣♦<✐8❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡< ♣<)9❡♥8❡ ❞❡9 ❧❛8❡♥❝❡9 ♣❧✉9 ❢❛✐❜❧❡9 ❡8 ✉♥ ♥♦♠❜<❡

❞✬♦♣)<❛8❡✉<9 ✉8✐❧✐9)9 ♣❧✉9 <)❞✉✐8✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥✜<♠❡< ❝❡9 <)9✉❧8❛89✱ ♥♦✉9 ❡✛❡❝8✉♦♥9 ✉♥❡ 9②♥8❤G9❡

❧♦❣✐C✉❡ ❞❡ ❝❡9 ❞❡✉① ❛❧❣♦<✐8❤♠❡9 ❡8 ♥♦✉9 ♣<)9❡♥8❡<♦♥9 ❧❡9 <)9✉❧8❛89 ❞❡ 9②♥8❤G9❡ ♦❜8❡♥✉9 ❞❛♥9

❧❡ ❝❤❛♣✐8<❡ ✻✳ ❉❛♥9 ❧❛ 9❡❝8✐♦♥ 9✉✐✈❛♥8❡ ♥♦✉9 )8✉❞✐♦♥9 ❧❡9 ❛<❝❤✐8❡❝8✉<❡9 ♣♦✉< ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥8❛8✐♦♥

♠❛8)<✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉✳
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❈❤❡♥ ❈❤❡♥ ❡& ❲❛♥❣ ▲♦❡✤❡- ▲♦❡✤❡- ❡& ❲❛♥❣

▼✉❧&✐♣❧✐❡✉-3 ✶✸ ✶✻ ✶✶ ✶✸

❆❞❞✐&✐♦♥♥❡✉-3 ✷✾ ✷✻ ✷✾ ✷✼

▲❛&❡♥❝❡ -❡❧❛&✐✈❡ 3TA + TM 3TA + TM 3TA 3TA

▲❛&❡♥❝❡ ❛❜3♦❧✉❡ ✹ ✹ ✸ ✸

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛-❛✐3♦♥ ❡♥ &❡-♠❡3 ❞❡ ♥♦♠❜-❡3 ❞✬♦♣D-❛&❡✉-3 ❡& ❞❡ ❧❛&❡♥❝❡ ❡♥&-❡ ❧✬❛❧❣♦-✐&❤♠❡

❞❡ ❈❤❡♥ ❡& ❧✬❛❧❣♦-✐&❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡-

✸✳✹ ❆$❝❤✐(❡❝(✉$❡+ ♣♦✉$ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉

▲❡3 &-❛♥3❢♦-♠D❡3 ❉❈❚ ✷❉ ❞✐-❡❝&❡3 ❡& ✐♥✈❡-3❡3 ♣❡-♠❡&&❡♥& ❞❡ ♣❛33❡- ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❞✐♠❡♥&✐♦♥✲

♥❡❧ 3♣❛&✐❛❧ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐❞✐♠❡♥&✐♦♥♥❡❧ ❢-DH✉❡♥&✐❡❧ ❡& ✈✐❝❡ ✈❡-3❛✳ I♦✉- ✉♥❡ ♠❛&-✐❝❡ ❞✬❡♥&-D❡ y ❞❡

&❛✐❧❧❡ N ×N ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ❡3& ❞♦♥♥D❡ ♣❛- ❧✬DH✉❛&✐♦♥ ✸✳✻✳ ❈❡&&❡ DH✉❛&✐♦♥ ♣❡✉& J&-❡ D❝-✐&❡ 3♦✉3 ✉♥❡

❢♦-♠❡ ♠❛&-✐❝✐❡❧❧❡ ❡♥ ✉&✐❧✐3❛♥& ❞❡3 ♣-♦❞✉✐&3 ❞❡ ♠❛&-✐❝❡3 ❡♥&-❡ ❧❛ ♠❛&-✐❝❡ ② ❡& ✉♥❡ ♠❛&-✐❝❡ ❆✳

Y = AyAT
✭✸✳✸✷✮

❛✈❡❝ Aij = C(i) cos (2j+1)iπ
2N

▲❛ -D❛❧✐3❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ 3❡ ❜❛3❡ 3✉- ❧✬❛❧❣♦-✐&❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✶❉✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉3 ❧✬❛✈♦♥3

✈✉ ♣-D❝D❞❡♠♠❡♥&✱ ❧❡3 ❛❧❣♦-✐&❤♠❡3 ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✶❉ ♦♥& D&D ❧❛-❣❡♠❡♥& D&✉❞✐D3 ❞❛♥3 ❧❡3 ❛♥♥D❡3 ✶✾✼✵

♣❛- ▲♦❡✤❡- ❬✾✵❪ ❡& ❞❛♥3 ❧❡3 ❛♥♥D❡3 ✶✾✽✵ ♣❛- ❈❤❡♥ ❬✽✺❪✳ ❆ ❧✬D♣♦H✉❡✱ ❧✬❡♥❥❡✉ D&❛✐& ❞❡ -D❛❧✐3❡-

❧❛ &-❛♥3❢♦-♠D❡ 3✉- ✉♥❡ 3✉-❢❛❝❡ &-T3 -D❞✉✐&❡ ♣✉✐3H✉❡ ❧❡ 3✐❧✐❝✐✉♠ D&❛✐& &-T3 ❝❤❡-✳ ❆✉❥♦✉-❞✬❤✉✐✱ ❧❛

&❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❛ D✈♦❧✉D ❡& ❧❡3 ❡♥❥❡✉① 3❡ 3♦♥& ❞D♣❧❛❝D3 ✈❡-3 ❧❛ -❛♣✐❞✐&D✱ -D❞✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐33❛♥❝❡

❡& ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐&D &♦✉& ❡♥ ❣❛-❞❛♥& ✉♥❡ 3✉-❢❛❝❡ ❛❝❝❡♣&❛❜❧❡✳ I♦✉- ❝❡&&❡ -❛✐3♦♥✱ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 D&✉❞✐D ❧❡3

❛❧❣♦-✐&❤♠❡3 ❞❡ ❈❤❡♥ ❡& ❞❡ ▲♦❡✤❡- H✉✐ 3♦♥& ❧❡3 ♣❧✉3 D❝♦♥♦♠✐H✉❡3 ❡♥ 3✉-❢❛❝❡ ❡& ♥♦✉3 ♥♦✉3 ❡✛♦-X♦♥3

Y &-♦✉✈❡- ❧❡3 ♠♦②❡♥3 ❛❧❣♦-✐&❤♠✐H✉❡3 ❡& ❛-❝❤✐&❡❝&✉-❛✉① ♣♦✉- ✉♥❡ -D❛❧✐3❛&✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚

✷❉✳

✸✳✹✳✶ ❘%❛❧✐)❛*✐♦♥ - ❜❛)❡ ❞❡ )%♣❛2❛*✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡

▲❡ ♥♦♠❜-❡ ✐♠♣♦-&❛♥& ❞✬♦♣D-❛&✐♦♥3 -❡H✉✐3 ♣♦✉- ❞❡3 ❣-❛♥❞❡3 ✈❛❧❡✉-3 ❞❡ N ❛ ❛♠❡♥D ❧❡3 ❝❤❡-✲

❝❤❡✉-3 Y ❞✐✈✐3❡- ❧❛ ♠❛&-✐❝❡ ❞✬❡♥&-D❡ ❡♥ ❞❡3 ❜❧♦❝3 ❞❡ &❛✐❧❧❡3 ♣❧✉3 ♣❡&✐&❡3 ✭2 × 2✱ 4 × 4✱ 8 × 8 ♦✉

16× 16✮✳ I♦✉- ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥&-D❡ ❞❡ &❛✐❧❧❡ N ×N ✱ ❡& ❛♣-T3 ❞✐✈✐3✐♦♥ ❡♥ ♣❧✉3✐❡✉-3 ❜❧♦❝3 ❞❡ ♣❡&✐&❡3

&❛✐❧❧❡3✱ ❧❡ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ❜❛3D❡ 3✉- ❧❛ 3D♣❛-❛&✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦♥3✐3&❡ Y ✿ ✭✶✮ ❛♣♣❧✐✲

H✉❡- ❧✬❛❧❣♦-✐&❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ 3✉- ❝❤❛H✉❡ ❧✐❣♥❡ ❡& ✭✷✮ ❛♣♣❧✐H✉❡- ❧❛ ❉❈❚ ♣❛- ❧❛ 3✉✐&❡ 3✉- ❝❤❛H✉❡

❝♦❧♦♥♥❡ ❬✽✻❪✳ ❯♥❡ ✐❧❧✉3&-❛&✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❡3& ❞♦♥♥D❡ 3✉- ❧❛ ❋✐❣✉-❡ ✸✳✶✸✳

❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❛ &-❛♥3❢♦-♠❛&✐♦♥ ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣❡✉& J&-❡ ❡①♣-✐♠D❡ ♣❛- ✿

Y (v, u) =
N−1∑

j=0

X(v, j) cos
(2j + 1)uπ

2N
✭✸✳✸✸✮

♦_ X(v, j) ❡3& ❧❛ &-❛♥3❢♦-♠❛&✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ✳ ❈❡&&❡ &-❛♥3❢♦-♠❛&✐♦♥ ❡3& ❡①♣-✐♠D❡ ♣❛- ✿

X(v, j) =

N−1∑

i=0

y(v, i) cos
(2i+ 1)vπ

2N
✭✸✳✸✹✮

♦_ X(v, j) -❡♣-D3❡♥&❡ ❧❛ &-❛♥3❢♦-♠D❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛&-✐❝❡ ❞✬❡♥&-D❡✳

▲❛ -D❛❧✐3❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ Y ❜❛3❡ ❞❡ ❧❛ 3D♣❛-❛&✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡3& ❧❛ ♣❧✉3 ❛❞❛♣&D❡ ♣♦✉- ✉♥❡

✐♠♣❧❛♥&❛&✐♦♥ ♠❛&D-✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉✳ ▲❛ -D❛❧✐3❛&✐♦♥ ♠❛&D-✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡&&❡ ❛-❝❤✐&❡❝&✉-❡ ♣-D3❡♥&D❡

3✉- ❧❛ ❋✐❣✉-❡ ✸✳✶✹ ❡3& ❝♦♠♣♦3D❡ ❞❡ &-♦✐3 D&❛❣❡3✳ ▲❡ ♣-❡♠✐❡- D&❛❣❡ ❝♦♥3✐3&❡ Y ✉&✐❧✐3❡- ✉♥❡ ♣-❡♠✐T-❡

❉❈❚ H✉✐ 3❡-❛ ❛♣♣❧✐H✉D❡ Y ❝❤❛H✉❡ ✈❡❝&❡✉- ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛&-✐❝❡ ❞✬❡♥&-D❡✳ ❉❛♥3 ❧❡ ❞❡✉①✐T♠❡ D&❛❣❡✱

❧❡ -D3✉❧&❛& ♦❜&❡♥✉ 3❡-❛ 3❛✉✈❡❣❛-❞D ❞❛♥3 ✉♥❡ ♠D♠♦✐-❡ ✐♥&❡-♠D❞✐❛✐-❡ ❛✜♥ ❞✬❡✛❡❝&✉❡- ❧❛ &-❛♥3♣♦3D

❞❡ ❧❛ ♠❛&-✐❝❡ -D3✉❧&❛♥&❡✳ ▲❡ ❞❡-♥✐❡- D&❛❣❡ ❡3& ❝♦♠♣♦3D ❞✬✉♥❡ ❉❈❚ ✶❉ Y ❛♣♣❧✐H✉❡- 3✉- ❝❤❛H✉❡

❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠D♠♦✐-❡✳



✼✻ ❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼➱❊ ❊◆ ❈❖❙■◆❯❙ ❉■❙❈❘➮❚❊

Matrice d�Entrée Matrice de Cosinus Matrice intermédiaire

Matrice de Cosinus Matrice intermédiaire

Transposée

Matrice de Sortie

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✸ ✕ &'✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ '0❛❧✐1❛2✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉

DCT 1D
Mémoire de
transposition

DCT 1D
Mémoire
d�entrée

Mémoire
de sortie

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✹ ✕ ❙❝❤(♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧❛ 0(❛❧✐2❛3✐♦♥ ♠❛3(0✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ 2(♣❛0❛3✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡

✸✳✹✳✷ ❘%❛❧✐)❛*✐♦♥ ❞✐.❡❝*❡

▲❛ ❞❡✉①✐:♠❡ ❛♣♣0♦❝❤❡ ♣❡0♠❡33❛♥3 ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥3❛3✐♦♥ ♠❛3(0✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ❝♦♥2✐23❡ ? ❡✛❡❝✲

3✉❡0 ✉♥❡ 0(❛❧✐2❛3✐♦♥ ❞✐0❡❝3❡ ❡♥ 2❡ ❜❛2❛♥3 2✉0 ❧❛ ♠✉❧3✐♣❧✐❝❛3✐♦♥ ♠❛30✐❝✐❡❧❧❡ ♣0(2❡♥3❡ ❞❛♥2 ❧✬(C✉❛3✐♦♥

✸✳✸✷ ❬✶✵✺❪✳ H♦✉0 2✐♠♣❧✐✜❡0 ❧❛ 0❡♣0(2❡♥3❛3✐♦♥ ♠❛30✐❝✐❡❧❧❡✱ ♣0❡♥♦♥2 ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♦K N = 4✱ ❧✬(C✉❛3✐♦♥
✸✳✸✷ ❝♦♠❜✐♥(❡ ❛✈❡❝ ❧✬(C✉❛3✐♦♥ ✸✳✻ ❞♦♥♥❡♥3 ✿

Y = AyAT =









a a a a

b c −c −b
a −a −a a

c −b b −c

















y(0, 0) y(0, 1) y(0, 2) y(0, 3)
y(1, 0) y(1, 1) y(1, 2) y(1, 3)
y(2, 0) y(2, 1) y(2, 2) y(2, 3)
y(3, 0) y(3, 1) y(3, 2) y(3, 3)

















a b a c

a c −a −b
a −c −a b

a −b a −c









✭✸✳✸✺✮

▲❛ ♠❛30✐❝❡ A ❡23 0❡♣0(2❡♥3(❡ ♣❛0 ✸ (❧(♠❡♥32 C✉✐ 2♦♥3 a = 1
3 ✱ b =

1√
2
cos(π8 ) ❡3 c =

1√
2
cos(3π8 )✳

▲❛ 0(❛❧✐2❛3✐♦♥ ❞✐0❡❝3❡ ❞❡ ❝❡33❡ ♠✉❧3✐♣❧✐❝❛3✐♦♥ ♥(❝❡22✐3❡ ✉♥ ♥♦♠❜0❡ (❧❡✈( ❞✬♦♣(0❛3❡✉02 ❛0✐3❤♠(✲

3✐C✉❡2 ✭❛❞❞✐3✐♦♥♥❡✉02 ❡3 ♠✉❧3✐♣❧✐❡✉02✮✳ ❊♥ ❡✛❡3✱ ♣♦✉0 ✉♥❡ ♠❛30✐❝❡ ❞❡ 3❛✐❧❧❡ N ✱ ❧❡ ♥♦♠❜0❡ ❞✬♦♣(0❛✲

3✐♦♥2 ♥(❝❡22❛✐0❡2 ♣♦✉0 0(❛❧✐2❡0 ❧✬(C✉❛3✐♦♥ ✸✳✸✺ ❡23 ❞❡ 2N3
♠✉❧3✐♣❧✐❝❛3✐♦♥2 ❡3 2N2(N−1) ❛❞❞✐3✐♦♥2✳

H❛0 ❝♦♥2(C✉❡♥3✱ ♣♦✉0 N = 4✱ ❝❡33❡ (C✉❛3✐♦♥ ♥(❝❡22✐3❡ 128 ♠✉❧3✐♣❧✐❝❛3✐♦♥2 ❡3 96 ❛❞❞✐3✐♦♥2✳

✸✳✹✳✸ 1.♦♣♦)✐*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛.❝❤✐*❡❝*✉.❡ ♦♣*✐♠✐)%❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉

❉❛♥2 ❝❡33❡ ♣❛03✐❡ ♥♦✉2 ♣0♦♣♦2♦♥2 ✉♥❡ ❛0❝❤✐3❡❝3✉0❡ ♦♣3✐♠✐2(❡ ♣♦✉0 ❧❛ 0(❛❧✐2❛3✐♦♥ ❞✐0❡❝3❡ ❞❡ ❧❛

❉❈❚ ✷❉✱ ? 3✐30❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ❝♦♥2✐❞(0( ❧❡ ❝❛2 ♦K N = 4✳ ■❧ 2✬❛❣✐3 ❞✬✉♥❡ ♦♣3✐♠✐2❛3✐♦♥

❝♦♥❥♦✐♥3❡ ❡♥30❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡2 ❝♦❡✣❝✐❡♥32 ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❡3 ❧❡ ♣0♦❝❡22✉2 ❞❡ C✉❛♥3✐✜❝❛3✐♦♥ ❞❛♥2 ❧❡ ❝❛❞0❡

❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛3✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣0❡22✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡2✳ ❈❡33❡ ❛0❝❤✐3❡❝3✉0❡ ♣❡✉3 U30❡ (3❡♥❞✉❡ ♣♦✉0 ❞❡2 ✈❛❧❡✉02

N > 4 ❀ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♦K N = 8 ❡23 30❛✐3( ❞❛♥2 ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✳
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✸✳✹✳✸✳✶ ❆❧❣♦(✐*❤♠❡

▲❛ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♠❛&,✐❝✐❡❧❧❡ ♣,./❡♥&.❡ ❞❛♥/ ❧✬.2✉❛&✐♦♥ ✸✳✸✺ ♣❡✉& 6&,❡ /✐♠♣❧✐✜.❡✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❛

♠❛&,✐❝❡ A ❞❛♥/ ❧✬.2✉❛&✐♦♥ ✸✳✸✺ ♣❡✉& /✬.❝,✐,❡ /♦✉/ ❧❛ ❢♦,♠❡

A = B × C ✭✸✳✸✻✮

❇ ❡& ❈ /♦♥& ✷ ♠❛&,✐❝❡/ ❞❡ &❛✐❧❧❡ 4× 4 ,❡♣,./❡♥&.❡/ ♣❛, ✿

B =




a 0 0 0
0 b 0 0
0 0 a 0
0 0 0 b


 ❡& C =




1 1 1 1
1 d −d −1
1 −1 −1 1
d −1 1 −d




❆✈❡❝ d = c
b
✳

❆✐♥/✐✱ ❧❡/ .2✉❛&✐♦♥/ ✸✳✸✺ ❡& ✸✳✸✻ ❞♦♥♥❡♥&

Y = BCyCTB ✭✸✳✸✼✮

❊&❛♥& ❞♦♥♥. 2✉❡ ❧❛ ♠❛&,✐❝❡ ❇ ❡/& ✉♥❡ ♠❛&,✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ Y ♣❡✉& /✬.❝,✐,❡ ✿

Y = CyCT ⊗ E ✭✸✳✸✽✮

❆✈❡❝ E =




a2 ab a2 ab
ab b2 ab b2

a2 ab a2 ab
ab b2 ab b2




▲✬♦♣.,❛&❡✉, ⊗ ❝♦,,❡/♣♦♥❞ G ❧❛ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♣♦✐♥& ♣❛, ♣♦✐♥& ❡♥&,❡ ❧❛ ♠❛&,✐❝❡ ❊ ❡& ❧❛ ♠❛&,✐❝❡

CyCT
✳

■❧ ❡/& .✈✐❞❡♥& 2✉❡ ❧❛ ♠❛&,✐❝❡ ❊ ✐♥✢✉❡ /✉, ❧❛ ,.♣❛,&✐&✐♦♥ ❞❡/ ❝♦❡✣❝✐❡♥&/ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉✳ ▼❛✐/

♣✉✐/2✉✬✐❧ /✬❛❣✐& ❞❡ ❝♦♥/&❛♥&❡/ ❞❡ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐♦♥✱ ❡& ❞❛♥/ ❧❡ ❜✉& ❞✬❛✈♦✐, ✉♥❡ ❛,❝❤✐&❡❝&✉,❡ ♦♣&✐♠✐/.❡✱

❧❛ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♣❛, ❧❛ ♠❛&,✐❝❡ E /❡,❛ ❞.♣❧❛❝.❡ ❞❛♥/ ❧❡ ♣,♦❝❡//✉/ ❞❡ 2✉❛♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ♣♦✉, ❞❡/

❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥/ ❞❡ ❝♦♠♣,❡//✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡/✳ ❊❧❧❡ /❡,❛ ❛✐♥/✐ ❝♦♥/✐❞.,.❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢❛❝&❡✉, ❞✬.❝❤❡❧❧❡ ♣♦✉,

❧❛ &,❛♥/❢♦,♠.❡ ❞✐,❡❝&❡ ❡& ✐♥✈❡,/❡✳

▲❛ ♠❛&,✐❝❡ CyCT
/❡,❛ ✉&✐❧✐/.❡ ♣♦✉, ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ❞❡ &❛✐❧❧❡ 4× 4✳ ❆✐♥/✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

❧❛ ❉❈❚ ✷❉ /❡ ❢❛✐& G ♣❛,&✐, ❞❡ ❧✬.2✉❛&✐♦♥ /✉✐✈❛♥&❡ ✿

Y = CyC
T =









1 1 1 1
1 d −d −1
1 −1 −1 1
d −1 1 −d

















y(0, 0) y(0, 1) y(0, 2) y(0, 3)
y(1, 0) y(1, 1) y(1, 2) y(1, 3)
y(2, 0) y(2, 1) y(2, 2) y(2, 3)
y(3, 0) y(3, 1) y(3, 2) y(3, 3)

















1 1 1 d

1 d −1 −1
1 −d −1 1
1 −1 1 −d









✭✸✳✸✾✮

❈❡&&❡ ,❡♣,./❡♥&❛&✐♦♥ ❡/& ♣❧✉/ /✐♠♣❧❡ G ,.❛❧✐/❡, 2✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ❡/& ❝♦♠♣❛,.❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬.2✉❛&✐♦♥

✸✳✸✺✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❛ ♠❛&,✐❝❡ ❈ ❝♦♥&✐❡♥& ♣❡✉ ❞❡ ❝♦♥/&❛♥&❡/ ❡& ♣,./❡♥&❡ ♣❧✉/✐❡✉,/ /②♠.&,✐❡/ ❝❡ 2✉✐

❢❛❝✐❧✐&❡ ❧❛ ❞.&❡,♠✐♥❛&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ /&,✉❝&✉,❡ /②/&♦❧✐2✉❡ G ❜❛/❡ ❞❡ ❜✉&&❡,✢②✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❛ ❋✐❣✉,❡ ✸✳✶✺

♣,./❡♥&❡ ❧❡ /❝❤.♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧❛ &,❛♥/❢♦,♠❛&✐♦♥ ❉❈❚ ✷❉ ❞❡ &❛✐❧❧❡ 4×4 ,./✉❧&❛♥& ❞❡ ❧✬.2✉❛&✐♦♥ ✸✳✸✺✳

■❧ ❡/& ♠♦♥&,. 2✉❡ ❧❡ /❝❤.♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❝❡&&❡ &,❛♥/❢♦,♠❛&✐♦♥ ❡/& ❞✐✈✐/. ❡♥ ✹ .&❛❣❡/✳ ▲❡ ♣,❡♠✐❡, ❡&

❧❡ &,♦✐/✐T♠❡ .&❛❣❡ /♦♥& ❝♦♠♣♦/./ ✉♥✐2✉❡♠❡♥& ❞✬❛❞❞✐&✐♦♥♥❡✉,/ ❡& ❞❡ /♦✉/&,❛❝&❡✉,/ ✭❋✐❣✉,❡ ✸✳✶✻✮

❛❧♦,/ 2✉❡ ❧❡ /❡❝♦♥❞ ❡& ❧❡ ❞❡,♥✐❡, .&❛❣❡ /♦♥& ❝♦♠♣♦/./ ❞✬❛❞❞✐&✐♦♥♥❡✉,/✱ /♦✉/&,❛❝&❡✉,/ ❡& ❛✉//✐

❞❡ ♠✉❧&✐♣❧✐❡✉,/ ✭❋✐❣✉,❡ ✸✳✶✼✮ ♣❛, ❧❛ ❝♦♥/&❛♥&❡ ❞✳ ▲❡ ♥♦♠❜,❡ ❞✬♦♣.,❛&❡✉,/ ✉&✐❧✐/./ ❡/& .❣❛❧ G ✶✻

♠✉❧&✐♣❧✐❡✉,/ ❡& ✻✹ ❛❞❞✐&✐♦♥♥❡✉,/✴/♦✉/&,❛❝&❡✉,/✳

✸✳✹✳✸✳✷ ❆♥❛❧②2❡ ❞❡2 ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡2

▲✬❛,❝❤✐&❡❝&✉,❡ ♣,♦♣♦/.❡ ❡/& ✉♥❡ ❛,❝❤✐&❡❝&✉,❡ /②/&♦❧✐2✉❡ ❜❛/.❡ /✉, ❞❡✉① .❧.♠❡♥&/ ❞❡ ❜❛/❡ PE
❡& PEd ✧X,♦❝❡//✐♥❣ ❊❧❡♠❡♥&✧ ♣,./❡♥&./ ❞❛♥/ ❧❛ ❋✐❣✉,❡ ✸✳✶✻ ❡& ✸✳✶✼✳

❈❡&&❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛,❝❤✐&❡❝&✉,❡ ♣❡,♠❡& ❛✐♥/✐ ❞❡ ,.❞✉✐,❡ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ♠✉❧&✐♣❧✐❡✉,/✳ ❈❡&&❡ ,.❞✉❝&✐♦♥

✈✐❡♥& ❞✉ ❢❛✐& 2✉❡ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ❞✐♠✐♥✉. ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥&/ ❞❡ ❧❛ ♠❛&,✐❝❡ ❆✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❡ &❛❜❧❡❛✉



x(0,0)

PE

PE

x(3,0)
PE

PEd

PE

PE

PE

PEd

PE

PE

PE

PEd

PE

PE

PE

PEd

PE

PE

PE

PE

PE

PE

PE

PE

PE

PE

PEd

PEd

PE

PE

PEd

PEd

x(0,1)

x(3,1)

x(0,2)

x(3,2)

x(0,3)

x(3,3)

x(1,0)

x(2,0)

x(1,1)

x(2,1)

x(1,2)

x(2,2)

x(1,3)

x(2,3)

Y(0,0)

Y(0,2)

Y(1,0)

Y(1,2)

Y(0,1)

Y(0,3)

Y(1,1)

Y(1,3)

Y(2,0)

Y(2,2)

Y(3,0)

Y(3,2)

Y(2,1)

Y(2,3)

Y(3,1)

Y(3,3)

4× 4

PE

1in

2in

1out

2out

1in

2in

1out

2out

211 ininout inin

212 ininout inin

PE

dPE

1in

2in

1out

2out

d

1in

2in

1out

2out

211 inindout inind

212 indinout indin

d

PEd

4× 4
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❙#♣❛&❛'✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❘#❛❧✐0❛'✐♦♥ ❞✐&❡❝'❡

❈❤❡♥ ▲♦❡✤❡& ❚❤#♦&✐7✉❡ 9&♦♣♦0#❡

▼✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥0 ✹✵ ✭✹✽✮

1
✷✹ ✭✸✷✮ ✶✷✽ ✶✻

❆❞❞✐'✐♦♥0 ✼✷ ✭✻✹✮ ✼✷ ✭✻✹✮ ✾✻ ✼✷

▲❛'❡♥❝❡ &❡❧❛'✐✈❡ 5[2TA + TM ] 5[2TA + TM ] 4TA + 2TM 4TA + 2TM

(5[3TA + TM ]) (5[3TA + TM ])

▲❛'❡♥❝❡ ❛❜0♦❧✉❡ ✶✺ ✭✷✵✮ ✶✺ ✭✷✵✮ ✻ ✻

❚❡♠♣0 ❞✬❡①#❝✉'✐♦♥ 8[2TA + TM ] 8[3TA + TM ] 4TA + 2TM 4TA + 2TM

(8[3TA + TM ]) (8[3TA + TM ])

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛&❛✐0♦♥ ❡♥'&❡ ♣❧✉0✐❡✉&0 ❛&❝❤✐'❡❝'✉&❡0 ❞❡ ❉❈❚ ✷❉

♣❛&'✱ ❧❛ 0✐♠♣❧✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &❡♣&#0❡♥'❛'✐♦♥ ♠❛'&✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬#7✉❛'✐♦♥ ✸✳✸✺ ❡' ❧❛ ❞❡0❝&✐♣'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛&✲

❝❤✐'❡❝'✉&❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ 0♦✉0 ❢♦&♠❡ ❞❡ ❇✉''❡&✢② ❝♦♠♠❡ ♠♦♥'&# 0✉& ❧❛ ❋✐❣✉&❡ ✸✳✶✺ ♦♥' ♣❡&♠✐0 ❞❡

&#❞✉✐&❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞✬♦♣#&❛'✐♦♥0✳ ❉❡ ♣❧✉0 ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ❣❛&❞# ❧❛ ♠V♠❡ ❧❛'❡♥❝❡ ❡' ❧❡ ♠V♠❡ '❡♠♣0

❞✬❡①#❝✉'✐♦♥✳ 9❛& ❛✐❧❧❡✉&0✱ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥0 &#❛❧✐0#❡0 ♣❛& ❧✬❛&❝❤✐'❡❝'✉&❡ ♣&♦♣♦0#❡ ❡0' 8
❢♦✐0 ✐♥❢#&✐❡✉& W ❝❡❧✉✐ ✉'✐❧✐0# ♣❛& ❧✬#7✉❛'✐♦♥ ✸✳✸✺ ❡' ✸ ❢♦✐0 ✐♥❢#&✐❡✉& W ❝❡❧✉✐ ✉'✐❧✐0# ♣❛& ❧❛ &#❛❧✐0❛'✐♦♥

❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❜❛0#❡ 0✉& ❧✬❛❧❣♦&✐'❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡♥✳

❉❡ ♣❧✉0 ❧✬❛&❝❤✐'❡❝'✉&❡ ♣&♦♣♦0#❡ W ❜❛0❡ ❞❡ &#❛❧✐0❛'✐♦♥ ❞✐&❡❝'❡ ♣❡&♠❡' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡& ❧❡0 ❝♦❡✣❝✐❡♥'0

❡♥ ✹ #'❛❣❡0✳ ❈❡❝✐ ✐♥❞✉✐' ✉♥❡ ❧❛'❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛&#❡ ❛✉① ❛&❝❤✐'❡❝'✉&❡0 ❡①✐0'❛♥'❡0✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ 0✐ ♥♦✉0

❝♦♥0✐❞#&♦♥0 ❧❡0 ♠V♠❡0 ❝♦♥0'❛♥'❡0 TA ❡' TM ✐♥'&♦❞✉✐'❡0 ❞❛♥0 ❧❛ 0❡❝'✐♦♥ ✸✳✸✱ ❧❡ '❡♠♣0 ❞✬❡①#❝✉'✐♦♥

❞✬✉♥ PE ❡0' ❞❡ TA ❡' ❝❡❧✉✐ ❞✉ PEd ❡0' ❞❡ TM + TA✳ 9❛& ❝♦♥0#7✉❡♥'✱ ❧❡0 ❝♦❡✣❝✐❡♥'0 ❞❡ ❉❈❚ ✷❉

0♦♥' ❞✐0♣♦♥✐❜❧❡0 ❛♣&[0 4TA + 2TM ✳ ❈❡ '❡♠♣0 ❡0' ✐♥❢#&✐❡✉& W ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛&❝❤✐'❡❝'✉&❡ W ❜❛0❡ ❞❡ ❧❛

0#♣❛&❛'✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ 7✉✐ ❡0' ❞❡ 5(2TA + TM )✳ ❯♥ ❛✉'&❡ ❛✈❛♥'❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛&❝❤✐'❡❝'✉&❡ ♣&♦♣♦0#❡

&#0✐❞❡ ❞❛♥0 ❧❡ '❡♠♣0 ❞✬❡①#❝✉'✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ '♦✉'❡0 ❧❡0 0♦&'✐❡0 0♦♥' ❞✐0♣♦♥✐❜❧❡0 ❡♥ ♠V♠❡

✐♥0'❛♥' ❝❡ 7✉✐ &❡♥❞ ❧❡ '❡♠♣0 ❞✬❡①#❝✉'✐♦♥ #❣❛❧❡ W ❧❛ ❧❛'❡♥❝❡✱ ❝♦♥'&❛✐&❡♠❡♥' W ❧✬❛&❝❤✐'❡❝'✉&❡ ❧✐❣♥❡

❝♦❧♦♥♥❡ ♦] ❧❛ ❧❛'❡♥❝❡ ❡0' ✐♥❢#&✐❡✉&❡ ❛✉ '❡♠♣0 ❞✬❡①#❝✉'✐♦♥✳

✸✳✹✳✸✳✸ ❊①%❡♥(✐♦♥ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥( ♠✉❧%✐(%❛♥❞❛4❞(

▲❡0 ♥♦✉✈❡❛✉① 0'❛♥❞❛&❞0 '❡❧0 7✉❡ ▼9❊●✲✹ ❡' ❍✳✷✻✹ ❬✶✵✻❪ ✐♥'&♦❞✉✐'0 ❞❛♥0 ❧❡0 ❛♥♥#❡0 ✷✵✵✵

✉'✐❧✐0❡♥' ❧❛ ❉❈❚ ❡♥'✐[&❡ W ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ &#❡❧❧❡✳ ❈❡''❡ ❢♦&♠❡ ❞❡ ❉❈❚ ❡0' ✉♥❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛'✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❉❈❚ &#❡❧❧❡✳ ❊❧❧❡ 0✬❛♣♣❧✐7✉❡ W ❞❡0 ❜❧♦❝0 ❞❡ '❛✐❧❧❡ 4×4 ❡' ❡❧❧❡ ❡0' ❞♦♥♥#❡ ♣❛& ❧❛ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥

♠❛'&✐❝✐❡❧❧❡ 0✉✐✈❛♥'❡ ✿

Y = HyHT =









1 1 1 1
1 2 −2 −1
1 −1 −1 1
2 −1 1 −2

















y(0, 0) y(0, 1) y(0, 2) y(0, 3)
y(1, 0) y(1, 1) y(1, 2) y(1, 3)
y(2, 0) y(2, 1) y(2, 2) y(2, 3)
y(3, 0) y(3, 1) y(3, 2) y(3, 3)

















1 1 1 2
1 2 −1 −1
1 −2 −1 1
1 −1 1 −2
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❊♥ ❡✛❡'✱ ❛✈❡❝ ❝❡''❡ ❢♦&♠❡ ❞❡ ❉❈❚✱ ❧❛ ♠❛'&✐❝❡ ❝♦0✐♥✉0 ❞❡ ❧✬#7✉❛'✐♦♥ ✸✳✸✾ ❡0' &❡♠♣❧❛❝#❡ ♣❛&

✉♥❡ ♠❛'&✐❝❡ W ✈❛❧❡✉&0 ❡♥'✐[&❡ ✶✱ ✲✶✱ ✷✱ ✲✷✱ ❞✬♦] ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❉❈❚ ❡♥'✐[&❡ ❞♦♥♥# W ❝❡''❡ ❉❈❚✳ ▲❡

❜✉' ❞❡ ❝❡''❡ ❉❈❚ ❡♥'✐[&❡ ❝♦♥0✐0'❡ W ❛❧❧#❣❡& ❧❡0 ❝♦♥'&❛✐♥'❡0 ♠❛'#&✐❡❧❧❡0 ✭♥♦'❛♠♠❡♥' ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡0

♠✉❧'✐♣❧✐❡✉&0 ♥#❝❡00❛✐&❡0 ❞❛♥0 ❧❡ ❝❛0 ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ &#❡❧❧❡✮✳

◆♦✉0 ♣♦✉✈♦♥0 &❡♠❛&7✉❡& 7✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢♦&'❡ 0✐♠✐❧✐'✉❞❡ ❡♥'&❡ ❧❡0 #7✉❛'✐♦♥0 ✸✳✹✵ ❡' ✸✳✸✾✳ ❊♥

❡✛❡'✱ ❡♥ &❡♠♣❧❛d❛♥' d ♣❛& ✷✱ ♥♦✉0 ♣❛00♦♥0 ❞✬✉♥❡ ❉❈❚ &#❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝'❡✉& ❞✬#❝❤❡❧❧❡ ✐♥❝❧✉0 ❞❛♥0

❧❛ ♠❛'&✐❝❡ ❞❡ 7✉❛♥'✐✜❝❛'✐♦♥ W ✉♥❡ ❉❈❚ ❡♥'✐[&❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐'✱ ❧❡ 0❝❤#♠❛ ❜❧♦❝ ♣♦✉& ❧❛ &#❛❧✐0❛'✐♦♥

❞✬✉♥❡ ❉❈❚ ❡♥'✐[&❡ ♣❡✉' V'&❡ ❞#❞✉✐' ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉&❡ ✸✳✶✺✳ ❉❡ ♣❧✉0✱ ♣♦✉& ✉♥❡ ❛&❝❤✐'❡❝'✉&❡ ❞❡

❉❈❚ ✉'✐❧✐0#❡ ❞❛♥0 ❧❛ ❝♦♠♣&❡00✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡0✱ ♥♦✉0 ♣&♦♣♦0♦♥0 ❞✬✉'✐❧✐0❡& ❧❡ PEint ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉&❡ ✸✳✶✽✳

❈❡❧❛ ♥♦✉0 ♣❡&♠❡'✱ W ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥'&#❡ ❞❡ 0#❧❡❝'✐♦♥✱ ♣❧❛❝#❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠✉❧'✐♣❧✐❡✉&✱ ♥♦♠♠#❡

sel✱ ❞❡ ♣❛00❡& ❞✬✉♥❡ ❛&❝❤✐'❡❝'✉&❡ ❛❞❛♣'#❡ W ✉♥❡ 0'&✉❝'✉&❡ ❞❡ '②♣❡ ❏9❊● ♦✉ ❍✳✷✻✸ W ✉♥ 0'❛♥❞❛&❞

❞❡ '②♣❡ ❍✳✷✻✹ ♦✉ ❍❊❱❈✳

9❛& ❝♦♥0#7✉❡♥' ✉♥❡ 0❡✉❧❡ ❛&❝❤✐'❡❝'✉&❡ ♣❡✉' V'&❡ ✉'✐❧✐0#❡ ♣♦✉& ❝❛❧❝✉❧❡& W ❧❛ ❢♦✐0 ❧❛ ❉❈❚ ✷❉

4× 4 &#❡❧❧❡ ❡' ❡♥'✐[&❡✳



✽✵ ❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼➱❊ ❊◆ ❈❖❙■◆❯❙ ❉■❙❈❘➮❚❊

rPE

1in

2in

1out

2out

1in

2in

1out

2out

d 2

Sel
Sel

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✽ ✕ ❊❧'♠❡♥+ ❞❡ ❜❛/❡ ✭PEint✮

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❉❛♥/ ❝❡ ❝❤❛♣✐+7❡ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ♣7'/❡♥+' ❞❛♥/ ✉♥ ♣7❡♠✐❡7 +❡♠♣/ ❧❡/ ❞✐✛'7❡♥+/ ❛❧❣♦7✐+❤♠❡/ ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡/ ❝♦❡✣❝✐❡♥+/ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✶❉ ❛✐♥/✐ @✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛7❛✐/♦♥ ❛❧❣♦7✐+❤♠✐@✉❡ ❡♥+7❡ ❧❡/ ❞❡✉①

❛❧❣♦7✐+❤♠❡/ ❧❡/ ♣❧✉/ ✉+✐❧✐/'/✳ ❊♥/✉✐+❡✱ ❛♣7D/ ❛✈♦✐7 ♣❛7❧' ❞❡/ ❛❧❣♦7✐+❤♠❡/ ❞❡ ❧❛ 7'❛❧✐/❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❉❈❚ ✷❉ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ♣7'/❡♥+' ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛7❝❤✐+❡❝+✉7❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠'❧✐♦7❡7 ❧❛ 7❛♣✐❞✐+' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

+♦✉+ ❡♥ ♦♣+✐♠✐/❛♥+ ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞✬♦♣'7❛+❡✉7/ ❛7✐+❤♠'+✐@✉❡/ ♥'❝❡//❛✐7❡/ ✭♣❛7 ❝♦♥/'@✉❡♥+ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/

♦♣+✐♠✐/' ❧❛ /✉7❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣'❡✮✳

▲❡/ 7'/✉❧+❛+/ ♦❜+❡♥✉/ ♦♥+ ♠♦♥+7' @✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞❡ ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥/ 7'❛❧✐/'❡/ ♣❛7 ❧✬❛7❝❤✐+❡❝+✉7❡

♣7♦♣♦/'❡ ❡/+ 8 ❢♦✐/ ✐♥❢'7✐❡✉7 I ❝❡❧✉✐ ✉+✐❧✐/' ♣♦✉7 ✉♥❡ ❉❈❚ I ❜❛/❡ ❞❡ ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥ ♠❛+'7✐❡❧❧❡ ❡+

✸ ❢♦✐/ ✐♥❢'7✐❡✉7 I ❝❡❧✉✐ ✉+✐❧✐/' ♣❛7 ❧❛ 7'❛❧✐/❛+✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❜❛/'❡ /✉7 ❧✬❛❧❣♦7✐+❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡♥✳ ❉❡

♣❧✉/✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ♠♦♥+7' @✉❡ ❧✬❛7❝❤✐+❡❝+✉7❡ ♣7♦♣♦/'❡ /❡ ♣7J+❡ ❜✐❡♥ I ✉♥❡ ✉+✐❧✐/❛+✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣7❡//✐♦♥

❞✬✐♠❛❣❡/ ❡+ ❞❡ ❧❛ ✈✐❞'♦ @✉❡❧@✉❡ /♦✐+ ❧❡ /+❛♥❞❛7❞ ❡♠♣❧♦②'✳ ❯♥❡ ✐♠♣❧❛♥+❛+✐♦♥ ♠❛+'7✐❡❧❧❡ I '+'

7'❛❧✐/'❡ ❡+ ❧❡/ 7'/✉❧+❛+/ ♦❜+❡♥✉/ /♦♥+ ❞'+❛✐❧❧'/ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❤❛♣✐+7❡ ✻✳
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✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉5✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ♥♦✉# ♥♦✉# ❝♦♥❝❡♥)*♦♥# #✉* ❧✬✉)✐❧✐#❛)✐♦♥ ❞❡# ■1 ♣♦✉* ❧✬✐♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ ❞❡# ❛♣♣❧✐✲

❝❛)✐♦♥# ❞❡ )*❛✐)❡♠❡♥)# ❞❡ #✐❣♥❛❧ #✉* ❋1●❆✳ 1❧✉# ♣❛*)✐❝✉❧✐9*❡♠❡♥)✱ ♥♦✉# ♥♦✉# #♦♠♠❡# ✐♥);*❡##;#

< ❞❡# ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥# ❞❡ *;❝❡♣)✐♦♥ ❞✬✉♥ #✐❣♥❛❧ *❛❞✐♦❢*;>✉❡♥❝❡ ✭❘❋✮✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ❛✜♥ ❞❡ )❡#)❡* ❧❡# ❧✐✲

♠✐)❡# ❞❡ ❧✬■1 ❋❋❚ ♣*♦♣♦#;❡✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❝❤♦✐#✐ ❞❡ ❧❛ )❡#)❡* ❞❛♥# ✉♥ ❡♥✈✐*♦♥♥❡♠❡♥) ❝♦♥)*❛✐❣♥❛♥)

✭❧❡ )❡♠♣# ❞❡ *;♣♦♥#❡ ❡) ❧✬❡✣❝❛❝✐); ❞❡# )*❛✐)❡♠❡♥)#✮ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❣✉❡**❡ ;❧❡❝)*♦♥✐>✉❡✳ 1♦✉*

❝❡))❡ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❧❛ ❋❋❚ ❡#) ✉)✐❧✐#;❡ ♣♦✉* *;❛❧✐#❡* ❧❛ ❝♦♥✈❡*#✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ )❡♠♣♦*❡❧ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡

❢*;>✉❡♥)✐❡❧ ❡) ❞❛♥# ❧❡ ❜✉) ❞❡ ❞;)❡❝)❡* ❧❛ ❢*;>✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ #✐❣♥❛❧ ❝❡ >✉✐ ❢❛❝✐❧✐)❡ #❛ *❡#)✐)✉)✐♦♥✳

◆♦✉# ❝♦♠♠❡♥J♦♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ♣❛* ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛)✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥) ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❡♥ ❧✬✐♥);❣*❛♥)

❞❛♥# ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡ ♥✉♠;*✐#❛)✐♦♥✳ 1❛* ❧❛ #✉✐)❡✱ ♥♦✉# ✉)✐❧✐#♦♥# ✉♥ ❜❛♥❝ ❞❡ )❡#) ❛✜♥ ❞❡ ♠❡#✉*❡* ❧❛

♣✉✐##❛♥❝❡ ❝♦♥#♦♠♠;❡ ♣❛* ❧✬■1 ❋❋❚ ♣*♦♣♦#;❡✳ ❊♥#✉✐)❡✱ ♥♦✉# ♣*;#❡♥)♦♥# ✉♥ ❞❡# ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉)✐❧✐✲

#❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❞❛♥# ❧❡# ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥# ❞❡ )*❛✐)❡♠❡♥) ❞❡ #✐❣♥❛❧ ✿ ▲❛ ❞;)❡❝)✐♦♥ ❞❡# #✐❣♥❛✉① ❞❛♥# ❧❛

❣✉❡**❡ ;❧❡❝)*♦♥✐>✉❡✳ ◆♦✉# ✜♥✐##♦♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ♣❛* ♣*;#❡♥)❡* ❧❡# *;#✉❧)❛)# ❞✬✐♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ ♦❜)❡♥✉#

❡) ♣♦✉* ♠♦♥)*❡* ❧✬❛✈❛♥)❛❣❡ ❞❡ ❧✬■1 ♣*♦♣♦#;❡ ♣❛* *❛♣♣♦*) < ❧✬■1 ❞❡ ❳✐❧✐♥①✳

✹✳✷ ❈❤❛✐♥❡ ❞❡ ♥✉♠2&✐3❛%✐♦♥

❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡* ❧❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥) ❞❡ ❧✬■1 ❋❋❚✱ ♥♦✉# ❧✬❛✈♦♥# ✉)✐❧✐#; ❞❛♥# ✉♥ ❝♦♥)❡①)❡ ❞✬;✈❛✲

❧✉❛)✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡ ♥✉♠;*✐#❛)✐♦♥✳

✹✳✷✳✶ ❇❛♥❝ ❞❡ /❡0/

▲❡ ❜❛♥❝ ❞❡ )❡#) >✉❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♠✐# ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉* ✐♠♣❧❛♥)❡* ❡) ✈❛❧✐❞❡* ❝❡))❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡

♥✉♠;*✐#❛)✐♦♥ ❡#) ♠♦♥)*; #✉* ❧❛ ❋✐❣✉*❡ ✹✳✶✳

✽✸
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ✕ ❙✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥/01❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✹ ✕ ❙♦0/✐❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷✺✻ ♣♦✐♥/8

❋✐❣✉$❡ ✹✳✺ ✕ ▼♦❞✉❧❡ ❞✉ 8♣❡❝/0❡ ❞❡ 8♦0/✐❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚

♣♦✉0 ❝❤❛=✉❡ ❋❋❚ ❞❡ /❛✐❧❧❡ ✷✺✻ ♣♦✐♥/8✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ✐❧ ❡8/ ♥1❝❡88❛✐0❡ ❞❡ ♠1♠♦0✐8❡0 ❧❡8 1❝❤❛♥/✐❧❧♦♥8

❢♦✉0♥✐8 ♣❛0 ❧❡ ❈❆◆✳ ❯♥❡ ❢♦✐8 =✉❡ ❧❡8 ❞♦♥♥1❡8 8♦♥/ 8❛✉✈❡❣❛0❞1❡8 ❞❛♥8 ✉♥❡ ♠1♠♦✐0❡ ♥♦✉8 ❛♣♣❧✐=✉♦♥8

✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ /❛✐❧❧❡ ✷✺✻ ♣♦✐♥/8 ❡/ ♥♦✉8 ♦❜/❡♥♦♥8 /♦✉/❡8 ❧❡8 8♦0/✐❡8 ❛♣0I8 ✸✺✻ ❝②❝❧❡8 ❞✬❤♦0❧♦❣❡8✳

K❡♥❞❛♥/ =✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ 8❡ ❢❛✐/✱ ♥♦✉8 01❛❧✐8♦♥8 ❧✬❛❝=✉✐8✐/✐♦♥ ❞❡8 ♥♦✉✈❡❛✉① ✷✺✻ ♣♦✐♥/8

♣♦✉0 ❧❡8 8/♦❝❦❡0 ❞❛♥8 ❧❛ ♠1♠♦✐0❡✳ ❆✐♥8✐✱ ❧❛ ❋❋❚ ❝♦♥N✉❡ ❡8/ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ /0❛♥8❢♦0♠❡0 ❧❡8 1❝❤❛♥/✐❧❧♦♥8

❡♥ /❡♠♣8 01❡❧✳ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐=✉❡ ❧✬❛♣♣❛0✐/✐♦♥ ❞❡8 ✺ ♣✐❝8 8②♠1/0✐=✉❡8 8✉0 ❧❡ 8♣❡❝/0❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉0❡ ✹✳✺

✭♣♦✉0 8✬❛88✉0❡0 ❞❡ ❧❛ ❝❧❛0/1 ❞❡ ❧✬✐❧❧✉8/0❛/✐♦♥ ♥♦✉8 ♥♦✉8 8♦♠♠❡8 ❛00P/18 Q ✺ ♣✐❝8✮✳ ❙✐❣♥❛❧♦♥8 ✐❝✐ =✉❡

❧❛ ❧❛/❡♥❝❡ ❞❡ ✸✺✻ ❝②❝❧❡8 ❞✬❤♦0❧♦❣❡8 ♥✬❛✛❡❝/❡ =✉❡ ❧❡8 8♦0/✐❡8 ❞❡ ❧❛ 1ere ❋❋❚✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❡♥ /❡♠♣8 01❡❧ ❛♣♣❧✐=✉1 ❛✉① ❞♦♥♥1❡8 ♥✉♠10✐81❡8 ♣❛0 ❧❡ ❈❆◆ ♣❡0♠❡/

❞✬1✈❛❧✉❡0 ✭❡♥ ♦✤✐♥❡✮ ❝❡ ❝♦♥✈❡0/✐88❡✉0✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❧❡8 ♣❛0❛♠I/0❡8 /❡❧8 =✉❡ ❧❡ ❙◆❘ ✧❙✐❣♥❛❧ /♦ ◆♦✐8❡

❘❛/✐♦♥✧ ♦✉ ❧❡ ❙❋❉❘ ✧❙♣✉0✐♦✉8 ❋0❡❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❘❛♥❣❡✧ ❬✶✵✽❪ ♣❡✉✈❡♥/ P/0❡ ❞1/❡0♠✐♥18✱ ✉♥❡ ❢♦✐8

=✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡08✐♦♥ 8✬❛❝❤I✈❡✱ ❡♥ 8❡ ❜❛8❛♥/ 8✉0 ❧❡ 8♣❡❝/0❡ ❞✉ 8✐❣♥❛❧ ❝♦♥✈❡0/✐✳



✹✳✸✳ ▼❊❙❯❘❊ ❉❊ )❯■❙❙❆◆❈❊ ✽✼

❋✐❣✉$❡ ✹✳✻ ✕ ❙♣❡❝*+❡ ❞❡ -♦+*✐❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚

✹✳✸ ▼❡%✉'❡ ❞❡ ♣✉✐%%❛♥❝❡

❉❛♥- ❝❡**❡ -❡❝*✐♦♥✱ ♥♦✉- ♥♦✉- ✐♥*8+❡--♦♥- 9 ❧❛ ♣✉✐--❛♥❝❡ ❝♦♥-♦♠♠8❡ ♣❛+ ❧❡- ■< ❋❋❚ ♣+♦♣♦-8❡-✳

❆✜♥ ❞✬❡✛❡❝*✉❡+ ❝❡**❡ ♠❡-✉+❡ ❞❡ ♣✉✐--❛♥❝❡✱ ♥♦✉- ✉*✐❧✐-♦♥- ✉♥ ❜❛♥❝ ❞❡ *❡-* ❝♦♠♣♦-8 ❞✬✉♥❡ ❝❛+*❡

❋<●❆ ❱✐+*❡①✲✻ ❙❳ ✸✶✺ ❚ ❧✐8❡ 9 ✉♥ ❛♣♣❛+❡✐❧ ❞❡ ♠❡-✉+❡ ❞❡ ♣✉✐--❛♥❝❡ ✭❈<❳ ✹✵✵❆ ❉❯❆▲ ✻✵❱

✷✵❆✮✳ ▲❡ ❜❛♥❝ ❞❡ *❡-* ✉*✐❧✐-8 ❡-* ♣+8-❡♥*8 -✉+ ❧❛ ❋✐❣✉+❡ ✹✳✼✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✼ ✕ ❇❛♥❝ ❞❡ *❡-* ♣♦✉+ ❧❛ ♠❡-✉+❡ ❞❡ ♣✉✐--❛♥❝❡

▲✬❛♣♣❛+❡✐❧ ❞❡ ♠❡-✉+❡ ❡-* ❧✐8 9 ❧❛ ❝❛+*❡ ❋<●❆ ✈✐❛ ❧❛ -♦+*✐❡ ❞✬❛❧✐♠❡♥*❛*✐♦♥ ❡♥ ❢♦✉+♥✐--❛♥* ✉♥❡

*❡♥-✐♦♥ ❞✬❡♥*+8❡ 8❣❛❧❡ 9 ✺ ❱✳ ❊♥ ♠❡-✉+❛♥* ❧❡ ❝♦✉+❛♥* ❞❡ -♦+*✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛+*❡ ♥♦✉- ♣♦✉✈♦♥- ❛✐♥-✐

❞8❞✉✐+❡ ❧❛ ♣✉✐--❛♥❝❡ ❝♦♥-♦♠8❡ Pcons ❡♥ ✉*✐❧✐-❛♥* ❧✬8V✉❛*✐♦♥ ✹✳✶✳
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P = U × I ✭✹✳✶✮

❖' ( ❡*+ ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❝♦♥*♦♠♠5❡✱ ❯ ❡*+ ❧❛ +❡♥*✐♦♥ ❡+ ■ 9❡♣95*❡♥+❡ ❧❡ ❝♦✉9❛♥+✳

(❛9 ❛✐❧❧❡✉9*✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡*✉9❡9 ❞❡ ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❝♦♥*♦♠♠5❡✱ ✐❧ ❡*+ ♥5❝❡**❛✐9❡ ❞❡ ♠❡*✉9❡9 ❧❛

♣✉✐**❛♥❝❡ < ✈✐❞❡ ❡+ ♣❛9 ❧❛ *✉✐+❡ ♠❡*✉9❡9 ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❛♣9>* ❝❤❛9❣❡♠❡♥+ ❞✉ ❋(●❆ ❡+ ❞5❞✉✐9❡ ❧❛

♣✉✐**❛♥❝❡ ❝♦♥*♦♠♠5❡ ❡♥ *❡ ❜❛*❛♥+ *✉9 ❧✬5F✉❛+✐♦♥ ✹✳✷✳

Pcons = Ptot − Pvide ✭✹✳✷✮

♦' Ptot ❡*+ ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ♠❡*✉95❡ ❛♣9>* ✉♥ +9❛✐+❡♠❡♥+✱ Pvide ❡*+ ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ♠❡*✉95❡ < ✈✐❞❡

♦❜+❡♥✉ ❡♥ ♠❡*✉9❛♥+ ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❝♦♥*♦♠♠5❡ ♣❛9 ❧❡ ❋(●❆ F✉✐ ❝♦♥+✐❡♥+ ✉♥ ❛❧❣♦9✐+❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣✲

+❛❣❡✳

❉✬❛✉+9❡ ♣❛9+✱ *❛❝❤❛♥+ F✉❡ ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❞②♥❛♠✐F✉❡ ♠❡*✉95❡ ❡*+ *❡♥*✐❜❧❡♠❡♥+ ✐♥❢59✐❡✉9❡ < ❧❛

♣✉✐**❛♥❝❡ *+❛+✐F✉❡ ❡+ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐9 ✉♥❡ ♠❡*✉9❡ ♣95❝✐*❡✱ ♥♦✉* ❛✈♦♥* ♦♣+❡9 ♣♦✉9 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉9 ♠♦②❡♥♥❡

❞❡ ❝❡++❡ ♣✉✐**❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ♥♦✉* ❛✈♦♥* ♣9♦❝5❞5 < ✉♥❡ ❞✉♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❞✉ +9❛✐+❡♠❡♥+ ❝♦♥*✐❞595 ❞❛♥*

❧❛ ❝❛9+❡ ❋(●❆ ♣♦✉9 ❛✉❣♠❡♥+❡9 ❧❛ ✈❛❧❡✉9 ❞❡ ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❞②♥❛♠✐F✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉9 9❡+9♦✉✈❡9 ❧❛

✈❛❧❡✉9 ❞❡ ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❝♦99❡*♣♦♥❞❛♥+ < ✉♥ *❡✉❧ +9❛✐+❡♠❡♥+✱ ♥♦✉* ❞✐✈✐*♦♥* ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❝♦♥*♦♠♠5❡

♣❛9 ❧❡ ♥♦♠❜9❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛+✐♦♥*✳

◆♦✉* ❛✈♦♥* ♠❡*✉95 ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ♣♦✉9 ❞❡* +❛✐❧❧❡* ❞✐✛59❡♥+❡* ❞❡ ❋❋❚ ❡♥ ✉+✐❧✐*❛♥+ ❧✬■( ❋❋❚

♣9♦♣♦*5❡✳ ◆♦✉* ❛✈♦♥* ❞✉♣❧✐F✉5 ❝❡++❡ ■( ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐9 ✉♥❡ ♠❡*✉9❡ ♣95❝✐*❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❝♦♥*♦♠✲

♠5❡✳ ◆♦✉* ✉+✐❧✐*♦♥* ✉♥❡ ■( ❉❉❙ ❛✜♥ ❞❡ ❣5♥59❡9 ❧❡* ❡♥+95❡* ♣♦✉9 ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡* ■(✳ ❉❡ ♣❧✉*✱ ♥♦✉*

❝♦♥♥❡❝+♦♥* ✉♥❡ *♦9+✐❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡* ■( ❋❋❚ ❞✉♣❧✐F✉5❡* < ❈❤✐♣❙❝♦♣❡ ❛✜♥ ❞❡ *✬❛**✉9❡9 ❞❡ *♦♥

✐♠♣❧❛♥+❛+✐♦♥✳

▲❡ ❝♦✉9❛♥+ < ✈✐❞❡ ❡*+ ❞❡ ✶✱✾✺ ❆✳ ▲❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ < ✈✐❞❡ ❡*+ ❛✐♥*✐ 5❣❛❧❡ < 5, 03× 1, 95 = 9, 8085
❲✳ ▲✬■( ❋❋❚ ✶✻ ♣♦✐♥+* ❛ 5+5 ❞✉♣❧✐F✉5 ✶✵✵ ❢♦✐*✳ ▲❡ ❝♦✉9❛♥+ ❛✐♥*✐ ❢♦✉9♥✐+ ❡*+ 5❣❛❧ < ✷✳✹✷ ❆✳ ▲❛

♣✉✐**❛♥❝❡ ❝♦♥*♦♠♠5❡ ♣❛9 ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❡*+ ❛✐♥*✐ 5❣❛❧❡ < ✶✷✳✶✼✷✻ ❲✳ ❙✐ ♥♦✉* 9❡+✐9♦♥* ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡

< ✈✐❞❡ ❡+ ♥♦✉* ❞✐✈✐*♦♥* ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❝♦♥*♦♠♠5❡ ♣❛9 ❧❡ ♥♦♠❜9❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛+✐♦♥* 95❛❧✐*5❡* ♥♦✉*

❞5❞✉✐*♦♥* ❛✐♥*✐ ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❝♦♥*♦♠♠5❡ ♣❛9 ❋❋❚ ✶✻ ♣♦✐♥+* F✉✐ 5❣❛❧❡ < 23.4 ♠❲✳ ◆♦✉* ❛✈♦♥*

95❛❧✐*5 ❧❛ ♠Y♠❡ ♦♣59❛+✐♦♥ ♣♦✉9 ❞✐✛59❡♥+❡* +❛✐❧❧❡* ❞❡ ❋❋❚ ❞❡ ❧✬■( ♣9♦♣♦*5❡ ❡+ ♥♦✉* 9❡♣95*❡♥+♦♥* ❧❡*

95*✉❧+❛+* ♦❜+❡♥✉* *✉9 ❧❛ ❋✐❣✉9❡ ✹✳✽✳ ❆✉**✐✱ ♥♦✉* ❛✈♦♥* 95❛❧✐*5 ❧❡* ♠Y♠❡* ♦♣59❛+✐♦♥* ♣95❝5❞❡♠♠❡♥+

❝✐+5❡* *✉9 ❧✬■( ❋❋❚ ❳✐❧✐♥① ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛9❡9 ❧❡* ♣✉✐**❛♥❝❡* ❝♦♥*♦♠♠5❡* ❞❡* ❞✐✛59❡♥+* ■(✳

0

20

40

60

80

100

120

0

50

100

150

200

250

16 64 256 1024 4096 16384

IP proposée

IP Xilinx

duplications

P
ui

ss
an

ce
 (

m
W

)

Taille FFT

N
om

br
e 

de
 d

up
li

ca
ti

on
s

❋✐❣✉$❡ ✹✳✽ ✕ $✉✐''❛♥❝❡' ♠❡'✉-.❡' ❞❡ ❧✬■$ ❋❋❚ ♣-♦♣♦'.❡ ❡7 ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❳✐❧✐♥①

■❧ ❡'7 ♠♦♥7-. :✉❡ ❧❡' ❝♦♥'♦♠♠❛7✐♦♥' ❞❡ ♣✉✐''❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬■$ ♣-♦♣♦'.❡ ❡7 ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❳✐❧✐♥① '♦♥7 7-;'

♣-♦❝❤❡'✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥7✱ -❛♣♣❡❧♦♥' :✉✬❡♥ 7❡-♠❡ ❞❡ -❛♣✐❞✐7.✱ ❧✬■$ :✉❡ ♥♦✉' ♣-♦♣♦'♦♥' ❡'7 7-♦✐' ❢♦✐'



✹✳✹✳ ❆##▲■❈❆❚■❖◆❙ ❉❊ ●❯❊❘❘❊ ➱▲❊❈❚❘❖◆■◗❯❊ ✽✾

♣❧✉% &❛♣✐❞❡ +✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❳✐❧✐♥①✳ ❉❡ ♣❧✉% ❧❡ ❞2❜✐4 ❢♦✉&♥✐4 ❡%4 ✹ ❢♦✐% ♠❡✐❧❧❡✉& +✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬■; ❞❡

❳✐❧✐♥①✳

✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥+ ❞❡ ❣✉❡00❡ 1❧❡❝(0♦♥✐2✉❡

✹✳✹✳✶ ▲❛ ❣✉❡((❡ )❧❡❝,(♦♥✐0✉❡

❉❛♥% ❧❡% ❝♦♥✢✐4% ♠♦❞❡&♥❡%✱ ❧❡% ♠❛>4&✐%❡% ❞❡ ❧✬✐♥❢♦&♠❛4✐♦♥✱ ❞❡ %❛ 4&❛♥%♠✐%%✐♦♥ ❡4 ❞❡ %♦♥ 4&❛✐✲

4❡♠❡♥4 %♦♥4 ❞❡✈❡♥✉❡% ❞2❝✐%✐✈❡%✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡%%♦& ♣&♦❞✐❣✐❡✉① ❞❡% 42❧2❝♦♠♠✉♥✐❝❛4✐♦♥% ♥✉♠2&✐+✉❡% ❡4

❧✬✉%❛❣❡ ✐♥4❡♥%✐❢ ❞❡% 2♠✐%%✐♦♥% &❛❞✐♦2❧❡❝4&✐+✉❡% ❞❛♥% ❧❡% ❛♣♣❧✐❝❛4✐♦♥% ❝✐✈✐❧❡% ❡4 ♠✐❧✐4❛✐&❡%✱ ❧❛ ❣✉❡&&❡

2❧❡❝4&♦♥✐+✉❡ ✭●❊✮ 4✐❡♥4 ♠❛✐♥4❡♥❛♥4 ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♠❛❥❡✉&❡ ❞❛♥% ❧❡ ❞✐%♣♦%✐4✐❢ ❞❡ ❞2❢❡♥%❡✳

▲❛ ❣✉❡&&❡ 2❧❡❝4&♦♥✐+✉❡ ❝♦♥%✐%4❡ ❡♥ ❧✬❡①♣❧♦✐4❛4✐♦♥ ❞❡% 2♠✐%%✐♦♥% &❛❞✐♦2❧❡❝4&✐+✉❡% ❞✬✉♥ ❛❞✈❡&%❛✐&❡

❡4✱ ✐♥✈❡&%❡♠❡♥4✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥%✐%4❡ I ❧✬❡♠♣J❝❤❡& ❞✬❡♥ ❢❛✐&❡ ❛✉4❛♥4✳ ■❧ %✬❛❣✐4 ❞♦♥❝ ❞❡ 4♦✉4❡% ❧❡% ♦♣2&❛4✐♦♥%

+✉✐ ✈✐%❡♥4 I ❛❝+✉2&✐& ❧❛ ♠❛✐4&✐%❡ ❞✉ %♣❡❝4&❡ 2❧❡❝4&♦♠❛❣♥24✐+✉❡✳ ❖♥ ❞✐%4✐♥❣✉❡ 4&♦✐% ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡%

❝♦♠♣♦%❛♥4❡% ❞❡ ❧❛ ❣✉❡&&❡ 2❧❡❝4&♦♥✐+✉❡ ✿

✕ ▲❡ &❡♥%❡✐❣♥❡♠❡♥4 ❞✬♦&✐❣✐♥❡ 2❧❡❝4&♦♠❛❣♥24✐+✉❡✳

✕ ▲✬❛44❛+✉❡ 2❧❡❝4&♦♠❛❣♥24✐+✉❡

✕ ▲❛ ♣&♦4❡❝4✐♦♥ 2❧❡❝4&♦♥✐+✉❡

▲❡ &❡♥%❡✐❣♥❡♠❡♥4 ❞✬♦&✐❣✐♥❡ 2❧❡❝4&♦♠❛❣♥24✐+✉❡ &❡❣&♦✉♣❡ 4♦✉% ❧❡% %②%4P♠❡% ♣❛%%✐❢% ❝❤❛&❣2% ❞❡

❞24❡❝4❡&✱ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐%❡& ❡4 ❞✬✐❞❡♥4✐✜❡& ❧❡% 2♠❡44❡✉&% ♣&2%❡♥4% ❞❛♥% ❧✬❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥4 ♣❛& ❧✬✐♥4❡&❝❡♣4✐♦♥

❞❡% ♦♥❞❡% 2❧❡❝4&♦♠❛❣♥24✐+✉❡%✳ ♦♥ ♣❛&❧❡ ❛✉%%✐ ❞❡% ❊❙▼ ✭❊❧❡❝4&♦♥✐❝ ❙✉♣♣♦&4 ▼❡%✉&❡%✮✳ ▲❡% ❊❙▼

+✉✐ %♦♥4 ♣❛%%✐❢%✱ ♣❡&♠❡44❡♥4 ❞❡ ✈♦✐& %❛♥% J4&❡ ✈✉✳ ■❧ ❡①✐%4❡ ❞❡ 4❡❧% %②%4P♠❡% ❛✉%%✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉& ❧❡%

&❛❞❛&%✱ ❧❡% %②%4P♠❡% ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛4✐♦♥% +✉❡ ❧❡% %②%4P♠❡% ♦♣4&♦♥✐+✉❡%✳ ❉❛♥% ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ &❛❞❛&✐%4❡✱

❧❡% ❊❙▼ %♦♥4 %♦✉✈❡♥4 ♥♦♠♠2% ❞24❡❝4❡✉&% ❞❡ &❛❞❛&%✳

▲✬❛44❛+✉❡ 2❧❡❝4&♦♠❛❣♥24✐+✉❡ ❡%4 ❧❛ ❝♦♠♣♦%❛♥4❡ ❛❝4✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❣✉❡&&❡ 2❧❡❝4&♦♥✐+✉❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥%✐%4❡

I ❡♠♣J❝❤❡& ✉♥ ❛❞✈❡&%❛✐&❡ ❞✬✉4✐❧✐%❡& ❧❡ %♣❡❝4&❡ 2❧❡❝4&♦♠❛❣♥24✐+✉❡✳ ❆✉%%✐ ❛♣♣❡❧2❡ ❝♦♥4&❡✲♠❡%✉&❡

2❧❡❝4&♦♥✐+✉❡% ✭❊❧❡❝4&♦♥✐❝ ❈♦✉♥4❡& ▼❡❛%✉&❡%✮✱ ✐❧ %✬❛❣✐4 ♣♦✉& ❧✬❡%%❡♥4✐❡❧ ❞❡ ♠❡%✉&❡% ❞❡ ❜&♦✉✐❧❧❛❣❡

❛✜♥ ❞❡ &❡♥❞&❡ ✐♥❡①♣❧♦✐4❛❜❧❡ ❧❡% 2♠✐%%✐♦♥%✱ ♦✉ ❞❡ ❧❡✉&&❛❣❡ ❞❛♥% ❧❡ ❜✉4 ❞❡ ❞♦♥♥❡& ❞❡ ❢❛✉%%❡% ✐♥❞✐❝❛✲

4✐♦♥%✳ ▲❡% ♠✐%%✐❧❡% ❛♥4✐&❛❞❛&%✱ ❧❡% ❜&♦✉✐❧❧❡✉&% ❡4 ❧❡% ❧❡✉&&❡% ❝♦♥%4✐4✉❡♥4 ❛✉❥♦✉&❞✬❤✉✐ ❧❡% ♣&✐♥❝✐♣❛✉①

♦✉4✐❧% ❞❡ ❧✬❛44❛+✉❡ 2❧❡❝4&♦♠❛❣♥24✐+✉❡✳ ❊❧❧❡ ✐♥❝❧✉4 2❣❛❧❡♠❡♥4 ❧✬✉%❛❣❡ ❞❡% ❛&♠❡% I 2♥❡&❣✐❡ ❞✐&✐✲

❣2❡ ❡4 ♣❛&4✐❝✉❧✐P&❡♠❡♥4 ❧✬❛&♠❡ ❤②♣❡&❢&2+✉❡♥❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡✉4&❛❧✐%❡& ✈♦✐& ❞❡ ❞24&✉✐&❡ ❧❡% %②%4P♠❡%

2❧❡❝4&♦♥✐+✉❡% ❛❞✈❡&%❡%✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣&♦4❡❝4✐♦♥ ❡%4 ✉♥❡ ❝♦♠♣♦%❛♥4❡ 4&P% ❞✐✈❡&%✐✜2❡ ❞❡ ❧❛ ●❊✳ ❊❧❧❡% ✐♥❝❧✉❡♥4 4♦✉% ❧❡%

❞✐%♣♦%✐4✐❢% ❡4 4♦✉4❡% ❧❡% ♣&♦❝2❞✉&❡% ♣❡&♠❡44❛♥4 ❞❡ ❝♦♥4&❡& ❧❡% ❛44❛+✉❡% 2❧❡❝4&♦♥✐+✉❡% ❞❡ ❧✬❛❞✈❡&✲

%❛✐&❡✳ ◆♦✉% ♣❛&❧♦♥% ❛✉%%✐ ❞✉ ❝♦♥4&❡ ❝♦♥4&❡✲♠❡%✉&❡% 2❧❡❝4&♦♥✐+✉❡% ✭❊❧❡❝4&♦♥✐❝ ❈♦✉♥4❡& ❈♦✉♥4❡&

▼❡❛%✉&❡%✮✳ ❉❛♥% ❝❡ 4&❛✈❛✐❧ ♥♦✉% ♥♦✉% ✐♥42&❡%%♦♥% I ❧❛ ❝♦♠♣♦%❛♥4❡ ♣❛%%✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ●❊✱ ❧✬❊❙▼✳

✹✳✹✳✷ ▲❡2 ❊❙▼

▲✬♦❜❥❡❝4✐❢ ♣&✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡% ❊❙▼ ❡%4 ❧❛ ❞❡%❝&✐♣4✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥4 2❧❡❝4&♦♠❛❣♥24✐+✉❡ ❞❡ ❧❛

❝✐❜❧❡ +✉✐ ❧❡ 4&❛♥%♣♦&4❡✳ ;♦✉& ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❛%%✉&❡ 4&♦✐% ❢♦♥❝4✐♦♥% ✿ ❞24❡❝4❡&✱ ❛♥❛❧②%❡& ❡4 ✐❞❡♥4✐✜❡&✳

✕ ❉24❡❝4❡& ✿ 4♦✉4 %✐❣♥❛❧ ❝❛♣42 ♣&♦✈❡♥❛♥4 ❞✬✉♥❡ %♦✉&❝❡ 2❧❡❝4&♦♠❛❣♥24✐+✉❡ ✈♦❧♦♥4❛✐&❡✱ ❞♦✐4 J4&❡

❡①4&❛✐4 ❞✉ ❜&✉✐4 ❡4 ♠❡%✉&2 ♣♦✉& ♣♦✉✈♦✐& ❢❛✐&❡ ❧✬♦❜❥❡4 ❞❡ 4&❛✐4❡♠❡♥4%✳

✕ ❆♥❛❧②%❡& ✿ ❧❡% %✐❣♥❛✉① ♣&♦✈❡♥❛♥4 ❞❡ &❛❞❛&% ❞✐✛2&❡♥4% ❞♦✐✈❡♥4 ❞✬❛❜♦&❞ J4&❡ %2♣❛&2% ❧❡% ✉♥%

❞❡% ❛✉4&❡%✱ ♣✉✐% ❝❛&❛❝42&✐%2% ♣❛& ✉♥ ❝❡&4❛✐♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡% ❞❡%❝&✐♣4✐✈❡%✳

✕ ■❞❡♥4✐✜❡& ✿ ❧❡% ❝❛&❛❝42&✐%4✐+✉❡% ❞❡% %✐❣♥❛✉① &❛❞❛&% ✐♥4❡&❝❡♣42% %♦♥4 ❝♦♠♣❛&2❡% I ✉♥❡ ❜❛%❡

❞❡ ❞♦♥♥2❡%✳ ■❧ %✬❛❣✐4 ❡♥ ♣❛&4✐❝✉❧✐❡& ❞❡ ❝♦♥♥❛>4&❡ ❧❡% ♣♦&4❡✉&% ❞❡ ❝❡% &❛❞❛&% ✭❛✈✐♦♥%✱ ♠✐%%✐❧❡%✱

❜❛4❡❛✉①✮✱ ❡4 ❧❡✉& ❞❡❣&2 ❞✬❤♦%4✐❧✐42 ✭❛♠✐✱ ❡♥♥❡♠✐✱ ♥❡✉4&❡✮✳

❙✉✐✈❛♥4 ❧❡% ♠✐%%✐♦♥% ❞2✈♦❧✉❡% ❛✉① ❊❙▼✱ ❧❡✉& ❝♦♥❝❡♣4✐♦♥ ❡%4 ✉♥ ❝♦♠♣&♦♠✐% ❡♥4&❡ 4&♦✐% ❢♦♥❝4✐♦♥% ✿

✕ ❘2❛❝4✐✈✐42 ✿ ❧❡ 4❡♠♣% ❞❡ &2❛❝4✐♦♥ I ❧✬❛♣♣❛&✐4✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ 2♠✐%%✐♦♥✳

✕ ❈♦✉✈❡&4✉&❡ ✿ ❧✬❡①❤❛✉%4✐✈✐42 ❞❡ ❧❛ ❞❡%❝&✐♣4✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥4✳

✕ ;&2❝✐%✐♦♥ ✿ ❧❛ +✉❛❧✐42 ❞❡ ❝❡44❡ ❞❡%❝&✐♣4✐♦♥✳

❊♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦&4❛♥❝❡ ❛❝❝♦&❞2❡ I ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡% ❢♦♥❝4✐♦♥%✱ ♦♥ ❞✐%4✐♥❣✉❡ %❝❤2♠❛4✐+✉❡♠❡♥4

4&♦✐% ❢❛♠✐❧❧❡% ❞❡ %②%4P♠❡%✱ ❧❡% ❊❙▼ ❞✬❛❧❡&4❡%✱ ❧❡% ❊❙▼ ❞❡ 4❡♥✉❡ ❞❡ %✐4✉❛4✐♦♥ ❡4 ❧❡% ❊❙▼ ❞❡



✾✵ ❈❍❆#■❚❘❊ ✹✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ❊❚ ▼❊❙❯❘❊❙

Réseaux
d�antennes

Transposition
Temps/

Fréquence

Détection /
Caractérisation

Emission des
Données

Sources
électromagnétiques

Traitement
analogique/

numérisation

❋✐❣✉$❡ ✹✳✾ ✕ ❘&❝❡♣*❡✉, ❞❡ ❣✉❡,,❡ &❧❡❝*,♦♥✐3✉❡

,❡♥4❡✐❣♥❡♠❡♥* &❧❡❝*,♦♥✐3✉❡ ✭❊▲■◆❚ ♣♦✉, ❊▲❡❝*,♦♥✐❝ ■◆❚❡❧❧✐❣❡♥❝❡✮✳

▲❡4 ❊❙▼ ❞✬❛❧❡,*❡ ❛❝❝♦,❞❡♥* ✉♥❡ ❣,❛♥❞❡ ✐♠♣♦,*❛♥❝❡ A ❧❛ ,&❛❝*✐✈✐*&✳ ◆&❛♥♠♦✐♥4✱ ❧❛ ❝♦✉✈❡,*✉,❡

♥❡ ❝♦♥❝❡,♥❡ 3✉❡ ❞❡4 *②♣❡4 ❞❡ ,❛❞❛,4 ,&♣❡,*♦,✐&4 ❝♦♠♠❡ ♠❡♥❛E❛♥*4✳ ▲❛ ♣,&❝✐4✐♦♥ ❞❡ *❡❧4 4②4*F♠❡4

,❡4*❡ ,❡❧❛*✐✈❡♠❡♥* ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛,❛✐4♦♥ ❞❡4 ❛✉*,❡4 *②♣❡4 ❊❙▼ 3✉✐ 4✉✐✈❡♥*✳

▲❡4 ❊❙▼ ❞❡ *❡♥✉❡ ❞❡ 4✐*✉❛*✐♦♥ ♥✬❛❝❝❡♣*❡♥* 3✉✬✉♥❡ ,&❛❝*✐✈✐*& ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲❛ ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝♦♥*,❛✐♥*❡

❡4* ✐♠♣♦4&❡ A ❧❛ ❝♦✉✈❡,*✉,❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐,♦♥♥❡♠❡♥* 3✉✐ ❞♦✐* I*,❡ *♦*❛❧❡✳ ▲❛ ♣,&❝✐4✐♦♥ ,&❝❧❛♠&❡ A ❝❡4

4②4*F♠❡4 ❡4* ❡♥ ❣&♥&,❛❧❡ ❛44❡③ ❜♦♥♥❡ ♣❛, ,❛♣♣♦,* A ❝❡❧❧❡ ❞❡4 ❊❙▼ ❞✬❛❧❡,*❡4✳

▲❡4 ❊❙▼ ❞✬❊▲■◆❚ ♦♥* ✉♥❡ ,&❛❝*✐✈✐*& ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛ ❝♦✉✈❡,*✉,❡ ♥❡ ❝♦♥❝❡,♥❡ 3✉❡ 3✉❡❧3✉❡4 ❝✐❜❧❡4

❜✐❡♥ ❞&✜♥✐❡4✳ ▲❛ ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡①✐❣❡♥❝❡ ♣♦,*❡ 4✉, ❧❛ ♣,&❝✐4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡4❝,✐♣*✐♦♥ ❞❡ ❝❡4 ❝✐❜❧❡4✳

✹✳✹✳✸ ▲❛ ❞&'❡❝'✐♦♥ ❡♥ ❣✉❡//❡ &❧❡❝'/♦♥✐1✉❡

✹✳✹✳✸✳✶ $%✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞./❡❝/✐♦♥

▲✬❛,❝❤✐*❡❝*✉,❡ ❞❡ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡♠❡♥* ❞✬✉♥ ❊❙▼ ❡4* ❞♦♥♥&❡ 4✉, ❧❛ ❋✐❣✉,❡ ✹✳✾✳

▲❡4 ❛♥*❡♥♥❡4 *,❛♥4❢♦,♠❡♥* ❧❡4 4✐❣♥❛✉① &❧❡❝*,♦♠❛❣♥&*✐3✉❡4 ❡♥ 4✐❣♥❛✉① &❧❡❝*,✐3✉❡4 ❤②♣❡,❢,&✲

3✉❡♥❝❡4✳ ❙✉✐✈❛♥* ❧❡ *②♣❡ ❞❡ *,❛✐*❡♠❡♥* ❞&4✐,&✱ ♦♥ ♣❡✉* *,♦✉✈❡, ❞❡4 ❛♥*❡♥♥❡4 ❝❛♣❛❜❧❡4 ❞❡ ❝♦✉✈,✐,

❞❡ ❧❛,❣❡4 ❜❛♥❞❡4 ❞❡ ❢,&3✉❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉, ❧❛ ❞&*❡❝*✐♦♥ ❡♥ ❣✉❡,,❡ &❧❡❝*,♦♥✐3✉❡ ♣♦✉, ❧❡4 ,&❝❡♣✲

*❡✉,4 ❲❇ ✧❲✐❞❡ ❇❛♥❞✧ ♦✉ ❞❡4 ❜❛♥❞❡4 ♣❧✉4 &*,♦✐*❡4 ❝♦♠♠❡ ♣♦✉, ❧❡4 ,&❝❡♣*❡✉,4 4✉♣❡,❤&*&,♦❞②♥❡4

✭❙❍✮✳ ◗✉❡❧3✉❡ 4♦✐* ❧❡ *②♣❡ ❞❡ ,&❝❡♣*✐♦♥✱ ✉♥❡ *,❛♥4❢♦,♠❛*✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ *❡♠♣♦,❡❧ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡

❢,&3✉❡♥*✐❡❧ ❡4* ,&❛❧✐4&❡✳ ❈❡**❡ *,❛♥4❢♦,♠❛*✐♦♥ ❡4* ❡✛❡❝*✉&❡ ❡♥ ✉*✐❧✐4❛♥* ❞❡4 ❋❋❚✳ ❆ ❝❡ ♠♦♠❡♥*✱

❧✬❊❙▼ ♠❡* ❡♥ X✉✈,❡ ❧❡4 ♠♦②❡♥4 ❞✬❛♥❛❧②4❡ ❡* ❞✬✐❞❡♥*✐✜❝❛*✐♦♥ ❞✉ 4✐❣♥❛❧ ,❡E✉ ❬✶✵✾❪✳ ❉❛♥4 ❧❛ ❣✉❡,,❡

&❧❡❝*,♦♥✐3✉❡✱❧❡4 ,❛❞❛,4 *,❛♥4♠❡**❡♥* ❞❛♥4 ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❛❧❧❛♥* ❞❡ ✷ A ✶✽ ●❍③✳ `♦✉, 4✬❛44✉,❡, ❞❡ ❧❛

3✉❛❧✐*& ❞❡ ❞&*❡❝*✐♦♥✱ ❧❡4 ❞❡✉① ,&❝❡♣*❡✉,4 ❲❇ ❡* ❙❍ 4♦♥* ✉*✐❧✐4&4✳ ▲❡ ♣,✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡♠❡♥*

❞❡ ❝❡**❡ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❡4* ❞♦♥♥&❡ 4✉, ❧❛ ❋✐❣✉,❡ ✹✳✶✵✳

Radar
Récepteur

WB
Récepteur

SH

Détection
grossière

Traitement

Détection
fine

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✵ ✕ `,✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞&*❡❝*✐♦♥ ,❛❞❛,

❆✜♥ ❞❡ ,&❛❧✐4❡, ✉♥❡ ❞&*❡❝*✐♦♥ ❡* ✐❞❡♥*✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡4 4✐❣♥❛✉① ,❛❞❛, ,❡E✉4✱ ❝❡4 ❞❡,♥✐❡,4 ❞♦✐✈❡♥*

♣❛44❡, ♣❛, ❞❡✉① ,&❝❡♣*❡✉,4 ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡4* ♠♦♥*,& 4✉, ❧❛ ❋✐❣✉,❡ ✹✳✶✵✳ ▲❡ ♣,❡♠✐❡, ❡4* ✉♥ ,&❝❡♣*❡✉,

❧❛,❣❡ ❜❛♥❞❡ 3✉✐ ♣❡,♠❡* ❞❡ ❝♦♥❝❡♥*,❡, ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢,&3✉❡♥❝❡ ❡♥ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❧✉4 &*,♦✐*❡ ❛✉*♦✉,
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❧✬■P ❋❋❚ ♣%♦♣♦(,❡ ❛✜♥ ❞✬✐♠♣❧❛♥$❡% ❧✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❞❡ %❡($✐$✉$✐♦♥ (✉% ❋P●❆✳

❉❛♥( ❝❡$$❡ (❡❝$✐♦♥✱ ♥♦✉( ♣%♦♣♦(♦♥( ❞✬❛❜♦%❞ ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ❡①♣,%✐♠❡♥$❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❞❡

%❡($✐$✉$✐♦♥ ❡$ ♥♦✉( ♠♦♥$%♦♥( ♣❛% ❧❛ (✉✐$❡ ❧✬❛✈❛♥$❛❣❡ ❞❡ ❧✬■P ♣%♦♣♦(,❡ ♣❛% %❛♣♣♦%$ . ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❳✐❧✐♥①✳

✹✳✹✳✹✳✶ ❱❛❧✐❞❛(✐♦♥ ❡①♣./✐♠❡♥(❛❧❡

▲❛ %❡($✐$✉$✐♦♥ ❞✬✉♥ (✐❣♥❛❧ ❝♦♥(✐($❡ . ❛♣♣❧✐5✉❡% ❞❛♥( ✉♥ ♣%❡♠✐❡% $❡♠♣( ✉♥❡ ❋❋❚ (✉% ❧❡ (✐❣♥❛❧

♥✉♠,%✐5✉❡✳ ▲❛ $❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❞,♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥,❡ ❞✬♦❜(❡%✈❛$✐♦♥ ❡$ ❞❡( ❢%,5✉❡♥❝❡( ♠✐(❡( ❡♥

❥❡✉✳ P❛% ❧❛ (✉✐$❡✱ ♥♦✉( ❝❛❧❝✉❧♦♥( ❧✬❛♠♣❧✐$✉❞❡ ❡♥ ❝❤❛5✉❡ ♣♦✐♥$ ❞✉ (♣❡❝$%❡ ♦❜$❡♥✉✳ ❆ ♣❛%$✐% ❞❡

❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐$✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ (♣❡❝$%❡✱ ♥♦✉( ♣♦✉✈♦♥( ❞,❞✉✐%❡ ❧❛ ❢%,5✉❡♥❝❡ ❞✉ (✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥$%,❡✳

▲✬❛%❝❤✐$❡❝$✉%❡ 5✉❡ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ✐♠♣❧❛♥$,❡ ♣♦✉% %,❛❧✐(❡% ❝❡$$❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❡($ ❞♦♥♥,❡ (✉% ❧❛ ❋✐❣✉%❡

✹✳✶✸✳

IP FFT
256 points

Calcul
Amplitude

IP DDS
Xilinx

F =10 MHz

12 bits

0 Recherche
Maximum

IP DDS
Xilinx

0F =10 MHz

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✸ ✕ ❆&❝❤✐*❡❝*✉&❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ &❡4*✐*✉*✐♦♥

▲❡ 4✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥*&7❡ 8✉❡ ♥♦✉4 ✉*✐❧✐4♦♥4 ♣♦✉& ❧❛ &7❛❧✐4❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡**❡ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❡4* ❣7♥7&7 ❡♥

✉*✐❧✐4❛♥* ❧✬■: ❉❉❙ ❞❡ ❳✐❧✐♥① ❬✶✶✶❪✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ D ♣❛&*✐& ❞✬✉♥❡ ❢&78✉❡♥❝❡ ❞✬❡♥*&7❡ ❝❤♦✐4✐❡✱ ❝❡**❡

■: ♣❡&♠❡* ❣7♥7&❡& ✉♥ 4✐❣♥❛❧ 4✐♥✉4♦G❞❛❧✳ ◆♦✉4 ❝❤♦✐4✐44♦♥4 ❛✐♥4✐ ✉♥❡ ❢&78✉❡♥❝❡ ❞✬❡♥*&7❡ 7❣❛❧❡ D

10MHz✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ &❡4*✐*✉*✐♦♥ ❡①♣♦47❡ ❞❛♥4 ❧❛ ❋✐❣✉&❡ ✹✳✶✸ ♣❡&♠❡* ❞❡ ❞7*❡&♠✐♥❡&

❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ ❝❡**❡ ❢&78✉❡♥❝❡✳ ◆♦✉4 ❛♣♣❧✐8✉♦♥4 ✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ *❛✐❧❧❡ ✷✺✻ ♣♦✐♥*4 ❛✉ 4✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥*&7❡✳

:❛& ❧❛ 4✉✐*❡✱ ♥♦✉4 ❝❛❧❝✉❧♦♥4 ❧✬❛♠♣❧✐*✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ D ❝❤❛8✉❡ ♣♦✐♥* ❞✉ 4♣❡❝*&❡ ♦❜*❡♥✉✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐*✉❞❡ ❝♦♥4✐4*❡ D ♠✉❧*✐♣❧✐❡& ❝❤❛8✉❡ ✈❛❧❡✉& ❞✉ 4♣❡❝*&❡ ♣❛& 4♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉7✳ ❊♥4✉✐*❡✱

◆♦✉4 ❝❤❡&❝❤♦♥4 ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❡4 ❛♠♣❧✐*✉❞❡4 ❛✐♥4✐ 8✉❡ 4♦♥ ✐♥❞✐❝❡✳ :♦✉& ❝❡❧❛✱ ♥♦✉4 4✉♣♣♦4♦♥4

8✉❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡4* ❞✬❛❜♦&❞ ✜①7 D ❧❛ ♣&❡♠✐R&❡ ✈❛❧❡✉& ❡* 8✉❡ 4♦♥ ✐♥❞✐❝❡ ❡4* ✜①7 D ✶ ✭❝❡❝✐ ❡4*

❝♦♥4✐❞7&7 ❝♦♠♠❡ &7❢7&❡♥❝❡✮✳ ❊♥4✉✐*❡✱ 4✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉& 4✉✐✈❛♥*❡ ❡4* 4✉♣7&✐❡✉& D ❧❛ &7❢7&❡♥❝❡✱ ❛❧♦&4 ❝❡**❡

✈❛❧❡✉& ❡4* ❝♦♥4✐❞7&7❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ &7❢7&❡♥❝❡✱ ♥♦✉4 ✐♥❝&7♠❡♥*♦♥4 ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❡* ♥♦✉4 ♣❛44♦♥4 D ❧❛

✈❛❧❡✉& 4✉✐✈❛♥*❡ ❡* ❝❡ ❥✉48✉✬D ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣❛&❝♦✉&4 ❞❡ *♦✉* ❧❡ 4♣❡❝*&❡✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ♣❛&❝♦✉&4 ♥♦✉4

♦❜*❡♥♦♥4 ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✐♥4✐ 8✉❡ 4♦♥ ✐♥❞✐❝❡✳ ❆ ♣❛&*✐& ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♦❜*❡♥✉✱ ♥♦✉4 ♣♦✉✈♦♥4

❞7❞✉✐&❡ ❧❛ ❢&78✉❡♥❝❡ ❞✉ 4✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥*&7❡✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❝❡**❡ ❢&78✉❡♥❝❡ ♣❡✉* U*&❡ *&♦✉✈7❡ ❡♥ ✉*✐❧✐4❛♥*

❧✬78✉❛*✐♦♥ ✹✳✹ ✿

Indice = F0 ×
N

Fe
✭✹✳✹✮

❛✈❡❝ ◆ ❡4* ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♣♦✐♥*4 ❞❡ ❧❛ ❋❋❚✳

◆♦✉4 ❛✈♦♥4 ✈✐4✉❛❧✐47 ❧❡ 4✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥*&7❡ ❣7♥7&7 ♣❛& ❧✬■: ❉❉❙ ❡♥ ✉*✐❧✐4❛♥* ❈❤✐♣❙❝♦♣❡ ❡* ♥♦✉4

&❡♣&74❡♥*♦♥4 ❧❡ &74✉❧*❛* 4✉& ❧❛ ❋✐❣✉&❡ ✹✳✶✹✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✹ ✕ ❙✐❣♥❛❧ ❞❡ .♦01✐❡ ❞❡ ❧✬■4 ❉❉❙

❯♥❡ ❋❋❚ ❞❡ 1❛✐❧❧❡ ✷✺✻ ♣♦✐♥1. ❛ =1= ❛♣♣❧✐>✉=❡ @ ❝❡ .✐❣♥❛❧✳ ◆♦✉. ❝❛❧❝✉❧♦♥. ❧✬❛♠♣❧✐1✉❞❡ @ ❝❤❛>✉❡

♣♦✐♥1✱ ♥♦✉. ❝❤❡0❝❤♦♥. ❧❛ ✈❛❧❡✉0 ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✐♥.✐ >✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝❡11❡ ✈❛❧❡✉0 ❡1 ♥♦✉. ✈✐.✉❛❧✐.♦♥. ❧❡

0=.✉❧1❛1 ❡♥ ✉1✐❧✐.❛♥1 ❈❤✐♣❙❝♦♣❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡.1 ♠♦♥10= ❞❛♥. ❧❛ ❋✐❣✉0❡ ✹✳✶✺✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✺ ✕ ❆♠♣❧✐1✉❞❡ ❞✉ .♣❡❝10❡ ❞❡ .♦01✐❡

▲❛ ❋✐❣✉0❡ ✹✳✶✻ 0❡♣0=.❡♥1❡ ❧✬❛♠♣❧✐1✉❞❡ ❞✉ .♣❡❝10❡ ♦❜1❡♥✉ ❛✐♥.✐ >✉❡ ❞❡. ✈❛❧❡✉0. ✐♥1❡0♥❡. >✉✐

♥♦✉. ❛✐❞❡0♦♥. @ ❞=1❡0♠✐♥❡0 ❧❛ ✈❛❧❡✉0 ❞❡ ❧❛ ❢0=>✉❡♥❝❡ F0✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ trigger 0❡♣0=.❡♥1❡ ❧❡ 10✐❣❣❡0

✉1✐❧✐.= ♣♦✉0 ❞=❝❧❡♥❝❤❡0 ❧❡ ❞=❜✉1 ❡1 ❧❛ ✜♥ ❞✉ 10❛✐1❡♠❡♥1✱ entree❴dds❴12bit 0❡♣0=.❡♥1❡ ❧❡ .✐❣♥❛❧

❣=♥=0= ♣❛0 ❧✬■4 ❉❉❙ ❞❡ ❳✐❧✐♥① ❡1 ✉1✐❧✐.= ❝♦♠♠❡ ❡♥10=❡ @ ❧✬■4 ❋❋❚ ♣0♦♣♦.=❡ ❡1 ✐♠♣❧❛♥1= .✉0

❋4●❆✳ ▲❡ .✐❣♥❛❧ sortie❴re 0❡♣0=.❡♥1❡ ❧❛ ♣❛01✐❡ 0=❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ .♦01✐❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚✱ ❧❡ .✐❣♥❛❧ amplitude
❡.1 ❧✬❛♠♣❧✐1✉❞❡ ❝❛❧❝✉❧= ❡♥ ❝❤❛>✉❡ ♣♦✐♥1 ❞✉ .♣❡❝10❡✳ ◆♦✉. ✉1✐❧✐.♦♥. ✉♥ .✐❣♥❛❧ >✉❡ ♥♦✉. ❧❡ ♥♦♠♠♦♥.

ready ♣♦✉0 ✐♥❞✐>✉❡0 ❧✬✐♥.1❛♥1 ❛✉>✉❡❧ ❧❛ ♣0❡♠✐S0❡ ✈❛❧❡✉0 ❞❡. ❛♠♣❧✐1✉❞❡. ❡.1 ♣0T1❡✱ count❴max ❡.1

❧❡ ❝♦♠♣1❡✉0 >✉❡ ♥♦✉. ✉1✐❧✐.♦♥. ♣♦✉0 ♣❛0❝♦✉0✐0 ❧❛ ♠=♠♦✐0❡ ❝♦♥1❡♥❛♥1 ❧❡. ❛♠♣❧✐1✉❞❡. ❞❡. .♣❡❝10❡✳

▲❡ .✐❣♥❛❧ index❴max ❝♦♥1✐❡♥1 ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉0 ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡. ❛♠♣❧✐1✉❞❡.✳ ❈❡11❡ ❞❡0♥✐S0❡ ❡.1

.❛✉✈❡❣❛0❞=❡ ❞❛♥. ✉♥ .✐❣♥❛❧ >✉❡ ♥♦✉. ❧✬❛♣♣❡❧♦♥. max✳
❘❛♣♣❡❧♦♥. >✉❡ ❧❡. 0=.✉❧1❛1. ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ .♦♥1 ❞✐.♣♦♥✐❜❧❡. ❛♣0S. ✸✺✻ ❝②❝❧❡. ❞✬❤♦0❧♦❣❡.✳ ❈❡.

0=.✉❧1❛1. .♦♥1 ❝♦♥❢♦0♠❡. @ ❝❡✉① ♦❜1❡♥✉. .✉0 ❋4●❆ ❡1 ✈✐.✉❛❧✐.= .♦✉. ❈❤✐♣❙❝♦♣❡ ❞❛♥. ❧❛ ❋✐❣✉0❡
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✹✳✶✻✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✻ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡0 ❛♠♣❧✐2✉❞❡0 ❞✉ 0♣❡❝23❡

◆♦✉0 ♣♦✉✈♦♥0 3❡♠❛38✉❡3 8✉❡ index❴max ❛✣❝❤❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉3 ✶✸ ❡2 ❝❡ ❥✉08✉✬? ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

2♦✉0 ❧❡0 A♥❡3❣✐❡0 ❞✉ 0♣❡❝23❡✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ♦❜2❡♥✉ ❡02 ✶✸ ❡2 ♣❛3 ❝♦♥0A8✉❡♥2 ♥♦✉0 ♣♦✉✈♦♥0 ✉2✐❧✐0❡3 ❝❡2

✐♥❞✐❝❡ ♣♦✉3 3❡02✐2✉❡3 ❧❡ 0✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥23A❡ ❡♥ 23♦✉✈❛♥2 0❛ ❢3A8✉❡♥❝❡ ✿

Fout = Fe×
indice

N
= 200×

13

256
= 10, 1MHz ✭✹✳✺✮

◆♦✉0 ♣♦✉✈♦♥0 ❛✐♥0✐ 3❡02✐2✉❡3 ❧❡ 0✐❣♥❛❧ ❞✬♦3✐❣✐♥❡ ❡♥ ✉2✐❧✐0❛♥2 ✉♥❡ ■K ❉❉❙ ❳✐❧✐♥①✳

✹✳✹✳✹✳✷ ▲✐♠✐&❡( ❞❡ ❧✬✉&✐❧✐(❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬■1 ❞❡ ❳✐❧✐♥①

❆♣3P0 ❧❛ ✈❛❧✐❞❛2✐♦♥ ❡①♣A3✐♠❡♥2❛❧❡ ❞✉ ♣3✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝2✐♦♥♥❡♠❡♥2✱ ♥♦✉0 0♦✉❤❛✐2♦♥0 ❛♥❛❧②0❡3

❞❛♥0 ❝❡22❡ 0❡❝2✐♦♥ ❧❡0 ❧✐♠✐2❡0 ❞❡ ❧✬✉2✐❧✐0❛2✐♦♥ ❞❡ ❧✬■K ❋❋❚ ❞❡ ❳✐❧✐♥① ❡2 ❧✬❛♣♣♦32 ❞❡ ❧✬■K ❋❋❚

♣3♦♣♦0A❡ ❞❛♥0 ✉♥ ❝♦♥2❡①2❡ ❞❡ ❞A2❡❝2✐♦♥ 3❛❞❛3✳

❉❛♥0 ❝❡32❛✐♥❡0 ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥0 ❞❡ ❣✉❡33❡ A❧❡❝23♦♥✐8✉❡ ♥♦2❛♠♠❡♥2 ❧✬❛✉2♦♣3♦2❡❝2✐♦♥✱ ❧❛ ❢3A8✉❡♥❝❡

❞✬A❝❤❛♥2✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ 0✐❣♥❛❧ 3❡U✉ ❡02 23P0 A❧❡✈A❡✳ K♦✉3 ♠♦❞A❧✐0❡3 ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥ ❞❡ ●❊ ♥♦✉0

✉2✐❧✐0♦♥0 ✉♥ ❈❆◆ ❞❡ 2②♣❡ ❆❉❈✶✷❉✶✵✵✵ ♦✉ ❜✐❡♥ ❆❉❈✶✷❉✶✻✵✵ ❞❡ ❚❡①❛0 ■♥023✉♠❡♥2✳ ❈❡0 ❝♦♥✈❡3✲

2✐00❡✉30 A❝❤❛♥2✐❧❧♦♥♥❡♥2 ✉♥ 0✐❣♥❛❧ ❛♥❛❧♦❣✐8✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢3A8✉❡♥❝❡ A❣❛❧❡ ? ✶✱✷✺ ●❍③✳ ❈❤❛8✉❡ A❝❤❛♥✲

2✐❧❧♦♥ ❡02 ❝♦❞A 0✉3 ✶✷ ❜✐20✳ ▲❡ ❝♦♥✈❡32✐00❡✉3 ❡✛❡❝2✉❡ ✉♥❡ ♣3❡♠✐P3❡ ♣❤❛0❡ ❞❡ ❞A♠✉❧2✐♣❧❡①❛❣❡ ❛✈❛♥2

❞✬❡♥✈♦②❡3 ❧❡0 0♦32✐❡0✳ ❊♥ ❡✛❡2✱ ❧❡0 0✐❣♥❛✉① ❞❡ 0♦32✐❡0 ❞❡ ❝❡ 2②♣❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡32✐00❡✉3 ❡02 ✉♥❡ ❝♦♥❝❛2A♥❛✲

2✐♦♥ ❞❡ ✹ A❝❤❛♥2✐❧❧♦♥0 0✉❝❝❡00✐❢0✳ K❛3 ❝♦♥0A8✉❡♥2✱ ❧❛ ❢3A8✉❡♥❝❡ ❞❡ 0♦32✐❡ ❡02 A❣❛❧❡ ?

1,25GHz
4 = 312, 5

▼❍③ ❡2 ❧❡0 0✐❣♥❛✉① ❞❡ 0♦32✐❡ 0♦♥2 ❛✐♥0✐ ❝♦❞A0 0✉3 ✹✽ ❜✐20✳

❉❛♥0 ❧❡ ❝❛0 ❞❡ ❧✬✉2✐❧✐0❛2✐♦♥ ❞❡ ❧✬■K ❋❋❚ ❞❡ ❳✐❧✐♥① ❞❛♥0 ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥ ❞❡ ●❊ ♣❧✉0✐❡✉30

♣3♦❜❧P♠❡0 ♠❛❥❡✉30 0❡ ♣3A0❡♥2❡♥2✳ ❊♥ ❡✛❡2✱ ❧❡0 ❞♦♥♥A❡0 ❢♦✉3♥✐❡0 ♣❛3 ❧❡ ❈❆◆ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢3A8✉❡♥❝❡ ❞❡

✸✶✷✱✺ ▼❍③ ❡2 ❝♦❞A0 0✉3 ✹✽ ❜✐20 ❝❤❛❝✉♥ ♥A❝❡00✐2❡♥2 ✉♥❡ ♣3❡♠✐P3❡ ♣❤❛0❡ ❞✬❡①23❛❝2✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ 0A♣❛3❡3

❧❡0 ✹ A❝❤❛♥2✐❧❧♦♥0 ❞✉ ❈❆◆✳ ❈❡22❡ ♣❤❛0❡ ❞✬❡①23❛❝2✐♦♥ ♣❡✉2 `23❡ 3A❛❧✐0A❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐P3❡ ❞✐✛A3❡♥2❡0✳

▲❛ ♣3❡♠✐P3❡ ❝♦♥0✐02❡ ? ❢♦✉3♥✐3 ✹ A❝❤❛♥2✐❧❧♦♥0 ❞❡ ✶✷ ❜✐20 ❡♥ ♣❛3❛❧❧P❧❡ ♣❛3 ❝②❝❧❡ ❞✬❤♦3❧♦❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❢3A8✉❡♥❝❡ ❞❡ ✸✶✷✱✺ ▼❍③ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡02 ♠♦♥23A 0✉3 ❧❛ ❋✐❣✉3❡ ✹✳✶✼✳ ■❧ ❡02 ❛✐♥0✐ ✐♥❞✐0♣❡♥0❛❜❧❡ ❞✬✉2✐❧✐0❡3

✉♥❡ ❛3❝❤✐2❡❝2✉3❡ ❋❋❚ ❛✈❡❝ ✹ ❡♥23A❡0 ❡♥ ♣❛3❛❧❧P❧❡✳ ❆✈❡❝ ❧✬■K ❳✐❧✐♥①✱ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ❧❛ ♣♦00✐❜✐❧✐2A ❞❡

❝❤♦✐0✐3 ✉♥❡ ❞❡ 0❡0 ❛3❝❤✐2❡❝2✉3❡0 3A❝✉30✐✈❡0 2❡❧0 8✉❡ ❘❛❞✐①✲✹ ❇✉302 ■✴❖✱ ❘❛❞✐①✲✷ ❇✉302 ■✴❖ ❡2

❘❛❞✐①✲✷ ▲✐2❡ ❇✉302 ■✴❖✳ ▼❛❧❣3A 8✉❡ ❝❡0 ❛3❝❤✐2❡❝2✉3❡0 ♣❡3♠❡22❡♥2 ❞✬❛✈♦✐3 ♣❧✉0✐❡✉30 ❡♥23A❡0 ❡♥

♣❛3❛❧❧P❧❡0 ❡2 ❢♦✉3♥✐3 ♣❧✉0✐❡✉30 0♦32✐❡0 ❡♥ ♣❛3❛❧❧P❧❡0✱ ❧✬✐♥❝♦♥✈A♥✐❡♥2 ♠❛❥❡✉3 ❞❡ ❝❡0 ❛3❝❤✐2❡❝2✉3❡0

3A0✐❞❡ ❞❛♥0 ❧❡ ❢❛✐2 8✉✬❡❧❧❡0 ♥❡ ♣❡3♠❡22❡♥2 ♣❛0 ✉♥ 23❛✐2❡♠❡♥2 ❝♦♥2✐♥✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡2✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉0

❧✬❛✈♦♥0 ❡①♣❧✐8✉A ❞❛♥0 ❧❛ 0❡❝2✐♦♥ ✷✳✹✳✷✱ ❝❡ 2②♣❡ ❞✬❛3❝❤✐2❡❝2✉3❡ ✉2✐❧✐0❡ ✉♥❡ 0❡✉❧❡ ♠A♠♦✐3❡ ❡2 ✉♥ 0❡✉❧

❜❧♦❝ ❞❡ 23❛✐2❡♠❡♥2✱ ♣❛3 ❝♦♥0A8✉❡♥2✱ ❧❡ 23❛✐2❡♠❡♥2 ❡♥ 2❡♠♣0 3A❡❧ ♥✬❡02 ♣❛0 3A❛❧✐0❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡ 2②♣❡

❞✬❛3❝❤✐2❡❝2✉3❡✳

▲❛ ❞❡✉①✐P♠❡ ♠❛♥✐P3❡ ❞✬❡①23❛❝2✐♦♥ ❡02 ❞♦♥♥A❡ 0✉3 ❧❛ ❋✐❣✉3❡ ✹✳✶✽✳ ❉❛♥0 ❝❡ ❝❛0✱ ♥♦✉0 0A3✐❛❧✐0♦♥0

❧❡0 0♦32✐❡0 ❞✉ ❈❆◆ ❡♥ ❧❡0 ❡♥✈♦②❛♥2 0✉3 ✉♥ 0❡✉❧ ❜✉0 ❞❡ ✶✷ ❜✐20 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢3A8✉❡♥❝❡ ❞❡ ✶✱✷✺ ●❍③✳

❉❛♥0 ❝❡ ❝❛0 ♥♦✉0 ♣♦✉✈♦♥0 ✉2✐❧✐0❡3 ❧✬❛3❝❤✐2❡❝2✉3❡ K✐♣❡❧✐♥❡❞ ❙23❡❛♠✐♥❣ ■✴❖ ❞❡ ❳✐❧✐♥① ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐3

✉♥ 23❛✐2❡♠❡♥2 ❡♥ ❝♦♥2✐♥✉ ❞❡0 ❞♦♥♥A❡0✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥2✱ 8✉❡❧8✉❡ 0♦✐2 ❧❡ 2②♣❡ ❞✉ ❋K●❆ 8✉❡ ♥♦✉0

0♦✉❤❛✐2♦♥0 ✉2✐❧✐0❡3✱ ❧❛ ❢3A8✉❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝2✐♦♥♥❡♠❡♥2 ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ♥❡ ♣❡✉2 ♣❛0 ❛22❡✐♥❞3❡

❧❛ ❝❛❞❡♥❝❡ ❞✬❛33✐✈A❡ ❞❡0 ❞♦♥♥A❡0✳ K❛3 ❝♦♥0A8✉❡♥2✱ ❧❡ 23❛✐2❡♠❡♥2 ❞❡0 ❞♦♥♥A❡0 ❡♥ 2❡♠♣0 3A❡❧ ❡♥

✉2✐❧✐0❛♥2 ❝❡22❡ ❛3❝❤✐2❡❝2✉3❡ ❡02 ❛✉00✐ ✐33A❛❧✐0❛❜❧❡✳

❈♦♥23❛✐3❡♠❡♥2 ? ❝❡ 8✉✐ ❛ A2A ♣3♦♣♦0A ♣❛3 ❳✐❧✐♥①✱ ❧✬■K ❋❋❚ ❝♦♥U✉❡ ❞❛♥0 ❝❡22❡ 2❤P0❡ ♣❡3♠❡2

❞❡ 23❛✐2❡3 ✹ ✈♦✐❡0 ❡♥ ♣❛3❛❧❧P❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐P3❡ ❝♦♥2✐♥✉❡✳ ❈❡ 8✉✐ ❝♦♥02✐2✉❡ ✉♥❡ 0♦❧✉2✐♦♥ ✐♥2A3❡00❛♥2❡



✹✳✹✳ ❆##▲■❈❆❚■❖◆❙ ❉❊ ●❯❊❘❘❊ ➱▲❊❈❚❘❖◆■◗❯❊ ✾✺

CAN Extraction IP FFT
312,5 MHz

12 bits

312,5 MHz

312,5 MHz

312,5 MHz

312,5 MHz

48 bits

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✼ ✕ ❊①)*❛❝)✐♦♥ ♣❛*❛❧❧2❧❡ ❞❡5 5♦*)✐❡ ❞✉ ❈❆◆

CAN Extraction IP FFT
312,5 MHz

12 bits

1,25 GHz

48 bits

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✽ ✕ ❊①)*❛❝)✐♦♥ 5;*✐❡ ❞❡5 5♦*)✐❡ ❞✉ ❈❆◆

♣♦✉* *;❛❧✐5❡* ❧❡ )*❛✐)❡♠❡♥) ❡♥ )❡♠♣5 *;❡❧ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥;❡5 *❡>✉ ♣❛* ❧❡ ❈❆◆✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ 5✐ ♥♦✉5

✉)✐❧✐5♦♥5 ❧✬❛*❝❤✐)❡❝)✉*❡ ❞✬❡①)*❛❝)✐♦♥ ♣*;5❡♥);❡ 5✉* ❧❛ ❋✐❣✉*❡ ✹✳✶✼✱ ♥♦✉5 ♣♦✉✈♦♥5 ❛♣♣❧✐F✉❡* G ❝❡5

5♦*)✐❡5 ♥♦)*❡ ■I ❋❋❚ G ❡♥)*;❡5 ♣❛*❛❧❧2❧❡5 ❡) 5♦*)✐❡5 ♣❛*❛❧❧2❧❡5✳ ❈❡❝✐ ❡5) ♣♦55✐❜❧❡ ❣*L❝❡ G ❧❛ ❢*;F✉❡♥❝❡

❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥) ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ F✉✐ ❡5) ❞❡ ❧✬♦*❞*❡ ❞❡ ✸✷✵ ▼❍③✳ ❈❡))❡ ❢*;F✉❡♥❝❡ ❡5) 5✉♣;*✐❡✉*❡ G ❧❛

❝❛❞❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛F✉❡❧❧❡ ❧❡5 ❞♦♥♥;❡5 ❛**✐✈❡♥)✳

❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡* ❧❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥) ❞❡ ♥♦)*❡ ■I ♣♦✉* ❞❡5 ❞♦♥♥;❡5 ;❝❤❛♥)✐❧❧♦♥♥;❡5 G ✉♥❡ ❢*;✲
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<✉✐ ♣❡*♠❡) ❞❡ ❧✐♠✐)❡* ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❝♦**.❧❛)✐♦♥# ; *.❛❧✐#❡* #❛♥# ♣♦✉* ❛✉)❛♥) ❜❛✐##❡* ❧❛ <✉❛❧✐).

❞.❝✐#✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦**.❧❛)✐♦♥✳

◆♦✉# ❝♦♠♠❡♥J♦♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ♣❛* *❛♣♣❡❧❡* ❧❡ ♣*✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥) ❞❡ ✈✉❡ ❛❧❣♦*✐)❤♠✐<✉❡ ❞❡

❧❛ )❡❝❤♥✐<✉❡ ❞❡ ❝♦**.❧❛)✐♦♥ ✉)✐❧✐#.❡ ♣♦✉* ✐❞❡♥)✐✜❡* ✉♥ ✈✐#❛❣❡✳ ❈❡ *❛♣♣❡❧ ❛❧❣♦*✐)❤♠✐<✉❡ ❛ ♣♦✉*

❜✉) ❞❡ ❞.❝*✐*❡ ❧❡# ❞✐✛.*❡♥)# ❜❧♦❝# ❞❡ ❧❛ ♠.)❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦**.❧❛)✐♦♥ ✭♦♣.*❛)✐♦♥# ♠❛)❤.♠❛)✐<✉❡#✱

)*❛♥#❢♦*♠❛)✐♦♥#✱ ❡)❝✳✮ ♣♦✉* ❡♥ ♣*♦♣♦#❡* ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ )♦✉)❡ ♥✉♠.*✐<✉❡ ❞✉ ❝♦**.❧❛)❡✉*✳ ❈❡))❡

✐♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ ❛ .). *.❛❧✐#.❡ #✉* ❧❡# ❞❡✉① ❝✐❜❧❡# .)✉❞✐.❡# ♣*.❝.❞❡♠♠❡♥) ✿ ❧❡ ❋6●❆ ❡) ❧❡ ●6❯✳

6♦✉* ❧✬✐♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ #✉* ❋6●❆✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣*♦♣♦#. ✉♥❡ ❛*❝❤✐)❡❝)✉*❡ ❜❛#.❡ #✉* ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛

✾✼



✾✽ ❈❍❆#■❚❘❊ ✺✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊❙ ❉❊ ❘❊❈❖◆◆❆■❙❙❆◆❈❊ ❉❊ ❋❖❘▼❊❙

❋❋❚✴■❋❋❚ ✷❉ ❡♥ ✉+✐❧✐.❛♥+ ❧✬■1 ❋❋❚✴■❋❋❚ ✶❉ ✭.❡❝+✐♦♥ ✷✳✺ ❞✉ ❝❤❛♣✐+;❡ ✷✮✳ 1♦✉; ❧✬✐♠♣❧❛♥+❛+✐♦♥

●1❯✱ ♥♦✉. ❛✈♦♥. ✉+✐❧✐.B ❧❡. ❢♦♥❝+✐♦♥. ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❡①✐.+❛♥+❡. ♣♦✉; ♣;♦♣♦.❡; ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦;✐+❤♠❡

❞❡ ;❡❝♦♥♥❛✐..❛♥❝❡. ❞❡ ✈✐.❛❣❡.✳ ▲✬✉♥ ❞❡. ❛✈❛♥+❛❣❡. ❞❡ ❝❡+ ❛❧❣♦;✐+❤♠❡ ❝♦♥.✐.+❡ G ;B❞✉✐;❡ ❧❡ ♥♦♠❜;❡

❞❡ ❝♦;;B❧❛+✐♦♥. G ;B❛❧✐.❡; ❛✜♥ ;B❞✉✐;❡ ❧❡ ♥♦♠❜;❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛;❛✐.♦♥. G ;B❛❧✐.❡; ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ❜❛.❡

❞❡ ❞♦♥♥B❡ +;J. ❣;❛♥❞❡✳

✺✳✷ ❆❧❣♦'✐)❤♠❡-

✺✳✷✳✶ ❈♦&&'❧❛*✐♦♥

▲✬❛❧❣♦;✐+❤♠❡ ❞❡ ❜❛.❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦;;B❧❛+✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧B ❝♦;;B❧❛+❡✉; ❱▲❈✱ ❡.+ ♣;B.❡♥+B .✉; ❧❛ ❋✐❣✉;❡

✺✳✶✳ ❉❛♥. ❝❡ +;❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉. B✈✐+♦♥. ❝❡++❡ ♥♦+❛+✐♦♥ ✧ ❱▲❈ ✧✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❡❧❧❡ ❡.+ .♦✉✈❡♥+ ❛..♦❝✐B❡ G

✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥+❛+✐♦♥ ♦♣+✐P✉❡ ❡+ ♥♦✉. ✉+✐❧✐.❡;♦♥. ♣❧✉+Q+ ❧❡ +❡;♠❡ ✧❛❧❣♦;✐+❤♠❡ ❞❡ ❝♦;;B❧❛+✐♦♥✧✳ ❈❡+

❛❧❣♦;✐+❤♠❡ ❡.+ ❝♦♥.+✐+✉B ❞❡ .❡♣+ ❜❧♦❝. ;B❛❧✐.❛♥+ ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ +R❝❤❡ ❜✐❡♥ .♣B❝✐✜P✉❡✳ ❆✐♥.✐✱ ♥♦✉.

♣♦✉✈♦♥. ❞B✜♥✐; ❧✬❛❧❣♦;✐+❤♠❡ ❞❡ ❝♦;;B❧❛+✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①B❝✉+✐♦♥ ❞❡ +♦✉. ❝❡. ❜❧♦❝. ❞❛♥. ❧✬♦;❞;❡

✭❋✐❣✉;❡ ✺✳✶✮✳

Filtre n

PCE > KFiltre 2
Filtre 1 Non

Oui

Reconnaissance

Images
Références

Image Cible SpectreFFT 2D Plan de
Corrélation

IFFT 2D

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶ ✕ ❙❝❤B♠❛ ❛❧❣♦;✐+❤♠✐P✉❡ ❞✉ ❝♦;;B❧❛+❡✉; ♥✉♠B;✐P✉❡

▲❡ ♣;❡♠✐❡; ❜❧♦❝ ❝♦♥.✐.+❡ G ❝❤❛;❣❡; ❧❛ .❝J♥❡ ❝✐❜❧❡ ✭P✉✐ ❝♦♥+✐❡♥+ ❧❡ ✈✐.❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ✿ ✈✐.❛❣❡ G ;❡❝♦♥✲

♥❛X+;❡ ♣♦✉; ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❞❡ ❞B+❡❝+✐♦♥ ❞❡ ✈✐.❛❣❡.✮ G ♣❛;+✐; ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡; ♦✉ ♣;✐.❡ ❞✐;❡❝+❡♠❡♥+

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛♠B;❛✳ ❊♥.✉✐+❡✱ ♥♦✉. ;B❛❧✐.♦♥. .♦♥ .♣❡❝+;❡ ❡♥ ✉+✐❧✐.❛♥+ ❧❛ +;❛♥.❢♦;♠❛+✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉;✐❡;

♥✉♠B;✐P✉❡✳ ❆♣;J. ❧❡ ❝❤❛;❣❡♠❡♥+ ❞✉ ✜❧+;❡ ❞❡ ❝♦;;B❧❛+✐♦♥ ✭❢❛❜;✐P✉B G ❧✬❛✈❛♥❝❡ G ♣❛;+✐; ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡

;B❢B;❡♥❝❡✮✱ ♥♦✉. ♠✉❧+✐♣❧✐♦♥. ❝❡ ❞❡;♥✐❡; ❛✈❡❝ ❧❡ .♣❡❝+;❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡✳ ▲❡ ♣;✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢❛❜;✐❝❛+✐♦♥

❞❡. ✜❧+;❡. ❞❡ ❝♦;;B❧❛+✐♦♥ .❡;❛ ❞B+❛✐❧❧B ❞❛♥. ❧❛ .❡❝+✐♦♥ .✉✐✈❛♥+❡✳ ▲✬♦♣B;❛+✐♦♥ .✉✐✈❛♥+❡ ❝♦♥.✐.+❡ G

;B❛❧✐.❡; ✉♥❡ +;❛♥.❢♦;♠❛+✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉;✐❡; ✐♥✈❡;.❡ ❞❡ ❝❡ ♣;♦❞✉✐+✳ 1♦✉; ❝❡❧❛✱ ♥♦✉. ✉+✐❧✐.♦♥. ❧✬❛❧❣♦;✐+❤♠❡

❞❡ ❧❛ +;❛♥.❢♦;♠B❡ ❞❡ ❋♦✉;✐❡; ✐♥✈❡;.❡ ■❋❋❚✳ ❊♥.✉✐+❡✱ ♥♦✉. ❝❛❧❝✉❧♦♥. ❧✬❛♠♣❧✐+✉❞❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦;;B✲

❧❛+✐♦♥ ♣♦✉; ❞B+❡;♠✐♥❡; ❧❡ 1❈❊✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥+✱ ✉♥❡ ❞B❝✐.✐♦♥ ❡.+ ♣;✐.❡ .❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉; ❞✉ 1❈❊ ✿ ✐❧ ② ❛

;❡❝♦♥♥❛✐..❛♥❝❡ .✐ .❡✉❧❡♠❡♥+ .❛ ✈❛❧❡✉; ❡.+ ♣❧✉. ❣;❛♥❞❡ P✉✬✉♥ .❡✉✐❧ ❞B✜♥✐ G ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ❉❛♥. ❝❡ ❝❛.✱

❧✬❛❧❣♦;✐+❤♠❡ ❡.+ ❛;;Z+B✱ ❡+ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❡.+ ✐❞❡♥+✐✜B❡ ❝♦♠♠❡ B+❛♥+ ✐❞❡♥+✐P✉❡ G ❧✬✐♠❛❣❡ ;B❢B;❡♥❝❡

P✉✐ ❛ .❡;✈✐❡ G ❢❛❜;✐P✉❡; ❧❡ ✜❧+;❡✳ ❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ❝♦♥+;❛✐;❡ ✭❧❛ ✈❛❧❡✉; ❞✉ 1❈❊ ❡.+ ♣❧✉. ♣❡+✐+❡ P✉❡ ❧❡ .❡✉✐❧

✜①B✮✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✬❡.+ ♣❛. ;❡❝♦♥♥✉❡ ❡+ ✉♥ ❛✉+;❡ ✜❧+;❡ ❞❡ ❝♦;;B❧❛+✐♦♥ ❡.+ ❛✐♥.✐ ❝❤❛;❣B✳ ▲❡. ♦♣B;❛+✐♦♥.

❞❡ ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥✱ ■❋❋❚✱ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ 1❈❊ ❡+ ♣;✐.❡ ❞❡ ❞B❝✐.✐♦♥ .♦♥+ ;B♣B+B❡. ❥✉.P✉✬G ❧❛ ;❡❝♦♥♥❛✐.✲

.❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡+ ❝✐❜❧❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❥✉.P✉✬G ❧✬B♣✉✐.❡♠❡♥+ ❞❡ +♦✉. ❧❡. ✜❧+;❡. ❞❡ ❧❛ ❜❛.❡ ❝♦♥.✐❞B;B❡✳ ■❧ ❡.+

G ♥♦+❡; P✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉; ❞✉ .❡✉✐❧ ❡.+ ❞B+❡;♠✐♥B❡ ❡①♣B;✐♠❡♥+❛❧❡♠❡♥+ ❡♥ ♣;❡♥❛♥+ ❡♥ ❝♦♠♣+❡ +♦✉. ❧❡.

;B.✉❧+❛+. ❞❡ ❝♦;;B❧❛+✐♦♥ ♦❜+❡♥✉. ❛✈❡❝ +♦✉+❡ ❧❛ ❜❛.❡ ❞❡ .♦;+❡ G ♠✐♥✐♠✐.❡; ❧❡. ❢❛✉..❡. ❛❧❛;♠❡.✳

✺✳✷✳✷ ❋✐❧*&❡/

✺✳✷✳✷✳✶ ❋✐❧'(❡ ❛❞❛♣'-

▲❡ ✜❧+;❡ ❛❞❛♣+B ❡.+ ❧❡ ♣;❡♠✐❡; ✜❧+;❡ ❞❡ ❝♦;;B❧❛+✐♦♥ P✉✐ ❛ B+B ✉+✐❧✐.B✳ ■❧ ❝♦;;❡.♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦♥❥✉❣✉B

❞✉ .♣❡❝+;❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ;B❢B;❡♥❝❡ ✐..✉❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛.❡ ❞✬ ✐♠❛❣❡.✳ ❉B.✐❣♥♦♥. ♣❛; R ❧❛ +;❛♥.❢♦;♠B❡ ❞❡

❋♦✉;✐❡; ❞❡ ❧❛ ;B❢B;❡♥❝❡ r✱ ❧❡ ✜❧+;❡ ❛❞❛♣+B ❞❡ ❝♦;;B❧❛+✐♦♥ ❡.+ ❞B❝;✐+ ❞❡ ❧❛ ❢❛\♦♥ .✉✐✈❛♥+❡ ✿

Hadapte(u, v) = R∗(u, v) ✭✺✳✶✮
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♦" Hadapte ❡$% ❧❡ ✜❧%(❡ ❛❞❛♣%, ❡% u, v $♦♥% ❧❡$ ❝♦♦(❞♦♥♥,❡$ ❞✉ ✜❧%(❡ ❞❛♥$ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❋♦✉(✐❡(✳

❊♥ ❝♦♥$✐❞,(❛♥% ❧✬✐♠❛❣❡ ♣(,$❡♥%,❡ $✉( ❧❛ ❋✐❣✉(❡ ✺✳✷✭❛✮ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡ (,❢,(❡♥❝❡ ✭✉%✐❧✐$,❡ ♣♦✉(

❢❛❜(✐=✉❡( ❧❡ ✜❧%(❡ ❞❡ ❝♦((,❧❛%✐♦♥ ❛❞❛♣%,✮✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ❡✛❡❝%✉, ♥✉♠,(✐=✉❡♠❡♥% ✭❡♥ ✉%✐❧✐$❛♥% ❧✬❛❧✲

❣♦(✐%❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉(❡ ✺✳✶✮ ❡♥ ♣(❡♠✐❡( ❧✐❡✉✱ ✉♥❡ ❛✉%♦✲❝♦((,❧❛%✐♦♥✱ ❡♥$✉✐%❡ ♥♦✉$ ❝♦((,❧♦♥$ ❧❡ ✜❧%(❡

❢❛❜(✐=✉, ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ✺✳✷✭❛✮ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣(,$❡♥%,❡ $✉( ❧❛ ❋✐❣✉(❡ ✺✳✷✭❜✮✳ ▲❡$ (,$✉❧%❛%$ ♦❜%❡♥✉$

$♦♥% ✐❧❧✉$%(,$ ❞❛♥$ ❧❛ ❋✐❣✉(❡ ✺✳✸✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❛ ❋✐❣✉(❡ ✺✳✸✭❛✮ ❝♦♥%✐❡♥% ✉♥ ♣✐❝ $✐%✉, ❛✉ ❝❡♥%(❡ ❞✉ ♣❧❛♥

❞❡ ❝♦((,❧❛%✐♦♥ =✉✐ ✐♥❞✐=✉❡ ❧❛ $✐♠✐❧✐%✉❞❡ ❡♥%(❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❡% ❧✬✐♠❛❣❡ (,❢,(❡♥❝❡✳ ❈♦♥%(❛✐(❡♠❡♥% ❛✉

❞❡✉①✐H♠❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦((,❧❛%✐♦♥✱ ♣(,$❡♥%, ❞❛♥$ ❧❛ ❋✐❣✉(❡ ✺✳✸✭❜✮✱ ❝❡ ❞❡(♥✐❡( ♥❡ ❝♦♥%✐❡♥% ♣❛$ ❞❡ ♣✐❝

,%❛♥% ❞♦♥♥, =✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛$ ❞❡ $✐♠✐❧✐%✉❞❡ ❡♥%(❡ ❧❡$ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡$✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✺✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡$ ❞✬✐♠❛❣❡$ ✉%✐❧✐$,❡$ ♣♦✉( ❧❡$ $✐♠✉❧❛%✐♦♥$

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✺✳✸ ✕ ❘,$✉❧%❛%$ ❞❡ $✐♠✉❧❛%✐♦♥$ ❞❡ ❧❛ ❝♦((,❧❛%✐♦♥ ❡♥ ✉%✐❧✐$❛♥% ❧❡ ✜❧%(❡ ❛❞❛♣%,

▲✬✐♥❝♦♥✈,♥✐❡♥% ♠❛❥❡✉( ❞❡ ❝❡ ✜❧%(❡ (,$✐❞❡ ❞❛♥$ $❛ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐$❝(✐♠✐♥❛%✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ ❧❛ ❧❛(❣❡✉( ❞✉

♣✐❝ ❞❡ ❝♦((,❧❛%✐♦♥ (❡♥❞ %(H$ ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐$❛%✐♦♥ ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ ❝♦((,❧❛%✐♦♥ ❬✸❪✳

✺✳✷✳✷✳✷ ❋✐❧&'❡ )❖❋

❖♣%✐=✉❡♠❡♥% ❡% ❛✜♥ ❞✬❛♠,❧✐♦(❡( ❧❡$ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡$ ❞✉ ❝♦((,❧❛%❡✉( ✉%✐❧✐$❛♥% ❧❡ ✜❧%(❡ ❛❞❛♣%,✱

♣❧✉$✐❡✉($ %(❛✈❛✉① ♦♥% ,%, ❡✛❡❝%✉,$ ❡♥ $✬❛♣♣✉②❛♥% ❡♥%(❡ ❛✉%(❡$✱ $✉( ❧❡$ ♣(♦❣(H$ ❞❛♥$ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❞❡$ ♠♦❞✉❧❛%❡✉($ $♣❛%✐❛✉① ❞❡ ❧✉♠✐H(❡ ✭❙▲▼✮ ✉%✐❧✐$,$ ♣♦✉( ❛✣❝❤❡( ♦♣%✐=✉❡♠❡♥% ❧❡ ✜❧%(❡ ❡♥ %❡♠♣$

(,❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❍♦(♥❡( ❬✽❪ $✬❛♣♣✉✐❡ $✉( ❧❡ ❝♦♥$%❛% =✉✐ $%✐♣✉❧❡ =✉❡ ❧✬✐♥❢♦(♠❛%✐♦♥ ❝♦♥%❡♥✉❡ ❞❛♥$ ❧❛

♣❤❛$❡ ❞❡ ❧❛ %(❛♥$❢♦(♠,❡ ❞❡ ❋♦✉(✐❡( ❞✬✉♥ ♦❜❥❡% ❡$% ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉$ ✐♠♣♦(%❛♥%❡ =✉❡ ❝❡❧❧❡ ❝♦♥%❡♥✉❡

❞❛♥$ $♦♥ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❬✶✵❪✳ ❆✐♥$✐✱ ✐❧ ❛ $✉❣❣,(, ❧✬✉%✐❧✐$❛%✐♦♥ ✉♥ ✜❧%(❡ ✉♥✐=✉❡♠❡♥% ❞❡ ♣❤❛$❡✳ ❈❡ ❞❡(♥✐❡(

♣❡(♠❡% ❛✐♥$✐ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉(❡ ✉%✐❧✐$❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐%, ♦♣%✐=✉❡ ✿ ✉♥ ♣❛(❛♠H%(❡ ✐♠♣♦(%❛♥% ♣♦✉( ✉♥❡

✐♠♣❧❛♥%❛%✐♦♥ ♦♣%✐=✉❡✳ ❆✐♥$✐✱ ✐❧ ♣(♦♣♦$❡ ✉♥ ✜❧%(❡ ❞❡ ♣❤❛$❡ ♣✉(❡ Y❖❋ ✧Y❤❛$❡✲♦♥❧② ❋✐❧%❡(✧ =✉✐
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❡#$ ✉♥ ✜❧$)❡ ❛❞❛♣$- ❞♦♥$ ❧✬❛♠♣❧✐$✉❞❡ ❛ -$- ♠✐#❡ 2 ✶ ❡♥ $♦✉$ ♣♦✐♥$✳ 4♦✉) #❡ ❢❛✐)❡✱ ♦♥ ❞✐✈✐#❡ ❧❡

❝♦♥❥✉❣✉- ❞✉ #♣❡❝$)❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ )-❢-)❡♥❝❡ ♣❛) #♦♥ ♠♦❞✉❧❡ 2 ❝❤❛<✉❡ ♣♦✐♥$✳ ❈❡ ✜❧$)❡ ❡#$ ❝♦♥♥✉ ♣❛)

#♦♥ ♣♦✉✈♦✐) ❞❡ ❞✐#❝)✐♠✐♥❛$✐♦♥ ✐♠♣♦)$❛♥$ ♣❛) )❛♣♣♦)$ ❛✉ ✜❧$)❡ ❛❞❛♣$- ❛✐♥#✐ <✉❡ ♣♦✉) #❛ #✐♠♣❧✐❝✐$-

❞✬✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ ❬✸❪✳ ❉❡ ❧❛ ♠B♠❡ ♠❛♥✐C)❡ <✉❡ ❧❡ ✜❧$)❡ ❛❞❛♣$-✱ ❧❡ ✜❧$)❡ H ❢❛❜)✐<✉- 2 ♣❛)$✐) ❞❡ ❧❛

)-❢-)❡♥❝❡ r ❡#$ ❞♦♥♥- ♣❛) ❧✬-<✉❛$✐♦♥ ✿

HPOF (u, v) =
R∗(u, v)

|R(u, v)|
✭✺✳✷✮

❖K R ❡#$ ❧❡ #♣❡❝$)❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ )-❢-)❡♥❝❡ ❡$ R∗ #♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉-✳

4♦✉) ♠♦♥$)❡) ❧✬❡✣❝❛❝✐$- ❞❡ ❝❡$$❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✜❧$)❡#✱ ♥♦✉# )-❛❧✐#♦♥# ❧❡# ❝♦))-❧❛$✐♦♥# ❡♥$)❡ ❧❡#

✐♠❛❣❡# ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✷ ❛✈❡❝ ✉♥ ✜❧$)❡ 4❖❋ ❢❛❜)✐<✉- ❛ ♣❛)$✐) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✷✭❛✮✳ ❉❛♥#

❝❡ ❝❛# ♥♦✉# ♦❜$❡♥♦♥# ❧❡# ♣❧❛♥# ❞❡ ❝♦))-❧❛$✐♦♥# ♣)-#❡♥$-# #✉) ❧❛ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✹✳ ❊♥ ✭❛✮✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥#

✉♥❡ ❝♦))-❧❛$✐♦♥ ❡♥$)❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡# ✐❞❡♥$✐<✉❡#✱ $❛♥❞✐# <✉✬❡♥ ✭❜✮✱ ✉♥❡ ❝♦))-❧❛$✐♦♥ ❡♥$)❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡

❝✐❜❧❡ ❡$ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ )-❢-)❡♥❝❡ ❞✐✛-)❡♥$❡#✳ ❙✐ ♥♦✉# ❝♦♠♣❛)♦♥# ❧❡# ♣❧❛♥# ❞❡ ❝♦))-❧❛$✐♦♥ ❞❡# ❞❡✉①

✜❧$)❡# ✭❛❞❛♣$- ❡$ 4❖❋ ✿ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✸ ❡$ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✹✮✱ ♥♦✉# ❝♦♥#$❛$♦♥# <✉❡ ❧✬✉$✐❧✐#❛$✐♦♥ ❞✉ ✜❧$)❡ 4❖❋

♣❡)♠❡$ ❞✬-❧✐♠✐♥❡) ❧❛ <✉❛#✐ $♦$❛❧✐$- ❞✉ ❜)✉✐$ ♣)-#❡♥$ ❞❛♥# ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦))-❧❛$✐♦♥ ❞✉ ✜❧$)❡ ❛❞❛♣$-✳

❆✐♥#✐✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✉♥ ♣✐❝ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦)$❡ ✐♥$❡♥#✐$- ❧♦)#<✉✬✐❧ #✬❛❣✐$ ❞❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡# ✐❞❡♥$✐<✉❡#✳ ❊♥

❡✛❡$✱ ❧❡ ♣✐❝ ❞✬-♥❡)❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✹✭❛✮ ❡#$ ✸ ❢♦✐# #✉♣-)✐❡✉) 2 ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✹✭❜✮ ❛❧♦)# <✉❡

❝❡❧✉✐ ♣)-#❡♥$- ❞❛♥# ❧❛ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✸✭❛✮ ❡#$ ✶✱✷ ❢♦✐# #✉♣-)✐❡✉) 2 ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✸✭❜✮✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉#

♦✛)❡ ✉♥❡ #♦✉♣❧❡##❡ ♣♦✉) ♣♦#✐$✐♦♥♥❡) ❧❡ #❡✉✐❧ ✉$✐❧✐#- ♣♦✉) ❝♦♥✜)♠❡) ♦✉ ✐♥✜)♠❡) ❧❛ )❡❝♦♥♥❛✐##❛♥❝❡✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✺✳✹ ✕ ❘-#✉❧$❛$# ❞❡ #✐♠✉❧❛$✐♦♥# ❞❡ ❧❛ ❝♦))-❧❛$✐♦♥ ❡♥ ✉$✐❧✐#❛♥$ ❧❡ ✜❧$)❡ 4❖❋

✺✳✷✳✷✳✸ ❋✐❧'(❡ ❇+❖❋

▲❡ ✜❧$)❡ ❇4❖❋ ✭❇✐♥❛)② 4❖❋✮✱ ✐♥$)♦❞✉✐$ ♣❛) ❍♦)♥❡) ❬✶✶✷❪✱ ❡#$ ✉♥❡ ✈❡)#✐♦♥ ❜✐♥❛✐)❡ ❞✉ ✜❧$)❡ ❞❡

♣❤❛#❡ ♣✉)❡✳ ❈❡ ✜❧$)❡ )❡♣)-#❡♥$❡ ✉♥❡ #♦❧✉$✐♦♥ ✐♥$-)❡##❛♥$❡ ♣♦✉) ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ ♠❛$-)✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛

❝♦))-❧❛$✐♦♥ ❝❛) ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❜❡#♦✐♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❜✐$# )-❞✉✐$ ♣♦✉) ❝♦❞❡) ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ #❡# ♣✐①❡❧#✳

❈♦♥#✐❞-)♦♥# R ❧❛ $)❛♥#❢♦)♠-❡ ❞❡ ❋♦✉)✐❡) ❞❡ ❧❛ )-❢-)❡♥❝❡ r✳ ▲❡ ✜❧$)❡ ❇4❖❋ ❡#$ ❞-✜♥✐ ♣❛) ✿

HBPOF = B[HPOF ] ✭✺✳✸✮

❈❡$$❡ ❜✐♥❛)✐#❛$✐♦♥ ❡#$ ❞♦♥♥-❡ ♣❛)

HBPOF =

{
1 #✐ Real(HPOF ) > 0
−1 #✐♥♦♥

✭✺✳✹✮

▲✬♦♣-)❛$❡✉) Real ❞-#✐❣♥❡ ❧❛ ♣❛)$✐❡ )-❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜)❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✺ ✐❧❧✉#$)❡ ❧❡#

)-#✉❧$❛$# ❞❡# ❝♦))-❧❛$✐♦♥# ♦❜$❡♥✉❡# ❡♥$)❡ ❧❡# ✐♠❛❣❡# ♣)-#❡♥$-❡# #✉) ❧❛ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✷ ❡♥ ❝♦♥#✐❞-)❛♥$ ❧❛

❋✐❣✉)❡ ✺✳✷✭❛✮ ❝♦♠♠❡ )-❢-)❡♥❝❡✳ ❈❡# ♣❧❛♥# ❞❡ ❝♦))-❧❛$✐♦♥# )❡##❡♠❜❧❡♥$ 2 ❝❡✉① ♦❜$❡♥✉# ❡♥ ✉$✐❧✐#❛♥$
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❈♦♥❢♦8♠-♠❡♥1 J ❬✶✶✸❪✱ ✐❧ ❡①✐.1❡ ✹ 8-❛❧✐.❛1✐♦♥. ♣♦✉8 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉ ✿ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡✱

✈❡❝1❡✉8✲❘❛❞✐①✱ 18❛♥.❢♦8♠❛1✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡1 ✐♠❜8✐P✉-❡✳ ❉❛♥. ❝❡ 18❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉. ♥♦✉. ✐♥1-8❡..♦♥.

J ❧❛ 8-❛❧✐.❛1✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❧❛ ♣❧✉. ✉1✐❧✐.-❡ ❞❛♥. ❧❡. ✐♠♣❧❛♥1❛1✐♦♥. ♠❛1-8✐❡❧❧❡. ❞❡. ❋❋❚ ✷❉✳

✺✳✸✳✶✳✷ %&✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞/❝♦♠♣♦2✐3✐♦♥

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡. .♦81✐❡. ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉ Y (u, v) ❞✬✉♥❡ ♠❛18✐❝❡ ❞✬❡♥18-❡ y(l, k) ♣❡✉1 .❡ ❢❛✐8❡ ♣❛8

❧✬-P✉❛1✐♦♥ ✺✳✻✳

Y (v, u) =
N−1∑

k=0

N−1∑

l=0

y(l, k)e−j
2luπ
N e−j

2kvπ
N

✭✺✳✻✮

▲❛ ♠❛18✐❝❡ ❞✬❡♥18-❡ ♣❡✉1 S18❡ ❞-1❡8♠✐♥-❡ J ♣❛81✐8 ❞❡ Y (u, v) ❡♥ ✉1✐❧✐.❛♥1 ❧❛ ❋❋❚ ✷❉ ✐♥✈❡8.❡

■❋❋❚ ✷❉ ❞-✜♥✐❡ ♣❛8 ✿

y(l, k) =
1

N2

N−1∑

v=0

N−1∑

u=0

Y (v, u)ej
2luπ
N ej

2kvπ
N

✭✺✳✼✮

❛✈❡❝ u, v, l, k .♦♥1 ❞❡. ❡♥1✐❡8. ♥❛1✉8❡❧. ∈ [0, N − 1]✳

❆!❝❤✐%❡❝%✉!❡

▲✬-P✉❛1✐♦♥ ✺✳✻ ♣❡✉1 S18❡ ❞✐✈✐.-❡ ❡♥ ❞❡✉① ❋❋❚ ✶❉ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉.18- ❞❛♥. ❧✬-P✉❛1✐♦♥ ✺✳✽

Y (v, u) =
N−1∑

l=0

Z(u, l)e−j
2lvπ
N

✭✺✳✽✮

❛✈❡❝

Z(u, l) =

N−1∑

i=0

y(i, l)e−j
2iuπ
N

✭✺✳✾✮

▲❛ ♠❛18✐❝❡ ❩ ❡.1 ❛✐♥.✐ ❧❛ ❋❋❚ ✶❉ ❛♣♣❧✐P✉-❡ J ❝❤❛P✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛18✐❝❡ ❞✬❡♥18-❡✱ ❡1 u, v, l, k
.♦♥1 ❞❡. ❡♥1✐❡8. ♥❛1✉8❡❧. ∈ [0, N − 1]✳

❉✬❛♣8Y. ❧❡. -P✉❛1✐♦♥. ✺✳✽ ❡1 ✺✳✾✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉ ❝♦♥.✐.1❡ J ❝❛❧❝✉❧❡8 ✉♥❡ ❋❋❚ ✶❉ J

❝❤❛P✉❡ ❧✐❣♥❡ .✉✐✈✐❡ ♣❛8 ✉♥❡ ❋❋❚ ✶❉ .✉8 ❝❤❛P✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳ ▲❡ ♣8✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡11❡ ❛8❝❤✐1❡❝1✉8❡ ❡.1

❛✐♥.✐ ❞♦♥♥- ♣❛8 ❧❛ ❋✐❣✉8❡ ✺✳✶✵✳

✺✳✸✳✶✳✸ ❆&❝❤✐3❡❝3✉&❡ ♣&♦♣♦2/❡ ♣♦✉& ❧❛ ❋❋❚ ✷❉

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡.1 ♠♦♥18- ♣❛8 ❧✬-P✉❛1✐♦♥ ✺✳✽ ✉♥❡ ❋❋❚ ✷❉ ❞✬✉♥❡ ♠❛18✐❝❡ ❞❡ 1❛✐❧❧❡N×N ✱ ❡.1 ♦❜1❡♥✉❡

❡♥ ❛♣♣❧✐P✉❛♥1 N ❢♦✐. ✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ 1❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥1. J ❝❤❛P✉❡ ❧✐❣♥❡ ❡1 N ❋❋❚ ✶❉ ❞❡ 1❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥1.

J ❝❤❛P✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛18✐❝❡ 8-.✉❧1❛♥1❡✳ ▲❡. 8-.✉❧1❛1. ✐♥1❡8♠-❞✐❛✐8❡. .♦♥1 .❛✉✈❡❣❛8❞-❡. ❞❛♥.

✉♥❡ ♠-♠♦✐8❡ ❛♣♣❡❧-❡ ♠-♠♦✐8❡ ❞❡ 18❛♥.♣♦.✐1✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥18❡ ❧❛ ❋✐❣✉8❡ ✺✳✶✵✳



✶✵✹ ❈❍❆#■❚❘❊ ✺✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊❙ ❉❊ ❘❊❈❖◆◆❆■❙❙❆◆❈❊ ❉❊ ❋❖❘▼❊❙

FFT 1D
Mémoire de
transposition

FFT 1D
Mémoire

de l�image 
d�entrée

Mémoire
de sortie

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✵ ✕ ❙❝❤)♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧❛ 1)♣❛3❛4✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉

◆♦4♦♥1 =✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✶❉ 1✉3 ❝❤❛=✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛43✐❝❡ 3)1✉❧4❛♥4❡ ♥❡ ♣❡✉4

❝♦♠♠❡♥❝❡3 =✉✬❛♣3@1 ❧✬♦❜4❡♥4✐♦♥ ❞❡ 4♦✉4❡1 ❧❡1 1♦34✐❡1 ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✶❉ ❛♣♣❧✐=✉)❡ A ❝❤❛=✉❡ ❧✐❣♥❡✳ ■❧

❡14 ❛✐♥1✐ ♣♦11✐❜❧❡ ❞✬✉4✐❧✐1❡3 ❧❡ ♠C♠❡ ❜❧♦❝ ❋❋❚ ✶❉ ♣♦✉3 3)❛❧✐1❡3 ❧❡1 43❛♥1❢♦3♠)❡1 ♣♦✉3 ❧❡1 ❧✐❣♥❡1

❡4 ❧❡1 ❝♦❧♦♥♥❡1✳ ❊✈✐❞❡♠❡♥4✱ ❧✬✉4✐❧✐1❛4✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐4) ❞❡ ❝♦♥43H❧❡ 1✬✐♠♣♦1❡ ♣♦✉3 1②♥❝❤3♦♥✐1❡3 ❧❡1

❞✐✛)3❡♥41 43❛✐4❡♠❡♥41✳ ▲❛ ❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✶ ♠♦♥43❡ ✉♥ 1②♥♦♣4✐=✉❡ ❣)♥)3❛❧ ❞❡ ❧✬❛3❝❤✐4❡❝4✉3❡ ♣3♦♣♦1)❡

♣♦✉3 ❧❛ ❋❋❚ ✷❉✳

Unité de contrôle

Mémoire
partagée

FFT 1D
n+4log (N) bits

4
n+4log (N) bits

4

4
n+2log (N) bits

n
+

2
lo

g
(N

)
b

it
s

4

D
em

ux

Sortie

cast

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✶ ✕ ❙❝❤)♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛3❝❤✐4❡❝4✉3❡ ♣3♦♣♦1)❡ ♣♦✉3 ❧✬✐♠♣❧❛♥4❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉

❉❛♥1 ✉♥ ♣3❡♠✐❡3 4❡♠♣1 ❧❡1 ❡♥43)❡1 ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉ 1♦♥4 1❛✉✈❡❣❛3❞)❡1 ❞❛♥1 ❧❛ ♠)♠♦✐3❡ ✭♠)♠♦✐3❡

♣❛34❛❣)❡✮✳ ❯♥❡ ♣3❡♠✐@3❡ ❋❋❚ ❡14 ❛♣♣❧✐=✉)❡ A ❝❡1 ❡♥43)❡1 ❡♥ ✉4✐❧✐1❛♥4 ❧❡ ❜❧♦❝ ❋❋❚ ✶❉✳ ▲❡1 1♦34✐❡1

❞❡ ❝❡ ❜❧♦❝1 ✈♦♥4 ♣❛11❡3 ♣❛3 ✉♥ ❜❧♦❝ ❞)♠✉❧4✐♣❧❡①❡✉3 =✉✐ ♣❡3♠❡4 ❞❡ ❣)3❡3 ❝❡1 1♦34✐❡1✳ ❊♥ ❡✛❡4✱ ❞❛♥1

❧❡ ❝❛1 ❞✬✉♥❡ ♣3❡♠✐@3❡ ✉4✐❧✐1❛4✐♦♥ ❞✉ ❜❧♦❝ ■P ❋❋❚ ✶❉✱ ♥♦✉1 1❛✉✈❡❣❛3❞♦♥1 ❞❛♥1 ❧❛ ♠C♠❡ ♠)♠♦✐3❡

♣❛34❛❣)❡ ❡4 ❡♥ )❝3❛1❛♥4 ❧❡1 ❞♦♥♥)❡1 ❞✬❡♥43)❡1✳ ◆♦✉1 1❛✉✈❡❣❛3❞♦♥1 =✉❡ ❧❡1 n + 2log4(N) ❜✐41 ❞✉

♣♦✐❞1 ❧❡ ♣❧✉1 ❢❛✐❜❧❡ ✭▲❙❇✮ ❡♥ ✉4✐❧✐1❛♥4 ❧❡ ❜❧♦❝ cast ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✶✳ P❛3 ❧❛ 1✉✐4❡✱ ♥♦✉1 ✉4✐❧✐1♦♥1

✉♥❡ ❞❡✉①✐@♠❡ ❢♦✐1 ❧❡ ❜❧♦❝ ❋❋❚ ✶❉ ♣♦✉3 ❧✬❛♣♣❧✐=✉❡3 ❛✉① ❝♦♥4❡♥✉1 ❞❡ ❧❛ ♠)♠♦✐3❡ ♣❛34❛❣)❡ ❡4 ❧❡

3)1✉❧4❛4 ♦❜4❡♥✉ ❡14 3❡♥✈♦②) ❡♥ 1♦34✐❡✳ ❯♥❡ ✉♥✐4) ❞❡ ❝♦♥43H❧❡ ❡14 ✉4✐❧✐1)❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣)3❡3 ❧❡1 ❞♦♥♥)❡1

❛✐♥1✐ =✉❡ ❧❡1 1✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♥43H❧❡ ❞❡ ❝❤❛=✉❡ ❜❧♦❝✳

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡14 ♠♦♥43) ❞❛♥1 ❧❛ 1❡❝4✐♦♥ ✷✳✻✱ ❧✬■P ❋❋❚ ✶❉ ♣3♦♣♦1)❡ A ❡♥43)❡1 ♣❛3❛❧❧@❧❡1 ❡4 1♦34✐❡1

♣❛3❛❧❧@❧❡1 ❛ )4) ❢❛✈♦3❛❜❧❡♠❡♥4 ❝♦♠♣❛3)❡ ❛✈❡❝ ❧❡1 ❛3❝❤✐4❡❝4✉3❡1 ❡①✐14❛♥4❡1 ✭② ❝♦♠♣3✐1 ❧✬■P ❞❡

❳✐❧✐♥①✮✳ ◆♦✉1 ✉4✐❧✐1♦♥1 ❝❡44❡ ■P ♣♦✉3 ❧❛ 3)❛❧✐1❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉✳ ▲✬■P ❛✐♥1✐ ♣3♦♣♦1)❡ ♣♦11@❞❡

✹ ❡♥43)❡1 ❡4 ✹ 1♦34✐❡1✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥4 ♥)❝❡11❛✐3❡ ❞❡ ❞✐✈✐1❡3 ❧❛ ♠)♠♦✐3❡ ✉4✐❧✐1)❡ ❛✜♥ ❞✬)✈✐4❡3 ❧✬❛❝❝@1

♠✉❧4✐♣❧❡ ❡4 1✐♠✉❧4❛♥)❡ A ❧❛ ♠C♠❡ ♠)♠♦✐3❡✳

P♦✉3 ✉♥❡ ❋❋❚ ✷❉ ❞❡ 4❛✐❧❧❡ N×N ✱ ❧❡1 1♦34✐❡1 ❞❡ ❧❛ ♣3❡♠✐@3❡ ❋❋❚ ✶❉ ❞♦✐✈❡♥4 C43❡ 1❛✉✈❡❣❛3❞)❡1

❞❛♥1 ✉♥❡ ♠)♠♦✐3❡ ❞❡ 4❛✐❧❧❡ N ×N ♣♦✐♥41✳ ▲❡1 ✐♥❞✐❝❡1 ❞❡ 1♦34✐❡ ❞❡ ❝❤❛=✉❡ ❋❋❚ 1♦♥4 1②♠)43✐=✉❡1

♣❛3 3❛♣♣♦34 A

N
4 ✳ ▲❛ ♠)♠♦✐3❡ ❞♦✐4 C43❡ ❛✐♥1✐ ❞✐✈✐1)❡ ❡♥ ✹ ♠)♠♦✐3❡1 ❞❡ 4❛✐❧❧❡1 N × N

4 ♣♦✐♥41

❝❤❛❝✉♥❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡14 ♠♦♥43) ❞❛♥1 ❧❛ ❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✷✳ ▲❡1 ❡♥43)❡1 ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✶❉ 1♦♥4 ♦3❣❛♥✐1)❡1 ❡♥

❝♦❧♦♥♥❡1✳ ■❧ ❡14 ❛✐♥1✐ ♥)❝❡11❛✐3❡ ❞❡ ❞✐✈✐1❡3 ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡1 ♠)♠♦✐3❡1 ❞❡ 4❛✐❧❧❡ N × N
4 ♣♦✐♥41 ❡♥ ✹

♠)♠♦✐3❡1 ❞❡ 4❛✐❧❧❡

N
4 ×

N
4 ♣♦✐♥41 ❝❤❛❝✉♥❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡14 ✐♥❞✐=✉) ❞❛♥1 ❧❛ ❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✷✳

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧✬❛3❝❤✐4❡❝4✉3❡ ♣3♦♣♦1)❡ ♣♦✉3 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉ 1✉3 ❋P●❆ ❡14 ❝♦♠♣♦1)❡ ❞❡ ✹

❜❧♦❝1✳ ❯♥ ❜❧♦❝ ❋❋❚ ✶❉✱ ✉♥ ♠✉❧4✐♣❧❡①❡✉3✱ ✉♥❡ ♠)♠♦✐3❡ ❡4 ✉♥❡ ✉♥✐4) ❞❡ ❝♦♥43H❧❡✳ ▲❡ ❜❧♦❝ ❋❋❚

✶❉ ❡14 ✉4✐❧✐1) ♣♦✉3 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡1 ❋❋❚ ❞❡ ❝❤❛=✉❡ ❧✐❣♥❡ ❡4 ❞❡ ❝❤❛=✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳ ▲❛ ♠)♠♦✐3❡ ❞❡

4❛✐❧❧❡ N ×N ♣♦✐♥41 ❡14 ❞✐✈✐1)❡ ❡♥ ✶✻ ♠)♠♦✐3❡1 ❞❡ 4❛✐❧❧❡

N
4 ×

N
4 ♣♦✐♥41 ❝❤❛❝✉♥❡✳ ❈❡44❡ ♠)♠♦✐3❡

❡14 ✉4✐❧✐1)❡ ♣♦✉3 1❛✉✈❡❣❛3❞❡3 ❧❡1 3)1✉❧4❛41 ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✶❉ ❛♣♣❧✐=✉)❡ A ❝❤❛=✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛43✐❝❡

❞✬❡♥43)❡✳ ■❧ ❡14 ❛✉11✐ A ♥♦4❡3 =✉❡ ❧❡1 ❞♦♥♥)❡1 1♦♥4 1❛✉✈❡❣❛3❞)❡1 ❞❛♥1 ❧❛ ♠)♠♦✐3❡ 1♦♥4 ♦3❣❛♥✐1)❡1

1♦✉1 ❢♦3♠❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝4❡✉3 ❝♦❧♦♥♥❡✳ ▲❡ ♠✉❧4✐♣❧❡①❡✉3 ❡14 ✉4✐❧✐1) ♣♦✉3 ❧❛ 1)❧❡❝4✐♦♥ ❞❡1 ❡♥43)❡1 ❛✉ ❜❧♦❝
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N
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4

N

4

N

Mémoire

Mémoire

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✷ ✕ ❉✐✈✐)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠1♠♦✐2❡ ❞❡ 32❛♥)♣♦)✐3✐♦♥

❋❋❚ ✶❉✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥3✱ ❧✬✉♥✐31 ❞❡ ❝♦♥32;❧❡ ❡)3 ✉3✐❧✐)1❡ ♣♦✉2 ❣12❡2 ❧❡) ❛❞2❡))❡) ❞❡ ❧❡❝3✉2❡ ❡3 ❞✬1❝2✐3✉2❡

❞❡ ❝❤❛>✉❡ ♠1♠♦✐2❡ ❛✐♥)✐ >✉❡ ❧✬❡♥321❡ ❞❡ )1❧❡❝3✐♦♥ ♣♦✉2 ❧❡ ♠✉❧3✐♣❧❡①❡✉2✳

✺✳✸✳✶✳✹ ❊✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐2✉❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉) ✉3✐❧✐)♦♥) ✉♥ )❡✉❧ ❜❧♦❝ ❋❋❚ ✶❉ ♣♦✉2 ❝❛❧❝✉❧❡2 ❧❡) )♦23✐❡) ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❞❡ ❝❤❛>✉❡

❧✐❣♥❡ ❡3 ❞❡ ❝❤❛>✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥3 ❛❧♦2) ❝2✉❝✐❛❧ ❞❡ )♣1❝✐✜❡2 ❧❛ ❞②♥❛♠✐>✉❡ ❞❡ ❝❡ ❜❧♦❝ ❛✜♥ ❞❡

2❡)♣❡❝3❡2 ❧❛ 3❛✐❧❧❡ ❞❡) ❡♥321❡) ❡3 ❞❡) )♦23✐❡) ❞❡ ❝❡ ❜❧♦❝✳ ❊♥ ❡✛❡3✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡)3 ♠♦♥321 ❞❛♥) ❧❛

)❡❝3✐♦♥ ✷✳✺✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐>✉❡ ❞❡ ❧✬■G ❋❋❚ ✶❉ ♣2♦♣♦)1❡ ❛✉❣♠❡♥3❡ ❞❡ 2log4(N) ❜✐3) ♣♦✉2 ✉♥❡ ❋❋❚

❞❡ 3❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥3)✳ ❙✐ ❧❡) ♣✐①❡❧) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ )♦♥3 ❝♦❞1) )✉2 ♥ ❜✐3)✱ ❧❛ ❋❋❚ ✶❉ ❞♦✐3 32❛✐3❡2 ✷ ❝❛)

❞✐✛12❡♥3)✳ ▲❡ ♣2❡♠✐❡2 ❡)3 ❧✐1 J ❧✬✉3✐❧✐)❛3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✶❉ )✉2 ❧❡) ❧✐❣♥❡)✳ ❉❛♥) ❝❡ ❝❛)✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ✉♥

❞1♣❛))❡♠❡♥3 ❞❡ 2log4(N) ❜✐3)✳ ▲❡ ❞❡✉①✐K♠❡ ❝❛) ❞✬✉3✐❧✐)❛3✐♦♥ ✈✐❡♥3 ❞✉ ❢❛✐3 >✉❡ ❧❛ ❋❋❚ )✬❛♣♣❧✐>✉❡

)✉2 ❧❡) )♦23✐❡) ❞❡ ❧❛ 1re ❞♦♥3 ❧❡) ❞♦♥♥1❡) )♦♥3 ❝♦❞1❡) )✉2 n + 2log4(N) ❜✐3)✳ ❊♥ 2❡)♣❡❝3❛♥3 ❧❡

♠M♠❡ ❞1♣❛))❡♠❡♥3 ♥♦✉) ♦❜3❡♥♦♥) ✉♥❡ )♦23✐❡ ❞❡ ❋❋❚ ✷❉ ❝♦❞1❡ )✉2 n + 4log4(N) ❜✐3)✳ ❆✐♥)✐✱

❞❛♥) ❧❡ ❜✉3 ❞✬✉3✐❧✐)❡2 ✉♥ )❡✉❧ ❜❧♦❝ ❋❋❚ ✶❉ ❝♦♥❢♦2♠1♠❡♥3 J ❧❛ ❋✐❣✉2❡ ✺✳✶✶✱ ❧❡) ❡♥321❡) ❞❡ ❧❛ ❋❋❚

)♦♥3 ❝♦❞1❡) )✉2 n + 2log4(N) ❜✐3)✳ G♦✉2 >✉❡ ❝❡❝✐ )♦✐3 ❝♦♥❢♦2♠❡ J ❧✬✉3✐❧✐)❛3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✶❉✱

♥♦✉) ❝♦♥❝❛31♥♦♥) 2log4(N) ③12♦) ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡) n ❜✐3) ❞❡ ❧✬❡♥321❡ >✉❡ ♥♦✉) )❛✉✈❡❣❛2❞♦♥) ❞❛♥) ❧❛

♠1♠♦✐2❡ ♣❛23❛❣1❡✳ ❆✉))✐✱ ♥♦✉) 32♦♥❝♦♥) 2log4(N) ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ )♦23✐❡ >✉❡ ♥♦✉) )❛✉✈❡❣❛2❞♦♥)

❞❛♥) ❧❛ ♠M♠❡ ♠1♠♦✐2❡ ♣❛23❛❣1❡✳

G❧✉) ❝♦♥❝2K3❡♠❡♥3✱ ♣2❡♥♦♥) ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ 3❛✐❧❧❡ 256× 256 ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣2✐) J ❧❛

>✉❡❧❧❡ ♥♦✉) ❛♣♣❧✐>✉♦♥) ✉♥❡ ❋❋❚ ✷❉✳ ▲❡) ❞♦♥♥1❡) ❞✬❡♥321❡ )♦♥3 ❝♦❞1❡) )✉2 ✽ ❜✐3)✳ ◆♦✉) ✉3✐❧✐)♦♥)

✉♥ ❜❧♦❝ ❋❋❚ ✶❉ >✉✐ 32❛✐3❡ ❞❡) ❞♦♥♥1❡) ❞✬❡♥321❡ )✉2 8 + 2 × 4 = 16 ❜✐3) ♣♦✉2 ❛✈♦✐2 ❞❡) )♦23✐❡)

)✉2 8 + 4× 4 = 24 ❜✐3)✳ ❉❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✶❉ )✉2 ❧❡) ❧✐❣♥❡)✱ ♥♦✉) ❝♦♥❝❛31♥♦♥) ✽ ③12♦) ❛✉① ✽

❜✐3) ❞❡ ❧✬❡♥321❡ ❡3 ♥♦✉) 32♦♥❝♦♥) ✽ ❜✐3) )✉2 ❧❡) ✷✹ ❜✐3) ❞❡) )♦23✐❡) ❛✜♥ ❞✬♦❜3❡♥✐2 ✶✻ ❜✐3)✳ ❉❛♥) ❧❡

❝❛) ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✶❉ )✉2 ❧❡) ❝♦❧♦♥♥❡)✱ ♥♦✉) ✉3✐❧✐)♦♥) ✶✻ ❜✐3) J ❧✬❡♥321❡ ♣♦✉2 ❛✈♦✐2 ✷✹ ❜✐3) ❡♥ )♦23✐❡✳

✺✳✸✳✶✳✺ ❆♥❛❧②4❡ *❡♠♣♦6❡❧❧❡

❉❛♥) ❝❡33❡ )❡❝3✐♦♥ ♥♦✉) 13✉❞✐♦♥) ❧❡ 3❡♠♣) ❞✬❡①1❝✉3✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛2❝❤✐3❡❝3✉2❡ ❋❋❚ ✷❉ ♣2♦♣♦)1❡ ❡♥

3❡2♠❡) ❞❡ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ❝②❝❧❡) ❞✬❤♦2❧♦❣❡✳ ▲❡) ❡♥321❡) ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉ )♦♥3 ❣1♥12❛❧❡♠❡♥3 )❛✉✈❡❣❛2❞1❡)

❡♥ ♠1♠♦✐2❡ ✐♥3❡2♥❡ ♦✉ ❡①3❡2♥❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥) >✉❡ ❞❛♥) ❧❛ )❡❝3✐♦♥ ✷✳✺✳✷✳✸✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ♠♦♥321 >✉❡

❧❛ ❧❛3❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❡)3 ❞❡

N
4 + 3(log4(N) − 1) + 2 ❝②❝❧❡$ ❞✬❤♦)❧♦❣❡ ✭$✐ ♥♦✉$ $✉♣♣♦$♦♥$ 0✉✬✉♥❡

♦♣1)❛3✐♦♥ ❛)✐3❤♠13✐0✉❡ ✭❛❞❞✐3✐♦♥ ♦✉ ♠✉❧3✐♣❧✐❝❛3✐♦♥✮ $✬❡①1❝✉3❡ ❡♥ ✶ ❝②❝❧❡ ❞✬❤♦)❧♦❣❡✮✳ ❙❛❝❤❛♥3 0✉❡

3♦✉3❡$ ❧❡$ $♦)3✐❡$ ❞✬✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ 3❛✐❧❧❡ N ♣♦✐♥3$ $♦♥3 ♣)1$❡♥3❡$ ❛♣)<$

N
4 ❝②❝❧❡$ ❞✬❤♦)❧♦❣❡✳

❉✬❛✉3)❡ ♣❛)3✱ ❧✬❛)❝❤✐3❡❝3✉)❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✶❉ ♣)♦♣♦$1❡ ♣❡)♠❡3 ✉♥ 3)❛✐3❡♠❡♥3 ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞❡$ ❞♦♥✲

♥1❡$✳ ❊♥ ❡✛❡3✱ ❛♣)<$ ✉♥❡ ❧❛3❡♥❝❡ 1❣❛❧❡ B

N
4 + 3log4(N) − 1✱ 3♦✉$ ❧❡$

N
4 ❝②❝❧❡$ ❞✬❤♦)❧♦❣❡ ♥♦✉$

♦❜3❡♥♦♥$ ❧❡$ $♦)3✐❡$ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✶❉ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ❧✐❣♥❡✳ ❆✐♥$✐✱ ❧❡ 3❡♠♣$ ❞✬❡①1❝✉3✐♦♥ ♥1❝❡$$❛✐)❡ ♣♦✉)

❛✈♦✐) 3♦✉3❡$ ❧❡$ $♦)3✐❡$ ❞❡$ ❋❋❚ ✶❉ ❛♣♣❧✐0✉1❡$ B ❝❤❛0✉❡ ❧✐❣♥❡ ❡①♣)✐♠1 ❡♥ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❝②❝❧❡$
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❞✬❤♦'❧♦❣❡ ❡+, Tligne ❞♦♥♥. ♣❛' ✿

Tligne =
N

4
+ 3log4(N)− 1 +N ×

N

4
✭✺✳✶✵✮

❆ ❝❡, ✐♥+,❛♥,✱ ❧❡+ ,'❛✐,❡♠❡♥,+ ❞❡+ ❋❋❚ ✶❉ ❛♣♣❧✐>✉.❡+ @ ❝❤❛>✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞♦✐, ❝♦♠♠❡♥❝❡' ❞❡ ❧❛

♠A♠❡ ♠❛♥✐B'❡ >✉❡ ❝❡❧❧❡+ '.❛❧✐+.❡+ ♣♦✉' ❧❡+ ❧✐❣♥❡+✳ C❛' ❝♦♥+.>✉❡♥,✱ ❧❡ ,❡♠♣+ ❞✬❡①.❝✉,✐♦♥ Ttotal ❞❡

❧❛ ❋❋❚ ✷❉ ❛♣♣❧✐>✉.❡ @ ✉♥❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ,❛✐❧❧❡ N ×N ❡+, ❞♦♥♥.❡ ♣❛' ✿

Ttot❴FFT2D = 2(
N

4
+ 3log4(N)− 1 +N ×

N

4
) ✭✺✳✶✶✮

✺✳✸✳✶✳✻ ❘&'✉❧*❛*' ❞❡ '②♥*❤1'❡

❯♥❡ ✐♠♣❧❛♥,❛,✐♦♥ ❋C●❆ ❞❡ ❧✬❛'❝❤✐,❡❝,✉'❡ ♣'♦♣♦+.❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉ ♣♦✉' N = 256 ❛ .,. '.❛❧✐+.❡

❡♥ ✉,✐❧✐+❛♥, ✉♥ ❋C●❆ ❳✐❧✐♥① ❱✐',❡① ✺ ❙❳✾✺❚✳ ▲❡+ '.+✉❧,❛,+ ♦❜,❡♥✉+ ❛♣'B+ ✉♥❡ +②♥,❤B+❡ ❧♦❣✐>✉❡

+♦♥, ✐❧❧✉+,'.+ ❞❛♥+ ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ '❡♠♣❧❛❝. ❞❛♥+ ❧❛ ❋✐❣✉'❡ ✺✳✶✶ ❧✬■C ♣'♦♣♦+.❡

♣❛' ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❳✐❧✐♥① ❡, ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ '❡♣♦',. ❧❡+ '.+✉❧,❛,+ ❞❛♥+ ❧❡ ,❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳

❆'❝❤✐,❡❝,✉'❡ ♣'♦♣♦+.❡ ❆'❝❤✐,❡❝,✉'❡ @ ❜❛+❡ ❞❡ ❧✬■C ❳✐❧✐♥①

❙❧✐❝❡+ ▲✉,+ ✺✶✸✶ ✷✺✽✼

❇❘❆▼ ✻✹ ✻✹

❋'.>✉❡♥❝❡ ✭▼❍③✮ ✸✶✷ ✸✼✹

❚tot❴FFT2D ✸✷✾✶✵ ✶✸✷✽✹✷

❚❡♠♣+ ❞✬❡①.❝✉,✐♦♥✭♠+✮ ✵✳✶✵✺ ✵✳✸✺✼

C'♦❞✉✐, +✉'❢❛❝❡ ,❡♠♣+ ✺✸✽ ✾✸✷

❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛'❛✐+♦♥ ❡♥,'❡ ❧❡+ '.+✉❧,❛,+ ❞❡ +②♥,❤B+❡ ❞❡+ ❞✐✛.'❡♥,❡+ ❛'❝❤✐,❡❝,✉'❡+ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚

✷❉

▲❡+ ❜❧♦❝+ ❇❘❆▼ +♦♥, ✉,✐❧✐+.+ ♣♦✉' +❛✉✈❡❣❛'❞❡' ❧❡+ ❞♦♥♥.❡+ ❞❡ ❧❛ ♠.♠♦✐'❡ ❞❡ ,'❛♥+♣♦+✐,✐♦♥

♣'.+❡♥,.❡ ❞❛♥+ ❧❛ ❋✐❣✉'❡ ✺✳✶✷✳ ▲❡ ,❡♠♣+ ❞✬❡①.❝✉,✐♦♥ ♣'.+❡♥,. ❞❛♥+ ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ❡+, ❝❛❧❝✉❧.

❡♥ ♠✉❧,✐♣❧✐❛♥, ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❝②❝❧❡+ ❞✬❤♦'❧♦❣❡ ♥.❝❡++❛✐'❡ ♣♦✉' ❧✬♦❜,❡♥,✐♦♥ ❞❡ ,♦✉,❡+ ❧❡+ +♦',✐❡+

(Ttot❴FFT2D) ♣❛' ❧❡ ❞.❧❛✐ ❞❡ ♣'♦♣❛❣❛,✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛>✉❡ ❛'❝❤✐,❡❝,✉'❡✳ ■❧ ❡+, ❛✐♥+✐ ♠♦♥,'. >✉❡ ❧✬❛'❝❤✐✲

,❡❝,✉'❡ ♣'♦♣♦+.❡ ❡+, ✸ ❢♦✐+ ♣❧✉+ '❛♣✐❞❡ >✉❡ ❝❡❧❧❡ ✉,✐❧✐+❛♥, ❧✬■C ❞❡ ❳✐❧✐♥①✳ ▼❛❧❣'. >✉❡ ❧❛ +✉'❢❛❝❡

♦❝❝✉♣.❡ ❞❡ ❧✬❛'❝❤✐,❡❝,✉'❡ ♣'♦♣♦+.❡ ❡+, ♣❧✉+ ✐♠♣♦',❛♥,❡ >✉❡ ❝❡❧❧❡ @ ❜❛+❡ ❞✬■C ❞❡ ❳✐❧✐♥①✱ ❡❧❧❡ ♣'.✲

+❡♥,❡ ✉♥ ♣'♦❞✉✐, +✉'❢❛❝❡ ,❡♠♣+ ♠❡✐❧❧❡✉' ❡, ♣❛' ❝♦♥+.>✉❡♥, ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉' ❝♦♠♣'♦♠✐+ ❡♥ ,❡'♠❡+ ❞❡

+✉'❢❛❝❡ ,❡♠♣+✳

✺✳✸✳✶✳✼ ▼❡'✉4❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐''❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉

❉❛♥+ ❝❡,,❡ +❡❝,✐♦♥✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ✉,✐❧✐+. ❧❡ ♠A♠❡ ❜❛♥❝ ❞❡ ,❡+, ♣'.+❡♥,. ❞❛♥+ ❧❛ ❋✐❣✉'❡ ✹✳✼ ❛✜♥

❞✬❡✛❡❝,✉❡' ✉♥❡ ♠❡+✉'❡ ❞❡ ♣✉✐++❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉ >✉❡ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ♣'♦♣♦+.❡✳

◆♦✉+ ❛✈♦♥+ ❞✉♣❧✐>✉. ❧✬❛'❝❤✐,❡❝,✉'❡ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐' ✉♥❡ ♠❡+✉'❡ ♣'.❝✐+❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐+✲

+❛♥❝❡ ❝♦♥+♦♠♠.❡✳ ◆♦✉+ ✉,✐❧✐+♦♥+ ✉♥❡ ■C ❉❉❙ ❛✜♥ ❞❡ ❣.♥.'❡' ❧❡+ ❡♥,'.❡+ ♣♦✉' ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡+ ■C✳

❉❡ ♣❧✉+✱ ♥♦✉+ ❝♦♥♥❡❝,♦♥+ ✉♥❡ +♦',✐❡ ❞❡ ❝❤❛>✉❡ ■C ❋❋❚ ✉,✐❧✐+. @ ❧✬■C ❈♦'❡ ❈❤✐♣❙❝♦♣❡ ❛✜♥ ❞❡

+✬❛++✉'❡' ❞❡ +♦♥ ✐♠♣❧❛♥,❛,✐♦♥✳

▲❡ ,❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷ ✐❧❧✉+,'❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛'❛✐+♦♥ ❡♥ ,❡'♠❡ ❞❡ ♣✉✐++❛♥❝❡ ❝♦♥+♦♠♠.❡ ❡♥,'❡ ❧✬❛'❝❤✐,❡❝,✉'❡

❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉ ❡♥ ✉,✐❧✐+❛♥, ❧✬■C ❋❋❚ ♣'♦♣♦+.❡ ❡, ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❳✐❧✐♥① ♣♦✉' ✉♥❡ ,❛✐❧❧❡ ❞❡ 256× 256✳

❋❋❚ ✷❉ @ ❜❛+❡ ❋❋❚ ✷❉ @ ❜❛+❡

❞❡ ❧✬■C ❋❋❚ ♣'♦♣♦+.❡ ❞❡ ❧✬■C ❳✐❧✐♥①

C✉✐++❛♥❝❡ ♠❡+✉'.❡ ✭♠❲✮ ✽✹✳✸ ✽✶✳✶

❚❡♠♣+ ❞✬❡①.❝✉,✐♦♥ ✭♠+✮ ✵✳✶✵✺ ✵✳✸✺✼

C'♦❞✉✐, ,❡♠♣+✲♣✉✐++❛♥❝❡ ✭♠❲✳♠+✮ ✽✳✽✺✶✺ ✷✽✳✾✺✷✼

❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷ ✕ C✉✐++❛♥❝❡ ♠❡+✉'.❡ ❞❡+ ❛'❝❤✐,❡❝,✉'❡+ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉
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❈♦♠♠❡ ♥♦✉) ❧✬❛✈♦♥) ♠❡♥.✐♦♥♥0 ♣♦✉2 ❧❡) ■4 ❋❋❚✱ ❧❛ ❝♦♥)♦♠♠❛.✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛2❝❤✐.❡❝.✉2❡ ❋❋❚

✷❉ ♣2♦♣♦)0❡ = ❜❛)❡ ❞❡ ❧✬■4 ❡). ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉) 0❧❡✈0❡ ?✉❡ ❝❡❧❧❡ = ❜❛)❡ ❞❡ ❧✬■4 ❞❡ ❳✐❧✐♥①✳ ❈❡..❡

)✉2❝♦♥)♦♠♠❛.✐♦♥ ❡). ❞✉❡ = ❧✬❛)♣❡❝. ♠✉❧.✐✲❝❛♥❛✉① ❞❡ ❧✬■4 ♣2♦♣♦)0❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥.✱ ♠❛❧❣2E ?✉❡ ❧❛

❝♦♥)♦♠♠❛.✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐))❛♥❝❡ ❞❡) ❞❡✉① ❛2❝❤✐.❡❝.✉2❡) ❡). ?✉❛)✐♠❡♥. ✐❞❡♥.✐?✉❡✱ ❧✬❛2❝❤✐.❡❝.✉2❡ ❋❋❚

✷❉ = ❜❛)❡ ❞❡ ❧✬■4 ❋❋❚ ♣2♦♣♦)0❡ ❡). .2♦✐) ❢♦✐) ♣❧✉) 2❛♣✐❞❡ ?✉❡ ❝❡❧❧❡ = ❜❛)❡ ❞❡ ❧✬■4 ❞❡ ❳✐❧✐♥①✳

✺✳✸✳✷ ■♠♣❧❛♥*❛*✐♦♥ -✉/ ❋1●❆ ❞❡ ❧❛ ❝♦//7❧❛*✐♦♥

✺✳✸✳✷✳✶ ■♥'(♦❞✉❝'✐♦♥

4♦✉2 ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥.❛.✐♦♥ ❋4●❆ ❞❡ ❧❛ ❝♦220❧❛.✐♦♥✱ ♥♦✉) ♥♦✉) )♦♠♠❡) ❜❛)0) )✉2 ❧✬✐♠♣❧❛♥.❛.✐♦♥

❋4●❆ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉ ♣20)❡♥.0❡ ♣20❝0❞❡♠♠❡♥.✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡). ♠♦♥.20 ❞❛♥) ❧❛ )❡❝.✐♦♥

✺✳✷✳✶✱ ❧✬❛2❝❤✐.❡❝.✉2❡ ❞❡ ❜❛)❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦2✐.❤♠❡ ❞❡ ❝♦220❧❛.✐♦♥ ❡). ❜❛)0❡ )✉2 ❧✬✉.✐❧✐)❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚

✷❉ ❡. ❧❛ ■❋❋❚ ✷❉ ❡. ❞✬✉♥❡ ♠✉❧.✐♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ✜❧.2❡✳ ❆✜♥ ❞❡ 20❛❧✐)❡2 ❝❡..❡ ❝♦220❧❛.✐♦♥✱ ✐❧ ❡).

❛✐♥)✐ ♥0❝❡))❛✐2❡ ❞❡ ❝❤♦✐)✐2 ❧❡ ✜❧.2❡ = ✉.✐❧✐)❡2 ♣♦✉2 ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥.❛.✐♦♥ ❋4●❆✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉) ❧✬❛✈♦♥) ❝✐.0 ❞❛♥) ❧❛ )❡❝.✐♦♥ ✺✳✷✳✷✱ ❧❡ ✜❧.2❡ ❇4❖❋ ❡). ❧❡ ✜❧.2❡ ❧❡ ♣❧✉) ❛❞❛♣.0 ♣♦✉2

✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥.❛.✐♦♥ ♠❛.02✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ❧❡) ✈❛❧❡✉2) ❞❡ ❝❡ ✜❧.2❡ )❡ ❧✐♠✐.❡♥. = ✶ ❡. ✲✶ ❝❡ ?✉✐ ♣❡2♠❡.

❛✐♥)✐ ❞❡ 20❞✉✐2❡ ❧❛ )✉2❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣0❡✳ ❉❡ ♣❧✉)✱ ✐❧ ♣♦))E❞❡ ❞❡ .2E) ❜♦♥♥❡) ❝❛♣❛❝✐.0) ❞❡ ❞✐)❝2✐♠✐♥❛.✐♦♥✳

❈❡ .②♣❡ ❞❡ ✜❧.2❡ ♣20)❡♥.❡ ❛✐♥)✐ ✉♥ ❣2❛♥❞ ✐♥.02P. ♣♦✉2 ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥.❛.✐♦♥ ❋4●❆ ❞❡ ❧❛ ❝♦220❧❛.✐♦♥✳

✺✳✸✳✷✳✷ ❆(❝❤✐'❡❝'✉(❡ ♣(♦♣♦23❡

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ■❋❋❚ ✷❉ ❞✉ )♣❡❝.2❡ ♦❜.❡♥✉ ❛♣2E) ♠✉❧.✐♣❧✐❝❛.✐♦♥ ♣❛2 ❧❡ ✜❧.2❡ ❇4❖❋ ♥❡ ♣❡✉.

P.2❡ 20❛❧✐)0 ?✉✬❛♣2E) ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥.20❡✳ ❊♥ ♦✉.2❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥.2❡

❧❡) 0?✉❛.✐♦♥) ✺✳✻ ❡. ✺✳✼✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬■❋❋❚ ✷❉ ❡. ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ✷❉ )❡ ❢♦♥. ❡①❛❝.❡♠❡♥. ❞❡ ❧❛

♠P♠❡ ♠❛♥✐E2❡ = ✉♥ ❢❛❝.❡✉2 ❞❡ ♥♦2♠❛❧✐)❛.✐♦♥ ♣2E) ❡. 0❣❛❧❡ =

1
N2 ✳ 4♦✉2 ❝❡) 2❛✐)♦♥) ❡. ❞❛♥) ❧❡ ❜✉.

❞✬❛✈♦✐2 ✉♥❡ )✉2❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣0❡ 20❞✉✐.❡✱ ♥♦✉) ♣2♦♣♦)♦♥) ❞✬✉.✐❧✐)❡2 ✉♥ )❡✉❧ ❜❧♦❝ ❋❋❚ ✷❉ ♣♦✉2 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡ ❧❛ .2❛♥)❢♦2♠0❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡. ❧❛ .2❛♥)❢♦2♠0❡ ✐♥✈❡2)❡ ❞✉ )♣❡❝.2❡✳

4❛2 ❛✐❧❧❡✉2)✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉) ♦♣.♦♥) ♣♦✉2 ❧✬✉.✐❧✐)❛.✐♦♥ ❞✉ ✜❧.2❡ ❇4❖❋✱ ♥♦✉) ♥✬❛✈♦♥) ♣❛) ❜❡)♦✐♥

❞✬✉.✐❧✐)❡2 ❞❡) ♠✉❧.✐♣❧✐❡✉2) ❡♠❜❛2?✉0) ♣♦✉2 20❛❧✐)❡2 ❧❛ ♠✉❧.✐♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❡♥.2❡ ❧❡ )♣❡❝.2❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡.

❧❡ ✜❧.2❡✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ♥♦✉) ♠0♠♦2✐)♦♥) ❧❛ ✈❛❧❡✉2 ✵ ?✉❛♥❞ ❧❡ ❝♦♥.❡♥✉ ❞✉ ✜❧.2❡ ❡). 0❣❛❧ = ✲✶ ❡. ❧❛ ✈❛❧❡✉2 ✶

?✉❛♥❞ ❧❡ ❝♦♥.❡♥✉ ❞✉ ✜❧.2❡ ❡). 0❣❛❧ = ✶✳ ❆✐♥)✐✱ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉2 ❞✉ ✜❧.2❡✱ ♥♦✉) )❛✉✈❡❣❛2❞♦♥)

❧❛ ✈❛❧❡✉2 ❞✉ )♣❡❝.2❡ ♦✉ ❜✐❡♥ )♦♥ ♦♣♣♦)0 ✭♠✉❧.✐♣❧✐❝❛.✐♦♥ ♣❛2 ✲✶✮✳ ❉✬❛✉.2❡ ♣❛2.✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉) ❛✈♦♥)

✉♥❡ ❛2❝❤✐.❡❝.✉2❡ ?✉✐ ♣❡2♠❡. ❞❡ ❢♦✉2♥✐2 ✹ )♦2.✐❡) ♣❛2 ❝②❝❧❡ ❞✬❤♦2❧♦❣❡✱ ❛✜♥ ❞✬0✈✐.❡2 ❧✬❛❝❝E) )✐♠✉❧.❛♥0

❡. ♠✉❧.✐♣❧❡ = ❧❛ ♠0♠♦✐2❡ ❞❡ ❝❤❛?✉❡ ✜❧.2❡✱ ❝❡..❡ ❞❡2♥✐E2❡ )❡2❛ ❞✐✈✐)0❡ ❡♥ ✹ ♠0♠♦✐2❡) ❞❡ .❛✐❧❧❡ N×N
4

❝❤❛❝✉♥❡✳ ▲❡ ♣2✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡..❡ ♠✉❧.✐♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❡). ❞♦♥♥0 ♣❛2 ❧❛ ❋✐❣✉2❡ ✺✳✶✸✳

FFT/
IFFT
2D

Filtre BPOF

selectentrée0

Sélection

entrée1

entrée2

entrée3

sortie0

sortie1

sortie2

sortie3

sortie_mult
0

Fb
0

Fb
1

Fb
2

Fb
3

sortie_mult
1

sortie_mult
2

sortie_mult
3

select

select

select

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✸ ✕ 42✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧.✐♣❧✐❝❛.✐♦♥ ♣❛2 ❧❡ ❋✐❧.2❡ ❇4❖❋

▲❡) )♦2.✐❡) ❞✉ ❜❧♦❝ ❋❋❚ ✴■❋❋❚ ✶❉ ♣❛))❡ ♣❛2 ✉♥❡ ♣❤❛)❡ ❞❡ )0❧❡❝.✐♦♥ ✭❜❧♦❝ select ❞❡ ❧❛

❋✐❣✉2❡ ✺✳✶✸✮✳ ❈❡ ❜❧♦❝ ♣❡2♠❡.✱ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡♥.20❡ ❞❡ )0❧❡❝.✐♦♥✱ ❞❡ 2❡♥✈♦②❡2 ❧❛ )♦2.✐❡ ❞✉

❜❧♦❝ ❋❋❚✴■❋❋❚ ✶❉ ♦✉ ❜✐❡♥ )♦♥ ♦♣♣♦)0✳ ▲❡ ♣2✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝.✐♦♥♥❡♠❡♥. ❞❡ ❝❡ ❜❧♦❝ ❡). ❞♦♥♥0 ♣❛2

❧✬0?✉❛.✐♦♥ ✺✳✶✷✳

sortie❴multi =

{
sortiei )✐ Fbi = 1
−sortiei )✐ Fbi = 0

✭✺✳✶✷✮



✶✵✽ ❈❍❆#■❚❘❊ ✺✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊❙ ❉❊ ❘❊❈❖◆◆❆■❙❙❆◆❈❊ ❉❊ ❋❖❘▼❊❙

❛✈❡❝ ✐∈ [0, 3].

◗✉❛♥+ , ❧❛ ♠/♠♦✐1❡ ❞✉ 3♣❡❝+1❡ ❡❧❧❡ ❞♦✐+ 5+1❡ ❛✉33✐ ❞✐✈✐3/❡ ❡♥ ✉♥ ♣1❡♠✐❡1 ❧✐❡✉ ❡♥ ✹ ♠/♠♦✐1❡3

❞❡ +❛✐❧❧❡ N × N
4 ♣♦✐♥+3 ❝❤❛❝✉♥❡ ♣♦✉1 /✈✐+❡1 ❧✬❛❝❝93 ♠✉❧+✐♣❧❡ ❧♦13 ❞❡ ❧✬/❝1✐+✉1❡✳ ;❛1 ❧❛ 3✉✐+❡ ❝❤❛<✉❡

♠/♠♦✐1❡ ❞♦✐+ ❛✉33✐ 5+1❡ ❞✐✈✐3/❡ ❡♥ ✹ ♠/♠♦✐1❡3 ❞❡ +❛✐❧❧❡3

N
4 ×

N
4 ♣♦✐♥+3 ❝❤❛❝✉♥❡ ♣♦✉1 /✈✐+❡1 ❧✬❛❝❝93

♠✉❧+✐♣❧❡ ❧♦13 ❞❡ ❧❛ ❧❡❝+✉1❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉1❡ ✺✳✶✹ ✐❧❧✉3+1❡ ❧❡ 3❝❤/♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛1❝❤✐+❡❝+✉1❡ ♣1♦♣♦3/❡ ♣♦✉1

✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥+❛+✐♦♥ ❋;●❆ ❞❡ ❧❛ ♠/+❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦11/❧❛+✐♦♥✳

FFT/IFFT
2D

Unité de contrôle

Multiplication Plan de CorrélationPost-
traitement

Mémoire

Filtre
BPOF

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✹ ✕ ❙❝❤/♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛1❝❤✐+❡❝+✉1❡ ♣1♦♣♦3/❡ ♣♦✉1 ❧❛ ❝♦11/❧❛+✐♦♥

▲✬❛1❝❤✐+❡❝+✉1❡ ♣1♦♣♦3/❡ ❡3+ ❛✐♥3✐ ❝♦♠♣♦3/❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❋❋❚✴■❋❋❚ ✷❉✱ ❞❡✉① ❜❧♦❝3 ♠/♠♦✐1❡3

❞❡ +❛✐❧❧❡ N ×N ❝❤❛❝✉♥❡ ❡+ ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ 3/❧❡❝+✐♦♥✳ ▲❡ ❜❧♦❝ ❋❋❚✴■❋❋❚ ✷❉ ❡3+ ✉+✐❧✐3/ ♣♦✉1 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡ ❧❛ +1❛♥3❢♦1♠/❡ ❞❡ ❋♦✉1✐❡1 ✷❉ ❞✐1❡❝+❡ ❡+ ✐♥✈❡13❡✳ ❈❡ ❜❧♦❝ ❡3+ ❝♦♠♣♦3/ ❞✬✉♥❡ ❋❋❚ ✶❉ ❡+ ✉♥❡

♠/♠♦✐1❡ ❞❡ +❛✐❧❧❡ N × N ❝♦♥❢♦1♠/♠❡♥+ , ❧❛ ❋✐❣✉1❡ ✺✳✶✷✳ ▲❡ ❜❧♦❝ ❋❋❚ ✶❉ ❡3+ ❛✐♥3✐ ✉+✐❧✐3/ ✷

❢♦✐3 ♣♦✉1 ❝❤❛<✉❡ +1❛♥3❢♦1♠❛+✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥3✐♦♥3✳ ▲❛ ♠/♠♦✐1❡ ❞❡ +❛✐❧❧❡ N × N ❡3+ ✉+✐❧✐3/❡

♣♦✉1 3❛✉✈❡❣❛1❞❡1 ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥+1/❡ ❛✐♥3✐ <✉❡ ❧❛ ♠❛+1✐❝❡ ✐♥+❡1♠/❞✐❛✐1❡ ♣♦✉1 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚

✷❉ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉3 ❧✬❛✈♦♥3 ❡①♣❧✐<✉/ ♣1/❝/❞❡♠♠❡♥+✳ ▲❡3 ❜❧♦❝3 ♠/♠♦✐1❡3 ❞❡ +❛✐❧❧❡ N × N ❞❡ ❝❡++❡

❛1❝❤✐+❡❝+✉1❡3 3♦♥+ ✉+✐❧✐3/❡3 ❝♦♠♠❡ 3✉✐+ ✿ ❧❛ ♣1❡♠✐91❡ ♠/♠♦✐1❡ ❡3+ ✉+✐❧✐3/❡ ♣♦✉1 3❛✉✈❡❣❛1❞❡1 ❧❡

✜❧+1❡ ❇;❖❋ ❢❛❜1✐<✉/ , ♣❛1+✐1 ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ 1/❢/1❡♥❝❡ ♣❛1♠✐ ❧❡3 ✐♠❛❣❡3 ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉1❡ ✺✳✷✱ ❝❡++❡

♠/♠♦✐1❡ ❡3+ ❞❡ +❛✐❧❧❡ N ×N ❡+ ❝❤❛<✉❡ /❧/♠❡♥+ ❞❡ ❝❡++❡ ♠/♠♦✐1❡ ❡3+ ❝♦❞/ 3✉1 ✶ ❜✐+✳ ▲❛ ❞❡✉①✐9♠❡

♠/♠♦✐1❡ ✭❞❡ +❛✐❧❧❡ N×N✮ ❡3+ ✉+✐❧✐3/❡ ♣♦✉1 3❛✉✈❡❣❛1❞❡1 ❧❡ 1/3✉❧+❛+ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❞✉ 3♣❡❝+1❡

❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥+1/❡ ♣❛1 ❧❡ ✜❧+1❡ ❇;❖❋ ❢❛❜1✐<✉/ , ♣❛1+✐1 ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ 1/❢/1❡♥❝❡✳ ▲❡ ❞❡1♥✐❡1 ❜❧♦❝

3❡1+ , ❢❛✐1❡ ❧❛ ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥ <✉✐ 3❡ +1❛❞✉✐+ ❞❛♥3 ❝❡ ❝♦♥+❡①+❡ ♣❛1 ✉♥❡ ♦♣/1❛+✐♦♥ ❞❡ 3/❧❡❝+✐♦♥✳

✺✳✸✳✷✳✸ ❊✈♦❧✉)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐1✉❡

▲✬❛1❝❤✐+❡❝+✉1❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦11/❧❛+✐♦♥ ♣1♦♣♦3/❡ ❡3+ ❝♦♠♣♦3/❡✱ ❡♥+1❡ ❛✉+1❡3✱ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❋❋❚✴■❋❋❚

✷❉ ✉+✐❧✐3/ ♣♦✉1 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡3 +1❛♥3❢♦1♠/❡3 ❞❡ ❋♦✉1✐❡1 ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥3✐♦♥3✳ ❈❡++❡ ❋❋❚✴■❋❋❚

✷❉ ❡3+ ❝♦♠♣♦3/ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❋❋❚✴■❋❋❚ ✶❉ ✉+✐❧✐3/ ✹ ❢♦✐3 ✿ ❞❡✉① ❢♦✐3 ♣♦✉1 ❧❛ +1❛♥3❢♦1♠/❡ ❞✐1❡❝+❡

✭3❡❝+✐♦♥ ✺✳✸✳✶✮ ❡+ ❞❡✉① ❢♦✐3 ♣♦✉1 ❧❛ +1❛♥3❢♦1♠/❡ ✐♥✈❡13❡✳ ■❧ ❡3+ ❛✐♥3✐ ♥/❝❡33❛✐1❡ ❞❡ 3♣/❝✐✜❡1 ❧❛

❞②♥❛♠✐<✉❡ ❞❡ ❝❡ ❜❧♦❝ ❛✜♥ ❞❡ 1❡3♣❡❝+❡1 ❧✬/✈♦❧✉+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐<✉❡ ❛♣193 ❝❤❛<✉❡ +1❛♥3❢♦1♠/❡✳

❊♥ ❡✛❡+✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉3 ❧✬❛✈♦♥3 ❝✐+/ ♣1/❝/❞❡♠♠❡♥+✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐<✉❡ ❞✬✉♥❡ ❋❋❚ ✶❉ ❛✉❣♠❡♥+❡ ❞❡

2log4(N) ♣♦✉1 ✉♥❡ ❋❋❚ ❞❡ +❛✐❧❧❡ ◆ ♣♦✐♥+3✳ ;❛1 ❝♦♥3/<✉❡♥+ ❧❡3 ✈❛❧❡✉13 ❞✉ 3♣❡❝+1❡ ♦❜+❡♥✉ 3♦♥+

❝♦❞/❡3 3✉1 n + 4log4(N)✳ ▲❛ ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥ ♣❛1 ❧❡ ✜❧+1❡ ❇;❖❋ ❡3+ ✉♥❡ /+❛♣❡ ❞❡ 3/❧❡❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛

✈❛❧❡✉1 ❞✉ 3♣❡❝+1❡ , 3❛✉✈❡❣❛1❞❡1 ❡+ ♣❛1 ❝♦♥3/<✉❡♥+ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝❛✉3❡ ♣❛3 ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❞②♥❛♠✐<✉❡ ♣❡♥❞❛♥+ ❝❡++❡ ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥✳ ❉✬❛✉+1❡ ♣❛1+✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡3+ ♠♦♥+1/ ❞❛♥3 ❧✬/<✉❛+✐♦♥ ❧❛

■❋❋❚ ✷❉ ✭/<✉❛+✐♦♥ ✺✳✼✮✱ ❧❡3 1/3✉❧+❛+3 ♦❜+❡♥✉3 ❛♣193 ❧❡3 ❞❡✉① 3♦♠♠❡3 3♦♥+ ❞✐✈✐3/3 ♣❛1 N2
✳ ■❧ ❡3+

❛✐♥3✐ ♣♦33✐❜❧❡ ❞❡ 1/❞✉✐1❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ♦❜+❡♥✉ ❛♣193 ❝❤❛<✉❡ +1❛♥3❢♦1♠❛+✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❧❡3 +1❛♥3❢♦1♠/❡3 ❡♥

❧✐❣♥❡ ❡+ ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣1♦✈♦<✉❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ 4log4(N) ❜✐+3 ❡+ ❧❛ ❞✐✈✐3✐♦♥ ♣❛1 N2
♣❡1♠❡+ ✉♥❡ 1/❞✉❝+✐♦♥

♣❛1 2log2(N)✳ ;❛1 ❝♦♥3/<✉❡♥+✱ ❧❡3 ❡♥+1/❡3 ❡+ ❧❡3 3♦1+✐❡3 ❞✉ ❜❧♦❝ ❋❋❚✴■❋❋❚ ✶❉ 3♦♥+ ❝♦❞/❡3 3✉1

n+ 6log4(N)− 2log2(N) ❡+ n+ 8log4(N)− 2log2(N) 1❡3♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+✳
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Ttot❴FFT2D = 2(
N

4
+ 3log4(N)− 1 +N ×

N

4
) ✭✺✳✶✸✮
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Ttot❴corr = 4(
N

4
+ 3log4(N)− 1 +N ×

N

4
) + 1 ✭✺✳✶✹✮
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❞♦♥❝

Ttot❴app = 2(L+ 1)(
N

4
+ 3log4(N)− 1 +N ×

N

4
) + L ✭✺✳✶✺✮
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&❛✐/❡ ♣♦✉/ ❧❛ ♣/✐&❡ ❞❡ ❞0❝✐&✐♦♥✳
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▲✬❛/❝❤✐)❡❝)✉/❡ ❞❡ ❝♦//0❧❛)✐♦♥ ❛ 0)0 ✐♠♣❧❛♥)0❡ &✉/ ✉♥ ❋<●❆ ❳✐❧✐♥① ❱✐/)❡① ✺ ❙❳✾✺❚ ❡♥ ✉)✐❧✐&❛♥)

❧❡& ✐♠❛❣❡& ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉/❡ ✺✳✶✺✳ ▲❡& ♣❧❛♥& ❞❡ ❝♦//0❧❛)✐♦♥ ♦❜)❡♥✉& &♦♥) ✐❧❧✉&)/0& &✉/ ❧❛ ❋✐❣✉/❡ ✺✳✶✻✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✺ ✕ ■♠❛❣❡& ❞❡ )❡&)

▲❡& /0&✉❧)❛)& ♦❜)❡♥✉& ♠♦♥)/❡♥) ✉♥❡ ❢♦/)❡ &✐♠✐❧✐)✉❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜)❡♥✉& ❡♥ &✐♠✉❧❛)✐♦♥& ♣/0&❡♥)0&

❞❛♥& ❧❛ ❋✐❣✉/❡ ✺✳✺✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ♣♦✉/ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡& &✐♠✐❧❛✐/❡& ✭❝✐❜❧❡ ❡) /0❢0/❡♥❝❡✮✱ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦//0❧❛)✐♦♥

❝♦♥)✐❡♥) ✉♥ ♣✐❝ ✐♥)❡♥&❡ ❛✉ ❝❡♥)/❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡/♠❡) ❞❡ ♠❡&✉/❡/ ❧❡ ❞❡❣/0 ❞❡ /❡&&❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥)/❡ ❧✬✐♠❛❣❡
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❆;❝❤✐.❡❝.✉;❡ > ❜❛+❡ ❆;❝❤✐.❡❝.✉;❡ > ❜❛+❡

❞❡ ❧✬■8 ❋❋❚ ♣;♦♣♦+*❡ ❞❡ ❧✬■8 ❳✐❧✐♥①

8✉✐++❛♥❝❡ ♠❡+✉;*❡ ✭♠❲✮ ✶✷✻✳✾ ✶✶✼✳✸✻

❚❡♠♣+ ❞✬❡①*❝✉.✐♦♥ ✭♠+✮ ✵✳✷✶✵ ✵✳✼✼✻

8;♦❞✉✐. .❡♠♣+✲♣✉✐++❛♥❝❡ ✭♠❲✳♠+✮ ✷✻✳✻✹✾ ✾✶✳✵✼✶✸✻

❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✹ ✕ 8✉✐++❛♥❝❡ ♠❡+✉;*❡ ❞❡+ ❛;❝❤✐.❡❝.✉;❡+ ❞❡ ❧❛ ❝♦;;*❧❛.✐♦♥

◆♦✉+ ❝❛❧❝✉❧♦♥+ ❛✉++✐ ❧❡ ♣;♦❞✉✐. .❡♠♣+✲♣✉✐++❛♥❝❡✳ ▲❡+ ;*+✉❧.❛.+ ♦❜.❡♥✉+ ♠♦♥.;❡♥. ✉♥ ;❛♣♣♦;.

❞❡ ✸ ❢♦✐+ ♠❡✐❧❧❡✉; ❡♥ ❢❛✈❡✉; ❞❡ ❧✬❛;❝❤✐.❡❝.✉;❡ > ❜❛+❡ ❞❡ ❧✬■8 ❋❋❚ ♣;♦♣♦+*❡ ❡♥ .❡;♠❡+ ❞❡ ♣;♦❞✉✐.

.❡♠♣+✲♣✉✐++❛♥❝❡ ♣❛; ;❛♣♣♦;. > ❧✬❛;❝❤✐.❡❝.✉;❡ > ❜❛+❡ ❞❡ ❧✬■8 ❋❋❚ ❞❡ ❳✐❧✐♥①✳
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❉❛♥$ ❝❡''❡ $❡❝'✐♦♥ ♥♦✉$ ♣,♦♣♦$♦♥$ ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥ ●0❯ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ❞❡ ,❡❝♦♥✲

♥❛✐$$❛♥❝❡ ♦♣'✐♠✐$8✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ●0❯ ❡$' ❡✛❡❝'✉8 ♣♦✉, $❛ $✐♠♣❧✐❝✐'8 ❞❡ ♣,♦❣,❛♠♠❛'✐♦♥ ❝♦♠♣❛,8❡

❛✉① ❋0●❆ ❡' ❛✉$$✐ ♣❛, $❡$ ❜♦♥♥❡$ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡$ ❡♥ '❡,♠❡$ ❞❡ ,❛♣✐❞✐'8 ❝♦♠♠❡ ♥♦✉$ ❧✬❛✈♦♥$ ❡①✲

♣❧✐A✉8 ❞❛♥$ ❧❛ $❡❝'✐♦♥ ✶✳✸✳✺✳ 0♦✉, ❧❛ ,8❛❧✐$❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❡' ❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ♥♦✉$ ♥♦✉$ ❜❛$♦♥$ $✉, ♣❧✉$✐❡✉,$

'❡❝❤♥✐A✉❡$✳ ❊♥ ❡✛❡' ✿

✕ ◆♦✉$ ♥♦✉$ ✐♥'8,❡$$♦♥$✱ I ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡$ ✜❧',❡$ ❝♦♠♣♦$✐'❡$ ❬✸✱ ✺✱ ✶✷✱ ✶✸✱ ✶✶✹❪✳ ❈❡$ ❞❡,♥✐❡,$

♣❡,♠❡''❡♥' ❞❡ ,❡❣,♦✉♣❡, ♣❧✉$✐❡✉,$ ✐♠❛❣❡$ ,8❢8,❡♥❝❡$✱ ,8❞✉✐$❛♥' ❛✐♥$✐ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ✜❧',❡$

♥8❝❡$$❛✐,❡ I ❞8✜❧❡, ♣♦✉, ❛✈♦✐, ✉♥❡ ❞8❝✐$✐♦♥ ✜❛❜❧❡✳ ❈❡ ✜❧',❡ ❝♦♠♣♦$✐'❡ ❞❡ ♣❤❛$❡ ♣❡,♠❡' ❞❡

,8❞✉✐,❡ ❞✬✉♥ ❝P'8 ❧❛ '❛✐❧❧❡ ♠8♠♦✐,❡ ♥8❝❡$$❛✐,❡ ♣♦✉, ❧❡$ $'♦❝❦❛❣❡$ ❞❡$ ❞✐✛8,❡♥'$ ✜❧',❡$ ❡' ❧❡

'❡♠♣$ ♥8❝❡$$❛✐,❡ ♣♦✉, ❧❡$ ♠❛♥✐♣✉❧❡, ❞❡ ❧✬❛✉',❡ ❝♦'8✳ ❆✜♥ ❞✬♦♣'✐♠✐$❡, ❧❛ ❢✉$✐♦♥ ❞❡$ ✐♠❛❣❡$

,8❢8,❡♥❝❡$✱ ❞❛♥$ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❋♦✉,✐❡, ❞✉ ✜❧',❡ ❝♦♠♣♦$✐'❡✱ ♥♦✉$ ✉'✐❧✐$♦♥$ ✉♥❡ ✈❡,$✐♦♥ ♦♣'✐♠✐$8❡

❞❡ ❝❡ ✜❧',❡✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ ♥♦✉$ ❛❞❛♣'♦♥$ ❧❡ ❝,✐'R,❡ ❞❡ $❡❣♠❡♥'❛'✐♦♥ ♣♦✉, '❡♥✐, ❝♦♠♣'❡ ❞❡ ❧❛

♣,♦❜❛❜✐❧✐'8 ❞✬❛♣♣❛,✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ,8❢8,❡♥❝❡ ❡♥ ❡♥',8❡ ❞✉ $②$'R♠❡✳ ❈♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ✈✐$❛❣❡

,8❢8,❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ,♦'❛'✐♦♥ 0 ❛ ❧❛ ♣❧✉$ ❣,❛♥❞❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐'8 ✐✳❡✳ ✉♥❡ ♣❡,$♦♥♥❡ A✉✐ ✈❡✉' ❡♥',❡,

❞❛♥$ ✉♥❡ $❛❧❧❡ ❞♦✐' ,❡❣❛,❞❡, ❡♥ ❢❛❝❡ ❧❛ ❝❛♠8,❛✳

✕ ◆♦✉$ ♥♦✉$ ✐♥'8,❡$$♦♥$ ❛✉$$✐ ❛✉ ✜❧',❡$ 0❖❋✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❝❡ '②♣❡ ❞❡ ✜❧',❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡$ ',R$ ❜♦♥♥❡$

♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡$ ❡♥ '❡,♠❡$ ❞❡ ❞✐$❝,✐♠✐♥❛'✐♦♥ ❬✽❪ '♦✉' ❡♥ 8❧✐♠✐♥❛♥' ❧✬❛♠♣❧✐'✉❞❡ $♣❡❝',❛❧❡ ❞✉

✜❧',❡✱ ✐✳❡✳ ❧✬❛♠♣❧✐'✉❞❡ $♣❡❝',❛❧❡ ❡$' ❝❛,❛❝'8,✐$8❡ ♣❛, ✉♥❡ ',R$ ❣,❛♥❞❡ ❞②♥❛♠✐A✉❡ ❡' ♣❛,

❝♦♥$8A✉❡♥❝❡ ❡❧❧❡ ♥8❝❡$$✐'❡ ✉♥ ♥♦♠❜,❡ ',R$ ❣,❛♥❞ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❜✐'$ ♣♦✉, ❧❛ ❝♦❞❡,✳

✕ ◆♦✉$ ♥♦✉$ ❧✐♠✐'✐♦♥$ I ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡' I ,❡❝♦♥♥❛✐',❡ ❞❛♥$ ❧❛ $❝R♥❡✳ 0♦✉, $❡ ❢❛✐,❡ ♥♦✉$

❛✈♦♥$ ✉'✐❧✐$8 ❧❛ ♠8'❤♦❞❡ ❞❡ ❙❱▼ ✧❙✉♣♣♦,' ❱❡❝'♦, ▼❛❝❤✐♥❡$✧ ❬✶✶✺❪ ♣♦✉, ❞8'❡❝'❡, ❧❡ ✈✐$❛❣❡ ✿

$8❧❡❝'✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦,♠❛'✐♦♥ ✉'✐❧❡✳

✕ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥' ✉♥ ♣,8',❛✐'❡♠❡♥' $♣8❝✐✜A✉❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✬❡♥',8❡ ❡$' ❛♣♣❧✐A✉8✳ ❈❡''❡ ♦♣'✐♠✐$❛'✐♦♥

❡$' ❜❛$8❡ $✉, ❧✬✉'✐❧✐$❛'✐♦♥ ❡' ❧✬❛❞❛♣'❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠8'❤♦❞❡ ❞❡ ,❡❝♦♥$',✉❝'✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ I ♣❛,'✐,

❞❡ ❧❛ $❡✉❧❡ ✐♥❢♦,♠❛'✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛$❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ $♣❡❝',❛❧ ❬✶✶✻❪✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉$ ❛ ♣❡,♠✐$ ❞❡

,❡♥❞,❡ ❧❡ ❝♦,,8❧❛'❡✉, ♥✉♠8,✐A✉❡ ♣❧✉$ ,♦❜✉$'❡ ✈✐$✲I✲✈✐$ ❞❡ ❞✐✛8,❡♥'$ '②♣❡$ ❞❡ ❜,✉✐' ✿ ❜❧❛♥❝✱

$',✉❝'✉,8✱ ❛❞❞✐'✐❢✱ ❡'❝✳ ❯♥❡ ❛''❡♥'✐♦♥ '♦✉'❡ ♣❛,'✐❝✉❧✐R,❡ ❛ 8'8 ♣♦,'8❡ ♣♦✉, ❧✐♠✐'❡, ❧❡ ♥♦♠❜,❡

❞✬✐'8,❛'✐♦♥$ ♥8❝❡$$❛✐,❡ ♣♦✉, ❝♦♥✈❡,❣❡, ♥♦',❡ ❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ❞❡ ,❡❝♦♥$',✉❝'✐♦♥ I $❡✉❧❡♠❡♥' ✸ ♦✉

✹ ✐'8,❛'✐♦♥$✳
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▲✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ♣,♦♣♦$8 ❡$' ✐♥$♣✐,8 ❞❡ ❧❛ ♠8'❤♦❞❡ ❞✐'❡ ✧❛,❜,❡ ❞❡ ❞8❝✐$✐♦♥✧ ❡' ✐❧ ❡$' ❝♦♠♣♦$8 ❞❡

❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ✭❞✬❛✉',❡$ ♥✐✈❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥' ]',❡ ❛❥♦✉'8$ $✐ ❜❡$♦✐♥✮ ✿

✕ ◆✐✈❡❛✉ ✶ ✿ ❈❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥$✐$'❡ I ,8❛❧✐$❡, ✉♥ ♣,❡♠✐❡, ❝❧❛$$❡♠❡♥' ❞✉ ✈✐$❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ♣❛,♠✐ ❧❡$

❞✐✛8,❡♥'❡$ ❝❧❛$$❡$ ❡①✐$'❛♥'❡$ ❞❛♥$ ❧❛ ❜❛$❡ ❞✬❛♣♣,❡♥'✐$$❛❣❡ ❝♦♥$✐❞8,8❡ ✿ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡$ ❝❧❛$$❡$

❡$' ❝♦♥$'✐'✉8❡ ❞❡$ ❞✐✛8,❡♥'$ ✈✐$❛❣❡$✲,8❢8,❡♥❝❡$ ❞✬✉♥❡ $❡✉❧❡ ♣❡,$♦♥♥❡ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❝❧❛$$❡ 8A✉✐✈❛❧❡♥'

I ✉♥❡ ♣❡,$♦♥♥❡✳ ❯♥ ✜❧',❡ $♣8❝✐❛❧ ❞❡ ❝♦,,8❧❛'✐♦♥ ❡$' ✉'✐❧✐$8 ♣♦✉, ,8❛❧✐$❡, ❝❡ ❝❧❛$$❡♠❡♥' A✉✐

$❡,❛ ❞8'❛✐❧❧8 ♣❛, ❧❛ $✉✐'❡✳

✕ ◆✐✈❡❛✉ ✷ ✿ ❯♥❡ ❢♦✐$ ❧❡ ❝❧❛$$❡♠❡♥' ❡$' ,8❛❧✐$8✱ ♥♦✉$ ♥♦✉$ ✐♥'8,❡$$♦♥$ I ✉♥ ♥♦♠❜,❡ ❜✐❡♥

❞8'❡,♠✐♥8 ❞❡ ❝❧❛$$❡$ ✐✳❡✳ ❧❡$ ❝❧❛$$❡$ A✉✐ ♣,8$❡♥'❡♥' ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ,❡$$❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦❜❥❡'

❝✐❜❧❡✳ ❊♥$✉✐'❡✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛,❛✐$♦♥ ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡$ ❝❧❛$$❡$ ❣❛❣♥❛♥'❡$ ❡$' ,8❛❧✐$8❡ ♣♦✉,

❞8'❡,♠✐♥❡, ❧✬♦❜❥❡' ❝✐❜❧❡✳ ❉❛♥$ ❝❡''❡ ♣❛,'✐❡ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ✉'✐❧✐$8 ❧❡ ✜❧',❡ ❝♦♠♣♦$✐'❡ $❡❣♠❡♥'8✳

◆♦✉$ ❝♦♠♠❡♥_♦♥$ ♣❛, ❞8❝,✐,❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❝❤♦✐$✐❡ ♣♦✉, ✈❛❧✐❞❡, ♥♦',❡ ❛♣♣,♦❝❤❡✳ ❊♥ ❡✛❡'✱

❜✐❡♥ ❝♦♥♥❛`',❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♣❡,♠❡' ❞✬✉♥ ❝♦'8 ❞❡ ❝❤♦✐$✐, ❧❡ ♣,♦❝❡$$❡✉, ❧❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣'8 I ❝❡''❡

❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ A✉✐ ♣❡,♠❡' ❞✬❛✈♦✐, ✉♥ ❝♦♠♣,♦♠✐$ ❡♥',❡ ❧❛ ,❛♣✐❞✐'8 ❡' ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐'8 ♣❤②$✐A✉❡ '♦❧8,8❡✳

❉❡ ❧✬❛✉',❡ ❝♦'8✱ ❡❧❧❡ ♣❡,♠❡' ❞❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣'❡, ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ♣♦✉, ✉♥❡ ✉'✐❧✐$❛'✐♦♥ ♦♣'✐♠❛❧❡ ❞❡$

,❡$$♦✉,❝❡$ ❞✐$♣♦♥✐❜❧❡$ $✉, ❧❛ ❝✐❜❧❡ ♥✉♠8,✐A✉❡ ❝❤♦✐$✐❡✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥✱ ❝❤♦✐$✐❡ ❞❛♥$ ❝❡ ',❛✈❛✐❧✱ ❡$' ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❜✐♦♠8',✐A✉❡ A✉✐ ❝♦♥$✐$'❡ I ,❡❝♦♥✲

♥❛`',❡ ❡' I ✐❞❡♥'✐✜❡, ✉♥ ✈✐$❛❣❡ ❝✐❜❧❡✱ ♣,8$❡♥' ❡♥ ❡♥',8❡ ❞✉ ❝♦,,8❧❛'❡✉,✳ ❈❡''❡ ✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ❞✉



✶✶✷ ❈❍❆#■❚❘❊ ✺✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊❙ ❉❊ ❘❊❈❖◆◆❆■❙❙❆◆❈❊ ❉❊ ❋❖❘▼❊❙

(a) 

-45 ……

. 

0 … 45 -45 … 0 … 45 -45 … 0 … 45 

…

. 

(b) 

�15�  0 �15�

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✼ ✕ ▲❛ ❜❛)❡ ❞❡ ,❡), ✉,✐❧✐)0❡

✈✐)❛❣❡ ❞♦✐, 4,5❡ ,56) ❞✐)❝5✐♠✐♥❛♥,❡ ❡, ❡♥ ♠4♠❡ ,❡♠♣) 5♦❜✉),❡✳ ▲❛ 5♦❜✉),❡))❡ ❡), ♥0❝❡))❛✐5❡ ♣♦✉5

,❡♥✐5 ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❞❡) ❞✐✛05❡♥,❡) ♠♦❞✐✜❝❛,✐♦♥) ♣♦))✐❜❧❡) ❞✉ ✈✐)❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ♣❛5 5❛♣♣♦5, ❛✉① ✈✐)❛❣❡)

50❢05❡♥❝❡) ❞❡ ❧❛ ❜❛)❡ ❞✬❛♣♣5❡♥,✐))❛❣❡ ✿ 5♦,❛,✐♦♥✱ 0❝❤❡❧❧❡✱ ❜5✉✐, ❞❡ ❢♦♥❞✱ ❡,❝✳ C♦✉5 ✈❛❧✐❞❡5 ❧❡ ♣5✐♥✲

❝✐♣❡ ❞❡ ♥♦,5❡ ❛5❝❤✐,❡❝,✉5❡ ✐♠♣❧❛♥,❛♥, ♥✉♠05✐E✉❡♠❡♥, ❧❡ ❝♦550❧❛,❡✉5✱ ♥♦✉) 0,✉❞✐♦♥) ❞❛♥) ❝❡,,❡

)❡❝,✐♦♥✱ ❧❡) ❡✛❡,) ❞❡ ❧❛ 5♦,❛,✐♦♥ ✭♣♦✉5 ❧❡) ❛✉,5❡) ♣5♦❜❧6♠❡)✱ ✐❧ )✉✣, ❞❡ )✉✐✈5❡ ❧❡ ♠4♠❡ ♣5✐♥❝✐♣❡✮✳

▲❡) ❞✐✛05❡♥,) ,❡),) 50❛❧✐)0) ❞❛♥) ❝❡ ,5❛✈❛✐❧ ✉,✐❧✐)❡♥, ❧❛ ❜❛)❡ ❞❡) ✈✐)❛❣❡) C❍C■❉ ❬✶✶✼❪✳ ❈❡,,❡ ❜❛)❡

❡), ❝♦♥),✐,✉0❡ ❞❡ ♣❧✉)✐❡✉5) ✈✐)❛❣❡) ✭♣❧✉)✐❡✉5) ♣❡5)♦♥♥❡)✮ ❛✈❡❝ ❞✐✛05❡♥,) ❛♥❣❧❡) ❞❡ 5♦,❛,✐♦♥✱ ❞❛♥)

✉♥ ❡♥✈✐5♦♥♥❡♠❡♥, ❝♦♥,5O❧0 ❡, ❛✈❡❝ ✉♥ ❜5✉✐, ❞❡ ❢♦♥❞ ✜①❡✳ C♦✉5 )✐♠♣❧✐✜❡5 ❧❛ ❝♦♠♣50❤❡♥)✐♦♥ ❡, ❧✬✐♥✲

,❡5♣50,❛,✐♦♥ ❞❡) 50)✉❧,❛,)✱ ♥♦✉) ❛❧❧♦♥) )❡✉❧❡♠❡♥, ❡①♣♦)❡5 ❧❡) 50)✉❧,❛,) ♦❜,❡♥✉) ❛✈❡❝ ✽ ♣❡5)♦♥♥❡)

❞✐✛05❡♥,❡) ✭✽ ❝❧❛))❡)✮✳ ▲❡) ✽ ♣❡5)♦♥♥❡) ✉,✐❧✐)0❡) )♦♥, ♣50)❡♥,0❡) ✺✳✶✼✭❛✮✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡) ♣❡5)♦♥♥❡)

♣50)❡♥,❡ ❞❡) 5♦,❛,✐♦♥) ✈❡5,✐❝❛❧❡) ❝♦♠♣5✐)❡) ❡♥,5❡ ❬✲✶✺✱ ✰✶✺❪ ❡, ❞❡) 5♦,❛,✐♦♥) ❤♦5✐③♦♥,❛❧❡) ❝♦♠♣5✐)❡)

❡♥,5❡ ❬✲✹✺✱ ✰✹✺❪ ✭❋✐❣✉5❡ ✺✳✶✼✭❜✮✮✳

✺✳✹✳✸ $%&'%❛✐'❡♠❡♥' ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✬❡♥'%&❡

▲✬✐♥,5♦❞✉❝,✐♦♥ ❞❡ ❝❡,,❡ 0,❛♣❡ ❞❡ ♣50,5❛✐,❡♠❡♥,✱ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥, 50❛❧✐)❛❜❧❡ ♥✉♠05✐E✉❡♠❡♥,✱ ❛ ♣♦✉5

♦❜❥❡❝,✐❢) ❞✬❛✉❣♠❡♥,❡5 ❧❡ ♣♦✉✈♦✐5 ❞✐)❝5✐♠✐♥❛♥, ❞✉ ❝♦550❧❛,❡✉5 ,♦✉, ❡♥ ❛✉❣♠❡♥,❛♥, )❛ 5♦❜✉),❡))❡

❛✉① ♠♦❞✐✜❝❛,✐♦♥) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ✭5♦,❛,✐♦♥✱ ❜5✉✐,✱ ❡,❝✳✮✳ C♦✉5 )❡ ❢❛✐5❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ 5❡❝♦♥),5✉✐,❡

❡), ✉♥ ❝♦♠♣5♦♠✐) ❡♥,5❡ ❞❡✉① ❝❛) ✿ ✭✶✮ ✉♥ ♣5❡♠✐❡5 ❝❛) E✉✐ ❝♦♥)✐),❡ V ✉,✐❧✐)❡5 ❧❛ )❡✉❧❡ ✐♥❢♦5♠❛,✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣❤❛)❡ ❞❛♥) )♦♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ❋♦✉5✐❡5 ❡, ✭✷✮ ❧❡ ❞❡✉①✐6♠❡ ❝❛) ♦W ❧✬❛♠♣❧✐,✉❞❡ ✭❛♠♣❧✐,✉❞❡ )♣❡❝,5❛❧❡

❞✬♦5✐❣✐♥❡✮ ❡, ❧❛ ♣❤❛)❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ )♦♥, ✉,✐❧✐)0❡) ✳

❘❛♣♣❡❧♦♥) E✉❡ ❧❡ ✜❧,5❡ ✐♥,5♦❞✉✐, ❞❛♥) ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❋♦✉5✐❡5 ❞✉ ❝♦550❧❛,❡✉5 ❡), ✉♥ ✜❧,5❡ ❞❡ ♣❤❛)❡

♣✉5❡✳ ❉❛♥) ❧❡ ♣5❡♠✐❡5 ❝❛) ♦W ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❡), 5❡♣50)❡♥,0❡ )❡✉❧❡♠❡♥, ♣❛5 )❛ ♣❤❛)❡ )♣❡❝,5❛❧❡✱ ❧❛

♠✉❧,✐♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❞❡ ❝❡ )♣❡❝,5❡ ❞❡ ♣❤❛)❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧,5❡ C❖❋ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉5 1 ❧♦5)E✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡

❡), ✐❞❡♥,✐E✉❡ V ❧✬✐♠❛❣❡ 50❢05❡♥❝❡ ✭❊E✉❛,✐♦♥ ✺✳✶✻✮✳



✺✳✹✳ ■▼%▲❆◆❚❆❚■❖◆ ●%❯ ✶✶✸

Corr = TF−1[ej(Φcible)e−j(Φreference)]

Corr = TF−1[1]

Corr = δ
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*♣❡❝13❡ ♠♦❞✐✜7✳ ◆♦✉* ♦❜1❡♥♦♥* ❛✐♥*✐ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ 3❡❝♦♥*13✉✐1❡ ✭2N × 2N✮✳ ❈❡11❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥1♦✉3 ■❝

❡*1 ❧♦❝❛❧✐*7❡ *✉3 ✭◆✱◆✮ ♣✐①❡❧* ❡1 ❧❡ 3❡*1❡ ♥✬❡*1 ;✉❡ ❞✉ ❜3✉✐1✳ ❊♥ *7❧❡❝1✐♦♥♥❛♥1 *❡✉❧❡♠❡♥1 ❧✬✐♠❛❣❡

■❝ ♥♦✉* ♦❜1❡♥♦♥* ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ♠♦❞✐✜7❡✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞✬✐173❛1✐♦♥* Nit ❡*1 ✐♥❢73✐❡✉3 A ✉♥ ♥♦♠❜3❡

✜①7 ♣❛3 ❧✬✉1✐❧✐*❛1❡✉3✱ ♥♦✉* 37❛❧✐*♦♥* ✉♥❡ 13❛♥*❢♦3♠❛1✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉3✐❡3 ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✐♥*✐ 3❡❝♦♥*13✉✐1❡

❛♣38* ❧✬❛✈♦✐3 ♠✐*❡ ❞❛♥* ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ❉❡ ❝❡ *♣❡❝13❡ ♥♦✉* 37❝✉♣73♦♥* *❡✉❧❡♠❡♥1 ❧✬❛♠♣❧✐1✉❞❡ ❡1 ♥♦✉*

❧❛ 3❛❥♦✉1♦♥* ❛✉ *♣❡❝13❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦3✐1❤♠❡ ♣3❡♥❞ ✜♥ ;✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞❡ ❞✬✐173❛1✐♦♥*

❡*1 *✉♣73✐❡✉3 A nit✳ ❆✈❡❝ nit ❡*1 ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✐173❛1✐♦♥ ✜①7 A ❧✬❛✈❛♥❝❡✳

▲❡ ♣3❡♠✐❡3 ♣❛3❛♠813❡ 1❡*17 ❞❛♥* ❝❡11❡ ♣❛31✐❡ ❡*1 ❝❡❧✉✐ ;✉✐ ❛✛❡❝1❡ ❧❡ ♣❧✉* ❧❡* ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡* ❞✉

❝♦337❧❛1❡✉3 ❛✐♥*✐ ;✉❡ ❧❡ 1❡♠♣* ♥7❝❡**❛✐3❡ ♣♦✉3 ♣3❡♥❞3❡ ✉♥❡ ❞7❝✐*✐♦♥ A *❛✈♦✐3 ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞✬✐173❛1✐♦♥*✳

C♦✉3 ❝❡❧❛ ♥♦✉* ❛✈♦♥* 71✉❞✐7 ❧❡ ❝♦♠♣♦31❡♠❡♥1 ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦337❧❛1✐♦♥ ✈✐*✲A✲✈✐* ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥1❛1✐♦♥

❞✉ ♥♦♠❜3❡ ❞✬✐173❛1✐♦♥* ❞❛♥* ❧✬❛❧❣♦3✐1❤♠❡ ♣37*❡♥17 ❞❛♥* ❧❛ ❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✽✳

✺✳✹✳✸✳✷ ❘16✉❧+❛+ ❞✬✐♠♣❧❛♥+❛+✐♦♥

▲❛ ❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✾ ♣37*❡♥1❡ ✉♥ ❛♣❡3Q✉ ❞❡* ❞✐✛73❡♥1* 37*✉❧1❛1*✳ ▲❛ ❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✾✭❛✮ ♣37*❡♥1❡ ❧✬✐♠❛❣❡

❝✐❜❧❡ ❞✬♦3✐❣✐♥❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ 3❡❝♦♥*13✉✐1❡ ❛✈❡❝ ♥♦13❡ ❛❧❣♦3✐1❤♠❡ ❡1 ❡♥ ✉1✐❧✐*❛♥1 *❡✉❧❡♠❡♥1 4 ✐17✲

3❛1✐♦♥* ❡*1 ❛✣❝❤7❡ ❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✾✭❜✮✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ 3❡❝♦♥*13✉✐1❡ ❛♣38* 200 ✐173❛1✐♦♥* ❡*1 ♣37*❡♥17❡

*✉3 ❧❛ ❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✾✭❝✮✳ ▲✬✐♠❛❣❡ 37❢73❡♥❝❡ ✉1✐❧✐*7❡ ♣♦✉3 ❢❛❜3✐;✉❡3 ❧❡ ✜❧13❡ C❖❋ ❡*1 ✐❧❧✉*137❡ ❞❛♥* ❧❛

❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✾✭❞✮✳ ▲❡* ♣❧❛♥* ❞❡ ❝♦337❧❛1✐♦♥* ♦❜1❡♥✉❡* *❛♥* ✐173❛1✐♦♥*✱ ❛✈❡❝ 4 ✐173❛1✐♦♥* ❡1 ❛✈❡❝ 200
✐173❛1✐♦♥* *♦♥1 ♣37*❡♥17* 3❡*♣❡❝1✐✈❡♠❡♥1 *✉3 ❧❡* ❋✐❣✉3❡* ✺✳✶✾✭❡✮✱ ✭❢✮ ❡1 ✭❣✮✳ ◆♦✉* ♣♦✉✈♦♥* ❝♦♥*1❛✲

1❡3 ✉♥❡ ♥❡11❡ ❛♠7❧✐♦3❛1✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦337❧❛1✐♦♥ ❡♥ ✉1✐❧✐*❛♥1 4 ✐173❛1✐♦♥* ✭❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✽✭❢✮✮ ✿ ✉♥

♣✐❝ ❞❡ ❝♦337❧❛1✐♦♥ ♣❧✉* ✜♥ ❡1 ✉♥ ❜3✉✐1 ♥❡11❡♠❡♥1 ✐♥❢73✐❡✉3 A ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❞✬♦3✐❣✐♥❡ ✭❋✐❣✉3❡

✺✳✶✾✭❡✮✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥1 ♥♦✉* 3❡13♦✉✈♦♥* ❞❡* *✐♠✐❧✐1✉❞❡* ❡♥13❡ ❧❡* ♣❧❛♥* ❞❡ ❝♦337❧❛1✐♦♥ ✭❡✮ ❡1 ✭❣✮ ❞❡

❧❛ ❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✾✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❧✬✐♠❛❣❡ 3❡❝♦♥*13✉✐1❡ ❛♣38* 200 ✐173❛1✐♦♥* ✭❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✾✭❝✮✮ 3❡**❡♠❜❧❡ A

❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬♦3✐❣✐♥❡ ✭❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✾✭❛✮✮✳ C♦✉3 ❝♦♥✜3♠❡3 ❝❡❧❛✱ ♥♦✉* ❛✈♦♥* ❝❛❧❝✉❧7 ❧❡ ▼❙❊ ❡♥13❡ ❧✬✐♠❛❣❡

❝✐❜❧❡ ❞✬♦3✐❣✐♥❡ ✭❛✮ ❡1 ❧✬✐♠❛❣❡ 3❡❝♦♥*13✉✐1❡ ❡♥ ✉1✐❧✐*❛♥1 ❞✐✛73❡♥1* ♥♦♠❜3❡ ❞✬✐173❛1✐♦♥*✳ ❊♥ ❡✛❡1✱

❧❡ ▼❙❊ ✧ ▼❡❛♥ ❙;✉❛3❡ ❊33♦3✧ ✭❡33❡✉3 ;✉❛❞3❛1✐;✉❡ ♠♦②❡♥♥❡✮ ♣❡3♠❡1 ❞❡ ;✉❛♥1✐✜❡3 ❧❛ ❞✐✛73❡♥❝❡

❡♥13❡ ❧❡* ✈❛❧❡✉3* ❞❡ ❞❡✉① *✐❣♥❛✉①✳ ▲❡* 37*✉❧1❛1* *♦♥1 ♣37*❡♥17* *✉3 ❧❛ ❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✾ ✭❤✮✳ ❆✐♥*✐✱ ♥♦✉*

♣♦✉✈♦♥* ❝♦♥✜3♠❡3 ;✉❡ ♣❧✉* ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞✬✐173❛1✐♦♥* ❡*1 ❣3❛♥❞ ♣❧✉* ❧✬✐♠❛❣❡ 3❡❝♦♥*13✉✐1❡ 3❡**❡♠❜❧❡

A ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❞✬♦3✐❣✐♥❡✱ ✐❞❡♠ ♣♦✉3 ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦337❧❛1✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥1✱ ❧❛ ❋✐❣✉3❡ ✺✳✶✾ ✭✐✮ ♣37*❡♥1❡
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✽ ✕ ▲✬❛❧❣♦,✐.❤♠❡ ✉.✐❧✐34 ♣♦✉, .,❛✐.❡, ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ✿ ,❡❤❛✉33❡♠❡♥. ❞❡3 ❝♦♥.♦✉,3 ❡.

❧✐33❛❣❡ ❞✉ ❝♦♥.❡♥✉❡

❧❡3 ;❈❊ ♦❜.❡♥✉3 ❛✈❡❝ ❧❡3 ❞✐✛4,❡♥.3 ♥♦♠❜,❡ ❞✬✐.4,❛.✐♦♥3✳ ◆♦✉3 ♣♦✉✈♦♥3 ✈♦✐, A✉❡ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ✉♥

♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉, ✉♥ n = 4 ✭ 3 ♦✉ 5✮✳ ❆✐♥3✐✱ ✐❧ ❡3. ✐♥✉.✐❧❡ ❞❡ ,4❛❧✐3❡, ♣❧✉3 ❞✬✐.4,❛.✐♦♥3 ❝❛, ❞✬✉♥ ❝♦.4

❧❡3 ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡3 ❞✉ ❝♦,,4❧❛.❡✉, ❜❛✐33❡,♦♥. ❡. ❧❡ .❡♠♣3 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥4❝❡33❛✐,❡ ♣♦✉, ❝❡ .,❛✐.❡♠❡♥.

❛✉❣♠❡♥.❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉. ,❛❧❡♥.✐, ❧❛ ♣,✐3❡ ❞❡ ❞4❝✐3✐♦♥ ❞✉ ❝♦,,4❧❛.❡✉,✳

❊♥3✉✐.❡✱ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 4.✉❞✐4 ❧✬❡✛❡. ❞✉ ♣,4.,❛✐.❡♠❡♥. 3✉, ❧❛ ,♦❜✉3.❡33❡ ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ ❝♦,,4❧❛.✐♦♥ ✈✐3✲

I✲✈✐3 ❞❡ ❧❛ ,♦.❛.✐♦♥✳ ;♦✉, ❝❡❧❛ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ❝♦♠♣❛,4 ❧❡3 ;❈❊ ♦❜.❡♥✉3 3❛♥3 ❡. ❛✈❡❝ ♣,4.,❛✐.❡♠❡♥.

❡♥ ✉.✐❧✐3❛♥. ✉♥ ✜❧.,❡ ;❖❋✳ ❉❛♥3 ❧❛ ❋✐❣✉,❡ ✺✳✷✵ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ❝♦♥3✐❞4,4 3❡✉❧❡♠❡♥. ❞❡3 ❛♥❣❧❡3 ❛❧❧❛♥.

❞❡ ✲✸✵ I ✰✸✵ ❞❡❣,43✳ ▲❡3 ,43✉❧.❛.3 ❛✈❡❝ .♦✉.❡ ❧❛ ❜❛3❡ ✭❋✐❣✉,❡ ✺✳✶✼✱ ❞✐✛4,❡♥.3 ❛♥❣❧❡3 ❞❡ ,♦.❛.✐♦♥3✮

❡. ❡♥ ✉.✐❧✐3❛♥. ✉♥ ✜❧.,❡ 3❡❣♠❡♥.4 I ✸ ,4❢4,❡♥❝❡3 3♦♥. ♣,43❡♥.4❡3 3✉, ❧❛ ❋✐❣✉,❡ ✺✳✷✶✳

▲❛ ❋✐❣✉,❡ ✺✳✷✵ ♠♦♥.,❡ ❜✐❡♥ A✉❡ ❧❡3 ;❈❊ ♦❜.❡♥✉3 ❛✈❡❝ ❧❡ ♣,4.,❛✐.❡♠❡♥. 3♦♥. ♠❡✐❧❧❡✉,3 A✉❡ ❝❡✉①

♦❜.❡♥✉3 3❛♥3 ♣,4.,❛✐.❡♠❡♥. ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡✳ ❆✐♥3✐✱ ❛✈❡❝ ❝❡ ♣,4.,❛✐.❡♠❡♥. ♥♦.,❡ ❝♦,,4❧❛.❡✉, ❡3.

❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥3 3❡♥3✐❜❧❡ I ❧✬❡✛❡. ❞❡ ❧❛ ,♦.❛.✐♦♥✳ ▲❛ ❋✐❣✉,❡ ✺✳✷✶ ♠♦♥.,❡ ❧❛ ❝♦✉,❜❡ ❘❖❈ ♦❜.❡♥✉❡

❛✈❡❝ .♦✉.❡ ❧❛ ❜❛3❡ ✭❞✐✛4,❡♥.3 ❛♥❣❧❡3 ❞❡ ,♦.❛.✐♦♥3 ❤♦,✐③♦♥.❛❧ ❡. ✈❡,.✐❝❛❧✮✳ ▲❡3 ,43✉❧.❛.3 ♦❜.❡♥✉3
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✾ ✕ ❊✛❡( ❞✉ ♥♦♠❜/❡ ❞✬✐(2/❛(✐♦♥4 4✉/ ❧❡4 ♣❧❛♥4 ❞❡ ❝♦//2❧❛(✐♦♥

❝♦//2❧❛(❡✉/ ❛✈❡❝ ❝❡ (②♣❡ ❞❡ ❞✬❛❧❣♦/✐(❤♠❡✱ ♣❛/ ❧❛ 4✉✐(❡ ♥♦✉4 ✉(✐❧✐4♦♥4 ✉♥ ✜❧(/❡ ♣❧✉4 ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡(

♦♣(✐♠✐42 ♣♦✉/ ♥♦(/❡ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥✳

▲❡ ♣❧❛♥ ❞✬❛✉(♦❝♦//2❧❛(✐♦♥ ♦❜(❡♥✉ ❡♥(/❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ 4❛♥4 (/❛✐(❡♠❡♥( ✭❋✐❣✉/❡ ✺✳✷✷✭❛✮✮ ❡(

❧✬✐♠❛❣❡ /2❢2/❡♥❝❡ ✭❋✐❣✉/❡ ✺✳✷✷ ✭❜✮✮ ❡4( ♣/24❡♥(2 ❞❛♥4 ❧❛ ❋✐❣✉/❡ ✺✳✷✷✭❝✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉/ ❞✉ E❈❊ ❞❡

❝❡ ♣❧❛♥ ❡4( 2❣❛❧❡ G 0.09✳ ❆♣/I4 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❞❡ ♥♦(/❡ ❛❧❣♦/✐(❤♠❡ ❞❡ ♣/2(/❛✐(❡♠❡♥( 4✉/ ❧✬✐♠❛❣❡ ❋✐✲

❣✉/❡ ✺✳✷✷✭❛✮ ❡( ❛♣/I4 4❡✉❧❡♠❡♥( ✹ ✐(2/❛(✐♦♥4 ♥♦✉4 ♦❜(❡♥♦♥4 ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦//2❧❛(✐♦♥ ♣/24❡♥(2 ❞❛♥4 ❧❛

❋✐❣✉/❡ ✺✳✷✷✭❞✮ ❛✈❡❝ ✉♥ PCE = 0.86✳ ❯♥❡ 4✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❛/❛✐4♦♥ ❡♥(/❡ ❧❡4 ❞❡✉① ♣❧❛♥4 ❞❡ ❝♦//2❧❛(✐♦♥

♠♦♥(/❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦/(❡♠❡♥( ❞✉ ♣/2(/❛✐(❡♠❡♥( ♣/♦♣♦42✳ ❊♥ ❡✛❡( ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦//2❧❛(✐♦♥ ❛✈❡❝

♣/2(/❛✐(❡♠❡♥( ♣/24❡♥(❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥4 ❞❡ ❜/✉✐( M✉❡ ❝❡❧✉✐ 4❛♥4 ♣/2(/❛✐(❡♠❡♥(✳ ◆♦✉4 ❛✈♦♥4 (❡4(2

❝❡ ♣/2(/❛✐(❡♠❡♥( 4✉/ ❞✐✛2/❡♥(4 (②♣❡4 ❞✬✐♠❛❣❡4 ✭❜✐♥❛✐/❡ ❡( G ♣❧✉4✐❡✉/4 ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣/✐4✮ ❛✈❡❝ ❡( 4❛♥4

❜/✉✐(✳ ▲❡4 ❞✐✛2/❡♥(4 /24✉❧(❛(4 ♦❜(❡♥✉4 ♠♦♥(/❡♥( ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦/(❡♠❡♥( ❞❡ ❝❡ ♣/2(/❛✐(❡♠❡♥(✳

❊♥4✉✐(❡✱ ♥♦✉4 ♣/♦♣♦4♦♥4 ✉♥❡ ❞❡✉①✐I♠❡ ♦♣(✐♠✐4❛(✐♦♥✱ ❛❞❛♣(2❡ G ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥(❛(✐♦♥ 4✉/ ●E❯✱

M✉✐ ❝♦♥4✐4(❡ G /2❞✉✐/❡ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ✜❧(/❡4 ❞❡ ❝♦//2❧❛(✐♦♥ ❞❛♥4 ❧❛ ❜❛4❡ ❞✬❛♣♣/❡♥(✐44❛❣❡ 4❛♥4 ♣♦✉/
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✜❧(,❡ ❝♦♠♣♦2✐(❡ 2❡❣♠❡♥(- ✭❙E❖❋✮ ❬✶✸✱✶✶✾❪✳ E♦✉, ✈❛❧✐❞❡, ❧❡ ♣,✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♥♦(,❡ (,❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2

✉(✐❧✐2- ❧❡ ✜❧(,❡ 2❡❣♠❡♥(- ❝❧❛22✐M✉❡ ❬✶✸❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥( ♣♦✉, ❛✉❣♠❡♥(❡, ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡2 ,-❢-,❡♥❝❡2 ❞❛♥2

❧❡ ✜❧(,❡ ♥♦✉2 ♣♦✉✈♦♥2 ✉(✐❧✐2❡, ✉♥❡ ✈❡,2✐♦♥ ♦♣(✐♠✐2-❡ ❞✉ ✜❧(,❡ 2❡❣♠❡♥(-❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ♣,-2❡♥(-

❞❛♥2 ❬✶✶✾❪✳

▲❡ ♣,✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ✜❧(,❡ ❝♦♠♣♦2✐(❡ 2❡❣♠❡♥(- ❝♦♠♠❡ ♥♦✉2 ❧✬❛✈♦♥2 ♣,-2❡♥(- ❞❛♥2 ❧❛ 2❡❝(✐♦♥ ✺✳✷✳✷

❝♦♥2✐2(❡ 9 ❢✉2✐♦♥♥❡, ❡♥2❡♠❜❧❡ ❞✐✛-,❡♥(2 2♣❡❝(,❡2 ❞❡2 ✐♠❛❣❡2 ,-❢-,❡♥❝❡2✳ E♦✉, ② ❛,,✐✈❡,✱ ♥♦✉2

❝♦♠♠❡♥P♦♥2 ♣❛, 2❡❣♠❡♥(❡, ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✉ ✜❧(,❡ ❡♥ ❞✐✛-,❡♥(❡2 ③♦♥❡2✳ ❊♥2✉✐(❡✱ ♥♦✉2 ❛✛❡❝(♦♥2 ❝❤❛❝✉♥❡

❞❡2 ❝❡2 ③♦♥❡2 9 ✉♥ 2❡✉❧ 2♣❡❝(,❡ ✐22✉❡ ❞✬✉♥❡ 2❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡ ,-❢-,❡♥❝❡✳ E♦✉, ❛✛❡❝(❡, ✉♥❡ ③♦♥❡ 9 ✉♥
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,❡❧❛(✐✈❡ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ✭❞❛♥2 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉,✐❡,✮ ❞✬✉♥ 2♣❡❝(,❡ ♣❛, ,❛♣♣♦,( ❛✉① ♠V♠❡2 ♣✐①❡❧2

❞❡2 ❛✉(,❡2 2♣❡❝(,❡2✳ ❈❡ ❝,✐(T,❡ ♣,-2❡♥(❡ ✉♥ ❝❡,(❛✐♥ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❧✐♠✐(❛(✐♦♥2 M✉✐ ❝♦♥❞✉✐2❡♥( 9 ✉♥❡

❜❛✐22❡ ❞❡ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡2 ❞✉ ❝♦,,-❧❛(❡✉, ❧♦,2M✉❡ ❧❡2 ✐♠❛❣❡2 ,-❢-,❡♥❝❡2 2♦♥( (,T2 ♣,♦❝❤❡2 ✿ ❡①❡♠♣❧❡

❞❡✉① ,-❢-,❡♥❝❡2 ❞❡ ❧❛ ♠V♠❡ ♣❡,2♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ,♦(❛(✐♦♥ ❞❡ ♠♦✐♥2 ❞❡ ✶✵ ❞❡❣,-2✳ ❉❛♥2
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✐(-,❛(✐✈❡♠❡♥( ❡♥ ❛✉❣♠❡♥(❛♥( ❧❡2 ❜♦♥♥❡2 ❞-(❡❝(✐♦♥2 ❡( ❡♥ ,-❞✉✐2❛♥( ❧❡2 ❢❛✉22❡2 ❛❧❛,♠❡2 ❝♦♠♠❡
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✷✷ ✕ ❘'(✉❧+❛+( ❞❡ ❝♦11'❧❛+✐♦♥

❝❡❧❛ ❡(+ ❤❛❜✐+✉❡❧❧❡♠❡♥+ ✉+✐❧✐('❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧+1❡ ❝♦♠♣♦(✐+❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡++❡ ♣1❡♠✐;1❡ ♦♣+✐♠✐(❛+✐♦♥✱ ♥♦✉(

❛✈♦♥( 1'✉((✐ = ❞✐✈✐(❡1 ❧❡ +❡♠♣( ❞❡ ❞'❝✐(✐♦♥ ♣❛1 ▼ ✭❛✈❡❝ ▼ ❡(+ ❧❡ ♥♦♠❜1❡ ❞❡( ✐♠❛❣❡( 1'❢'1❡♥❝❡(

❝♦♥(✐❞'1' ❞❛♥( ❧❡ ✜❧+1❡ ❝♦♠♣♦(✐+❡ (❡❣♠❡♥+'✮✳

✺✳✹✳✹ ❆$❝❤✐(❡❝(✉$❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐(❤♠❡ ♣$♦♣♦34❡

✺✳✹✳✹✳✶ $%✐♥❝✐♣❡

C♦✉1 1'❞✉✐1❡ ❞✬❛✈❛♥+❛❣❡ ❧❡ +❡♠♣( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥'❝❡((❛✐1❡ ♣♦✉1 ❧❛ ♣1✐(❡ ❞❡ ❞'❝✐(✐♦♥✱ ♥♦✉( ♣1♦♣♦(♦♥(

✉♥ ❛❧❣♦1✐+❤♠❡ ❞❡ ❝♦11'❧❛+✐♦♥ 1'❛❧✐(' (✉1 ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ✿

✕ ❯♥ ♣1❡♠✐❡1 ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥(✐(+❡ = ❞'+❡1♠✐♥❡1 ❧✬❛♣♣❛1+❡♥❛♥❝❡ ✧ ♣1♦❜❛❜❧❡ ✧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ =

✉♥❡ ♦✉ = ♣❧✉(✐❡✉1( ❝❧❛((❡( ✭✉♥ ♥♦♠❜1❡ +1;( 1'❞✉✐+ ❞❡( ❝❧❛((❡(✮✳

✕ ❊♥(✉✐+❡ ♥♦✉( ✐❞❡♥+✐✜♦♥( ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ♣❛1♠✐ ❧❡( ✐♠❛❣❡( 1'❢'1❡♥❝❡( ❞❡ ❧❛ ❝❧❛((❡ ❝♦♥(✐❞'1'❡✳

❊♥ ❞✬❛✉+1❡( +❡1♠❡✱ ❝❡++❡ ♦♣+✐♠✐(❛+✐♦♥ ❝♦♥(✐(+❡ = '✈✐+❡1 ❞❡ ❝♦♠♣❛1❡1 ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❛✈❡❝ +♦✉+❡(

❧❡( ✐♠❛❣❡( ❞❡ ❧❛ ❜❛(❡ ❞✬❛♣♣1❡♥+✐((❛❣❡✳

✺✳✹✳✹✳✷ ❈❧❛//❡/

❆♣1;( ❛✈♦✐1 ❞'✜♥✐ ❧❛ ❜❛(❡ ❞✬❛♣♣1❡♥+✐((❛❣❡ = ✉+✐❧✐(❡1 ❝♦♠♣♦1+❛♥+ ❑ ✐♠❛❣❡( ✭❋✐❣✉1❡ ✺✳✷✸✮✳ C♦✉1

✈❛❧✐❞❡1 ❧❡ ♣1✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♥♦+1❡ ❛♣♣1♦❝❤❡ +♦✉+ ❡♥ (✐♠♣❧✐✜❛♥+ ❧❛ ♣1'(❡♥+❛+✐♦♥ ❡+ ❧✬✐♥+❡1♣1'+❛+✐♦♥ ❞❡(

1'(✉❧+❛+(✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ❝♦♥(✐❞;1❡ ✽ ♣❡1(♦♥♥❡(✱ ✷✶ ✐♠❛❣❡( 1'❢'1❡♥❝❡( (♦♥+ ♥'❝❡((❛✐1❡( ♣♦✉1 1❡❝♦♥♥❛N+1❡

❧❡ ♣❡1(♦♥♥❛❣❡ O✉❡❧O✉❡( (♦✐+ (❛ 1♦+❛+✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉( ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♥♦♠❜1❡ K = 8× 21 = 168 ✐♠❛❣❡(✳

◆♦✉( ❝♦♠♠❡♥R♦♥( ♣❛1 1❡❣1♦✉♣❡1 ❧❡( ✐♠❛❣❡( 1'❢'1❡♥❝❡( ❞✬✉♥❡ ♠S♠❡ ♣❡1(♦♥♥❡ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❛♥( ✉♥❡

(❡✉❧❡ ❝❧❛((❡ ✭♥♦✉( ♦❜+❡♥♦♥( ❛✐♥(✐ ▲ ❝❧❛((❡( ❝♦11❡(♣♦♥❞❛♥+ ❛✉ ♥♦♠❜1❡ ❞❡( ♣❡1(♦♥♥❡( ❝♦♥(✐❞'1'❡(

❞❛♥( ❧❛ ❜❛(❡ ❞✬❛♣♣1❡♥+✐((❛❣❡ ✭❋✐❣✉1❡ ✺✳✷✹✮✮✳ ❊♥(✉✐+❡✱ ♥♦✉( 1❡❣1♦✉♣♦♥( ❧❡( ✐♠❛❣❡( ❞✬✉♥❡ ♠S♠❡

❝❧❛((❡ (❡❧♦♥ ❧❡✉1( ♣1♦♣1✐'+'( ❞❛♥( ❞❡( ✧ (❡❝+❡✉1( ✧ ❝♦♠♠❡ ♣❛1 ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ 1♦+❛+✐♦♥ ✭❋✐❣✉1❡ ✺✳✷✹✮✳
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Phase 1

I1

I2
I3

I4

I5
Fc
(2)

Classe 1

Classe 2

...

Classe o

Fc (i) : Filtre segmenté par classe i

Création du
filtre

segmenté

O << L

L : Nombre de classes

O : Nombre de classes sélectionné

Correlation

Image
Cible

Fc
(1)

�...

Fc (i)

�...

Fc
(L)

❋✐❣✉$❡ ✺✳✷✸ ✕ ▲❛ ❞*❝♦♠♣♦/✐1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛/❡ ❞✬❛♣♣7❡♥1✐//❛❣❡ ❡♥ ❝❧❛//❡/

✺✳✹✳✹✳✸ ❆❧❣♦(✐*❤♠❡ ◆✐✈❡❛✉ ✶

▲✬♦❜❥❡❝1✐❢ ❞❡ ❝❡1 ❛❧❣♦7✐1❤♠❡ ❡/1 ❞❡ ❞*1❡7♠✐♥❡7 ❧✬❛♣♣❛71❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ✭✈✐/❛❣❡ > 7❡✲

❝♦♥♥❛@17❡✮ > ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉/✐❡✉7/ ❝❧❛//❡/ ❞❡ ❧❛ ❜❛/❡ ❞✬❛♣♣7❡♥1✐//❛❣❡✳ C♦✉7 /❡ ❢❛✐7❡ ♥♦✉/ ✉1✐❧✐/♦♥/ ❧✬❛❧✲

❣♦7✐1❤♠❡ ◆✐✈❡❛✉ ✭✶✮ ♣7*/❡♥1* ❞❛♥/ ❧❛ ❋✐❣✉7❡ ✺✳✷✹✭❛✮✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥17*❡ ♣7*17❛✐1*❡ ❡/1 ✐♥17♦❞✉✐1❡

❞❛♥/ ❧❡ ❝♦77*❧❛1❡✉7 ♥✉♠*7✐G✉❡✳ ❆♣7I/ ✉♥❡ ♣7❡♠✐I7❡ 17❛♥/❢♦7♠❛1✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉7✐❡7 ♥♦✉/ ♠✉❧1✐♣❧✐♦♥/

/♦♥ /♣❡❝17❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✜❧17❡ ❛♣♣❡❧* ✧ ✜❧17❡✲❝❧❛//❡✭✐✮ ✧✳ ▲❡ ✜❧17❡✲❝❧❛//❡✭✐✮ ❡/1 ✉♥ ✜❧17❡ ❞❡ ❝♦77*❧❛1✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❙C❖❋ ❢❛❜7✐G✉* ❡♥ ❢✉/✐♦♥♥❛♥1 ❞✐✛*7❡♥1❡/ ✐♠❛❣❡/ 7*❢*7❡♥❝❡/ ❞❡ ❧❛ /❡✉❧❡ ❝❧❛//❡ ✭✐✮✳ ❆✐♥/✐

♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ❛✉1❛♥1 ❞❡ ✜❧17❡/ G✉❡ ❞❡ ❝❧❛//❡/✳ ❉❛♥/ ❝❡ 17❛✈❛✐❧ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ❢❛❜7✐G✉* ❝❡ Filtreclasse ❡♥
✉1✐❧✐/❛♥1 ✺ ✐♠❛❣❡/ 7*❢*7❡♥❝❡/ ♣♦✉7 ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡/ ❝❧❛//❡/ ❝♦♥/✐❞*7*❡/✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡/ ✐♠❛❣❡/ 7*❢*7❡♥❝❡/

❡1 ❧❡✉7 ♥♦♠❜7❡ ❞*♣❡♥❞ ❞✐7❡❝1❡♠❡♥1 ❞❡ ❧❛ ❝❧❛//❡ ❡1 ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐1* ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥✳ C♦✉7 ♥♦17❡

❝❛/✱ /❡✉❧❡ ❧❛ 7♦1❛1✐♦♥ ❞✉ ✈✐/❛❣❡ ❡/1 ❝♦♥/✐❞*7*❡✱ ✺ ✐♠❛❣❡/ 7*❢*7❡♥❝❡ /♦♥1 ♥*❝❡//❛✐7❡/ ♣♦✉7 ❢❛❜7✐G✉❡7

❞❡/ ✜❧17❡/✲❝❧❛//❡ 7♦❜✉/1❡/ ❡1 ❞✐/❝7✐♠✐♥❛♥1/✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡/ ❞✐✛*7❡♥1/ 1❡/1/ 7*❛❧✐/*/✱ ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞❡/ ✐♠❛❣❡/

7*❢*7❡♥❝❡/ ♥❡ ❞♦✐1 ♣❛/ ❡①❝*❞❡7 10 ✐♠❛❣❡/ 7*❢*7❡♥❝❡/ ❞❛♥/ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡/ ✜❧17❡/ ♣♦✉7 ❣❛7❞❡7 ✉♥❡ ❜♦♥♥❡

❞✐/❝7✐♠✐♥❛1✐♦♥✳ ❆✉ ❞❡❧> ❞❡ ❝❡ ♥♦♠❜7❡✱ ✐❧ ❢❛✉1 /♦♥❣❡7 > ❛✈♦✐7 ✉♥ ❞❡✉①✐I♠❡ ✜❧17❡ ♣❛7 ❝❧❛//❡✳ ❆ ♥♦1❡7

G✉❡ /❡✉❧❡♠❡♥1 ❧❛ ♠✉❧1✐♣❧✐❝❛1✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧17❡ ❞❡ ❝♦77*❧❛1✐♦♥✱ ❧❛ 17❛♥/❢♦7♠❛1✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉7✐❡7 ✐♥✈❡7/❡

❡1 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ C❈❊ /♦♥1 7*♣*1*/ ❥✉/G✉✬❛✉ ❧❛ ❝♦77*❧❛1✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❛✈❡❝ 1♦✉1❡/ ❧❡/ ❝❧❛//❡/✳

❯♥❡ ❢♦✐/ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❡/1 ❝♦77*❧*❡ ❛✈❡❝ 1♦✉/ ❧❡/ ✜❧17❡/ ❝❧❛//❡/✱ ♥♦✉/ ❝❧❛//♦♥/ ❧❡/ 7*/✉❧1❛1/ /❡❧♦♥

❧❡✉7/ ✈❛❧❡✉7/ ❞❡ C❈❊✳ ❊♥/✉✐1❡✱ ♥♦✉/ ❝♦♥/✐❞*7♦♥/ /❡✉❧❡♠❡♥1 ❧❡/ ❝❧❛//❡/ G✉✐ ♦♥1 ❞♦♥♥* ❧❡/ ♣❧✉/

❣7❛♥❞❡/ ✈❛❧❡✉7/ ❞❡/ C❈❊ ✭✷✱ ✸ ♦✉ ✹ ❝❧❛//❡/✮✳ ❆✈❡❝ ❧❡/ ❝❧❛//❡/ ❝❤♦✐/✐❡/ ♥♦✉/ ✉1✐❧✐/♦♥/ ❧❡ ❞❡✉①✐I♠❡

♥✐✈❡❛✉✳ ▲❡/ 7*/✉❧1❛1/ ❞❡ ❝♦77*❧❛1✐♦♥✱ ❞❡ ❝❡ ♣7❡♠✐❡7 ♥✐✈❡❛✉✱ ♦❜1❡♥✉/ ❡♥ ❝♦♥/✐❞*7❛♥1 1♦✉1❡/ ❧❡/

✐♠❛❣❡/ ❞❡ ❧❛ ❜❛/❡ ❡♥ ❡♥17*❡ ❞✉ ❝♦77*❧❛1❡✉7 /♦♥1 ♣7*/❡♥1*❡/ /✉7 ❧❛ ❋✐❣✉7❡ ✺✳✷✺✳ ❊♥ ❛❜/❝✐//❡✱ ♥♦✉/

❛✈♦♥/ ❧❛ ♣♦/✐1✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ ❞❛♥/ ❧❛ ❜❛/❡✳ ❊♥ ♦7❞♦♥♥*❡✱ ♥♦✉/ ♣7*/❡♥1♦♥/ ❧❛ ✈❛❧❡✉7 ❞✉ C❈❊✳

❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡/ ❝♦✉7❜❡/ 7❡♣7*/❡♥1❡ 1♦✉1❡/ ❧❡/ ✈❛❧❡✉7/ ❞❡/ C❈❊ ♦❜1❡♥✉❡/ ♣♦✉7 ✉♥❡ ❝❧❛//❡✳ ❊♥ ❍❛✉1✱
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K : nombre d�images

L : nombre d�images par secteur

p : nombre de secteur par classe
q : nombre de classes

(a)

(c)

(b)

I1I2 I3 ���������. Ik

Classe 1

�

Classe q

1... ..�     Secteur p�..�     Secteur p 1...�..�     Secteur p
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��
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G✉❡ ❧❡ ♣❛))❛❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❧❛))❡) J ,9♦✐) ❡♥ )♦9,✐❡ ❞✉ ♣9❡♠✐❡9 ♥✐✈❡❛✉ ❛✉❣♠❡♥,❡ ❝♦♥)✐❞(9❛❜❧❡ ❧❡ ,❛✉①

❞❡ 9❡❝♦♥♥❛✐))❛♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥,✱ ❛✉ ❞❡❧J ❞❡ ✸ ❝❧❛))❡) ❧✬❛✉❣♠❡♥,❛,✐♦♥ ❡), ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐) ✈✐)✐❜❧❡

❝❡♣❡♥❞❛♥, ❧❡ ,❡♠♣) ❛✉❣♠❡♥,❡ ❝♦♥)✐❞(9❛❜❧❡♠❡♥,✳

✺✳✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ )❡♠♣. /0❡❧

❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡9 ❧❡ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡♠❡♥, ❞❡ ♥♦,9❡ ❛❧❣♦9✐,❤♠❡ ♦♣,✐♠✐)(✱ ♥♦✉) ❧✬❛✈♦♥) ✉,✐❧✐)( ♣♦✉9

❧✬✐♠♣❧❛♥,❛,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❞❡ 9❡❝♦♥♥❛✐))❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐)❛❣❡) ❡♥ ,❡♠♣) 9(❡❧ )✉9 ●C❯✳ ▲❡) ❞♦♥♥(❡)

❞✬❡♥,9(❡ J ❧✬❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ )♦♥, ❢♦✉9♥✐❡) ❛ ♣❛9,✐9 ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡9 ✈✐❞(♦ ♦✉ ✈✐❛ ✉♥❡ ✇❡❜❝❛♠✳



✺✳✹✳ ■▼%▲❆◆❚❆❚■❖◆ ●%❯ ✶✷✶

❋✐❧%&❡ ❙)❖❋ +❡❝%❡✉& ❛✈❡❝ ✸ ❋✐❧%&❡ ❙)❖❋ +❡❝%❡✉& ❛✈❡❝ ✺

✐♠❛❣❡+ &4❢4&❡♥❝❡+ ✐♠❛❣❡+ &4❢4&❡♥❝❡+

◆♦♠❜&❡ ❞❡ ❝❧❛++❡ ❡♥

+♦&%✐❡ ❞✉ ♣&❡♠✐❡& ✷ ✸ ✹ ✷ ✸ ✹

♥✐✈❡❛✉

▼♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❚❛✉① ❞❡

&❡❝♦♥♥❛✐++❛♥❝❡ ❡♥ ✭✪✮ ✼✹ ✽✸ ✽✺ ✽✵ ✽✺ ✽✼

+✉& %♦✉%❡ ❧❛ ❜❛+❡

❚❡♠♣+ ♠❛①✐♠✉♠

♣♦✉& ❧✬✐❞❡♥%✐✜❝❛%✐♦♥ ✾✵ ✶✶✾ ✶✹✼ ✾✵ ✶✶✾ ✶✹✼

✭♠+✮

❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✺ ✕ ❘4+✉❧%❛%+ ❞❡ ❝♦&&4❧❛%✐♦♥ ❞❡ %♦✉%❡ ❧❛ ❜❛+❡ ❡♥ ✉%✐❧✐+❛♥% ✉♥ ❝♦&&4❧❛%❡✉& M ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①

%♦✉% ♥✉♠4&✐N✉❡ +✉& ✉♥❡ ❝❛&%❡ ●)❯

❉❛♥+ ✉♥❡ ♣&❡♠✐R&❡ ♣❤❛+❡ ♥♦✉+ ❞❡✈♦♥+ ❝♦♥+%&✉✐&❡ ❧❛ ❜❛+❡ ❞❡ ❞♦♥♥4❡+ ❞❡+ ✜❧%&❡+ ♣♦✉& ❧✬❛♣♣❧✐✲

❝❛%✐♦♥ ❞❡ &❡❝♦♥♥❛✐++❛♥❝❡✳ )♦✉& +❡ ❢❛✐&❡✱ ♥♦✉+ ❝♦♥+✐❞4&♦♥+ %&♦✐+ ❛♥❣❧❡+ M ❝❤❛N✉❡ ♣♦+✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣❡&+♦♥♥❡ M ✐❞❡♥%✐✜❡& ♣❛& &❛♣♣♦&% M ❧❛ ❝❛♠4&❛✳ )♦✉& &4❞✉✐&❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝♦&&4❧❛%✐♦♥+ M &4❛❧✐+❡&✱

♥♦✉+ ❢❛❜&✐N✉♦♥+ ✉♥ ✜❧%&❡ +❡❣♠❡♥%4 ♣❛& ♣♦+✐%✐♦♥✳ )♦✉& ❝❤❛N✉❡ ♣❡&+♦♥♥❡✱ %&♦✐+ ✜❧%&❡+ +♦♥% ❢❛❜&✐N✉4+

❡% ♣❛& ❝♦♥+4N✉❡♥% %&♦✐+ ♣♦+✐%✐♦♥ +♦♥% ❝♦♥+✐❞4&4❡+✳

❉❛♥+ ✉♥❡ ❞❡✉①✐R♠❡ ♣❤❛+❡✱ ♥♦✉+ ✉%✐❧✐+♦♥+ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦%❤RN✉❡ ❖♣❡♥❈❱ ❛✜♥ ❞✬✐♥%❡&❢❛❝❡& ❧❡ ✜❝❤✐❡&

✈✐❞4♦ +❛✉✈❡❣❛&❞4 ❞❛♥+ ❧❛ ♠4♠♦✐&❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ✈❡♥❛♥% ❞❡ ❧❛ ✇❡❜❝❛♠ ❛✈❡❝ ❧❡ ●)❯✳ )❛& ❧❛ +✉✐%❡✱ ❝❡

✜❝❤✐❡& ✈✐❞4♦ ❡+% ❞✐✈✐+4 ❡♥ ♣❧✉+✐❡✉&+ ✐♠❛❣❡+ ❞❡ %❛✐❧❧❡ 288 × 352 ❝❤❛❝✉♥❡✳ ▲❡ ♣&❡♠✐❡& %&❛✐%❡♠❡♥%

N✉❡ +✉❜✐++❡♥% ❝❡+ ✐♠❛❣❡+ ❝♦♥+✐+%❡♥% M +4❧❡❝%✐♦♥♥❡& ❧❛ ③♦♥❡ ❝♦♥%❡♥❛♥% ✉♥✐N✉❡♠❡♥% ❧❡ ✈✐+❛❣❡ ❞❡ ❧❛

♣❡&+♦♥♥❡ M ✐❞❡♥%✐✜❡&✳ ◆♦✉+ ♦❜%❡♥♦♥+ ❛✐♥+✐ ❞❡+ ✐♠❛❣❡+ ❞❡ %❛✐❧❧❡ ♣❧✉+ &4❞✉✐%❡✭160 × 160✮✳ ❈❡%%❡
&4❞✉❝%✐♦♥ ❞❛♥+ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡+ ✐♠❛❣❡+ ♥♦✉+ ♣❡&♠❡%%&❛ ❛✐♥+✐ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐+❡& ❧❡ %❡♠♣+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✐♥+✐

N✉❡ ❧❡ %❡♠♣+ ❞❡ %&❛♥+❢❡&% ❞❡+ ✐♠❛❣❡+ ❡♥%&❡ ❧❛ ♠4♠♦✐&❡ ❞❡ ❈)❯ ❡% ❝❡❧❧❡ ❞✉ ●)❯✳

▲❛ ✈❛❧✐❞❛%✐♦♥ ❞❡ ♥♦%&❡ ❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ❡+% ❡✛❡❝%✉4❡ ❡♥ ❝♦♥+✐❞4&❛♥% ✉♥❡ +✐%✉❛%✐♦♥ ❞❛♥+ ❧❛ N✉❡❧❧❡

♥♦✉+ ❡++❛②♦♥+ ❞✬✐❞❡♥%✐✜❡& ✉♥❡ ♣❡&+♦♥♥❡ ♣❛&♠✐ ✉♥❡ ❜❛+❡ ❞❡ ❞♦♥♥4❡+ ❝♦♥%❡♥❛♥% %&♦✐+ ♣❡&+♦♥♥❡+✳

)♦✉& ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡+ ♣❡&+♦♥♥❡+ ♥♦✉+ ❝♦♥+✐❞4&♦♥+ %&♦✐+ ♣♦+✐%✐♦♥+ M %&♦✐+ ❛♥❣❧❡+ ❞✐✛4&❡♥%❡+✳ ◆♦✉+

♣♦✉✈♦♥+ ❛✐♥+✐ ❛♣♣❧✐N✉❡& ❧✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ♦♣%✐♠✐+4 N✉❡ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ♣&♦♣♦+4 ❞❛♥+ ❧❛ +❡❝%✐♦♥ ✺✳✹✳✹ M

❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡+ ✐♠❛❣❡+ ❞❡ ❧❛ ✈✐❞4♦✳ ❈❡ ❞❡&♥✐❡&✱ ❝♦♥%❡♥❛♥% ✶✹✵ ✐♠❛❣❡+ ♣♦✉& ✉♥❡ ❞✉&4❡ ❞❡ ✻+ ❬✶✷✵❪✳

◆♦✉+ ❛✈♦♥+ ♠♦♥%&4 N✉❡ ♥♦✉+ +♦♠♠❡+ ❝❛♣❛❜❧❡+ ❞❡ %&❛✐%❡& %♦✉%❡+ ❧❡+ ✐♠❛❣❡+ ❞❡ ❧❛ ✈✐❞4♦ ❛✈❡❝ ✉♥

%❛✉① ❞❡ &❡❝♦♥♥❛✐++❛♥❝❡ ❞❡ ✼✼✪✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❡♥ +❡ ❜❛+❛♥% +✉& ♥♦%&❡ ❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ♦♣%✐♠✐+4 ❝❤❛N✉❡

✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❞4♦ ❛ ❜❡+♦✐♥ ❞✬✉♥ %❡♠♣+ ❞❡ &❡❝♦♥♥❛✐++❛♥❝❡ 4❣❛❧❡ M 58, 8 ♠+ ❡♥ ✉%✐❧✐+❛♥% ❧❡ ●)❯

◆✈✐❞✐❛ ●❡❋♦&❝❡ ✽✹✵✵ ●❙✳ ▲✬✐❞❡♥%✐✜❝❛%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❡&+♦♥♥❡ ❞❛♥+ ❧❛ ✈✐❞4♦ ♥4❝❡++✐%❡ ✸✰✾ ❝♦&&4❧❛%✐♦♥+

❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣&❡♠✐❡& ♥✐✈❡❛✉ ✸ ❝♦&&4❧❛%✐♦♥+ +♦♥% M &4❛❧✐+❡&✱ N✉❛♥% ❛✉ ❞❡✉①✐R♠❡

♥✐✈❡❛✉✱ ♥♦✉+ ❡✛❡❝%✉♦♥+ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✾ ❝♦&&4❧❛%✐♦♥+ ✭✸ ❝❧❛++❡+ ❛✈❡❝ ✸ ✜❧%&❡+ ♣❛& ❝❧❛++❡✮✳

▲❡ %❡♠♣+ ❞✬❡①4❝✉%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦&&4❧❛%✐♦♥ ❡+% ❛✐♥+✐ ❞❡ 4, 9 ♠+ ✭4, 9× 12 = 58, 8 ♠+✮✳ ❆✐♥+✐✱ ♣♦✉&

✉♥❡ ❜❛+❡ ❞♦♥♥4❡+ ♣❧✉+ ❣&❛♥❞❡ ❞❡ ♣ ♣❡&+♦♥♥❡+✱ ♥♦✉+ ♣♦✉✈♦♥+ ❝❛❧❝✉❧❡& ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞✬✐♠❛❣❡+ M %&❛✐%❡&

♣❛& +❡❝♦♥❞❡ ✭Ips✮ ❡♥ ✉%✐❧✐+❛♥% ❧✬4N✉❛%✐♦♥ ✺✳✶✼ ✿

Ips =
1s

Tcorr × (p+ 9)
✭✺✳✶✼✮

❛✈❡❝ Tcorr &❡♣&4+❡♥%❡ ❧❡ %❡♠♣+ ♥4❝❡++❛✐&❡ ♣♦✉& &4❛❧✐+❡& ✉♥❡ ❝♦&&4❧❛%✐♦♥ ❡% ♣ ❡+% ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡

♣❡&+♦♥♥❡+ ❞❡ ❧❛ ❜❛+❡✳

■❧ ❡+% M ♥♦%❡& N✉✬❡♥ ✉%✐❧✐+❛♥% ❧❡ ●)❯ ◆✈✐❞✐❛ ●❡❋♦&❝❡ ✽✹✵✵ ●❙✱ ❧❡ Ips ♣❛++❡ ❞❡ ✶✵ M ✷ +✐ ♣

♣❛++❡ ❞❡ ✶✵ M ✶✵✵✳ ▲✬✉%✐❧✐+❛%✐♦♥ ❞❡ ●)❯ ♣❧✉+ &4❝❡♥%+ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ◗✉❛❞&♦ ❋❳ ✼✼✵▼ N✉✐ ❝♦♥%✐❡♥%

✹ ♠✉❧%✐♣&♦❝❡++❡✉&+ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥%&❡ ❡✉① ❢♦&♠4 ♣❛& ✽ ♣&♦❝❡++❡✉&+ ❣&❛♣❤✐N✉❡+ ♣❡&♠❡% ❞✬❛✉❣♠❡♥%❡&

❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞✬✐♠❛❣❡+ ♣❛& +❡❝♦♥❞❡✳ ❊♥ ✐♠♣❧❛♥%❛♥% ❧❡ ♠f♠❡ ❛❧❣♦&✐%❤♠❡ +✉& ❝❡ ●)❯✱ ❧❡+ &4+✉❧%❛%+

♦❜%❡♥✉+ ♦♥% ♠♦♥%&4 N✉❡ ❧❡ Ips ❡+% 4❣❛❧❡ M ✷✾✱ ✶✾ ❡% ✹ +✐ ♣ 4❣❛❧❡ M ✸✱ ✶✵ ❡% ✶✵✵ &❡+♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✳

❆✐♥+✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞✬✐♠❛❣❡+ %&❛✐%4+ ♣❛& +❡❝♦♥❞❡ ❡+% ❞❡✉① ❢♦✐+ +✉♣4&✐❡✉& ❝♦♠♣❛&4 M ❧✬✐♠♣❧❛♥%❛%✐♦♥

❛✈❡❝ ❧❡ ●)❯ ●❡❋♦&❝❡ ✽✹✵✵ ●❙✳



✶✷✷ ❈❍❆#■❚❘❊ ✺✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊❙ ❉❊ ❘❊❈❖◆◆❆■❙❙❆◆❈❊ ❉❊ ❋❖❘▼❊❙

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥
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❡♥ ✶✾✽✼✳ ❈❡ ❢♦)♠❛. ❛ ❧✬❛✈❛♥.❛❣❡ ❞❡ ❢♦✉)♥✐) ❞❡+ ✐♠❛❣❡+ ❞❡ ❜♦♥♥❡+ 1✉❛❧✐.0+ ❛✈❡❝ ✉♥ .❛✉① ❞❡
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❝♦♠♣'❡))✐♦♥ ,❧❡✈,✳ ❉❡ ♣❧✉)✱ ✐❧ ♣❡'♠❡3 ❞❡ ❝❤♦✐)✐' ❧❛ 7✉❛❧✐3, ❞✬✐♠❛❣❡ : '❡)3✐3✉❡' ❡♥ ❢❛✐)❛♥3 ✉♥

❝♦♠♣'♦♠✐) ❛✈❡❝ ❧❛ 3❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡33❡ ❝♦♠♣'❡))✐♦♥ ❡)3 ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣'❡))✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣❡'3❡)✳

▲❡ ♣'✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦'✐3❤♠❡ ❏?❊● ♣♦✉' ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ : ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣'✐) ✭)❛❝❤❛♥3 7✉✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡

❡♥ ❝♦✉❧❡✉' ❡)3 ❝♦♥)✐❞,',❡ ❝♦♠♠❡ )✉♣❡'♣♦)✐3✐♦♥ ❞❡) ✐♠❛❣❡) ❞❡ ❝❡ 3②♣❡✮ ❡)3 ✐❧❧✉)3', ❞❛♥) ❧❛ ❋✐❣✉'❡

✻✳✶✳

Image d�entrée

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶ ✕ ?'✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣'❡))✐♦♥ ❏?❊● ❬✼✸❪

▲❛ ❝♦♠♣'❡))✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣'✐) ❛♣'M) )❛ ❞,❝♦♠♣♦)✐3✐♦♥ ❡♥ ❜❧♦❝) ❞❡ 3❛✐❧❧❡ 8× 8
♣❛))❡ ♣❛' 3'♦✐) ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡) ♦♣,'❛3✐♦♥) ✿ 3'❛♥)❢♦'♠❛3✐♦♥✱ 7✉❛♥3✐✜❝❛3✐♦♥ ❡3 ❝♦❞❛❣❡✳

✻✳✸✳✶ ❚%❛♥(❢♦%♠❛,✐♦♥

❆♣'M) ✉♥❡ ♣'❡♠✐M'❡ ♣❤❛)❡ ❞❡ ♣',3'❛✐3❡♠❡♥3✱ 7✉✐ ❝♦♥)✐)3❡ : ❞✐✈✐)❡' ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥3',❡ ❡♥ ❜❧♦❝)✱

❧❛ ♣'❡♠✐M'❡ ♦♣,'❛3✐♦♥ 7✉❡ ❝❤❛7✉❡ ❜❧♦❝ )✉❜✐3 ❡)3 ❧❛ ❚'❛♥)❢♦'♠❛3✐♦♥ ❡♥ ❈♦)✐♥✉) ❉✐)❝'M3❡ ❉❈❚✳

❈❡33❡ 3'❛♥)❢♦'♠❛3✐♦♥ ♣❡'♠❡3 ❞❡ ❝♦♥❝❡♥3'❡' ❧✬✐♥❢♦'♠❛3✐♦♥ )✉' ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❤❛✉3 ❡3 : ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛

♠❛3'✐❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐3❡' )❛ '❡)3✐3✉3✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡3✱ ♥♦✉) ❞✐)3✐♥❣✉♦♥) ❞❡✉① ❡♥)❡♠❜❧❡) ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥3) ✿

?♦✉' ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ 3❛✐❧❧❡ 8× 8✱ ❧❛ ❉❈❚ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥3 ❉❈ ❡3 ✻✸ ❝♦❡✣❝✐❡♥3) ❆❈✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥3

❉❈ ❡)3 ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞,',❡ ❞❡) ,❝❤❛♥3✐❧❧♦♥) 3'❛♥)❢♦'♠,) ❡3 '❡♣',)❡♥3❡ ❧❡) ❞,3❛✐❧) ❧❡) ♣❧✉) ❜'✉3)

❞✉ ❜❧♦❝ ❞✬✐♠❛❣❡ ✭♣❧✉) ❜❛))❡ ❢',7✉❡♥❝❡ )♣❛3✐❛❧❡✮✳ ▲❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥3) ❆❈ '❡♣',)❡♥3❡♥3 ❧❡) ❞,3❛✐❧) ❧❡)

♣❧✉) ✜♥) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❢',7✉❡♥❝❡) )♣❛3✐❛❧❡) ♣❧✉) ,❧❡✈,❡)✮✳ ▲❛ 3'❛♥)❢♦'♠,❡ ✐♥✈❡')❡ ❡)3 ✐♥❞✐)♣❡♥)❛❜❧❡

♣♦✉' '❡3'♦✉✈❡' ❧❡) ,❝❤❛♥3✐❧❧♦♥) ❞❛♥) ❧❡✉' ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬♦'✐❣✐♥❡✳

✻✳✸✳✷ ◗✉❛♥,✐✜❝❛,✐♦♥

▲❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥3) ❞❡ ❧❛ 3'❛♥)❢♦'♠,❡ )♦♥3 7✉❛♥3✐✜,) : ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛3'✐❝❡ ❞❡ 7✉❛♥3✐✜❝❛3✐♦♥ ❞❡ ✻✹

,❧,♠❡♥3)✳ ❈❡33❡ ♠❛3'✐❝❡ ♣❡'♠❡3 ❞❡ ✜①❡' ✉♥ ,❧,♠❡♥3 ❞❡ 7✉❛♥3✐✜❝❛3✐♦♥ ✐♠♣♦'3❛♥3 ♣♦✉' ❝❡'3❛✐♥❡)

❝♦♠♣♦)❛♥3❡) ❥✉❣,❡) ♣❡✉ )✐❣♥✐✜❝❛3✐✈❡) ✈✐)✉❡❧❧❡♠❡♥3✳ ▲❛ 7✉❛♥3✐✜❝❛3✐♦♥ ✭◗✮ ♥✬❡)3 7✉❡ ❧❡ ♣'♦❝❡))✉)

❞❡ ',❞✉❝3✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❜✐3) ♥,❝❡))❛✐'❡) ❛✉ )3♦❝❦❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉' ❡♥3✐M'❡ ♣❛' ❧❛ ❞✐♠✐♥✉3✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣',❝✐)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 7✉❛❧✐3,✳ ?❧✉) ❝♦♥❝'M3❡♠❡♥3✱ ♣♦✉' ❝❤❛7✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥3 ❞❛♥) ❧❛ ♠❛3'✐❝❡ ❉❈❚✱ ✐❧

❢❛✉3 ❝❛❧❝✉❧❡' ✉♥❡ ✈❛❧❡✉' 7✉❛♥3✐✜,❡ ❝♦''❡)♣♦♥❞❛♥3❡ ❡♥ ❞✐✈✐)❛♥3 ❝❤❛7✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥3 ♣❛' ✉♥ ♣❛) ❞❡

7✉❛♥3✐✜❝❛3✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦'♠✉❧❡ ❞❡ 7✉❛♥3✐✜❝❛3✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛7✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥3 ❡)3 ❧❛ )✉✐✈❛♥3❡ ❬✶✷✷❪ ✿

Cq(i, j) =
Y (i, j)

Q(i, j)
✭✻✳✶✮

❆✈❡❝ ◗✭✐✱❥✮ ❡)3 ❧✬,❧,♠❡♥3 ❞❡ 7✉❛♥3✐✜❝❛3✐♦♥✱ i, j ∈ [0, N − 1] ❡3 Y (i, j) ❡)3 ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥3 ❞❡ ❧❛

3'❛♥)❢♦'♠,❡ ❉❈❚✳ ▲❛ ♠❛3'✐❝❡ ❞❡ 7✉❛♥3✐✜❝❛3✐♦♥ ◗ ❡)3 )♦✉✈❡♥3 ✜①,❡ ♣❛' ❧❡ )3❛♥❞❛'❞ ❡♥ )❡ ❜❛)❛♥3

)✉' ❞❡) ❝♦♥)3❛3❛3✐♦♥) ❡♠♣✐'✐7✉❡)✳ ?❛' ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡) ♠❛3'✐❝❡) ❞❡ 7✉❛♥3✐✜❝❛3✐♦♥ ❞❡ ❏?❊● ♣',❞,✜♥✐❡)

❞❛♥) ❧❡ )3❛♥❞❛'❞ )♦♥3 ❡♠♣❧♦②,❡) ♣♦✉' ✉♥ ❢❛❝3❡✉' ❞❡ 7✉❛❧✐3, Fq = 50✱ ♣♦✉' ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❡3 ❧❛

❝❤'♦♠✐♥❛♥❝❡✱ '❡)♣❡❝3✐✈❡♠❡♥3✳ ?♦✉' ❞✬❛✉3'❡) ❢❛❝3❡✉') ❞❡ 7✉❛❧✐3,✱ ❧❡) ,❧,♠❡♥3) ❞❡ ❧❛ ♠❛3'✐❝❡ ❞❡

7✉❛♥3✐✜❝❛3✐♦♥ )♦♥3 ♠✉❧3✐♣❧✐,) ♣❛' ✉♥ ❢❛❝3❡✉' ❞❡ ❝♦♠♣'❡))✐♦♥ λ✱ ❞,✜♥✐ ♣❛' ❧✬,7✉❛3✐♦♥ ✻✳✷ ✿
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C(u) =

{
λ = 50

Fq
#✐ 1 ≤ Fq ≤ 50

λ = 2− 2× 50
Fq

#✐ 51 ≤ Fq ≤ 99
✭✻✳✷✮

▲❡ *+#✉❧.❛. ♦❜.❡♥✉ ❡#. ❡♥#✉✐.❡ ❛**♦♥❞✐ 4 ❧✬❡♥.✐❡* ❧❡ ♣❧✉# ♣*♦❝❤❡✳ ▲❛ 9✉❛♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ❡#. ❧❡ ♣*✐♥❝✐✲

♣❛❧ ♠♦②❡♥ ♣❛* ❧❡9✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉. ❝♦♥.*>❧❡* ❧❡ ❞❡❣*+ ❞❡ ❝♦♠♣*❡##✐♦♥ ❡.✴♦✉ ❞❡ ✜❞+❧✐.+ ❞❡ *❡#.✐.✉.✐♦♥ ❞❡

❧✬✐♥❢♦*♠❛.✐♦♥ ❝♦♠♣*❡##+❡✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ❧❛ 9✉❛♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ♣❡*♠❡. ❞✬+❧✐♠✐♥❡* ❧❛ *❡❞♦♥❞❛♥❝❡ #♣❛.✐❛❧❡ ❡.

❞✬❛✉❣♠❡♥.❡* ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥.# ♥✉❧#✱ ❡♥ +❧✐♠✐♥❛♥. ❧❡# ✈❛❧❡✉*# ❢❛✐❜❧❡# 9✉✐ ♣♦*.❡♥. ✉♥❡ ✐♥❢♦*✲

♠❛.✐♦♥ ♣❡✉ +♥❡*❣+.✐9✉❡✳ ❉❡# ❝♦❞❛❣❡# ❡♥.*♦♣✐9✉❡# #♦♥. ❡♥#✉✐.❡ *+❛❧✐#+# ❡♥ ✉.✐❧✐#❛♥. ❧❡# ♣*♦♣*✐+.+#

#.❛.✐#.✐9✉❡# ❞❡# ✐♠❛❣❡#✳

✻✳✸✳✸ ❈♦❞❛❣❡ ❡♥*+♦♣✐.✉❡

▲❡ ❝♦♥❝❡♣. ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❡♥.*♦♣✐9✉❡ ❡#. ❜❛#+ #✉* ❧❛ .❤+♦*✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦*♠❛.✐♦♥ ❞+✈❡❧♦♣♣+❡ ♣❛*

❙❤❛♥♥♦♥ ❬✶✷✸❪✳ ▲❛ #.*❛.+❣✐❡ ❝♦♥#✐#.❡ 4 ❡①♣❧♦✐.❡* ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡♥.*❡ ❧❛ ♣*♦❜❛❜✐❧✐.+ ❞✬✉♥ +✈+♥❡♠❡♥.

❡. ❧❛ 9✉❛♥.✐.+ ❞✬✐♥❢♦*♠❛.✐♦♥ 4 .*❛♥#♠❡..*❡✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡♥.*♦♣✐9✉❡ ♣❡*♠❡. ❞✬❡♥❝♦❞❡* ❞✐✛+*❡♥.#

#②♠❜♦❧❡# ✭❧✉♠✐♥❛♥❝❡✱ ❝❤*♦♠✐♥❛♥❝❡✮ ❡♥ ❧❡✉* ❛..*✐❜✉❛♥. ✉♥ ♠♦. ❜✐♥❛✐*❡✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉* ❞❡ ❝❡ ♠♦.

❞+♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢*+9✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❛*✐.✐♦♥ ❞✉ #②♠❜♦❧❡ ❝♦♥#✐❞+*+✳ ▲❛ *+❛❧✐#❛.✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❛..*✐❜✉❛♥.

❛✉① #②♠❜♦❧❡# ❧❡# ♣❧✉# ❢*+9✉❡♥.# ❧❡# ♠♦.# ❧❡# ♣❧✉# ❝♦✉*.# ❛ ♣♦✉* ❝♦♥#+9✉❡♥❝❡ ❞❡ *+❞✉✐*❡ ❧❡ .❡♠♣#

❞❡ .*❛♥#♠✐##✐♦♥ ❡. ❞❡ #.♦❝❦❛❣❡✳

❆✈❛♥. ❧✬❡①+❝✉.✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❡♥.*♦♣✐9✉❡✱ ❧❡# ❝♦❡✣❝✐❡♥.# ❉❈❚ 9✉❛♥.✐✜+# #♦♥. ❛**❛♥❣+# ❡♥ ✉♥

❡♥#❡♠❜❧❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥#✐♦♥♥❡❧ ♣❛* ❜❛❧❛②❛❣❡ ❡♥ ③✐❣③❛❣ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡#. ♠♦♥.*+ ❞❛♥# ❧❛ ❋✐❣✉*❡ ✻✳✷✳ ❈❡.

❛**❛♥❣❡♠❡♥. ♣❧❛❝❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥. ❉❈ ❡♥ ♣*❡♠✐❡* ❞❛♥# ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡✱ ❡. ❧❡# ❝♦❡✣❝✐❡♥.# ❆❈ *❡#.❛♥.#

#♦♥. ❝❧❛##+# ❞❡ ❧❛ ❜❛##❡ ❢*+9✉❡♥❝❡ 4 ❧❛ ❤❛✉.❡ ❢*+9✉❡♥❝❡✳ ❈❡..❡ ♠+.❤♦❞❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ♣❡*♠❡.

❞✬❛✉❣♠❡♥.❡* ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞✬♦❝❝✉**❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠S♠❡ #②♠❜♦❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ ❝♦❞❡* ❞❡ ♠❛♥✐T*❡ ❡✣❝❛❝❡✳

Parcours
ZigZag

Elément
quantifié

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷ ✕ ▲❡ ♣❛(❝♦✉(, ❩✐❣❩❛❣

▲❛ ♥♦(♠❡ ❏3❊● ,♣6❝✐✜❡ ❞❡✉① ♠6:❤♦❞❡, ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡♥:(♦♣✐<✉❡ ✿ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❍✉✛♠❛♥ ❬✶✷✹❪ ❡:

❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❛(✐:❤♠6:✐<✉❡ ❬✶✷✺❪✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❍✉✛♠❛♥ ,♣6❝✐✜❡ ❧✬✉:✐❧✐,❛:✐♦♥ ❞❡, :❛❜❧❡, ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❛✉

❝♦✉(, ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣(❡,,✐♦♥ ❡: ❞❡ ❧❛ ❞6❝♦♠♣(❡,,✐♦♥✳ ❈❡, :❛❜❧❡, ,♦♥: ✐♥❞✐<✉6❡, ❞❛♥, ❧❡ ,:❛♥❞❛(❞ ❡:

❞♦✐✈❡♥: J:(❡ ✐♥:6❣(6❡, ❞❛♥, ❧❡ ❝♦❞❡❝ ✭❝♦❞❡✉(✴❞6❝♦❞❡✉(✮ ❡: ♣❡✉✈❡♥: J:(❡ ,♣6❝✐✜6❡, ♣♦✉( ✉♥❡ ✐♠❛❣❡

❞♦♥♥6❡ ♦✉ ✉:✐❧✐,6❡, ♣❛( ❞6❢❛✉: ♣♦✉( :♦✉:❡, ❧❡, ✐♠❛❣❡,✱ ❡: ❝❡❝✐ ,✉✐✈❛♥: ❧✬✐♠♣❧❛♥:❛:✐♦♥ ✉:✐❧✐,6❡✳ ❉❡

❧✬❛✉:(❡ ❝♦:6✱ ❧❡, ❝♦❞❡✉(, ❛(✐:❤♠6:✐<✉❡, 6:❛✐❡♥: ♠♦✐♥, ✉:✐❧✐,6, ♣♦✉( ❝❛✉,❡ ❞❡ ❧❡✉( ♣(♦:❡❝:✐♦♥ ♣❛( ❞❡,

❜(❡✈❡:, ✐♥❞✉,:(✐❡❧,✳ ▲❡✉( ♣(✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥,✐,:❡ Q ,✉❜❞✐✈✐,❡( ,✉❝❝❡,,✐✈❡♠❡♥: ✉♥ ✐♥:❡(✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐:6

✭✐♥✐:✐❛❧✐,6 Q ❬✵✱ ✶❪✮ ,✉✐✈❛♥: ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞✉ ,②♠❜♦❧❡ ❡: ❞❡ ,❛ ♣(♦❜❛❜✐❧✐:6✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞6❝✐♠❛❧❡

:(♦✉✈6❡ ❝♦♥,:✐:✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ,6<✉❡♥❝❡ ❞✬❡♥:(6❡✳ ▼❛❧❣(6 ❧❡ ❢❛✐: <✉❡ ❝❡ ❝♦❞❡✉( ♥♦✉, ♣❡(♠❡: ✉♥

❣❛✐♥ ❡♥ ❝♦♠♣(❡,,✐♦♥✱ ✐❧ ,♦✉✛(❡ ❞✬✉♥❡ ❣(❛♥❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐:6 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✻✳✹ #$♦♣♦'✐)✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦$✐)❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣$❡''✐♦♥ 6 ❜❛'❡ ❞❡

8✉❛♥)✐✜❝❛)✐♦♥ ':❧❡❝)✐✈❡

❉❛♥, ❝❡::❡ ,❡❝:✐♦♥ ♥♦✉, ♥♦✉, ❜❛,♦♥, ,✉( ❧❛ ❝♦♥❝❡♣:✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥:❡ ❞❡ ❧❛ :(❛♥,❢♦(♠❛:✐♦♥ ❡: ❞❡ ❧❛

<✉❛♥:✐✜❝❛:✐♦♥ ♣♦✉( ♣(♦♣♦,❡( ✉♥❡ ❛(❝❤✐:❡❝:✉(❡ ♦♣:✐♠✐,6❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ,❝❤6♠❛ ❞❡ ❝♦♠♣(❡,,✐♦♥✳

◆♦✉, ✉:✐❧✐,♦♥, ❧✬❛(❝❤✐:❡❝:✉(❡ ❞❡ ❧❛ :(❛♥,❢♦(♠❛:✐♦♥ ❉❈❚ ✷❉ ♣(♦♣♦,6❡ ❞❛♥, ❧❛ ,❡❝:✐♦♥ ✸✳✹✳✸ ♣♦✉(
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♣$♦♣♦&❡$ ✉♥❡ ❛$❝❤✐.❡❝.✉$❡ ♦♣.✐♠✐&0❡ ♣♦✉$ ❧✬✐♠♣❧❛♥.❛.✐♦♥ ❋4●❆ ❞❡ ❧❛ ♥♦$♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣$❡&&✐♦♥

❏4❊●✳

✻✳✹✳✶ ❚%❛♥(❢♦%♠❛,✐♦♥

▲✬❛$❝❤✐.❡❝.✉$❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ♣$♦♣♦&0❡ ❝♦♥&✐&.❡ ? ❝❛❧❝✉❧❡$ ❧❡& &♦$.✐❡& ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❡♥ &❡ ❜❛&❛♥.

&✉$ ❧❛ $0❛❧✐&❛.✐♦♥ ❞✐$❡❝.❡ ❡. ❡♥ ✐♥.0❣$❛♥. ❧❡& ❝♦❡✣❝✐❡♥.& ❞❡ ❧❛ ♠❛.$✐❝❡ ❞❡ ♠✉❧.✐♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❞❛♥&

❧❛ ♠❛.$✐❝❡ ❞❡ C✉❛♥.✐✜❝❛.✐♦♥✳ ❈❡..❡ ♦♣.✐♠✐&❛.✐♦♥✱ ❜✐❡♥ C✉✬❡❧❧❡ $❡♣$0&❡♥.❡ ❧✬❛✈❛♥.❛❣❡ ❞✬❛✈♦✐$ ✉♥

$❛♣♣♦$. &✉$❢❛❝❡ .❡♠♣& ♠❡✐❧❧❡✉$ C✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛$❝❤✐.❡❝.✉$❡ ? ❜❛&❡ ❞❡ ❧❛ &0♣❛$❛.✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡✱

❧❛ &✉$❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣0❡ ❡&. .♦✉❥♦✉$& ✐♠♣♦$.❛♥.❡ ♣❧✉& ♣❛$.✐❝✉❧✐I$❡♠❡♥. ♣♦✉$ ❧❡& .❛✐❧❧❡& 8× 8 ❡. 16× 16✳
■❝✐✱ ♥♦✉& ♣$♦♣♦&♦♥& ✉♥❡ ♦♣.✐♠✐&❛.✐♦♥ &✉♣♣❧0♠❡♥.❛✐$❡ ❛✜♥ ❞❡ $0❞✉✐$❡ ❞❛✈❛♥.❛❣❡ ❧❛ &✉$❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣0❡

♣♦✉$ ❧✬✐♠♣❧❛♥.❛.✐♦♥ ❋4●❆ ❞❡ ❧✬❛$❝❤✐.❡❝.✉$❡ ♣$♦♣♦&0❡ ♣♦✉$ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉& ❧✬❛✈♦♥& ❝✐.0 ♣$0❝0❞❡♠♠❡♥.✱ ❧❡& 0.❛♣❡& ❞❡ .$❛♥&❢♦$♠❛.✐♦♥ ❡. ❞❡ C✉❛♥.✐✜❝❛.✐♦♥

♣❡$♠❡..❡♥. ❞✬❛♥♥✉❧❡$ ❧❡& 0♥❡$❣✐❡& ❞❡ ❤❛✉.❡& ❢$0C✉❡♥❝❡&✳ ◆♦✉& ♣$♦♣♦&♦♥& ❛✐♥&✐ ❞❡ ♥❡ ♣❛& ❝❛❧❝✉❧❡$

.♦✉.❡& ❧❡& &♦$.✐❡&✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ✐❧ ❡&. ✐♥✉.✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡$ ❧❡& &♦$.✐❡& ❞❡ ❤❛✉.❡& ❢$0C✉❡♥❝❡& ♣♦✉$ ❧❡& ✜①❡$

? ③0$♦& ❛♣$I& C✉❛♥.✐✜❝❛.✐♦♥✳ 4♦✉$ ❝❡& $❛✐&♦♥& ♥♦✉& ♣$♦♣♦&♦♥& ♣♦✉$ ❞❡& ❜❧♦❝& ❞❡ .❛✐❧❧❡ 8 × 8✱ ✹
❝♦♥✜❣✉$❛.✐♦♥& ♣♦&&✐❜❧❡& ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥. ❞❡& ③♦♥❡& ❞❡ .❛✐❧❧❡ 2 × 2✱ 3 × 3✱ 4 × 4 ❡. 5 × 5 ❝♦♠♠❡ ✐❧

❡&. ♠♦♥.$0 ❞❛♥& ❧❛ ❋✐❣✉$❡ ✻✳✸✳ ❈❤❛C✉❡ ③♦♥❡ ❝♦$$❡&♣♦♥❞ ? ✉♥ .❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣$❡&&✐♦♥ &♣0❝✐✜C✉❡✳

4♦✉$ ❞❡& ❜❧♦❝& ❞❡ .❛✐❧❧❡ 8 × 8✱ ❧❛ .$❛♥&❢♦$♠❛.✐♦♥ ♣❡$♠❡. ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡$ ✻✹ ❝♦❡✣❝✐❡♥.&✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥.✱

❧✬❛$❝❤✐.❡❝.✉$❡ ♣$♦♣♦&0❡ ♣❡$♠❡. ❞❡ $0❞✉✐$❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥.& ? ❝❛❧❝✉❧❡$ ❡. ♣❛$ ❝♦♥&0C✉❡♥.

$0❞✉✐$❡ ❧❡ .❡♠♣& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡. ❧❛ &✉$❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣0❡✳ ❉❛♥& ❧❛ ③♦♥❡ ✶✱ ✉♥✐C✉❡♠❡♥. ✹ ❝♦❡✣❝✐❡♥.& &♦♥.

❝❛❧❝✉❧0& ❨✭✵✱✵✮✱ ❨✭✵✱✶✮✱ ❨✭✶✱✵✮ ❡. ❨✭✶✱✶✮✳ ◆♦✉& &✉♣♣$✐♠♦♥& ❛✐♥&✐ ❧❡& ♦♣0$❛.✐♦♥& ✉.✐❧✐&0❡& ♣♦✉$

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡& ❛✉.$❡& ❝♦❡✣❝✐❡♥.&✳ ❉❛♥& ❧❡& ③♦♥❡& ✷✱ ✸ ❡. ✹ ♥♦✉& ❝❛❧❝✉❧♦♥& ✾✱ ✶✻ ❡. ✷✺ ❝♦❡✣❝✐❡♥.&

$❡&♣❡❝.✐✈❡♠❡♥.✳ ❚♦✉& ❧❡& ❛✉.$❡& ❝♦❡✣❝✐❡♥.& &♦♥. ♠✐& ? ③0$♦&✳ 4♦✉$ ❞❡& ❉❈❚ ✷❉ ❞❡ .❛✐❧❧❡ 4 × 4✱
♥♦✉& ❝♦♥&✐❞0$♦♥& ❧❡& ♠X♠❡& ③♦♥❡& ✶✱ ✷✱ ✸ ♣$0❝0❞❡♠♠❡♥. ❝✐.0❡&✳

1

3

4

❋✐❣✉$❡ ✻✳✸ ✕ ❉✐✈✐&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ❡♥ ③♦♥❡&

✻✳✹✳✷ ◗✉❛♥,✐✜❝❛,✐♦♥

❉❛♥& ❝❡..❡ 0.❛♣❡✱ ♥♦✉& ❞✐✈✐&♦♥& ❧❡& $0&✉❧.❛.& ❞❡ ❧❛ .$❛♥&❢♦$♠❛.✐♦♥ ♣❛$ ❧❛ ♠❛.$✐❝❡ ❞❡ C✉❛♥.✐✜✲

❝❛.✐♦♥ ♠♦❞✐✜0❡ ❞❛♥& ❧❛ &❡❝.✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛.$✐❝❡ ❞❡ C✉❛♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ❝♦♥.✐❡♥. ❧❡

$0&✉❧.❛. ❞❡ ❧❛ ♠✉❧.✐♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛.$✐❝❡ ❞❡ C✉❛♥.✐✜❝❛.✐♦♥ .❡❧❧❡ C✉✬❡❧❧❡ ❡&. ❞0✜♥✐❡ ♣❛$ ❧❡& &.❛♥✲

❞❛$❞& ♣❛$ ❧❡& ❢❛❝.❡✉$& ❞✬0❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ &❡❝.✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉& ❝❛❧❝✉❧♦♥& ✉♥✐C✉❡♠❡♥.

❞❡& ❝♦❡✣❝✐❡♥.& ♣❛$ ③♦♥❡✱ ❛✐♥&✐✱ ❧❛ ♠❛.$✐❝❡ ❞❡ C✉❛♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ❝♦♥.✐❡♥❞$❛ ✉♥✐C✉❡♠❡♥. ❧❡& ✈❛❧❡✉$&

❞❡ C✉❛♥.✐✜❝❛.✐♦♥& ❝♦$$❡&♣♦♥❞❛♥. ? ❝❤❛C✉❡ ③♦♥❡✳ ❆✐♥&✐✱ ❧❛ ♠❛.$✐❝❡ ❞❡ C✉❛♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ❝♦♥.✐❡♥❞$❛

✉♥✐C✉❡♠❡♥. ✹✱ ✾✱ ✶✻ ❡. ✷✺ ✈❛❧❡✉$& $❡&♣❡❝.✐✈❡♠❡♥. ♣♦✉$ ❧❡& ③♦♥❡& ✶✱ ✷✱ ✸ ❡. ✹✳



4×4

x(0,0)

PE

PE

x(3,0)

PE

PEd

PE

PE

PE

PEd

PE

PE

PE

PEd

PE

PE

PE

PEd

PE

PE

PE

PE

PE

PE

PE

PE

PE

PE

PEd

PEd

PE

PE

PEd

PEd

Y(0,0)

Y(0,2)

Y(1,0)

Y(1,2)

Y(0,1)

Y(0,3)

Y(1,1)

Y(1,3)

Y(2,0)

Y(2,2)

Y(3,0)

Y(3,2)

Y(2,1)

Y(2,3)

Y(3,1)

Y(3,3)

x(0,1)

x(3,1)

x(0,2)

x(3,2)

x(0,3)

x(3,3)

x(1,0)

x(2,0)

x(1,1)

x(2,1)

x(1,2)

x(2,2)

x(1,3)

x(2,3)

PEd
1in

2in

PEd1in

2in

01 0out

02 0out

02 0out

211 inindout inind

PEd
1in

2in

211 inindout inind

212 indinout indin

4× 4



✻✳✹✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ ◗❯❆◆❚■❋■❈❆❚■❖◆ ❙➱▲❊❈❚■❱❊ ✶✷✾

♥❡ %♦♥' ♣❛% ✉'✐❧✐%-% ♣♦✉. ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡% ❝♦❡✣❝✐❡♥'% ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✶✳ ▲❡% ❜❧♦❝% ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉. ❣.✐%❡

❡' ❜❧❛♥❝❤❡ ✉'✐❧✐%❡♥' ❧❛ ♠♦✐'✐- ❞❡ ❧❡✉.% ♥♦♠❜.❡ ❞✬♦♣-.❛'❡✉.%✳ ;❛. ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡% ❜❧♦❝% PE ♣.-%❡♥'-%

❞❛♥% ❧❛ ❋✐❣✉.❡ ✸✳✶✼ ♦♥' ❜❡%♦✐♥ ✉♥✐A✉❡♠❡♥' ❞✬✉♥❡ ♦♣-.❛'✐♦♥ ❛❞❞✐'✐♦♥✴%♦✉%'.❛❝'✐♦♥ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞❡✉①

♦♣-.❛'✐♦♥%✳ ▲❡ ♥♦♠❜.❡ '♦'❛❧ ❞✬♦♣-.❛'✐♦♥% .❡A✉✐% ♣❛. ③♦♥❡ ♣♦✉. ❞❡% '.❛♥%❢♦.♠❛'✐♦♥% ❞❡ '❛✐❧❧❡ 4×4
❡' 8× 8 ❛✐♥%✐ A✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛.❛✐%♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡% ❛.❝❤✐'❡❝'✉.❡% ❞✐%❝✉'-❡% ♣.-❝-❞❡♠♠❡♥'✭❝❤❛♣✐'.❡ ✸✮ ❡%'

✐❧❧✉%'.-❡ ❞❛♥% ❧❡% '❛❜❧❡❛✉① ✻✳✶ ❡' ✻✳✷✳

❙-♣❛.❛'✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ;.♦♣♦%-❡

▲♦❡✤❡. ❈❤❡♥ ❩♦♥❡ ✶ ❩♦♥❡ ✷ ❩♦♥❡ ✸ %❡❝'✐♦♥ ✸✳✹✳✸

❛❞❞✐'✐♦♥% ✻✹ ✻✹ ✸✸ ✹✺ ✼✷ ✼✷

▼✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥% ✸✷ ✸✷ ✻ ✼ ✶✻ ✶✻

❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶ ✕ ❈♦♠♣❧❡①✐'- ❛❧❣♦.✐'❤♠✐A✉❡ ❞❡ ❧✬❛.❝❤✐'❡❝'✉.❡ ❉❈❚ ❉❈❚ 4× 4 ♣.♦♣♦%-❡

❙-♣❛.❛'✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ;.♦♣♦%-❡

▲♦❡✤❡. ❈❤❡♥ ❩♦♥❡ ✶ ❩♦♥❡ ✷ ❩♦♥❡ ✸ ❩♦♥❡ ✹ %❡❝'✐♦♥ ✸✳✹✳✸

❛❞❞✐'✐♦♥% ✹✶✻ ✹✻✹ ✽✹ ✶✻✵ ✷✸✻ ✸✷✼ ✹✾✻

▼✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥% ✶✼✻ ✶✷✽ ✸✵ ✹✵ ✼✸ ✼✽ ✷✵✽

❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷ ✕ ❈♦♠♣❧❡①✐'- ❛❧❣♦.✐'❤♠✐A✉❡ ❞❡ ❧✬❛.❝❤✐'❡❝'✉.❡ ❉❈❚ 8× 8 ♣.♦♣♦%-❡

▲❡% '❛❜❧❡❛✉① ✻✳✶ ❡' ✻✳✷ ♠♦♥'.❡♥' ✉♥❡ ❝♦♠♣❛.❛✐%♦♥ ❡♥'.❡ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬♦♣-.❛'✐♦♥% ♥-❝❡%%❛✐.❡%

♣♦✉. ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐'❤♠❡ S ❜❛%❡ ❞❡ ❧❛ A✉❛♥'✐✜❝❛'✐♦♥ %-❧❡❝'✐✈❡ ♣♦✉. ❞❡% '❛✐❧❧❡%

4× 4 ❡' 8× 8 ❡♥ ✉'✐❧✐%❛♥' ❞✐✛-.❡♥'❡% ③♦♥❡% ❛✈❡❝ ❧✬❛.❝❤✐'❡❝'✉.❡ ❞❡ ❧❛ %-♣❛.❛'✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡♥

✉'✐❧✐%❛♥' ❧✬❛❧❣♦.✐'❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡. ❡' ❈❤❡♥ ❡' ❛✉%%✐ ❛✈❡❝ ❧✬❛.❝❤✐'❡❝'✉.❡ ♣.♦♣♦%-❡ ❞❛♥% ❧❛ %❡❝'✐♦♥

✸✳✹✳✸ ❞✉ ❝❤❛♣✐'.❡ ✸✳ ■❧ ❡%' ❛✐♥%✐ ♠♦♥'.- A✉✬❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝❤♦✐%✐❡ ♣♦✉. ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚

✷❉✱ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬♦♣-.❛'✐♦♥% S .-❛❧✐%❡. ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❈❡ ♥♦♠❜.❡ ❡%' ✐♥❢-.✐❡✉. S ❝❡❧✉✐ ♥-❝❡%%❛✐.❡ ♣♦✉.

❧❡% ❛✉'.❡% ❛.❝❤✐'❡❝'✉.❡%✳

▲✬-'❛♣❡ ❞❡ A✉❛♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ❝♦♥%✐%'❡ S ❡✛❡❝'✉❡. ✉♥❡ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♣♦✐♥' ♣❛. ♣♦✐♥' ❡♥'.❡ ❧❡%

❝♦❡✣❝✐❡♥'% ❞❡ %♦.'✐❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ❡' ❧❛ ♠❛'.✐❝❡ ❞❡ A✉❛♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ♠♦❞✐✜-❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡

♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥% S .-❛❧✐%❡. ❞-♣❡♥❞ ❛✉%%✐ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝❤♦✐%✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ♦X ♥♦✉% ❝❤♦✐%✐%%♦♥%

❧❛ ③♦♥❡ ✶✱ ✉♥✐A✉❡♠❡♥' ✹ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥% %♦♥' .❡A✉✐%❡%✳ ❈❡ ♥♦♠❜.❡ ♣❡✉' ♣❛%%❡. S ✾✱ ✶✻ ❡' ✷✺ %✐

♥♦✉% ❝❤♦✐%✐%%♦♥% ❧❡% ③♦♥❡% ✷✱ ✸ ❡' ✹ .❡%♣❡❝'✐✈❡♠❡♥'✳

▲❡ '❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸ ✐❧❧✉%'.❡ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬♦♣-.❛'✐♦♥% .❡A✉✐% ♣❛. ③♦♥❡ ♣♦✉. ❧❡% -'❛♣❡% ❞❡ '.❛♥%❢♦.♠❛✲

'✐♦♥ ❡' ❞❡ A✉❛♥'✐✜❝❛'✐♦♥✳

❩♦♥❡ ✶ ❩♦♥❡ ✷ ❩♦♥❡ ✸ ❩♦♥❡ ✸ ;.♦♣♦%-❡ %❡❝'✐♦♥ ✸✳✹✳✸

❆❞❞✐'✐♦♥% ✽✹ ✶✻✵ ✷✸✻ ✸✷✼ ✹✾✻

▼✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥% ✸✹ ✹✾ ✽✾ ✶✵✸ ✶✾✷

❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸ ✕ ❈♦♠♣❧❡①✐'- ❛❧❣♦.✐'❤♠✐A✉❡ ❡♥ '❡.♠❡% ❞❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬♦♣-.❛'✐♦♥% ❞❡ ❧✬❛.❝❤✐'❡❝'✉.❡

❏;❊● ♣.♦♣♦%-❡

■❧ ❡%' ♠♦♥'.- A✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬♦♣-.❛'✐♦♥% ❡%' ♣❧✉% ❢❛✐❜❧❡ A✉❛♥❞ ❧❛ ③♦♥❡ ❡%' ♣❧✉% .-❞✉✐'❡✳ ❊♥

❡✛❡'✱ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥'❛♥' ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡✱ ♥♦✉% ❛✉❣♠❡♥'♦♥% ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ %♦.'✐❡% S ❝❛❧❝✉❧❡. ❡' ♣❛.

❝♦♥%-A✉❡♥' ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬♦♣-.❛'✐♦♥%✳ ■❧ ❡%' ❛✐♥%✐ ❝.✉❝✐❛❧ ❞✬-'✉❞✐❡. ❧✬❡✣❝❛❝✐'- ❞❡ ❝❤❛A✉❡ ③♦♥❡ ❡♥

❝❛❧❝✉❧❛♥' ❧❡ '❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣.❡%%✐♦♥ ❛✐♥%✐ A✉❡ ❧❡ .❛♣♣♦.' %✐❣♥❛❧ S ❜.✉✐'✳
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✻✳✹✳✹ ❚❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣-❡..✐♦♥

▲❛ ♠❛&'✐❝❡ ❞❡ ,✉❛♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ✜①2❡ ♣❛' ❧❡ 5&❛♥❞❛'❞ ❏7❊● ♣♦✉' ❧❛ ❝♦♠♣♦5❛♥&❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦5✐&2

❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣♦✉' ✉♥ ❢❛❝&❡✉' ❞❡ ,✉❛❧✐&2 Fq = 50 ❡5& ❞♦♥♥2❡ ♣❛' ❧✬2,✉❛&✐♦♥ ✻✳✸ ✿

Q =




16 11 12 16 24 40 51 61
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
14 17 22 29 51 87 80 62
18 22 37 56 68 109 103 92
24 35 55 64 81 104 113 92
49 64 78 87 103 121 120 101
72 92 95 98 112 100 103 99




✭✻✳✸✮

▲❛ ♣'❡♠✐B'❡ ♠♦❞✐✜❝❛&✐♦♥ ,✉❡ ♥♦✉5 ❛♣♣♦'&♦♥5 C ❝❡&&❡ ♠❛&'✐❝❡ ❝♦♥5✐5&❡ C ✐♥&2❣'❡' ❧❡ ❢❛❝&❡✉'

❞✬2❝❤❡❧❧❡ ,✉❡ ♥♦✉5 ❛✈♦♥5 ❞2&❡'♠✐♥2 ❞❛♥5 ❧❛ 5❡❝&✐♦♥ ✸✳✹✳✸ ❞✉ ❝❤❛♣✐&'❡ ✸✳ ▲❛ ♠❛&'✐❝❡ ❞❡ ,✉❛♥✲

&✐✜❝❛&✐♦♥ ♠♦❞✐✜2✱ Qmodif ✱ ❡5& ❞♦♥♥2❡ ♣❛' ❧✬2,✉❛&✐♦♥ ✻✳✹✳

Qmodif = Q./E =




64 22 28 46 96 259 696 3205
24 12 17 28 54 195 425 1502
32 15 21 40 93 216 552 1723
40 25 37 60 147 407 790 2356
72 45 86 162 272 706 1406 4834
155 117 208 299 524 1091 2499 7831
669 454 624 859 1406 2676 5595 18120
3783 2512 2924 3724 5885 8512 18479 68342




✭✻✳✹✮

▲❡5 ♠❛&'✐❝❡ ❊ ❡& ◗ 5♦♥& ❞❡5 ❞2✜♥✐❡5 ♣♦✉' ❞❡5 ❜❧♦❝5 ❞❡ &❛✐❧❧❡ 8× 8✱ ❧❛ ♠❛&'✐❝❡ ❊ ❡5& ♣'25❡♥&2❡

❞❛♥5 ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✳✶ ❡& ❧✬♦♣2'❛&✐♦♥ ✳✴ '❡♣'25❡♥&❡ ❧❛ ❞✐✈✐5✐♦♥ ♣♦✐♥& ♣❛' ♣♦✐♥& ❡♥&'❡ ❧❡5 ❞❡✉① ♠❛&'✐❝❡5✳

7♦✉' ❧❡ 5❝❤2♠❛ ❞❡ ❝♦♠♣'❡55✐♦♥ ♣❛' ,✉❛♥&✐✜❝❛&✐♦♥ 52❧❡❝&✐✈❡✱ Qmodif ❞2♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝❤♦✐5✐❡✳

❊♥ ❡✛❡&✱ 5✐ ♥♦✉5 ❝❤♦✐5✐55♦♥5 ❧❛ ③♦♥❡ ✶ ❧❛ ♠❛&'✐❝❡ ❞❡ ,✉❛♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ♠♦❞✐✜2❡ ❝♦♥&✐❡♥❞'❛ ✉♥✐,✉❡♠❡♥&

✹ ✈❛❧❡✉'5✱ ✾ ❞❛♥5 ❧❡ ❝❛5 ❞✬✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✷ ❡& ✶✻ ❞❛♥5 ❧❡ ❝❛5 ❞✬✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✸✳ ▲❛

♠❛&'✐❝❡ Qmodif1 '❡♣'25❡♥&❡ ❧❛ ♠❛&'✐❝❡ ❞❡ ,✉❛♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ♠♦❞✐✜2❡ ❞❛♥5 ❧❡ ❝❛5 ❞✬✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡

✶ ❡5& ❞♦♥♥2❡ ♣❛' ❧✬2,✉❛&✐♦♥ ✻✳✺✳

Qmodif1 =




64 22 1 1 1 1 1 1
24 12 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1




✭✻✳✺✮

7♦✉' ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥&'2❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣'✐5✱ ❧❡5 ❡♥&'2❡5 5♦♥& ❝♦❞2❡5 5✉' ✽ ❜✐&5✳ ❉❛♥5 ❧❡ ❝❛5

❞✬✉♥❡ &'❛♥5❢♦'♠❛&✐♦♥ ❞❡ &❛✐❧❧❡ 8 × 8✱ ❧✬❛'❝❤✐&❡❝&✉'❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ♣'♦♣♦52❡ ❡5& ❝♦♠♣♦52❡ ❞❡ ✽

2&❛❣❡5✱ ❝❤❛,✉❡ 2&❛❣❡ ❝♦♥&✐❡♥& ✶ ❛❞❞✐&✐♦♥5 ✴5♦✉5&'❛❝&✐♦♥ ❡& 2✈❡♥&✉❡❧❧❡♠❡♥& ❞❡5 ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐♦♥5✳

❈❤❛,✉❡ ♦♣2'❛&✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐&✐♦♥ ♦✉ ❞❡ 5♦✉5&'❛❝&✐♦♥ ✐♥&'♦❞✉✐& ✉♥ ❞2♣❛55❡♠❡♥& ❞❡ ✶ ❜✐&✳ ❈♦♥❝❡'♥❛♥&

❧❛ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐♦♥✱ ❧❡5 ❝♦❡✣❝✐❡♥&5 ❞❡ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐♦♥5 5♦♥& ❝♦♠♣'✐5 ❡♥&'❡ ✵ ❡& ✶✳ 7❛' ❝♦♥52,✉❡♥&

❧❛ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♣❛' ❝❡5 ❝♦❡✣❝✐❡♥&5 ♥✬❛✉❣♠❡♥&❡ ♣❛5 ❧❛ ❞②♥❛♠✐,✉❡ ❞❡ ❧❛ 5♦'&✐❡ ❞✉ ♠✉❧&✐♣❧✐❡✉'✳

❆✐♥5✐✱ ❝❤❛,✉❡ 2&❛❣❡ ✐♥&'♦❞✉✐& ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ✶ ❜✐&5✳ 7❛' ❝♦♥52,✉❡♥&✱ &♦✉5 ❧❡5 ❝♦❡✣❝✐❡♥&5 ❆❈ ❞❡ 5♦'&✐❡

❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ 5♦♥& ❝♦❞2❡5 ✶✻ ❜✐&5 ♣♦✉' ❞❡5 ❡♥&'2❡5 ❝♦❞2❡5 5✉' ✽ ❜✐&5✳ 7♦✉' ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❉❈✱ ✐❧

❡5& ❧❡ '25✉❧&❛& ❞❡ ✻ 2&❛❣❡5 ❞✬❛❞❞✐&✐♦♥5✱ ✐❧ 5❡'❛ ❝♦❞2 5✉' ✶✹ ❜✐&5✳

❉❛♥5 ❧❡ ❝❛5 ❞✬✉♥❡ 52❧❡❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✶✱ ❧❛ ♠❛&'✐❝❡ '25✉❧&❛♥&❡ Cq
❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐5✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 5♦'&✐❡

❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ♣❛' ❧❛ ♠❛&'✐❝❡ ❞❡ ,✉❛♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ❝♦♥&✐❡♥& ✉♥✐,✉❡♠❡♥& ✹ ✈❛❧❡✉'5 Cq(0, 0)✱ Cq(0, 1)✱



✻✳✹✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ ◗❯❆◆❚■❋■❈❆❚■❖◆ ❙➱▲❊❈❚■❱❊ ✶✸✶

Cq(1, 0)✱ Cq(1, 1)✳ ❆✈❡❝ Cq = Y./Qmodif1 ❡( ❧❛ ♠❛(,✐❝❡ ❨ ,❡♣,01❡♥(❡ ❧❡1 ❝♦❡✣❝✐❡♥(1 ❞❡ ❧❛ (,❛♥1✲

❢♦,♠0❡ ❉❈❚✳

▲❛ ✈❛❧❡✉, ❞❡ ❨✭✵✱✵✮ ❝♦❞0❡ 1✉, ✶✹ ❜✐(1 ❡1( ❞✐✈✐10❡ ♣❛, Qmodif1(0, 0) = 64 = 26✱ ❛✐♥1✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉,

❞❡ Cq(0, 0) ❡1( ❝♦❞0❡ 1✉, ✽ ❜✐(1✳ ❉✬❛✉(,❡ ♣❛,(✱ Y (1, 0) ❡1( ❞✐✈✐10❡ ♣❛, Qmodif1(1, 0) = 24✳ ❆✐♥1✐ ❧❛

✈❛❧❡✉, ❞❡ Cq(1, 1) ❡1( ❝♦❞0❡ 1✉, ✶✶ ❜✐(1✳ ❉❡ ❧❛ ♠D♠❡ ♠❛♥✐E,❡ ♥♦✉1 ❝❛❧❝✉❧♦♥1 ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❜✐(1

✉(✐❧✐101 ♣♦✉, ❝♦❞❡, ❝❤❛G✉❡ ✈❛❧❡✉, ❞❡ ❧❛ ♠❛(,✐❝❡ ,01✉❧(❛♥(❡✳ ❆✐♥1✐✱ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ♦H ♥♦✉1 ❝❤♦✐1✐11♦♥1

❧❛ ③♦♥❡ ✶✱ ❧❡1 ✹ ❝♦❡✣❝✐❡♥(1 ,01✉❧(❛(1 1❡,♦♥( ❝♦❞01 1✉, ✹✹ ❜✐(1✳ ▲❡ (❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣,❡11✐♦♥ ♣♦✉, ❧❛

③♦♥❡ ✶ ❡1( ❞♦♥♥0❡ ♣❛, ✿

Cr =
8 bits ∗ 64

42 bits
= 12.19 ✭✻✳✻✮

❆✜♥ ❞✬0✈❛❧✉❡, ❞✬❛✈❛♥(❛❣❡ ❧✬❛,❝❤✐(❡❝(✉,❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣,❡11✐♦♥ ♣,♦♣♦10❡✱ ♥♦✉1 ❝❛❧❝✉❧♦♥1 ❧❡ ,❛♣♣♦,(

1✐❣♥❛❧ O ❜,✉✐( P❙◆❘ ❞0✜♥✐ ♣❛, ❧✬0G✉❛(✐♦♥ ✻✳✼ ✿

PSNR = 10log10
d2

EQM
✭✻✳✼✮

❛✈❡❝ ❞ ,❡♣,01❡♥(❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉, ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❛♥1 ❧✬✐♠❛❣❡✳ ◆♦✉1 ✉(✐❧✐1♦♥1 ❞❡1 ✐♠❛❣❡1 ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣,✐1✱

❧❡1 ✈❛❧❡✉,1 1♦♥( ❛✐♥1✐ ❝♦❞0❡1 1✉, ✽ ❜✐(1✱ ❛✐♥1✐ d ≤ 28 − 1✳ ❊◗▼ ,❡♣,01❡♥(❡ ❧✬❊,,❡✉, ◗✉❛❞,❛✲

(✐G✉❡ ▼♦②❡♥♥❡ ❡♥(,❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬♦,✐❣✐♥❡ ❡( ❧✬✐♠❛❣❡ ,❡❝♦♥1(,✉✐(❡✳ ❈❡((❡ ❡,,❡✉, ❊◗▼ ❡1( ❞0✜♥✐❡ ♣❛,

❧✬0G✉❛(✐♦♥ ✻✳✽ ✿

EQM =
1

N2

N0−1∑

i=0

N−1∑

j=0

|I1(i, j)− I0(i, j)|
2
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❆✈❡❝ I0 ❡( I1 ,❡♣,01❡♥(❡♥( ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬♦,✐❣✐♥❡ ❡( ❧✬✐♠❛❣❡ ,❡❝♦♥1(,✉✐(❡ ❞❡ (❛✐❧❧❡ N × N ✳ P♦✉, ❧❡1

1✐♠✉❧❛(✐♦♥1✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ✉(✐❧✐10 ❧❡1 ✐♠❛❣❡1 ❞❡ ▲❡♥❛ ❡( ❇❛,❜❛,❛ ♣,01❡♥(0❡1 ❞❛♥1 ❧❛ ❋✐❣✉,❡ ✺✳✶✺

❝♦♠♠❡ ✐♠❛❣❡1 ❞❡ (❡1(✳

❆ ❝❡1 ✐♠❛❣❡1✱ ♥♦✉1 ❛♣♣❧✐G✉♦♥1 ❧✬❛❧❣♦,✐(❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣,❡11✐♦♥ ❡♥ ✉(✐❧✐1❛♥( ❞✐✛0,❡♥(❡1 ❛,❝❤✐(❡❝✲

(✉,❡1✳ ❉❛♥1 ✉♥ ♣,❡♠✐❡, (❡♠♣1 ♥♦✉1 ✉(✐❧✐1♦♥1 ❧✬❛,❝❤✐(❡❝(✉,❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ O ❜❛1❡ ❞❡ ❧❛ 10♣❛,❛(✐♦♥

❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ 1✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ G✉❛♥(✐✜❝❛(✐♦♥ (❡❧❧❡ G✉✬❡❧❧❡ ❡1( 1♣0❝✐✜0❡ ❞❛♥1 ❧❛ ♥♦,♠❡ ❏P❊●✳ P❛, ❧❛

1✉✐(❡✱ ♥♦✉1 ✉(✐❧✐1♦♥1 ❧✬❛,❝❤✐(❡❝(✉,❡ O ❜❛1❡ ❞❡ ❧❛ G✉❛♥(✐✜❝❛(✐♦♥ 10❧❡❝(✐✈❡ G✉❡ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ♣,♦♣♦10❡

❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥( O ❝❤❛G✉❡ ❢♦✐1 ❧❛ ③♦♥❡ 10❧❡❝(✐♦♥♥0❡ ♣❛,♠✐ ❧❡1 ✹ ③♦♥❡1 ❞0(❛✐❧❧0❡1 ♣,0❝0❞❡♠♠❡♥(✳

▲❡1 ❋✐❣✉,❡1 ✻✳✺ ❡( ✻✳✻ ,❡♣,01❡♥(❡♥( ❧❡1 ✐♠❛❣❡1 ❞❡ ▲❡♥❛ ❡( ❇❛,❜❛,❛ ❛✐♥1✐ G✉❡ ❧❡✉, ,❡❝♦♥1(,✉❝(✐♦♥

❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦,✐(❤♠❡ ❞❡ ❞0❝♦♠♣,❡11✐♦♥ ❏P❊● ❡♥ ✉(✐❧✐1❛♥( ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❉❈❚ ✷❉ ✐♥✈❡,1❡ ❞❡ ▼❛(❧❛❜✳

▲❛ ✈❛❧❡✉, ❞✉ P❙◆❘ ❝♦,,❡1♣♦♥❞❛♥(❡ O ❝❤❛G✉❡ ❛,❝❤✐(❡❝(✉,❡ ✉(✐❧✐10❡ ❡1( ♠❡♥(✐♦♥♥0❡ ❞❛♥1 ❧❛ ♠D♠❡

✜❣✉,❡✳

■❧ ❡1( ❛✐♥1✐ ♠♦♥(,0 G✉❡ ❧❛ G✉❛❧✐(0 ❞❡1 ✐♠❛❣❡1 ,❡❝♦♥1(,✉✐(❡1 ❡♥ ✉(✐❧✐1❛♥( ❧✬❛❧❣♦,✐(❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠✲

♣,❡11✐♦♥ O G✉❛♥(✐✜❝❛(✐♦♥ 10❧❡❝(✐✈❡ 1✬❛♠0❧✐♦,❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ G✉❛♥(✐✜❝❛(✐♦♥ ❝❤♦✐1✐❡✳ ❊♥

❡✛❡(✱ ♥♦✉1 ,❡♠❛,G✉♦♥1 G✉✬❛ ♣❛,(✐, ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✷ ♥♦✉1 ♦❜(❡♥♦♥1 ❞❡1 ✐♠❛❣❡1 ,❡❝♦♥1(,✉✐(❡1 ❛✈❡❝ ✉♥❡

❜♦♥♥❡ G✉❛❧✐(0✳ ■❧ ❡1( ❛✐♥1✐ ❝,✉❝✐❛❧ ❞❡ (,♦✉✈❡, ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣,♦♠✐1 ❡♥(,❡ ❧❛ G✉❛❧✐(0 ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ,❡❝♦♥1✲

(,✉✐(❡ ❞✬✉♥ ❝♦(0 ❡( ❧❛ 1✉,❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣0❡✱ ❧❛ ♣✉✐11❛♥❝❡ ❝♦♥1♦♠♠0❡ ❡( ❧❛ ❢,0G✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡♠❡♥(

❞❡ ❧✬❛✉(,❡ ❝a(0✳

✻✳✹✳✺ ❘%&✉❧)❛)& ❞❡ &②♥)❤0&❡

❯♥❡ ✐♠♣❧❛♥(❛(✐♦♥ ❋P●❆ ❛ 0(0 ❡✛❡❝(✉0❡ ♣♦✉, ✈❛❧✐❞❡, ❧❡ ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡♠❡♥( ❞❡1 ❞✐✛0,❡♥(1 ❛❧❣♦✲

,✐(❤♠❡1 0(✉❞✐01 ❞❛♥1 ❧❡ ❝❤❛♣✐(,❡ ✸ ❡( ❞❛♥1 ❝❡ ❝❤❛♣✐(,❡✳ ❉❛♥1 ✉♥ ♣,❡♠✐❡, (❡♠♣1✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ,0❛❧✐10

✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥(❛(✐♦♥ 1✉, ✉♥ ❋P●❆ ❞❡1 ❛❧❣♦,✐(❤♠❡1 ▲♦❡✤❡, ❡( ❈❤❡♥ ♣♦✉, ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✶❉✳

P♦✉, ❝❡((❡ ✐♠♣❧❛♥(❛(✐♦♥ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ✉(✐❧✐10 ✉♥ ❋●P❆ ❞❡ (②♣❡ ❳✐❧✐♥① ❱✐,(❡① ✺ ❙❳ ✾✺❚✳ ❯♥❡ ❝♦♠✲

♣❛,❛✐1♦♥ ❡♥ (❡,♠❡1 ❞❡ ,❛♣✐❞✐(0 ❡①♣,✐♠0 ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢,0G✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡♠❡♥(✱ ❡( ❞❡

1✉,❢❛❝❡ ❡①♣,✐♠0❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❙❧✐❝❡1 ▲✉(1 ❝♦♥1♦♠♠01 ❡1( ✐❧❧✉1(,0❡ ❞❛♥1 ❧❡ (❛❜❧❡❛✉

✻✳✹✳

■❧ ❡1( ♠♦♥(,0 G✉❡ ❧❛ 1✉,❢❛❝❡ ❝♦♥1♦♠♠0❡ ❡①♣,✐♠0❡ ❡♥ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❙❧✐❝❡1 ▲✉(1 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐(❤♠❡

❞❡ ▲♦❡✤❡, ❡1( ✐♥❢0,✐❡✉,❡ O ❝❡❧❧❡ ❝♦♥1♦♠♠0❡ ♣❛, ❧✬❛❧❣♦,✐(❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡♥✳ ▲❛ ❢,0G✉❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡

❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡♠❡♥( ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐(❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡, ❡1( ❛✉11✐ ♠❡✐❧❧❡✉, G✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡
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❇❛%❜❛%❛ ▲❡♥❛

❙+♣❛%❛-✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❙+♣❛%❛-✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡

3❙◆❘❂✸✶✳✵✻ ❞❇ 3❙◆❘❂ ✸✸✳✻✾ ❞❇

❩♦♥❡ ✶ ❩♦♥❡ ✶

3❙◆❘❂✷✹✳✻✶ ❞❇ 3❙◆❘❂✷✺✳✺✵ ❞❇

❩♦♥❡ ✷ ❩♦♥❡ ✷

3❙◆❘❂✷✻✳✹✹ ❞❇ 3❙◆❘❂✷✽✳✺✸ ❞❇

❋✐❣✉$❡ ✻✳✺ ✕ ❘+A✉❧-❛-A ❞✬✐♠♣❧❛♥-❛-✐♦♥ ❋3●❆ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣%❡AA✐♦♥ ❏3❊●

❧✬❛❧❣♦%✐-❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡♥✳ ❈❡A %+A✉❧-❛-A ❝♦♥✜%♠❡♥- ❝❡✉① ♣%+A❡♥-+A ❞❛♥A ❧❡ -❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹✳ 3❛% ❝♦♥A+N✉❡♥-✱

♥♦✉A ✉-✐❧✐A♦♥A ❧✬❛%❝❤✐-❡❝-✉%❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦%✐-❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡% ♣♦✉% ♥♦-%❡ ■3 ❉❈❚ ✶❉✳

❯♥❡ ❞❡✉①✐U♠❡ ✐♠♣❧❛♥-❛-✐♦♥ A✉% ❋3●❆ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ❞❡ -❛✐❧❧❡ 4×4 ❡♥ ✉-✐❧✐A❛♥- ❧✬❛%❝❤✐-❡❝-✉%❡



✻✳✹✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ ◗❯❆◆❚■❋■❈❆❚■❖◆ ❙➱▲❊❈❚■❱❊ ✶✸✸

❩♦♥❡ ✸ ❩♦♥❡ ✸

&❙◆❘❂✷✼✳✺✽ ❞❇ &❙◆❘❂✸✵✳✾ ❞❇

❩♦♥❡ ✹ ❩♦♥❡ ✹

&❙◆❘❂✷✽✳✻✵ ❞❇ &❙◆❘❂✸✷✳✻✷ ❞❇

❋✐❣✉$❡ ✻✳✻ ✕ ❘78✉❧;❛;8 ❞✬✐♠♣❧❛♥;❛;✐♦♥ ❋&●❆ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣E❡88✐♦♥ ❏&❊●

❆❧❣♦E✐;❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡E ❆❧❣♦E✐;❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡♥

❙❧✐❝❡8 ▲✉;8 ✶✺✽ ✷✺✶

❋E7M✉❡♥❝❡✭▼❍③✮ ✷✸✾ ✷✵✼

❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✹ ✕ ❘78✉❧;❛;8 ❞❡ 8②♥;❤V8❡ ♣♦✉E ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥;❛;✐♦♥ ❋&●❆ ❞❡8 ❛❧❣♦E✐;❤♠❡8 ❞❡ ❈❤❡♥ ❡;

▲♦❡✤❡E

W ❜❛8❡ ❞❡ ❧❛ E7❛❧✐8❛;✐♦♥ ❞✐E❡❝;❡ ♣E♦♣♦87❡ ❞❛♥8 ❧❛ 8❡❝;✐♦♥ ✸✳✹✳✸ ❡; ❝❡❧❧❡ W ❜❛8❡ ❞❡ ❧❛ 87♣❛E❛;✐♦♥ ❧✐❣♥❡✲

❝♦❧♦♥♥❡ ❡♥ ✉;✐❧✐8❛♥; ❧✬❛❧❣♦E✐;❤♠❡ ❞❡ ▲♦❡✤❡E ❛ 7;7 ❡✛❡❝;✉7❡✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛E❛✐8♦♥ ❡♥ ;❡E♠❡8 ❞❡ 8✉E❢❛❝❡

♦❝❝✉♣7❡ ❛✐♥8✐ M✉❡ ❞❡ ❧❛ E❛♣✐❞✐;7 ❛ 7;7 E7❛❧✐87❡ ❡; ♣E78❡♥;7❡ ❞❛♥8 ❧❡ ;❛❜❧❡❛✉ ✻✳✺✳

❙7♣❛E❛;✐♦♥ ❧✐❣♥❡✲❝♦❧♦♥♥❡ ✭▲♦❡✤❡E✮ ❆E❝❤✐;❡❝;✉E❡ ♣E♦♣♦87❡ 8❡❝;✐♦♥ ✸✳✹✳✸

❙❧✐❝❡8 ▲✉;8 ✸✹✶ ✹✸✶

❋E7M✉❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✶✶✾ ▼❍③ ✷✵✸ ▼❍③

❚❡♠♣8 ❞✬7①❡❝✉;✐♦♥ ✵✳✶✵ µ8 ✵✳✵✷✹ µ8

&E♦❞✉✐; ❙✉E❢❛❝❡✲❚❡♠♣8 ✸✹✳✶ ✶✵✳✻

❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✺ ✕ ❘78✉❧;❛;8 ❞❡ 8②♥;❤V8❡ ❞❡ ❧✬❛E❝❤✐;❡❝;✉E❡ ❉❈❚ ✹①✹ ♣E♦♣♦87❡

❊♥ ❝♦♠♣❛E❛♥; ❧✬❛E❝❤✐;❡❝;✉E❡ ♣E♦♣♦87❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ W ❜❛8❡ ❞❡ ❧❛ 87♣❛E❛;✐♦♥ ❧✐❣♥❡✲❝♦❧♦♥♥❡✱ ♥♦✉8
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♣♦✉✈♦♥( )❡♠❛)-✉❡) -✉❡ ♥♦.)❡ ❛)❝❤✐.❡❝.✉)❡ ❝♦♥(♦♠♠❡ ♣❧✉( ❞❡ (✉)❢❛❝❡ ❡♥ .❡)♠❡( ❞❡ ❙❧✐❝❡( ▲✉.(

♠❛✐( ❡❧❧❡ ❡(. ✹ ❢♦✐( ♣❧✉( )❛♣✐❞❡✳ 8❛) ❝♦♥(9-✉❡♥.✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛)❛♥. ❧❡ ♣)♦❞✉✐. (✉)❢❛❝❡✲.❡♠♣(✱ -✉✐ ❡(.

❧❡ )9(✉❧.❛. ❞❡ ❧❛ ♠✉❧.✐♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (✉)❢❛❝❡ ❡. ❧❡ .❡♠♣( ❞✬❡①9❝✉.✐♦♥ ❡. -✉✐ ♣❡)♠❡. ❞❡ ❝♦♠♣❛)❡)

❧❡( ❛)❝❤✐.❡❝.✉)❡( ❡♥ .❡)♠❡( ❞✉ ❝♦♠♣)♦♠✐( (✉)❢❛❝❡✲.❡♠♣(✱ ♥♦✉( )❡♠❛)-✉♦♥( -✉❡ ❧✬❛)❝❤✐.❡❝.✉)❡

♣)♦♣♦(9❡ ♣)9(❡♥.❡ ✉♥ ♣)♦❞✉✐. ✸ ❢♦✐( ♠❡✐❧❧❡✉) -✉❡ ❝❡❧✉✐ > ❜❛(❡ ❞❡ ❧❛ (9♣❛)❛.✐♦♥ ❧✐❣♥❡✲❝♦❧♦♥♥❡

❡♥ ✉.✐❧✐(❛♥. ❧✬❛❧❣♦)✐.❤♠❡ ▲♦❡✤❡)✳ ◆♦.♦♥( -✉❡ ❧❡ .❡♠♣( ❞✬❡①9❝✉.✐♦♥ ❡(. ❝❛❧❝✉❧9 ❡♥ ♠✉❧.✐♣❧✐❛♥. ❧❡

♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❝②❝❧❡( ❞✬❤♦)❧♦❣❡ 9❝♦✉❧9 ♣♦✉) ♦❜.❡♥✐) ❧❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥.( ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ♣❛) ❧❛ ♣9)✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡

❞❡ ❢♦♥❝.✐♦♥♥❡♠❡♥.✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥.✱ ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥.❛.✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛)❝❤✐.❡❝.✉)❡ ♣)♦♣♦(9❡ > ❜❛(❡ ❞❡ ❧❛ -✉❛♥.✐✜❝❛.✐♦♥ (9❧❡❝.✐✈❡

♣♦✉) ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥.( ❡. ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ♣❛) ③♦♥❡( ♣♦✉) ❧❛ ❝♦♠♣)❡((✐♦♥ ❏8❊● ❛ 9.9 )9❛❧✐(9❡✳

▲❡ .❛❜❧❡❛✉ ✻✳✻ ✐❧❧✉(.)❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛)❛✐(♦♥ ❡♥.)❡ ❧❡( )9(✉❧.❛.( ❞❡ (②♥.❤P(❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥.❛.✐♦♥ ❞❡

❉❈❚ ✷❉ ❞❡ .❛✐❧❧❡ 8× 8 ♣♦✉) ❧✬❛)❝❤✐.❡❝.✉)❡ > ❜❛(❡ ❞❡ ❧❛ (9♣❛)❛.✐♦♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡. ❧✬❛)❝❤✐.❡❝.✉)❡

♣)♦♣♦(9❡ ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞✬✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✶✳

❙9♣❛)❛.✐♦♥ ❧✐❣♥❡✲❝♦❧♦♥♥❡ ❆)❝❤✐.❡❝.✉)❡ ♣)♦♣♦(9❡ ❆)❝❤✐.❡❝.✉)❡ ♣)♦♣♦(9❡

✭▲♦❡✤❡)✮ ❩♦♥❡ ✶ ❩♦♥❡ ✷

❙❧✐❝❡) ▲✉,) ✼✵✵ ✼✺✸ ✶✻✽✵

❋567✉❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✷✵✼ ▼❍③ ✷✹✶ ▼❍③ ✷✹✶ ▼❍③

❚❡♠♣) ❞✬❡①6❝✉,✐♦♥ ✵✳✶✷✺ µ) ✵✳✵✸✸ µ) ✵✳✵✸✸ µ)

D5♦❞✉✐, ❙✉5❢❛❝❡✲❚❡♠♣) ✽✼✳✺ ✷✹✳✽✹✾ ✺✺✳✹✹

❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✻ ✕ ❘6)✉❧,❛,) ❞❡ )②♥,❤M)❡ ❞❡ ❧✬❛5❝❤✐,❡❝,✉5❡ ❉❈❚ ✽①✽ ♣5♦♣♦)6❡
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❧✬✉♥ ❞❡" ❛❧❣♦$✐#❤♠❡" ❧❡" ♣❧✉" ✉#✐❧✐"*" ❞❛♥" ❧❡" ❛❧❣♦$✐#❤♠❡" ❞❡ #$❛✐#❡♠❡♥# ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡# ❞✉ "✐❣♥❛❧✳

◆♦✉" ❛✈♦♥" ❝♦♠♠❡♥❝* ♣❛$ *#✉❞✐❡$ ❧❡" ❞✐✛*$❡♥#" ❛❧❣♦$✐#❤♠❡" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚✳ ❊♥"✉✐#❡ ❡#

❛♣$:" ❛✈♦✐$ ❡①♣❧♦$* ❧❡" ❛$❝❤✐#❡❝#✉$❡" ♣❡$♠❡##❛♥# ❧✬✐♠♣❧❛♥#❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ "✉$ ❋9●❆✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥"

♣$♦♣♦"* ✉♥❡ ❛$❝❤✐#❡❝#✉$❡ ❞❡ ❧✬■9 ❋❋❚ ♦♣#✐♠✐"*❡✳ ▲✬♦♣#✐♠✐"❛#✐♦♥ ❡"# $*❛❧✐"*❡ ❝♦♥❥♦✐♥#❡♠❡♥# ❡♥

#❡$♠❡" ❞❡ $❛♣✐❞✐#* ❡# ❞❡ "✉$❢❛❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ♥♦✉" ♥♦✉" "♦♠♠❡" ❜❛"*" "✉$ ❧✬❛❧❣♦$✐#❤♠❡ ❘❛❞✐①✲✹ ❛✜♥

❞❡ ♣$♦♣♦"❡$ ✉♥❡ ❛$❝❤✐#❡❝#✉$❡ 2 ❡♥#$*❡" ♣❛$❛❧❧:❧❡" ❡# "♦$#✐❡" ♣❛$❛❧❧:❧❡" ❝❡ 4✉✐ ♣❡$♠❡# ❞❡ $*❞✉✐$❡

❧❛ ❧❛#❡♥❝❡ ❡# ♣❛$ ❝♦♥"*4✉❡♥❝❡ ❧❡ #❡♠♣" ❞✬❡①*❝✉#✐♦♥✳ ❉✬❛✉#$❡ ♣❛$#✱ ❡# ❛✜♥ ❞❡ $*❞✉✐$❡ ❧❛ "✉$❢❛❝❡

♦❝❝✉♣*❡ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ♣$♦♣♦"* ✉♥❡ #❡❝❤♥✐4✉❡ ❞❡ ♣❛$#❛❣❡ ❞❡ ♠*♠♦✐$❡ ❡♥#$❡ ❧❡" ❞✐✛*$❡♥#" *#❛❣❡" ❞❡

❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡" $*"✉❧#❛#" ♦❜#❡♥✉" ♦♥# ♠♦♥#$* ❧✬❡✣❝❛❝✐#* ❞❡ ❧✬■9 ♣$♦♣♦"*❡✳

❊♥ ♦✉#$❡✱ ♥♦✉" ♥♦✉" "♦♠♠❡" ✐♥#*$❡""*" 2 ❧❛ #$❛♥"❢♦$♠❛#✐♦♥ ❡♥ ❝♦"✐♥✉" ❞✐"❝$:#❡ ❉❈❚ ❝♦♠♠❡

*#❛♥# ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉" ✉#✐❧✐"*❡ ❞❛♥" ❧❛ ♠❛❥♦$✐#* ❞❡" ♥♦$♠❡" ❞❡ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡"✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱

❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✉ "#❛♥❞❛$❞ ❞❡ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥✱ ❧❛ ❉❈❚ ♣❡✉# ❛✈♦✐$ ♣❧✉"✐❡✉$" ❢♦$♠❡" ❡# ♣❧✉"✐❡✉$" #❛✐❧❧❡"✳

❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❛ ❉❈❚ ✉#✐❧✐"*❡ ❞❛♥" ❧❛ ♥♦$♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ❏9❊● ❡"# ❞❡ #❛✐❧❧❡ 8 × 8 "♦✉" "❛ ❢♦$♠❡
$*❡❧❧❡✳ 9❛$ ❝♦♥#$❡✱ ❞❛♥" ❧❛ ♥♦$♠❡ ❍✷✻✹✱ ❧❛ ❉❈❚ ✉#✐❧✐"*❡ ❡"# ❡♥#✐:$❡✱ ❞❡ #❛✐❧❧❡ ❛❧❧❛♥# ❞❡ 2 × 2 2
16 × 16✳ ❆✜♥ ❞❡ ❢❛✐$❡ ❢❛❝❡ 2 ❝❡" ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡"✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ♣$♦♣♦"* ✉♥❡ ❛$❝❤✐#❡❝#✉$❡ ♦♣#✐♠✐"*❡ ❡#
❣*♥*$✐4✉❡ 4✉✐ ♣❡✉# U#$❡ ✉#✐❧✐"* ♣❛$ ♣❧✉"✐❡✉$" "#❛♥❞❛$❞"✳

❉❛♥" ❝❡##❡ #❤:"❡✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" #♦✉❝❤* 2 ♣❧✉"✐❡✉$" ❛"♣❡❝#" ❞❡ $❡❝❤❡$❝❤❡ ❞❛♥" ❧❡ ♠*#✐❡$ ❞❡ ❧✬*❧❡❝✲

#$♦♥✐4✉❡✳ ◆♦♥ "❡✉❧❡♠❡♥# ❞❡" ■9 ♦♣#✐♠✐"*❡" ♦♥# *#* ♣$♦♣♦"*❡"✱ ♠❛✐" ❛✉""✐ ♥♦✉" ❛✈♦♥" *#❛❜❧✐ ✉♥

❜❛♥❝ ❞❡ #❡"# ❞❛♥" ❧❡" ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❧✬❡♥#$❡♣$✐"❡ ■♥#❡$❢❛❝❡ ❈♦♥❝❡♣#✳ ▲❡ ❜✉# *#❛♥# ❞✬❛❧❧❡$ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐#❤♠❡

2 ❧❛ ♣✉❝❡ ❡# ❞✬*✈❛❧✉❡$ ❡①♣*$✐♠❡♥#❛❧❡♠❡♥# ❧❡" ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡" ❞❡" ■9 ❝♦♥V✉❡"✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ 2 #$❛✈❡$" ✉♥

♣$♦#♦#②♣❛❣❡ $❛♣✐❞❡ ✉#✐❧✐"❛♥# ❧❡" ♦✉#✐❧" ❞❡ ❳✐❧✐♥①✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" $*✉""✐ 2 ✐♠♣❧❛♥#❡$ ❝♦$$❡❝#❡♠❡♥# ✉♥❡

❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❞❡ ❞*#❡❝#✐♦♥ ❞❡ "✐❣♥❛❧ ❞❛♥" ✉♥ ❝♦♥#❡①#❡ ❞✬❛✉#♦♣$♦#❡❝#✐♦♥ ❡♥ ●✉❡$$❡ ❊❧❡❝#$♦♥✐4✉❡✳

◆♦✉" ❛✈♦♥" ♠♦♥#$* 4✉❡ ❧✬■9 ❋❋❚ ♣❡✉# U#$❡ ✉#✐❧✐"*❡ ❞❡$$✐:$❡ ✉♥ ❈❆◆ *❝❤❛♥#✐❧❧♦♥♥❛♥# ❧❡" "✐❣♥❛✉①

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢$*4✉❡♥❝❡ ❛❧❧❛♥# ❥✉"4✉✬2 ✶✱✷✺ ●❍③✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡"# ♣❛" ❧❡ ❝❛" ❞❡" ■9 ❝♦♠♠❡$❝✐❛❧❡"✳

❉❡ ♣❧✉"✱ ❧✬■9 ❋❋❚ ❛ *#* ✐♥#*❣$*❡ ♣♦✉$ ❝❛❧❝✉❧❡$ ❧❡ "♣❡❝#$❡ ❞❡" ✐♠❛❣❡" ❞❛♥" ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥

❞❡ ❞*#❡❝#✐♦♥ ❞❡ ✈✐"❛❣❡ 2 ❜❛"❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦$$*❧❛#✐♦♥✳ ■❧ ❛ *#* ♠♦♥#$* 4✉❡ ♣♦✉$ ✉♥❡ ♣✉✐""❛♥❝❡ ♠❡"✉$*❡

♣$♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❧✬■9 ❋❋❚ ❞❡ ❳✐❧✐♥①✱ ❧✬■9 ❋❋❚ ♣$♦♣♦"*❡ ❡"# ✷ ❢♦✐" ♠❡✐❧❧❡✉$❡ ❡♥ #❡$♠❡ ❞❡ $❛♣✐❞✐#*

♣♦✉$ ❞❡" ✐♠❛❣❡" ❞❡ #❛✐❧❧❡ 256×256✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ❧✬✐♠♣❧❛♥#❛#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛$❝❤✐#❡❝#✉$❡ ❞❡ ❝♦$$*❧❛#✐♦♥ "✉$ ✉♥
❋9●❆ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❱✐$#❡①✲✺ ❡# ✉♥ ●9❯ ◗✉❛❞$♦ ❞❡ ❧❛ ♠U♠❡ #❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❢❛❜$✐❝❛#✐♦♥ ✭✻✺ ♥♠✮

❛ ♠♦♥#$* ✉♥ ❢❛❝#❡✉$ ❞❡ $❛♣✐❞✐#* ❞❡ ✼ ❢♦✐" ♠❡✐❧❧❡✉$ ❡♥ ❢❛✈❡✉$ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥#❛#✐♦♥ ❋9●❆✳ 9❛$ ❝♦♥#$❡✱

❛✜♥ ❞❡ #✐$❡$ ♣$♦✜# ❞❡ ❧❛ "♦✉♣❧❡""❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥#❛#✐♦♥ "✉$ ●9❯✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❝❤♦✐"✐ ❞✬✐♠♣❧❛♥#❡$

✶✸✾



✶✹✵ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❞❡ .❡❝♦♥♥❛✐//❛♥❝❡ 0 ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❡♥ +❡♠♣/ .4❡❧✳ ❈❡++❡ ✐♠♣❧❛♥+❛+✐♦♥ ❛ 4+4 .4❛❧✐/4❡

❛✈❡❝ /✉❝❝7/ ❡+ ❛ ♠♦♥+.4 8✉❡ ❧❡ +❛✉① ❞❡ ❞4+❡❝+✐♦♥ ♣❡✉+ ❛++❡✐♥❞.❡ ✼✼ ✪ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦//✐❜✐❧✐+4 ❞❡ +.❛✐+❡.

✉♥ ✢✉① ✈✐❞4♦ 0 ✉♥❡ ❝❛❞❡♥❝❡ ❞❡ ✶✾ ✐♠❛❣❡/ ♣❛. /❡❝♦♥❞❡ ♣♦✉. ✉♥❡ ❜❛/❡ ❞❡ ❞♦♥♥4❡/ ❝♦♠♣♦/4❡ ❞❡ ✶✵

♣❡./♦♥♥❡/ ❛✈❡❝ ✾ ✐♠❛❣❡/ ♣❛. ♣❡./♦♥♥❡✳

◗✉❛♥+ 0 ❧✬■B ❉❈❚✱ ❡❧❧❡ ❛ 4+4 ❝♦..❡❝+❡♠❡♥+ ✐♠♣❧❛♥+4❡ ♣♦✉. ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣.❡//✐♦♥

✐♥/♣✐.4 ❞✉ /+❛♥❞❛.❞ ❏B❊●✳ ❉❡ ♣❧✉/✱ ❛✜♥ ❞✬❛♠4❧✐♦.❡. ❧❡ .❛♣♣♦.+ /✉.❢❛❝❡✲+❡♠♣/✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ♣.♦♣♦/4

✉♥❡ ♠4+❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣.❡//✐♦♥ ❜❛/4❡ /✉. ❧❛ 8✉❛♥+✐✜❝❛+✐♦♥ /4❧❡❝+✐✈❡✳ ▲❡/ .4/✉❧+❛+/ ♦❜+❡♥✉/ ♦♥+

♠♦♥+.4 ❧✬❛✈❛♥+❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛.❝❤✐+❡❝+✉.❡ ♣.♦♣♦/4❡ ♣❛. .❛♣♣♦.+ ❛✉① /❝❤4♠❛/ ❝❧❛//✐8✉❡/ ❞❡ ❝♦♠♣.❡//✐♦♥✳

▲❡/ ♣❡./♣❡❝+✐✈❡/ ❞❡ ❝❡ +.❛✈❛✐❧ /❡ ❞✐✈✐/❡♥+ ❡♥ +.♦✐/ ♣❛.+✐❡/ ✿ ❝♦✉.+✱ ♠♦②❡♥ ❡+ ❧♦♥❣ +❡.♠❡/✳

❉✬❛❜♦.❞ ❧❡/ ♣❡./♣❡❝+✐✈❡/ 0 ❝♦✉.+ +❡.♠❡/ ❝♦♥/✐/+❡♥+ 0 .4❛❧✐/❡. ❞❛♥/ ✉♥ ♣.❡♠✐❡. +❡♠♣/ ✉♥❡

✐♠♣❧❛♥+❛+✐♦♥ ♥✉♠4.✐8✉❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋ ♦♣+✐8✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❧❡/ +.❛✈❛✉① .4❛❧✐/4/ ❞❛♥/ ❧✬48✉✐♣❡ ❱✐/✐♦♥ ❞❡

♥♦+.❡ ❧❛❜♦.❛+♦✐.❡ ♦♥+ ♠♦♥+.4 8✉❡ ❧❛ ❚❋ ♦♣+✐8✉❡ ♣❡.♠❡+ ❞✬❛✈♦✐. ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉./ .4/✉❧+❛+/ ♣❛. .❛♣♣♦.+

0 ❧❛ ❋❋❚ ❬✸✾❪✳ ❉❡ ♣❧✉/✱ ❧❛ ❚❋ ♦♣+✐8✉❡ ♣❡✉+ V+.❡ ♦❜+❡♥✉❡ ❡♥ ✉+✐❧✐/❛♥+ ❧❛ ❋❋❚✳ ❆✐♥/✐✱ ♥♦✉/ ✈✐/♦♥/

0 ✉+✐❧✐/❡. ❧✬■B ❋❋❚ ♦♣+✐♠✐/4❡ ❛✜♥ ❞✬✐♠♣❧❛♥+❡. ❧❛ ❚❋ ♦♣+✐8✉❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❜✉+ ❞❡ /❡ .❛♣♣.♦❝❤❡. ❞❡ ❧❛
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❧♦✐ ❞❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐&/ ❞✐-❝$%&❡ ✭pi✱yi✮ ✱ ❝♦♥&❡♥❛♥& n /❧/♠❡♥&- /B✉✐♣$♦❜❛❜❧❡- ♣❛$ ✿

E[Y ] = µ =

n∑

i=1

piyi =
1

n

n∑

i=1

yi ✭❆✳✶✮

❡& ❧✬/❝❛$&✲&②♣❡ σ ♣❛$ ✿

σ = E[Y ]2 − E[Y 2] ✭❆✳✷✮

▲❡ -✐❣♥❛❧ ❡-& ❞✐& ❣❛✉--✐❡♥ ❧♦$-B✉❡ -♦♥ ✈❡❝&❡✉$ ❛❧/❛&♦✐$❡ ❡-& ❣❛✉--✐❡♥✱ ❝✬❡-&✲A✲❞✐$❡ ❧♦$-B✉❡ ❧❡- ✈❡❝✲

&❡✉$- ❢♦$♠/- ♣❛$ ❧❡- ✈❛❧❡✉$- ♠❡-✉$/❡- ❢♦$♠❡♥& ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦$♠❛❧❡ N(µ, σ2) ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❨ N(µY , σ
2
Y )

❡& ❩ N(µZ , σ
2
Z) ✳ ▲❡- ✈❛❧❡✉$- ♣$✐-❡- ♣❛$ ❧❛ ❞❡♥-✐&/ ❞❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐&/ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡- ❞❡✉① ✈❡❝&❡✉$- Y

❡& Z ❢♦$♠❡♥& ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❣❛✉--✐❡♥♥❡- ❞✐-&✐♥❝&❡-✳ ❖♥ ♦❜&✐❡♥& ✉♥❡ ❝♦✉$❜❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦$♠❡ ✿

❋✐❣✉$❡ ❆✳✶ ✕ ❈♦✉$❜❡ ❣❛✉--✐❡♥♥❡

❛✈❡❝

❚M ✿ ❚$✉❡ M♦-✐&✐✈❡ ✿ ❧❡- ♣$/❞✐&- ♣♦-✐&✐❢- B✉✐ ❧❡ -♦♥& ✈$❛✐♠❡♥&✳

❋M ✿ ❋❛❧-❡ M♦-✐&✐✈❡ ✿ ❧❡- ♣$/❞✐&- ♣♦-✐&✐❢- B✉✐ -♦♥& ❡♥ ❢❛✐& ♥/❣❛&✐❢-✳

❚◆ ✿ ❚$✉❡ ◆❡❣❛&✐✈❡ ✿ ❧❡- ♣$/❞✐&- ♥/❣❛&✐❢- B✉✐ ❧❡ -♦♥& ✈$❛✐♠❡♥&✳

❋◆ ✿ ❋❛❧-❡ ◆❡❣❛&✐✈❡ ✿ ❧❡- ♣$/❞✐&- ♥/❣❛&✐❢- B✉✐ -♦♥& ❡♥ ❢❛✐& ♣♦-✐&✐❢-✳

✶✹✸
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"♦$✐&✐❢ ◆❡❣❛&✐❢

"♦$✐&✐❢ ❚" ❋"

◆❡❣❛&✐❢ ❋◆ ❚◆

❚❛❜❧❡❛✉ ❆✳✶ ✕ ▼❛&5✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉$✐♦♥

❈❡&&❡ ❝♦✉5❜❡ ❡$& ✉♥❡ ✈✐$✉❛❧✐$❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ $;♣❛5❛&✐♦♥ ❞❡$ ♦❜$❡5✈❛&✐♦♥$ v ❞❛♥$ ❧❡$ ❞❡✉① ❝❧❛$$❡$

✐♥❞;♣❡♥❞❛♥&❡$ Y ❡& Z✳ ◗✉❛&5❡ ❞✐✛;5❡♥&$ ❝❛$ $♦♥& ♣♦$$✐❜❧❡$✱ ❧❡$ ❝❛$ ❞❡ ❞;&❡❝&✐♦♥ ❡& ♥♦♥ ❞;&❡❝&✐♦♥✱

❡& ❧❡$ ❝❛$ ❞❡ ❢❛✉$$❡ ❛❧❛5♠❡ ❡& ❞❡ ♥♦♥ ❞;&❡❝&✐♦♥ ❢❛✉$$❡✱ B✉✐ ❝♦♥$&✐&✉❡♥& ❞❡$ ❡55❡✉5$ ❞✉ ❝❧❛$$✐✜❡✉5✱

❧✬♦❜❥❡❝&✐❢ ;&❛♥& ❞❡ ❞;&❡5♠✐♥❡5 ❧❡ $❡✉✐❧ B✉✐ ❝♦♥$&✐&✉❡5❛ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉5 ❝♦♠♣5♦♠✐$✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❡$✉5❡5

❣5❛♣❤✐B✉❡♠❡♥& ❧❛ ♣❡5❢♦5♠❛♥❝❡ ❞✉ ❝❧❛$$✐✜❡✉5✱ ♦♥ ✉&✐❧✐$❡ ❧❛ ❝♦✉5❜❡ ❘❖❈ ✧❘❡❝❡✐✈❡5 ❖♣❡5❛&✐♥❣

❈❤❛5❛❝&❡5✐$&✐❝✧ ✭❘❖❈✮ ❬✶✷✼❪✱ ❝♦✉5❜❡ ♣❛5❛♠;&5✐B✉❡ 5❡♣5;$❡♥&❛♥& ❧❡ &❛✉① ❞❡ ❞;&❡❝&✐♦♥ ✈5❛✐ ✭❛♣♣❡❧;

;❣❛❧❡♠❡♥& $❡♥$✐&✐✈✐&; ♦✉ ♣5♦❜❛❜✐❧✐&; ❞❡ ❞;&❡❝&✐♦♥ ✈5❛✐❡✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ &❛✉① ❞❡ ❢❛✉$$❡ ❛❧❛5♠❡

✭❛♣♣❡❧; ;❣❛❧❡♠❡♥& ✶✲$♣;❝✐✜❝✐&; ♦✉ ♣5♦❜❛❜✐❧✐&; ❢❛✉$$❡ ❛❧❛5♠❡✮✱ $✉✐✈❛♥& ❧❛ ✈❛❧❡✉5 ❞✉ $❡✉✐❧ ❞❡ ❞;&❡❝✲

&✐♦♥✳ ❙♦✐&✱ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥& H0 ❧✬❤②♣♦&❤S$❡ B✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝✐❜❧❡ $♦✐& ❝❡❧❧❡ ❞✉ $✉❥❡& ✵ ❡& H1 B✉❡ ❝❡ $♦✐&

❝❡❧❧❡ ❞✉ $✉❥❡& ✶✱ D0 B✉❡ ❧❡ $✉❥❡& ✵ $♦✐& ❞;&❡❝&; ❡& D1 B✉❡ ❧❡ $✉❥❡& ✶ $♦✐& ❞;&❡❝&;✱ ♦♥ ❛ ✿

FPR = P (D1|H0) + P (D0|H1) ✭❆✳✸✮

❡&

TPR = P (D0|H0) + P (D1|H1) ✭❆✳✹✮

"5❛&✐B✉❡♠❡♥&✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉5 ❞✉ $❡✉✐❧ ❡$& ✈❛5✐;❡ ❣5❛❞✉❡❧❧❡♠❡♥& ❞❡ ✵ W ✶✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉5 ❞❡ ❧✬❡$&✐✲

♠❛&✐♦♥ θ̂(v) ❡& ❞✉ $❡✉✐❧ s✱ ❧❡ ❝❧❛$$✐✜❡✉5 ♣5❡♥❞ ✉♥❡ ❞;❝✐$✐♦♥✱ D1 ♦✉ D2✱ ♣❡5♠❡&&❛♥& ❧❛ ❝♦♥$&5✉❝&✐♦♥

❞✬✉♥❡ ♠❛&5✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉$✐♦♥ ♣♦✉5 ❝❤❛B✉❡ ✈❛❧❡✉5 ❞✉ $❡✉✐❧✱ ❝♦♠♣&❛❜✐❧✐$❛♥& ❧❡ ♥♦♠❜5❡ ❞❡ ❞;&❡❝&✐♦♥$✱

❞❡ ♥♦♥ ❞;&❡❝&✐♦♥$✱ ❞❡ ❢❛✉$$❡$ ❛❧❛5♠❡$ ❡& ❞❡ ♥♦♥ ❞;&❡❝&✐♦♥$ ❢❛✉$$❡$ ✿

▲❡$ ❋❛❧$❡ "♦$✐&✐✈❡ ❘❛&❡ ✭❋"❘✮ ❡& ❚5✉❡ "♦$✐&✐✈❡ ❘❛&❡ ✭❚"❘✮ $♦♥& ✜♥❛❧❡♠❡♥& ❞;✜♥✐$ ❞❡ ❧❛

❢❛Y♦♥ $✉✐✈❛♥&❡

TPR =
TP

TP + FN
✭❆✳✺✮

❡&

FPR =
FP

TN + FP
✭❆✳✻✮

❊♥ &5❛Y❛♥& ❧❡ ❚"❘ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ ❋"❘ ♣♦✉5 ❝❤❛B✉❡ ✈❛❧❡✉5 ❞✉ $❡✉✐❧ $✱ ♦♥ ♦❜&✐❡♥& ❧❛ ❝♦✉5❜❡ ❘❖❈

♣❛5❛♠;&5;❡ ♣❛5 ❧❡ $❡✉✐❧ $ ✭❋✐❣✉5❡ ❆✳✷✮✳

❋✐❣✉$❡ ❆✳✷ ✕ ❈♦✉5❜❡ ❘❖❈

▲❡ ♣♦✐♥& ❞❛♥$ ❧❡ ❝♦✐♥ $✉♣;5✐❡✉5 ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❣5❛♣❤✐B✉❡✱ ❛♣♣❡❧; ✧ "❡5❢❡❝& ❈❧❛$$✐✜❝❛&✐♦♥ ✧✱ ❝♦55❡$✲

♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛$ ♦♣&✐♠❛❧✱ ♦✉ ❞❡ ❞;&❡❝&✐♦♥ $✐♥❣✉❧✐S5❡✱ ❛♣♣❛5❛✐$$❛♥& ❧♦5$B✉❡ ❧❡$ ❞❡♥$✐&;$ ❞❡ ♣5♦❜❛❜✐❧✐&;

❞❡$ ✈❡❝&❡✉5$ X ❡& Y ♦♥& ❞❡$ $✉♣♣♦5&$ ❞✐$❥♦✐♥&$✳ ▲♦5$B✉✬✉♥ ♣♦✐♥& ❞❡ ❧❛ ❝♦✉5❜❡ ❛♣♣❛5❛✐& $✉5 ❧❛

❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❧❛ ❝❧❛$$✐✜❝❛&✐♦♥ ❡$& ❞✐&❡ ❛❧;❛&♦✐5❡✳ ❈❡&&❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✐✈✐$❡ ❞♦♥❝ ❧✬❡$♣❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉5❜❡

❡♥ ❞❡✉① ♣❛5&✐❡$ ✿ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝❧❛$$✐✜❝❛&✐♦♥ ✭❛✉ ❞❡$$✉$ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✮ ❡& ❧❛ ♠❛✉✈❛✐$❡ ❝❧❛$$✐✜❝❛&✐♦♥

✭$♦✉$ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✮✳ ❯♥❡ ❢❛Y♦♥ ❞❡ 5❡♣5;$❡♥&❡5 ♥✉♠;5✐B✉❡♠❡♥& ❧❛ ♣❡5❢♦5♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❧❛$$✐✜❡✉5



✶✹✺

❡$% ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥$✐❞+,❡, ❧✬❆,❡❛ ❯♥❞❡, ❈✉,✈❡ ✭❆❯❈✮ ❬✶✷✽❪✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ❧♦❣✐?✉❡♠❡♥%✱ AUC = 0.5
❧♦,$ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛$$✐✜❝❛%✐♦♥ ❛❧+❛%♦✐,❡ ❡% AUC > 0.5 ❧♦,$ ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝❧❛$$✐✜❝❛%✐♦♥✳ ❇✐❡♥ ?✉❡ ❝❡%%❡

♠+%,✐?✉❡ ♣❡✉% ❝♦♥$%✐%✉❡, ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ❞✉ ❝❧❛$$✐✜❡✉,✱ ✐❧ $✬❛❣✐% ❞✬✉♥❡ ♣❡,%❡

❞✬✐♥❢♦,♠❛%✐♦♥ ♣❛, ,❛♣♣♦,% F ❧❛ ❝♦✉,❜❡ ❘❖❈ ❡❧❧❡✲♠I♠❡✳
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x(3)

x(4)

x(5)

x(6)

x(7)

x(8)
x(9)

x(10)

x(11)

x(12)

x(13)

x(14)

x(15)

x(16)

x(17)

x(18)

x(19)

x(20)

x(21)

x(22)

x(23)

x(24)

x(25)

x(26)

x(27)

x(28)

x(29)

x(30)

x(31)

x(32)

x(33)

x(34)

x(35)

x(36)

x(37)

x(38)

x(39)

x(40)

x(41)

x(42)

x(43)

x(44)

x(45)

x(46)

x(47)

x(48)

x(49)

x(50)

x(51)

x(52)

x(53)

x(54)

x(55)

x(56)

x(57)

x(58)

x(59)
x(60)

x(61)

x(62)

x(63)

X(0)

X(16)

X(32)

X(48)

X(4)

X(20)

X(36)

X(52)

X(8)

X(24)

X(40)

X(56)

X(12)

X(28)

X(44)

X(60)

X(1)

X(17)

X(33)

X(49)

X(5)

X(21)

X(37)

X(53)

X(9)

X(25)

X(41)

X(57)

X(13)

X(29)

X(45)

X(61)

X(2)

X(18)

X(34)

X(50)

X(6)

X(22)

X(38)

X(54)

X(10)
X(26)

X(42)

X(58)

X(14)

X(30)

X(46)

X(62)

X(3)

X(19)

X(35)

X(51)

X(7)

X(23)

X(39)

X(55)

X(11)

X(27)

X(43)

X(59)

X(15)

X(31)

X(47)

X(63)

étage 1 étage 2 étage 3

Groupe 1

Groupe 2

Groupe 3

Groupe 4
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❆!❝❤✐%❡❝%✉!❡ ♣!♦♣♦*+❡ ♣♦✉! ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

❧❛ ❉❈❚ 8× 8

❈✳✶ ❆❧❣♦'✐)❤♠❡

▲❛ "❡♣"%&❡♥(❛(✐♦♥ ♠❛("✐❝✐❡❧❧❡ ♣♦✉" ❧❛ "%❛❧✐&❛(✐♦♥ ❞✐"❡❝(❡ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ♦0 N = 8✱ ❡&( ❞♦♥♥%❡
♣❛" ✿

Y = AXAT
✭❈✳✶✮

❆✈❡❝ ❆❂




d d d d d d d d
a c e g −g −e −c −a
b f −f −b −b −f f b
c −g −a −e e a g −c
d −d −d d d −d −d d
e −a g c −c −g a −e
f −b b −f −f b −b f
g −e c −a a −c e −g




❡(





a = cos( π
16); b = cos(2π16 );

c = cos(3π16 ); d = cos(4π16 );

e = cos(5π16 ); f = cos(6π16 );

g = cos(7π16 )
❈❡((❡ ♠✉❧(✐♣❧✐❝❛(✐♦♥ ♣❡✉( ;("❡ %❝"✐(❡ &♦✉& ❧❛ ❢♦"♠❡ ✿

Y = BCXCTB ✭❈✳✷✮

❆✈❡❝B =




d 0 0 0 0 0 0 0
0 a 0 0 0 0 0 0
0 0 b 0 0 0 0 0
0 0 0 c 0 0 0 0
0 0 0 0 d 0 0 0
0 0 0 0 0 e 0 0
0 0 0 0 0 0 f 0
0 0 0 0 0 0 0 g




❡( C =




1 1 1 1 1 1 1 1
1 ca ea ga −ga −ea −ca −1
1 fb −fb −1 −1 −fb fb 1
1 −gc −ac −ec ec ac gc −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −ae ge ce −ce −ge −ae −1
1 −bf bf −1 −1 bf −bf 1
1 −eg cg −ag ag −cg eg −1




❊( ♣♦✉" ❝❤❛@✉❡ %❧%♠❡♥( xy ❞❡ ❧❛ ♠❛("✐❝❡ ❈✱ xy = x
y
✳

❇ ❡&( ✉♥❡ ♠❛("✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❧❛ ♠✉❧(✐♣❧✐❝❛(✐♦♥ ♣❡✉( ❛✐♥&✐ &✬%❝"✐"❡ &♦✉& ❧❛ ❢♦"♠❡ ✿

Y = CXCT ⊗ E ✭❈✳✸✮

✶✹✾



✶✺✵ ❆◆◆❊❳❊ ❈✳ ❆❘❈❍■❚❊❈❚❯❘❊ +❘❖+❖❙➱❊ +❖❯❘ ▲❊ ❈❆▲❈❯▲ ❉❊ ▲❆ ❉❈❚ 8× 8

❆✈❡❝ E =




d2 da db dc d2 de df dg
ad a2 ab ac ad ae af ag
bd ba b2 bc bd be bf bg
cd ca cb c2 cd ce cf cg
d2 da ab dc d2 de df dg
ed ea eb ec ed e2 ef eg
fd fa fb fc fd fe f2 fg
gd ga gb gc gd ge gf g2




❆✐♥)✐✱ ❧✬-.✉❛1✐♦♥ ♣❡4♠❡11❛♥1 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ❡)1 ❞✐✈✐)-❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛41✐❡)✳ ❯♥❡ ♣4❡♠✐>4❡

♣❛41✐❡ .✉✐ 4❡♣4-)❡♥1❡ ✉♥❡ ♠✉❧1✐♣❧✐❝❛1✐♦♥ ♠❛14✐❝✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛14✐❝❡ )②♠-14✐.✉❡ ❡1 ✉♥❡ ❞❡✉①✐>♠❡

♣❛41✐❡ ❝♦♥)1✐1✉- ♣❛4 ✉♥❡ ♠❛14✐❝❡ .✉✐ ♣❡✉1 @14❡ ✉1✐❧✐)-❡ ❝♦♠♠❡ ❢❛❝1❡✉4 ❞✬-❝❤❡❧❧❡✳ C❛4 ❝♦♥)-.✉❡♥1

❧✬-.✉❛1✐♦♥ ✉1✐❧✐)- ♣♦✉4 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ✽①✽ ❡)1 ❞♦♥♥-❡ ♣❛4 ✿

Y = CXCT ⊗ E ✭❈✳✹✮

❈✳✷ ❊✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜/❡ ❞✬♦♣3/❛(❡✉/4

❊♥ ✉1✐❧✐)❛♥1 ❧❡ ♣❛4❛♠>14❡ ❞❡ )②♠-14✐❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛14✐❝❡ ❈ ❧❡ ♥♦♠❜4❡ ❞✬♦♣-4❛1❡✉4) ❛4✐1❤✲

♠-1✐.✉❡) )❡4❛ 4-❞✉✐1✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❧❛ 4-❛❧✐)❛1✐♦♥ ❞✐4❡❝1❡ ❞❡ ❝❡11❡ ♠✉❧1✐♣❧✐❝❛1✐♦♥ ❡♥ )❡ ❜❛)❛♥1 )✉4 ❧❡

❣4❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉4❡✱ ❝❡11❡ 4-❛❧✐)❛1✐♦♥ ✉1✐❧✐)❡ ✶✼✻ ♠✉❧1✐♣❧✐❝❛1❡✉4) ❡1 ✹✹✽ ❛❞❞✐1✐♦♥♥❡✉4)✴)♦✉)14❛❝1❡✉4)✳

❉❡ ♣❧✉)✱ ♦♥ ♣❡✉1 ❛✉))✐ ✉1✐❧✐)❡4 ❧❡) ♣4♦♣4✐-1-) ❞❡ )②♠-14✐❡ )✉✐✈❛♥1❡) ✿

gc + ae = 2 ❀ bf − fb = 2 ❀eg − ca = 2 ❀4 ∗ ea + 2 = cg ❀4 ∗ gc +
ge
4

▲❡ ♥♦♠❜4❡ 1♦1❛❧ ❞✬♦♣-4❛1❡✉4) ❛4✐1❤♠-1✐.✉❡) ♣❡✉1 ❛✐♥)✐ ♣❛))❡4 T ✶✷✽ ♠✉❧1✐♣❧✐❡✉4) ❡1 ✹✾✻ ❛❞❞✐1✐♦♥✲

♥❡✉4)✳ ▲❡ 1❛❜❧❡❛✉ 1❛❜❧❡ 4❡♣4-)❡♥1❡ ❛✐♥)✐ ❧❡ ♥♦♠❜4❡ ✜♥❛❧ ❞✬♦♣-4❛1❡✉4) ❛4✐1❤♠-1✐.✉❡) ✉1✐❧✐)-) ♣♦✉4

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✷❉ ✽①✽ ❡1 ✉♥❡ ❝♦♠♣❛4❛✐)♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡) 4-❛❧✐)❛1✐♦♥) ❞✐4❡❝1❡) ❜❛)-) )✉4 ❞✬❛✉14❡)

❛❧❣♦4✐1❤♠❡)✳

▲♦❡✤❡4 ❈❤❡♥ C4♦♣♦)-❡

▼✉❧1❧✐♣❧✐❡✉4) ✶✼✻ ✷✵✽ ✶✷✽

❆❞❞✐1✐♦♥♥❡✉4 ✹✶✻ ✹✻✹ ✹✾✻

❚❛❜❧❡❛✉ ❈✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛4❛✐)♦♥ ❡♥ 1❡4♠❡) ❞❡ ♥♦♠❜4❡ ❞✬♦♣-4❛1❡✉4) ❡♥14❡ ❧✬❛❧❣♦4✐1❤♠❡ ♣4♦♣♦)-❡ ❡1

❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈❤❡♥ ❡1 ❧❡ ▲♦❡✤❡4
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❙②<8❡♠< ✭▼❲❙❈❆❙✮✱ ♣♣✳✶✲✹✱ ✼✲✶✵ ❆✉❣✳ ✷✵✶✶✳
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