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EsTiMATION NON PARAMETRIQUE POUR LES PROCESSUS MARKOVIENS DETERMINISTES
PAR MORCEAUX

MoTs-CLES : Processus markoviens déterministes par morceaux; Chaines de Markov ergodiques;
Estimation non paramétrique; Estimation de taux de saut; Estimation de noyau de transition;
Régression semi-paramétrique.

RESUME : M.H.A. Davis a introduit les processus markoviens déterministes par morceaux (PDMP)
comme une classe générale de modeles stochastiques non diffusifs, donnant lieu a des trajectoires
déterministes ponctuées, a des instants aléatoires, par des sauts aléatoires. Dans cette thése, nous
présentons et analysons des estimateurs non paramétriques des lois conditionnelles des deux aléas
intervenant dans la dynamique de tels processus. Plus précisément, dans le cadre d’'une observa-
tion en temps long de la trajectoire d’'un PDMP, nous présentons des estimateurs de la densité
conditionnelle des temps inter-sauts et du noyau de Markov qui gouverne la loi des sauts. Nous
établissons des résultats de convergence pour nos estimateurs. Des simulations numériques pour
différentes applications illustrent nos résultats. Nous proposons également un estimateur du taux
de saut pour des processus de renouvellement, ainsi qu'une méthode d’approximation numérique
pour un modele de régression semi-paramétrique.

NONPARAMETRIC ESTIMATION FOR PIECEWISE-DETERMINISTIC MARKOV PROCESSES

KEYWORDS: Piecewise-deterministic Markov processes; Ergodic Markov chains; Nonparametric
estimation; Jump rate estimation; Transition kernel estimation; Semiparametric regression.

ABSTRACT: Piecewise-deterministic Markov processes (PDMP’s) have been introduced by M.H.A.
Davis as a general family of non-diffusion stochastic models, involving deterministic motion punc-
tuated by random jumps at random times. In this thesis, we propose and analyze nonparametric
estimation methods for both the features governing the randomness of such a process. More preci-
sely, we present estimators of the conditional density of the inter-jumping times and of the transition
kernel for a PDMP observed within a long time interval. We establish some convergence results for
both the proposed estimators. In addition, numerical simulations illustrate our theoretical results.
Furthermore, we propose an estimator for the jump rate of a nonhomogeneous renewal process and
a numerical approximation method based on optimal quantization for a semiparametric regression
model.
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Chopitre 1

INTRODUCTION GENERALE

Les modeles probabilistes sont de plus en plus répandus et utilisés dans de nombreuses
applications scientifiques, notamment en biologie, en fiabilité ou encore en finance. En
effet, une modélisation stochastique permet de prendre en compte a la fois des phénomenes
intrinséquement aléatoires et notre manque de connaissance de systémes déterministes.

Dans la grande famille des processus stochastiques a temps continu, on peut distin-
guer les propagations diffusives — régies par des équations différentielles stochastiques et
étudiées a travers le calcul stochastique d’It6, — et un groupement plus hétérogeéne de
processus non diffusifs. Davis a proposé dans les années 1980 dans [31] d’unifier la classe
des applications non diffusives sous le nom de processus markoviens déterministes par
morceaux (piecewise-deterministic Markov processes, PDMP, en anglais). Il s’agit de dy-
namiques déterministes ponctuées a des instants aléatoires par des sauts aléatoires. Ils
ont parallélement été introduits par Jacobsen dans [56] mais sous une définition un peu
différente.

On peut trouver dans la littérature récente de nombreux papiers qui traitent des pro-
priétés des PDMP. Certaines recherches s’intéressent aux propriétés de stabilité et d’ergo-
dicité des PDMP [25, 42, 47], au contréle optimal [24, 26, 46|, & des résultats asymptotiques
de type loi des grands nombres ou grandes déviations [44, 45|, ou encore a des méthodes
d’approximation numérique [15, 16]. Les PDMP sont déja présents dans de nombreux do-
maines comme la fiabilité [6, 34|, la biologie [29, 54] ou les neurosciences [17, 49]. Leur
caractére hybride permet de coupler des évolutions déterministes régies par des équations
différentielles ou des EDP issues de la physique ou de la biologie a des perturbations
aléatoires.

Dans ce contexte, il apparait important de proposer des méthodes statistiques d’esti-
mation pour cette classe de processus stochastiques. Les recherches dans cette direction
sont encore peu conséquentes. On peut notamment citer les travaux trés récents de Dou-
mic et al. [38, 39] sur des méthodes non paramétriques d’estimation pour des modéles de
type croissance-fragmentation. L’objectif de cette thése est de construire des estimateurs
pour les deux sources d’aléa intervenant dans la dynamique des PDMP, c’est-a-dire la loi
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des durées inter-sauts et la loi des perturbations aléatoires. Le flot étant souvent donné
par des équations déterministes de la physique ou de la biologie, nous ne nous sommes
pas intéressés a son estimation. Sous le contrdle de Frangois Dufour et Anne Gégout-Petit,
j’al choisi de travailler dans un cadre non paramétrique et pour des processus observés en
temps long. Dans la suite de cette introduction, nous présentons les PDMP tels que définis
dans [31], puis nous donnons ’organisation de ce manuscrit.

Un PDMP (X;) est défini comme un processus hybride de la forme X; = (my, &), o
le mode m, est une variable discréte alors que &; est une variable euclidienne. La quantité
euclidienne &; modélise la ou les variables d’intérét qui peuvent étre la position, la vitesse
ou encore la taille de la cellule. Le mode correspond lui a I’ambiance, I’environnement ou
le régime dans lequel évoluent les variables euclidiennes. L’espace d’état du mode M est
fini ou dénombrable. Pour m € M, les variables euclidiennes évoluent dans E,, un ouvert
de RY. L’espace d’état du processus est donc

E={(m¢&) :meMEck,}.

La dynamique du PDMP est régie par trois caractéristiques locales dépendant du mode
m € M : le flot déterministe @,,, le taux de saut A, qui gouverne la loi des temps inter-
sauts et le noyau de transition Q,, qui régit la loi des sauts.

— Pour tout m € M, @, : R x R, — RY est le flot dans le mode m. ®@,, peut étre
défini comme solution d’une équation différentielle ; par conséquent, @, (-,t) est un
homéomorphisme, et ’application t — @, (-,t) est un semi-groupe :

VE € Rd) CDm(E») t+ S) =0, ((Dm(a» S)) t)) .
Pour tout x = (m, &) € E, le temps de sortie déterministe de E est défini comme
t*(x) =inf{t >0 : @, (&t) ¢ E}

avec la convention habituelle inf ) = +co.
— Pour tout m € M, le taux de saut A, : E,, — R, est une fonction mesurable qui
vérifie,
€

V(m, &) € E, Je > 0, J Am (@ (&, 1)) dt < +oo.
0

Grace a cette condition, on évite que le processus ne saute immeédiatement.
— Pour tout m € M, Q,, est un noyau de Markov sur (E,,, B(E)) qui vérifie,

VE € Em) Qm (E,,E\{(m, E»)}) =1.

Cela impose que le processus ne saute pas sur place : le mode et/ou la variable
euclidienne sont modifiés lors d’un saut.



A partir de ces caractéristiques, on définit la dynamique de (X;) sur un espace de probabilité
(Q, F, (Fi),Py) de la fagon suivante. Partant de x = (m, &) € E, on définit le premier temps
de saut T; a partir de sa fonction de survie,

t
vt Z Ov Px(Tl > t) = €Xp <_J 7\m ((Dm(£> S)) dS) 1{O§t<t*(x)}-
0

T, intervient soit spontanément avec le taux A,, pris en le flot @,,(&,-), soit lorsque le
processus atteint la frontiére de son espace de définition. On génére alors une variable
aléatoire Z; a valeurs dans E selon le noyau de Markov Q.,(®,(&, Tq), ). La trajectoire de
(X{) entre les instants O et T; est donnée par

X, = (m) (Dm(a)t)) pour t< T])
t Z; pour t = Tj.

Partant de X1, = Z;, on détermine de maniére similaire la durée S, = T, — T;, ainsi que
la position apres le deuxiéme saut Z,, et ainsi de suite. On obtient ainsi un processus de
Markov fort & temps continu (voir [31, Section 25]), continu a droite et sautant aux instants
T,, avec Ty = 0. La suite des instants inter-sauts (S,,) vérifie, pour tout n, T, 1 = T, + Si1
et So = 0. Les positions lors des sauts sont les Z, = Xy, . Dans la suite de nos investigations,
nous allons beaucoup travailler & partir des chaines de Markov (Z,) et surtout (Z,,S,) qui
contient tout 1’aléa du processus (X).

Qmu[mmu(&ﬂ ) S.Zly

FIGURE 1.1 — Dynamique d'un processus markovien déterministe par morceaux.

J’ai fait le choix de rappeler la définition de la dynamique des PDMP dans le contexte
spécifique des chapitres concernés : dans le chapitre 3, on s’intéresse a 1’estimation de la
densité conditionnelle des temps inter-sauts pour un PDMP défini sur un espace métrique,
alors que dans le chapitre 5, on étudie I’estimation du noyau de Markov QQ pour un PDMP
défini sur RY. En particulier, cela permet la lecture indépendante de chaque chapitre de ce
manuscrit.



Une partie de mes recherches concerne l'estimation non paramétrique de la loi condi-
tionnelle de la durée inter-sauts S, sachant la position Z, ; = x du processus a I'instant
T._1. Cette loi a une masse en t*(x) : elle correspond au saut forcé lorsque le processus
atteint la frontiére de son espace d’état. Entre les instants 0 et t*(x), cette loi admet une
densité conditionnelle f(x,t),

t
106, 1) = A [0 (60 exp ([ A (@, 5))5)

si x = (m, &). Dans le chapitre 3 de ce manuscrit, on s’intéresse a ’estimation non paramé-
trique de la densité conditionnelle f & partir de ’observation d'une trajectoire du processus
en temps long. Ces recherches utilisent en partie la méthodologie mise en place dans le
chapitre 2 dans lequel on étudie ’estimation non paramétrique du taux de saut pour une
certaine classe de processus de renouvellement qui partage un certain nombre de carac-
téristiques avec les PDMP. On a regroupé ces deux chapitres au sein d’'une méme partie
intitulée Estimation non paramétrique d’un tauz de saut. Enfin, les travaux présentés
ont fait l'objet des articles [10] & paraitre dans Annales de I'Institut Henri Poincaré et [9]
soumis pour publication.

Dans la seconde partie du manuscrit Estimation d’une transition, j’ai regroupé deux
sujets de recherche assez différents : ’application d’une méthode d’approximation numé-
rique adaptée aux lois de probabilité a un probléme de régression semi-paramétrique dans
le chapitre 4, et I'’estimation non paramétrique du noyau de Markov Q d'un PDMP dans
le chapitre 5. Dans les deux cas, il s’agit d’étudier comme estimer ou approcher numéri-
quement la loi d’une transition. Ces travaux ont fait l'objet des articles [11] publié dans
Journal of Statistical Planning and Inference et [7] soumis pour publication.

La conclusion de cette thése et des perspectives a ’ensemble des résultats et méthodes
présentés dans ce manuscrit sont données dans le chapitre 6.
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Chopitre 2

ESTIMATION DU TAUX DE SAUT D’UN
PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT MARQUE

Dans ce chapitre, on s’intéresse a une méthode d’estimation non paramétrique du taux
de saut d'un processus de renouvellement marqué. Dans le cadre d’une observation en
temps long du processus, on propose un estimateur de type Nelson-Aalen du taux de saut
cumulé, ainsi qu’un estimateur a noyau du taux de saut. Les estimateurs et les résultats
asymptotiques donnés ici ont fait ’objet du papier Nonparametric estimation of the
jump rate for nonhomogeneous marked renewal processes [10] avec Frangois Dufour
et Anne Gégout-Petit, a paraitre dans Annales de 'Institut Henri Poincaré. Enfin, cette
étude est une étape clé dans la procédure d’estimation de la loi conditionnelle des temps
inter-sauts d’'un PDMP présentée dans le chapitre 3.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans la section 2.1, on présente le pro-
bléme et son contexte. Ensuite, on définit précisément la classe de processus que nous
considérons et nous donnons un exemple d’application dans la section 2.2. La section 2.3
est consacrée au cas discret pour lequel on montre qu’on retrouve I’hypothése d’intensité
multiplicative proposée par Aalen dans les années soixante-dix. Dans la section 2.4, on
se propose d’étudier le cas ou ’espace d’état est continu et on propose un estimateur du
taux de saut cumulé dans la sous-section 2.4.1 et un estimateur a noyau du taux de saut
dans la sous-section 2.4.2. Une étude de simulations est donnée dans la section 2.5, alors
gu’'une conclusion et des perspectives a ce travail sont présentées dans la section 2.6. Enfin,
des preuves techniques sont reportées dans les sections 2.7 et 2.8. On présente briévement
une application a des données biologiques réelles, réalisée avec Rapha€l Coudret et Gilles
Durrieu, dans la section 2.9.
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2.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de proposer une méthode non paramétrique d’estimation du
taux de saut d’un processus de renouvellement marqué non homogéne, quand une seule
observation du processus en temps long est disponible. Notre stratégie est de développer
une généralisation du célébre modeéle a intensité multiplicative introduit par Aalen dans
les années soixante-dix dans [2, 3].

On considére une classe générale de processus de renouvellement marqués, définis sur
un ouvert d'un espace métrique. Il s’agit de processus constants par morceaux dont la
dynamique dépend de trois caractéristiques : le taux de saut A qui gouverne la loi des
temps inter-sauts, le noyau de transition Q et une fonction t* qui joue le réle d’une censure
déterministe fonction de l’état du processus. Dans ce cadre, le taux de saut A est une
fonction de deux variables : la marque spatiale et le temps. Notre but est d’estimer cette
fonction, ainsi que sa version intégrée — appelée taux de saut cumulé, — a partir d’une
observation du processus en temps long.

On ne peut pas directement relier cette classe de modeles stochastiques aux PDMP,
et ce, pour deux raisons. D'une part, un PDMP constant par morceaux a un taux de
saut homogeéne en temps, ce qui n’est pas nécessairement le cas ici. D’autre part, lorsque
le flot du PDMP est constant au cours du temps, le temps d’atteinte de la frontiére est
toujours infini, et il n’y a donc aucun saut forcé. Ils sont pourtant autorisés pour les
processus de renouvellement que nous considérons dans ce chapitre. Toutefois, les PDMP
et les processus de renouvellement marqués ont des dynamiques similaires. La différence
majeure réside dans la loi des sauts : pour un PDMP, la nouvelle position lors d’un saut
dépend — a travers le flot bien sfir — du temps inter-saut précédent, ce qui n’est pas le cas
pour les modéles de renouvellement.

Aalen a introduit dans le milieu des années soixante-dix le célébre modeéle a inten-
sité multiplicative (voir sa thése [1], ou ses articles [2, 3]) : 'intensité d’un processus de
comptage sous-jacent N est supposée s’écrire comme le produit d’un processus prévisible
Y et d’une fonction déterministe A, appelée taux de saut ou taux de risque suivant le
contexte. Dans ce cadre, I'estimateur de Nelson-Aalen permet d’approcher le taux cumulé
At) = f(t)?\(s)ds. Ramlau-Hansen a construit quelques années plus tard, dans [74], un
estimateur a noyau de A a partir de l'estimateur de Nelson-Aalen.

Un grand nombre de problémes d’estimation en analyse de survie ou en statistique des
processus sont reliés a des processus de comptage dépendant d’une variable spatiale. Celle-
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ci peut étre vue comme une marque ou une covariable suivant le contexte. L’estimateur
de Nelson-Aalen est une méthode efficace et populaire dans ce type de problémes puisque
I’hypothése multiplicative est vérifiée dans une grande variété d’applications (voir par
exemple [5]). En particulier, on peut appliquer I’approche de Nelson-Aalen pour estimer
le taux de saut d’un processus de comptage marqué dont 1’espace d’état est fini, a partir
d’un grand nombre d’observations indépendantes. Plus récemment, en 2011, Comte et al.
ont proposé dans [21] une méthode adaptative pour estimer le taux de saut d’un processus
marqué sous 'hypothése multiplicative.

De nombreux papiers traitent de méthodes non paramétriques et semi-paramétriques
lorsque la marque spatiale est a valeurs dans un espace continu. Sans prétendre étre ex-
haustif, une liste significative de références sur ce champ de recherche peut étre trouvée
dans [4, 5, 55, 64]. En particulier, McKeague et Utikal se sont intéressés dans [66] & l’esti-
mation du taux de saut lorsque la covariable est dans [0, 1]. Leur approche est basée sur
un lissage de l'estimateur de Nelson-Aalen dans les directions temporelle et spatiale. Li et
Doss ont choisi une autre approche, basée sur un ajustement linéaire local dans la direction
spatiale (voir [62]). Ils ont étendu le travail de McKeague et Utikal au cas multidimen-
sionnel et prouvé des résultats de convergence faible. On peut aussi citer les papiers de
Utikal [83, 84] portant sur l'estimation du taux de saut pour deux classes trés spécifiques
de processus marqués sous des hypothéses de martingale a temps continu. La structure
euclidienne de 1’espace d’état de la covariable est a chaque fois un point clé dans les ap-
proches précédemment citées. Pendant la méme période, des approches non paramétriques
ont aussi été étudiées par Beran dans [14], Stute dans [81] et Dabrowska dans [30], mais
pour des observations indépendantes. Des méthodes semi-paramétriques ont également été
envisagées, notamment par Cox dans [28]. Le lecteur intéressé peut consulter [5] ainsi que
les références qui y sont données pour une revue compléte de la littérature sur ces modéles.

Pour de nombreuses raisons, notre approche et les résultats mentionnés plus haut sont a
la fois différents et complémentaires. Dans ce chapitre, nous proposons d’adapter le modéle
a intensité multiplicative lorsqu’on fait intervenir une discrétisation de l'espace d’état et,
par conséquent, une approximation des fonctions d’intérét. Puisque 1’espace d’état que
nous considérons est trés général, les stratégies employées par McKeague et Utikal [66], Li
et Doss [62], ou Utikal [83, 84] ne sont pas envisageables. De plus, ces auteurs considérent
des hypothéses portant a la fois sur des propriétés de martingale a temps continu et le
comportement asymptotique du processus Y. D’un point de vue pratique, ces hypotheéses
ne sont pas complétement satisfaisantes car difficiles a vérifier, comme c’est le cas dans
notre probléme. Dans ce travail, nous assurons la convergence de notre estimateur par des
conditions portant directement sur les caractéristiques du processus.
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La suite de ce chapitre est divisée en deux grandes parties. Dans la premiére, on consi-
dére que le noyau de transition du processus charge seulement un nombre fini de points.
Cela revient a considérer que l’espace d’état du processus est discret. Dans ce contexte, le
théoréme 2.3 établit que le modéle a intensité multiplicative est vérifié. Dans la seconde
partie, on suppose que le noyau Q est une mesure diffuse, ¢d est qui ne charge pas des
singletons. Si les Z; désignent les marques du processus sous-jacent, pour tout x et pour
tout entier 1, 'indicatrice 1;7,_,) est alors presque siirement nulle; cela exclut ’approche
explorée dans le cas discret. Notre méthode s’appuie alors sur une partition de 1’espace
d’état, notée (A, ). Dans ce cadre, il apparait intuitif de considérer le processus de comptage

n—I1

N (A, t) = Z l{ZiGAk}l{Si+1§t}?
i=0
ol les S; sont les temps inter-sauts du processus. Bien que le modéle multiplicatif d’Aalen
ne soit pas vérifié pour ce processus de comptage, l'intensité stochastique de N, (Ay,t)
est presque stirement équivalente (quand n tend vers l'infini) au produit Y, (Ay, t)1(A,t)
(voir la proposition 2.15), oit 1(Ay,t) est une approximation du taux de saut A(x,t) pour
X € Ay, et

n—1

Va(At) = ) LzieanLise,zo-
i=0

Il est alors naturel d’introduire les processus suivants,

t

Ta(Ant) =J Ya(Aw s)*dNa(Ag, s,
0

ol Yn(Ay,t)" est l'inverse généralisé de Y, (Ay,t), et

t
L (Ax,t) = L LAy, 8) Ly, (Ar,s)>01ds.
Dans les papiers [2, 3], la différence fn(Ak, t)—L} (Ax, t) est une martingale a temps continu
alors qu’ici, un terme supplémentaire noté a,(t) apparait. Celui-ci tend vers 0 quand n
tend vers l'infini. Intuitivement, cela signifie que le modéle a intensité multiplicative est
vérifié asymptotiquement. En utilisant a la fois l'inégalité de Lenglart et le comportement
asymptotique du terme a,(t), on montre que fn(Ak,t) est un estimateur consistant de
L(Ay,t) = f; L(Ay, s)ds (voir la proposition 2.19). On en déduit un estimateur consistant
de A(x,t) = fé?\(x,s)ds (voir le théoréme 2.25), puisque L(Ay,t) et A(x,t) sont proches
pour x € Ay (voir le lemme 2.22). Ensuite, on s’intéresse au lissage de cet estimateur par
des méthodes a noyau afin d’estimer 1(Ay,t) (voir la proposition 2.28) et donc la fonction
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d’intérét A(x,t) (voir le théoréme 2.30). La présence des sauts forcés est une difficulté
supplémentaire tout au long de cette étude.

La suite du chapitre est organisée de la fagon suivante. On donne, dans la section 2.2, la
définition précise de la classe des processus de renouvellement marqués non homogénes qui
nous intéresse, ainsi qu'une application en fiabilité. On établit aussi des résultats techniques
a propos d’'indépendances conditionnelles et de martingales. La section 2.3 est consacrée
au cas discret, lorsque Q charge seulement un nombre fini de points. Dans la section 2.4,
nous n’imposons aucune contrainte sur l’espace d’état et nous donnons des estimateurs
consistants du taux cumulé (voir le théoréme 2.25) et du taux de saut (voir le théoréme
2.30). Finalement, dans la section 2.5, on présente une étude de simulations qui illustre
le bon comportement de nos estimateurs. Une conclusion et des perspectives a ce travail
sont données dans la section 2.6. Les démonstrations techniques de certains résultats sont
reportées dans les sections 2.7 et 2.8. Une application a des données biologiques réelles
réalisée avec Raphaél Coudret et Gilles Durrieu est présentée dans la section 2.9.

2.2 Définition et premiers résultats

On considére un processus a temps continu et constant par morceaux noté (X;). Pour
tout t > 0, X; est & valeurs dans E, un ouvert d’un espace métrique séparable (&, d).
L’évolution de (X;) peut étre décrite comme suit. Pour tout t > 0,

Xe=2Zn si So+-+Sn<t<So+--+Sn.

Les Z, correspondent aux marques du processus (X;) tandis que les S, sont les temps
inter-sauts. On suppose ici que la suite (Z,) est une chaine de Markov sur E muni de la
tribu borélienne B(E) et définie sur un espace de probabilité (Q,.4,P,,). Son noyau de
transition est noté Q, alors que la loi de la position initiale Z, est vy,. Une formulation
équivalente (voir par exemple le théoréme 2.4.3 de [13]) est la suivante,

vn > ]) L, = ll)(zn—h En—])) (21)

ol \ est une fonction mesurable et (¢,,) est une suite de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi. On définit la loi de la suite (S,) sur R, & partir de deux fonctions :
A:E xR, = R, est le taux de saut du processus et t* : E —]0,+0o0] joue le réle d’une
censure déterministe. Pour chaque entier n > 1, la fonction de survie du temps S, est
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donnée, pour tout t > 0, par

on(sn > t|{Zi 1> O}, So, ceey Sn,1) = on(sn > t|Zn,]) (22)

t
= exp (—J 7\(Zn—155)d5) Lio<tetr(z, 1)}

0

On suppose de plus que Sy = 0. Par conséquent, il existe une fonction ¢ et une suite de
variables aléatoires (0, ), indépendantes et de méme loi, indépendantes de la suite (¢,.),
telles que,

yn > 1, Sn = (p(ZTH,én,]).

Les deux suites (e,,) et (0,) sont supposées étre indépendantes de la marque initiale Z,.

L’objet de ce chapitre est I’estimation non paramétrique du taux de saut A a partir de
I’observation de la chaine (Z,,S,). La méthode développée est une premiére étape dans
notre approche de 'estimation de la loi conditionnelle des temps inter-sauts d’un PDMP.
Néanmoins, proposer un estimateur non paramétrique du taux de saut pour cette classe
de processus de renouvellement a aussi un intérét intrinséque. L’exemple qui suit satisfait
les hypothéses mentionnées plus haut.

On considére une machine dont le régime de production prend ses valeurs dans un ou-
vert de R¢. La dynamique du régime est supposée étre un processus de renouvellement non
homogeéne : 1’état est constant par morceaux jusqu’a ce qu’une défaillance ait lieu. On peut
naturellement considérer que le taux de panne dépend de la configuration de la machine.
Quand la machine tombe en panne, la réparation a lieu instantanément, et la configuration
est changée aléatoirement selon un noyau de transition Q dépendant seulement de 1’état de
marche précédent. On suppose de plus qu'’il existe une période déterministe d’inspection,
dépendant également du régime de production de la machine. Lors d'une inspection, le
nouveau régime est choisi a nouveau selon le noyau Q. Dans cette application, il est inté-
ressant d’estimer le taux de panne de la machine a partir de l'observation en temps long
de son comportement. On peut alors, par exemple, comparer la fiabilité de deux machines
concurrentes.

On peut associer au taux de saut A son intégrale appelée taux de saut cumulé, ainsi
que la fonction de survie et la densité de probabilité qui lui correspondent. La densité
conditionnelle f vérifie,

VE e E, Vt>0, f(&,t) =A(&,t)exp (— JtMé, s)ds> . (2.3)

0
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Le taux de saut cumulé A est donné par,

t
VECE, Vt>0, A(Et) = J A, s)ds. (2.4)
0

Finalement, la fonction de survie conditionnelle est notée G,

t
VEEE, VE>0, G(&,t) =exp (—J A(E,s)ds) . (2.5)
0
On a la relation immédiate A = f/G. Pour chaque entier n, G, désigne la tribu engendrée
par les n premiers Z;,
gn = G(Zo,...,zn,ﬂ. (26)

Pour chaque entier i, le processus de comptage & un seul saut N**' est donné, pour tout
t >0, par
NH] (t) = 1{51+1St})

et on note (ff“) la filtration qui lui est associée. Dans cette partie, nous allons démontrer
deux résultats : le premier concerne deux indépendances conditionnelles, alors que dans le
second, on s'intéresse au compensateur du processus de comptage N**' dans une certaine
filtration. Le symbole JT_ désigne 'indépendance conditionnellement a la tribu 7.

PROPOSITION 2.1 Soient n un entier et 1 < i < n. Pour chaque entier j # 1, soient
tj>0ett>0. Alors, on a

\/]—"tjngf-ﬁ et  F' L G

it o(Zi1)
On peut alors déduire de la proposition 6.8 de [58] que, pour touss <t,0<i<n-—1,

VA L F' et F'OL G

e InVE o o(Zy)VFH!

PrEUVE. Elle est donnée dans la section 2.7. 0

On en déduit la martingale associée au processus de comptage N

A4



LEMME 2.2 Pour chaque entier i, le processus M'*! donné par,
t

V0 <t < t*(Z), M (t) = NH (1) —J AMZi, W), >wdu, (2.7)
0

est une martingale & temps continu dans la filtration (o(Z;) \V F).

PrREUVE. Elle est donnée dans la section 2.7. N

La proposition 2.1 et le lemme 2.2 ont une importance cruciale dans la suite de 1’étude.
De plus, la référence a la probabilité P, est implicite dans le texte. Enfin, dans un souci
de lisibilité, on écrira P, au lieu de P5{X}.

2.3 Hspace d’état discret

On suppose ici que le noyau markovien Q) charge seulement un ensemble fini {x;, ..., xm}.
On peut associer a chaque point xy le temps déterministe de sortie tj = t*(xy). On consi-
dére maintenant que k est fixé. Dans cette section, nous allons démontrer dans le théoréme
2.3 que le modéle a intensité multiplicative est vérifié lorsqu’on cherche a estimer A(xy, ).

Pour chaque entier n, on introduit les processus N (xx, ) et Ya(xy, ),

n—1

vVt >0, Np(xi,t) = Z 1{Si+1§t}1{li:xk}a (2-8)
i=0
n—1

vt >0, Yulx,t) = Lisinz01izi=a- (2.9)
i=0

On définit aussi le processus M, (xy, -) par,

t

V0 <t < t, Mulxx,t) = Np(x,t) —J A(Xky 8)Yn(xx, s)ds, (2.10)
0

et la filtration (F') par,

n—1
Vo<t<ty, B =G,V \/ A
i=0
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THEOREME 2.3 Soit n > 1. Le processus M, (xx, ) est une (ﬁ”)-martingale a temps
continu sous P, .

PREUVE. Soient 0 <s <t < t}. Par (2.8), (2.9) et (2.10), on a

—1

t
Mn (X, t) = {NM (1) 1z,=x) —J Ao W s, >wlizi=x du}
0 0
1

= M ()17, (2.11)
i=0

=

o
I

=

par (2.7). On obtient alors

n—1

Ev, [Mn(xk,t)‘f?} =) {Evo [Nm (t)’fs“ ] —Ey, U: 1{si+12u}7\(xkau)du‘f? } } Lizi—xy-

i=0

D’apreés la proposition 2.1, on a

FooL o FH
ipip1 nVE

On en déduit par la proposition 6.6 de [58] que

B (M, | 7]

:i{whm

De plus, a nouveau d’aprés la proposition 2.1, on a

t
gn f;+]:| — EVO [J 1{5H]2u}?\(xk,u)du
0

Gn V ‘F;LH] } 1{Zi:Xk}‘

-/—-:[i+] 1L gn.

o(Z)VFH
Donc, toujours par la proposition 6.6 de [58], on a

Ev, [Malx )| 2] = 5 (. IR CIEEANE ] .
i=0

t
— Ev U 1{Si+12u})\(xk,u)du
0

G(Zi) \/‘/—-SH_]] 1{Zi:Xk}}°
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Gréce au lemme 2.2, cela méne a

n—1

Ev, Moo O 2] = D~ MM ()17,

i=0

Finalement, avec (2.11), M, (xx, -) est bien une martingale. 0

Le théoréme 2.3 montre qu’on peut estimer le taux de saut cumulé A(xy,t) avec ’estima-
teur de Nelson-Aalen A, (xy,t) donné par

—1

3

1

Aot =Y
(Xk) ) Yn(xk> Si—H)

i

1{5‘1+1 <t} 1{Zi:Xk}’

i
=Y

On dirige le lecteur intéressé vers [2, 3] ou [5] pour une étude compléte de cet estimateur.
En particulier, sous réserve d’obtenir des propriétés asymptotiques de la suite (Y, (xy,t)),
I'inégalité de Lenglart (voir [5], II.5.2.1. Lenglart’s inequality) et le théoréme de Rebol-
ledo (voir [5], Theorem II.5.1) permettent de montrer la convergence en probabilité et la
normalité asymptotique de //in(xk, ).

2.4 Hspace d’état continu

Cette section est divisée en deux parties. Dans la premiére, on donne un estimateur du
taux cumulé A. La seconde traite de l’estimation du taux A en lissant l’estimateur de A
par des méthodes a noyau.

2.4.1 HEstimation de A

On suppose que Q est diffus, c’est-a-dire que Q ne charge pas les singletons. On ne
peut plus utiliser la procédure mise en ceuvre dans la section précédente puisque, pour
tout x € E et pour tout entier i, 1jz,_; = O presque sirement. On peut naturellement
approcher, sous des conditions de régularité, le taux de saut en x par le taux de saut
partant d’un voisinage de x. Comme on l’a mentionné dans l’'introduction, on considére le
processus de comptage N, (A, t) défini, pour tout A € B(E), par

n—1

Nu(At) = Y Lizeeals, <u-
i=0

17-



On verra dans (2.22) que l'intensité stochastique de N, (A,t) dans une filtration bien

choisie est
n—1

D Lzealis. zoMZit).

i=0
Les premiers résultats de cette section traitent de l’ergodicité des chaines de markov sous-
jacentes. Leurs propriétés sont trés importantes pour étudier le comportement asympto-
tique de l'intensité stochastique de N, (A, t) (voir la proposition 2.15). En s’appuyant sur
ces résultats, nous étudierons, dans la proposition 2.19 et le théoréme 2.20, l’estimation
de L(A,t) = f(t) L(A,s)ds, ou (A, t) est une approximation du taux de saut A(x,t) lorsque
x est dans A. Nous en déduirons un estimateur du taux cumulé A(x,t) (voir le théoréme
2.25). Une difficulté supplémentaire concerne la mesure invariante de ’ensemble A que
nous devons estimer.

On impose des hypothéses sur l'ergodicité de la chaine (Z,) et les caractéristiques du
processus. Dans la suite, v,, désigne la loi de Z,,, pour chaque entier n.

HyYPOTHESE 2.4 Il existe une mesure v telle que, pour toute loi initiale vy = 8}, X € E,

lim |[vqy—v|tv =0.
n—-+4oo

Cette hypothése peut étre directement reliée au noyau de transition Q de la chaine (Z,)
(existence d’une fonction de Foster-Lyapunov ou condition de Doeblin par exemple). On
peut diriger le lecteur vers [67] pour des résultats de ce type. Grace a cette hypothése, on
peut obtenir les résultats suivants. En particulier, la chaine (Z,,) est Harris-récurrente.

PROPOSITION 2.5 On a les résultats suivants.
1. (Z,) est v-irréductible.
2. (Z,) est positive Harris-récurrente et apériodique.

3. v est 'unique loi invariante de (Z,).

PREUVE. La preuve se trouve dans la section 2.8. 0
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On note n, la loi du couple (Z,,S..1) et u,(-) la loi du temps S; sachant Z, = z. Par
construction (voir (2.2)), la loi de S, ;7 sachant Z, = z ne dépend pas de n et est donnée
par . (-). Le résultat suivant donne la loi du couple (Z,,Sn,1) en fonction de (u,) et v,.

LEMME 2.6 Pour tout entier n, n, vérifie, pour tout A x I' € B(E) ® B(R. ),

(A x T) = L nlds]un(da)

PrEUVE. Il s’agit de la désintégration de la mesure 1, par rapport a sa marginale v,,. O

Nous allons voir que la suite (1,) converge vers la mesure n donnée par,

VA xT € B(E)®B(R,), n(AxT) = J u,(ds)v(dz).
AXxT

LEMME 2.7 Pour toute loi initiale vy = ),

lim |n, —n| =0.
n—-+oo

PREUVE. La preuve est donnée dans la section 2.8. 0

Par conséquent, la chaine de Markov (Z,,S,.1) a des propriétés d’ergodicité similaires a
celles de la chaine (Z,). Celles-ci sont résumées dans la proposition qui suit, dont 1’énoncé
est évidemment proche de la proposition 2.5.

PROPOSITION 2.8 On a les résultats suivants.
1. (Z,,Sns1) est n-irréductible.
2. (Zn, Sni1) Is positive Harris-récurrente et apériodique.

3. n est 'unique loi invariante de (Z.,Sn.1).
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PrREUVE. On peut établir ce résultat a partir du lemme 2.7, avec les arguments donnés
dans la preuve de la proposition 2.5. 0

Nous pouvons donc appliquer le théoréme ergodique presque stir aux chaines de Markov
(Z,) et (Zn,S+:1). On impose certaines conditions sur les caractéristiques du processus.

HyPOTHESES 2.9

1. Le taux de saut A est uniformément Lipschitz,

El[}\]l_ip > O) va) Erl S E) VS Z 0) ‘A(Eﬂ S) - }\(Ev/) S)’ S [}\]Lip d(((—v) E’/).
2. Il existe une fonction localement intégrable M : R, — R, telle que,
VE €E, Vs >0, A(&,5) < M(s).

3. La densité f est continue en temps.
4. f est bornée.

5. La fonction t* est continue.

L’ensemble de ces conditions est vérifié par I’application présentée dans la section 2.5. Sous
ces hypothéses, on peut établir des résultats intermédiaires sur A, t* et G.

LEMME 2.10 Soit A € B(E) un ensemble relativement compact tel que A N 0E = 0.
Alors,

inf t*(&) > 0.
EEA

Dans ce cas, on note t*(A) = én/f\ t*(&). De plus,
S

Vt > 0, inf G(&,t) > O.
LEA

PREUVE. La preuve est reportée dans la section 2.8. 0
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Introduisons les notations suivantes,
B = {A € B(E) : Arelativement compact, v(A) >0 et ANJE = 0}.

Le lemme suivant établit que, pour tout A € B}, A est borné sur A x [0, t*(A)[.

LEMME 2.11 Soient A € Bf, £ € A et 0 <t <t (A). Alors,

£l
A& L) < - .
&Y infeen G(é» t*(A))

PREUVE. Puisque f est bornée et G(§,-) décroissante, on obtient par le lemme 2.10,

oo lfllo

AE ) < GlE 0 = G5t (A"

Cela entraine immeédiatement le résultat voulu. 0

Soit A € B. Pour tout entier n, on considére le processus & temps continu Y, (A, ), défini

par,
n—1

VO <t < t*(A), YalA,t) =) s, sulizen) (2.12)
i=0

Afin d’établir deux résultats sur le comportement asymptotique de Y,, on s’intéresse au
lien entre G(z,-) et p,(-).

REMARQUE 2.12 Soient A € B et z € A. Pour tout 0 <t < t*(A), on a

e ([t,4ool) = Py (S1 > tlZg=2)

P
on(51 > t’Z() = Z),

car t < t*(A) < t*(z). Alors,
2 ([, +ool) = Gz, b).
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LEMME 2.13 Soient A € B et x € E. Alors, pour tout 0 <t < t*(A),

YTL(A) t) Px-p.s.
n

Jewxwmm,
A

quand n tend vers 'infini. De plus, cette limite est strictement positive.

PREUVE. D’aprés la proposition 2.8, la chaine de Markov (Z.,S..1) est positive Harris-
récurrente et admet n comme unique loi invariante. Donc, par le théoréme ergodique
presque sir (voir par exemple le théoréme 17.1.7 de [67]), on a, quand n tend vers l'infini,
YTL(A? t) Px-p.s.

n

J m. ([t, +-oo[) v(dz).

A

De plus, pour tout z € A, comme t < t*(A) et d’aprés la remarque 2.12,
2 ([, +ool) = Gz, b).

I1 s’agit d’une quantité strictement positive puisque v(A) > 0 et infscp G(&,t) > 0 par le
lemme 2.10. 0

Soient A € B! et 0 <t < t*(A). On définit I'inverse généralisé Y, (A,t)" de Y,(A,t) par

0 si Yo(A,t) =0
YAt =4 o0 (A, 1) =0, (2.13)
m simon.
LEMME 2.14 Soient A € B, 0 <t < t*(A) et x € E. Alors, pour tout entier n,
Yo(A,t)" <1 Py-pes. (2.14)
De plus, quand n tend vers l’infini,
Yo (A, 1)t PP (2.15)
Px-p.s.
Lyvaap=p — 0, (2.16)
t
J 1{Yn(A,s):0}dS m 0.
0
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PREUVE. Y.(A,t)" est presque stirement borné par 1, puisque Y, (A,t) est & valeurs en-
tiéres. On obtient immédiatement les limites (2.15) et (2.16), car Y, (A,t)/n converge
presque stirement vers une limite strictement positive d’apreés le lemme 2.13. Finalement,

t t
lim supJ v, (as)=0yds < J limsup v, (a,s)=0yds = 0O,

n—+oo Jo 0 m—+oo

par (2.16). 0

Dans la proposition suivante, on applique le théoréme ergodique dans le but de définir,
pour tout A € B, la fonction (A, -) qui est une approximation du taux de saut A(&, -) pour
& € A (voir le lemme 2.22). On peut aussi montrer la continuité de cette approximation.

PROPOSITION 2.15 Soient A € B}, 0 <t < t*(A) et x € E. Alors, quand n tend vers
P’infini,

. n! Pyps. A flz,t)v(dz)
Yn(A,t) 2 AZi, ) izenlis,, >y —— UA L) = [ Gz (D)’ (2.17)
La fonction (A, -) est continue sur [0,t*(A)[. En particulier, on a
Ki(A) = sup |U(A,s)| < +oo. (2.18)

0<s<t

PREUVE. Le théoréme ergodique (théoréme 17.1.7 de [67]) appliqué a la chaine (Z,, S,.1)
meéne a

n—1

.1
lim — Y AMZ,lzeals, >0 = J Az, t)p, ([t, +ool)v(dz) Py-p.s.
A

n—+oo N
i=0

= J A(z,t)G(z,t)v(dz) Py-ps.,
A

car t < t*(A). En remarquant que f(z,t) = A(z,t)G(z,t), on obtient

n—1
. 1
11111 — Z A(Zi) t)l{zieA}l{Si+]2t} = J f(z’ t)‘V(dZ) Px'p~s-
A

n—+oo N
i=0
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De plus, d’aprés le lemme 2.13,

1 -ps.
“ Y, (A1) 2B J G(z,t)v(dz).
n A

Finalement, en faisant le rapport de ces deux limites, on obtient la convergence recherchée.
D’apreés le théoréme de continuité sous le signe intégrale, puisque f et G sont continues en
temps et bornées, 1(A,-) est continue. 0

Maintenant qu’on a étudié le comportement asymptotique de Y, on s’intéresse a des
structures de martingales a temps continu. Grace a l'inégalité de Lenglart pour les martin-
gales, on va pouvoir estimer, pour tout A € B, les fonctions l(A,-) et L(A,-), ou L(A,")

est donnée par,
t

W0 < t < t°(A), L(A,1) :J LA, s)ds. (2.19)
0

THEOREME 2.16 Soit A € B). Pour tout n, le processus M, (A, -) défini par,

n—1

VO <t < t*(A), Ma(A 1) =) MY (t)1z,en), (2.20)
i=0

est une martingale a temps continu dans la filtration (G, V \/{:O1 Fi.

PREUVE. Soit 0 <s <t < t*(A). Alors,

n—1
Ev, [Mn(A, 1) GV \/ fg’“] .

n—1 —1
GV \/ }—Si+1] =) Ey [Mm (t) Lz,
j=0

i=0 i=0

D’apreés la proposition 2.1, on a

VA LR e AT G

i1 GnVET o(Z)VFIH!
Par conséquent, puisque o(Z;) est une sous-tribu de G,, on a par le corollaire 6.8 de [58],

VA L FVelz) e oZ)VET L g,
g1 GVE e
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Donc, comme pour tout i, M™1(t)1;7.ca) est o(Z;) V F'-mesurable,

n—1 —1
gn Vv \/ ‘;ESH_]] = EVo [Mi-H (t) 1{Zi€A}‘gn V JT:SH_]}

i=0

=

EVO MTL(A') t)

I
=Y

e
N

— E,
i=0

MM ()1 z,en)|0(Z0) V FET

0

Par le lemme 2.2,

Evo M1 () Lzien)|0(Z) V F] = MT (8)Lizien)-

Donc,
n—1 n—1
E\,0 Mn(A, t) Qn \/ \/ f?”] = Z MH_] (S)l{ZieA}-
i=0 i=0
Par (2.20), cela assure que M,,(A, -) est une martingale. 0

Pour tout A € B!, on considére le processus de comptage N, (A,-), défini pour tout
0<t<t*(A), par

n—1

Na(A 1) = D L <olizienr- (2.21)
i=0
Par (2.7), (2.20) et (2.21), on peut directement relier la martingale M,,(A, -) au processus
de comptage N,,(A,-). Pour tout 0 <t < t*(A),

t n—1

MH(A,t) = Nn(A, t) — J Z 1{5H]2u}1{zieA})\(Zi,'u,)du. (2.22)
0 -0

LEMME 2.17 Soit A € B}. Pour tout entier n, le processus donné, pour tout 0 < s <
t*(A), par

Ma(A, s) = L Ya(A W) dMa (A, ), (2.23)

est une martingale dont le crochet <Mn(A)> vérifie, pour tout x € E,

e Px-p.s.
_—

V0 <s < t*(A), <Mn(A)>(S) 0,

quand n tend vers l'infini.
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PREUVE. D’aprés le théoréme 2.16, le processus M, (A, -) donné par (2.22) est une mar-
tingale a temps continu. Autrement dit, le processus A, (A, -) donné par,

s n—1

V0 S s < t*(A)) -An(A) S) = J Z 1{Si+12u}1{ZiEA}A(Zi)u)du)
0 =0

est le compensateur du processus de comptage N, (A, -). Afin de prouver que K/l/n(A, -) est
aussi une martingale, on doit seulement vérifier la condition d’'intégrabilité,

E., Ut <Yn(A,s)+>2dAn(A,s)} < +oo0.
0

On rappelle que A est borné sur A x [0, t*(A)[ d’aprés le lemme 2.11. C désigne un majorant
de A sur cet ensemble. Alors,

=

1 5
J (Yn(A> S)+> 1{5i+125}1{216/\}}\(zi> S)dS
0

Jt (Yn(A,sﬁ)szn(A,s) _

0

™

I
o

i
n—1

2
(Yn(A) S)+> CD L, izoliends.
0 i=0

IN
)

De plus, par (2.12) et (2.13),

Jt (Yn(A, s)+)2dAn(A, s) < C Jt Yo (A,s)"ds. (2.24)
0 0

Comme Y, (A, )" est borné par 1 d’aprés (2.14), on a
t 2
J (ValA,9)*) dAuAs) < ct.
0

Ainsi,

t 2

E., U (Yn(A,s)+> d.An(A,s)} < 4o00.

0

Cela montre que Mn(A, -) est une martingale. Son crochet <mn(A)> est donné par,
— s 2
90 <5< (A, (MalA)(s) = | (YalAw?) dduA )
0

Donc, par (2.24),

W0 < s < t(A), (Ma(A))(s) < cjs Ya(A, 1) du.
0
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D’aprés le lemme 2.14, Y, (A, )" est borné par 1 et pour tout u, Y,,(A,u)" tend presque
stirement vers 0. Donc, par le théoréme de convergence dominée,

Px-p.s.
e

(Mn(A))(s) 0,

quand n tend vers l'infini. Cela termine la preuve. 0

On a établi le résultat précédent dans le but d’appliquer 1’'inégalité de Lenglart a la mar-
tingale M, (A, -). Une référence a ce sujet peut étre trouvée dans [5], I1.5.2.1. Lenglart’s
inequality.

REMARQUE 2.18 D’aprés l'inégalité de Lenglart et le résultat précédent, pour tous A € B,
0<t<tr(A), etx€eE,

sup Mn(A,s)‘ Py,

0<s<t

Soit A € BJ. On propose fn(A, -) comme estimateur de la fonction L(A,-) définie par
(2.19). 11 est donné par,

t
VO <t < t*(A), La(A,t) :J Yn(A,s)TdN, (A, s). (2.25)

0
fn(A,~) est un estimateur de type Nelson-Aalen de L(A,-). Les résultats qui suivent
concernent son comportement asymptotique. On verra aussi qu’'on peut lisser cet esti-
mateur afin d’obtenir un estimateur de sa dérivée 1(A,-). Avant, introduisons la notation
suivante, pour tout n > 0,

t

Vo <t < t"(A), L:(A,t) = J (A, S)l{Yn(A,s]>0}d3- (2.26)
0

On rappelle que Y,,(A, ) ainsi que son inverse ont été définis par (2.12) et (2.13).

PROPOSITION 2.19 Soient A € B, 0 <t < t*(A) et x € E. Alors,

sup |Ln(A,s) — LE(A,s)| 25 0,

0<s<t

quand n tend vers l'infini.
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PREUVE. La définition de /7\7ln(A, s) (2.23), expression de M, (A, s) (2.22) et la définition
de L.(A,s) (2.25) ménent &

Ma(A,s) = Tu(Ays) — J YalA, WA (Zo W lien L, oudit,
0

—~

Alors, M, (A, s) peut s’écrire de la fagon suivante,
Mu(A,s) = La(A,s) — LE(A, s) — an(s), (2.27)

ol le terme additionnel a,(s) est donné par

s n—1

an(s) = J Ya(A, w7 Y [AZiyw) — UA, W] Lzen L, swdu. (2.28)
0 i=0
Alors,
sup [Ca(A,s) = Li(A,5)| < sup [Ma(A,s)] + sup [an(s)].
0<s<t 0<s<t 0<s<t

On a déja établi dans la remarque 2.18 que sup Mn(A, s)’ tend en probabilité vers 0. Par

0<s<t

conséquent, on a juste a étudier sup ‘an(s)]. Avec (2.12), on a
0<s<t

n—1

YalA, W' Y AMZywlizeals,, g — UA W)

i=0

t

‘an(3)| < J Liv, (A w0} du.
0

L’intégrale converge presque stirement vers 0 d’aprés la proposition 2.15. De plus, d’aprés
le lemme 2.11, il existe une constante C > 0, qui est un majorant de A sur A x [0, t*(A)l.
Ainsi, pour u <t,

-1

Yn(A> 'LL)+ )\(Zi) LL) 1{Zi€A}1{SH1 >u}l I(A) LL)

i

3

< |UAW|+C

I
o

< K(A)+C,

ot K{(A) a déja été défini par (2.18). Par conséquent, on peut appliquer le théoréme de
convergence dominée. On obtient

. Py-p.s.
lim sup ]an(s)| P20,
n—-+oo 0<s<t

ce qui montre le résultat recherché. 0
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THEOREME 2.20 Soient A € B}, 0 <t < t*(A) et x € E. Alors,

sup |fn(A, s) — L(A, s)| LLIN 0,

0<s<t

quand n tend vers l'infini.

PrREUVE. Par l'inégalité triangulaire, on a
L(As)—L(As)| <

LalA,s) = Li(A, )| + I3 (A,5) =LA, s)].

D’apres la proposition 2.19, il suffit de montrer que sup,- |L§(A, s) — L(A, s){ tend en
probabilité vers 0. Par (2.18), (2.19) et (2.26),

t
sup |Li(A,s) —L(A,s)| < Kt(A)J Liva(an=0)dr,

0<s<t 0

et le majorant tend vers O par le lemme 2.14. 0

REMARQUE 2.21 D’aprés I’équation (2.27), la différence fn(A,t) — L (A, t) se décompose
comme la somme d’une martingale /I\7ln(A,t) et d’un terme de reste a,(t). Certes, des
résultats comme le théoréme de Rebolledo (voir [5], Theorem II.5.1) permettent d’obtenir
la vitesse de convergence pour la partie martingale, mais le terme additionnel a,(t) — défini

par (2.28), — semble beaucoup plus difficile a traiter.

Soit A € B!. On a donné un estimateur de L(A,-) sur 'intervalle [0, t*(A)[ (voir le
théoréme 2.20). On va montrer que L(A,-) et le taux cumulé A(§, ), donné par (2.4), sont
proches pour tout & € A si A est suffisamment petit. On peut aussi voir que (A, -), donné
par (2.17), et le taux de saut A(¢, ) sont proches pour tout & € A.

LEMME 2.22 Soient A€ B}, zc Aet0<s<t"(A). Ona

P\(Z) S) - l(A, S)}
]/\(z,s) —L(A,s)}

D\] Lip diam A,

<
< s [Alyyp diam A.
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PrEUVE. Tout d’abord, on a

Az, s) —UA,s)| = |Mzs)— ff: (&5) (d?)‘
e e ] s -l
A

< Ay dlam A.

De plus, en intégrant le résultat obtenu, on a [A(z,s) — L(A,s)| < s [A]y, diamA. 0

Remarquons qu’on ne peut définir L(A, ) que si v(A) est strictement positif. Par consé-
quent, nous devons estimer l'indicatrice 1, (a)~¢). Pour cela, on estime la mesure invariante
v(A) par sa version empirique,

—1

:

Vn(A) = 1z.en)-

1
n

¥
[

i

LEMME 2.23 Par le théoréme ergodique, v,,(A) — Vv(A) presque siirement. De plus,

Px-p.s.
1{;,\“( A)>n-1/2) — 1{v A)>0}y

quand n tend vers l'infini, pour tout x € E.

PREUVE. On distingue les cas v(A) > 0 et v(A) =0.

(i) Siv(A) >0, V4 (A) a une limite presque stire qui est strictement positive. Alors, pour
n assez grand, v, (A) > n~"/? presque sfirement.

(ii) Si v(A) = 0, le nombre de visites dans A de la chaine de Markov (Z,) est presque
sirement fini, car cette chaine de Markov est positive Harris récurrente. Dans ce cas,
—1 N .
la somme ) ") 1(7,ca; converge presque slirement vers une somme finie.

Cela montre le résultat voulu. 0

Dans la remarque suivante, on se focalise sur le comportement asymptotique de sup in(A, s)
0<s<t
lorsque v(A) = 0. C’est important car le théoréme 2.20 n’est valable que lorsque v(A) > 0.
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REMARQUE 2.24 Soit A € B(E) tel que ANOJE =0 et v(A) =0. Soient 0 < s < t < t*(A)
et x € E. Par (2.25) et (2.14), on a

-1
sup I—n(Aas) S 1{216/\} Px'p-s-

0<s<t

=

Il
o

De plus, le nombre de visites dans A est presque stirement fini puisque v(A) = 0. Donc,

sup L.(A,s) converge presque stirement vers une somme finie.
0<s<t

Pour estimer A sur K x [0,t] ot K est un compact inclus dans E, on considére une
partition assez fine (Ay) de K et on peut alors estimer A(&,s) par L,(Aj,s), pour & € A;.

THEOREME 2.25 Soient K un sous-ensemble compact de E et & € E. Pour tous ¢,1m > 0,

il existe un entier N et une partition finie P = (Ay) de K, tels que, pour tous n > N
et 0 <t < miny t*(Ay),

Pl N
Pa<sup sup

xeK 0<s<t ZLn(Ak)s)l{vn(Ak)>%}l{XeAk} — A%, 8)Lxery

> n) < g,
k=1

ot K’ est défini par

K = U Ay

V(Ak)>0

PREUVE. On fixe s et x. On a

Pl

ZLn (Ax, s) 1{Vn(Ak]>%}1{X€Ak} — A(x,8) ey
k=1

v}

Pl Pl

L.(Ay, S)l{?n(/\kbﬁ}l{XEAk} - Z A(x, S)l{XGAk}l{V(Ak)>0}

I
M

k=1 k=1
Pl
= EnlAs 81, (> o ternlivian-o
k=1
IP|
+ (Ln(Ak, 5)1{Vn(/\k)>ﬁ} — Alx, 5)) Ixeadvan>o-
k=1
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On note 1 'unique entier entre 1 et |P| tel que x est dans A;. On distingue les deux cas
v(Ay) > 0 et v(A;) = 0. Par hypothése sur K, A, est relativement compact et tel que
A NOE = 0.
(i) Siv(A) =0, fn(Al, s) tend uniformément presque sfirement vers une somme finie,
par la remarque 2.24. Alors, par le lemme 2.23,
Px

sup L (A, s)15 ., — 0.
0<s<t n ) n(AU>)

(ii) Si v(A;) > 0. On a, par 'inégalité triangulaire,
|/I:n(A1,s)1m(Al)>%}—/\(x,s) | < tn(AlaS)}l{vn(Al)>n4/2}_1|
+ |La(Ay s) — L(Ay s)]
+ ‘L(Al, s) — A(x, s)‘.
(a) Le premier terme tend uniformément vers O en probabilité, puisque la diAfférence

|15, (A>n-1/2y— 1] tend presque stirement vers O par le lemme 2.23, et car L,(Ay, *)
tend uniformément en probabilité vers L(Ay, ), selon le théoréme 2.20.

(b) Le second terme tend uniformément vers O en probabilité d’aprés le théoréme
2.20.

(c) Le troisiéme terme est borné par t[Alpsp maxy diam Ay, selon le lemme 2.22, ce
qui ne dépend pas de x et est arbitrairement petit.

Puisque la somme est finie, ceci termine la démonstration. 0

REMARQUE 2.26 II apparait dans la démonstration du théoréme 2.25 que I’erreur entre le
taux de saut cumulé A(x,t) et son estimateur se décompose comme la somme d’une erreur
statistique et d’une erreur déterministe. D’aprés le lemme 2.22, cette derniére est linéaire
en le diamétre des éléments de la partition (Ay) considérée.

2.4.2 Hstimation de A

Dans cette partie, on s’intéresse au lissage de l’estimateur fn(A, -) de L(A,-) afin de
déterminer un estimateur & noyau consistant de 1(A,-) (voir la proposition 2.28), et, par
conséquent de A (voir le théoréme 2.30).

Soit K un noyau continu dont le support est [—1, 1]. On introduit les notations suivantes.
Pour tout réel b > 0 et pour tout 0 < t < t*(A), on note,

t — ~
V0 <u <t Tupe(A,u) = H K(ub S )dLn(A,s). (2.29)
0
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Il s’agit d'un estimateur & noyau de 1(A, ) sur 'intervalle [0, t]. On note aussi,

100 ju—
VO <u<t, 1y (Au) = EJ K(ub > )dL;(A,s).
0

On commence par démontrer le lemme suivant.

LEMME 2.27 Soient A€ B, b>0et0<r<t<t*(A). Ona

|~ ~

2
sup ln,b,t(A) S) - l:,‘b,t(A) S) S EV(K) sup I—n(A) S) - I—:ﬁl(A) S) )

0<s<r 0<s<t

ou V(K) désigne la variation totale du noyau K.

PREUVE. On note,
W0 <s <t, gls) = La(A,s) — LL(A,s).

Alors, par une intégration par parties, puisque g(0) =0,

t

K((s —u)/b)dg(u) —J g(u—)dK((s —u)/b).

0

t

K((s—0)/b)glt) = |

0

Par I'inégalité triangulaire,

b sup

0<s<r

Pour tout v ¢ [—1,1], K(v) = 0. Cela induit que

K((s —t)/b)g(t)| < sup [g(w)K((s —t)/b)

o<u<t

< sup |[K((s—1)/b)g(t)| + sup J g(u—)dK((s —u)/b).

0<s<r 0<s<r Jo

~ ‘

ln,b,t(Aa S) - l;:,b,t(Aa S)

= sup 9wl {K((s — 1)/b) — K(v)}

0<u<t
< Oiiztlg(u)!V(K)-
De plus,
t P
Jstuaw(ts =) = im0 gts) {K(ls = sanp) < K((s = s00))
< Oiigtlg(u)IV(K),
ce qui permet de conclure. 0
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PROPOSITION 2.28 Soient A € B et 0 <11 <13 <t < t*(A). Il existe une suite (f3.,),
qui converge presque surement vers 0, telle que

sup Tn,ﬁmt(A, s) —1(A,s) P, 0,

T1<s<r2

quand n tend vers l'infini, pour tout x € E.

PREUVE. Par I'inégalité triangulaire, on a pour toute suite (b,),

~

1n,bn,t(A) S) - l(A) S) ‘ S

~

Tnont(Ay8) = Loy o (A, 5)| +

Lot (As) = UAs)|. (230

On considére la suite (b, ) définie par,

vn > 0, bn:\/sup

0<s<t

Ta(A,s) —L;(A,s)).

D’apres la proposition 2.19, cette suite tend en probabilité vers 0, et on a

sup [La(A,s) — LX(A, s)‘ B o(by), (2.31)
0<s<t
quand n tend vers l'infini. Alors, par le lemme 2.27,
sup Tn,bn,t(A) ) — L vt (A, s)‘ 250, (2.32)
T <s<1)

quand n tend vers 'infini. Maintenant, on peut regarder le comportement asymptotique
de ‘1:’bn’t(A, s)— LA, s)‘. Par le changement de variable s —b,v =u, on a
s/bn
A8 = | KMo anollAys = buv)dv,
(s—t)/bn

Comme (b,,) tend en probabilité vers 0, il existe une sous-suite

(Bn) - (bcx(n))3
qui tend presque sirement vers 0. Soit
0O, = {LU €Q : lim Bn(w) =0et lim 1{Yn(A,rz,w):O} = 0} . (233)
n—-+oo n—+oo
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D’aprés ce qui précéde et (2.16), P,(Q;) = 1. Soient w € Q; et N entier tel que pour tout
n >N,
n/Bulw) =1 et (rp—t)/Ba(w) < -1

Pour tout n > N, on a

—t —t
s LA " 5 <27t g

Br(@) = Bu(w) ~ Ba(@) = Bulw) =

Donc,
1
L gnw)t(Ay sy w) = J KV) Ly, (As—Bn(www)>0 A, s — Bn(w)v)dy,
-1

car le support de K est [—1,1]. Ainsi,

U osniwt(Ays,w) — (A, s)\

<

Ji] K(u) (l(A, s — Bn(w)u) — (A, S))du'

+ (2.34)

1
J K(V)(1{Yn(A,s—Bn(w)v,w)>0} — 1>1(A,S — Br(w)v)dv|.
.

On va prouver que les termes

sup
T1<s<12

J11 K(u) (1(A, s — Bn(w)u) — (A, S))du’

!
sup J K(v) (1{Yn(A,sf[3n(w)v,w)>0}_1)1(A>3_Bn(w)v)dv
1

T1<s<12

convergent vers 0 pour tout w € ;. On commence par le second terme.

(i) On rappelle que K et 1(A,-) sont deux fonctions continues. Soit C défini par

C =K{(A) sup K(v),

—1<v<1

ou K{(A) a déja été défini par (2.18). Alors, on a

1
J K(v) (1{Yn(A,sfﬁn(w)v,w)>O} — 1)1(Aa s — Bn(w)v)dv
9

1
< CJ ’1{Yn(A,S—Bn(w)v,w)>0} —1 \ dv

1
<C J Ly, (As—Bn (wvw)=0)AV- (2.35)
—1



Le changement de variable u = s — 3, (w)v méne a

1 'l s+Pn(w)
Liva (Ass—pn(@maw)=0)dV < —J Ly, (Auw)=odu
J—] sTPnlwhe Bﬂ(w) s—Bn(w) e
‘l TZ+Bn(w)
< 1Yn Au,w)=0 du (236)
Bn(w) Lﬁn(w) Al =0

car u — Ly, (Aww)=0} €st croissante. De plus, par la définition de l'intégrale de Rie-
mann pour les fonctions continues par morceaux, on a quand n tend vers I’'infini,

T2+Bn (w)
J Iva(Auw=odu ~ Bn(w)(l{vn(A,r;,w):O}Jr1{Yn(A,r;,w):0}>-

T2—Bn(w)

Donc, toujours quand n tend vers l'infini,

1 T24Bn(w)
B(w) J 1{Yn(A,u,w):0}d1L ~ 1{Yn(A,r§,w):O}+ 1{Yn(A,r§r,w):O}- (2.37)
n

T2—PBn(w)
Par définition de Q; (voir (2.33)), quand n tend vers 'infini,
Liva(Arz,w)=0) = 0. (2.38)

Finalement, (2.35), (2.36), (2.37) et (2.38) montrent que

sup
T1<s<r2

!
J K(v) (1{Yn(A,s—[3n(w)v,w)>0} — 1>1(A> s — Bn(w)v)dv
1

tend vers 0 pour presque tout w, puisque P,(Q;) = 1.

(ii) Par le théoréme de convergence dominée, pour tout w € Qy,

sup
T1<s<12

1
J K(u) (1(A, s — Bn(w)u) — (A, s))du‘ -0,
—1

quand n tend vers l'infini, car 1(A,-) est continue.

Finalement, par (2.34), lorsque n tend vers ’infini,

sup [, (A,5) ~ LA, )] 250,

T1<s<r

La convergence a donc aussi lieu en probabilité. Avec (2.30) et (2.32), on a le résultat
recherché. 0
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REMARQUE 2.29 La proposition 2.28 établit ’existence d’une suite (aléatoire) (f3,,) telle
que 1’est1'mateurfn‘f3mt(A, -) tend vers (A, -), sur tout compact [r;, 73], avec0 <11 <1 < t
et t < t*(A). Néanmoins, ce résultat ne donne aucun moyen d’écrire explicitement une telle
suite (en particulier, c’est une suite extraite). Toutefois, il apparait dans la démonstration
que toute suite déterministe (b, ) satisfaisant 1’équation (2.31) est une suite adéquate.
Déterminer une suite de fenétres revient donc a étudier la vitesse de convergence de la
différence fn(A, t) — L¥ (A, t). Ce point délicat a été discuté dans la remarque 2.21.

Finalement, pour tout A € B, on a donné un estimateur Tn But(Ay-) de L(A, ) sur [0, ]
pour tout 0 < t < t*(A). Cependant, c’est le taux de saut A qui nous intéresse. Puisque A
est Lipschitz, si A est assez petit, alors 1(A, ) et A(&,-) sont proches pour & € A (voir le
lemme 2.22). Cela méne a notre principal résultat de convergence.

THEOREME 2.30 Soient K un sous-ensemble compact de E et & € E. Pour tous ¢,1 > 0,
il existe un entier N et une partition P = (Ay) de K tels que, pour tout 0 < t <
miny t*(Ay), il existe pour chaque k une suite (B,(Ax)) (elle dépend de t) qui converge
presque stirement vers 0, telle que, pour tousn > N et 0 <17 <1, < t,

Pl
Pe | sup sup Zln BnlAr)t (Aky S )1{Vn(Ak)>L}1{x€Ak} — A, 8)1pekn| >n | <,
xek ri<s<r |15 vn

ou K’ est défini par

- U A

(Ak >0

PREUVE. C’est une conséquence de la proposition 2.28 et du lemme 2.22. La preuve est
similaire a celle du théoréme 2.25. 0

REMARQUE 2.31 Si le sous-ensemble compact K est « proche » de E, alors, pour toute
partition (Ay) de K, le minimum des t*(Ay) est petit. Dans ce cas, on peut estimer le taux
de saut sur une grande partie de I’espace d’état mais sur un intervalle de temps court. A
contrario, si on choisit un ensemble K petit et centré dans E, on estime le taux de saut
sur un petite partie de I’espace mais sur un intervalle de temps grand.
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2.5 Illustration numérique

Cette section est consacrée a une étude de simulation, dans le but d’illustrer les résultats
de convergence établis dans les théorémes 2.25 et 2.30. L’exemple que nous considérons
peut étre directement relié avec ’application pratique donnée dans la section 2.2.

On considére un processus de renouvellement marqué (X;) défini sur l'intervalle E =
10, 60[ et partant du point 30. Au temps t, X; modélise la configuration de température en
degré Celsius d’une machine de production. La température est constante par morceaux.
Quand une défaillance a lieu, un technicien répare instantanément la machine et change
la configuration de température : il tente d’obtenir le régime normal a 20°C. Cependant,
il fait une erreur aléatoire dont la variance dépend de la différence entre la température
précédente et la température recherchée. On s’intéresse a ’estimation du taux de panne
dans la configuration normale de température. Les trois caractéristiques A, Q et t* de (X)
sont données, pour tout x € E, par

— pour tout A € B(E),

QixA) = 4 [ tetyrens (-2
’ Ky Ja 202 ’
avec 0, = 0.5+ |x — 20|,

— pour tout t > 0, A(x,t) =3 + 0.05x,

- t(x) =T,
ou K, est la constante de normalisation. Ce noyau de transition satisfait de maniére immé-
diate la condition de Doeblin. Par conséquent, I’hypothése 2.4 est vérifiée pour la chaine
immergée (Z, ). De plus, le taux cumulé A associé a A est donné par A(x,t) = (3+0.05x) t.
Une trajectoire simulée d'un tel processus est donnée dans la figure 2.1.

On simule des longues trajectoires du processus : 1’observation de 200, 300 ou 400
sauts est disponible pour estimer le taux de défaillance A et son intégrale A. Comme on I'a
mentionné précédemment, on s’intéresse a I’estimation de A(x,t) et A(x,t) pour x = 20. On
choisit d’approcher A(x,t) par la fonction 1(A,t), avec A ={y € E : |y — x| < 2}. Comme
t*(A) =1, on estime (A, t) par (2.29) qui est une intégrale entre les temps 0 et 0.9. Donc,
le résultat de convergence établi dans le théoréme 2.30 est valide sur tout compact inclus
dans ]0,0.9[. On présente notre étude sur 'intervalle [0, 0.8] pour ’estimation de A et sur
le compact [0.2,0.8] C]0,0.9[ pour A.
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Temperature configuration

Time

FIGURE 2.1 — Une trajectoire du processus de renouvellement simulée jusqu’a ’instant 2.
Les temps pris en compte pour estimer le taux de défaillance a 20°C sont compris entre
les deux lignes en pointillés.

Pour chaque trajectoire simulée, le nombre de visites dans A est proche de 73.5% du
nombre de sauts observés. De plus, la fenétre de lissage 3..(A) que nous avons choisie peut
s'écrire

1

ha(A)*

ol h,(A) désigne le nombre (aléatoire) de visites dans A, et « = 1/4. La figure 2.2 présente
I’estimation des deux fonctions d’intérét a partir de 1’observation de 400 sauts. De plus,
on s’intéresse a l’évaluation de l'erreur pour différentes tailles d’échantillon : 200, 300 et
400 sauts observés. Pour chaque taille d’échantillon, on génére 100 réplications du modéle.
On donne dans la figure 2.3 les diagrammes en boite de ’erreur quadratique intégrée (ISE
pour integrated square error en anglais) entre les fonctions d’intérét et leur estimation.
Sans surprise, l'erreur est décroissante quand le nombre de sauts observés augmente.

Pn(A) =

=20°C

=20°C

Cumulative failure rate
given temperature:

00 05 1.0 15 20 25 3.0
|
Failure rate given temperature:

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Time Time

FIGURE 2.2 — Estimation du taux de défaillance cumulé (& gauche) et du taux de défaillance
(a droite) sachant que la température est de 20°C & partir de 'observation de 400 sauts.
Les estimations sont en ligne pleine, alors que les vrais taux sont en pointillés.
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FicURE 2.3 — Diagrammes en boite de l’erreur quadratique intégrée pour ’estimation du
taux cumulé (a gauche) et du taux de défaillance (a droite) sachant que la température
est de 20°C.

2.6 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, on a développé une méthode non paramétrique d’estimation du taux
cumulé et du taux de saut pour une classe générale de processus de renouvellement mar-
qués. Les deux difficultés majeures dans ce travail sont la censure déterministe dépendant
de 'état, ainsi que ’absence de conditions sur 1’espace d’état du processus.

Sous des hypothéses directement reliées aux caractéristiques du processus, on a montré
la convergence uniforme en probabilité sur tout compact de nos estimateurs. Les résultats
numeériques apparaissent satisfaisants pour des tailles d’échantillon raisonnables, et la mé-
thode est facile a implémenter. Toutefois, ce travail a deux limites importantes : le choix
de la discrétisation de l’espace, ainsi que celui de la fenétre de lissage. Pour d’éventuelles
applications, il semble important d’étudier plus en avant — d’un point de vue théorique
mais aussi numérique, — ’effet de ces parameétres sur la qualité de I'estimation.

Enfin, I’étude présentée ici est un point clé pour estimer la loi conditionnelle des temps
inter-arrivées d’'un processus markovien déterministe par morceaux dans le chapitre sui-
vant.
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2.7 Preuves de la section 2.2

2.7.1 Preuve de la proposition 2.1

Nous commencons par établir la premiére indépendance conditionnelle. Soient hy, ..., h,
des fonctions mesurables bornées de R, dans R. De (2.2), on a

Evo [M1(S1) -+ hn(Sn)IGn]

= B [1(S1) -+ P 1 (S 1B [Ra(S0)IGa V 0(S1, -, S0 1)] G|
= By [Fu(S1) . o (St )Evy [P (54)1G] 6]
— Evo [M(S1) - Rt (Sn1)IGn ] Evy [N (Sn)IGn] - (2.39)

De plus, par (2.1),
Eve [1(S1) ... hn 1 (Sn)lGn] = Ey, [Evo [h1(S1) .. R 1 (Sn1)IGn1 Volen )| gn:|-
Le produit hy(Sq)...hy 1(Sn_1) est G, 1V 0(d,..., 0, 2)-mesurable et
olen2) L Gug V 0(8gyennydn2).
Avec ’équation (3) donnée dans [19, page 308], on obtient

Eve [M1(S1) ... M (Sn1)IGn1 V 0(en2)] = Eyo [ (S1) .. et (Sn1)IGn ]

Finalement, on a

Eve [M1(S1) ... Rt (Sn1)IGn] = Evg [Mu(S1) + oo hn1 (Sn1) |Gt ] -

A la lumiére de (2.39), on a

Evo [h1 (81) oo hﬂ(sn”gn] - Evo [h1 (81) v hn—] (Sn—1)|gn—1] Evo [hﬂ(sn)lgn] .

Une récurrence immeédiate montre que
Evo [M1(S1) -+ hn(Sn)IGn] = ] ] Evo [Mi(S0)IGH]-

De plus, en prenant pour j #1, hj =1,on a

Eve [Ni(S1)IGn] = Ev, [Mi(S:)IG:].
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Ainsi,

Donc, on a

jA
ce qui entraine immédiatement le résultat voulu. La seconde indépendance conditionnelle
est immédiate & partir de (2.2).

2.7.2 Preuve du lemme 2.2

Soit 0 < s <t < t*(Z;). Afin de prouver que M'*' est une martingale, on doit montrer
que

t
EVO |:Ni-+1 (t) - J }\(Z"L) u)1{5‘1+12u} dulO-(Z,L) \/ ‘F;i+]:| — Mi'+] (S)
0

t
& Ey, |:1{S<S-1+1§t} —J MZiyuw)ls, >y dul o(Zy) \/]::H} —0

S

& Lo Ev [Lisi<ul 0(Z) V F

t
= 1{Si+1>5} Evo |:J A(Zi, U)1{5i+]2u} dul O'(Zi) \/.F;+1:| . (240)

N

On commence par montrer que 1’égalité (2.40) est équivalente a
1{Si+]>5} EVQ [1{Si+1§t} | O-(Zl) \/ O-(Ni+] (S)):|

t
= 1{S~l+1>8} Evo |:J }\(Ziyu)l{SiHZu} d'LL| O'(Z.i) \V G(NI—H(S))] . (241)

S

D’aprés le lemme 6.2 de [58], si les conditions suivantes sont vérifiées,
(Sin >s) € (o(z) VF) 1 (0(z)V o(N(s))

et
(Sur > 510 (0(Z) V F) = (St > 530 (o(Z0) V o (N1 (s))),

alors, (2.40) et (2.41) sont équivalentes. La premiére condition est évidemment vérifiée.
Pour la seconde, puisque o(N''(s)) est une sous-tribu de 7', on a

(Se1 > 30 (0(Z0) V FH1) (St > 530 (0(Z0) V o(NH1(s)) ).
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Par conséquent, on a seulement a prouver l'inclusion réciproque,
(Sur > 510 (0(Z) V F) < (St > 30 (0(Z0) V o(NW1(s)) ).
On considére le A-systéme (voir par exemple la définition 1.10 de [59]) D donné par
D= {c € o(Z)VFH 1 Sy >N C €{Siyy > s}N (o(zi) v G(NH‘(S))) } ,
et le m-systéme (voir la définition 1.1 de [59]) C défini par
C={Q{Su1 <un{Z;eB}{Z;eB} : 0<u<s,BeB(E)}.

On a immédiatement que C C D et o(C) = o(Z;) V Fi'. De plus, o(Z;) V F'' ¢ D
d’aprés le théoréme des classes monotones (voir par exemple le théoréme 1.19 de [59]).
De la définition de D, on a l'inclusion réciproque recherchée. Par conséquent, les égalités
(2.40) and (2.41) sont équivalentes. Maintenant, nous allons vérifier que (2.41) est vraie.
D’un c6té, on a

Lise1>s) Eve [Lisia<ny | 0(Z) V o(NH(s))]
= 1{51+1>5} on (Si+1 <t | Zi, Si+] > S)
Py, (S < S <t Zi)
= Lisiise
Py, (St > s1Zs)

Des définitions de f (2.3) et de G (2.5), on déduit

1{Si+1>s} E\/o |:1{Si+]§t} | G(Zl) \/ O-(Ni—’_] (S)):|
_ f: f(Zi,u)du
— H{Sip1>s) G(Zi, S) .

De I'autre coté,

t
1{5i+1>5}EV0 {J A(Zi,u)l{ngu}du ‘ O'(Zi) V O‘(NI—H (S))

t
= l{Si+1>s}J' MZi, WPy (Siz1 > ul Z, Siyq > s)du

S

t P, (Si+1 > u|Zi)
e l . s i .
{Sip1> }Js }\(Z )u) on (Si-H >S | Zl)
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Donc, puisque u < t < t*(Z;),

t
L. -oEs, U AZiy W)L, sudi| 6(Z0) V o(NF ()

JiMZi, W) G(Zy, w)du
= Lisi 1>
G(Z'u S)
_ f: f(Zi,u)du
= HSiy1>s} G(Zi, S) .

On a donc montré (2.41), ainsi que le résultat recherché.

2.8 Preuves de la section 2.4

2.8.1 Preuve de la proposition 2.5

1. Soient x € E et vy = d}y. Alors, d’aprés I’hypothese 2.4,

Tim [Q(x,) = Vljrv = 0.

On considére A € B(E) tel que v(A) > 0. Alors, Q™(x,A) > 0 pour n suffisam-
ment grand. D’aprés la proposition 4.2.1 de [67], la chaine de Markov (Z,) est, par
conséquent, v-irréductible.

2. De plus, par le théoréme 4.3.3 de [53], (Z,,) est positive Harris-récurrente et apério-
dique.

3. Une chaine positive Harris-récurrente admet une unique (& une constante multipli-
cative prés) loi invariante (voir, par exemple, l'introduction de [52]).

2.8.2 Preuve du lemme 2.7

Soit g une fonction mesurable bornée par 1. D’aprés le lemme 2.6,

| otzsimez xas) —niezxas)]| < Il va = vl
EXR+
par le théoréme de Fubini, ou la fonction h est donnée par,

V2 hiz)= | glzshds)

Ry

bl



De plus, puisque |h(z)| < 1 pour tout z, on a

L 9(z9)(na(dz x ds) —n(dz x d)| < o= vl

Donc, par 'hypotheése 2.4, ||n, —n||tv tend vers 0.

2.8.3 Preuve du lemme 2.10

Par hypothése, t* est continue. De plus, pour tout & ¢ OF, t*(&) > 0. Puisque A est
compact et tel que ANOJE =0, on a

inf t*(&) > 0.
LEA
Ainsi,
inf t*(&) > inf t*(&) > 0.
ECA E€A

Pour tout s, A(+,s) est continue car Lipschitz. De plus, A(§,-) est bornée par la fonction
M qui ne dépend pas de &, et est localement intégrable. On rappelle qu’on a

t
G(&,t) = exp <—J A(&,s)ds) .
0
Donc, par le théoréme de Lebesgue de continuité sous le signe intégrale, G(-, t) est continue,
et vérifie G(&,t) > O pour tout &. Ainsi,

inf G(£,t) > inf G(£, 1) > O.
EEA EEA

Les deux inégalités sont donc démontrées.

2.9 Application a des données biologiques

Dans cette section, on présente briévement une étude statistique menée sur des don-
nées biologiques réelles avec Rapha€l Coudret et Gilles Durrieu. Ce travail a été soumis
pour publication sous le titre A hidden renewal model for monitoring aquatic systems
biosensors [8]. Il s’agit de modéliser le comportement d’un mollusque bivalve par un pro-
cessus de renouvellement et d’estimer ses caractéristiques afin d’inférer 1’état de santé de
I’animal.
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Le laboratoire EPOC (Environnements et Paléoenvironnements Océaniques et Conti-
nentaux), situé a Arcachon (Gironde), est impliqué dans divers projets d’observation et
d’étude de l'environnement marin. C’est dans cet esprit que des chercheurs ont mis au
point un systéme embarqué d’électrodes pour analyser en temps réel le comportement de
mollusques bivalves (des huitres notamment) placés dans leur milieu naturel. Les biolo-
gistes obtiennent ainsi des signaux comme celui présenté dans la figure 2.4, donnant a
chaque instant la distance entre les deux parties de la coquille de ’animal. L’huitre est
un animal trés simple, seulement capable de s’ouvrir et de se fermer. L’enregistrement
de telles données permet donc de connaitre son comportement global, et donc 1’état du
milieu dans lequel il vit. Citons notamment les articles [75, 82| pour plus de détails sur
ces problématiques, et [57, 79, 80] pour des analyses statistiques de ce type de données.

FIGURE 2.4 — Enregistrement valvométrique d’une huitre placée dans le bassin d’Arcachon
a Eyrac (Gironde) le 27 février 2007.

Depuis plusieurs années, le comportement de différents animaux — implantés dans plu-
sieurs sites en France et a l’étranger, — est ainsi enregistré a la fréquence de 0.625 Hertz
(c’est-a-dire toutes les 1.6 secondes) et est transféré, via le réseau GSM, dans une base de
données accessible depuis Internet. Les données obtenues sont trés nombreuses, bruitées,
et par conséquent, difficiles a analyser.
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On observe sur la figure 2.4 que le signal valvométrique peut se découper en deux
parties : une partie haute (lorsque la coquille est ouverte) et une partie basse (lorsque la
coquille est fermée). Des biologistes ont proposé de dire qu’un mollusque est ouvert lorsque
la distance entre les deux parties de sa coquille est supérieure & un certain pourcentage
(faible) de I’amplitude du signal. Le choix de ce seuil est important, notamment dans la
gestion des micro-fermetures (lorsque 1’animal se ferme sur une période trés bréve avant de
se réouvrir). Raphaél Coudret a proposé au cours de sa thése d’estimer ce seuil de maniére
moins arbitraire comme 1'unique anti-mode de la densité du signal valvométrique (voir
notamment [27]). Cela nous permet de décrire la dynamique au cours du temps de I’animal
comme une succession d’états ouvert, fermé et en transition. Ainsi, nous avons proposé de
modéliser le comportement d'une huitre par un processus de renouvellement sur 1’espace
E = {0,C,To_c, Tc o}, o O (respectivement C) désigne ’état ouvert (respectivement
fermé) de l'animal alors que 7 correspond a l'un des deux états de transition (voir la
figure 2.5).

FicURE 2.5 — Exemple de trajectoire du processus de renouvellement sous-jacent modéli-
sant le comportement d’une huitre.

Les temps de transition sont trés courts et considérés comme peu informatifs. Nous
nous sommes intéressés a ’estimation non paramétrique de la loi des temps passés dans
les états ouvert et fermé, ainsi qu’a I’estimation de la loi des temps de premier retour dans
I’état de transition 7o, pour différents animaux a partir de ’enregistrement de leur
comportement pendant une semaine. Nous avons montré dans ce chapitre que I’hypothése
d’intensité multiplicative est vérifiée pour ce type de modéle; nous avons donc estimé
le taux de saut cumulé A(x,t), pour x = O ou x = C, par la méthode de Nelson-Aalen.
Nous avons préféré représenter ’estimateur de Fleming-Harrington de la fonction de survie
G(x,t) associée a A(x,t) (voir la figure 2.6). Il est donné par,

Vt >0, Gn(x,t) = exp (—/A\n(x,t)> ,
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ou /A\n(x, t) est ’estimateur de Nelson-Aalen de A(x,t). La fonction de survie estimée des
temps de premier retour dans 1’état 7o_,c est représentée dans la figure 2.7.

FIGURE 2.6 — Estimation non paramétrique de la fonction de survie G(x,t) pour x =C (a
gauche) et x = O (a droite) pour différents animaux.

FIGURE 2.7 — Estimation non paramétrique de la fonction de survie des temps de premier
retour dans 'état 7p_,c pour différents animaux.

On observe sur les figures 2.6 et 2.7 des comportements variés des fonctions de survie
estimées. Ils correspondent a des états de santé différents des animaux ; ceux-ci sont déter-
minés a priort puisqu’on connait la suite de la vie de ’animal grace aux enregistrements
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des données. Sur la figure 2.7, les deux fonctions de survie estimées présentant une forte
décroissance autour de 12 heures sont celles d’huitres en bonne santé ; ces animaux ont un
comportement trés lié a celui de la marée dont la périodicité est de 12 heures environ (voir
notamment [80]). Les autres fonctions de survie sont celles d’animaux dont 1’état de santé
est mauvais ou vivant dans un environnement inhospitalier.

FI1GURE 2.8 — Projection des fonctions de survie estimées sur le premier plan principal
de 'analyse en composantes principales pour 15 animaux dont 1’état de santé est déter-
miné a priori. Les huitres sont désignées par leur position géographique : E (Eyrac), L
(Locmariaquer), S (Santander), L(t) (Locmariaquer, animal affecté par des variations de
température) et E(d) (Eyrac, animal mourant).

Nous avons proposé de classer les courbes obtenues sur un lot de 15 animaux, dont
I’état de santé est connu a priori. Une analyse en composante principale est représentée
sur la figure 2.8. Le premier axe explique 88% de la variabilité. Les deux groupes présentés
ont été obtenus par l’algorithme de classification des k-means. Le groupe de droite est
composé uniquement d’animaux supposés sains : E, hultres vivant dans la baie d'Eyrac
(Gironde) ou L, a Locmariaquer (Morbihan). Le groupe de gauche est formé d’animaux
mourants E(d) situés a Eyrac, d'un animal L(t) vivant & Locmariaquer et affecté par de
fortes variations de température, et d’huitres S placées dans le port industriel de Santander
(Espagne).
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Ainsi, une procédure simple de classification permet de retrouver les états de santé
des animaux étudiés a partir des estimations de la fonction de survie conditionnelle. Il
semble donc que les temps passés dans les états ouvert et fermé des huitres soient de
bons indicateurs de leur santé, et donc de la qualité de leur environnement. Bien sfir, ce
travail n’est qu'une étape et demande a étre affiné et complété. L’étape de classification,
notamment, devra étre validée par de nouvelles études.
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Chopitre 3

BESTIMATION DE LA Lol CONDITIONNELLE DES
TEMPS INTER-SAUTS D'UN PDMP

Ce chapitre est consacré a l'analyse d’'une méthode d’estimation non paramétrique
de la loi conditionnelle des temps inter-sauts d’un processus markovien déterministe par
morceaux, observé en temps long. La procédure d’estimation, les résultats et les simulations
font ’objet de 'article Nonparametric estimation of the conditional distribution of the
inter-jumping times for piecewise-deterministic Markov processes [9], avec Frangois
Dufour et Anne Gégout-Petit, soumis pour publication. Cette étude s’appuie en partie sur
des résultats présentés dans le chapitre précédent sur l’estimation du taux de saut pour
des processus de renouvellement.

Le chapitre est organisé de la facon suivante. Une introduction et les liens avec le cha-
pitre 2 sont donnés dans la section 3.1. On présente le probléme ainsi que les résultats
principaux dans la section 3.2. Dans la section 3.3, on donne des résultats préliminaires
techniques, alors que la section 3.4 est dédiée aux démonstrations des principaux résultats
de ce chapitre. Une étude de simulations a travers deux applications en biologie est pré-
sentée dans la section 3.5. Enfin, la conclusion et des perspectives a ces investigations sont
données dans la section 3.6. La preuve technique d’un résultat d’indépendance condition-
nelle est reportée dans la section 3.7.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’estimation non paramétrique de la loi conditionnelle
des temps inter-sauts d’'un PDMP, a partir d’'une observation du processus en temps long.
Une partie de 'approche développée ici est basée sur les méthodes mises en ceuvre dans
le chapitre 2 de ce manuscrit. Nous allons notamment utiliser l’ergodicité des chaines de
Markov sous-jacentes et étudier des compensateurs de processus de comptage.

Une idée intéressante pour estimer le taux de saut A d’'un PDMP pourrait étre de
trouver un processus de comptage dont 1’'intensité stochastique ferait intervenir la composée
A o @ comme dans ’étude menée pour les processus de renouvellement dans le chapitre
2 (voir le théoréme 2.3). Malheureusement, si le lemme 2.2 reste vrai pour les PDMP, on
ne peut plus sommer ces martingales de telle sorte que la somme reste une martingale
dans une filtration bien choisie. La raison est la suivante : la nouvelle position Z, du
PDMP lors du n®®® saut dépend — a travers le flot — du temps inter-saut précédent S,,.
Par conséquent, la nouvelle position peut apporter de I'information sur la durée inter-saut
précédente; c’est I'indépendance conditionnelle établie dans la proposition 2.1 qui n’est
plus valable pour les PDMP. On a alors I'intuition que c’est la loi des durées S,, sachant les
positions précédente Z,, ; et suivante Z, qu'’il faut étudier pour conserver des propriétés
de martingale a temps continu. C’est pourquoi une partie de ce chapitre est consacrée
a ’analyse de la loi conditionnelle des temps inter-sauts sachant la position passée et la
position future du PDMP.

Tout au long de cette étude, la présence des sauts forcés lorsque le processus atteint
la frontiére de 1'espace d’état entraine de nombreuses difficultés techniques. Cette caracté-
ristique, introduite par Davis dans [31], fait la richesse des PDMP et se retrouve dans de
nombreuses applications. On peut citer le modéle de capacité-expansion proposé par Davis
dans [32]. On peut aussi mentionner ’article [54] : les auteurs développent un modéle de
type PDMP pour décrire le mécanisme de production d'un antibiotique par une bactérie.
Les sauts forcés sont utilisés pour modéliser les changements déterministes intervenant
lorsque la concentration en nutriments atteint un certain seuil. Dans le domaine de la
fiabilité, citons [6] dans lequel les auteurs proposent un modéle de dégradation avec des
défaillances de type seuil. Une autre application peut étre trouvée dans [36]. Dans ce pa-
pier, les auteurs s’intéressent au probléme d’arrét optimal pour un PDMP modélisant 1’état
d’une structure soumise & corrosion. Dans le livre [56], on peut trouver des formules de
vraisemblance pour l'observation d’'un PDMP sans sauts déterministes. Pour cette classe
de modéeles sans sauts a la frontiére, on pourrait en déduire une procédure d’estimation
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dans le cas paramétrique. Notre approche est différente et adaptée a la fois au cadre non
paramétrique et aux PDMP avec sauts déterministes.

Notre objectif principal est de traiter le probléme de ’estimation non paramétrique de
la densité conditionnelle f des temps inter-sauts. Notre stratégie peut étre divisée en quatre
étapes détaillées dans la suite. La premiére étape consiste a donner une approximation spa-
tiale de f faisant intervenir deux quantités d’intérét : les fonctions T(A, B,t) et ﬁ(A, B, t),
ou A et B sont des ensembles mesurables. Sous nos hypothéses, on peut montrer que
les chaines de Markov immergées admettent une mesure invariante (voir les propositions
3.19 et 3.22), ce qui nous permet de donner une interprétation de T(A, B, t) et ﬁ(A, B, t).
En effet, si v désigne la loi invariante de la chaine de Markov (Z,), la quantité T(A, B, t)
peut étre interprétée comme le taux de saut de A vers B au temps t et sous la loi v. De
plus, ﬁ(A,B,t) est exactement la probabilité conditionnelle P, (S; > t,Z; € B|Z, € A).
La qualité de cette approximation de f est établie dans la proposition 3.6. La seconde
étape concerne l’estimation de la probabilité conditionnelle ﬁ(A, B, t) par sa version em-
pirique. La convergence uniforme est présentée dans la proposition 3.8. La troisiéme étape
— plus compliquée — consiste a estimer la fonction T(A, B, t). Nous montrons qu’il s’agit
d’une approximation spatiale d'une fonction ?\(x,y, t) pour x € A et y € B (voir le lemme
3.37). Nous établissons dans la proposition 3.15 que A est en fait le taux de saut du temps
Sni1 sachant les positions précédente et future Z,, et Z,.1. En particulier, il est loin d’étre
évident que cette loi admet un taux de saut. Il apparait alors naturel d’utiliser la méthodo-
logie mise en ceuvre dans le chapitre 2 pour estimer 1’approximation T(A, B, t). Cependant,
cela n’est pas complétement évident pour deux raisons. Premiérement, le taux de saut
A dépend d’une double marque spatiale. Deuxiémement, il est nécessaire de montrer un
résultat supplémentaire d’indépendance conditionnelle pour appliquer certains résultats
du chapitre 2 (voir la proposition 3.29). La convergence uniforme de notre estimateur non
paramétrique de T(A, B, t) est présentée dans la proposition 3.7. La derniére étape consiste
a montrer dans le théoréme 3.9 la convergence globale de notre estimateur de la densité
conditionnelle d’intérét.

La suite de ce chapitre est organisée comme suit. Dans la section 3.2, on présente le
probléme de maniére détaillée. On rappelle dans la sous-section 3.2.1 la définition d’un
PDMP sur un espace métrique. Dans la sous-section 3.2.2, on donne 1’ensemble des hypo-
théses qui seront nécessaires dans la suite, ainsi que des commentaires et motivations sur
ces hypothéses. Puis, dans la sous-section 3.2.3, on explique les grandes étapes de notre
procédure d’estimation de la densité d’intérét (voir les propositions 3.6, 3.7 et 3.8). Le
résultat de consistance principal est donné dans le théoréme 3.9. Dans la section 3.3, on
donne des résultats préliminaires techniques. On introduit un nouveau processus dans la
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sous-section 3.3.1 et on donne I’expression de son taux de saut A (voir la proposition 3.15).
Dans la sous-section 3.3.2, on établit des résultats d’ergodicité des chaines de Markov sous-
jacentes. La section 3.4 est consacrée a la présentation des démonstrations des résultats
de la sous-section 3.2.2. Finalement, une étude de simulations numériques est présentée
dans la section 3.5 pour illustrer le bon comportement de notre estimateur. La conclusion
et des perspectives a cette étude sont données dans la section 3.6. La démonstration de la
proposition 3.29 est reportée dans la section 3.7.

3.2 Formulation du probléme

3.2.1 Définition du processus

On présente ici la définition d’'un PDMP sur un espace métrique. Le processus évolue
dans un ouvert E d'un espace métrique séparable (£, d). La dynamique peut étre décrite
par les caractéristiques (A, Q, @).

— @ :E xR, — & est le flot déterministe. Il vérifie,

VECTE, Vs, t >0, O(E,t+s) =D(D(E,t),s).

En particulier, ®(§,0) = &. Pour tout & € E, t*(§) désigne le temps de sortie déter-
ministe de E :
t*(&) =inf{t >0 : O(&,t) € OF},
avec la convention habituelle inf () = +oo.
— A:E — R, est le taux de saut. Il s’agit d’une fonction mesurable qui vérifie,

€

V& € E, Je >0, J A®D(&,s))ds < +oo.
0
— Q est un noyau de Markov sur (E, B(E)) qui satisfait,

VEEE, Q(EEN{E) =1.

La loi de la position initiale X, est vo. Partant de x € E, I’évolution du processus peut
étre décrite comme suit. T; est une variable aléatoire positive dont la fonction de survie
est donnée par,

t
Vvt >0, Py (Ty > tIXo =x) =exp (—J A(D(x, s))ds) Lio<tatr(x)}-
0
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Le temps de saut a lieu soit lorsque le flot atteint la frontiére de I'espace d’état, soit avant
avec le taux A pris en la trajectoire du flot @. On choisit ensuite une variable aléatoire Z;
sur E selon la loi Q(®(x,T;),-). La nouvelle position lors du saut dépend du temps T; via
le flot déterministe partant de X, = x. La trajectoire entre les temps O et T; est donnée par

d(x,t) pour 0 <t< Ty,
Xt == .
A pour t =Tj.

Maintenant, partant de Xr,, on géneére le temps S, = T, — Ty et la position Z, de la méme
maniére que précédemment, et ainsi de suite. On obtient ainsi un processus markovien
fort dont les temps de saut sont notés Ty (avec Ty = 0). L’aléa d’un tel processus intervient
seulement a travers le mécanisme des sauts. Les Z,, désignent les positions lors des sauts,
alors que les S, sont les temps inter-sauts : partant de Z,, = Xy, le nouveau saut aura lieu
a l'instant T,,; = T, + S,.41. La chaine de Markov immergée associée au PDMP (X;) est le
processus a temps discret (Z,,S,).

D’aprés [31] (Chapter 1, Section 24 Definition of the PDP), il existe deux fonctions
mesurables ¢ et 1V, et deux suites indépendantes de variables aléatoires indépendantes
(en) et (6.), telles que, pour tout n > 1,

{Sn = (p(zn—hén—])) (31)

Zn = 1l)(znf1 y Sn) En—1 )
On introduit les notations suivantes,

VEEE, Vi>0, A& = AM@(& 1),
VEEE, V>0, VA€ B(E), Q(EtLA) = Q(O(E1),A).

Dans la suite, on note f et G la densité et la fonction de survie associées au taux A.

t
VEEE, Vt >0, G(§,t) = exp (—J X(a,s)ds> ,

0
VEEE, V>0, f(§,t) = A& t)G(E,t).

L’objet de ce chapitre est de donner un estimateur non paramétrique de la densité condi-
tionnelle f, et d’établir la consistance de cet estimateur sous des hypothéses portant direc-
tement sur les caractéristiques du processus.

3.2.2 Hypotheéses

Dans cette partie, on présente toutes les hypothéses nécessaires dans la suite, ainsi que
des commentaires et motivations sur ces conditions. Elles peuvent étre classées en deux
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catégories : les hypothéses sur le noyau de transition et les hypothéses de régularité. Ces
conditions sont peu restrictives, surtout quand l’espace d’état du PDMP est borné (voir
les remarques 3.2 et 3.4). C’est le cas par exemple dans les applications étudiées dans la
section 3.5 et dans les papiers [6, 32, 36, 54].

On note C; la famille des ensembles mesurables dont 'intérieur est non vide,
C :{BeB(E) :fé#@}.
C, désigne les ensembles relativement compacts de C; dont I’intérieur est contenu dans E,

C; = {A € C; : Arelativement compact tel que A NJE = Q)} .

HypoTHESES 3.1 Hypothéses sur le noyau de transition.

a) Le noyau de transition Q s’écrit de la fagon suivante,
VECE ¥s 20, VB € B(E), QE,sB) = | QI yluldy)
B

ol W est une mesure auxiliaire sur (E, B(E)) telle que, pour tout ensemble mesurable
B d’intérieur non-vide, u(B) > 0. De plus, Q(x,t,y) est supposée continue en t et
minorée uniformément, c’est-a-dire qu’il existe m > 0 tel que,

Vx € E, Vs >0, Yy € E, Q(x,s,y) > m. (3.2)

b) Pour tout e > 0, il existe p > 2 et une famille d’ensembles disjoints {B,...,B,},
By € C;y pour tout k, tels que

P
diam By = max diamBy<e et Vx€E, Vt>0, ; Q(x,t,By) = 1.

REMARQUE 3.2 Les hypothéses 3.1 peuvent paraitre restrictives. Toutefois, I’existence
d’une densité pour le noyau de Markov du PDMP est une condition naturelle, satisfaite
dans de nombreuses applications. Par exemple, le PDMP qui modélise la croissance d’une
cellule au cours du temps a des transitions gaussiennes (voir la sous-section 3.5.2). Un
point plus sensible est ’hypothése de minoration (3.2). Néanmoins, cette hypothése est
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toujours vérifiée pour des noyaux gaussiens sur un espace borné par exemple. C’est le cas
dans les deux applications développées dans la section 3.5. De plus, I’hypothése 3.1 b) est
également toujours vérifiée lorsque E est borné.

Par souci de clarté, on introduit les notations suivantes,

VEEE, Vs >0, Yy €E, GQ(&5,y) = G(£5)Q(&s,y), (3.3)
VEEE, Vs >0, Yy € E, fQE5,y) = f(&5)Q(&s,y).
De plus, on note aussi,

VE € E, Vs >0, VB € B(E), GQ(&,s5,B) = G(&,5)Ql&,s,B), (3.4)

Ve € E, Vs >0, VB € B(E), fQ(£,5,B) = f(&5)Q(Es,B). (3.5)

Dans la suite, on considére la distance d, sur £? induite par la distance d et la norme de
Manhattan sur R?. Pour tous (x,y), (u,v) € £,

d2((x%,y), (u,v)) = d(x,u) + d(y, V).

diam, A x By désigne le diamétre de A x By, C £% pour cette distance.

HypoTHESES 3.3 Hypothéses de régularité.
a) f(&,-) est strictement positive et continue pour tout & € E.

b) II existe une fonction localement intégrable M : R, — R, telle que,
VEEE, Vt >0, Mg 1) < M(t).

c) t*: E — R, est une fonction bornée.

d) II existe une constante [f@]up > 0 telle que, pour tous x,y,u,v € E et pour tout
0<t<tr(x) At (u),

fQ(x,t,y) — fQ(wu, t,v)’ < [fé]updz((x,y), (u,v)). (3.6)
e) Il existe une constante [f];, > 0 telle que,

vx,y € E, vt >0, [f(x,t) — f(y,t)| < [flpd(x,y).
f) II existe une constante [G Q]up > 0 telle que, pour tous x,y,u,v € E,

1GQ(x, t*(x),y) — GQu, t*(w),v)| < [GQlipda((x,y), (1, v)). (3.7)
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REMARQUE 3.4 Les conditions de régularité que nous imposons sont classiques et peu
contraignantes, surtout lorsque ’espace d’état est borné. On peut citer I’article [15] dans
lequel les auteurs font des hypothéses analogues.

Avant de présenter les résultats principaux de ce chapitre, on donne un lemme technique
mais utile dans la suite.

LEMME 3.5 Soit A € C,. On a alors infgcp t*(&) > 0. On note cette quantité t*(A).

PrEUVE. La démonstration est similaire a celle du lemme 2.10. 0

3.2.3 Résultats principaux

On considére un ensemble A € C; et e > 0. Cela implique 'existence de p > 2 et d’une
famille {B,..., By} (dépendant de e) et satisfaisant I'hypothése 3.1 b).

Notre stratégie pour estimer la densité conditionnelle f consiste a introduire deux nou-
velles fonctions 1(A, By, t) et H(A, By, t), pour 0 < t < t*(A). Elles permettent d’approcher
f(&,t) pour & € A, puisque f(&,t) est proche en un certain sens de

P
> UA, By, t)H(A, By, 1)
k=1

(voir la proposition 3.6). La fonction H sera définie en (3.38), tandis que la définition de 1
sera donnée dans le lemme 3.28. On peut donner une interprétation de ces deux fonctions.
On montrera que les chaines immergées du PDMP admettent une loi invariante (voir les
propositions 3.19 et 3.22). T(A, By, t) est une approximation du taux de saut X(x,y,t) du
temps inter-saut S, ,; sachant les positions Z, = x et Z,,.; =y sous la loi invariante, au
temps t, pour x dans A et y dans By. L’existence du taux de saut A sera établie dans la
sous-section 3.3.1. Intuitivement, la fonction T(A, By, t) peut étre vue comme le taux de
saut de A vers By au temps t et sous la loi invariante. De plus, on montrera que ﬁ(A, By, t)
correspond a la probabilité P, (S; > t,Z; € By|Z, € A) ou v désigne la loi invariante de la
chaine de Markov (Z,). Dans ce cadre, un estimateur naturel de f(&,t) est donné par

Zln A Bk) pn(A> Bk)ﬂ)

P
k=1
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ol TH(A, By, t) estime T(A, By, t), alors que p,(A, By, t) est un estimateur de ﬁ(A, By, t).
Ces deux estimateurs seront donnés en (3.11) et (3.12). La procédure d’estimation que
nous proposons dans ce chapitre ne nécessite pas la connaissance du flot déterministe @,
mais seulement celle de la fonction t* (ou d’une minoration suffisamment fine de t*).

On donne maintenant les résultats majeurs de ce chapitre de maniére plus précise. Les
démonstrations se trouvent dans la section 3.4.

PROPOSITION 3.6 Soit & € A. Pour tout 0 <t < t*(A),

f((z_,, t) — 1(A, Bk, t)H(A, Bk, t) < C] diam A + Cz diamz A X B] .

M=

T

1

PrEUVE. La sous-section 3.4.2 est consacrée a cette démonstration. 0

On s’intéresse maintenant a I’estimation de T(A, By, t). Pour cela, on considére les processus
N.(A, By, ) et Y. (A, By, ) définis sur [0,t*(A)[ par

n—1

No(A,Biot) = ) s, <oliziearlize. enyy (3.8)
i=0
et
n—1
ValABiot) = ) Lisi, >olizenlize eno- (3.9)
i=0

Le processus N, (A, By, t) compte le nombre de temps inter-sauts inférieurs a t avec une
position précédente dans A et une position future dans By. Y, (A, By, t)" désigne 'inverse
généralisé de Y,,(A, By, t). Il est donné par

0 si Yo (A, By, t) = 0,

sinon. (3.10)

1
Yn(A»Bk»t)

Yn(A) Bk) t)+ = {

L’estimateur de la fonction T(A,Bk,~) gu'on considére est obtenu par des méthodes a
noyau. Soient K un noyau continu dont le support est [—1,1], b > 0 et 0 < t < t*(A).
Notre estimateur est défini, pour tout temps s entre O et t, par

n—1

= 1 S — Si

Lot (A, By, s) = 5 » K ( 5 H) Yn(A, By, Si1) "Ls <olizieny 1z eny-  (3.11)
k=0
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On a le résultat suivant de convergence.

PROPOSITION 3.7 Soient 0 < 11 < 1, < t < t*(A) et x € E. Il existe une suite
(Bn(A,By)) (elle dépend de t) qui converge presque siirement vers 0, telle que

-~

SUP |Tnp. Ao (A, By s) — LA, By, s)| 250,

T1<s<r2

quand n tend vers l'infini.

PrREUVE. La sous-section 3.4.1 est consacrée a cette démonstration. 0

D’un autre c6té, on estime la quantité ﬁ(A, By, t) par sa version empirique pn(A, By, t)
donnée par
> 1{sl+1>t}1{zl+leBk}1{z e}
(3.12)
Y50 Lizeen

ﬁn(A) Bk» t) =

On a le résultat suivant de consistance.

PROPOSITION 3.8 Soit 0 < t < t*(A). Pour tout x € E, on a, quand n tend vers I’infini,

sup |Pn(A, By, s) — H(A, By, t)| =22 0.
0<s<t
PrREUVE. La sous-section 3.4.3 est consacrée a cette démonstration. 0

A la lumiére de ce qui précéde, on peut estimer f(&,s), avec £ € Aet 0 <s <t < t*(A),
par

~

P
fu(A,s) Z n,Bn(AB),t (A By 8) Pn(A, By, 8).
k=

La dépendance en t et (,.(A, By)) est implicite dans 1’expression de i par souci de lisibi-
lité. Notre principal résultat de convergence est le suivant.
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THEOREME 3.9 Soient K un compact inclus dans E et & € E. Pour tous €,1 > 0, il existe
un entier n* et une partition finie P = (A,) de K tels que, pour tout 0 < t < min; t*(A,),
il existe pour tout couple (1,k), une suite (f3,(A, Bx)) (dépendant de t), qui converge
presque strement vers 0, telle que pour tout n > n*, pour tous 0 < 11 < 1; < t,

>n)<e

PREUVE. Soit (A;) une partition de K. On fixe 1. D’aprés les propositions 3.7 et 3.8, il
existe une famille {(f+ (A1, Bx))}h<k<p, telle que

Z %\n(Ala t)l{xeAl} - f(X) S)
1

P: (sup sup

xeX 11<s<r,

Pg
sup — 0,
T <S<Tz

P
Z ln JBn(A,Bi),t (Al» Bk) )pn Al) Bk) Z l Al) Bk) Al) Bk) )
k=1 k=1

quand n tend vers l'infini. De plus, d’aprés la proposition 3.6, pour tout x € K, la distance

[Pl

sup f X S Z l{XEAl} Z 1 Al) Bk) Al) Bk) )

11<s5<13

est arbitrairement petite, puisqu’on peut choisir une partition (A;) suffisamment fine.
L’inégalité triangulaire entraine le résultat. 0

3.3 Considérations préliminaires

3.3.1 Loi conditionnelle de S, .1 sachant Z, et Z,

Nous allons montrer que la loi de S,,;; sachant Z, et Z,; admet un taux de saut (voir
la proposition 3.15). On a alors un corollaire immédiat qui donne le compensateur du
processus de comptage & un seul saut N**',

vt >0, N“"'(t) = 15, <), (3.13)

dans une certaine filtration (voir le corollaire 3.17). On va d’abord montrer que G(x, t*(x))
et GQ(x,t*(x),y) sont strictement positifs pour x,y € E.
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REMARQUE 3.10 Soient x,y € E. D’une part, comme M est localement intégrable, on a

0

t*(x)
G(x) t*(x)) > exp (—J M(s)ds) > 0, (3.14)

D’autre part, par (3.2) et (3.3), on a

GQ(x, t*(x),y) > mG(x,t*(x)) > 0. (3.15)

On note R le noyau de Markov de la chaine (Z, ) des positions lors des sauts du PDMP.
On peut donner une formule explicite de R et montrer un résultat de minoration.

REMARQUE 3.11 Le noyau R de la chaine de Markov (Z,,) peut s’écrire de la fagon suivante
(voir [31, (34.12), page 116]), pour tous x € E, B € B(E),

t*(x)
R(x,B) L fQ(x, s, B)ds + GQ(x, t*(x), B), (3.16)

oti les fonctions GQ and fQ ont été définies par (3.4) et (3.5). De plus, puisque le noyau
de transition Q admet Q pour densité par rapport 4 la mesure u, on peut aussi écrire,

R(x,B) = JB [

Enfin, par (3.14) et (3.15), on obtient

t(x) "
L fQ(x,s,y)ds+GQ(x,t*(x),y)] u(dy). (3.17)

R(x,B) > mu(B) exp (— ‘r*(X) M(s)ds) . (3.18)
0

En particulier, si ]%;é 0, R(x,B) > 0 car w(B) > 0 d’aprés les hypothéses 3.1.

On note v, (respectivement v,, n,) la loi de Z,, (respectivement du couple (Z,,,Z,1), du
triplet (Zn,Zn11,Sns1)). La remarque suivante explicite le lien entre les mesures v,, et v,
et le noyau R.

REMARQUE 3.12 Soient n un entier et A x B € B(E)®?. On peut écrire
vn(A X B) = on(ZnH € B»Zn € A)
= J R(x,B)v,(dx). (3.19)
A
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De méme, on s’intéresse au lien entre les mesures n,, et v,,.

REMARQUE 3.13 Soientt >0 et B € B(E). On a
on(sn—H > t) Zn—H € B|Zn)

t*(Zn) o
= 1{0§t<t*(zn)} [J fQ(ZTH s,B)ds + GQ(ZTL) t*(Z,), B)] .

AL (Zn)

Cela implique immédiatement que, pour tous A,B € B(E) et t > 0,
Mn (A x Bx]t, 400[)

O B
_ JA Loctovto [ J £Q(x, s, B)ds + GQ(x, *(x), B)] v, (dx). (3.20)

/At (x)

Le principal résultat de cette partie est présenté dans la proposition qui suit. Il traite de
I'existence d’un taux de saut pour la loi conditionnelle de S,,,; sachant Z,, et Z,, ;.

REMARQUE 3.14 On peut trouver contre-intuitif que la loi conditionnelle de S, dépend
de la position Z, 1. Cependant, méme si S, .1 est générée indépendament de Z,,, (voir
(3.1)), Z+1 dépend de S, a travers (3.1). Ces variables ne sont donc pas indépendantes
en général sachant Z,,. On peut comprendre cela grace a I’exemple suivant. Si le flot © est
injectif et si Q(x,dy) = dpy(dy), alors, sachant Z,, et Z,y, Sy+1 est I'unique solution de
(D(Zm SnH) =Zny1-

PROPOSITION 3.15 Soit n un entier. La loi conditionnelle de S, 1 sachant (Z,,Z. 1)
vérifie, pour tout t > 0,

At (Zn)
on(sn—H > t|Zm Zn—H) = €Xp _J A(Zm Zn+1 ) S)dS 1{0§t<t*(Zn)})
0

o1t le taux A est défini, pour tous x,y € E, 0 <t < t*(x), par

X(X,y,t): = fQ(X)tvy)N .
Jo QX s,y)ds + GQ(x, t+(x), y)

(3.21)
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PREUVE. Soient x,y € E. X(x,y, -) est une fonction continue sur l'intervalle [0, t*(x)] car
f(x,-) et Q(x,-,y) sont des fonctions continues d’aprés les hypothéses 3.3. La fonction de
survie G associée a A est définie pour tous x,y € E, 0 <t < t*(x), par

(NS(x,y,t) = exp (— J:X(x,y,s)ds) . (3.22)

De plus, pour tout 0 <t < t*(x), A(x,y,t) = —u'(t)/u(t) avec
t(x) -
wlt) = | Qx5 y)ds + GQx ' (x), )

Par conséquent, on a

t~
J A(x,y,s)ds =—1In

t(x) -~
0 J fQ(x, s,y)ds + GQ(x,t*(x),y)

t*(x) _
J fQ(x,s,des+GQ(x,t*(x),y))

_ _1n< f“‘)fé(m,y)dwGé(x,t*(x),y)>
R 2.

Finalement, par (3.22),

~ Y Q(x,s,y)ds + GQ(x, t(x), y)

Gx,y,t) = g = — : (3.23)
[5™ £QUx,5,y)ds + GQ(x, t(x), )
Afin de prouver le résultat recherché, il est nécessaire de montrer
nn(A x Bx]t, +oo[) = J é(x,y,t/\t*(x))l{ogtd*(x)ﬁn(dx x dy), (3.24)
AXB

pour tous A,B € B(E) et t > 0. Par (3.19), on a

J é (X, Yy, t A t*(X)) 1{0§t<t*(x)ﬁn(dx X dy)
AxB

= J G (X, Y, t A t*(X)) 1{0§t<t*(x]}R(X) dy )Vn(dX).
AxB
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Donc, avec (3.17) et (3.23), on obtient
| Gow AT 00) ot (e < dy)
AXxB

) N
— LXB Lo<t<t*(x) [J fQ(x,s,y)ds + GQ(x,t*(x),y)] n(dy)va(dx)

tAL*(x)

t*(x)
= JA 1{0§t<t*(x)} [J f@(x) S, B)ds + GQ(X> t*(X), B)] v (dx).

tAL* (x)

Avec ’expression (3.20) de 1, cela implique directement (3.24). 0

REMARQUE 3.16 Soit n un entier. D’aprés le théoréme de Jirina (voir par exemple le
théoréme 11.7 de [68]), il existe une famille de noyaux (yy(-)) telle que, pour tous A x B xT
dans B(E)®? ® B(R,), on a

M(A X BXT) = | oy (NFn(de x dy).

AXxXB

Soient x,y € E?. D’aprés la proposition 3.15, Yxy e dépend pas de n. De plus, pour
t < t*(x), on a la relation

Yx,y([t,—l—oo[) = on(s1 >t|Zy = Xy Z; :y) = G(Xayvt)-

On a aussi la propriété de martingale a temps continu suivante.

COROLLAIRE 3.17 Soit i un entier. Le processus a temps continu M**' donné par,

t

VO < t < t*(Zy), MM (t) = N¥ (1) —J NMZiy Zisa, w1, swdu, (3.25)
0

est une (0(Zi, Ziyq) V Fi'')-martingale. On rappelle que N a déja été défini par
(3.13).

PrREUVE. La démonstration est analogue a celle du lemme 2.2. En effet, le taux de S;i;
sachant Z;, Zi 1 est A(Z;, Zi;1,-) d’aprés la proposition 3.15. 0
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3.3.2 FErgodicité

Dans cette partie, on s’intéresse au comportement asymptotique des chaines de Mar-
kov (Z,), (Zn,Sns1) and (Zn, Zns1,Sni1); 'objectif principal est de montrer qu’on peut
appliquer le théoréme ergodique presque sfir a ces chaines de Markov.

REMARQUE 3.18 Soient x,y € E et B € B(E). Par (3.14) et (3.15), on a
GQ(x, t*(x),y) > my, (3.26)

ou m, est donné par

0

1t* lloo
m; = mexp (—J' M(s)ds) > 0.

En particulier, m, ne dépend pas de x et y. Avec (3.18), on a

R(x, B) > muu(B). (3.27)

On peut alors montrer que la chaine (Z,,) est ergodique.

ProprosiTION 3.19 On a les résultats suivants.

a) (Z,) est p-irréductible, apériodique et admet une mesure invariante unique, qu’on
note v.

b) Il existe p > 1 et v > 0 tels que,

vn > 0, sup HR”(&, ) —\/HTV <rp ", (3.28)
E€E

ot || - ||tv désigne la norme en variation totale (voir [53] pour une définition).

c) La chaine de Markov (Z,) est positive Harris-récurrente.

PREUVE. Par définition et la remarque 3.18, (Z,) est p-irréductible et apériodique. De
plus, le noyau R satisfait de maniére évidente la condition de Doeblin (voir [67, page 396]
par exemple),

w(B) > e = R(E,B) > mye,

par (3.27). D’aprés le théoréme 16.0.2 de [67], (Z,) admet une loi invariante unique v. De
plus, par le théoréme 4.3.3 de [53], (Z,,) est positive Harris-récurrente. 0
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Nous allons voir maintenant que les ensembles d’intérieur non vide sont chargés par la
mesure V.

REMARQUE 3.20 Le noyau R admet une densité par rapport a la mesure 1. Par conséquent,
v et la mesure auxiliaire p sont équivalentes d’aprés le théoréme 10.4.9 of [67]. Donc, pour
tout ensemble A d’intérieur non vide, v(A) > 0 d’aprés les hypothéses 3.1.

On s’intéresse au comportement asymptotique des suites (v,) et (1.).

LEMME 3.21 Pour toute loi initiale vo = 8, X € E,

Jim ([ =V, =0 et lm [, -7, =0,
oti les lois limites v et 1| sont données par,
VA x B € BE)®2, V(A xB)  — J v(dx)R(x, B), (3.29)
A

VA xBxTeBE)**®@BR.),nAxBxT) = J Yxy(ds)v(dx x dy). (3.30)
AXBxT

PREUVE. Soit g une fonction mesurable bornée par 1. D’aprés le théoréme de Fubini, on
a

b

JE ; g9(x,y) (Vn(dx x dy) — V(dx x dy))‘ = L (Vn(dx) — v(dx)) J g(x, y)R(x, dy)

E

d’aprés l'expression de v, (3.19) et la définition de v (3.29). Donc,

)

L i 9(x,y) (Vn(dx x dy) — ¥V(dx x dy))‘ =

JE h(x) (vn(dx) — v(dx))

ot h:x+— [ g(x,y)R(x,dy) est bornée par 1 car R est un noyau de Markov. Finalement,
[Vn =gy < fvn =il

On obtient la limite voulue avec (3.28). Maintenant, on établit la seconde limite. Soit g’
une fonction mesurable bornée par 1. D’aprés la remarque 3.16,

J 9/ (%, ) (Mnldx x dy x ds) —n(dx x dy x ds))| < [[rllecllFn — Flirv,
EXEXRy
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d’aprés le théoréme de Fubini et avec la fonction h définie par,
VX,y S E> h(X,y) - J 9/(X>y>s)yx)y(ds)‘
Ry

Comme h est bornée par 1, on a

J 9'(x,y,8)(Mn(dx x dy x ds) —n(dx x dy x ds))| < |[Va— V|-
EXEXR4

On a déja montré que ||V, — V||1v tend vers 0, donc |[n, — 1||rv tend vers 0 également. O

Ce lemme a pour conséquence le résultat suivant.

ProrosiTION 3.22 On a les résultats suivants.

a) (Zn,Zn1) (respectivement (Z,,Z..1,Sn+1)) est v-irréductible (respectivement m-
irréductible).
b) (Zn,Zn1) €t (Zn, Zy i1, Sni1) sont des chaines de Markov positives Harris-récurrentes

et apériodiques.

c) Vv (respectivement n) est I’'unique mesure invariante de (Z,,Z,1) (respectivement
de (Zm Zn+1 ) SnH ))

PREUVE. Ce résultat est un corollaire du lemme 3.21. Les arguments utilisés sont similaires
a ceux donnés dans la preuve de la proposition 3.19. 0

D’aprés les résultats obtenus, (Z,), (Zn,Zn1) and (Z,,Zn1,Sn;1) sont des chaines de
Markov positives Harris-récurrentes. On peut donc leur appliquer le théoréme ergodique
presque siir (voir le théoréme 17.1.7 de [67]).

3.4 Démonstrations des résultats principaux

Cette section est dédiée a la présentation des démonstrations des résultats majeurs
donnés dans la section 3.2. Dans toute cette partie, on considére un ensemble A € C, et
e > 0. En particulier, cela entraine 1'existence d'une famille {B;,...,B,}, p > 2, dépendant
de e et satisfaisant ’hypothése 3.1 b).
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3.4.1 Estimation de |

On se focalise ici sur l'estimation de la fonction T, qui est une approximation du taux
A. Sa définition est présentée dans le lemme 3.28. Cette sous-section s’appuie sur ’étude
réalisée dans le chapitre précédent ; par conséquent, beaucoup de preuves font référence a
des démonstrations déja données. L’estimation de 1 est une étape clé dans notre procédure
d’estimation de f. Rappelons qu’elle est présentée dans la proposition 3.7.

Montrons d’abord des résultats techniques sur G et A

LeEMME 3.23 Soit 1 <k < p. Pour tout 0 < t < t*(A),

inf G(x,y,t) >0. (3.31)

xGA,yEBk

PrREUVE. De (3.23) et (3.26), on a pour tous x,y € E, 0 <t < t*(x),
= GQ(x, t*(x),y)

G(X’)y)t) - *(x ~ ~
[3 " 1Q(x,5,y)ds + GQUx, t+(x),y)
m;
- ~ )
(It lloo fllso + IRl
car f, (3 et t* sont des fonctions bornées (d’aprés les hypothéses 3.3). 0

On peut montrer que le taux A est borné.

LEMME 3.24 Soient x,y € E et 0 <t < t*(x). Alors,

Kooy, o) < Ml=1Qe
m;
PREUVE. Par (3.21), on a
< £Q X, t,
}\(X>y)t) = ) o~ Q( y)~
Ji T fQx,s,y)ds + GQ(x, t*(x),y)
fQ(x, t,y)

GQ(x, t*(x),y)
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Donc, avec (3.26) et puisque f et (NQ sont bornées, on obtient immeédiatement le résultat
recherché. 0

REMARQUE 3.25 Pour tout 1 <k < p, V(A x By) > 0. En effet,

V(A x B) = J R(x, By )v(dx).
A

Pour tout x, R(x, By) > myu(By) par (3.27), donc,
V(A x By) > myu(By)v(A).

Or v(A) > 0 d’aprés la remarque 3.20 et w(By) > O car By est un ensemble d’intérieur non
vide (voir les hypothéses 3.1), d’ou le résultat.

Le résultat suivant traite du comportement asymptotique de Y,,. On rappelle que la défi-
nition de Y,, est donnée dans (3.9). Son inverse généralisé Y, a été défini par (3.10).

LeMME 3.26 Soit 1 < k < p. Pour tout x € E,

YTL(A) Bk>t) Px-p.s. J ~
AXBk

VO < t < t*(A), - G(x,y,t)v(dx x dy),

quand n tend vers l'infini. De plus, cette limite est strictement positive.

PREUVE. Par le théoréme ergodique appliqué a (Zn, Zni1,Sni1),
1 P
“YalA, By, 1) P2 (A X By x [t, +00l).
Avec (3.30) et la remarque 3.16, on a pour tout 0 <t < t*(A),

Y.(A,By,t) pP,-ps. ~ -
(A Biot) pop ,J G(x,y,t)v(dx x dy),
n AxBy

quand n tend vers l'infini. Puisque infyca yes, G(x,y,t) > 0 par (3.31) et V(A x By) >0
d’aprés la remarque 3.25, la limite est strictement positive. 0

_F-



LEMME 3.27 Soient 1 <k <p, 0 <t < t*(A) et x € E. Alors, pour tout entier n,

Yn(A) Blﬂt)+ < 1 Px'p's'

et, quand n tend vers l'infini,

Px-p.s.

Yn(A> Bk)trL 0)

0,

Px-p.s.
Loy (A By t)=0}

t
Px
Jl{vn(A,Bk, _gds = 0.
0

PrEUVE. Ce résultat est un corollaire du lemme 3.26. La démonstration est similaire a

celle du lemme 2.14. 0

La fonction | est définie dans la proposition suivante.

ProposITION 3.28 Soient 1 < k < p, 0 <t < t*(A) et x € E. Lorsque n tend vers
P’infini,

3

.
Yo(A, By t)™ Y AZiy Zivty 1z, ealiz, epulise >t —— LA, By, t)

i

i
S

ou
TABLt) = foB (u,v,t)G(w, v, t)¥(du x dv) . (3.32)
foB G(u, v, t)v(du x dv)

De plus, la fonction T(A, By, -) est continue sur [0, t*(A)[.

PrREUVE. Il s’agit d’une apphcatlon du théoréme ergodlque a (Zn, Zi1,Sny1) comme dans
la preuve de la proposition 2.15. 1(A By, -) est continue car A et G sont continues et bornées.
On peut donc appliquer le théoréme de continuité sous le signe intégrale. 0
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On peut maintenant donner des résultats de martingales a temps continu. On donne
d’abord une propriété importante d’indépendance conditionnelle. La tribu o(Zo,...,Z,)
est notée G,,, pour tout entier n.

PROPOSITION 3.29 Soient n un entier et 1 <1 < n. Pour tout j # i, soit t; > 0 et soit
t un réel positif. On a

F o1 F et F' 1 )
j\;é/i R Gn t t 0(Zi_1,Zy) gn

On peut alors déduire de la proposition 6.8 de [58] que, pour touss <t,0<i<n-—1,

FooL o FHY et F L G
i GVET o(Zi,Zis1)VFE!
PrREUVE. La preuve technique de ce résultat se trouve dans la section 3.7. 0

THEOREME 3.30 Soit 1 < k < p. Le processus M, (A, By, -), défini pour tout 0 < t <
t*(A), par

M. (A, By, t) ZM1+ liziealizi ey,

est une (G, V \/1:0] Fi)-martingale & temps continu.

PrREUVE. Ce résultat est un corollaire de la proposition 3.29 et du corollaire 3.17. Les
arguments sont similaires a ceux du théoréme 2.16. 0

On peut en déduire un nouveau résultat de martingale a temps continu.
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LEMME 3.31 Soient 1 < k < p et n un entier. Le processus Mn(A, By, -), donné pour
tout 0 < t < t*(A), par

. t
Ma(A, B, t) =J Ya(A, Bey s)" dMa(A, By, 5),
0

est une martingale & temps continu, dont le crochet (M, (A,By)) vérifie, pour tout
x € E,

v0 <t< t*(A)a <Mn(Aa Bk)>(t)

Px-p.s.

0,

quand n tend vers I'infini.

PrREUVE. Il s’agit d’un corollaire des lemmes 3.24 et 3.27 et du théoréme 3.30. La démons-
tration est similaire a celle du lemme 2.17. 0

REMARQUE 3.32 D’aprés le lemme 3.31, on a, pour tous 0 <t < t*(A) et x € E,

sup |/]\7ln(A) Bk»s)| P—X> O)

0<s<t
d’aprés l'inégalité de Lenglart (voir [5], I1.5.2.1. Lenglart’s inequality).

Dans la suite, on s’intéresse a l'estimation de la quantité T(A, By, -), donnée pour tout
1 <k <p par (3.32).0On estime d’abord la fonction L(A, By, ) définie par,

t
YO <t < t*(A), L(A, By, 1) :J (A, B, s)ds.
0

On consideére l'estimateur de type Nelson-Aalen tn(A, By, -) donné par,

~ t
V0 <t < t*(A), Lu(A,By,t) = J Yo (A, By, s)"dN (A, By, s),
0

ou N (A, By, -) est le processus de comptage donné par (3.8). D’aprés tout ce qui précéde,
le cadre de travail est le méme que dans le chapitre précédent.
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PRroPOSITION 3.33 Soient 1 <k <p, 0<t<t*(A) et x € E. Alors, quand n tend vers
D’infini,

~

sup [L.(A,By,s) —L(A, By,s) Py,

0<s<t

PREUVE. Ce résultat est un corollaire du lemme 3.31 et de la proposition 3.28, et se
démontre en utilisant les arguments mis en avant dans les preuves de la proposition 2.19
et du théoréme 2.20. 0

On s’intéresse au lissage de cet estimateur par des méthodes a noyau afin d’obtenir une

estimation de 1(A, By, -). On rappelle qu’on considére un noyau continu K dont le support

est [-1,1], b >0et 0 <t <t*(A). On peut définir notre estimateur de 1(A, By, -) par,
s—u

= 1t =
V0 <5 <1, lupe(A,Byys) = EJ K( . )dLn(A, By, ).
0

Un calcul direct montre 1’équivalence avec (3.11). On peut maintenant prouver la propo-
sition 3.7.

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.7. L’ensemble des résultats précédents permettent de mon-
trer qu’on est dans le méme cadre que dans le chapitre 2 sur ’estimation du taux de saut
de processus de renouvellement. La démonstration de la proposition 3.7 est alors identique
a celle de la proposition 2.28.

Les différences majeures entre 1’étude menée dans le chapitre 2 et le cadre de cette section
sont les suivantes : l'indépendance conditionnelle (la proposition 3.29) nécessaire pour
avoir le théoréme 3.30 se montre différemment, et le taux de saut considéré ici a une
double dépendance spatiale.

3.4.2 Approximation de f

Cette sous-section est consacrée a la démonstration de la proposition 3.6. Par souci de
lisibilité, on note pour tous x,y € E et 0 <t < t*(x),

t*(x) "
H(x,y,t)zj £Q(x, 5,y)ds + GQ(x, t*(x), y). (3.33)

t
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Donc, par (3.21), on a
H(X)y>t)}\(x»y>t) = fQ(X>t’y)-

Nous allons établir quelques propriétés de H.

LeMME 3.34 On a les résultats suivants.

a) [|H|leo < 400.

b) Pour tous x,y € E, 0 <t < t*(x), H(x,y, t) > m,.

c) Il existe une constante [H];, > O telle que, pour tous x,y,u,v € E et 0 <t <

t(x) A te(u),

[H(x,y,t) — H(w,v, t)| < [Hlpda((x,y), (1, v)). (3.34)

PrREUVE. Tout d’abord, par (3.33), on a

t*(x)

Hix,u,t) < L £Q(x, 5,y)ds + GQ(x, t*(x), y).

G est bornée par 1. De plus, f, t* et (NQ sont des fonctions bornées d’aprés les hypothéses
3.1 et 3.3. Donc,
HEG Y, 1) < Qs (It oI flle + 1)

On montre maintenant que m, est un minorant de H. En effet, par (3.33) & nouveau, pour
tous x,y € Eet 0 <t < t*(x),

Hioy,t) > GQlxy t(x),y) > ma. (3.35)
Finalement, on établit que H est Lipschitz. Par (3.33) et ’inégalité triangulaire,

|H(X)y>t) - H(U,V,t)‘

t* (x)Vt* (u)
<]

1fQ(w, 5,v) — FQ(x, 8,y)|ds + | GQ(u, t*(w),v) — GQ(x, t*(x),y)|.

t

Donc, puisque le produit f(~2 est Lipschitz d’aprés (3.6), on a

|H(X)y,t) - H(u)v)t)‘
< 1t [FQlLipd2 (%, ), (1, v)) + [GQ(u, t* (W), v) — GQ(x, t*(x), y) .
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Avec (3.7), on obtient (3.34) ou
Mty = [t FQlLip + [GQlrsp,

ce qui montre les trois points.

On montre aussi que A est Lipschitz.

LeEMME 3.35 II existe une constante [X]L-lp > 0 telle que, pour tous x,y,u,v € E et
0 <t<tr(x)Atr(u),

’X(X,y,t) - A(U,V,t) < [A]Lide((xvy)v (u,v)).

PREUVE. De (3.21) et (3.33), on a

By By _ ‘fé(x>t>y)H(u>v»t) _fé(u)t)V)H(X>y»t)|
syt =X ) H{w,v, UH(, b, ) '

Donc, avec (3.35), on obtient
- - 1.~ -
’A(x,y,t) A, v, t)‘ < —[QUx Y H{, v t) = FQw, £, vIH(x,y, )]
2

Par I'inégalité triangulaire, cela entraine

‘X(X»y) t) _X(u’v» t)}

< L (1@t I Hl, v, ) — 1L, Ly b, 1)
m;

+ |f(§(X, t)y)H(X>y>t) - fé(u) t)V)H(X>y>t)|>

< (e Qe ity v, ) = My, )]+ M [, £ ) — £Q(, v ).
2

f@ est Lipschitz d’aprés les hypothéses 3.3 et H est Lipschitz par le lemme 3.34. Ainsi,
’X(X,% t) _’}V\(uﬂ)) t)‘ < [X]Lipdz((xﬂj)» (u,v)),

ou [A]iip est donné par

= ool Qllso Ml + Moo F Qs
[A]Lrp— 7 .
m2

Ceci termine la preuve.

¥




REMARQUE 3.36 Sous I’hypothése 3.1 b), on peut donner une nouvelle propriété de la
mesure (. Par (3.2), on a pour tout 1 < k < p,

Qlx,t,By) = J Qlx, t,y)u(dy) > mu(By).

En sommant sur k, on a

P
D By < nll,. (3.36)

k=1

Dans le lemme suivant, on montre que | est une bonne approximation de A.

LEMME 3.37 Soient 1 <k <p,x € A ety € By. Soit 0 <t < t*(A). Alors,

IA(%,y,t) — LA, By, t)| < [Alipdiam; A x By. (3.37)

PrREUVE. Par (3.32), on a

\[AXB u,v, )G (u, v, t)¥(du x dv)

Ax,u,t) —UA, B, t)| < [ Axy,t) —
‘ s oo | s foB (u, v, t)v(du x dv)

Jaxs, A%y, t) — 7\(u v, 1)|G(u, v, t)¥(du x dv)
Jaxe, G, v, t)v(du x dv)

S [X]updiamz A X B],

<

d’aprés le lemme 3.35 et I’hypothése 3.1 b). 0

Maintenant, on peut montrer la proposition 3.6. Nous définissons d’abord la fonction
H(A, By, -) apparaissant dans ce résultat. Elle est donnée, pour tout 0 <t < t*(A), par

1

H(A, By, t) = VA

j Hix, y, i(dy)v(dx), (3.38)
AxBy

ou H a été définie par (3.33).
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PREUVE DE LA PROPOSITION 3.6. On montre d’abord que

P

L Flx Ov(dx) = Y TABL Y | Hixyy, Daldy)vidx)

k=1 AXBk

1

v(A)

< —up [[H]sodiamy A x By, (3.39)

3—1

Soient 1 <k <p, x € A et y € By. En multipliant (3.37) par H(x,y,t), on a
‘fé(x>t>y) _T(A> Bk)ﬂH(X»y)t)) S [’}V\]Lip HHHOOdlamZA X B1)

car H est bornée d’aprés le lemme 3.34. On intégre sur By contre la mesure pu(dy). On
obtient

fQ(X, t) Bk) _T(A) Bk) t) J

Bk

H(x,y,t)u(dy)‘ < w(Bi) AlLyp |[H]|odiam; A x By
En sommant sur k entre 1 et p, on a

1
— Al ||H||diam; A x By,
m

P
)= Y VA Byt J Hix,y, Di(dy)| <
k=1

avec (3.36). Finalement, on intégre sur A contre v(dx).

P
[ fon om0 = Y UABG | Hixy, ividxn(y)
A k=1 AXBk
Al ~
< %mm |H||odiam; A x By. (3.40)

En divisant chaque terme de (3.40) par v(A), on montre (3.39). De 'autre c6té, on a

A f(x, t)v(dx)
v(A)

f(Ent) - S [f]updiam A, (341)

puisque f est Lipschitz par les hypothéses 3.3. Finalement, (3.39) et (3.41) donnent le
résultat par 1’'inégalité triangulaire.

3.4.3 Estimation de H
Soient & € A et 0 <t < t*(A). Pour estimer f(&,t), on estime T(A, By, t) et ﬁ(A, By, t)

pour tout 1 < k < p, d’aprés la proposition 3.6. Nous allons voir que la quantité H(A, By, t)
peut étre vue comme une probabilité conditionnelle.
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ProPOSITION 3.38 Soit 0 < t < t*(A). Alors,
J H(x,y,t)v(dx)u(dy) =Py (S; > t,Z; € By, Zy € A). (3.42)
AXxBy

Cela entraine immédiatement que

H(A, By, t) = Py (S1 > t,Z; € By|Zy € A).

On peut rappeler que v(A) est strictement positif d’aprés la remarque 3.20.

PREUVE. Par (3.30) et la remarque 3.16, on a pour tout t < t*(A),

Py (S1 >t,Zy€By,Zo e A) = T](A x By x [t, —|—OO[) (343)

= J G(x,y,t)v(dx x dy).
AXBk

Ainsi,

P.(S1 >t,Z, € By, Zy € A) =J G(x,y,t)v(dx)R(x,dy),
AXBy
par (3.29). Donc, avec ’expression de R (3.16), la définition de G (3.23) et la définition de
H (3.33), on a

G(va) t)R(X> dy) = H(X>y) t)u(dy)a
ce qui montre (3.42). 0

Soient A € C;, 1 <k <pet0<t<t(A). On peut estimer la probabilité conditionnelle

H(A> Bk>t) - PV(S1 > 1, Zl € Bk|ZO € A))

par sa version empirique donnée par (3.12). La convergence uniforme presque siire est
donnée dans la proposition 3.8. On montre d’abord la convergence ponctuelle.

LEMME 3.39 Pour tous 0 <t < t*(A), x € E, on a, quand n tend vers l’infini,

~ Px-p.s.
e

Pn(A, By, t) — H(A, By, t) 0.
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PREUVE. On applique le théoréme ergodique a (Z,, Z,.1,Sni1). Donc, quand n tend vers
I'infini,
1 ! Px-p.s.
Z lz.enlizieBolis s>y —— M (A x By x]t, +oo[)
i=0

Avec (3.43) et (3.42),

n

n—1
1 Px-p.s.
— Z 1{216/\}1{21“EBk}1{51+1>t} _p) J H(X,y, t)V(dX) },L(dy) (3.44)
n AxBy

De plus, en appliquant le théoréme ergodique a (Z,), on a

1 n—1

- Y Lzien —25 v(A). (3.45)
i=0
(3.12), (3.44) et (3.45) montrent le résultat. 0

On peut maintenant donner la démonstration de la proposition 3.8, qui établit que 1’es-
timateur p,(A,By,-) est uniformément consistant. Ce résultat peut étre vu comme un
équivalent du théoréme de Glivenko-Cantelli mais dans un cadre markovien.

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.8. Puisque A et k sont fixés dans la suite, on écrira ﬁ(t) a
la place de H(A, By, t) par souci de lisibilité. D’aprés le lemme 3.39, pour tout s, P, (V) =1
ou l’ensemble Y est donné par

T = {Pn(A, Biys) = H(s)}

On montre d’abord que H est une fonction strictement décroissante. Par (3.33) et le théo-
réme de dérivation sous le signe intégrale, H’ vérifie,

w<s<t H(s) — —ﬁj f(€, $)Q(E, 5, Br)v(dE)
A

w(By)m
V(A)

J f(&,s)v(d&),
A

par (3.2). D’aprés les hypothéses 3.3, f est strictement positive. Donc, [, f(&,s)v(d&) >0
puisque v(A) > 0. Par conséquent, H'(s) < 0 pour tout s, et H est strictement décroissante.
En particulier, il s’agit d’une bijection de [0, t] dans [a, b], o

[a,b] = [H(t), Py (Z) € BylZ, € A)},
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puisque, par la proposition 3.38,
H(0) = P,(Z; € BilZ € A).

Pour tout couple d’entiers (1, m), avec 0 <1 < m, on considére
~ —1)(b—
X(l,m)=H" (a+ (m 1)15 a)) .

Par construction, on a pour tout 0 <1 <m-—1,

H(X(1+ 1,m)) — H(X(l,m)) = b-a

m
Ainsi, pour s € [X(l,m),X(l+1T,m)[avec 0 <1< m—2, ou pour s € [X(m—1,m), ], on
a

Pn(A, By, s) —H(s) > Pnl(A, By, X(L+1,m)) — H(X(1,m))

> Bu(A, By, X(L+1,m) — H(X(L+1,m)) + bn_la, (3.46)
Pn(A, By, s) —H(s) < PnlA, By, X(L,m)) — H(X(L+1,m))

< PulA, By X(Lm)) — AKX, m) — (347)

car H et Pnl(A, By, ) sont décroissantes. Soit 0 < s < t. Il y a deux possibilités : soit
s € [X(m — 1, m),t], soit il existe 0 < 1 < m — 2 tel que s € [X(1l,m),X(1+ 1, m)[. Avec
(3.46) et (3.47),

R ~ b—a
sup |pn(A,By,s) —H(s)| < apm + ,
0<s<t m
ou
ctnm = SUP [P, Bio X(1,m)) — F(X(L,m))].
0<1<m
Soit

Q= ﬁYX(Lm) and Qg =[] Qn.

1=0 m>2

Par conséquent, quand n tend vers l'infini
Vw € Qn, otym(w) — 0.

De plus, P,(Q.,) = 1 puisque Q,, est une intersection finie d’ensembles de probabilité 1.
Finalement,

limsup sup |Pn(A, By, s) — H(s)| < inf — a P.-p.s.,

n—+oo 0<s<t m>2 m

puisque P, (Q.) = 1 comme intersection dénombrable d’ensembles de probabilité 1.
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3.5 Simulations

Dans cette section, on présente quelques résultats numériques d’estimation obtenus
dans deux applications utilisant les PDMP. La premiére concerne la modélisation du mou-
vement d’une bactérie dans un environnement restreint (voir par exemple [47]). Le second
exemple traite de ’évolution au cours du temps de la taille d’une cellule (voir notamment
[38]), et est un cas particulier de modéle de croissance-fragmentation.

3.5.1 Mouvement d’une bactérie

On considére un PDMP (X,) défini sur 'espace d’état D x Z, ou
D={xeR*: Ix]l2 < 1} et 7 =10, 2m[.

On suppose que le point de départ du processus est Xy, = (0,0, 7). Soient x = (x1,x2) € D
et 0 € Z. Le flot ® est donné par,

vt >0, ®((x,0),t) = (x; +tcos(8),x; + tsin(6),0).

Le processus (X;) a deux composantes : la premiére modélise la position dans le disque
D, tandis que la seconde modélise la direction du mouvement qui a lieu dans D. Le taux
de saut A est donné par A((x,0)) = 5+ ||x||;. Puisque A ne dépend pas de l’angle 0, on
écrira A(x) par souci de lisibilité. Finalement, le noyau de transition Q est défini, pour
tous A € B(R?) et B € B(R), par

1 1
Q((x,0),A x B) = ra JA 1p(y) exp (_Z_cyzHy —xH%) dy JB 17(uw)du,

X
ot K, est la constante de normalisation adéquate et o2 un paramétre de variance. Lorsqu’un
saut a lieu, la nouvelle position dans D est choisie selon une loi normale centrée en la
précédente. Le nouvel angle de direction est choisi aléatoirement uniformément dans 7.
On a représenté deux trajectoires du processus dans la figure 3.1.

Ce processus peut modéliser le mouvement d’une bactérie dans un environnement clos
(voir [47]). La bactérie se déplace sur une ligne droite & vitesse constante. Elle change
spontanément et aléatoirement de direction. Pendant la rotation, sa position peut étre
légérement perturbée (le parameétre o? est choisi petit, 0> = 10~* dans les simulations).
Ensuite, la bactérie se déplace a nouveau de maniére rectiligne. Un changement de direction
a lieu également lorsque la bactérie rencontre la frontiére de son environnement. Dans notre
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FIGURE 3.1 — Deux trajectoires du processus jusqu’au 10°™¢ saut (a gauche) et jusqu’au
1000°™¢ saut (& droite).

modele, le taux A dépend seulement de la distance de la bactérie au centre du disque. Le
changement de position de la bactérie lors d’'un saut est modélisé par un noyau gaussien
afin que les hypotheéses 3.1 sur le noyau de transition soient vérifiées.

Dans la suite, on se focalise sur l'estimation de la densité conditionnelle f(xy,t) pour
xo = (0,0). On peut donner la formule explicite de f(xo,t),

vt >0, f(xo,t) = (54 t)exp (— t(5+ t/2)).

Pour tous y € E et t, on choisit d’approcher le taux X(xo,y,t) par T(A, By, t), ot A est
le disque centré en x, de rayon ¢ et By = A, B, = D\ A, c’est-a-dire que (By) est la
partition de D la plus simple qu’on puisse considérer. On simule une longue trajectoire du
processus : l'observation de 50000 sauts est disponible pour estimer f. Dans la suite, on
choisit ¢ = 0.2. En particulier, cela implique que t*(A) = 0.8. Par conséquent, on décide
d’estimer T(A, By, t) sur 'intervalle [0.05,0.75]. La fenétre de lissage ..(A, By) peut s’écrire

de la facon suivante,
1

hﬂ(A) Bk)“)

ol h,, (A, By) est le nombre (aléatoire) de visites dans A suivies par une visite dans By, et

o=1/3.

Bn(A> Bk) =
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On présente nos résultats numériques a partir de différents nombres de sauts observés.
Plus précisément, les estimations de f(xo,t), avec t entre 0 et t*(A), sont données dans la
figure 3.2 & partir de 10000, 25000 et 50 000 données. De plus, on donne dans la figure 3.3
les estimations au temps t = 0.64 en fonction du nombre de sauts observés, a partir de
deux trajectoires observées du PDMP.
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FIGURE 3.2 — Estimation de la densité conditionnelle f(xo,t), avec xo = (0,0) et 0.05 <
t < 0.75, a partir de différents nombres de sauts observés.
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FIGURE 3.3 — Estimation de la densité conditionnelle f(xo,t) avec xo = (0,0) au temps
t = 0.64 pour deux trajectoires indépendantes, a partir de différents nombres de sauts
observés. La ligne horizontale représente la valeur recherchée.
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3.5.2 Un modéele de croissance-fragmentation

Le PDMP (X;) qu’on considére ici modélise la taille d’une cellule. Celle-ci croit ex-
ponentiellement au cours du temps, puis se divise en deux cellules filles a un taux A qui
dépend de sa taille. Dans notre application, on suppose que la taille de la cellule ne peut
excéder un certain seuil. Dans la suite, ’espace d’état du processus (X;) est E =0, 3[. Pour
tout x € E, le flot déterministe @ (x,t) est donné, pour tout t > 0, par

D(x,t) = xexp(tt),

ou T = 0.9 dans nos expériences numériques. On suppose que les temps inter-sauts sont
distribués selon la loi de Weibull dont le paramétre de forme est 'inverse de la taille de la
cellule. Plus précisément, pour x € E et t > 0, la loi conditionnelle f(x,t) est donnée par

t(1fx)/x exp (_t1/x)
" .

f(x,t) =

Finalement, le noyau Q(x,-) est choisi gaussien de moyenne x et de variance o (0% =
1072 dans nos simulations). Une représentation graphique de la densité d’intérét f et une
trajectoire d’un tel PDMP sont représentées dans la figure 3.4.

Size of the cell

FIGURE 3.4 — Représentation de la densité conditionnelle d’intérét f(x,t), avec 0.2 < x < 3
et 0.2 <t < 3 (& gauche) et un exemple d’évolution de la taille de la cellule jusqu’au 10°™¢
saut (& droite).

On s’intéresse a l'estimation de la loi conditionnelle f pour les états x; = 0.315 et
x; = 0.685. Comme dans la partie précédente, pour tous y € E et t > 0, le taux A(x,y,t)
est approché par 1(A, By, t), ot A =]x; —&,x; + e[ et By = A, B, =D\ A. Dans les deux
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cas, t*(A) > 1.5 pour ¢ < 0.2. Par conséquent, on présente les résultats d’estimation
sur l'intervalle [0,1.5]. On donne dans la figure 3.5 les estimations & partir de différents
nombres de sauts observés, avec ¢ = 0.1. La fenétre de lissage (A, By) est choisie de la
méme maniére que dans l’exemple précédent. Pour le temps t = 0.25 et les états x; et x,,
on donne les diagrammes en boite de notre estimateur a partir de 50 réplications dans la
figure 3.6.

0.315
15
0.685

0.8
|

— true density
- estimate from 10 000 jumps
estimate from 20 000 jumps

- estimate from 30 000 jumps
——- estimate from 40 000 jumps

1.0
0.6
|

0.5
1
04
|

0.2

0.0
|

Conditional density given state:
Conditional density given state:

Time Time

FIGURE 3.5 — Estimation de la densité conditionnelle f(x,t), pour x = x; (& gauche) ou
x = x; (& droite), & partir de différents nombres de sauts observés. La vraie densité est en
ligne pleine.
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FicUre 3.6 — Diagrammes en boite a partir de 50 réplications de notre estimateur de
f(x, 1), pour x = x; (& gauche) et x = x, (& droite) au temps t = 0.64, a partir de différents
nombres de sauts observés. La ligne horizontale en pointillés représente la vraie valeur.

Un probléme naturel est le choix du parameétre €. Lorsque ¢ est grand, le nombre de
données disponibles est grand, mais T(A, By, t) peut étre une mauvaise approximation de
X(x,y,t). On se propose d’illustrer ces considérations en estimant f(x,t) pour les états
X7 et x; au temps t = 0.64, pour différentes valeurs de €. On peut observer sur la figure
3.7 que ¢ = 0.2 n’est pas un choix judicieux, bien que le nombre de visites dans A soit
approximativement de 27%. Pour ¢ = 0.1 (respectivement ¢ = 0.01), le nombre de visites
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dans A est proche de 13% (respectivement de 7%). Un choix approprié du paramétre ¢ est
le résultat d’un bon compromis entre un grand nombre de visites dans A et la qualité de
I’approximation du taux de saut A.

0.20
|
0.72
|

0.25

=0.25

|

0.18
1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

0.685 and time
0.68
|

0.14
1
0.64
1

Conditional density given
0.315 and time
0.16
|
Conditional density given

state:
state:

0.12
|
0.60
|

£¢=0.05 e=0.1 £=0.2 £¢=0.05 e=0.1 e=0.2

Size of the set A Size of the set A

Ficure 3.7 — Diagrammes en boite a partir de 50 réplications de notre estimateur de
f(x,t), pour x = x; (& gauche) et x = x, (& droite) au temps t = 0.64, & partir de 50 000
sauts observés et pour différentes valeurs de ¢. La ligne horizontale représente la valeur
recherchée.

3.6 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, on a proposé et analysé une méthode d’estimation non paramétrique
de la densité conditionnelle des temps inter-sauts d’'un PDMP défini sur un espace mé-
trique. Une partie de cette étude concerne l’estimation de la loi des durées inter-sauts
sachant les positions passée et future du processus lors des sauts. Pour cela, on s’est ap-
puyé sur la méthodologie mise en ceuvre dans le chapitre 2. En analysant les liens entre la
densité conditionnelle d’intérét f et ce taux de saut, on a introduit et estimé une approxi-
mation spatiale de f. Sous des hypothéses reliées aux caractéristiques du processus, on a
montré la convergence uniforme en probabilité sur tout compact de notre estimateur de
f. Les résultats numériques obtenus apparaissent satisfaisants dés lors que le nombre de
données est suffisamment grand.
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Comme dans le chapitre 2, le choix de la fenétre de lissage ([3,,) et la discrétisation de
I’espace doivent étre analysés et discutés d’un point de vue théorique et numérique. En
effet, pour des applications statistiques, il est important de choisir de maniére adéquate
ces paramétres. Enfin, & partir de la relation A = f/G, on pourrait estimer la quantité A
via une estimation de la fonction de survie conditionnelle G. Cela permettrait de proposer
une procédure d’estimation non paramétrique pour le « vrai » taux de saut A du PDMP.

3.7 Preuve de la proposition 3.29

Pour la premiére indépendance conditionnelle, soient hy,...,h, des fonctions mesu-
rables bornées de R, dans R. On a G, C G, V 0(d,1) et, d’aprés (3.1), h.(S,) est
Gn V 0(6,,_1)-mesurable. Donc,

|—|

hi(S1) ... ha(Sn )Ign]
Vo |:EVO |:h’1 . ( )’0—( n—1 \/gn”gn]

. [hﬂ(sn)Evo (1) Pt (S )10 (801) V Ga] |G (3.48)

E
E

De plus, toujours par (3.1), (8, 1)V Gn C 0(0n_1) V Gn 1V 0(en_1). Par conséquent,

Eve [M1(S1) - .. Ry (Snct)|o(8n1) V G
= By [Evo [ (S1) - R 1 (Sw )I0(80 1)V ot V olen )] [ 0100 1)V G| (3.49)

Néanmoins, hi(S1) ... hy_1(Sn_1) est GV 0(8o, ..., dn_2)-mesurable, et de plus,
0(en_1)V 0(8n1) L Gnt V 0(80y ..., 0n2).
Avec (3) [19, page 308],
Evo [Ri(S1) - Mt (Sut)I0(8n1) V Gnt V 0(en1)] = Evg [Mi(S1) + o - Fnt (Snt) Gt ] -
Finalement, avec (3.49),
Eve [P1(S1) -+ - hn1 (Snct)lo(8n1) V G| = Evg [ha(S1) .+« . has1 (St |Gt |-

Alors, par (3.48),

Evo [h](S]) ( )|gn] — Evo [h1( ) hn 1( n— 1)’fgvnf1]Evo[hn(Sn)|gn]-
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Par une récurrence immeédiate, on a

n

Ev, [1(S1) ... hn(Sn)IGn] = [ [ Eve [hi(S0)I GiJ.

i=1

Prenons, pour j # i, hy = 1. Alors,

Evo [Ni(S1)] Gn] = Ex, [M:(S0)] Gi]. (3.50)
Ainsi,
Evo [M1(S1) .. hn(Sn)IGn] = | ] Evo [i(S1)IGn].
i=1

Cela montre que
\V als)) L (s,
A "
et cela entraine directement le résultat recherché. Pour la seconde indépendance condition-
nelle, soient maintenant h; : R, — R et h, : E™' — R des fonctions mesurables bornées.
En remarquant que o(Z; 1,Z;) C G, on a
Ev, [h1(Si)ha(Zoy ..., Zy)0(Ziy, Z3)]
= Evo |:Evo [hl (Si)hZ(ZO) RS} Zn)| gn] ’O—(Zifl ) Zl)]
= Evo |:h2(ZO» ceey Z'TL)EVO [hl (Sl)| gn} ‘O-(Zi—l ) Zl)] . (351)
On va prouver que
Ev, [Mi(Si)l Gn] = Ev, [ (Si)lo(Zis, Z3)]. (3.52)

Par (3.50), on a
Evo [h1 (Sl)| gn] = Evo [hl (Si)|G(ZO> (KRS Zl)} .

Donc, pour établir (3.52), on peut se contenter de montrer

O'(Si) L O'(Zo,...,zifz). (353)

De (3.1), on a
o(di1y€i1) L 0(Zoy...yZia) V O(Ziy).

Donc, d’aprés la proposition 6.8 de [58] dans le sens =, on a

G(éi—h Ei—]) 1 G(ZO) sy Zi—2)° (354)

o(Zi—1)
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De plus, il est facile de voir que

0(Zoy. .y Zi2) (ZJ— )G(ZH)- (3.55)
O0(4£i—

Donc, avec (3.54), (3.55) et la proposition 6.8 de [58] & nouveau, mais dans le sens <, on
a
o(Zi1,0i1,601) L 0(Zoy...,Zi2).

o(Zi

On a de plus I’égalité des tribus,
0(Zi1yZiy 8i1y€i-1) = 0(Zi1,8i-1, €i-1),
puisque la variable Z; est générée par Z; ; et les erreurs 0; ; et ¢; ;. Ainsi,

0(Z)V o(Zi_1,0im1,6i01) L 0(Zoy...,Zisy).

o(Zi—1)
Donc, & nouveau par la proposition 6.8 de [58], dans le sens =, on a

o(Zi_1,0ii1y6i1) L o(Zoy...yZisy).

o(Zi-1,Z3)

Cela montre (3.53) puisque le temps S; est généré a partir de Z; | et de 'erreur 6; ;. On
a donc montré (3.52). Par conséquent, (3.51) et (3.52) ménent a

EVO [h] (Si)hz(z(), .oy Zn)’(f(zi—h Zl)]
= EVo [h1 (Si)lcr(ZH y Zl)} Evo [hz(ZOa ceey Zn)|G(Zi—1 ) Zi)})

ce qui montre le résultat voulu.
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Chopibre 4

APPLICATION DE LA QUANTIFICATION
OPTIMALE A LA METHODE SIR

Ce chapitre est consacré a une application de la quantification optimale en norme LP a
la méthode SIR (pour I’anglais Sliced Inverse Regression) dans le but d’étudier le modéle
de régression semi-paramétrique Y = f(’X,¢e). Ce type de modele est utilisé lorsque la
dimension de la variable explicative X est grande. On cherche alors a déterminer quelles
composantes de X sont importantes pour décrire le comportement de la variable d’intérét
Y. Dans ce chapitre, on approche la variable X par sa projection optimale en norme LP sur
une grille finie & N points, et on détermine une approximation 3 de (3. Dans un second
temps, on approche la loi conditionnelle de Y sachant 3’X par la loi conditionnelle de la
projection de Y sachant la projection de 3 X. Les résultats d’approximation sont a chaque
fois donnés avec les vitesses de convergence correspondantes et sont illustrés par une étude
de simulations. Ce travail a donné lieu a I’article Optimal quantization applied to Sliced
Inverse Regressiton [11], avec Anne Gégout-Petit et Jérdme Saracco, publié dans Journal
of Statistical Planning and Inference.

Le chapitre est organisé de la fagon suivante. La section 4.1 est introductive sur 1’ap-
plication de la quantification a la méthode SIR. La section 4.2 est entiérement consacrée a
un panorama de la quantification optimale de vecteurs aléatoires et de chaines de Markov.
Cette partie est indépendante et n’est pas extraite de l'article [11]. La suite du chapitre
reprend l’ensemble de ’étude publiée dans [11]. Dans la section 4.3, on propose une mé-
thode d’approximation du modéle de régression non paramétrique Y = f(U, ). Le modéle
semi-paramétrique est étudié dans la section 4.4 : on montre comment approcher le pa-
rameétre inconnu 3 dans la sous-section 4.4.1 alors que la prédiction pour le modele de
régression semi-paramétrique est étudiée dans la sous-section 4.4.2. On trouve l’ensemble
des preuves des résultats des sections 4.3 et 4.4 dans la section 4.7. Des simulations illus-
trent les méthodes mises en ceuvre dans la section 4.5. Une conclusion et des perspectives
a ce travail sont données dans la section 4.6
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4.1 Introduction

Lorsqu’on étudie la régression d’une variable réponse Y sur une variable explicative X
d-dimensionnelle, on cherche une représentation parcimonieuse de la loi conditionnelle qui
nous intéresse. Dans beaucoup d’applications pratiques, la dimension d de la variable X est
trés grande, ce qui induit une étude statistique difficile. Une approche classique lorsqu’on
rencontre ce type de probléme est la réduction de la dimension de la partie explicative du
modeéle sans perte d’information, et sans considérer un modéle trop spécifique. Pour cela,
il existe différentes méthodes de réduction de dimension dont 1’objet est de remplacer la
variable explicative X par une combinaison linéaire de ses composantes.

Dans ce chapitre, nous considérons le modéle semi-paramétrique suivant,
Y =f(B’'X,¢), (4.1)

ou la variable réponse Y est réelle et est liée, v2a une fonction de lien inconnue f, au vecteur
aléatoire d-dimensionnel X a travers un paramétre inconnu f3, lui aussi de dimension d.
La variable aléatoire ¢ est un terme d’erreur indépendant de X. Le modéle (4.1) peut aussi
étre défini par Y L X|B’X ot le symbole | représente 'indépendance. En particulier, cela
signifie que pour la régression de Y sur X, une statistique suffisante est la combinaison
linéaire B'X.

Il existe de nombreuses méthodes statistiques pour identifier et estimer le sous-espace
vectoriel engendré par le parameétre 3. On peut citer notamment la méthode Sliced Inverse
Regression (SIR) introduite par Duan et Li en 1991 dans [40], ou les méthodes Principal
Hessian Directions (voir par exemple [22]) et Sliced Average Variance Estimation (SAVE)
(voir [23]) développées par Cook. Sans hypothése supplémentaire, seul le sous-espace en-
gendré par 3 est identifiable dans ce modéle. Il est souvent appelé sous-espace central de
réduction de la dimension ou sous-espace EDR pour 'anglais Effective Dimension Reduc-
tion. Pour estimer ce sous-espace, la méthode SIR utilise des propriétés de l’espérance
conditionnelle de la variable explicative X sachant la variable d’intérét Y sous certaines
conditions sur la loi de X, tandis que la méthode SAVE est basée sur des propriétés de
la variance conditionnelle de X sachant Y. Dans ce papier, on se focalise uniquement sur
I’approche SIR qui est devenue au fil du temps la méthode standard, notamment grace
a sa simplicité de mise en ceuvre. L’idée principale est de trancher 1’espace d’arrivée de
Y en H sous-ensembles S;,. On pose alors Y = {fh:Y € S} pour h € {1,...,H}. 1l s’agit
d’une version discréte de la variable réponse Y. En particulier Y peut étre vue comme
une projection de Y sur une grille finie. Sous une hypothése portant sur la loi de X et
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une autre qui permet d’assurer que le modéle de régression n’est pas un cas patholo-
gique, on peut montrer que le sous-espace propre associé a la plus grande valeur propre
de la matrice ST est collnealre au vecteur inconnu {3, ou la matrice T est donnée par
T= Zh:] (Y € Sp)(EIX|Y € Su]—EXD(E[X]Y € Sp]—E[X])’ et peut facilement étre estimée
par sa version empirique.

Dans ce travail, on propose d’utiliser la quantification optimale afin de déterminer une
approximation numérique du vecteur 3 et de la loi conditionnelle de Y sachant 3'X. Un
panorama de la quantification optimale d’un vecteur aléatoire et d’une chaine de Markov
est donné dans la section 4.2 afin de bien présenter cet outil qui est un point clé de notre
approche. Dans la section 4.3, on utilise la quantification optimale dans le but d’approcher
un premier modeéle de régression non paramétrique. Puis, dans la section 4.4, on étudie
le modéle semi-paramétrique (4.1). On propose d’abord, dans la sous-section 4.4.1, une
méthode d’approx1ma1:10n de la direction de 3. L’idée est de remplacer X par sa projection
optlmale XN. On note FN = Var(E XNlﬂ On montre que FN converge vers la matrice
T quand N tend vers l'infini, et on contrdle la vitesse de convergence. De ce résultat,
on montre la convergence de la suite des sous-espaces propres principaux de ( FN) vers la
direction de 3. En pratique, la quantification optimale est souvent utilisée pour approcher
des espérances conditionnelles (voir par exemple [34] et [35]). Dans la sous-section 4.4.2, on
propose d’utiliser la quantification optimale dans le but d’approcher la loi de Y sachant X,
c’est-a-dire sachant 3'X pour le modéle considéré, et nous montrons — en nous appuyant
sur l’étude de la section 4.3, — un résultat de convergence quand le nombre de points
des grilles tend vers l'infini. Cette approche est intéressante car la plupart des papiers
portant sur la méthode SIR ne s’attachent pas a proposer une méthode d’estimation de la
fonction de lien. Seuls quelques papiers sur ce sujet sont disponibles dans la littérature,
par exemple [48]. Dans la section 4.5, nous illustrons notre approche par des simulations
et nous illustrons le bon comportement de nos approximations pour différentes tailles
d’échantillons. Les preuves de ’ensemble des résultats des sections 4.3 et 4.4 se trouvent
dans la section 4.7.

4.2 Quantification optimale en norme LP

La quantification optimale en norme LP consiste & déterminer une ou la meilleure
approximation prenant un nombre fini et fixé de valeurs d'une variable aléatoire. Les
applications de la quantification optimale sont nombreuses, notamment en intégration
numérique et en finance (voir par exemple [69, 71]). Récemment, la quantification optimale
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a été un outil clé dans le traitement de problémes numériques (arrét optimal, contréle
impulsionnel, moments des temps de sortie) pour les processus markoviens déterministes
par morceaux (voir notamment [16, 33, 35]). Dans cette section, on s’intéresse d’abord a
la quantification d’un vecteur aléatoire, puis & deux méthodes d’approximation numérique
pour les chaines de Markov. Nous nous sommes inspirés de celles-ci dans le but de proposer
une version quantifiée du modéle semi-paramétrique d’intérét (4.1).

4.2.1 Quantification d’'un vecteur aléatoire

On présente ici quelques résultats classiques en quantification d’un vecteur aléatoire.
Ils sont extraits de [50, 69, 71]. On montre notamment que considérer une meilleure ap-
proximation en norme LP d'une variable aléatoire a du sens. On donne aussi des résultats
asymptotiques sur ’erreur de quantification et on s’intéresse a un algorithme de gradient
permettant d’obtenir la version quantifiée d'une variable aléatoire.

On considére un vecteur aléatoire X sur un espace de probabilité (Q, F,P) et a valeurs
dans RY, muni de la tribu borélienne B(RY) pour la norme euclidienne | - |. Dans toute la
suite, Aq désigne la mesure de Lebesgue sur RY. Pour toute grille y = {x',...,x"} de N
points de R¢, la projection sur y au plus proche voisin est donnée par

N
Proj, : x — Proj, (x) = inlcm)(x),
i=1
ot {Cy(v),...,Cn(v)} est une partition d’ensembles mesurables de R vérifiant,
- . 4.y — i — min Iy —
V1 <i<N, Ci(y)C {XGR Dox — x| 121%11\1')( xl}.

Soit p > 1; nous supposons que le moment d’ordre p de la loi Px de X est fini. On considére
I'application QR (Px)(-) définie sur RN par

QU(Px) +(x!,...,xN) = X = Proj, (X},

avec v = {x',...,xN}. On désigne par C l'’enveloppe convexe fermée de X(Q) et par Dy
I’ensemble des N-grilles dont les éléments sont deux a deux distincts. Dans la suite, nous
noterons simplement QF, pour QX (Px)(-).
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PROPOSITION 4.1 On suppose que le cardinal de X(Q) est infini. Alors ’application QX
est continue et différentiable Aqn-presque partout, et atteint son minimum sur CNNDy.

En vertu de ce résultat, parler de meilleure approximation en norme LP d’une variable
aléatoire a du sens. Pour une variable aléatoire X, un probléme naturel est alors de déter-
miner une N-grille y* telle que ’erreur LP induite par la projection sur v}, est minimale,
1d est

Y\ € arg min X = Proj, (Xl (4.2)

ou, lorsque A est un ensemble, |A| désigne son cardinal. Une approximation de X est alors la
variable aléatoire Projm (X). Nous verrons plus loin que la grille de quantification optimale
pour la loi uniforme est unique et peut s’écrire explicitement. Pour la grande majorité des
lois, ce n’est malheureusement pas le cas, mais nous donnerons un algorithme de gradient
qui permet de résoudre numériquement ce probléme.

La proposition et le théoréme qui suivent précisent le comportement asymptotique de
l'erreur de quantification. Le premier est une généralisation d’un résultat de Pierce de
1970 (voir [73]). Nous utiliserons ce résultat dans la suite de ce chapitre. Dans la suite, v},
désigne une grille satisfaisant (4.2).

PROPOSITION 4.2 Si X est dans LP*® pour un certain & > 0, alors il existe des constantes
strictement positives D4, D,, D3 telles que, pour tout N > D3, on a

IX — Proj, (X)|[F < NP4 |Dy||X|215 + D3| . (4.3)

L’erreur de quantification est donc de ’ordre de N/4. On peut méme é&tre plus précis
puisqu'’il s’agit de ’ordre exact de convergence. Le théoréme suivant (voir le chapitre II de
[50]) est une généralisation du théoréme de Zador de 1962 (voir [87]) qui avait démontré
ce résultat pour p = 2.
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THEOREME 4.3 On suppose qu’il existe § > 0 tel que X est dans LP*® et qu'on a la
décomposition Px(dx) = g(x)Aq(dx) + v(dx) ou v est étrangére a Aq. Alors, il existe
une constante |, 4 indépendante de la loi de X telle que, quand N tend vers I'infini,

NP4)X — Proj, (XI5 = Jp.allgllasiasp)-

La constante ], 4 est la limite quand N tend vers l'infini de la partie de gauche lorsque X
suit la loi uniforme sur 'hypercube unité de dimension d. On ne sait pas calculer cette
constante en général sauf dans le cas d = 1 comme on le verra plus loin. L’expression de
la constante J,; est donnée dans la suite (voir (4.5)).

REMARQUE 4.4 L’hypothése d’existence d’un & > 0 tel que le moment d’ordre p + & de
X est fini est importante. Pour s’en convaincre, on peut considérer I’exemple suivant. Soit
pour tout k > 2, x, = 3 x 2¥"'. On considére la variable aléatoire discréte X a valeurs dans
{x : k > 2} dont la loi est donnée, pour tout k > 2, par P(X = xi) = C/2*kIn?*(k), o C
est la constante de normalisation. Alors X est dans LP mais jamais dans LP™® pour & > 0,
et on a

lim NPQRX (YN) = +oo.

N—+o00

Nous venons d’étudier 1’existence d’une grille de quantification optimale ainsi que le
comportement asymptotique de l’erreur de quantification. Mais, en pratique, comment
obtenir une grille optimale ? Pour la loi uniforme, on peut mener des calculs exacts et ob-
tenir une telle grille. Pour la plupart des lois, cette démarche n’a aucune chance d’aboutir;
ce probléme est alors résolu numériquement par un algorithme de gradient stochastique.
Celui-ci est justifié par la proposition 4.5 et le théoréme 4.1. Par convention, x/|x| = 0
lorsque x = 0.

PROPOSITION 4.5 Si p > 1 et si le moment d’ordre p de X est fini, alors QX est
continiment différentiable en toute grille y € Dy telle que

N
Px (U acm) =0.
i=1
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En une telle grille, le gradient est donné par

X' =&
vQhm =p (| - er e
Lorsque p = 1, le résultat est encore vrai en toute grille y telle que Px({x'}) = 0 pour

tout 1 <i < N.

Les grilles v qui minimisent ’erreur LP de quantification sont parmi les grilles qui annulent
le gradient VQY,. Si X est la projection sur une telle grille de X, on dit que X est un
quantifieur stationnaire, et on a la propriété qui suit.

ProPOSITION 4.6 Pour tout N et pour tout p > 1, si y* est une N-grille telle que
VQX(y*) =0, alors on a
E[XIX] =X, (4.4)

ot X = Proj, . (X).

On en déduit deux corollaires immédiats : on a 1'égalité EDA(] = E[X], et pour tout r > 1,
I1X|l+ < |IX||+, par contraction dans L™ de I’espérance conditionnelle.

On cherche une grille stationnaire vza un algorithme de gradient stochastique. Dans la

suite, pour toute grille y = {x',...,x"} et tout point & de R¢, on pose
i X! E,
vk, ) =p (- £ cnl®)
| E,| 1<i<N

Il s’agit de l'erreur locale de quantification. L’algorithme de gradient peut étre défini ainsi.

1. v, est une grille initiale de Dy.

2. Lorsqu’on dispose de la grille y;, on propose

O s
Ys+1 = Vs — ?-Hvxq% (ys> E» +])7
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ou la suite (&) est une suite de variables aléatoires indépendantes de loi Py, et la suite
(6) est déterministe, positive, et vérifie

Zész+oo et ZS§<+OO.

s>1 s>1

Sous certaines conditions, on a convergence de ’algorithme vers une grille optimale (voir
dans [72] le théoréme 2.4). L’algorithme de gradient stochastique permet d’obtenir en
général de bons résultats numériques, pour certaines lois et lorsque la suite (8) est bien
choisie. Dans le cas de la quantification optimale de la gaussienne centrée réduite en norme
L% pour N quantifieurs, on prendra comme conseillé dans [72],

4N'/4
v 2T b= N N2y

Des résultats graphiques — les figures 4.1 et 4.2 — sont présentés plus bas. Il s’agit de grilles
obtenues apreés dix mille et cent mille itérations de 1’algorithme de gradient stochastique.

Dans le cas de la loi uniforme sur le segment unité, les calculs peuvent étre menés de
maniére exacte. En effet, pour cette loi, pour tout entier N > 1 et pour tout p > 1, on a

x]+xz 1 1 N
2 x' —& X" =&
P _ 1 gpp-1 N _ gp-1
VQR(y) = ( J - LI j R ad&) ,
en toute grilley = {x], ..., xN} C [0, 1] dont les éléments sont rangés dans 1’ordre croissant.

Ecrire VQX, (v) = 0 méne au systéme suivant,

(e ) =0

%((Xi+12_xi)p _ (Xi+zzxi+1)p> — 0,

= )p'_ (1-xr) = o

L’unique solution de ce systéme est donnée, pour tout 1 <i < N, par

2N N
Ainsi, 'unique N-grille LP-optimale est
. 1 n i 1 n N —1
YT\ 2N TN INT TN [
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On peut calculer l'erreur de quantification associée a cette grille,

™ o] P 1
p * _ _ _
QNW)—ZNL <_2N a) 4 = ST

En particulier, on déduit de ce calcul la valeur de la constante |, 1,

. X 1
lim NPQY(y")

A = = S (4.5)

4.2.2 Quantification d’une chaine de Markov

Les résultats de cette partie sont présentés et démontrés dans [71]. Ils concernent deux
méthodes d’approximation numérique pour les chaines de Markov basées sur la quantifi-
cation optimale en norme LP. Dans cette partie, par convention, t‘jlm = m pour m entier

et u=1. La constante de Lipschitz d’une application f lipschitzienne sera notée [f];;p.

4.2.2.1 Quantification des lois marginales

On considére une chaine de Markov (Xy) sur un espace de probabilité (Q,F,P) et
a valeurs dans RY. La loi initiale de la chaine est notée i, et la suite de ses noyaux de
transition (Py),

vk > 1, Vx € RY, VA € B(RY), P(Xy € AlXi_1 =x) :J Pr(x, dy).
A

Soit n un entier strictement positif fixé, on s’intéresse a la quantification optimale du
processus pour k entre 0 et n. On suppose que pour tout k, on dispose d’une grille LP-
optimale v, = {x,...,x"*} de Ny points de R¢, id est Xj = Proj,, (Xy) est la meilleure
approximation de Xy prenant Ny valeurs.

Le processus (Xy) n’est évidemment pas markovien. On peut néanmoins considérer sa
loi initiale Uy ainsi que les matrices de transition Py,

Yk > 1, VXi € Yk—1y VXj € Yky ﬁ;’] = Po/(\k = Xj|>/(\k,1 = Xi).

On considére la chaine de Markov ()/(\ﬁ) de loi initiale [1 et de suite des matrices de transition
(P). On cherche a évaluer I'erreur commise lorsqu’on approche la loi de (Xy) par celle de
(X§). Dans ce but, on évalue la différence

~

El@o(Xo) - .. @n(Xn)] — El@o(X5) ... @n(X2)]|,
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FIGURE 4.1 — Centres et cellules d’une grille optimale pour la loi normale avec N = 20.

FI1GURE 4.2 — Cellules d'une grille optimale pour la loi normale avec N = 500.
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ou les applications @y, ..., @, sont bornées et lipschitziennes. On pose

”(PHsup = O%S;iH(PkHsup,
[(p]Lip = Oréll?-g}i[@k]l_ip-

Nous faisons I’hypothése de Lipschitz suivante sur les noyaux de transition P, de la chaine
(Xx). Pour tout k > 1, il existe une constante [Py]i;, telle que, pour toute application ¢
lipschitzienne sur R¢, pour tous x,X € R¢,

| owpinay -

Rd

¢ (y)Pi(x, dy)' < [Puluip [@iphx — X1, (4.6)

Comme précédemment, on note [Plis, = maxj<x<n[Piliip. On a alors le résultat suivant.

ProposITION 4.7 Soient p > 1, n € N*, @o,..., @, des applications lipschitziennes
bornées. Sous I’hypothése (4.6) et lorsque [@]iip et ||@||sup sont inférieurs & 1, on a la
majoration de I’erreur de quantification des lois marginales,

<y (1 21_[P]E’k+1 Xy — X
_Z + W [1Xie = Xacllp-

4.2.2.2 Quantification markovienne

Cette fois, on considére une chaine de Markov (Xy) sur (Q, F,P) a valeurs dans RY dont
les transitions sont données, pour tout k > 1, par

X = Fe(Xy1y €4),

ol ¢, est indépendant de Xo,...,Xx_;. On fixe un entier n et pour tout 1 < k < n, on
dispose d’'une N-grille v, de points de RY. On définit le processus quantifié (Xy) par

Xo = Proj,, (Xo),
X, = Proj,, (Fk(ikq, ex)),
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pour tout k > 1. On souhaite comme dans la partie précédente évaluer la quantité

A~

E[@o(Xo) - @n X)) — E[00(Ke) - @n(X0)]

)

ol les @; sont lipschitziennes et bornées. Nous faisons également I'hypothése de Lipschitz
supplémentaire sur les transitions Fy. Pour tout k > 1, il existe une constante [Fy]ii, telle
que, pour tous x,X € RY,

E[IFk(x, ex) — Fi(X, &)l < [Fluiplx —XI. (4.7)

On note [Fliy, = max;<x<n[Filiip. On a la proposition qui suit.

ProPOSITION 4.8 Soient p > 1, n € N*, @o,..., @, des applications lipschitziennes
bornées. Sous I’hypothése (4.7) et lorsque [@]iip et ||@||sup sont inférieurs & 1, on a la
majoration de I’erreur de quantification markovienne,

1—1[F n—k+1
T A,

El@o(Xo) - .. @n(Xn)] — El@o(X5) ... @n(X)]] <
1 - [F]Lip

n
k=0

ol Ak = Fko/(\kfh Ek) — X\k pour k > 1, et Ao = 5(\0 — Xo.

4.3 Etude d’un modéle non paramétrique

On s’intéresse ici au modéle de régression non paramétrique
Y =f(U,e), (4.8)

ot U est une covariable aléatoire dans RY, € un terme d’erreur indépendant de U et f une
fonction de lien inconnue a valeurs dans R. Nous proposons d’étudier une approximation de
la loi conditionnelle de Y sachant U par une approche basée sur la quantification optimale
en norme LP des deux variables observables : U et la quantité d’intérét Y. U~ et YN
désignent les approximations optimales prenant N valeurs de U et Y. P est la matrice
de transition de UN vers \?N, 1d est, si yn et On sont les N-grilles optimales pour la
qguantification de U et Y, alors,

Vi € yn, V4 €8x, P(G,5) = P(YN =glUN = 0).
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On considére aussi la variable aléatoire Y¢ telle que (LAIN,?C) est une chaine de Markov
arrétée dont la matrice de transition est P. Un prédicteur naturel de Y est donc la variable
aléatoire discréte Y¢. En effet, nous allons montrer qu'une bonne approximation de la
loi de Y sachant U est la loi de Y° sachant ﬂN, c'est-a-dire la loi de YN sachant UN.
Précisément, pour un u fixé, on approche Y = f(u,¢) par la loi conditionnelle de '
sachant UN = Proj,  (u). Nous établissons dans la proposition 4.9 que, pour tout u fixé, la
loi discréte donnée par ﬁ(Proij (u),y) sur les N points y de la grille &y, converge vers la
loi de Y sachant U = u et nous donnons la vitesse de convergence. De cela on peut déduire
une approximation de la moyenne et de la variance conditionnelle de Y sachant U = u. On
peut aussi obtenir des quantiles conditionnels ainsi qu’un intervalle de prédiction pour Y

avec un niveau de confiance donné.

Avant de présenter le résultat qui nous intéresse, on introduit les hypothéses suivantes :

(H1) dp > 1 tel que W,Y € LP,

(H{) 36 >0 tel que U,Y € LP*3,

(Hy) 3 [f]up > 0 tel que, pour tous u,v € RY, ||f(u, &) — f(v, e, < [ﬂuplu—vl,
(H3) les lois de U et Y ne chargent pas les hyperplans.

Le résultat suivant donne la convergence de la loi conditionnelle de YN sachant UN vers

la loi de Y sachant U dans le modéle de régression (4.8). Précisément, pour tout fonction
Lipschitz ¢, on montre que la norme L' de E[p(Y)|U] — E[@(W)IHN] est bornée par une
quantité dans laquelle interviennent les erreurs de quantification des variables U et Y.
Gréce a la proposition 4.2, ’erreur de prédiction tend vers 0 quand N tend vers l'infini a

la vitesse N~1/4,

PROPOSITION 4.9 Pour toute fonction Lipschitz ¢ dont la constante de Lipschitz est
[@lip, sous les Hypothéses (H1-,3), on a

[EleMII —E[@(Y)TN] | < 2Lluip Fuiplitt = T + [@usplY = V.

De plus, si I’hypothése (H;) est remplacée par I’hypothése (H;), la vitesse de conver-
gence est donnée par

[Etov U —E[e@)T| = 0(7)-
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PrEUVE. La démonstration de cette proposition se trouve dans la sous-section 4.7.1. 0O

Dans la section qui suit, on propose d’approcher le sous-espace vectoriel engendré par [3
dans le modele (4.1) en utilisant la quantification optimale. Puis, en combinant 1’approxi-
mation obtenue du sous-espace EDR et le résultat précédent dans le cadre non paramé-
trique, on s’intéresse a la loi conditionnelle de Y sachant 3’X dans le modéle (4.1).

4.4 Etude du modéle semi-paramétrique

Dans cette partie, on étudie le modéle de régression semi-paramétrique donné par (4.1).
Cela revient a considérer le modéle (4.8) avec U = B’'X.

4.4.1 Approximation de la direction de [3

Puisque 3 et f sont simultanément inconnus, seul le sous-espace vectoriel engendré par
le paramétre 3 est identifiable. Nous rappelons que FN est la matrice de covariance de
I’espérance conditionnelle EXNY] ou Y = Proj, (Y) est la projection sur une grille (pas
nécessairement optimale) vy de R. P désigne un vecteur principal de la matrice Zqﬁ\].
Nous montrons dans la proposition 4.11 que, pour N grand, la direction de BN est une
bonne approximation de celle de 3. En fait, nous donnons méme dans le théoréme 4.12
un résultat plus fort : il existe une suite (Bn) de vecteurs propres principaux de Z_]FN
qui converge vers 3 quand le nombre de quantifieurs de X tend vers l'infini. Ce résultat
provient de la convergence de la matrice ﬁ\] vers T (voir le lemme 4.14 donné dans la
sous-section 4.7.2).

Nous avons besoin des hypothéses supplémentaires suivantes, qui sont classiques lors-
gu’on travaille sur la méthode SIR :

(Hs) 3G ey, EI(X—p)BIY =31 #0,
(He) X a une loi a symeétrie elliptique.

On rappelle que la loi d'une variable aléatoire Z est dite a symétrie sphérique lorsque pour
toute matrice orthogonale O, OZ et Z ont méme loi. L’hypothese (#Hs) signifie que X s’écrit
X=u+ AZ, ou Z est a symétrie sphérique et A est inversible.

REMARQUE 4.10 Projeter Y sur une seule classe méne 4 E[(X — },L)/[?)|/Y\ =y] = 0. L’hypo-
thése (Hs) n’est alors jamais vérifiée.
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Les hypothéses suivantes assurent la validité des résultats classiques de quantification :
(H7) E|p21telqueXeLpﬂanvec%+%:1,
(Hg) la loi de X ne charge pas les hyperplans,
(Ho) 38 > 0 tel que X € LPF3,

Pour toute suite (Bn) de vecteurs propres principaux de la suite de matrices (Z*]FN), le
résultat suivant donne la convergence de la direction de la suite (fy) vers la direction de
3 quand le nombre N de quantifieurs tend vers l'infini. Pour cela, nous introduisons une
mesure de la colinéarité des deux vecteurs BN et 3,

cos*(Bn, B) =

PROPOSITION 4.11 Sous les hypothéses (Hs_s), pour toute suite (pn) de vecteurs
propres principaux de la suite (X~ 'T\), on a, quand N tend vers l'infini,

cosz(BN,B) — 1.

PREUVE. La preuve de ce résultat se trouve dans la sous-section 4.7.3 0

Avant de présenter le résultat suivant, on rappelle que pour tout x € R¢, la norme eucli-
dienne de x est notée |x|.

PROPOSITION 4.12 Sous les hypothéses (Hs_g), il existe une suite de vecteurs propres
principaux de ¥~ 'Ty, notée (Bn) qui converge vers 3. En effet, il existe des constantes
Cy, Cy > 0 telles que,

2d o
YN=Coy [Bu—Bl < 157 X=XV X,

De plus, sous I’hypothése supplémentaire (Hs), on contréle la vitesse de convergence,

B~ 81= 07

PREUVE. La preuve de ce résultat se trouve dans la sous-section 4.7.2 0
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4.4.2 Prédiction dans le cadre semi-paramétrique

Maintenant, nous utilisons les résultats d’approximation de 3 et ceux établis dans le
cadre non paramétrique afin de prédire Y dans le modéle (4.1). Pour un By fixé, défini
dans la section 4.4.1, le modéle

Y = f(BLX, €)

est une bonne approximation du modéle initial. Par conséquent, la méthode utilisée pour
étudier la loi de Y dans le modéle non paramétrique (4.8) quand U = { X peut permettre
d’obtenir une bonne prédiction de Y dans le modéle (4.1). Pour présenter les résultats
asymptotiques, nous considérons deux paramétres : le nombre N de quantifieurs de X
dont dépend !’approximation Py de B (voir la sous-section 4.4.1) et le nombre m de
quantifieurs des variables U = B{ X et Y (voir la section 4.3). Nous allons montrer que
lerreur d’approximation de la loi de Y sachant $’X tend vers 0 quand m et N tendent
simultanément vers l'infini.

D’aprés la proposition 4.12, il existe des constantes Ay, Cy > O telles que, pour tout
N > Co,
[Br — Bl < Aol X = XN (4.9)
Nous avons besoin d’hypothéses supplémentaires pour établir notre résultat asymptotique.
Nous supposons que f est Lipschitz et que la quantification optimale en norme LP de la
variable Y est possible :

(H1o) I[fliyp > 0 tel que, pour tous u,v € R, |[f(u, &) — f(v, &), < [flLphe — v,

(Hn) Yelrr,
(H12) laloi de Y ne charge pas les hyperplans.

On prédit Y sachant X par la variable aléatoire Y définie telle que (6/{\1\)(m, \A(C) est une chaine
de Markov arrétée avec le méme noyau de transition que la chaine arrétée (B{\le, \A(m) ol

@(m et Y™ sont les approximations discrétes optimales (en norme LP) de B{ X et Y avec
m quantifieurs.

THEOREME 4.13 Sous les hypothéses (Hs_12), pour toute fonction Lipschitz ¢, il existe
des nombres réels Ai, A,, As, une suite (gn) qui admet une limite strictement positive
et deux entiers m et N tels que pour tous m >m et N > N, on a
A4 A, As

1/d

Nd T N T

|E[e(vI1B'x] —E[(Y™1BLX"]| <
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PrREUVE. La preuve de ce résultat se trouve dans la sous-section 4.7.4 0

Un corollaire immédiat de ce résultat est que l'erreur de prédiction tend vers O quand N
et m tendent vers l'infini.

4.5 Simulations

Dans 1’étude de simulation qui suit, on s’intéresse a la fois a 'approximation du pa-
rametre vectoriel 3 et a I’approximation de la loi de Y sachant X = x dans le modéle de
régression semi-paramétrique (4.1). Dans la premiére partie, seule la direction de f est
identifiable et on évalue la qualité de notre procédure en étudiant le carré du cosinus de
I’angle entre la vraie direction de 3 et son approximation. L’approximation est de bonne
qualité lorsque la mesure de la colinéarité est proche de 1. Dans la seconde partie, on se
focalise sur ’approximation de la loi de Y sachant X. On compare ’espérance et la variance
conditionnelles a leur approximation en utilisant notre procédure. Pour cela, on suppose
que le signe et la norme de 3 sont connus; le parameétre 3 est alors identifiable.

Dans cette étude, on considére les trois modéles de régression suivants :

(M) Y = (BX) +e,
(Ma) Y = (BX)+B/Xe,
(Ms) Y = (B'X)Pexp (BY) +e,

ol X suit la loi normale de dimension d NV(0,14) et ¢ est un bruit gaussien centré réduit,
indépendant de la covariable X.

Ces modeles sont classiques lorsqu’on étudie la qualité d'une méthode d’estimation
semi-paramétrique de type SIR. Dans la premiére (respectivement la seconde) partie de
I’étude, la dimension de X est d = 10 (respectivement d = 4) avec = (1,—1,0,...,0)". Le
premier et le troisiéme modéle sont homoscédastiques (la variance de l’erreur ne dépend
pas de la covariable X) tandis que le second est hétéroscédastique (la variance de l'erreur
dépend de X). Le parameétre 0 qui intervient dans le modéle (M3) nous permet de tester la
performance de notre méthode d’approximation lorsqu’une dépendance symétrique entre
Y et B’'X intervient. Lorsque 0 = 1, il n'y a pas de dépendance symétrique entre la variable
d’'intérét et la covariable et la méthode SIR classique fonctionne bien. La dépendance
symétrique apparait lorsque 0 augmente. On la qualifie de modérée lorsque 6 = 5 et de
forte lorsque 0 = 10. De tels cas sont considérés comme pathologiques pour la méthode
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SIR ; elle ne parvient en général pas a bien estimer la direction de (3. Nous verrons que notre
approche apparait comme robuste en présence de tels modéles a dépendance symétrique.

4.5.1 Approximation du sous-espace engendré par 3

On suppose qu’on a un échantillon (Xj, Yi)i<i<n de variables aléatoires générées selon
I'un des trois modéles de régression précédents. La matrice de covariance X de X est estimée
par sa version empirique notée S. Les variables X et Y sont quantifiées en norme L’ par
l'algorithme usuel donné dans la partie 4.2. Ainsi, on obtient les versions discrétes XN et
Y™ de X et Y. Enfin, on calcule la matrice de covariance My = Var(ED/(\NI?m]).

Dans la suite, on travaille avec deux tailles d’échantillon : n = 300 et n = 1000. La
taille d’échantillon n est petite pour obtenir des grilles de quantification de bonne qualité a
partir de ’algorithme de gradient utilisé. Afin de pallier cet éventuel probléme, on propose
d’utiliser une idée introduite par Saracco dans [78]. On quantifie B fois les variables X et
Y a partir du méme échantillon. On obtient B estimations Ty,..., Tg de fN, et on travaille
avec leur moyenne

™|

1 B
T= Z Ty
b=1

Notons que, puisque le sous-espace propre principal de chaque matrice X' T, est colinéaire
a P, alors le sous-espace propre principal de Z'T est aussi colinéaire & 3. On note EN un
vecteur propre principal de ST et on utilise ce vecteur pour approcher la direction de f.
Dans les résultats graphiques présentés plus bas, le nombre de grilles de quantification est
B = 5, le nombre de quantifieurs pour Y est m = 5 et le nombre de quantifieurs pour X
est N € {20, 30, 50, 100, 200}.

On génére 100 échantillons pour chaque modéle et chaque taille d’échantillon. Pour
chaque échantillon simulé, on calcule BN ainsi que la mesure de qualité de ’approximation
cos? (3, EN). On représente dans la figure 4.3 (respectivement la figure 4.4) les diagrammes
en boite des cosinus carrés en fonction du nombre N de quantifieurs pour X pour les
différents modéles quand n = 300 (respectivement quand n = 1000). On compare aussi
notre méthode d’estimation avec la méthode SIR classique quand le nombre H de tranches
est égal & 5 (c’est-a-dire le nombre m de quantifieurs pour Y dans notre procédure). On
observe clairement que, quand le nombre N de quantifieurs, augmente, la qualité de notre
approximation augmente également pour chacun des modéles. Bien sfir, on observe la
méme dynamique quand la taille d’échantillon n grandit. On peut voir que la méthode
SIR classique est plus performante que notre procédure d’approximation pour les modéles
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(M), (M3) et (M3) avec O = 1, qui sont les modéles favorables a une approche SIR
classique. Cependant, les performances numériques obtenues sont proches de celles obte-
nues par ’'approche SIR usuelle lorsque N = 200 et n = 300 ou n = 1000. Quand une
dépendance symétrique apparait — lorsque © =5 ou 0 = 10 pour le modéle (M3), — notre
approche permet d’obtenir des estimations de bien meilleure qualité que la méthode SIR
classique, surtout lorsque n = 1000. En pratique, & partir d’un jeu de données réel, il est
impossible de savoir si la variable d’intérét Y dépend de maniére symétrique ou non de la
covariable X. Dans ce cas, il est raisonnable de penser que notre procédure d’estimation
de la direction de 3 est plus robuste que la méthode SIR.

4.5.2 Approximation de la loi de Y sachant 3'X

Pour une bonne prédiction, nous avons besoin d’échantillons plus grands que ceux
utilisés dans la partie précédente. En effet, 'estimation du sous-espace EDR ne nécessite
pas le calcul des probabilités associées aux points des grilles, mais seulement la position
de ces points. Pour la prédiction, nous avons a estimer la loi jointe de ([3/{\,\)(m, ?‘“). Nous
considérons des échantillons de taille n = 10 000 générés a partir des modéles de régression
semi-paramétrique présentés précédemment ou la dimension de la covariable X est d = 4.

Pour chaque échantillon simulé, on propose d’abord d’approcher 3 par la procédure
décrite dans la sous-section précédente. Néanmoins, on utilise une seule quantification
(B = 1) des variables X et Y car nous travaillons ici avec suffisamment de données pour ob-
tenir une grille de quantification optimale satisfaisante. Pour cela, nous utilisons N = 200
quantifieurs pour X et m = 5 quantifieurs pour Y. Ici, nous avons besoin d’une approxi-
mation 3y de [ et pas seulement de sa direction. Dans la suite, nous supposons donc que
le signe et la norme du vecteur 3 sont connus.

Finalement, afin d’approcher la loi conditionnelle de Y sachant X, on discrétise la va-
riable 33X avec m = 100 quantifieurs, et on utilise aussi m = 100 quantifieurs pour la
discrétisation de la variable Y a cette étape. On obtient ainsi la loi de Y™ sachant [3/{\,\Xm.
Nous pouvons donc approcher la moyenne et la variance conditionnelles de Y sachant X
par celles de Y™ sachant B/’N\Xm.

Dans le tableau 4.1 (respectivement 4.2), on présente quelques résultats d’approxima-
tion de la moyenne et de la variance conditionnelles de Y sachant X = (0.5,—0.5,1,0)’
(respectivement sachant X = (—1/3,0.5,1,1)’). Pour chaque modéle, on compare les ap-
proximations obtenues aux vraies valeurs et on évalue l'erreur relative correspondante. On
peut voir que les valeurs approchées obtenues avec notre méthode sont trés proches des
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valeurs théoriques aussi bien pour la moyenne et que pour la variance conditionnelle, et
ce pour tous les modéles. Les erreurs relatives (en valeur absolue) sont inférieures a 16%
dans la plupart des cas considérés.

Finalement, nous simulons 10 valeurs x; indépendantes et de loi uniforme sur I’hyper-
cube [—2,2]*. Pour chaque valeur simulée et pour chaque modéle, on approche les moyenne
et variance conditionnelles de Y sachant X = x;. La figure 4.6 donne les diagrammes en
boites de l'erreur relative de ces moments conditionnels pour le modéle (M3) avec 6 = 5.
On peut voir que notre procédure d’approximation permet d’obtenir des erreurs relatives
raisonnables. On obtient des résultats similaires pour les autres modéles.

Dans cette partie, on ne s’est intéressé qu’a ’approximation des deux premiers moments
conditionnels de Y sachant X. Cependant, il est possible — avec 1’approche proposée, —
d’obtenir également la médiane conditionnelle ou des quantiles conditionnels. Ces derniers
permettent notamment de construire un intervalle de prédiction pour Y avec un niveau de
confiance choisi.

4.6 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, on a présenté une méthode d’approximation, basée sur la quantifi-
cation optimale, du sous-espace EDR et de la loi conditionnelle de la variable d’'intérét Y
sachant le prédicteur X dans le modéle (4.1). On a démontré la convergence de nos ap-
proximations et donné les vitesses de convergence. A notre connaissance, 1'utilisation de la
quantification optimale pour traiter des problémes issus de la statistique non paramétrique
ou semi-paramétrique est nouvelle. Les simulations présentées montrent que les résultats
numériques obtenus par cette méthode sont comparables a ceux obtenus par l'approche
SIR classique, et méme meilleurs lorsqu’une dépendance symétrique entre Y et X apparait.
En pratique, sur des jeux de données réelles, notre procédure est donc vraisemblablement
plus robuste que la méthode SIR usuelle.

Comme on !'a vu dans la sous-section 4.5.2, la taille requise de I’échantillon pour 1’étape
de prédiction est certainement l'inconvénient majeur de notre méthode. Notons que c’est
aussi le cas pour toutes les méthodes numériques utilisant 1’outil quantification optimale.
Dans une optique applicative, il serait judicieux de développer un outil pour choisir les
nombre optimaux de quantifieurs N et m en fonction du nombre n de données disponibles.
Les résultats partiels présentés dans [70] montrent que la vitesse de convergence de 1’algo-
rithme de gradient décroit quand le nombre de quantifieurs et la dimension de la variable
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augmentent. Le choix est donc un compromis entre la finesse de la grille obtenue et la
qualité des estimations des poids des cellules.

D’un point de vue numérique, on peut déterminer le nombre optimal de quantifieurs
N pour approcher 3N de la facon suivante : a partir d'un échantillon de taille n, on
géneére B réplications bootstrap. D’aprés [43], un estimateur bootstrap naif de la qualité
de ’approximation cos?(Pn, ) peut étre défini par

B

Z BN )E’N

b

ou Bgf ) est l’approximation du sous-espace EDR basée sur le b échantillon bootstrap
et utilisant N quantifieurs. En pratique, on calcule ce critére entre deux valeurs N, et
Nupax afin de choisir N. Finalement, le nombre optimal N de quantifieurs pourrait étre
N = arg maxy Q(N).

Les résultats sur l’approximation de la loi conditionnelle de Y sachant 3'X par quanti-
fication seront sans aucun doute affinés et complétés par Isabelle Charlier au cours de sa
thése sur la régression quantile.
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ESPERANCE CONDITIONNELLE

modele (M) | (M2) (M3) (M3) (M3)
avec O =1 | avec 0 =5 | avec 0 = 10

vraie valeur 1 1 2.72 1.22 1.11

approximation | 1.07 | 0.84 2.56 1.02 1.11

erreur relative | 0.07 | -0.16 -0.06 -0.16 0.00

VARIANCE CONDITIONNELLE

modéle (My) | (M) (M) (M) (M)

avec O =1 | avec 0 =5 | avec 0 =10
vraie valeur 1 1 1 1 1
approximation | 1.01 | 0.92 1.14 1.05 1.07
erreur relative | 0.01 | -0.08 0.14 0.05 0.07

TABLE 4.1 — Approximation de la loi de Y sachant X = (0.5,—0.5,1,0)".

ESPERANCE CONDITIONNELLE

modele (M) | (M) (M3) (Ms3) (M3)
avec O =1 | avec 0 =5 | avec 0 = 10

vraie valeur | -0.56 | -0.58 0.30 0.59 0.64

approximation | -0.64 | -0.51 0.52 0.80 0.61

erreur relative | 0.11 | -0.12 0.71 0.36 -0.05

VARIANCE CONDITIONNELLE

modéle (My) | (M) (M) (M) (M)

avec O =1 | avec 0 =5 | avec 0 = 10
vraie valeur 1 0.69 1 1 1
approximation | 1.01 | 0.80 0.77 1.01 1.09
erreur relative | 0.01 | 0.15 -0.23 0.01 0.09

TABLE 4.2 — Approximation de la loi de Y sachant X = (—1/3,0.5,1,1)".
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Estimation for the model 3 (Theta=5)

1.0

05
|

Relative error
0.0
|

T T
Conditional expectation Conditional variance

FicUre 4.5 — Erreurs relatives pour ’approximation de la moyenne et de la variance
conditionnelles.

4.7 Preuves des résultats des sections 4.3 et 4.4

4.7.1 Preuve de la proposition 4.9

Définissons F(u) = E[@(Y)[U = u] et F@) = E[(p(\?)!ﬁ = 1]. Par l'inégalité triangulaire,
on a

[Few —FW|, < [[Fw —FW)], + [[FW —E[eMIU]|,
+ |[Ele(V)[U] — W] .

De plus, en utilisant la propriété de Lipschitz de ¢ et de f, et par indépendance de U et
€, 0N a,

Vu,v € RY,F(W) —F(W)| < [@lupfluphu—vl.
Alors, par la propriété de contraction dans LP de ’espérance conditionnelle, on obtient

, < [(P]Lip[ﬂUPHu - G‘Hp'

[F(Q) — E[eM)IU]]., < [|F(W) —Fw)|

I,

De plus, puisque F(U) — E[(p(Y)IlAl} = E[(p(\?) — (p(Y)IlAl}, et en utilisant & nouveau la
contraction dans LP de I'espérance conditionnelle et la propriété de Lipschitz de ¢, on a

< [@lup Y — \?”p-

~

[FQ@ —E[eMIU]]| < [Jo(Y) = oY),
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D’ou 'inégalité qu’on voulait montrer.

4.7.2 Preuve de la proposition 4.12

Avant de montrer la proposition 4.12, on donne d’abord, dans le lemme 4.14, une borne
sur la distance entre I' et Ty.

LEMME 4.14 Sous les hypothéses (Hs_10), on a || — Tnleo < 2d[|X — )A(N||pHXHq.

PREUVE. Soit Ay = T — /I:N. On contréle tous les termes de cette matrice symétrique
comme suit.
— BETUDE DES TERMES DIAGONAUX. Pour tout 1 <i<d, on a

An(i,i) = Var[EX|Y]] — Var [E[XVY]]
— E[EIXIV]] — EIXI? — E[EIXNYI2] + EIXME.
En utilisant la propriété de stationnarité (4.4), on obtient
An(i, 1) = E[EXIVIZ] —E[EXN|VI]
= E|(EIXIV]: — EIXY|VL) (EIXIV) + EXYYE) |.

Par I'inégalité de Holder, la contraction dans LP et dans LY de 1’espérance condition-
nelle et & nouveau (4.4), on a

AN < [JEX = XNV J[EDX 4+ XNV,
< X XMl X+ XM)illq
< X = XN (XMl + 1X]])
< 20X = XN [1Xlq-
- ETUuDE DEs TERMES NoON DIAGONAUX. Pour tout couple (i,j) € {1,..., d}* tel que

i+, ona
An(i,j) = Cov [E[xm, E[xm)} — Cov [E[)A(Nl\?]i, E[>?N|\?]j]
— E[EXIVIEIXIV); — EXMYLEXY V|
— E [(E[xmi _ E[)A(N!\A(]i> (E[xmj n EDA(NW]J.)]
+E[EXMIVIEIXY];] — E[EXMYVLEXIYI].
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Par symétrie, on a aussi
An(ij) = E[(EXIV — ERMVY ) (EXIVI: + EIXMYE)|
+E[EXMIVLEIXIV)] — E[EXMYLEXY)].
Alors, en sommant les deux égalités précédentes, on obtient
2An(Lj) = E[(EXIVI — EIRMVE) (EIXIV); + EIXMYS )|
+E[ (EXIVY; — BRIV, ) (EXIVI: + EIXM VL)

Comme pour les termes diagonaux, en utilisant 1’'inégalité de Holder et la contraction
dans LP et L9 de I’espérance conditionnelle, on obtient

AN < 20X = XN X g

Finalement, on a
d A
]:

ce qui termine la preuve du lemme. 0

Une conséquence immédiate du lemme 4.14 est que les valeurs propres de Z*1FN convergent
vers les valeurs propres de ¥~ 'T' quand N tend vers linfini. En particulier, si p et P
désignent les plus grandes valeurs propres de ST et Zqﬁ\,, on a, quand N tend vers
I'infini,

pn— p>0.
On considére zy le vecteur propre principal de norme 1 de Zqﬁ\, qui s’écrit sous la forme

zn = anP +z ot zyg L B et oy > 0. Alors, on a

NN >:_]/]:1\121\1
= = |{(n=Tzn + T(anB + 2z | -

De la théorie sur la méthode SIR, le rang de Test1et [3 est un vecteur propre principal
de Z'T. Donc le noyau de la matrice Z~'T est de dimension d — 1 et contient le vecteur
zi;. Par conséquent, on a pnzy — oanpPB = Z ' (Iy — INzy. Maintenant, on montre que la
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suite (an)n>1 @ une limite strictement positive. Comme zy est de norme 1 pour tout N,
on a

[onan —adB| < IR =T] =0,

quand N tend vers l'infini. Puisque (pn) a une limite non nulle et puisque zy est de norme

1 pour tout N, on a Nlim oaN = @ Soit Ny un entier tel que pour tout N > Ny, oy > 0.
—+00
Soit C = minns>n, an et, pour tout N > Ny, soit By = i—N%\] Alors, pour tout N > Ny,
N
on a

T n us =
By =Bl < GlIZ7 ol =Tl

En vertu du lemme 4.14 et de la proposition 4.2, on obtient le résultat voulu.

4.7.3 Preuve de la proposition 4.11

On considére la suite (Bn) définie dans la preuve précédente. Alors, pour tout N > Ny, il
existe Ay tel que fn = AnPn. Alors,

lim COSz(BN,B) = lim COSz(BN,ﬁ)
N—+o0 N—+oco

o (B)
Notoo \ P/ IBNI?

= 1.

4.7.4 Preuve du théoréme 4.13

Soit Yn = f(BX,¢) et soit \/(;m sa projection sur une grille optimale en norme LP de
cardinal m. On commence par montrer que l'’erreur de prédiction est inférieure a une
somme de quatre termes donnée dans le lemme 4.15. Puis, on contréle chacun des termes
afin de terminer la démonstration.
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LeMME 4.15 Pour toute fonction Lipschitz ¢, on a, pour tous N et m,

|E[eIB'X] —E[@(V™IBX"] | < 4ifluplolislXlpIB — Bu
+ 2ehy =W
+ Z[ﬂLip o) Lip BNX_ BNXme

+ [@luipl[Y = Y™

PREUVE. Solent V = B'X, Vy = B{ X et F(v) = E[@(Y)|V = v]. Alors, D’erreur de prédiction
peut s’écrire de la fagon suivante,
Ele(Y)IB'XI —E|@(Y)IBX"| = F(V)—F(W)
+ F(WW) —E[e(V)IBNX]
+ Elo(V)IByX] — E[@(YN)IBLX]
+ ElpIBX] —E[o (W) IBX"]
+ Elo(W")IBX"| —ElemIBX"]
+ E[oIBX"] —E|o(YMIBLX".
On donne un majorant de chacun des termes en norme LP. Pour le premier, on a

IF(V) —F(VN) [olLip [flip|V — WNllp

<
< [@lupflup [X[IpIB — Bnl-

Pour le second terme, puisque o(p{X) C o(X), on a

F(Vn) —E[@(VIIBAX] = E[F(Vi) —Elo(Y)IX]|B{X]-

Puisque E[@(Y)|X] = E[@(Y)|B'X] = F(V) par hypothése sur le modéle, on obtient, par
contraction dans LP de ’espérance conditionnelle,

[F(Vi) — E[@MIBLX] || IFOVN) = F(V) I

. <
S [(pl_lp LlpHX||p|B BN|
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Pour le troisiéme terme, on a

[EloiBiX] —E[omIBix]|| < llolY) — @Ml
[(p]_m LlpHX”p|B BN|

IN

Pour le quatriéme terme, on applique la proposition 4.9 & Yy = f(B(X, ¢) et on obtient
[ElotrmiBiX] —E[o(W)IBX"]| < 2eluplu 81X~ BX7,
+ (PupHYN—YN Hp-

Pour le cinquiéme terme, on a

VAN

[E[o(W™)BX"] —E[eIBX"]|| < fletn) = o (W),

< lolup||Yn — \/(;me-

P

Enfin, pour le sixiéme et dernier terme,

EfomasTx] — elo@igtx]|

< H<P W) — oY), + H‘P(Y) —o(Y")lly
< UPHYN _YHP LipHY_Yme
S [(P Llp Llp”XHp“?) BN| + Lip”Y_ Ym”P'

En sommant ces six inégalités, on obtient le résultat recherché. 0

La suite de la preuve du théoréme 4.13 se divise en quatre parties.

(i) En utilisant (4.9) et la proposition 4.2, puisque || X||,+s < 400, il existe des constantes
D, D, D3 telles que, pour tout N > max(Cy, D3), on a

1/p

D, HXHgingDz] . (4.10)

B — Bl < Nl/d [
(ii) En utilisant la proposition 4.2 & nouveau, il existe des constantes C;, C,, C; telles
que, pour tout m > C;, on a

—~~m ]
P m

p+d

1/p
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(iii)

(iv)

Par I’'inégalité triangulaire,

< ||Y||p+5+ ||Y_YN||p+8
< Y llpss + i X[ p45lB — Bl
< Yllpss + e[ X llpssB0lX = XM, pour N > Co.

(NI

Avec (4.3), pour tout N > max(Cy, D3), on a

)

5
IS < [I¥lhes + i

1/p
ot Ay = Ao[fliip || X|lpss and A, = <D1 ||XH§1§+D2> . Finalement, pour tout m > C;
et pour tout N > max(C,y, D3),

1/p

—~~m ]
‘YN—YN H <L (4.11)
) m

A]Az p+d
& (M2 ¥lhes) €2

A nouveau grace a la proposition 4.2, il existe des constantes C;, C;, C; > O telles
que, pour tout m > Cj,

—m 1/p
[t BX"| < [etBixip + il

F=2l=

1/p
(SNSRI

p+o

Par (4.9), on a alors
WN > Co, [Bn| < [B] + A0 X = XY|| .

Avec (4.3), on a, pour tout N > max(Cy, D3),

1/p

AoA p+d
02 +|[3|) +C§] . (4.12)

N1/d

I YRV 1 / p+d
HBNX_ BaX Hp < ooy |:C1HX||p+5<
En utilisant la proposition 4.2 & nouveau, il existe des constantes Ci, Cy, C{ telles
que, pour tout m > C5, on a

1
m

1/
vz +ca] (4.13)

p+o

1Y = Y™, <

car Y € LP+?,
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Avec (4.10), (4.11), (4.12), (4.13) et l'inégalité du lemme 4.15, on a, pour tout m >
max(Cs, Cj, C§) et pour tout N > max(Cy, D3),

[Etervie™ — E[olmIBX"]]|
< N1/d4[f]up[(P]up||X||pAo [Dl”XHEii N Dz]w
+ %2[ ILip {Q (AN]ﬁiz + ||Y||p+5)p+6 . CZ]VP
- Zotm e )]
b e +e”

Ceci termine la preuve.
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Chopitre 5

ESTIMATION RECURSIVE ET NON
PARAMETRIQUE DU NovAau D’uUN PDMP

Ce chapitre est dédié a une méthode d’estimation non paramétrique du noyau d’'un
PDMP dont ’espace d’état est RY. En s’inspirant des techniques classiques d’estimation
a noyau pour les chaines de Markov, on propose un estimateur récursif pour Q et on
démontre sa consistance forte (c’est-a-dire la convergence presque sfire de l'estimateur
vers la quantité d’intérét). Ce travail se démarque des résultats de la littérature car on n’a
pas accés ici & une chaine de Markov gouvernée par le noyau de transition Q. En effet, des
difficultés techniques apparaissent a la fois a cause de la structure particuliére des chaines
immergées du processus et de ’existence de la frontiére de ’espace d’état. Les résultats
présentés ici ont été soumis pour publication sous le titre A recursive nonparametric
estimator for the transition kernel of a piecewise-deterministic Markov process [7].

Le chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans la premiére partie, on propose une
revue de la littérature sur ’estimation non paramétrique des noyaux de Markov a partir de
I’observation d’une trajectoire de la chaine en temps long. Ensuite, on définit notre cadre
de travail et on montre que notre probléme d’estimation peut se résumer a 1’estimation
de deux lois invariantes : les sections 5.3 et 5.4 sont consacrées a ces deux sous-problémes.
Enfin, on propose d’illustrer nos résultats asymptotiques par des simulations dans la section
5.5. Des perspectives possibles a ce travail sont présentées dans la derniére partie de ce
chapitre.
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on propose un estimateur non paramétrique récursif du noyau de
transition d'un processus markovien déterministe par morceaux (PDMP) et on étudie
son comportement asymptotique. La procédure d’estimation peut étre réalisée a partir de
l'observation en temps long d’une trajectoire du processus.

Rappelons ici qu’'un des objectifs de cette thése est de proposer une méthode d’estima-
tion non paramétrique des caractéristiques A et Q qui contrélent 1’aléa de la dynamique
d’'un PDMP. Le flot @ est souvent donné par des lois déterministes de la physique ou de
la biologie ; nous ne nous sommes donc pas intéressés a son estimation. Le cadre de travail
choisi est I’estimation a partir de l'observation d’une trajectoire en temps long du proces-
sus, et non pas a partir de l'observation d’'un grand nombre de processus indépendants et
distribués selon les mémes caractéristiques. On s’est intéressé a l’estimation de la densité
associée a A dans le chapitre 3 de ce manuscrit ; dans ce chapitre, on se propose d’estimer
le noyau markovien Q d’'un PDMP défini sur R sous I’hypothése d’existence d'une densité
g par rapport a la mesure de Lebesgue. Comme lorsqu’on estime la densité associée a A,
on travaille a partir de 1’ergodicité des chaines immergées du PDMP. Elle sera assurée ici
par la condition de Doeblin.

Des méthodes d’estimation non paramétrique pour les chaines de Markov stationnaires
ont beaucoup été étudiées, tout d’abord par Roussas dans [77]. Il a proposé des méthodes
a noyau pour estimer la loi stationnaire et le noyau de transition d’'une chaine de Markov
vérifiant la condition de Doeblin. Plus tard, Rosenblatt a proposé dans [76] des résultats
sur le biais et la variance de cet estimateur sous des hypothéses plus faibles. Puis, Yakowitz
a amélioré dans [86] les résultats existant sur la normalité asymptotique des estimateurs
en utilisant une condition de Harris. Masry et Gycrfi dans [65], et Basu et Sahoo dans [12],
ont complété ces études en affinant certains résultats. Il existe également dans la littérature
de nombreux papiers sur ’estimation pour les chaines de Markov non stationnaires. Sans
prétendre présenter une étude exhaustive sur le sujet, on peut suggérer au lecteur les
références [20, 37, 41, 51, 60, 61, 63]. Dans ce nouveau contexte, Doukhan et Ghindés ont
étudié dans [37] une borne de l'erreur L' de leur estimateur. Hernandez-Lerma et al. dans
[51] et Duflo dans [41] se sont intéressés & des méthodes récursives pour estimer le noyau
de transition et la loi invariante d'une chaine de Markov. Liebscher a donné dans [63]
des résultats sous une condition plus faible que 'hypothése de Doeblin. Plus récemment,
Clémencon dans [20] a proposé un estimateur quotient en utilisant des ondelettes et a donné
la borne inférieure du risque minimax LP. Lacour a proposé dans [61] un estimateur par
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projection avec sélection de modéle, puis elle a introduit dans [60] un estimateur original
en considérant une nouvelle expression de contraste dérivée d'un probléme de régression.

Les résultats présentés dans ce chapitre et ceux de la littérature sont a la fois différents
et complémentaires. Dans ce travail, on propose d’estimer la densité de transition q d'un
PDMP : en particulier, on ne dispose pas de l'observation d’une chaine de Markov dont
le noyau de transition est donné par q. On peut néanmoins écrire q comme le rapport
de deux lois invariantes : la loi invariante du couple formé par la position juste avant
le saut et celle lors du saut, divisée par la loi invariante de la position juste avant le
saut. En effet, Q(x, A) est défini comme la probabilité conditionnelle que la position lors
du saut soit dans A, sachant que le processus se trouve en x juste avant. Il est donc
naturel d’estimer ces deux lois invariantes afin d’obtenir un estimateur de leur rapport. Une
premiére difficulté apparait lorsqu’on cherche a estimer la loi invariante de la position juste
avant le saut : le noyau de transition de cette chaine de Markov peut charger la frontiére de
I’espace d’état. Par conséquent, le noyau de transition et la loi invariante qui nous intéresse
admettent tous deux une densité seulement sur l'intérieur de leur espace d’état. Mais la
difficulté principale rencontrée dans cette étude intervient dans 1’étude de la loi invariante
bidimensionnelle du processus « position juste avant le saut, position lors du saut ». Cette
chalne de Markov admet une structure particuliére : sa loi invariante est a densité sur
I'intérieur de I’espace d’état, mais pas son noyau de transition. En effet, la position juste
avant le saut est distribuée sur la courbe définie par le flot déterministe initialisée en la
position lors du saut précédent. Cela nous oblige a proposer une nouvelle approche pour
étudier le comportement asymptotique de ’estimateur de cette loi invariante. La méthode
proposée est plus universelle (elle permet d’obtenir la convergence presque siire sans que le
noyau soit a densité sur l'intérieur de ’espace), mais plus restrictive sur ’allure de la fenétre
de lissage. Des complications interviennent a cause de la présence des sauts déterministes
lorsque le flot tente de franchir la frontiére de I’espace d’état. Cela entraine notamment que
les lois invariantes mentionnées précédemment peuvent charger un ensemble de mesure de
Lebesgue nulle.

La suite du chapitre est scindée en quatre parties. La section 5.2 est dédiée a la for-
mulation du probléme qui nous intéresse et a l'introduction de quelques notations. La loi
invariante de la suite des positions juste avant les sauts est estimée dans la section 5.3
alors qu’on traite de la loi invariante du processus bidimensionnel « position juste avant
le saut, position lors du saut » dans la section 5.4. Enfin, la section 5.5 est consacrée a des
simulations numériques afin d’illustrer le comportement asymptotique de notre estimateur.
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5.2 Considérations préliminaires

Dans cette partie, on rappelle en premier lieu la définition d’un PDMP sur R¢, ou d
est un entier supérieur ou égal a 1. Le processus évolue dans un sous-ensemble ouvert E
de RY, muni de la norme euclidienne notée | - |. Le comportement au cours du temps du
processus est décrit par les trois caractéristiques (A, Q, @).

— @ :RY x R — RY est le flot déterministe. Il satisfait,

VE €RY Vs, t €R, De(t+s) = Do, y(s).
Pour tout & € E, t7(§) désigne le temps déterministe de sortie de E,
t"(&) =inf{t >0 : D:(t) € OE},

avec la convention habituelle inf () = +oo.
— A:RY — R, est le taux de saut du processus. Il s’agit d’une fonction mesurable qui
vérifie,
&€

V& e RY, Je >0, J A(@¢(s))ds < 4oo0.
0

- Q est un noyau de Markov sur (R4, B(RY)) qui vérifie,

REMARQUE 5.1 Dans ce chapitre, on utilise la notation t* pour désigner le temps (dé-
terministe) d’atteinte de la frontiére, au lieu de I’habituel t*. On propose cette nouvelle
notation car, dans la suite, on fera intervenir le temps déterministe d’atteinte de la frontiére
en parcourant le flot a rebours : cette quantité, négative, sera noté t—.

Partant d’un point x € E, I’évolution du processus peut étre décrite comme suit. T; est
une variable aléatoire positive dont la fonction de survie est donnée, pour tout t > 0, par

t
P(Ty > t|Xo =x) = exp (—J ?\(q)x(s))ds) o<ttt ()
0

On choisit ensuite une variable aléatoire Z; & valeurs dans E selon la loi Q(®,(Tq),-).
Remarquons ici que la nouvelle position du processus juste aprés le saut dépend seulement
de la limite & gauche de la trajectoire avant le saut ®,(T;). Entre les instants 0 et Ty, le
processus évolue selon

X, — D, (t) pour 0 <t< Ty,
v Z, pourt=T.
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Maintenant, partant de Xy, le temps S, = T, — T; et la position Z, sont générés selon
la méme méthode que précédemment, et ainsi de suite. On obtient ainsi un processus
markovien fort dont la suite des instants de saut est notée (Ty), avec Ty = 0 par convention.
On considére souvent la chaine immergée (Z,,,S.) associée au processus (X;), ou Z,, est la
position lors du n®®° saut (Z, = Xt,) et S, = T,, — T,._1 est la durée entre le n°™° et le
(n — 1) saut, avec Sy = 0. Notons que la chaine immergée (Z,,S,) contient tout 1'aléa
du processus a temps continu (X;). Dans tout ce chapitre, on suppose que le noyau Q
admet une densité q par rapport a la mesure de Lebesgue. Notre objectif principal est
I’estimation de cette fonction a partir de ’observation d’une trajectoire en temps long de
la chaine immergée du processus.

HypOTHESE 5.2 On suppose que le noyau de transition Q admet une densité condi-
tionnelle q, c’est-a-dire,

VE € RY, VB € BRY), Q(&,B) = J 4(&, 2)dz.

B

De plus, q est supposée continue par morceaux.

Dans la suite, on considére le processus a temps discret (Z;) défini par,
m>1, Z, =®z ,(Sy).

I1 est naturel de considérer cette suite puisque le noyau Q décrit les transitions de Z, vers
Z,. Z, représente la limite & gauche de la trajectoire du processus (X;) lors du n®®® saut.
Nous allons prouver dans le lemme 5.3 que (Z,,) est une chaine de Markov homogéne et
nous expliciterons son noyau de transition.

Notre objectif ici est de donner un estimateur récursif de la quantité q(x,y). L’estima-
teur récursif de q(x,y) que nous proposons est défini par
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ol wj = wij P, vj = vij%, avec «, B, wy et vy des réels strictement positifs, et K est
une fonction noyau satisfaisant les hypothéses 5.11 présentées plus loin. Sous certaines
hypothéses annoncées dans la suite, nous allons montrer dans le théoréme 5.21 que cet
estimateur est fortement consistant, c’est-a-dire,

Gn(x,y) =5 q(x,y),

quand n tend vers l'infini.

Avant d’aller plus loin, on introduit un certain nombre de notations. Dans toute la suite,
f et G désignent la densité et la fonction de survie conditionnelles associées a A(®D.(-)). Plus
précisément, pour tout z € RY et pour tout t > 0,

G(z,t) = exp (—JtA(QZ(s))ds),

0
f(Z, t) = )\((Dz(t))G(Z) t)-

De plus, on note S la loi conditionnelle du temps inter-saut S, .; sachant Z,,, pour tout
entier n. Alors, pour tout z € E et pour tout I' € B(R,), on a

S(Z,r) = P(Sn+1 EF|ZHZZ,G(Z1,51 : OSIST‘L)) (51)
= P(Sn+1 € r|Zn = Z)

_ J f(z,5)ds + Lr(t"(z))G(z,t*(2).
rno,t* (z)[

Par définition, la relation entre S et la fonction de survie conditionnelle G est donnée,
pour tous z € R4 et t > 0, par G(z,t) = S(z,]t, +ool).

Dans la partie suivante, on s’intéresse a la loi invariante du processus (Z;,) et on étudie
un estimateur non-paramétrique de cette loi.

5.3 Estimation de la loi invariante de (Z;)

L’objectif principal de cette partie est l’estimation de la loi invariante de la chaine de
Markov (Z;). Cette section est divisée en deux parties. Dans la premiére, on s’intéresse a
I’existence et a l'unicité de la mesure invariante de (Z;;), et aux propriétés de son noyau
de transition R. Dans la seconde partie, on propose un estimateur récursif de la partie a
densité de la loi invariante de (Z;) et on étudie son comportement asymptotique.
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5.3.1 Quelques propriétés de (Z)

Dans cette partie, on se focalise sur le processus (Z;), qui est une chaine de Markov sur
E. En particulier, on s’intéresse & son noyau de transition R et a 'existence d’une mesure
invariante. Pour tout z, ®,'(B) est la préimage du sous-ensemble B de RY par ’application
(Dz:

O.'(B)={teR: ®,(t) € B}.

z

LEMME 5.3 (Z,) est une chaine de Markov dont le noyau de transition R est donné,
pour tousy € E et B € B(E), par

R(y,B) = LQ(y,dz)S(z, ®.'(B)R, ), (5.2)

ot la loi conditionnelle S a déja été définie par (5.1).

PREUVE. Pour tout entier n, par (5.1), on a
P(Z.,,€BlZ,=2,Z_,...,Z7)
= P(Spp1 € ©;'(B)NR{|Zy =2,Z;,...,Z7)
=E [E[l{sn+1eq>;‘(8)mR+}|Zn =2,0(Z,S;: 0<i<n]

= E[S(z,®;'(B)NRY)|Z, =2,Z,,...,Z;]
= S(z,®;'(B) NR,).

zn:z,z;,...,z;]

Par conséquent,
P(Z,.,,€BlZ,,...,Z}) = J P(Z,.,€BlZn=2,7,...,Z,)Q(Z,,dz)
E
— | stz0.'B)NRIQIZ, ),
E

ce qui donne le résultat. 0

On s’intéresse a ’ergodicité de la chaine de Markov (Z;;) a partir de la condition de Doeblin.
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HypoTHESE 5.4 On suppose que le noyau de transition R vérifie la condition de Doe-
blin (voir [67, page 396] par exemple), c’est-a-dire qu’il existe une mesure de probabilité
w sur (E,B(E)), un réel ¢ et un entier k tels que,

vy € E, VB € B(E), R*(y,B) > e u(B). (5.3)

La condition de Doeblin pour le noyau R peut sembler délicate a vérifier en pratique.
Elle est toutefois satisfaite dans les applications présentées dans le chapitre 3. Sous cette
hypotheése, on peut établir des résultats sur le processus (Z,).

PRrROPOSITION 5.5 On a les résultats suivants.
— La chaine de Markov (Z,) est u-irréductible, apériodique et admet une mesure
invariante unique, qu’on notera Tt.
— Il existe p > 1 et k > 0 tels que,

vn > 1, sup [R™(&, ) —mtllrv < kp™™, (5.4)
£eE
ot || - ||rv désigne la norme en variation totale.

— De plus, (Z,) est positive Harris-récurrente.

PREUVE. Par définition et l'inégalité (5.3), (Z,,) est p-irréductible et apériodique (voir
[67, page 114]). De plus, d’aprés le théoréme 16.0.2 de [67], (Z,,) admet une loi invariante
unique 7, puisqu’elle est apériodique, et on a (5.4). Finalement, en vertu du théoréme 4.3.3
de [53], (Z;,) est positive Harris-récurrente. 0

Maintenant, on impose des conditions sur le flot déterministe du processus afin d’obte-
nir une expression plus agréable du noyau R. Dans la suite, pour & € E, t(§) est le temps
déterministe d’atteinte de la frontiére de E mais en suivant le flot a rebours,

t (&) =sup{t <0 : @¢(t) € OE},

avec la convention habituelle sup ) = —co. Notons que t (&) est négatif.
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HYPOTHESES 5.6
(i) Le flot ® est C'. Pour tout couple (z,t) € RY x R, D®,(t) est donné par

(i)
det (a@ (t) ) )
an
1<ij<d

(ii) Quelque soit t € R, I'application @, : R — RY, donnée par @(x) = @,(t), est
injective.

DO,(t) = (5.5)

On donne maintenant une expression du noyau R. Le résultat technique qui suit est un
point clé dans l’estimation de la loi invariante de la chaine de Markov (Z;)).

PROPOSITION 5.7 Soity € E et B € B(E). On a
R(y,B)= | rly,z)dz + Riy,BNIE), (5.6)
BNE

ou la densité conditionnelle r est donnée par,

—t 7 (z2)
VzeE, r(y,z) = L 4y, . (—))f(D,(—s), s)DD,(—s)ds. (57)

PrREUVE. On suppose B C E. Fixons t > 0. On définit l'’ensemble A; par
Ay ={D¢(—t) : £€ B} CRY,

et on considére la fonction ¢ : Ay — B donnée par @(x) = ®D,(t), pour x € A;. @ est
une application injective et C' d’aprés les hypothéses 5.6. De plus, quelque soit z € B,

P(D2(—t)) = Do,y (t) =z,

avec ®,(—t) € A, par définition de A,. Par conséquent, @, est une bijection C'. Sa ré-
ciproque @, ! est donnée par 0N 1(x) = @,(—t), donc elle est également C'. Donc, ¢, est

-138-



un C'-difféomorphisme de A, dans B, ce qui nous permet de le considérer en tant que
changement de variable. En particulier, on a

(zeE,teR,,D,(t)eB) & (teR,,zeE ze Ay). (5.8)

La correspondance entre les ensembles A; et B est illustrée sur la figure 5.1. De plus, la
matrice jacobienne J oo de la réciproque @ ! satisfait,

o0 (—t)
\V/X - Rd, J‘P;1 (X) = (T .
) 1<i,j<d

Par (5.1) et (5.2), on a

Avec (5.8), on obtient

R(y,B) :J <J 1e(2)f(z, t)q(y,z)dz) dt.
Ry \JA;
Par le changement de variable ¢, on a
RuB) = [ (] 1o @ 10D (0 (6 0 (0" (€)[aet 3,00 a ) a
- | (J Le (@4 (—t)) f (@ (—1), 1) q (4, Dy (1) Dw—t)da) at,
ol D®; est donné par (5.5). On remarque que

(Pe(—t) €eB) & (0 <t <—t7 (&),

donc 1¢(@g(—t)) = Ljo<t<—t-(£)}- On obtient le résultat voulu par le théoréme de Fubini. 0O

A la lumiére de ce résultat, on peut obtenir la propriété suivante sur la loi invariante 7t de
la chaine de Markov (Z;) : 7t admet une densité sur l'intérieur de l’espace d’état. De plus,
on peut écrire le lien entre cette densité et r.
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FiGURE 5.1 — Correspondance entre les ensembles A; et B.

CoOROLLAIRE 5.8 II existe une fonction positive p telle que,

VB ¢ B(E), n(B) :J p(x)dx + (B NJE). (5.9)
BNE
De plus, p vérifie,
Vx € E, p(x) = Ln(dy)r(g,x). (5.10)

PrREUVE. D’aprés la proposition 5.5, n est une mesure d’irréductibilité pour le noyau
markovien R. D’aprés le théoréme 4.2.2 de [67], la mesure d’irréductibilité maximale [ est
équivalente a la mesure [i’, donnée pour tout B € B(E), par

N 1
. H(dU)Z R (U>B)W-

n>0

ii'(B) zj

R admet une densité sur l'intérieur E de ’espace d’état E de (Z;) (voir la proposition
5.7). Par conséquent, c’est aussi le cas pour R". En effet, quelque soit l’ensemble B tel que

-140-



A(BNE)=0,0na

R™(y,BNE) = J R (y,dz)R(z,BNE) = 0.
E

Donc, i/(BNE) = 0. Finalement,
A(BNE)=0 = pn(BNE)=0.

Puisque 7 et 1a mesure d’irréductibilité maximale p sont équivalentes, 7t admet une densité
sur E. On s’intéresse maintenant a ’expression de cette densité. Par le théoréme de Fubini,

on a pour B C E,
-

n(B) = | m(dy)R(y,B)
JE
N
— | 7w | riy,0jax
JE B
N
= (J n(dy)r(y,x)) dx.
JB E
Par conséquent, on peut identifier p et la fonction J n(dy)r(y, ). 0
E

La régularité de la densité conditionnelle r est importante dans la suite. Nous introduisons
de nouvelles hypothéses sous lesquelles r est Lipschitz.

HypoTHESES 5.9 On fait les hypothéses suivantes.
(i) t~ est bornée et Lipschitz,

Mt T >0, ¥,y € B, (%) —t (Yl < [t luphx —yl.
(ii) Le flot @ est Lipschitz,
@y, >0, Vx,y € RY Vt €R, O (t) — Dy (t)| < [@lriplx —yl.
(iii) f est bornée et Lipschiz,
Jflp > 0, Vx,y € RY, Vt € R, [f(x,t) — f(y,t)| < [fliiphx —yl-
(iv) q est bornée et il existe une constante [qli, > O telle que, pour tous x,y,z € R?,
lq(x,y) —q(x,2)| < [qluply —z| et [q(x,z) —q(y,z)| < [gluplx —yl.
(v) DO est bornée et Lipschitz,
D@y, >0, Vx,y € RY, Vt €R, DO (t) — DO (t)| < [DD]piplx —yl.
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On a le résultat suivant.

PROPOSITION 5.10 T est une fonction bornée. De plus, il existe une constante [r]up >0
telle que, pour tousx € E,y € E et u € R4 tels quey+u € E, on a

|T(X,y +u) — r(x,y)] < [r]l_iphfl-’-

PREUVE. D’aprés (5.7), on a
[lloe <M1t Moo dlloo lIflloo[[DP|oo-
Pour le second point, on considére la fonction y définie par,
V(y,t) € R X R, y(y,t) = q(x, @y(—t))f(Dy(—t), t) DDy (—t).

Cette fonction est Lipschitz comme produit et composition de fonctions Lipschitz et bor-
nées (voir les hypothéses 5.9). [y]iy, désigne sa constante de Lipschitz. On a donc

vy, t) = vy +u,t)]| < bylup hul .

De plus, par (5.7), la fonction r(x,y) est donnée par r(x,y) = fgr(y) Y (y, s)ds. On suppose
que —t (y) < —t (y +u) (on rappelle que t~ est une fonction négative). On a

—t7 (y+u)

(Wy+wﬂ—vwﬁD®+J Yy
.

-t~ (y)

ng+w—ﬂ&m:L

Par conséquent,

It oo
oy +w) — oyl < L y(y +1,5) — y(y, s)| ds

+ [[allco][flloo Do [t (y) =t~ (y + )|
< It lleo W Iiphul + [ iy [1qlloo[[Fll o0 D @] oo .

L’inégalité obtenue pour —t (y) > —t(y + u) est exactement la méme. Ceci termine la
preuve. 0
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5.3.2 Estimation de p

On propose un estimateur non paramétrique et récursif de la fonction p donnée dans
le corollaire 5.8. Dans toute la suite, on considére une fonction noyau K qui satisfait les
hypothéses suivantes.

HyYPOTHESES 5.11 Le noyau K : R® — R, vérifie :

(i) suppK C B(Oga,0), ot & > 0 et B(x,r) désigne la boule ouverte centrée en x et
dont le rayon est r.

(ii) K est borné.

Sous les hypotheéses 5.11, la quantité fRd K?(y)dy est finie. On note T* cette intégrale dans
la suite. Pour tout entier n, 'estimateur récursif p,, de p que nous proposons est donné,

pour tout x € E, par
R ] n+1 1 Z.f_x
Pnlx) = — Z\?K( - ), (5.11)
' j

j=1 ]

ou la fenétre de lissage v; satisfait
v; =Vvij %, avec &, vi > 0.

REMARQUE 5.12 Soient x € E et j > 1. Puisque la suite (v,) est décroissante, on a

supp K (;X) C supp K (;X) C B(x,v19).

j 1

Donc, si vid < dist(x,0E), on a

supp K ('_X> C E.
v

)

Dans la proposition suivante, on établit la convergence ponctuelle presque siire de p.,.

PrROPOSITION 5.13 Soit x € E. On choisit v; tel que 10 < dist(x,0E) et « tel que
od < 1. Alors,
Pa(x) £ p(x),

quand n tend vers I'infini.
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PREUVE. D’aprés I’expression de p(x) donnée par (5.10), la différence p,(x) — p(x) peut

s'écrire de la fagon suivante,

n+1 7 —
Pul b = 23 Sk ()

n Vs
j=1 ")

1 /7 — 1
— dK( ! X)+—MH+RQ)+R§3),
v n

—J r(u,x)mt(du)

E

ou M,, est donné par

1
vdK

M=)

n

j
et les termes de reste Rg) et Rg ) sont donnés par

1 « _ _
R = EZJRd [r(Z; ,x +yvjr) — (Z7,x)] K(y)dy,
j=1

E

R = lir(zj,x) —J r(u, x)7r(du).
j=1

="

Zj_+1 S _
—J T(Z, x +yvi)K(yldy |,
] j+1 Vi+1 Rd

(5.12)

La dépendance en x est implicite et n’est pas rappelée dans les notations M, Rg] et Rg ),
Dans la décomposition (5.12), le premier terme va clairement vers 0 quand n tend vers
I'infini. La suite de la preuve est découpée en trois parties : dans la premiére, on montre
(2) P . . 1)
que R;," converge vers O par le théoréme ergodique. Dans la seconde, on se focalise sur Ry

et on prouve que ce terme converge aussi vers 0. Finalement, on montre que M, /n tend
vers O en utilisant la seconde loi des grands nombres pour les martingales. On rappelle que
la chaine de Markov (Z) est positive Harris-récurrente et que sa mesure invariante est m,
d’aprés la proposition 5.5. Comme r est bornée (voir la proposition 5.10), on peut donc
appliquer le théoréme ergodique presque siir (voir par exemple le théoréme 17.1.7 de [67])

et on obtient que Rg ) converge presque stirement vers 0. Pour Rg), on a

RYL < L3 [ - Ky
=1

IA

] n
SO | FplulKiy
j=1

] n
n Z\’j+1 (Ld !y!K(y)dy) [r]Lip-
=1

IN
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Ce majorant tend vers O d’aprés le lemme de Cesaro car la limite de la suite (v,,) est 0.
Donc, Rg) converge vers 0 quand n tend vers l'infini. Finalement on s’intéresse au terme
M, /n. On commence par montrer que la suite (M,,) est une martingale a temps discret

par rapport a la filtration () donnée par,
n>1, Fu=o0(Z,...,Z,,).

On a

1 K (Z;H —x)

d
Vit Vn41

Zn] — J . r(Z,,x +yvni)K(y)dy.
R

E [Mn|Fn71] - Mn71 +E

Par conséquent, on a juste a prouver que

-
E[ d1 K( nt] X) Z‘] :J r(Z,,x +yvn1)K(y)dy. (5.13)
A% Vni1 Rd

n

On a
1 . — 1 _
E|—K < nil X) Z;| = d_J K (“ X) R(Zy, du).
Vi Vnt1 Vi JE Vnti
Par hypothése sur v, et la remarque 5.12,
J K (“_x) R(Zo,du) = J K (u_x) R(Z;,du)
E Vi1 E Vn
= J K (u—x) r(Z,,u)du,
E Vn

d’aprés (5.6). Finalement, le changement de variable u = yv,;; + x établit (5.13). Donc,
(M,,) est bien une martingale. On va étudier le comportement asymptotique de son crochet

(M). Un calcul simple montre que
2

1 L .,—x
(My — Mn%)z = V2 K? < i > + [J r(ZT:)X—FUVnH)K(y)dU
E

n+1 Vn41

2 ., —X
— K ( =t J T(Z,x 4+ yvner ) K(y)dy.
1 Vnt1 E

Vi,
En utilisant la méthode mise en ceuvre pour montrer (5.13), on en déduit que

1
J K2 (Y)r(Zy, x + Yyvair)dy
E

E [(Mn - Mn—1)2|«/t‘n—l] - v

n+1

— [ L T(Z,,x +yvni1)K(y)dy

2
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Par conséquent,
n
1
D e
j=1 Vit
quand n tend vers l'infini. Par la seconde loi des grands nombres pour les martingales (voir
le théoréme 1.3.15 de [41]), on a

M2 =0 ((M>n (1n(<M>n))‘+V> . avecy > 0.

% =0 (\/nocd—1 (ln(nocd+1))1+V> )

Par conséquent,

n

Donc, M,,/n tend presque stirement vers 0 lorsque od < 1. Ceci termine la preuve. 0

5.4 Estimation de la loi invariante de (Z;, Z,)

Dans cette partie, on montre que la chaine de Markov (Z,, Z,,) admet une loi invariante
unique et on s’intéresse a 1’estimation récursive de cette mesure.

5.4.1 Quelques propriétés de (Z,,Z,)

On se focalise sur le comportement asymptotique de la suite (Z;,Z,). Dans toute la
suite, 1, (respectivement 7t,) désigne la loi du couple (Z,,Z,) (respectivement de Z.)
pour tout entier n. On a les relations (évidentes) suivantes entre n,, Q ou q et m,,

(A xB) = LQ(z,B)Tcﬂ(dz)

= J q(z,y)m,(dz)dy. (5.14)
AXxB

LEMME 5.14 On a

lim [N, —nlw =0,
n—4oo

ot la loi limite 1 est donnée, pour tout A x B € B(E x E), par

MAX B = | qlzyinidzldy. (5.15)

AXB
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PREUVE. Soit g une fonction mesurable bornée par 1. Par le théoréme de Fubini, on a

)

‘ J Q(X,U) (T]n(dXXdy)—n(dxxdy))‘ <

ExXE

J (o (dx) — n(dxnj 9(% y)q(x y)dy
E E

d’aprés (5.14) et (5.15). Donc,

)

‘ L EQ(X,U) (M (dx x dy) —n(dx x dy))’ < ’ L 9(x)(7n (dx) — 7t(dx))

ot la fonction g : x — [ g(x,y)q(x,y)dy est bornée par 1 car g est bornée par 1 et q est
la densité conditionnelle associée au noyau de Markov Q. Par conséquent,

M =1y < 7o =7l - (5.16)

On obtient la limite voulue avec (5.4). 0

Montrons maintenant que n admet une densité sur E x E.

LEMME 5.15 II existe une fonction positive h telle que

MAXB) = | hiyydxdy,
AXxB
pour tout A x B € B(E x E) tel que A C E. De plus, h est donnée, pour tous x,y € E,
par
h(x,y) =p(x)q(x,y). (5.17)

PrREUVE. De (5.15), on a

NAxB) = L a(zymldzdy
:J q(z,y)p(z)dzdy,
AXB

par (5.9) puisque A C E. On conclut en identifiant. 0
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5.4.2 HEstimation de h

On se propose d’estimer la fonction h par la quantité ﬂn donnée, pour tout couple
(x,y) € E?, par
n+1 Z; —x

~ 1 1 Z —
M(X’U)ZHZW?dK( W )K< Jij)) (518)

j=1 ]

ou la fenétre de lissage wj est donnée par
wj =w;j P, avec wy, p > 0.

La fonction noyau K vérifie les hypothéses 5.11. Dans la suite, on s’intéresse a la convergence
ponctuelle presque stire de 'estimateur }ALH en un point (x,y) € E%. On suppose que W est
tel que w0 < dist(x, 0E), ou d est le rayon de la boule ouverte qui contient le support de
K. Dans ce cas, la remarque 5.12 est encore valide et on a les inclusions suivantes, pour
tout entier j,

supp K ( X) C B(x,w8) C E. (5.19)

j
Notre objectif principal est d’établir dans la proposition 5.20 que I?Ln(x, y) converge presque

stirement vers h(x,y). On commence par montrer que cet estimateur est asymptotiquement
non biaisé (voir la proposition 5.17).

Pour cela, nous devons établir de nouvelles propriétés des mesures 7, et 71. On rappelle
que 7, est la loi de Z;, tandis que 7t est la loi invariante de la chaine de Markov (Z;).

LEMME 5.16 On a les résultats suivants.
— Pour tout entier n, m,, admet une densité p,, sur E.
— Pn est bornée par ||v||« et est [v]ii,-Lipschitz.
— p est Lipschitz.
— Pour tout entier n, on a

suIED Pn(x) — p(x)] < ||7]|lokp™ ™ V. (5.20)
xe
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PREUVE. Pour le premier point, soit B € B(E) tel que B C E. On a

E

m(B) = JJBR(E>dU)ﬂn1(d£)

_ L Lr(a,y)ﬂ“(da)dy,

ou 1 est la densité conditionnelle associée au noyau R donnée par (5.6)). Par conséquent,
on peut identifier

Paly) = Lr(a,y)nn_wda). (5.21)

Pour le second point, on a déja montré dans la proposition 5.10 que r est bornée. Ainsi,

Pay)l < [Irfleomtma(B) = 7.

De plus, puisque 1 est Lipschitz,

IA

Paly) — palz)] j\r(z,,y) (&, 2)| s (dE)

< T'] Lip ’y Z’ﬂnJ (E)

7] Lip |y —z|.

[
[

Pour le troisiéme point, p est Lipschitz pour les mémes raisons que p, puisque p vérifie
(5.10). Finalement, pour le quatriéme et dernier point, on a, par (5.10) et (5.21),

Pl —plx)| < Lr(y,X) [t (dy) — e(cly)|

< vlloo l7tnay = 7ellrv
<

I7llsokp™ ™1,

par (5.4). Cela termine la preuve. 0

Maintenant, on peut montrer que ﬁn(x,y) est un estimateur asymptotiquement sans biais
de h(x,y). On rappelle que h,(x,y) a déja été défini par (5.18).

PROPOSITION 5.17 Quand n tend vers !’infini,

E |Rnlx,y)| = nixy).
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PreUVE. I suffit de montrer que

e [ty — " hixy)

tend vers 0. On a, par (5.14) et (5.18),

E[A n+1 1 1 u—x v—y
hn(X,U):| - hoy) = - J WK( >K( )ﬂj(du)qw,\’)dv

n =1 EXE Wj Wj Wj

— J h(x, y)K(u)K(v)dudv] .
EXE

D’aprés (5.19), on peut remplacer E par E dans la premiére intégrale. On peut donc aussi
remplacer 7j(du) par pj(u)du (voir le lemme 5.16). Avec (5.17) et un changement de
variable,

e [Ruto)] ~ " hiy)

== | K@K (pjx+umw)qlx +uwj;,y +vw;) —p(x)q(x,y) Jdudv.
EXE

=1

De plus, puisque pj est [1]iip-Lipschitz et bornée par ||r||, d’aprés le lemme 5.16, un calcul
élémentaire meéne a

i (x +uw;) q(x 4+ uwj, y +vwy) — p(x)q(x,y)]|
< Irllolgqlipwy (hul + 1) + [[qfoo [r]Lip lulw; + (g0 [Pj (%) — P (%)
< w; ([ul (1q]loo i + ldlip o) + W Tlloola]Lip) + [[allool[Tllokp ™07,

avec (5.20). Finalement, on obtient

E[Rutow)] - i)

2l7]so[qliip + [0 lMiip) [ K(w)[uldu & Irllolialloor =2
< P p)JE ZWjJrf;pu 1
]:

n -
(21[lloo [qlip + [1dlloo [TTrip) ¢ K(w)luldu T [7llsol[qlock
< L N ool Ao -
- " ;Wﬁ n(1—p")’
ce qui tend vers 0 par le lemme de Cesaro. 0
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Dans la suite, on va s’intéresser au processus a temps discret

(An) = (W%dK (ZEWZX> K (Z’;\:J)) , (5.22)

qui apparait naturellement lorsqu’on étudie ’estimateur ﬁn(x, y). Précisément, on propose
d’étudier sa fonction d’autocovariance afin d’obtenir le comportement asymptotique de la

variance de ﬁﬂ(x, y).

PROPOSITION 5.18 II existe deux constantes B et b > 1 telles que, pour tous entiers
n >k,

|Cov (A, Ayn)| < KB g (1+1v7) (5.23)
k) n — Wfld . .
En particulier, pour k = n et en utilisant que b™ < 1, on a

2|[K]I5,B
< Sl

Var(A,) (5.24)

4d
Wy

PrReEUVE. On a
COV(AbAn)
K[| 1 (Z, —x Z,—y 1 Z-—x Z,—y
_ Moo K K = K
itz T\ T, we ) TKIE\ . we )

ol les deux termes intervenant dans la covariance sont bornés par 1. On applique le théo-
réme 16.1.5 de [67] avec V=1, ® = (Z7,Z),

- ] .—X .—y . ] .—X .—’y
Q‘HM@K(WH>K(WH) ot h‘nmaK<wk)K<wk>'

Les conditions du théoréme sont vérifiées d’aprés (5.4) et (5.16). On obtient

[LY /- K
ICov(Ay, Ay )| < Aaloo_Bpk—n (1 4 pk) |
’ widy2d ( )
Avec 1/wit < 1/w24, cela montre (5.23). 0
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Dans le résultat suivant, on donne une borne de la variance de ‘rALn(x, y). C’est un corollaire
de la proposition 5.18.

COROLLAIRE 5.19 Soit n un entier. On a

8 |K|lsB

ad 1 _p 1
nwig, 1—b-

Var (h (x y)) (5.25)

Par conséquent, la variance tend vers 0 lorsque 43d < 1 (on rappelle que w, = win#).

PREUVE. Cette inégalité est une conséquence de (5.23) établie dans la proposition 5.18.
En effet, d’apres ’expression de A,, (5.22) et celle de h,(x,y) (5.18), on a

n+1 n+l

Var (&(x,y)) = 3 Z Z Cov(Ay, Ay)
=1 1=k
n+1 n+l
< ZIKILB Y Y b (14 b it
=1 1=k
En utilisant que b™* < 1 et w* < w19,
n+1 n+1
~ 4 K 1
Var (Rl ) < nzw;fgl LD ILY
n+1 —k
< I [y BZbk
s K
- onwid, 1—b "
avec (n+1)/n < 2. 0

On peut maintenant montrer la consistence de notre estimateur de h(x,y).

PROPOSITION 5.20 Soit (x,y) € E?. On choisit w6 < dist(x, 0E) et 88d < 1. Alors,

ha(%,4) 25 hix,y),

quand n tend vers l'infini.
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PrEUVE. D’aprés la proposition 5.17, il suffit de prouver que

Yo = (Rulxy) —E [Rulxy)] ) (5.26)

converge presque sfirement vers 0. Dans la suite de la preuve, on montre qu'’il existe une
variable aléatoire Y telle que Y, = Y. Puisque la suite (Y, ) tend vers O dans L' (on peut
remarquer que E[Y,] = Var(ﬂn(x,y)), et utiliser le corollaire 5.19), alors Y vaut O presque
sirement et cela entraine le résultat recherché. Afin de montrer la convergence presque
stire de (Yy), on utilise le lemme de Van Ryzin (voir [85]). D’aprés ce résultat, si la suite

(Y,.) vérifie les conditions suivantes,

(i) Yo >0 p.s.,

(ii) E[Y;] < 400,
(iil) E[YnlSnl < Yo +Y. p.s., o0 S, = 0(Yy,...,Yy,) et Y/ est S,-mesurable,
(iv) 21 ENYRl < +oo,

alors Y,, converge presque sfirement vers une variable aléatoire Y. Dans notre contexte, les
points (i) et (ii) sont évidemment vérifiés. On pose

n+1

Vo =+ > (Ac—EIA).

k=1

3

Par (5.18), (5.22) et (5.26), on a V2 =Y,. On a aussi la relation de récurrence

An+] - E[An+1] + (T‘L - ])anl
n

Vi =

En élevant au carré, on a

Yn . <T1 —1 )zYn1 + (An+1 - E[An+1])2 + 2(1’1 - 1)Vn,1 (An+1 - E[An+1])

n n?

(An+1 - E[An+1])2 + 2(“ - 1)\/“,1 (An+1 - E[AnJr]])
S YTI*] + 2 .
n
Finalement, E[Y,|Sh1] <Y, +Y/ ;, ou

1
1= —5E [(An —ElAwa)) 20— Vo (Any —ElAwa]) | S| . (5:27)
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Donc, (iii) est vérifié. Il reste a vérifier le point (iv). Par (5.27) et I'inégalité de Cauchy-
Schwarz,

1 2(n—1

ElV,,1 < EV&I(Anﬂ) + (—Z)E [
1 2

< FVar(AnH) + E\/E[an]Var(Anﬂ)

’anl | |An+1 — E[An+1] H

1 2 ~
< Evar(AnH) + E\/Va—r <h«n4 (X>U)> Va-r(AnH )

Donc, par (5.24) et (5.25), il existe c; et ¢, tels que

! G Cc2
ElViall = n2wid T nd/2wid
Cq C2
winZ—4Bd "y n3/2-4Bd’
Ainsi, > E[|Y/]] est une série convergente dés que 83d < 1. 0

Notre résultat principal de convergence est établi dans le théoréme suivant. L’estimateur
récursif de q(x,y) que nous considérons peut s’écrire,

n+1 —
S V(5= (LY

~ j=1 )
qn(X)y) == o y

j=1
ot le couple (x,y) est dans E?, vj = vij™%, w; = wij P, avec &, p > 0, et K est un noyau

satisfaisant les hypotheéses 5.11. Il s’agit du rapport des estimateurs h, (x,y) donné par
(5.18) et Pn(x) donné par (5.11) : Gn(x,Y) = ha(x,y)/Pu(x).

THEOREME 5.21 On choisit v, et wy tels que max(vy,w;)d < dist(x,0E). Si p(x) > 0,
axd < 1 et 88d < 1, alors, quand n tend vers I’infini,

Gn(x%,y) 25 q(x,y)-

PrREUVE. D’apres (5.17), si p(x) > 0, on peut écrire q(x,y) = h(x,y)/p(x). Le résultat est
alors un corollaire des propositions 5.13 et 5.20. 0
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5.5 Illustration numérique

Le but de cette partie est d’illustrer le comportement de notre estimateur récursif
a travers des simulations dans le cas unidimensionnel. Plus précisément, on s’intéresse
d’abord a un exemple simple pour lequel les transitions sont exponentiellement distribuées,
puis au célebre processus TCP window size.

5.5.1 Premiéres simulations

On considére un PDMP (X;) défini sur E =]0, 1[, dont le point de départ se situe au
milieu de E, X, = 0.5. Les caractéristiques locales de (X;) sont les suivantes. Le flot @
vérifie O, (t) = x+1t pour tous x € E et t € R. De plus, le taux de saut A est choisi constant
égal & C;. Finalement, pour x € E, Q(x,-) est la loi exponentielle de paramétre C, + x,
restreinte a E. Toutes les hypothéses posées dans ce chapitre sont bien stir vérifiées dans
cet exemple. En particulier, le noyau de transition Q admet une densité q par rapport a
la mesure de Lebesgue.

©

8 o

S 3

@ B Q @)

g 5 Q S

e 3 B8 |

© i ‘ o

£ . !

5 & — 1 ‘ — el

c o ! 1

2 %ﬁ *********** -- - ———

E 8 L L —_ —

UEJ <) T T T T T T T
100 500 1000 2000 5000 10000 20000

Number of observed jumps

FIGURE 5.2 — Diagrammes en boite, sur 100 réplications, de notre estimation de q(x,y),
avec x = 0.2,y = 0.6 et C; = C, = 10, a partir de diftérents nombres de sauts observés.
Lorsque pn(x) = 0, on remplace q,(x,y) par 0. Par conséquent, il y a beaucoup de zéros
parmi les 100 réplications pour n petit.

Dans la suite, on se focalise sur 1’estimation non paramétrique de la densité conditionnelle
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q associée & Q. Pour tout couple (x,y) € E x E, la fonction d’intérét q(x,y) vérifie,

1
a6 y) =~ (Co +x) exp (—(C2 +x)y),
ou K, est la constante de normalisation. On choisit le noyau d’Epanechnikov K donné,
pour tout x € R, par

3
K(x) = Z“ — %) <ty

Ce noyau vérifie les hypothéses imposées dans la partie théorique de ce chapitre. Finale-
ment, on choisit les parameétres « et 3,
1 )
x=p= 3 107~.
La figure 5.2 montre la distribution empirique a partir de 100 réplications de l'estimation
gn(x,y), avec x = 0.2, y = 0.6 et C; = C, = 10, a partir de différents nombres de sauts
observés. Sur les échantillons petits, notre procédure d’estimation est peu satisfaisante.
Néanmoins, notre estimation apparait comme trés performante lorsque n est suffisamment
grand, surtout au-dela de 10000 sauts observés. De plus, la courbe q(x,y), avec x = 0.5
et 0.1 <y < 0.9, et son estimation & partir de 20000 sauts sont trés proches (voir la
figure 5.3). L’estimation est donnée seulement sur l'intervalle [0.1,0.9] C E, puisque la

convergence presque slire n’a été établie que sur 'intérieur de l'espace d’état.

=
n <9 |
=)
T |
g2 o |
5 o
E4 —
c
9 o
%‘ ‘_| —
c
S |
F o |
© { T T \
0.2 0.4 0.6 0.8
State space

FIGURE 5.3 — Estimation de q(x,y), x = 0.5, pour 0.1 < y < 0.9 a partir de 20000
sauts observés, avec C; = C, = 10. La densité théorique est en pointillés, tandis que son
estimation est en ligne pleine.
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5.5.2 Le processus TCP window size

Le processus TCP window size apparait naturellement dans la modélisation du célébre
Transmission Control Protocol utilisé pour la transmission de données sur le réseau In-
ternet. Pour ce PDMP, les trajectoires déterministes sont linéaires et tout 1'aléa provient
des temps de saut. L’évolution du processus TCP window size (X;) sur E =]0, +oo[ est
gouvernée par ses caractéristiques @, A et Q. Le flot @ est linéaire, ®,(t) = x + t pour
tous x € E et t € R. Le taux de saut A vérifie A(x) = x. Finalement, le noyau Q est donné,
pour tout couple (x,y) € E?, par Q(x,dy) = 8x,/2(dy). On peut diriger le lecteur intéressé
vers [18] pour une étude sur le comportement en temps long de ce processus.

——  estimate from 200 000 jumps
ffffff estimate from 100 000 jumps
"""""" estimate from 20 000 jumps
'''''''' estimate from 10 000 jumps
fffff estimate from 5000 jumps
———————— estimate from 1000 jumps

Transition kernel Q(0.5,dy)

0 2 4 6 8 10
|

0.2 0.4 0.6 0.8

State space

FIGURE 5.4 — Estimation de Q(x,dy) = 8u/2(dy), avec x = 0.5, a partir de différents
nombres de sauts observés. La ligne verticale correspond a la valeur x/2 = 0.25.

Comme on l'a dit, le noyau de transition Q n’admet pas de densité par rapport a la mesure
de Lebesgue. Par conséquent, notre approche n’est pas adaptée pour traiter 1’estimation
de Q dans ce probléme. On applique néanmoins notre procédure d’estimation dans ce
cadre inapproprié afin de se rendre compte des limites de notre travail. Le noyau K et
les constantes « et 3 ont été choisis comme dans 1’exemple précédent. On peut observer
sur la figure 5.4 que les résultats numériques paraissent acceptables sans étre pleinement
satisfaisants : 1’estimation se concentre lentement autour de la valeur cherchée.
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5.6 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, on a montré que 'estimateur a noyau récursif qu'’il est naturel de
considérer converge presque sfirement vers le noyau de Markov du PDMP, sous des condi-
tions de régularité du processus et d’ergodicité. La difficulté principale apparait dans 1’es-
timation de la loi invariante du couple (Z;,Z, ), dont le noyau n’est pas a densité, méme
sur 'intérieur de ’espace d’état. La méthode mise en ceuvre pour estimer la loi invariante
de (Z;,) (le dénominateur) est fondée sur des résultats classiques de martingales a temps
discret, et permettrait d’obtenir soit la convergence uniforme, soit des vitesses de conver-
gence sous des conditions de Lipschitz mixing gréce au théoréme central limite pour les
martingales. Néanmoins, la technique plus universelle utilisée pour étudier le numérateur
ne semble pas suffisamment souple pour obtenir ce méme type de résultat pour l'estimateur
du numérateur. Les perspectives de travail sur ce sujet (convergence uniforme, théoréme
central limite) semblent donc trés ouvertes.
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Chopitre 6

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

L’objectif principal de cette thése était de proposer des estimateurs pour les lois condi-
tionnelles des deux aléas intervenant dans la dynamique des processus markoviens dé-
terministes par morceaux. Dés le début de mes réflexions avec Frangois Dufour et Anne
Gégout-Petit, nous avons décidé de travailler dans un cadre non paramétrique et pour des
processus observés en temps long.

Dans ce contexte, on a donné des estimateurs non paramétriques des deux caractéris-
tiques gouvernant l'aléa d’'un PDMP : la densité conditionnelle des temps inter-sauts f
dans le chapitre 3, et le noyau de transition Q dans le chapitre 5. On a également mon-
tré des résultats de convergence et illustré ces résultats par des simulations sur différents
exemples. Notre étude de 'estimateur de f s’appuie en partie sur le travail réalisé dans
le chapitre 2 sur l’estimation du taux de saut pour une certaine classe de processus de
renouvellement. Enfin, on a présenté dans le chapitre 4 un travail indépendant sur une
méthode d’approximation numérique pour la méthode SIR par quantification optimale en
norme LP.

Méme si nous avons donné des méthodes d’estimation pour les deux caractéristiques
qui nous intéressaient, il reste bien sfir de nombreuses pistes de recherche a explorer. J’en
détaille quelques unes dans la suite.

BEsTiMATION DES Lois DES TEMPS INTER-SAUTS

Sur ce sujet, un point méthodologique délicat sur lequel il faut encore travailler est la
suite des fenétres (3,,). D’un point de vue théorique, mais aussi numérique, il serait tout a
fait pertinent de déterminer explicitement une suite adéquate. On pourrait méme réfiéchir
au choix optimal d'une telle fenétre. Dans le méme ordre d’idée, le choix de la partition
de ’espace d’état et le compromis entre les erreurs déterministe et stochastique réalisées
doivent étre discutés. De plus, nous avons choisi d’utiliser des méthodes de lissage a noyau
dans la direction temporelle, mais d’autres techniques existent : par exemple, on peut
décomposer la fonction d’intérét dans une base et estimer ses coordonnées. Enfin, il serait
fort intéressant d’étudier 1’estimation en un point x au travers d’une suite décroissante
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(A.) d’ensembles contenant x. Il faudrait alors s’intéresser précisément & la vitesse de
décroissance de cette suite, ainsi qu’aux liens avec les fenétres de lissage.

BESTIMATION DES T'RANSITIONS

On a montré la convergence ponctuelle presque sfire de 1’estimateur récursif naturel
du noyau de transition. Des pistes a envisager sont 1’étude de la convergence uniforme
et la mise en ceuvre d'un théoréme central limite. Des conditions de Lipschitz mixing
permettent d’obtenir des convergences en loi vers des gaussiennes pour l'estimation des
lois invariantes. Mais c’est 1’étude du rapport des estimateurs qui rend difficile, mais aussi
attrayante, la suite des investigations sur ce sujet.

Enfin, méme si nous avons pris le parti d’étudier des processus trés généraux, il se-
rait intéressant d’étudier des problémes d’estimation pour certains PDMP, pour lesquels
le flot ou les transitions sont donnés explicitement et dépendent par exemple d’'un para-
metre. Dans ce type de probléme, on peut sans aucun doute donner des résultats fins de
convergence des estimateurs. Précisément, on peut s’intéresser par exemple a l’estimation
semi-paramétrique pour le processus TCP window size. Les sauts sont des masses de Di-
rac en une certaine proportion 0 de la valeur du processus juste avant le saut. On peut
alors estimer a la fois le parameétre réel O et la loi conditionnelle des temps inter-sauts.
Alors qu’on n’a jamais utilisé la forme du flot dans l’estimation des temps de saut dans
les travaux présentés dans ce manuscrit, la structure trés particuliére des trajectoires dé-
terministes pour le processus TCP window size permet de relier de maniére évidente le
temps et la variable spatiale.

Un autre sujet attrayant, mais a plus long terme, est de proposer un test pour vérifier si
le taux de saut A d'un PDMP dépend réellement de 1’espace d’état. On imagine facilement
les nombreuses applications pratiques d'un tel résultat en statistique. Dans la suite, on
pourrait également chercher une procédure permettant de tester 1’égalité des taux de saut
de deux PDMP indépendants. Mais tout cela fera sans doute partie d’une autre aventure!
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