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Chapitre 1

Introduction

L’étude des propriétés de transport dans les solutions d’électrolytes est un probléme
ancien, du moins en ce qui concerne les solutions non confinées. Il suffit pour s’en convaincre
de mentionner la fameuse loi de Kohlraush (1887) pour la conductivité (électrique) en racine
carrée de la concentration. Debye et Hiickel (1927) puis Onsager (1927-1932) donnérent a
cette loi empirique un fondement théorique. Grace a ces travaux fondateurs, nous disposons
pour la plupart des coefficients de transport (conductivité, diffusion mutuelle, autodiffusion
et viscosité) des lois limites précises. Celles-ci ne restent malheureusement valables que pour
des concentrations trés faibles, inférieures & 0,01 mol L=! dans le meilleur des cas qui est
celui des électrolytes 1-1 (comme NaCl) dans ’eau dont la constante diélectrique est trés
élevée (e, = 78,3 a 25 °C'). Plusieurs tentatives ont ainsi été essayées pour les améliorer.
Notre travail s’inscrit dans cette optique.

Le cas des solutions aqueuses est le plus important au niveau des applications. En
effet, I’eau, liquide le plus abondant sur notre planéte, a un role fondamental dans les
processus biologiques ou géologiques et contient presque toujours des « impuretés », souvent
chargées. Par exemple ’eau de mer est une solution complexe d’électrolytes contenant de
nombreux ions parmi lesquels Nat, Cl~ et dans une moindre mesure Mg?* et SO7~ sont
majoritaires. Par ailleurs, dans le régne animal, I'influx nerveux est transmis par le passage
de petits ions comme Na®, KT, Ca?* ou Cl~ & travers des membranes. C’est en élucidant
des questions fondamentales liées aux solutions d’électrolytes simples ou complexes, en
général inorganiques, que nous pourrons interpréter les particularité de tels systémes.

Malheureusement, leur étude ne saurait se contenter de lois limites obtenues pour des
solutions trés diluées. Ainsi la concentration du chlorure de sodium dans I’eau de mer est
grosso modo de Pordre de 1 mol L™!. Les progrés réalisés pour améliorer cette description
des phénoménes de transport dans les électrolytes ont toujours été liés a ceux accomplis
dans 'explication des propriétés d’équilibre. Par exemple, a ’origine, en appliquant 1’équa-
tion de Poisson-Boltzmann linéarisée, Debye et Hiickel ont fourni une interprétation en
termes d’atmosphére ionique (c’est & dire en termes de répartition spatiale des charges

et sous 1 bar. Comme les propriétés physiques considérées dans cette étude le seront toujours & cette
pression, nous ne le préciserons plus. D’ailleurs, pour les phases condensées, les propriétés physiques dé-
pendent peu de cette grandeur.
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autour d’un ion) pour les écarts a 'idéalité observés dans les solutions diluées. Ce concept
a ensuite permis de comprendre que la relaxation de cette atmosphére expliquait en par-
tie la diminution de la conductivité observée expérimentalement quand on augmente la
concentration du sel. L’autre raison était liée aux interactions hydrodynamiques entre les
sillages des particules (effet couramment appelé « effet électrophorétique »). Sans remettre
en question la validité de ces lois limites, la physique statistique a permis non seulement de
leur donner un fondement un peu plus rigoureux, mais aussi de les étendre a des concen-
trations plus importantes. En particulier, depuis les années 60, de grands progrés ont été
effectués dans la description des propriétés d’équilibre des électrolytes. Les interactions
coulombiennes dont la portée rebutait les théoriciens se sont révélées plus faciles a mani-
puler que les interactions plus « douces » comme la liaison hydrogéne. On a pu prendre en
compte explicitement la taille des particules ou leur association.

Nous nous proposons ici d’étendre les lois du transport dans les électrolytes jusqu’a
des concentrations élevées (1 ou 2 mol L™!), en utilisant les méthodes les plus récentes
pour décrire 1’équilibre. Parmi celles-ci, nous utiliserons principalement 1’approximation
sphérique moyenne (Mean Spherical Approximation, MSA), qui a le grand avantage de
donner pour les grandeurs thermodynamiques d’équilibre des formules analytiques.

La plupart de ces études récentes pour décrire les solutions d’électrolytes, du moins en
ce qui concerne celles conduisant & des résultats explicites (analytiques), reposent sur une
description continue du solvant, ou les molécules de celui-ci ne sont pas traitées explicite-
ment mais sont modélisées par un continuum diélectrique et visqueux (figure 1.1).

o@@(ﬁ
@ i O

b@%

F1G. 1.1 — Modélisation en solvant continu d’une solution aqueuse d’électrolytes.

Un tel modele est intéressant car les phénomeénes statiques et dynamiques intervenant
dans les solutions d’électrolytes présentent deux aspects qu’il est difficile d’intégrer simul-
tanément.

— Sur de petites échelles de distance et de temps le caractére moléculaire du solvant
joue un role fondamental. De nombreuses propriétés d’équilibre et de transport ne
peuvent ainsi étre obtenues qu’en considérant explicitement le solvant.

— En revanche, sur de plus larges échelles, les interactions entre les ions sont « moyen-
nées sur le solvant ». Tant en distances qu’en déplacements, plusieurs dizaines de
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molécules de solvant sont alors mises en jeu. Ainsi, certaines propriétés ne concer-

nant que les ions peuvent ne pas dépendre directement du caractére moléculaire du

solvant.
Dans ce dernier cas, il est raisonnable d’essayer de ne garder explicitement dans la des-
cription que les particules de soluté. Le solvant est alors traité comme un continuum.
On peut ainsi modéliser ses propriétés électrostatiques par sa constante diélectrique e,
ou ses propriétés dynamiques par sa viscosité n (figure 1.1). Dans le cadre de ce modeéle
de solvant continu, 'influence de celui-ci sur les propriétés d’équilibre est donc prise en
compte par l'intermédiaire d’un potentiel effectif entre les particules de soluté. L’étude
des propriétés dynamiques nécessite en outre de prendre en compte le mouvement du sol-
vant, généralement par un modeéle de fluide visqueux. Cela se traduit par des interactions
hydrodynamiques entre les particules de soluté.

Méme si 'image physique de ce modéle est intuitivement évidente, sa justification,
tant pour la structure que pour la dynamique I’est beaucoup moins. Elle repose sur un
découplage entre certaines propriétés que nous allons maintenant briévement expliciter en
analysant les grandeurs caractéristiques des solutions d’électrolytes.

1.1 Description statique des solutions d’électrolytes

La structure et les propriétés thermodynamiques du milieu sont la conséquence directe
des interactions entre les particules. On peut les décrire par quelques distances caractéris-
tiques que ’on peut préciser.

1.1.1 Distances liées a la géométrie du systéme

Ces distances permettent aussi de caractériser des milieux non chargés, constitués de
particules neutres sans interactions a longue portée. Elles sont liées a la géométrie du
systéme, indépendamment de la charge des ions.

Taille des particules

Comme nous nous contenterons de modeles classiques, nous ne traiterons pas explici-
tement les échelles de distances infra-atomiques. La taille d’une molécule d’eau (que I’on
ne définit pas ici rigoureusement car celle-ci n’est pas a symétrie sphérique) est de 'ordre
de 2,5 A. La taille d’un ion ¢ que nous considérerons sphérique peut étre quantifiée par son
diamétre o;. Dans le cas d’une description a solvant continu, il faut inclure dans cette taille
la couche des molécules d’eau qui le solvatent. Les tailles effectives sont ainsi plus grosses
que les tailles de l'ion nu (diamétre de Pauling).

On pourrait croire qu'une description & solvant continu n’est valable que si I'ion est
beaucoup plus grand que le solvant. En fait nous verrons que pour ’étude des propriétés
d’équilibre, une telle description est toujours justifiée a condition de considérer le potentiel
d’interaction effectif (moyenné sur les configurations du solvant) entre les particules de
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soluté qui inclut ainsi la solvatation. Dans le cas des propriétés dynamiques, une telle
description n’est en revanche pas toujours valide. Mais le critére porte plus sur les masses
relatives que sur les tailles.

Distance moyenne entre particules

En notant C' la concentration d’une espéce, I'espace moyen [ entre les particules est de

I'ordre de
1\ /3

Nous utiliserons dans cette thése pour C' les concentrations réelles (en particules par m3

dans le systéme international d’unité (SI)) afin d’alléger les notations dans notre description
statistique des électrolytes. La conversion en moles par litre est évidente; il suffit par
exemple ici de diviser C' par 103N ot N est le nombre d’Avogadro.

Distances liées aux conditions aux limites

Dans certains milieux, d’autres échelles de taille peuvent apparaitre. Par exemple la
distance b entre charges pour les ions multiplement chargés ou les polyélectrolytes. De
méme, dans le milieux confinés, la géométrie externe a la solution impose une autre distance
caractéristique. Lorsque nous étudierons I’argile hydratée, qui peut étre modélisée par une
succession de feuillets paralléles, chargés et séparés par la solution, le paramétre physique
sera ainsi la distance entre les feuillets.

1.1.2 Distances liées aux charges
Distance de Bjerrum

Elle représente physiquement la distance pour laquelle ’énergie électrostatique entre
deux charges élémentaires est de 'ordre de grandeur de I'agitation thermique kgT'. Soit

62

Lg=——-—
B drege, kT

(1.2)

avec e la charge élémentaire, €, la constante diélectrique du vite, €, la constante diélectrique
relative du solvant, kg la constante de Boltzmann et T la température. A 25 °C, dans ’eau,
Ly est de Pordre de 7,1 A.

Distance de Debye

La plus utilisée des distances caractéristiques dans les électrolytes est la distance de
Debye. Elle représente la taille caractéristique de I’écrantage électrostatique par les ions
dans la solution dans le modéle de Debye-Hiickel. Elle fait ainsi intervenir la charge, la
concentration des ions et les propriétés diélectriques du solvant. C’est donc une grandeur
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caractéristique de la solution et non pas du solvant pur comme la distance de Bjerrum. On
utilise en fait 'inverse kp de cette distance dont I'expression est donnée par

Kh=A4rlgy CiZ} (1.3)

ou Z; est le nombre de charge de I'espéce i. Il s’agit ainsi d’'un « mélange » (plus qu’une
moyenne) entre la distance de Bjerrum et une distance moyenne effective des espéces char-
gées obtenue a partir de la force ionique I = %ZZ C;Z?2. Pour des systémes infiniment
dilués, I’écrantage ne se fait pas et la distance de Debye diverge. Pour une solution de
NaCl molaire dans I'eau a 25 °C, la distance de Debye est de 'ordre de 4,3 A & 1 mol L.

1.1.3 Conséquences sur les propriétés d’équilibre

La valeur relative de ces distances caractéristiques permet de prévoir plusieurs consé-
quences structurales.

Ecrantage des forces coulombiennes

Sil > Lg, le caractére coulombien se manifeste peu par des écarts a I’idéalité, méme
s’il impose 'électroneutralité statique.

Association électrostatique

Si —Z;Z;Lg > o0; + 0, I'interaction électrostatique est tellement forte qu’il se forme
dans la solution des paires d’ions. Dans ’eau, la constante diélectrique est suffisamment
élevée pour ne pas associer les électrolytes 1-1. En revanche, les sels 2-2, et certains 2-1 de
petites tailles sont associés. Dans les solvants de constante diélectrique plus faible, on peut
méme associer les électrolytes 1-1.

Autres conséquences

Pour les polyélectrolytes, la condensation électrostatique de Manning a lieu si [ >
Lg. Pour les milieux confinés, nous verrons par exemple que, dans le cas de 'argile, un
électrolyte ne peut pas s’intercaler dans I’espace inter-foliaire si la distance entre les feuillets
est inférieure a la distance de Debye.

1.2 Description dynamique des solutions d’électrolytes

La dynamique des solutions d’électrolytes peut se résumer, aussi bien pour les phéno-
meénes de transport stationnaires que pour les phénomeénes dépendant du temps a propre-
ment parler, comme les réactions chimiques, par ’existence de temps caractéristiques. Leur
valeur relative permet de justifier physiquement la valeur des modéles.
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1.2.1 Temps caractéristiques
Temps liés au solvant

Le temps caractéristique 7., des fluctuations de concentration d’un ion dans un volume
V' est relié a son coefficient de diffusion D,,, par

V2/3
Tion = 6Dion .

(1.4)

On peut prendre pour V le volume d’une molécule de solvant, soit environ 30 A3 dans le cas
de I'eau. Ainsi, 7, représente le temps que met ’ion a diffuser sur une distance de 1’ordre
de la taille des molécules de solvant. En prenant un coefficient de diffusion pour l'ion égal
21072 m2s7!, 1y, est ainsi de 'ordre de 15 ps. Sur des échelles de temps supérieures & Tio,
I’ion « visite » plusieurs molécules d’eau : I'influence du solvant est donc moyennée.

Un deuxiéme temps caractéristique est le temps associé a la propagation du mouve-
ment hydrodynamique du solvant. C’est donc le temps caractéristique correspondant a la
diffusion de la quantité de mouvement. Il peut s’exprimer par :

V2/3

v

(1.5)

Thydro =

ou v est la viscosité cinématique du solvant. Pour I'eau, 74y, est ainsi de 'ordre de 0,2 ps.
Si 'on regarde les fluctuations de température, le temps caratéristique associé est

V2/3
= \Cp

(1.6)

avec A la conductivité thermique et Cp la capacité calorifique (& pression constante) de
la solution. Pour l’eau, 7 est de 'ordre de 0,7 ps. Pour que 'on puisse considérer que
Iion diffuse dans un milieu visqueux de température homogéne, il faut que 7, soit su-
périeur & ces deux temps caractéristiques, ce qui est le cas ici. Sinon, une modélisation a
solvant continu nécessiterait de tenir compte explicitement de la propagation du mouve-
ment hydrodynamique du solvant et de la chaleur. Il faudrait par exemple tenir compte
explicitement du temps dans I’équation de Navier-Stokes ce qui compliquerait énormément
les calculs et réduirait I'intérét du modeéle.

Pour que lors de son mouvement, un ion ressente le solvant comme un continuum di-
électrique de constante e,, il faut que les molécules d’eau aient le temps de se retourner afin
de permettre I’écrantage instantané de sa charge. Cela peut se quantifier par le temps de
relaxation diélectrique de Debye Tgiclec. Les phénomeénes ayant lieu a des temps inférieurs
au temps de Debye sont trop rapides pour permettre le retournement des molécules d’eau.
La polarisation d’orientation des molécules est donc bloquée et la constante diélectrique ef-
fective est inférieure a la valeur statique. Ainsi pour I'eau a 25 °C, la constante diélectrique
passe de 78,3 & 5 (et non pas 1 car il reste toujours les polarisations atomiques et élec-
troniques). Si les phénoménes ont lieu pour des temps supérieurs a Tqigec, les molécules de
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solvant peuvent suivre et la constante diélectrique a la valeur statique. Dans les situations
intermédiaires, le solvant se couple a I’excitation, d’ot une absorbtion importante.

Dans le cas de l'eau, le temps de relaxation de Debye T4ic1ec €st égal a 8,3 ps, ce qui est
inférieur a 7,,. On peut donc bien considérer que le déplacement des ions se fait dans un
continuum diélectrique dont la constante est égale a la valeur statique.

Temps liés aux ions

La dynamique propre de 'électrolyte fait apparaitre divers temps caractéristiques re-
présentant différents modes, propagatifs ou non. La propriété fondamentale d’une solution
d’électrolyte est 1’électroneutralité locale, imposée par la forte attraction électrostatique
entre les espéces. Celle-ci relaxe sur une échelle de temps appelée temps de Debye 7 qui
traduit le temps nécessaire pour le retour a 1’électroneutralité locale. Il convient de ne pas
confondre ce temps avec celui de la relaxation diélectrique qui porte le méme nom. Comme
nous étudierons le transport des ions, nous utiliserons dans cette étude cette appellation
pour le retour a I’électroneutralité. Pour une solution diluée, il vaut

! =4rLp Y  Z}CiD; (1.7)

avec C; et D; la concentration et le coefficient d’autodiffusion de ’espéce ¢. Pour un électro-
lyte en solution aqueuse, le temps de Debye qui est infini quand la solution est infiniment
diluée, est de I'ordre de la nanoseconde quand la concentration se rapproche de 1 mol L.

Un autre temps intéressant dans la description de la dynamique des ions est le temps
de relaxation de leur vitesse

Tvit = DionMion/kBT (]-8)

qui vaut typiquement 0,1 ps pour de petits ions comme Cl~. Si I’on se place sur des échelles
de temps supérieures a 7, les vitesses des ions relaxent instantanément. La description des
ions dans le modéle du solvant continu est alors plus simple puisqu’il n’est plus nécessaire
de se soucier de leur vitesse.

Il existe d’autres temps caractéristiques moins fondamentaux. Citons par exemple les
temps caractéristiques de relaxation chimique, ou les temps associés aux modes propagatifs
de migration ou de diffusion que notre étude sur les phénoménes de transport permettra
de calculer.

1.2.2 Intérét de notre étude

Cette analyse des différents temps caractéristiques permet de mettre en perspective
notre travail par rapport aux différentes méthodes pour décrire les solutions d’électrolytes,
représentées sur la figure 1.2.

Pour les temps trés courts, largement inférieurs a la picoseconde, les électrons gardent
leurs caracteéres propres et on peut observer les phénoménes qui en découlent. Par exemple,
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1ps 1ns 1ls
noyaux atomes et modeéles a échelle
électrons molécules solvant continu humaine
\ \ \
dynamique dynamique thermodynamique des
. . nami . . . . .
moléculaire dynamique brownienne phénomeénes irréversibles
- moléculaire
ab initio
classique \//
hvsi -
physique statistique fraceurs
mesures électrochimiques
neutrons RMN

F1G. 1.2 — Méthodes d’étude du transport dans les solutions aqueuses d’électrolytes.

c’est a cette échelle que les polarisabilités atomiques et électroniques des molécules ré-
agissent. [’études de la dynamique ne peut se faire qu’en traitant explicitement les élec-
trons. Les méthodes de simulations utilisées sont donc forcément quantiques. Il s’agit de la
dynamique moléculaire ab initio ainsi dénommée car elle ne nécessite pas (en principe) de
parameétres ajustables. Bien qu’elle permette en théorie de retrouver toutes les grandeurs
de transport, les limitations matérielles lui imposent de ne simuler que quelques dizaines
d’atomes sur quelques picosecondes. La dynamique de la solution obtenue est donc bien en
deca des temps caractéristiques des ions (en particulier le temps de Debye), ce qui interdit
pour l'instant a cette méthode de calculer les coefficients de transport ioniques.

Sur des échelles de temps intermédiaires, on peut utiliser un modéle classique pour la
solution. Le transport est généralement étudié par la dynamique moléculaire o 1’on calcule
les trajectoires des ions et des molécules de solvant. La complexité des interactions entre
les molécules d’eau empéche tout calcul analytique quantitatif. En outre, les limitations
des machines ne permettent pas pour l'instant de dépasser raisonnablement quelques na-
nosecondes. Le temps de Debye étant sensiblement plus grand dans le cas des solutions pas
trop concentrées, la dynamique moléculaire ne peut prétendre calculer les coefficients de
transports ioniques si la solution est trop diluée?.

Sil’on se place sur des temps bien supérieurs a 7;,,, les particules de solutés ne ressentent
plus les détails microscopiques du solvant. On peut donc ne prendre en compte que les
degrés de liberté associés aux ions. La théorie qui permet de prédire la dynamique d’une

2En outre, on ne peut dans ce cas simuler que trés peu d’ions (en raison du grand nombre de molécules
de solvant), ce qui limite d’autant plus la précision de la méthode.
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telle description est la théorie du mouvement brownien. Les simulations numériques sont
ainsi appelées dynamique brownienne. Dans, ce cas, méme si les phénoménes aux temps
courts sont perdus, il est possible d’obtenir des trajectoires bien plus longues que le temps
de Debye, ce qui permet le calcul des coefficients de transport des ions. Un tel modéle qui
n’est ni microcopique, puisque le solvant n’est pas traité explicitement, ni macroscopique,
puisque 'on décrit précisément les ions est parfois appellé mésoscopique.

La plupart des mesures expérimentales et des situations physiques modélisées ont lieu
a une toute autre échelle. Sur des temps proches de la seconde, on ne s’intéresse pas aux
détails précis de la solution, mais a son comportement macroscopique. La théorie utilisée
est ainsi thermodynamique : c’est la thermodynamique des phénomeénes irréversibles. Elle
nécessite pour étre utilisée la connaissance des coefficients de transport que ’on peut, soit
mesurer, soit obtenir par une analyse microscopique grace a la physique statistique.

Ces descriptions macroscopiques requiérent des expressions compactes pour les traite-
ments des données expérimentales. Elles ne peuvent se contenter de simulations numériques
- aussi sophistiquées soient-elles - simulations qui ne peuvent donner des informations que
pour des systémes bien particuliers. Le but principal de notre étude est de fournir de telles
expressions a partir de grandeurs microscopiques, comme la taille ou la charge des ions,
ayant des significations physiques simples mais précises. Nous utiliserons une modélisation
a solvant continu. Le traitement implicite du solvant permet en effet de réaliser un tel
projet. L’autre intérét de cette méthode est qu’elle propose des expressions en fonction de
propriétés macroscopiques du solvant, comme la constante diélectrique ou la viscosité. Par
conséquent, nos modélisations ne seront pas limitées aux solutions aqueuses, puisqu’une
simple modification de ces grandeurs permettra de changer de solvant® instantanément.

1.3 Description des ions par le modéle de la particule
brownienne

Nos théories en solvant continu reposeront donc sur le modéle de la particule brow-
nienne. Un tel traitement ne pourra donc étre utilisé que si les hypothéses nécessaires, que
nous avons précédemment explicitées, sont justifiées. Mais si celles-ci sont indispensables,
elles ne sont pas les seules.

En fait, comme nous le détaillerons par la suite, le critére fondamental pour pouvoir
traiter le solvant de facon continue, est de considérer que la masse des molécules de solvant
est trés inférieure a celle des ions. En effet, dans ce cas, les degrés de liberté du solvant
se thermalisent beaucoup plus vite que ceux du soluté. Il est alors possible d’utiliser les
théories du mouvement brownien. L’avantage d’un telle approche est de disposer de bases
rigoureuses pour la description des phénoménes dynamiques. Les équations de départ sont
en effet par leur forme assez similaires a celles de la mécanique classique utilisées pour

3si tant est que les hypothéses valables pour I’eau le soient encore pour les autres solvants. Pratiquement,
le caractére le plus particulier de I'eau est sa constante diélectrique trés élevée. On pourra donc appliquer
nos expressions & d’autres solvants si les électrolytes restent dissociés (& moins que I’association ait été
prise en compte explicitement dans notre modéle).
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décrire explicitement le solvant, ce qui permet d’utiliser, en les modifiant, les méthodes
habituelles de la physique statistique.

Néanmoins, on peut se demander jusqu’a quelle limite les ions en solutions peuvent étre
représentés par des particules browniennes*. En particulier, pour des ions comme Li*, dont
la masse est bien plus faible que celle du solvant, la justification ne va pas de soi. En réalité,
la situation est trés complexe. Les ions et les molécules de solvant ne sont pas des objets
classiques interagissant par des potentiels d’interaction de paires parfaitement définis : le
caractére quantique ne peut étre ignoré, ’eau est polarisable, elle se transforme donc en
présence d’ions. Il y a aussi des réactions chimiques que 1’on doit prendre en compte, par
exemple pour expliquer le transport particulier du proton H*. Cependant, un phénoméne
peut justifier I'utilisation du mouvement brownien pour décrire les ions a posteriori : la
solvatation. Un ensemble de molécules d’eau reste fortement attaché a chaque ion. Ce n’est
donc pas une trop mauvaise approximation que de considérer qu’un ion et les molécules
d’eau qui le solvatent forment une entité propre qui se comporte comme une particule
brownienne, celle-ci étant ainsi bien plus lourde que les particules de solvant seules. Il
parait difficile de justifier rigoureusement cette idée; et méme si dans cette étude nous
utiliserons presque continuellement le modéle du mouvement brownien, nous n’essayerons
pas de le faire a priori.

Il conviendra ainsi de faire toujours trés attention en comparant nos résultats avec
Pexpérience. L’intérét principal des théories du mouvement brownien est de fournir des
modéles solubles qui imitent la vraie physique du systéme. Le but de notre étude est ainsi
d’apporter des théories du transport dans les électrolytes directement applicables, afin de
relier les grandeurs mesurées a des paramétres physiques qui permettent de donner une
image microscopique au systéme, sans pour autant la dévoiler exactement.

1.4 Plan de notre étude

Notre travail consiste ainsi a étudier la dynamique des ions, principalement en solution,
mais aussi aux interfaces, par des méthodes menant a des expressions physiques directement
applicables.

Le prochain chapitre commencera par quelques rappels sur la description des électro-
lytes en solution. Notre but n’est pas seulement de poser les bases pour comprendre les
théories qui vont ensuite étre développées Il s’agit surtout de montrer qu’elles forment un
ensemble cohérent, directement obtenu a partir d'une analyse microscopique. La premiére
partie traitera des théories d’équilibre. Comme nous nous intéressons a ’obtention d’ex-
pressions analytiques, nous nous focaliserons principalement sur la résolution du modéle
primitif par 'approximation sphérique moyenne (MSA). La deuxiéme partie aura pour but
de montrer comment notre étude théorique est reliée aux expériences en utilisant la thermo-
dynamique des phénomeénes irréversibles. Enfin, nous introduirons précisément les théories
microscopiques du transport dans les électrolytes, principalement par des descriptions en
solvant continu.

Notre premiére application sera la diffusion mutuelle (ou collective) d’un électrolyte.

4aussi appelées brownons
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Lorsque la concentration de ce dernier n’est pas uniforme, les cations et les anions diffusent
en effet simultanément, du fait de 1’électroneutralité locale de la solution. En comparant
cette étude a d’autres grandeurs de transport ou d’équilibre, nous serons en mesure de tester
le modéle primitif, ou les ions sont représentés par des particules sphériques chargées. Dans
un second chapitre, nous nous focaliserons sur les cas des électrolytes associés.

Cette étude sera ensuite précisée par dynamique brownienne. Nous proposerons en effet
une méthode de calcul du coefficient de diffusion mutuelle par cette technique de simulation.

L’avant dernier chapitre sera consacré a une étude microscopique de l'autodiffusion.
La théorie utilisée sera le couplage de modes (Mode Coupling Theory, MCT). Elle permet
en effet de s’affranchir de la description continue du solvant. Cette partie constitue donc
une premiére justification microscopique de l'utilisation des théories browniennes dans la
dynamique des électrolytes.

Enfin, nous élargirons les perspectives de nos modélisations en les appliquant dans le
cas d’'un milieu confiné : ’argile montmorillonite. Ce dernier chapitre se veut donc étre en
quelque sorte une premiére application de nos méthodes vers des domaines beaucoup plus
complexes que celui des simples solutions libres.
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Chapitre 2

Description des solutions ioniques
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Ce chapitre, principalement de rappels, introduit les différentes notions que nous allons
utiliser dans la description du transport des ions. La premiére partie traite des propriétés
d’équilibre. Nous nous intéresserons surtout a la théorie MSA du modéle primitif qui permet
d’obtenir des résultats analytiques trés utiles pour 1’étude de la dynamique. Le seconde
partie aura pour but d’introduire les différents coefficients de transport que nous allons
étudier. Nous utiliserons ainsi la thermodynamique des phénomeénes irréversibles qui fait le
lien avec les expériences. Enfin, la derniére partie explicite les fondements de la description
statistique de la dynamique dans les solutions d’électrolytes. Nous nous focaliserons ici
surtout sur les descriptions en solvant continu.

2.1 Description des solutions ioniques a I’équilibre par
le modéle du solvant continu

2.1.1 Le modéle du solvant continu
La fonction de partition de McMillan-Mayer

La description théorique compléte classique d’un systéme comprenant a la fois des
particules moléculaires de solvant et des solutés se fonde sur la donnée explicite d'un
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hamiltonien qui traduit les interactions entre les différents constituants :

Z pz 1ons {rz Z

- DN ~ ~ solvant / soluté

soluté solvant

pa + ‘/solvant({ra}) + ‘/solvant/lons({raa r; }) (21)

Le solvant est ici indexé par la lettre a.. Les particules de soluté, qui sont des ions pour nos
solutions d’électrolytes, sont représentées par i. Les positions de ces différents constituants
sont données par r, et r;. Les variables canoniques conjuguées qui sont ici les quantités
de mouvement sont respectivement p, et p;. Méme si pour simplifier les expressions, nous
ne considérerons que des particules ponctuelles, la démonstration se généralise aisément si
I’on considére d’autres degrés de liberté. Il suffit alors simplement de prendre en compte
d’autres couples de variables canoniques. De méme, on ne considérera ici qu'un seul type
de soluté. S’il y en a plusieurs, comme c’est toujours le cas dans les solutions d’électrolytes,
la généralisation est en effet immédiate.

Au lieu de travailler sur cet hamiltonien complexe, Mac Millan et Mayer [1, 2| ont
proposé de ne s’intéresser qu’aux variables associées aux solutés. Le but est donc de réduire
I'espace des phases de {r,, pa,ri,Pi} & {r;, p;}. Afin de pouvoir faire librement varier les
nombres de particules, il est plus simple de se placer dans I’ensemble grand-canonique. La
fonction de partition du systéme est ainsi [3, 4, 5] :

E(T, ‘/7 IU“OM IU“Z) — Z eﬁ/LOANa“F,BMZszﬁH

états

+00 400 eﬁHaNaJFﬁNz

= ) Z N R Na N / / e PHllre peropd) drg dr " dpg-dp;”

Na=0 N;=
ﬁ aNa~+pBu; N;
-y e / / e~V ({rari) qpla gy (2.2)
Na,N - Na INIASNa S

avec 3 = 1/kgT, T la température, V' le volume, et h la constante de Planck. u, ou u; et N,
ou NN; sont respectivement les potentiels chimiques et les nombres de particules du solvant
ou du soluté. V({r,,r;}) est le potentiel d’interaction total Vions({r:}) + Viowant({Ta}) +
Violvant /ions ({Ta, T3 }). Enfin, A, et A; sont les longueurs d’onde de de Broglie! associées au
solvant et au soluté. Elles sont obtenues par intégration sur les positions. Pour une particule

!Pour la discrétisation de I’espace des phases, on a ici utilisé le découpage

dI‘Nde
—BH _ —BH
St [ [ 23)

qui correspond & une « égalité » de Heisenberg AxAp, ~ h. La vraie égalité serait plutot en fait AzAp, ~
h/4m, mais dans le cas du gaz parfait quantique, on retrouve la limite classique avec AxAp, ~ h. De toute
facon, la différence ne fait que modifier les longueurs de de Broglie. Cela ne se traduit sur les propriétés
thermodynamiques que par un terme entropique constant. La thermodynamique du systéme n’est donc
pas modifiée.
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de masse m, la longueur d’onde de de Broglie correspondante est ﬁ On obtient ainsi

finalement N
No,
zi ' Zq / / o BV({rarid) qpNe gV (2.4)
Na! « 7

E(T, V,,Uon:ui) = Z ]\Z]:

NouNi

ou z; et z, sont les fugacités du soluté et du solvant.
L’idée de Mac Millan et Mayer est de séparer dans cette fonction de partition les termes
de solvant et de soluté :

N; Ng
— Zi i Za — ro,r; o
=T,V o, 1) :E:N'/.../drgv > '/.../6 BV ({rars) g (2.5)
N; Y No = %

Cette expression ressemble a celle de la fonction de partition d’un corps pur, en considé-
rant le terme d’intégration sur ’espace des phases du solvant comme un potentiel effectif
agissant entre les particules de soluté. On obtient en pratique :

E(Ta ‘/a Has ,uz) = EMM (T, ‘/a &) X Epur(jz V> ,ua) (26)
avec Zpu (1), V, pta) la fonction de partition du solvant pur quand celui-ci a le méme potentiel
chimique p, que dans la solution. Elle est obtenue en prenant Z(7,V, pa, i = —00).

ExmMm(T,V,a) est la fonction de partition de Mc Millan-Mayer qui s’écrit formellement
comme celle d’un fluide simple (sans le solvant) :

N;
Ewm(T, Vi a;) = ZEL\"” /---/e"gwﬁ'({“})’drf\[a. (2.7)
N, Y

Le potentiel effectif entre les particules de soluté est défini par

Veg({ri}) = —kpT'In g, ({r}) (2.8)

ou gy, ({r;}) est la fonction de corrélation a N; corps du soluté dans la limite z — 0, c’est
a dire quand celui-ci est infiniment dilué. L’activité a; est une fugacité effective définie par

a; = z; lim g (2.9)

2z;—0 Z’i

avec C; est la concentration du soluté a I’équilibre. Son potentiel chimique s’écrit ainsi

[ 3]€BT In /\Z + ]{IBT In Zi
= 3kgTIn\; + kgT'In~; + kgT In a; (2.10)

en notant 7; = lim., .o 7. Par conséquent, remplacer z; par a; ne change le potentiel
chimique que par un terme constant (qui est d’ailleurs directement relié a celui de la droite
de Henry).
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Thermodynamique du gaz de soluté

Le calcul précédent permet d’obtenir toutes les grandeurs thermodynamiques de la
solution. En effet, le grand potentiel €2 est

Q = —PV=—kgTInE(T,V, fia, ;)
= —kgTInEpu(T, V, tta) — ksT In By (T, V, a)
= Qpur + Qi (2.11)

Q) est donc la somme du grand potentiel du solvant pur et de celui calculé par la fonction
de partition de Mac Millan-Mayer. Ce dernier terme est formellement équivalent a celui
obtenu pour un gaz réel ou I’on ne prend en compte que l'espace des phases du soluté avec
un potentiel d’interaction effectif donné par (2.8). On parle ainsi de gaz de soluté.

Les différentes grandeurs d’équilibre s’obtiennent par les identités thermodynamiques
habituelles. Par exemple, s’il y a plusieurs espéces de solutés ¢ :

dQ = —PdV — SdT — Nodpo — » _ Nidp; (2.12)

en utilisant 'indice 0 pour le solvant. Pour la pression, on obtient ainsi
P = P,y + Posm- (2.13)

Dans cette expression, Py, est la pression du solvant pur en équilibre avec la solution, c’est
a dire avec le méme potentiel chimique et a la méme température. P, qui est obtenue
par la fonction de partition du gaz de soluté, est ainsi la pression osmotique |6, 7|, puisque
c’est la différence entre la pression de la solution et Py;.

Méme si toutes les égalités précédentes sont exactes, les grandeurs obtenues par la
fonction de partition du gaz de soluté (2.7) ne sont pas directement celles que 'on me-
sure expérimentalement. Une conversion est donc nécessaire. Comme la thermodynamique
du gaz de soluté est calculée au niveau Mc Millan-Mayer et que les grandeurs thermody-
namiques expérimentales de la solution ont été formalisées rigoureusement par Lewis et
Randall [8, 9], on parle de conversion Mc Millan-Mayer Lewis-Randall (MM-LR). Une telle
conversion n’est pas immédiate car les dérivations ne se font pas avec les mémes grandeurs
thermodynamiques constantes. Ainsi, la pression au niveau Lewis-Randall est la vraie pres-
sion, tandis que la pression au niveau Mc Millan-Mayer n’est rien d’autre que 'activité du
solvant. Plusieurs méthodes de conversion ont été proposées, principalement par Friedman
[10, 11] et Krienke [12, 13, 14]. Des facteurs de correction reliés principalement a la densité
de la solution sont a prendre en compte si 'on veut par exemple calculer le coefficient d’ac-
tivité expérimental a partir de celui obtenu par la physique statistique en solvant continu
au niveau Mc Millan-Mayer. Le principal résultat de ces études est que les corrections sont
nulles quand la solution est infiniment diluée. Elles restent ensuite généralement faibles
(de T'ordre de 2 % en moyenne pour la plupart des électrolytes a 1 mol L™!). Comme nous
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souhaitons décrire les électrolytes en solutions concentrées, nous en tiendrons généralement
compte dans notre étude?.

Pour la description des électrolytes, le calcul précédent montre donc que 1'on peut
traiter exactement la physique statistique de la solution en ne considérant que les variables
associées aux ions, a condition de supposer que ces derniers interagissent par un potentiel
effectif, moyenné sur le solvant, donné par (2.8). Il convient toutefois de se méfier d’une
telle équivalence. Si on obtient par la démonstration de Mac-Millan et Mayer des relations
exactes entre la thermodynamique du gaz de soluté et celle de la solution, elle ne donne pas
de méthode précise de calcul. Toute 'action du solvant est en fait cachée dans le potentiel
effectif qui peut étre trés compliqué. En particulier, ce n’est pas parce que les interactions
dans ’hamiltonien en solvant discret sont additives deux a deux (potentiels de paires) que
le potentiel effectif entre les particules de soluté est lui aussi un potentiel de paire. Il y a
des effets & N corps qu’il convient en principe de prendre en compte. L’équation (2.8) ne
permettant pas de calculer explicitement ce potentiel effectif entre les particules de soluté,
on doit faire de nouvelles hypothéses pour modéliser la solution et le résultat n’est donc
pas exact.

Concluons cette partie en rappelant que la notion d’interaction effective moyennée
est une idée trés riche pour modéliser les systémes physico-chimiques. On la retrouve par
exemple dans I’étude des polyélectrolytes [15, 16, 17, 18|. Dans ce cas, la force d’interaction
entre les colloides est moyennée non seulement sur les configurations du solvant, mais aussi
sur celles du contre-ion et du coion (si on ajoute du sel). Ceci conduit a la notion de

potentiel DLVO qui permet entre autre de prédire la stabilité des suspensions colloidales
[19, 20].

2.1.2 Modéle primitif des solutions d’électrolytes
Potentiel d’interaction

La description de la solution au niveau Mc Millan-Mayer se fait donc exclusivement par
I’intermédiaire d’un potentiel d’interaction entre les particules de soluté. Le modeéle le plus
simple, appelé modéle primitif, consiste a assimiler ’électrolyte a un systéme de sphéres
dures® chargées. Le potentiel effectif d’interaction entre deux ions i et j séparés par une
distance r est ainsi :

Z,7;e*
drege,r

Vij(r) = Vsp(r) + (2.14)

2Nous utiliserons pour cela plutot les expressions dérivées des travaux de Friedman que celles obtenues
a partir des études de Krienke. La raison en est que les publications de ce dernier sont, dans leur immense
majorité, en allemand, langue que je ne connais malheureusement pas suffisamment...

311 faut faire ici attention en utilisant ce terme. En effet, I’interaction est bien dure comme celle des
sphéres, mais on ne considére pas de degrés de libertés internes de rotation pour les ions. Ceux-ci sont
ainsi modélisés par des points matériels.
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ou Vsp(r) est le potentiel d’interaction entre des sphéres dures qui s’écrit

{ Vp(r) = 400 sir< ZE%4

oito; 2.15
Vsp(r) =0 sir > 2% (2.15)

quand o; et o; représentent les diameétres des ions ¢ et j. Quand la taille et la charge absolue
du cation sont les mémes que celles de ’anion, on parle de modéle primitif restreint.

Le terme électrostatique de ce potentiel effectif est donc celui de charges ponctuelles
dans un milieu diélectrique dont la constante est celle du solvant pur. On pourrait en fait
distinguer deux constantes diélectriques, celle du solvant pur, et celle représentant la force
moyenne entre les ions. Pratiquement, elles coincident dans le cas des solutions diluées [21].
Pour les solutions concentrées, le potentiel d’interaction n’est plus un potentiel de paire.
On peut alors traduire cela en faisant varier la constante diélectrique avec la concentration
[22]. L’¢électrolyte concentré empéche P'orientation des molécules de solvant et la constante
diminue.

La répulsion entre les ions se traduit par un potentiel dur. En fait, on peut autoriser une
légere pénétration en considérant une interaction molle en loi de puissance ou exponentielle.
Nous en tiendrons compte dans nos simulations de dynamique brownienne. Comme les
électrolytes considérés sont des gaz de soluté dilués, les résultats obtenus restent en pratique
trés proches. Les diameétres effectifs des ions sont un peu plus gros que ceux de l'ion nu,
calculés sur les phases solides (diamétres de Pauling), puisqu’ils prennent en compte la
couche de solvatation.

Plusieurs raffinements du modéle primitif ont été proposés [6]. Le terme de Gurney [23]
est ainsi di a I'idée que la couche de solvant qui entoure un ion n’a pas la méme propriété
que le solvant au sein de la solution (loin de ions). Le potentiel a courte distance est alors
la somme d’une répulsion molle, généralement en 1/r%, et d’une contribution attractive.
Celle-ci est supposée proportionnelle au volume de recouvrement des sphéres ioniques. Elle
traduit la variation d’énergie accompagnant I’expulsion des molécules de solvant en dehors
des couches de solvatation. On ajoute aussi parfois un terme de cavité diélectrique qui
exprime les effets de polarisation réciproques entre celles-ci. Nous n’avons pas considéré
ces différentes améliorations dans notre étude car leur prise en compte explicite ne conduit
pas a des résultats analytiques. En outre, les résultats obtenus sont trés proches de ceux
donnés par le modeéle primitif [24]. Notons enfin que ces différents termes nécessitent la
connaissance de parameétres d’interaction supplémentaires que 1’on ne connait pas a priori.
Il faut donc les ajuster, ce qui diminue l'intérét du modéle.

Thermodynamique associée

En raison de sa simplicité, le modéle primitif a été largement étudié par diverses mé-
thodes. Pour des concentrations trés faibles, on retrouve toujours les expressions limites
de Debye-Hiickel qui sont des résultats exacts [25]. Pour des concentrations plus élevées,
la répulsion (qui assure d’ailleurs la stabilité thermodynamique du systéme) est a prendre
en compte. En outre, si la charge des ions est importante, ils s’associent en formant des
paires anion-cation.
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L’étude du diagramme de phase d’un tel systéme n’a été entreprise en revanche que
récemment. Il n’existe pas pour l'instant d’études transversales de toutes les grandeurs
thermodynamiques du modéle primitif (méme restreint), alors qu’il en existe depuis les
années 70 pour d’autres modéles de référence, comme le plasma a une composante (One
Component Plasma OCP [26], milieu constitué d’un seul type de particules chargées dans
un continuum uniforme qui le neutralise exactement). L’étude du point critique du modéle
primitif restreint pourrait laisser apparaitre des exposants de type Van der Waals, ce qui
semble surprenant puisque 1’on s’attend plutdét & un comportement proche de celui du
modeéle d’Ising [27].

Nous allons préciser dans quelle partie du diagramme d’état sont les électrolytes en
solution. Bien siir, il n’est pas nécessaire pour notre étude de s’intéresser a une éventuelle
séparation de phase en tant que telle dans les électrolytes qui n’est pas pour l'instant
un fait expérimental avéré. D’ailleurs, on ne peut probablement pas la traiter par un
modeéle de solvant continu. Notre but ici est simplement de comprendre dans quel domaine
thermodynamique nous nous trouvons afin de préciser la nature du gaz de soluté.

L’analyse des différentes études du modéle primitif restreint, par diverses méthodes
(simulation de dynamique moléculaire ou de type Monte Carlo [28, 29|, équations intégrales
modifiées [30, 31|, Debye-Hiickel avec association [32, 27, 33, 34]...), permet de situer le
point critique approximativement. Nous retiendrons les valeurs suivantes (dont I'incertitude
peut atteindre 30 %)

T, = 0,062 —
TEQErOKB
C.=0,0125% (2.16)
72¢2
P, = 0,00025 52

avec T, C. et P, la température, concentration et pression critique de 1’électrolyte décrit
par le modele primitif restreint de diamétre o et de charge +Ze.

Dans le cas de I’eau (e, ~ 78), on a par exemple pour 0 =5 A et Z =1, T, = 26 K
et C. = 0,17 M. On est ainsi toujours dans un domaine ou le fluide est supercritique, 7,
étant toujours en deca de 25 °C. Pour des électrolytes trés chargés et trés petits, ce ne
serait plus vrai, mais les deux derniéres possibilités sont incompatibles, et la concentration
critique serait alors bien plus grande que la concentration & saturation du sel.

En revanche, dans des solvants beaucoup moins dispersifs que 'eau (¢, = 10), on
pourrait commencer a voir apparaitre la criticalité. Ceci explique pourquoi on a recherché
a mettre en évidence une éventuelle transition de phases dans de tels solvants [35, 36]. Ceci
est encore plus vrai dans les sels fondus (électrolytes liquides purs ou €, = 1).

En conclusion, dans les solutions aqueuses, le modéle primitif modélise bien les électro-
lytes comme un gaz de soluté qui est en fait supercritique. Pour les solutions aqueuses, ol
la criticalité n’est pas un fait expérimental avéré, cela signifie simplement que le systéme
est chaud. Cela explique pourquoi des expressions valables pour des longueurs de Bjer-
rum Ly = e?/4mege, kgT faibles, comme celles de Debye-Hiickel, sont susceptibles d’étre
appliquées.

Nous allons poursuivre en précisant les théories que nous utiliserons pour décrire les
électrolytes. Elles permettent d’obtenir les grandeurs d’équilibre, par exemple pour le mo-
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déle primitif.

2.1.3 Meéthodes théoriques de résolution
Equations intégrales de la mécanique statistique

Une facon, exacte en principe, de calculer les grandeurs d’équilibre est de faire appel aux
différentes méthodes de simulation [37] (dynamique moléculaire ou Monte Carlo). Mais le
temps de calcul reste alors assez long (plusieurs heures pour un point). Ce moyen est donc
mal adapté a notre étude du transport. Nous présentons donc ici d’autres méthodes issues
de la mécanique statistique qui permettent de calculer les propriétés thermodynamiques
pour un potentiel d’interaction donné. Ces théories approchées utilisent les équations inté-
grales qui sont briévement présentées dans ce paragraphe.

Dans le cas du modéle a solvant continu, une des grandeurs caractéristiques de la
solution est la fonction de corrélation de paire totale h;;(r;;). Si le milieu est isotrope, elle
ne dépend que de la distance 7;; entre deux particules de type 7 et j. Elle est liée a la
fonction de corrélation de paire g;;(r;;) par

9ij(1i5) = 1+ hij(rij). (2.17)

Si l'on connait explicitement g;;(r;;), on est capable d’en déduire, dans le cas des potentiels
de paires, la pression et ’énergie interne du systéme. Puis par intégration, on peut alors
obtenir les autres grandeurs thermodynamiques |3, 4]. g;;(7;;) représente la densité de pro-
babilité de trouver deux particules de type i et j séparées par une distance r;;, (normalisée
a 1 quand r;; — +00).

En 1914, Ornstein et Zernike proposérent d’exprimer la fonction de corrélation de paire
totale en fonction d’une fonction de corrélation de paire directe ¢;;(r;;), n’exprimant que
les contributions a deux corps. La relation s’écrit :

hij (Tij) = G (’f'l'j) + Z Ck / cik(rik)hkj(rkj) dI‘k (218)

avec (Y} la concentration de ’espéce k. Pour calculer la fonction de corrélation de paire
et les grandeurs thermodynamiques du systéme a I’équilibre, il nous faut une équation
supplémentaire entre h;;(r;;) (ou gi;(r;)) et ¢;j(ri;). Plusieurs relations de fermeture ap-
prochées ont été proposées. On les obtient par des techniques mathématiques comme les
développements diagrammatiques ou les dérivations fonctionnelles |3, 4].

L’équation d’hyperchaine (HNC' - Hypernetted Chain)

Elle donne une relation entre h;;(ri;), ¢ij(ri;), ¢i;(1i5) et le potentiel d’interaction de
paire V;;(r) :

gij (Tij) — o BVij(r)+hij(riz)—cij(rij) (2.19)

Dans le cas du modéle primitif, la résolution ne peut se faire que numériquement. En

écrivant I’équation d’Ornstein-Zernicke dans I'espace de Fourier et par itérations succes-
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sives, on obtient g;;(r;;). Ces calculs sont réalisés en quelques minutes sur un ordinateur
de bureau.

L’équation HNC est particuliérement bien adaptée aux potentiels coulombiens [38].
Dans le cas des électrolytes, les fonctions de corrélation de paires sont pratiquement iden-
tiques a celles obtenues par les simulations [39]. Elle permet notamment de décrire les
corrélations dans les solutions de polyélectrolytes [40]. Son principal inconvénient vient du
fait que si le systéeme est fortement chargé et si les tailles des particules sont petites, 1’al-
gorithme de résolution de HNC peut ne pas converger. Dans de tels cas, on se rapproche
de la ligne spinodale, et HNC est incapable de décrire le domaine ot il y a une séparation
de phase [41].

Autres équations intégrales

Plusieurs autres relations de fermeture existent. Par exemple la relation de Percus-

Yevick (PY)

9ij (rig) = € VO (14 hyj(rig) = ei5(ry))- (2.20)
est particulierement adaptée au modeéle de sphéres dures ou elle conduit a un résultat
analytique [42]. Elle est en revanche & proscrire pour les milieux chargés.

D’autres relations de fermeture ont été proposées, parfois en combinant les précédentes
ou en forcant I'autocohérence des résultats en imposant par exemple que la pression obtenue
par le théoréme du viriel soit la méme que celle donnée par ’équation de compressibilité.
Pratiquement, pour nos électrolytes, nous utiliserons surtout 1’approximation sphérique
moyenne (Mean Spherical Approximation - MSA) décrite dans le paragraphe suivant.

La relation de fermeture MSA

Quelque soit la densité, la fonction de corrélation directe ¢;;(r;;) admet une limite exacte
quand 7;; — 400 :
cij(riz) = —BVi(r) (2.21)
L’idée de MSA est de garder cette expression pour tout 7;;. Mais comme cela est gros-
sierement faux a courte distance en raison de la répulsion, on écrit explicitement que les
particules ne peuvent pas s’interpénétrer si leur distance est trop proche. La relation de
fermeture MSA s’écrit donc

: o;+0o;
9ij(ri) =0 siryy < —5 2.22
{ cij(rij) = —pVij(r) siry > UI;UJ ' (2.22)

La premiére relation est exacte. MSA revient ensuite a linéariser HNC au dela du contact.

L’immense avantage de MSA est qu’elle admet une solution analytique pour de nom-
breux potentiels : sphéres dures (dans ce cas MSA=PY), sphéres dures -+ puit carré, sphéres
dures + Yukawa, sphéres dures + dipoles et surtout, ce qui nous intéresse pour les solu-
tions d’électrolytes décrits en solvant continu, sphéres dures chargées (modéle primitif). I
faut garder a 'esprit que MSA n’est correcte que pour les potentiels au dela du contact
petits devant kgT'. Notons qu’a l'origine MSA était plus couramment appelé MSM (Mean
Spherical Model).
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Le modéle primatif résolu par MSA

La solution de I’équation MSA dans le cadre des sphéres dures chargées a été obtenue
pour la premiére fois par Waisman et Lebowitz [43|. Elle a été améliorée par plusieurs
auteurs [44], en particulier par Blum [45, 46, 47| qui a été le premier & obtenir des formules
explicites facilement exploitables. L’un des aspects les plus intéressants de MSA est qu’elle
généralise la théorie de Debye-Hiickel avec un parameétre d’écran qui n’est plus kp mais I,
que l’on obtient par les équations implicites 48] :

o apa2?
I = [ﬂLBXi:CZ-( 1+2Ara ”) (2.23)
avec p_ 1 Z CrorZy; (2.24)
"0 - 14 Toy, '

m 03
Q=1+2—Z:OiTZFUi, (2.25)

et - ,
A=1-c > Ciol. (2.26)

On remarque ainsi que 21" généralise kp. Le remplacement du paramétre d’écrantage élec-
trostatique vient du fait que l'on tient compte explicitement de la taille des ions dans
I’atmospheére ionique. Les formules des différentes grandeurs thermodynamiques sont alors
assez simples et formellement trés proches de celles de la théorie de Debye-Hiickel. Par
exemple I’équation d’état est

Posm _ _ | 3 wLg [ P,\?
CtothT_ 3mCrot 201t \ A

(2.27)

avec

Crat =Y _C; (2.28)

Il convient aussi d’ajouter a cette expression de la pression (osmotique) celle d’'un mélange
de sphéres dures avec les mémes diamétres et aux mémes concentrations. Ce terme est
présent dans toutes les formules MSA des différentes grandeurs thermodynamiques (sauf
dans celle de ’énergie interne ou il est strictement nul). Il vient du fait qu’on obtient
ces derniéres par intégration sur la température; le terme de sphéres dures correspond
ainsi au terme constant. On I’a souvent oublié au tout début des calculs MSA, ce qui
peut donner des résultats incohérents |49, 50|. Dans le modéle MSA, toutes les grandeurs
thermodynamiques sont donc la somme d’un terme coulombien et d’un terme de sphéres
dures.

Dans le cas ou la taille des ions est assez proche, les calculs sont grandement facilités si
I’on considére que dans ce cas P, = 0. Cette approximation a été testée de nombreuses fois
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[51] et n’est plus valable que dans le cas des électrolytes trés dissymétriques (rapport 5 sur
les tailles par exemple). Un autre avantage est que dans ce cas, la fonction de corrélation
s’exprime elle-aussi sous la forme d’une somme de deux termes, I’un coulombien et 'autre
de sphéres dures.

Visualisons les qualités et les défauts de MSA par rapport a d’autres théories plus
précises comme HNC sur des exemples. Considérons donc deux électrolytes modéles, 'un
de charges 1-1, 'autre de charges 2-2, a 25 °C, dans l'eau (¢, = 78,3), avec les mémes
tailles 0, = 3 A et o =5 A. La valeur du coefficient osmotique o = Ci:‘z]’;T pour une
concentration de 1 mol L™! est donnée dans le tableau 2.1. HNC est ici notre modéle de
référence. Il donne en effet [4] des résultats identiques aux simulations pour les électrolytes
1-1 et extrémement proches pour les 2-2.

| électrolyte | HNC (viriel) | MSA (viriel) | MSA (par I'énergie) |
1-1 1,064 1,011 1,068
) 0,620 0,159 0,593

F1G. 2.1 — Coefficients osmotiques & 1 mol L™! de deux modéles primitifs d’électrolytes
symétriques ott o4 = 3 A et o_ =5 A par diverses méthodes.

La valeur HNC est calculée suivant I’équation du viriel [3| (qui donne la pression comme
une simple intégrale de la fonction de corrélation de paire). Les calculs MSA ont été réalisés
de deux fagons, soit par la formule du viriel, soit par la relation (2.27) obtenue a partir de
I’énergie, par intégration sur la température. Il ne faut pas s’étonner de pouvoir calculer
une grandeur de deux fagons sans obtenir le méme résultat pour une méme théorie. En
effet, MSA (comme d’ailleurs les autres équations intégrales) n’est pas autocohérente; ce
n’est pas une solution exacte de la physique statistique.

On remarque ainsi que pour I’électrolyte 1-1, peu chargé, MSA est en trés bon accord
avec HNC si on calcule le coefficient osmotique par 1’énergie. Par ’équation du viriel,
I’accord reste acceptable mais il est moins précis. Dans le cas de I'électrolyte 2-2, MSA
calculé par I’énergie donne une valeur encore assez précise. En revanche le viriel sous-estime
fortement ¢. On retiendra donc, comme on vient de le voir sur notre exemple, que MSA
donne des grandeurs thermodynamiques précises si elles sont calculées par 'intégration de
I’énergie. Ce sont ces expressions que nous utiliserons pratiquement tout le long de notre
étude.

On peut préciser cette idée en regardant les fonctions de corrélations de paires MSA
qui correspondent & nos deux exemples (figure 2.2). Dans le cas de 1’électrolyte 1-1, on
est en assez bon accord avec HNC, (qui est d’ailleurs quasiment identique a la valeur
exacte obtenue par les simulations [39]). Néanmoins pour des distances proches du contact,
Paccord n’est pas trés bon. En particulier, MSA sous-estime ’attraction au contact, et , ce
qui est peut étre plus grave, elle donne des valeurs négatives pour g, (r)! Ce comportement
est plus marqué encore dans le cas de I’électrolyte 2-2 encore plus chargé. En outre, le pic
du g, _(r) au contact n’est plus du tout en accord avec HNC. MSA n’est ainsi pas capable
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Comparaison MSA / HNC —— MSA
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F1G. 2.2 — Comparaison des fonctions de corrélation de paire MSA /HNC pour les deux
électrolytes modéles & 1 mol L1,

de traiter directement ’association électrostatique. En conclusion, la structure donnée par
MSA n’est pas trés bonne; en revanche, en intégrant ces fonctions de corrélations, on
obtient des grandeurs thermodynamiques qui sont souvent en excellent accord avec des
théories plus précises

D’un point de vue expérimental, la solution MSA a été vérifiée sur de nombreux élec-
trolytes en solution [52, 53|. Elle est en trés bon accord avec les expériences pour les élec-
trolytes dissociés jusqu’a des concentrations élevées (1-2 mol L1). Il faut parfois prendre
des diameétres un peu plus grands que ceux de Pauling en raison de la solvatation, et tenir
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compte des corrections de référentiel MM-LR si elles sont importantes [54]. En outre il
est possible de modifier MSA de facon autocohérente pour obtenir la thermodynamique
des solutions ioniques jusqu’a des concentrations trés importantes [55, 56, 57|. Ainsi, en
considérant que la solvatation réduit linéairement la taille du cation avec la concentration
et que la constante diélectrique de ’eau est aussi modifiée, la théorie obtenue permet de
décrire les électrolytes a 1I’équilibre pratiquement jusqu’a saturation, avec un nombre limité
de parameétres ajustables (trois).

Pour des électrolytes chargés qui ne sont pas trop grands, MSA ne peut donner de bons
résultats car ’association électrostatique apparait. Il faut alors la corriger.

Association électrostatique. Application a la théorie MSA

Si I’électrolyte est fortement chargé ou si la constante diélectrique du solvant est faible
les ions s’associent par paires. Ce phénoméne électrostatique, qui est mal décrit par MSA,
peut étre pris en compte a posteriori par un modéle chimique. Le systéme comprend alors
trois composants : les deux ions libres et une nouvelle entité qui est la paire, dont la
concentration est obtenue par une loi d’action de masse. La constante d’équilibre est alors
donnée par différentes méthodes. On peut la mesurer expérimentalement, le plus souvent
par des mesures de conductivité (puisque la paire ne conduit pas) [7]. On peut aussi la
calculer théoriquement par différents modéles d’association, le premier étant da a Bjerrum
en 1926 [6]. En considérant la paire comme une sphére dure et en utilisant la MSA pour le
meélange, on obtient une théorie satisfaisante puisqu’elle est a la fois en accord avec HNC
qui prend en compte I'association, et avec les expériences |58|.

Notons que 'on ne peut définir la paire sans ambiguité. Onsager 1’avait d’ailleurs bien
précisé lors d’un congres d’électrochimie a Montpellier en 1968 : « La distinction entre les
ions libres et les paires associées dépend d’une convention arbitraire. Le choix de Bjerrum
est bon, mais on peut toujours le modifier. Dans une théorie compléte, il n’y aurait pas
de problémes; ce que l'on prendrait d’un coté se retrouverait de 1’autre avec les mémes
effets. ». Les constantes d’association sont donc des valeurs qui dépendent toujours d’un
modéle.

Pour calculer cette constante, on se place dans une limite infiniment diluée, puisque les
effets de la concentration sont pris en compte par les coefficients d’activité. La loi d’action
de masse définit la constante d’association K :

Cs

K pu—
C1Cy

Y. (2.29)

Ici les indices 1, 2, 3 correspondent respectivement au cation, a ’anion et a la paire. y
est le rapport des coefficients d’activité. Si on modélise I’association par un critére sur les
distances, le rapport des concentrations est relié a la fonction de corrélation de paire entre
’anion et le cation g2(r) par

Cy B 5 B
C1Cq Yy

/0+00 gro(r)w(r)dmr?® dr (2.30)
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ou w(r) est une fonction qui définit le critére arbitraire de formation de la paire. Générale-
ment, on prend w(r) =1 pour r < R et w(r) = 0 pour r > R, ce qui revient a dire que la
paire est associée si les ions sont a une distance inférieure & R. Plusieurs choix peuvent étre
faits pour R qui définit la séparation entre les paires et les ions. En utilisant pour gy5(r)
la valeur obtenue par une théorie a la Debye-Hiickel avec des corrections de taille, on peut
ainsi obtenir la valeur de K [6, 59] :

R
—Z1 2L
K = exp (172]3) 4rr? dr (2.31)

g1+o2 T
2

Dans le calcul, la partie dure de g15(r) a fait apparaitre la borne inférieure de l'intégrale,
et la partie coulombienne s’est simplifiée avec les coefficients d’activité des ions dans y. On
remarque que ces simplifications donnent un g;2(r) effectif dans Iintégrale qui est simple-
ment exp(—3Via(r)) = exp(=22L8) comme dans une solution diluée non coulombienne.
On retrouve ainsi I’idée originelle de Bjerrum, ou de Manning pour les polyélectrolytes.

Le modéle d’association est ainsi entiérement déterminé par le choix de R [6], Bjerrum
ayant pris la distance ou l'intégrale du g(r) admet un point d’inflexion, ce qui donne
R = 7,75Lg/2. Fuoss a proposé de prendre plutot R = 2/3(c1 + 02).

Ebeling [60] a donné une théorie plus cohérente de 'association. A basse densité, le
développement limité du coefficient osmotique est donné par

¢p=14+AxVC+BxC (2.32)

Le terme A en v/C est donné par la théorie de Debye-Hiickel. L’idée d’Ebeling consiste
alors a prendre pour la constante d’association la valeur qui donne la valeur exacte pour
B par le modéle chimique. On obtient alors pour un électrolyte symétrique (02 = ol et
ARSAY

+00 i
(l/a)*
K =8r0>Y —1 0 2.33
o 22 2i1(2i — 3)! (233)
avec | = —Z1ZsLg. La valeur de la constante d’association d’Ebeling est en pratique trés

proche de celle de Bjerrum.

Cette derniére expression est particuliérement intéressante. En effet, MSA qui ne traite
pas l'association, est incapable de donner correctement les termes en C. A dilution infi-
nie, seul le terme de Debye-Hiickel est exact. MSA est en quelque sorte le premier terme
d’un développement limité en longueur de Bjerrum sur les g(r). Son avantage est de bien
traiter la répulsion de sphéres dures dans ’atmosphére ionique mais les interactions élec-
trostatiques sont linéarisées, comme dans la théorie de Debye-Hiickel. Pour un domaine
intermédiaire de concentrations ol ces termes en C' rentrent en jeu, les résultats MSA
ne sont pas extrémement précis. Pour de plus grandes concentrations le terme de sphéres
dures est prédominant et MSA redevient trés bon. En utilisant la constante d’Ebeling, on
obtient des termes en C' exacts ce qui améliore MSA 1a o il fonctionne mal.

Concluons cette partie sur I’association en ajoutant que des théories MSA plus satisfai-
santes ont été proposées |61, 62, 63|. Elles traitent I’attraction électrostatique forte entre
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les paires en ajoutant au potentiel une interaction de collage, dépendant de la constante
d’association. Le résultat, qui reste analytique, traite convenablement la paire qui a ici la
forme d’une « haltére ». Pour cela, il utilise ’équation d’Ornstein-Zernicke modifiée par
Wertheim.

2.2 Approche thermodynamique du transport

La thermodynamique constitue ’approche macroscopique de la dynamique. Elle a per-
mis d’édifier une description a la fois synthétique et élégante de nombreux résultats et
observations fort disparates a leur origine. A ce titre, c’est elle qui est utilisée pour mo-
déliser la plupart des expériences. La premiére partie de cette section, qui rappelle son
application dans le cadre des solutions d’électrolytes [64], peut facilement étre passée en
premiére lecture. Dans la seconde, nous précisons quels sont exactement les coefficients
de transport mesurés expérimentalement et que nous allons calculer. Nous verrons qu’ils
sont tous reliés & [‘approximation diffusive et que leur définition repose sur la notion de
référentiel que nos théories devront donc expliciter.

2.2.1 Lois de conservation et coefficients de transport
Equations de conservation

Telle qu’elle a été formalisée, en particulier par Onsager [65], la thermodynamique des
phénomeénes irréversibles permet de définir rigoureusement les différents coefficients de
transport. Théorie macroscopique, elle ne donne pas de méthode pour les calculer explici-
tement. En outre, elle ne peut traiter que les réponses locales et instantanées : les résultats
ne sont valables que si les fréquences w et les vecteurs d’onde k sont suffisamment grands.

Le point de départ de la théorie est de postuler que le systéme peut toujours étre consi-
déré a I’état d’équilibre thermodynamique local [66]. Elle suppose donc que I'on peut définir
toutes les variables thermodynamiques du systéme (température T'(r), pression P(r), po-
tentiels chimiques p;(r)...) localement (d’ou la dépendance en r). Cela permet d’exprimer
les diverses lois de conservation (appelées aussi équations de continuité) des différentes
grandeurs extensives (énergie, quantité de mouvement...). Ensuite a partir de la conser-
vation de I’entropie, on peut en déduire, en imposant I’hypothése d’une réponse linéaire,
les flux des différentes grandeurs. Enfin, en reportant leur valeur dans les équations de
continuité, on est & méme de prédire la dynamique du systéme. Appliquons cette méthode
aux électrolytes en solution [67].

Equations de continuité des particules

L’équation de conservation la plus importante est celle de la masse :

% + div(pu) =0 (2.34)
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avec p la masse volumique locale (p = p(r,t)), t le temps, et u la vitesse d’ensemble des
particules qui est la moyenne de la vitesse de chaque type de particules, pondérée par leur
masse volumique respective. Cette vitesse définit le repére barycentrique, qui joue un roéle
important dans I’écriture des lois de la dynamique.

Toutes les équations de conservation seront, pour alléger les expressions, écrites par
rapport a la masse et a la vitesse d’entrainement Une particule de type ¢+ admet ainsi
I’équation de conservation

a u+J;) ZM% A (2.35)

avec p; la masse volumique de particules i (p =Y. p;). J; est le flux diffusif de masse des
particules 7, et p;u est le flux convectif. Le dernier terme représente la création des particules
par réactions chimiques. v; , est ainsi le coefficient stoechimétrique de la particule ¢ dans
la réaction chimique « (positif si i est un produit et négatif sinon). M; est la masse de i.
On a ainsi

ce qui permet d’en déduire les équations de conservation des particules sur leur concentra-
tion C;. Dans cette description thermodynamique, le solvant est un constituant comme un

autre. Nous le représenterons conventionnellement par I'indice ¢ = 0.
On en déduit aisément 1’équation de conservation de la charge

8_@ + div <Qu—|—ZZ* ) (2.37)

avec () la charge par unité de volume et Z = Z;e/M; la charge massique des particules de
type 2. Il n’y a pas de terme de création car chaque réaction chimique « vérifie forcément
la conservation de la charge.

Equations de conservation mécaniques

Nous considérerons pour simplifier que la solution est un milieu HLI (Homogéne, Li-
néaire et Isotrope), ce qui est le cas des solutions aqueuses. Les champs électrique E et
magnétique B sont donnés par les équations de Maxwell

ot 2.
divB=0 (2.38)

rot B = pop, (Jélec + 60@’%)

ou @ et Jgee sont la charge et le flux de charge associés aux charges libres (c’est a dire aux
ions). Ainsi, Jge. est donné par

Jaee = Qu + Z Z:3;. (2.39)
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Les constantes diélectrique €, et magnétique p, sont des grandeurs d’équilibre qu’il est
possible de calculer explicitement par la physique statistique, dans le cadre de la réponse
linéaire [21].
L’utilisation de la relation fondamentale de la dynamique permet d’obtenir la conser-
vation de la quantité de mouvement
dpu

— Hdiv (ru@u+II) = ;piZ;E+JéleC AB+;piFi (2.40)

ol ® désigne le produit dyadique® et A le produit scalaire. IT est le tenseur des contraintes
défini par o
dfy ., = —I1dS; ., (2.42)

ou dfy ., est la force de surface locale, d’origine moléculaire, d'une partie 2 du fluide sur
une partie 1 quand 1 et 2 sont séparés par la surface élémentaire dS orientée de 1 vers 2°.
Les relations de la dynamique permettent de montrer que IT est effectivement un tenseur
et qu’en outre il est symétrique. Il représente dans (2.40) le flux diffusif de quantité de
mouvement. F; est la force massique sur les particules de type ¢ (en dehors du champ
électromagnétique).

On peut en déduire ’expression de la conservation de I’énergie cinétique e, et de
I’énergie potentielle e,.. L’énergie locale totale étant la somme de ces deux termes et de
I’énergie interne®

€tot = €cin T €pot + €int, (243)

on en déduit la conservation de I’énergie totale

Opetot
ot

EAB —
+ div <petotu +Jo+ +) 0+ Hu> —0 (2.44)
o Ly i

et de ’énergie interne

8paetint + div (peroru + Jg) = —I1 : grad u + 22: Z;J;(E+uAB)+ z; J,. F;  (2.45)

en écrivant que le terme de création d’énergie totale (terme de droite dans (2.44)) est nul
en raison du 1 principe de la thermodynamique. Dans ces équations, Jg est le flux de
diffusion de la chaleur, ®; est I’énergie potentielle par unité de masse de la force F;, et

4Le produit dyadique de deux vecteurs

x u U YU 2u
y @ v | = zv yv 2v (2.41)
z w W yw 2w

deéfinit un tenseur de rang 2 (= matrice).
5La convention de signe est ici 'opposée de celle utilisée le plus souvent en mécanique des fluides.
611 s’agit ici d’énergies massiques.
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« :» dénote le produit scalaire (composante par composante) de deux tenseurs de rang
2. Ainsi, le terme de création d’énergie interne est la somme de trois termes : le premier
représente la dissipation visqueuse, le deuxiéme la dissipation des forces électromagnétiques
et le troisiéme celle des forces volumiques sur chaque particule, supposées ici conservatives.

Equation de conservation de Uentropie

En utilisant I’égalité thermodynamique reliant la variation de I’énergie interne a celle
de ’entropie sur une particule de fluide en mouvement’, on en déduit I’équation de conser-
vation de ’entropie massique s :

B
a—j +div(psu + Jg) = 0. (2.46)

Le flux diffusif d’entropie Jg est donné par

1 *
JS:T <JQ_ZMiJi> (2.47)

ol uf est le potentiel chimique « massique » donné® par

)

: , 2.48
M= (2.48)

Le terme de création d’entropie og permet de définir les coefficients de transport du sys-
téme.

Le terme de création d’entropie

II vaut

1 1
oy = —TJS.gradT -7 2; Ji. (grad py — Z7(E + u; AB) — F)

1— 1
_TH :gradu — T za: JoGo (2.49)

avec II = II — PI le tenseur des contraintes sans le pression, u; la vitesse de i dans les
référentiel terrestre et Go = Y. v oty M; = NaAA, G, I'enthalpie libre de la réaction «. Le
premier terme représente la diffusion de la chaleur, le second la diffusion des particules
en raison de l'inhomogénéité du systéme ou a cause de l'action des forces extérieures,
le troisiéme la diffusion hydrodynamique de la quantité de mouvement et le dernier les
différentes réactions chimiques qui peuvent avoir lieu. Notons que cette expression fait

"Il suffit d’appliquer 1’égalité thermodynamique bien connue dU = —PdV +TdS + > tidN; en prenant

pour opérateur de différentiation la dérivée particulaire % = % + u.grad.

8Dans 1’équation (2.48), u; est le potentiel chimique de la physique statistique en Joule par particule
et non en Joule par mole.
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naturellement apparaitre la notion de potentiel électrochimique i) = p + ZV avec V
le potentiel électrostatique. Pratiquement, dans le terme de création d’entropie, le champ
électromagnétique a le méme effet qu'une force par unité de volume conservatrice FEM =
Z¥(E 4+ u; A B), mais cette équivalence n’est que formelle. Le champ électromagnétique
n’étant pas conservatif, on est bien obligé de faire intervenir explicitement les équations de
Maxwell dans la démonstration que nous venons de résumer.

Le terme hydrodynamique peut étre décomposé en deux parties d’ordre tensoriel diffé-
rent :

IT : gradu = [ divu + II, : grad u, (2.50)

oull = %Trﬁ et 'indice 0 dénote la partie symétrique du tenseur moins le terme de trace.
On a donc par exemple grad uy = grad ug — div ul, avec grad ug la partie symétrique de
grad u.

Nous avons donc décomposé le terme de création d’entropie sous la forme d’une somme
de trois termes, correspondants a des produits scalaires de trois rangs tensoriels différents
(scalaire, vecteur et matrice) :

os=0g+0g+0g (2.51)

avec

oy = —%H divu — %ZJQGQ

ol = —%Js.gradT — % ZJZ" (grad u; — Z'E — F) (2.52)
od = —%ﬁg : grad ug

ce qui va nous permettre de définir les différents coefficients de transport. On a omis ici
I’action du champ magnétique en prenant B = 0. Nous ne nous intéresserons donc qu’aux
milieux ou celui-ci est négligeable.

Coefficients phénoménologiques

Les équations (2.51) et (2.52) donnent donc le terme de création d’entropie sous la
forme d’un produit scalaire

o5 =3 IX, (2.53)
0,

Les J;, appelés fluz, représentent les différents flux diffusifs de la matiére lorsque les forces
(ou affinités) X; sont différents de 0. On peut postuler que comme physiquement les flux
sont dus aux forces, ils sont reliés par une relation de la forme

Ji = fi({X5}) (2.54)

Si les forces ne sont pas trop importantes, il est raisonnable de se placer dans une approxi-
mation linéaire en développant la relation précédente a l'ordre 1 en X;. Les coefficients
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d’ordre 0 sont nuls puisqu’il n’y a pas de flux a I’équilibre thermodynamique ol tous les
X sont nuls. On obtient ainsi

J

dans l'approximation de réponse linéaire. Les L;j, appelés coefficients phénoménologique
définissent les différents coefficients de transport du systéme

Remarquons que cette définition des L;; suppose deux hypotheses bien distinctes :

— équilibre thermodynamique local

— réponse linéaire par rapport aux perturbations
La premiére hypothése est largement valable dans les solutions libres et confinées si on
ne s’'intéresse pas a des échelles de temps et de distances trop petites [68]. Elle revient a
I"approximation LDA (Local Density Approximation) utilisée dans le cadre de la théorie de
la fonctionnelle de la densité [69]. Elle est obligatoire pour pouvoir définir sans ambiguité
une entropie thermodynamique locale.

La seconde hypothése permet de définir les coefficients de transport dans le cadre de la
réponse linéaire. Elle permet donc de justifier les écritures souvent phénomeénologiques des
différentes lois macroscopiques. On peut ainsi retrouver celles-ci, a conditions qu’elles soient
des lois linéaires. Par exemple, dans le cas de I’hydrodynamique, on ne pourra décrire que
le comportement des fluides newtoniens. Cette seconde approximation est donc bien moins
générale que la premiére. Elle n’est valable qu'au voisinage de 1’équilibre. Pratiquement
pourtant, on peut 'appliquer pour une large gamme de conditions expérimentales. Pour la
conduction de la chaleur, les simulations [3] ont montré que la réponse était linéaire jusqu’a
des gradients de températures trés élevés (10 K/cm). Dans le cadre des électrolytes, elle
peut étre appliquée sans restriction pour presque tous les phénoménes de transport. Seul le
cas de la cinétique chimique est mal traité par cette hypothése. Il nécessite le plus souvent
de s’intéresser précisément au mécanisme de la réaction.

Propriétés des coefficients d’Onsager

Les L;; vérifient un certain nombre de propriétés que I'on peut expliciter. Il y a tout
d’abord le second principe. Le terme de création d’entropie étant toujours positif (og > 0),
les égalités

Ly =20
2 (2.56)
(Lij + Lji)” < 4Lii Ly;

sont vraies quels que soient 7 et j. On peut aussi remarquer que seul le terme symétrique
de la matrice des L;; contribue a la production d’entropie og.

Les conditions de symétrie du systéme permettent aussi d’obtenir certaines propriétés
intéressantes sur les L;;. Ainsi, dans le cas des milieux isotropes une matrice de L;; reliant
une force X, vecteur, a un flux J;, vecteur, se réduit simplement & un scalaire, la matrice
étant proportionnelle & I'identité. La symétrie implique aussi des propriétés plus subtiles.
On peut ainsi montrer que le principe de Curie permet de découpler totalement les différents
ordres tensoriels dans la création d’entropie (2.52) pour les milieux isotropes. Pratiquement,
cela signifie que tous les L;; reliant des forces a des flux d’ordre tensoriel différents sont
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nuls. Ainsi, une réaction chimique (dont 'ordre tensoriel dans og est égal & 0) homogéne
ne peut pas créer de flux de chaleur (ordre tensoriel égal a 1). En effet la chaleur diffuserait
alors forcément dans une direction particuliére, ce qui romprait I'isotropie du systéme.

La symétrie temporelle permet d’obtenir les célébres relations de réciprocité d’Onsager®

=Ly (2.58)

i

valables pour tout couple i, j. Elles traduisent la réversibilité microscopique du systéme.
Notons que ces relations ne sont valables que si :

— les J; et X; sont des vrais couples conjugués, Il doivent donc en particulier apparaitre
sous la forme J;X; dans l'expression de og, sans préfacteur. On parle de couples
Canoniques.

— les J; et X; sont des flux et des forces indépendants. Il ne doit pas y avoir de relations
liant les différents flux ou les différentes forces entre eux. Cela peut poser un pro-
bléme car par exemple les flux de diffusion des particules, définis dans le référentiel
barycentrique, sont liés entre eux. Il faut en principe se ramener dans un systéme ot
les différents flux et forces sont indépendants.

En fait, cette derniére condition est en pratique beaucoup moins restrictive. Plus précisé-
ment, seul le cas ou les forces sont liées entre elles mais pas les flux peut poser probléme.
En effet, si les flux sont liés entre eux mais pas les forces, les relations de réciprocité sont
aussi vérifiées. Si a la fois les forces et les flux ne sont pas indépendants, les L;; ne sont
pas définis sans ambiguité, mais on peut montrer alors qu’il existe un choix judicieux de
Li; qui vérifie les relations de réciprocité d’Onsager.

Coefficients de transport dans les cas des solutions d’électrolytes

Les propriétés précédentes de symétrie permettent de diminuer le nombre de coefficients
d’Onsager pour arriver finalement a I’expression générale des flux en fonctions des forces

9Dans certains cas, par exemple avec un champ magnétique extérieur, Casimir a montré que ces relations
s’écrivaient plus généralement

Lij = £Lj;, (2.57)

le signe étant négatif si les grandeurs microscopiques associées aux flux se changeaient en leur opposé par
renversement du temps. Nous ne considérons pas de tel cas ici.
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thermodynamiques

( di G,

1=~y —— - gzw7
di G,
Js = —Lssgm;iT - Z —L;ii (grad u; — Z7E — F;) (2.59)
J;, = —Lg graTdT -y —% (grad % — Z'E — F))
J

ﬁ@) o= —%grad uo) -

\

en séparant les contributions d’ordre tensoriel différent. Les deux premiéres égalités sca-
laires donnent I'influence de la réaction chimique et de la compressibilité de ’écoulement sur
la cinétique des réactions et I’hydrodynamique. Les deux suivantes, vectorielles expriment
la diffusion de chaleur et de particules (et les différents effets de couplage). Enfin la derniére
expression, matricielle, exprime 'influence de ’écoulement sur I’hydrodynamique.

En reportant ces égalités dans les lois de conservation, on retrouve les différentes équa-
tions utilisées pour modéliser macroscopiquement les solutions d’électrolytes. Par exemple,
si 'on néglige le terme de cinétique chimique sur ’hydrodynamique'®, en notant

ov L
¢ T v 2T (2.60)

le tenseur des contraintes s’écrit

2 . My Ouy,
I, = (P + (gn — C) div u) Omn — 1 (&En + &’Bm) (2.61)

avec m et n des indices correspondants aux différentes directions de ’espace. En reportant
cette expression dans I’équation de conservation de la quantité de mouvement, on obtient
alors

u
P ot
—grad P+ A u + (g +¢) graddivu+ " p; (Z/E + F) (2.62)

+ p(u.grad)u =

qui n’est rien d’autre que 1’équation de Navier-Stokes. Pour établir cette expression, on a
considéré que n et ¢ ne variaient pas dans tout I'espace, ce qui n’est vrai que si les grandeurs
thermodynamiques d’équilibre sont les mémes partout. En pratique, ceci reste valable au
premier ordre si les variations de ces derniéres sont petites, ce qui est généralement le cas.
Remarquons que le second principe implique directement que les viscosités dynamique 7
et de volume ( sont positifs.

ONotons qu’il n’existe pas, & notre connaissance, d’étude explicite, tant expérimentale que théorique de
cet effet. Cela peut étre da au fait qu’il est nul si I’écoulement est incompressible, puisqu’alors divu = 0.
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2.2.2 Limite diffusive

Approximation diffusive

Dans ce travail, nous ne nous sommes pas intéressés a tous les coefficients de transport,
mais seulement a ceux qui, comme la conductivité, sont reliés a la diffusion des particules.
On considérera donc des systéemes ot 1’écoulement hydrodynamique est faible, afin de
pouvoir négliger les termes en div u et grad uy dans I'expression (2.51) et (2.52) du terme
de création d’entropie. On supposera aussi que la température est uniforme et que toutes
les réactions chimiques sont proches de ’équilibre. Dans ce cas, on se place dans le cadre
de Uapproximation diffusive et og est donné par

1 5 o
05 =~ Z Ji. (grad yu; — Z'E — F,). (2.63)
Comme les flux sont liés entre eux par
> Ji=0 (2.64)
les relations de réciprocité sont vérifiées. Les flux des particules s’écrivent :

L
J; = Z 7] (—grady} + ZZE+ F;) . (2.65)
j

On peut remarquer que cette expression n’a de sens que si on est dans le cas des mélanges
avec plus d’un constituant, ce qui est le cas des solutions d’électrolytes. En effet, pour un
liquide pur, I’équation (2.65) n’apporte rien puisque 1'on a simplement J; = 0 pour le seul
constituant. Dans, ce cas il ne peut y avoir de phénoménes de diffusion. Si la concentration
d’un fluide simple n’est pas uniforme, il ne diffuse pas mais il subit une détente décrite par
I’équation de Navier-Stokes.

Remarque importante : changement de notation

Jusqu’a présent, comme nous nous intéressions au mouvement d’ensemble du systéme
toutes les grandeurs étaient massiques. Dans "approximation diffusive, celui-ci est négli-
geable : on peut facilement ne plus écrire les équations pour des grandeurs massiques sans
les alourdir. C’est ce que nous ferons dorénavant. Aussi, le terme de création d’entropie
s’écrira désormais

1

ou les flux de particules J; ne sont plus des flux massiques. La condition (2.64) s’écrit donc
maintenant

> M =0. (2.67)
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Dans la nouvelle expression du terme de création d’entropie (2.66), p; est donc le vrai
potentiel chimique du constituant ¢ (en Joule par particule). Z;e est la charge des particules
de type i, avec e la charge élémentaire. F; est une force extérieure par particule (Fpowvest =
MAFa‘mcien
(2 7 .
De méme, la nouvelle expression des flux est

L
J, = Z ?] (—gradu; + Z;eE+F;). (2.68)

J
Les nouveaux coefficients phénoménologiques sont reliés aux anciens par
nouveau __ 7 ancien

ce qui fait que les nouvelles notations ne posent pas de problémes particuliers puisque les
relations de réciprocité sont vérifiées.

Les différents types de transport

Ces expressions permettent de prédire les différents types de transport reliés a cette
approximation diffusive. Le flux (2.68) d’une particule ¢ peut se réécrire

L
J, = Z 7] (—gradp,p; — Vigrad P+ Z;eE +F,). (2.70)
J
avec
—gradprp; = Z %grad C. (2.71)
! —~ 0C

Par conséquent, il y a trois fagons de créer un mouvement des différents types de particules.

— Soit par la présence d’un gradient de concentrations grad p, pour au moins l'une des
espéces. Il s’agit du phénoméne de diffusion, le mouvement d’ensemble étant nul.

— Soit par la présence d’'un gradient de pression. Il s’agit alors de la poussée d’Archi-
mede. Dans nos solutions, nous n’avons pas a en tenir compte. En effet, le gradient de
pression qui est di a la gravité est toujours pratiquement équilibré par la diffusion.

— Soit par ’ajout d’une force extérieure. Si ¢’est le champ électrique, on parle de conduc-
tivité (ou d’électrophorése si la concentration n’est en plus pas uniforme, encore que
ce terme soit plutot utilisé pour la technique de séparation). Si c’est le champ de
gravitation ou un champ d’entrainement, on parle alors de sédimentation.

Ajoutons que dans le cas des électrolytes qui ne sont pas lourds on peut toujours négliger
leffet de la pesanteur et de la poussée d’Archimeéde. En effet ils n’interviennent que sur
des distances de 1’ordre de ilggTh avec ¢ la constante de la pesanteur et m) la masse de
'espéce i (corrigée de la pouséée d’Archimeéde) [70, 71, 72|, ce qui est largement supérieur
au kilomeétre pour nos ions. En revanche, dans le cas des colloides I'effet existe bel et bien,
méme s’il a lieu sur des échelles de temps trés grandes, de 'ordre d’une centaine de jours

[73].




2.2. APPROCHE THERMODYNAMIQUE DU TRANSPORT 45

Les différents types de diffusion

Cas des milieur non chargés

Considérons pour commencer un mélange de deux constituants (mélange binaire) non
chargés, dont la concentration de I'un des deux n’est pas uniforme [9]. Si ce constituant est
infiniment dilué, il ne perturbe pas la répartition uniforme de ’autre composé pendant sa
diffusion. On parle alors d’autodiffusion'!.

Si la concentration de ce composé n’est plus infiniment petite, le processus est plus
complexe, car 'inhomogénéité de concentration va aussi faire diffuser I’autre constituant.
Ils diffusent ainsi simultanément. On parle alors de diffusion mutuelle (ou collective ou
interdiffusion). Les coefficients de diffusion associés a chacun des deux composés ne sont
en effet pas indépendants. Au paragraphe suivant, on montrera que, compte tenu des
conditions expérimentales, ce sont les mémes.

S’il y a plus de deux constituants, la diffusion est beaucoup plus complexe car le systéme
admet plusieurs modes diffusifs indépendants. Pour un mélange ternaire, il y a ainsi deux
modes de diffusion. Mais on peut toujours parler d’autodiffusion si I’on regarde la diffusion
d’un constituant infiniment dilué.

Cas des solutions d’électrolytes

Dans ce cas, le systéme est plus complexe car il admet toujours au moins trois consti-
tuants : le solvant, ’anion et le cation. Le cas de I’autodiffusion ne pose en fait toujours pas
de probléme et on peut définir sans ambiguité les coefficients d’autodiffusion de chacune
des trois espéces.

En revanche, le processus est totalement différent si 'on regarde la diffusion d’une
espéce qui n’est pas infiniment diluée. Une analyse en modes normaux |74, 75| montre qu’il
n’y a qu’'un seul mode de diffusion. En effet 'anion et le cation sont solidement liés par
leur attraction électrique. Si leur concentration n’est pas homogeéne, parce que leur mobilité
n’est pas la méme, un champ électrostatique tres fort ralentit le plus rapide et accélére le
plus lent. Les deux ions diffusent alors a la méme vitesse. La différence vient que dans le
cas des électrolytes, la seule expression des flux de particules (2.68) et les équations de
continuité ne permettent pas de clore la mise en équations du systéme. Il manque en effet
toujours la valeur de champ électrique, que ’on obtient grace aux équations de Maxwell
(et en particulier I’équation de Poisson). En résolvant le systéme complet, on n’obtient
qu'un seul mode de diffusion, bien qu’il y ait trois composants. L’autre mode est le mode
de Debye qui controle le retour a 1’électroneutralité. Il est beaucoup plus rapide qu’'un
processus diffusif. Tout se passe donc comme si les deux ions ne pouvaient se séparer. En
quelque sorte, il n’y a donc que deux espéces : le solvant et 1’électrolyte, sans que 1’on
puisse séparer macroscopiquement ’anion du cation. Le systéme se comporte donc, au dela
du temps de Debye comme un mélange binaire neutre. On parle alors aussi de diffusion
mutuelle.

HCe terme est en fait surtout utilisé quand le constituant qui diffuse est une molécule « marquée »
de Vautre, par exemple en utilisant un traceur radioactif. Mais on 'utilise aussi par extension pour tout
composé infiniment dilué.
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S’il y a plus de deux espéces ioniques la diffusion redevient plus complexe puisqu’il y
a plus d’un mode diffusif. Mais le mode de Debye est toujours la et 1’électroneutralité est
toujours vérifiée pendant le processus.

Référentiels et mesures expérimentales de la diffusion

Notion de référentiel

L’approximation diffusive implique que les divers flux de particules sont liés entre eux.
En fait la relation (2.67) n’est pas la seule envisageable. Dans la limite considérée, on peut
définir différents types de relations, qui permettront de faire le lien avec les expériences ou
avec nos théories.

Jusqu’a présent, on a toujours exprimé les flux dans le référentiel barycentrique (ou
référentiel des masses) ot les flux des différentes espéces sont reliés par

> MIM =o0. (2.72)

L’exposant M indique que les flux sont explicitement donnés dans ce référentiel, qui est en
quelque sorte celui qui apparait naturellement dans la théorie thermodynamique des phé-
nomenes irréversibles. On doit toujours l'utiliser si ’on veut regarder un éventuel couplage
avec I’hydrodynamique, au dela de I'approximation diffusive.

Pour relier la diffusion aux mesures expérimentales, il est pratique d’utiliser le référentiel
volumique (ou des volumes), indexé par V o

> VIl =0 (2.73)

avec V; = OV/ON; (A T, P et N, constants) le volume partiel de 7. Ce référentiel garde
donc un flux de volume nul partout. Il aura un grand role pour faire le lien avec I'expérience,
puisque l'on peut considérer que pendant un processus de diffusion expérimental, il n'y a
pas de variation de volume de la solution.

Nos modélisations en solvant continu conduisent plutdt a s’intéresser au cas ou celui-ci
est immobile. On définit ainsi le référentiel du solvant, indexé par S et défini par

J3=0 (2.74)

en rappelant que par convention 0 est 'indice du solvant.
Tous ces référentiels sont en translation les uns par rapport aux autres. Ainsi le flux de
I’espéce ¢ pris dans le référentiel R2 s’obtient a partir de celui dans le référentiel R1 par

Ji2 = I+ Crupipo (2.75)

oll Ur;_ g est la vitesse de passage de R1 & R2. On 'obtient facilement en écrivant la rela-
tion de définition du nouveau référentiel. Par exemple, la vitesse de passage d’un référentiel
R au référentiel barycentrique M est, compte tenu de (2.72)

Zi MiJzR

URp-Mm ZZMZOZ ( 76)
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Théoréeme de Prigogine

Ce théoréme, démontré par Prigogine en 1947 [67] permet de définir les coefficients
phénoménologiques dans n’importe quel référentiel. On peut montrer que, dans [’approxi-
mation diffusive, le terme de création d’entropie s’écrit, quel que soit le référentiel R sous
la méme forme (2.66), soit

1 R
05 =7 Z JE (grad pu; — Z;eE — F;). (2.77)

Pour le démontrer, il suffit de se placer au départ dans le référentiel barycentrique et de
faire le changement!'? de référentiel.

On peut donc définir les L;; dans n’'importe quel référentiel. Les relations de réciprocité
sont toujours vérifiées. Dans chaque référentiel R on définit donc des Lf} par

Lt
JE = Z ?] (—gradp; + Z;eE + F;). (2.79)
j
Quelques propriétés

La conductivité o a une propriété tres intéressante : elle est invariante par changement
de référentiel. On la définit en disant que, pour un milieu homogéne sous 'action de E, le
flux de charge est

Jé]ec = E ZZISJZ =cE (280)
En utilisant (2.79), on en déduit
ZZZ362L5
_ 2.81

Il se trouve que le flux de charge reste le méme si 'on change de référentiel. En effet, en
passant de R1 a R2, on a, en utilisant (2.75)

(2.82)

TR = T+ ZieCupy gy = JEL,
1
en raison de 'électroneutralité ), Z;C; = 0. On peut montrer que les coefficients d’auto-
diffusion vérifient cette méme propriété d’invariance par changement de référentiel.
L’une des formules les plus importantes concernant cette derniére propriété est la re-
lation d’Einstein. Pour un composé i infiniment dilué, sa mobilité w; (qui est définie en

1211 faut utiliser en outre I’égalité

grad P =) " Ci(F; + ZicE) (2.78)

qui n’est que la relation d’hydrostatique donnée par Navier-Stokes.
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L;
TC;
n’importe quel référentiel). Or comme son potentiel chimique est y; = Y + kT In C;, son

coefficient d’autodiffusion D;, qui s’obtient en écrivant que si sa concentration n’est pas

écrivant que s'il subit une force F; son flux est J; = Ciw;F;) est (en se placant dans

uniforme, J; = —D;grad C;, est simplement Lcﬁ On obtient ainsi la relation d’Einstein

Dans le cas ou la particule est une grosse sphére solide de rayon R (comme un colloide),
en se placant dans le référentiel du solvant, on peut exprimer la mobilité sous une forme
hydrodynamique |76]. On arrive ainsi a la relation de Stokes-Einstein

kgT

D; = . 2.84
6mnR ( )

Ces deux derniéres relations ne sont valables que dans le cas de 'autodiffusion.

Concluons ce paragraphe en nous intéressant a la diffusion mutuelle. Sur des échelles
de temps bien supérieures au temps de Debye, les deux ions diffusent simultanément. Le
systéme est donc composé pratiquement de deux espéces, le solvant 0 et 1’électrolyte 1, qui
vérifient les lois de diffusion'?

{ J& = —Dligrad Cy

Ji = —Dlgrad ¢, (2:85)

qui dépendent du référentiel R. La relation qui définit R permet de préciser le lien entre
D¥E et DE. Par exemple pour le référentiel du solvant ot Jo = 0, on a simplement

Dy =0. (2.86)

La diffusion est donc en quelque sorte entiérement attribuée a 1’électrolyte. Le cas du
référentiel du centre de masse donne une relation un peu plus compliquée [67]. En revanche,
celle du référentiel volumique est trés simple. A pression et a4 température constante, on a

> VigradC; = 0. (2.87)

En utilisant cette relation avec (2.85) et la définition du référentiel volumique (2.73), on
montre ainsi que
DY = DY. (2.88)

Dans le référentiel volumique, les coefficients de diffusion du solvant et de I’électrolyte sont
donc égauc.

130n a enlevé l'influence du gradient de 1 sur le flux de 0 et celle de gradient de 0 sur le flux de 1
car les concentrations sont liées par (2.87) ce qui fait que 'on peut toujours supprimer un gradient de
concentration dans ’écriture des lois de diffusion de Fick. De méme, pour une diffusion ternaire (& trois
constituants), les flux de particules peuvent toujours s’exprimer comme la somme de termes en gradient
de deuzx particules seulement.
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Lien avec [’expérience

Nous reprenons dans ce paragraphe la démonstration de Kirkwood [77] pour montrer
que lors des expériences, on mesure les coefficients de diffusion mutuelle dans le référentiel
volumique, en la généralisant a trois dimensions.

Le référentiel de la cellule expérimentale, que nous indexerons par la lettre C', n’est pas
défini comme précédemment par une condition du type >, A;J® = 0. Les flux J¢ vérifient
en effet une contrainte sur les conditions aux limites, puisque sur la surface du récipient,
tous les flux de particule doivent étre nuls. Il est en translation avec les autres référentiels,
mais la vitesse de passage dépend de la position dans I’espace et n’est pas la méme partout.
On peut ainsi écrire

J¢ =JF 4 Chup_.c (2.89)
pour passer d’'un référentiel R quelconque a celui de la cellule. En utilisant les relations de

continuité
aC;

ot

qui ne sont d’ailleurs valables que dans le référentiel de la cellule, si la température et la
pression sont constants dans le systéme'*, on obtient

+divJY =0 (2.90)

divup_c =Y _ VidivIF. (2.92)

Si les gradients de concentration sont faibles, en prenant pour R le référentiel volumique,
on a alors

divJ¢ = divJY. (2.93)

Comme dans le référentiel volumique, pour tout constituant i,

JV = —ZDZgrad Cj, (2.94)
J

on obtient finalement le systéme d’équations a résoudre suivant :

aC; .
i Z D{AC; =0

J
Z DZ grad C; = 0 sur les parois de la cellule
J

(2.95)

pour tout constituant i. La condition aux limites exprime simplement que J¢ = 0 sur les
parois. Notons qu’a trois dimensions ce n’est pas parce que J} et J ont la méme divergence
qu’ils sont forcément égaux, mais cela est au moins vrai sur les parois du récipient.

140n a alors oc
Z\/;grad C;=0 et ZV; é%z =0. (2.91)
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Les coefficients de diffusion mesurés expérimentalement sont donc ceux du référentiel
volumique, (dans I’hypothése des faibles gradients de concentration, qui est d’ailleurs obli-
gatoire pour considérer que les coefficients de diffusion sont constants). Nous verrons que
nos calculs ne sont pas effectués dans ce référentiel. Une correction devra donc étre prise
en compte.

Dans le cas de la diffusion mutuelle, on peut ainsi facilement comprendre ce qui se
passe pour I’ensemble des constituants, puisque les coefficients de diffusion de 1’électrolyte
et du solvant sont les mémes. Quand un électrolyte diffuse dans une solution parce que
sa concentration n’est pas homogéne, le solvant diffuse dans ’autre sens, avec le méme
coefficient de diffusion.

La derniére partie de ce chapitre expliquera le principe du calcul des différents co-
efficients de transport. Nous nous sommes focalisés ici sur 'approximation diffusive car
les grandeurs calculables en solvant continu sont reliées a ces L;; de diffusion. Les autres
coefficients de transport nécessitent de prendre en considération explicitement le solvant®®.

2.3 Dynamique des solutions d’électrolytes : du solvant
discret au solvant continu

Si la thermodynamique définit les coefficients de transport rigoureusement, ce qui per-
met de les mesurer, elle ne donne pas de méthode pour les calculer. Il faut pour cela
utiliser la physique statistique, qui, dans le cas des électrolytes peut étre appliquée a plu-
sieurs niveaux de description. L’approche la plus précise, décrite dans la premiére partie
de cette section, est entiérement microscopique, puisque le solvant est traité explicitement.
Elle constituera le point de départ de notre analyse en couplage de modes de "autodiffu-
sion. La seconde description se fait dans le cadre d’'une analyse en solvant continu. Nous
préciserons comment la théorie du mouvement brownien permet de retrouver la théorie
semi-phénoménologique de Fuoss-Onsager, utilisée a l'origine pour modéliser le transport.
Le but de cette partie est ainsi de donner des équations simples qui serviront de point de
départ pour le calcul des coefficients de transport.

2.3.1 Coefficients de transport ioniques au niveau Liouville
Théorie de la réponse linéaire

L’évolution du systéme dans I’espace des phases quand tous les constituants sont traités
microscopiquement est ’équation de Liouville [3]. A ce niveau de description, tous les
coefficients de transport s’expriment par l'intermédiaire de formules dites de Kubo. Celles-
ci sont obtenues par une analyse microscopique dans le cadre de la réponse linéaire. Deux
approches différentes sont possibles.

On peut tout d’abord utiliser les lois macroscopiques de la section précédente pour
modéliser les fluctuations du fluide a I’équilibre |78, 79, 80|. La méthode est ainsi trés proche

Bsauf pour la premiére correction de la viscosité en racine carrée de la concentration (calcul de
Falkenhagen-Onsager) [6]
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de celle qu’Onsager a utilisée pour montrer les relations de réciprocité. Les formules que
I’on obtient pour les coefficients de transport s’écrivent alors comme des limites aux faibles
fréquences et longueurs d’onde. Cela est cohérent avec le fait que la thermodynamique
que 'on applique ici n’est valable que dans la limite hydrodynamique qui correspond aux
grandes échelles de temps et de distances.

L’autre méthode proposée par Kubo [81, 82|, se fonde sur une analyse directement
microscopique. C’est elle que nous allons utiliser. Elle permet de calculer les coefficients de
transport quand on perturbe le systéme par une force extérieure. Son principe est rappelé
dans la figure 2.3.

HO HO + H'(t)

T~ N T
|
|

- t

Fi1G. 2.3 — Principe de la méthode de Kubo. En t = —o0, le systéme est équilibré dans
I’ensemble canonique par I’hamiltonien d’équilibre Hy. Ensuite on applique en plus un
hamiltonien H'(¢) et on regarde ’évolution du systéme donnée par 1’équation de Liouville.

On prend ici un hamiltonien d’évolution de la forme
H'(t) = Alg,p)F(¢) (2.96)

avec A(q,p) une variable dynamique. En linéarisant la fonction de distribution temporelle
obtenue en résolvant 1’équation de Liouville, on obtient la valeur moyenne de toute variable
dynamique de B(q,p) en fonction du temps

+oo
(AB(t)) = Bxap(t —s)F(s)ds (2.97)
0
avec AB(t) I’écart de B par rapport a ’équilibre obtenu en ¢t = —o0o et x 45 la fonction de
réponse donnée par .
Xap = —B(B(t)A(t = 0)) (2.98)

les moyennes étant réalisées sur ’hamiltonien d’équilibre H (fluctuation < dissipation).

Application aux coefficients de transport associés a ’approximation diffusive

On applique I’égalité précédente avec pour A

N;
A== "z, (2.99)
k=1

et pour F(t)
’ F(t)=H(t)Fy (2.100)
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ou H (t) est la fonction de Heaviside. Cela signifie que I’on applique une force F{y constante
dans la direction Oz de 'espace sur toutes les particules de type 7, pour des temps positifs.
Cela va provoquer sur les particules de type j un flux J; suivant Oz, ce qui fait que I'on
prend pour B

1 .
B=g > g, (2.101)

avec V' le volume du systéme.
La formule (2.97) permet de calculer ce flux en fonction du temps. On obtient pour
t = 400 le régime stationnaire

6 +00 N N;
J; = —/ <Z Ty (s) ) xk> dsFy. (2.102)
VJo k=1

k=1
Or la thermodynamique appliquée dans cette situation donne pour ce flux de particule
I’expression

F 2.103
4Ry (2:103)

ce qui fait que ’expression microscopique du coefficient phénoménologique est par identi-

fication
1 +o0o Nj N;
L;; = (). ) dt 2.104
(w0 o) (2101

=1 ki=1

J; =

avec vy, la vitesse de la particule k;. On constate que les relations de réciprocité sont
automatiquement vérifiées.

Séparation entre corrélations propre et distincte

La formule (2.104) permet de donner une justification microscopique du transport des
ions. Il est possible de pousser 1’analyse un peu plus loin pour séparer ce qui est di au
transport propre d’un ion ou ce qui dépend du transport collectif. Pour cela, il y a deux
formalismes différents mais qui reviennent globalement au méme. Hertz a tout d’abord
[83, 84| proposé d’exprimer les grandeurs de transport en définissant des coefficients de
corrélation croisés [85]. Cela a permis en particulier de tester expérimentalement la validité
de 'approche thermodynamique. En effet, dans le référentiel du solvant, dans le cas d'un
simple électrolyte, il n’y a que trois L;; indépendants. Or on peut mesurer quatre coefficients
de transport qui en dépendent : la conductivité, les nombres de transport de ’anion et du
cation et le coefficient de diffusion mutuelle'®. Il existe donc une relation entre ces grandeurs
que l'on peut vérifier 86, 87].

Nous préférons utiliser ici le formalisme de Friedman [88, 89| basé sur des études préa-
lables de Raineri |90, 91, 92].

16es coefficients d’autodiffusion ne dépendent pas de ces L;; 1a car il faut pour les définir considérer
trois espéces ioniques : les deux ions et le traceur.
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Coefficients d’autodiffusion et coefficients de diffusion distincts

La formule (2.104) qui donne le L;; corréle les vitesses des particules. Les corrélations
peuvent ainsi étre soit entre la méme particule, soit entre deux particules distinctes (mais
qui peuvent étre du méme type. Cette idée appliquée a (2.104) permet de décomposer
I’expression en deux termes. On obtient en séparant les différentes moyennes

Ci CiC; D

Ly =6, —D? 4. 2.105
J Jk,B ) + kB(CZ + C]) 1) ( )
ou D¢ est le coefficient d’autodiffusion de I’espéce i donné par [3]
R
D= / (vilt)ve) dt. (2.106)
0
et D?j est le coefficient de diffusion distinct défini par
1 [t
D=1 / (N, + Ny)vi(t).v;) dt. (2.107)
0

Dans l'expression de D; on regarde les corrélations de la méme particule 7, dans celle de
fj il s’agit des corrélations de particules distinctes (mais qui peuvent étre du méme type).
Le facteur N; + NN; dans la définition du coefficient de diffusion distinct permet d’assurer

la convergence des expressions a la limite thermodynamique.
Il est possible de transformer par intégration ces intégrales de corrélations des vitesses

en limites d’écarts quadratiques moyens. Pour le coefficient d’autodiffusion, on obtient [3]

o _ o A(t) — ri(0))%)
D; = lim - . (2.108)

Pour le coefficient de diffusion distinct, un calcul similaire, valable dans le référentiel du
centre de masse, donne

i — g (e N [1(0) = 1 O) 1) = 50

2.109
t—o0 6t ( )

Dans le cas d’un électrolyte simple, le transport des ions dépend ainsi de trois L;; qui
peuvent se décomposer en deux D; et trois ij.

Ces expressions des L;; permettent de comprendre pourquoi les modéles en solvant
continu permettent de calculer les coefficients de transport reliés & ’approximation diffu-
sive. La raison est que ’expression microscopique obtenue par la réponse linéaire ne fait
apparaitre que les degrés de liberté des zons.

Probleme de référentiel

Lors de I'analyse précédente, nous ne nous sommes pas préoccupés du référentiel, notion
fondamentale pour interpréter les expériences. Le coefficient d’autodiffusion étant indépen-
dant de celui-ci, seul ij en dépend. En dynamique moléculaire, a chaque instant, le centre
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de masse est immobile, si bien que les expressions précédentes le donnent dans le référentiel
du centre de masse. Il n'y a donc dans ce cas pas de probléme.
La définition de ij dans un référentiel R est plus généralement [8§]

/O+°° ((N; + N;)(vi(t) — wg(t))(v; — wg(0))) dt (2.110)

avec Wg(t) la vitesse du référentiel définie par

1
wg(t) = S Z a;vi(t) (2.111)
la somme étant faite sur toutes les particules. a; définit le référentiel. Par exemple, pour
celui du centre de masse, il s’agit simplement de la masse de la particule. Pour celui du
solvant, a; = 1 si ¢ est une particule du solvant ou a; = 0 si 7 est un soluté.

Au niveau d’une description en solvant discret, la notion de référentiel est donc explicite.
Les relations entre les différents L;; (qui viennent du fait que les flux sont liés par la relation
de définition du référentiel) se retrouvent tout naturellement grace a (2.111) qui relie les
vitesses entre les particules. Détail amusant, on peut montrer que ces relations qui sont
seulement valables a priori pour les intégrales des fonctions de corrélation le sont aussi a
tout instant [88] pour les fonctions de corrélation elles-mémes.

On dit souvent que ij révele la nature des interactions entre ¢ et j puisque si les
particules ¢ et j s’attirent Dflj > 0 alors que Dflj < 0 si elles se repoussent [83]. Il convient
en fait d’étre trés prudent. Le signe de ij est aussi imposé par le choix du référentiel.
Pour que cette idée soit valable, il faut que tous les ij soient indépendants, ce qui est

seulement le cas des coefficients de diffusion ioniques dans le référentiel du solvant.

2.3.2 Théorie de Fuoss-Onsager

Historiquement, la premiére approche pour modéliser le transport des ions par un mo-
déle de solvant continu a été proposée par Onsager et Fuoss [93] & partir des travaux
originels de Debye et Hiickel. Nous présentons ici les fondements de cette théorie de la
réponse linéaire qui est & méme de donner une description de la dynamique en utilisant des
théories de I’équilibre plus modernes que celle utilisée & 'origine par Fuoss et Onsager!”.

Les fondements de cette théorie du transport distinguent, outre 'influence des coeffi-
cients d’activité!®, deux phénoménes principaux influencant le comportement dynamique
des ions : leffet électrophorétique qui représente les interactions hydrodynamiques entre
les ions et I'effet de relaxation d’origine électrostatique.

1] s’agissait évidemment de la théorie de Debye et Hiickel.

80n remarque leur effet par exemple lors de la diffusion mutuelle. Mais il ne s’agit pas d'un effet
dynamique & proprement parler, puisqu’il ne change pas les L;;, méme s’il controle la valeur de ce coefficient
de transport.
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Interactions hydrodynamiques

L’effet électrophorétique provient de la force hydrodynamique entre les particules de
soluté. Lors de son mouvement, un ion A entraine avec lui les molécules de solvant. Ce
sillage des particules de solvant modifie alors le mouvement d’un ion B, puisqu’il n’est plus
dans un fluide au repos (figure 2.4).

F1G. 2.4 — Principe de 'effet électrophorétique (ou interactions hydrodynamiques entre les
particules de solutés). L’ion A entraine le solvant qui vient & son tour entrainer I'ion B.

Traitement hydrodynamique

La modélisation se fait en utilisant 1’équation de Navier-Stokes (2.62). Le nombre de
Reynolds de I’écoulement autour des particules vLp/n est trés petit devant 1, comme
on peut s’en apercevoir en prenant pour L la taille des particules et pour v leur vitesse
moyenne donnée par la loi de Fick. L’équation de Navier-Stokes se réduit ainsi en I’équation
de Stokes!? :

—grad P +nAv+F =0 (2.112)

avec F la force sur le solvant par unité de volume. La résolution est grandement simpli-
fiee car 'équation (2.112) est linéaire. On peut donc additionner les sillages de toutes les
particules.

La prise en compte des interactions hydrodynamiques nécessite donc de connaitre I’écou-
lement créé par une seule particule. Pour nos calculs analytiques, nous utiliserons le tenseur

d’Oseen.

Tenseur d’Oseen

Outre la linéarité, autre grande propriété de I’équation de Stokes (2.112) est que le
temps n’y apparait pas explicitement. Le champ de vitesse « n’a pas d’histoire ». Par

YLe critére sur le nombre de Reynolds implique que ’on peut enlever le terme non linéaire en (v.grad)v.
Pour pouvoir aussi négliger le terme en %, il faut aussi que ’échelle de temps soit simplement reliée a
celle des vitesses et des distances par T' = L/v. Cela n’est pas exactement vrai pour les électrolytes quand
on regarde des corrélations aux grandes distances entre les particules. Dans ce cas, il faudrait rajouter un
terme de propagation en 2¥. Mais comme loin des ions, la distribution est grossiérement homogeéne, les

at
effets sont négligeables.
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conséquent, 1’écoulement hydrodynamique créé par une particule ne dépend plus que des
coordonnées spatiales. Le cas le plus simple est celui qui assimile la particule a une distri-
bution de Dirac pour le calcul du champ de vitesse. Cela revient a calculer la fonction de
Green de ’équation de Stokes. On cherche donc a résoudre le probléme
nAv — grad P = —f,d(r)
. 2.11

{ divv =0 ( 3)
ou fj est la force de la particule située en r = 0 sur le fluide. En se placant dans I’espace de
Fourier, on peut résoudre ce systéme d’équation qui redonne dans I’espace réel le champ
hydrodynamique sous la forme

V = Tfo
avee T= o I+uw ®u,) (2.114)
soit v = (fo + (u,.fo)u,)

nr

avec T le tenseur d’Oseen.

L’avantage de celui-ci est de ne rien présupposer sur les caractéristiques des particules.
Ainsi, il est susceptible d’étre appliqué quelles que soient leur taille et leur forme. Par
exemple, pour une particule sphérique de rayon R, en prenant f; = 67nRv, on obtient
presque le champ de vitesse donné par la résolution exacte de I’équation de Stokes. Celui-ci
ne donne en plus qu’un terme en 1/73, négligeable a partir d’une distance de deux a trois fois
la dimension d’une particule. Pour les solutions trés concentrées, il faut prendre en compte
explicitement la taille des particules, non seulement d’ailleurs pour celle qui crée le champ
que pour les autres qui le recoivent. On peut alors utiliser d’autres tenseurs comme celui
de Rotne-Prager |94] dont la forme analytique assez complexe se préte plus a la simulation
qu’aux calculs analytiques. Dans ces traitements des interactions hydrodynamiques au dela
de 'approximation d’Oseen, le rayon hydrodynamique des particules, défini par

kgT

—_— 2.115
67 DO ( )

Rhyd =
avec DY le coefficient d’autodiffusion du soluté & dilution infinie, est & prendre en compte.
Le tenseur d’Oseen le prend strictement égal & zéro.

Dans nos calculs analytiques, nous modéliserons les interactions hydrodynamiques par
ce tenseur d’Oseen qui donne le bon comportement pour les grandes distances. Cette
méthode est plus rigoureuse et générale que celle utilisée originellement par Onsager [95],
tout en lui étant équivalente aux faibles concentrations.

Effet de relaxation

L’effet de relaxation électrostatique rend compte de la déformation de 1’atmosphére
ionique. Lors du transport, ’équilibre est en effet perturbé par le réarrangement de celle-
ci. Cela induit une force de retour a I'équilibre électrique (figure 2.5).
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équilibre non-équilibre

relax

F1G. 2.5 — Principe de 'effet de relaxation. A 1’équilibre, autour d’un ion, I’atmosphére
ionique (de signe globalement opposé) est sphérique. La force résultante est donc nulle
en moyenne. En revanche, dans une situation de non-équilibre, le mouvement des ions
perturbe cette symétrie de ’atmosphére ionique. Cela induit alors la force de relaxation.

Equation de Fuoss-Onsager

La relaxation qui traduit une déformation du g(r) lors du transport est ainsi par prin-
cipe un effet a deux corps. Pour le modéliser, il convient donc d’utiliser les fonctions de
distribution a deux particules dépendant du temps f;;(r1,r2,t). Le calcul de Fuoss-Onsager
est fondé sur I'utilisation de I’équation de continuité de f;; qui s’écrit [96]

ofi; . .. :
% + divy fi;vi; +divy fijvy = 0 (2.116)

avec v;; = v;;(ry,ra,t) la vitesse moyenne des ions i en ry quand il y a un ion j en ro. f;;
est normalisé par

// drldrgfij(rl, ro, t) = Nl(N] — (5”) (2117)

C’est donc simplement la moyenne thermodynamique?

fij(r,19,1) = <Z > o(ry — 1y, )0 (r — rkj)> : (2.118)

ki kj#ki

En dérivant cette formule, on peut rapidement retrouver (2.116). f;; peut étre décomposée
suivant

fij(r1,1r0,t) = Cy(r1,1)Cj(ra, t) g (11, T2, ) (2.119)

de telle sorte que f;; généralise dans le cas du non équilibre la fonction de corrélation de
paires. Pour un milieu homogeéne, ¢;;(ry,ro,t) = ¢;;(||re — r1||, 1) = ¢45(r, 1).

20Le produit de distributions de Dirac, mathématiquement douteux, ne pose ici pas de probléme car
elles ne s’appliquent pas sur les mémes espaces. L’un se rapporte en effet & la position de la particule 1 et
lautre a celle de 2.
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Cette équation de conservation nécessite de connaitre les v;;. Ces derniers sont donnés
par I’équation suivante, a ’origine semi-phénoménologique et qui peut étre démontrée plus
rigoureusement a partir de I’équation de Smoluchowski?! :

hyd
Vi; = Vijy + W?(KU - ]{JBT In fzg) (2120)
avec V?Jyd la vitesse du solvant la ou se trouve ¢ qui n’est pas nulle en raison des interactions
hydrodynamiques et w{ = D{/kgT la mobilité de i a dilution infinie. Le terme en In f;;

qui représente la force de diffusion avait été oublié au début par Debye et Hiickel. Il a été
introduit par Onsager. La force de relaxation K;; sur 'ion ¢ au voisinage de l'ion j s’écrit

K = K™ — grad,V;; — Z Ch, / grad Vi g, (r1,r3) drs (2.121)
k

avec V;; le potentiel d’interaction entre les particules de type i et j (moyenné sur le solvant)
et K;™" la force extérieure sur les particules qui dépend de la situation physique. Par
exemple, dans le cas de la conductivité, il s’agit simplement de la force électrostatique
K;™ = Z,eE, avec E; le champ extérieur appliqué au systéme.

Meéthode de résolution

Pour obtenir les coefficients de transport, on se place en milieu homogéne dans le cadre
de la réponse linéaire en écrivant

g (r.1) = L+ hij(r) + hi(r.t). (2.122)

1+ h?j () représente la fonction de distribution a I’équilibre et hi;(r,t) la partie perturbée.

On peut alors résoudre ’équation de Fuoss-Onsager pour les différents coefficients de
transport, en se placant en régime stationnaire. Pour "autodiffusion, on calcule en fait la
mobilité d’un traceur infiniment dilué, puis on utilise (2.83).

Lois limites

En résolvant les équations précédentes, Onsager et Fuoss ont pu obtenir les lois d’évo-
lution en fonction de la concentration pour les différents coefficients de transport reliés
a l'approximation diffusive [93, 97|. Ils ont utilisé dans ces premiers calculs la théorie de
Debye-Hiickel, ce qui fait que les résultats ne pouvaient étre appliqués qu’aux trés faibles
concentrations.

Les premiérs écarts a la valeur a dilution infinie, qu’on appele lois limites d’Onsager
sont en racine carrée de la concentration. Il est intéressant de résumer ’action des différents
effets sur les lois limites associées & chaque coefficient de transport (tableau 2.6).

On peut comprendre assez bien que l'effet électrophorétique ne modifie pas le coefficient
d’autodiffusion puisque seul le traceur bouge lors du processus. Les autres particules n’ont

21Voir la section suivante.
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‘ effet ‘ autodiff. D, ‘ diff. mutuelle D,, ‘ conduc. équivalente A ‘
inter. hydrodynamiques | pas d’influence diminue D,, diminue A
effet de relaxation diminue D pas d’influence diminue A
coeff. d’activité pas d’influence diminue D,, pas d’influence

FiG. 2.6 — Tableau résumant l'influence des trois effets sur les lois limites des différents
coefficients de transport. En fait, pour un électrolyte symétrique, I'effet des interactions
hydrodynamiques sur le coefficient de diffusion mutuelle s’annulle.

donc en moyenne pas de sillage. De méme la relaxation n’influence pas la diffusion mutuelle
parce que les deux ions diffusent simultanément, tant et si bien que I’atmosphére ionique
n’est pas déformée. Il convient de bien noter que ceci n’est valable que pour les lois limites.
A plus haute concentration, rien ne permet de dire a priori que ces comportements sont
conservés. Par exemple, les interactions hydrodynamiques tendent a augmenter légérement
le coefficient d’autodiffusion a hautes concentrations. En revanche, les coefficients d’activité
ne peuvent influencer ni la conductivité ni 'autodiffusion, par définition.

Méthodes modernes de calcul des coefficients de transport

Onsager a ainsi permis de calculer le transport des ions pour des concentrations trés
faibles. Depuis ces travaux fondateurs, plusieurs tentatives pour étendre ces lois été menées.

Approche MSA-Fuoss-Onsager

Bernard et al. ont repris ’équation de Fuoss-Onsager pour décrire le transport, en
utilisant dans le calcul des théories d’équilibre plus modernes. Cela a permis d’obtenir
lautodiffusion [98] et la conductivité d’électrolytes dissociés [99] et associés [100, 101].
Le cas de phénoménes non-stationnaires comme ’acoustophorése [102] a aussi été étudié.
L’utilisation des fonctions de corrélation MSA ameéne des formules analytiques qui se sont
révélées étre en excellent accord, a la fois avec les simulations de dynamique brownienne
[39] et avec les expériences, jusqu’a des concentrations molaires.

Pour la conductivité, I’équation de Fuoss-Onsager a résoudre est de la forme

" E.gradh,, (2.123)

AR — K2R =
6 Mt = (DY + DY)

ou
OZGZZZZD? + CJGZZJQD?

DY+ DY

K2 = 4Ly (2.124)

q

La conductivité équivalente A = A\; + Ay s’obtient grace a

i = AV (1 + Ohga) (1 + Grelax)- (2.125)
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Explicitons cette formule en rayon moyen, c’est a dire quand les deux ions de 1’électrolyte
ont le méme diamétre o. Le terme de relaxation d,e.y, obtenu par I'équation de Fuoss-
Onsager vaut ainsi

k2Lg|Z;Z; 1 — e %M
Orelax = — o221 (- ™) (2.126)
60(1+To)? K2+ 20K, + 2% (1 — e77a7)
tandis que le terme d’interactions hydrodynamiques s’écrit
kgT r
Ohya = — (2.127)

3mD%1+4To

Dans la limite 0 — 0 on retrouve la loi limite d’Onsager.

Autres approches

D’autres méthodes de calcul des coefficients de transport ont été proposées. Les théo-
ries du transport d’Altenberger et Friedman [24, 103, 104] se basent sur ’équation de
Smoluchowski. Ils ont calculé les coefficients de transport avec plusieurs types de poten-
tiels d’interactions, mais la méthode qui utilisait HNC pour 'équilibre restait numérique.

D’autres traitements basés sur I’équation de Fokker-Planck [105] ont aussi permis
d’ameéliorer ces lois limites. Enfin, les théories de couplage de modes [106, 107] proposent
une approche réellement microscopique. Malheureusement, celles-ci n’étaient pas cohé-
rentes avec les lois limites d’Onsager. Une partie de notre travail a donc consisté & proposer
une théorie de couplage de modes qui le soit.

La plupart de ces alternatives sont basées sur des équations du mouvement brownien.
Celles-ci constituent le cadre rigoureux des équations de Fuoss-Onsager et nous allons
maintenant les examiner.

2.3.3 Dynamique des ions par les théories du mouvement brow-
nien

Nous avons déja signalé dans l'introduction que les propriétés dynamiques des solu-
tions sont décrites par les théories du mouvement brownien dés lors que l'on envisage le
solvant comme un milieu continu. Deux approches sont possibles, selon 1’échelle de temps
a laquelle on regarde le phénomeéne. On distinguera ainsi les « niveaux » Fokker-Planck et
Smoluchowski.

Niveaux de descriptions

Niveau Fokker-Planck

Dans le cadre du modéle de solvant continu, la dynamique des particules browniennes
peut étre décrite dans [’espace des phases du soluté, par deux équations équivalentes :
— soit par ’équation de Fokker-Planck, qui décrit 1’évolution temporelle de la densité
de probabilité, dans I’espace des phases du soluté [108] (c’est ’analogue de celle de
Liouville au niveau microscopique),
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— soit par 1'équation de Langevin qui est I’équation du mouvement dans l'espace des
phases du soluté (c’est '’analogue de celle de Newton (ou des relations d’Hamilton)).
Les simulations numériques dans le modéle du solvant continu s’appellent dynamique brow-
nienne. Nous appellerons dynamique de Langevin la simulation numérique fondée sur I'inté-
gration de ’équation de Langevin dans I'espace des phases du soluté [109]. Il s’agit donc de
I’équivalent de la dynamique moléculaire qui intégre numériquement 1’équation de Newton
pour les simulations en solvant discret. Le probléme de la dynamique de Langevin vient
du fait qu’elle ne peut pas intégrer facilement les interactions hydrodynamiques, qui sont
pourtant fondamentales pour décrire la dynamique des solutions ioniques. De méme, le pas
d’intégration étant assez court, on a du mal a atteindre des trajectoires trés longues (bien
supérieures au temps de Debye), ce qui est pourtant nécessaire pour un calcul précis des
coefficients de transport.

Niveau Smoluchowski

Une autre approche est possible pour décrire la dynamique des ions en solution, dans
le cas ou ’on étudie le systéme sur des durées supérieures au temps inertiel des ions, c’est
a dire au temps de relaxation de leur vitesse, qui vaut

Tvit = DionMion/kBTa (2128)

ol Do, est le coefficient de diffusion de I'ion et M;,, est sa masse. En général, pour des
petits ions, tel que I'ion chlorure, i est typiquement de 'ordre de 1073 s. On peut alors
considérer que les vitesses relaxent instantanément et atteignent leur valeur stationnaire,
pour laquelle la force de frottement hydrodynamique équilibre la force appliquée. Le mou-
vement des solutés peut alors étre décrit dans I’espace des configurations,

— soit par une équation de type Fokker-Planck, appelée dans ce cas équation de Smo-
luchowskt, qui décrit ’évolution temporelle de la densité de probabilité dans 'espace
des configurations,

— soit par une équation de type Langevin dans I'espace des configurations, c’est a dire
une équation différentielle stochastique pour les positions des particules seulement.
Cet algorithme de résolution, analogue a ’équation de Newton ou de Langevin a été
obtenu la premiére fois par Ermak [110].

La description de la solution au niveau Smoluchowski est souvent appelée approche mé-
soscopique. Elle est particuliérement utilisée pour I’étude des suspensions colloidales, des
solutions de polyélectrolytes et de polymeéres.

Nous appellerons simplement dynamique brownienne la simulation numérique au ni-
veau Smoluchowski, bien que cela puisse aussi englober les simulations de dynamique de
Langevin. Le vocabulaire utilisé ici est en fait assez arbitraire. Ainsi I’équation de Smolu-
chowski est une équation de Fokker-Planck et 1'algorithme d’Ermak est une équation de
Langevin, si on utilise la terminologie des théories des processus stochastiques [108].

Le tableau 2.7 résume les différents niveaux de description possibles d’une solution, et
les méthodes de simulation qui leur correspondent.
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Solvant DISCRET
(traitement classique)

Solvant CONTINU
(McMillan-Mayer)

Niveau microscopique

{rsolvanta Psolvant; Y soluté, psoluté}

Eq. de Liouville
Eq. de Newton (traj.)

Dynamique moléculaire

Niveau Fokker-Planck

{rsoluté y Psoluté }

Eq. de Fokker-Planck
Eq. de Langevin (traj.)

Dynamique de Langevin

Niveau Smoluchowski
t > Tvit
{rsoluté}

Eq. de Smoluchowski
Algo. d’Ermak (traj.)

Dynamique brownienne

F1G. 2.7 — Niveaux de description possibles d’une solution.

Obtention des équations du mouvement brownien

Plusieurs auteurs se sont interessés a 1’obtention des équations du mouvement brow-
nien, dans ’espace de phases du soluté, a partir de I’équation de Liouville. Par exemple,
Murphy et Aguirre [111] ont montré que I'équation de Liouville se raméne a 1’équation
de Fokker-Planck qui contient les interactions hydrodynamiques entre les solutés, par 1’in-
termédiaire du tenseur de friction. D’autres auteurs [112]| se sont servi de ’équation de
Liouville pour obtenir celle de Langevin. L’équivalence entre les équations de Langevin et
de Fokker-Planck se fait facilement grace a la théorie des processus stochastiques [108| (par
un développement de Kramers-Moyal).

Pour passer du niveau Liouville au niveau Fokker-Planck, on peut aussi utiliser une
méthode d’opérateur-projection a la Mori qui projette la description microscopique du
systéme sur les variables du soluté [113]. Ce formalisme a en fait une portée trés générale
dans la description du transport. Il constitue ainsi la base de la théorie microscopique du
couplage de modes que nous utiliserons.

La réduction de I’équation de Fokker-Planck & celle de Smoluchowski a été proposée
par Murphy et Aguirre [111] ou par Wilemski [114]. Ermak [110] a obtenu son algorithme
a partir de I'équation de Langevin. L’équivalence entre cet algorithme et I’équation de
Smoluchowski est un résultat direct de théorie des processus stochastiques strictement
analogue au passage Fokker-Planck — Langevin.

En résumé, ces équations ont été rigoureusement démontrées si le soluté est trés dilué,
sans interactions hydrodynamiques, mais beaucoup plus mal si on veut les prendre en
compte [113]. On rappelle que le critére fondamental pour appliquer ces théories porte sur
la masse des solutés qui doit étre bien plus grande que celle du solvant. Dans le cas des
électrolytes, on ne peut le justifier qu’en considérant le phénomeéne de solvatation comme
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il en a plus longuement été discuté dans I'introduction.

Dynamique au niveau Smoluchowski

Equation de Smoluchowski

Soit P({r;},t) la densité de probabilité d’avoir la configuration {r;} des positions des
solutés a 'instant ¢. La relation de conservation de P s’écrit

9P | divPU =0 (2.129)
ot
avec
U
U= : (2.130)
Ux

le vecteur a 3N composantes représentant les vitesses hydrodynamiques des N particules
de soluté. La densité P({r;},t) pourra étre obtenue si I’on se donne une expression pour
U en fonction des forces appliquées sur les particules. L’équation de Smoluchowski est
obtenue en faisant le choix [115, 116]

U = DF (2.131)

oit D = D({r;},t) est le tenseur de diffusion des particules de soluté qui exprime leurs
interactions hydrodynamiques. On définit souvent le tenseur de mobilités 77 = SD. D est
obtenu par divers modéles, I’« ansatz » le plus simple consiste a prendre le tenseur d’Oseen
(& N particules). F est le vecteur correspondant aux forces sur les particules

1
F =Fe + Fiye — Bgrad InP (2.132)

avec F. la force extérieure appliquée sur les particules de soluté, qui est par exemple
la force électrique dans le cas d’un expérience de conductivité et F;,; la force subie par
les particules moyennée sur les configurations du solvant. Les relations (2.129), (2.131) et
(2.132) constituent ’équation de Smoluchowski pour un ensemble de points matériels. Si
les solutés admettent des degrés de libertés internes de rotation, I’équation s’écrit en fait
pratiquement de la méme facon.

Les forces internes et externes appliquées sur les particules sont supposées conservatives.
Aussi F = —grad¢ — %grad InP. On remarque alors que la distribution canonique

P = Ae P (2.133)

est une solution stationnaire de 1’équation de Smoluchowski. L’équilibre du systéme est
donc simplement donné par la thermodynamique dans I’ensemble canonique. Il n’est pas
influencé par les interactions hydrodynamiques représentées par D.
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On peut préciser I'écriture de cette équation en détaillant la matrice de diffusion. D
est en fait constituée de N? sous matrices ﬁij 3 x 3 correspondant & 'action de la force
de 7 sur le mouvement de ¢ transmise par 1’écoulement hydrodynamique. Pour avoir la
forme exacte de D, il faudrait résoudre exactement 1’équation de Stokes pour le systéme
des N particules; il est ainsi techniquement extrémement difficile de satisfaire toutes les
conditions aux limites. Nous prendrons ’approximation suivante, valable si les particules
sont suffisamment diluées :

D, = 6; D1 + kgTT; (2.134)

oit DY est le coefficient d’autodiffusion de i & dilution infinie et T;; est le tenseur d’inter-
actions hydrodynamiques de j sur 7. On peut prendre par exemple le tenseur d’Oseen

T, — T4 4@ty 2.135
T 8wy ( + r2 ) ( )

ij

ou le tenseur de Rotne-Prager [94]. L’expression (2.134) contient en quelque sorte les termes
a 1 et 2 corps d’'un développement des interactions hydrodynamiques qui peut étre calculé a
des ordres plus élevés. Ainsi Mazur et Van Saarlos [117] ont pris en compte des interactions
a trois et quatre corps. Si les particules se rapprochent, le calcul hydrodynamique exact
devient beaucoup plus compliqué et admet toujours une part de résolution numérique [118].
De toute facon, il n’apparait pas légitime de 'appliquer dans nos solutions d’électrolytes.

On peut préciser le cas ou I'on enléve les interactions hydrodynamiques. Cela revient a
prendre une matrice de diffusion purement diagonale

Algorithme d’Ermak

Prenons I'équation de Smoluchowski dans un cas trés simple, celui d'une particule subis-
sant ’action d’une force extérieure Fj dans un mouvement a une dimension x. I.’équation
de Smoluchowski devient alors une équation de sédimentation

oP oP 0?P
=y +BDFy5— — D=s = 0. (2.137)

Si 'on considére une particule exactement située en x = 0 & l'instant initial ¢ = 0, la
fonction de distribution solution de cette équation sera au début une distribution de Dirac

Pz, t =0) = d(x) (2.138)

mais ne le sera plus aux instants suivant :

1 < _(I - 6DF0t)2)
2\/me p< ) (2.139)

En quelque sorte, le terme de diffusion fait éclater la particule : si on est siir de sa position a
t =0, on ne l'est plus a ¢. Il n’est donc plus possible de parler de trajectoire. L’équation de

Pz, t) =
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Smoluchowski est ainsi stochastique ; le mouvement des particules est un processus aléatoire
[108] décrit par une équation de type Langevin.

Celle-ci a été obtenue originellement par Ermak [110] & partir de I’équation de Liouville
en regardant sur des échelles de temps bien plus grandes que celles du soluté. La théorie
des processus stochastiques permet de retrouver cet algorithme d’Ermak de fagon plus
rigoureuse directement & partir de I’équation de Smoluchowski.

Pour cela, il faut réécrire ’équation de Smoluchowski sous la forme d’une équation de
type Fokker-Planck. En notant ¢; les différentes coordonnées des particules (désormais i
prend 3N valeurs), des calculs directs permettent d’écrire I’équation de Smoluchowski sous

la forme P P
_+zi:8_qi Zzaq 5, =0 (2.140)

qui n’est rien d’autre que la définition d’une équation de type Fokker-Planck. Dans notre

cas 8
D
a; = Dz F —f- ZJ)
2 (6 ’ dq; (2.141)

J

Pour que (2.140) soit exactement une équation de type Fokker-Planck, il faut en fait aussi
que la matrice D soit symétrique définie positive. Cette propriété est physiquement toujours
vérifiée pour nos solutions, car elle traduit le fait que la dissipation de I’écoulement du
solvant sur les particules est toujours positive. Par construction, le tenseur de Rotne-Prager
vérifie cette propriété [94], mais ce n’est pas toujours le cas du tenseur d’Oseen.

En utilisant un développement de Kramers-Moyal [108]|, on montre qu'une équation
de type Fokker-Planck est équivalente a tout un ensemble d’équations de type Langevin
paramétrées par « (0 < a < 1) qui sont dans notre cas

J

avec

— n; des bruits blancs gaussiens

— une regle de lecture a pour (2.142).
Cette régle de lecture vient du fait que I’équation (2.142) est mathématiquement mal
définie. En effet, si on essaye de calculer explicitement g; par intégration entre ¢ et t + At
plusieurs résultats sont possibles. On ne sait en effet pas quand on doit calculer le terme
de bruits blancs gaussiens. Doit-t-on le faire en ¢ (dans ce cas o = 0) 7 ou en ¢ + At (dans
ce cas @ = 1)? ou au milieu (dans ce cas 0 < o < 1)7 Tous les choix de « sont en fait
possibles. Si on enléve le terme en « dans (2.142), ce que I'on fait le plus souvent, chaque
choix correspond a une équation de type Fokker-Planck différente. Dans nos calculs de
dynamique brownienne, nous prendrons le choix d’Ito6 a = 0 pour garder un algorithme
explicite. Dans ce cas (2.142) se raméne a l’algorithme d’Ermak. On pourrait faire le choix
de Stratonovitch « = 1/2, ou encore a = 1 ce qui enléverait le terme en 682;?' dans I’équation
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(2.142)?%. 11 convient donc de se rappeler que 'utilisation de celle-ci est dangereuse. Les
lois du calcul différentiel ne sont en principe pas applicables pour une équation de type

Langevin?.

Théorie de la réponse linéaire au niveau Smoluchowski

Felderhof et Jones ont élaboré une théorie de la réponse linéaire pour ’équation de
Smoluchowski strictement analogue a celle de Kubo [115]. Elle permet d’en déduire les
formules a la Kubo des différents coefficients de transport. On obtient pour le coefficient
d’autodiffusion [39]

1 — teo
D=1 {tr (D) — / (U, (£).U:(0)) dt] (2.143)
0
et pour la conductivité spécifique o

> Z 7:Z;¢*tr Dy;) — /0 +°°<Z Z;e U (1). Z Z,;eU,;(0)) dt] o (2.144)

1
7T 3TV

i

Dans ces deux formules, le premier terme correspond aux interactions hydrodynamiques,
alors que le second rend compte de la relaxation (éventuellement couplée a I’hydrodyna-
mique).

Cette théorie ne prend pas en compte explicitement la notion de référentiel. Les formules
précédentes sont acceptables car les grandeurs associées n’en dépendent pas, mais pour la
diffusion mutuelle il nous faudra généraliser la théorie de la réponse linéaire au niveau
Smoluchowski pour en tenir compte. Il s’agira de résoudre un probléme fondamental trés
général. Nous devrons déterminer quel est exactement le référentiel utilisé dans I’équation
de Smoluchowski, afin de pouvoir comparer nos calculs aux expériences de facon cohérente.

Fuoss-Onsager retrouvé

Ebeling [116] a montré que ’approche semi phénoménologique de Fuoss-Onsager décou-
lait en fait directement de I’équation de Smoluchowski. Il est en effet possible de déduire
de celle-ci toute une hiérarchie d’équations analogue a la hiérarchie BBGKY dans le cas de
I’équation de Liouville. On peut ainsi obtenir une équation décrivant 1’évolution de la fonc-
tion de distribution a n corps f" en termes des fonctions de distribution d’ordre supérieur
fn+1, fn+2...

Le cas de la deuxiéme étape de cette hiérarchie est particuliérement intéressant [119].
En découplant les corrélations a trois et quatre corps par des formules du type

fiju(r1,12,13) = fik(rl’g’k)(‘?;)(r% rs) (2.145)

22Ce terme ne nous géne en fait pas car il est nul dans le cas d’un fluide incompressible.
Z3Dans la premiére édition de [108], Van Kampen va méme jusqu’a appeler 1’équation de Langevin une
« équation vide de sens » !
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valables si la solution est suffisamment diluée, on peut retrouver 1I’équation de Fuoss-
Onsager. Nous allons utiliser cette hiérarchie d’équations pour calculer le coefficient de
diffusion mutuelle.
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Nous proposons dans ce chapitre une théorie de la diffusion mutuelle pour des élec-
trolytes dissociés, symétriques ou dissymeétriques. La combinaison de I’équation de Smo-
luchowski pour les propriétés dynamiques et de la théorie MSA pour I’équilibre permet
d’obtenir des formules analytiques simples. Le but principal est d’obtenir une théorie va-
lable jusqu’a des concentrations importantes (1-2 mol L™1) en tenant compte explicitement,
des problémes de référentiel. Nous nous sommes intéressés aussi a l'autocohérence du mo-
déle primitif en cherchant & savoir si ce modeéle de sphéres dures chargées pouvait décrire
simultanément les différentes propriétés dynamiques et d’équilibre du systéme.

3.1 Introduction

Comme nous l'avons déja rappelé, la diffusion mutuelle d’un électrolyte est, a la dif-
férence de 'autodiffusion, une diffusion collective de tous les ions. En effet, ’ion le plus
mobile, qui a tendance a diffuser plus rapidement que 'autre ne peut le faire réellement, car
il créerait ainsi une séparation de charge macroscopique qui n’apparait pas expérimentale-
ment. Le champ électrique microscopique le ralentit, tout en accélérant I’ion le plus lent. Le
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mouvement général de tous les ions, dans un gradient de concentration de 1’électrolyte est
donc controlé par 1’électroneutralité, ce qui donne un seul coefficient de diffusion, appelé
coefficient de diffusion mutuelle (ou collective, ou chimique) de I’électrolyte et qui sera noté
D,,.

Comparée aux autres coefficients de transport, dont le traitement a été considérable-
ment amélioré depuis Onsager [93], la diffusion mutuelle a été beaucoup moins étudiée,
pour des raisons a la fois théoriques et expérimentales.

3.1.1 Théories microscopiques et phénoménologiques de la diffu-
sion
A dilution infinie, le coefficient de diffusion mutuelle est donné par la formule de Nernst-
Hartley |7, 120]
ZyDYDY — Z, DYDY
ZyDY — Z,DY

DNH — (3.1)
avec Ze et DY la charge et le coefficient d’autodiffusion a dilution infinie de I'ion 7. Dans
ce cas, D, est en quelque sorte la moyenne des coefficients d’autodiffusion des deux ions
pondérée par leur conductivité respective.

Pour des concentrations faibles, I’expression microscopique la plus utilisée reste celle de
Fuoss et Onsager [7, 121] :

dl
Dy = (DNH £ Ay + Ay) (1 +C dgy) (3.2)

avec y et C respectivement le coefficient d’activité et la concentration de I’électrolyte. Ay
est un terme représentant l'effet électrophorétique. Son calcul est basé sur la fonction de
corrélation de paires de Debye-Hiickel. Malheureusement, pour des électrolytes symétriques
ce terme du premier ordre est petit de telle sorte qu’un terme du second ordre A, doit
étre ajouté. On constate que cette expression comporte seulement des termes d’activité et
d’interactions hydrodynamiques. Méme si le relaxation n’est pas prise en compte, ce n’est
pas un facteur limitant ; elle n’a pas d’effet sur la loi limite et on peut montrer qu’elle reste
négligeable & plus haute concentration [122].

Plusieurs méthodes ont été proposées pour améliorer cette expression. La plus simple
est de modifier le terme d’activité [120]. Mais cela ne suffit pas en pratique, puisque le
résultat obtenu donne des valeurs beaucoup trop grandes pour D,,. Le probléme vient
surtout des interactions hydrodynamiques qui sont mal modélisées par I’approximation de
Debye-Hiickel. Stokes [7] a essayé de pousser le développement en A,, plus loin, mais cela
n’améliore en rien le résultat. La série obtenue ne converge d’ailleurs pas, ceci étant di
au fait que la procédure n’est pas autocohérente. Pikal [123] a essayé de résoudre cela en
utilisant une équation de Poisson Boltzmann non-linéarisée. Si la procédure est intéressante
car elle prend en compte une éventuelle formation de paires, il n’en demeure pas moins que
le résultat s’écarte encore plus des valeurs expérimentales [124].
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A cause de ces difficultés, ces tentatives n’ont pas permis d’obtenir une expression mi-
croscopique de D,, valable pour des solutions concentrées. Dans de tels domaines, la modé-
lisation des expériences doit se baser sur des théories semi-empiriques initiées par Hartley
et Crank [7, 125]. On utilise alors les coefficients d’activité expérimentaux. Le terme de
mobilité, correspondant a l'effet électrophorétique, est pris proportionnel a la viscosité de
la solution (qui doit étre aussi mesurée). La comparaison aux expériences ne peut alors
se faire qu’en utilisant un certain nombre de paramétres ajustables représentant intuitive-
ment I’idée du changement de référentiel et I’hydratation. Ces théories phénoménologiques,
si elles demeurent utiles pour obtenir des expressions valables pour des concentrations éle-
vées restent néanmoins d’un intérét limité. Les parameétres du modéle ne donnent pas
directement d’image microscopique de la solution, et doivent en permanence étre ajustés.
De plus, ’étude rend nécessaire de connaitre a la fois la viscosité et le coefficient d’activité
de I'électrolyte ; la réalisation pratique est ainsi longue et délicate. En quelque sorte ces ap-
proches sont 1'équivalent dynamique de la méthode de Pitzer [6] qui donne un ajustement
des différentes propriétés d’équilibre.

La théorie microscopique la plus récente a été proposée par Bernard, Cartailler et Turq
[126]. Une approche semi-phénoménologique a permis d’obtenir, en utilisant MSA, une
expression du coefficient de diffusion mutuelle valable jusqu’a environ 1 mol L=!. Cette
analyse n’était pourtant pas parfaitement satisfaisante : I'électrolyte était décrit par un
diamétre moyen qui ne redonnait pas les autres grandeurs dynamiques ou d’équilibre. Le
lien avec les expériences n’était pas non plus clairement établi puisque le référentiel n’était
pas explicité.

Nous avons utilisé cette étude comme point de départ de notre théorie de la diffusion
mutuelle. Pour que celle-ci soit pleinement satisfaisante, nous nous sommes attachés a
déduire les équations de départ directement de ’équation de Smoluchowski. Nous avons
aussi explicitement considéré la notion de référentiel qui doit étre prise en compte pour
étudier les solutions concentrées. Enfin, nous voulions obtenir une théorie autocohérente
du transport au niveau Smoluchowski-MSA, c’est a dire une théorie qui soit capable de
décrire les différentes grandeurs de transport et d’équilibre simultanément. Nous verrons
que ceci n’est possible qu’en distinguant les tailles des ions de 1’électrolyte.

3.1.2 Aspects expérimentaux

Les mesures expérimentales du coefficient de diffusion mutuelle sont difficiles et assez
longues, malgré de nombreux progrés réalisés ces derniéres années. En pratique, les mé-
thodes se divisent en deux catégories, celles ot le processus de diffusion est le principal et
la méthode du tube de Taylor qui regarde 'influence de la diffusion sur un écoulement de
Poiseuille.

Les différentes méthodes conductimétriques, proposées par Harned dans les années 40
relévent de la premiére catégorie. Le principe est simple [9, 7|. Le systéme est divisé en
deux parties de concentrations différentes. Quand elles sont mises en contact, la diffusion
mutuelle commence. Elle est suivie en mesurant la concentration de I’électrolyte en diffé-
rents endroits (généralement deux) par des paires de petites électrodes conductimétriques.
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La loi de Fick permet alors d’en déduire par ajustement D,,. Cette méthode a été améliorée
par Lobo qui utilise comme cellule un capillaire ouvert [127].

La méthode interférométrique de Goiiy [7] reléve du méme principe. La différence vient
du fait que les concentrations sont suivies en regardant les franges d’interférences obtenues
en faisant passer de la lumiére a travers le tube. Le procédé est basé sur la dépendance de
Iindice de réfraction de la solution avec la concentration. Dés 1880 Goiiy avait obtenu de
telles interférences, l'interprétation du phénomeéne pour ’obtention pratique de D,, ayant
été proposée par plusieurs auteurs dont Gosting et Onsager [128].

Ces méthodes sont difficiles a mettre en ceuvre. Il est nécessaire de thermostater le
dispositif et d’éviter toute vibration. Chaque mesure prend en outre plusieurs jours.

La méthode du tube de Taylor [120] est peut étre plus pratique. Elle consiste a faire
passer le solvant dans un capillaire, en créant un écoulement de Poiseuille. On injecte a
un instant donné une petite quantité de solution. Celle-ci va suivre ’écoulement tout en
diffusant. En regardant ’évolution de la dispersion du soluté (soit en utilisant un composé
coloré, soit par réfractométrie), on en déduit le profil, ce qui permet d’obtenir D,,. Cette
méthode, globalement plus rapide que les précédentes a permis depuis une dizaine d’années
au groupe de Leaist de mesurer les coefficients de diffusion d’un certain nombre de systémes
assez rapidement [129, 130].

Les mesures du coefficient de diffusion mutuelle restent néanmoins longues et difficiles.
Pour I’anecdote, on peut citer les mesures de Stokes sur (NHy)2SO4, de 1959, qui ont fait
référence pendant longtemps, malgré leur peu de cohérence |7|. Les difficultés pratiques des
mesures ont fait qu’elles n’ont été vérifices qu’en 1992 par Leaist [131]. Il s’est alors avéré
qu’elles étaient presque justes... les premiers auteurs ayant en fait donné ["inverse de D,,.

Perspectives

Tout ceci confirme I'intérét d’une théorie moderne, réellement microscopique de la diffu-
sion mutuelle. Etant données les difficultés des précédentes tentatives, nous pensons qu’on
ne peut traiter correctement ce coefficient de transport qu’en tenant compte explicitement
de la répulsion des ions due a leur taille. En effet, pour des solutions concentrées, c’est ce
parameétre qui explique 'augmentation de I'activité. Pour que la théorie soit cohérente, il
faut donc que le traitement des interactions hydrodynamiques les prenne aussi en compte.
D’ou l'intérét d’utiliser MSA.

Nous commencerons par établir les équations de départ de notre théorie a partir de
I’équation de Smoluchowski. Ensuite, nous clarifierons le probléme de référentiel. On mon-
trera en effet que les calculs sont effectués dans le réferentiel du solvant. Pour comparer
avec les expériences, un facteur de correction devra donc étre calculé. Le calcul du coeffi-
cient de diffusion mutuelle sera ensuite effectué. On montrera en particulier que 'effet de
relaxation est négligeable, méme pour des solutions concentrées. Les expressions pratiques
obtenues a I'aide de la théorie MSA seront ensuite données. On décrira aussi une théorie de
la conductivité légérement modifiée [99] pour la rendre cohérente avec celle de la diffusion
mutuelle.

La comparaison avec les valeurs expérimentales sera donnée dans la derniére partie.
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Notre théorie est basée sur le modéle primitif, qui décrit les électrolytes comme un mélange
de sphéres dures chargées. Nous essayerons de savoir dans quel domaine de concentrations
celui-ci est autocohérent, c’est a dire de quelle facon il est possible de prédire les différentes
propriétés de transport (diffusion mutuelle et conductivité) et d’équilibre (coefficient os-
motique) simultanément, avec les mémes paramétres. Ce test du modeéle primitif, résolu
au niveau Smoluchowski-MSA sera d’autant plus important que notre théorie ne considére
qu’'un seul paramétre légérement ajustable (qui est la taille du cation).

3.2 Théorie brownienne des électrolytes

3.2.1 Equations de départ
Equations de continuité

Nous allons donner ici les équations de départ de notre calcul [126], leur justification
a partir de ’équation de Smoluchowski étant proposée dans le paragraphe suivant. Pour
chaque espéce d’ion ¢ I’équation de conservation s’écrit :

oC;
o +divd; =0 (3.3)
ol C; est la concentration de la i°™° espéce, et J; son vecteur densité de flux. J; s’écrira
k

w? = DY /kgT est la mobilité de 4 & dilution infinie. Le dernier terme de (3.4) en Qg corres-
pond aux interactions hydrodynamiques s’exercant sur les particules de type ¢ provoquées
par les ions k. La force sera donnée par

F, = F™ — kgTgradIn C; + Fi* (3.5)

ou
o
oC;

gradC; (3.6)

7

Fi"t = F*®! — gradu™ + Z;cE™ avec gradp;*® = kgT Z
J

exc

p7*¢ étant le potentiel chimique d’exceés.

Dans le cas de la conductivité, F; se réduit généralement a la force externe F$' =
Z;eE™* et a la force de relaxation FI°' qui agit sur les particules i. E® est ici le champ
créé par ’extérieur.

La force de relaxation qui représente la déformation de ’atmosphére ionique s’écrit

[119]

File) = =30, [ grad V() gienra) drs
J

= —ZOj/grad1%j(T1,T2) hij(rl,rg) drg. (37)
J
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Dans la limite hydrodynamique, les forces F$** varient lentement par rapport aux dis-
tances des corrélations moléculaires. La théorie de Fuoss-Onsager peut alors étre appliquée
pour calculer h;;. Dans le régime de la réponse linéaire, pour un électrolyte binaire, I'équa-
tion de Fuoss-Onsager (2.116) s’écrit en régime stationnaire

’ 277 WZQ F(ZXt B w? F(;Xt 0
Ahi; — kbl = T (0 o) .gradg;; (3.8)
i T

ou x, est donné par
C1e*Z3W) + Cre* Z2W)
0.0 :
wi + wy

Ko = 4mLp (3.9)
Notons que le terme w)F; — w?Fj qui apparait dans (3.8) est proportionnel & la différence
de densité de courant J; —J; si les termes d’interactions hydrodynamiques €2;;, sont négligés
dans 'équation (3.4).

Les équations (3.7) et (3.8) ont été résolues dans le cas de la conductivité par Bernard
[99] en utilisant la théorie MSA ou HNC pour la fonction de distribution d’équilibre g7’.
Dans ce cas, le dernier terme de (3.6) est négligeable car la solution est homogéne.

Méthode de résolution dans le cas de la diffusion mutuelle

Dans le cas de la diffusion mutuelle, ces derniers termes doivent étre pris en compte car
la solution est inhomogéne et il n’y a pas de forces extérieures.
La difficulté du calcul vient du fait que le champ électrique interne E™ n’est pas a
priori connu. Il y a deux fagons de le définir.
— On peut tout d’abord utiliser les équations de Maxwell et en particulier I’équation
de Poisson. E™ vérifie ainsi

: in €
dwE‘e:gEE:Qgg (3.10)
J

qui peut se réécrire en utilisant € = ¢ye,..

— 1II est possible aussi d’utiliser explicitement le fait qu’au dela du temps de Debye, le
champ électrique est tel que 'électroneutralité locale est valable & tout instant. On
appelle alors E™ le champ d’Henderson qui est défini par la condition d’électroneu-
tralité dynamique locale

> 23, =0. (3.11)

On remarque que quand les interactions hydrodynamiques €2;;, sont négligées dans
(3.4), cette derniére condition impose qu’il n’y a pas de relaxation. En fait cette idée
ne permet pas de déduire que le coefficient de diffusion mutuelle ne dépend pas de la
relaxation, car l'effet électrophorétique est loin d’étre négligeable.
Ces deux méthodes sont équivalentes et donnent le méme résultat pour D,,. En particulier,
a dilution infinie, elles permettent d’obtenir la formule de Nernst-Hartley. La différence
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vient simplement du fait que le champ d’Henderson supprime la relaxation électrostatique
de Debye [74]. Il y a donc un mode de moins. Nous utiliserons pour nos calculs le champ
de Poisson qui peut conduire a des calculs plus compliqués mais qui est & méme de calculer
tous les modes du systéme.

3.2.2 Lien avec I’équation de Smoluchowski

Nous avons obtenu les équations hydrodynamiques de la section précédente a partir de
I’équation de Smoluchowski par un calcul que nous allons maintenant présenter. Le premier
niveau de la hiérarchie d’équations proposée par Ebeling donne I’évolution des densités de
particules & un corps n; (= C;). Dans le cas le plus général d’un systéme inhomogéne, nous
avons [116] :

87%(1'1, t)

T + divyJ;(r,t) =0 avec  J;(r1,t) = ni(ry,t) uy(ry, ) (3.12)

ol la vitesse u; s’écrit

4 (1‘1, 1'2)

ni(rl) dI‘Q. (313)

ui(rl,t) = uf(rl, t) + wiF(rl,t) + Z /Tij(rl, I'Q) F;(I‘l, rg)
J

Le premier terme de la partie de droite représente une éventuelle vitesse du solvant imposée
par l'extérieur. Le deuxiéme modélise 'effet direct de la force sur ¢ et le troisiéme donne
I'influence des interactions hydrodynamiques si elles sont décrites par le tenseur T;;. Celui-
ci sera pour nous celui d’Oseen, méme si le tenseur de Rotne-Prager [94, 132] donne en fait
exactement les mémes résultats. F; est la force moyenne s’exercant sur une particule de
type . Fé(rl, ro) est la force moyenne sur une particule de type j en ry quand une particule
de type i est en ry. n;;(ry,ra) est la densité de probabilité a deux particules correspondant
a la probabilité de trouver une particule 5 en ry quand une de type ¢ est en ry. La force F;
est donnée par

F;(r;) = F™(r)) — kgTgrad, Inn;(r;) + F™(r;) (3.14)

ot F& et Fin® sont les deux forces agissant sur i, respectivement extérieure et intérieure.
ni(rl)Fint(rl) = — Z/gradl‘/;j(rl, I'Q) nl-j(rl, I'Q) dI’Q. (315)
J

De la méme facon, F} est donné par
Fi(r,r2) = F$'(rs) — kgTgrad, Innj;(ry, ra) + Fi(ry, 1s) (3.16)
avec la contribution interne

nijk(rla Iy, 1“3)
2% (1‘1, 1“2)

Fiﬁt(rb ry) = —grad,Vji(ry, r2) — Z/gralejk(rg, rs) drs (3.17)
k
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Ces équations constituent le premier niveau de la hiérarchie associée a 1’équation de
Smoluchowski qui relie n; avec les distributions a deux ou trois particules n;; et n;;;. Le
deuxiéme niveau de la hiérarchie permet de retrouver 1’équation de Fuoss-Onsager.

Dans le prochain paragraphe, nous montrerons que la résolution de ce systéme est
assez simple dans le cas de la conductivité et qu’elle se raméne naturellement aux calculs
par ’équation de Fuoss-Onsager de Bernard [99]. Dans le cas de la diffusion mutuelle que
nous traiterons ensuite, notre calcul, qui sera plus compliqué car le systéme est inhomogéne,
démontrera les équations de la section précédente, qui nous permettront ensuite de calculer
D,,.

Résolution pour la conductivité

Dans ce cas, la force extérieure F; est donnée par Z,eE avec E le champ électrique
appliqué. Falkenhagen et Ebeling [119] ont montré les premiers que 1’équation de Smo-
luchowski se ramenait aux calculs basés sur I’équation de Fuoss-Onsager. Le formalisme
que nous avons proposé au paragraphe précédent permet de retrouver cela. Dans ce cas,
le systéme est homogéne si bien que les fonctions a deux et trois particules peuvent étre
reliées par

nij(rl, rg) ~ TLZ'(I'l) ’ij(I'Q) gij(rl, rg) (318)
~ n,; Ny gi;(re,T2)
ou n; est la valeur moyenne de n; et
nijk(r1, T2, r3) o~ n;(ry) n(ra) ng(rs) gije(ry, ra, rs) (3.19)
~ 1y Ny Mg Gi5(T1,T2) Gik(r1,T3) gjk(ra, T3) (3.20)

avec g;; et g;;r respectivement les fonctions de répartition a deux et trois particules hors-
équilibre.

Ces fonctions g;; sont alors séparées en deux parties. La premieére, g?j, représente le
terme d’équilibre. La seconde, h;;, est la partie de non-équilibre, supposée petite devant le
terme d’équilibre puisque I'on se place dans le cadre de la réponse linéaire. En négligeant les
interactions hydrodynamiques dans le calcul du terme de relaxation, I’équation de Fuoss-

Onsager permet de calculer hj;. La force de relaxation est alors donnée par (3.15) :

F;el — Fint = — an/gradl‘/;j(rl, I'Q) gij(rl, I'Q) dI’Q

j
= —Zﬁj/gradlvij(rl,rg) hi;(r1,ra) dry. (3.21)
J

Cette derniere égalité vient du fait que la partie d’équilibre de g;; donne a 'intégrale une
contribution nulle. En utilisant (3.13) on peut alors calculer la vitesse de l'ion de type i

u;, = Wg (F‘;Xt + F;‘el) + Z ’T_Lj /TU (I’l, I'Q) F;(I’l, rg) gij(rl, I'Q) dI‘Q (322)

J
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Ceci permet d’obtenir une théorie trés satisfaisante de la conductivité [99]. En prenant
pour les forces F; leur partie a longue distance F; et en remplacant g;; par sa valeur a
I’équilibre g%, nous retrouvons la loi limite d’Onsager.

Résolution pour la diffusion mutuelle

Dans ce cas, le systéme n’est pas homogéne. On ne peut donc pas appliquer (3.20). Il
faut utiliser une meilleure approximation. Si on utilise (3.18) pour définir les fonctions de
distribution de paires g;;, celles-ci ne dépendent plus seulement des positions relatives des
deux particules ry — ry. Elles dépendent aussi des positions absolues r; et ry. Considérons
par exemple une cellule de diffusion fermée en bas et ouverte en haut. Les fonctions de
distribution de paires dépendent de la position relative dans ce récipient. L’idée que nous
utiliserons est de définir n;; relativement a un point fixe O correspondant a un nouveau
type de particules. Cela peut s’écrire

ni;(r1,T2) = 0 Ny gij(r1, T2, 0) (3.23)

le troisieme parameétre dans g;; représentant la distance au troisiéme type de particules
dont la concentration est supposée infiniment petite. Ce type de transformation a déja
été utilisé par Attard [133| dans un autre contexte. En généralisant la représentation de
Meeron-Salpeter [134, 135] de gao en termes de fonctions de corrélations h,;; de non-
équilibre on obtient

ni(ri) nj(rs)

M = gi;(r1,T2) (1 + Z/drg hik(r1,r3) hj(ra, rs) ong(rs) + - - ) (3.24)
k

On utilise ici la notation n;(ry) = n;g,0(r1,0) et dng(rs) = nghro(rs, 0). En insérant cette
expression dans celle de Fi* de (3.15), et en suivant la méthode utilisée par Verlet [136]
dans le cas de l’équilibre, nous obtenons au premier ordre en densités de fluctuations,
I’équation de non-équilibre suivante :

Fit (1)) = F(r)) + kBTZ/gradICij(rl, ry) 0nj(ry) dry (3.25)
J

avec F'(r;) donné par (3.7) et
kBTgradICij (I’l7 I'Q) = —gradl‘/;j (I’l7 I'Q) — hl] (I’l7 rg)graleVij (I'l, I'Q) (326)
ou W;; est le potentiel d’interaction moyen donné par le développement

grad, W, (ry,rs) = grad,V(r,r,)

+ Z ny / grad, Vi (r1,13) g (r1, r3) hyj(rs, ro)drs + - - - (3.27)
k
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En utilisant W;; = —kgT In g;; avec (3.26) nous obtenons
kgTgrad,C;;(r1,re) = —grad,V;;(r1,re) + kgT'Vih;;(r1,re) + grad, Wi;(ry,ra)  (3.28)

qui est la dérivée de la relation HNC si C;; = ¢, la fonction de corrélation directe. Les
fonctions de distribution a deux particules sont alors décomposées en deux parties, I'une
d’équilibre gw et 'autre de non-équilibre h;; comme pour la conductivité. En séparant alors
la fonction ¢;; de sa partie longue portée coulomblenne Vijb/kBT, sa partie courte portée

c;f, les forces s’écrivent

Fim( ) Frel _ Z/grad rl,r2) 6nj(r2) dr2

+ kBTZ/gradlcff(rl,rg) dn;(ry) drs. (3.29)

La divergence dans le premier terme de droite donne l’équation de Poisson. Ce terme
peut étre écrit sous la forme Z;eE™. Le second terme s’exprime en fonction du poten-
tiel chimique d’excés —gradu$™ a la limite thermodynamique, c’est a dire ici quand les
fluctuations de concentration dn;(re)/n; sont petites et varient lentement par rapport a
’échelle des corrélations moléculaires. En utilisant la relation entre 0us*/0n; et la fonction
de corrélation directe ¢;; qui apparait dans I’équation d’Ornstein-Zernike pour les solutions
inhomogenes, nous obtenons ainsi

Fint(rl) - Fzgel(rl) ~ Z eEmt +k TZ/ rl, r2 dr2 grad (5’@] (1'1)

~ ZeEM — Ty a/:;- grad, on;(r1). (3.30)
; J

Ceci constitue I’équation de base de notre théorie de la diffusion mutuelle. Nous avons donc
démontré I’équation (3.6) donnée sans justification dans la section précédente, et posée de
fagon phénoménologique dans [74] et [126].

3.3 Reéférentiel théorique et référentiel expérimental

3.3.1 Reéférentiel utilisé au niveau Smoluchowski

Jusqu’a présent, nous ne nous sommes guere souciés dans notre démonstration du pro-
bléme du référentiel. Nous allons chercher & déterminer le référentiel dans lequel sont réa-
lisés nos calculs.

L’étude thermodynamique de la diffusion d’électrolytes composés de n + 1 espéces
différentes i, le solvant étant arbitrairement noté par ¢ = 0, peut se faire dans plusieurs
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référentiels qui ont déja été explicités. Nous allons nous intéresser ici au référentiel des
volumes partiels V', ot aucun flux de volume n’a lieu, de telle sorte que

> Vil =0 (3.31)
=0

avec V; le volume partiel du composé ¢. L’importance de ce référentiel vient du fait que
les coefficients de diffusion mesurés peuvent étre identifiés avec ceux de ce référentiel volu-
mique. [autre référentiel que nous considérerons sera celui du solvant ou

J3=o. (3.32)

Nous allons montrer que le coefficient de diffusion mutuelle calculé par la méthode exposée
dans la partie précédente peut étre obtenu dans le référentiel du solvant, en raison du
traitement des interactions hydrodynamiques.

Comme nous ’avons déja vu, les interactions hydrodynamiques d’un ion ¢ et d’un ion
J situés a une distance rj;, dues a la transmission par I'intermédiaire du solvant de la force
F; subie par j, s’expriment par la relation

Av;j(ry;) = T(r;)F;. (3.33)

Av;; est I'incrément de vitesse sur I'ion ¢ a la distance r;; du point r; ol est situé I'ion j.
T(r) est le tenseur hydrodynamique. Par conséquent, la force transmise sur la particule i
par l'effet électrophorétique ameéne un incrément de vitesse

Avicell == Z/drC]gZJ(T)TF] (334)
1

j= cell

L’intégrale se fait sur toute la cellule utilisée lors de 1'expérience. On est donc dans le
référentiel expérimental. Si le systéeme est d’extension infinie, cette intégrale diverge. En
effet, en modélisant les interactions hydrodynamiques par le tenseur d’Oseen, qui est une
approximation d’autant meilleure que r est grand, nous obtenons

n o0 2
Aviel =3 / —rgyy(r)C/F; dr (3.35)
=1 /0 30

ol 7 est la viscosité dynamique du solvant pur. Par conséquent, 1'effet électrophorétique
donne une contribution divergente & moins que les forces appliquées vérifient I’équation
>i—1 CjF; = 0. C'est le cas pour la conductivité en raison de la condition d’électroneutra-
lité, mais pour la diffusion mutuelle, les forces thermodynamiques de diffusion font diverger
'intégrale (3.34).

En fait, cette divergence n’est pas réellement paradoxale : elle vient du fait que dans
la limite » — oo l'approximation de Stokes ne peut clairement pas étre utilisée. Dans le
référentiel expérimental, le traitement direct des interactions hydrodynamiques n’est donc
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pas possible. Nous allons donc procéder a un changement de référentiel. L’idée est que, en
se placant dans le référentiel du solvant, on peut retirer cette divergence qui empéche tout
calcul effectif.

Il convient donc de soustraire explicitement la vitesse du solvant dans les calculs [88].
Dans le référentiel du solvant, I'incrément de vitesse Av? de I'ion i est

AV;S(I']') = sz‘cell(ri> - Vsolvant(ri) (336)

avec Vgovant (I;) la vitesse du solvant en r; ou est situé l'ion i, sans savoir que l'ion i est
situé en r; :

Vsolvant(ri) = Z/drC]TFJ (337)
jzlcell
En utilisant (3.34), (3.36) et (3.37), on obtient

AV;S,(I‘J') = Z/drCJg”(r)TF] —Z/drC]TF]

jzlcell j=1 cell

- i / drC;hy;(r)TF;. (3.38)

“eell

Si 'on modélise les interactions hydrodynamiques par le tenseur d’Oseen, la correction
électrophorétique dans le référentiel du solvant est alors

n % 9
AV;S = Z/O' %Thij(T)Cij dr. (339)
j=1

Cette fois-ci, I'intégrale ne diverge plus. En outre, les points » — oo oti I’équation de Stokes
n’est pas valide donnent une contribution négligeable a l'intégrale. Cette expression (3.39)
permet de préciser le terme électrophorétique en €;; de (3.4).

En conclusion, nous avons montré qu’il est possible de calculer au niveau Smoluchowski
le coefficient de diffusion mutuelle en prenant en compte les interactions hydrodynamiques
dans le référentiel du solvant. Aussi, une correction de référentiel doit étre prise en compte
pour comparer notre théorie avec les résultats expérimentaux qui donnent le coefficient
de diffusion mutuelle dans le référentiel des volumes. Il convient de bien noter que nous
n’avons pas démontré que I’équation de Smoluchowski décrivait la dynamique du systéme
dans le référentiel du solvant. L’équation de Smoluchowski n’a pas a proprement parler
de référentiel. Celui-ci dépend en fait uniquement de la description des interactions hy-
drodynamiques. Il se trouve qu’en pratique, le choix du référentiel du solvant est le plus
judicieux puisqu’il résoud les problémes de divergence, tout en donnant des expressions
physiquement valables.

On peut remarquer qu’aucune correction de référentiel n’est nécessaire dans la théorie
de la conductivité. Dans ce cas, la condition

> CF; =0 (3.40)
j=1
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est vérifiée puisque les seules forces externes sont les forces électrostatiques produites par le
champ imposé par les électrodes Eg. Aussi, F; = Z;eE et (3.40) correspond simplement &
la relation d’électroneutralité. Dans le cas de la diffusion mutuelle, les forces sont d’origine
thermodynamique, puisque ce sont les gradients de potentiel chimique; elle ne satisfont
pas (3.40).

3.3.2 Calcul de la correction de référentiel
Expression générale

Le flux J/ du composé i, mesuré relativement au référentiel des volumes est relié au flux
J? du méme composé exprimé dans le référentiel du solvant par 'opération de translation

IV =37 + Ciugy (3.41)

oll ugy est la vitesse du référentiel S relativement au référentiel V' a la position et au temps
considéré. L’équation (3.31) implique

ugy = — zn: VI, = - zn: V.7 (3.42)
=0 =1

Pour un électrolyte simple, n = 2 si bien que

J¥:J§—CQV1Jf—02V2J§ .
Dans le référentiel du solvant, nous pouvons écrire la loi de Fick pour la diffusion
mutuelle des ions 1 et 2

J} = =Dy gradC, = - 2235 = —%JE (3.44)
J3 = —DjgradCy = —2.J7 = —22J7 '
si bien que I’expression finale dans le référentiel expérimental des volumes est
Jg =—-(1-CV1 - C2V2)D1§1J§ .

Les deux ions suivent simultanément le méme processus de diffusion. Cette derniére
expression donne le coefficient de diffusion mutuelle dans le référentiel volumique D) :

DY = ®D5 (3.46)

ou ® =1-—C1V; — CyV,. @ est la fraction volumique du solvant et D;?Z est le coefficient de
diffusion mutuelle dans le référentiel du solvant.
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Calcul pratique de la correction

® peut étre obtenu grace aux mesures de la densité d de la solution (il s’agit en fait ici
de la masse volumique). Ce facteur de correction s’écrit

d=1-C.V, (3.47)

avec Cy et V4 les concentrations et le volume partiel de 1’électrolyte. Si V' est le volume
d’une solution correspondant a 1 kg de solvant,

dans laquelle m4 et ML sont la molalité et la masse molaire du sel. De plus, si la pression
et la température sont constants, nous avons

1
—d AV, = 4
2 Vo + mdVi =0 (3.49)

dans laquelle ’exposant 0 indique le solvant. M, est sa masse molaire et V[ son volume
partiel. Par conséquent

dVv
=V (3.50)
ce qui donne en utilisant (3.48) et VCL =m
My —d
== 51
Va=07 Cod (3:51)

avec d' = %. La densité d peut étre obtenue a partir de la formule analytique

d = dy+ aCy + CY* (3.52)

ol dy est la densité du solvant pur. « et § ont été ajustés en fonction de la température a
partir des valeurs expérimentales de la densité [137].

3.4 Calcul du coefficient de diffusion mutuelle

3.4.1 Obtention de ’expression générale

L’expression de la densité de flux J; de l'ion i est donnée par (3.4). En se placant
dans le référentiel du solvant et en modélisant les interactions hydrodynamiques par le
tenseur d’Oseen’, le coefficient électrophorétique €2;; est obtenu a partir de la fonction de
distribution h;;(r) :

2 ()
Q‘j = —Cj / Thl'j(T') dr (353)
3n 0

'En fait 'utilisation du tenseur de Rotne-Prager conduit exactement au méme résultat.



3.4. CALCUL DU COEFFICIENT DE DIFFUSION MUTUELLE 83

L’effet de relaxation est négligeable dans le cas de la diffusion mutuelle [122], comme nous
le montrerons dans le prochain paragraphe. Par conséquent, h;;(r) peut étre pris égal a
la fonction d’équilibre h?j (r). Aussi, si 'on néglige la force de relaxation, la force F; sur
I’espéce ¢ s’écrit

F; = —gradyu; + Z;cE (3.54)

ou y; est le potentiel chimique et E le champ électrique. La mise en équation est compléte
si on ajoute la relation de continuité (3.3) et une équation permettant d’obtenir le champ
électrique. Nous prendrons I’équation de Poisson (3.10). Une lecture attentive des équations
de la partie précédente montre que le terme électrophorétique (3.53) n’est en fait pas tout
a fait exact. Dans la derniére partie de ce chapitre, en appendice, nous montrerons que
cela n’a pas d’influence sur la valeur de D,,.

L’expression du flux de J; ainsi obtenue est liée a la thermodynamique des phénomeénes
irréversibles. Les coefficients d’Onsager correspondant

vérifient d’ailleurs les relations de réciprocité L;; = Lj;, en raison de la symétrie de la
fonction de distribution A (r).

Nous obtenons ainsi un ensemble d’équations aux dérivées partielles qui ne peuvent étre
résolues que par des méthodes numériques, par exemple de différences finies. Mais comme
tous les coefficients de transport, D,, est relié aux fluctuations du systéme si bien que nous
pouvons linéariser les équations en écrivant

C; = CY +0C; (3.56)

otl la concentration d’équilibre C? est indiquée par 1’exposant 0. §C; correspond aux petites
variations par rapport a 1’équilibre. L’électroneutralité locale

d Clzi=0 (3.57)

est vérifiée pour les concentrations d’équilibre mais pas pour les C;. On n’utilise pas en
effet le champ d’Henderson mais celui donné par I’équation de Poisson qui permet de
modéliser la dynamique du systéme pour des temps inférieurs au temps de Debye.

En ne gardant que les termes du premier ordre, un traitement en perturbations donne
alors les expressions suivantes (i = 1,2) :

2

+3 (Qij — DyA)SC; =0 (3.58)

Jj=1

00C;
ot

ou

Z;e2CY 2
Qij = Z;Qi = kBjTieer 7D} + ke T > 2k (3.59)
" k=1



84 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D’ELECTROLYTES DISSOCIES

OBy ~
Dy =C) | DY ksT Y 3.60

J ( 7 80 + B kz: k™ a~ 80 ( )
On note toujours 3 = (kgT)~!. Cet ensemble d’équations linéaires peut alors étre résolu
par la méthode des modes normaux [74].

Celle-ci consiste a ramener la résolution du probléme & la recherche de valeurs propres,
correspondant aux différents modes, propagatifs ou non. On fait en pratique une transfor-
mation de Fourier sur les variables d’espace et une transformation de Laplace sur celles du
temps :

§Ci(q,t) = | 6Ci(r,t)e 4" dr (3.61)

R3
5Ci(q, ) = / " 5Ci(g, e dt. (3.62)
Les équations de conservation s’écrivent aloors sous une forme matricielle
MJC(q,s) = 0C(q,t = 0). (3.63)
Les modes normaux du systémes sont les n racines en s de 1’équation
det M = 0 (3.64)

que 'on peut calculer au premier ordre en ¢, cet ensemble d’équations n’étant valide en
fait qu’a la limite hydrodynamique? ¢ — 0.

Le premier mode est un mode de relaxation, puisqu’il ne dépend pas de ¢ au premier
ordre :

—(Q11 + Q) + o(¢°) (3.65)

1/s; correspond au temps de Debye qui décrit la relaxation rapide de la solution vers
I’électroneutralité.
Le second mode, proportionnel & ¢2

Sy = —Dyq? (3.66)

et qui caractérise donc un mode de diffusion, nous permet d’obtenir le coefficient de diffusion
mutuelle D,, (dans le référentiel du solvant) :

Qu D3, + Q0D

DS = 3.67
" Q11 + Q22 ( )

avec
D =D, — 7Dij. (3.68)

J

2Le calcul des modes normaux que nous sommes en train d’établir n’est en effet rien d’autre qu’un calcul
de thermodynamique des phénoménes irréversibles. La seule différence vient du fait que nous disposons
d’une écriture microscopique des L;; grace a (3.55).
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Cette expression généralise celle de Nernst-Hartley quand les activités et les interactions
hydrodynamiques sont prises en compte. Si on prend pour la fonction de distribution
l"approximation de Debye-Hiickel (avec des corrections de taille), on retrouve 1’expression
de Fuoss-Onsager (3.2)3.

En utilisant la relation de Gibbs-Duhem, Dj; se simplifie

P
ij — Do op

2
o8P
TS Qe .
o ke ;1 a0, (3.69)

Les équations que nous venons d’obtenir donnent le coefficient de diffusion mutuelle d’un
électrolyte D,, dans le référentiel du solvant a partir des propriétés d’équilibre. Nous n’avons
besoin que de la pression (osmotique) P et des fonctions de distributions h;;(r).

Notre but étant d’obtenir des expressions explicites les plus précises possibles des dif-
férents coefficients de transport, nous avons choisi MSA pour les propriétés d’équilibre.
Notre théorie pourrait trés facilement utiliser des théories plus précises, comme HNC, mais
elles ne ménerait pas a des formules analytiques. Nous allons maintenant montrer que la
prise en compte de la relaxation ne modifie pas cette expression (3.67) de D,,,. De méme,
on montre en appendice qu’elle n’est pas non plus modifiée par une expression un peu plus
précise du terme hydrodynamique.

3.4.2 Influence de la relaxation sur la théorie de la diffusion mu-
tuelle

A la limite hydrodynamique, 6C;/ C? est petit et varie lentement par rapport aux cor-
rélations moléculaires. Dans cette limite, les forces F; sont quasiment constantes dans le
domaine de variation des fonctions de distribution. L’équation de Fuoss-Onsager (3.8) per-
met alors d’obtenir h};. Dans le régime de la réponse linéaire on a ainsi

, 2,1 w? 6Fz — W?(SF]'
2o kT (w4 w))

.gradg); avec 6F; =F, — F™ (3.70)

ol x; est donné par (3.9).
La solution de cette équation n’est qu’une généralisation directe des résultats obtenus
pour le calcul de la conductivité [99] :

hi; = ﬁ;] cos 6 (3.71)

/ dsshy;(s) sinh (kgs)

U kT (wi+w;) dr KqT .

w0k —wi 0k d ( exp (—kqr)

sinh (k,r)

/ dsshy;(s) exp (—kgs) ) e_‘Q?D/kBT(B.?Q)

RqT r

3sans le terme électrophorétique du second ordre qui s’obtient en rajoutant le terme suivant dans le

développement des h;;(r)



86 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D’ELECTROLYTES DISSOCIES

En utilisant 1’équation (3.7) qui définit F™ on obtient, tous calculs faits

ow; OF; —w; 0F;

wi + Wwj

Fi*' = 07, Z;e L Bij (3.73)
ou B;; est un terme identique pour les cations et les anions qu’il n’est pas nécessaire
d’expliciter pour obtenir le coefficient de diffusion mutuelle.

Ces forces de relaxation peuvent alors étre prises en compte dans ’équation. On obtient
finalement la méme expression

Dy, = t, D3y + t2D5, (3.74)

ou t; = Qii/(Q11 + Qa2) est le nombre de transport de I'ion . On retrouve ici le fait
que cette grandeur ne dépend pas de la relaxation. Les termes Dj; ne sont pas tout a
fait identiques a ceux obtenus sans relaxation, mais ces différences s’annulent exactement
dans 'expression finale de D,,. En conclusion, I'effet de relaxation ne modifie donc pas le
coefficient de diffusion mutuelle.

En fait, dans ce traitement, les effets croisés d’influence de la relaxation sur les inter-
actions hydrodynamiques et des interactions hydrodynamiques sur la relaxation n’ont pas
été pris en compte. Mais sans ces effets du second ordre, on peut conclure que les forces
de relaxation ne modifient pas le coefficient de diffusion mutuelle.

3.5 Expressions analytiques des grandeurs obtenues par
MSA

3.5.1 Diffusion mutuelle

La théorie MSA utilisée ici se place dans le modéle primitif o le solvant est un conti-
nuum diélectrique et les ions sont des sphéres dures de charge Z;e et de diamétre o;.
Le paramétre d’écrantage I' de MSA est défini par la relation implicite [47, 45]

, o?P,
= |7L i~ 240 :
[7? BZC ( o ) (3.75)
avec ) Coond
po— = kOk Lk .
YR a0
™ Cyo}
Q=1+ — 3.77

_ 3
A=l-¢ ; Co (3.78)
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62

Ly = Ireoc kT (3.79)
21" généralise la longueur inverse de Debye kp de la théorie de Debye-Hiickel, si I’on consi-
dére les effets de volume exclu dans I’atmosphére ionique.

Les grandeurs thermodynamiques données par MSA, calculées par un chemin thermo-
dynamique sur I’énergie s’écrivent toutes comme somme de deux termes. Le premier est
coulombien. Il sera repéré par ’exposant c. L’autre qui correspond au terme de sphéres
dures sera repéré par 'exposant SD. Nous considérerons des ions dont les tailles ne sont
pas trop différentes afin de pouvoir utiliser ’approximation P, = 0. Dans ce cas

I = [WLB Z C; <1 +Zirai)2] : . (3.80)

L’approximation P, = 0 a un autre avantage. Dans ce cas, cette décomposition SD + ¢
est aussi valable pour la fonction de corrélation de paires ggj(r). Sinon seules les grandeurs
thermodynamiques pourraient s’exprimer par une telle somme de deux termes.

La contribution électrostatique a la compressibilité est

aﬁp)c o LeT?22
8CZ 2(1 + FO’Z) <F + Zk ﬂ'LBCkZ o) )

T(1+Tok)3

(3.81)

L’autre contribution sera ici dérivée de I’approximation de Carnahan-Starling qui peut étre
obtenue par la solution Percus-Yevick (P.Y.) du mélange de sphéres dures [42] :

0BP 5P . 1 n 3UZ‘X2+3O'i2X1+O'?XO
0C; C1-X; (1 - X3)?
+02-2X22(9 —3X3) + U§X2(6X1 — X22) U?XS(Q —3X3) (3.82)
(1—X3)3 (1—X3)4 '
ou - 4
=5 > Choy. (3.83)
k

Calculons maintenant les corrections électrophorétiques. Dans ’approximation P, = 0,
ho;(r) = h§;(r) + hiP(r) (3.84)
de telle sorte que €2;; est obtenu comme la somme de deux contributions :
Qi = Q5 + Q5P (3.85)
Le terme électrostatique est alors

o1 2,2,L5C,

3n (1+To;)(1+To;) <F +2 Ok?ffriijg)

(3.86)
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Malheureusement, la contribution résultante pour I'effet électrophorétique dans I’expression
du coefficient de diffusion mutuelle est faible. Ceci est di au fait que les forces sur les
ions sont de nature thermodynamique. Dans le cas de la conductivité, le probléme ne se
pose pas car la force sur l'ion j est Zjel, si bien que la contribution est négligeable.
Comme pour la théorie de Fuoss-Onsager, ceci nous améne a considérer un terme du
second ordre. En effet, ce terme MSA (3.86) peut se comprendre comme le premier d’un
développement en puissance sur la longueur de Bjerrum Lg. Le prochain terme sur les
fonctions de corrélations, qui peut étre obtenu a partir de la solution HNC sera ici pris par
approximation égal a (hf-‘]/-[SA)2 /2. Nous avons utilisé en fait ’expression simple suivante,
afin de conserver des expressions analytiques

(h?;[SA)Z N ZZ-ZZJZLQB e—2nDr
2 2(1+T0)2(1+Ta;)? 12

(3.87)

ou kp = \/4rLp > C’ZZZ-Q. Le terme électrophorétique coulombien du second ordre est alors

o,L-Jraj © efu
QF ~ 2KD 5 — du. 3.88
97 31+ To)2(1+ Tay)2" /%Dai;aj u (3.88)

La contribution électrophorétique de sphéres dures sera ici calculée en considérant un
diamétre moyen. Pour des fractions volumiques pas trop importantes typiques de celles des
solutions ioniques, I’identification du second coefficient du viriel des modéles a une seule
et plusieurs tailles donne le diamétre moyen [58|

3X, X,/ Xo+ X
asDzi/ 1 24/X0+ 3. (3.89)
0

L’intégration de hy; déduite de la théorie Percus-Yevick donne alors pour le terme électro-
phorétique de sphéres dures

(%5%)° , 1= Xs/5+ X3/10

0o — _ _ 3.90
1) 317 J 1 + 2X3 ( )
ou Xg = %ZCZO'%D
3.5.2 Coefficient osmotique
Le coefficient osmotique ¢ d’une solution d’électrolytes est défini par ’équation
¢ = BPosm/ Y CY (3.91)
i=1

ol P, est la pression osmotique dont la valeur est

Py = P+ PSP, (3.92)
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La contribution électrostatique s’écrit
F3
3
Le terme de sphéres dures calculé dans la méme approximation que notre théorie de la
diffusion mutuelle est [42]
BPSP — S Ao 30X 33 + X3 ] (3.94)
T|1l— X3 (1 — )(3)2 (1 — X3)3 (]_ — X3)3
Rappelons que MSA est une théorie d’équilibre au niveau Mc Millan-Mayer. Les gran-
deurs calculées a potentiel chimique du solvant constant [10] ne coincident pas exactement
avec celles mesurées expérimentalement. Ainsi, pour comparer avec les données expérimen-
tales pour des concentrations importantes un facteur de correction doit étre pris en compte
[11, 12]. Pour le coefficient osmotique, ceci vient du fait qu’expérimentalement on ne me-
sure pas la pression mais I’activité du solvant. Cette conversion MM-LR (Lewis-Randall)
est simplifiée si on néglige les effets de compressibilité. Ainsi, une formule approximative,
mais pratiquement trés précise peut étre utilisée pour ¢ [138] :

¢Lr = Pormm (3.95)

ou ® est la fraction volumique du solvant. Dans ce cas 'intérét de la formule est évident :
le facteur de conversion est le méme que celui de la diffusion mutuelle.

BP° = (3.93)

3.5.3 Conductivité

Précisons maintenant les expressions de la conductivité qui nous avons utilisées. L’idée
était d’appliquer la théorie de Bernard [99] en la modifiant légérement pour la rendre
pleinement cohérente vis a vis des différents termes par rapport a la diffusion mutuelle.

Quand on prend en compte la relaxation et l’effet électrophorétique, la conductivité
spécifique s’écrit

oE
Xsp = €06r (Q11 + Q22) (1 + f) (3.96)
avec 9
9L _ __qSlH (quO’ J) / dr Th?(?“) e rar (397)
L 3 kqTij Oij !

ol 0;; = (0;40,)/2 et K, est donné par (3.9). Cette expression est directement tirée de [99].
Cependant, pour rester au méme niveau d’approximation que notre théorie de la diffusion
mutuelle, nous avons pris en compte pour h?j les expressions MSA et les termes du second
ordre (3.87). Ceux-ci ont été aussi rajoutés dans les termes électrophorétiques Q;;

La conductivité équivalente A est alors

A(m*Q 'mol L) = x4/ Ceq (3.98)

ot Coq = Z1C1/1000N est la concentration équivalente en mol L~'. La différence entre
[99] et cette théorie légérement modifiée est en fait peu significative car elle est toujours
inférieure a 0.5 %.
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3.6 Reésultats et discussion

3.6.1 Diffusion mutuelle

Nous avons appliqué les différentes expressions précédentes pour des électrolytes en
solutions aqueuses a 25 °C. Les données nécessaires pour appliquer nos formules sont la
constante diélectrique €, = 78,3 et la viscosité n = 0,00089 Pa s du solvant, les coefficients
d’autodiffusion a dilution infinie et les diamétres des ions.

Nous nous sommes tout d’abord intéressés aux électrolytes symétriques KCIl, NaCl
et LiCl. Dans le cas de ces chlorures d’alcalins, D,_ = 20,32 107! m?*~', D}, =
19,56 107" m?*~', DY . = 13,33 1079 m*s™", et D}, = 10,29 107'% m*s~". Les seuls
parameétres a priori inconnus sont les tailles des ions. Pour I’anion, nous avons choisi de
prendre le diameétre de Pauling o~ = 3,62 A, en considérant que cet anion n’est pas hy-
draté [139]. Les valeurs retenues pour les cations, en accord avec celles d’Ebeling pour dé-
crire les propriétés d’équilibres par la théorie MSA [54], sont o+ = 2,95 A, oyt = 3,05 A,
et o+ = 4,35 A. Celles-ci, supérieures aux diamétres (cristallographiques) de Pauling
tiennent compte de ’hydratation du cation.

2.2 r -~ théorie sans correc. de réf.
— théorie avec correc. de réf. g
< valeurs expérimentales -

12 - LiCl .

1/2 1/2, -1/2
/ mol

c L

F1G. 3.1 — Coefficients de diffusion mutuelle de solutions d’électrolytes 1-1 a 25 °C en fonc-
tion de la racine carrée de la concentration. Trait plein : valeurs du coefficient de diffusion
mutuelle calculées dans le référentiel expérimental des volumes. Pointillés : valeur dans le
référentiel du solvant (c’est & dire sans correction de référentiel). ¢ : valeurs expérimentales
extraites de [140].
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Les coefficients de diffusion mutuelle correspondants ont été tracés sur la figure 3.1.
Pour des concentrations faibles les courbes mettent clairement en évidence la loi limite en
racine carrée de la concentration. Puis, pour des concentrations de ’ordre de 0,1 M, D,,
ne varie pas beaucoup. Sa valeur, presque constante finit par remonter légérement. Notre
théorie est en trés bon accord avec les valeurs expérimentales, méme pour des solutions
concentrées. La correction de référentiel est nécessaire pour décrire les variations de D,,
aux fortes concentrations. Dans le cas de KC1 & 2 M, elle atteint ainsi 7 %. L’un des intéréts
de notre théorie analytique vient du fait qu’elle permet de séparer les différents effets afin
de déterminer physiquement leur influence respective.

2.2
—— avec tous les termes
——- sans correc. de réf.
-~~~ sans correc. de réf. et sans hydro. 2" ordre
2 —— sans correc. de réf. et sans hydro. coulomb.
""""""" sans correc. de réf. et sans hydro.
I(I)
e 18 ¢ .
S
—
£
0 1.6
14
| L |
0 0.5 1
C1/2 / mOIlIZL—1/2

F1G. 3.2 — Coefficient de diffusion mutuelle de NaCl a 25 °C en fonction de la racine carrée
de la concentration. Comparaison des différents termes.

Dans la figure 3.2, on a tracé la valeur du coefficient de diffusion mutuelle de NaCl.
On remarque ainsi que les termes d’activité, s’ils diminuent la valeur de D,, a dilution
infinie l’augmentent largement aux hautes concentrations. Ceci est di au fait que pour les
solutions concentrées 'interaction répulsive de taille devient importante et finit par avoir
un effet prédominant. Ces termes d’équilibre sont contrebalancés en fait par les interactions
hydrodynamiques et aussi plus légérement par la correction de référentiel. Méme si elle reste
assez faible, 'influence des interactions hydrodynamiques du second ordre se remarque dés
les premiers écarts a la loi limite en augmentant légérement D,,. Ce sont donc de fait les
termes purement MSA (coulombien du premier ordre et de sphéres dures) qui compensent
le terme d’activité. En particulier, le terme de sphéres dures est prédominant & fortes
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concentrations.

En conclusion, notre théorie, confirmée par les expériences, permet de comprendre pour-
quoi la valeur du coefficient de diffusion mutuelle atteint presque un plateau. Il est di a
un équilibre assez brutal entre les termes d’activités répulsifs qui tendent a augmenter for-
tement D,, et les interactions hydrodynamiques qui au contraire freinent les particules et
réduisent D,,. De plus, on comprend pourquoi toutes les tentatives qui ont essayé d’amélio-
rer la théorie de Fuoss-Onsager en traitant mieux 'attraction électrostatique ont échouées :
aux fortes concentrations, ¢’est la répulsion de volume exclu entre les particules qui controle
les interactions hydrodynamiques.

3.6.2 Autocohérence du modéle primitif

Le but de cette étude est aussi de tester le modéle primitif des électrolytes en essayant de
déterminer s’il est capable de décrire simultanément les différentes propriétés de transport
(diffusion mutuelle et conductivité) et d’équilibre (coefficient osmotique).

180

< valeurs expérimentales
160 - — théorie :

140
S
£
t‘g 120
S
o
g 100
<
80
LiCl
60 L L L L L L L L L
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
1/2 1/2, -1/2
¢/ mol’L

Fi1G. 3.3 — Conductivité équivalente de solutions d’électrolytes 1-1 & 25 °C en fonction de la
racine carrée de la concentration. Trait plein : théorie. { : valeurs expérimentales extraites

de [140].

On a donc tracé avec les mémes paramétres la conductivité (figure 3.3) et le coeffi-
cient osmotique (3.4). On constate ainsi que le modéle primitif, résolu par notre théorie
Smoluchowski-MSA est capable de prédire trés convenablement les autres grandeurs. Un
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1.3
— MSA avec correc. MM-LR
< LiCl (exp.)
1.2 + A NacCl (exp.) :
O KCI (exp.)
1.1 :

08 L 1 L 1 L 1 L 1 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

c / molL™

F1G. 3.4 — Coefficient osmotique de Lewis-Randall de solutions d’électrolytes 1-1 a 25 °C
en fonction de la racine carrée de la concentration. Trait plein : théorie. { : valeurs expé-
rimentales extraites de [140] et [7].

petit écart est observé dans le cas du coefficient osmotique de KCI. Il correspond en fait a
Deffet briseur de structure bien connu [141] et montre ainsi clairement les limites du modéle
a solvant continu qui ne peut rendre compte d’un effet di a la structure moléculaire du
solvant.

Comme dernier exemple, nous donnons sur le méme graphe (figure 3.5) les valeurs
des différentes grandeurs dans le cas de solutions de CaCly. Celui-ci peut étre considéré
comme un bon exemple d’électrolyte dissymétrique dissocié [56]. Les mémes paramétres
de Cl~ ont été utilisés. Le coefficient de diffusion de Ca?* a diffusion infinie est D%a2+ =
7,91 1071 m2s~1. On a pris pour le cation une taille de 5 A. Ici aussi, le résultat est en
bon accord avec les valeurs expérimentales.

Ainsi, au moins dans le cas des électrolytes dissociés, le modéle primitif résolu au niveau
Smoluchowski dans 'approximation MSA est cohérent. Les formules analytiques obtenues
sont applicables avec les mémes paramétres. Ce résultat est d’autant plus intéressant que la
théorie employée permet des réelles prédictions, puisque le seul paramétre que nous avons
di choisir nous-mémes est le diamétre du cation.

Cette taille de I'ion solvaté doit toujours étre plus grande que celle de I'ion nu, comme
on peut le vérifier dans le tableau 3.6. On remarque qu’en plus ce diamétre du cation
est cohérent avec les nombres d’hydratation (représentant la quantité de molécules d’eau
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D_/10°m’s™

-1

Ny ! cm’Q 'mol

FiG. 3.5 — Coefficient de diffusion mutuelle, conductivité équivalente et coefficient osmo-
tique de Lewis-Randall de solutions de CaCly & 25 °C en fonction de la racine carrée de la
concentration. Voir les légendes des figures 3.1, 3.3, et 3.4. On a rajouté en pointillés dans
la courbe de coefficient osmotique celle au niveau Mc Millan-Mayer.

‘ ion ‘ OPauling Oa.c. AOB h O<4 ‘
K+ 2,66 295 6,8 19 281
Na® 1,96 3,06 208 3,5 2,13
Lit 1,56 4,35 785 7,1 4,45
Ca?t | 1,98 500 117,2 12 3,63

Fi1G. 3.6 — Diamétres (en A) pour les différents électrolytes. opauing est le diameétre de
Pauling et o, .. le diamétre autocohérent de notre théorie MSA du transport et de I’équi-
libre. Nous avons aussi indiqué les nombres d’hydratation [142] h (mesurés par la com-
pressibilité et obtenus en supposant que he- = 0) afin de les comparer avec la différence
Ao® = 03 . — Opayiing €ntre le volume obtenu par les diamétre MSA et celui de 1'ion nu
donné par le diameétre de Pauling. o4 est le diamétre obtenu quand on ajuste les données
expérimentales jusqu’a 4 mol L.

liées au cation) trouvés dans la littérature [139, 142]. La différence Ac® (voir le tableau
3.6) semble donc étre une mesure raisonnable de la solvatation [54]. Pour certains ions, la
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relation entre h et Ao® ne semble pas étre directement proportionnelle, mais de toute facon
le nombre d’hydratation qui n’est pas une grandeur définie indépendamment du modéle
utilisé pour le mesurer, n’a pas une valeur précise. De plus, ces écarts concernent les ions
trés peu hydratés ot la notion de nombre d’hydratation n’est pas trés pertinente.

Il est possible d’utiliser pratiquement notre théorie pour décrire la diffusion mutuelle
dans le cas de solutions beaucoup plus concentrées. Si I’autocohérence pour décrire les
différentes grandeurs n’est pas le but recherché, il est possible de dépasser largement la
barriére de 2 M.

2.5 . . : : : ,

— - diameétre du cation autocohérent
— diamétre du cation ajusté (c<4 moI.Lfl) 7
< valeurs expérimentales

o
E
s 15
\a)

£
o

LiCl
15 ; f ; f f f

¢”? (mol.L™)

F1G. 3.7 — Coefficient de diffusion mutuelle des différents électrolytes a 25 °C en fonction
de la racine carrée de la concentration jusqu’a 4 mol L~!. Pointillés : coefficient de diffusion
mutuelle calculé en utilisant le diamétre du cation autocohérent utilisé dans les figures 3.1,
3.3, 3.4 et 3.5. Trait plein : coefficient de diffusion mutuelle quand ce diamétre est ajusté.
Les parameétres sont donnés dans le tableau 3.6. La correction de référentiel a été prise en
compte. ¢ : valeurs expérimentales

A titre d’exemple, nous présentons sur la figure 3.7 les résultats concernant D,, pour nos
quatre électrolytes LiCl, KCI, NaCl et CaCl, jusqu’'a 4 M avec des tailles de cation données
dans le tableau 3.6 et la méme valeur de o¢- = 3,62 A. Bien sir, avec ces paramétres, les
courbes de conductivité et de coefficient osmotique ne sont plus en trés bon accord avec
Iexpérience, mais dans le cas de la diffusion mutuelle, on arrive a retrouver les valeurs
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expérimentales pour des solutions trés concentrées (4 M). L’accord est particuliérement
impressionnant dans le cas de CaCly ou le modéle est capable de reproduire la forme
complexe de la courbe. Pour ces concentrations trés élevées, la formation de paires pourrait
ne plus étre négligeable et mener & la décroissance de D,, obtenue expérimentalement.
Cependant, notre étude montre que la chute de ce coefficient de transport vers 3-4 M peut
aussi étre interprétée en terme d’effets électrophorétiques qui finissent par I’emporter sur
les interactions hydrodynamiques. Une telle décroissance est d’ailleurs prédite dans le cas
des électrolytes 1-1 pour des concentrations plus élevées (environ 6 M) et elle est observée
expérimentalement dans ce domaine. Remarquons que pour ces solutions concentrées, la
correction de référentiel est trés importante (25 % pour CaCly & 4 M). Les diamétres obtenus
ici pour C' < 4 M, donnés dans le tableau 3.6 sont moins élevés que ceux obtenus de facon
autocohérente (sauf pour LiCl, mais en fait le diamétre est presque le méme). Ceci traduit
I'idée physique d'une diminution de la solvatation avec la concentration pratiquement bien
vérifiée [55].

3.7 Conclusion

Nous avons proposé dans cette partie une théorie de la diffusion mutuelle au niveau
Smoluchowski-MSA en trés bon accord avec les valeurs expérimentales. Les mémes dia-
meétres ioniques ont été pris pour décrire les différentes propriétés de transport et d’équi-
libre, ce qui permet de conclure que le modéle primitif des électrolytes (résolu par 1'ap-
proximation MSA au niveau Smoluchowski) est dans une large mesure autocohérent. Dans
le cas de la diffusion mutuelle, la relaxation est négligeable et une correction de référentiel,
qui peut étre obtenue a partir de la mesure de la densité de la solution est nécessaire si la
concentration est élevée.

Cependant, méme si 'accord entre notre théorie et ’expérience est tout a fait satis-
faisant, la différence absolue (< 5 %) peut étre légérement plus grande que les erreurs
expérimentales. Le choix du coefficient osmotique, du coefficient de diffusion mutuelle et
de la conductivité correspond en fait aux mesures expérimentales les plus précises. L’au-
todiffusion, par exemple, qui peut se mesurer par traceurs ou RMN, n’est connue qu’avec
une précision bien inférieure, souvent entre 5 et 10 %.

La prochaine étape dans notre théorie de la diffusion mutuelle est celle des électrolytes
associés. Elle fait I’objet du chapitre suivant.

3.8 Appendice : correction électrophorétique du second
ordre

En décomposant attentivement les équations de la premiére partie, on peut s’apergevoir
que notre écriture des interactions électrophorétiques n’est pas tout a fait exacte. L’effet
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électrophorétique est en fait donné par I’équation
Jdec(r)) = Ci(ry) Z / dr, T (r; — vi)hir(r; — v1) O (rr) Fr (1)
k

k

o J¢e¢ = J; — C;wIF; est le courant électrophorétique de I'expéce i. Cette équation est
plus précise que I’expression (3.4). L’approximation vient du fait que (3.4) considére que
la densité de force Cy(ry)Fi(ry) sur I'espéce k est constante quand le propagateur hydro-
dynamique hg,(r; — )T (r; —r)) n'est pas nul. Cela revient & dire que les particules k sont
en r; comme celles de type ¢ alors qu’en fait elles sont en ry. Cette approximation implique

en effet que
J&(r;) = Ci(ry) Z Cr(ry)Fr(r;) /drkT(ri —1p)hig(ri — 1), (3.100)
k

En prenant pour T le tenseur d’Oseen, cette équation donne alors le terme électrophorétique
de (3.4) et (3.53).

Cette approximation n’est en fait pas nécessaire pour obtenir I’expression du coefficient
de diffusion mutuelle (3.67) que nous avons utilisée. En fait les équations de continuité
(3.3) peuvent étre résolues avec 'expression la plus générale (3.99) des interactions hydro-
dynamiques. En effet, en combinant

C; =CY+6C;
Cr = C) +6Cy,
Fr =0+ 0F; (3.101)

avec (3.99) et en ne conservant que les termes du premier ordre, on obtient le courant
électrophorétique linéarisé

Jeo(r) = CPY / dr,h% (r; — )T (r; — 1) COF(xy,) (3.102)
k
La transformée de Fourier de ce terme donne dans I’équation de continuité
/dridivJﬁleCeiq'“ = —iq.C’?ZC’,?/drieiq'“/drkh?k(ri —14)T(r; — 1) Fi(ry)
k
— gy / drse T B0 (1, () / drse ™ Fy(r)  (3.103)
k

On retrouve ainsi les équations des modes normaux si

/drieiq'rih?k(ri)T(ri) ~ /drih?k(ri)T(ri) (3.104)
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c’est a dire si 'on ne prend que le terme a l'ordre ¢°. Le mode de relaxation de Debye,
indépendant de ¢ au premier ordre n’est donc pas changé. En revanche, le mode de diffusion
est proportionnel & ¢? et il est donc a priori modifié.

Si I'on prend pour T le tenseur d’Oseen, le développement limité a l'ordre ¢ donne
pour une diffusion & une dimension (f//q)

. _ 1 4
/drie’q'”h?k(ri)T(ri) f = /TZh?k(T) dr /d9 /d¢ (14 cos® ) sin e’ =" £

Smnr
(2 213, )
= — 4+ — h; dr f 3.105
[ (o e old)) ) (3.105)
Le développement a ’ordre ¢ du courant électrophorétique est alors
/ drdiv§e s = C) > " CF (Qu + Qyq?) / dre'dTidivEy, (3.106)
k
ou 9 ~
31 0

et 5 ~

Q) = M(Jk /0 3 hy;(r) dr. (3.108)

Aussi, I'ensemble des équations est le méme que précédemment (3.58), sauf pour D;; qui
doit étre remplacé par
o2

Dlpjouveau _ D?Jpcien . C’LO Z Q;kcgzkzj_ (3109)
k

€o€r

ou Df‘fden est donné par (3.60). En pratique, cette nouvelle expression ne change pas
I'expression (3.67) du coefficient de diffusion mutuelle. En effet

Z;
* nnouveau nouveau 1 nouveau
D;, ppowvean _ 21 pye

7

J

_ ancien © mancien
= D™ = —Djj

7

J
Dymeten (3.110)
en raison de la condition d’électroneutralité.

En résumé, le coefficient de diffusion mutuelle (3.67) que nous avons calculé peut étre
obtenu a partir de I'équation générale (3.99). Les termes en ¢* dans le propagateur hydro-
dynamique, que nous avions négligés, donnent en effet une contribution nulle.
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Nous abordons dans ce chapitre le cas des électrolytes associés. Dans ce cas, I'interaction
électrostatique entre les ions est si forte que I’on peut considérer qu’il se forme un nouveau
constituant : la paire d’ions. Deux mécanismes différents dans leur origine peuvent expliquer
cette association.

— L’association électrostatique, provoquée par 'intensité des forces coulombiennes. Par
exemple, les électrolytes 2-2 dans l'eau et les électrolytes 1-1 dans des solvants de
constante diélectrique plus faibles s’associent sans réelle formation de liaison chi-
mique. Pour les propriétés d’équilibre, les différentes théories que nous avons rappe-
lées précédemment permettent d’obtenir la valeur de la constante d’association.

— L’association chimique pour laquelle une vraie liaison chimique est formée, caracté-
risable par une fréquence de vibration moléculaire. C’est le cas des acides faibles et
des complexes.

Il y aura donc désormais trois espéces dans notre modéle. Par la suite 'indice 1 représentera
le cation, 2 ’anion et la paire d’ions associés sera représentée par l'indice 3.
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4.1 Importance de la paire pour la dynamique. Cas idéal

4.1.1 Modélisation hydrodynamique de la paire

Dans le cas de la dynamique, 1’association, comme dans le cas de I’équilibre, peut étre
traitée de deux facons différentes. La premiére méthode consiste a ne pas traiter explici-
tement la paire. Il suffit d’utiliser pour cela une théorie qui la prend en compte dans un
modeéle a deux particules. HNC, par exemple tient compte de 'association électrostatique
[58]. Dans ce cas, le calcul de la diffusion mutuelle ne pose pas de probléme de principe.
Il suffit simplement de reprendre les expressions du chapitre précédent en utilisant ces
fonctions thermodynamiques d’équilibre. La seconde méthode consiste a utiliser un modéle
chimique ou la paire existe explicitement comme une nouvelle entité dont la concentration
est donnée par une loi d’action de masse. C’est ce que font pour I’équilibre les théories de
Bjerrum ou d’Ebeling.

Si ces deux descriptions sont strictement équivalentes sur le plan de I’équilibre, elles
proposent en revanche deux approches trés différentes du transport en solvant continu.
Dans le premier cas, la paire d’ions n’existant pas, les propriétés dynamiques du cation
et de ’anion ne sont pas réellement modifiées quand ils sont associés. En particulier, ils
conservent, chacun leur propre mobilité. Leur influence réciproque ne se traite a ce niveau
que par 'utilisation d’interactions hydrodynamiques. Ceci est assez difficile a concevoir
car les modéles tensoriels, comme celui d’Oseen, ne sont valables qui si les particules sont
suffisamment éloignées. Si elles se rapprochent, la description du champ hydrodynamique
proche est obligatoire, ce qui impose une résolution numérique {143, 118]. De plus, compte
tenu de la petite taille des ions, ces calculs n’ont de toute facon pas beaucoup d’intérét
pratique dans le cas des électrolytes. En effet, lors de la formation de la paire, les molécules
d’eau autour du cation et de ’anion font en fait partie de la méme sphére de solvatation,
ce qui ne permet pas un traitement de leur dynamique par la mécanique des fluides.

Pour toutes ces raisons, nous avons fait le choix de traiter explicitement la paire d’ions
sur le plan dynamique. Nous considérerons une nouvelle particule qui a sa propre mobilité a
dilution infinie, représentée par son coefficient de diffusion DJ. Ceci permet de renormaliser
I’hydrodynamique autour de la paire en la traitant par ce paramétre qui traduit une réalité
microscopique complexe dans laquelle le caractére moléculaire du solvant est fondamental.
De méme, afin d’utiliser MSA, cette particule sera supposée a symétrie sphérique. On lui
associera ainsi un diameétre o3. Notre description des électrolytes associés dépend donc de
trois nouveaux parameétres qui n’existaient pas dans le cas sans association : la taille et la
mobilité de la paire, ainsi que la constante K de la loi d’action de masse.

4.1.2 Modes normaux du systéme dans le cas idéal

Dans ce modéle ot la paire est traitée explicitement, le cas idéal a déja été étudié il y
a une dizaine d’années par la méthode des modes normaux [144, 144|. Dans ce cas, le flux
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de chaque particule s’écrit simplement
DY
kgT

Si 'on écrit la réaction chimique d’association sous la forme

kY
1+2 — 3 (4.2)
K9,
avec pour la loi d’action de masse
K G
= — = _— 4.3
les équations de continuité des différents constituants
(00, . 0 0
W + div J1 = —k10102 + k_103
oC:
! a—; +divd, = —k0C1Ch + K2, Oy (4.4)
0Cs . 0 0
E + div Jg == —]{3_103 + k10102

peuvent étre étudiées par la méthode des modes normaux. On obtient alors trois modes

S1 = —47TLB Zz CZZZD?
§3 = _qu2

traduisant les différents phénomeénes dynamiques du systéme. Le premier est le mode de
Debye qui traduit le retour a 1’électroneutralité du systéeme. Le deuxiéme mode, qui n’était
pas présent dans le cas des électrolytes dissociés, est le mode de relaxation chimique dé-
crivant le retour a I’équilibre de la réaction (4.2). Ces deux modes de relaxation, qui ne
dépendent pas au premier ordre de ¢, ne sont pas propagatifs. Le troisiéme mode est diffusif
et donne le coefficient de diffusion mutuelle qui est ici pour un électrolyte symétrique

Dy, = (1 = N)DN" + \DY (4.6)
avec DN le coefficient de diffusion mutuelle de Nernst-Hartley donné par (3.1) et

205

A=t
205 + Cy

(4.7)

Ainsi, D,, est une moyenne entre le coefficient de diffusion de I’électrolyte dissocié (DXH)
et celui de la paire, la paire comptant deux fois plus.
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4.2 Modes normaux du systéme non idéal

4.2.1 Flux des particules

Nous utilisons les mémes équations de départ que celles obtenues a partir de I’équation
de Smoluchowski dans le chapitre précédent. La seule différence vient du fait qu’il y a
maintenant un troisiéme constituant ainsi que des termes de cinétique chimique. Pour
chaque espéce 1, les équations de continuité s’écrivent donc

oC;
ot
ou S; est une terme de réaction chimique qui sera explicité plus loin. Dans le référentiel

du solvant, nous avons vu que les flux des particules sont donnés avec une trés bonne
approximation par

Dy
le gradient du potentiel chimique pouvant s’écrire
6ij Oln Yi

Les interactions hydrodynamiques sont décrites ici par le tenseur d’Oseen, ce qui donne
pour les €2, I'expression
2 [ee]
Qi = —Ck/ R (r)r dr. (4.11)
31 0
Nous utilisons dans cette équation la fonction de distribution d’équilibre hY, (r), ce qui
revient a considérer que la relaxation est négligeable.

4.2.2 Ecriture du terme de réaction chimique

La difficulté de notre étude vient de ’expression des termes S; de création des particules
mises en jeu dans la réaction chimique. Dans le cas des électrolytes symétriques n-n que
nous allons considérer, les S; sont reliés entre eux par

Sy =Sy =—5; (4.12)

Pour résoudre le systéme et calculer D,,, il faut leur donner une expression explicite. Il
est bien str impossible d’utiliser la méme expression que dans le cas idéal (4.4). Elle ne
donnerait pas la bonne loi d’action de masse pour I’équilibre puisqu’elle ne tient pas compte
des activités. En effet, désormais, la loi d’action de masse de la réaction d’association (4.2)

s’écrit o0
P avec y= e (4.13)

Ky =
e Te: s
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oul vy; représente le coefficient d’activité de .
L’extension la plus évidente des lois cinétiques serait d’écrire les différents termes sous
la forme

Sl = —]{7(1)’}/1’}/20102 + ko_l’}/303. (414)

Mais cette écriture grossiére ne permet pas de modéliser la cinétique des réactions parce
qu’elle n’est pas en accord avec les études expérimentales.

Il manque dans cette expression un facteur essentiel qui est la dépendance des constantes
cinétiques avec la concentration. Ce probléme a été résolu la premiére fois par Bronsted
[145, 146, 147] en proposant que, dans le chemin de la réaction, les réactifs forment un
complexe intermédiaire 12* en équilibre chimique avec les réactifs. La réaction a donc lieu
en deux étapes :

1+2 = 122 5 3 (4.15)

ce qui donne le terme de cinétique chimique de la réaction dans le sens 142 — 3 suivant :

K12 000, (4.16)
Y12+

Il faut donc dans ce modéle faire dépendre la constante de réaction avec 'activité de l'inter-
médiaire réactionnel. Cela conduit & compliquer I’écriture des lois cinétiques. Leur validité
reste d’ailleurs trés limitée, puisque 1’expression précédente de Bronsted n’est valable que
dans le cadre du modéle utilisé [148].

On peut cependant supposer qu’il n’est pas nécessaire de trés bien écrire ce terme
de cinétique chimique pour obtenir D,,. En effet, la diffusion mutuelle est un processus
en réponse linéaire, c’est a dire qu’elle concerne des systémes trés proches de 1’équilibre.
L’écriture exacte de la cinétique chimique peut donc se faire en réponse linéaire, en utilisant
par exemple les lois de la thermodynamique des phénomeénes irréversibles, qui sont valables
dans ce cas. Cela reviendrait d’ailleurs & écrire au premier ordre le terme de cinétique
chimique sous la forme (4.14).

Il est méme assez intuitif de penser que D,, ne doit pas dépendre de D’écriture de la
cinétique de la réaction. En effet, le mode diffusif représente la diffusion commune des deux
ions (en raison de I’électroneutralité) et de la paire (en raison de la réaction chimique). Le
processus a donc lieu pour des temps bien supérieurs au temps de Debye et au temps de
relaxation de la réaction chimique. Le détail de celle-ci ne doit donc pas compter. Nous
allons donc utiliser I'écriture la plus générale possible de la réaction chimique en écrivant

Sl = SQ = —53 = ka(C;g — Ky 01 Cg) (417)

ou k, n’est pas une constante mais une fonction des variables intensives du systéme. Il
représente I’écriture exacte inconnue de la cinétique chimique. La seule chose que suppose
cette écriture, c’est qu’a I’équilibre, quand la loi d’action de masse est vérifiée, le terme de
cinétique chimique est nul. Pour calculer explicitement le coefficient de diffusion mutuelle,
il faut donc que celui-ci ne dépende pas de k, qui n’est pas connue.
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4.2.3 Calcul du coefficient de diffusion mutuelle

Nous allons comme dans le cas précédent utiliser la méthode des modes normaux. On
considére donc de petits écarts §C; par rapport aux concentrations d’équilibre C? :

C; = CY+6C;. (4.18)

Le champ électrique est donné par I’équation de Poisson

(& (&
€r€o ;C]ZJ — % ;(SCJZ] (419)

divE =

La seconde égalité découle directement de 1’électroneutralité valable avec les concentrations
d’équilibre.
L’équation de conservation (4.8) devient alors, au premier ordre en concentrations 6C;

8601 0 DO 5kj 8ln'yk
el kBTqZ(k = k+9k)2(a€+ oc, ) A9C

C°<D°Z + k;BTZ szzk) Z 7, 5C; = S, (4.20)

+

kBTereo
Le terme de cinétique chimique est linéarisé en écrivant
S1 =9 =—53 = k30C5 — k10C, — ko0 Cs (4.21)
ou

1
by = kaKy<OS+C°COM)

290,
by = koiy( 0+ opcy?nY
2 af\Y 1 2 802
9y
_ — KV 4.22
= k(i) om
On obtient alors le systéme d’équations linéaires
C;
o ;(ag” )50 - (4.23)
e 0l CQ; 0l
Di; = D%y + CODY ) 4y T2 700 4.24
TODae T g ke Z’facj (4.24)
et
2 C7 Z.D} + kT Y 7,9 4.25
= Ze .
Qz] kBTETG()( + B Z k zk ( )

k
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La méthode des modes normaux 74|, décrite dans le chapitre précédent est ici assez
compliquée car il y a trois constituants. Elle permet de calculer les différents modes du
systéme. On obtient, comme pour le cas idéal, trois modes. Nous allons les expliciter dans
le cas d’une association symétrique ou la paire est neutre. Le premier mode est celui de
Debye. Il est associé a la valeur propre caractéristique

51 =—Q1 — Qxn (4-26)

et traduit le retour a I’électroneutralité. Notons que cette relaxation électrique n’est mo-
difiée que par les effets hydrodynamiques. Elle ne dépend pas de I'écriture précise de la
chimie. Le deuxiéme mode correspond a la relaxation chimique

S9 = —]{31 - 1{72 - ]{33 (427)

qui dépend explicitement de l'écriture de k,. Il peut étre, suivant les électrolytes, plus
rapide ou plus lent que le mode de Debye. Dans le cas ou il est plus petit, on peut le
mesurer par des méthodes conductimétriques.

Le troisiéme mode

s3 = —D,,q° (4.28)

est le mode diffusif correspondant a la diffusion mutuelle. Son expression précise (donnée
ici dans le cas des électrolytes symétriques ot la paire 3 est neutre), s’écrit

ki + ko
D,,=(1—-\)Dj ADZ : A= ———— 4.29
( ) 12 + 3 avec kl + kQ + kS ( )
avec
( Dr— Q11(Da1 + Doy + D3y + Dsy) n Q22(D11 + D12 + D3y + Dss)
. Qi+ Qxn Q11 + Q22
Doy + Doy — Dy — D
Q31(Doy 22 11 12) (4.30)
Q11 + Qa2
D = D+ D13(Qa2 + Q32) + Das(Q11 + Qs1)
L Qu + Q2

Si ni les interactions hydrodynamiques, ni les coefficients d’activité ne sont pris en compte,
on retrouve logiquement les expressions (4.6) et (4.7). Comme dans le cas idéal, le coefficient
de diffusion mutuelle D,, est une sorte de moyenne entre le coefficient de diffusion mutuelle
des ions libres D7, et celui de la paire D3. Mais la séparation des deux termes n’est plus
totale. On percgoit par exemple dans D7j, l'influence de la paire a cause des coefficients
d’activité et des interactions hydrodynamiques. On remarque aussi que, comme on s’y
attendait, D,, ne dépend pas de k,, Il n’est donc bien que fonction de I’équilibre de la
réaction chimique mais pas de sa cinétique qui n’a pas besoin d’étre explicitée.



106 CHAPITRE 4. DIFFUSION MUTUELLE D’ELECTROLYTES ASSOCIES

4.2.4 Simplification de ’expression de D,,

La méthode des modes normaux donne directement le coefficient de diffusion mutuelle,
mais le résultat est loin d’étre simple et il est assez différent de celui du cas sans association.
Il est possible de le simplifier en considérant non pas les concentrations des trois espéces,
mais celle des ions, libres ou associés. On écrit donc

Cl=C;+Cs (4.31)

pour i = 1,2. Dans cette expression, C] est la concentration totale de I'ion 4, libre ou
associeé.

Plagons nous au dela du temps de relaxation de la réaction chimique. Dans ce cas la
loi d’action de masse s’écrit au premier ordre en concentrations

k30Cy — k10C, — ksdCy = 0 (4.32)
ce qui donne
k k
6C5 = —0C) + —26C,. (4.33)
ks ks

Comme 6CT = §C, +0C5 et §CI = 6Cy + 5Cs, on en déduit les relations de passage reliant
les concentrations libres et liées :

sCT kifks 1+ ke/ks )\ 6Cy '

En inversant la matrice, on peut en déduire les relations inverses

k1
X e P S
6Cy = —210CT + (1 — 249)0CT avec { xl - k1+1]z§+k3 (4.35)
6C3 = 2,6CT + 250CT 2 = Titkatks

Il est alors possible de transformer les équations de conservation linéarisées (4.23) a trois
constituants en équations a deux constituants en additionnant la conservation de la paire
a celle des deux autres. On obtient finalement, aprés utilisation de (4.35) pour i = 1,2 :

2

T
(%O +> (QF — DEAYCT = (4.36)
7j=1

avec

T 0+ Qs (4.37)

On peut alors reprendre le calcul en modes normaux qui donne ici

{ DJ; = Dyj + Dsj — xj(Dy; + D3; 4+ Dyj + Dsj — Dig — Ds3)

11(D3, — 2D3) + Q5D — Z2D1)
D,, = ror . (4.38)
11 22
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L’écriture des termes en Dg;- peut se simplifier en utilisant la loi d’action de masse. Cela
permet d’obtenir ’expression

3
+EkpTCY Y Qe
k=1

3

+kpTCY Y Qs
k=1

OB 1,
acT

B3
66?

OB 1,
acT

b,
T 0,0 i
DY = DYC!

; + D3CY
oCT

(4.39)

dont les deux premiers termes se rapportent a l’ion libre i et les deux derniers a I'espéce @
sous forme de paire.

En utilisant la relation de Gibbs-Duhem et I’équilibre 3 = 1 4 o on peut obtenir une
expression plus simple de D,,. Le résultat final est alors :

T *T T *T
11D21 + Q22D12

D, — (4.40)
I+ Q%
avec
( AT > :
T _ J 0
T Tl | (AP kel ; Zifhu) Gkl ; At
. 0P (9BP  9BP
Dz‘jT = (1- Oé)DZQ 6CZ-T + aDg (W + ﬁ
(4.41)

+(1_&)kBT[Q opP . OBP QZ.B(‘”P agp)]

v aknT [Qgiaﬁp 0pBP Qs (8ﬂP 8ﬂp)]

Y o Wikt gpL  Yr
acT Hwper T\ ger T acT

avec « le taux d’association et P la pression osmotique. Cette expression est formellement
trés proche de celle obtenue lorsqu’il n’y avait pas d’association. Dans I'expression de ijT,
les termes se rapportant a la paire 3 sont dédoublés car le potentiel chimique de la paire

est le somme des potentiels chimiques des deux ions.

Les expressions (4.40) et (4.41) sont formellement équivalentes & la formule (4.29) obte-
nue par la résolution classique des modes normaux. Elles donnent le coefficient de diffusion
mutuelle d'un électrolyte symétrique dans le référentiel du solvant. Pour calculer D,, dans
le cas des électrolytes dissymétriques, il faut reprendre tout le calcul qui est dans ce cas
beaucoup plus compliqué, en particulier parce que la paire n’est pas neutre. Nous allons
en fait proposer maintenant une autre méthode pour calculer le coefficient de diffusion
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mutuelle équivalente a la précédente, mais beaucoup plus rapide.

4.3 Meéthode des modes normaux avec des composants
de mobilité multiple

4.3.1 Principe

Le paragraphe précédent suggeére, par I'écriture du résultat, que tout se passe comme
si chaque constituant 1 et 2 se comportait comme une espéce double représentant 1'ion
libre et la paire, de mobilité différente et de potentiel chimique donné par les lois de la
thermodynamique. On peut utiliser cette idée pour calculer D,,, beaucoup plus rapidement,
dans des cas plus compliqués que celui d’un électrolyte symétrique. Il convient de bien noter
que cette méthode n’est applicable que pour des échelles de temps bien supérieures a la
durée de la réaction chimique. Par exemple, la valeur du temps de Debye donnée par cette
méthode n’a pas de raison d’étre valable si la durée de la réaction chimique est supérieure
a la durée du retour a I’électroneutralité. En revanche, comme le coefficient de diffusion
mutuelle ne dépend pas de la cinétique de la réaction, la valeur calculée sera correcte. Nous
retrouverons d’ailleurs dans le cas des électrolytes symétriques la valeur obtenue dans la
section précédente.

Considérons les trois espéces 1, 2 et 3. La réaction chimique d’association s’écrit en toute
généralité 111 4 1,2 = 3. Le potentiel chimique de 3 est donné par la relation us = vy +
vapla. La concentration totale de chaque espéce i = 1,2 sera dans ce cas C] = C; + v;,Cs.
On pourra donc écrire

OquT OCQCQT

151 Vo

Ozlibre — (1 . az)OZT Ciassocié — aon 03 —

7

(4.42)

avec «; le taux de dissociation de l'ion 7. «; étant donné par la loi d’action de masse, il
dépend des concentrations.

Le calcul de la section précédente conduit a penser que le flux de 'espéce 7, pour des
temps plus grands que celui de la réaction chimique, peut s’écrire

DY Dy
Ji = (1-a)0f —=[ —grad u; + ZeE| + a;Cf —2.[ — grad (vip + vopis) + ZseE]
kT kT
3
+CT ST (1 = 00)Quy + i Q] (—grad py + ZieE). (4.43)

k=1

L’expression du flux de i est ainsi dédoublée en parties libres et associées. Cette séparation
ne pose pas de probléme pour la partie concernant les potentiels chimiques. On avait vu
d’ailleurs que la séparation est d'un point de vue thermodynamique fictive. Elle dépend
de la convention que l'on prend pour définir la paire. En revanche, cette décomposition
n’est pas du tout arbitraire pour décrire les propriétés dynamiques. La paire ne peut pas
étre traitée comme 1’ion libre car sa mobilité est différente. Notons qu’il n’est pas facile de
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justifier cette expression du flux de ¢ a partir de I’équation de Smoluchowski, comme nous
I’avons fait dans le chapitre précédent. Si on veut garder un modéle a deux composants,
il faut stirement introduire dans I’équation de Smoluchowski, soit aussi des mobilités mul-
tiples, soit utiliser un traitement hydrodynamique beaucoup plus performant, en allant en
particulier au dela de ’approximation de superposition des tenseurs a deux particules.

4.3.2 Expression générale du coefficient de diffusion mutuelle

Grace a cette écriture des flux, le calcul effectif de D,, est grandement simplifié car
nous n’avons que deux espeéces. Le calcul des mode normaux ne met en jeu que les valeurs
propres d’une matrice 2 x 2. En principe, les ay, £2;; et 8’6"; ne sont pas constants, mais la

linéarisation permet d’annuler leurs variations car au prem1er ordre elles sont multipliées
par des termes de forces nuls a ’équilibre.

Le calcul est ainsi assez proche de celui effectué dans le cas des électrolytes symétriques.
Dans le cas général d’un électrolyte quelconque, on obtient finalement I’expression

T *T T *T
111)21 +_CQ221)12

Dy, = 4.44
Q1) + Q% (4.44)
avec
( 7 02 3 3
L= m (1= 0:)CI(Z:D{ + kT Y ZiQuy) + iCf (ZsD§ + ksT Y Zi Q1)
" k=1 k=1
opP 9P 9BP
DT = (1—-aq;)D! Dy | = + =
b = U-a)biger ta (ac;”acf)
oBP o8P P 9P
1— a)kgT | Qe + Qo + Qg |
(- ks [ acT " apeT (aq.T+ach
d8P d8P opP  OBP
+ a;kpT |:Q3’L oCT + Q37 e + (33 <W + @
\
(4.45)

et a; = 1;,C3/CF le taux de dissociation.

La méthode proposée est strictement équivalente a la précédente, comme on peut le
vérifier dans le cas des électrolytes symétriques. Le résultat, obtenu sous une forme simple,
est une généralisation de celui correspondant aux électrolytes dissociés. Un autre intérét de
ce calcul vient du fait qu’il est directement généralisable au cas des associations multiples ;
il se raménerait toujours aux deux espéces 1 et 2, alors que la méthode générale nécessite
de calculer le déterminant d’une matrice d’ordre parfois bien supérieur a deux, ce qui ne
peut se faire pratiquement que dans le cas idéal.
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4.4 Evaluation des différentes grandeurs par MSA

Toutes le grandeurs d’équilibre et de transport nécessaires pour calculer D,, peuvent
étre obtenues a partir des g;;(r). On pourrait utiliser des méthodes numériques pour décrire
le systéme. Mais ici, le calcul est plus difficile que dans la partie précédente car on a besoin
des activités des constituants a cause de la réaction chimique, ce qui se fait par intégration
[4] et nécessite donc plusieurs calculs pour un seul point de diffusion mutuelle. Ceci justifie
I'utilisation de MSA ou 'intégration est faite analytiquement.

4.4.1 Calcul des termes d’activité

La formule générale de D,, contient des dérivées par rapport aux concentrations totales.
Il convient donc de les transformer en dérivées par rapport aux concentrations du systéme
a trois composants. De facon générale

oBP _ 9BP oC,  O0BP 0Cy,  OBP 0C3

= 4.46
9CT ~ aC, oCT T a0, acT T ac; ocT (4.46)
ce qui fait que nous devons calculer les ﬁ pour £ = 1,2,3 et ¢« = 1,2. En notant
y = '8 /73, Péquilibre s’écrit, : Z
Cs
Ky = . 4.47
y Ofloéo ( )

La différentiation de cette derniére équation, suivie de I'inversion de matrice donne apreés
calculs I'expression des dérivées recherchées

(

5Cy = (1 — 1121)6CT — 11 220CT (4 = ki
vk} + ok + k3
6Cy = —1x,6CT + (1 — vox9)0CT avec (4.48)
k*
_ T T = 2
(503 — [Bl(SCI + xQ(SCQ \ xQ Vlk? + VQ]C; + k;

\

les £k} étant donnés par

0
ki = Koper (v i)

oC,
ks = KCP' Oyt vy + C 9y (4.49)
2 1 2 2 2302 .
dy
ki =1— KOV Oy —=-
\ 3 1 VY2 dC’

Nous avons de cette fagon exprimé le coefficient de diffusion mutuelle par une formule
entiérement a trois composants.
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Utilisons MSA pour calculer les termes en y. On se place dans 'approximation P, = 0.
Le paramétre d’écrantage I' est ainsi défini par 1’équation implicite

I =nrL Cits 4.50
" Bzi: (1+1T0;)2 (4.50)
avec
¢ 4.51
Lg=—-—. .
B drege kT ( )
On peut séparer y en deux termes, coulombien et de sphéres dures :
dy Olny¢ Olny°P
c, SD c SD
y=yy ny=Iny’+Iny 2, ( ac. t 7ac (4.52)
Les termes coulombiens sont [47] :
Lgl'Z? Lgl'Z2 LplZ3
Iny*=— — 4.53
ny V11+F0'1 V21+F0'2 1+FO’3 ( )
Olnyc oI nIglZ?  wyLplZ:  LglZ2 (4.54)
GCZ N GCZ 1+F01 1—|—FO’2 1+F03 )
avec ,
or LpZ;
= il il T o) (4.55)
" 2T(1+To;)2 +2nL L 77

Les termes de sphéres dures, obtenus dans la méme approximation qu’au chapitre précédent
s’écrivent

Vi X, + 3V, X1 + VaXy  $VaX3+3Y3 X1 Xy | 3Y3X3

Iny*? = —YyIn(1-X. 4.56
Y o In(1=X;)+ - X, I=X? =Xy 4%
8lnySD . W(]O'? -+ 3W102-2 -+ BWQO—Z' + W3
oc; 1-X;
—|—3W1X20’Z3 + WQ(3X10’? + 9X20'12) + W3 (XOO-? + 3(0’ng + O'?Xl))
(1—X3)?
(1—X3)3 (1—X3)4 '
avec
n n n _r _ T n
Yn = V104 -+ V0o + O3, Wn = EYH’ Xn = E ;Ck(fk (458)
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4.4.2 Mise en ceuvre

Les autres grandeurs nécessaires pour calculer le coefficient de diffusion mutuelle ont
déja été données dans le chapitre précédent dans le cas ot I’électrolyte était entiérement dis-
socié. Dans le cas présent, ils s’obtiennent par une généralisation immédiate en considérant
un troisiéme constituant. Nous n’y reviendrons donc pas.

Le calcul de D,, nécessite la connaissance préalable du taux d’association et du pa-
ramétre d’écrantage I'. Pour les applications numériques, nous les avons calculés grace a
I’équation implicite qui définit [" et grace a la loi d’action de masse, en utilisant une mé-
thode de réinjection, les deux grandeurs se calculant simultanément. Les valeurs initiales
de la boucle qui ont été choisies sont celles correspondant & une association idéale pour le
taux d’association et a la théorie Debye-Hiickel pour le parameétre d’écrantage (I' = kp/2).

Il convient de ne pas oublier que tous nos calculs ont été faits dans le référentiel du
solvant. Pour comparer avec les données expérimentales obtenues dans le référentiel des
volumes, il faut donc utiliser la formule de conversion

DEP = § peale (4.59)

avec DP et D¢ Jes deux coefficients de diffusion mutuelle, respectivement expérimental
et calculé. La fraction volumique ® est obtenue comme dans le chapitre précédent.

4.5 Reésultats et discussion

4.5.1 Influence des différents parameétres

Notre modéle de diffusion mutuelle qui considére explicitement la paire d’ions nécessite
cinq paramétres ajustables : les tailles des ions et de la paire, la constante d’association,
et le coefficient d’autodiffusion de la paire a dilution infinie. Ce nombre est élevé et c’est
Iinconvénient majeur de notre modéle. Dans la figure 4.1, nous présentons ce que l'on
obtient pour le coefficient de diffusion mutuelle de ZnSO,4 avec les parameétres oy 2+ =
1,884, 0402~ = 5,16 A, 0ire = T,04 A, Dpire = 6971070 m? s et K = 214 Lmol ™. Les
coefficients d’autodiffusion de Zn%* et de SO3~ A dilution infinie sont respectivement 7,05
et 6,62 10710 m?2 571,

L’accord est, pour ces valeurs particuliéres des paramétres, excellent. La correction de
référentiel est négligeable. Le volume molaire partiel de ZnSO, reste en effet trés faible,
la densité de la solution étant a peu prés constante. La loi limite en racine carrée de la
concentration n’est valable que pour des concentrations trés petites, inférieures a 0,005
mol L', La paire se forme assez tot et impose alors une valeur de D,, plus élevée. Notre
modeéle, en trés bon accord avec les expériences pour des concentrations faibles, ne peut
atre appliqué au dessus de 1,5 mol L. En effet, il prévoit une décroissance du coefficient de
diffusion mutuelle assez brutale vers 2 mol L™}, alors qu’elle n’a expérimentalement lieu que
vers 3 mol L. Ce comportement, qui avait déja été observé dans le cas sans association est
di aux interactions hydrodynamiques. Aux hautes concentrations, comme on s’y attend,
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Fi1G. 4.1 — Coeflicient de diffusion mutuelle de ZnSO,4 dans I'eau & 25 °C en fonction de la
racine carrée de la concentration. Trait plein : théorie. Tirets : théorie dans le référentiel du
solvant (c’est a dire sans la correction de référentiel). Pointillés : théorie sans association.
O : valeurs expérimentales extraites de [140].

notre modéle, basé sur le tenseur d’Oseen, n’est plus valide parce qu’il surestime I’effet
électrophorétique.

Afin d’essayer de diminuer le nombre de paramétres du modeéle, nous avons ajusté ces
différentes grandeurs afin de retrouver D,, dans différentes conditions. Les résultats sont
donnés sur la figure 4.2. Sauf pour les deux ajustements avec des rayons moyens, les courbes
de diffusion mutuelle obtenues sont toujours trés proches des valeurs expérimentales et ne
différent pas significativement de celle donnée sur la figure 4.1.

On remarque que les diamétres des ions ne varient pas beaucoup pour les différentes
séries d’ajustement. Cela signifie que ce sont des grandeurs déterminantes dans la valeur de
D,, et elles ne peuvent pas étre arbitrairement fixées. Ces diamétres ioniques sont toujours
plus grands que le diamétre cristallographique des ions. Ils traduisent bien une hydratation
positive. Pour diminuer le nombre de paramétres ajustables, on pourrait tout d’abord
essayer un traitement avec des rayons moyens qui donne de trés bons résultats dans le cas
de la conductivité [100, 101]. Malheureusement, on constate que pour D,,, cela n’est pas
possible. En effet, les ajustements obtenus sont mauvais, méme si on se permet d’ajuster
tous les autres parameétres. La valeur de K que 1’on obtient est d’ailleurs assez différente
de celle mesurée par d’autres techniques, ce qui réduit a néant tout espoir d’autocohérence
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n Ozn2t | Ogo2- Opaire Daive K by
5 203A|559A(10,55A|6,8710 °m2.s 1| 142 L.mol ! | 0,89 %
4 1,98A |522A | 873A 16,7310 °m2.s 1| 200L.mol™! | 1,1%
4 (0 moyen) | 3,10 A |3,10A | 880A (64910 °m2s'|297 Lmol | 3,1%
3 1,69A |574A | 717TA | 684107 °m2s~! | 200L.mol™" | 1,6 %
2 1,80A |547A | 728A | 6,74107°m2s! | 200 L.mol™* | 2,0%
2 1,88 A | 516 A | 7,04A | 69710 °m2s! |214L.mol | 2.3%
2 1,91A | 516A | 7,07A [6,94101°m2.s 1| 200L.mol™* | 24%
1 1,91A | 516A | 7.07A | 694107 m2s! | 200L.mol™* | 2.4 %
1 (0 moyen) | 3.07A | 3,07A| 6,13A | 800107 m2s~! | 200 L.mol™" | 85%

F1G. 4.2 — Paramétres du modéle pour ZnSO4 en modifiant le nombre des grandeurs ajus-
tées. Les parameétres ajustés sont en caractére gras. Quand ils ne sont pas ajustés, Ogp2- est
le diamétre cristallographique, K la constante obtenue a partir des mesures de conductivité
ou de calorimétrie, opaire €st la somme des diameétres des ions et Dpaire est donné par la

relation de Stokes-Einstein Dpaire = 3m]‘;§T_ . 2 est ’écart type.
paire

de notre modeéle. Dans le cas de la conductivité qui dépend essentiellement de la relaxation
définie par g, _(r), les auto-corrélations g, (r) et g__(r) ne jouaient qu'un role secondaire.
Ici en revanche, leur importance est capitale a la fois pour les termes de pression osmotique
et les termes d’interactions hydrodynamiques. Si I’on veut réduire le nombre de paramétres
ajustables la seule solution n’est donc pas de faire un traitement en rayon moyen, mais de
prendre pour un ion son diamétre cristallographique de Pauling en supposant qu’il est trés
peu solvaté, ce qui est ici le cas de SO3 .

On remarque de la méme fagcon dans 4.2 que le coefficient d’autodiffusion de la paire
a dilution infinie Dy, est un parameétre crucial du modéle. Les valeurs ne changent pas
beaucoup : elles sont toutes proches de 6,86 1071°m? s™! (sauf pour les traitements en rayon
moyen qui donnent de toute fagon de mauvais résultats). Ceci est assez intuitif si I'on se
rappelle que dans le cas idéal D,, est simplement une moyenne du coefficient des ions libres
et de celui de la paire. Ce dernier est donc d’une importance capitale pour le modéle. En
revanche, le diamétre de la paire semble pouvoir prendre des valeurs trés différentes. Ceci se
comprend assez bien car il n’influence pas au premier ordre en concentration le pourcentage
de paires. Ceci est d’autant plus intéressant que I’hypothése la plus critiquable de notre
modéle est le traitement de la paire comme une sphére dure. Apparemment, la forme de
cette particule n’influence pas trop la valeur de D,, et "approximation sphérique parait
donc moins grossiére. Si ’on veut limiter le nombre de paramétres, on peut donc utiliser
la relation de Stokes-Einstein pour obtenir oy ou affirmer que opaive = 03 = 01 + 0.
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La constante d’association est comparable a celle obtenue a partir de la conductivité
[100] ou & partir des mesures de chaleurs de dilution [6]. Dans le cas ot 'on a ajusté les
5 parametres, la valeur est un peu plus faible. En fait, dans ce cas, quand on regarde la
courbe, on constate que les écarts avec les valeurs expérimentales ont lieu pour les faibles
concentrations. Il manque donc probablement des mesures de D,,, aux faibles concentrations
pour obtenir une détermination plus précise dans ce cas. Il est ainsi possible d’utiliser la
diffusion mutuelle pour mesurer la constante d’association K. On peut montrer que nos
diamétres ioniques sont trés proches de ceux calculés par les théories microscopiques de
I’association. Si celle-ci est purement électrostatique, elle peut en effet étre donnée par

+00 Ur l l2 l3 )
K = i e —1—;—2—762—@ 47TT d?“

Aml*y % (4.60)

oul = 1:27;]2;; et 0 = %2"2 Siop =203 Aeto, =559 A, cette formule donne la valeur

K = 218 L.mol ™}, ce qui est de Pordre de grandeur de la valeur ajustée ou obtenue par
d’autres méthodes.

En conclusion, le moyen le plus simple pour diminuer le nombre de paramétres ajus-
tables est d’ajuster la taille du cation et le coefficient d’autodiffusion a dilution infinie de
la paire. Sauf pour le traitement en rayon moyen, on obtient de toute facon un excellent
accord avec les valeurs expérimentales, la différence (< 2%) étant d’ailleurs du méme ordre
de grandeur.

4.5.2 Autocohérence du modéle

Nous avons aussi étudié le coefficient de diffusion mutuelle de MgSO,. Le résultat est
donné sur la figure 4.3 avec les parametres oy 2+ = 2,15 A, Og02- = 5,50 A, Opaire =

10,14 A, Dpaire = 6,71 107 m2 57! et K = 161 L mol™'. La valeur de la constante est ici
exactement celle obtenue par des mesures calorimétriques [6]. Si on applique la procédure
décrite précédemment pour diminuer le nombre de paramétres ajustables, le résultat est
toujours en trés bon accord avec les valeurs expérimentales, I'erreur étant toujours inférieure
a 3 %. Les paramétres ajustés sont alors o2+ = 2,15 A et Dpaire = 7,521071% m? 571, Tei
encore, on remarque que la correction de référentiel est trés faible.

Comme pour notre étude du chapitre précédent, on peut tester I’autocohérence du
modeéle primitif résolu dans notre théorie MSA, en vérifiant si nos paramétres sont capables
de retrouver les autres propriétés de transport et d’équilibre. Avec les mémes paramétres
que pour les figures 4.1 et 4.3, la pression osmotique obtenue, qui est donnée dans la figure
4.4 est en assez bon accord avec les valeurs expérimentales.

On peut aussi comparer avec la conductivité. Dans le cas de MgSQy, le traitement par
MSA [101] permet de retrouver trés précisément les valeurs expérimentales avec ONg2t =
1,3 A, Og02- = 5,2 A, Opaire = 1,0 A, et K =170 Lmol ™!, ce qui correspond assez bien a
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D, / 10°m’s™
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C / mol™L

F1G. 4.3 — Coefficient de diffusion mutuelle de MgSO, dans 'eau a 25 °C en fonction de la
racine carrée de la concentration. Trait plein : théorie. Pointillés : théorie dans le référentiel
du solvant (c’est a dire sans la correction de référentiel. ¢ : valeurs expérimentales extraites

de [140].

nos parameétres. Notons que la conductivité n’étant pas influencée par le mouvement de la
paire, elle ne dépend pas du coefficient d’autodiffusion a dilution infinie de celle-ci. Dans le
cas de ZnSQy, le traitement MSA de la conductivité n’a été proposé qu’en rayon moyen. Il
redonne les valeurs expérimentales avec les mémes parameétres que les notres, la taille des
ions 0y, 2+ = 0302~ = 3,0 A restant assez proche du diamétre moyen que 1’on peut calculer
a partir de nos parameétres de diffusion mutuelle. En tout état de cause, 'autocohérence
du modeéle primitif testée sur plusieurs grandeurs parait assez bien vérifiée.

4.6 Conclusion

La théorie de la diffusion mutuelle des électrolytes associés que nous avons proposée se
fondait sur un traitement explicite de la paire, tant pour les propriétés d’équilibre que pour
sa mobilité. En appliquant la théorie MSA pour les calculs des différentes grandeurs, un trés
bon accord a été trouvé jusqu’a des concentrations élevées pour les électrolytes symétriques
qui ont été étudiés. Il serait possible d’appliquer notre théorie a d’autres électrolytes dans
I’eau, ou dans d’autres solvants, méme si globalement les mesures aux hautes concentrations
pour lesquelles notre modéle est particuliérement intéressant, ne sont pas si courantes. Les
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F1G. 4.4 — Coefficient osmotique (au niveau Lewis-Randall) de ZnSO, et de MgSO, dans
Peau a 25 °C en fonction de la racine carrée de la concentration. Trait plein : théorie MSA.
Pointillés : théorie au niveau Mac Millan-Mayer (c’est a dire sans correction). ¢ : valeurs
expérimentales extraites de [7].

valeurs de la constante d’association que nous avons obtenues se sont révélées étre en
trés bon accord avec celles mesurées par d’autres méthodes. Notre théorie de la diffusion
mutuelle propose ainsi une méthode pour mesurer K.

Notre théorie pourrait aussi assez directement étre appliquée a la diffusion de consti-
tuants plus gros comme celle de micelles formées par Iassociation de surfactants [149].
Il faudrait néanmoins aller dans ce cas au dela de 'approximation P, = 0. De méme,
elle pourrait étre assez facilement généralisée a la diffusion dans les mélanges d’électro-
lytes [150, 151, 125, 152|, ce qui pourrait étre un test encore plus déterminant du modéle
primitif.

Rappelons pour conclure que méme si nos calculs sont valables dans une trés bonne
approximation, la théorie qui la fonde (celle du mouvement brownien) et le modéle utilisé
(le modeéle primitif) sont loin d’étre exacts. L’accord avec les données expérimentales (de
l'ordre de quelques %) ne peut donc pas étre aussi précis que les incertitudes de la mesure.
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Chapitre 5

Calcul du coefficient de diffusion
mutuelle par dynamique brownienne
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Dans les deux chapitres précédents, nous avons calculé explicitement le coefficient de
diffusion mutuelle dans le cadre de 'approximation MSA. Nous proposons ici le moyen de
I’obtenir par dynamique brownienne. L’intérét d’utiliser une telle méthode de simulation
est évident : il est alors possible de décrire la dynamique du systéme quel que soit le
modéle microscopique utilisé. On peut ainsi obtenir le transport des ions pour n’importe
quel potentiel d’'interaction entre les particules. De plus, la dynamique brownienne est une
méthode exacte dans son principe, c’est a dire que si on était capable de calculer avec
une précision infinie et avec un trés grand nombre de particules, on aurait un résultat qui
s’approcherait aussi prés que 'on veut de la valeur exacte. Elle permet donc de valider
nos théories analytiques. Ce chapitre propose une nouvelle méthode de calcul de D,, par
dynamique brownienne, en ’appliquant sur I'exemple simple des électrolytes dissociés. Il
pourra donc servir d’étape pour la description compléte du transport dans des systémes
plus complexes, comme par exemple dans le cas des polyélectrolytes [153].

Nous simulerons ici deux électrolytes simples, KCl et LiCl. Le calcul de grandeurs in-
dépendantes du référentiel, comme le coefficient d’autodiffusion ou la conductivité, par
dynamique brownienne, avait déja été proposé [39, 154, 155, 156, 153|. Nous nous intéres-
serons ici au probléme du référentiel, qui n’a jamais été résolu dans le cas de la dynamique
brownienne. Il nous sera alors possible de donner une méthode efficace pour calculer D,,.
Cette étude constituera ainsi, par la comparaison des résultats des différentes grandeurs
de transport, un test encore plus discriminant du modéle primitif que le précédent, ou la
méthode analytique de résolution Smoluchowski-MSA nécessitait plusieurs approximations.
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5.1 Meéthode de la dynamique brownienne

5.1.1 Equation stochastique du mouvement
Algorithme d’Ermak

Nous nous plagons ici au niveau Smoluchowski. Les seuls paramétres microscopiques du
systéme sont ainsi les positions r; des particules ¢ a 'instant ¢. L’équation du mouvement
(2.142) avec la régle de lecture a = 0 (choix d’It6) permet d’obtenir un algorithme explicite,
proposé a l'origine par Ermak [110]|, donnant le déplacement Ar des N particules de la
boite de simulation entre les temps t et ¢t + At :

Ar:(ﬁﬁ-F+§-ﬁ)At+R (5.1)

avec 3 = 1/kgT. Les particules sont supposées sphériques sans degrés de liberté de rotation.
At est le pas de temps, r = (r7,rl, ... v%)7 est le vecteur & 3N dimensions représentant
les configurations des ions!, et F = (FT, ..., FL)T sont les forces agissant sur les particules
au début du pas de temps, qui dépendent du potentiel d’interaction? choisi.

R est un déplacement aléatoire obtenu a partir d’une distribution gaussienne

W(R) = ! —iRﬁ‘l.R) (5.2)

(ArAL)PN2(det D)2 T ( 4AL
de moyenne nulle et de variance (RR”) = 2DAt. Celle-ci modélise donc bien un bruit blanc
gaussien. Ce terme de déplacement aléatoire dépend de la matrice de diffusion D prise au
temps t, en raison de la régle de lecture o = 0. Cet algorithme d’Ermak est équivalent a
I’équation de Smoluchowski quand At — 0.

Il est ainsi possible de calculer les « trajectoires » des particules a partir des potentiels
d’interaction et du tenseur hydrodynamique choisi. La méthode nécessite des calculs assez
longs si 'on veut décrire le systéme au dela du temps de Debye . Wood et Friedman [157]
avaient simulé une solution aqueuse de NaCl en prenant At =5 107! s et en ne retenant
qu'une configuration sur 1000. Pour que la simulation corresponde a une durée supérieure
au temps de Debye, il avait fallu calculer plusieurs millions de configurations, ce qui est
cotliteux en temps.

Algorithme de dynamique brownienne « smart »

Nous avons utilisé 1’algorithme de dynamique brownienne « smart » pour diminuer
la durée de nos calculs. Il permet d’augmenter le pas de temps utilisé et d’obtenir des
trajectoires de longueur suffisante pour calculer les coefficients de transport. Cette méthode
a été utilisée pour la premiére fois par Jardat [39] qui a proposé de généraliser la méthode de
Monte Carlo « smart » de Rossky [158] en tenant compte des interactions hydrodynamiques.

INous notons ici V7 la matrice transposée du vecteur V.
2moyenné sur les configurations du solvant
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Le principe consiste a prendre un pas de temps At assez grand, mais en rejetant certains
déplacements peu probables. En pratique, on calcule a partir de la configuration au temps ¢
une configuration d’essai au temps ¢+ At grace a 'algorithme d’Ermak. A partir de celle-ci
on peut en déduire une probabilité d’acceptation calculée dans I’ensemble canonique et
dont Pexpression détaillée est donnée par exemple dans [39]. Cette nouvelle configuration
est alors acceptée (on passe alors a un autre pas de temps) ou rejetée, suivant ’algorithme
de Metropolis.

La chaine de Markov que l'on obtient n’est pas biaisée. Les propriétés d’équilibre ob-
tenues sont donc les bonnes. Comme nous sommes ici intéressés par les propriétés de
transport, on peut se demander si la dynamique générée par 1’algorithme est correcte. En
fait, le rejet de déplacements irréalistes revient a éviter en général les configurations les
plus répulsives. La méthode ne décrit donc pas précisément la dynamique des particules
proches. Mais celle-ci n’est pas le paramétre fondamental du modéle. D’ailleurs, nos cal-
culs MSA supposaient une répulsion dure alors que nos simulations prendront un potentiel
mou. De plus, les particules étant chargées, elles subissent le potentiel coulombien qui peut
raisonnablement étre considéré constant pour des plus grands pas de temps. En pratique, le
pas de temps restera suffisamment petit (proche de 107! s) pour que le taux d’acceptation
reste supérieur a 70 %. Heyes et Branka [159] ont montré que pour des systémes colloidaux
de grande fraction volumique la méthode « smart » conduit a la méme dynamique que la
méthode de dynamique brownienne classique avec des pas de temps plus courts, comme
nous ’avons d’ailleurs vérifié dans le cas de nos électrolytes. Cela justifie donc 'utilisation
de l'algorithme pour décrire la dynamique du systéme.

5.1.2 Interactions entre les particules
Interactions hydrodynamiques

Elles sont introduites dans 'algorithme du mouvement par le tenseur de diffusion D
de dimension 3N x 3N. Quand elles sont négligées, D est diagonal et constant, les termes
diagonaux étant simplement les coefficients d’autodiffusion des particules a dilution infinie
(DY pour l'ion ). Pour les prendre en compte, nous avons utilisé le tenseur de Rotne-Prager
[94, 132, 160] :

kpT |
Dij = D?I(SZ] + (1 — 6Z)B73 (I’I“sz + I'Z‘jI';-Z;- + : 3 gj (—IT?j — I‘ier»)> (53)

1]
T o 3

avec g; = kgT'/6mn D) le rayon de Stokes de la particule ¢, d;; le symbole de Kronecker et
r;; la distance entre les particules ¢ et j. Le tenseur de Rotne-Prager est défini positif par
construction et sa divergence est nulle.

Cette expression n’est valable que si ¢; +¢; < r;;. Si les particules se recouvrent, nous
avons utilisé expression généralisée de Bernard [39]. Cela peut arriver car notre potentiel
d’interaction est mou et les diamétres du potentiel ne sont pas les mémes que les diamétres
hydrodynamiques.
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Les interactions hydrodynamiques n’ont été calculées qu’entre les particules de la boite,
méme si les conditions aux limites du systéme étaient périodiques. A longue distance, le
tenseur hydrodynamique décroissant en 1/r, on aurait pu essayer de prendre en compte
I'influence des images de toutes les particules, situées dans les autres boites, par une mé-
thode de sommation proche de celle d’Ewald dans le cas des interactions électrostatiques.
Nous ne I’avons pas fait pour plusieurs raisons. Tout d’abord, les interactions hydrodyna-
miques ne sont pas exactement en 1/r, car elles ne sont pas isotropes, ce qui fait que leur
portée effective est plus courte. Ensuite, un tel calcul ne serait pas physiquement cohérent.
Le temps de propagation du mouvement du solvant sur une distance d peut étre grossiére-
ment estimé par 7 = pd?/n avec p la masse volumique du fluide. Dans le cas d’une échelle
de distances de quelques dizaines d’angstrom, ce qui est ’ordre de grandeur de nos tailles
de boites, 7 est de l'ordre de la picoseconde. Comme le pas de temps de la simulation est
de l'ordre d’un dixiéme de picoseconde, cela signifie que les interactions hydrodynamiques
n’ont pas le temps d’étre transmises au dela de la boite de simulation. Pour traiter convena-
blement le probléme, il faudrait en fait utiliser un formalisme hydrodynamique dépendant
du temps, avec le terme en %—‘t’ dans I’équation de Stokes. La prise en compte des interac-
tions hydrodynamiques avec les images des particules dans les autres boites n’est donc pas

possible facilement ; elle demanderait d’ailleurs des temps de calculs déraisonnables.

Potentiels d’interaction entre les ions

Nous avons simulé le comportement de solutions de KCI et de LiCl modélisées par
un potentiel d’interaction comprenant une partie répulsive en 1/7'% [23] et une partie
coulombienne :

Vii(r)

12
1 Bye? (ai+aj) +Zizje2, (5.4)

B Ameg 12(a; + a;) r ATepe,r

ol a; est le rayon de l'ion i. B;; est un parameétre choisi de telle sorte que le minimum du
potentiel cation-anion corresponde a la somme des rayons a; + a;. Nous avons conservé la
méme regle pour les autres interactions, ce qui fait que dans tous les cas B;; = 0,01277.

| | Kt | Lit | Cl- |
calc. MSA | 1,475 | 2,175 1,810
dyn. brown. | 1,623 | 2,44 | 1,991 (KCI) et 2,03 (LiCl)

F1G. 5.1 — Rayons des ions en angstrom utilisés dans les calculs MSA et dans les simulations
de dynamique brownienne pour les solutions aqueuses de KCI et de LiCl a 25 C.

Les rayons des ions sont donnés dans le tableau 5.1. Les rayons utilisés en dynamique
brownienne sont légérement plus grands que ceux obtenus par nos calculs MSA. En effet, le
potentiel répulsif de la dynamique brownienne est mou. A cause de I’agitation thermique,
la distance entre deux particules peut étre plus petite que la somme de leur rayon, dans
certaines configurations. Pour pouvoir comparer avec des calculs MSA ou l'interaction est
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dure, il faut donc un peu augmenter la taille des rayons utilisés en dynamique brownienne
pour que les potentiels soient similaires. Nous avons ainsi choisi de les prendre plus grands
avec le méme rapport pour les deux ions. Ce dernier a été choisi pour obtenir des coefficients
osmotiques, calculés par HNC, identiques pour nos deux modéles d’interactions (dures et
molles) a 0,5 mol L™!. La comparaison aurait été plus facile en utilisant des simulations
de dynamique brownienne pour des sphéres dures [161, 162, mais elle n’ont jamais été
étendues aux cas des particules chargées.

Les interactions coulombiennes ont été calculées en tenant compte des images de toutes
les particules dans toutes les boites en utilisant la méthode de la sommation d’Ewald
[163, 37], les conditions aux limites du systéme étant périodiques cubiques. Les paramétres
de cette sommation ont été ajustés par le critére proposé par Lobaskin et Linse [164].

5.1.3 Mise en ceuvre

Nous avons cherché a simuler les solutions aqueuses de KCl et de LiCl & quatre concen-
trations différentes : 0,5, 1, 1,5, et 2 mol.L 1. Les calculs ont été réalisés avec et sans inter-
actions hydrodynamiques. Le systéme comprenait 216 ions placés dans une boite cubique
avec des conditions aux limites périodiques. Les interactions répulsives ont été calculées
par la convention du minimum image. Cela signifie que chaque particule interagit avec les
autres particules de la boite ou avec leur image située dans une boite voisine si elle est plus
proche. Ces interactions & courte portée étaient coupées si la distance entre les particules
était supérieure a la moitié de la boite. Le pas de simulation qui a varié¢ de 0,1 ps pour
C = 0,5 mol.L™! 4 0,03 pour C' = 2 mol.LL!, a été choisi de telle sorte que le taux d’ac-
ceptation de I'algorithme « smart » soit toujours supérieur a 70 %. Les grandeurs statiques
et dynamiques ont été calculées sur cinq trajectoires successives contenant chacune 50 000
pas de temps et ayant au préalable été équilibrées sur au moins 150 000 pas calculés sans
interactions hydrodynamiques.

Le calcul des coefficients de transport nécessite le calcul de fonctions d’autocorrélation.
Elles ont été obtenues en utilisant une technique de transformation de Fourier rapide [165]
exacte.

5.2 Calcul des coefficients de transport

5.2.1 Formules sans référentiel explicite

La dynamique brownienne a déja permis de calculer les coefficients d’autodiffusion des
ions pour différentes concentrations [39]. Dans ce cas, il est possible d’utiliser soit la formule
des déplacements quadratiques moyens

o g Al =1i(0)%)
D; = lim — (5.5)
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soit la formule de type Kubo équivalente, obtenue par la théorie de la réponse linéaire au
niveau Smoluchowski [115] :

pr—p L [T D?QFOFt 5.6
=0t [Ta (ir) ) Fu) (5.6)
Dans ce cas, le probléme du référentiel ne se pose pas, puisque D? n’en dépend pas. De
méme, la conductivité peut étre calculée par (2.144).

Pour calculer le coefficient de diffusion mutuelle, on peut commencer par chercher les
expressions générales sans se soucier du référentiel. Le probléme est ici plus compliqué car
D,,, n’est pas relié directement aux coefficients d’Onsager L;;. Il faut ainsi passer par une
étape de thermodynamique des phénoménes irréversibles pour obtenir son expression. Mais
ici le calcul n’a pas besoin d’étre refait : il correspond exactement & la partie résolue en
modes normaux de notre dérivation de D,, a partir de Smoluchowski dans les chapitres
précédents. Il convient juste d’utiliser la correspondance

DY
Ly =TC; (@jkB—ZT + Qij) : (5.7)
On obtient ainsi directement 01D + QD"
D,, = <172 T <271 5.8
Q1+ Qs (5:8)
avec
Qi = Zi(Z1Lir + ZoLi2) (5.9)
° k oP oP
Dy == Livo— + Lo~ 5.10
i ci< 9, T 2802) (5.10)

avec Ze la charge de l'espéce® i, C; sa concentration et P la pression osmotique de la
solution.

Pour calculer D,,, il suffit donc d’obtenir une formule microscopique pour L;;. On a vu
que celui-ci était relié aux coefficients d’autodiffusion et de diffusion distincts [166] par

Ci C;,C;
L.=06.—Ds4+ 7 __pa. 5.11
) ) kB 7 kB(OZ + C]) 1) ( )

Les trois coefficients de diffusion distincts peuvent étre obtenus par la théorie de la réponse
linéaire au niveau Smoluchowski [115]. Une application directe donne alors

ij = % tr (N; + N;)Dy;) — /0°° dt(k;T)j?((Ni + N,)F;(0) - F; (1)) |, (5.12)

311 convient ici de faire attention & nos notations qui peuvent préter a confusion. Ici, les lettres i et
7 représentent les espéces des particules. En revanche, dans la section précédente, il s’agissait simple-
ment de leur numéro. En pratique, le probléme ne se pose pas puisque ’on ne mélange pas de formules
microscopiques et macroscopiques.
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ou les particules ¢ et j sont distinctes, méme si elles peuvent étre de la méme espéce. N; est
le nombre de particules de 'espéce i dans la boite de simulation. D;; est la sous-matrice
3 x 3 de D qui contient les éléments D39 3i3j-2..3;

Ces formules sont a priori satisfaisantes. On peut par exemple retrouver I’expression
(2.144) de la conductivité en utilisant la formule thermodynamique

2 2

=5 ZZ'?BQ Li;. (5.13)

i=1 j=1

On pourrait donc croire que cette expression des D?j constitue, avec celle des D7, le fon-
dement microscopique qui permet d’obtenir tous les coefficients de transport dérivés de
I’approximation diffusive, au niveau Smoluchowski. Malheureusement, il y a un gros pro-
bléme de divergence : le premier terme de (5.12) diverge. En utilisant pour modéliser les
interactions hydrodynamiques le tenseur de Rotne-Prager qui donne le bon comportement
aux grandes distances, on montre en effet :

kgT 1 2kgT

A la limite thermodynamique, cette expression diverge puisque g(r) — 1 quand r — +oc.
Il n’y a pas de probléme pour la conductivité, car cette divergence s’annule en raison de
I’électroneutralité, mais le probléme est réel pour les autres coefficients de transport.

Nous devrons donc éliminer cette divergence. Nous verrons que cela est possible en
traitant explicitement la question du référentiel. Le probléme est méme en fait beaucoup
plus général : quel est exactement le référentiel utilisé en dynamique brownienne ? Jusqu’a
présent, a notre connaissance, seuls les coefficients d’autodiffusion ou de conductivité ont
été calculés par cette technique; il n’était donc pas nécessaire de répondre a cette question.
Mais si nous voulons proposer une méthode acceptable pour calculer D,,, nous ne pouvons
I’éviter.

5.2.2 Reéférentiel dans les simulations de dynamique brownienne
Vitesse moyenne du solvant

Le référentiel utilisé dans les simulations de dynamique brownienne peut étre déterminé
en calculant la vitesse moyenne du solvant. En notant T le tenseur hydrodynamique, la
vitesse du solvant en r due a la force F; sur la particule ¢ située en r; est

v;(r) =T(r —r,)F; (5.15)

Si r est suffisamment grand, le tenseur hydrodynamique est égal a la fonction de Green de
I’équation de Stokes qui est le tenseur d’Oseen

Tomenlr) = — (1 LI r) . (5.16)

- 8mnr r2
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La vitesse moyenne du solvant est définie par

vo = % / ST - rF, & (5.17)

ou V est le volume de la boite de simulation. Puisque le systéme est isolé, la somme des
forces agissant sur les particules est nulle (3, F;=0). Par conséquent, I'intégration de la
vitesse totale donne un résultat nul. Mais cet argument est trompeur car il ne signifie pas
que les simulations de dynamique brownienne sont réalisées dans le référentiel du solvant.

En effet, la vitesse moyenne du solvant est définie comme la vitesse moyenne a ["intérieur
du systéme, c’est a dire a ["intérieur de la boite de simulation. L’intégration de la vitesse
totale est certes nulle, mais le champ hydrodynamique & longue distance ne peut pas étre
négligé, méme a la limite thermodynamique, en raison de la longue portée des interactions
hydrodynamiques (en 1/7). Il faut donc enlever la partie extérieure de 'intégrale. La vraie
vitesse moyenne du solvant calculée a I'intérieur du systéme est donc

:_/ ZT )F; d3r———/ ZT )F; d°r. (5.18)

ou in et out représentent 1’espace intérieur et extérieur de la boite de simulation.
En calculant la transformée de Fourier de (5.15), nous pouvons calculer celle du champ
de vitesse du solvant dans tout I’espace au premier ordre en q :

1 , q®q)\ F
vold) = > iqry (1 - ) e (5.19)
k

@ ) ng

avec ¢ la variable réciproque de r dans I'espace de Fourier. Puisque nous sommes ici inté-
ressés aux grands r (¢ — 0), nous avons utilisé le tenseur d’Oseen. Loin du systéme, il y a
donc un champ dipolaire qui ne peut pas étre négligé.

Flux des particules dans le référentiel du solvant

La seule facon de dépasser cette difficulté est de se placer explicitement dans le ré-
férentiel du solvant, comme nous ’avons fait pour nos calculs analytiques. Dans le cas
des descriptions en solvant discret (au niveau Liouville), Raineri et Friedman [167] ont
d’ailleurs montré que les simulations de dynamique moléculaire pouvaient étre obtenues
dans n’importe quel référentiel si celui-ci est considéré explicitement.

Dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire au niveau Smoluchowski [115], le
flux d’une particule de type i quand une force extérieure F(])- est appliquée sur toutes les
particules de type j est

s O IRy e SR IR
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ou F, sont les forces internes entre les particules. La vitesse moyenne du solvant est calculée
en prenant la transformée de Fourier de (5.15), sauf que désormais une force extérieure F?
est ajoutée sur toutes les particules de type j. On obtient

qzogeq’“(l— _ )— (5.21)

volq) =
(a) q nq?

avec F}. la force sur la particule k qui est simplement Fj, additionnée de la force exté-
rieure F(])- si k est une particule de type j. Le premier terme en ¢ — 0, correspondant au
champ de vitesse extérieur au systéme a la limite thermodynamique, est différent de celui
précédemment calculé a cause de la présence de Fg. Nous avons

N q® q FO
volq) = 1— )—J 5.22
O( ) 4—0 ; ( q2 an ( )
N.F9
_ (1 - q;’é q) nfq;. (5.23)

On reconnait dans cette expression la transformée de Fourier du tenseur d’Oseen. En retour-
nant dans I’espace direct en r, on obtient le champ hydrodynamique lointain, correspondant
a I’écoulement extérieur au systéme a la limite thermodynamique :

V" = TogeenN;F). (5.24)

Le flux J¥ des particules de type i dans le référentiel du solvant est obtenu en soustrayant
'intégrale de cette partie extérieure a (5.20)

1
JP =17, - Ci—/ v d3r. (5.25)
V out

Cette expression permet ensuite de calculer les expressions microscopiques dans le référen-
tiel du solvant pour les différents coefficients de transport.

Dynamique brownienne dans le référentiel du solvant

En utilisant (5.25), (5.20) et

C; C;C;
J=(6—D+ ——"7 __pi|FY 5.26
Z (JkBT C (Gt Cy) ”) ; (5.26)

nous obtenons les formules de Kubo généraliséees a la dynamique brownienne dans le
référentiel du solvant. L’expression du coefficient d’autodiffusion (5.6) n’est pas modifiée,
ce qui n’est pas surprenant compte tenu du fait que ce coefficient de transport ne dépend
pas du référentiel.
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L’expression du coefficient de diffusion distinct dépend de la géométrie du systéme. Si
la boite de simulation est un cube de longueur L, la formule de Kubo est alors

Dl = ; ((N; + N,)tr Dy — %> _/Ooo dt(l]:B% (N; + NOFA0) - F5 ()| (5.27)

avec J une constante définie par

dudovd
7 / / / udvdw (5.28)
_1jeJo1ga 10 VU2 + 02 4 w?

~ 2,380077364. (5.29)

Si on utilise le tenseur de Rotne-Prager pour rendre compte des interactions hydrodyna-
miques, on obtient

— kT kT 1 g
<(Ni+Nj)t1"Dij—M> = 67m<(N +N)a—f> (5.30)
2kgT o
_ ’;37 (Ci+C)) /O rhiy(r) dr (5.31)

avec h;;(r) = ¢;;(r)—1. La correction de référentiel remplace ainsi la fonction de corrélation
gi;(r) par h;;(r) tant et si bien que l'intégrale converge. Notons que le résultat final est
formellement le méme que pour nos calculs analytiques.

Lors du calcul pratique de ce terme, il convient d’utiliser une valeur précise de J
parce que les deux termes de (5.30) sont grands si le nombre de particules est important.
On remarque qu’en utilisant cette expression de D?j avec (5.13), on obtient I'expression
(2.144) de la conductivité qui ne contient pas de terme en 7, ce qui est logique car celle-ci
ne dépend pas du référentiel.

Les expressions que nous venons de démontrer permettent de calculer par dynamique
brownienne tous les coefficients de transport reliés a lapproximation diffusive* dans le
référentiel du solvant. Pour "autodiffusion, la conductivité ou les nombres de transport de
Hittorf, les résultats peuvent étre directement comparés aux expériences, soit parce que
ces grandeurs ne dépendent pas du référentiel, soit parce qu’elles sont mesurées dans le
référentiel du solvant (nombres de transport). En revanche, pour le coefficient de diffusion
mutuelle, il faut se placer dans le référentiel des volumes en utilisant la formule (3.46).

5.2.3 Termes d’équilibre pour le calcul de D,,

Le calcul du coefficient de diffusion mutuelle par dynamique brownienne nécessite de
calculer les termes d’équilibre 8P Ils peuvent étre obtenus par la formule de Lebowitz

8 —1—47TZC’/ cij(r)r* dr (5.32)

4Ce sont d’ailleurs les seules grandeurs que ’on peut en principe calculer par cette méthode de simulation
puisqu’elles ne dépendent que des configurations des ions.
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avec ¢;;(r) la fonction de corrélation directe entre i et j. On aurait pu appliquer cette
formule avec les distributions calculées par nos simulations de dynamique brownienne. En
fait, nous avons utilisé celles données par HNC avec le méme potentiel. Il a en effet été
montré que, pour les électrolytes 1-1, les fonctions de corrélation de paire obtenues par
HNC et par dynamique brownienne sont strictement identiques [39]. En outre, le calcul de
(5.32) par cette équation intégrale se fait facilement dans I’espace de Fourier. Il propose
un prolongement naturel des corrélations obtenues par dynamique brownienne aux grandes
distances.

5.3 Reésultats et discussion

5.3.1 Coeflicient de diffusion mutuelle

L’ensemble des formules permet de calculer le coefficient de diffusion mutuelle D,, dans
le référentiel du solvant. Pour rester cohérents, nous avons calculé les interactions hydrody-
namiques en tenant compte du minimum image, c’est a dire que le tenseur hydrodynamique
a été calculé en prenant les interactions de chaque particule avec les autres de la boite ou
avec leur image située dans une boite voisine si elle est plus proche. Pour calculer le coef-
ficient de diffusion mutuelle sans interactions hydrodynamiques, il faut enlever le premier
terme de (5.27) qui correspond a l'effet électrophorétique en absence de toute relaxation.

Les calculs demandent un traitement assez long. Il y a pour chaque point de concen-
tration pas moins de 5 fonctions de corrélation a calculer et a intégrer.

Les résultats de nos calculs pour KCI sont présentés sur la figure 5.2. Nous aurions
pu ajouter les valeurs expérimentales transposées dans le référentiel du solvant. Nous ne
I’avons pas fait pour ne pas alourdir le graphique. De toute fagon, ces valeurs sont situées
sur la courbe MSA qui constitue notre référence. On remarque que les simulations sont
en excellent accord avec les calculs analytiques. Les approximations utilisées dans le calcul
MSA sont donc tout a fait justifiées.

Nous avons ajouté sur (5.2) ce que donnent nos simulations quand on néglige la re-
laxation, c’est a dire quand on annule toutes les fonctions de corrélation dans les formules
de D} et ij. Il apparait que, conformément & nos calculs analytiques qui ne la prend
pas en compte, la relaxation est bien négligeable, quelle que soit la concentration, que
I’on considére ou non les interactions hydrodynamiques. L’expression de D,, compense les
termes de relaxation, alors qu’ils sont bien présents dans les L;;. Les calculs de dynamique
brownienne sans relaxation correspondent a la solution exacte de nos calculs analytiques
du chapitre précédent (en prenant un potentiel mou). Il apparait donc que la théorie MSA
dans I'approximation P, = 0, avec les corrections hydrodynamiques du second ordre, telle
que nous l’avons appliquée, est validée. Un petit écart apparait néanmoins a la concen-
tration de 2 mol L™, surtout dans la courbe avec les interactions hydrodynamiques. On
remarque 1a les limites de MSA, mais cette différence s’explique aussi en partie parce que
nos potentiels ne sont pas strictement équivalents. Nous avons ajusté notre potentiel mou
de la dynamique brownienne pour qu’il redonne le méme coefficient osmotique que le po-
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F1G. 5.2 — Coefficient de diffusion mutuelle de KCI dans le référentiel du solvant en fonction
de la racine carrée de la concentration. IH signifie interactions hydrodynamiques et DB
dynamique brownienne. Les courbes MSA correspondent a notre théorie Smoluchowski-
MSA présentée dans les deux chapitres précédents.

tentiel dur & 0,5 molL~!. Pour des concentrations plus élevées, la répulsion molle atteint des
configurations ot les particules sont plus proches. Il aurait donc fallu réajuster le potentiel
pour tous les points de calcul de dynamique brownienne, en augmentant le diamétre mou
des particules avec la concentration.

Le cas de LiCl est représenté sur la figure 5.3. Nous n’avons pas pu calculer le coefficient
de diffusion mutuelle en tenant compte des interactions hydrodynamiques pour les deux
concentrations les plus élevées. Dans ce cas, la matrice de diffusion D que nous avons
calculée n’était pas définie positive, ce qui ne permet pas d’appliquer ’algorithme d’Ermak.
Pourtant, par construction, le tenseur de Rotne-Prager est défini positif. Cela peut ne
plus étre vrai pour I’extension de Bernard que nous avons utilisée quand les particules se
recouvrent mais nous ne pensons pas que ce soit 'explication. En effet, nous avons utilisé la
méthode du minimum image pour le calcul de D, en tenant compte ainsi des plus proches
voisins pour chaque particule. Certains termes de D peuvent alors correspondre a des ions
différents, I'image d’un ion a pouvant étre plus proche que a d’un ion b, mais pas plus
proche que a d’'un ion c. Dans ce cas, il n’est plus garanti que le tenseur de Rotne-Prager
soit défini positif. Nous avons réalisé d’autres calculs sans tenir compte du minimum image
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F1G. 5.3 — Coefficient de diffusion mutuelle de LiCl dans le référentiel du solvant en fonction
de la racine carrée de la concentration (voir figure 5.2).

pour les deux points de concentration élevée, et dans ce cas la matrice était toujours définie
positive’.

Nous constatons qu’ici encore les simulations concordent avec les calculs analytiques
MSA (et donc avec les expériences). Pour la concentration la plus élevée, les points de
dynamique brownienne sont & nouveau légérement en dessous a cause de la différence entre
les deux potentiels, de sphéres molles ou dures. Pour le calcul de D,,, la relaxation est a
nouveau négligeable. On remarque un faible écart pour le dernier point avec les interactions
hydrodynamiques mais on ne peut pas en dire vraiment plus, en raison du probléme de la
matrice D qui n’est plus définie positive pour les concentrations élevées.

5.3.2 Autocohérence du modéle

Il est intéressant de comparer nos simulations aux expériences et aux théories MSA
pour d’autres grandeurs. La pression osmotique MSA est forcément en accord avec nos
simulations, puisque nous avons ajusté nos rayons de sphéres molles pour qu’ils redonnent
les valeurs MSA (au moins pour les concentrations les plus faibles).

®Ces points n’ont pas été reportés sur la figure 5.3 car ils ont été calculés avec d’autres rayons. Ils
s’agissait en fait d’une premiére série de calculs avec les rayons MSA, qui sont trop petits pour notre
potentiel mou.
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F1G. 5.4 — Conductivité de LiCl et de KCI en fonction de la racine carrée de la concentration.
Comparaison entre les simulations, les calculs analytiques MSA et les expériences.

La conductivité molaire est représentée sur la figure 5.4. Nous obtenons un bon accord
entre les valeurs expérimentales et les valeurs calculées par dynamique brownienne. On
peut remarquer qu’aux concentrations les plus élevées, la simulation de dynamique brow-
nienne fournit de meilleurs résultats que le calcul MSA-transport. Nous avons vérifié que le
calcul de la conductivité par les coefficients d’Onsager conduit a des valeurs semblables a
celles calculées par 'autocorrélation des courants (2.144). Ceci permet de vérifier la cohé-
rence entre les deux méthodes et ’absence d’erreur dans les calculs et dans les estimations
des intégrales des fonctions d’autocorrélations. Pour des raisons qui nous échappent, la
statistique sur l'autocorrélation des courants est globalement meilleure que celle sur les
corrélations croisées des ij. Ceci est peut étre di au fait que la fonction d’autocorrélation
des courants est calculée sur un plus grand nombre de particules.

En conclusion, nous avons montré qu’il était possible de calculer les coefficients de
diffusion mutuelle par la méthode de la dynamique brownienne. En outre, les formules de
Kubo que nous avons introduites, qui tiennent explicitement compte du référentiel, donnent
le moyen d’obtenir tous les coefficients de transport reliés a ’approximation diffusive. La
relaxation est négligeable, méme pour des concentrations élevées. Notre théorie, qui valide
nos calculs analytiques MSA, pourrait s’appliquer a des systémes plus complexes que les
électrolytes, décrits par exemple par des forces qui ne sont pas centrales. On pourrait
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aussi simuler des électrolytes associés et comparer le résultat a nos calculs du chapitre
précédent. Il faudrait alors introduire explicitement la paire comme une troisiéme espéce. La,
dynamique brownienne ne permet pas en revanche de traiter convenablement la cinétique
de I'association. Il n’existe pas pour le moment de tenseur hydrodynamique précis quand les
particules sont proches. De toute facon, pour de telles configurations, la nature moléculaire
du solvant joue probablement un role fondamental.

Cette étude par dynamique brownienne vérifie enfin, peut-étre plus rigoureusement que
nos calculs MSA, I'autocohérence du modéle primitif au niveau Smoluchowski dans le cas
des électrolytes. Résolu par la dynamique brownienne qui est une méthode en principe
exacte, ce modeéle est & méme de décrire simultanément les propriétés d’équilibre et de
transport des ions, jusqu’a des concentrations élevées.
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Chapitre 6

Théorie de couplage de modes pour
I’autodiffusion
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Jusqu’a présent, notre description du transport dans les électrolytes se placait & une
échelle mésoscopique qui utilisait les théories du mouvement brownien dés le début du
calcul de la dynamique. Le but de ce chapitre est de proposer a 'opposé une théorie
microscopique, au niveau Liouville. Le traitement en solvant continu ne sera en effet posé
qu’a l'ultime étape de la théorie, quand on utilisera les lois d’équilibre pour calculer le
coefficient de transport. En pratique, nous nous intéresserons ici au cas de I'autodiffusion
d’un ion .

6.1 Introduction

Alors que les traitements en solvant continu ont permis d’améliorer considérablement
I’étude du transport en solutions aqueuses, il n’existe toujours pas de théorie microsco-
pique satisfaisante dans les électrolytes pour le transport des ions. La théorie du couplage
de modes (TCM ou mode-coupling theory (MCT)) a pourtant permis des avancées im-
portantes ces toutes derniéres années. En particulier, Chandra et Bagchi [168, 169] ont pu
retrouver la loi limite de Falkenhagen-Onsager sur la viscosité. Ils ont aussi proposé une
théorie de la conductivité [106, 170, 107] qui n’était malheureusement pas cohérente : ils
ajoutaient un terme correspondant aux interactions hydrodynamiques dans I'autodiffusion
et ils négligeaient toutes les interactions de particules distinctes, alors que leur importance
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se manifeste dés la loi limite. Si leur calcul n’était pas valide pour la description de la
conductivité, nous avons en revanche pensé qu’il pourrait servir de point de départ a une
théorie microscopique satisfaisante de ’autodiffusion.

Ce coefficient de transport a déja été étudié par la méthode du couplage de modes par
Kollmann et Négele, [171| mais il s’agissait ici d’une théorie en solvant continu des colloides
qui ne proposait donc pas une analyse réellement microscopique.

La loi limite de 'autodiffusion obtenue par Onsager [97] ne comporte qu'un effet de
relaxation, les interactions hydrodynamiques n’influencant pas ce coefficient au premier
ordre. Elle s’écrit

D; = DY(1 — Z?Lg(kp — Kai)/3) (6.1)
avec

- 47TLBZC : DO " DO (6.2)

ol kp est la longueur inverse de Debye. Z;e, DY et C; sont respectivement la charge, le co-
efficient d’autodiffusion a dilution infinie et la concentration de 1’espéce 7. Cette expression
est vérifiée expérimentalement pour les trés faibles concentrations, malgré les difficultés
connues pour mesurer les coefficients d’autodiffusion dans des solutions trés diluées [172].
Si la concentration est plus importante, la valeur de D; varie beaucoup moins et reste a
peu preés constante, surtout comparée aux variations importantes de la conductivité.

Le traitement d’Onsager est semi-phénoménologique. Il a été amélioré [166, 167, 98, 39|
afin d’obtenir le coefficient d’autodiffusion pour des concentrations plus importantes, mais
il n’existe pas de théorie réellement satisfaisante'. L’une des raisons vient du fait que les
interactions hydrodynamiques ne sont plus réellement négligeables si les solutions sont
trop concentrées. Nous ne prendrons pas en compte celles-ci pour nos calculs, mais il
conviendra de garder a l'esprit qu'une théorie réellement satisfaisante pour des solutions
trés concentrées les considéreraient,.

Il n’y a pas non plus de théorie quantitative de la fonction d’autocorrélation des vi-
tesses. La compréhension microscopique de I’autodiffusion des électrolytes ne peut pourtant
pas s’en passer [173|. La description de I"autodiffusion sur différentes échelles de temps a
ainsi de nombreuses applications |6, 174, 175, 176|, en particulier pour 'étude des milieux
biologiques. La théorie du couplage de modes, qui a ’avantage d’étre une théorie semi-
analytique assez peu cotiteuse en temps de calcul, a déja permis de calculer la plupart des
coefficients de transport dans les milieux neutres [177]. Son application aux électrolytes
pourrait contribuer a mieux comprendre ces différents phénomeénes et en particulier a ex-
pliquer pourquoi la valeur du coefficient d’autodiffusion mesurée par plusieurs méthodes est
différente suivant qu’on 'observe aux temps courts (diffusion de neutrons) ou aux temps
longs (RMN ou traceurs) [178].

'Par exemple, les calculs Fuoss-Onsager-MSA de [98] ne sont pas en trés bon accord avec les simulations
de dynamique brownienne de [39].
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6.2 Principe général du couplage de modes

6.2.1 Comportement des fonctions de corrélation

La théorie de la réponse linéaire |3, 4| écrit les différents coefficients de transport d’un
fluide sous la forme d’une intégrale de fonction de corrélation :
+00
O=A Cap(t) dt (6.3)
0
avec O un coefficient de transport, A un coefficient de proportionnalité et C'45(t) la fonction
de corrélation entre deux grandeurs dynamiques réelles A et B, définie par

Cap(t) = (A1) B(t = 0)) = (A(1) B(0)) (6.4)

Dans le cas du coefficient d’autodiffusion, on a A = B = v, et A = 1, avec v, la vitesse de
la particule suivant Ox. Cyp(t) = Z(t) est ainsi la fonction d’autocorrélation des vitesses.
Toute la difficulté du calcul d’un coefficient de transport revient donc a calculer sa fonction
de corrélation associée.

La méthode la plus simple qui vient a ’esprit est de faire un développement limité en
t. On a alors, par exemple dans le cas d’une fonction d’autocorrélation?

100 t2n

Caalt) =) (Qn)!(_l)n< A (0)A™(0)) (6.6)

n=0

avec A (0) les grandeurs dynamiques qui correspondent & 1’ensemble des dérivées n iémes
de A prises au temps t = 0. On comprend aisément l'intérét de ce développement en
puissances de t. Ce qui rend les fonctions de corrélation difficiles a calculer, par rapport aux
grandeurs d’équilibre simples est le fait qu’elles sont une moyenne de deux états du systéme
a deux temps différents. En faisant un développement limité, on perd la dépendance en ¢
qui nous génait. Chaque terme est alors une simple fonction d’équilibre. Pour la fonction
d’autocorrélation des vitesses d’un fluide simple, on a ainsi [3]

Z(t):% (1—QO§+---) (6.7)

avec () la fréquence d’Einstein donnée par

Qo = 367;; // AV(r)g(r)dr (6.8)

20n a utilisé pour ce calcul la formule de stationnarité

(At)B(0)) = —(A(t)B(0)) (6.5)

et le fait que la fonction Ca4(t) est paire, & cause de la symétrie par renversement du temps. Notre
développement limité ne comporte ainsi que des termes pairs; C44(t) doit donc étre infiniment dérivable,
ce qui est le cas pour la plupart des potentiels, sauf pour ceux qui sont « durs » comme celui des sphéres
dures.
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ou V(r) est le potentiel d’interaction entre les particules. Si on poursuit le développement,
limité, le terme suivant s’écrit en fonction des densités a trois corps. On obtient ensuite
des termes qui dépendent des contributions a quatre corps, cinq corps,... et ainsi de suite
suivant ’ordre du développement limité. Cela se généralise a toute fonction de corrélation.
Le sens physique de (6.6) est ainsi assez clair. Chaque terme représente des collisions a
deux puis trois, quatre, cinq, etc particules, en fonction de I'ordre dans le développement
limité.

Cette analyse permet de proposer un méthode trés simple pour calculer les coefficients
de transport. Il suffit de couper le développement limité aux premiers ordres, quitte a rem-
placer I'expression générale de la fonction de corrélation par une gaussienne. En intégrant,
on obtient alors la valeur recherchée. Cette idée, qui revient & la théorie d’Enskog pour les
spheres dures, donne de trés bons résultats dans le cas des gaz.

Malheureusement, la situation est trés différente dans le cas des liquides. Ce déve-
loppement néglige en effet un aspect important qui est le comportement des fonctions
de corrélation aux grands temps. On a longtemps cru que cette queue décroissait suffi-
samment vite, par exemple comme une gaussienne, pour pouvoir la négliger. Or on s’est
apercu, en s’aidant des premiére simulations de dynamique moléculaire qu’elle pouvait en
fait étre trés longue. Dans le cas de 'autodiffusion, par exemple, il est apparu que, loin
d’étre gaussienne, la décroissance était proportionnelle a t=3/2 [179]. Aux grands temps, le
comportement des particules n’est plus représentable en termes de collisions. Il représente
un mouvement d’ensemble des particules, d’origine hydrodynamique, dont la contribution
pour les phases condensées n’est pas négligeable, comme cela est représenté sur la figure
6.1.

Partie aux temps courts

/ Collisions binaires, ternaires... entre les particules
Ce®

Partie (queue) aux temps longs
Comportement hydrodynamique

0 t

F1G. 6.1 — Principe de la décomposition des fonctions de corrélation dans le calcul des
coefficients de transport. Une fonction de corrélation présente deux comportements tres
différents suivant I’échelle de temps ot 'on se place. La forme générale de la courbe peut
s’¢loigner de celle que 'on a représentée, par exemple en présentant des oscillations ou des
valeurs négatives, mais la séparation reste valable.

Le calcul explicite des différents coefficients de transport en phase condensée ne peut
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donc pas s’affranchir du calcul de cette queue aux grands temps dans les fonctions de
corrélation. Comme elle est due & un comportement collectif du fluide, on ne peut pas la
calculer par la méthode du développement limité.

On dispose néanmoins pour les temps longs d’expressions extrémement intéressantes
des différents coefficients de transport. En effet, les grandes échelles de temps et de distance,
correspondent a la limite hydrodynamique qui est associée aux faibles longueurs d’ondes
k et aux faibles fréquences w. Dans ce cadre, I'application de la thermodynamique des
phénomeénes irréversibles pour décrire les fluctuations du fluide donne les expressions des
différentes fonctions de corrélation dans cette limite hydrodynamique [3]. Si on est capable
d’en déduire ensuite I'expression générale des Cyp(t) aux grands temps, la résolution du
probléme est alors terminée, puisqu’il suffit d’additionner les deux termes de la fonction de
corrélation : le terme aux temps courts (appelé « binaire »3) calculé par le développement
limité, et le terme aux temps longs, calculé grace a la limite hydrodynamique.

Il existe plusieurs facons d’établir une telle décomposition. En fait, la théorie du cou-
plage de modes de l'autodiffusion [177] ne la fait pas sur les fonctions de corrélation mais
sur les frictions ((w) dépendant de la fréquence. Cette théorie utilise, pour calculer le terme
aux temps longs, le formalisme des projecteurs de Mori.

6.2.2 Technique de 'opérateur projection de Mori-Zwanzig

La technique de projection de Mori-Zwanzig permet d’obtenir la relaxation de n’im-
porte quelle variable dynamique A en fonction du temps, sous la forme d’une équation de
Langevin®. L’expression étant exacte, cela permet, si ’on peut séparer les modes lents et
rapides, d’obtenir les fonctions de corrélation nécessaires au calcul des coefficients de trans-
port. Notons que cette méthode a un intérét beaucoup plus général en physique statistique
du non-équilibre, puisqu’elle permet de réconcilier les différentes approches utilisées dont
le lien n’est pas forcément évident®.

Soit une variable dynamique A (qui peut dépendre de I'espace) que 'on appelle va-
riable pertinente puisque c’est a elle que 'on va s’intéresser. On définit P, 'opérateur de
projection sur A, par
(B(t)A*(0))
(4(0)A*(0))
avec B(t) une variable dynamique et A* le conjugué de A, pour le cas ou A serait complexe.
Les moyennes (---) sont réalisées sur I’état initial en ¢t = 0, pris a ’équilibre thermody-

PB(t) = (6.9)

311 représente en effet les collisions des particules principalement & deux corps, les autres termes n’étant
pas calculés exactement ou étant dans la partie aux temps longs.

tavec des effets de mémoire

Elle permet de retrouver par une méme méthode ’ensemble des théories du non équilibre dont les
fondements sont & l’origine trés différents : théorie de Boltzmann des gaz dilués, approches basées sur
des équations de type Fokker-Planck ou Langevin (comme par exemple ’équation de Smoluchowski),
techniques de calcul fondées sur les équations maitresses, réponse linéaire a la Kubo, thermodynamique
des phénoménes irréversibles... ceci, dans les cas classique et quantique. Elle constitue ainsi peut-étre
le candidat le plus sérieux pour établir une théorie générale et rigoureuse de la physique statistique du
non-équilibre, analogue & la méthode des ensembles de Gibbs pour 1’équilibre [180, 75].
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namique (par exemple en se placant dans I’ensemble canonique), bien que cette derniére
condition ne soit pas obligatoire, toute répartition initiale des probabilités d’état pouvant
convenir. Le terme au numérateur représente le produit scalaire de B par A qui est ainsi
une simple fonction de corrélation. Le projecteur orthogonal a P est défini par

Q=1-P (6.10)

avec I l'identité. Le sens physique de ces définitions réside en ce que 'on sépare toute
variable dynamique B(t) en deux parties. La premiére est la partie pertinente qui concerne
A. Elle est obtenue par 'application de P. La seconde est la partie non pertinente et elle
est obtenue grace a @)

On montre alors & partir de 1’équation de Liouville® que ’évolution de A est donnée
[3, 75| par I’équation de type Langevin

OA(t K
% = iQA(t) — / C(t)A(t — 7)dr + F(t) (6.12)
0
avec 7 le nombre tel que i> = —1. La fréquence ) est définie par
o (AAY)
Q= . 1
1 (A4 (6.13)

La force aléatoire F'(t), que I'on appelle ainsi bien que ce ne soit pas forcément une force,
est orthogonale a A :

F(t) = QA(t) (6.14)

car Q* = Q. La fonction mémoire I'(¢) représente Iautocorrélation de la force aléatoire.
Elle est ainsi donnée par 1’expression

(6.15)

qui est une formule de fluctuation-dissipation. Dans le cas ot I’on regarde plusieurs va-
riables pertinentes A, ces expressions se généralisent facilement. Le résultat, écrit sous
forme matricielle, est formellement le méme |3, 177].

L’équation (6.12) permet, en multipliant par A(t = 0) et en moyennant, d’obtenir une
expression analogue pour la fonction d’autocorrélation de A :

0C 44 (t)

2t i004a(1) - /O T Canlt — 1) dr. (6.16)

La méthode la plus simple [177] consiste & utiliser la formule
et — oiQLt 4 / et PLei Lt qr (6.11)
0

avec L l'opérateur de Liouville.
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On remarque qu’il n’y a plus de terme de force aléatoire car F' est orthogonale a A. Calculer
le coefficient de transport revient donc a calculer la fonction mémoire”. Cela peut se faire
facilement dans ’approximation markovienne : on enléve alors les effets de mémoire en
remplacant I'; par une distribution de Dirac. Cela n’a un sens que si F' est réellement
découplée de A. Il faut donc que A soit une variable lente. Le couplage de modes se base
sur cette séparation entre variables rapides et lentes.

6.2.3 Théorie de couplage de modes
Principe

L’idée de base du couplage de modes [177| est d’utiliser des produits de variables lentes
pour s’affranchir de ’espace orthogonal des variables rapides. Le choix des variables lentes
n’est pas unique. Une théorie de couplage de modes est associée a chaque choix. On prend
généralement des variables hydrodynamiques, comme les concentrations et les flux des par-
ticules, non seulement parce que ce choix a été validé, par exemple en comparant avec des
simulations, mais aussi parce qu’il permet d’obtenir des fonctions de corrélation connues
a la limite thermodynamique.

Le produit des variables lentes doit étre décomposé en couples, quitte a faire des ap-
proximations®. L’intérét vient du fait qu’il est ensuite possible d’exprimer les résultats
en termes de fonctions de corrélation reliées a des coefficients de transport. Celles-ci sont
alors remplacées par leur expression a la limite thermodynamique. C’est ici que 'on re-
trouve la séparation aux temps longs (terme de couplage de modes calculé grace a la limite
thermodynamique) et aux temps courts (terme de collisions binaires).

La théorie du couplage de modes revient ainsi sur elle-méme : pour calculer les coef-
ficients de transport, on a besoin de leur valeur... A l'origine, on évitait le probléme en
utilisant des expressions obtenues par la théorie d’Enskog® ou directement par des simula-
tions de dynamique moléculaire'® [181]. Mais il est possible d’obtenir une théorie réellement,
satisfaisante du transport, c’est a dire autocohérente puisqu’elle ne considére qu’une seule
valeur pour les différents coefficients de transport.

L’autocohérence [177] d’une théorie de couplage de modes est en effet plus facile a
réaliser aujourd’hui, grace a l'utilisation massive de l'informatique. L’idée est de partir
d’une valeur a peu prés crédible pour les différentes grandeurs inconnues. L’utilisation des
formules donne alors une seconde valeur. En réutilisant celle-ci, on peut alors en obtenir
une troisiéme, et ainsi de suite. A la fin, si la formule obtenue par le couplage de modes est
mathématiquement contractante, ce qui est généralement le cas, les valeurs des différentes

"Il faut aussi connaitre Q mais son calcul ne pose pas de problémes puisqu’il s’agit d’une simple fonction
d’équilibre. Il est d’ailleurs trés souvent nul.

80n utilise généralement dans ce cas ’approximation dite gaussienne qui consiste & écrire la moyenne
du produit de quatre variables par le produit de la moyenne de deux. Cela est justifié si les modes se
propagent indépendamment 'un de ’autre.

9Ceci n’est pas trés cohérent car cela revient & dire que pour calculer les corrélations aux temps longs,
on ne se sert que de leur valeur aux temps courts.

10Cela ne permet alors que de tester la cohérence de la théorie, mais sans pouvoir faire de prévisions.
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grandeurs ne changent plus. Les formules sont alors stables, et les coefficients de transport
sont obtenus de facon autocohérente.

Souvent, les expressions nécessitent de connaitre non seulement la valeur du coefficient
de transport que 1’on cherche a calculer, mais aussi ’expression d’autres grandeurs qui lui
sont liées. Le calcul autocohérent utilise donc souvent simultanément plusieurs théories
de couplage de modes pour les différents coefficients. Il peut ainsi étre en pratique assez
long : plusieurs minutes (jusqu’a une heure) sur les ordinateurs actuels pour un point du
diagramme d’état dans le cas des liquides simples. En quelque sorte, le temps de calcul
de ces théories est intermédiaire entre celui des simulations (plusieurs heures) et celui des
théories analytiques (quasiment instantané). C’est donc un peu l’équivalent dynamique
des équations intégrales numériques comme HNC : le résultat n’est pas exact mais il est
suffisamment précis pour donner quantitativement une valeur assez proche.

Ajoutons que les expressions obtenues dépendent aussi des grandeurs d’équilibre comme
le facteur de structure S(k). Pour pouvoir appliquer une théorie de couplage de modes,
il est donc nécessaire de disposer d’'une théorie de I'équilibre la plus précise possible, et
si possible analytique. Dans le cas des électrolytes, nous avons utilisé la théorie MSA qui
cumule pour les électrolytes dissociés ces deux avantages.

Théorie de ’autodiffusion par couplage de modes

Plusieurs théories de couplage de modes ont été proposées pour calculer le coefficient
d’autodiffusion. Nous nous baserons pour notre étude sur la théorie de Sjogren et Sjolander
[181] qui est peut-étre la plus compléte puisque la projection se fait sur tous les modes
hydrodynamiques. Elle a récemment été étendue pour calculer la viscosité des mélanges
[182, 183] et la dépendance en masse du coefficient d’autodiffusion [184].

L’application de la technique du projecteur de Mori-Zwanzig a la vitesse d’une particule
marquée ¢ donne I’équation de Langevin

d

mivi(t) = —/O Tt = Tyvi(r) dr 4 £ (1) (6.17)

avec m;, v;, la masse et la vitesse de la particule, f;(¢) la force aléatoire qui s’exerce sur i
(c’est ici une vraie force) et ((t) la friction dépendant du temps. On se place généralement
dans 'espace de Laplace défini par

() = /0 et ar (6.18)

ou z est la variable de fréquence. La transformée de Laplace de la fonction d’autocorrélation
des vitesses, Z(z), est ainsi reliée & celle de la friction par [3]

kgT

7= e ey

(6.19)
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Si nous disposons d’une expression explicite de ((z), le coefficient d’autodiffusion D; de i
défini par

400
D; = / Z(t)dt (6.20)
0
s’obtient simplement par
kgT
D=7Z(z2=0)=——"— 6.21

a partir de I’expression de la friction (.

En utilisant a partir de ’expression de ¢ en fonction des projecteurs un formalisme de
fonctions de Green projeté sur les modes hydrodynamiques du systéme, en décomposant
I’expression obtenue en terme de collisions binaires et de collisions a plusieurs particules,
en renormalisant le terme binaire pour qu’il donne le bon comportement de ¢ aux grands
temps, on obtient finalement ’expression générale [181, 177|

_ CB(Z) + Rpp(z) - CB(Z)RPL(Z)
1+ Ry (2) + (P(2)Ror(z) + [(P(2) + Ryp(z) — (P(2) Ror(2)| Rrr(2)

¢(2) (6.22)

avec (P(z2) le terme de collision binaire que 1'on prend sur la forme d'une gaussienne
(P(z) = Qoexp(—t?/7) avec Qq la fréquence d’Einstein et 7. un temps caractéristique
repésentant les collisions a trois particules que l'on peut obtenir dans une trés bonne
approximation & partir des g(r). Les termes en R, représentent les collisions d’ordre
supérieur calculées par couplage des modes hydrodynamiques. p, T, L sont les indices
correspondant respectivement a la densité, et aux deux courants, transverse et longitudinal
des particules. Les expressions générales des Iy, ne nécessitent que la connaissance des
propriétés d’équilibre et des facteurs de structure dynamiques que I’on peut obtenir a partir
des coefficients de transport. En pratique, on a montré que R,z et Ry sont négligeables.
L’expression finale se réduit alors a

1 1
((2) a (P(z) + Ryp(z)
L’application de ceci aux solutions d’électrolytes, qui sont des mélanges, n’est pas immé-

diate. Les expressions générales de R,,(z) et de Rpp(z) doivent étre reconsidérées, méme
si leur sens physique ne change pas.

+ Ryp(2). (6.23)

6.3 Calcul de la friction

6.3.1 Décomposition des différents termes

Dans le cas des électrolytes, le calcul de la friction nécessiterait de reprendre entiérement
les calculs microscopiques de Sjogren et Sjolander avec les différences espéces, ce qui ne
serait pas trés facile, ne serait-ce qu’a cause des modes de rotation du solvant. Le phénoméne
reste néanmoins le méme, et il est valide de conserver la séparation proposée par (6.23). Le
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premier terme ((¥(z)+ R,,(z)) correspond ainsi aux modes correspondant aux interactions
entre 'ion et les particules (solvant ou ions) qui I'entourent. Le second terme tient son
origine du couplage entre la vitesse de l'ion et les modes hydrodynamiques associés aux
courants.

Pour les électrolytes, cela conduit a écrire la friction totale sous la forme [185, 184]

L ! + ! (6.24)
C(Z) Cmic(z) Chyd(z) ' .
Le terme de friction microscopique (pic(2) regroupe en fait ici plusieurs termes
Cmic(2) = CB(Z) + CPP(Z) + CpDF(Z) + 0Cmic(2) = gqic(z) + 0Cmic(2) (6.25)

avec (P(2) la contribution binaire et (,,(z) la friction correspondant aux modes de densités
Ces deux contributions ont été définies au paragraphe précédent. On a rajouté ici (,pr(2)
qui représente la friction diélectrique [186, 187] due aux interactions associées a la polarisa-
tion du solvant autour de I’ion marqué. Ces trois contributions sont calculables, du moins
en principe, dans une théorie pleinement microscopique. Notre but est de garder ici une
image de la solution en solvant continu. Nous avons ainsi considéré qu’elles ne dépendaient
pas de la concentration et qu’elles correspondaient & une partie de la friction a dilution infi-
nie représentée par les DY, La dépendance en concentration est donc assurée par le dernier
terme, 0Cmic(2), représentant les interactions de 1'ion marqué avec son atmosphere ionique,
les configurations du solvant étant prises en compte par les termes indépendants de la
concentration. Le sens physique de d(yic(2) le rapproche clairement de 'effet de relaxation.

Le second terme de (6.24) représente le couplage entre les modes de courants trans-
verses des particules. Pour les solutions diluées, ce terme hydrodynamique correspond plus
précisément au flux du solvant. Dans le cas de la diffusion de particules neutres dans des mi-
lieux non polaires, la contribution de ce second terme est largement inférieure a la premiére
[181, 177]. Pour les électrolytes, on considérera qu’il est indépendant de la concentration.
En effet, la dépendance en concentration représente les courants transverses de charges.
Ceux-ci ne sont pas couplés avec la vitesse de la particule marquée mais seulement avec
[’ensemble des autres ions. La projection sur le mouvement de ’ion marqué donne donc
une contribution nulle. Dans le cas de la conductivité électrique [106], ce terme n’est pas
nul car il est couplé avec le courant de charges, ce qui donne I’effet électrophorétique qui
est bien négligeable pour 'autodiffusion, au moins aux faibles concentrations.

L’expression générale de ¢ se raméne donc simplement au calcul du terme de relaxation
(électrostatique) d(umic(2). Les autres termes qui ne dépendent pas de la concentration ne
seront pas calculés. Leur contribution a la valeur du coefficient d’autodiffusion D; donne
en effet DY qui est la valeur a dilution infinie.
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6.3.2 Calcul du terme de relaxation
Utilisation de la formule de Kirkwood

Le terme de friction microscopique peut étre obtenu en utilisant la formule de Kirkwood
[3] qui I'exprime comme une intégrale de la corrélation des forces sur les particules'! :

SCamic(t) = %ZT / dr(F(r,t).F(r,0)) (6.26)

avec V' le volume du systéme et F(r,¢) la force par unité de volume exercée sur la particule
en raison des interactions avec tous les autres ions de la solution.

Celle-ci peut étre obtenue par la théorie de la fonctionnelle de la densité (dépendant
du temps) [188, 189] :

F(r,t) = kgT'Cs(r, t)grad Z/csi(r, r')0C;(r, t) dr’ (6.27)

ou C représente les concentrations et ¢ la fonction de corrélation directe. L’indice s se
référe au traceur marqué et i (avec plus loin j) aux deux espéces ioniques. Une expression
équivalente a I'équilibre a déja été utilisée quand on a obtenu les équations de la diffusion
mutuelle a partir I’équation de Smoluchowski. Elle a permis de retrouver le terme en
grad p;.

En reportant cette expression dans (6.26) on obtient alors'?

kg T
8Cmie(t) = 3(;)3 X Z\/CZCJ- / ¢*csi(0)Gij(q,t)esi(q) Filg, t) dmgPdq (6.28)

avec (5(q, t) la fonction de van Hove définie par
Gilg.t) = (NiN;)~/*(Ci(a, 1)Cj(~q,0)) (6.29)

qui représente les corrélation de densité des particules. Dans ces expressions, les transfor-
mées de Fourier sont définies par la formule

Ci(q,t) = /C’i(r,t)eiq'r dr (6.30)

que l'on donne ici en exemple pour les concentrations (densités & un corps). Fy(q,t) est
le facteur de structure dynamique (ou fonction de diffusion intermédiaire) « self » qui est
défini comme G;;(q,t) mais en ne conservant que les corrélations de la méme particule. Il
va donc falloir maintenant calculer G;;(q,t) et Fs(q,t).

1Tl g’agit simplement de l’application du projecteur de Mori-Zwanzig sur la particule marquée. La
formule exacte donne en fait la corrélation des forces projetées sur l'espace orthogonal & la vitesse (voir
la formule (6.14)). On peut négliger la projection si la masse des particules est suffisamment importante.
Dans notre cas, les modes rapides étant pris en compte par les autres termes de (, on peut enlever la
projection pour le calcul de 6(pic(2).

1211 faut utiliser ici approximation dite gaussienne qui suppose que la moyenne du produit de deux
corrélations est le produit de la moyenne de ces corrélations.
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Calcul des facteurs de structure dynamiques

Nous devons donc donner une expression de G;;(g,t) et de Fy(q,t). Pour Fy(q,t), on
peut utiliser I’expression |3]

Fy(q,t) = e D7 (6.31)

avec D, le coefficient d’autodiffusion de la particule marquée, qui est d’ailleurs la grandeur
que l'on cherche a calculer. Cette expression est valable a la limite hydrodynamique pour
les temps longs. On peut 'utiliser parce que les phénomeénes aux temps courts ne sont pas
calculés par le terme de couplage de modes (ils sont dans le terme binaire).

Pour G;j(k,t), expression équivalente a la limite hydrodynamique serait beaucoup
trop compliquée. Elle dépendrait, de toute facon, d’autres coefficients de transport qu’il
faudrait alors calculer par une autre théorie. Le plus simple est d’utiliser la technique des
opérateurs de projection de Mori-Zwanzig. On cherche & calculer les corrélations totales
entre les particules i et 7. Il faut donc 'appliquer au flux total des espéces, défini au niveau

microscopique par
N;

Ji(q.t) =) uy,(t)e o) (6.32)

k;
avec ug, (t) la vitesse de la particule k; de type i en r;(¢) a ¢t. En utilisant I’expression (6.27)

de la force sur les particules on arrive a I’équation de type Langevin [190]

O 3 t) - kB?iqZ [Ci(a, 1)di; = Cici(a)Cj(a, 1)) — /Ot Mi(q,t —1')Ji(q,t')  (6.33)

ot m

ol I'on a enlevé le terme de force aléatoire car on veut calculer la fonction d’autocorrélation
associée qui de toute facon n’en dépend pas.

Le probléme vient du fait que la fonction mémoire M;(q,t) n’est pas connue. Nous
allons donc enlever la dépendance en q en écrivant que

Mi(q,t) = Gi(t) (6.34)

c’est-a-dire que 1’on suppose que la fonction mémoire du flux de particules est égale a celle
d’un seul traceur du méme type. En écrivant I’équation de conservation des particules de
type ¢ dans I'espace de Fourier

0 .
En utilisant la transformation de Laplace pour simplifier ’écriture du produit de convolu-
tion, on en déduit

Cylg 2) = —28 Dy - f Z‘l()’qu)q2 ; VCiCrein(q)Gii(g, 2) (6.36)

2+ D;(z)qg? z
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avec G;;(q, z) la transformée de Laplace de la fonction G,;(q,t) recherchée et D;(z) celle
de la fonction d’autocorrélation des vitesses

Di(z) = Zi(2) (6.37)

ol Z;(z) est donné par (6.19) en prenant pour ((z) la friction de l'espéce i. S;;(q) est le
facteur de structure partiel que ’on définit ici par

q) = 0ij + 1/ CiCihi;(q) (6.38)

avec h;;(q) la transformée de Fourier de la fonction de corrélation de paire totale h;;(r) =
9ij(r) — 1.

Nous nous sommes donc ramenés a un systéme d’équations linéaires que 1’on peut écrire
sous forme matricielle

G=C'5% (6.39)

02 e ) (040

G- ( o
5= ) on

o ( 2+ Di(2)¢*(1 = Cren(q))  —Di(2)¢*VCiCacra(q) ) , (6.42)

avec

—Dy(2)¢>V/C1Cacar(q) 2+ Da(2)g*(1 — Cacaa(q))

Dans le cas d’un électrolyte symétrique, on obtient la solution'?

1
sz VCiCiGij(q,2) = 707 (Z ; VCiC;Sii(q)
+Ds(2 \/61511 + \/52512 + D (2 \/62522 + \/61521 ) (6.45)

ou

Z(q,z) = 2 + 2A(q)[D1(2)q*S22(q) + D2(2)q*S11(q)] + D1(2)D2(2)q* A(q) (6.46)

et
A(q) = (S11(q)S2(q) — S12(9)*) " (6.47)
130n utilise pour la démontrer les relations d’Ornstein-Zernicke qui s’écrivent ici
1—Cie11(q) = A(g)Saz (6.43)
VCiCacrz(q) = A(g)S12(q) (6.44)

avec les relations équivalentes pour co2(q) et co1(q).
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Le calcul effectif de G;;(k, ) est ainsi obtenu en appliquant la transformation de Laplace
inverse. Afin de faciliter les calculs, nous avons considéré pour simplifier que D (z) = D;
et Do(z) = Dy. Cette approximation revient simplement & enlever les effets de mémoire
dans I'équation de Langevin de départ (6.33) en remplacant les M;(q,t) = (;(t) par des
distributions de Dirac. Ceci n’est rigoureusement valable que si la masse des particules est
trés supérieure a celle du solvant, ce qui revient a considérer les ions comme des particules
browniennes.

6.3.3 Mise en ceuvre

Pour calculer les coefficients d’autodiffusion des deux ions, nous avons simplement be-
soin de connaitre les h;;(¢). Nous avons utilisé pour cela la solution MSA du modéle pri-
mitif. La solution de Blum [47] qui utilise une factorisation de Baxter-Wertheim donne
analytiquement

+oo
Gij(s) = /0 rgi;i(r)e” " dr (6.48)

sous la forme de trois termes (coulombien, de sphéres dures et croisé¢). En analysant les
transformées de Fourier a trois dimensions et de Laplace, on peut alors montrer que les
h;j(q) recherchés s’obtiennent par la formule

hila) = —~23G (1) (6.49)
avec I2 = —1 et S la partie imaginaire. Cela revient a utiliser la méthode exposée pour les
sphéres dures en mélange dans [191] et corrigée dans [192].

L’expression analytique MSA est assez lourde & programmer. Il a donc fallu vérifier la
solution, d’autant plus que les formules proposées par Blum dans ses différentes publications
ne sont pas toujours les mémes. Nous avons donc testé notre expression en vérifiant que
I’on retrouvait bien la solution Percus-Yevick des sphéres dures en mélange. Nous avons
aussi comparé avec des solutions de MSA en rayon moyen, ainsi qu’avec d’autres obtenues
par résolution numérique. Enfin, le test le plus discriminant a été la vérification de la régle
de somme de Stillinger-Lovett [3] qui a montré que les formules données dans [45] étaient
partiellement erronées.

Le calcul effectif des coefficients d’autodiffusion est alors possible en utilisant les for-
mules précédentes. Il nécessite de faire une transformation de Laplace inverse numérique,
que nous avons effectuée en utilisant ’algorithme de Stefest, qui correspond grosso modo
a la méthode de Gauss pour le calcul des intégrales. De plus il y a une double intégrale en
q et en t qu’il faut discrétiser. La longueur et le temps de référence choisis ont ici été la
longueur et le temps de Debye.

On remarque, comme c’est souvent le cas dans les théories de couplage de modes, que
I’expression des coefficients d’autodiffusion est implicite. Il est donc nécessaire de faire une
boucle de réinjection pour garantir I’autocohérence. Pour les solutions infiniment diluées,
cette derniére est toujours vérifiee. A titre de comparaison, nous avons aussi réalisé des
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calculs non autocohérents & partir des valeurs a dilution infinie D?. On s’est apercu que,
compte tenu de la gamme de concentrations calculée, les résultats étaient quasiment les
mémes, la différence étant de 'ordre du milliéme.

6.4 Reésultats et Discussion

6.4.1 Coeflicients d’autodiffusion

Nous avons appliqué notre théorie aux électrolytes KCI, LiCl et NaCl en solution
aqueuse jusqu’a 1 mol L1, Les seuls paramétres nécessaires a notre modéle sont les dia-
métres des ions o; utilisés dans le calcul des expressions MSA. Nous avons repris ceux de
nos théories au niveau Smoluchowski : o+ = 2,95 A, o+ = 4,35 A, ONat = 3,00 A et
0Cl = OPauling = 9,62 A. Compte tenu du fait que 'on a montré que ces tailles ioniques
étaient capables de reproduire différentes propriétés d’équilibre et de transport, il était in-
téressant de les appliquer aussi pour la description de I"autodiffusion, qui est une grandeur
dynamique individuelle. Notre théorie de couplage de modes n’utilise donc aucun para-
meétre ajustable. Les valeurs expérimentales utilisées ont été extraites de l'analyse critique
de Lobo [172].

Na"

1.4e-09 |- :

1.2e-09

-1

2.0e-09

D, / m’s

1.8e-09

1.6e-09 : : :
0 0.5 1

1/2 1/2, -1/2

¢/ mol

FIG. 6.2 — Coefficient d’autodiffusion de Na* et de Cl~ dans des solutions aqueuses de
NaCl a 25 °C. Comparaison entre la théorie de couplage de modes (trait continu) et les
expériences (Q).
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Dans le cas des solutions de NaCl (figure 6.2), on retrouve bien les points expérimentaux
dans le domaine de concentrations étudié. Lors de notre calcul, nous avons utilisé la formule

D; = D) (1 _ D §(z = 0)) (6.50)
[ i kBT - y .

ce qui revient & considérer que le terme dépendant de la concentration §((z = 0) est
petit devant le terme & dilution infinie, ce qui est le cas. Cela suppose aussi que le terme
correspondant aux modes hydrodynamiques est négligeable. Pour les fluides non chargés,
il ne contribue en effet que pour quelques % a la valeur finale de D; [177]. En outre, nous
ne tenons pas compte des éventuelles interactions hydrodynamiques. Notons que pour des
solutions trés diluées, on peut utiliser les fonctions de corrélation de la théorie de Debye-
Hiickel dans notre théorie de couplage de modes, ce qui redonne la loi limite d’Onsager
(6.1).

Nous avons voulu aussi comparer avec des simulations. En raison des longues queues
caractéristiques du mode de relaxation de Debye, les simulations de dynamique moléculaire
classique en solvant continu ne permettent pas de calculer le coefficient d’autodiffusion
proprement. Nous avons donc repris nos simulations de dynamique brownienne du chapitre
précédent, sans interactions hydrodynamiques. Elles permettent en effet d’atteindre des
temps suffisamment longs.

Dans le cas de la LiCl (figure 6.3), on remarque que la théorie de couplage de modes est
a nouveau en accord avec les valeurs expérimentales. Elle retrouve en outre trés bien les
simulations. Il serait en revanche assez critiquable de 'utiliser pour de plus fortes concen-
trations. En effet, dans ce cas il a été montré, en particulier par dynamique brownienne
[39], que les interactions hydrodynamiques ne sont plus négligeables. Elles diminuent en
effet la relaxation, ce qui augmente la valeur du coefficient d’autodiffusion.

6.4.2 Dépendance temporelle : fonction d’autocorrélation des vi-
tesses et coefficient de diffusion dépendant du temps

La transformée de Laplace de la fonction d’autocorrélation des vitesses s’écrit au pre-
mier ordre en §((z)

BT K
=) = m;z + CI(I]liC(Z) (1 m;z + CI(I]liC(Z)) ' (6:51)

En coordonnées temporelles, on obtient ainsi

Z(t) = Z°(t) + Zo(t) (6.52)
ot le premier terme Z°(¢), indépendant de la concentration, est la fonction d’autocorréla-
tion des vitesses a dilution infinie. Sa transformée de Laplace est

kgT

2z = miz + (ie(2)

(6.53)
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F1G. 6.3 — Coefficient d’autodiffusion de Li*™ et de C1~ dans des solutions aqueuses de LiCl
a 25 °C. Comparaison entre la théorie de couplage de modes (trait continu), les simulations
de dynamique brownienne (pointillés) et les expériences (¢).

Dic(2) est constant (ce qui revient a enlever les
termes de mémoire dans I’équation de Langevin), il s’écrit

Z(t) = ke T exp <—Mt> : (6.54)

m; m;

Dans l'espace réel, en considérant que ¢°

Bien évidemment, ce terme, qui peut étre calculé par dynamique moléculaire, n’est pas
réellement exponentiel et son expression exacte doit prendre en compte explicitement le
solvant. Nous ne le préciserons pas. On peut en revanche comprendre grace a I’expression
précédente que sa relaxation se fait sur des échelles de temps de l'ordre de 7, = m;/¢%,.. Tl
s’agit en effet du temps 7y, défini dans I'introduction. Il représente le temps de la relaxation
des vitesses due aux « frottements » avec les molécules de solvant. Pour les petits ions que
nous décrivons, il est typiquement de 'ordre de 0,1 ps. Son intégrale donne le coefficient
d’autodiffusion a dilution infinie.
Le second terme, Z(t), dépend de la concentration :
1 kgT

Zo(t) L (et ngic(z))25<(Z) (6.55)
avec L1 la transformation de Laplace inverse. Physiquement, le terme de relaxation §¢(z)
varie sur des échelles de temps de I’ordre du temps de Debye 7151 = % (D1 Z3Cy+ Dy Z3CY),
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ce qui peut se retrouver a partir de ’expression (dans 'espace de Laplace) que nous avons
proposée. Tp tend vers I'infini si la concentration est petite et il est de 'ordre de 1 ns vers
1 mol L' 1l reste donc toujours bien supérieur a 7. Les deux modes, Z°(t) et Zo(t),
sont donc largement découplés. On peut donc considérer que lorsque 6¢(z) varie, (2. .(2)
reste constamment & la valeur ¢%;.(z = 0). Nous obtenons ainsi

mic

kT _
Zo(t) = — ;2“6—4&4%0”/%55@ — ) du. (6.56)
0 )

Le terme de relaxation 6¢(t —u) est quasiment constant quand ﬁg—ge_g&c(z:o)“/ ™ n’est pas

nul, puisqu’il varie sur des échelles de temps beaucoup plus longués. On peut donc le sortir
de l'intégrale :

T
Zolt) = — | —2yreSme=0mime qy g (1)
o My
kT 0.(z=0)t _ Ruele=
= 7 ] (i g m; 0C(1). :
gm(z:ov[ ( m e @ (657)

0 (z=0)t
Comme e ™ est nul pour ¢t > 1, Z¢(t) s’écrit finalement

Zet) = —%

mic

5C(2). (6.58)

La séparation des échelles de temps précédente permet donc d’obtenir une expression trés
simple. En outre, elle ne modifie pas la valeur calculée de DY puisque l'intégrale de (6.58)
redonne bien (6.50).

Cette analyse permet ainsi de séparer Z(t) en deux termes distincts. Le premier, Z°(t),
relaxe sur des échelles de temps de I'ordre de la picoseconde. Il représente la fonction d’au-
tocorrélation des vitesses a dilution infinie. Le second, Z¢(t), dépend de la concentration
et représente l'effet de relaxation. Il est négatif et ne s’amortit sur des temps beaucoup
plus longs. A la limite C' — 0 la relaxation est méme infiniment lente puisque le temps
de Debye diverge. En augmentant la concentration C' de I’électrolyte, elle est plus rapide,
mais elle est plus importante puisque U'intégrale de Z¢(t) augmente (en valeur absolue).

L’expression (6.58) fait aussi le lien avec les descriptions en solvant continu. En ef-
fet, en utilisant la formule de Kirkwood (6.26) on retrouve la formule (5.6) du coefficient
d’autodiffusion, c’est a dire

o 1 [® DO\
D} =D;— — dt K F;(0)-F;(1)), 6.59
=0t [T () R0 F) (6.59)
qui est obtenue par la théorie de la réponse linéaire basée sur I’équation de Smoluchowski.
Cela justifie donc a posteriori que l'on ait comparé avec les valeurs obtenues par dyna-
mique brownienne. L’expression (5.6) ne pouvait pas s’interpréter simplement en termes
d’autocorrélation des vitesses puisque celles-ci n’apparaissent pas dans une description au
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niveau Smoluchowski. Notre analyse en couplage de modes indique qu’en fait cette théorie
en solvant continu permet le calcul du terme en Zo(t), tout en n’explicitant pas Z°(t).
Ici nous avons explicitement calculé la fonction de corrélation de (5.6), ce qui permet la
comparaison.

-2

Z(t) = <v(t).v(0)> / m’s

5e-11 le-10
t/s

F1G. 6.4 — Fonction d’autocorrélation des vitesse Zo(t) de Cl~ pour des solutions de KCl
de concentrations C' = 0,5 M et C' = 1 M. Comparaison entre la théorie de couplage de
modes (trait continu) et les simulations de dynamique brownienne (pointillés).

Deux exemples de fonctions d’autocorrélation des vitesses Z¢(t) (terme de relaxation
seulement) sont représentés sur la figure 6.4. On retrouve le fait que la relaxation est
d’autant plus rapide que la concentration est importante. L’accord avec les simulations de
dynamique brownienne est excellent.

6.4.3 Coefficient d’autodiffusion aux temps courts

La théorie de couplage de mode proposée permet donc de calculer précisément la réponse
temporelle lors de I'autodiffusion. Une grandeur intéressante pour caractériser ce processus
de transport est le coefficient d’autodiffusion dépendant du temps défini par

Di(0) = 5 5x() ~xO)) = [ 2(s)as (6.60)

avec r(t) la position d’un ion ¢ au temps ¢. D;(t) représente ainsi la diffusion du traceur en
fonction du temps.
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F1G. 6.5 — Coefficient d’autodiffusion de Cl~ dans des solutions de KCI de concentrations
C =0,5Met C =1M. Comparaison entre la théorie de couplage de modes (trait continu)
et les simulations de dynamique brownienne (pointillés).

Les courbes obtenues (figure 6.5) présentent des allures trés intéressantes. Pour des
temps petits (plus grands que 7y, mais plus petits que 7p), la valeur du coefficient d’au-
todiffusion est proche de celle a dilution infinie. L’effet de relaxation n’apparait que pour
des temps supérieurs a 1, ce qui fait diminuer D;(t) jusqu’a sa valeur limite D;. Cet effet
peut expliquer le fait que les coefficients d’autodiffusion des ions mesurés par diffusion de
neutrons (par temps de vol) sont supérieurs a ceux obtenus par diffusion de traceurs ou par
RMN [178]. En effet, le temps caractéristique des expériences de neutrons est de 'ordre
de quelques dizaines de picosecondes. On est dans ce cas bien en deca du temps de Debye
et la relaxation de "atmosphére ionique n’a pas le temps de s’établir. Les valeurs que ’on
obtient ne prennent donc pas entiérement en compte l'effet de relaxation. Cela explique
pourquoi elles sont supérieures a celles mesurées par les autres techniques qui observent le
processus sur des temps plus longs.

6.5 Conclusion

La théorie de l'autodiffusion que nous avons proposée présente plusieurs caractéris-
tiques intéressantes. Tout d’abord elle est en accord avec les expériences et les simulations
jusqu’a des concentrations importantes, de 'ordre de 1 mol L=!. En outre, comme nous
avons utilisé les mémes diamétres que précédemment, cela justifie & nouveau l’utilisation
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du modéle primitif qui est capable de décrire 'autodiffusion en restant cohérent avec les
autres coefficients de transport (et d’équilibre). Enfin, comme la relaxation de I’atmosphére
ionique a lieu sur des échelles de temps importantes, on comprend pourquoi les différentes
méthodes expérimentales mesurent des valeurs différentes. En particulier, la diffusion de
neutron observe le systéme sur des temps trop courts et le coefficient de diffusion obtenu
est plus élevé que sa valeur mesurée sur des temps plus importants.

La limitation principale de la théorie de couplage de modes que nous avons proposée
vient du fait qu’elle ne prend pas en compte les interactions hydrodynamiques qui sont
importantes aux hautes concentrations. Pour ’autodiffusion, cela pourrait se faire assez
directement : il suffirait par exemple d’ajouter dans la fonction mémoire M;(q,t) de 1'ex-
pression (6.33) des termes de tenseurs hydrodynamiques. En revanche, pour les autres
coefficients de transport, la tache parait plus ardue, puisqu’il faut alors réécrire explici-
tement le formalisme tensoriel utilisé dans les modélisations en solvant continu en termes
de fonctions d’autocorrélation. Cela nécessite d’utiliser une théorie de couplage de mode
différente, capable de décrire les ij, tout en prenant en compte la notion de référentiel.

Notre théorie permet de comprendre qualitativement pourquoi les interactions hydrody-
namiques, négligeables pour les faibles concentrations, ont tendance a légérement augmen-
ter la valeur de D;. En effet, elles diminuent le temps de Debye (voir par exemple ’équation
(3.65)), ce qui limite la durée de la relaxation de ’atmosphére ionique et augmente la valeur
effective du coefficient d’autodiffusion.
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Chapitre 7

Dynamique des ions en milieu confiné :
exemple de Pargile
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Jusqu’a présent, nous nous étions intéressés a la dynamique des ions en solutions libres.
On ne saurait pourtant se contenter de telles théories pour tous les milieux. En effet, dans de
nombreux cas, la structure microscopique particuliére rend nécessaire de prendre en compte
les conditions aux limites explicitement. Pour ces systémes, les descriptions précédentes ne
suffisent plus. Il faut les modifier en ajoutant dans le modéle le détail microscopique du
milieu qui influence le transport des ions.

Nous proposons dans ce chapitre un premier exemple d’application de nos méthodes en
milieu confiné. Nous nous intéresserons ici au cas de 1’argile montmorillonite hydratée qui
constitue un bon modéle de référence pour de tels systémes.

7.1 Introduction

7.1.1 Géométrie du systéme

Les minéraux argileux, qui sont des constituants majeurs des sols, peuvent retenir ’eau
par capillarité ou par gonflement. Ils existent ainsi dans des états trés différents, de 1’état
colloidal trés dilué jusqu’aux matériaux nanoporeux, en fonction de la teneur en eau. Nous
nous focaliserons ici au cas des systémes assez compacts, ot le rapport Ve,,/Vies n'est
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pas trop important. Dans ce cas, ’argile conserve sur de larges distances sa structure
microscopique en feuillets.

Leur étude s’impose parce qu’ils sont impliqués dans de nombreux procédés industriels :
dans le génie civil, bien sir, qui doit étre capable de connaitre le mieux possible 1’état des
sols, mais aussi dans plusieurs applications technologiques. Leurs propriétés acides et leur
grande surface spécifique en font d’excellents catalyseurs hétérogénes dans différentes réac-
tions organiques. Leur propriétés de rétention vis-a-vis des ions et des molécules organiques
permet aussi d’envisager leur utilisation pour résoudre le probléme du stockage des déchets
chimiques ou radioactifs.

FiGg. 7.1 — Géométrie d'une argile montmorillonite hydratée. Les feuillets sont séparés par
une solution aqueuse. Ils sont négativement chargés en surface. Cette charge est compensée
par les contre-ions positifs de la solution.

La structure de ’argile montmorillonite a I’échelle microscopique, qui consiste en un em-
pilement de feuillets séparés par une solution aqueuse, est représentée sur la figure 7.1. Pour
une montmorillonite idéale, les feuillets de formule (Siz 75Alg 25) (Al sMgg 5)Nag 75020(OH)y,
sont composés d'une couche d’aluminium hexacoordonnée avec ’oxygéne, incluse entre
deux couches de silicium tétracoordonnée avec I'oxygéne. La substitution de 0,25 Si** et
de 0,5 AI*T par respectivement 0,25 AI3T et 0,5 Mg?* leur confére globalement une charge
négative compensée par le contre-ion Na®™ (ou Ca** dans les sols).

Entre les feuillets se situe la solution aqueuse plus ou moins importante suivant la
proportion d’eau ajoutée. Pour une argile faiblement hydratée, elle se structure en mono-
couche ou en bicouche de solvant, le gonflement se faisant par paliers (gonflement cristal-
lin). Ensuite, la séparation entre les feuillets L devient suffisamment importante et justifie
un traitement de la solution par un modéle continu (gonflement osmotique). Si 'argile est
beaucoup plus gonflée, le parallélisme des feuillets peut étre perdu ; cela arrive typiquement
pour des distances interfoliaires L de ’ordre d’une centaine d’angstroms.

Sur des échelles plus importantes, les feuillets se regroupent dans des disques plats dont
la structure n’est plus réguliére et nécessite un traitement spécifique [193, 194].

Plusieurs facteurs comme la structure microscopique de ’argile et son taux d’hydra-
tation sont impliqués dans le stockage des éléments dans l'argile. Quand ils ne sont pas



7.1. INTRODUCTION 159

adsorbés a la surface de la particule d’argile, les ions peuvent bouger entre les disques
(en restant souvent a leur surface), ou a l'intérieur, entre les feuillets. Nous chercherons a
décrire ici le transport des ions entre deux feuillets d’argiles, séparés par une distance L suf-
fisamment grande pour autoriser un traitement en solvant continu. Notre étude constitue
donc une étape dans la description compléte des argiles hydratées qui doit aussi prendre
en compte la dynamique des ions qui ne sont pas dans les espaces interfoliaires.

Cadre de notre étude

La structure et le transport de la solution interfoliaire ont déja été décrits par des
simulations de type Monte-Carlo ou de dynamique moléculaire pour différents contre-ions.
Les ions Lit [195, 196, Na™ [195, 197, 198, 199, 200], K* [195, 201, 202] et Cs™ [203, 204]
ont ainsi été étudiés. Ces simulations microscopiques décrivaient I'eau et les feuillets au
niveau atomique. Malheureusement, ces méthodes sont trés cotiteuses en temps de calcul
et ne peuvent donner les grandeurs de transport que sur des échelles de temps trés courtes
(de l'ordre de la nanoseconde tout au plus).

Nous avons donc développé un modéle mésoscopique plus simple pour décrire le mou-
vement des ions dans ’eau confinée. Les feuillets d’argile sont ainsi modélisés par des plans
infinis uniformément chargés et l’eau est décrite comme un solvant continu. Un tel modéle
qui utilise I’équation de Poisson-Boltzmann a déja été utilisé pour calculer les grandeurs
d’équilibre [205]. Les distributions ioniques entre les feuillets ont été comparées avec des
simulations de Monte-Carlo en solvant continu [206]. On a pu ainsi montrer que ce type
de traitement était satisfaisant pour des distances interfoliaires moyennes ou larges. Un
modéle similaire de solution d’électrolyte confinée entre deux plans chargés a été utilisé
pour étudier les phases lamellaires de bromure de didodecyldimethylammonium, et s’est
révélé étre en bon accord avec des expériences d’adsorption atomique [207].

Nous proposons ici de généraliser ce type de traitement pour I’étude de la dynamique.
Nous justifierons tout d’abord notre modéle en comparant les distributions ioniques calcu-
lées par I’équation de Poisson-Boltzmann a celles obtenues par des simulations en solvant
discret de type Monte-Carlo. Ceci nous permettra ensuite de déterminer plusieurs proprié-
tés de transport (I’électroosmose et la conductivité) en fonction de la concentration du sel
ajouté et de la distance entre les feuillets L. Nos calculs en solvant continu, forcément basés
sur des approximations, ne pourront pas décrire une argile trop ou trop peu hydratée. Mais
elle permet de donner le comportement du systéme quand les feuillets sont suffisamment
éloignés et quand ils restent bien paralléles, tout en pouvant s’appliquer a d’autre milieux
confinés qui ont la méme symétrie que l'argile. Notre modéle propose ainsi d’appliquer les
théories MSA du transport a des systémes plus complexes que précédemment. Une étude
théorique assez proche avait été proposée dans le cas des membranes Nafion et avait réussi
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a reproduire la conductivité expérimentale de facon satisfaisante [208|.

7.2 Propriétés d’équilibre : approches mésoscopique et
microscopique

7.2.1 Distributions ioniques

Dans notre modéle, les feuillets seront modélisés par des plans infinis uniformément
chargés séparés par L et dont la charge de surface est 0 = 0,0161/2¢ A2 L’eau dans
I’espace interfoliaire de longueur L sera traitée comme un continuum de viscosité n =
0,891072 Pas et de constante diélectrique €, = 78,3 & 298,15 K. Le contre-ion sera Na* et
le sel ajouté NaCl. L’électrolyte sera modélisé avec un rayon moyen pour ses deux ions. Le
centre du repére sera placé au milieu des deux feuillets.

Modéle mésoscopique

Si on note Cj(z) la concentration de l'ion ¢ avec Oz la direction perpendiculaire au
feuillet, la distribution des ions peut étre obtenue par une loi de Boltzmann

1) - s (1) o

avec V;(z) 'énergie électrostatique V;(z) = e;ib(2). e; = Z;e est la charge de i et 1(z) est
le potentiel électrostatique. La symétrie du systéeme impose que C; ne dépende que de z.
La valeur de M; est obtenue en intégrant C;(2) :

+L/2 +L/2 4
/ Ci(z)dz = M; exp (_6@(2)) dz = LCY (7.2)
—L/2 —L/2 kBT
ot C? est la concentration moyenne de i. En remplacant cette expression de C; dans
I’équation de Poisson Ay = — 3" e;C;(r)/€pe,, on arrive a I’équation de Poisson-Boltzmann
e; M; e
A = — — : 7.3
v ; €0€r exp< kBT) (7:3)

Il est intéressant de noter que I’équation de Poisson-Boltzmann peut étre obtenue en
minimisant la fonctionnelle de la densité [69]

+L)2 L/2
FlCy] :Z / s ksTCy(2)[In(A>Cy(2)) — 1] dz+% /L , > ZieCi(2)w(z)dz - (7.4)

7 7

ol \; est la longueur d’onde de de Broglie de I'espéce i. L’équation de Poisson-Boltzmann
est ainsi la théorie la plus simple des milieux inhomogénes chargés, puisque les coefficients
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d’activité des différents constituants sont tous pris égaux a 1. On peut aussi retrouver
cette expression en écrivant que les forces thermodynamiques sur les particules sont nulles
a l'équilibre.

En posant ¢ = e1p/kgT, on obtient :

Ao =—4ArLp Y  ZiMe 7? (7.5)

avec Ly = e*/4mege, kT lalongueur de Bjerrum. La symétrie du systéme implique d¢/dz(z =
0) = 0 qui est 'une des conditions aux limites. L’autre est reliée aux charges de surface,
par le théoréme de Gauss ou par la conservation du nombre de contre-ions. ¢ est défini
a une constante additive prés. M; dépend du choix de cette constante. En effet, si ¢ est
changé en ¢’ avec ¢ = ¢' + ¢q les concentrations deviennent

C; = Mye=%i9 = Me=%i90e=%9" = Nfle=%:¢' (7.6)

Il est donc possible de choisir soit la constante, soit I’'un des deux M;.
Quand il n’y a pas de sel ajouté, Péquation (7.5) peut étre résolue analytiquement'. La
concentration des contre-ions est donnée par

1 o?

~ 2772Lg cos? (az)

Ci(z) = C(2) (7.7)

avec atan(al/2) = 2rZLgo/e. En présence de sel ajouté, ¥(z) et C;(z) ne peuvent étre
déterminés que numeériquement.

Les distributions des ions calculées par cette équation de Poisson-Boltzmann ont déja
été validées en comparant avec des simulations de Monte-Carlo en solvant continu (modéle
primitif) [206]. La seule différence est due a de petites oscillations qui viennent s’ajouter a
la solution et qui dépendent de la taille des ions.

Pour des distances interfoliaires L faibles (< 10 A), les simulations en solvant discret
montrent que les distributions ioniques présentent de telles oscillations, qui sont en fait
presque des pics. Elles sont dues a la nature moléculaire des ions et du solvant. Si I'argile
est trés peu hydratée, la structure de I’eau en mono- ou bicouche, particuliérement stables,
empéche toute modélisation raisonnable en solvant continu. Si ’espace interfoliaire est
suffisamment grand, on peut s’attendre a ce que ces caractéristiques s’atténuent.

Pour préciser cette idée et valider notre approche en solvant continu, nous avons com-
paré les distributions calculées par I’équation de Poisson-Boltzmann avec celles obtenues
par des simulations de Monte-Carlo en solvant discret pour des valeurs de distances inter-
foliaires plus grandes (> 20 A) Le modeéle utilisé pour ces simulations prend en compte
la structure moléculaire de la montmorillonite et du solvant. Il permet ainsi de tester la
précision de notre modéle mésoscopique simple basé sur I’équation de Poisson-Boltzmann.

1 suffit de multiplier par la dérivée de ¢ et d’intégrer (méthode de Newton).
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Simulations en solvant discret

La structure de la montmorillonite utilisée dans nos simulations était la structure idéale
Nag 75[Si7 75 Al 25] (Als s Mg 5)O20(OH),4 déduite des études de diffraction par rayons X [209,
210]. La boite de simulation était formée de deux demi-feuillets contenant chacun huit
unités élémentaires de ’argile. Les charges des atomes sur les feuillets étaient celles de
Skipper [211]. Les interactions de Van der Waals étaient prises en compte par des potentiels
de Lennard-Jones dont les paramétres ont été donnés par Smith [204].

L’eau était décrite par le modéle SPC/E [212]. Le choix de ce modéle était dicté par le
fait qu’il est capable de bien décrire la structure des ions en solution, mais surtout parce
qu’il donne une constante diélectrique efpc/ P — 8145 tres proche de la valeur expérimentale
(€, = 78,3) [213]. Dans le modéle mésoscopique basé sur 1’équation de Poisson-Boltzmann,
le solvant n’est décrit que par cette grandeur d’équilibre, si bien que sa valeur est fonda-
mentale pour établir la comparaison.

Le calcul Monte-Carlo a été équilibré dans l'ensemble (N, P, T) pour obtenir une dis-
tance interfoliaire qui corresponde a une pression de 1 bar. Le systéme comportait 300
molécules d’eau. Aprés cet équilibrage, la valeur de la distance entre les feuillets était de
35,5 A. En enlevant I'épaisseur entre les feuillets, on obtient la distance L entre les deux
plans. Nous avons enlevé une distance de 2,1 A & L pour calculer les distributions par
I’équation de Poisson-Boltzmann. Cela correspond a la taille de I'ion Na™ qui ’empéche de
s’approcher de la surface. Pour vérifier que nous n’avions pas simulé un état métastable,
nous avons calculé ensuite la distribution par dynamique moléculaire (avec les mémes po-
tentiels), ce qui a donné un résultat identique.

Comparaison des distributions des ions

Les distributions des ions et leur intégrale, déterminées par les deux techniques (Poisson-
Boltzmann et Monte-Carlo), sont données sur les figures 7.2 et 7.3.

On remarque la présence d’oscillations dans les simulations & solvant discret. Les deux
pics marqués sur les cotés prés des plans représentent les ions qui sont trés fortement liés
a la surface. Leur mobilité est trés faible. L’équation de Poisson-Boltzmann sous-estime
leur intensité. Les simulations en solvant discret oscillent autour de la courbe Poisson-
Boltzmann. Cette structure moléculaire ne vient pas de la taille des ions. Les simulations
de Monte-Carlo en solvant continu [206] produisent en effet des oscillations beaucoup plus
faibles. Le petit nombre de contre-ions (6) dans la boite de simulation ne permettrait
d’ailleurs pas d’en avoir autant. Elles sont dues a la structure moléculaire du solvant. La
période des oscillations est proche de la distance moyenne entre deux atomes d’oxygéne
dans l'eau libre (2,7 A) En quelque sorte, malgré la taille assez importante de l’espace
interfoliaire, I’eau conserve encore partiellement sa structure en couches. Le traitement
par Poisson-Boltzmann en solvant continu moyenne ces oscillations ; les deux modéles sont
ainsi en trés bon accord, surtout au milieu.

On peut s’affranchir de ces oscillations en s’intéressant a I'intégrale de ces distributions
représentée sur la figure 7.3. Cette derniére grandeur est peut étre plus importante encore
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FiG. 7.2 — Distributions des contre-ions obtenues par les simulations de Monte-Carlo en
solvant discret et par le modéle de Poisson-Boltzmann en solvant continu. Les distributions
sont symétriques entre 0 et 12,3 A. Cela correspond a la moitié de la boite moins la taille
des feuillets (6,45 A /2) et le rayon de Na*t (2,1 A).

que les distributions en elles-mémes. En effet, les propriétés de transport sont généralement
reliées a l'intégrale de la concentration (voir par exemple 1’équation (7.30)). L’accord entre
les deux modéles est ainsi excellent. Cela justifie une description du transport dans la
montmorillonite en solvant continu. Le modéle mésoscopique est d’autant plus acceptable
que l’espace interfoliaire est grand. On peut considérer qu’il est applicable si L > 20 A,
méme si nous avons calculé dans notre étude les propriétés jusqu'a L = 10 A a titre de
comparaison.

On pourrait croire que la différence de structure entre les deux modéles puisse expli-
quer ces différences entre les distributions ioniques obtenues. En effet, dans les simulations
microscopiques, les feuillets ont une épaisseur et sont périodiquement reproduits par la
sommation d’Ewald dans toutes les directions, alors que dans le modéle mésoscopique il
n’y a, a priori, que deux feuillets sans épaisseur. En fait, cette différence entre les conditions
aux limites n’en est pas une. A cause du théoréme de Gauss, le champ créé par les autres
feuillets s’annule. De méme I’épaisseur de ceux-ci n’influence pas le champ électrique. La
solution de I’équation de Poisson-Boltzmann est donc aussi valable pour un ensemble fini
ou infini de feuillets de n’importe quelle taille.

En conclusion, méme si le modéle mésoscopique est d’autant plus précis que la distance

interfoliaire est importante et n’est donc pas trés justifiable pour une argile trop compacte,
I’accord entre les deux distributions pour des séparations de feuillets intermédiaires est trés
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Fi1G. 7.3 — Intégrale des distributions ioniques pour nos deux modéles.

bon. Cela permet d’appliquer ’équation de Poisson-Boltzmann pour les argiles hydratées.
Il avait déja été remarqué que, pour 'argile, celle-ci était en accord avec les simulations de
Monte-Carlo en solvant continu [202]. Elle est aussi en bon accord avec les simulations a
solvant discret, du moins si aucun sel n’est ajouté.

7.2.2 Effet Donnan

Quand un sel, par exemple NaCl est ajouté dans I’eau en contact avec I'argile il pénétre
entre les feuillets. A ’équilibre, les concentrations extérieures C,,; et intérieures C;,,; ne sont
pas égales : Cjy # Cepy. Cest effet Donnan. Entre les feuillets, la concentration moyenne
du cation (le contre-ion) CY et la concentration moyenne de ’anion C9 sont données par

20
0 P — .
Oy =7+ Cint (7.8)

CY = Ci (7.9)

Pour comparer avec les expériences, il est nécessaire d’évaluer 1'effet Donnan parce que la
concentration interne C},; est souvent inconnue. La relation entre C;,; et Ceyy se détermine
en égalisant les deux potentiels chimiques, externe et interne du sel : pl, = 1.

L’expression du potentiel chimique de Iion ¢ dans ’espace interfoliaire qui est compa-
tible avec "approximation de Poisson-Boltzmann est

pi = 1l + kgTIn Ci(2) + Zse(z). (7.10)
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En utilisant (7.1) et Z; = —Z, = Z, on obtient alors le potentiel chimique du sel dans
Iargile
s, = u + p + kgT In My M. (7.11)

Dans la solution externe, le potentiel chimique du sel étant
pe = u 4 py + 2kpT In Coyy. (7.12)

I’équilibre de Donnan s’écrit
M, My = C2,,. (7.13)

Comme ¢ est défini & une constante additive prés, nous pouvons choisir [207] M; = Ceyy .
On a alors My = C,yy.
Ce choix permet de simplifier ’équation de Poisson-Boltzmann

2¢ K2,
ET : .
~ = sinh(Z¢) (7.14)

Ol Kegt = \V/8TLZ?Clyy est la longueur d’écran de Debye externe. En résolvant I’équation
de Poisson-Boltzmann, nous sommes alors capables de calculer C;,,; en fonction de C, ;. Le
rapport Cipy/Ceyy en fonction de Ce,y est donné sur la figure 7.4 pour différentes distances
interfoliaires L.

1.0

cint / Cext

0.0 n 1 n 1 n 1

0 1 2 3 4
c.. / mol.dm®

ext

Fi1G. 7.4 — Rapport entre les concentrations internes et externes en fonction de Cly;.

Pour L petit, Cj;/Ceyt reste & peu preés linéaire quand Ce,; tend vers 0, ce qui montre

une loi limite de la forme Cj,,; oc C2,,. Pour des distances interfoliaires plus larges, Ci,i/Clyt
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se rapproche d’une fonction en palier (fonction de Heaviside). Ces comportements peuvent
se retrouver analytiquement.

Si la concentration de sel ajouté est faible (keyL << 1), on peut considérer qu’au
premier ordre ¢ n’est pas modifié. Pour une argile fortement chargée F' = nZLLgo/e > 1,
un développement de la solution analytique de I’équation de Poisson-Boltzmann [207] donne
alors o 2 12

it _ Rearl” ) | 3 (7.15)
Cost 82 F
Pour la montmorillonite décrite dans la premiére section de ce chapitre, o /e ~ 0,008 A2
Si le sel ajouté est un électrolyte 1-1, comme Lg ~ 7 A pour les solutions aqueuses a 25 °C,
on a effectivement F > 1 si L est supérieur 2 5 A, ce qui est clairement le cas ici.

Dans le cas des concentrations en sel ajouté importantes, ou pour des distances inter-
foliaires élevées (ke L >> 1), les effets des deux plans peuvent étre découplés, si bien que
I’on peut utiliser une approximation de superposition :

¢(2) = do(z — L/2) + do(z + L/2) (7.16)

ou ¢g(z) est le potentiel calculé par I’équation de Poisson-Boltzmann avec une simple
surface chargée en 2z =0 :
Z¢O —Kext?

tanh — e

ou v est un facteur d’intégration donné pary = /1 + 1/ZE—1/ZF avec E = 27 Lo [ Kegte.
En supposant que C1(0) = C5(0) = Ceyr et ¢ = 0 en z = 0, c’est a dire en supposant que les
plans sont suffisamment éloignés I'un de 'autre pour que la concentration de 1’électrolyte
soit homogéne au milieu, nous obtenons :

(7.17)

1 L/2 C . L/2
Cint = — / Cy(z) dz = —= / e~ 293 4z (7.18)
L) 1 L) 1

ce qui donne, compte tenu de (7.16) et de (7.17) :

Cint —1_ Y 8
Oe;rt 1 + Y Ke:vtL

(7.19)

Dans toute la gamme de concentration, le rapport de U'effet Donnan Cj,,;/Cepy peut étre
alors obtenu par un développement de Padé :
Oint ~ A(ﬁe;BtL)Q
Cext N 1 + ABK'extL + A(K'extL)2

(7.20)

ot A = (1+3/F)/(87%) and B = 8y/(1 + 7). Cette approximation redonne les lois
correspondant aux deux cas limites. Dans le domaine des concentrations intermeédiaires,
cette formule analytique redonne la valeur numérique donnée par I'équation de Poisson-
Boltzmann avec une erreur de 5 — 10%. Notons qu’il a déja été vérifié que ’effet Donnan
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calculé par I'’équation de Poisson-Boltzmann est en accord quantitatif avec les simulations
de Monte-Carlo (en solvant continu) dans I’ensemble grand canonique et avec les données
expérimentales [207], dans un cas similaire.

En résumé, on peut calculer la concentration interne de sel a partir de la concentration
externe, ce qui permet ensuite de déterminer les distributions des ions. Il est alors possible
d’obtenir les propriétés de transport. Ajoutons que cette étude pourrait étre poursuivie par
le calcul de la distance interfoliaire d’équilibre en écrivant que la répulsion électrostatique
des feuillets, représentée par la pression osmotique, est équilibrée par la force d’attraction
de Van der Waals que ’on pourrait modéliser par une simple constante d’Hamaker [20)].

7.3 Transport des ions dans I’espace interfoliaire : élec-
troosmose et conductivité

7.3.1 Electroosmose

Dans ce paragraphe, nous proposons de calculer I’électroosmose dans I’argile, en adap-
tant la méthode de Smoluchowski [214| & notre milieu poreux. L’électroosmose est 'effet
électrocinétique correspondant au mouvement d’ensemble de la solution sous 'effet d’un
champ électrique extérieur. La vitesse hydrodynamique v, de la solution vérifie I’équation
de Stokes

nAvg + F, —grad P = 0. (7.21)

avec div v, = 0 si le fluide est incompressible. grad P est le gradient de pression et F, la
force extérieure par unité de volume. Si le champ électrique est dirigé suivant ’axe Oy, le
champ de vitesse électroosmotique induit vérifie vy = v,(2)e,, ot e, est le vecteur unitaire
de I'axe Oy.

La projection suivant ’axe y donne alors

nue(z) + paE = 0. (7.22)

La densité de charge électrique p.; peut étre obtenue par I’équation de Poisson ¢"(z) =
—LeL - Alinsi

€Q€Er

vl (z) — eoe, " (2)E = 0. (7.23)

En notant ¢ = ey/kgT, avec les conditions aux limites v4(z) = 0 pour z = £L/2, on

obtient en intégrant
e

B dmnlLy

vs(2)

[0(2) = &(L/2)] Ee,. (7.24)

S’il n’y a pas de sel ajouté, ¢(z) = %ln cos az, si bien que

e cos oz
= n
2mnZ Ly cosalL/2

vs(2) Ee,. (7.25)
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FiG. 7.5 — Profils de vitesse électroosmotique sans sel ajouté pour différentes distances
interfoliaires.

Les profils de vitesse électroosmotique sans sel ajouté sont représentés pour différentes
distances interfoliaires sur la figure 7.5. [’électroosmose est d’autant plus importante que
les plans sont éloignés.

Si 'on ajoute du sel, les vitesses électroosmotiques calculées a partir de I’équation de
Poisson-Boltzmann nécessitent une résolution numérique. La variation du profil de vitesse
électroosmotique est représentée sur la figure 7.6 pour une distance interfoliaire L = 40 A
et pour différentes concentrations. Si la teneur en sel est importante, le profil & peu preés
parabolique sans sel ajouté est remplacé par un plateau qui correspond a la décroissance
rapide du potentiel électrostatique dans la double couche. On augmente alors ’écrantage
électrostatique et 1’électroosmose est réduite.

7.3.2 Conductivité
Conductivité spécifique

La conductivité a plusieurs contributions dont ’ordre de grandeur varie avec la concen-
tration. Sans sel ajouté, elle est due a la conductivité intrinséeque du contre-ion et a 'effet
électroosmotique. Notons que la conductivité intrinséque du contre-ion n’est rien d’autre
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F1G. 7.6 — Profils de vitesse électroosmotique pour différentes concentrations de sel ajouté.
La distance interfoliaire considérée est de 40 A.

que sa conductivité dans le référentiel du solvant? :

X = Xint + Xe.o.- (726)

L’atmosphére ionique n’est pas perturbée par le mouvement possible des anions. Il n’y
a donc pas d’effet de relaxation. La mobilité intrinséque du contre-ion dépend fortement
du détail de la surface et elle est donc difficilement modélisable en solvant continu. Nous
supposerons donc qu’elle est constante pour chaque distance interfoliaire L et qu’elle suit
strictement la relation de Nernst-Einstein

D/u = kpT/Ze = RT/ZF (7.27)

avec D le coefficient de diffusion du contre-ion et u sa mobilité intrinséque de surface. On
pourrait I'obtenir expérimentalement. Cette conductivité intrinséque sera notre valeur de
référence par rapport a laquelle tous les autres effets seront évalués. Elle ne peut pas étre
correctement calculée, sauf par des simulations en solvant discret. Elle contient en effet la
conductivité de surface dans la double couche.

La conductivité électroosmotique admet différentes valeurs en fonction de la distance
interfoliaire. Si aucun sel n’est ajouté, elle peut étre directement évaluée en faisant la

21l s’agit en fait plutot du référentiel du centre de masse, mais les deux coincident si la solution est
suffisamment diluée.
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moyenne de la vitesse électroosmotique dans I'espace entre les feuillets :

e*a? tan (aL/2)
T 2722 — 1.
An? 72 LEn al/2

XG.O. (7.28)

Dans le cas ou l'on rajoute un électrolyte, une nouvelle contribution apparait. La
conductivité du sel doit en effet étre ajoutée aux deux conductivités, intrinséque et élec-
troosmotique. De plus, ces deux derniéres conductivités sont modifiées par la présence de
sel et doivent donc étre réévaluées. Nous négligerons ici les modifications de la conductivité
intrinséque, qui reste essentiellement un phénoméne de surface.

La contribution du sel peut étre obtenue en considérant qu’il s’agit de ’extension de
la mobilité intrinséque a 1’électrolyte ajouté. L’augmentation de la force ionique donne
des contributions non idéales similaires a celles des solutions libres, qui peuvent donc étre
obtenues de la méme facon en introduisant des facteurs de non idéalité qui peuvent étre
représentés par la théorie MSA [208]. Nous avons ainsi

X = Xint T Xsel T Xe.o.- (729)
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FiG. 7.7 — Conductivité électroosmotique spécifique en fonction de la concentration externe
pour différentes distances interfoliaires.

En présence d’électrolyte ajouté, la contribution électroosmotique est donnée par

L2
Xe.o. = %/_ (Z ZieCi(Z)) us(2) dz (7.30)

L)2
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avec us(z) = wvs(z)/E. Comme nous I'avons vu dans la section précédente, la variable
pertinente n’est pas la concentration interne de sel ajouté, mais la concentration externe.
Nous avons donc utilisé C,,; comme variable pour estimer la conductivité électroosmotique
spécifique pour différentes distances interfoliaires (figure 7.7). La conductivité spécifique
électroosmotique est plus importante pour les faibles L et elle décroit légérement avec la
concentration du sel.

La contribution de sel a été calculée par la théorie MSA transport utilisée dans les
solutions libres. Il s’agit 1a aussi de la conductivité du sel dans le référentiel du solvant, le
mouvement de celui-ci ayant été pris en compte dans le terme de conductivité électroos-
motique. Il faudrait pour étre plus précis tenir compte explicitement du confinement, mais
nous pensons que pour des distances interfoliaires suffisamment grandes, les deux effets
principaux (électrophorétique et de relaxation) ne sont pas trop modifiés. Nous avons cal-
culé cette contribution pour un modele de NaCl avec un diamétre moyen des deux ions de
3,3 A. Le résultat est représenté sur la figure 7.8.
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FiGc. 7.8 — Conductivité spécifique du sel en fonction de la concentration externe pour
différentes distances interfoliaires.

La conductivité spécifique MSA varie presque linéairement avec la concentration ex-
terne, sauf pour les petites distances interfoliaires ou les petites concentrations, en raison
de D'effet Donnan.

En additionnant les deux contributions, on obtient la concentration spécifique totale
(sans le terme de conductivité intrinséque du contre-ion). Les faibles distances interfoliaires
donnent une conductivité relativement importante en absence de sel ajouté, en raison de
I'importance du courant électroosmotique. Le résultat est représenté sur la figure 7.9. Il y
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FiG. 7.9 — Conductivité spécifique totale (sans la contribution intrinséque du contre-ion
qui n’est pas calculée) en fonction de la concentration externe pour différentes distances
interfoliaires.

a clairement deux domaines sur la courbe. Pour des faibles concentrations, 1’électroosmose
est ’effet prédominant. La conductivité est alors d’autant plus importante que la distance
interfoliaire est petite. A Popposé, pour des concentrations plus élevées, la conductivité du
sel dépasse la conductivité électroosmotique et la somme est alors plus importante pour les
larges distances L. Le point d’intersection entre ces deux comportements est obtenu pour
kewtL ™~ 1, ce qui donne, compte tenu des distances L considérées Clpy ~ 0,5 mol.L L.

Conductivité équivalente

La linéarité de la conductivité spécifique avec Co,; est simplement due au fait que le
nombre d’ions présents dans la solution interfoliaire est proportionnel & la concentration
extérieure (si celle-ci est suffisamment élevée). Comme dans la théorie des solutions libres,
la déviation par rapport a ce comportement idéal peut étre exprimée en termes de conduc-
tivités équivalentes

X
A= 31
ZCe;Bt (73 )

La théorie MSA du transport est ici particuliérement utile parce qu’elle est capable de
décrire la conductivité de I’électrolyte jusqu’a des concentrations molaires. La conductivité
équivalente du sel est représentée sur la figure 7.10.

Pour des concentrations petites, la conductivité équivalente du sel tend vers une valeur
nulle. Ce comportement est trés différent de celui des solutions libres. Le coion est en
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FiG. 7.10 — Conductivité équivalente du sel en fonction de la concentration externe pour
différentes distances interfoliaires.

effet repoussé par les sites chargés de la montmorillonite et le sel ne peut pas pénétrer.
Ensuite, la valeur atteint a peu prés un plateau. Mais celui-ci dépend de la distance entre
les feuillets et ne s’approche de celui de la solution libre que pour des distances interfoliaires
trés grandes et des concentrations élevées. Si la valeur de L est suffisamment importante,
il y a dans le domaine intermédiaire un maximum de la conductivité du sel.

En rajoutant la contribution électroosmotique, nous obtenons la figure 7.11. Dans tous
les cas, la conductivité équivalente décroit au début trés rapidement avec la concentration
externe pour se rapprocher ensuite de la concentration du sel. Elle diverge méme pour les
faibles concentrations externes. En fait, cette divergence ne signifie pas grand chose, elle
vient simplement de 1’électroosmose du contre-ion qui n’est pas nulle pour C,.,; = 0. En
pratique, cela signifie simplement que 1’on aura du mal a mettre en évidence le début de la
courbe 7.10 puisque la contribution du sel, infiniment petite, est noyée dans la contribution
électroosmotique infiniment grande.

Lois limites

Il est intéressant de remarquer que les lois limites d’Onsager en racine carrée de la
concentration ne sont pas valables pour les milieux confinés. En effet, ni A, ni Ay, ne
varient linéairement en fonction de la racine carrée de la concentrations externe C,; pour
des faibles quantités de sel ajouté, en raison de l’effet Donnan. La concentration interne
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F1G. 7.11 — Conductivité équivalente totale (sans la contribution intrinséque du contre-ion

qui n’est pas calculée) en fonction de la concentration externe pour différentes distances
interfoliaires.

est donnée par la formule (7.15) qui est équivalente &

L272 Ly 3
Cint = — (1 + A Chy = EC2,,. (7.32)
En utilisant la solution analytique de 1’équation de Poisson-Boltzmann sans sel ajouté,
nous obtenons la loi limite pour la conductivité électroosmotique

Xe.o. = X(e],o, - Gcht (733)

ot 7, est donné par (7.25) et G est une constante positive analytiquement connue. La
présence de sel ajouté fait donc décroitre la conductivité électroosmotique. Pour de faibles
Cest, la conductivité du sel peut étre obtenue a partir de la loi limite d’Onsager des solutions
libres

ngl = A— B\/Cypy = A— B\JEC.., (7.34)
int

ou A et B sont des constantes positives connues. La conductivité spécifique définie avec
les concentrations externes est alors

X sel - 3/2 2
Age = = A¢C, — B ce .. 7.35
l chext 6 t 6 ext ( )

Par conséquent, la conductivité totale équivalente varie [linéairement en C,,; pour des
faibles concentrations.
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7.4 Conclusion

Nous avons ainsi proposé un modéle mésoscoscopique pour le transport des ions dans
I’argile montmorillonite. L’avantage de cette description, outre sa simplicité, vient du fait
qu’elle est directement transposable & d’autres systémes avec la méme géométrie, les seuls
paramétres du modeéle étant la distance interfoliaire L, la charge de surface, la concentra-
tion du sel, la taille des ions, la constante diélectrique ainsi que la viscosité du solvant.
Compte tenu des approximations nécessaires pour le justifier, notre étude est valable pour
de grandes distances interfoliaires (pour justifier le modéle a solvant continu) et pour des
concentrations de sel pas trop importantes, jusqu’a 2-3 mol L™! (pour pouvoir appliquer
la théorie du transport MSA).

La comparaison avec les simulations en solvant discret montre que la limite d’application
se situe vers 20 A, compte tenu du trés bon accord avec les distributions ioniques pour
cette distance, sauf en ce qui concerne la présence d’oscillations qui ne sont pas dues a la
taille des ions mais a celle des molécules de solvant. Cette étude justifie I’application de
I’équation de Poisson-Boltzmann, au moins en 1’absence de sel ajouté.

L’intérét de notre approche vient du fait qu’elle permet ensuite de calculer facilement les
propriétés d’équilibre et de transport. Nous ’avons fait pour I'électroosmose et la conduc-
tivité. Ces deux grandeurs dépendent fortement de la distance interfoliaire. Les lois limites
qui caractérisent les solutions libres ne sont pas valables dans I’argile avec les concentrations
externes, (qui est le paramétre fixé expérimentalement) en raison de 'effet Donnan.

[’étape suivante de notre étude pourrait étre la comparaison avec les expériences,
comme il a été prévu de le faire. Néanmoins, la comparaison n’est pas évidente pour
plusieurs raisons.

— Tout d’abord, expérimentalement, la distance interfoliaire L et la concentration ex-
terne en sel ajouté C.,; ne sont pas indépendantes. Le gonflement de I'argile dépend
en effet du sel ajouté. On pourrait en fait assez facilement prendre cela en compte
dans notre modéle en écrivant que l'interaction électrostatique répulsive entre les
feuillets est équilibrée par I'attraction de Van der Waals que 1’on peut modéliser par
une simple constante d’Hamaker. Ceci ne donnerait néanmoins pas forcément de trés
bon résultats. Le gonflement dépend en effet non seulement de la concentration du
sel mais aussi de la nature des ions qui se fixent difféeremment sur les feuillets suivant
leur nature. De plus il dépend aussi de la facon dont ’argile a été préparée. Aussi, le
calcul effectif de L se préte mal a une modélisation en solvant continu.

— Ensuite, notre modéle ne donne pas la conductivité intrinséque du contre-ion. Celle-ci
qui représente essentiellement un phénoméne de surface doit étre ajustée par rapport
a l'expérience.

— Enfin, la structure aux grandes échelles de distances dans I’argile n’est plus en
feuillets. Ceux-ci se regroupent en disques plats de taille, de forme et d’orientation
différentes. La conductivité des ions se fait aussi en surface ou dans la solution libre
qui entoure D'argile. Nous n’avons calculé que la conductivité® dans les feuillets et

3Celle-ci est en fait dans les feuillets un tenseur diagonal dont la composante suivant Oz est nulle et
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il faut utiliser un autre modéle pour en déduire la conductivité globale de I'argile
hydratée.
Ainsi, la comparaison quantitative de notre théorie avec les expériences nécessite un trai-
tement particulier.

I1 est bien siir possible d’étendre notre travail a d’autres milieux confinés ot les compa-
raisons avec les expériences sont peut-étre plus faciles. On pourrait aussi utiliser d’autres
descriptions de I’équilibre que celles basées sur 1’équation de Poisson-Boltzmann, en uti-
lisant par exemple des fonctionnelles de la densité plus précises. Mais compte tenu de
la comparaison avec les simulations, pour aller réellement au dela de ’approximation de
Poisson-Boltzmann, il faudrait tenir compte explicitement du solvant.

La description du transport pourrait aussi étre améliorée. On pourrait ainsi utiliser une
théorie au niveau Smoluchowski ot le traitement du confinement serait explicite, en tenant
compte de celui-ci dans la relaxation ou en utilisant des tenseurs hydrodynamiques qui
tiennent compte des conditions aux limites particuliéres. Le résultat ne serait cependant pas
forcément analytique. Il pourrait étre aussi instructif de développer une théorie du transport
au niveau Liouville, en solvant discret. Ceci permettrait d’interpréter plus facilement les
simulations. On pourrait ainsi s’attacher a retrouver le traitement a la Smoluchowski de
I’électroosmose qui pourrait s’écrire par des formules ressemblant & celles de Kubo.

dont les termes suivant Oz et Oy ont été donnés par notre modéle.
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Chapitre 8

Conclusion

Au cours de ce travail, nous avons développé une modélisation autocohérente de la
dynamique des ions dans les solutions d’électrolytes. Pour cela, nous avons proposé une
approche globale en utilisant ’approximation sphérique moyenne (MSA) du modéle primitif
des électrolytes pour représenter les fonctions de distribution d’équilibre en solvant continu.

La description du transport dans les solutions concentrées nécessite de tenir compte
explicitement de la notion de référentiel que nous avons explicitée. Les progrés des modéli-
sations en solvant continu avaient déja montré I'importance du choix du niveau de référence
pour la description des propriétés d’équilibre :

— Niveau Mac Millan-Mayer pour la théorie, exprimée en concentrations molaires.

— Niveau Lewis-Randall pour les résultats expérimentaux, exprimés en molalités.
Dans le cas de la dynamique, de la méme maniére, nous avons montré qu’on retrouvait une
telle différence de référentiel :

— Pour la théorie, la modélisation en solvant continu au niveau de ’équation de Smo-
luchowski se fait dans le référentiel du solvant, tant pour les calculs analytiques que
pour les simulations. Méme si cette équation n’est pas directement écrite dans ce
référentiel, le traitement des interactions hydrodynamique impose de s’y placer ex-
plicitement pour éliminer physiquement les problémes de divergence.

— Pour les résultats expérimentaux, le référentiel dépend de la grandeur mesurée. Par-
fois, on peut directement utiliser la valeur calculée par la théorie en solvant continu,
soit parce que le coefficient est explicitement mesuré dans le référentiel du solvant
(nombre de transport), soit parce qu'’il est indépendant du référentiel (conductivité
ou autodiffusion).

En revanche, le coefficient de diffusion mutuelle est mesuré dans le référentiel des volumes.
Un facteur de conversion, qui s’obtient simplement & partir des mesures de densité, doit
alors étre pris en compte si 'on s’intéresse aux solutions concentrées.

Nous avons aussi explicité le lien entre la théorie analytique MSA-transport et la dy-
namique aux temps courts (de la picoseconde a quelques nanosecondes). Les fonctions
d’autocorrélation permettant d’obtenir les coefficients de transport en dynamique brow-
nienne ont été explicitées et nous avons vérifié la validité de cette approche dans le cas
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de la diffusion mutuelle. L’utilisation du couplage de modes a aussi permis d’élucider le
probléme de I'autodiffusion aux temps courts qui est plus rapide qu’aux temps longs, en
raison de la lenteur du mode de relaxation.

Les théories de transport MSA ont ainsi pu étre appliquées avec des diamétres ioniques
identiques. Par un seul jeu de tailles ioniques, il est possible de décrire I’ensemble des pro-
priétés dynamiques (conductivité, diffusion mutuelle, autodiffusion) et d’équilibre (pression
osmotique) des ions. Cela signifie que nous disposons d’une description des électrolytes dis-
sociés et associés en solvant continu correcte, cohérente, et applicable pour des solutions
concentrées (jusqu’a 2 M).

De nombreuses extensions sont évidemment possibles. Nos théories pourraient se gé-
néraliser a d’autres grandeurs de transport, qui ne sont pas directement reliées a l'ap-
proximation diffusive, comme par exemple la viscosité dynamique. Nous avons d’ailleurs
commencé I'étude de ce coefficient, en particulier par couplage de modes'. Nous envisa-
geons également de vérifier les prédictions de notre modéle dynamique pour la variation
des coefficients d’autodiffusion aux temps courts. Pour les électrolytes, ce travail pourra
étre étendu a la conductivité, en donnant en quelque sorte I’équivalent microscopique du
travail de Debye-Onsager-Falkenhagen.

Nos théories sont aussi susceptibles d’étre étendues plus ou moins directement a d’autres
systémes. La viscosité, 'autodiffusion, la conductivité et la diffusion mutuelle, ainsi que les
coefficients d’activité ou osmotique des « gros » électrolytes pourraient par exemple étre
analysés. Ces modélisations en solvant continu sont aussi applicables & divers problémes
de milieux poreux chargés, comme la dynamique des contre-ions dans les argiles. Le déve-
loppement de ces méthodes aux milieux confinés et aux phénomeénes électrocinétiques est
une voie nouvelle qui doit encore étre validée par les expériences.

Les théories de couplage de modes peuvent jeter un pont entre les modeles a solvant
continu et les modéles a solvant discret grace a leur prise en considération des fonctions
de corrélation et de leur dépendance temporelle. Nous serons ainsi en mesure de rendre
compte de la dynamique des systémes coulombiens (solutions mais aussi sels fondus) dans
une tres large gamme de temps et de concentrations.

Concluons en précisant que ce travail a donné lieu a plusieurs publications : deux pa-

'Pour la viscosité des solutions de petits électrolytes concentrés, une approche en solvant discret semble
incontournable.
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rues?, quatre acceptées®, une soumise* et deux en préparation® ainsi qu’a plusieurs commu-
nications de congrés dont les comptes-rendus ont été publiés®. En outre, afin de permettre
I’'utilisation commode des outils que nous avons élaborés, nous nous proposons de mettre
rapidement & la disposition du public scientifique les programmes relatifs a la conducti-
vité, a la diffusion mutuelle, aux coefficients d’activité et osmotique sur le site Internet” du
laboratoire Li12cC.

2A.-L. Rollet, M. Jardat, J.-F Dufréche, P. Turq et D. Canet.
Multiscale dynamics in ionic media.
J. Mol. Lig., 92, 53-65 (2001)
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