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Introduction

"é, s E mémoire présente ’ensemble des travaux que nous avons réalisés de 1995 a 2010. Celui-ci
!{@)"’)) s’articule en trois grandes parties. Dans la premiere partie, nous étudions et discrétisons des

%) modeles cinétiques. Dans la deuxiéme partie, nous nous attachons a mettre en avant les points

communs entre la notion de relaxation appliquée a des modeles fluides et la théorie cinétique standard, et
nous proposons un algorithme de couplage cinétique-fluide. Cette deuxieme partie peut étre vue comme
une transition entre la premiere et la troisieme partie ot nous étudions des modeles fluides et des schémas
numériques adaptés a la modélisation d’écoulements fluides & bas nombre de Mach.

Nous proposons ci-dessous un résumé succinct de I’ensemble des chapitres de ces trois parties.

I - Modeéles cinétiques

Chapitre 1. E’quations de Fokker-Planck dans un plasma chaud. Nous nous intéressons a la discrétisation
de Dopérateur cinétique de Fokker-Planck décrivant les collisions entre ions et électrons dans un plasma
chaud. En introduisant la notion de moyenne entropique, nous proposons un schéma numérique en-
tropique. L’idée centrale pour obtenir ce caractere entropique est d’établir pour ce schéma numérique
I’équivalence au niveau discret entre la formulation de Fokker-Planck et la formulation de Landau lo-
garithmique de 'opérateur de collision. Nous montrons également le caractere entropique du schéma
numérique de Chang & Cooper [14] dans le cas linéaire en établissant pour ce schéma numérique
I’équivalence au niveau discret entre la formulation de Fokker-Planck et la formulation de Landau non-
logarithmique de 'opérateur de collision. Des résultats numériques obtenus dans des conditions qualita-
tivement représentatives de celles rencontrées dans une implosion laser de type fusion par confinement
inertiel soulignent qu’en non-linéaire, le schéma numérique basé sur la moyenne entropique est a la fois

plus précis et plus robuste que le schéma numérique de Chang & Cooper. Ces travaux ont été réalisés au
CEA-DAM!.

Chapitre 2. Equations de Boltzmann semi-classiques. Dans une premiere section, nous proposons, étudions
les propriétés de base et discrétisons un opérateur cinétique de type Boltzmann semi-classique modélisant
la réaction thermonucléaire entre un ion deutérium et un ion tritium donnant une particule « et un
neutron. Cet opérateur trouve ici son cadre applicatif dans le domaine de la fusion par confinement inertiel.
Ces travaux ont été réalisés au CEA-DAM. Dans une deuxiéme section, nous étudions les propriétés de
base de lopérateur cinétique de Boltzmann semi-classique proposé par Wang-Chang & Uhlenbeck [102]
dans le cas non-dégénéré, et par Waldmann & Triibenbacher [101] dans le cas dégénéré. Cet opérateur
modélise ici les transitions d’énergie quantique dans les couches électroniques d’atomes d’uranium et
de fer provoquées par les collisions entre ces mémes atomes au sein du procédé SILVA de Séparation
Isotopique par Laser sur Vapeur Atomique. Ces travaux ont été réalisés au CEA-DCC?2.

Chapitre 3. Analyse de l’algorithme LBM appliqué a ’équation de la chaleur. En partant d’un p-systéme
avec relaxation similaire & celui étudié par Hsiao & Liu [55] et par Jin & Levermore [60], nous construisons

IDAM est 'acronyme de Direction des Applications Militaires.
2DCC est acronyme de Direction du Cycle du Combustible.



2 INTRODUCTION

dans le cas de I’équation de la chaleur plusieurs algorithmes de type Méthode de Boltzmann sur Réseau
(MBR) connue en anglais sous le nom de Lattice Boltzmann Method (LBM). En montrant I’équivalence
avec le schéma numérique de type différences finies de Du Fort & Frankel [26], nous obtenons la stabi-
lité inconditionnelle et la convergence dans L°° des algorithmes LBM obtenus. Cette équivalence permet
également d’améliorer les résultats déja connus sur le schéma de Du Fort & Frankel, les manipulations
algébriques & partir des algorithmes LBM étant tres simples. Enfin, nous soulignons les limitations des al-
gorithmes LBM obtenus. Ces travaux ont été réalisés a la fois au Département de Physique de I’'Université
McGill de Montréal et au CEA-DENS,

IT - Relaxation et couplage cinétique-fluide

Chapitre 4. Relazation et analogies avec la théorie cinétique. Apreés avoir clairement défini la différence
entre un mélange de gaz et un mélange de fluides non-miscibles, nous étudions la limite fluide d’un
systeme avec relaxation pour ces deux types de mélange. Dans le cas d’'un mélange binaire de fluides
non-miscibles, le systéme avec relaxation correspond a un modele diphasique & sept équations de type
Baer & Nunziato [6]. La limite fluide & 'ordre un est formellement obtenue via un développement de
Chapman-Enskog. Dans le cas d'un mélange binaire de gaz, nous retrouvons des phénomenes de diffusion
tels que la loi de Fick, la barodiffusion ou la thermodiffusion (appelée aussi effet Soret). Dans le cas
d’un mélange binaire de fluides non-miscibles, nous retrouvons un modele d’écart de vitesse et un modele
de type loi de Fick, modeles parfois utilisés dans les modélisations a 1’échelle moyennée d’écoulements
diphasiques dans un cceur de réacteur nucléaire a eau. Nous terminons cette étude en soulignant les
points communs entre la notion de relaxation appliquée a des modeles fluides et la théorie cinétique
standard. La mise en évidence de ces points communs nous semble utile d’un point de vue didactique, le
développement de Chapman-Enskog étant beaucoup plus complexe a réaliser sur une équation cinétique
de type Boltzmann par rapport a celui réalisé sur le systéeme avec relaxation. Ces travaux ont été réalisés
a la fois au CEA-DCC et au CEA-DEN.

Chapitre 5. Couplage cinétique-fluide. Application a [’enrichissement par laser. Nous construisons un
algorithme de couplage cinétique-fluide qui raccorde une zone cinétique décrite par les équations cinétiques
de Wang-Chang & Uhlenbeck & la limite fluide de ce systéme dans le cas multi-especes. Ce couplage
cinétique-fluide, dont le but est de réduire le coiit du calcul, s’inspire des travaux de Qiu [11], et nous
incite a écrire un schéma cinétique adapté aux équations d’état du mélange décrit par la limite fluide
du modele cinétique. Cette étude est motivée par le procédé SILVA d’enrichissement de I'uranium par
laser dans lequel existe, d’une part, une zone & ’équilibre thermodynamique (zone fluide) et une zone
hors équilibre thermodynamique (couche de Knudsen) ot un mélange binaire de gaz constitué d’atomes
d’uranium et de fer est trés dense, et, d’autre part, une zone ou ce mélange de gaz d’uranium-fer est
raréfié (zone cinétique). Les résultats numériques montrent la précision et la robustesse de 1’algorithme
de couplage cinétique-fluide proposé. Le gain sur le temps de calcul et sur la mémoire RAM induit par
I’algorithme de couplage cinétique-fluide permet de réaliser un plus grand nombre de calculs numériques.
Il est alors possible de mieux comprendre la physique de la détente d’uranium-fer en modifiant tel ou tel
parametre de modélisation. Par exemple, l'effet catalyseur du fer vis a vis de la vitesse de retour a 1’état
fondamental de I'uranium est numériquement mis en évidence (cet effet est expliqué au Chapitre 2). Ces
travaux ont été réalisés au CEA-DCC.

IIT - Modeles fluides 4 bas nombre de Mach

Chapitre 6. Un modéle diphasique & bas nombre de Mach. En nous inspirant de travaux réalisés en
combustion lente par Majda dans [73, 75], nous proposons un modele fluide sans ondes acoustiques
adapté a la modélisation a bas nombre de Mach de la déformation d’une interface entre deux fluides non-
miscibles induite par de forts gradients thermiques. Ce modéle nous permet de retrouver facilement des
comportements phénoménologiques standards a bas nombre de Mach tels que la dilatation d’une bulle de

SDEN est ’acronyme de Direction de Z’Energie Nucléaire.



gaz se réchauffant. Nous discrétisons ensuite sur maillage cartésien ce modele diphasique & bas nombre de
Mach en supposant que le champ de vitesse est potentiel, ’algorithme de capture de I'interface utilisant le
schéma anti-dissipatif de Després & Lagoutiere [25]. Cette simplification focalise ’étude sur I'influence du
champ de température, ce qui nous permet de proposer un schéma numérique entropique sous certaines
conditions. Les résultats numériques 2D valident et justifient ’algorithme numérique proposé. Ces travaux
ont pour cadre applicatif I’étude & 1’échelle des bulles d’écoulements diphasiques & bas nombre de Mach
dans un coeur de réacteur nucléaire a eau, et ont été réalisés au CRM* de Montréal.

Chapitre 7. Un modele abstrait de vibration de bulle et simulations AMR. Nous proposons, analysons
et discrétisons un modele simplifié de déformation d’une interface ¥(¢) qui couple de fagon non-linéaire
une équation hyperbolique & une équation elliptique. Ce modele — que nous nommons modéle abstrait de
vibration de bulle ou abstract bubble vibration model (ABV) en anglais — est intéressant car sa structure
mathématique est proche de celle du modele diphasique a bas nombre de Mach avec hypothese de champ
de vitesse potentiel étudié au Chapitre 6, ce qui nous permet d’étudier I’existence et I'unicité en temps
petit de solutions régulieres pour ce modele ABV en appliquant les techniques développées par Embid
[29, 30] pour le modele bas Mach proposé par Majda dans [73, 75]. Mais, surtout, le modele ABV permet
de valider et d’étudier la précision et la robustesse de tout algorithme de suivi d’interface car il est possible
d’établir une formule explicite donnant 1’évolution au cours du temps du volume de la bulle d’interface
X (t). Ces travaux ont été réalisés au CRM de Montréal. Afin d’améliorer la précision de I’algorithme de
résolution du modele ABV tout en diminuant le cout du calcul, on couple a celui-ci un algorithme de
raffinement automatique de maillage de type AMR sur maillage cartésien. Des résultats numériques 2D
et 3D en linéaire valident le couplage du schéma anti-dissipatif de Després & Lagoutiere avec ’AMR, et
montrent clairement le gain en précision ainsi que le gain sur le temps de calcul, sur la mémoire RAM
et sur le stockage du calcul induits par 'AMR ; des résultats numériques 2D avec AMR. obtenus avec le
modele ABV vont dans le méme sens. Ces travaux ont pour cadre applicatif I’étude a ’échelle des bulles
d’écoulements diphasiques & bas nombre de Mach dans un coeur de réacteur nucléaire a eau, et ont été
réalisés au CEA-DEN en collaboration avec TONERA.

Chapitre 8. Analyse des schémas de type Godunov a bas nombre de Mach. Nous analysons sur maillage
cartésien le mauvais comportement a bas nombre de Mach des schémas de type Godunov appliqués
au systeme d’Euler compressible. Nous montrons que ce probleme peut étre étudié sur 1’équation des
ondes linéaire et ne concerne que les géométries 2D et 3D. Les arguments théoriques sont basés sur la
décomposition de Hodge, sur le fait qu'un sous-espace ad hoc est ou n’est pas invariant pour I’équation des
ondes linéaire et sur la notion d’équation modifiée du premier ordre. Cette approche nous permet d’intuiter
en non-linéaire une modification tres simple & appliquer a tout schéma compressible colocalisé de type
Godunov ou non, rendant celui-ci précis a bas nombre de Mach sur tout type de maillage. Elle nous permet
également de justifier d’autres schémas colocalisés précis a bas nombre de Mach comme le schéma de Roe-
Turkel. Sur maillage cartésien et en linéaire, on établit un lien formel entre le schéma de Godunov ainsi
modifié et le schéma incompressible colocalisé stabilisé avec une stabilisation de type Brezzi-Pitkaranta
proposé par Eymard et al. dans [33] pour résoudre le systéme incompressible de Stokes. Des résultats
numériques justifient les arguments théoriques proposés. Ces travaux ont pour cadre applicatif I’étude a
I’échelle des bulles ou a ’échelle moyennées d’écoulements diphasiques a bas nombre de Mach dans un
coeur de réacteur nucléaire a eau, et ont été réalisés au CEA-DEN.

4CRM est acronyme de Centre de Recherches Mathématiques.
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Chapitre 1

Equations de Fokker-Planck dans un
plasma chaud

S
g\‘)‘ chapitre résume les travaux publiés dans [Dellacherie et al., 1998], [DBS99], [Dellacherie, 1999],

!Ifﬁ)))] Dellacherie et al., 2001], [Dellacherie, 2002] et [Dellacherie et Buet, 2010]. Ces articles se penchent
A\
‘\\./@ sur la résolution numérique homogene en espace d’opérateurs cinétiques de type Fokker-Planck

modélisant les interactions entre ions et électrons dans un plasma chaud. Le domaine d’application
concerne plus particulierement la Fusion par Confinement Inertiel (FCI). La FCI consiste a créer les
conditions thermodynamiques propices a la réaction thermonucléaire

D+T—a+n+17,6 MeV (1.1)

(¢f. Chapitre 2, §2.1) dans une sphére d’environ 1 mm de diamétre remplie d’'un mélange équimolaire
de Deutérium-Tritium (D-T) (dans (1.1), D, T, « et n sont respectivement un ion deutérium, un ion
tritium, un ion hélium 4 et un neutron). Pour obtenir ces conditions, la sphére de D-T est irradiée
(directement ou indirectement) par des lasers intenses qui ablatent sa coquille externe. Par réaction de
type effet fusée, une implosion hydrodynamique converge vers le centre pour former un point chaud. A
la formation du point chaud, la température peut atteindre une cinquantaine de millions de degrés. Le
D-T est alors totalement ionisé ; ions et électrons forment un plasma chaud. Lorsque la température est
suffissamment importante, la réaction thermonucléaire (1.1) est possible. De plus, dans des conditions
thermodynamiques particulierement favorables, celle-ci peut étre auto-entretenue! wvia les particules o
qui déposent sur le plasma de D-T non-briilé une partie de 1’énergie thermonucléaire de 17,6 MeV : une
onde thermonucléaire centrifuge briile alors ’ensemble du mélange de D-T.

Lorsque I'on se contente de décrire les ions D (masse atomique de 2) et T (masse atomique de 3) par
Pintermédiaire d’un ion moyen (masse atomique de 2,5) et que l'on néglige la disparition des ions D-T
suite & la réaction nucléaire (1.1), le choc hydrodynamique et 'onde thermonucléaire peuvent en partie
étre modélisés par le systeme compressible d’Euler a deux températures

0
—_N (N =
5V + Ve (NU) =0,
0
&(mNU)“FVI(mNU®U>+Vw[N(T+ZT€)] :0)
(1.2)
0 3 3 Sluide
i (GNT ) + Vo ( GNTU | + NTV, - U = 30N(T. — T) + Q"7
0 3 3 fluide
& §ZNT5 +Vw §ZNT€U +ZNTevw'U:39N(T_T€)+QQ—>€ :

10n dit que l'on a atteint le breakeven.
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Dans (1.2), (t,2) € RT x Q out Q C R? (2 est la cible de D-T, initialement sphérique), et Z € N,,
meRF, NeRF UeR3 TeR} et T, € Rf définissent respectivement le numéro atomique de I'ion
moyen (Z = 1 pour le D et le T, donc également pour ion moyen), la masse atomique, la densité de
I'ion moyen, la vitesse de Iion moyen?, la température de l'ion moyen et la température des électrons
(T et T, sont exprimées en unité d’énergie). Les quantités positives QM%(T, N) et Q(T,, N) définissent
respectivement le dépot d’énergie des particules a sur le plasma® (cf. Chapitre 2, §2.1) et la fréquence des
collisions ion-électron. Ces deux grandeurs physiques dépendent de fagon non-linéaire de T', T, et N. De
méme, le terme source Qf“i4¢ dans 1'équation de transport de 1’énergie électronique (1.2) décrit le dépot

d’énergie des particules « sur les électrons; ce terme source n’est pas étudié dans ce travail.

La fréquence de collision Q(T,, N) est proportionnelle & N T.%?. En supposant que T, = O(T), on
peut alors écrire que le libre parcours moyen \; de I'ion moyen est proportionnel & T2. Or, & la formation
du point chaud, T est de I'ordre de plusieurs dizaines de millions de degrés : dans ces conditions, on vérifie
que \; est supérieur au diametre de la sphere de D-T. Le systeme fluide (1.2) n’est alors plus valable et
doit étre remplacé par le systeme cinétique

8 x e cinétique
O o= VI gy sty + B + P + Q2™ ),
) (1.3)

e <3ZNT6) +V, - <2ZNTEU> + ZNT.V, - U = 3Q(T., N)N(T — T,) + Qftide
dans lequel seuls les électrons sont supposés étre a I’équilibre thermodynamique (la masse tres faible des
électrons implique que le libre parcours moyen A, des électrons reste petit par rapport au diametre de la
sphere de D-T). Dans (1.3), (t,z,v) € RT x Q x R3, et f(t,z,v) € RT, S(f), B(f) et P(f) définissent
respectivement la distribution de I’ion moyen, les opérateurs de collisions ion-électron (cf. §1.1) et ion-ion
(¢f. §1.2) de type Fokker-Planck, et 'opérateur de collision nucléaire de type Boltzmann (¢f. Chapitre 2,

, inétt , . s A , . . .
§2.1). L’opérateur Q. ""““(f) décrit le dépot d’énergie sur le plasma de D-T wvia le rallentissement des
cinétique
Yo
L’opérateur cinétique Q""9"“( f) n’est pas étudié dans ce travail ; seul le terme source Q

au §2.1 du Chapitre 2 (sans I'hypothese simplificatrice d’ion moyen).

C fluid
(f) est donc la version cinétique du terme source Q"7 dans (1.2).

Sfluide

a—1

particules «. L’opérateur
sera décrit

1.1 Collisions ion-électron

Cette section résume les travaux présentés dans [Dellacherie et al., 1998], [DBS99], [Dellacherie et al., 2001]
et [Dellacherie, 2002] dans lesquels nous nous sommes intéressés a la résolution numérique du systéme
cinétique ion-électron homogene en espace

of _
ot
Z 0

5&(NTS) = QN(T_Te)v

S(f),

(1.4)

T,(t=0)=T?
ou lopérateur de Fokker-Planck S(f) est donné par

S(PW) = OV, |0 = U)f + 25V.f] (1.5)

2Dans (1.2), la densité électronique et la vitesse électronique sont respectivement égales & ZN et U.

30n pourrait aussi tenir compte d’un dépdt d’énergie des neutrons sur le plasma de D-T. Mais, ce dépot d’énergie
est beaucoup plus faible que celui des particules « sur ce méme plasma, les neutrons ne subissant aucune interaction
coulombienne avec le plasma. De plus, il faudrait en toute rigueur également tenir compte d’un dépdt de quantité de
mouvement dans (1.2) des neutrons et des particules a sur le plasma de D-T : dans nos travaux, ce terme n’a pas du tout
été étudié.
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On rappelle que N = (f), U = (vf)/N et 2L = Z((v — U)%f)/N ou (-) := /R3 -dv.

1.1.1 Propriétés du systeme

L’opérateur de Fokker-Planck S(f) vérifie les propriétés de conservation :

Propriété 1.1.1.

(S(f) =0, (a)
2(2S(f)) = 3QN(T. = T). (c)

L’opérateur S(f) vérifie également :

Lemme 1.1.1. Pour tout f >0 et T, >0 :

(S(f)log (f)> <0 (1.7)

MnuT
ol N ( U)2
m(v —
My, (v) = T exp [_2Te } : (1.8)

De plus, (S(f)log (f/Mn.ur.)) =0 si et seulement si f = My ur,.

L’inégalité (1.7) s’obtient trés simplement en remarquant que 'opérateur de Fokker-Planck (1.5) — qui
est de la forme convection-diffusion — s’écrit aussi sous la forme de Landau logarithmique

S(f) = Q%VU- [fvv 10g< / ﬂ . (1.9)

MnuT,
Le Lemme 1.1.1 permet d’obtenir le théoréeme H suivant :

Lemme 1.1.2. Soit l’entropie cinétique

H(FT(0) = (flog f) = 52N log T, (1.10)
et soit (f,T.) solution de (1.4). Alors :
9 _ f
O (T = (S()10g (MNUT)> <. (111)

Ces propriétés sont essentielles : elles vont guider notre principe de construction d’un schéma numérique
robuste au §1.1.2.

Dans [Dellacherie, 2002], nous avons par ailleurs établi le résultat suivant qui généralise dans le cas
du systéme non-linéaire (1.4) un résultat préalablement établi par Toscani [94] dans le cas linéaire :

Théoreme 1.1.1. Soit (f,T.) solution de (1.4). Alors, il existe o > 0 tel que

If = Mzl < ovexp(—wi) (1.12)
et Ly
T, — T°| < aexp <—2—2wt> (1.13)
TOOfTOJrZTS fw—infQ
avec Tg® = —77 ewf%go .

Ce résultat montre que les électrons ont tendance a relaxer vers 1’équilibre thermodynamique plus rapi-
dement que les ions D-T (la température des ions relaxe cependant vers la température d’équilibre a la
méme vitesse que celle des électrons du fait de la conservation de I’énergie). Notons que w > 0 puisque 2
est une fonction décroissante de la température 7T, (t) qui est majorée par max (T, 7).
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1.1.2 La moyenne entropique

Dans [Dellacherie et al., 2001], nous avons proposé le schéma numérique semi-discret monodimension-
nel

dfi .

=5, (2)

Zd =

5 (NTe) = QNT = NT,),  (b) (1.14)
15(0) = £2. )

Te(o) = Te? (d)

pour résoudre (1.4) dans l'intervalle de vitesse [vq2,v;, . +1/2] C R (vij2 < 0 et v; 11/ > 0). Dans
(1.14), j € {1,..., jmax} est I'indice de la maille d’épaisseur Av centrée en vj,

N={(f) ou (-)::ZAU (1.15)

et
& N F ~ 5 Or,
S(f); = Av (Wjt1/2 = U)fjr172 = (vj-1/2 — U)qu/z} + m(ajfjJrl —bifi+cifi-1) (1.16)
avec
N =3 fit1/200, (a)
J
U = Y vj1/2fj41/280/N + 6, (b) (1.17)
J
NT = > m(vjt1/2 — ﬁ)2fj+1/2A'[} + N6t (c)
j

Comme on résout (1.4) sur un intervalle borné [Ul/g,vjmx_,_l/g] et non sur R, on impose des conditions
aux limites de Robin

T
(1] — U)f + i@vf =0 en v = 1}1/2 et v = ijx,ax+1/2 (118)

pour que le systéme (1.4) reste conservatif en masse*. On prend en compte ces conditions aux limites
dans l'opérateur discret (1.16) en imposant

a; = 1 si j 7£ jmaxa
bj=2 si j€{2,...,max — 1},

=1 si j#1, (1.19)
bl = bjmax = 1 et ajmax =C = 0
et
f1/2 = fimax+172 = 0. (1.20)

Les quantités 64 et 6t dans (1.17) sont des termes correctifs qui rendent le schéma numérique (1.16)
conservatif en quantité de mouvement et en énergie®. Ceux-ci sont directement liés & I’application des

4Lorsque I’on résout le systeme (1.4) avec v € R, on suppose que f est & décroissance rapide. Dans ce cas, il y a
conservation de la masse.

5Le schéma numérique (1.16) couplé aux conditions aux limites de Robin est par contre conservatif en masse sans terme
correctif particulier.
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conditions aux limites de Robin et sont définis avec®
. T.
ou = m]v (fjlnax - fl) )

(1.21)
ot = % [fjm (’Ujmax+1/2 - ﬁ) +th (ﬁ - ”1/2)}'

Notons que le facteur 3 intervenant dans la définition classique de la température 3NT := m((v — U)?f)
n’apparait pas dans la définition (1.17)(c) de NT'. Cela vient du fait que I'on suppose ici que v € R au lieu
de v € R3. Pour la méme raison, la maxwellienne My ¢, (v) ainsi que U'entropie H(f,T.) respectivement
définies avec (1.8) et (1.10) sont remplacées par

Myur, (v) =

N [

ol
ST gm T 2T,
et

H(f,T)(6) = (flog f) ~ 2" log T..

Dans (1.16) et (1.17), fj“/z(t) est une moyenne de f;(t) et f;41(t) définie via la notion de moyenne
entropique :

Définition 1.1.1. La moyenne entropique fj+1/2 de deuz quantités strictement positives f; et fii1 est
définie avec

fiv1— [ .
R
= 1 i —1 ; J I
fiv1y2 = 08 fi+1 ~log J
fi sinon.

Par continuité, on étend cette définition en posant J:";_H/Q = 0 lorsque f; =0 ou fj4+1 = 0.
Le schéma numérique (1.14) vérifie le résultat suivant :

Théoréme 1.1.2. Pour toute condition initiale strictement positive (f°,TY), le schéma semi-discret
(1.14)(1.16) admet une unique solution globale en temps (f,T.) qui vérifie :

)
/ H(f>,1°) < H(f, Te);
ii)
Jim £ () = £7
iii)
lim T,(t) = T

t——+o00 €

ou 'état d’équilibre discret (f°°,T°) est défini avec

N
[0 = My e 1o (V5),
J <MN,(7°°,T50> N, U ,T¢ J
R (1.22)
N m(v — U>)?
My (V) = ———exp | —————
wowa=\) = e pl 2T

6Pour les applications numériques, les termes correctifs (1.21) peuvent étre négligés des que —wv; /2 €t vj . 1179 sont
suffisamment grands.
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sachant que ((NIOO,TEOO) est solution du systéme non-linéaire

N
o WMy e o) = (0),
W) VT
(1.23)
N ZN 2 ZN
_ 92 oy 2o —(y — U9)? £y 4 2270,
<MN7(700,T00><(U ) MNﬁU T >+ m e <(U ) f >+ m e
Soulignons que dans (1.22), ﬁ # 1. En effet, (-) est la somme discrete Z -Av (voir (1.15)) et
N, U, T>® .

e

J

non pas l'intégrale / -dv. Du Théoréeme 1.1.2, on déduit par ailleurs :
R

Corollaire 1.1.1. Pour toute condition initiale strictement positive (f°,T0), le systéeme (1.23) admet
une unique solution.

A Dinstar du cas continu, 'état d’équilibre discret (f>°,7°) est donc complétement caractérisé par la
densité, la vitesse et ’énergie macroscopiques du systeme.

L’argument central dans la preuve du Théoreme 1.1.2 réside dans le choix de la moyenne définissant
fj+1/2- En effet, en choisissant la moyenne entropique, on peut réécrire 'opérateur discret (1.16) sous une
forme qui correspond & une discrétisation de la forme de Landau logarithmique (1.9). Cette équivalence
discréte entre formulations de Fokker-Planck (1.5) et de Landau logarithmique (1.9) permet alors de
vérifier au niveau discret d’un coté les égalités (1.6) — d’ou 'obtention d’un schéma conservatif — et d’un
autre coté I'inégalité (1.7) — d’ott 'obtention d’un schéma entropique i.e. vérifiant (1.11) au niveau discret.
C’est 'obtention du caracteére entropique du schéma semi-discret (1.14) grace & la moyenne introduite a
la Définition 1.1.1 qui nous a incité & nommer celle-ci moyenne entropique.

Nous avons généralisé dans [Dellacherie, 2002] ces résultats au cas axisymétrique pour lequel S(f) est

défini avec
Sy =5 +50)+,
S(f)” = Qavu [(UH - U)f(UH,’UJ_) + %av“f(mhvj_)] 5 (124)

S(f)J_ = %avl {vL [Ulf(UH»vL) + %am_ f(’l}”,’UL)}}

ol v €] — 00, +00[ et vy € [0, 400[ sont respectivement les vitesses radiale et orthoradiale.

Dans [Dellacherie et al., 2001], nous avons également montré le caractére entropique du schéma expli-
cite en temps déduit de (1.14) sous une contrainte de type CFL. Les résultats numériques montrent que
ce schéma numérique est extrémement robuste : en effet, son caractére entropique permet de résoudre
le systéme ion-électron (1.4) sur un petit nombre de mailles. On constate de plus que, toujours sous
une contrainte de type CFL et sur un maillage grossier ou non, la solution numérique (f}',7;") (n étant
I'indice de temps) converge vers un équilibre thermodynamique discret (f7°,7.°), ce qui est cohérent
avec le résultat du Théoreme 1.1.2 obtenu en semi-discret.

1.2 Collisions ion-ion isotropes

Nous avons appliqué dans [Dellacherie, 1999] les idées présentées au §1.1.2 au cas du systéme cinétique

ion-ion of
-— =B 1.25
= B() (1.25)
lorsque I"opérateur de collision ion-ion B(f) est isotrope et s’exprime donc en variable d’énergie & := mv?.
Dans ce cas, opérateur de Fokker-Planck B(f) est défini avec [7]

+oo
B(f) = %as / FE0)0-F(2) = F(£)0ey f(e1)] J(ere1)der (1.26)
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pour la forme de Fokker-Planck (i.e. forme convection-diffusion) et de maniére équivalente avec
1 oo
= 7% [0clog f(e) — 0, log f(e1)] f(e) f(e1) I (e, €1)der (1.27)
0

pour la forme de Landau logarithmique, J(g,¢1) étant la version isotrope du tenseur de Landau & savoir

B(f)

1
J(e,e1) = 3 (53/2 + Ei’/Z - ‘53/2 — 5?/2‘) = min (53/2,5:{’/2) . (1.28)

En utilisant & nouveau la moyenne entropique (voir la Définition 1.1.1) pour définir la distribution f aux
interfaces du maillage en énergie, on rend équivalentes au plan discret, comme dans le cas ion-électron,
les formulations de Fokker-Planck (1.26) et de Landau logarithmique (1.27), ce qui permet d’obtenir un
schéma numérique conservatif et entropique. La aussi, les résultats numériques sont concluants.

1.3 Le schéma de Chang et Cooper dans le cas linéaire

Cette section présente les travaux réalisés dans [Dellacherie et Buet, 2010]. On s’intéresse ici & I’équation
linéaire

of
o =5 (1.29)
ou S(f) est Popérateur de Fokker-Planck linéaire
T
S(f) =QV, - (U - Ue)f + Evvf ) (130)

U. € R3 T, € Rf et Q € R} étant constants. L’équation (1.29)(1.30) est donc la version linéaire de
(1.4)(1.5). Le schéma de Chang et Cooper [14] est un schéma classique pour discrétiser des opérateurs
de type Fokker-Planck [69, 22, 31, 80]. Dans le cas de I’équation linéaire (1.29)(1.30) écrite en géométrie
monodimensionnelle, le schéma de Chang et Cooper explicite en temps est défini avec

S ) = SO (1.31)

et

Q — QT,
S(Hi =2, [(”j+1/2 —Ue)fjp1y2 — (vj12 — Ue)qu/z} t g Wil = bifiteifi-1) o (1.32)

ou aj, by, ¢, 71/2 et fijH/Q sont définis avec (1.19) et (1.20) (en remplacant f par f dans cette dernicre
relation). L’opérateur discret (1.32) est quasi identique a l'opérateur (1.16). La différence principale tient
en ce que fjﬂ/z n’est pas défini avec la moyenne entropique (voir la Définition 1.1.1) mais avec la
moyenne de Chang et Cooper :

Définition 1.3.1. La moyenne de Chang et Cooper ?j+1/2 de fj et fj1 est définie avec

Fiv12 =05112f; + (1 = 0541/2) fita (1.33)

ou
s 1 1
j+1/2 U}j+1/2 exp(wj+1/2) — ].7

mAv
Wit1/2 = T (Uj+1/2 - Ue)~
e

Le schéma de Chang et Cooper (1.31)(1.32) — qui ne se limite pas au cas linéaire — a 'avantage de
préserver 1’état d’équilibre maxwellien

0 _ 2
Mo = — [_m@U)}

V2rT./m ¢
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lorsqu’il est atteint, NO := (f°) étant la densité macroscopique initiale” (voir (1.15)). Malgré cette
propriété intéressante, il est 1égitime de se poser la question de la positivité et de la convergence de la
solution vers ’équilibre maxwellien en temps long sous critere CFL.

Pour répondre a cette équation, introduisons

h™.
At’n — At* . min
h?nax
avec
fr )
h max ,
max J (Mf(] ;
oo (L)
J Mfo i
et
A= T Av27
40T, MO
MO = max (Mfo’jjﬂ) .
i\ Myo

Introduisons également l'entropie

H™ = (f" log (Aﬁf>>

Nous avons démontré dans [Dellacherie et Buet, 2010] le résultat suivant :

Proposition 1.3.1. Pour toute condition initiale strictement positive {fjo}j, lorsque ?;‘l+1/2 est la moyenne
de Chang et Cooper de f}' et [y, sous le critére CFL

At < At (1.34)

le schéma explicite (1.31)(1.52) vérifie l'inégalité entropique

H" < g™, (1.35)
De cette inégalité, on obtient que
lir}rl A" = At” (1.36)
et
NO

m P = — Mo 1.
s fj (Mo ,>Mf J (1.37)

J
dés que At > 0.

Pour établir la preuve de la Proposition 1.3.1, il faut d’abord noter qu’au niveau continu, I'opérateur de
Fokker-Planck (1.30) est équivalent & 1'opérateur

S(f) = Q§Vﬂ : {MN,UE,TGVU (f)] (1.38)
m Mpu. T,

qui correspond a la forme de Landau non-logarithmique. La preuve de la Proposition 1.3.1 repose alors
sur le fait qu’au niveau discret, il y a aussi équivalence entre les versions monodimensionnelles discretes
de (1.30) (c’est & dire (1.32)) et de (1.38).

"Du fait des conditions aux limites de Robin (1.18) imposées wvia (1.19) et (1.20) (on f est remplacée par f), le schéma
explicite (1.31)(1.32) est conservatif en masse c’est & dire (N™) = (N°) pour tout n > 0.
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1.4 Moyenne entropique versus moyenne de Chang et Cooper

On tente ici de comparer les moyennes entropique et de Chang et Cooper.

1.4.1 Comportement en homogene en espace

Les raisonnements effectués en homogene en espace avec la moyenne entropique (voir la Définition 1.1.1
et le Théoréme 1.1.2) et avec la moyenne de Chang et Cooper (voir la Définition 1.3.1 et la Proposition
1.3.1) sont similaires. En effet :

— dans le cas de la moyenne entropique, on obtient le caractere entropique du schéma non-linéaire
(1.14)(1.16) en utilisant I’équivalence au niveau discret entre la formulation de Fokker-Planck (1.5)
et la formulation de Landau logarithmique (1.9);

— dans le cas de la moyenne de Chang et Cooper, on obtient le caractere entropique du schéma linéaire
(1.31)(1.32) en utilisant I’équivalence au niveau discret entre la formulation de Fokker-Planck (1.30)
et la formulation de Landau non-logarithmique (1.38).

Il faut cependant noter que nous avons obtenu le caractere entropique du schéma de Chang et Cooper
uniquement dans le cas linéaire. En non-linéaire, le schéma de Chang et Cooper® semble donner des
résultats proches de ceux obtenus avec la moyenne entropique lorsque le maillage en vitesse est fin (i.e.
lorsque jmax est grand). Néanmoins, lorsque le maillage en vitesse est grossier (i.e. lorsque jmax est
petit), les résultats sont moins précis que ceux obtenus avec la moyenne entropique : voir les figures
1-2 ci-dessous. Ces deux figures montrent les relaxations des températures ionique T'(t) et électronique
T.(t) vers la température d’équilibre T°° obtenues avec la moyenne entropique (cf. Figure 1) et avec la
moyenne de Chang et Cooper (cf. Figure 2) lorsque la condition initiale f(¢ = 0, v) est une bi-maxwellienne
vérifiant de plus T'(t = 0) # T, (t = 0). A titre indicatif, on représente également sur la Figure 3 ces mémes
résultats lorsque la moyenne entropique fdans (1.14)(1.16) est remplacée par la moyenne arithmétique :
on constate que les résultats obtenus avec la moyenne arithmétique sur maillage grossier sont nettement
moins bons que ceux obtenus avec les moyennes entropique et de Chang et Cooper (pour ce cas-test,
l'utilisation de la moyenne arithmétique ne permet pas de préserver la positivité de la distribution f sur
maillage grossier, d’olt cette forte détérioration des résultats).

Kev)

T (Kev)
e NN T Maillage s
Maillage :

Maillage ] _ # Jmax=10
Jmax=10 et 100 Jmax=10et 100 -
] AN S Te
[N
t — 1 mailage : T e——
[ .| Jmax=100_—
\
i Moyenne de | / Moyenne
“ Chang et 1 arithmétique |
Moyenne '/ Cooper
entropique . ]
/ "\ Maillage :
i Jmax=10
S Los) g i =
Figure 1 Figure 2 Figure 3

Moyenne entropique  Moyenne de Chang et Cooper Moyenne arithmétique

1.4.2 Comportement sur un cas-test de type implosion laser

Au dela d’étre moins précis sur maillage grossier, le schéma de Chang et Cooper non-linéaire peut
surtout ne pas conserver la positivité de la distribution f lorsque le cas-test est tres difficile, et donc ne
pas étre entropique a fortiori. Par exemple, pour le cas-test non-linéaire non-homogéne en espace proposé

8Le schéma de Chang et Cooper non-linéaire correspond au schéma numérique (1.14)(1.16) dans lequel on remplace la
moyenne entropique f par la moyenne de Chang et Cooper f.
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au §6 dans [Dellacherie, 2002] pour lequel un choc fort converge de = .y vers = 0 pour ensuite
rebondire’ en 2 = 0 et repartir vers & = Tyay, la distribution f(t,2 = 0,v) en x = 0 passe brutalement
(ici, en quelques nanosecondes) d’une distribution maxwellienne & relativement faible température (70 =
T? = 0,1 KeV) & une distribution & trois bosses puis & deux bosses & température tres élevée (T'(x = 0)
atteint un maximum de 6 KeV alors que T,(z = 0) reste inférieur a 2,5 KeV)!?. Ce cas-test simule de
facon trés simpliste la formation d’un point chaud en géométrie cartésienne monodimensionnelle!'’, la
cible étant définie ici par 'intervalle [0, Zmax] avec Tmax = 1073 m. Les figures 4-5 représentent pour ce
cas-test la distribution f(¢,z,v) au temps t = 1,8 - 1079 s (& cet instant, le choc converge vers z = 0) et
au temps t = 4,2-107% s (& cet instant, le choc converge vers & = Ty, le rebond en x = 0 ayant eu lieu) ;
la Figure 6 représente la distribution f(¢,2 = 0,v), donc au centre de la cible. Lorsque l'on applique le
schéma de Chang et Cooper non-linéaire, il faut au moins de 'ordre de 1000 mailles en vitesse pour que
le calcul préserve la positivité de f(t,x,v) et puisse étre mené & terme'?; avec la moyenne entropique,
ce minimum passe a une centaine de mailles. Ce cas-test souligne donc la grande robustesse du schéma
numérique (1.14)(1.16) construit avec la moyenne entropique et montre les limites du schéma de Chang
et Cooper dans le cas de I'opérateur de collision non-linéaire ion-électron (1.4)(1.5) bien que ce schéma
numérique possede de bonnes propriétés en linéaire.

Figure 4 Figure 5
f(t,z,v) pourt=1,8-10"" s f(t,z,v) pourt=4,2-10"% s

Fmax

o
v ("m‘?n
fmin

Figure 6
f(t,r =0,v) pour 0 <t <5-1079 s

9Des conditions de mur sont imposées en z = 0.

100n rappelle que 1 KeV correspond & environ 11,6 millions de degrés Kelvin.

HLe choc fort convergeant vers = 0 est provoqué par un dépét d’énergie au voisinage de & = Tmax modélisant de
fagon trés simpliste un dépot d’énergie photonique induit par un laser. Soulignons que 'objectif du cas-test présenté dans
[Dellacherie, 2002] a uniquement pour but de montrer la robustesse du schéma numérique (1.14)(1.16) basé sur la moyenne
entropique dans des conditions physiques qualitativement représentatives d’une implosion laser de type FCI.

12Le schéma numérique basé sur la moyenne arithmétique a sur ce cas-test un comportement comparable 3 celui du
schéma numérique basé sur la moyenne de Chang et Cooper.



Chapitre 2

Equations de Boltzmann
semi-classiques

chapitre résume les travaux publiés dans [Dellacherie et Sentis, 2000] et [Dellacherie, 2003b].
Ces deux articles s’intéressent aux propriétés de base de deux opérateurs de collision de Boltz-
mann semi-classiques.

Les opérateurs de collision proposés dans [Dellacherie et Sentis, 2000] modélisent la réaction thermo-
nucléaire entre le deutérium et le tritium intervenant dans la fusion par confinement inertiel (voir le
Chapitre 1). Ces opérateurs correspondent, pour le plasma de deutérium-tritium (D-T), & 'opérateur
cinétique P(f) dans (1.3) & ceci prés que nous ne faisons pas ici 'hypothése de 'ion moyen. Via cette
description cinétique, il est possible de déterminer le terme source de dépot d’énergie Qf"jffe intervenant
dans (1.2) lorsque le plasma de deutérium-tritium n’est pas & 1’équilibre thermodynamique!. Il est par
ailleurs possible d’avoir une estimation de la température du plasma de deutérium-tritium a partir de la

forme de I'opérateur de collision agissant sur les neutrons.

L’opérateur de collision étudié dans [Dellacherie, 2003b] permet de modéliser les transitions d’énergie
quantique dans les couches électroniques d’un atome d’uranium constituant un gaz raréfié produit par le
procédé SILVA d’enrichissement par laser?. L’opérateur étudié correspond & ’opérateur de collision de
Wang-Chang & Uhlenbeck [102, 17]. Le procédé SILVA est décrit au Chapitre 5

2.1 Réaction thermonucléaire

Cette section résume les travaux publiés dans [Dellacherie et Sentis, 2000]. Nous avons souligné au
Chapitre 1 qu’une description fluide de la formation du point chaud wia le systeme d’Euler compressible
a deux températures (1.2) devait étre remplacée par la description cinétique (1.3), les ions deutérium et
tritium étant hors équilibre thermodynamique a cet instant. Ce déséquilibre thermodynamlque 1mphque
par exemple que la formule classiquement utilisée donnant le terme source de dépdt d’énergie Qaqﬁle dans
(1.2) n’est pas valable puisque celle-ci est déduite & partir d’une hypothese d’équilibre thermodynamique
du milieu®. Or, ce terme source est essentiel. En effet, plus il est important, plus il y a de chance pour

1Le terme source Qﬂulde dans (1.2) suppose un dépdt instantané de I’énergie des particules a sur le plasma de D-T.

a—1
wnetzque

Dans (1.3), ce dépdt d’énergie est modélisé par I'opérateur cinétique @~ Cet opérateur peut supposer que le dépot

A . cinétique .
d’énergie est instantané ou non. L’opérateur Q__; 9“¢ pest pas étudié dans ce travail.

2SILVA est Pacronyme de Séparation Isotopique par Laser sur Vapeur Atomique.

3De plus, dans cette section, nous ne faisons pas I’hypothése d’ion moyen alors que c’est le cas dans (1.2) ainsi que dans
le systéme cinétique (1.3). Cependant, cette différence de modélisation contribue peu & I'incertitude sur le calcul de Qgifge

par rapport & incertitude sur ce méme calcul provoquée par le caractére hors équilibre thermodynamique du plasma de
D-T.

17
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qu’une onde thermonucléaire soit créée et se propage dans le milieu & partir du point chaud. Aussi est-
il intéressant d’étudier I'impact potentiel d’'un déséquilibre thermodynamique sur le calcul de Q,_.; &
la formation du point chaud?. Bien siir, cette approche ne devrait pas se substituer & une description
cinétique de type (1.3) de la formation du point chaud.

Pour obtenir une bonne estimation de Q,_.; lorsque le plasma de D-T n’est pas a I’équilibre thermo-
dynamique, il est nécessaire d’avoir une description cinétique des collisions nucléaires

D+T—a+n+17,6 MeV (2.1)

basée sur des opérateurs cinétiques de type Boltzmann. Dans le cas homogene en espace, le modele
cinétique proposé dans [Dellacherie et Sentis, 2000] est donné par

0
L e
0
g =—Pr(fp, fr), (b)
(2.2)
Ofa
e — Gulfp o), (©)
8 n
I Gulfo ) (@)
auquel on adjoint les conditions initiales
fo(t=0,vp) = fi(vp),
fT(t = OaUT) = f%(UT)a
(2.3)

foz(t = O,Ua) = Oa

fan(t=0,v,) =0.

Dans (2.2)(2.3), fp(t,vp), fr(t,vp), fa(t,va) et fn(t,v,) définissent au temps t € RT les distributions
des ions deutérium et tritium, des particules « (ions hélium 4) et des neutrons, les vitesses cinétiques v,
appartenant & R3 (a € {D,T,a,n}). On suppose par ailleurs que f% et f9 sont des fonctions positives

appartenant a
LY :=L"[(1+ [v]*)dv] . (2.4)

Par la suite, on utilisera les constantes physiques

(=

tan’

__ _mpmTr
KDT = 5 Fmr

. MmaMnp
Han = 5 ¥m,

ou QQ = 17,6 MeV et ott m, est la masse de la particule a (a € {D, T, «,n}). L’énergie Q) correspond au
défaut de masse MC? ot M = mp +mr —mgy —my, (C est la vitesse de la lumiere). Ce défaut de masse
peut étre négligé dans la cinématique de la collision prise en compte dans le systéme (2.2) (voir (2.8)
ci-dessous) bien que celui-ci soit la source de I'énergie ). Dans la suite, on prendra donc mp = 2my,
mr = 3myp, M = 4m, et my, = m, ot m,, est la masse d’un proton.

: uide , R .
4Dans cette section, le terme source ani est noté Q,_,; pour ainsi souligner que ce terme source n’est pas

nécessairement calculé en supposant que le plasma de D-T est a I’équilibre thermodynamique. Soulignons que Q,—,; est un

terme source d’énergie : il ne correspond donc pas a ’opérateur cinétique ijﬁj Y€ Jans (1.3).
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Comme au Chapitre 1, on a N, = (fa), Us = (vafa)/Ng et % = 52 ((va ~U,)?f.)/Ny (a € {D,T,a,n})
ou (-) ::/ -dv.
R3

2.1.1 Les opérateurs de collision

L’opérateur de perte Pp est donné par

Pofp.fr)op) = folon) [ [ fr(er)ation = vrl. Q)dvrds. (2:5)

I’ opérateur de gain G,, est donné par
Gu(fp, fr)(vn) = / _fop)fr(vr)a(jvp — vr], 2)|®|dvadw. (2.6)
a(vn) S

Les opérateurs Pr et G, se déduisent respectivement de Pp et G, par symétrie. Dans (2.5) et (2.6), S?
est la sphere unité de R? et
Wea(vn) = {va € R®/|vy —v,| > ¢}

D’autre part, le noyau de collision ¢ est ici isotrope — i.e. ¢(Jvp — vr|, Q) = ¢(|lvp — vr|) — et défini avec
q(lvp —vr[) = lvp —vr[ - o(jvp — vr)
ot o(|Jvp — vr|) est la section efficace de la réaction thermonucléaire (2.1). Celle-ci est de la forme

o= P8 + p2/[(ps — p3E)* + 1]
o(lvp —vrl) Elexp(p1/VE) — 1] (2.7)

ou E = %mD|vD —vr|? et olt p; € RT sont les coefficients de Duane [10, 27]. Par ailleurs, vp, vr, Q et
|®| sont définis avec

0D (Ve U, w) = g+ WHBT  [Hoa (

Vo — Un|? — (?),

07 (v, U, w) = vy — WHBE | [ iaa (Jug — o2 — (2), (2.8)
Vo — U

Qg Uy, w) = ————=
|Uoz *Un|

et
Han . |UD - UT|

HDT |'Uoz - Un|

@] =

_ (ﬂan > ) 1
Han +2 _ 2
1pT \/1+ Ban (2 /lyp, — vy

3/2
= (FLCWL) '\/1_42/|Uo¢_vn|2'

HUDT
Soulignons que (2.8) est une conséquence de

MpUD + MpUT = MVq + MpVUp, (a‘)

(2.9)
1 2 41 2 _ 1 2,1 2
5Mpvp + smrvy + Q = 5mavy; + smpvy,.  (b)
Ce systéme modélise au niveau microscopique la collision nucléaire (2.1) via un systéme binaire isolé avec
création d’énergie puisque @ > 0. Notons que |®| est le jacobien de la transformation

D : (Vg Up,w) — (Vp, v, Q).
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2.1.2 Propriétés des opérateurs
Les opérateurs Pp, Pr, G, et GG,, vérifient la propriété suivante :

Propriété 2.1.1.
(Pp(fp, fr)) = (Pr(fp, fr)) = (Ga(fD, f1)) = (Gn(fD, f1T)),

mp(vpPp(fp, fr)) + mr{vrPr(fp, fr)) = ma(vaGa(fD, fT)) + Mu(vnGn(fp; fr))

imr(v3-Pp(fp, fr)) + 3mr (Wi Pr(fp, fr)) + Q(Po(fp, fr)) = ima(V2Ga(fD, f1)) + 3mn (V3G (fp, f1))-
La Propriété 2.1.1 est ’analogue de la Propriété 1.1.1.

Il est par ailleurs possible de simplifier considérablement les opérateurs de gain G, et G, via une
analyse asymptotique :

Proposition 2.1.1. Posons

M, Q

T T
Mo M + My

Vn:\/Qma.Q7
My Mo + My,

- ( [26,) /29T>
V = max — o/ —,
mp mr
4
Va
ot Op et Op sont des ordres de grandeurs de la température des ions deutérium et tritium (exprimée

en unité d’énergie). Supposons que les distributions fp(v) et fr(v) sont dans LY? et que le noyau de
collision q(|v|) est dans L>(R3). Alors :

G.(fp, fr)

lim ————= =, avec * € {a,n}

=0 (G.(fp, fr))

au sens de la convergence faible des mesures et ot 0, est la mesure définie avec

Vx € (L% NC%(R?) : /]Rs X(v)d, (v)dv = /S (V. 2)dQ.

Va=1/2

E =

On rappelle que L12 est défini avec (2.4) et que (L1?)" peut étre identifié & 'espace des fonctions
{x,3C >0/Vo e R : [x(v)| < C- (1 +|v]*)}.

Cet espace est suffisamment grand puisque seules les quantités (G (fp, fr)), (v.G«(fp, fr)) et (vV2G.(fp, fr))
ont un intérét physique. En outre, 'hypothese (fp, fr) € LY? x LY2 n’est pas restrictive puisque celle-ci
est satisfaite lorsque (fp, fr) est solution de (2.2)(2.3) (des lors que (f%, f%) € L2 x L'2). On vérifie
par ailleurs que I'hypothese ¢ € L°°(R?) est satisfaite lorsque la section efficace o(jup — vr|) est donnée
par la formule (2.7).

L’interprétation physique de la Proposition 2.1.1 correspond a un résultat standard en physique de la
fusion. En effet, la Proposition 2.1.1 affirme que lorsque la vitesse thermique du plasma de deutérium-
tritium est négligeable devant V, — ce qui est le cas pour les températures rencontrées en fusion par
confinement intertiel® —, les particules a et les neutrons sont émis, d’une part, de facon isotrope dans
I'espace et, d’autre part, aux énergies respectives E, := %maVi = 3,5 MeV et E,, := %mnVi =
14,1 MeV. Soulignons que ce résultat est vrai, que le plasma de deutérium-tritium soit ou non a 1’équilibre
thermodynamique.

5Celles-ci sont de 'ordre quelques dizaines de millions de degrés Kelvin.
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2.1.3 Calcul du terme source 9,_.;

Le terme source Q]zujfe intervenant dans (1.2) est donné par la formule®
: 1 —2
d
QLU (T, N) = 5maV o % 7ug(T, N) (2.10)

Toq(T, N) = ‘/\3 . MD(UD)MT(UT)(](|’UD — ’UT|)dUDdUT
R3 JR

est le taux de réaction nucléaire” calculé en supposant que le plasma de deutérium-tritium de densité
particulaire N est & I’équilibre thermodynamique & la température T' (i.e. en supposant que fp et f7 sont
des maxwelliennes centrées Mp et Mr de densité N/2 et de température T ; dans le contexte physique
étudié ici, les vitesses macroscopiques Up et Ur peuvent étre prises égales a zéro car elles sont négligeables
en norme devant V). Connaissant la section efficace o (voir (2.7)), on peut alors obtenir une formule
approchée donnant 7., (T, N) et donc Q™™ (T N via (2.10).

a—1

Cependant, le systéme (2.2) montre qu'un plasma de deutérium-tritium initialement & 1’équilibre ther-
modynamique ne peut le rester que lorsque le noyau de collision ¢ = |v|o(|v]|) est une constante, ce
qui est loin d’étre le cas ici. Pour que la formule donnant 7.,(T, N) soit applicable, il faut donc que les
collisions ion-électron et ion-ion — c¢f. Chapitre 1 — soit assez nombreuses pour forcer fp et fr a étre
proches d’une maxwellienne. Or, nous avons souligné qu’a la formation du point chaud, le plasma de
deutérium-tritium n’est pas a 1’équilibre thermodynamique, le libre parcours moyen des ions devenant
important par rapport au diametre de la sphere de deutérium-tritium (voir le cas-test du §1.4.2). La
formule donnant Q™ (T, N') via (2.10) n’est des lors pas valable.

a—1

En nous inspirant de la technique proposée dans [16], nous avons explicité un algorithme de type
Monte-Carlo adapté au calcul du taux de réaction nucléaire hors équilibre thermodynamique

(fps fr) = /R 3 /R Iown)fr(er)allen — vrl)dupdor,

algorithme que nous avons aussi utilisé pour évaluer les opérateurs de perte Pp, Pr, et de gain G, G,,.

Les résultats numériques montrent clairement que le taux de réaction nucléaire 7(fp, fr) ainsi obtenu
peut-étre différent d’un ordre de grandeur du taux de réaction nucléaire 7,,(T, N). Dans ce cas, la formule
(2.10) doit étre remplacée par la formule

Qu—il(fp, fr) = %mavi x 1(fp, fr)-

Les résultats numériques obtenus permettent également d’estimer la déviation de l'opérateur de gain
des neutrons G, /{G,) par rapport & la distribution é,, (voir la Proposition 2.1.1). Cette estimation est
importante. En effet, la déviation de G,,/(G,,) par rapport a §,, dépend de la température T' du plasma
de deutérium-tritium®. En mesurant cette déviation, on peut donc espérer remonter & la température
T du plasma sachant que les neutrons quittent le milieu en étant peu perturbés®. La aussi, on montre
numériquement qu’a température T donnée, cette relation n’est pas la méme suivant que le plasma de
deutérium-tritium est ou n’est pas a 1’équilibre thermodynamique.

6La formule (2.10) ne donne pas exactement le Q{Zf?e

voir la note de bas de page 3.
"Le taux de réaction nucléaire T.q(N,T) est parfois noté Np N {|v|o(|v|)) [10].

8Comme Np = N, on peut définir T avec T = %. En pratique, on a T = O(6p) = O(0r) car % = O(1).

(T, N) dans (1.2) car I'on ne fait pas ici ’hypothese d’ion moyen :

9Voir la note de bas de page 3 du Chapitre 1.
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2.2 Transition d’énergie quantique

Le travail présenté dans cette section a été publié dans [Dellacherie, 2003b]. Dans cet article, nous
avons étudié les propriétés de base de 'opérateur de Wang-Chang & Uhlenbeck Qf’f_ﬁh , [102, 17] inter-
venant dans I’équation cinétique de type Bolzmann

Off +v-Vaff = QN k),

(2.11)
fE(t=0) € L1+ [v]*)dv]
ol
* kK.
Qf({fjk }Lk*) = Z Qi’thJ (2.12)
Johli ks
Le systéeme cinétique (2.11) modélise les collisions binaires
AF 4 A?* = AR+ Af* + énergie de transition (2.13)

entre un atome AF d’espece k et un atome A% d’espece k. (k = ks« ou k # k) avec transition entre les
niveaux d’énergie quantique (¢, j) et (h,1). Le systéme cinétique (2.11) est trés proche du systeme de type
Boltzmann qui modélise la réaction chimique réversible [42]

AR ARz = Aks L AR 4 énergie de la réaction chimique. (2.14)

Le systéme (2.11) sera utilisé au Chapitre 5 pour décrire le mélange de gaz raréfiés d’uraniun et de fer
dans le procédé SILVA'? d’enrichissement de 1'uranium par laser. Dans ce contexte, la température de la
vapeur d’uranium et de fer est suffisamment importante'’ pour que les collisions entre atomes A* et A%
provoquent des transitions d’énergie quantique entre les couches électroniques!?. Ces niveaux d’énergie
sont dits métastables car ils peuvent étre considérés comme stables par rapport au temps de collision
entre atomes A* et A~

La masse volumique py, la vitesse macroscopique uy et 'énergie totale Fy de l’espece k sont reliées a la
distribution f¥ via

=Y [t

Pk = Z/RS myoff (v) dv, (2.15)

02
prEy :Z/ mg <2+€i‘6> S (v) dv
i /RS

ol ef € R* et my, sont respectivement 1’énergie du i niveau d’énergie quantique'® et la masse atomique
de I'espece k. On définit par ailleurs la masse volumique p, la vitesse macroscopique u, 1’énergie totale E

10SILVA est 'acronyme de Séparation Isotopique par Laser sur Vapeur Atomique.

HCelle-ci est de l’ordre de 3000 K.

12Dans des contextes différents de SILVA, les niveaux d’énergie quantique peuvent correspondre & des niveaux d’énergie
rotationnels ou vibrationnels de molécules.

131 énergie ef est reliée au nombre d’onde du niveau d’énergie considéré par I'intermédiaire de la relation de de Broglie :
voir plus loin (5.42).
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du mélange de gaz et la fraction massique Y3 du gaz k avec

1

p= Zk:pk =,

pu =" pru,
k

(2.16)

u2
pE:ZPkEk :=p(2 +5>7
k

Yy = % €[0,1] (donc Y Yi=1).
k

Les quantités 7 et £ sont respectivement le volume spécifique et ’énergie interne du mélange de gaz.

2.2.1 L’opérateur de collision

L’opérateur de collision semi-classique Q** de Wang-Chang & Uhlenbeck (1951) proposé dans [102]

1,]—>hl
est défini avec!*
gzg
Qi hy = / [f;’fw')fl*( D= = @) (0a) | BE (0,0, Q)dv, . (2.17)
AT (V)

L’entier posmf g¥ est la dégénérescence du i*™ niveau d’énergie quantique de I'espéce k. Le noyau de
collision B th (0,04, Q) est relié a la section efficace O'f]]:h (v, 04, Q) de la collision

[(Uaivk)7 (U*7j> k*)] - [(ﬂlvhﬂ k) (U*7l7k )]

par la relation

B (0,00,Q) = o v -0

ij sl (v, V4, Q). (2.18)

kK.
1,]—>hl

La cinématique de la collision binaire [(v, 4, k), (vs, J, k«)] — [(V', by k), (V] 1, ki )] est décrite par

o = VIR (0,00, Q) = g+ QY2 [y |2 AHE

i,j—h,l i ]—>h &
1 kike fukk* k, ks
v, =W (0,0, Q) 1= vy — QR \/ v — vl + A€ (2.19)
MEU + Mg, Vs
U e
E+mg,
avec
Kk k ko _ k.
[k, A€ g = Mg (eF — eh) + my, (ej — € ) (2.20)
ol gk, = % Le domaine d’intégration Al imn(v) dans (2.17) est défini avec

Akjk;hl( ) =82 x {v* € R? tel que f|v—v*|2 +A€;€Jki>hl > 0},

14Wang-Chang & Uhlenbeck ont proposé dans [102] I'opérateur (2.17) dans le cas non-dégénéré (i.e. avec g¥ = 1 pour
tout (i, k)); de Boer a également écrit avec Wang-Chang & Uhlenbeck un article (1964) sur cet opérateur (voir la note de
bas de page § p. 336 dans [15] du §17.6. Quantized internal energies, ainsi que la note de bas de page 8 p. 501 dans [54]) :
c’est pourquoi l'on parle aussi d’opérateur WCUB. L’extension au cas dégénéré (i.e. lorsqu’il existe (i, k) tel que gf #1)a
été introduit par Waldmann & Triibenbacher dans [101].
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Ce domaine d’intégration strictement inclus dans R?® souligne que la température du mélange de gaz
d’especes k et k. doit étre assez importante pour que les transitions entre niveaux d’énergie quantique
ne soient pas négligeables. Soulignons que (2.19) est une conséquence de

/ /
MEv + My, Vs = mpv’ + my, v, (a)

2 0?2 o2 2 (2.21)

v v’
mk?—i—mk* 9 +/~ka*A61]_>hl mk——i—mk*?. (b)

2

On peut faire une analogie entre le systeme (2.9) modélisant la collision nucléaire (2.1) et le systeme
(2.21) modélisant la transition d’énergie quantique (2.13). Cependant, les énergies @ = 17,6 MeV dans
(2.9)(b) et g, Ael in dans (2.21)(b) (définie avec (2.20)) n’ont pas du tout la méme origine physique.
En effet, ’énergie @) est hee a une modification de la structure du noyau des ions deutérium et tritium

alors que l'énergie iy, Aez Ji—p, est liée & une modification des couches électroniques des atomes k et k..

D’autre part, I’énergie @Q est strictement positive alors que Ael iny est positive ou négative. En outre,
la réaction nucléaire (2.1) est irréversible alors que la transition d’énergie quantique (2.13) est réversible.
Il sera donc possible de proposer un théoréme H et une limite fluide pour le systéme cinétique (2.11)
modélisant la transition d’énergie quantique (2.13) contrairement au cas de la collision nucléaire (2.1).

2.2.2 Construction d’une classe admissible de sections efficaces

e . P . kKo ko ke .
Pour qu’il soit possible de proposer un théoreme H, les sections efficaces 0 €6 o doivent
étre reliées par la relation

af’jk;h’l(v, Vi, Q) - v — v*|dvdv*duf(ek)du§* (e")dQ = (2.22)
O'Z f_)”(v Jol, Q) - v;\dv’dv;dufb(ek)d,uf* (ek*)dQ’
ol
k. k.
o=V (00, ),
:k = Wik,;‘k;h,l(U? Vs Q),
. VT
R
et ol du¥(e) est la mesure discrete gFo(e? — e¥)de®. En utilisant le fait que le jacobien ‘% de la

transformation (v, v,, Q) — (v/, v, Q') est égal & |v — v, |/|v) — V|, on voit de suite que (2.22) s’écrit plus
simplement

w ok
gzl'cg;‘C 0i7j—>h7l(vvv*a Q) : |'U - U*|2 - ghgl Uh l—n](v avw Q ) | U>/k|2 (223)
ou encore
« 13hs ko
gfg] Bz ,J—h,l (”U, Vs ) |U - U*| - ghgl Bh l—)zJ(v av*v Q ) ‘ U>Ic<| (224)

en utilisant (2.18). Les relations (2.22), (2.23) ou (2.24) correspondent a la relation de micro-réversibilité :

- la relation (2.22) correspond & la relation (2) dans [17] avec V(i, k, k.) : k = k. et g¥ = 1 (cas mono-espece
sans dégénérescence) ;

- la relation (2.23) correspond & la relation (3) dans [102] avec V(i,k, ki) : k = ki et gF = 1 (cas
mono-espeéce sans dégénérescence)!® ;

15Les auteurs ont semble-t-il “oublié¢” la puissance 2 apparaissant dans (2.23) au profit d’une puissance 1. Rappelons que
D(v,v4,Q2)

cette puissance 2 est directement liée au jacobien Dol |-
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- la relation (2.24) correspond & la relation (19) dans [42] écrite pour le cas de la réaction chimique (2.14)
(cas sans dégénérescence mais ou les masses des particules avant collision et apres collision changent
contrairement au cas de la transition (2.13)).

De plus, la section efficace ok doit satisfaire

i,j—h,l

Bk (0,05, Q) = bk (0,0, Q). (2.25)

O.z7j4>h,l Jyi—lh

La relation (2.25) est un principe d’indiscernabilité interdisant toute distinction entre les collisions
[(Uv i7 k)a (U*7j7 k*)] - [(Ulv ha k) (’Uw la k )]

et
(e Gy ) vy, R)] = [V 1 o), (V' By R

11 est possible de définir une large classe de sections efficaces satisfaisant les relations (2.23) et (2.25) :

Proposition 2.2.1. La relation de micro-réversibilité (2.23) est satisfaite lorsque

o (0,0,,Q) = (2.26)

i,7—h,l

k. k. (Q . (’U — U*) 1

1
2 2
o1 |’U—’U*| 72| 'U*| +A€z]~>m1n172|v—’U*| +A€'L]~>m2n27"'>

k,kx

K,k _ 2
CI (gzagj 79}“9[ ) ) ( |U U*| +Aez]—>hl>
gl gj |1} _ ,U*|2(1—5k ko)

ot f¥* € R et T := {(i,5), (h,1)}, {mp}, et {n,y}, étant deuz suites de N arbitrairement choisies pour
o ok _ ke
chaque I et ot (7" (21, T2, T3, 24) = (7" (X3, T4, T1, Z2).

La notation {(7, ), (h,1)} pour Z sous-entend que {(¢,7), (h,1)} = {(h,1), (4,7)}. Autrement dit :

k,k.

hii (V5 0L, ©) sont identiques & celles appa-

o les fonctions a§ “(...) et Ck #+(...) apparaissant dans o
raissant dans (2.26) ;

kK.

Bl J(v vl, Q) sont identiques & celles apparaissant

o les suites {m,}, et {n,}, apparaissant dans o
dans (2.26);

kuk ) .
= Ae.” il est nécessaire et suffisant que

En outre, puisque Aez Gy = AT

Uék (z,y1,...) = aff’k(x, Yyt
C;’ﬁ’k*(thvz,xs,u) = f}’k($2,$1,$4,$3), (2.27)
ﬁk,k* — ﬁk*,k

avec T := {(j,14), (I, h)} pour que la classe de sections efficaces (2.26) satisfasse le principe d’indiscerna-
bilité (2.25).

La classe de sections efficaces Uf ’jk; p, vérifiant (2.26) et (2.27) n'est pas vide. En effet :

Corollaire 2.2.1. Soit la section efficace

Q- (v—us) 1
Kk kK. * K,k N
ai,jﬂh,l(v7 Vs, Q) - U ( "U —v | ) . |:|U — |pi,j~>h,lH(A€1 j—h, l) (228)
kK * *
n [v" — Ui\pk,k* H(A )} ) (z (gf,gf 9590
v — v, |2 hyl—i,j hl—1,3 gfgf*
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ot
1 if x>0,
H(z)={ 1/2 if z=0,
0 if x<0
et ot ngﬂhl > 0 est une probabilité de transition vérifiant szgﬂhl =1 et ngﬂhl pflil b
J(’f’k*( ) étant une fonction strictement positive vérifiant 0’“ ke ( ) = f*k(ac) Alors, la section efficace
of’jk_}h (0,04, Q) ainsi définie satisfait (2.26) et (2.27).

Dans le cas mono-espece (i.e. k = k), sans dégénérescence des niveaux d’énergie quantique (i.e. Vi :
g% =1) et lorsque o¥* est une constante (cas isotrope), la section efficace (2.28) correspond & la section
efficace de Uhlenbeck [97].

On a également :
Corollaire 2.2.2. Soit la section efficace
Q- (v—uy)
kK . * koK
Ui,j—»h,l(’U”U*’ Q) = Uk k <|U—U*|) . pi7j—>h,l(v7v*) (229)
avec

K, ke 2 Kok
9rn9 ( [V — v. +A€”ﬁhz>

Y
Z gmgn ( ‘U_U*|2+A€zj4>mn>

dm,n

(2.30)

k k.
pi7j_>h,l(v, vy) =

cr(’f’k* (z) étant une fonction strictement positive vérifiant af**(a:) = afk(x) Alors, la section efficace
ok (v,0,,9Q) ainsi définie satisfait (2.26) et (2.27).

i,j—h,l
La notation @m,n dans (2.30) sous-entend que les niveux d’énergie m et n sont choisis dans la somme

ks . .
quand 5 v — v, |2 + Ael i Smon est positif. Lorsque O'k k« est une constante (cas isotrope), la section efficace

(2.29) correspond a la section efficace de Anderson [4].

2.2.3 Propriétés et notion de catalyseur

Dans la suite, on suppose que la section efficace O‘f;:hl satisfait (2.26) et (2.27). On définit par

ailleurs le graphe GMF+ = (VFk« EFF) de sommets VFF« et d’arétes EFM associé aux transitions
(ivja k, k*) - (h, l, k, k*) avec

YRR = (00)) = {on,. )

Ebke = oy, v}, € {1,...,n},r € {1,...,n} tel que ak]k_*)hl # 0}.

(2.31)

Outre des propriétés standards de conservation de I'opérateur Q nous avons pu établir le résultat

suivant :

Lemme 2.2.1. On suppose que ¥(i,k) : fF(v) € LY[(1 4+ |v|*)dv] et que Vk # k, : G*F+ est un graphe
fermé'®. Alors :

V(i k) : QS k) =0 <= I({Ye>O0te,p>0,u,T >0) tel que V(i,k) : fF(v) = MF(v)
ot ME(v) est la mazwellienne définie avec

1 2
ME (v)zﬁ. P exp b —uw) e
my (27(1)% Zk (T) T/mk
mg

zy—>hl7

, (2.32)

k
mi€e:
)= ng exp <— rj;fz ) étant la fonction de partition de ’espéce k.

161e graphe G¥*+ est fermé lorsque pour tout {vg,vr} € Vkiks 5 VkE« ] existe un chemin entre vq et v, constitué
d’éléments de EF:Fx.
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Dans (2.32), Y, p, u et T définissent respectivement la fraction massique de 1’espece k, la densité volu-
mique, la vitesse macroscopique et la température thermodynamique!” du mélange de gaz. Remarquons
que la formule (2.32) s’écrit aussi

Y, _ 2
Moy =pb Yo |
my (27%%)5 2T /my,
ou . .
k 9 mr€;
o _ - 1 2.
= g o |- Ta o (2.33)

définit, a ’équilibre thermodynamique, la probabilité pour que I'espece k se trouve a I’état i. La formule
(2.33) est classique en mécanique statistique.

La fonction de partition Z;(T) montre qu’a I’équilibre thermodynamique et & température fixée, plus
un niveau i est de basse énergie, plus il est peuplé'®, le niveau d’énergie le plus peuplé étant le niveau
fondamental i pour lequel ef = 0. La fonction de partition Z(7) montre également que les niveaux
de basse énergie sont d’autant plus peuplés que la température T est basse. A basse température!'?,
on peut donc négliger les transitions d’énergie quantique pour ne considérer que 1’évolution de 1’état
fondamental de chaque espece k du mélange : dans ce cas la, le mélange de gaz peut étre décrit par les
équations de Boltzmann multi-especes classiques. Par contre, & haute température2?, il faut tenir compte
des transitions entre les niveaux d’énergie quantique pour chaque espece k : le mélange de gaz doit alors
étre décrit par les équations de Wang-Chang & Uhlenbeck (2.11).

Pour démontrer le Lemme 2.2.1, nous avons généralisé a notre contexte la preuve établie par B. Perthame
[85] pour le cas de 'opérateur de Boltzmann classique mono-espeéce. Celle-ci est basée sur une transformée
de Fourier des distributions f(v). Le grand intérét de la preuve de B. Perthame tient en ce qu’elle ne
suppose aucune régularité de la distribution f contrairement & la preuve donnée par Boltzmann [9] (ot
f est supposée deux fois dérivable) ou par Cercignani [12] (ol f est supposée continue en au moins un
point). Ici, le Lemme 2.2.1 n’impose aucune condition de régularité. En effet :

e la condition V(i,k) : f¥(v) € LY[(1 + |v|?)dv] impose que la masse et I'énergie de chaque espece sont
finies. C’est une hypothese physique standard qui est implicitement imposée par Boltzmann et Cercignani
dans leurs preuves respectives;

e la condition G¥¥+ est un graphe fermé est liée au caractére multi-especes avec niveaux d’énergie quan-
tique de l'opérateur de Boltzmann Q¥ ({ fjk}]k) Cette condition impose qu’il y ait suffisamment de
transitions d’énergie quantique (i, J,k, ks) — (h,l, k, k) pour qu’aucun ensemble de niveaux d’énergie
quantique ne soit isolé?!. Cette hypothese est légitime d’un point de vue physique.

Notion de catalyseur : Notons que pour V¥*+ fixé, il n’y a pas unicité du graphe fermé GFF+ =
(V- ERFE) D’autre part, on peut imaginer un processus de transition tel qu’il n’existe aucune tran-
sition du type

(4,4, k, k) — (h, 1, k, k) lorsque (4,4, h, 1) # (4,1,1,1).

Dans ce cas, lorsque le graphe G« est fermé, les niveaux d’énergie i de I'espece k transitionnent vers
les niveaux d’énergie h (h # i) uniquement par U'intermédiaire des collisions avec l'espece ki (k. # k).
Des lors, I’équilibre (2.32) powrra tout de méme étre atteint. L’espéce ki peut donc jouer un rdle de
catalyseur en accélérant, voire en provoquant, le retour vers ’équilibre de ’espece k — et donc le retour

17La température T est exprimée en unité d’énergie.

180n suppose ici que les dégénérescences de l’espece k sont toutes du méme ordre de grandeur.

19La température doit cependant étre beaucoup plus grande que le zéro absolu, température pour laquelle les phénomenes
quantiques sont trop importants pour que 1’état du gaz puisse étre décrit par une équation cinétique de type Boltzmann.

203 température doit cependant étre plus faible que la température d’ionisation.

21Dans le cas contraire, il faudrait définir un équilibre thermodynamique pour chaque ensemble isolé de niveaux d’énergie
quantique.
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vers ’état fondamental caractérisé par ef = 0 — grace a l'introduction de nouveaux chemins possibles
entre niveaux d’énergie quantique : ce phénomene est connu dans la physique de I’enrichissement par
laser ; il est par exemple mis en évidence via des simulations numériques dans [Dellacherie, 2003a] (voir
le paragraphe Mise en évidence de effet catalyseur du fer a la fin du §5.5.3 du Chapitre 5). Soulignons
enfin que si le graphe fermé G*F+ := (VFk- k) nest pas unique, on peut par contre affirmer que la
vitesse de relaxation de flk vers (2.32) en dépend : qualitativement, on peut écrire que pour VF*= fixé,
plus card(E**+) est grand, plus la vitesse de relaxation est grande.

K,k

Dans la suite, on suppose que Vk # k, : G¥F< est un graphe fermé, la section efficace O

satisfaisant toujours (2.26) et (2.27). En définissant 1’entropie cinétique

H(f) = HE (™),
k
HE(F) = D Hi(fF), (2.34)
Eo
() = [ #twoe (1220

on établit le théoreme H suivant :

Lemme 2.2.2. Soit f¥ solution de (2.11). Alors :
7d H(f)(E) <0
dt -7

Remarquons qu’il est a priori possible de trouver une espéce k et un intervalle de temps borné [a, b] pour
lequel dyH* (fk) > 0 puisque, sous I'’hypotheése Vk # k, : GFF« est un graphe fermé, aucune espece k ne
définit un systéme isolé. Par contre, ’entropie du mélange H(f)(¢) décroit car le mélange de gaz définit
un systeme isolé.

Le Lemme 2.2.2 couplé a I'inégalité de Csiszar-Kullback [20, 66] permet d’établir le résultat suivant :
Lemme 2.2.3. Soit fF solution de (2.11). Alors :

Wi k) dim [[fF = M| =0.

Soulignons que lorsque le graphe G**+ n’est pas fermé, il n’y a pas nécessairement unicité de I'état
d’équilibre /\/liC et le Lemme 2.2.3 n’est donc pas nécessairement valable, ’entropie restant par ailleurs
une fonction décroissante. L’hypothese Vk # k. : GFF< est un graphe fermé, au méme titre que les
conditions (2.26) et (2.27) sur la section efficace aﬁ’f;h,l, est donc un élément essentiel pour obtenir la
convergence vers un état d’équilibre maxwellien.

2.2.4 Limite fluide

A Péquilibre thermodynamique défini par la distribution (2.32), le mélange de gaz est caractérisé par
les relations

Vk : up = u (loi isovitesse)
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ainsi que par

Vik: Y =17 (loi de mélange), (a)
k
Z = (loi de Dalton), (b)
k=1 (2.35)
Vk: Ty =T (loi isotherme), (c)
Ty . . .
Vk: 1P, = — (équation d’état d’un gaz parfait) (d)
my,

(k est le nombre d’especes du mélange) olt u et uy, sont respectivement la vitesse du mélange et du gaz
k,ou T := 1/p et 7, := 7/Y}), sont respectivement le volume spécifique du mélange et du gaz k, ou P
et Py sont respectivement la pression du mélange et du gaz k, et ou T et T} sont respectivement la
température du mélange et du gaz k. D’autre part, I’énergie interne £ et 'entropie s du mélange de gaz
sont respectivement données par

E(Yi,..., Y5, 7) :;Yké’k(T), (a)
E(T) = ENT) + (T, (b)
£61(T) = g ' mlk ’ k © (2.36)
gret (1) = ~ 2108 2e(T) _ Zg - ( T ) (d)
d(m/T) 2, (T)
“ s(Yi,....Y ,7,€) zzkjyksk Yy, ,T), (a)
sk (Y, 7, T) = 53 (10, T) + s3U(T), (b)
§6l (74, Ty) = —mik [log(mkm) + glog (3;’;)] () (2.37)
(T =~ | tog(2u(10)) + ) (@)
my

Les quantités EL(T) et s¢ (7, T) son liées aux degrés de liberté classiques de l'espece k; les quantités
EpL(T) et snY(T) sont libes aux degrés de liberté non-classiques de l'espece k. Nous réutiliserons ces
quantités au Chapitre 5. L’équation d’état (2.35)(d) caractérise un gaz thermiquement parfait alors que
léquation d’état (2.36)(b,c,d) caractérise un gaz calorifiquement imparfait. Le gaz k serait calorifiquement
parfait si I’énergie interne E”Cl(Tk) était nulle pour tout Ty, ce qui ne peut se produire que lorsque
Vi : el =0, c’est & dire uniquement dans le cas classique. Notons que les formules (2.36)(d) et (2.37)(d)
sont class1ques en mécanique statistique lorsqu’un systeme est caractérisé par un ensemble discret d’états :
voir par exemple les formules (2.4-5) et (2.4-14) dans [54].

On montre que l'entropie s(Y1,...,Yz_;,7,&) ainsi définie est une fonction strictement convexe de
(1,€) qui vérifie la relation différentielle classique —Tds = d€ 4+ Pdr lorsque dY; = 0. La fonction
s(Y1,...,Y5_4,7,&) définit donc 'entropie thermodynamique du mélange de gaz.
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Le Lemme 2.2.3 nous incite a formellement définir la limite fluide des équations de Wang-Chang &
Uhlenbeck (2.11)(2.12)(2.17) :

Propriété 2.2.1. On suppose que les sections efficaces sont telles que

1
N> 0/V(0, 00, Qi g, bl k) 0 o, (0,04, Q) 3 (2.38)
Soit fF(t,x,v) — maintenant notée fi’f/\(tw,v) — solution de (2.11)(2.12)(2.17). Alors, on peut formelle-
ment écrire que

lim f'\ = M; (239)

ot M¥ est défini avec (2.32). De plus, les grandeurs macroscopiques {Yy }x, p, u et T qui définissent M¥
sont solutions du systeme d’FEuler multi-espéeces compressible

Yk : 0y(Yip) + Vi - Yipu) =0,
O(pu) + Vy - (pu®u—|—PT) =0, (2.40)
O(pE)+ Vg - [(pE+ P)u] =0

fermé avec (2.35), (2.36) et E = $u® + E(V1,...,Y5_,T). Enfin, le systétme (2.40) admet Uentropie
thermodynamique (2.37) qui est strictement conveze lorsque dYy, = 0. Le systéme (2.40) est donc hyper-
bolique.

Le parametre A\ correspond au nombre de Knudsen pour une densité macroscopique de particules ca-
ractéristique et une longueur macroscopique caractéristique normalisées (i.e. d’ordre 1). La preuve de la
Propriété 2.2.1 est purement formelle : une preuve rigoureuse de ce résultat est un exercice tres complexe
qui sort du cadre du présent travail. Seul le caracteére hyperbolique du systéme (2.40) est obtenu de fagon
rigoureuse??. Les valeurs propres et vecteurs propres sont explicités dans [Dellacherie, 2003b]?3. Souli-
gnons que ’hypothese (2.38) est importante : elle permet d’affirmer qu’il n’existe qu’une seule échelle de
temps au niveau microscopique. Dans le cas contraire, il faudrait remplacer (2.39) par autant de limites
qu’il y aurait d’échelles de temps microscopiques. Le systéme (2.40) devrait alors étre remplacé par un

systeme d’Euler compressible plus complexe??.

221’hyperbolicité du systeme (2.40) est une conséquence directe de 'existence d’une entropie strictement convexe. Ce lien
direct entre hyperbolicité et entropie correspond au théoreme de Godunov-Mock écrit dans le cas multi-espéces : voir a ce
sujet le §4.3 du Chapitre 4.

230n vérifie que la présence de niveaux d’énergie quantique diminue la vitesse du son par rapport & un gaz standard. Ce
résultat peut se comprendre en notant que les niveaux d’énergie quantique peuvent étre vus comme un réservoir d’énergie
qui “absorbe” ’énergie interne de translation et donc d’agitation thermique du gaz, cette “absorbtion” étant d’autant plus
importante que la température du gaz est importante.

24En particulier, la loi isovitesse Vk : ur = u et la loi isotherme Vk : T, = T ne seraient pas valables a priori. Un tel
systéme pourrait ressembler au systéme d’Euler compressible (4.15) du Chapitre 4 avec termes de relaxation en vitesse
et en température dans le cas d’'un mélange binaire de gaz (i.e. avec ap = 1 et kK = 0 dans (4.15), o € [0,1] et K = 1
correspondant au cas d’un mélange binaire de fluides non-miscibles).



Chapitre 3

Analyse de ’algorithme LBM
appliqué a I’équation de la chaleur

Les résultats présentés dans ce chapitre n’ont fait I’objet d’aucune publication a ce jour. Ils ont
cependant été présentés dans plusieurs séminaires en France entre 2007 et 2009. Ces résultats — obtenus
en collaboration avec C. Le Potier — concernent la Méthode de Boltzmann sur Réseau (MBR) connue
également sous le nom de Lattice Boltzmann Method. Dans la suite, nous utiliserons ’acronyme LBM
pour faire référence a cet algorithme.

L’algorithme LBM est une méthode numérique originale présentée comme étant une alternative aux
méthodes numériques classiques. Cet algorithme a initialement été proposé pour résoudre le systeme
de Navier-Stokes incompressible 2D ou 3D [51, 13, 81]. Historiquement, l’algorithme LBM trouve ses
origines dans ’automate cellulaire' proposé par Frisch, Hasslacher et Pomeau, cet automate permettant de
restituer au moins qualitativement des écoulements incompressibles [35, 68, 34]. Par ailleurs, 1’algorithme
LBM est également utilisé pour résoudre I’équation de la chaleur avec ou sans transfert radiatif [103, 79],
et a été étendu au systeme de Navier-Stokes incompressible couplé a de la thermique en faiblement
dilatable (approximation de Boussinesq) [50, 57] ou a des modeles bas Mach prenant en compte de fortes
dilatations thermiques? [50, 47]. Toutes ces études montrent que 'algorithme LBM est simple, robuste et
a priori précis, ce qui en fait un algorithme actuellement populaire, notamment dans le milieu industriel.

L’algorithme LBM est simple car il est explicite, et, dans le cas du systéme de Navier-Stokes incom-
pressible, n’est pas basé sur la résolution d’une équation de Poisson. De plus, son stencil est petit ce
qui en fait un bon candidat pour des calculs hautes performances intégrant des accélérateurs matériels
de type GPU?. L’algorithme LBM est robuste car il semble inconditionnellement stable bien qu’étant
explicite. Malgré tout, ce n’est que tres récemment que la communauté des Mathématiques Appliquées
s’y est intéressée [3, 61, 64, 65, 62, 63, 28]. Des origines liées aux automates cellulaires?, des propriétés
jugées peut-étre trop miraculeuses pour étre vraies, le fait que le maillage soit nécessairement constitué
de mailles carrées ou une fagon peut-étre quelque fois obscure d’introduire ’algorithme LBM expliquent
sans doute cet état de fait. Néanmoins, force est de constater que les résultats numériques obtenus avec
I’algorithme LBM semblent intéressants, ce qui justifie de notre point de vue que la communauté des
Mathématiques Appliquées s’y intéresse sérieusement.

Aussi, il nous a semblé utile de tenter de comprendre le processus de construction de 'algorithme

1Un automate cellulaire est un ensemble de “cellules” distribuées sur les nceuds d’un maillage cartésien qui sont ca-
ractérisées par un état appartenant & un ensemble discret et fini d’états possibles, I’état de la “cellule” dépendant au temps
t 4+ 1 de celui au temps ¢ de ses voisines via des regles simples. L’automate cellulaire le plus connu est celui dit du jeu de
la vie (game of life en anglais) proposé par John Conway [37].

2Nous dérivons un modele de ce type au Chapitre 6.

3GPU est acronyme de Graphics Processing Unit.

4Les outils mathématiques pour étudier les automates cellulaires utilisent des notions de systéme dynamique discret et
non des notions d’EDP.
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LBM dans un cas simple, en 'occurence celui de I'équation de la chaleur monodimensionnelle 0;p = v9?,p
(v € RY), pour ensuite étudier ses propriétés et limitations.

3.1 Construction de I’algorithme

Le principe de construction de I'algorithme LBM que nous proposons est basé sur le résultat formel
suivant :

Lemme 3.1.1. Soit f,(t,z) solution du systéme cinétique a deux vitesses discrétes

1
Oifr — Oz f1 = %(f2 — fi)s
(3.1)
1
Orfa+ Oz f2 = %(fl — f2)
ol . = \/g € Rf. Alors, la densité p :== f1 + f2 est solution de
Oip = vd2,.p+ O(e) (3.2)

lorsque ¢ < 1.

La preuve de ce résultat est formelle; elle utilise un développement de Chapman-Enskog pour lequel on
suppose que f, = § 4+ O(/€). Remarquons qu’en posant w := fo — fi, le systeme (3.1) est équivalent au
p-systeéme avec relaxation

Oip + c.0pw = 0, (a)
w (3.3)

Ocw + 8zpe(p) = == (b)

avec pe(p) = cep. Les distributions f; et fo peuvent alors étre vues comme les invariants de Riemann du
p-systéme avec relaxation (3.3). Le systeéme (3.3) a été étudié par Hsiao & Liu [55] et par Jin & Levermore
[60] dans le cas particulier

cc:=1 et p(p):=pp). (34)

Sous cette condition, Hsiao & Liu montrent que lorsque ¢ < 1, 'équation (3.3)(a) peut étre approchée
par
atp = gagmp(p)a

équation qui n’a aucune chance de correspondre & la limite fluide (3.2) puisque v est une constante
d’ordre un. Cette différence est directement liée au fait que, dans notre cas, ¢ et pe(p) dépendent de e
contrairement au cas particulier (3.4) étudié par Hsiao & Liu.

En utilisant le Lemme 3.1.1 et en discrétisant de fagon astucieuse (3.1), on peut alors proposer un
processus de construction compréhensible menant aux deux algorithmes

+1 _
917 =g (1 - )+ 9513,
n-"rlzn_ (1_ﬂ)+ n. n 3.5
92, 92,i—1 2 91,i—-19> (3.5)
Pt =gt gt

et
+1 __ 3
AT =gt (1 —32)+g5, 14,

ggjl =gy 1(1— 7)+ gfm%a (3.6)

n+l _  n+l n+1
P =091, T Y92
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dont on espere qu’ils définissent chacun une bonne approximation de I’équation de la chaleur d;p = v92_p.
Dans (3.5) et (3.6), ¢ et n sont respectivement les indices en espace et en temps, et 7 est défini avec

1 vAt
= m € [0,2] avec Cq:= N Rt (3.7)

E
ou Az et At sont respectivement le pas d’espace et le pas de temps. Les deux algorithmes (3.5) et (3.6)
sont de type LBM, lalgorithme (3.5) correspondant d’ailleurs & 1’algorithme LBM proposé dans [103].
Remarquons que g, dans (3.5) et (3.6) ne correspond pas exactement & f, dans (3.1). En fait, g, et

.
fq sont liés par la relation g, = f, + (2_(2 (M, — f,) avec k = 1 pour lalgorithme (3.5) et k = 2
pour 'algorithme (3.6). Via cette relation, on peut alors proposer deux autres schémas de type LBM
respectivement équivalents a (3.5) et (3.6) dont la variable est cette fois-ci f,. Par exemple, dans le cas

de Talgorithme (3.5), on obtient ’algorithme LBM

n+l _ f1”,i+1(1603 B 1) + f2n,i+1(4cd + 1) + f;,i—l(4cd - 1) + fln,i—l
Le 16C4(Ca + 3) ’

Nl _ i1 (4Ca — 1) + 2,0 + f3,_,(16C5 — 1) + fi'; 1 (4Cq + 1)
2 16Cq(Cq + 3) ’

n+l _ rn+1 n+1
Pi = J14 +fai -

Nous n’utiliserons pas ces formulations en f, car elles sont plus complexes que (3.5) et (3.6)°.

Soulignons que le passage par un modele cinétique a vitesse discrete et par un développement de
Chapman-Enskog pour justifier ’algorithme LBM est standard. Néanmoins, I’algorithme LBM est souvent
considéré comme étant lui méme un modele cinétique & vitesse discréte — et n’est donc pas présenté
comme découlant d’une discrétisation d’un systéme cinétique continu du type (3.1) — et le développement
de Chapman-Enskog est réalisé directement sur 1’algorithme LBM (on pourra par exemple consulter [81]),
ce qui, de notre point de vue, ne facilite pas toujours la compréhension profonde de I’algorithme LBMY.

3.2 Lien avec les différences finies

Dans le cas périodique, on montre 1’équivalence de 'algorithme LBM (3.6) avec le schéma de type
différences finies de Du Fort & Frankel [26]

Pt =Pt 2Ca(pty — PP = P ) (3.8)
lorsque la condition initiale gg est donnée par

g(lji = (1 - O‘)p?’

(3.9)
95 = ap}
olt a € R et lorsque la premicére itération p} du schéma de Du Fort & Frankel est donnée par
pi = apl_y+ (1 —a)ply;. (3.10)

Soulignons que le schéma de Du Fort & Frankel (3.8) est un schéma & deuz pas en temps qui nécessite
donc la connaissance de p} en plus de celle de la condition initiale p?. Par ailleurs, en appliquant des
conditions aux limites particulieres sur g;,;_, on obtient également cette équivalence avec le schéma de

5Cette plus grande complexité de 1’algorithme LBM exprimé en fonction de fq justifie 'introduction de gq.

6De plus, I’algorithme LBM est souvent présenté en choisissant Az = At = 1, ce qui ne facilite pas non plus la
compréhension de celui-ci. L’origine de ce choix réside certainement dans le lien historique de l'algorithme LBM avec les
automates cellulaires.
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Du Fort & Frankel (3.8)(3.10) muni d’une condition aux limites de Dirichlet ou de Neumann en z = Zyiy.
Notons qu’il est possible d’établir un résultat similaire dans le cas de 'algorithme LBM (3.5)7, ce qui
souligne également I’équivalence entre les algorithmes LBM (3.5) et (3.6)%. Dans le cas périodique, cette
équivalence est mentionnée dans [3] sans qu’il y soit pour autant noté I'importance des conditions (3.9)
et (3.10). D’autre part, les cas des conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann ne sont pas traités
dans [3].

3.3 Stabilité, convergence dans L™ et principe du maximum

L’équivalence des algorithmes LBM (3.5) et (3.6) munis de la condition initiale (3.9) avec le schéma
de Du Fort & Frankel (3.8)(3.10) est une propriété tres intéressante. En effet, elle permet d’obtenir la
stabilité inconditionnelle dans L>° du schéma de Du Fort & Frankel (3.8)(3.10) en utilisant la convexité
inconditionnelle de (3.5) et (3.6) (on rappelle que n € [0,2]), puis, par application du théoréme de Lax,
la convergence inconditionnelle dans L du schéma de Du Fort & Frankel (3.8)(3.10). Par conséquence,
on obtient également la convergence inconditionnelle dans L>° des algorithmes LBM (3.5) et (3.6) munis
de la condition initiale (3.9). Dans le cas ot @ = 1/2 dans (3.9) et (3.10), cette convergence est d’ordre
deux en espace. Soulignons que la convergence inconditionnelle du schéma de Du Fort & Frankel (3.8)
dans L? est connue depuis 1953. Ici, nous avons obtenu la convergence inconditionnelle dans L™ dans le
cas particulier olt la premiere itération est donnée par (3.10) grace & Uinterprétation du schéma de Du
Fort & Frankel en un algorithme LBM trés simple & manipuler au plan algébrique. On peut de méme
montrer 'existence d’un principe du maximum discret en utilisant (3.5) ou (3.6) dans le cas périodique
lorsque a € [0, 1], le cas non-périodique étant plus complexe.

3.4 Limitation de P’algorithme

L’équation modifiée du schéma de Du Fort & Frankel est I’équation du télégraphe®

2
0% =92, — 8—’; (opérateur de d’Alembert),
c
Op =vD?p on A (3.11)
c==
At

(& un terme en O(Axz?) pres). De ce fait, si le schéma de Du Fort & Frankel posséde des propriétés de
stabilité inconditionnelles, il est par contre conditionnellement consistant. En effet, lorsque At = O(Ax?),
1/c? est d’ordre Az? et (3.11) est une approximation & I'ordre deux de 1’équation de la chaleur. Mais,
lorsque At = O(Az) (donc Cy > 1 puisque Cy := %28%L), ¢ est d’ordre un et (3.11) est une mauvaise
approximation de I’équation de la chaleur. Dans ce cas, les algorithmes LBM (3.5) et (3.6) donnent de
mauvais résultats, la solution numérique faisant apparaitre des ondes solutions de I’équation du télégraphe
(3.11) se propageant a la vitesse finie ¢ d’ordre un. Ces ondes apparaissent treés clairement sur les résultats
numériques lorsque Cy > 1 et ne sont pas numériquement diffusées car choisir ¢ = Az /At dans (3.11)
implique que la constante CFL liée au transport a la vitesse c¢ est égale a un. Cet effet se comprend
facilement en prenant 1 := 0 dans (3.5) et (3.6) (n = 0 lorsque Cy = +00) : dans ce cas, g1 et go décrivent
deux populations de “particules” totalement découplées se déplacant respectivement vers la gauche et
vers la droite a la vitesse c.

Les algorithmes LBM (3.5) et (3.6) munis de la condition initiale (3.9) possédent donc des propriétés
de stabilité inconditionnelle et de convergence. Néanmoins, lorsque le pas de temps At est trop important
par rapport & Ax? /v, les algorithmes LBM (3.5) et (3.6) ne sont pas précis.

7 Dans le cas de l'algorithme (3.5), il faut remplacer (3.10) par p} := £p9_; + (1 — 5)p?+1 o ¢ =n/2+ a(l —n). On
notera que cette relation et (3.10) sont identiques lorsque a = 1/2.

8Les algorithmes LBM (3.5) et (3.6) se différencient par la relation (3.10) qui initie le schéma de Du Fort & Frankel, cette
relation n’étant pas tout a fait la méme dans le cas de algorithme LBM (3.5) sauf lorsque o = 1/2 ot les deux algorithmes
LBM sont alors exactement identiques : voir la note de bas de page 7.

91’équation du télégraphe (3.11) est aussi connue sous le nom d’équation hyperbolique de conduction de la chaleur.
L’équation (3.11) a en effet été proposée pour tenter de modéliser la propagation & vitesse finie de la chaleur [1].
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Chapitre 4

Relaxation et analogies avec la
théorie cinétique

chapitre présente les travaux publiés dans [Dellacherie, 2003c]. Ces travaux ont en partie été
réecrits ou complétés dans [Dell0], ce rapport constituant une version détaillée du présent
chapitre!. Nous avons en effet souhaité a la fois améliorer la présentation des résultats et
proposer des prolongements n’ayant fait 'objet d’aucune publication de notre part (voir le §2.2.2 du
Chapitre 2, le §3.4 du Chapitre 3 et le Chapitre 6 dans [Del10]).

Dans [Dellacherie, 2003b] (voir le §2.2.4 du chapitre 2), nous avons formellement établi que la limite
fluide & Vordre zéro (i.e. sans les termes de dissipation) des équations de Wang-Chang & Uhlenbeck
(2.11)(2.12)(2.17) est donnée par le systeme d’Euler multi-especes compressible

Vke{l,....,k—1}: 0;(Yip) + 0.(Yipu) =0,
Op + O0x(pu) =0,
¢ (pu) + 0. (pu® + P) = 0,

9 (pE) + 9:[(pE + P)u] = 0,

2
E:%—i-s,

Vk LEE = gk‘(Tk7Pk)7

Y, =1
k

fermé avec (2.35) et (2.36). Les quantités p, u, P, E, ¢ définissent respectivement la densité, la vitesse,
la pression, I’énergie totale et I’énergie interne? du mélange constitué de k especes. Les quantités Yy,
T := 1/pr, Py et g, définissent la fraction massique, le volume spécifique, la pression et I’énergie interne
de V’espece k. Dans (2.35), nous avons introduit la loi de mélange

Vk: Yy =17 (4.2)

ou 7 := 1/p. Cette fermeture suppose implicitement que le mélange entre les especes k et k, est intime au
sens ou chaque espece k occupe localement le méme volume que I'espeéce k,. Cette hypothese est légitime

1L article [Dellacherie, 2003c] est inclus dans I’annexe du rapport [Dell0], lui méme inclus dans le TOME 2 : Recueil
de publications. MODELES CINETIQUES, RELAXATION ET COUPLAGE CINETIQUE-FLUIDE qui accompagne le présent TOME 1 :
Mémoire de synthése.

21’énergie interne € est notée £ dans (2.36).
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dans le cas d’'un mélange de gaz. Par contre, lorsque ’on souhaite modéliser un mélange de fluides non-
miscibles via le systéme d’Euler multi-especes (4.1), la loi de mélange (4.2) n’est pas valable et doit étre
remplacée par

ZYka =T (4.3)
k

Ce faisant, on perd k — 1 relations de fermeture. Dans le cas d’'un mélange de fluides non-miscibles, il est
donc nécessaire de proposer k — 1 nouvelles relations de fermeture pour fermer le systéme (4.1).

Cette remarque nous a incités a étudier en parallele deux familles de relations de fermeture possibles,
chacune de ces deux familles intégrant en particulier (4.2) ou (4.3). Dans ce contexte, la limite fluide
des équations de Wang-Chang & Uhlenbeck (2.11)(2.12)(2.17) doit étre vue comme un cas particulier
du systéme (4.1) fermé avec (4.2). Soulignons que nous avons choisi ces deux familles de relations de
fermeture de telle sorte qu’il soit possible de définir une entropie thermodynamique pour le mélange
lorsque chaque espéce admet une entropie thermodynamique. Cette hypothese est intéressante car elle
permet, premiérement, d’établir aisément le caractére hyperbolique du systéme (4.1) et, deuxiémement,
de définir un systeme d’Euler compressible & deux especes® avec termes de relaxation dont la limite
fluide formelle d’ordre zéro correspond a (4.1), et dont la limite fluide formelle d’ordre un obtenue via un
développement de type Chapman-Enskog correspond & un systéeme de Navier-Stokes compressible & deux
especes. En étudiant les termes de diffusion d’ordre un ainsi obtenus, nous avons montré pour les mélanges
binaires de gaz ou de fluides non-miscibles caractérisés par (4.2) ou (4.3) l'existence d’un phénomene de
diffusion inter-especes :

— par gradient de concentration. Cette diffusion est qualitativement identique a la loi de Fick;

— par gradient de pression autorisant la séparation d’especes par centrifugation ou par gravité. Cette
diffusion est connue sous le nom de barodiffusion dans le cas des gaz;

— par gradient de température. Cette diffusion est connue sous le nom de thermodiffusion (ou diffusion
thermique) dans le cas des gaz [15, 41] et sous le nom d’effet Soret dans le cas d’un liquide constitué
d’un solvant et d'un soluté [41].

Notons que dans le cas d’'un mélange de fluides non-miscibles caractérisé par (4.3), le systéme d’Euler
compressible avec relaxation correspond au modéle diphasique @ sept équations connu aussi sous le nom
de modeéle diphasique & deux pressions. Enfin, nous avons proposé des schémas numériques entropiques
pour le systéme (4.1) construits a partir du systéme avec relaxation.

Ce travail s’est inspiré de travaux de Lagoutiere [67] pour 1’établissement des relations de fermeture?,
de travaux de Saurel et Abgrall [92] pour le choix d’une partie des termes de relaxation et de travaux de
Coquel et Perthame [18] pour ’établissement du développement de Chapman-Enskog. Soulignons que,
de maniere indépendante, Helluy et Seguin ont également proposé dans [52] une approche par relaxation
pour des mélanges de fluides prenant en compte la distinction entre mélanges de type mélange de gaz
(4.2) et de type mélange de fluides non-miscibles (4.3). Les travaux présentés dans [Dellacherie, 2003c]

et [52] nous semblent cependant complémentaires®.

3Le mélange est dit binaire dans ce cas particulier.

4 Dans [67], Lagoutiere propose plusieurs familles de relations de fermeture dans le cas d’un mélange de fluides non-
miscibles caractérisé par la loi de mélange (4.3). Dans [DRO1], nous avons étendu ces familles de relations de fermeture au
cas des mélanges de gaz caractérisé par la loi de mélange (4.2). Ici, nous ne nous intéressons qu’a deux de ces familles de
relations de fermeture : une premiere pour un mélange de gaz et une seconde pour un mélange de fluides non-miscibles.

5Par exemple, le changement de phase est pris en compte dans [52] via un terme de relaxation sur I’équation de transport
de la fraction massique alors qu’aucun changement de phase n’est modélisé dans [Dellacherie, 2003c] ; d’un autre c6té, le
systéme avec relaxation étudié dans [52] ne prend en compte aucun terme de relaxation en vitesse et température (et pression
dans le cas d’un mélange de fluides non-miscibles) contrairement au systéme avec relaxation étudié dans [Dellacherie, 2003c].
En outre, aucun développement de Chapman-Enskog n’est étudié dans [52] alors que c’est un point important du travail
présenté dans [Dellacherie, 2003c].
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4.1 Relations de fermeture

Le systéme (4.1) est constituté de 2k +4 équations et de 4k + 5 inconnues. On a donc besoin de 2k + 1
relations supplémentaires pour fermer le systeme. Pour cela, on choisit k 4 2 relations qui caractérisent
le type de mélange — en 'occurence un mélange de gaz ou un mélange de fluides non-miscibles — et on
impose k — 1 relations thermodynamiques qui permettent de se placer dans un cadre thermodynamique
classique pour le mélange.

Avant de proposer ces relations de fermeture, on introduit la notion de fraction volumique avec

_ Yer _ Vi

L= (4.4)

(6773

On a donc

Z appr = p (4.5)
k

puisque Y Y3 = 1. La notion de fraction volumique est importante dans le cas d’un mélange de fluides
k

non-miscibles; elle est par contre inutile dans le cas d’un mélange de gaz.

4.1.1 Mélange de gaz

Choisissons les k + 2 relations de fermeture suivantes :

Vk: Yimr, =7 (loi de mélange), (a)

Z Yier =€ (extensivité de I’énergie), (b)
k

Z P.=P (loi de Dalton) (c)
k

(on rappelle que 75 := 1/py, et 7 := 1/p). La relation (4.6)(a) est une loi de mélange qui caractérise un
mélange intime entre les especes k du fluide. On se place donc ici implicitement dans le cas d’'un mélange
de gaz. La relation (4.6)(b) est imposée par le caractére extensif de ’énergie interne. La relation (4.6)(c)
est la loi de Dalton : elle est également caractéristique d’'un mélange de gaz. On voit de suite que la loi
de mélange (4.6)(a) est équivalente a

Vk: o =1 (4.7)

ol a, est la fraction volumique définie avec (4.4). La relation (4.7) caractérise le fait que chaque espece
de gaz est présente dans chaque élément de volume & 1’échelle mésoscopique. La relation (4.5) s’écrit donc

simplement
> ok=0p
k

dans le cas d’'un mélange de gaz.

4.1.2 Mélange de fluides non-miscibles

A la place des relations de fermeture (4.6), choisissons maintenant les k + 2 relations de fermeture
suivantes :

Z Ytk =7 (loi de mélange), (a)
k

Z Yier =¢ (extensivité de 1’énergie), (b) (4.8)
k

V(k,k'): Py =Py =: P (fermeture isobare). (c)
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La relation (4.8)(a) est une loi de mélange qui caractérise un mélange constitué de k especes de fluides
non-miscibles. Comme dans le cas d’'un mélange de gaz, la relation (4.8)(b) est imposée par le caracteére
extensif de I’énergie interne. La relation (4.8)(c) est la fermeture isobare : celle-ci est souvent utilisée dans
le cas de fluides non-miscibles. La loi de mélange (4.8)(a) est équivalente a

dap=1 (4.9)
k

ol oy, est la fraction volumique définie avec (4.4). La relation (4.9) caractérise le fait que le mélange
est constitué de fluides non-miscibles qui occupent donc des éléments de volume différents a 1’échelle
mésoscopique (ay # g, a priori lorsque k # k).

4.1.3 Fraction massique versus fraction volumique

La relation (4.7) souligne que la notion de fraction volumique oy n’est pas une notion pertinente pour
un mélange de gaz. C’est pourquoi I'on utilise la notion de fraction massique Y; pour un mélange de gaz
dans les systemes du type (4.1) (ay et Yy sont reliées via la définition (4.4)). Par contre, la relation (4.9)
montre que, contrairement au cas d’un mélange de gaz, la notion de fraction volumique «y, est une notion
pertinente pour un mélange de fluides non-miscibles.

4.1.4 Hypothese thermodynamique

Les relations (4.6) ou (4.8) définissent k + 2 relations de fermeture. Pour imposer les k — 1 relations
de fermeture manquantes, on se place dans le cadre thermodynamique classique suivant :

Hypothése 4.1.1. Pour tout k, on peut associer & 'équation d’état ey (1x, Pr) une entropie thermody-
namique Si(Tx, €x) et une température thermodynamique Ty,. En d’autres termes, Uentropie si(x,cr) est
strictement conveze et vérifie le second principe de la thermodynamique®

— Tydsy, = dey, + Prdry. (4.10)

Soulignons que sous cette hypothese, 'équation d’état e (7x, P) est équivalente au couple d’équations
d’état e (T, Pr) et 7i(Ty, Pr,) [19]. L’introduction des k nouvelles inconnues T}, est donc compensée par
les k nouvelles relations 74, (T%, Py). De facon équivalente, on peut écrire que I'introduction des k nouvelles
inconnues T}, est compensée par l'existence des k entropies thermodynamiques sy (74, ). Il manque donc
bien k — 1 relations de fermeture malgré I'introduction des températures T}, dans la modélisation.

On impose les k — 1 relations de fermeture manquantes via
V(k,k'): T, =T, =T  (fermeture isotherme) (4.11)

pour les deux types de mélange. La fermeture (4.11) correspond & la fermeture isotherme. La température
commune 7' définit la température de mélange.

4.2 Entropie thermodynamique pour le mélange

Le systéme d’Euler multi-especes (4.1) est donc fermé avec les relations de fermeture (4.6)(4.11)
(mélange de gaz) ou avec (4.8)(4.11) (mélange de fluides non-miscibles) auxquelles on adjoint I'Hypothese
(thermodynamique) 4.1.1. Soulignons qu’il est possible de proposer d’autres lois de fermeture (voir la note
de bas de page 4). Cependant, les relations de fermeture (4.6)(4.11) et (4.8)(4.11) couplées a ’'Hypothese
4.1.1 vont permettre de montrer simplement chacune de leur c6té le caractére hyperbolique de (4.1) et
de proposer un systéme avec relaxation dont la limite fluide formelle obtenue par un développement de
Chapman-Enskog correspond au systéme (4.1) avec termes de diffusion. Ce bon comportement est lié au
fait que :

6Soulignons que traditionnellement, en mathématique, ’entropie est convexe alors qu’en physique, celle-ci est concave.
L’entropie du physicien est donc donnée par szhys := —s}, d’ol la relation deszhys

satisfaisante pour le physicien.

= dey + Prd7y, qui est peut-étre plus
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— d’une part, pour tout ({Yi}x,7,€) € (RT)F+2, le systéme

VEk : Yka(T, Pk) =T,

mélange de gaz 4.12
S Vied(T P = ¢ ( ge de gaz) (4.12)
k

admet une unique solution (T, {P;};) dans (R*)*1. De méme, le systéme

> Vim(T,P) =T,
k

(mélange de fluides non-miscibles) (4.13)
Z Yier(T,P) =€
k

admet une unique solution (7, P) dans (R*)?;

— d’autre part, la température de mélange T définie avec (4.11) est une température thermodynamique
au sens ou la fonction

S = ZYkSk(Tkafk) (4.14)
k

couplée a (4.12) ou (4.13) peut étre vue comme une fonction s({Yj}, 7, €), strictement convexe par
rapport a (7,¢) et telle que

—Tds = de + Pdr lorsque dYj; =0.

La fonction s({Y% }x, 7, ) définit une entropie thermodynamique pour le mélange que I’on nommera
simplement entropie de mélange.

Dans le cas d’'un mélange de fluides non-miscibles caractérisé par (4.8)(4.11) (et donc par (4.13)), ces
résultats ont initialement été établis dans [67]. En nous inspirant de cette référence, nous avons généralisé
ces résultats au cas d’un mélange de gaz caractérisé par (4.6)(4.11) (et donc par (4.12)).

Soulignons que les relations (4.12) et (4.13) définissent chacune une fonction e({Yy}x, 7, P) caractérisant
I’énergie interne du mélange. Cette fonction réunit I’ensemble des relations de fermeture qui ferment le
systeme (4.1).

4.3 Hyperbolicité

Le théoreme de Godunov-Mock relie 'hyperbolicité d’un systeme de loi de conservation a l’existence
d’une entropie mathématique [38]. Or, l'entropie thermodynamique s({Yy }x, 7, €) définie avec (4.14) n’est
pas une entropie mathématique pour le systeéme (4.1) puisqu’elle n’est pas strictement convexe par rapport
4 Y%. Cependant, en utilisant le fait que 0;Y;+u0, Yy = 0, Lagoutiére a pu généraliser dans [67] le théoréme
de Godunov-Mock et ainsi déduire de I'existence de s({Y} }x, T, €) le caractére hyperbolique de (4.1) fermé
avec (4.8)(4.11) sous 'Hypothese 4.1.1. Nous obtenons le caractére hyperbolique du systéme (4.1) fermé
avec (4.6)(4.11) sous 'Hypothese 4.1.1 par la méme technique. On pourra consulter [DR01] pour le détail
des démonstrations.
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4.4 Systeme avec relaxation pour un mélange binaire

On introduit maintenant le systéme avec relaxation

Ot(a1p1) + Oz (a1prur) = 0, (a)
1
Or(arprur) + Oz (crprul + oy Pr) = " (ug — u1) + KPjni0gzan, (b)
1 Uint
8t(a1p1E1) + ﬁm[(alplEl + qul)ul] = E (T2 — Tl) + 2 (UQ — ’U,l)
P,
+5 | PintUint Oz + \ t (Po—P)|, (c)
j
(4.15)
Ot(azpa) + Oz (a2paus) = 0, (a’)
1
Or(azpaua) + Oz (qapous + g Pa) = W (u1 — u2) + KPni0pa, (b)
U
1 Uint
Ot(a2p2Ea) + 0p[(apa Ba + ag Po)us] = pys (Th —Ts) + 3 (u1 — ug)
P,
+ | PintUintOpz + 525 (P = P) | (€)
P

défini pour un mélange binaire”. L’entier x € {0,1} est un “interrupteur” dont la valeur dépend du type
de mélange (voir ci-dessous). Les quantités U;,; et Pi,: sont respectivement appelées vitesse interfaciale
et pression interfaciale; elles dépendent a priori des autres variables du systéme (4.15). Ici, elles seront
simplement définies avec (4.28). Les quantités strictement positives \,,, Ay et Ap caractérisent les temps de
relaxation vers I’équilibre en vitesse, en température et en pression. Ces trois variables sont des parametres
de modélisation qui dépendent a priori des autres variables du systéme (4.15). Enfin, on rappelle que
B = %ui—l—sk(m, Py.) est énergie totale de espece k, que ay, := % est la fraction volumique de ’espece
k (Yy étant la fraction massique : cf. (4.4)) et que T} est la température thermodynamique associée a
lequation d’état (7, Px) (cf. Hypotheése 4.1.1). Les termes de relaxation sont choisis de telle sorte que
la limite fluide & lordre zéro de (4.15) soit formellement égale au systéme (4.1) fermé avec (4.6)(4.11)
(mélange de gaz) ou avec (4.8)(4.11) (mélange de fluides non-miscibles).

4.4.1 Cas d’un mélange de gaz caractérisé par (4.6)(4.11)

La loi de Dalton (4.6)(c) est telle que les pressions P; et P5 ne sont pas identiques a priori dans (4.1).
Done, on supprime la relaxation en pression dans (4.15). Le systéme (4.15) est alors fermé lorsque

a1 = 1,
(4.16)

Otgzl.

Les relations (4.16) sont imposées par la loi de mélange (4.6)(a) (voir (4.7)). Dans le cas d’un mélange de
gaz, on ne fait pas intervenir la notion de pression interfaciale. On résume les considérations précédentes
en imposant

k=0 (4.17)

dans (4.15). Remarquons que l'on pourrait supprimer le facteur x devant les termes en 9,y dans (4.15)
puisque ces termes sont automatiquement nuls du fait des relations de fermeture (4.16).

"Le systéme avec relaxation pour un mélange constitué de plus de deux espéces n’est pas étudié dans [Dellacherie, 2003c].
Soulignons que le développement de Chapman-Enskog étudié au §4.5 est infiniment plus complexe lorsque le mélange est
constitué de plus de deux expeces.
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4.4.2 Cas d’un mélange de fluides non-miscibles caractérisé par (4.8)(4.11)

On construit ici des modéles diphasiques a siz ou a sept équations a partir du systeme avec relaxation
(4.15). Seul le modéle diphasique o sept équations sera étudié dans la suite.

Modeéle diphasique a sept équations

La fermeture isobare (4.8)(c) incite & inclure un terme de relaxation en pression contrairement au cas
d’un mélange de gaz. Pour ce faire, on ferme le systéme (4.15) avec

1
Oy + Ui Oz = bV (P — P») (4.18)
P

auquel on adjoint la fermeture
o1 +ag =1 (4.19)

La fermeture (4.18) est de type EDP : cette relation ainsi que les termes non-conservatifs Pj,;0.
et PiptUintOzay dans (4.15)(b,c,b’,c’) sont essentiels pour pouvoir mener & bien le développement de
Chapman-Enskog appliqué au systéme (4.15). Ceci nous ameéne a imposer

k=1 (4.20)

dans (4.15). Notons que le terme ﬁ(Pl —P,) dans (4.18) peut étre vu comme un terme de compressibilité.
La fermeture (4.19) est imposée par la loi de mélange (4.8)(a) (voir (4.9)). Remarquons que, du fait des

fermetures (4.18) et (4.19), les équations de transport de ’énergie (4.15)(c,c’) s’écrivent aussi

1 Uin
O(a1p1Er) + 0z[(cupr Er + oy Pr)ug] + KPP Opy = s (T, —Tv) + \ b (ug — ),
U
(4.21)
1 Uin
Or(azp2Ea) + 0y [(c2p2 B2 + aaPo)us] + kP Oray = s (Ty —To) + \ b (uy — ug).

Les systemes du type (4.15)(4.18) sont connus sous le nom de modéle diphasique d sept équations ou
modéles diphasiques a deux pressions car P; # P, a priori. Le premier modele de ce type a avoir été
proposé est celui de Baer et Nunziato (voir les équations (53) & (59) dans [6]). Sans les termes de relaxation
en température, le systéme avec relaxation (4.15) fermé avec (4.18)(4.19)(4.20) correspond exactement
au systéme avec relaxation proposé par Abgrall et Saurel dans [92] (voir le systeéme (14) p. 437 dans [92]).
Le systéme avec relaxation (4.15) fermé avec (4.18)(4.19)(4.20) a par la suite été étudié dans [46] avec
des termes de relaxation supplémentaires dans (4.15)(a,a’) modélisant un changement de phase fluide
1 < fluide 2 (voir la partie I dans [46]). Le caractére hyperbolique de la partie convective du systéme
avec relaxation (4.15) fermé avec (4.18)(4.19)(4.20) a été étudié dans [36] (voir également sur ce sujet le
chapitre 4 de la partie I dans [46]); notons que cette étude est importante compte tenu de existence
de termes non-conservatifs en d,a; dans le cas non-miscible®. Notons également que le systeme avec
relaxation (4.15) fermé avec (4.18)(4.19)(4.20) a été étudié dans [2] mais dans le cas barotrope i.e. sans
les équations de transport de 1'énergie (4.15)(c,c’) (ou (4.21)) et, donc en particulier, sans les termes de
relaxation en température (voir le systeme (2.1) dans [2]).

Modeles diphasiques a six équations
On peut imposer la fermeture algébrique

Pp=P,=P (fermeture isobare) (4.22)

dans (4.15) en lieu et place de la fermeture de type EDP (4.18) (rappelons que la fermeture isobare (4.22)
ne peut pas étre imposée dans le cas d’'un mélange de gaz). Sous les fermetures (4.19)(4.20)(4.22), les

8Dans le cas d’un mélange de gaz, le systéme avec relaxation (4.15) ne comporte aucun terme non-conservatif en 9oy
du fait des relations de fermeture (4.16). L’étude du caractére hyperbolique du systéme avec relaxation (4.15) ne pose donc
pas de probléme puisque, sans termes de relaxation, les systémes (4.15)(a,b,c) et (4.15)(a’,b’,c’) sont des systémes d’Euler
compressibles monophasiques découplés 'un de ’autre.



44 CHAPITRE 4. RELAXATION ET ANALOGIES AVEC LA THEORIE CINETIQUE

termes de relaxation en pression disparaissent et le systeéme (4.15) est fermé. Il est intéressant de noter
que sous les fermetures (4.19)(4.20)(4.22), les systémes

O(aapr1Er) + 0z[(a1pr B + a1 P)u] = pys (To —Th) + h\ : (ug — u1) + PintUintOz v,
(4.23)
Or(ap2Es) + 0z [(aapaEy + asP)us] = e (Th —Tz) + h ! (u1 — u2) + PintUintOzra
et
1 Uint
O(c1p1Er) + Oz[(capr Er + a1 P)ua] + PO = s (Tr —Th) + \ (ug —u1),
(4.24)
6‘t(agp2E2) + 3m[(o¢2p2E2 + OézP)UQ] =+ Pmt&ag = E (T1 — TQ) + /\ ¢ (u1 — UQ)

ne sont pas équivalents, alors que sous les fermetures (4.18)(4.19)(4.20), les systémes (4.15)(c,c’) et (4.21)
sont équivalents. Sous les fermetures (4.18)(4.19)(4.20), on peut donc a priori proposer les systeémes

Oi(a1p1) + Oz (c1prur) = 0,

1
Or(arprur) + 0z (a1 pruf + ay P) = W (ug —u1) + kP01,

O(a1p1Er) + Op[(c1p1 B1 + a1 P)ug] = s (To —Th) + 3 L (ug — w1) + P UiniOzar,
(4.25)
O¢(aap2) + 0z (aapous) =0,
9 1
Ot(aapaus) + 0z (apou; + o P) = )\* (u1 — u2) + KPjpi0zaa,
1 Uint
Ot(a2paE2) + Op[(c2pa B + aaP)ug] = s (Th —Tz) + 3 (u1 — u2) + Pt UiniOpra
et
Oi(c1p1) + Oz (aprur) =0,
9 1
Oi(ar1prur) + Oz (a1 prui + o P) = " (ug — uy) + kP Oy,
1 Uint
O¢(a1pr1Er) + 0z [(a1p1 Er + a1 P)ug] + PipiOray = s (T —T) + 3 (ug —u1),
(4.26)

O¢(2p2) + 0z (aapaus) =0,

Oe(aapaus) + Oy (aapaus + asP) = uy — ug) + kP Or g,

1
3

U;
(Ty —Ty) + Tnt (u1 — ug)

qui ne sont pas équivalents. Contrairement au modéle diphasique a sept équations, on obtient donc deux
modéles a six équations — les systémes (4.25) et (4.26) —, le systeme (4.25) étant le seul des deux modeles
a étre directement dérivé du systeme avec relaxation (4.15).

1
Oi(cep2Es) + Oy[(cep2Ea + asP)ug] + PipiOrae = s

Le systéme (4.26) est dit modéle diphasique a siz équations ou modéle diphasique d une pression. Ce
type de systeme n’est pas du tout étudié dans la suite bien qu’il soit utilisé pour modéliser des écoulements
diphasiques dans les réacteurs nucléaires & eau [FCDKO09]. Le systeme (4.25) n’est pas utilisé semble-t-il,
et n’est pas non plus étudié dans la suite.
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4.5 Développement de Chapman-Enskog pour un mélange bi-
naire

Sous I’'Hypothese 4.1.1 et sous la condition
Uint € [min (uq, uz) , max (u1, uz)] (4.27)
pour un mélange de gaz ou sous la condition

Uint € [min (u1,us), max (ug,uz)],
(4.28)
I)int S [mln (Pl,Pg) 71’I18JX(P1,1:)2)]

pour un mélange de fluides non-miscibles, il est possible d’établir I’analogue d’un théoreme H pour le
systéme (4.15) dans le cas homogéne en espace, 'entropie s définie avec (4.14) jouant ici le role de I’entropie
cinétique du théoreme H standard (voir par exemple le Lemme 2.2.2). Ce résultat justifie la forme des
termes de relaxation dans (4.15). Cependant, il reste & justifier 'EDP

1

a15041 + Uintazal =
Ap

(P — P2)

(voir (4.18)) ainsi que les termes non-conservatifs
Pintaxak et Pint Uintaxak

dans (4.15)(b,c,b’,c’) lorsque le mélange est constitué de fluides non-miscibles (k = 1) : cette justification
peut étre vue comme une conséquence du développement de Chapman-Enskog appliqué au systéme avec
relaxation (4.15).

Dans cette section, on impose
)\u:)\T:APSZAGRj.
Cette hypothese, couplée a 'hypothése de mélange binaire, simplifie considérablement ’établissement de

la limite fluide d’ordre un. Notons que A dépend continiment des variables du systéme et a vocation &
étre un petit parametre.

4.5.1 Limite fluide au premier ordre
On a le résultat formel suivant :

Théoreme 4.5.1. Sous I’Hypothése 4.1.1 et les conditions (4.27) ou (4.28), il existe un unique couple
(Ji, ) tel que la limite fluide a Uordre un de (4.15) fermé avec (4.6)(4.11)(4.16)(4.17) ou (4.8)(4.11)(4.18)
(4.19)(4.20) obtenue par un développement de Chapman-Enskog soit donnée par le systéme de Navier-
Stokes compressible a deux espéces

0y (Y1p) + 0z (Y1pu) = 0z (A1), (a)
Op + 0, (pu) = 0, (b)
(4.29)
de(pu) + 9 (pu® + P) = 0 (Audru), (c)
0,(pE) + 0u[(pE + P)u] = 0u[A(Jihy + Joha)] + 0eOuudpu)  (d)

fermé avec (4.6)(4.11) ou (4.8)(4.11), hy := € + Pi/pi étant Uenthalpie spécifique de l'espéce k.

La limite fluide (4.29) est obtenue en supposant que la solution Uy := (g, uk, Pk, Tk, Tk, €x) du systeéme
avec relaxation (4.15) s’écrit formellement

Uy = Ug? + AUy, + O(N?). (4.30)
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Dans (4.30), 6Uj, est une perturbation autour de 1’état d’équilibre thermodynamique
Ut = (), u®, P, T 7,9, e07)

qui est construit & partir de (Uy,Us) en imposant

Y=Y =a17/m1,

Yo=Y, =1-Y,

/7% =1/7 := an /71 + 2/T2, (4.31)

u®? = u = Yiuy + Yous,

i uj
Fv1=F:=Y; (2+E1) + Y5 <2+<€2>

et en résolvant le systéme (4.12) pour un mélange binaire de gaz ou le systéme (4.13) pour un mélange
binaire de fluides non-miscibles en notant que (4.31) implique que ¢ = E — “72 Soulignons que €4 # ¢
puisque € = Y1 + Yoey # E — “; lorsque u; # ug; d’autre part, pour un mélange de fluides non-
miscibles, on a a priori o)’ # o, ol oy, est la fraction volumique définie avec (4.4). L’état macroscopique
(0Y1,8Y2,8p,0(pu),d(pE)) associé a la perturbation (68U, dUs) étant nul, (U7, Us?) est la projection
de (Uy,Usz) sur létat d’équilibre thermodynamique associé au mélange. En étudiant la perturbation
(6Uy,8Us), on montre formellement que (Y1p, p, pu, pE) est solution de (4.29) lorsque A < 1, les termes
dissipatifs d’ordre un dans (4.29) étant une conséquence directe de la perturbation d’ordre un AU dans
(4.30). Le développement (4.30) sous la contrainte (4.31) est un développement de type Chapman-Enskog
(voir aussi le §4.6).

4.5.2 Calcul des coefficients de diffusion

On peut expliciter les formules donnant le flux diffusif A\J, en fonction des équations d’état de
chaque fluide. On a en particulier que Jy = —Jj. Les équations (4.29)(a,b) sont donc bien évidemment
équivalentes a

Vk € {1,2}: 0,(Yip) + 0 (Yipu) = 0p(AJx)

ou encore a

Vk € {1,2} : Ou(agpr) + Ox(aipru) = 0z (AJg).

On peut donner une interprération physique de ces formules en montrant ’existence de liens qualitatifs
avec des phénomenes physiques répertoriés dans la littérature. Ainsi :

i) dans le cas d’un mélange binaire de gaz caractérisé par (4.6)(4.11), nous retrouvons certains phénomenes
de diffusion comme la barodiffusion ou la thermodiffusion (nommée aussi effet Soret). Ces questions sont
abordées au §3.3 du chapitre 3 dans [Dell0] ;

i) dans le cas d’'un mélange binaire de fluides non-miscibles caractérisé par (4.8)(4.11) et lorsque le
domaine d’application concerne la modélisation d’écoulements diphasiques dans un cceur de réacteur a
eau sous pression (REP) ou & eau bouillante (REB), le systeme (4.29) est connu sous le nom de modéle
diphasique & quatre équations; le flux A\Jy étant une approximation de —Yip(ur — u) & Pordre un en A,
la formule donnant AJj, en fonction de (Y7, p,u, T, P) définit un modeéle d’écart de vitesse de type flux de
dérive®. Lorsque la pression est proche d’un champ hydrostatique imposé par la gravité, on peut obtenir
un modele d’écart de vitesse du type

A1 -V PV1m

4.32
—a1p1Vim (4.32)

9 Drift-fluz model en anglais.
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avec

Vim = 21, (4.33)
P
et .
Ap\ 7 s
2

ou k > 0 est un parametre physique donné et ou ¢ > 0 est la tension de surface entre les fluides 1 et 2
(on suppose ici que p; < ps soit encore que Ap > 0). A I'instar de [2], on retrouve un modele d’écart de
vitesse classique en prenant x = 1/2 : voir la formule (60) dans [53] (on pourra aussi consulter [40] pour
des modeles plus complexes). Le modele d’écart de vitesse (4.34) (avec k = 1/2) correspond au cas d’un
écoulement de bulles de gaz (fluide 1) dispersées'® dans un liquide (fluide 2). Soulignons & nouveau le
caractere purement formel de la dérivation du modele d’écart de vitesse (4.34) & partir d’une approche de
type Chapman-Enskog, les vitesses aziales de ’eau vapeur et de ’eau liquide étant tres différentes dans
un cceur de réacteur & eau'l. Par contre, dans la direction radiale au coeur du réacteur'?, d’une part le
gradient de pression n’est pas (ou peu) lié a la gravité et, d’autre part, certaines modélisations physiques
supposent que 1 et ug sont proches de u (ce qui justifie plus une approche de type Chapman-Enskog dans
la direction radiale par rapport & la direction axiale). En supposant que d,p < 1 et 9,7 < 1 (toujours
dans la direction radiale), on peut établir que

Mg = A0, Yy (4.35)

avec Y > 0. Le flux (4.35) — de type loi de Fick — est qualitativement identique au flux (7-25) proposé
dans [58], flux qui est utilisé dans certaines modélisations d’écoulements dans la direction radiale au coeur
du réacteur : celui-ci tend & uniformiser la fraction massique Yj; dans cette direction. Ces questions sont
abordées au §3.4 du chapitre 3 dans [Dell0].

4.6 Analogie avec la théorie cinétique

Le calcul au §4.5 de la limite fluide du systéme avec relaxation (4.15) & partir d’'un développement
de Chapman-Enskog permet d’établir quelques analogies avec la théorie cinétique basée sur I’équation de
Boltzmann multi-especes. Rappelons que cette équation — proposée par Boltzmann en 1872 dans le cas
mono-espece [9] — modélise un mélange de gaz parfaits (ou idéaux) et correspond au cas particulier de
Péquation de Wang-Chang & Uhlenbeck (2.11)(2.12)(2.17) ou seul le niveau d’énergie fondamental est
traité (i.e. Vk : i € {0},€¥ = 0 et g¥ = 1 dans (2.17)). Ces analogies sont & notre avis utiles d’un point
de vue didactique pour, en particulier, introduire simplement le développement de Chapman-Enskog et
la limite fluide, les calculs basés sur I’équation de Boltzmann étant vite complexes (voir par exemple le
chapitre 5 dans [12] et les chapitres 7-8 dans [15]).

En particulier, dans le cas des équations de Boltzmann, le développement de Chapman-Enskog peut étre
mené a bien lorsque la section efficace de collision vérifie la relation de micro-réversibilité. Cette relation
impose une certaine forme a la section efficace de collision. Dans le cas de I’équation de Wang-Chang &
Uhlenbeck, la relation de micro-réversibilité correspond A la relation (2.23)*2. Dans le cas du systéme avec
relaxation (4.15), le développement de Chapman-Enskog peut étre mené & bien lorsque chaque espece
admet une entropie strictement convexe (c¢f. Hypothese 4.1.1). En fait, ce lien qualitatif entre relation
de micro-réversibilité et stricte convexité des entropies peut étre établi bien avant 1’établissement du
développement de Chapman-Enskog. En effet, nous avons déja souligné qu’il était possible de proposer

10 Dispersed bubbly flow en anglais.

1T établissement du développement de Chapman-Enskog suppose en effet que les deux fluides sont tous deux proches
de I’équilibre isotherme-isovitesse pour un mélange de gaz et de ’équilibre isobare-isotherme-isovitesse pour un mélange
de fluides non-miscibles, ce qui suppose en particulier que u; et w2 sont proches de la vitesse du mélange u au sens
ur = u+ O(N).

12C’est & dire dans le plan perpendiculaire & la direction axiale au cceur du réacteur.

13Dans le cas de I’équation de Boltzmann mono-espece classique, la relation de micro-réversibilité correspond a la relation
o(v,v4,Q) = o(v, v, Q) ot v/ = W% + %Q et vl = ""’% - %Q sont les vitesses post-collisionnelles, et ol

Q= ‘Z_Z* ;0 étant la section efficace de collision.
—vx
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pour le systéme avec relaxation (4.15) homogene en espace un équivalent du théoreme H de Boltzmann
— voir par exemple le Lemme 2.2.2 — lorsque ’entropie de chaque espéce est strictement convexe. Or, le
théoreme H de Boltzmann est démontré en utilisant la relation de micro-réversibilité.

Enfin, au dela de ’analogie entre relation de micro-réversibilité et stricte convezité des entropies, souli-
gnons que les termes diffusifs obtenus par le développement de Chapman-Enskog appliqué au systeme
avec relaxation (4.15) sont qualitativement proches de ceux obtenus par un développement de Chapman-
Enskog appliqué a I’équation de Boltzmann a deux especes.

4.7 Schémas de relaxation dans le cas d’un mélange binaire

Lorsque le mélange est binaire et sous 'Hypothese 4.1.1, on propose une classe de schémas entropiques
pour le systéme (4.1) fermé avec (4.6)(4.11) (mélange de gaz) ou avec (4.8)(4.11) (mélange de fluides non-
miscibles). Soulignons que 1’on sait déja que le systeme (4.1) est hyperbolique (voir le §4.3).

L’approche proposée est directement inspirée des travaux de Coquel et Perthame [18] sur les schémas
de relaxation. Ici, nous utilisons le systéme avec relaxation (4.15) pour construire cette classe de schémas
entropiques. Cette approche nous permet de construire un schéma cinétique entropique pour le mélange
binaire de gaz uranium-fer étudié au chapitre 5 (voir la Proposition 5.2.1). Cette approche nous permet
également de montrer que le schéma lagrangien proposé par Després dans [24] est entropique dans le cas
d’un mélange binaire de fluides non-miscibles.



Chapitre 5

Couplage cinétique-fluide.
Application a ’enrichissement
par laser

chapitre présente les travaux publiés dans [Dellacherie, 2001], [Dellacherie, 2003a]! et [Del03].
On pourra aussi consulter les rapports [Del99, Del00Oa, Del00b]. Nous avons en particulier sou-
Nar”) haité améliorer la présentation des travaux publiés dans [Dellacherie, 2003a] pour notamment
mieux souligner les connexions avec les travaux présentés au §2.2 du Chapitre 2 et au Chapitre 4. C’est
pourquoi ce chapitre pourra paraitre long.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont été réalisés dans le cadre de I’étude du procédé de Séparation
Isotopique par Laser sur Vapeur Atomique (SILVA ; AVLIS en anglais) réalisée par le CEA entre les années
1976 et 2003. Par rapport au procédé plus classique de séparation isotopique par ultracentrifugation,
pour un enrichissement en 23°U souhaité, le procédé SILVA a I'immense avantage de séparer l'isotope
léger 235U et l'isotope lourd 228U de I'uranium naturel en une seule étape®. Le principe de ce procédé
d’enrichissement se décompose en trois axes :

i) un faisceau d’électrons courbé par un champ magnétique impacte la surface d’un lingot d’uranium
naturel placé dans un creuset refroidi par un circuit d’eau liquide. Cet uranium entre en fusion sous
I'impact des électrons et atteint une température de surface de 'ordre de 3000 K dans la zone proche de
I'impact du faisceau d’électrons;

it) 'uranium porté a une température de ’ordre de 3000 K en surface du lingot se vaporise. Le flux de
vapeur d’'uranium ainsi créé se détend dans le vide. Ce flux peut atteindre plusieurs kilogrammes par
heure : la perte de masse du lingot d’uranium n’est donc pas négligeable. Celle-ci se traduit par la création
d’un cratere au niveau de la zone d’impact du faisceau d’électrons, cratere dont les dimensions sont de
Pordre du centimetre et dont la température de surface est également de l'ordre de 3000 K ;

i) Iisotope léger 233U contenu dans la vapeur d'uranium est ionisé par I'intermédiaire de lasers réglés
sur des longueurs d’onde bien précises, l'isotope lourd 233U ne subissant aucune ionisation. L’isotope 23°U
ainsi ionisé est ensuite attiré vers des cathodes, impacte ces cathodes puis ruisselle en phase liquide par
gravité le long de celles-ci pour étre récupéré dans un collecteur.

1Le Chapitre 2 du rapport [Del02] correspond & I’article [Dellacherie, 2003a], le Chapitre 1 de ce méme rapport corres-
pondant & l'article [Dellacherie, 2003b].

21’enrichissement en 235U par ultracentrifugation s’effectue en plusieurs centaines (voire milliers) d’étapes via une cascade
de centrifugeuses.

49
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Ces trois étapes sont réalisées dans une enceinte a vide appelée séparateur. Le séparateur et le schéma de
principe du procédé d’enrichissement par laser SILVA sont décrits sur la Figure 1.

Zone dinteraction
laser — vapesur

Collecteur d'U enrichi

Ecoulement
en UJ enrichi

Figure 1
Séparateur et schéma de principe
du procédé SILVA d’enrichissement par laser

Soulignons que pour des raisons de tenue des matériaux, I'uranium naturel en fusion contenu dans le
creuset est mélangé avec du fer, le mélange U-Fe ayant une température de fusion plus basse que celle
de 'uranium. Ce point est essentiel puisque 'uranium enrichi collecté sur les cathodes ruisselle en phase
liquide le long de celles-ci, ce qui sous-entend que la température des cathodes doit au moins étre égale
a la température de fusion de I'uranium. Or, diminuer la température des cathodes via la diminution
de la température de fusion de 'uranium mélangé a du fer permet de diminuer la vitesse de corrosion
du matériau constituant les cathodes. Ce point souligne implicitement que des atomes de fer, bien que
non-ionisés, sont également collectés par les cathodes, et ce pour des raisons purement aérodynamiques
et non en raison de la présence d’un champ électrique au niveau des cathodes. Comme il en est de méme
pour l'isotope 238U, lalliage d’U-Fe qui ruisselle le long des cathodes n’est pas enrichi & 100 % en 23°U
mais seulement & quelques pour cent (ce point est essentiel pour des raisons de criticité). Finalement, un
réglage fin de ’ensemble du procédé doit permettre de passer en une seule étape d’une teneur naturelle
en 235U de 0,7% & la teneur en 23°U utilisée dans le combustible d’un réacteur & eau sous pression, soit
A une teneur en 23°U de 3 & 5%. La structure de la détente de la vapeur d’U-Fe avant son passage dans
la zone d’interaction avec les lasers et dans la zone des cathodes est un de ces parametres de réglage.

Ainsi, la vapeur d’uranium produite est un mélange binaire de gaz U-Fe qui se détend dans le vide,
la température d’émission a la surface du cratére étant de 'ordre de 3000 K. Or, cette température est
suffisante pour que les atomes d’uranium et de fer ne restent pas dans leur état fondamental. La structure
de la détente de la vapeur d’U-F'e doit alors étre décrite par les équations cinétiques de Wang-Chang
& Uhlenbeck (2.11)(2.12)(2.17) qui tiennent comptent de la structure quantique des niveaux d’énergie
métastables des atomes. Notons que les niveaux d’énergie métastables de 1'*2°U et de 1'22%U sont supposés
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identiques ici®. En outre, la différence de masse entre 1'>3°U et 1'**3U d’une part et les gradients pression
d’autre part sont trop faibles pour qu’il y ait séparation de 1'3°U et de 1'238U par barodiffusion au sein
de la détente?. On pourra donc se contenter d’un systeme binaire U-Fe pour décrire la détente de la
vapeur d’'uranium avant son entrée dans la zone d’interaction avec le laser et dans la zone des cathodes.
L’interaction laser-matiere ainsi que l'influence du champ électrique induit par les cathodes devront bien
évidemment distinguer 1'*U de 1'**3U (ces questions ne sont pas abordées ici).

L’objectif du travail présenté ici est de proposer une technique numérique qui optimise le cott en
temps de calcul et en place mémoire induit par la résolution des équations de Wang-Chang & Uhlenbeck.
Cette technique généralise au cas des équations de Wang-Chang & Uhlenbeck la technique de couplage
cinétique-fluide proposée par [11, 87] dans le cas de I’équation de Boltzmann mono-espéce classique.

5.1 Séparateur, cratere et structure de la zone d’émission

Le séparateur, le cratere et la structure de la zone d’émission (i.e. source d’U-F'e) sont décrits sur
les figures 2-3. Les densités de particules proche et loin de la zone du cratére sont respectivement de
lordre de 10%* m™3 et de 10'® m~3, soit un facteur mille entre ces deux densités. Par ailleurs, la méthode
numérique utilisée pour résoudre les équations de Wang-Chang & Uhlenbeck est de type Monte-Carlo.
Cette méthode approche les équations cinétiques via un ensemble de particules numériques dont le nombre
et la probabilité de collision dans une maille donnée dépendent de la densité physique locale. Or, le facteur
mille précédent implique que le colit du calcul pour obtenir la structure de la détente d’U-F'e dans
I’ensemble du séparateur est principalement dépendant du calcul dans la zone du cratere bien que celui-ci
soit petit en volume. En outre, la densité de 102! m ™3 au niveau du cratere est assez importante pour que
le systeme d’Euler compressible & deux espeéces (2.40) — limite fluide & ordre zéro des équations cinétiques
de Wang-Chang & Uhlenbeck (2.11)(2.12)(2.17) — donne une bonne approximation de la structure de la
détente d’U-Fe a cet endroit, couche de Knudsen mise & part®. Il est donc légitime de résoudre le systéme
fluide d’Euler compressible (2.40) en lieu et place des équations de Wang-Chang & Uhlenbeck dans cette
zone dense dite zone fluide, le reste du domaine dit zone cinétique (zone essentiellement raréfiée) étant
décrit par les équations cinétiques de Wang-Chang & Uhlenbeck. On parle alors de couplage cinétique-
fluide. Sur la Figure 3, on indique les zones fluide et cinétique ainsi que 'interface cinétique-fluide.

5.2 Condition aux limites a ’interface cinétique-fluide

Dans [11, 87], une technique de couplage cinétique-fluide basée sur un raccordement par demi-flux
cinétiques a I'interface cinétique-fluide, sans recouvrement entre les zones cinétique et fluide, a été proposée
pour coupler I'équation de Boltzmann au systeme d’Euler compressible dans le cas mono-espece classique.
Cette technique consiste a décomposer le flux convectif du systeme d’Euler compressible en un flux entrant
et en un flux sortant définis respectivement a partir des demi-flux positif et négatif du schéma cinétique
étudié par Perthame [83, 84] et construit vie une maxwellienne [23]. Ces demi-flux étant directement
dérivés d’une interprétation cinétique des flux convectifs du systéme d’Euler compressible mono-espece,
il est alors aisé de définir clairement des conditions aux limites a l'interface cinétique-fluide pour la
zone fluide et pour la zone cinétique de telle sorte que les flux macroscopiques entrant dans la zone
fluide soient égaux aux flux macroscopiques sortant de la zone cinétique, et réciproquement. Ainsi, le
raccordement entre les zones cinétique et fluide est conservatif au niveau macroscopique. Nous nous
proposons ici d’étendre cette condition aux limites au cas du couplage entre les équations de Wang-
Chang & Uhlenbeck (2.11)(2.12)(2.17) et le systéeme d’Euler compressible (2.40) dans le cadre du procédé

3Les différences sont négligeables dans le contexte étudié ici.

4La barodiffusion est un phénoméne purement aérodynamique. Lorsque 1’écoulement est fluide (i.e. non-raréfié), elle
correspond au flux diffusif en gradient de pression dans la formule (3.14) du Chapitre 3 dans [Dell0]. Contrairement au
cas des isotopes de 'uranium, la différence de masse entre 'uranium et le fer est suffisamment importante pour qu’il y ait
séparation entre ces deux espeéces par barodiffusion : ce point est abordé au §5.5.3 dans la sous-section Résultats numériques
dans la zone raréfiée (voir la Figure 10).

5La couche de Knudsen est une couche limite dense hors équilibre thermodynamique de quelques millimeétres d’épaisseur
qui est localisée au voisinage immédiat de la surface d’émission du cratére : voir plus loin le §5.3.
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SILVA d’enrichissement.

Pour ce faire, on construit dans le cas monodimensionnel le schéma cinétique adapté au mélange
d’uranium et de fer. Puis, on explicite les conditions aux limites a I'interface cinétique-fluide. On consultera
[Della] et les rapports [Del99, Del00a, Del00b] pour le cas 2D axisymétrique qui caractérise la géométrie
du séparateur SILVA (voir la Figure 2). Dans la suite, les mailles sont supposées d’épaisseur constante
Ax pour simplifier les notations et sont indicées avec j, les interfaces étant indicées avec j + 1/2; le pas
de temps est noté At et n est 'indice de temps.

5.2.1 Schéma cinétique dans le cas d’un gaz parfait caractérisé par v =3

Dans le cas d’'un gaz parfait caractérisé par I’équation d’état (7, P) = 7P/2 ou 7 := 1/p — donc,
caractérisé par la constante adiabatique v = 3 —, le schéma cinétique monodimensionnel appliqué au
systéme d’Euler compressible [83, 84] construit & partir d’'une maxwellienne [23] est défini avec

i = A= RS~ ),
(Pu);Hl = (pu)} — %(@?4-1/2 — 95 1/2) (5.1)
(PE)?H = (PE);L - %(N?+1/2 - N;L—1/2)

60n se limite ici au cas monodimensionnel pour simplifier la description de I’algorithme de couplage. En dimension
supérieure, le principe est identique.
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et
3 3\ " 3\
R g NN g AN/
ou les demi-flux positif et négatif sont donnés par
SN 1
o — [ | o | MOy P @) (5.3)
N va>0 v2
Jj+1/2 z
et
S\ 1
o = / mug | ve | M(pji1, wjgr, Pyy1) (V) dvg, (5.4)
N 2 <0 v2
j+1/2 *
M(p,u, P)(v,) étant la maxwellienne
p/m {(%_MT
M(p,u, P)(vy) = ———exp | ————| . 5.5
(p. P)(ex) = B e | 5 (5:5)

Les formules donnant les demi-flux en fonction de (p,u, P) sont rappelées plus loin en (5.21)(5.22). On
montre que le schéma cinétique (5.1) est positif sous un critére CFL : voir le Théoreme 3.1 dans [32].

L’extension au cas v €]1, 3] est immédiate et est directement prise en compte dans le formalisme proposé
par Perthame dans [83, 84]. Néanmoins, nous choisissons dans la suite de considérer cette extension comme
un cas particulier de la généralisation du schéma cinétique précédent a une équation d’état quelconque.

5.2.2 Schéma cinétique adapté a I’équation d’état de ’uranium ou du fer

Lorsque 1’équation d’état du gaz (7, P) n’est pas celle d’un gaz parfait caractérisé par la constante
adiabatique v = 3, on peut, sous certaines conditions, dériver un schéma cinétique positif et éventuellement
entropique pour cette équation d’état de telle sorte que les formules donnant les demi-flux (S, p, )T en
fonction de (p,u, P) soient exactement celles obtenues pour un gaz parfait avec v = 3, seul le calcul
de P & partir (p,u, E) faisant intervenir explicitement (7, P). La construction de ce schéma cinétique
est une application directe de la technique des schémas de relaxation proposée par Coquel et Perthame
[18]. Aussi, nous rappelons succinctement cette technique ci-dessous puis nous en déduisons le schéma
cinétique recherché.

Les schémas de relaxation de Coquel et Perthame (rappels)

L’approche par relaxation de Coquel et Perthame [18] consiste & se donner une équation d’état &1 (7, P)
a priori plus simple que e(7, P), & définir la fonction F(7,e1) telle que

e(r,P) =¢e1(r,P) + F(1,e1) (5.6)

puis & résoudre le systeme relaxé d’inconnue Uy = (p, pu, pE1)7, fermé avec &1 (7, P)

oUL + azfl(Ul) = %(52 - F(T7E1)), (a)
(5.7)
0u(pe2) + 0ulpues) = — (&2 — F(r,e)) (b)

lorsque A — 0 en découplant les opérateurs de transport (étape hydrodynamique) des termes sources de
relaxation (étape de projection). L’ étape hydrodynamique correspond a l’algorithme

n+1/2 n n n
Ui /= Ut — %(fl,j-'rl/Q - fl,j—1/2)7 (a)
(5.8)

(pEz);L /?= (pe2)} — %(QQJ-‘H/Q *92,3‘—1/2) (b)
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qui est une discrétisation du systeme

8,5U1 + 8$]:1(U1) =0, (a)

(5.9)
Di(pes) + Dulpuss) =0 (b)
ou l'énergie g5 au temps t" est telle que
€9 = F(T, 61).
L’étape de projection correspond a ’algorithme
+1/2
Pt = e
n+1l n+1/2
u; = u; ,
(5.10)
+1 +1/2 +1/2
EfT = By T4
et = Fert),
Cette étape projette ’état intermédiaire (U{LH/Q,ESH/Z) sur I'équilibre (U7, eftt = F(rntl 1))

du systéme (5.7) sans termes différentiels en espace (a priori, on a 52+1/2 # F(T"+1,5?+1/2)), ce qui
correspond formellement & prendre A — 0 dans 'opérateur de relaxation. Remarquons que le schéma de
relaxation (5.8)(5.10) s’écrit sous la forme conservative classique

. At
Uj = UJn - E( ;L«H/z - f]ﬂq/z) (5-11)
ot U := (p, pu, pE)T mais avec
f = fl + (070792)T' (512)

L’intérét du schéma de relaxation (5.11)(5.12) tient en ce qu’il est possible de lui associer des propriétés
entropiques lorsque :
1) L’équation d’état (7, P) est telle que :

(7, P) admet une entropie thermodynamique s(7,¢e), (a)
(5.13)
0:P(1,¢) >0, P(1,0) =0 et P(7,4+00) = +00. (b)

Notons que la condition (5.13)(b) peut étre affaiblie [18];
1) Véquation d’état eq (7, P) vérifie les conditions (5.13) et est telle que la fonction F(7,e1) définie avec

(5.6) vérifie certaines conditions’. Ces conditions supplémentaires sur F(7,¢1) entrainent en particulier
qu’il est possible de définir pour le systéme (5.9) une entropie ((7,e1,€2) strictement convexe vérifiant

3 ¥ telle que ((7,e1,e2) = X(s1(7,€1),€2),

(5.14)
C(Tv €1, F(T7 61)) = S(Tv €1+ F(Ta 61))7
s1(7, P) définissant I’entropie thermodynamique associée & e1(7, P). Lorsque 1 (7, P) = ij 7, ces condi-
tions sur F(7,e;1) s’expriment par®
v >supl'(r,e) ou [I(re):=1479.P(t,¢),
T,E
5.15
\ 02 (T? 6) ( )
v1 > supy(r,e) ou (r,e):=
T,E TP

"Voir les conditions (2.6), (2.7) et (2.8) dans [18]. Ces conditions impliquent en particulier que F(7,e1) est strictement
positive lorsque (7,e1) € RT x RT.
8Voir la condition (2.15) dans [18].



5.2. CONDITION AUX LIMITES A I'INTERFACE CINETIQUE-FLUIDE 55

ou ¢(7,¢) est la vitesse du son associée a 1'équation d’état (7, P) (puisque (7, P) admet une entropie

thermodynamique strictement convexe, la vitesse du son ¢ est définie dans R™). Lorsque &(7, P) = J—i
olt 4 > 1 pour assurer la stricte positivité de e(r, P), la condition (5.15) s’écrit simplement®
v €L, m]. (5.16)

Notons que le cas v = 1 correspond au cas trivial €1 (7, P) = (7, P) pour lequel e =0 et ( = s;

iii) le schéma (5.8) est entropique pour l'entropie ((7,e1,£2) (on précise ce caractére entropique ci-
dessous).

Ces propriétés entropiques associées au schéma de relaxation (5.11)(5.12) sont caractérisées par la
Proposition 4.1, le Théoreéme 4.3 et le Théoreme 4.7 dans [18] :

i) la Proposition 4.1 établit le caractere entropique du schéma de relaxation (5.11)(5.12) au sens o, sous
un critere CFL, on a

(Ps)jH < (Ps)j - Fx(hg‘+1/2 - hj—1/2) (5.17)

ol h est une discrétisation du flux entropique pus lorsque le schéma (5.8) est entropique au sens ou

n n At n n
()T < (00)} = Z (Wa o = Wy o) (5.18)

i1) le Théoréeme 4.3 est similaire & la Proposition 4.1 sauf qu’il concerne les schémas de type Godunov
introduit par Harten, Lax et Van Leer (HLV)!. Plus précisément, le Théoréme 4.3 montre que lorsque
le schéma (5.8) est un schéma de type HLV pour lentropie ¢, le schéma de relaxation (5.11)(5.12) vérifie
(5.17);

iii) le Théoreme 4.7 établit le caractere entropique du schéma de relaxation (5.11)(5.12) au sens o, sous
un critere CFL, I'inégalité (5.17) est vérifiée lorsque le schéma (5.8) est un schéma de type Godunov basé
sur un solveur de Riemann exact qui est donc entropique au sens de (5.18). Le Théoréme 4.7 montre
également que le principe du maximum entropique

n n

S?—H j—15; 75?4-1) (5.19)

< max(s

est satisfait.

Schéma cinétique lorsque le fluide n’est pas un gaz parfait caractérisé par v = 3

On suppose que e(7, P) vérifie les conditions (5.13).
Construction du schéma cinétique :

On choisit & (7, P) = Z£ (i.e. 74 = 3). Donc, &1 (7, P) vérifie les conditions (5.13). On choisit le schéma

(5.8) de telle sorte que (5.8)(a) soit le schéma cinétique (5.1) — f1 := (31, p1,81)7 est donc défini avec
(5.2)(5.3)(5.4) — et de telle sorte que (5.8)(b) soit tel que

_ Lot . L
92,j+1/2 = €25 57 jy1/2 T E2541 5 /0 (5.20)

9Voir la remarque 2 dans [18] p. 2228.

10Un schéma de type HLV est un schéma de type Godunov dont le solveur de Riemann approché vérifie des conditions
particulieres. Ces conditions sont caractérisées par les relations (4.19)(4.20) dans [18]. Celles-ci sont exactement les relations
(3.7)(a,b) introduites par Harten, Lax et Van Leer dans [49]. Une conséquence de ces conditions est qu'un schéma HLV est
entropique au sens de (5.18) pour l’entropie ¢ associée au systéme de loi de conservation considéré : voir le Théoréme 3.1
dans [49]. Le Théoreéme 4.3 est donc un corollaire de la Proposition 4.1.
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On vérifie par ailleurs que

3 - jyﬂ\/fﬂix)p? (@

oF = 50(%0) + =\ [EF () pu, (b) (5.21)

NE = %Q(:I:x) + ﬁf(:&:x)(pEl +P) (c)

avec

V2P/p’

F(z) = exp(—x?) — /maerfc(x),

(5.22)
G(z) = erfe(x),

erfe(z) := % f;oo exp(—y?)dy étant la fonction d’erreur complémentaire!’. De (5.12)(5.20)(5.21)(5.22),

on obtient que le flux f := (3, p,N)T dans (5.11) est simplement défini avec (5.21)(5.22) en remplacant
E, par E = E; + &3 dans (5.21)(c). Les formules donnant en fonction de (p,u, P) les flux cinétiques
f = (3,9,8)7 dans (5.11) pour I’équation d’état (7, P) sont donc exactement celles obtenues pour
I’équation d’état d’un gaz parfait caractérisé par v = 3 c’est a dire celles données par les formules
(5.2)(5.3)(5.4).

Positivité du schéma cinétique :

Ici, (5.8)(a) est le schéma cinétique (5.1)(5.2)(5.3)(5.4) (avec v = 41 = 3) qui est positif sous un critere
CFL (voir le Théoreme 3.1 dans [32]). Il est par ailleurs aisé de montrer que 5Z+1/ % déduit de I'étape
hydrodynamique (5.8)(b) couplée & (5.20) est positif sous un critere CFL (cette propriété se déduit de
la structure cinétique du flux (5.20)). Done, lorsque F(7,e1) est strictement positive sur RT x Rt — ce
qui est en particulier le cas sous les conditions (5.15) avec 73 = 3 —, on obtient également que €?+1 et
55”'1 déduits de I’étape de projection (5.10) sont strictement positifs, d’olt la stricte positivité du schéma
cinétique sous un critére CFL. Cette propriété est mentionnée au §3.1.2 dans [Dellacherie, 2003a] ; elle est
également mentionnée au §2.2.4 dans [56]. Enfin, rappelons que la condition (5.15) avec e(r, P) = J—i et
y = 3 s’éerit v €]1, 3.

Caractere entropique du schéma cinétique :

Le schéma cinétique proposé ci-dessus vérifie la propriété entropique (5.17) sous la condition (5.18).
Mais, cette condition n’est pas nécessairement assurée. Cependant, en particularisant 1’équation d’état
e(r, P), il est possible d’établir (5.17) sans passer par la condition (5.18) : ¢’est en particulier le cas lorsque
(7, P) est défini avec (5.23), (5.24) et v = 5/3 : voir le §IV.3 dans [99]. La preuve de ce résultat n’utilise
pas la notion de schéma de relaxation. Aussi, en modifiant le flux (5.20), nous montrons plus loin — voir le
Théoreme 5.6.1 au §5.6 — qu’il est possible de construire une classe de schémas entropiques pour ce type
d’équation d’état dont le caracteére entropique est une conséquence directe du découplage (5.8) et (5.10).

Voir I’annexe dans [Dellacherie, 2003a].
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Schéma cinétique dans le cas de I’équation d’état de I’uranium ou du fer

On explicite les formules donnant le flux cinétique f := (3, R, p)” du schéma (5.11) lorsque I’équation
d’état e(r, P) est donnée par (2.36) avec k = 1 (i.e. cas mono-espece) c’est & dire

TP = Z, (a)
m (5.23)
E(T) =ENT) + & (T) (b)
ol ) ) T
EI(T):ﬁ'aﬂ (a)
> giei exp( T ) (524
£ (T) = - (b)

Z (1)

avec v = 5/3. Rappelons que dans (5.23)(5.24), 7 := 1/p est le volume spécifique, T' est la température,
m est la masse atomique, g; est le niveau de dégénérescence du niveau d’énergie métastable ¢; et Z (T') :=

me;
> giexp (—#) est la fonction de partition. Avec cette équation d’état, on vérifie que le flux cinétique

f=(S,R, )T du schéma cinétique (5.11)(5.12) construit précédemment est donné par les formules

+ —

R S S
. I Y (5.25)
AR RIVEREYE RVETER
ou les demi-flux positif et négatif sont donnés par
3 1
¢ - Z/// Mi(pj, uj, Tj) (v)dv (5.26)
R/ e oo v? + €
et
3 1
d B Z/// Mi(pjs1,uji1, Tir) (v)dv, (5.27)
N Vg <0 ’U2 +e;
j+1/2 i

M;(p,u,T)(v) étant la maxwellienne

Mi(p,u,T) (v) = (;/;n)g . Zg&) exp {— 2l = w* Tt;; el 61} (5.28)

qui correspond & la maxwellienne (2.32) dans le cas mono-espece et lorsque la vitesse macroscopique a
une unique composante dans la direction x. Nous utiliserons ces formules de flux dans l'algorithme de
couplage cinétique-fluide. Sous critére CFL, ce schéma cinétique est positif et entropique au sens de (5.17)
pour 'entropie s définie avec

s(1,T) = s(1,T) + s"NT),

S T) = _% [log mr) (;:)} (5.29)
T

)

1 n('l (

s"NT) = log(2(T)) +

(voir (2.37) avec k = 1) ; ce résultat se déduit des travaux réalisés dans [99].
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5.2.3 Schéma cinétique adapté au mélange uranium-fer

Le schéma cinétique pour le mélange uranium-fer est construit a partir de la notion de schéma de
relaxation pour un mélange binaire de gaz. D’aprés les formules (5.12), (5.13) et (5.14) du Chapitre 5
dans [Dell0], celui-ci s’écrit

At

(Y1P)?+1 = Mp)} — E(g?,j-i-lﬂ — QT j-12)s
n T At n
P]H = pj— Fx(sj+1/2 S 1/2)
(5.30)
(pu) o= (Pu)j - Ix(pj+1/2 - @;41/2)»
n At
(pE)jJrl = (PE)? - E( ?+1/2 - N;L71/2)
avec
I =3 + Dy,
£ = 1+ P2, (5.31)

N=0N; + Ry

ou les flux numériques (S, ok, Ng) sont les flux cinétiques (5.25)(5.26)(5.27) maintenant définis avec la
maxwellienne de 'espece k (k € {1,2} puisque le mélange est binaire)

o

Y, k Ll(w —u)2+v2—|—v2]—|—6’-“
k(y V(o) = k. P Y _2u® vz 5.32
Mz ( ky Py U, ) (’U) me . Zk (T) exXp T/mk ) ( )

z:gz eXp( T / ) étant la fonction de partition de l’espece k (la maxwellienne (5.32)
my

correspond & la maxwellienne (5.28) en multi-especes). Autrement dit, le flux cinétique (S, S, o, R)T

s’écrit dans le cas du mélange uranium-fer

+ —

S S STl
S ) S
> -7 +| (5.33)
© © £
R Jame AR g AR
ol les demi-flux positif et négatif sont donnés par
i = Z/// Omlva}(Yl,j,pj,uj,Tj)(v)dv,
i Vg >
S = Z/// mive M (Yi g, pjs g, Ty) (v)dv,
ki vz >0
(5.34)

K’j++1/2 Z/// mkUM (Yi,js pjs us, Tj) (v)dv,

Mo = D[ [ e (4 +et) MEi . )00
Vg >
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et

Sij412 = Z/// <0mlva%(YLjﬂ,Pj+1,uj+17Tj+1)(v)dv,
5 Vs
it = Z///<Omkvx P (Yija1s pja1s g, Tjp) (v)do,
(5.35)

©it1p = Z///v<OmkviM?(Yk,j+lvpj+1auj—&-laTj—&-l)('U)dv’

N

1)z Z/// MkVz ( +€ )M?(Yk,jﬂ’Pj+1,uj+1’Tj+1)(v)dU
V<0

(on rappelle que Y3 =1 —Y7).

En appliquant le Théoréme 5.2.1 du Chapitre 5 dans [Del10], on obtient :

Proposition 5.2.1. Sous un critére CFL, le schéma cinétique (5.30) est entropique au sens de (5.17)
pour lentropie s définie avec (2.37).

Soulignons que le caractere entropique du schéma numérique n’est pas une propriété essentielle ici puisqu’il
n’y a aucune onde de choc dans le séparateur. En revanche, le caractere positif du schéma (qui est aussi
une conséquence du caractére entropique'?) est une propriété intéressante. En effet, la détente de la
vapeur d’U-Fe dans le cratere diminue d’un facteur 10 environ la densité entre la zone d’émission et
la sortie du cratere. Préserver la positivité est donc un gage de robustesse du schéma numérique utilisé
dans la zone fluide!3. C’est pourquoi nous utiliserons ce schéma cinétique dans toute la zone fluide : nous
entendons par la que 'utilisation du schéma cinétique ne sera pas restreinte au voisinage immédiat de
Pinterface cinétique-fluide, ce schéma cinétique permettant en effet de définir de bonnes conditions de
raccord a l'interface cinétique-fluide comme nous le verrons dans la sous-section suivante.

5.2.4 Conditions aux limites a ’interface cinétique-fluide

Supposons que l'interface cinétique-fluide est telle que
x; < 7 — zone cinétique,
x; > x741 — zone fluide.

L’interface cinétique-fluide est donc indicée par Z + 1/2. On rappelle que le mélange est supposé binaire
puisque celui-ci est constitué d’uranium et de fer. Donc, k € {1,2}, et on choisit par convention k& = 1
pour 'uranium (U) et k = 2 pour le fer (Fe).

Condition aux limites cinétique — fluide

Le flux cinétique a l'interface indicée par j + 1/2 est la somme d’un demi-flux positif et d’un demi-
flux négatif : voir la décomposition (5.33)(5.34)(5.35). Le demi-flux positif indicé par j + 1/2 est le flux
entrant dans la maille x4, et sortant de la maille 2; via I'interface ;5 (et réciproquement pour le flux
négatif indicée par j+1/2). Cette décomposition par demi-flux positif et négatif permet d’imposer au flux
macroscopique entrant dans la maille fluide w741 via I'interface cinétique-fluide placée en w7, q/o d’étre

12Notons cependant qu’il n’est pas nécessaire d’avoir le caractére entropique pour avoir le caractére positif.
13La méthode de Monte-Carlo utilisée pour résoudre les équations de Wang-Chang & Uhlenbeck dans la zone cinétique
préserve par construction la positivité de la densité et de la température de la vapeur d’U-Fe.
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exactement égal au flux macroscopique sortant de la zone cinétique via cette méme interface cinétique-
fluide par I'intermédiaire de la condition aux limites en z = x7,; /2

%1+J+1/2 = Z///ﬁwmkvzfil(t,xz,v)dv
%;+1/2 = Z/// mkvzfik(tvvav)dva
ki v >0
Z/// mpv2 fF(t, x7,v)dv,
vz >0
;+1/2 Z///vwmkvo:( +€§> fik(taxz’v)dv-

Cette condition aux limites définit & I'interface indicée par Z+1/2 le demi-flux positif (37, ST, o™, RT) 7,19
du schéma cinétique a deux especes (5.30)(5.31).

(5.36)

+
Pzy1/2

N

Condition aux limites fluide — cinétique

L’uranium et le fer sont supposés étre a I’équilibre thermodynamique dans la maille fluide indicée par
7 + 1. Pour la zone cinétique, on impose donc en x = z71/2 la condition aux limites

FEt azi1 /2,00 < 0) = MJ (Yaz41, pr41, uz41, Tri1)(0) (5.37)

ott M¥(Yy,, p,u, T)(v) est la maxwellienne définie avec (5.32).

Les conditions aux limites (5.36) et (5.37) couplent les zones cinétique et fluide, et assure a ce couplage
le caractere conservatif. Soulignons qu’il est tout a fait possible d’appliquer la condition aux limites de
couplage (5.36)(5.37) tout en appliquant des flux autres que cinétiques en dehors de I'interface cinétique-
fluide. Nous utilisons cependant le schéma cinétique dans I’ensemble de la zone fluide du fait de sa
robustesse : celui-ci préserve en effet la positivité de la densité et de la température de la vapeur d’U-Fe
en raison de son caracteére entropique (voir la Proposition 5.2.1).

5.3 Couche de Knudsen et raccordement a la surface d’émission
du crateéere

Dans le cas du procédé de séparation SILVA, la zone ou la détente d’U-F'e peut étre modélisée par le
systéeme d’Euler compressible (2.40) est localisée dans et & proximité immédiate de la surface d’émission
du cratére (appelée également source) : voir les figures 2-3. Définir la zone fluide ne pose donc pas de
probléme particulier pour une forme du cratére et pour des conditions d’émission plus ou moins fixées.

5.3.1 Couche de Knudsen au voisinage de la surface d’émission du cratere

A la surface d’émission du cratere localisée en = Zsouree (en 1D, la surface d’émission du cratére
dégénére en un seul point), la condition aux limites d’émission est donnée par

FE(t, Tsource, va > 0) = ¢F(v) (5.38)

ot ¢¥(v) définit la distribution de I'uranium (k = 1) et du fer (k = 2) & la surface du cratere. La
distribution gbf (v) est imposée et caractérise les conditions d’émission induites par l'impact du faisceau
d’électrons a la surface du cratere.
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La condition aux limites (5.38) se traduit par la création au voisinage immédiat de la surface d’émission
du cratere d’une couche limite de quelques millimétres d’épaisseur a la fois dense et hors équilibre ther-
modynamique — appelée couche de Knudsen — dans laquelle la détente ne peut étre modélisée par le
systéme d’Euler compressible (2.40) malgré la forte densité et donc le nombre important de collisions
entre atomes. En théorie, cette couche limite doit étre traitée avec les équations cinétiques de Wang-
Chang & Uhlenbeck (2.11)(2.12)(2.17), ce qui limite a priori le gain potentiel sur le temps de calcul et
sur la mémoire RAM découlant de 'algorithme de couplage (5.36)(5.37).

5.3.2 Raccordement du schéma cinétique a la surface d’émission du cratere

Malgré l'existence de la couche de Knudsen au voisinage de la surface d’émission du cratere, il
est possible de définir une condition aux limites a la surface d’émission pour le systeme d’Euler com-
pressible (2.40) de telle sorte que la zone fluide soit raccordée totalement ou en partie & la surface
d’émission sans que cela ne nuise a la précision de 'algorithme de couplage cinétique-fluide. La surface
d’émission du cratere raccordée & la zone fluide est localisée en & = X gource raccordée (€n 1D, on a bien siir
T source raccordée = Tsource)- Cette condition aux limites consiste & appliquer la condition de Dirichlet

(Yh pyu, T) e = (Yl,Dm Ppirs Wpirs TDw) (5~39)

Tsource raccordée

de telle sorte que la maxwellienne M?(Yk, pirs Ppirs Upiry Lpir) Vérifie

Z/// M1V M (Y1 iy Pirs Upiny Tpir) (V) dv

B Ve >0

Z/// mk'Ugg (Yk7Dzr;pDzmquaTDzT)(U)dU
V>0

Z / / /Uz>0 mlvz¢} (U)dv7
£ [ [ st
£ f] s

Z/// mkviMf(Yk,DzmpDzmquTDW)(U)dU
ki V>0
’1}2
Z/// MgV ( +¢€; )Mf(Yk,u”,Pum Uu”‘,Tu”)(U)dU Z/// MUz ( +€?) qbf(v)dv
va>0 ki vz >0 2
(5.40)

(ke {1,2} et Yo p,, = 1 — Y7 p,,). Le systeme (5.40) définit un systéme non-linéaire de quatre équations &
quatre inconnues'?.

Le probleme (5.40) est difficile a résoudre. Néanmoins, lorsque le schéma numérique appliqué au voisinage
de la surface d’émission du cratére pour résoudre le systéme d’Euler compressible (2.40) est le schéma
cinétique (5.30)(5.31), il est possible d’appliquer la condition de Dirichlet (5.39) sans avoir & résoudre
(5.40). Cette propriété est directement liée & la décomposition par demi-flux cinétiques (5.33), (5.34) et
(5.35). En effet, en tenant compte de (5.40), le demi-flux positif (5.34) calculé en j+1/2 = source raccordée

14Les quatre inconnues sont Y1, pir, PDiry Upirs €6 Tpir. Via (5.32) (et la relation Y2 p; = 1 — Yi,pir), ces grandeurs
macroscopiques caractérisent completement la distribution ./\/liC (Yk, pirs PDirs Wpir, Thir)-
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s’écrit simplement

&t _ E 1
Sy ,source raccordée /// m1v1¢i (U)dvv
i vy >0

ot 2 :

S source raccordée /// mkviﬂ(b ) v,
Ve >0

+

psource raccordée E :/// MEVy ¢ ) v,
Ve >0

2
+ Z v E\ .k
Nsource raccordée /// MUy (2 + ei) (z)z (v)dv
ki Ve >0

La condition aux limites (5.41) — qui est issue de (5.40) — correspond & la condition aux limites de Dirichlet
(5.39) imposée dans le cadre du schéma cinétique a deux especes (5.30)(5.31), et définit le raccordement
du schéma cinétique a la surface d’émission du cratére. Elle peut étre vue comme une condition de
type Marshak appliquée dans le cadre du systéme d’Euler compressible : voir (2) dans [39] pour le cas
du systeme de Navier-Stokes compressible. La condition de Marshak a initialement été proposée pour
des problemes de transfert radiatif. Remarquons que la condition aux limites (5.36)(5.37) de couplage a
I'interface cinétique fluide peut étre aussi vue comme une condition de type Marshak.

(5.41)

La condition aux limites (5.41) permet de raccorder le schéma cinétique a deux especes (5.30)(5.31)
a la surface d’émission du cratere. Ainsi, le gain sur le temps de calcul et sur la mémoire RAM induit
par le couplage est considérablement augmenté, la couche de Knudsen n’étant pas résolue. Notons que
Iinterface cinétique-fluide sur la Figure 3 n’est pas du tout raccordée a la surface d’émission verticale du
cratere : le raccordement a été volontairement limité pour tester la robustesse de la condition aux limites
(5.41) au niveau de l'interface cinétique-fluide verticale.

5.4 Algorithme de couplage cinétique-fluide
On suppose ici que le domaine de calcul Q (Q est le séparateur décrit & la Figure 2) est tel que

Q= Qcinétique U Qﬁuide U Fcinétique—ﬂuide

ot Qeinetique €St la zone cinétique, oll 2gy;qe est la zone fluide et ot
Fcinétique—ﬂuide = Qcinétique N Qﬂuide

est l'interface cinétique-fluide (le couplage cinétique-fluide se faisant sans recouvrement des zones cinétique
et fluide, on a Qeinetigue N Qauide = 0). De plus, on définit I'ypyree comme étant la surface d’émission du
cratere (donc, la zone d’émission d’U-Fe). En 1D, on a simplement T'oyrce = {Zsource} (voir le §5.3.1).
En 2D ou 3D, I'souree €st une courbe ou une surface, et v est remplacé par v -n > 0 dans (5.38) ol n
est la normale intérieure & ) en & = Tsource OU Tsource € L source- De plus, les conditions d’émission sur
T source Ne sont pas homogenes puisque le faisceau d’électrons n’impacte la surface du cratere que sur une
surface limitée. Cet inhomogénéité crée un gradient de température a la surface d’émission du cratere
(voir la Figure 3). La distribution ¢¥ dépend alors de Tsource € Tsource- La zone fluide Qfuide étant en
partie ou totalement raccordée & la surface d’émission du crateére (voir la Figure 3 et le §5.3.2), on définit
Tsource raccordée €6 Tsource non raccordée cOMme étant les parties de I'spurce T€Spectivement raccordée et non
raccordée a la zone fluide Qﬂuide (On a donc Fsource = Fsource raccordée U Fsouree non raccordée)~

L’algorithme de couplage cinétique-fluide (exprimé ci-dessous en 1D) est itératif. Il se décompose de
la facon suivante :
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— Itération k& = 0 : on émet quelques particules dans € & partir de la source I'spyrce €n imposant la
condition (5.38) sur I'gouree- Ce premier calcul grossier initialise les grandeurs macroscopiques dans
Qpuide Décessaires a la condition aux limites fluide — cinétique (5.37) pour litération k = 1.

— Itération k=1 :

— Traitement de la zone cinétique Q ierique : on fige la zone fluide Qqy;qe et on émet des par-
ticules a l'interface cinétique-fluide I cinetique-fiuide via la condition aux limites fluide — cinétique
(5.37) ainsi qu’a la source non raccordée I'source non raccordée via la condition aux limites (5.38).

— Traitement de la zone fluide Qpg,;4. : on fige la zone cinétique Qcinetigue €t on applique le
schéma cinétique a deux especes (5.30)(5.31) muni de la condition aux limites cinétique — fluide
(5.36) a l'interface cinétique-fluide T cinetique-fiuide €t de la condition aux limites (5.41) a la source
raccordée Fsource raccordée-

— Itérations k > 2 : l'algorithme est identique a celui de l'itération £ = 1. On poursuit ainsi jusqu’au
niveau de convergence souhaité.

Notons que pour que cet algorithme de couplage soit extrémement précis'®, I'interface cinétique-fluide
doit idéalement se trouver dans une zone ou l'utilisation du systéme d’Euler compressible est justifiée, ce
qui sous-entend que 'on connait plus ou moins I’étendue de la zone fluide avant méme d’avoir effectué
tout calcul. Soulignons cependant que le caractére conservatif du couplage ne dépend pas de I'endroit ou
I'interface cinétique-fluide est placée; d’autre part, les résultats numériques loin de I'interface cinétique-
fluide peuvent demeurer corrects méme lorsque celle-ci est placée dans une zone ou ’utilisation du systeme
d’Euler compressible n’est pas justifiée. En ce sens, on peut dire que ’algorithme de couplage cinétique-
fluide proposé est robuste.

5.5 Simulation d’une détente d’uranium-fer

On se propose de montrer quelques résultats numériques validant ’algorithme de couplage cinétique-
fluide et montrant également le gain sur le temps de calcul et sur la mémoire RAM induit par celui-ci.
Le séparateur, le crateére, la source (i.e. la surface d’émission du cratere), le maillage (2D axisymétrique)
et l'interface cinétique-fluide sont décrits sur les figures 2-3.

5.5.1 Modélisation des atomes d’uranium et de fer

On ne considére ici que 3 et 2 niveaux d’énergie métastables pour respectivement 'uranium (k = 1)
et le fer (k = 2). D’autre part, on définit I’énergie métastable ¥ par l'intermédiaire de la relation de de
Broglie

myel = hevf (5.42)

ou I/lk est le nombre d’onde du niveau d’énergie métastable ¢ de 'espece k (h est la constante de Planck

et c est la vitesse de la lumiere)'®. Les niveaux de dégénérescence gf et les fréquences ¥ sont donnés
par :

?

— Pour Uuranium (k=1) :

g1 =13, v =0,
g3 =11, et vy =620 cm™ !,
g3 =514 vi = 8338 cm L.

15Par extrémement précis, on entend par 1a que la résolution de 1’équation cinétique dans tout le domaine Q n’apporterait
pas plus d’information que la résolution basée sur cet algorithme de couplage cinétique-fluide.
16La quantité cufC est la fréquence du niveau d’énergie métastable i de I’espece k.
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— Pour le fer (k=2) :

g3 =26 vi = 1466 cm L.

5.5.2 Modélisation de la surface d’émission du crateére

Le séparateur et le cratére sont décrits sur les figures 2-3. Le gradient de température induit par
I'impact du faisceau d’électrons a la surface d’émission du cratere est simplement modélisé avec

0<r<R;: Tsr)=3400 K (R1 =0,85-1072 m);
Ry <1 < Ry: Ts(r)=3200 K (Ry =1,7-1072 m); (5.43)
r=Ry: Ts(r) =3000 K (paroi verticale du cratere).

Le rayon R; est une estimation du rayon du faisceau d’électrons. Quant a 1’émission elle méme, elle est
modélisée avec :

— Pour Uuranium (k=1) :
2 1

dr(v) = CHTnl(T,)exp {— 2”;1:;;)} g} exp (— ;Zl(i’)) lorsque 7 € {1,2} et r > 0 (a)

ou lorsque i = 3 et r > Ry;

2 1
CHTys, T )n(Ty) exp {— Y } g} exp (—m162> lorsque i =3 et 0 <r < R;. (b)

2T(r) T,
(5.44)
La température T, dans (5.44)(b) est définie avec
T, =C, - Ts(0<r <Ry) (5.45)

ou C, = 1,7 est un parametre déduit de diverses expériences de laboratoire. Ce parametre ca-
ractérise le fait que le troisieme niveau d’énergie de I'uranium est directement excité par le faisceau
d’électrons. Ce troisieme niveau d’énergie est donc un réservoir d’énergie pour la détente d’'uranium-
fer.

— Pourle fer (k=2) :

2 2 2 mav® ] me; :
@7 (v) = C; (Ts)nz(Ts) exp TR0 g; exp T lorsque ¢ € {1,2} et r > 0. (5.46)

Contrairement a 'uranium, on suppose qu’aucun niveau d’énergie métastable du fer n’est directe-
ment excité par le faisceau d’électrons.

La densité nl(Ts) dans (5.44) est la densité de vapeur saturante a la température Ts(r) de 'uranium ; on
suppose par ailleurs que n?(Ty) dans (5.46) est tel que n?(Ty)/nt(Ts) = 11,25%. Les constantes C¥ dans
(5.44) et (5.46) sont des constantes de normalisation que 'on peut facilement déduire de (2.32).

5.5.3 Résultats numériques

Nous présentons ci-dessous des résultats numériques dans et loin du cratere (le cratere est décrit sur
la Figure 2). Ces résultats valident 1’algorithme de couplage cinétique-fluide. Nous présentons également
un résultat numérique qui met en évidence leffet catalyseur décrit au §2.2.3 du Chapitre 2.
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Résultats numériques dans le cratére

Les figures 4-5 et 6-7 représentent les vitesses respectivement axiale et radiale du mélange d’U-Fe sans
et avec couplage dans le cratere. Les figures 8-9 représentent une coupe en r = 5 - 1072 m de la densité
et de la température de 'uranium dans le cratere. Les figures 4-9 montrent une trés bonne concordance
entre les résultats obtenus sans et avec couplage cinétique-fluide. En particulier, ces figures montrent que
la transition a 'interface cinétique-fluide entre les modeles cinétique et fluide est excellente. Notons que
la couche de Knudsen au voisinage de la surface d’émission du cratére (voir le §5.3.1) apparait sur la
Figure 9 (le déséquilibre thermodynamique dans la couche de Knudsen est en particulier caractérisé par
le fait que la température axiale T y est supérieure a la température radiale T;.). Les figures 8-9 valident
également le raccordement de la zone fluide a la surface d’émission horizontale du cratere.

X (m)

gR(m)
Figure 4
Vitesse radiale sans couplage

° Rm)

0.015
0.005

Figure 5
Vitesse radiale avec couplage

X (m)

w0
S
=

° R(m)
Figure 7
Vitesse axiale avec couplage

S R(m)

Figure 6
Vitesse axiale sans couplage
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Résultats numériques dans la zone raréfiée

La Figure 10 représente les lobes en densité de I'uranium et du fer en fonction de 6 dans la zone
raréfiée i.e. loin du cratere (voir les pointillets verts sur la Figure 2). La Figure 11 représente le taux
PUg,, Cmfl/ PU, -1 — dui est défini par le rapport entre les densités d’uranium au premier niveau
d’énergie métastable (v = 620 cm™1) et a I’état fondamental (v; = 0 cm™!) — dans les deux zones
de mesure par absorption laser (voir les pointillets noirs sur la Figure 2). Les figures 10-11 valident
I’algorithme de couplage cinétique-fluide dans la zone raréfiée, donc loin de la zone fluide.

Nam) p uranium (v=620 cm ) / p uranium (v=0 auil)
4e+18 T T T T T T T T 0.36 T T T T T T
356+18 . B 034 - L S
uranium e | x=0.12 m ’;;/;,’ |
Je+18 - 1 e
03 Jj
250418 - 1 ~N A
028 . ~ B
/VR N
20418 - ] =
026 |
150418 1 0za x=0.35m -
te18 - 1 022 | J,Qflﬂ' |
5e+17 - fer 1 o e ‘_ﬂi
N - —~ _ o L L L
o . , . ) — — - 0 0.05 0.4 015 02 025 03 035 04 045 05
0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 r (m)
0 (degré)
Figure 10 Figure 11
Lobes en densité de 'uranium et du fer
f pUGQD cm-—1 /on cm-—1t

avec et sans couplage avec et sans couplage

Remarquons que la Figure 10 montre 'existence d’une séparation entre I'uranium et le fer dans la zone
raréfiée. En effet, la Figure 10 montre que 'uranium reste concentré au niveau de I’axe du séparateur
alors que le fer a tendance a migrer dans ’ensemble du séparateur. Cet effet de séparation entre I'uranium
et le fer est purement aérodynamique et est provoqué par le gradient de pression radial, les especes lourde
(Puranium ici) et légere (le fer ici) ayant tendance & migrer dans les zones respectivement de haute et
basse pression. Autrement dit, ce phénomeéne de séparation correspond & la barodiffusion en atmosphere
raréfiée. On consultera & ce sujet le §3.3 du Chapitre 3 dans [Dell10] (voir aussi la note de bas de page 4)
pour une description de la barodiffusion lorsque 1’écoulement est fluide (i.e. non raréfié). Par ailleurs, la
Figure 11 souligne que I'uranium dans la partie haute du séparateur est plus proche de I’état fondamental
que dans la partie basse du séparateur : cet effet montre que les collisions entre atomes favorisent le retour
a ’état fondamental.

Gain induit par P’algorithme de couplage cinétique-fluide

Pour le cas-test présenté dans cette section, grace a l’algorithme de couplage cinétique-fluide, le temps
de calcul est divisé par environ 3 et le gain sur la mémoire RAM est de I'ordre de 30 %. Ce gain pourrait
étre augmenté en raccordant completement la zone fluide a la surface d’émission du cratere. Rappellons
que la zone fluide est ici seulement raccordée en partie a la surface d’émission horizontale du cratere et
n’est pas du tout raccordée a la surface d’émission verticale du cratere : voir la Figure 3. Nous avons
limité le raccordement a la surface d’émission du cratére pour tester la robustesse de celui-ci au niveau
de l'interface cinétique-fluide verticale.

Mise en évidence de l’effet catalyseur du fer

Le gain sur le temps de calcul et sur la mémoire RAM induit par I’algorithme de couplage cinétique-
fluide permet de réaliser un plus grand nombre de calculs numériques. Il est alors possible de mieux
comprendre la physique de la détente d’uranium-fer en modifiant tel ou tel parameétre de modélisation.
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Par exemple, 'influence de la présence du fer dans la physique de la détente de I'uranium peut étre
étudiée de facon plus systématique. Pour illustrer cet aspect, on représente sur la Figure 12 le taux
PUsso i/ PUs cm, avec et sans fer obtenu avec couplage cinétique-fluide dans les deux zones de mesure
par absorption laser (voir les pointillets noirs sur la Figure 2).

E -1
p uranium (v=620 cml )/ p uranium (v=0 cm )

*— Source avec mélange uranium-fer
0z X=0.35m . &

,Source avec uranium pur

x=0.12 m

L . . . . . . . . .
o 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
r (m)

Figure 12

pUﬁzo Cmfl/on CIm -1
avec et sans fer, avec couplage

La Figure 12 montre que la présence du fer favorise le retour a ’état fondamental des atomes d’uranium.
Le fer joue donc un réle de catalyseur vis a vis de la vitesse de retour a 1’état fondamental de I'uranium.
Ce point est une application directe de la notion de catalyseur introduite au §2.2.3 du Chapitre 2.

Mais, il peut aussi étre intéressant d’affiner la modélisation de la surface d’émission du cratere en modifiant
le profil de température de surface (5.43) ou les distributions d’émission de 'uranium et du fer ici définies
avec (5.44)(5.45)(5.46). Ce type d’études nécessite beaucoup de calculs numériques pour caler ces modeles
physiques aux résultats expérimentaux : le gain sur le temps de calcul et sur la mémoire RAM induit par
I'algorithme de couplage cinétique-fluide facilite ces études.

5.6 Un second schéma entropique dans le cas de I’équation d’état
de 'uranium ou du fer

Cette section est indépendante de la construction de l’algorithme de couplage cinétique-fluide et
résume la note [Dellacherie, 2001]. En nous plagant dans le cas particulier de I’équation d’état de 'uranium
ou du fer définie avec (5.23)(5.24), nous montrons qu’il est tres facile de construire une large classe de
schémas de relaxation entropiques (pas nécessairement cinétiques) pour cette équation d’état avec v > 1.

Rappelons que l'on associe & ’équation d’état (5.23)(5.24) l'entropie
s(1,T) = s(7,T) + s"(T) (5.47)

ou

st = o ()] 0

(5.48)

Encl
log(Z(T)) + T(T)

D) = - (b)

m
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avec v > 1. Supposons maintenant que le flux numérique g dans (5.8)(b) n’est pas défini avec (5.20) mais
avec .
92i41/2 = €2, SS1it1/2 si S1it1/2 20, (5.49)

x : x
= €2,i+1 " S1,i+1/2 Sl S1,i41/2 <0

olt S est le flux de masse dans f := (31, p1,N1)7 du schéma (5.8)(a) (qui n’est pas nécessairement un
schéma cinétique). Alors, on montre dans [Dellacherie, 2001] :

Théoréme 5.6.1. Supposons que sous un critére CFL, le schéma numérique (5.8)(a) est entropique pour

léquation d’état £1(7, P) = ,Y:fl au sens ot

(PS)?}_I < (PS)L]’ - E( 1,j+1/2 — h1,j—1/2)

1
y1—1
un critéere CFL et lorsque v €]1,71], le schéma numérique de relazation (5.11)(5.12)(5.49) est entropique
au sens de (5.17) pour léquation d’état (5.23)(5.24) associée a Uentropie (5.47)(5.48).

ol S1 = f% [log(mT) + log (%)} et ot hy est une discrétisation du flux d’entropie pusy. Alors, sous

La preuve de ce théoréme repose directement sur le découplage (5.8) et (5.10) ainsi que sur le choix
(5.49) pour définir le flux dans (5.8)(b). Mais, elle repose aussi sur le fait que 'entropie s définie avec
(5.47)(5.48) est la somme d’une entropie classique s (liée aux degrés de liberté classiques de 1’atome)
et d’une entropie non-classique s (liée aux degrés de liberté non-classiques de 1'atome). On pourra
aussi consulter le Chapitre 2 dans [Dellb] pour I’établissement de la preuve du Théoréme 5.6.1 (voir le
Théoreme 2.3.1 dans [Dellb] p. 32).
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Chapitre 6

Un modele diphasique a bas nombre
de Mach

78, >

(N chapitre résume les travaux publiés dans [DVO03], [Dellacherie, 2005] et [Dellacherie, 2007].

L) Dans ces travaux, nous nous intéressons a la modélisation et a la simulation numérique de la
‘\./ déformation de l'interface de bulles constituées de fluide 1 plongées dans un fluide 2 lorsque
le nombre de Mach est petit et lorsque les transferts thermiques entre les deux fluides sont importants.
Ces travaux sont motivés par I’étude d’écoulements diphasiques dans un coeur de Réacteur a FEau sous
Pression (REP) ou & Eau Bouillante (REB). Ces études concernent aussi les réacteurs a neutrons rapides
dont le fluide caloporteur est du sodium liquide.

Pour simuler I'écoulement diphasique dans un coeur de réacteur a eau, on a recourt a des modeles
moyennés de type Navier-Stokes diphasique compressible pour lesquelles 1’échelle caractéristique de la
modélisation est bien supérieure aux échelles caractéristiques des bulles de vapeur d’eau (le fluide 1)
plongées dans I’eau liquide (le fluide 2). Il est en effet impossible de simuler le fonctionnement entier d’un
coeur de REP ou de REB a [’échelle des bulles pour des raisons de cout en temps de calcul et en place
mémoire!. Par modele moyenné, on entend par 1a qu’en un point x de l'espace, la présence des fluides 1
et 2 est caractérisée par la fraction massique Yy (t,z) (k € {0,1}) qui prend ses valeurs dans [0, 1] et non
dans {0, 1}, et qui est telle que

Vi+Ys =1 (6.1)
ot Vi Y, 1

o1 (6.2)

pr P2 P

Dans (6.2), p et pg sont respectivement les densités volumiques du mélange et du fluide k£ au sein du
mélange. La relation (6.2) est une loi de mélange qui prend en compte le caractére non-miscible a I’échelle
mésoscopique du mélange binaire (voir (4.8)(a)). En définissant la fraction volumique oy := Yip/pr, on
vérifie aisément que (6.1) et (6.2) sont respectivement équivalentes a

a1p1 +oagpr =p (6.3)

et
a; +as = 1. (64)

Dans un modele moyenné, 'interface entre les fluides 1 et 2 n’est donc pas explicitement décrite ; celle-ci
le serait si Yi(t,z) (ou ag(t,z)) appartenait & {0,1} et non a [0, 1], la discontinuité de Y (¢, z) (ou de
ai(t, z)) représentant dans ce cas 'interface 3(t) des bulles de fluide 1 (lorsque Yy € {0, 1}, on a d’ailleurs
ay = Y, et réciproquement). Les modeles diphasiques a sept équations (4.15)(4.18) ou & quatre équations

1Le diametre d’une bulle de vapeur peut étre inférieur au millimetre alors que la hauteur et la largeur d’un coeur de
réacteur est de plusieurs metres. On pourra donc parler d’échelle mésoscopique pour les bulles et d’échelle macroscopique
(ou moyennée) pour le réacteur nucléaire.

71



72 CHAPITRE 6. UN MODELE DIPHASIQUE A BAS NOMBRE DE MACH

(4.29) sont deux exemples de modele moyenné. Cependant, pour compenser le fait que ce type de modele
ne décrit pas ezplicitement l'interface ¥ (¢) entre les deux fluides non-miscibles, il est nécessaire d’enrichir
la modélisation via des relations de fermeture ad hoc. Par exemple, dans (4.29)(a), le modele d’écart de
vitesse (4.34) couplé & (4.32)(4.33) modélise a 1’échelle moyennée la remontée de bulles constituées de
fluide 1 supposé plus léger que le fluide 2 (i.e. Ap := py — p1 > 0) via la poussée d’Archimede. Notons
que lorsque le fluide 1 est de Iair ou de la vapeur d’eau et que le fluide 2 est de ’eau liquide, a; est aussi

appelé taux de vide.

Or, pour justifier ou améliorer des relations de fermeture moyennées du type (4.34), et ce, pour différents
régimes d’écoulement, des simulations numériques a 1’échelle des bulles réalisées sur des domaines de
calcul de volume bien inférieur au volume du ceeur du réacteur peuvent étre tres utiles. Par exemple, on
peut envisager simuler la remontée de plusieurs centaines de bulles sur de courtes distances et pour des
temps physiques limités, moyenner ’écoulement obtenu en espace et en temps, en déduire des taux de
vide et des écarts de vitesse entre les deux fluides moyens pour ainsi proposer des relations de fermeture
moyennées du type (4.34). Ce type de simulations numériques peut étre vu comme un complément (voire
une alternative) a des bancs d’essais expérimentaux pour lesquels il peut étre techniquement difficile ou
colteux d’étudier avec précision la sensibilité des modeles a tel ou tel parametre physique (comme, par
exemple, le parametre x ou la tension de surface o dans (4.34)).

Bien qu’effectuées sur des domaines de calcul et des temps physiques limités, de telles simulations
— dites simulations numériques directes d’écoulements diphasiques (ou & bulles) — restent cotliteuses en
temps de calcul et en place mémoire. Aussi, pour limiter le cotit du calcul, il peut étre utile d’adapter le
modele d’évolution des bulles au régime d’écoulement d’intérét. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a
des écoulements diphasiques a bas nombre de Mach et a forts gradients thermiques. Ce type d’écoulement
se caractérise par le fait que, bien que la vitesse du son soit grande par rapport a la vitesse des fluides 1 et
2, et bien que I'un des deux fluides soit éventuellement peu compressible?, 'hypotheése d’incompressibilité
n’est pas nécessairement satisfaite partout du fait des transferts de chaleur au sein de chaque fluide et
entre les deux fluides a l'interface X(t). Dans ce cas, I’écoulement doit a priori étre modélisé avec un
systeme de Navier-Stokes diphasique compressible. Cependant, 1'utilisation de ce systéme compressible a
bas nombre de Mach n’est pas simple pour les deux raisons suivantes :

— les solveurs de type Godunov sont fréquemment utilisés pour discrétiser la partie convective du
systeme de Navier-Stokes compressible. Or, ces solveurs se comportent tres mal a bas nombre de
Mach en terme de précision. Sauf a changer complétement la stratégie de discrétisation de la partie
convective, il est des lors nécessaire de modifier les solveurs de type Godunov pour récupérer une
bonne précision a bas nombre de Mach. Cet aspect est étudié en détail au Chapitre 8;

— le systeme de Navier-Stokes compressible comporte deux échelles de temps distinctes a bas nombre
de Mach : ’échelle de temps acoustique 7. liée aux ondes acoustiques et I’échelle de temps matiere
Tmat liée au déplacement du fluide. Ces deux échelles de temps sont distinctes puisque 7yc/Tmar =
O(M) ou M est le nombre de Mach. Autrement dit, on a 7,. < Tima: & bas nombre de Mach, ce
qui rend délicate la discrétisation en temps du systéeme de Navier-Stokes compressible avec un pas
de temps At de I'ordre de 7,,4:. Pour s’affranchir de ce probleme, il est 1égitime de tenter de filtrer
les ondes acoustiques dans le systeme de Navier-Stokes compressible pour obtenir un systeme dont
I’échelle de temps caractéristique est unique et est égale a 1’échelle de temps matiere 7,,4:. Un tel
systeme est dit bas Mach, dilatable ou quasi-isobare. Cette technique a été appliquée avec succes
en monophasique par Paolucci [82] et en combustion lente par Majda [73, 75] dans le cas de gaz
parfaits.

Le travail présenté ici s’intéresse au second point. En nous inspirant des travaux de Majda [73, 75], nous
proposerons au §6.1 un systeme bas Mach dérivé du systeme de Navier-Stokes diphasique compressible. Ce
systeéme ne sera pas limité au cas des gaz parfaits. Dans la suite, celui-ci sera nommé systéme diphasique a
bas nombre de Mach soit en anglais Diphasic Low Mach Number system ; nous utiliserons donc ’acronyme

2L’eau liquide est beaucoup moins compressible que la vapeur d’eau ou ’air.
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DLMN pour faire référence a ce systeme. Nous décrirons les propriétés de base du systéme DLMN au
86.2. Puis, nous montrerons numériquement en 1D au §6.3 le mauvais comportement du systéeme DLMN
lorsque la vitesse du son d’un des deux fluides est imaginaire pure. Enfin, nous nous intéresserons au §6.4
a la résolution numérique en 2D du systeme DLMN dans le cas d’un champ de vitesse potentiel.

6.1 Dérivation formelle du systeme DLMN

Nous résumons le principe de construction du systéeme DLMN tel que proposé dans [Dellacherie, 2005].
On pourra aussi consulter [DV03] et [Del04].

6.1.1 Le systeme de Navier-Stokes diphasique compressible

Le modele de départ correspond au systeme de Navier-Stokes diphasique compressible

DtYI = O7 (a)
Op+ V- (pu) =0, (b)
(6.5)
pDiu=—-VP +V -0 —pg, (c)
pCpyD,T =aTD,P+V -q+0:Vu (d)

écrit sous forme non-conservative et résolu dans un domaine borné Q C R? (d € {1,2,3}) de frontiere
supposée réguliere 9. Dans (6.5), D, est la dérivée lagrangienne 9; 4+ u- V. Puisque on cherche & décrire
explicitement U'interface ¥(t) des bulles de fluide 1 plongées dans un fluide 2, la fraction massique Y (¢, x)
dans (6.5) appartient & {0,1} (voir 'introduction ci-dessus), ce qui impose de choisir la condition initiale

1 si 2€eN(t=0) (i.e. fluide 1),
Yi(t=0,2) = (6.6)
0 si xze(t=0) (i.e. fluide 2).

Dans (6.6), Qk(t) définit le domaine consitué de fluide k, et on a
Q1 () UQa(t) UB(E) = Q ou X(t) = 004 (t)

(par convention, le domaine () correspond aux bulles). Le vecteur g = g.z est la gravité (g. =
9,81 m-s~2 et z est le vecteur unitaire normal orienté dans la direction verticale). Les quantités p(Y7, T, P),
T, P et u sont respectivement la masse volumique, la température, la pression, et la vitesse au point
(t,x) € Q x RT. Le tenseur o et le vecteur g sont respectivement le tenseur de viscosité et le flux de
chaleur, et sont définis avec

o = p[Vut (Vu)' = 2(V-uw)I], (a)
(6.7)
¢ = AVT (b)

(I est la matrice identité dans R?) o (Y3, T, P) et A(Y1, T, P) sont respectivement la viscosité dynamique
et la conductivité thermique du fluide. Les quantités C,(Y7, T, P) et o(Y1,T, P) sont respectivement la
capacité calorifique & pression constante et le coefficient de compressibilité a pression constante, et sont
définis avec

Oh
CP(Y17T7 P) = ﬁ(y17T7 P) (68)

et

1
O[(YlvTvP)zii ap

, . a—T(Yl,T, pP) (6.9)



74 CHAPITRE 6. UN MODELE DIPHASIQUE A BAS NOMBRE DE MACH

ou h := e 4+ P/p est 'enthalpie, (Y7, T, P) étant I’énergie interne du fluide. Dans la suite, on utilisera
également les fonctions (qui sont sans dimension)

60n,T, P) = 2 (v, 7, P) (6.10)
pCp
et
pc’
F(Yl,T7 P) = ?(Yl,T7 P) (611)

Dans (6.11), c est la vitesse du son que 'on peut définir avec la relation

—1
P 2
(Y1, T, P) = a—;—% (Y1, T, P). (6.12)
p

Le caractere non-miscible du fluide diphasique est ici pris en compte via
g(YlaTaP) :Ylgl(T;P)+(1_Y1)€2(TaP) avec 56 {Nﬂ )\,CP,Q,B,F,C,[),5} (613)

sachant que Yi(t,z) € {0,1}. La viscosité dynamique (7, P) et la conductivité thermique A\ (T, P)
du fluide k sont supposées connues. De méme, les équations d’état pi (T, P) et i (T, P) du fluide k sont
supposées connues ; elles définissent les fonctions Cp, i, 8, T, ¢, p et € via (6.8)-(6.13). Ces deux équations
d’état sont définies sous I’hypothese :

Hypothése 6.1.1. On peut associer aux équations d’état (T, P) := 1/px (T, P) et e (T, P) une entropie
thermodynamique s, (Ti,€x). En d’autres termes, Uentropie si(7x, k) est strictement convexe et vérifie le
second principe de la thermodynamique

—Tdsy = dey, + Pdry. (6.14)

L’Hypothese 6.1.1 est équivalente & I'Hypothese 4.1.1. Enfin, I'on applique au systéme (6.5) la condition
aux limites
u =0, (a)
Vo € 090 : (6.15)
VT -nloga =0 (b)

ol nlgqn est le vecteur unitaire normal & 9. Le domaine borné Q2 est donc isolé. Remarquons que 1'on
suppose que la solution du systeme (6.5) est réguliere ce qui sous-entend que la condition aux limites

[0 — Pllsu - ns@) =0,
Ve e X(t) : (6.16)
[T =0,

AVT]s@ - ns@ =0

est implicitement satisfaite sur I'interface X(t), la notation [f]s ;) dans (6.16) correspondant au saut de
[ au travers de X(t) et ny() étant le vecteur unitaire normal & X(t).

6.1.2 Hypotheses de modélisation et adimensionnalisation

On se place sous les hypotheses de modélisation suivantes :

Hypotheése 6.1.2. Il est possible de définir une longueur caractéristique L, et une vitesse caractéristique
u, communes auz deux fluides. Donc, on peut définir le temps caractéristique commun t, = Li/u..
De méme, il est possible de définir les grandeurs caractéristiques (T, Px, px, Cpu, iy s, M) qui sotent
communes aux deux fluides.
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P,
Hypothese 6.1.3. On peut définir Cp. et c. avec Cpy = —; et ¢, = v/ Py/p«, ce qui est en particulier
P 5

le cas lorsque les deux fluides sont des gaz parfaits.

Sous les hypotheses 6.1.2 et 6.1.3, le systéme (6.5) adimensionné s’écrit

DY, =0, (a)
VP V.o p (6.17)
th’U, = _W RB* - F77"£Z7 (C)
V-(AVT) M2
DT =p3,-aTDP + ——— * 0 d
pCpDy B T D P + Re. Pr. +Re*g Vu  (d)
avec les nombres sans dimension
M, = Z* (nombre de Mach),
U L
Re, = . (nombre de Reynolds),
Pr, = M*Tcp* (nombre de Prandtl), (6.18)
U
Fr, = (nombre de Froude),
g« L
o, Py
By = .
PxChpu

Notons que sous 'Hypothese 6.1.3, on a 8, = a.Tx. Or, dans le cas d’un gaz parfait, on a a = 1/T. Donc,
lorsque les deux fluides sont des gaz parfaits, on peut choisir a, = 1/ et S, = 1.

On se place maintenant dans le cadre suivant :

Hypotheése 6.1.4. L’écoulement est a bas nombre de Mach. Autrement dit, on a M, < 1. On suppose
par ailleurs que O(Re,) = O(Pry) = O(Fry) = 1.

6.1.3 Le systeme DLMN

Dans cette section, on dérive le systéme DLMN? en filtrant les ondes acoustiques dans le systéme de
Navier-Stokes diphasique compressible (6.17). L’approche proposée s’inspire directement des travaux de
Majda en combustion lente [73, 75]. Le filtrage de I'acoustique dans (6.17) est obtenu en posant

Vit x) = Y (¢, 2) + Y (¢, 2, M),
(6.19)
O(t,x) = ®O(t, x) + M. D (t,z, M,) + M2®%(t,z, M) + O(M?2)

ot ® := (u,p,T,P) et o1 Y{' € {0,1} est une fonction dont la mesure du support converge vers zéro
avec M,. En injectant le développement (6.19) dans (6.17), en séparant les termes d’ordre différent et
en appliquant la décomposition de Hodge* au terme d’ordre zéro, on obtient formellement que (Y, ®°)

30n rappelle que DLMN est ’acronyme de Diphasic Low Mach Number.
4La décomposition de Hodge est définie au Lemme 8.1.1 du Chapitre 8.
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dans (6.19) est solution du systeme

DiY1 =0, (a)
(6.20)
pCp,DiT = oTP'(t) + V- (AVT) (b)
couplé a
V-u=GaG, (a)
(6.21)
pDiu=—-VII+V-0—pg (b)
sachant que la fonction G(t, z) est donnée par
1P, B
tx)=—=- L_v. (VT 22
Glt.a) = ~f gt + ¥ - (A9 T) (6.2
et que la pression P(t) est solution de I’équation intégro-différentielle
6(Y1,T, P)V - \VTdzx
/ _ Q(t)
Pit) = dx
Q F(Yh T, P) (6.23)

( )[B]z(t)(T, P)AVT - ny_2d% / g—jﬁ,(YhT, P)A\(Y1, T, P)(VT)*dx
i _Jo

/ dx / dx
o I'(Y1,T, P) o I'(Y1,T,P)

Le systéme (6.20)-(6.23) correspond au systéme DLMN. Notons que le systéme (6.20)-(6.23) est écrit
sous forme dimensionnée et sans les indices © pour simplifier les notations. On rappelle par ailleurs que
[Bls) = Bilsw) — B2ln), et que les fonctions «, et I' sont respectivement définies avec (6.9), (6.10)
et (6.11). Notons que, sous les conditions aux limites (6.15)(6.16), ’équation (6.23) est équivalente a la
condition de compatibilité de Neumann

/ G(t,z)dz =0 (6.24)

qui assure existence et I'unicité d’une solution de (6.21) & un champ a divergence nulle pres. En fait,
il serait plus honnéte d’écrire que c’est I'imposition de la condition de compatibilité de Neumann (6.24)
couplée a (6.15)(6.16) qui donne I’équation (6.23).

Soulignons que le systéeme DLMN (6.20)-(6.23) a été obtenu sous 'Hypothese 6.1.2. Or, I'Hypothese 6.1.2
revient & supposer, d’une part, que les domaines ;(t) et Q2(t) ont des volumes comparables et, d’autre
part, que les deux fluides ont des comportements similaires dans leur domaine respectif. Dans [Del04], on
tente de s’affranchir de la seconde partie de I'Hypothese 6.1.2 de telle sorte qu’il soit possible de dériver
un systéeme DLMN lorsque les deux fluides sont tres différents (par exemple, de lair et de I'eau liquide).

Le systeme DLMN (6.20)-(6.23) couple ’équation hyperbolique (6.20)(a) et 1'équation parabolique
(6.20)(b) au systeme (6.21) qui differe du systeme de Navier-Stokes incompressible par le fait que la
contrainte sur la divergence de u n’est pas nulle. Cette inhomogénéité de la contrainte de divergence
(6.21)(b) caractérise la dilatation thermique (on a en effet G = 0 lorsque A := 0 ou VT := 0). D’autre
part, la pression P(t) correspond & la pression themodynamique (car elle est reliée & T et p via équation
d’état) et la pression II dans (6.21)(b) correspond & la pression dynamique (car celle-ci ne dépend pas
directement de l’équation d’état; elle est d’ailleurs définie & une constante pres). Autrement dit, la
pression II est la pression intervenant dans le systéme de Navier-Stokes incompressible. Enfin, notons
qu’il est possible d’écrire le systéme DLMN sous des formes différentes de (6.20)-(6.23) [Del04]. Par
exemple, 'équation (6.21)(a) est équivalente & ’équation de conservation de la masse (6.5)(b). Ici, nous
avons préféré écrire (6.5)(b) sous la forme (6.21)(a) pour mettre en avant les liens du systéme DLMN
avec le systeme de Navier-Stokes incompressible pour lequel (6.21)(a) est remplacé par V - u = 0.
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6.2 Propriétés du systeme DLMN

On présente dans cette section les propriétés de base du systéme DLMN introduites dans [Dellacherie, 2005]
(on pourra aussi consulter [Del04]).

6.2.1 Conservation de la masse et de 1’énergie

Le systeme DLMN est conservatif au sens ou :

Lemme 6.2.1. Le systéme DLMN (6.20)-(6.23) vérifie

4 pp(t,x)de =0 avec ke {1,2}, (a)
dt Qi (1)
(6.25)
— | p(t,x)e(t,x)dx = 0. (b)
dt o,

Les relations (6.25)(a) et (6.25)(b) caractérisent respectivement la conservation de la masse et de 1’énergie

dans Q. Notons que la relation (6.25)(b) correspond & la conservation de I’énergie totale [, p(t, z)E(t, z)dx
2

2
u u
(F = 1 + €) mais & l’énergie cinétique pres / p(t,x)?(t,x)dx. Cette derniere n’intervient pas dans
Q

2
U

le systeme DLMN et est donc négligée ce qui se justifie par le fait qu’a bas nombre de Mach, — est de
€

l'ordre de M?2.

6.2.2 Décroissance de ’entropie

Le systeme DLMN vérifie un théoréeme H au sens ou :

Lemme 6.2.2. Sous I’Hypothése 6.1.1, pour toute solution du systéme DLMN (6.20)-(6.23), Uentropie
totale S(T', P) définie avec

S(T, P)(t) = / p(Y1,T, P)s(Y1, T, P)dx (6.26)
Q

d
ot s(Y1,T, P) =Y151(T, P) + (1 — Y1)s2(T, P) vérifie %S(T’ P)(t) < 0. Et, tout équilibre caractérisé par

Uinterface d’équilibre 3°° est solution du probléme de minimisation

T°°, P) = TP 2
S(T,P*) = min S(T,P) (6.21)
sous les contraintes
/ oL (z), Plde = My, avec k€ {1,2}, (a)
Qp
ex|T(x), Plde = €&, b
Z/Qp Plev(T (), P) o) 629
T(x)>0 et P>0, (c)
Oy fixé tel que 0N = X, (d)

My, et £ étant des constantes strictement positives obtenues via les conditions initiales. De plus, I’équilibre
(T*°(x), P>) est unique, et T(x) est une constante T strictement positive.

La preuve de ce lemme est classique. Elle utilise le fait que £S(T, P)(t) = — [, A(Y1)(VlogT)%dz < 0
ainsi que la stricte convexité de s; et sy (voir la preuve du Lemme 4 pp 58 60 dans [Del04]).
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6.2.3 Dilatation et compression thermique d’une bulle
Le systeme DLMN vérifie d’autre part :

Lemme 6.2.3. La variation du volume du domaine Q1 (t) solution du systéme DLMN (6.20)-(6.23) est
donnée par

d 1 — G1(, T, P)
— || = == Q,T,P)AVT -ny_od¥ + ————= 2
#1901 = By [ FOLTPATT ny s+ B (6.29)
ot T P T, P
B(Ql,T,P):fﬂl( bl ) 762( I ) ;
F2<QQ7T’ P) Fl(QlaT7 P)
B2 (7 p 9T, P
G1(1,T, P) :/ J)T(i)))\z(VT)Qde */ —8T<77)>\1(VT)261$,
Q.0 T1(0, T, P) ai(t) D2(Q, T, P)
(6.30)
/ dx
fk(Qk7T7p) - L’gép)
/Qk(t) Iy (T, P)
Donc, lorsque les équations d’état sont telles que %(T, P) =0, on obtient
d |91 (1)] L B(, T, PYAVT dx (6.31)
— = — “M_2dX. .
P P®) Jo 1,4, 12

Pour obtenir le Lemme 6.2.3, il suffit d’écrire que %|Ql(t)| = fﬂl(t) G(t,z)dx et de tenir compte de (6.22)

et (6.23). La relation (6.29) montre que la variation du volume de 4 (t) et de Q3(¢) est uniquement pilotée
par la thermique a bas nombre de Mach. Notons également que le premier terme du membre de droite
dans (6.29) est surfacique et caractérise les échanges de chaleur & l'interface ¥(¢) des bulles alors que le
second membre est volumique, ce dernier étant identiquement nul lorsque les deux fluides sont des gaz
parfaits (puisque dans ce cas, on a B = =L 65y~ est la constante adiabatique). On déduit du Lemme

Tk
6.2.3 :

Corollaire 6.2.1. Lorsque les équations d’état sont telles que

Y(T,P): Bu(T,P)>0 et %(T,P):o, (6.32)

la variation du volume du domaine Q4 (t) se caractérise par :
i) cas de bulles froides de fluide 1 (donc VT -ni_s|sy > 0) : Qu(t) se dilate et Qa(t) se comprime;

i) cas de bulles chaudes de fluide 1 (donc VT -ny_alsi) <0) : Qi(t) se comprime et Qy(t) se dilate.

Il nous semble important de souligner que c’est parce que la pression thermodynamique P ne dépend pas
de D’espace (voir (6.23)) qu'il est aisé d’obtenir le Lemme 6.2.3 puis le Corollaire 6.2.1 & partir du systéme
DLMN (6.20)-(6.23). Il serait par contre plus délicat d’obtenir un résultat phénoménologique tel que celui
du Corollaire 6.2.1 directement & partir du systéme de Navier-Stokes diphasique compressible (6.5) & bas
nombre de Mach. Notons que la condition (6.32) est satisfaite dans le cas d’un gaz parfait. Lorsque la
condition (6.32) n’est pas satisfaite, on ne peut rien dire a priori. D’autre part, lorsque le nombre de
Mach n’est pas petit, la pression thermodynamique P n’est pas uniforme en espace (autrement dit, le
systétme DLMN (6.20)-(6.23) n’est pas valable), et les ondes acoustiques peuvent aussi contribuer a la
variation du volume de 2;(¢). Dans ce cas, le Corollaire 6.2.1 n’est pas valable®.

5En écoulement supersonique, y compris sous la condition (6.32), une bulle froide (chaude) de fluide 1 plongée dans du
fluide 2 peut se comprimer (dilater).
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6.2.4 Dégénérescence lorsqu’un des fluides est incompressible
On peut également écrire le lemme formel suivant :

Lemme 6.2.4. Supposons que les deux fluides sont tels que
O(M) =0(X), (a)
O(p1) > O(B2)  (b) (6.33)
OI) < O(Ty). (c¢)

Alors, la contrainte (6.21)(a) peut étre approchée dans Qa(t) par

Ve € Qo(t): V-u=0

ce qui implique, compte tenu de (6.24), que Uon a dans Q1 (t)
d
/ V-udr=0 (cesta dire —|Q(t)] =0)

bien que Va € Qq(t) : V- u # 0. Supposons de plus que le fluide 1 est tel que

V(T,P): Bi(T,P)>0 et %(T,P)zo. (6.34)

Alors, ’équation de pression (6.23) peut étre approchée par

[ m@ PAVT s
! _ I3

Pit) = / — (6.35)
o L1(Y1, T, P)

ce qui implique que :
i) cas de bulles froides de fluide 1 (donc VT -ny a5y > 0) : la pression P(t) augmente ;
i) cas de bulles chaudes de fluide 1 (donc VT -ni_alsy) <0) : la pression P(t) diminue.

ii1) la pression thermodynamique P(t) dépend (directement) uniquement des caractéristiques physiques

du fluide 1;

iv) plus le volume d’une bulle de fluide 1 est important, plus celle-ci impose la pression P(t).

La condition (6.33)(a) restreint les résultats formels présentés dans ce lemme au cas de deux fluides
dont les conductivités thermiques sont du méme ordre de grandeurS. Les conditions (6.33)(b,c) sont en
particulier satisfaites lorsque les fluides 1 et 2 sont respectivement du gaz parfait et de 1’eau liquide”. La
condition (6.34) est de son coté satisfaite lorsque le fluide 1 est un gaz parfait. Notons que le point 4w
est numériquement observé p. 645 dans [59] ou il est écrit : “It then appears that in the closed system
considered here, the bigger bubble imposes its pressure in the liquid’. Soulignons enfin que, sauf & imposer
exactement Aafo = 0 et I'y = +00 au lieu de (6.33), la relation (6.35) est obtenue en supposant que les
domaines Q4 (t) sont tels que O(|Q(t)]) = O(|Q0(t)]), relation qui est une conséquence de 'existence
d’une longueur caractéristique L, commune & chaque domaine € (¢) (voir 'Hypothese 6.1.2). Autrement
dit, lorsque le domaine € (t) est petit au sens ot O(|Q21(t)]) < O(|Q(t)]), le Lemme 6.2.4 ne sera pas
nécessairement valide.

6Lorsque la conductivité thermique du fluide 2 est tres importante (comme dans le cas du sodium liquide) au sens ol
O(B1A1) = O(B2A2) bien que O(B1) > O(B2), le Lemme 6.2.4 n’est pas valable.

"Lorsque le fluide 1 est un gaz parfait, on a I'y = 1 ol O(vy1) = 1. Par contre, lorsque le fluide 2 est de ’eau liquide
& pression et te4mpérature ambiante, on a O(p2) = 103 m - s71, O(P) = 10° Pa et O(c2) = 1480 m - s~ soit donc
OT2) = 2,2 10%.
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6.3 Importance de ’existence d’une entropie associée au systeme
DLMN

Lorsque les deux fluides sont des gaz parfaits d’équations d’état P = ppRpT (Rr = k/my ou k et
my, sont respectivement la constante de Boltzmann® et la masse atomique) et de constantes adiabatiques
v > 1 (k € {1,2}), le systeme DLMN (6.20)-(6.23) s’écrit en variables lagrangiennes

Y1 =0, (a)
, (6.36)
Cylm)OT = ROmT i) + Ol T, PYOT] (0
couplé a -
amu = G(ta m)v (a’)
(6.37)
Ou = —0,,11 (b)
sachant que —— ) ® m)
— _7:_RmTt,m-P’t ~v(m) —1 "
Glt.m) = = S s L B la(m, T, PO, T (6.38)
et que
P'(t) =0, P()— (100 Tt = [10m T (6.39)
Dy

R e L '
(t,m)dm + —= </ T(t,m)dm Jr/ T(t, m)dm)
71 Jxa 72 -L b

Dans (6.36), on a négligé la gravité, m est la variable de masse définie avec dm = p~ldx, n := p) est la

o el . . —-1 —1 _
conductivité thermique dans I'espace lagrangien et (33 := 717 — = Ww = V;ﬂf est le saut de 8 au travers

de l'interface X(t). Par ailleurs, R et v sont définis avec (6.13).

Nous avons proposé dans [Dellacherie, 2005] un schéma numérique lagrangien 1D entropique sous
constante CFL classique résolvant le systeme DLMN (6.36)-(6.39) lorsque v > 1. Les figures 1, 2 et
3 représentent la convergence de la densité, de la température et de la pression vers I’état d’équilibre?
(p>°,T*°, P*°) défini au Lemme 6.2.2 pour une condition initiale vérifiant 9,,T'(t = 0) # 0.

iter = 10000 - T 25

@ s e 7w s

Figure 1 Figure 2 Figure 3
Densité Température Pression

La Figure 4 montre le comportement chaotique du schéma numérique pour deux conditions initiales
trés proches lorsque o = —3, 1 restant strictement supérieur a 1. En choisissant 75 < —1, on conserve
le caractere strictement positif de la capacité calorifique C}, mais la vitesse du son cy est imaginaire pure.
Dans cette situation, ’entropie s n’est pas convexe et on perd bien sir le caractére entropique du schéma.
La Figure 4 semble indiquer que le systeme DLMN est alors mal posé. Notons que pour ce cas-test, on

8k =1,380 10723 J. KL,

9Lorsque les deux fluides sont des gaz parfaits, on peut calculer explicitement 1’équilibre (p>, T, P*°) en fonction de la
condition initiale en utilisant les trois relations de conservation (6.25). La pression d’équilibre P°° est d’ailleurs représentée
sur la Figure 3 en pointillets.
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vérifie numériquement que la pression P(¢) et la température T'(¢,m) sont strictement positives bien que
v9 = —3. Il est important de souligner que le schéma numérique reste défini lorsque la vitesse du son
co est imaginaire pure, le systéeme DLMN ne faisant intervenir que le carré de la vitesse du son wvia la
fonction thermodynamique T' définie avec (6.11) (pour un gaz parfait, on a T’ = ).

2401 P(t) lorsque T1(t=1, m)=2,49

190 // ! ‘

P(t) lorsque T1(t=0,m)=2,50

T T T T
40 80 120 160 200

Figure 4
Pression lorsque ’entropie n’est pas convexe
avec deux conditions initiales trés proches dans la bulle Q4 (t = 0)

6.4 Résolution numérique 2D du systeme DLMN dans le cas
potentiel

Cette section présente les travaux publiés dans [Dellacherie, 2007].

6.4.1 Le systeme DLMN potentiel

En appliquant la décomposition de Hodge
u=w+VPd ou V- -w=0,

V- nlga = u- nloq, (6.40)

U)~TL|,9Q 20,

on constate aisément que le systéme (6.21) couplé a la condition aux limites (6.15)(a) est équivalent au
systeme

AP =G, (a)
(6.41)
Vo . TL|aQ =0 (b)
couplé au systeme de Navier-Stokes diphasique incompressible non-homogeéne
V-w=0, (a)
pDyw =—-VII+V -0 —pg—pD:VP, (b)
(6.42)
w - nlag =0, (c)
w-7’|aQ = —V‘I)'7'|BQ (d)

ou T est le vecteur unitaire tangentiel & 92 et ou
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On se place maintenant sous ’hypothese :
Hypothése 6.4.1. Le champ de vitesse u(t,x) est potentiel.
Sous cette hypothese, le systeme DLMN (6.20)-(6.23) s’écrit

Dtyl = 0, (a)
(6.43)
pC, DT = aTP'(t) +V - (AVT)  (b)

couplé a I’équation de Poisson
AP =G, (a)
(6.44)
Vo - n|aQ =0 (b)

avec maintenant
Dt = 8t + VCID . V

auquel on adjoint (6.22) et (6.23). On utilise ’'acronyme DLMN-P pour faire référence & ’approximation
potentielle (6.43)(6.44) du systeme DLMN. Soulignons que I'Hypothese 6.4.1 n’est pas physique a priori.
Elle permet par contre de découpler la partie dynamique (6.42) de la partie thermique (6.43)(6.44) du
systeme DLMN (6.20)-(6.23), ce qui permettra de focaliser 1’étude numérique sur la prise en compte de
forts gradients de température.

6.4.2 Le schéma numérique 2D

Nous avons proposé un schéma lagrangien 1D entropique dans le cas de deux gaz parfaits pour résoudre
le systeme DLMN (6.36)-(6.39) (voir le §6.3). Cependant, ce schéma lagrangien 1D ne permet pas d’étudier
les cas 2D et 3D. Nous avons alors proposé dans [Dellacherie, 2007] un schéma numérique 2D eulérien
sur maillage cartésien'® adapté a la résolution du systéme DLMN-P (6.43)(6.44). Ce schéma numérique
est entropique sous certaines hypotheses.

Transport de linterface X(t)

Le schéma numérique proposé transporte 'interface 3(t) via la résolution de I’équation de transport
(6.43)(a) avec le schéma anti-dissipatif de Després & Lagoutiére [25]. Ce schéma numérique est parfaite-
ment adapté au transport sur maillage cartésien d’une fonction discontinue de type Heaviside telle que
Y (¢, x). En effet, la diffusion numérique de ce schéma ne régularise la fonction Y; (¢, ) que sur quelques
mailles’!, et ce, quel que soit le temps d’intégration (la diffusion numérique est donc uniformément
controlée en temps).

Traitement de la zone de mélange artificiel

La zone ou Yi(t,x) est régularisée est appelée zone de mélange artificiel. Pour traiter cette zone de
mélange, on suppose que les équations d’état du mélange sont définies avec

7‘(Y, T, P) =Y1n (T, P) + (1 — Y1)7'2(T, P), (a)
(6.45)
(Y, T,P) = Yie1(T, P) + (1 — Y1)ea(T, P)  (b)

(1 :=1/p). Les parametres thermodynamiques {C), o, 3,T, ¢} dans la zone de mélange sont & nouveau
définis avec (6.8)-(6.12). Soulignons que lorsque Y; €]0, 1[, définir ainsi {C), o, 3,T, ¢, p} ne revient pas &
définir ces fonctions avec (6.13). Par contre, on définit la viscosité dynamique p (Y7, T, P) et la conductivité
thermique (Y, T, P) avec (6.13)'2. Le systéme DLMN est donc fermé dans la zone de mélange artifi-
cielle avec les hypotheses de fluides non-miscibles et d’équilibre isobare-isotherme (4.8)(4.11) étudiées au

101 ’extension au 3D est immédiate.

HTypiquement, sur environ 2 ou 3 mailles dans chaque direction de ’espace.

12 . e . 1 _ Y1 (1-Y7)
On pourrait définir autrement ces deux coefficients en remplagant par exemple (6.13) avec EY.T.P) — &(T.P) + & (TP




6.4. RESOLUTION NUMERIQUE 2D DU SYSTEME DLMN DANS LE CAS POTENTIEL 83

Chapitre 4. En appliquant les arguments du §1.6 du Chapitre 1 dans [Dell0], on montre que le systéme
DLMN ainsi défini dans la zone de mélange admet une entropie thermodynamique. La vitesse du son
c(Y, T, P) définie avec (6.12) est donc réelle, ce qui permet d’étre confiant quant au caractére bien posé
du systéeme DLMN dans la zone de mélange artificiel (voir le §6.3 et la Figure 4 pour un exemple de
mauvais comportement du systéme DLMN lorsque la vitesse du son ¢ est imaginaire pure'?).

Correction entropique

Lorsque les deux fluides sont des gaz parfaits de méme constante adiabatique 7, on obtient P’(t) = 0.
On montre alors que :

Lemme 6.4.1. Lorsque les deux fluides sont des gaz parfaits de méme constante adiabatique vy, le systeme
DLMN-P (6.43)(6.44) muni de la condition auz limites (6.15)(b) s’écrit

oY +kAY,T,P°)VT -VY =0, (a)
T + kNY, T, P°)(VT)? = TV - [NY, T, P°)VT], (b) (6.46)
VT'(t,z) n(x)loe =0 (c)

ol k est une constante strictement positive et ot P° est la pression initiale. D’autre part, le systéme
(6.46) est équivalent au systeme

oY + kXY, u 1, POVt VY =0, (a)
Oppp = KV - (\(Y, ™, PP)V log ], (b) (6.47)

Vu(t, z) - n(z)lao = 0 (c)
ou p = %
Dans [DLO05b], nous étudions I'existence de solutions auto-semblables 1D d’équations du type (6.47). 11
est aisé de construire sur maillage cartésien un schéma numérique (semi-discret en temps) entropique
pour D'équation (6.47)(b) et qui préserve la stricte positivité de p(t,z). En rendant équivalentes les
discrétisations de (6.47)(b) et (6.46)(b), on obtient alors un schéma numérique (semi-discret en temps)
entropique pour I’équation (6.46)(b) et qui préserve la stricte positivité de p(t,x) sur maillage cartésien.
En 1D, on montre que le flux Ad, T dans le membre de droite de (6.46)(b) (et donc dans celui de (6.43)(b))
doit ainsi étre discrétisé avec

b (VT is1ye = C(Tisaye - Fb, (V. i (6.48)
ou ((T) est défini avec
T)? _ it L + , 6.49
C( )7,+1/2 21’!2 Mi+1/2zri+1 ( )
le terme xkA(Y, T, P°)(VT)? dans (6.46)(b) étant de son coté discrétisé avec le schéma centré
1 Tiv1—T; T —T;_
T%(U,T)l = 5 ui+1/2 . 17,’1; + Ui—1/2 . T{L‘l (650)

Tip1—T;

ol U172 = KAiy1/2 . De fagon plus générale, (6.50) définit la discrétisation du terme u - VT dans
(6.43)(b). Dans (6.48), F5, (Y, T);41/2 est la discrétisation centrée standard du flux A\9,T" a I'interface
i+1/2, pi11/2 est une moyenne (arithmétique par exemple) de p; et p;11. Le coefficient ((T);:Jrl/2 défini
avec (6.49) est appelé correction entropique dans la maille 7 & V'interface i 4+ 1/2. Remarquons que lorsque
T, = Tj+1, 0n a C(T)gﬂ/2 = 1 (puisque l'on a alors p;11/2 = Tjy1). Des résultats numériques montrent
que ce schéma permet de préserver la positivité de la température T (¢, ), y compris lorsque les deux
fluides sont des gaz parfaits de constantes adiabatiques 7, différentes.

13Soulignons qu’au §6.3, le schéma numérique 1D est lagrangien. Il n’y a donc pas de zone de mélange artificiel. C’est
pourquoi le paragraphe Traitement de la zone de mélange artificiel n’a pas été introduit au §6.3.
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6.4.3 Résultats numériques 2D

On présente dans cette sous-section des résultats numériques obtenus avec le schéma numérique décrit
succinctement au §6.4.2. La Figure 5 représente le domaine initial Q4 (¢ = 0) qui est constitué de six bulles
dont la température est initialement inférieure a la température dans Q9 (t = 0) et proche de zéro au centre
de deux de ces six bulles (le rapport entre la température dans ces deux bulles et la température dans
Qs(t = 0) est de I'ordre de 1072) : il s’agit donc ici de six “bulles froides”, dont deux sont “trés froides”,
et qui vont se dilater d’apres le point i du Corollaire 6.2.1. La Figure 6 représente ces six bulles au temps
t = 100. La Figure 7 représente la densité aux temps ¢t = 12,5 s et t = 100 s. La Figure 8 représente ’erreur
relative en masse'® en échelle log au temps ¢t = 50 s pour les maillages 50 x 50, 100 x 100 et 200 x 200.
Ces résultats numériques montrent la robustesse et la précision de I’algorithme proposé. Soulignons que
ce cas-test ne peut étre réalisé lorsque la correction entropique ((7) est définie avec ((T') := 1 au lieu de
(6.49), le schéma numérique ne préservant pas la positivité de la température T'(¢, x) lorsque ((T) := 1
dans les deux bulles “tres froides” (lorsque ((7) := 1, le schéma discrétisant V - (AVT) est le schéma
classique).

-

Figure 5 Figure 6
Domaine Q;(t = 0) Domaine Q4 (t = 100)

o1

-4 08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Figure 7 Figure 8
Densité aux temps Erreur relative en masse a t =50 s
t=12,5s ett =100 s pour les maillages 50 x 50, 100 x 100 et 200 x 200

M Comme on résout ’équation de continuité (6.5)(b) sous la forme non-conservative (6.21)(a), le schéma n’est pas conser-
vatif en masse (on peut tout de méme étre globalement conservatif en masse en estimant la pression P(t) via la contrainte de
conservation de la masse [, p(Y,T, P)dz = [, p(Y?, T, P%)dx ; mais, dans [Dellacherie, 2007], on calcule P(t) en résolvant
EDO (6.23)). La Figure 8 montre que l’erreur est cependant faible : elle est de 'ordre de 1% sur un maillage de 100 x 100.
On peut faire une remarque similaire concernant la conservation de 1’énergie.
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6.4.4 Lien avec le schéma entropique appliqué a I’opérateur de Fokker-Planck

Le schéma numérique entropique pour I’équation (6.46)(b) est obtenu en rendant équivalent au niveau
discret (6.46)(b) et (6.47)(b). Cette approche s’inspire de celle proposée dans [Dellacherie et al., 1998,
Dellacherie et Buet, 2010] et résumée au Chapitre 1. En effet, nous avons construit le schéma entropique
dans [Dellacherie et al., 1998, Dellacherie et Buet, 2010] pour I’équation de Fokker-Planck (1.4) ou (1.29)
de telle sorte que les formulations de Fokker-Planck (1.5) et de Landau logarithmique (1.9) ou non-
logarithmique (1.38) soient équivalentes au niveau discret, 'obtention d’un schéma numérique entropique
a partir de la formulation de Landau (1.9) ou (1.38) étant aisée.
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Chapitre 7

Un modele abstrait de vibration de
bulle et simulations AMR

Ce modele permet de modéliser des déformations rapides et importantes d’une interface % (¢). C’est
pourquoi nous qualifions ce modele de modéle abstrait de vibration de bulle ou, en anglais, de abstract
bubble vibration model; nous utiliserons donc ’acronyme ABV pour faire référence a ce modele.

Le modele ABV est intéressant. En effet, d’'une part, il possede une structure mathématique proche de
celle du systeme DLMN-P (6.43)(6.44) présenté au Chapitre 6. D’autre part, il est possible d’établir une
formule donnant explicitement ’évolution du volume du domaine Q4 (¢) intérieur a l'interface X% (¢), ce qui
fait de ce modele un bon outil pour tester la robustesse et la précision de tout algorithme de capture
d’interface.

7.1 Modele abstrait de vibration de bulle

Nous présentons dans cette section les résultats de la note [DLOba].

7.1.1 Le modele ABV
Le modele ABV est défini par le systeme

Y +Ve®-VY =0, (a)
Y(t=0,2)=Y%z), (b)

A =9(t)-PY),  (c)

VO - nlgg =0 (d)

résolu sur le domaine borné Q de frontiere réguliere 0Q. La fonctionnelle P(Y") est définie par

A

/dx
Q

LAMR est 'acronyme de Adaptative Mesh Refinement.

87
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La fonction ¥(t) € C(]0,+0o0]) est une donnée dont la dimension physique est celle d’une fréquence. Le
modele ABV est une version simplifiée du systéme DLMN-P (6.43)(6.44).

7.1.2 Calcul explicite du volume des bulles

On s’intéresse ici aux solutions faibles du modele ABV (7.1) du type

1 si z€ Ql(t),
Y(t,z) = (7.2)
0 si ze ()

obtenues lorsque la condition initiale est du type

1 si z€ Ql(t = 0),
Y(t=02)= (7.3)
0 si zeQ(t=0).

A T'instar du Chapitre 6, les bulles d’interface X(t) correspondent au domaine Q4 (£) et on a
Q) UQ(t) UL(t) =0 ol S(t) = 04 (¢).
On suppose ici existence d’une telle solution?.

Le modele ABV est intéressant car, bien qu’il soit non-linéaire, il est possible de calculer explicitement
le volume des bulles Q;(¢) en fonction de la condition initiale (7.3) et de la donnée (t) :

Lemme 7.1.1. Supposons qu’il existe Y (t,x) du type (7.2), solution faible du systéme (7.1)(7.3) oi

Q1 (t) est un ouvert régulier inclus dans Q. On définit les volumes Q| := [dz et |Q(t)] == [ da.
Q Q4 (t)
Alors, lorsque le signal 1(t) est dans C([0,4+00[), le volume des bulles Q1 (t) est donné par
(¢ = 0)] exp (Jy v(r)dr)
(8] = 192 - (7.4)

(190 = 191(t = 0)I) + 121(t = 0)  exp (g v(r)dr )

Le Lemme 7.1.1 est intéressant du point de vue algorithmique. En effet, en comparant (7.4) avec I'ap-
proximation numérique

()] =DV Az Ay, (7.5)

0,J

on peut tester la précision et la robustesse de tout algorithme numérique de capture d’interface en
choisissant par exemple des fonctions ¢(t) oscillantes & haute fréquence et d’amplitude importante?.
Nous validerons ainsi le transport de l'interface ¥(¢) au §7.2 via la résolution de (7.1)(a) avec le schéma
anti-dissipatif de Després & Lagoutiere [25], la fonction v(¢) étant choisie de telle sorte que la déformation
de la bulle Q4 (t) s’apparente & un phénomeéne de résonance.

7.1.3 Analyse théorique

On s’intéresse maintenant aux solutions régulieres du modeéle ABV. En appliquant les techniques
développées par Embid [29, 30], on montre le résultat suivant :

Théoréme 7.1.1. On suppose YO élément de I’espace de Sobolev H*(2) ou s est un entier strictement
supérieur & so avec so = E(d/2) + 1, Uentier E(d/2) correspondant a la partie entiére de d/2. Alors, il
existe T > 0 dépendant de YO tel que le systéme (7.1) admette une unique solution classique.

2En 1D, cette solution faible se construit aisément.
3La formule (7.5) est écrite en 2D, i et j étant les indices du maillage structuré cartésien, Azy, étant le pas du maillage
en espace dans la direction xj.
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Soulignons que ce résultat est minimal. En effet, d'une part c’est un résultat d’existence et d’unicité en
temps petit. D’autre part, on ne peut déduire du Théoreme 7.1.1 I'existence d’une solution faible du type
(7.2) lorsque la condition initiale est du type (7.3)%. Or, c’est ce type de solution qui nous intéresse et
que ’on va numériquement exhiber aux §7.2 et §7.3.

7.2 Résolution numérique sur maillage cartésien fixe

Les résultats numériques présentés dans cette section ont été publiés dans [Dellacherie, 2007]. On
s’intéresse ici a la simulation numérique de solutions faibles de type bulle (7.2) du modele ABV (7.1).
L’algorithme de capture de l'interface X(t) des bulles Q;(¢) est basé sur la résolution de 1’équation de
transport (7.1)(a) avec le schéma anti-dissipatif de Després & Lagoutiere [25], la fonction (¢) étant
choisie de telle sorte que la déformation de la bulle £ (¢) s’apparente & un phénomeéne de résonance. La
Figure 1 (obtenue sur un maillage cartésien de 100x100) montre que le schéma anti-dissipatif est précis
et robuste.

t =10 Volume de la bulle |24 (t)].
— : formule (7.4); - - - : formule (7.5)

Figure 1
Modeéle ABV sur maillage cartésien fize.
Pseudo résonance

4Le temps d’existence 7 obtenu au Théoréme 7.1.1 tend vers zéro lorsque la condition initiale YO est de moins en moins
réguliere.
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7.3 Résolution numérique sur maillage cartésien avec AMR

Nous présentons dans cette section les résultats publiés dans [PMD™09]. On s’intéresse & nouveau a
la simulation numérique de solutions faibles de type bulle (7.2) du modele ABV (7.1), I'interface 3(t)
des bulles Q4 () étant également capturée avec le schéma anti-dissipatif de Després & Lagoutiere [25].
Mais, pour améliorer la précision des résultats numériques obtenus avec le schéma numérique utilisé au
§7.2 pour un cott du calcul donné ou pour diminuer ce cotiit du calcul pour une précision donnée, nous
couplons a ce schéma numérique un algorithme de raffinement automatique de maillage cartésien de type
AMR. Si le domaine d’application concerne ici uniquement le modele ABV, le but de I'algorithme proposé
est de construire un algorithme AMR pour résoudre le systéme DLMN (6.20)-(6.23)5.

Ce travail a été réalisé dans le cadre d’une collaboration CEA-ONERA qui nous a permis de profiter
d’outils développés par TONERA dans le domaine de ’AMR. La mise en ceuvre informatique est & mettre
a actif d’A. Mekkas.

7.3.1 Pourquoi un algorithme AMR ?

Lorsque le pas en espace du maillage est trop petit par rapport aux échelles de grandeur des bulles, il
peut apparaitre des phénomenes de fragmentation ou de coalescence artificielle. Les figures 2-3 montrent
I’apparition de ce phénomene de fragmentation artificielle pour les cas-tests 2D et 3D de Kothe & Rider
[88]. Ce cas-test consiste a déformer une interface ¥(t) initialement circulaire (cas 2D) ou sphérique (cas
3D) en imposant un champ de vitesse u(t,z) égal & V x U(¢,x) ot ¥(¢,z) est une donnée périodique en
temps. La déformation de X(t) est donc linéaire et réversible. On doit alors retrouver la condition initiale
au temps t = t5 (t5 est égal & 7 /2 ot T est la période de U(¢,x)). Le cas-test 2D (cf. Figure 2) est obtenu
sur un maillage cartésien de 100 x 100; le cas-test 3D (¢f. Figure 3) est obtenu sur un maillage cartésien
de 101 x 101 x 101. On notera que les figures 2-3 montrent néanmoins la grande robustesse du schéma
anti-dissipatif de Després & Lagoutiere : en effet, la structure au temps ¢ = t5 est proche d’une structure
connexe bien qu’aux temps t =t et t = t3, la perte de connexité soit importante.

Pour supprimer la fragmentation artificielle (ou la coalescence artificielle dont un exemple est donné
plus loin au §7.3.4 sur la Figure 7), on peut augmenter le nombre de mailles c’est & dire diminuer le pas en
espace du maillage sur I’ensemble du domaine €. Dans ce cas, le colit en temps de calcul, en place mémoire
et en stockage du calcul augmente. Sachant qu’il n’est peut-étre pas utile de mailler finement I’ensemble
du domaine 2, on peut aussi tenter de ne mailler finement qu’une partie du domaine 2 via 1'utilisation
d’un critere ad hoc (donné par exemple par la physique), le reste du domaine 2 étant maillé plus ou moins
grossierement. Un algorithme de type AMR — pour lequel le maillage évolue dynamiquement — entre dans
ce cadre la. Nous nous proposons donc de coupler ce type d’algorithme a la résolution numérique du
modele ABV (7.1) pour lequel U'interface ¥(¢) des bulles est transportée via le schéma anti-dissipatif de
Després & Lagoutiere. Aprés avoir rapidement introduit au §7.3.2 les deux classes possibles d’algorithme
de type AMR sur maillage cartésien, nous montrerons au §7.3.3 les résultats obtenus dans le cas du
transport linéaire. Puis, nous montrerons au §7.3.4 les résultats obtenus en 2D dans le cas du modele
ABV (7.1).

7.3.2 Algorithme AMR sur maillage cartésien

Le role d’'un algorithme AMR est de créer et de gérer une structure hiérarchisée de groupes de
mailles emboités les uns dans les autres. Cette structure est hiérarchisée au sens ou I’ensemble de ces
groupes de mailles est classé selon des niveaux de raffinement en espace. Plus précisémment, en fonction
d’un critere de raffinement ad hoc, une partie d’'un groupe de mailles de niveau de raffinement donné
sera éventuellement raffinée pour ainsi donner naissance a un nouveau groupe de mailles de niveau de
raffinement plus élevé. Ce critere de raffinement peut étre physique (c’est & dire basé sur des raisonnements
qualitatifs) ou mathématique (au sens ou des estimations d’erreur a posteriori sont disponibles pour le
schéma numérique considéré). Il existe deux grandes classes d’algorithme AMR sur maillage cartésien :

50n rappelle que le modele ABV (7.1) possede une structure mathématique proche de celle de "approximation potentielle
(6.43)(6.44) du systéme DLMN.
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t=1y

Figure 2
Cas-test de Kothe & Rider 2D sans AMR.
Apparition de la fragmentation artificielle

Figure 3
Cas-test de Kothe & Rider 3D sans AMR.
Apparition de la fragmentation artificielle
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— lalgorithme AMR, dont la structure de données est gérée via un arbre. Pour ce type d’algorithme
AMR - dit de type tree-based —, chaque maille raffinée est issue d’une maille “mere” qui a donné
“naissance” &, par exemple, quatre (ou huit) mailles en 2D (ou 3D). Dans ce cas, on parle de
quad-tree (ou d’oct-tree). Cet algorithme est historiquement le premier algorithme de type AMR.
La Figure 4 décrit une structure de données de type tree-based constituée de quatre niveaux de raffi-
nement. On pourra par exemple consulter [78, 86] pour un exemple d’application de cet algorithme
dans le cas du systeme de Navier-Stokes incompressible ;

— lalgorithme AMR dont la structure de données est gérée via des groupes de mailles s’apparentant
localement, pour un niveau de raffinement donné, a des maillages cartésiens rectangulaires dit
patch. Cet algorithme est dit de type patch-based. La Figure 4 décrit également une structure de
données de type patch-based constituée de 2 niveaux de raffinement, chacun de ces niveaux étant
ici constitués de 2 patchs. Contrairement a ’algorithme AMR, de type tree-based, cet algorithme ne
raffine pas maille par maille mais raffine un groupe de mailles pour donner naissance a un ensemble
de patchs. L’algorithme de création des patchs a été proposé par Berger & Rigoutsos [8]. On pourra
consulter [76] pour une application de cet algorithme AMR dans le cas du systéme de Navier-Stokes
incompressible.

L’algorithme AMR de type tree-based nous semblant plus délicat & gérer au niveau informatique qu’un
algorithme de type patch-based, nous nous sommes orientés vers ce dernier. En effet, le maillage cartésien
raffiné est structuré dans chacun des patchs de I’algorithme AMR de type patch-based alors que ce n’est
pas le cas pour algorithme de type tree-based dont le maillage raffiné est non-structuré (cf. Figure 4). En
conséquence, si un algorithme AMR de type tree-based optimise sans doute beaucoup mieux le nombre
de mailles raffinées qu'un algorithme AMR de type patch-based pour un critere de raffinement donné, il
est sans doute techniquement plus simple de paralléliser un algorithme AMR. de type patch-based puisque
le regroupement des mailles raffinées en patchs incite a traiter sur un processeur donné un ou plusieurs
de ces patchs® ; par contre, le regroupement des mailles dans un algorithme de type tree-based en groupe
de mailles & traiter sur un processeur donné reste a faire au niveau informatique”.

Les tests numériques présentés plus loin n’ont été réalisés qu’avec un seul niveau de raffinement.
D’autre part, le critére de raffinement choisi utilise la norme du gradient de Y (¢,z) pour localiser les
zones & raffiner : la zone raffinée se situe donc au niveau de Uinterface X(t) des bulles. Dans la suite, on
appellera maillage équivalent le maillage sans AMR, pour lequel le pas en espace correspond au pas du
maillage le plus fin de la structure AMR.

0 27
i 1 4
g ] ! ' — — — — Level 0

AMR basé sur des arbres AMR basé sur des “patchs”
(tree-based) (patch-based)

Figure 4
Structures AMR possibles

—— — === JLewel. 1

NN

6Le probleme de la répartition de la charge de calcul pour un algorithme de type patch-based est cependant posé.
"Le probléme de la répartition de la charge de calcul pour un algorithme de type tree-based est géré en utilisant des
outils issus de la théorie des graphes.
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7.3.3 Résultats avec AMR cartésien dans le cas du transport linéaire

Les figures 5-6 représentent les résultats obtenus avec I’AMR pour le cas-test de Kothe & Rider décrit
au §7.3.1. Le cas-test 2D (¢f. Figure 5) est obtenu avec un coefficient de raffinement de 5 ; le cas-test 3D
(¢f. Figure 6) est obtenu avec un coefficient de raffinement de 10. Les patchs apparaissent en noir sur
ces deux figures. On constate que la fragmentation artificielle a totalement disparu et que la solution au
temps t = t5 est trés proche de la condition initiale.

Le gain sur le temps de calcul, sur la mémoire RAM et sur le stockage du calcul apparait de fagon
évidente sur le cas-test 3D (¢f. Figure 6). En effet, puisque le coefficient de raffinement est de 10 et que
le maillage sans AMR est de 101 x 101 x 101, le maillage équivalent est de 1010 x 1010 x 1010 soit un
nombre de mailles de 'ordre de 1,03 milliard. Ainsi, le calcul 3D avec AMR a nécessité de l'ordre 10
jours de calcul sur un seul CPU, la mémoire RAM mobilisée étant de 'ordre de 8,6 Gigas et le stockage
du calcul nécessitant de l'ordre de 25 Gigas. Sans AMR, avec un maillage de 1,03 milliard de mailles, le
calcul aurait nécessité de l'ordre de 200 jours de calcul, 172 Gigas de RAM et 500 Gigas pour le stockage
des résultats, soit un gain d’un facteur de l'ordre de 20.

Soulignons enfin une propriété remarquable du schéma anti-dissipatif de Després & Lagoutiére couplé
a ’AMR dans le cas du transport linéaire. Le schéma anti-dissipatif de Després & Lagoutiere ne diffuse
Y (t,2) que sur environ 2 ou 3 mailles dans chaque direction de I'espace. Ainsi, lorsque les patchs sont de
taille suffisamment importante pour que la zone de diffusion de Y (¢,x) ne traverse jamais une frontiere
d’un patch non commune & un autre patch®, la solution obtenue avec AMR est exactement identique &
celle obtenue sur le maillage équivalent. Cette propriété n’est valable que dans le cas du transport linéaire,
et ne le sera pas dans le cas du modele ABV (7.1) a cause de ’équation de Poisson (7.1)(c,d).

7.3.4 Résultats avec AMR cartésien dans le cas du modéle ABV

L’équation de Poisson (7.1)(c,d) est résolue avec la méthode LDC? [5]. L’algorithme LDC est itératif.
11 consiste & résoudre successivement 1’équation de Poisson (7.1)(c,d) sur le maillage grossier, puis sur le
maillage fin, puis sur le maillage grossier, ... . Le couplage entre le maillage grossier et le maillage fin se
fait de la fagon suivante : la condition aux limites sur le maillage fin est déduite de la solution obtenue sur
le maillage grossier a l'itération précédente ; le second membre G(t, z) de I’équation de Poisson (7.1)(c,d)
sur le maillage grossier est alors corrigé pour tenir compte de la solution obtenue sur le maillage fin, ce
qui améliore la solution obtenue sur le maillage grossier a l'itération suivante. L’algorithme itératif est
poursuivi jusqu’au niveau de convergence souhaité.

La Figure 7 représente la solution obtenue sans AMR sur un maillage de 100x100. Les deux bulles
se dilatent car ¥(t) = 1. La Figure 7 montre que les deux bulles tendent & coalescer au temps ¢t = ts.
Cette coalescence est purement artificielle. Remarquons que ce phénomene de coalescence artificielle est
également visible sur la Figure 6 du Chapitre 6. La Figure 8 représente la solution obtenue sur ce méme
maillage avec lalgorithme AMR et un coefficient de raffinement de 6. Le phénomeéne de coalescence
artificielle a disparu sur la Figure 8 au temps t = t5. La Figure 9 représente 1’évolution du volume des
deux bulles avec ou sans AMR, évalué avec la formule exacte (7.4) ou avec l'approximation numérique
(7.5). La Figure 9 montre le gain obtenu en précision grace & ’AMR. Puisque le raffinement est de 6,
le maillage équivalent est ici de 600x600, ce qui explique ce gain en précision. La solution obtenue avec
PAMR sur les figures 8-9 est en effet comparable & celle qui serait obtenue sur le maillage équivalent'C.
Mais, le cotit en temps de calcul, en place mémoire et en stockage du calcul induit par ’AMR est beaucoup
moins important que celui qui serait induit par le calcul sur le maillage équivalent.

811 suffit pour cela d’imposer une taille minimale aux patchs dans ’algorithme AMR.

9LDC est acronyme de Local Defect Correction.

10Contrairement au cas du transport linéaire, les solutions obtenues sans AMR. sur le maillage équivalent et avec AMR
ne sont pas exactement identiques & cause de I’équation de Poisson (7.1)(c,d). Voir & ce sujet la fin du §7.3.3.
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Figure 5
Cas-test de Kothe & Rider 2D avec AMR.
Disparition de la fragmentation artificielle

Figure 6
Cas-test de Kothe & Rider 3D avec AMR.
Disparition de la fragmentation artificielle
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Figure 7
Modeéle ABV et (t) =1 sans AMR.
Apparition de la coalescence artificielle

Figure 8
Modeéle ABV et 1(t) =1 avec AMR.
Disparition de la coalescence artificielle
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Chapitre 8

Analyse des schémas de type
Godunov a bas nombre de Mach

Te

TN chapitre rassemble les résultats publiés dans [Dellacherie, 2010]. Dans cet article, nous nous
b2 {%)é)) sommes attachés a proposer un cadre théorique simple pour expliquer et corriger la perte de
‘k\/ précision des schémas de type Godunov a bas nombre de Mach dans le cas du systeme d’Euler
compressible. Il est en effet connu depuis longtemps que la solution discrete obtenue avec ces schémas ne
converge pas vers une solution incompressible lorsque le nombre de Mach tend vers zéro sur un maillage
donné [45, 44]. Notons que cette perte de précision ne concerne pas uniquement les schémas de type
Godunov mais concerne également d’autres schémas colocalisés® [100, 72]. Guillard et al ont analysé en
non-linéaire dans [45, 44] origine de l'erreur via une analyse asymptotique formelle. Pour retrouver une
bonne précision a bas nombre de Mach, Guillard & Viozat ont proposé de modifier le schéma de Roe
[91] — qui est un schéma de type Godunov — en multipliant la matrice de décentrement par une matrice
construite & partir de la matrice de préconditionnement de Turkel [95, 96]. Le schéma de Roe-Turkel ainsi
obtenu donne de bons résultats a bas nombre de Mach.

Nous nous proposons ici de montrer que 'origine de cette perte de précision est essentiellement d’origine
linéaire et peut étre expliquée en analysant le comportement du schéma de Godunov appliqué a ’équation
des ondes linéaires. Cette analyse nous permettra de proposer dans le cas non-linéaire une classe de
schémas colocalisés précis a bas nombre de Mach et de justifier clairement le schéma de Roe-Turkel.
Cette analyse mettra aussi en avant le fait que la perte de précision des schémas de type Godunov a
bas nombre de Mach ne concerne que les géométries 2D et 3D, les schémas de type Godunov 1D restant
précis a bas nombre de Mach.

8.1 Convergence du compressible vers I’incompressible

Nous rappelons dans cette section le résultat de convergence du compressible vers I'incompressible
obtenu par Schochet dans le cas du systéme d’Euler barotrope adimensionné

D0+ Hlg) + () =0 (5.1)

1On appelle schéma colocalisé un schéma numérique dont ’ensemble des inconnues est localisé aux mémes nceuds du
maillage, ce qui est en particulier le cas pour un schéma compressible de type Godunov. Le schéma incompressible de type
MAC [48] n’est pas colocalisé puisque la pression et la vitesse sont définies sur des maillages décalés (staggered mesh en
anglais).

97
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(1) (3

o = (g, )= Ve

ou

(8.2)
(ax + M)V -u

L= ploa+ ) |- ©
a.(1+ aMr)

Puis, nous montrons comment établir le résultat de Schochet en linéaire. Comme 'on se place dans le
cas périodique, le domaine de résolution 2 est le tore T := [ay,b1] X ... X [ag, bg] dans R? (d € {1,2,3}).
La variable r € R est reliée & la densité via p := p.[1 + %r} La fonction p(p) définit 'équation d’état
du modele barotrope. Les constantes p, et a, sont d’ordre 1. La constante M caractérise le nombre de
Mach et est donc un petit parametre & bas nombre de Mach. Lorsque M < 1, r(¢,x) est également une
perturbation de pression puisque dans ce cas, on a p = p(p.) + p.a.Mr + O(M?). Les opérateurs H et
L/M sont respectivement 'opérateur de convection — dont 1’échelle de temps est d’ordre 1 — et 'opérateur
acoustique — dont I’échelle de temps est d’ordre M.

Dans la suite, nous utiliserons les espaces

&= {q:: < Z > € (L?(T4))t+d telqueVrzOetV~u:0},
I {q = < Z ) € (L*(T%)'*4 tel que / rdr =0 et 3¢ € HY(T?),u = Vd)}
Td

ot 'espace de Hilbert (L?(T%))1*+4 .= {q = ( Z ) tel que / r?dx +/ l[u|[Pdz < —|—oo} est muni du
Td Td

produit scalaire classique (g1, ¢2) = de q1g2dx. Nous utiliserons aussi la décomposition de Hodge définie
dans le lemme suivant (voir par exemple le Théoréme 1.1 dans [78]) :

Lemme 8.1.1.
E@et = (LAT)H  and & L&t

En d’autres termes, tout vecteur q élément de (L?(T?))'*4 peut étre décomposé en
q=q+q" ou (G qt)e&x et (8.3)
et cette décomposition — nommée décomposition de Hodge — est unique.

Enfin, on définit la projection de Hodge P avec Pq := @ ainsi que les énergies

E = |lq]|> = énergie totale,
Eine = ||g]|> = ¢énergie incompressible,
Eoe = |lg*||* = ¢énergie acoustique (ou compressible).

On a bien sir E = Ejpe + Eqc puisque & L L.

8.1.1 Le cas non-linéaire

Une version simplifiée du résultat de convergence de Schochet s’écrit (¢f. Théoreme 2.1 et Théoréme
3.1 dans [93]) :
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Théoreme 8.1.1. Soient q(t,x) solution de

c
q) =0,

oq+H + —
q+H(q) + 57 ( 5.4)

et q(t,z) solution de
dq +PH(q) =0,

q(t =0,2) = Pg’(x)
sur Q = T4{1.23}  Ajors -

llg —Pg||(t = 0) = O(M),
= lla—4qll(t = 0) = O(M). (8.6)
M1

Notons que lestimation (8.6) est également écrite dans [74] (voir (2.127) dans [74]). Le systéme (8.5)
est équivalent au systeme d’Euler incompressible. Le Théoreme 8.1.1 caractérise donc la convergence du
systéme d’Euler compressible (barotrope) (8.4) vers le systéme d’Euler incompressible (8.5) & bas nombre
de Mach lorsque la condition initiale ¢(t = 0) est bien préparée au sens de

llg — Pg||(t = 0) = O(M). (8.7)

La notion de condition initiale bien préparée (8.7) nous incite a appeler sous-espace bien préparé le
sous-espace €. Notons que la condition (8.7) s’écrit également

p(t =0, 17) =P« + O(MQ)(J:), DPx = cste = 0(1)7 ( )
avec 8.8
u(t=0,z) =u(x) + O(M)(z) V-u=0.

8.1.2 Ondes parasites

Lorsque
(p,u) est de la forme
p:p*—FO(M)(a:), p*:C’Ste:O(l),
avec (8.10)
u=1(z) + u(x) Voi=0 et [jut]]=0(1).

La composante en O(M) de la pression et le champ de vitesse u' dans (8.10) correspondent aux ondes
parasites® créées par les schémas de type Godunov & bas nombre de Mach ; celles-ci sont responsables de
la perte de précision de ces schémas a bas nombre de Mach. En nous plagant dans le cas linéaire, nous
expliquerons pourquoi, lorsque le maillage est cartésien, de telles ondes parasites sont créées en 2D et 3D
par le schéma de Godunov a bas nombre de Mach alors méme que la condition initiale est bien préparée
au sens de (8.7). Nous expliquerons également pourquoi ces ondes parasites ne sont pas créées en 1D.

8.1.3 Le cas linéaire

La version linéaire de (8.4) est donnée par

L
8tq+Hq+Mq=0,
(8.11)

2 Spurious waves en anglais.



100 CHAPITRE 8. ANALYSE DES SCHEMAS DE TYPE GODUNOV A BAS NOMBRE DE MACH

o= (1)

Hq= ( (ij .' 5;; ) = (u - Vg, (8.12)

V-u
an*< vr )

Une version linéaire du Théoreme 8.1.1 peut s’écrire :

ou

Proposition 8.1.1. Soient q(t,x) solution de

L
0yq + Hq + MQZO,
(8.13)

et q(t, x) solution de
og+Hqg=0,
(8.14)
q(t =0,z) =Pq’(x)

sur Q = T9L23} | Définissons par ailleurs la décomposition de Hodge (7, q") € €x &L+ de q. Alors, § =G
et ¢+ est solution de (8.13) muni de la condition initiale qOJ‘. De plus, on a Eijpe(t > 0) = Eijpe(t =0) et
E..(t >0) = Eue(t =0). On peut donc écrire que

lg =Pqll(t =0) =0OM) = llg—qll(t=0)=O(M). (8.15)
Ce résultat est une conséquence directe de :
Théoreme 8.1.2. Soit q(t,x) solution de ’EDP linéaire

Orq + Foq =0,
(8.16)
q(t=0) = ¢"

supposée bien posée dans L>([0, +oo[; (L?(T))1+4), F, étant un opérateur différentiel linéaire. Alors :

1) la solution q(t,x) vérifie
lg—Pqg||(t =0) = O(M) = |lg—qll(t=0) =O(M) (8.17)
ou q(t,x) est solution de (8.16) muni de la condition initiale q(t = 0) = Pq°. Cependant, q(t, ) ne vérifie
pas a priori g — Pgl|(t > 0) = O(M) ;
2) lorsque F, est tel que
Ve € €: q(t>0) €&, (8.18)
la solution q(t,x) satisfait (8.17) et
llg = Pqll(t = 0) = O(M) = [lg = Pqg[|(t = 0) = O(M). (8.19)
Donc, on a ||q —Pq||(t > 0) = O(M).

La condition (8.18) signifie que le sous-espace bien préparé € est invariant pour 'EDP (8.16) : I'intro-
duction de cette notion est essentielle pour comprendre le comportement du schéma de Godunov a bas
nombre de Mach. L’estimation (8.19) revient & écrire que la solution ¢(¢,x) de (8.16) reste proche du
sous-espace bien préparé &€ lorsque la condition initiale ¢° est proche de ce sous-espace ou encore est bien
préparée.
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8.1.4 Une condition suffisante pour éviter la création d’ondes parasites

En utilisant le Théoreme 8.1.2, il est dés lors possible de proposer un critére simple pour qu’un schéma
compressible ne crée pas d’ondes parasites du type (8.9) (c’est & dire du type (8.10)) & bas nombre de
Mach sur maillage cartésien. Intéressons-nous pour cela a la résolution numérique de 1’équation des ondes
linéaires

L
Ovq + ik 0,
(8.20)
q(t =0) =¢".

On discrétise 'opérateur acoustique L/M avec le schéma X (X = Godunov par exemple). A ce schéma
numérique, on lui associe I’équation modifiée du premier ordre

Oyq + FE Mg =0,
(8.21)

q(t=10)=q°

qui est obtenue en ajoutant & I’équation des ondes (8.20) lerreur de troncature du schéma X. On peut
alors analyser le comportement du schéma X a bas nombre de Mach en s’assurant que, pour I’équation
modifiée du premier ordre (8.21), la condition d’invariance (8.18) est ou n’est pas satisfaite. Si cette
condition est satisfaite, le schéma X ne crééra pas d’ondes parasites; dans le cas contraire, des ondes
parasites pourront apparaitre.

Pour le cas ol la condition (8.18) n’est pas satisfaite pour I’équation (8.21) et que des ondes parasites
sont créées, on peut tenter de modifier le schéma X appliqué a 1’équation des ondes (8.20) de telle sorte
que la nouvelle équation modifiée du premier ordre

atq + faljow Mach X,L/Mq -0,
(8.22)

q(t=0) =q"°

associée a ce schéma X modifié — que nous nommerons schéma X bas Mach — satisfasse la condition
d’invariance (8.18).

8.2 Analyse du schéma de Godunov dans le cas de 1’équation
des ondes linéaire

On se place dans le cas d’'un maillage cartésien. L’équation modifiée du premier ordre associée au
schéma de Godunov appliqué a I’équation des ondes (8.20) est donnée en 2D par

L
Oiq + U= Byq,
(8.23)

avec
Ar
52u1 Vyp 0 0
Bhg=K | 022 et K= 0 v, 0 (8.24)
82uz 0 0 Vi,
0z3
ol Uy = Uy, = Vpum ‘= a*QA—]@ (Vnum est la viscosité numérique, Az étant le pas du maillage supposé

constant dans les deux directions de l’espace). Les définitions dans (8.24) en 1D et en 3D sont similaires.
On définit par ailleurs vy, := (Vy,,...,v,) € R? (d € {1,2,3}). On montre que :
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Lemme 8.2.1. Pour tout K, on a :
1) lorsque Q = T9=1 : les sous-espaces & et € sont invariants pour l’équation (8.23) ;
2) lorsque Q = T4€{2:3} : le sous-espace € est invariant pour ’équation (8.23) si et seulement si v, =0;

3) lorsque Q@ = Te€{2:3}  le sous-espace L est invariant pour ’équation (8.23) si et seulement si v, = 0.

Le point 2 du Lemme 8.2.1 montre qu’en dimension 2 ou 3, le schéma de Godunov linéaire ne respecte
pas la condition d’invariance (8.18) ; l'estimation (8.19) peut alors ne pas étre satisfaite en 2D ou en 3D.
Par contre, le point 2 du Lemme 8.2.1 souligne que la condition d’invariance (8.18) est satisfaite en 1D.
L’invariance ou la non-invariance de &1 caractérisée par le point 3 du Lemme 8.2.1 n’est pas essentielle
pour la suite.

Plus précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 8.2.1. Soit q(t,x) solution de

L
Oiq + ik Bygq,
(8.25)

sur Q = T41.23}  Ajors -
1) lorsque Q = T=! : VK >0, on a

llg = Pgl|(t =0)=0(M) = |lqg—Pql[(t>0)=0(M); (8.26)

2) lorsque 2 = TI€{23} et Az > O(M) : VK > 0 tel que |v,| = O (a*]\?‘r), on a

3¢ € (LX(T)'* tel que ||g—Pql[(t=0)=O(M) et |lqg—Pql|(Tac) > O(M) (8.27)

ol Tge = O (MTL*W> (Lta est une longueur caractéristique de T d’ordre un et T,. est une échelle de
temps acoustique). Néanmoins, lorsque Az = O(M), on a ||qg — Pql||(7ac) = O(M).

La Proposition 8.2.1 montre qu’en 1D, le schéma de Godunov linéaire est précis alors qu’en 2D et en
3D, il ne lest pas lorsque Az > O(M). Par contre, lorsque le maillage est suffisamment petit au sens ot

Az = O(M), le schéma de Godunov linéaire est précis en 2D et en 3D a bas nombre de Mach. Cependant,
la condition Az = O(M) est trop coliteuse pour pouvoir étre appliquée.

L’analyse précédente montre que le mauvais comportement des schémas de type Godunov appliqués au
systeme d’Euler compressible a bas nombre de Mach peut au moins en partie étre expliquée a partir d’une
analyse linéaire. Cette analyse linéaire souligne également que ce mauvais comportement ne concerne pas
le 1D mais concerne uniquement le 2D et le 3D.

8.3 Le schéma de Godunov bas Mach en linéaire

Le point 2 du Lemme 8.2.1 nous permet d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme 8.3.1. Soit q(t,x) solution de

L A
atQ+Mq:Vr< 07')7
(8.28)



8.4. LE SCHEMA DE ROE-TURKEL EN LINEAIRE 103

sur Q = TI23E - Alors, on a Pg(t > 0) = Pg° et

Vg € (LA(T4)* Vi, >0
Eac(t > O) < Ea(!(t = O)v

ce qui permet d’écrire
V200 flg—Pallt=0)= OM) — [lq—Pall(t > 0) = O(M). (8.29)

Ainsi, en annulant la diffusion numérique sur 1’équation de vitesse, on retrouve en 2D et en 3D ’estimation
(8.19). Le schéma numérique 2D dont 1’équation modifiée du premier ordre est I’équation (8.28) est donné
par

A0 (i1 T U1y Uil T U1 G (Tiglg 20 T
dt J M 2AI1 QAI’Q 2M AIl
Tig+1 — 2T+ Tij1
+ Az ’
2
(8.30)

" v Tit1j —Tizlj _
&+ -
a "M 2Ax4 ’

" Gx  Tij+1 —Tij-1 _
I A o Sl
dt " M QAZ‘Q

Le schéma (8.30) sera appelé schéma de Godunov bas Mach. Une analyse de stabilité de type Von Neumann
montre que la version explicite de (8.30) vérifie la condition nécessaire de stabilité de von Neumann
sous critere CFL classique, et que la version implicite de (8.30) vérifie cette méme condition de fagon
inconditionnelle. Pour une analyse de stabilité en semi-discret du schéma (8.30) muni de conditions aux
limites non-périodiques, on pourra consulter [Del09] (dans cet article, on s’intéresse & la notion de modes
en échiquier dans le cas du schéma (8.30)).

8.4 Le schéma de Roe-Turkel en linéaire

On vérifie que I’équation modifiée du premier ordre associée au schéma de Roe-Turkel est donnée par

Ar/M
L A
athqu:a*ﬁ 0 +O(M) s
0 (8.31)

Le schéma de Roe-Turkel est donc similaire au schéma de Godunov bas Mach dans le cas linéaire au sens
ou celui-ci annule la diffusion numérique sur I’équation de vitesse lorsque M < 1. On peut cependant
noter que la diffusion numérique sur I’équation de pression est multipliée par un facteur 1/M, ce qui
explique que le schéma de Roe-Turkel doit étre implicité y compris lorsque le pas de temps est de ’ordre
de M.

8.5 Construction d’une classe de schémas colocalisés précis a
bas nombre de Mach

Les résultats précédents nous incitent a proposer la conjecture suivante :

Conjecture 8.5.1. Soit X un schéma colocalisé de type Godunov ou mnon appliqué au systeme d’Euler
compressible sur un maillage 2D ou 3D. Supposons que le schéma X est stable a bas nombre de Mach.
Modifions le schéma X en utilisant les différences centrées :
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1) pour discrétiser le flux de quantité de mouvement;

2) ou pour discrétiser uniquement le gradient de pression.

Alors, a bas nombre de Mach :

1) le schéma X ainsi modifié est stable;

i) le schéma X ainsi modifié ne crée pas d’ondes parasites et est précis.

Ce schéma X modifié sera appelé “schéma X bas Mach”.

Cette conjecture — qui ne se limite pas a priori aux schémas de type Godunov — est directement inspirée
du principe de construction du schéma de Godunov linéaire (8.30). Celle-ci est justifiée dans le cas du
schéma de Roe via des tests numériques au §8.8.

Soulignons que bon nombre de schémas colocalisés construits pour étre précis a bas nombre de Mach sont
des schémas bas Mach au sens de la conjecture 8.5.1. C’est par exemple le cas des schémas proposés dans
[77, 70, 71].

Enfin, il est important de rappeler que ’analyse linéaire menant a la conjecture 8.5.1 a été réalisée sans
tenir compte de conditions aux limites. Cependant, les résultats numériques présentés au §8.8.2 semblent
montrer que le schéma de Roe bas Mach reste précis lorsque ’on applique des conditions aux limites sur
la frontiere du domaine.

8.6 Le cas particulier des maillages triangulaires

L’analyse basée sur I’équation modifiée du premier ordre n’est plus valable lorsque le maillage n’est
pas cartésien, et en particulier lorsque le maillage est triangulaire. D’autre part, il a été souligné dans
[89, 90], via une analyse asymptotique formelle effectuée en non-linéaire, que le schéma de Roe avait un
bon comportement & bas nombre de Mach dans le cas d’'un maillage triangulaire particulier. Guillard a
généralisé dans [43] ce résultat au cas de maillages triangulaires quelconques également via une analyse
asymptotique formelle effectuée en non-linéaire. En collaboration avec P. Omnés et F. Rieper, nous avons
rigoureusement établi ce résultat dans [Dellacherie et al., 2010] en nous plagant dans le cas linéaire.

Soulignons que les résultats établis dans [Dellacherie et al., 2010] et [89, 90, 43] sont valables dans le
cas périodique (ou en domaine infini). Lorsque des conditions aux limites sont imposées sur la frontiére
du domaine, le schéma de Roe sur maillage triangulaire semble ne pas étre précis a bas nombre de
Mach. Par contre, sur maillage triangulaire (voir les §7.1.2 et §7.2.2 dans [Dellacherie, 2010]) comme sur
maillage quadrangulaire (voir le §8.8), le schéma de Roe bas Mach semble demeurer précis dans le cas
non-périodique.

8.7 Lien formel avec un schéma incompressible colocalisé

Sur maillage cartésien, on peut établir un lien formel entre ’équation modifiée (8.28) du schéma de
Godunov bas Mach linéaire (8.30) et I’équation modifiée du schéma incompressible colocalisé stabilisé avec
une stabilisation de type Brezzi-Pitkidranta proposé par Eymard et al. dans [33] pour résoudre le systéme
incompressible de Stokes. La stabilisation de Brezzi-Pitkéranta est ajoutée pour stabiliser les modes en
échiquier qui sont une conséquence directe du caractere colocalisé du schéma incompressible. Ce point est
cohérent avec les résultats présentés dans [Del09] ot I'on établit dans le cas linéaire 1D que les modes en
échiquier sont des modes stationnaires du schéma de Godunov bas Mach linéaire (8.30)%. Ces questions

3Dans [Del09], on montre que les modes en échiquier sont par contre diffusés avec une vitesse exponentielle par le schéma
de Godunov standard.
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sont rapidement abordées au §5.7 dans [Dellacherie, 2010].

8.8 Reésultats numériques

On présente dans cette section quelques résultats numériques obtenus avec le schéma de Roe et avec
le schéma de Roe bas Mach sur maillage quadrangulaire.

8.8.1 Le systeme d’Euler en domaine ouvert

Soit un écoulement allant de la gauche vers la droite dans un domaine ouvert dont la frontiere du bas
est constituée d’une bosse définie par la fonction

xgosse(xl) — Tl() . [1 — COS((.’L‘l — 1)71‘)] sixzy € [1,3}7

0siay &[1,3].

L’écoulement est modélisé par le systeme d’Euler compressible. Le fluide est un gaz parfait et le nombre
de Mach a ’entrée est proche de zéro. L’écoulement est donc proche d’un écoulement incompressible. Cet
écoulement est un cas-test classique pour les schémas incompressibles.

Les figures 1-2 représentent les iso-pressions obtenues respectivement avec le schéma de Roe et avec le
schéma de Roe bas Mach lorsque le nombre de Mach en entrée est égal & 10~2. Ces deux figures montrent
que seule la solution obtenue avec le schéma de Roe bas Mach est correcte (voir par exemple la Figure 11
dans [98] pour une solution obtenue avec un schéma incompressible). La Figure 3 montre que la solution
obtenue avec le schéma de Roe bas Mach ne dépend pas du nombre de Mach, propriété qui doit étre
satisfaite dans la limite des faibles nombres de Mach (cette propriété n’est pas vérifiée par le schéma de
Roe). La Figure 4 montre que les perturbations de pression obtenues avec le schéma de Roe et avec le
schéma de Roe bas Mach sont respectivement en O(M) et en O(M?). La Figure 4 confirme donc qu'il
existe des ondes parasites dans le cas du schéma de Roe mais pas dans le cas du schéma de Roe bas Mach
(voir le §8.1.2 pour la notion d’ondes parasites).

8.8.2 Le systeme de Navier-Stokes en domaine fermé

On s’intéresse maintenant au cas d’un écoulement de type convection naturelle modélisé par le systeme
de Navier-Stokes compressible auquel on adjoint un terme de gravité. Le domaine est une boite fermée
carrée. On applique sur les frontieres du domaine une condition d’adhérence pour la vitesse u. On applique
sur les parois du bas et du haut une condition de Neumann homogene pour le gradient de température et,
sur les frontieres gauche et droite, une condition de Dirichlet sur la température telle que Tyquche > Taroite-
Ce cas-test est classique et peut étre réalisé avec un schéma incompressible lorsque la différence entre
Tyauche €t Taroite N'est pas trop importante?. Ici, (Tyauche — Taroite)/ (Tgauche + Taroite) est de lordre de
1072, le nombre de Mach pour ce cas-test étant de I’ordre de 104,

Les figures 5-6 représentent les iso-Mach obtenues sur un maillage cartésien respectivement avec le
schéma de Roe et avec le schéma de Roe bas Mach. Seule la solution obtenue avec le schéma de Roe bas
Mach est correcte (voir par exemple les figures 5(a) et 6(a) dans [21] pour une solution obtenue avec un
schéma incompressible).

4Dans ce cas, le couplage entre le systeme de Navier-Stokes incompressible et I’équation d’évolution de la température
se fait par l'intermédiaire du terme de gravité pg dans l’équation de quantité de mouvement, la densité p dans pg étant
linéarisée autour de la température moyenne (Tyguche + Tdroite)/2. Le modele ainsi obtenu correspond au modele de
Boussinesq. Lorsque la différence entre Tyqyche €t Tgroite devient trop importante et que le nombre de Mach reste petit, le
modele de Boussinesq n’est plus valable et doit étre remplacé par un modele bas Mach tel que celui dérivé au Chapitre 6.
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Conclusion

g\% E mémoire résume les travaux que nous avons réalisés de 1995 a 2010. Ces travaux ont eu pour
5\@5)‘,)) theme 1’étude et la discrétisation, d’une part, de modeles cinétiques de type Fokker-Planck ou
‘\\/@ de type Boltzmann semi-classiques et, d’autre part, de modeles fluides de type Euler ou de

type Navier-Stokes a bas nombre de Mach.

L’équation de Fokker-Planck étudiée modélise les collisions entre ions et électrons dans un plasma
chaud, et concerne ici la fusion par confinement intertiel. En introduisant la notion de moyenne entro-
pique, nous avons proposé un schéma entropique pour cette équation dans le cas non-linéaire. Dans le
cas linéaire, nous avons également établi le caractere entropique du schéma de Chang & Cooper. Les
équations de Bolzmann semi-classiques étudiées sont de deux types. Le premier type modélise la réaction
de fusion thermonucléaire entre un ion deutérium et un ion tritium donnant une particule o et un neu-
tron, et concerne également ici la fusion par confinement intertiel. Le deuxiéme type — connu sous le
nom d’équations de Wang-Chang & Uhlenbeck — modélise ici les transitions d’énergie quantique dans les
couches électroniques d’atomes d’uranium et de fer provoquées par les collisions entre ces mémes atomes
au sein du procédé SILVA de Séparation Isotopique par Laser sur Vapeur Atomique. Nous avons étudié les
propriétés de base de ces deux types d’équations de Boltzmann semi-classiques. Dans le cas des équations
de Wang-Chang & Uhlenbeck, nous avons également proposé un algorithme de couplage cinétique-fluide
basé sur une décomposition cinétique par demi-flux. Cet algorithme permet de diminuer le cott d’un
calcul d’une détente d’uranium-fer dans le procédé SILVA de séparation isotopique par laser. L’étude
de cet algorithme nous a incité a étudier la notion de relaxation dans un mélange binaire de gaz et a
souligner les points communs de cette approche avec la théorie cinétique standard. Nous avons étudié
ces mémes questions dans le cas de mélanges de fluides non-miscibles. La notion de mélange de fluides
non-miscibles concerne ici la modélisation d’écoulements diphasiques dans un coeur de réacteur nucléaire
a eau a I’échelle moyennée pour laquelle on ne discerne pas l'interface entre les deux fluides.

L’étude de modeles moyennés pour des mélanges de fluides non-miscibles nous a amené a travailler a
une échelle plus fine pour laquelle I'interface entre les deux fluides est modélisée. Souhaitant modéliser
la déformation de cette interface provoquée par de forts gradients thermiques a bas nombre de Mach,
nous avons proposé un modele sans ondes acoustiques dit modéle diphasique a bas nombre de Mach que
nous avons discrétisé en 2D avec une hypothese de champ de vitesse potentiel. Puis, afin d’améliorer la
précision des calculs tout en en maitrisant le cotit, nous avons également étudié la possibilité de résoudre
sur un maillage dynamique de type AMR un modele simplifié de déformation d’interface dont la structure
mathématique est proche de celle du modéle diphasique a bas nombre de Mach.

L’étude du modéle diphasique a bas nombre de Mach nous a incité a analyser sur maillage cartésien
le mauvais comportement a bas nombre de Mach des schémas de type Godunov appliqués au systeme
d’Euler compressible. Nous avons ainsi montré que ce probleme peut étre étudié sur I’équation des ondes
linéaire et ne concerne que les géométries 2D et 3D. Nous avons ensuite proposé une modification tres
simple a appliquer aux schémas de type Godunov pour les rendre précis a bas Mach. L’approche proposée
permet également de justifier des schémas colocalisés précis a bas Mach tels que le schéma de Roe-Turkel.

Enfin, nous avons justifié 'algorithme LBM dans le cas de ’équation de la chaleur.
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Résumé

Ce mémoire résume les travaux que nous avons réalisés de 1995 a 2010. Ces travaux ont eu pour theme
I’étude et la discrétisation, d’une part, de modeles cinétiques de type Fokker-Planck ou de type Boltzmann
semi-classiques et, d’autre part, de modeles fluides de type Euler ou de type Navier-Stokes a bas nombre de
Mach. L’équation de Fokker-Planck étudiée modélise les collisions entre ions et électrons dans un plasma
chaud, et concerne ici la fusion par confinement inertiel. Les équations de Boltzmann semi-classiques
étudiées sont de deux types. Le premier type modélise la réaction de fusion thermonucléaire entre un ion
deutérium et un ion tritium donnant une particule « et un neutron, et concerne également ici la fusion
par confinement inertiel. Le deuxiéme type — connu sous le nom d’équations de Wang-Chang & Uhlenbeck
— modélise ici les transitions d’énergie quantique dans les couches électroniques d’atomes d’uranium et
de fer provoquées par les collisions entre ces mémes atomes au sein du procédé SILVA de Séparation
Isotopique par Laser sur Vapeur Atomique. Nous avons étudié les propriétés de base de ces deux types
d’équations de Boltzmann semi-classiques, et, dans le cas des équations de Wang-Chang & Uhlenbeck,
nous avons proposé un algorithme de couplage cinétique-fluide. L’étude de cet algorithme nous a incité a
étudier la notion de relaxation dans un mélange binaire de gaz et de fluides non-miscibles, et & souligner
les points communs de cette approche avec la théorie cinétique standard. L’étude de modeles moyennés
pour des mélanges de fluides non-miscibles nous a amené a proposer et a discrétiser un modele sans
ondes acoustiques modélisant la déformation d’une interface entre deux fluides non-miscibles provoquée
par de forts gradients thermiques a bas nombre de Mach. Puis, afin d’améliorer la précision des calculs
tout en en maitrisant le cotlit, nous avons également étudié la possibilité de résoudre sur un maillage
dynamique de type AMR un modele simplifié de déformation d’interface. Ces études a bas nombre de
Mach nous ont également incités a analyser sur maillage cartésien le mauvais comportement a bas nombre
de Mach des schémas de type Godunov appliqués au systéme d’Euler compressible. Enfin, nous avons
justifié 'algorithme LBM dans le cas de ’équation de la chaleur.

Mots clés : opérateur de Fokker-Planck-Landau, équation de Boltzmann, théoreme H, entropie, schéma
entropique, relaxation, développement de Chapman-Enskog, couplage cinétique-fluide, écoulement a bas
nombre de Mach, algorithme AMR, schéma de Godunov a bas nombre de Mach, algorithme LBM.

Abstract

This thesis summarizes our work between 1995 and 2010. It concerns the analysis and the discretization
of Fokker-Planck or semi-classical Boltzmann kinetic models and of Euler or Navier-Stokes fluid models at
low Mach number. The studied Fokker-Planck equation models the collisions between ions and electrons in
a hot plasma, and is here applied to the inertial confinement fusion. The studied semi-classical Boltzmann
equations are of two types. The first one models the thermonuclear reaction between a deuterium ion and a
tritium ion producing an « particle and a neutron particle, and is also in our case used to describe inertial
confinement fusion. The second one — known as the Wang-Chang & Uhlenbeck equations — models the
transitions between electronic quantified energy levels of uranium and iron atoms in the AVLIS isotopic
separation process. We studied the basic properties of these two Boltzmann equations, and, for the
Wang-Chang & Uhlenbeck equations, we proposed a kinetic-fluid coupling algorithm. This kinetic-fluid
coupling algorithm incited us to study the relaxation concept for gas and immiscible fluids mixtures, and
to underline connections with classical kinetic theory. Then, we proposed a diphasic low Mach number
model without acoustic waves to model the deformation of the interface between two immiscible fluids
induced by high heat transfers at low Mach number. And, to increase the accuracy of the results without
increasing computational cost, we studied an AMR algorithm on a simplified interface deformation model.
These low Mach number studies also incited us to analyse on cartesian meshes the inaccuracy at low Mach
number of Godunov schemes. Finally, we justified the LBM algorithm applied to the heat equation.

Key words : Fokker-Planck-Landau operator, Boltzmann equation, H-theorem, entropy, entropic scheme,
relaxation, Chapman-Enskog expansion, kinetic-fluid coupling, low Mach number flow, AMR algorithm,
Godunov scheme at low Mach number, LBM algorithm.
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