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Résumé

Modélisation micromécanique et identification inverse de
I'endommagement par approches cohésives

Un modele micromécanique est proposé pour une collection de zones cohésives insérées
entre toutes les mailles d’une discrétisation de type éléments finis cohésifs-volumiques. Le
principe de ’approche consiste a introduire un composite équivalent 'matrice-inclusions’
comme une représentation de la discrétisation cohésive-volumique. Le modele obtenu a
I'aide de techniques d’homogénéisation (schéma de Hashin Shtrikman et approche de P.
Ponte Castaneda) permet de décrire le comportement macroscopique élastique, fragile et
ductile. Il est valable quel que soit le taux de triaxialité appliqué et la forme de la loi
cohésive retenue, et permet de relier, d'une facon explicite, les propriétés macroscopiques
du matériau aux différents parametres cohésifs ainsi qu’a la densité de maillage.

Un premier résultat est 1’établissement d'un critere pratique permettant de définir les
raideurs cohésives au regard de la souplesse additionnelle inhérente a 1'utilisation des mo-
deles de zones cohésives intrinseques. L’extension du modele au cas de la rupture fragile
et ductile, permet d’obtenir d’autres criteres pratiques pour calibrer les autres parametres
cohésifs (contrainte cohésive maximale, ouverture critique, énergie de fissuration, ...).
L’utilisation couplée des criteres obtenus permet une calibration inverse des parametres
de la loi cohésive en fonction des propriétés macroscopiques du matériau et de la taille
de maillage. De fait il est possible de prédire un comportement homogene global indépen-
damment de la taille du maillage.

Mots-clés : Micromécanique, Modeles de zones cohésives, Homogénéisation, Endomma-
gement, Plasticité, Densité de maillage






Abstract

Micromechanical modeling and inverse identification of damage
using cohesive approaches

In this study a micromechanical model is proposed for a collection of cohesive zone models
embedded between two each elements of a standard cohesive-volumetric finite element me-
thod. An equivalent 'matrix-inclusions’ composite is proposed as a representation of the
cohesive-volumetric discretization. The overall behaviour is obtained using homogeniza-
tion approaches (Hashin Shtrikman scheme and the P. Ponte Castanieda approach). The
derived model deals with elastic, brittle and ductile materials. It is available whatever the
triaxiality loading rate and the shape of the cohesive law, and leads to direct relationships
between the overall material properties and the local cohesive parameters and the mesh
density.

First, rigorous bounds on the normal and tangential cohesive stiffnesses are obtained lea-
ding to a suitable control of the inherent artificial elastic loss induced by intrinsic cohesive
models. Second, theoretical criteria on damageable and ductile cohesive parameters are
established (cohesive peak stress, critical separation, cohesive failure energy, ...). These
criteria allow a practical calibration of the cohesive zone parameters as function of the
overall material properties and the mesh length. The main interest of such calibration is
its promising capacity to lead to a mesh-insensitive overall response in surface damage.

Keywords : Micromechanics, Cohesive zone models, Homogenization, Damage, Plasti-
city, Mesh density
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Introduction

L’Institut de Radioprotection et de Stureté Nucléaire (IRSN) est 'expert frangais public
en matiere de la recherche et d’expertise sur les risques nucléaires et radiologiques. Dans le
cadre de I’étude de l'intégrité des structures nucléaires, essentiellement les cceurs de réac-
teurs nucléaires, le laboratoire de Micromécanique et d’Intégrité de STructures (MIST)*
effectue des recherches sur le comportement et 1’évolution microstructurale des matériaux
dans des ambiances nocives (gradients thermiques et mécaniques, irradiation, etc). Plus
particulierement, et dans ’optique de mettre en place des outils numériques prédictifs pour
la simulation de scénarii accidentels, il est nécessaire de modéliser les comportements adou-
cissants en tenant compte des mécanismes de fissuration et de rupture (FIGURE 1). Face
aux difficultés liées a la microstructure complexe des matériaux utilisés dans ce domaine,
la stireté nucléaire doit tirer meilleur parti des développements analytiques et numériques
des méthodes de changement d’échelles pour prédire le comportement équivalent du com-
bustible et de son gainage en situations accidentelles.

Dans ce cadre, cette these vise a apporter quelques éléments de réponse concernant la
modélisation et la simulation numérique de la rupture des milieuzx hétérogenes et change-
ments d’échelles développées par le laboratoire MIST. On s’intéresse au développement de
modeles micromécaniques dédiés aux simulations numériques des comportements adou-
cissants. La méthode numérique retenue est ’approche éléments finis cohésifs-volumique
s’avérant efficace et pertinente. Cette approche repose sur une démarche multicorps pour
I’analyse de la rupture en s’appuyant sur la notion des Modeles de Zones Cohésives.
Le principe de I"'approche multicorps consiste a scinder le comportement local en une par-
tie adoucissante et une partie durcissante.

D’un point de vue numérique, le milieu discrétisé est décomposé en un ensemble de mailles
éléments finis standards et considérées chacune comme un corps volumique indépendant.
Ces mailles sont reliées entre elles par une loi surfacique intégrant tous les processus
d’endommagement et de fissuration. Les modeles de zones cohésives sont utilisés pour
modéliser cette loi surfacique.

Au travers d’une loi reliant I'effort de résistance a la séparation des levres d’une fissure
en train de se créer a son ouverture, les modeles de zones cohésives permettent de suivre
les mécanismes d’endommagement surfacique depuis I’amorcage des microfissures jusqu’a
la rupture totale du matériau. Cependant, quelques aspects mécaniques et numériques

1. laboratoire "sans mur” commun tripartite entre 'IRSN, le CNRS et I’Université de Montpellier 2
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concernant leurs applications restent grandement ouverts : la dépendance au maillage, la
calibration des parametres de la loi cohésive, la définition d’une longueur interne, le lien
entre 'endommagement local et 'endommagement global, etc. L’objectif de cette these
est d’apporter des éléments de réponses a ces questions a travers une modélisation mi-
cromécanique de 'endommagement sur la base d'une approche cohésive et de techniques
d’homogénéisation.

FIGURE 1 — Microstructure d’une gaine de Zircaloy irradiée et fissurée [Papin
et al., 2000].

Comme annoncé, ’approche est basée sur une décomposition multicorps. Le principe de
I’étude réside dans l'introduction d’un composite "matrice-inclusions cohésives” comme
une représentation adéquate du milieu discrétisé avec une collection de zones cohésives.
La matrice a le méme comportement que les éléments volumiques tandis que le compor-
tement des inclusions dérive de la loi cohésive surfacique en lui associant une épaisseur
fictive destinée a tendre vers zéro. Le comportement effectif équivalent de ce composite
est ensuite recherché a 'aide d’un schéma d’homogénéisation linéaire pour le comporte-
ment élastique et une méthode d’homogénéisation non linéaire pour la rupture fragile et
ductile. Des relations directes entre les propriétés effectives du matériau considéré et ses
propriétés locales sont obtenues. Ces relations font intervenir un parametre lié a la den-
sité de maillage, i.e la longueur (resp. surface) spécifique des interfaces cohésives pour un
maillage 2D (resp. 3D). Une analyse inverse de ces relations permet in fine de redescendre
dans les échelles et d’obtenir des critéres pratiques pour la calibration des modeles de
zones cohésives.

D’un point de vue général, cette these met en évidence les thématiques suivantes :

a. Les modeles de zones cohésives. Quand les chemins de fissuration ne sont pas
connus a priori et émergent du type de chargement appliqué, les modeles de zones
cohésives intrinseques, i.e. avec une raideur initiale finie, peuvent étre insérés entre tous
les éléments du maillage. Cette configuration conduit a une perte de raideur artificielle.
Dans l'optique de ne pas biaiser 1'élasticité globale du milieu étudié, cette perte de
raideur doit étre controlée au mieux.

b. Techniques d’homogénéisation. Les techniques d’homogénéisation visent a esti-
mer, au mieux, le comportement effectif d’'un milieu hétérogene. Ce comportement
dépend du comportement des différentes phases locales ainsi que de la microstructure.
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Ce probleme est appréhendé avec la construction de bornes ou estimations pour les pro-
priétés élastiques effectives. Deux schémas d’homogénéisation sont abordés dans cette
étude :

e un schéma d’homogénéisation linéaire dédié¢ a 'estimation du comportement effec-
tif du composite "matrice-inclusions cohésives” élastique. L’ estimation retenue est
celle de Hashin Shtrikman [Hashin et Shtrikman, 1963; Willis, 1977]. Le choix de
ce schéma est justifié par : 1) aspect aléatoire de la microstructure. En effet, I'in-
sertion de zones cohésives dans une discrétisation éléments finis standards doit re-
couvrir toutes les orientations et distributions spatiales pour ne pas privilégier des
chemins de fissuration particuliers (e.g. un maillage de type Delaunay). Ainsi les inclu-
sions cohésives doivent étre distribuées et orientées aléatoirement dans le composite
"matrice-incluions”. 2) L’estimation Hashin Shtrikman fournit une borne inférieure
du comportement effectif pour le cas d’un maillage isotrope. Cette borne permet de
controler la perte de raideur associée aux MZCs intrinseques.

e un schéma d’homogénéisation non linéaire dédié¢ a l’estimation du comportement
effectif du composite "matrice-inclusions” non linéaire (rupture fragile et ductile).
L’approche variationnelle de [Ponte Castanieda, 1991] est adoptée pour le cas d'un
potentiel surfacique non linéaire. Un composite linéaire de comparaison ayant la méme
microstructure que le composite "matrice-inclusions” est alors introduit. Son compor-
tement "linéarisé” est décrit a travers le module sécant des phases non linéaires [Su-
quet, 1995]. Le schéma linéaire de Hashin Shtrikman est ensuite utilisé pour estimer
le comportement effectif du composite linéaire de comparaison.

c¢. Méthodes des éléments finis cohésifs-volumiques. La méthode des éléments finis
cohésifs volumiques est utilisée pour la validation des différents résultats théoriques
obtenus dans cette étude.

Trois résultats principaux sont obtenus dans cette étude :

Comportement élastique : contrdle de la perte de raideur artificielle. Pour le
comportement élastique (matrice et zones cohésives élastiques), 1'utilisation des modeles
de zone cohésive intrinseques induit une souplesse additionnelle artificielle ; cette souplesse
est d’autant plus importante que le maillage est raffiné. Il est donc opportun de relier ces
raideurs au maillage afin de ne pas biaiser I'élasticité globale. On propose un critére
rigoureuxr permettant de controler cette perte de raideur en bornant par valeur inférieure
I’énergie élastique macroscopique du milieu homogene équivalent au composite volumique-
cohésif. Ce critere micromécanique permet de calibrer les raideurs cohésives en fonction
de : 1/ le module de Young et le coefficient de Poisson du matériau, 2/ la taille de maille et
un parametre lié a la morphologie de la discrétisation, et 3/ la perte de raideur apparente
tolérée par I'utilisateur.

Rupture fragile : calibration de la ténacité cohésive. Pour le comportement fra-
gile, le comportement des zones cohésives est régi par une loi non linéaire a 3 parametres
(raideur, contrainte maximale et énergie de fissuration). La loi macroscopique est obte-
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nue via 'approche variationnelle de [Ponte Castaneda, 1991]. Le probléeme final consiste
a déterminer le parametre d’endommagement surfacique solution d’'un probleme scalaire
non linéaire. La résolution peut étre obtenue analytiquement ou numériquement suivant
le choix de la fonction d’adoucissement du modele cohésif. Des relations directes entre les
propriétés de fissuration globales et locales sont obtenues conduisant alors a des criteres
sur les deux parametres cohésifs : la contrainte maximale et 1’énergie cohésive.

Rupture ductile : effet de la triaxialité. L’extension du modele micromécanique au
cas d'un milieu volumique plastique est ensuite proposée. La théorie dite de la déforma-
tion (Ramberg-Osgood) est retenue pour le comportement de la matrice. L’application
de lapproche variationnelle de [Ponte Castaneda, 1991] & ce cas ou les deux phases, la
matrice et les zones cohésives, ont un comportement non linéaire consiste a résoudre deux
problemes scalaires non linéaires. Des relations explicites entre les parametres locaux et le
comportement global sont obtenues et l'effet du taux de triaxialité sur le comportement
effectif ductile est exhibé.

Les grands apports de ce travail peuvent étre résumés dans les points suivants :

i. L’estimation du comportement effectif d'un milieu volumique-cohésif est rigoureuse-
ment abordée avec une prise de moyenne adéquate et un passage a la limite au niveau
de I'épaisseur fictive.

ii. Un critere pratique pour la calibration des raideurs cohésives lors de I'usage de MZCs
intrinseques est obtenu. Ce critére ne se limite pas a des discrétisations 2D ou a un type
particulier de chargement. Pour le cas des maillages plans isotropes, le critere obtenu
est rigoureux et reste valable pour le cas des maillages isotropes 3D ou des maillages
2D et 3D structurés.

iii. Un modele micromécanique d’endommagement est obtenu pour les matériaux fragiles
et ductiles sur la base d’une approche cohésive et I'extension non linéaire du schéma
d’homogénéisation de Hashin Shtrikman. Le modele permet de relier de fagon explicite
les propriétés de fissuration globales aux propriétés de fissuration locales. Une analyse
inverse de ces relations conduit a des criteres pour la calibration de la contrainte cohésive
maximale et de ’énergie de fissuration cohésive.

iv. Le modele micromécanique obtenu exhibe l'effet du coefficient de Poisson sur la ré-
ponse globale ainsi que I'influence de la triaxialité pour les comportements ductiles.

v. La calibration des lois cohésives suivant ’ensemble de ces criteres proposés a l'avan-
tage de dériver un comportement global indépendant de la taille de maillage. Cette
indépendance doit étre comprise au sens de la réponse matérielle du matériau (proprié-
tés de fissuration du matériau) et pas au sens de l'indépendance spatiale des chemins
de fissuration.

Deux résultats intermédiaires émergent de cette études et concernent :

e L’extension de la méthode variationnelle de [Ponte Castaneda, 1991] au cas d'un po-
tentiel surfacique non linéaire.

e Les criteres obtenus dans cette étude font intervenir le parametre densité de maillage.
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Ce parametre est déterminé d'une facon déterministe pour le cas des maillages struc-
turés et d’une fagon stochastique pour le cas des maillages isotropes (e.g. maillage de
Delaunay). L’estimation de ce parametre pour les maillages isotropes générés par diffé-
rents codes de calculs éléments finis est développée.

Le document suivant est organisé de la fagon suivante : Dans un premier temps, un état
de 'art des différents éléments et outils numériques de la mécanique de 'endommagement
et de la fissuration est conduit dans le CHAPITRE 1. Ensuite le choix de la modélisation
retenue pour aborder le probleme étudié est présenté dans le CHAPITRE 2. Il s’agit de
présenter le modele micromécanique dont le principe remonte aux travaux de [Acary et
Monerie, 2006], et qui consiste a remplacer une discrétisation de type éléments finis cohésifs
volumiques par un composite "matrice-inclusions cohésives”. Le CHAPITRE 3 est dédié
a 'estimation du comportement effectif élastique par une technique d’homogénéisation
variationnelle. Un critere sur la calibration des raideurs cohésives normale et tangentielle
est obtenu. La pertinence de I'estimation et la précision du critere établi sont validées
numériquement. Un modele micromécanique d’endommagement est ensuite obtenu dans
le CHAPITRE 4 pour les matériaux fragiles ainsi que des criteres pour la calibration des
parametres cohésifs adoucissants. Finalement, le modele micromécanique est étendu au
cas des comportements ductiles dans le CHAPITRE 5.

L’ensemble des résultats obtenus dans cette étude se base sur un nombre de développe-
ments techniques concernant d’une part ’application de 'estimation Hashin Shtrikman
avec une prise de moyenne sur les orientations équiprobables des inclusions, i.e. celles des
arétes du maillage sous-jacent, et un passage a la limite adéquat. Ce point est détaillé dans
I’ANNEXE B. D’autre part le principe de la méthode variationnelle de Ponte Castneda est
étendu dans ’ANNEXE B au cas d’un potentiel surfacique non linéaire. Les différentes re-
lations entre les propriétés globales et locales ainsi que les criteres proposés font intervenir
le parametre clé : la densité de maillage. Le développement concernant 1’estimation de ce
parametre pour les discrétisations planes est développé dans I’ANNEXE C.
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Notations

Dans ce manuscrit, les scalaires seront notés par des lettres italiques romaines, e.g. a,
ou grecques, e.g. «; les vecteurs par des lettres romaines en caractéres gras, e.g. u (u;
en notation indicielle) ; les tenseurs du second ordre par des lettres a caracteres gras
romains, M (M;; en notation indicielle), ou grecques, € (¢;; en notation indicielle), et les
tenseurs d’ordre quatre par des lettres doublement barrées romaines P (P, en notation
indicielle).

Le produit scalaire est dénoté par un seul point, e.g. u - v. En utilisant la sommation
indicielle suivant la convention de Einstein, on a : u - v = u;v;.

Le produit tensoriel dyadique est noté par ®, e.g. u @ v = w;v; et € ® € = ;6. Les
autres produits tensoriels seront notés avec des points de facon a ce que le nombre de points
désigne le nombre d’indices sur lesquels il faut sommer, e.g. A-u = A;ju;, € : 0 = €;;04;,
P: A= PijklAkl-
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Chapitre 1

Quelques aspects théoriques et
numériques de la mécanique de la
rupture et de 'endommagement

ans ce chapitre, on rappelle, bricvement, quelques éléments de la
D mécanique de la fissuration et de l’endommagement : i) la méca-
nique linéaire de la rupture, i) la mécanique de l’endommagement et
i1) les modéles de zones cohésives.
Le chapitre s’articule autour de trois axes : dans un premier
temps, les différentes notions de la mécanique linéaire de la rup-
ture et de la mécanique de [’endommagement seront abordées. En-
suite, l'accent sera mis sur les différentes méthodes numériques
souvent wutilisées pour la simulation des processus de fissuration
avant de cloturer avec les modéles de zones cohésives. Il sera
question de rappeler leur principe, avantages et limitations. Cet
are permettra de positionner le probleme traité dans cette these.
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1 Meécanique linéaire de la rupture

La mécanique linéaire de la rupture (MLR) remonte aux travaux de [Griffith, 1920}, qui,
partant du premier principe de la thermodynamique, a établi une approche globale pour
I’étude de I’évolution de la fissure en mettant en évidence une grandeur énergétique dite le
tauz de restitution de l’énergie élastique G : la fissure ne peut se propager que lorsque la
quantité d’énergie disponible en pointe de la fissure atteint une valeur critique décrivant
la ténacité du matériau G.. En notant [ la longueur de la fissure, le critere de Griffith de
propagation de la rupture fragile s’écrit :

. (1.1)
G=G, =1>0

{G <G, =1=0
Parallelement & cette approche globale et structurelle, [Irwin, 1957] a proposé un forma-
lisme local et matériel permettant d’étudier I’avancée de la fissure en terme du facteur
de concentration de contraintes a la pointe de la fissure K;. Cette grandeur dépend de
la géométrie du solide et du mode de chargement M (M = I traction normale, M = I
cisaillement plan, M = I11 cisaillement antiplan). Le critere de propagation de la fissure
d’Irwin est alors : '

Ky<Ky. =1=0

{ MM (1.2)

Ky=Ky. =1>0

ou les K. sont des constantes intrinseques au matériau. Ces deux approches sont reliées
par la formule d'Trwin [Irwin, 1960] :

k+1 1

ou k dépend de I'hypothese adoptée (déformation plane ou contrainte plane) et u est le
coefficient de cisaillement du matériau. Les travaux de [Rice, 1968] ont permis d’introduire
la notion de l'intégrale J définie par :

8ui
J = /r (pw(e)m - Uijnja—xl> dx (1.4)

avec [' un contour quelconque ouvert, orienté, entourant la pointe de la fissure et de
normale m, p la masse volumique du matériau, w son énergie élastique et u (resp. o)
le champ de déplacement (resp. contraintes). Dans le cas d’une fissure se propageant
rectilignement suivant la direction x;, on montre que l'on a :

G=1. (1.5)

D’un point de vue numérique, le concept de l'intégrale de contour J est souvent utilisé
dans les simulations éléments finis dans 'optique d’appliquer un critere de propagation de
type Griffith ou Irwin. L’intégrale de Rice est un moyen simple et efficace pour le calcul du
taux de restitution d’énergie G loin de la pointe de la fissure en vertu de son indépendance
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au contour du calcul en élasticité linéaire. D’autre part, l'intégrale de Rice permet de bien
comprendre le lien entre ’approche locale d’Irwin et ’approche globale de Griffith : un
bilan énergétique global peut traduire ce qui se passe localement.

La plupart des matériaux exhibent une zone dite d’élaboration de la fissure en amont de
la pointe de la fissure. Pour les matériaux fragiles, cette zone est relativement petite par
rapport a la taille de la structure, et la propagation de la fissure peut étre décrite par la
théorie de la mécanique linéaire de la rupture. Lorsque la zone de fissure est non négligeable
devant la taille de la structure, deux cas se présentent : soit la zone est caractérisée par
une dissipation plastique, et le comportement est dit étre ductile, sinon et en absence
des mécanismes de la plasticité, le comportement est dit étre quasi-fragile. Pour ces deux
cas d’autres outils de modélisation doivent étre adoptés. Pour ces deux derniers cas, une
méthode non linéaire doit étre retenue pour la modélisation des processus de fissuration.
Les criteres obtenus par la MLR sous-entendent l'existence d’une préfissure et ne per-
mettent pas de traiter le cas de l'initiation de la fissure. Ils ne permettent pas non plus
de suivre I’évolution spatiale des chemins de fissuration. Cependant, ils sont implémentés
dans plusieurs codes numériques, surtout pour les problemes quasi-statiques.

2 Mécanique continue de I’endommagement

Le principe de la mécanique continue de '’endommagement repose sur la description de
I’endommagement comme étant la mesure des micro-dégradations totales dans un volume
élémentaire représentatif (VER) du matériau soumis a un chargement donné. [Kachanov,
1986] a posé les premieres bases de ce formalisme en introduisant une variable d’endom-
magement définie comme le rapport entre 'aire totale des défauts vus dans une section du
VER et la surface totale de cette section. [Lemaitre et Chaboche, 1978] ont introduit la
notion de contrainte effective permettant de mesurer, macroscopiquement, 1’évolution de
I’endommagement en mesurant la modification des caractéristiques élastiques du matériau
considéré.

Plus généralement, la mécanique continue de '’endommagement relie la contrainte lo-
cale, o, a la déformation locale, €, a travers le module d’élasticité, C, et une fonction
d’adoucissement, &, qui dépend de la variable d’endommagement scalaire d pour le cas
de 'endommagement isotrope :

oc=8(d)C:e, (1.6)
La variable d est souvent comprise entre 1 et 0 (d = 1, le matériau est sain, d = 0, le
matériau est totalement endommagé) et la fonction d’adoucissement S vérifie :

i. S est réguliere et vérifie S ([0, 1]) = [0, 1]
ii. §(0) =1 : matériau sain et S (0) = 0 : matériau rompu
iii. & est décroissante : évolution de 'endommagement.

Pour le modele introduit par [Lemaitre et Chaboche, 1978], on a & = 1 — d. D’autres
formes peuvent étre retenues suivant le comportement du matériau. Si ’endommagement
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TABLE 1.1 — Hllustration de quelques variables locales a régulariser pour un mo-
dele d’endommagement isotrope.

variable modele d’endommagement
la déformation € oc=(1-d@):e

la variable d’endommagement d o=(1-de)):e

taux de restitution d’énergie G o= (1 —d (@)) €

n’est pas isotrope, la diminution des caractéristiques élastiques du matériau est décrite
a travers une variable tensorielle DD. Notons a ce stade que la mécanique continue de
I’endommagement peut étre revisitée dans le cadre du formalisme des matériauz stan-
dards généralisés [Nguyen, 1988] de fagon a vérifier son admissibilité thermodynamique.
Ce cadre repose sur la description de I’état mécanique du matériau avec la donnée d’une
énergie libre et d’un potentiel de dissipation ainsi que des variables d’état observables et
internes.

L’implémentation de la mécanique continue de I’endommagement dans les codes de calculs
éléments finis exhibe une dépendance au maillage sévere qui se traduit par la localisation
de I'endommagement dans une bande dont ’épaisseur est égale a la taille de maillage. Il
en résulte que lorsque la taille de maillage tend vers zéro, ’énergie dissipée devient nulle
contrairement a toute attente physique. Ce probleme de localisation se traduit d'un point
de vue mathématique par une perte d’ellipticité de l'opérateur tangent ([Lasry et Belyt-
schko, 1988; Francfort et al., 2008]). Des techniques de régularisation dites limiteurs de
la localisation ont été introduites afin de remédier a ce probleme.

Le principe des méthodes de régularisation consiste a mesurer 1’évolution de I'endomma-
gement a travers une variable non locale qui est obtenue en régularisant la variable locale
a ’aide d’un opérateur de régularisation. L’application de ces méthodes nécessite alors le
choix de i) la variable a régulariser (e.g. TABLE 1.1) et ii) I'opérateur de régularisation
adéquat. La variable a régulariser peut étre la déformation, la variable d’endommage-
ment, le taux de restitution d’énergie, etc. Quant a 'opérateur de régularisation, il peut
étre introduit sous une formulation intégrale explicite ou implicite ou sous une formula-
tion a gradient (voir par exemple [Jirasek, 2007; Challamel, 2010] et les références citées).
Une étude comparative entre différentes variables a régulariser (déformations, variable
d’endommagement, taux de restitution d’énergie, contrainte inélastique, etc) peut étre
consultée dans [Jirasek, 2007] : les résultats obtenus pour le cas d’'un modele d’endom-
magement fragile unidimensionnel montrent qu'un choix non approprié de la variable a
régulariser peut conduire a un comportement force-déplacement pathologique avec un état
de contrainte qui ne s’annule pas méme lorsque 'endommagement devient total (locking
formulations). Notons que d’autres techniques de régularisation peuvent étre utilisées pour
surmonter le probleme de localisation (e.g. I'introduction de la viscosité).
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3 Meéthodes numériques pour la mécanique de fissu-
ration

3.1 Erosion des éléments

La méthode d’érosion des éléments est I'un des outils numériques simples utilisés pour
simuler la propagation des fissures. Basés sur le formalisme de la mécanique linéaire de la
rupture, les algorithmes dédiés a 1'érosion des éléments consistent a éliminer I’ensemble
des éléments finis dont 1'énergie élastique vérifie le critere de propagation de Griffith
(F1GURE 1.1). Souvent, les éléments ne sont pas érodés mais seulement remplacés avec
des éléments a contraintes nulles. Bien que simples a implémenter numériquement, ces
modeles exhibent une forte dépendance au maillage. D’autre part, la comparaison de
quelques résultats expérimentaux avec cette méthode dans [Song et al., 2008] a mis en
doute sa capacité pour étre appliquée au cas dynamique.

Récemment, [Pandolfi et Ortiz, 2012] ont proposé de combiner cette méthode avec une
approche en déformations propres (eigendeformations) pour les matériaux fragiles. Le
principe de leur approche réside dans l’application du critere de Griffith en étendant
le calcul de I'énergie élastique a un voisinage défini autour des éléments. L’élément est
érodé si le critere de Griffith est vérifié, sinon il est conservé en gardant son comportement
élastique. L’approche proposée par [Pandolfi et Ortiz, 2012] permet de surmonter 'obstacle
de la dépendance au maillage grace a la définition d'un voisinage pour le calcul du taux
de restitution d’énergie.

fissure

éléments
> érodés

FIGURE 1.1 — Illustration de la méthode d’érosion des éléments.

3.2 XFEM

Les méthodes avec remaillage ont été utilisées en premier lieu pour modéliser les discon-
tinuités dans les codes de calcul. Ces approches se basent sur un simple calcul éléments
finis classique et un algorithme pour régénérer le maillage. Le grand inconvénient de ces
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méthodes est que la fissure suit le maillage. L’utilisateur doit ainsi connaitre a priori la
réponse du modele afin de pouvoir choisir les zones de raffinement et le chemin pour
I’avancée de la fissure. Pour remédier a ce probleme d’adaptation de maillage, plusieurs
techniques ont été développées pour pouvoir suivre la fissure sans remaillage. Nous pré-
senterons dans la suite deux d’entre elles.

La méthode des éléments finis étendus XFEM (eXtended Finite Element Method), intro-
duite par [Belytschko et Black, 1999] et [Moés et al., 1999], se base sur Ienrichissement
de l'interpolation du champ de déplacement pour tenir compte des discontinuités qui ap-
paraissent lors de la fissuration du matériau. Cette méthode a l'avantage de prendre en
compte I’évolution de la fissure partout dans la structure et dans toutes les orientations
sans avoir besoin de remaillage. La géométrie de la fissure est décrite a travers deux fonc-
tions de niveau dites "level set” (FIGURE 1.2) et l'enrichissement est effectué une fois que
le critere de propagation de la fissure est vérifié (e.g. critére de perte d’ellipticité [Song
et al., 2008]). L’approximation du champ de déplacement avec la méthode XFEM est de
type :

u = ucont 4 udisc (17)

oll u®™ est I'interpolation standard éléments finis du champ de déplacement et u®*¢ est

un enrichissement du champ de déplacement tenant compte de la discontinuité et des
singularités au niveau de la fissure.

\,\»"'1’ f=0
‘ \\\,,""‘
N\ ""\\ -
N . RN
n \ ‘ N g < 0
\ .
\ N
\ ‘,'\
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fissure \
>0
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FIGURE 1.2 — Représentation de 1'évolution de la fissure avec les fonctions de
niveau f et g. Les fonctions "level set” permettant de définir : i) la distance
signée a la surface fissurée (fonction f) et ii) la distance signée a la pointe de la
fissure (fonction g).

La méthode XFEM est largement appliquée dans plusieurs codes de calcul pour les pro-
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blemes avec une fissure unique ou quelques fissures. Cependant son utilisation pour des
cas avec plusieurs fissures devient cotiteuse surtout au niveau de la bifurcation des fissures.

D’autres méthodes numériques sont proposées dans la littérature, nous nous restreignons
dans la suite a la méthode éléments finis cohésifs-volumiques qui a ’avantage de combi-
ner la méthode des éléments finis et les modeles de zones cohésives. Le lecteur intéressé
peut trouver une revisite détaillée sur les différentes méthodes numériques de la rupture,
les différents criteres utilisés et les différents algorithmes pour capturer les chemins de la
fissuration dans [Rabczuk, 2012].

4 Les modeles de zones cohésives

Les modeéles de zones cohésives (MZC) supposent l'existence d’une zone cohésive séparant
la partie rompue du matériau (partie avec contrainte nulle) et la partie saine (FIGURE 1.3).
Cette process zone est régie par une relation reliant la contrainte a ’ouverture de la fissure.
Les MZCs peuvent étre considérés comme une amélioration de la théorie de Griffith,
qui suppose que la zone d’élaboration de la fissure est de taille négligeable devant les
dimensions de la structure et n’offre pas un critere pour l'initiation de la fissure.

zZone rompue @ process zone : zone saine

FIGURE 1.3 — Illustration du principe d’une fissure cohésive (Contrainte cohésive
R et ouverture critique d,).

Le principe des MZCs, dont on doit les bases conceptuelles aux travaux de [Dugdale, 1960]
et [Barenblatt, 1962], réside dans la description de la relation entre leffort résistant a la
séparation de la fissure (le vecteur contrainte cohésive R) et I'ouverture de la fissure (le
vecteur saut de déplacement [u]). Au travers cette relation, ces modeles permettent de
suivre les mécanismes d’endommagement surfacique depuis I'amorcage des microfissures



Les modéles de zones cohésives 19

jusqu’a la rupture totale du matériau sans criteres ad-hoc. Cette loi surfacique est souvent
donnée sous la forme d’une loi de type traction-séparation :

R = R([u]),
ou a partir d'un potentiel surfacique, ¢, dont dérive la contrainte cohésive R :

_ 9%
~ Ou]’

Les modeles de zones cohésives peuvent étre extrinseques, i.e. sans partie élastique et une
raideur initiale infinie (FIGURE 1.4 a droite en discontinu) [Camacho et Ortiz, 1996; Ortiz
et Pandolfi, 1999] ou intrinseques, i.e. avec une partie élastique et une raideur initiale finie
(FIGURE 1.4 a droite en continu) [Needleman, 1987]. Les modeles extrinseques s’averent
étre plus stables que les modeles intrinseques.

Quand on connait a priori le chemin de fissuration, les MZCs peuvent étre incorporés
dans une région précise du maillage. Sinon ils peuvent étre insérés entres tous les éléments
de la discrétisation et les chemins de fissuration émergent du chargement appliqué [Xu
et Needleman, 1994]. Cette situation induit une perte de raideur artificielle qui doit étre
controlée.

Différents formes de lois existent dans la littérature : loi polynomiale [Needleman, 1987],
loi exponentielle [Xu et Needleman, 1994], loi trapézoidale [Tvergaard et Hutchinson,
1992], loi bilinéaire [Geubelle et Baylor, 1998], etc. Une zoologie détaillée des différents
modeles disponibles dans la littérature peut étre consultée dans [Monerie, 2000]. Bien que
ces travaux présentent des formes différentes, on distingue toujours trois parties dans un
modele cohésif intrinseque (FIGURE 1.4 & gauche) : i) une augmentation de la contrainte
cohésive (partie 1) jusqu’a l'atteinte d’une valeur maximale, ii) un endommagement de
la zone cohésive décrit par une décroissance de la contrainte cohésive jusqu’a ce qu’elle
s’annule quand le saut de déplacement atteint sa valeur critique (partie 2), i4i) une annu-
lation de la contrainte cohésive correspondant a une zone totalement endommagée (partie
3). De plus, ces modeles offrent la possibilité de coupler facilement d’autres phénomenes
physiques non linéaires accompagnant la fissuration (contact, frottement, pression) (e.g.
[Raous, 1999; Monerie, 2000]) ou de coupler les aspects thermiques et mécaniques aux
niveaux des interfaces & travers des MZCs thermo-mécaniques (e.g. [Ozdemir et al., 2010]
et les références citées dedans)

D’un point de vue numérique (FIGURE 1.5), ces modeles peuvent étre utilisés comme des
éléments joints (e.g. [Andersson et Stigh, 2004]), en couplage avec la méthode XFEM (e.g.
[Moés et Belytschko, 2002]) ou comme conditions aux limites mixtes (e.g. [Perales et al.,
2010]). Dans la suite de ce travail, on s’intéresse a la méthode des éléments finis cohésifs-
volumiques qui repose sur une décomposition multicrops (cf FIGURE 1.6). Cette technique
consiste a décomposer le comportement local du matériau en une partie surfacique adou-
cissante (modélisée par les MZCs) et une partie volumique durcissante (modélisée par les
éléments volumiques classiques). Loin d’étre seulement une vison numérique des choses,
la pertinence de cette décomposition a été vérifiée d'un point de vue matériel : a ’échelle
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des bandes de cisaillement, les mécanismes d’endommagement peuvent étre résumés dans
un comportement surfacique ([Richefeu et al., 2012]). On reviendra en détail sur cette
méthode dans le CHAPITRE 2.

Malgré tous les développements proposés durant ces dernieres années concernant les
MZCs, leur utilisation a suscité différentes difficultés théoriques et numériques. Une illus-
tration de ce qui a été, ou devrait étre, approfondi concernant 1'usage des MZCs est
exposée dans [Acary et Monerie, 2006; Monerie, 2011]. D’une fagon générale, les difficul-
tés associées aux MZCs concernent essentiellement :

D1. Tinstabilité due a I’adoucissement qui rend le probleme mal posé,

D2. la convergence spatiale et matérielle des résultats numériques,

D3. la maitrise de la perte de raideur artificielle induite par les modeles intrinseques,
D4. et la calibration de la loi cohésive.

Si les derniers travaux de [Monerie, 2000; Chaboche et al., 2001; Acary et Monerie, 2006]
ont permis d’avancer sur le premier point D1 en maitrisant le probleme des instabilités,
les autres points D2, D3 et D4 restent grandement ouverts et doivent étre approfondis.

Partie 1

Partie 2

Partie ]

[u]

[u]

FI1GURE 1.4 — Modele de zone cohésive : illustration des différentes parties d'une
loi cohésive (a gauche) et loi intrinseque et extrinseque (a droite).

4.1 Point D1 : instabilités

Le probleme d’instabilité des MZCs est du a leur aspect adoucissant qui rend le probleme
de cohésion entre deux solides mal posé en conduisant a une perte de l'unicité de la
solution. [Monerie, 2000; Acary et Monerie, 2006] ont proposé un théoreme d’unicité de la
solution. Ce point peut étre illustré avec 'exemple 1D développé dans [Chaboche et al.,
2001] (F1GURE 1.7).

Considérons deux éléments volumiques (module de Young F, longueur L) séparé par une
interface cohésive avec une évolution de la contrainte 7' = —( (u). Le déplacement total
de la structure est :

L
=u——=T. 1.
U=u % (1.8)
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FIGURE 1.5 — Illustration d’un élément cohésif.

Elément volumique

/—\ zone cohésive

Matériau Volumique Zone cohésive

FIGURE 1.6 — Principe de la décomposition multicorps [Wen, 2012].

L’équilibre de la structure est 'intersection de la ligne :

r=fw_ow (1.9)
L
et de la courbe de la contrainte cohésive T = —( (u). Ainsi deux situations peuvent se
présenter :
e k = E/L est suffisamment grand et il existera toujours un point de fonctionnement
(stabilité),

e k= FE/L est petit ce qui conduit & un saut de solution (instabilité).
D’un point de vue énergétique, la deuxieme situation correspond a une énergie consommeée
par la séparation des deux éléments qui n’équilibre pas I’énergie stockée. La condition
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d’unicité de la solution pour ce cas s’écrit (upeqr est I'ouverture a contrainte maximale) :
¢
sup |=—| < — (1.10)

Sur le plan numérique, le probleme du saut de solution peut étre surmonté avec des
méthodes de régularisation. La méthode de régularisation dynamique est souvent utilisée
et se base sur la transformation de 1’énergie stockée dans la structure en énergie cinétique.

F1GURE 1.7 — Illustration unidimensionnelle du probleme d’instabilité d’un mo-
dele cohésif [Chaboche et al., 2001].

4.2 Point D2 : dépendance des chemins de fissuration au maillage

Le papier de [Tijssens et al., 2000] est le premier a avoir concretement mis en évidence
la dépendance des chemins de fissuration a la morphologie du maillage (FIGURE 1.8 a
gauche et au centre ). Néanmoins, ces auteurs ont remarqué que lorsque le calcul éléments
finis converge, la réponse macroscopique traction-ouverture reste indépendante de la taille
de maillage (FIGURE 1.8 a droite). Pour remédier au probleme de la dépendance spatiale
au maillage, plus particulierement quand le chemin de fissuration est inconnu a priori,
on peut utiliser une discrétisation respectant la propriété dite d’isopérimétrie, i.e. des
interfaces cohésives recouvrant toutes les orientations de l'espace. Les maillages dits "pin-
wheel tilling” développés par [Radin et Sadun, 1996] et utilisés par [Papoulia et al., 2006]
pour les zones cohésives permettent d’avoir des résultats satisfaisants puisqu’ils vérifient
cette propriété. Cependant, cette technique conduit a une dégénérescence de la qualité
des mailles éléments finis.

Les faces des éléments finis (arétes en 2D) sont les chemins de fissuration potentielles dans
la méthode des éléments finis cohésifs volumiques. La discrétisation doit étre alors isotrope
par rapport aux : i) orientations et distributions des interfaces ainsi que par rapport
aux ii) chemins de fissuration. L’isotropie du maillage par rapport aux orientations et
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FiGURE 1.8 — Non unicité des chemins de fissuration suivant la topologie du
maillage (a gauche) et convergence de la réponse globale (& droite) [Tijssens
et al., 2000].

distributions permettent de ne pas privilégier des chemins particuliers pour la fissuration.
L’isotropie par rapport a la fissure consiste a avoir une tortuosité qui reste indépendante de
I'orientation de ’angle d’une fissure réelle. Dans le cas d’une fissure rectiligne, on définit la
tortuosité comme étant le rapport entre la longueur d’une fissure réelle £, et la longueur
de la fissure numérique, qui suivra le chemin le plus court défini par les interfaces. En
notant L. (£, > L) la longueur de la fissure numérique, la tortuosité est définie par :

LC

T = - (1.11)
Pour un maillage structuré, cette tortuosité dépend fortement de 1’orientation de la fissure
puisque une telle discrétisation prévoit des chemins favorisés pour 'avancée de la fissure :
e.g. la tortuosité atteint ses valeurs optimales pour les orientations 0, w/4 et 7/2 pour
un maillage structuré en mailles carrées découpées en quatre triangles isoceles et qu’on
notera dans la suite "CTQ”! (FIGURE 1.9 en haut & gauche). Pour un maillage de type
Delaunay, cette dépendance devient moins importante (FIGURE 1.9 en bas).

4.3 Point D3 : la perte de raideur artificielle

L’insertion de zones cohésives dans toutes les interfaces d’une discrétisation éléments finis
s’avere efficace pour I'étude de la propagation des fissures. Cependant, cela induit une
souplesse additionnelle artificielle, qui est d’autant plus importante que le maillage est
raffiné. Pour illustrer cet aspect, considérons le cas simple 1D de deux éléments volumiques
séparés par une zone cohésive [Song et al., 2006; Turon et al., 2007] (FIGURE 1.10). La
condition d’équilibre statique s’écrit dans ce cas :

ot F est Peffort appliqué au bord de la structure (de section A et de longueur Lmesh), £V
le module de Young de la partie volumique, Cy la raideur normale cohésive et [u] le saut

1. CTQ pour Cross-Triangle Quadrilateral meshes



24 Quelques aspects de la mécanique de la rupture et de I’endommagement
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FiGURE 1.9 — Tortuosité en fonction de 'orientation de la fissure. En haut :
cas d'un maillage structuré. En bas : cas d'un maillage de type Delaunay avec
une distribution de Poisson des noeuds (& gauche) et cas d'un maillage de type
Delaunay avec relaxation par l'algorithme de Llyod [Lloyd, 1982] (au centre). Le
cas d'un maillage avec relaxation s’avere plus isotrope.

de déplacement. A partir de la définition de la déformation totale :

_ F/A  FJA
= 1.1
€ EM * C1NLmesh ’ ( 3)

le module d"Young apparent normé s’écrit sous la forme :

E_F/A_ € g_CNLmesh
EM — EMg  14¢ - EM T

(1.14)

D’apres I'équation (1.14), le réel £ semble étre le parametre clé pour controler la dépen-
dance des approches intrinseques au maillage. En effet, il est clair que la souplesse addi-
tionnelle disparait (E — EM) quand ¢ — +oo (FIGURE 1.10 & droite). Autrement dit,
I'introduction de MZCs intrinseques le long de tous les éléments n’influence pas 1’élasticité
macroscopique quand le parametre £ tend vers +oo.

Dans l'optique d’avoir des MZCs invisibles, i.e. faire disparaitre la souplesse addition-
nelle induite par leur présence, des criteres semi-empiriques portant sur le ratio £ ont été
proposés dans la littérature.
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F1GURE 1.10 — [llustration de la relation entre le module de Young apparent et la
taille de maillage dans le cas unidimensionnel : a gauche, une partie représentative
d’une discrétisation éléments finis 1-D avec une zone cohésive insérée entre deux
éléments, a droite, le module de Young apparent normé en fonction de la taille
du maillage.

Les travaux de [Turon et al., 2007] concernant la simulation numérique de déliminage
proposent de prendre £ > 50 afin d’avoir une perte de raideur élastique ne dépassant pas
2% (E/EM < 2%). En se basant sur des résultats numériques d’essais en traction et en
cisaillement, [Espinosa et Zavattieri, 2003] montrent que la vitesse des ondes élastiques
reste invariante a travers une ligne cohésive séparant deux milieux isotropes quand £ > 10.
De leur coté, [Tomar et al., 2004] ont proposé un critére sur les raideurs cohésives en
estimant la souplesse additionnelle pour un maillage de type CTQ en 2D. Leur critere est
obtenu en étudiant trois types de chargement différents : traction 1D, traction bi-axiale et
flexion. Afin d’illustrer leur procédure, on rappelle dans la suite la démarche suivie pour
le cas d'un chargement en traction et on donnera sans détails les résultats obtenus pour
les autres cas.

Considérons un domaine 2D discrétisé en M x N carrés (maillage CTQ). On note Liyesh la
taille de maille correspondant a la longueur du coté des carrés. L’idée consiste a calculer
Iénergie élastique du milieu cohésif-volumique discrétisé d’'une part et du milieu homo-
gene équivalent de I'autre part. L’énergie potentielle du milieu discrétisé, notée Uy, est la
somme de 1’énergie dans les éléments volumiques, notée U,, et I’énergie dans les interfaces
cohésives, notée U,. :

Uy = Uy +U,. (1.15)

En appliquant une traction homogene uniaxiale, o = ope, ® e,, on a :

2
U, =M x N x L? %0

= 1.16
mesh X 2 X E/ ( )

avec ' = EM sous 'hypothese des contraintes planes et £/ = EM/ (1 — (I/M)2) pour des
déformations planes, et ot I'on a noté vM le coefficient de Poisson du matériau. L’énergie
associée aux interfaces cohésives (raideur normale Cy et tangentielle Ct) est :

1 2<2+\/§L+\/§L>'

U. = M X N X Lesh X =0p 5O EWe (1.17)
N T

2
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D’autre part, ’énergie potentielle du milieu homogene équivalent est :

G MxNxr2, L% (1.18)
- mesh 2 E’, : :
L’identification des deux énergies U= U, + U, donne :
1 1 1 24+v2 1 21
=t val V2l (1.19)
E  FE' Ljeh 2 Cy 2 Ct

Afin d’estimer 'influence de 'incorporation des zones cohésives dans la discrétisation, la
perte de raideur associée est quantifiée par la norme suivante :

CYE-1E . (24V2 V20

(1.20)

ou o = 1 pour les contraintes planes et a« = 1/ (1 — (I/M)2) pour les déformations planes.
De la méme fagon on peut estimer deux autres pertes de raideur : Ry associée au cas d’'une
traction biaxiale et R3 pour le cas d'un cisaillement (cf. TABLE 1.2). Ainsi l'insertion de
zones cohésives n’influencera pas la raideur apparente du milieu si la condition suivante
est vérifiée : max (Ry, Ry, R3) < 1. Pour le cas d’'un modele cohésif avec Cy = Ct cela

conduit a :
V241
1 — M’

£>a (1.21)

Les criteres rappelés auparavant sont (semi) empiriques et se limitent a des situations
simples (chargements particuliers ou modélisation 1D ou 2D). Aucun travail n’est dispo-
nible dans la littérature permettant de généraliser ce genre de résultats a des situations
plus complexes. On propose dans le Chapitre 3 un critére pratique pour contro-
ler la perte de raideur artificiellement induite par les MZCs intrinseques. Le
nouveau critéere est applicable pour tout type de chargement et a des configu-
rations 3D.

4.4 Point D4 : calibration de la loi cohésive

Un modele de zone cohésive est défini par un ensemble de parametres ainsi que la forme de
la loi cohésive (par forme il faut comprendre la forme géométrique de la relation R — [u]).
L’utilisation des modeles de zones cohésives a longtemps suscité des questions sur le choix
de ces parametres, par exemple, combien de parametres faut -t il pour décrire une loi
cohésive 7 comment faut il les calibrer (propriétés matériaux ou pas) ? quel est l'effet de
la forme de la loi cohésive? Dans les travaux de [Tvergaard et Hutchinson, 1992], la
contrainte maximale que peut supporter le modele cohésif et ’aire sous la courbe de la loi
cohésive semblent étre les deux parametres clé des MZCs. D’autres auteurs ont ensuite
postulé qu’il suffit en général de deux parametres pour définir une loi cohésive (contrainte
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TABLE 1.2 — Estimation de la perte de raideur suivant les 3 modes de chargement
[Tomar et al., 2004] (G coefficient de cisaillement)

o =o0pe, e, oc=o0p(e; e, +e,ey) o = 200e, Q; e,
PN D
7
1/E—1/F 1-9)/E—(1—vM)/F 1/G—1/GM
1/E (1— M) /E 1/G
(2+V2 V20 B Cn Sa B Cn {a
_< 2 -0—70—1_)504 —(1+\/§C—T 1 _ M = \/§+C_T 11 oM

maximale et énergie de fissuration) et que la forme de la loi n’est pas importante. Cepen-
dant, ce point a été mis en doute par d’autres travaux. L’influence de la forme géométrique
de la loi cohésive a été abordée dans [Chandra et al., 2002] en comparant les résultats
obtenus numériquement sur la base d’une loi bilinéaire et exponentielle aux résultats ex-
périmentaux.

Une regle empirique souvent prescrite consiste a utiliser une loi triangulaire pour le cas de
la rupture fragile et une loi trapézoidale pour le cas ductile. La contrainte cohésive maxi-
male est souvent prise de 'ordre de 3 fois la limite d’élasticité du matériau et 1’énergie
cohésive est prise égale au taux de restitution d’énergie critique du matériau. Récemment,
[Richefeu et al., 2012] se sont servi de la technique de corrélation d’images numériques pour
déterminer le comportement local du matériau a 'aide de mesures cinématiques. Cette
démarche conduit a une méthodologie expérimentale efficace pour l'identification de la
loi cohésive. En étendant ce principe, [Wen, 2012] a proposé une méthodologie hybride
couplant mesures expérimentales et simulation numérique pour l'identification du com-
portement volumique ductile du matériau, de sa réponse surfacique adoucissante ainsi que
d’une taille caractéristique pour la calibration de la loi cohésive en guise de simulations
numériques. On propose dans le Chapitre 4 et le Chapitre 5 une méthodolo-
gie pratique pour la calibration des lois cohésives indépendemment de leurs
formes. Cette méthodologie concerne les matériaux fragiles comme ductiles.

5 Bilan du chapitre

Plusieurs approches ont été proposées dans la littérature pour la modélisation des méca-
nismes d’endommagement et de fissuration. Les grandes classes ont été brievement pré-
sentées dans ce chapitre : la mécanique linéaire de la rupture, la mécanique continue de
I’endommagement et les modeles de zones cohésives. La mécanique linéaire de la rupture
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se base sur le critere énergétique de Griffith et offre un critere pour la propagation des
fissures. Elle peut étre appliquée pour des cas simples de matériaux élastiques avec évolu-
tion quasi-statique. Cependant, elle ne permet pas de traiter le probleme de I'initiation et
I’évolution spatiale de la fissure. La mécanique de 'endommagement mesure 1’évolution de
I’endommagement en estimant la dégradation des propriétés élastiques du matériaux sain
via une quantité scalaire (endommagement isotrope) ou tensorielle (endommagement ani-
sotrope). Elle est confrontée au probleme de localisation de la bande d’endommagement.
Quant aux modeles de zones cohésives, ils étudient I’évolution de I’endommagement loca-
lement a travers une relation reliant la séparation des levres de la fissure a la contrainte
s’opposant a cette séparation. Ces modeles permettent de surmonter les limites de la théo-
rie de Griffith ainsi que de décrire les mécanismes de la fissuration en tenant compte de
la microstructure.

Sur le plan numérique, une dizaine de méthodes numériques ont été développées ces
dernieres années. Elle se basent sur des criteres énergétiques de type Griffith (érosion
des éléments, XFEM, etc) ou des criteres locaux de type cohésif (XFEM, éléments finis
cohésifs-volumiques). Les avantages et limites de la méthode d’érosion des éléments et de
la XFEM ont été exposés.

De nos jours, la méthode des éléments finis cohésifs-volumiques est largement utilisée
dans les codes de calcul. Cependant, différentes difficultés théoriques et numériques ont
accompagné son utilisation : dépendance des chemins de fissuration au maillage, perte
de raideur artificielle induite par les modeles cohésifs intrinseque, effet de la forme de
la loi, calibration des parametres cohésifs, etc. Un état de I'art de ce qui a été obtenu
dans la littérature ou reste a obtenir, a été rappelé, permettant de mettre I’accent sur les
motivations de cette these.



Chapitre 2

Le modele micromécanique

ans cette étude, [’estimation du comportement effectif d’un milieu
D volumique avec une collection de zones cohésives insérées entre
toutes les mailles d’une discrétisation de type éléments finis cohésifs-
volumiques repose sur l'introduction d’un composite continu "matrice-
inclustons”™ Le comportement effectif de ce composite est ensuite re-
cherché par une méthode d’homogénéisation variationnelle. Ce chapitre
décrit, dans une premiere partie, le principe de la modélisation, di
auz travauxr de [Acary et Monerie, 2006]. Dans une seconde partie,
le comportement des différentes phases du composite (éléments volu-
miques et zones cohésives) retenues dans cette étude est exposé en détail.
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1 Principe de ’approche

On considere une discrétisation éléments finis de type cohésifs-volumiques (EFCV) : des
zones cohésives intrinseques (i.e. avec une raideur initiale finie) sont insérées entre tous les
éléments volumiques du maillage. On note Z ’ensemble des zones cohésives et €2 le milieu
volumique. On appelle densité de maillage, dénotée Z, la densité des interfaces cohésives
correspondant au ratio entre la longueur (resp. la surface) totale des interfaces cohésives,
notée |Z|, et la surface (resp. le volume) des éléments volumiques, notée ||, pour une
configuration 2D (resp. 3D). Ainsi on a : Z = |Z|/|Q].

Discrétisation EFCV Composite "matrice-inclusions” Milieu effectif équivalent

= /\(/\\/\/\/\/

FI1GURE 2.1 — Méthode EFCV et principe du modele micromécanique. En haut,
le principe de I'approche [Acary et Monerie, 2006] : une discrétisation cohésive-
volumique (& gauche) est remplacée par un milieu homogene de méme compor-
tement que le comportement "volumique”, i.e. des éléments finis, et contenant
des inclusions lenticulaires distribuées et orientées aléatoirement de méme com-
portement que le comportement “cohésif”; i.e. des modeles de zone cohésive (au
centre). Le comportement du milieu équivalent (& droite) est recherché par une
technique d’homogénéisation. En bas, les lois de comportements : la loi de com-
portement du matériau est intégrée aux points de Gauss et le modele cohésif au
niveau des interfaces.

Le principe de la modélisation, dii aux travaux de [Acary et Monerie, 2006], est illus-
tré sur la FIGURE 2.1 : une discrétisation cohésive-volumique est considérée comme un
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milieu continu homogene contenant une distribution d’inclusions de forme ellipsoidale
aplaties ('penny-shaped’). Le milieu homogene, considéré comme une matrice, possede
le méme comportement durcissant des éléments volumiques alors que les inclusions pos-
sedent le comportement adoucissant du modele cohésif décrit par une loi de type traction-
séparation. Les inclusions ont la méme distribution spatiale que les interfaces cohésives
dans la discrétisation EFCV. Pour le cas d’'une discrétisation isotrope (maillage de Delau-
nay par exemple), les inclusions sont aléatoirement orientées et distribuées.

La définition d’un composite continu équivalent repose sur I'introduction d’une épaisseur
fictive e associée aux zones cohésives et sensée tendre vers 0. De plus, ’hypothese géomé-
trique suivante est retenue le long de cette étude :

Hypotheése (H1) : On suppose que les inclusions cohésives ont une forme oblate (forme
ellipsoidale aplatie) comme lillustre FIGURE 2.2. Pour le cas 2-D, cette hypothése n’aura
aucune conséquence sur le schéma d’homogénéisation retenu une fois le passage a la li-
mite e — 0 effectué. Pour le cas 3-D, les deux situations sont voisines, mais différentes
en toute rigueur.

D-4> DA+

FIGURE 2.2 — Hypothese géométrique de modélisation : pour une discrétisation
plane 2D (a gauche), les faces linéiques des éléments finis sont remplacées par
une ellipse. Pour une discrétisation 3D (a droite), les faces polyédriques sont
remplacées par des ellipsoides aplaties.

Pour les éléments volumiques, la relation entre la contrainte locale, o, et la déformation
locale, €, est définie par un potentiel de déformation w :

_ Ow
= 50
Pour les interfaces cohésives, la relation entre le vecteur contrainte, R, et le saut de
déplacement, [u], est définie par un potentiel en saut de déplacement ¢ :

_ 9

- O]
Le comportement effectif issu de cette décomposition (FIGURE 2.1 a droite) est recher-
ché par une technique d’homogénéisation. Ce comportement sera décrit par un potentiel
effectif ¥ reliant la contrainte macroscopique X et la déformation macroscopique E :

ow
L= (2.3)

o (2.1)

(2.2)
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Le cadre de la théorie de la déformation sera adopté lorsque nécessaire.

2 Milieu volumique avec des zones cohésives mixtes

2.1 Matrice élastique isotrope

Dans un premier temps, on se limite au cas d'un milieu volumique élastique isotrope
contenant une collection de zones cohésives. La loi constitutive de la matrice relie la
contrainte & la déformation par un tenseur d’élasticité du quatrieme ordre isotrope CM :

o=C":e avec CM=3kMJ+2uMK, (2.4)

ott kM et uM sont respectivement les modules de compressibilité et de cisaillement de la
matrice, et les tenseurs du quatrieme ordre J et K sont les tenseurs de la base d’isotropie
des tenseurs du quatrieme ordre symétriques (voir 'annexe A) donnés par :

1,. . .. 1. .
Lijw = §(zikzﬂ +2at,), J= gz ®t et K=I-17 (2.5)

ou % est le tenseur identité du deuxieéme ordre. La loi de comportement (2.4) peut étre
mise sous la forme matricielle suivante :

<

Oyy M) (M) (BM-2E) 0 0 0 o
Voa | = [ (B =37) (=) (ast) 000 | s
Vs 8 8 8 Q%M 2OM 8 V26

| V204, | _ 0 0 0 0 /é oM | - V2ey, |

(2.6)
Notons que les propriétés élastiques kM et uM sont liées au module de Young EM et au
coefficient de Poisson vM :

EM EM

Mo Mo
31—2M) M T M

(2.7)

2.2 Modéle de zone cohésive mixte

Dans ce travail, on postule une loi cohésive intrinseque traitant les modes de fissuration
mixtes. Soit nm le vecteur normal a l'interface cohésive, le plan transverse est défini par
les deux vecteurs orthogonaux (s,t). On note [u] = u* — u~ le saut de déplacement
(dit aussi ouverture) au niveau de la zone cohésive (ut et u™ sont les déplacements des
faces en vis-a-vis qui constituent les levres de la fissure créée) et R la contrainte cohésive
résistante a 'ouverture de la zone. Dans le repere local (n, s, t) associé a la zone cohésive,
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le saut de déplacement [u] et la contrainte cohésive R se décomposent en partie normale
et tangentielle :

[ul =unn+ur avec un=[u]-n et ur=[ul—un=ul-(t-—non)

2.8
R=Ryn+ Rt avec RN=R-n ¢ Rr=R-Ryn=R-(i—n®n). (2:8)

Pour un modele intrinseque, le saut de déplacement [u] et la contrainte cohésive R sont
reliés a travers un tenseur du second ordre de raideur cohésive initiale K et une quantité
liée a 'endommagement surfacique 3. Ce parametre d’endommagement évolue en fonction
de l'ouverture de la zone et peut étre exprimé en fonction de deux fonctions positives S
et NV, i.e. B =S8 oN (Ju]). La fonction S : Rt — [0, 1] est une fonction d’adoucissement
positive et décroissante et la fonction A : R® — R* est une fonction associant au vecteur
saut de déplacement une valeur scalaire. La loi cohésive est alors de la forme :

R=SoN([u)x K -[u] avec K=Cyn®n+Cr(i—n®n), (2.9)

ou Cy (resp. C7) est la raideur normale (resp. tangentielle) cohésive. La situation S o
N (Ju]) = 1 correspond & une zone vierge, 0 < S o N (Ju]) < 1 une zone partiellement
endommagée et S o N ([u]) = 0 une zone totalement rompue.

La contrainte cohésive (2.9) dérive du potentiel surfacique suivant :

UN HU'T” 8
o ([u]) = / SoN ([v]) Cyon -d'vN+/ SoN ([v]) Crvt-dvr  telle que = WZ]
0 0
(2.10)
Afin d’éviter tout saut de contrainte quel que soit les trajets de fissurations, le potentiel

¢ doit vérifier la condition de raccord C!, i.e. :

0? 0?
LA (2.11)
8uN8uT 8uT8uN
ceci est équivalent a vérifier la continuité en termes des contraintes :
OR OR
N T (2.12)

8uT B 8uN )

La vérification de cette condition implique que la fonction & dépend du saut de déplace-
ment effectif [Maalej et al., 2007] :

C
Ueff = \/Uﬁ. + C—;||UT||2- (2.13)

Ainsi, si 'on prend N : [u] — uef, le potentiel ¢ vérifie bien la condition de raccord
(2.11). Les surfaces ultimes a l'amorcage et a la rupture sont elliptiques (FIGURE 2.3).
Dans ce qui suit on suppose que cette condition est vérifiée et que :

R=S (Ueff) x K - [u] (2.14)
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Le potentiel surfacique ¢ peut étre alors exprimé en fonction de la variable scalaire u.f :

Ueff
© (uefr) = CN/ S (Vefr) Vet dVesr, (2.15)
0
et on peut définir une contrainte cohésive effective Reg dérivant de ce potentiel :
0 C
Reff = 14 = S (Ueff) CNUeff = S (Ueff) \/Rﬁl + —NH.RTH2 (2.16)
Ot Cr

Le lien entre le vecteur contrainte cohésive et la contrainte cohésive effective est :

Res Ct
R o (uNn+ N uT) . (2.17)
Pour une loi cohésive permettant d’atteindre la rupture (R = 0) (FIGURE 2.4), on peut
définir les deux ouvertures effectives &, et . telles que : la zone cohésive est saine si
Uef < 0q, I'endommagement débute pour ueg = d,, il évolue pour le cas 6, < ues < . €t
devient total pour ueg = d.. Quand la zone cohésive est totalement rompue (ues = 9.),
I'énergie cohésive (aire sous la courbe de la loi cohésive effective Res — teff, FIGURE 2.4)
atteint une valeur critique qu’on note ¢ = G..

ST

Q
*
Q
Q

. R
local failure surface

"
local damage jnitiation surface \\\
\\
\\
. )
9ez damage evolution
\

elasticity

AR failure G,

U

Uy

FIGURE 2.3 — Surface ultime elliptique a 'amorcage de la fissuration ¢ = ¢,
(courbe continue) et a la rupture ¢ = G, (courbe discontinue).

3 Le composite "matrice-inclusions cohésives” (MIC)

Les inclusions cohésives sont définies en associant aux MZCs une épaisseur fictive e. Cela
permet de définir une déformation, ", associée aux inclusions & travers I’épaisseur e ainsi
qu'un tenseur de raideur du quatrieme ordre, C®", pour la phase cohésive. La combinaison
de (2.14) avec la définition de la contrainte locale R = 0" - n conduit & l'expression
suivante de la contrainte cohésive [Acary et Monerie, 2006] :

O'COh =8 (Ueff) X (CNEl -+ CTKl) : ([u] X n) R (218)
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FIGURE 2.4 — Potentiel surfacique (a gauche) et la loi cohésive mixte dérivée (a
droite).

avec ®, est le produit tensoriel symétrisé (2a®;b = a;b; +a;b; pour deux vecteurs a et b),
et [E;, K; sont deux composantes de la base des tenseurs du quatrieme ordre symétriques
et isotropes transverses (voir ANNEXE A) :

E=m®n®non

L . . (2.19)
Ki=2(Js®Js +J: ®Jr) ol js=m®s8 et ji=nx,t.

En définissant la déformation au niveau de l'inclusion par [Michel et al., 1994; Kulkarni
et al., 2010] :
ul Qs n
_en (2.20)
e
un tenseur de rigidité du quatrieme ordre peut étre alors défini pour les inclusions cohé-

sives, a savoir :

o = C" (ug) : " avec CO" (ugr) = € X S (uesr) X (ONE; 4+ CTK)) . (2.21)

€C0h

Dans le repere local (n, s,t), cette loi s’écrit sous la forme matricielle :

Unn CN O 0 0 O 0 6nn

Ot O 0 0 0 0 O Ett

Oss 0 0 0 O 0 O Ess

\/ignt =eXxS8 (Ueff> X 0 0 0 CT 0 0 \/ignt (2.22)
V20 0 0 0 0 Cf O V260
| V3o, 0000 0 0 0][ vy

La définition cylindrique de la déformation (2.20) définit ainsi des inclusions de type
cylindrique ; cette définition est sans influence sur I’hypothese géométrique de la forme
ellipsoidale des inclusions, puisque une forme cylindrique reste équivalente a une forme
'penny-shaped’ quand 1’épaisseur disparait (e — 0).

La fraction volumique des inclusions f est mise alors sous la forme du produit de la densité
cohésive Z avec 1’épaisseur e :

f=exZ. (2.23)
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Dans la suite on cherche a déterminer : i/ le comportement effectif du composite MIC
élastique, i.e. matrice et inclusions élastiques (CHAPITRE 3), i/ le comportement effectif
du MIC fragile, i.e. matrice élastique et inclusions endommageables (CHAPITRE 4) et dii/
le comportement effectif du composite MIC ductile, i.e. matrice plastique et inclusions
plasto-endommageables (CHAPITRE 5).

4 Bilan du chapitre

L’approche retenue pour décrire le comportement effectif issu d’une discrétisation de

type éléments finis cohésifs-volumiques repose sur 'introduction d’un composite "matrice-

inclusions cohésives” équivalent. Ce composite est obtenu en associant aux zones cohésives
une épaisseur fictive destinée a tendre vers 0. Il contient deux phases :

e une matrice durcissante qui décrit le comportement des éléments volumiques sans
endommagement (élasticité, plasticité, viscosité).

e une collection d’inclusions cohésives adoucissantes dont dérive la relation mixte as-
sociée aux modeles de zones cohésives. Les modeles de zones cohésives décrivent les
processus d’endommagement depuis 'amorcgage des fissures jusqu’a la rupture totale.

On utilise dans cette étude une loi cohésive intrinseque, i.e avec raideur initiale, et mixte,

i.e. permettant de traiter les différents modes de la fissuration (normal, tangentiel et

mixte). L’évolution de 'endommagement surfacique est décrite a travers une fonction

décroissante qui dépend du saut de déplacement effectif.
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Chapitre 3

Comportement élastique

e comportement é€lastique homogene équivalent du composite
L "matrice-inclusions cohésives” (MIC) est borné par valeur infé-
rieure a l'aide de lestimation de Hashin-Shtrikman (HS). Une prise de
moyenne ad-hoc de l’estimation HS' et le passage a la limite au niveau
de l’épaisseur fictive permettent d’estimer les modules de compressibi-
lité et de cisaillement du milieu effectif. Dans le cas d’une microstruc-
ture isotrope, i.e. un matériau 1sotrope et des orientations équiprobables
des arétes, un critere rigoureur pour calibrer les raideurs cohésives est
obtenu. Ce critére est appliqué pour le cas des maillages plans (iso-
trope et structuré). Finalement, la pertinence de [’estimation HS obtenue
ainsi que la précision des criteres dérivés sont validées numériquement.
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1 Homogénéisation linéaire

Dans cette partie, 'endommagement n’évolue pas dans la structure. La zone cohésive est
vierge et la fonction d’adoucissement (2.14) vérifie : S (uefr) = 1 avec 0 < uer < J,. Les
inclusions ont alors un comportement élastique décrit par :

o =C®" g avec C©" =e x (CNE; + C1K)), (3.1)
et on rappelle que la matrice suit la loi élastique (2.4) :
o=C":e avec CM=3kMJ+2,MK.

Le composite MIC ne contient alors que des phases élastiques linéaires. Son comportement
effectif équivalent est recherché sous la forme :

»=C:E (3.2)

ol C est le tenseur d’élasticité effectif du milieu homogénéisé liant le tenseur contrainte
macroscopique, X, a la déformation macroscopique E :

1 1
Y=— / odV et E=_— u @, ndS. (3.3)
€ Ja 1€ Joo

Sous I'hypothese d’une microstructure isotrope, i.e. le comportement volumique est iso-
trope et la distribution des inclusions cohésives est équiprobable (cette situation corres-
pond au cas d’une discrétisation isotrope, e.g. triangulation de Delaunay), le tenseur ho-
mogene C est isotrope et s’exprime en fonction de deux parametres apparents : le module
de compressibilité effectif k£ et le module de cisaillement effectif p :

C = 3kJ + 27K. (3.4)

Le comportement macroscopique d’un milieu hétérogene dépend du comportement de ces
constituants ainsi que de la microstructure, i.e. leur distribution spatiale. A I’exception de
quelques cas simples (e.g. microstructure périodique), le détail de la distribution spatiale
des phases est inconnu ou compliqué a décrire en toute rigueur. Par conséquent, I'expres-
sion exacte du tenseur effectif C ne peut pas étre déterminé analytiquement. Le probleme
d’homogénéisation est ainsi appréhendé en construisant des bornes et des estimations du
module élastique macroscopique du milieu effectif C : estimation de Mori Tanaka (MT)
[Mori et Tanaka, 1973], estimation auto-cohérente (SC pour self-consistent) [Hill, 1965],
estimation de Hashin Shtrikman (HS) [Hashin et Shtrikman, 1963], estimation de Ponte
Castaneda Willis (PCW) [Ponte Castaneda et Willis, 1995], etc.

Dans cette étude, 'estimation du comportement du milieu effectif est asymptotiquement
obtenue a l'aide de la famille des estimations HS [Hashin et Shtrikman, 1963; Willis, 1977]
apres une moyenne adéquate sur les orientations et le passage a la limite e — 0. Dans ce
qui suit, il convient de noter CH® Pestimation de HS avant le passage & la limite et CM™
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I’estimation du tenseur effectif @, ie. C~ Chm = lir% CHS. On obtient alors pour le cas
e—

des inclusions aléatoirement orientées et distribuées (voir ’ANNEXE B) :

Crom — Tim € = Tim [eZ(C" : T) + (1= eZ)C"| : [e2(T),, + (1 - e2)]]

(3.5)
o T = (C*(w,n) +C®"(n))~" : (C*(w,n) + CM) et C*(w,n) est le tenseur d’influence
de Hill qui dépend d’un milieu de référence C° et du rapport d’aspect w des inclusions
ellipsoidales et (o) , correspond a la moyenne sur toutes les orientations de I'espace. Cette
moyenne est équivalente a la projection sur la base d’isotropie des tenseurs du quatrieme
ordre [Gatt et al., 2005], i.e. pour tout tenseur du quatrieéme ordre A on a :
OZJHAJ—FK“AK (3.6)
J:J K:K

D’autres prises de moyenne pouvant étre envisagées dans le cas d’inclusions avec une
distribution différente de leur orientation (voir ’ANNEXE B).

(A)

Notons a ce niveau que différentes estimations ou bornes sont obtenues suivant le choix
du milieu de référence C° comme l'illustre FIGURE 3.1.

Puisque le tenseur C°" < C™ quand e tend vers zéro ! (voir I'équation (2.21)), 'estimation
de Mori-Tanaka (MT) (équivalente dans ce cas a la borne supérieure de Hashin-Shtrikman)
est obtenue pour le cas C° = CM. Ce choix du milieu de référence conduit apres passage
4 la limite e — 0 au résultat trivial C™™ = CM. Le méme résultat est obtenu pour le cas
implicite C° = C"™™ correspondant au schéma auto-cohérent (AC) ou encore en utilisant
le schéma de [Ponte Castaneda et Willis, 1995]. On s’intéresse dans cette étude a la borne
inférieure de Hashin-Shtrikman, C° = C®". Le tenseur T se réduit alors & :

T=T (Ccoh) =1+ P (Ccoh) . ((CM . Ccoh) )
Tous développements faits, le développement de Taylor du tenseur d’élasticité HS au
voisinage du point e = 0 est :

14
CcHs = [(3W —2ZkMe) J + <2MM — ﬁZ/Ne) K + o(e)] :

Cn 15CNCr
h K
[(CN + kMZ - g(€)> I (15CNCT + 12C0NZpM + 40T ZpM + (e)) + 0(6)}

avec g(e) et h(e) deux fonctions linéairement proportionnelles a ’épaisseur e. Les détails
techniques des différentes formules et étapes du calcul de I'estimation HS sont exposés
dans ’ANNEXE B. Finalement, le passage a la limite e — 0 permet de dériver I'expression
du tenseur d’élasticité effectif :

(Chom ((CM, CCOh) — 3khomJ + 2,uhomK avec

(3.7)

om _ Sk On
= T e &= g (3.8)
luhom — gli ,LLM avec € — 15 ON
1+¢, H4(1 + 30N/ Cr) ZpM

1. égalité a comprendre au sens quadratique, i.e. a : C®":a <a:CM: apour tout tenseur du second
ordre non nul a.



Homogénéisation linéaire 43

; : Phase molle o ;
| Trés mou ) X Milieu effectif Phase dure Trés dur
L (inclusions) . PRt (matrice)'ir .

Téo A0 1€ £o

|

< mMT=HS+ < V

F1GURE 3.1 — Illustrations des différentes bornes et estimations du tenseur HS
selon le choix du milieu de référence C° : R borne de Reuss, V borne de Voigt, HS+
borne supérieure de Hashin Shtrikman correspondant dans le cas de notre étude
a estimation de Mori Tanaka MT, HS- borne inférieure de Hashin Shtrikman
et AC estimation obtenue par le schéma autocohérent (d’apres [Bornert et al.,
2001)).

On rappelle que, si la condition d’une microstructure isotrope est vérifiée, les coefficients
khom et pho™ sont des bornes inférieures i.e. :

Ehom < k< kM et phom < i< M. (3.9)
Pour le cas de notre modélisation, ’aspect borne inférieure est assuré pour le cas d'une
discrétisation 2D avec un maillage isotrope (e.g. Delaunay). Pour les autres cas, i.e. une
discrétisation 2D non isotrope (e.g. maillage structuré) ou le cas d’une discrétisation 3D,
le tenseur C'"™ est seulement une estimation et non une borne inférieure en toute rigueur
a cause de I’hypothese géométrique H1 retenue dans cette étude.

L’énergie macroscopique du milieu volumique-cohésif estimée par le schéma HS est alors :

§ 5//' M E2

_9 gk M M
21+¢, 7

U (E) == EME?
() 21+ & mt

(3.10)

ou En, (resp. Eeq) dénote la partie hydrostatique (resp. équivalente) du tenseur de défor-
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mation macroscopique E :

1 2
En= gtr (E) et Eegq = UgE K:E. (3.11)

L’énergie effective (3.8) est une borne inférieure pour le cas d’'un maillage isotrope 2D
puisque I'hypothese géométrique H1 n’a pas d’influence sur la vraie forme géométrique
des zones cohésives, et une estimation convenable pour le cas des maillages 2D anisotropes
et pour le cas des maillages 3D (structurés ou isotropes). Ce point est mis en évidence
numériquement dans la partie suivante.

L’équation (3.8) montre que si 'on incorpore des zones cohésives a raideur tangentielle
nulle partout dans une discrétisation EFCV, le comportement global ne possede pas de
résistance en cisaillement "™ — 0. De plus, on constate que la forme de 'expression des
modules élastiques apparents est identique a celle obtenue pour le cas unidimensionnel
(2.11) avec des pré-facteurs &, &, a la place de £. D’une fagon générale, la perte de raideur
élastique est d’autant plus négligeable que ces pré-facteurs tendent vers l'infini : e.g. si
I'on tolere que l'insertion des zones cohésives perturbe 1’élasticité globale de moins de 5%

alors on a :
khom

- = 0.95 est assurée pour & > 20
om (3.12)

a > 0.95 est assurée pour §, > 20.

I

Cela définit un critere pour la calibration des raideurs cohésives en fonction des propriétés
du matériaux et des caractéristiques du maillage. D'un point de vue pratique, et dans
I'optique de définir des “criteres d’usage ingénieur”pour les raideurs cohésives, on exprime
I'estimation du module de Young et de coefficient de Poisson macroscopique issue du
schéma HS. En inversant (2.7), 'expression du module de Young et du coefficient de
Poisson est :

M

Ehom _ gkhomuhom ot Vhom _ Bkhom - 2,uhom (3 13)
Bkhom + Mhom’ 2 (Bkhom + Mhom) : :

Les mémes relations sont obtenues pour EM et vM en remplacant les exposant hom par
mat. Les expressions (3.13) combinées avec (3.8) conduisent a :

Erem & 5 Cn
BN e ¢ ST I umehon S B2
vhom 15CM + (-1 420\ /Cr)EMZ

M 15CNM + (3 + 4Cy/Cr) EMZM

(3.14)

Il convient de rappeler a ce stade que, méme si les modules de cisaillement et de com-
pressibilité obtenus par le schéma HS sont des bornes inférieures pour une microstructure
isotrope, les deux propriétés macroscopiques EM"™ et '™ issues du méme schéma HS, ne
sont pas forcément des bornes du module de Young et du coefficient de Poisson effectifs,
mais seulement des estimations.
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On associe ensuite au module de Young et au coefficient de Poisson une perte de raideur
R = E™™/EM et r = vM°m /UM Te cas idéal R = 1, i.e. des zones cohésives sans perte
de raideur apparente pour le module de Young, ne peut pas étre atteint. Cependant pour
une perte de raideur fixée R € [0, 1], le parametre Cy/EMZ est implicitement borné par
valeur inférieure en fonction du ratio Cy/Ct :

Cn _ 1 R 4Cy
EMom — REM >__ T (2 1
R :EMZ_Sl—R< +30T) (3.15)

D’autre part, l'estimation HS permet d’avoir r = 1, i.e. le coefficient de Poisson apparent
est le méme que celui de la matrice, ce qui conduit a un critere pour la calibration du
ratio Cn/Cr :

hom Mj@:11+3y“ﬂ.
Cr 21-—2M
Il en découle que la calibration des raideurs cohésives suivant les relations (3.15) et
(3.16), dans les expressions (3.8) et (3.14), conduit & la méme perte de raideur apparente
pour tous les coefficients élastiques, i.e. :

(3.16)

k,hom hom Ehom

_u
kM_,uM_EM

— R. (3.17)

Un résultat similaire a (3.17), basé sur une modélisation cohésive micromécanique de
I'endommagement et des MZCs de type [Barenblatt, 1962] ne s’ouvrant qu’en mode nor-
mal, est proposé dans les travaux de [Li et Wang, 2004] comme condition de fermeture
pour un schéma d’homogénéisation de type auto-cohérent.

La combinaison de l'inégalité (3.9) et de la relation (3.17) permet de borner les modules
de compressibilité et de cisaillement :

REM <k <kM et RuM << M. (3.18)

Plus pratiquement, on peut dériver une borne inférieure pour le module de Young apparent
E et le coefficient de Poisson apparent v pour la cas d’une microstructure isotrope. En
effet en utilisant la relation (3.13), on a :

E ki 3kM 4 M
TR i (3.19)
EM  3k+pn EM M

et par (3.18), on obtient : B
R*EM < E. (3.20)

De la méme facon le coefficient de Poisson apparent peut étre minoré :

1 1— M _
— - <. .
2(1 = >_u (3.21)

Ainsi 'utilisateur dispose d’une estimation a priori de la perte d’élasticité induite par un
modele cohésif intrinseque : en tolérant a priori une perte de raideur de 5% par exemple,
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ie. R = 95%, on est str que la perte de raideur apparente n’excede pas 5% pour les
coefficients de cisaillement et de compressibilité effectifs, i.e. 95%kM < ket 95%uM < 11,
et d’environ 10% pour le module de Young effectif, i.e. 900%EM < E. Cette perte de raideur
dépend du coefficient de Poisson de la matrice pour 7, e.g. si ¥M = 0.3, la perte de raideur
apparente au niveau du coefficient de Poisson n’excede pas 3.5% pour la méme perte de
raideur R = 95%. La précision de ces résultats est discutée dans la partie numérique
(CHAPITRE 4).

2 Critere pratique sur les raideurs cohésives et les
longueurs des ondes élastiques

La densité de maillage Z est inversement proportionnelle a une longueur. On montre qu’on
peut I’écrire sous la forme :

Y
Lmesh

7 = : (3.22)

ol 7y est un parametre lié a la morphologie du maillage (cf. ANNEXE C). En com-
binant (3.22), (3.15) et (3.16), on définit un critére pratique pour la calibration des
raideurs cohésives en fonction de la taille de maillage Lynesn étendant ainsi les résultats
semi-empiriques disponibles dans la littérature [Espinosa et Zavattieri, 2003; Tomar et al.,
2004; Turon et al., 2007] :

CYNLmesh R 1 CN 11 + 3VM
> Y et — = -—7:.
EM 1— R3(1—2uM) Cr 21— 2M

(3.23)

Le critere (3.23) assure une perte de raideur pour les vitesses d’ondes élastiques moins
importante : si la perte de raideur pour les propriétés élastiques est de 'ordre de R < 1,
la perte de raideur pour la vitesse de propagation des ondes élastiques est de l'ordre de
RY? > R. En effet, si 'on suppose que la densité volumique p'"™ est la méme que celle
de la matrice pM, les vitesses apparentes des ondes longitudinales, cg4, et de cisaillement,
cs, sont :

3EM 4 4uM

= \/—3khom - Apr =VR (par (3.17))
(3.24)

= VR (par (3.17)).

En tolérant par exemple une perte d’élasticité globale de 5%, i.e. R = 95%, on tolere une
réduction des vitesses des ondes élastiques de moins de 3% (VR =~ 0.97%).
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3 Application aux maillages plans

3.1 Maillage plan structuré

Considérons le cas d’un maillage carré coupé en 4 triangles isoceles (dit "Cross-Triangle
Quadrilateral meshes” et que 'on a noté CTQ). Dans la suite et a 'exception d’indication
inverse, cette discrétisation sera désignée par un maillage structuré (FIGURE 3.2 a gauche).
La taille de maillage Lmesh correspond a la longueur du plus grand coté des triangles. Pour
cette morphologie, la valeur du parametre v est déterministe et vaut pour un maillage
raffiné : v = 2 (1 + \/5) (cf. ANNEXE C). Un critere d’'usage pour le cas d’'un maillage
plan structuré avec une perte de 5% est alors :

CNLmesh 30 CT 1 —2vM .
EM =1 2]/M et O_N = 2m malllage CTQ (325)

L mesh

FIGURE 3.2 — Maillage structuré CTQ (& gauche) et maillage de type Delaunay
(a droite).

3.2 Maillage plan de type Delaunay

Pour ce type de maillage (FIGURE 3.2 a droite), la taille des arétes et la densité de maillage
sont stochastiquement déterminées a ’aide d’une fonction de densité de probabilité (voir
I’ANNEXE C). Pour cette discrétisation, on définit la taille de maillage par :

[ A
Lmesh = 2 )
" V3N,

avec N; le nombre de triangles de la discrétisation et A 'aire du domaine maillé. Autre-
ment dit, une triangulation Delaunay a NV; triangles est remplacée par une triangulation
contenant V; triangles équilatéraux. On obtient que v = 3.64 (voir 'ANNEXE C). Un
critere d’usage pour le cas d’'un maillage Delaunay avec une perte de 5% est alors obtenu :

ONLmesh 23 CT 1— 21/M .
M > Y et On QW maillage Delaunay (3.26)
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4 Validation numérique

La plateforme numérique Xper [Perales et al., 2008, 2010] est utilisée pour la validation
des différents résultats obtenus analytiquement dans la partie élastique. Dans le cadre de
la méthode des éléments finis cohésifs-volumiques, le logiciel Xper permet une mise en
ceuvre numérique de 'amorcage et de la propagation des fissures sans criteres d’amorgage
adéquats. Les simulations numériques sont effectuées en 2D sous 'hypothese des défor-
mations planes. La géométrie considérée se réduit a des cellules carrées de dimensions : 1
(m) x1 (m) soumises a des conditions aux limites cinématiques (déformations homogenes
sur le bord). On cherche a mettre en ceuvre la précision des modules macroscopiques pré-
dits par l'estimation HS (3.5) ainsi que la pertinence des criteres (3.25) et (3.26) pour
la calibration des raideurs cohésives afin de limiter la souplesse artificielle due aux lois
cohésives intrinseques.

4.1 Pertinence de 'estimation HS

Les résultats représentés sur la FIGURE 3.3 concernent les coefficients de compressibilité et
de cisaillement macroscopiques obtenus par homogénéisation numérique (symboles carrés)
et ceux prédits par le modele analytique HS (3.5) (courbes continues) pour différentes
valeurs du ratio Cy/Ct. Le cas d’'un maillage structuré de type "carré avec triangles
croisés” (CTQ) est considéré. Les résultats numériques montrent que le coefficient de
compressibilité effectif k"™ n’est pas sensible au ratio Cy/Ct (FIGURE 3.3 en haut)
contrairement au coefficient de cisaillement p"™ (FIGURE 3.3 en bas) : la perte de raideur
effective en terme du coefficient de cisaillement est d’autant plus importante que le ratio
Cn/Ct est grand. Ces résultats sont en parfaite adéquation avec le résultat analytique
obtenu par I’équation (3.8). De plus, on constate que 'estimation analytique du coefficient
de cisaillement obtenu par le schéma HS (3.8) est trés minorante lorsque le ratio Cy/Ct
augmente (FIGURE 3.3-bas, courbe noir-gras).

La précision des modules prédits analytiquement est illustrée sur FIGURE 3.4 pour le
cas d’'un maillage isotrope (maillage de type Delaunay) en symboles carrées et le cas
d’un maillage anisotrope (maillage "CTQ”) en symboles circulaires. On constate que le
résultat obtenu est une borne inférieure rigoureuse pour le cas d’'un maillage 2-D isotrope
(symboles avec des barres d’erreur) et ne peut étre qu'une estimation pour le cas d’'un
maillage anisotrope (symboles fermés) puisque cette topologie de discrétisation ne vérifie
pas en toute rigueur la propriété d’isotropie de la distribution des interfaces cohésives. Le
cas d'un maillage anisotrope induit plus de perte de raideur que le cas isotrope. Notons
aussi qu’il existe une valeur minimale de ; et £, et donc de Cy pour laquelle la perte de
raideur globale ne dépasse pas 5% (lignes discontinues). Ce résultat confirme le résultat
obtenu analytiquement (3.12).
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FiGURE 3.3 — Modules élastiques apparents normés obtenus numériquement
(symboles carrés) et prédiction du modele analytique (3.8) (courbes) pour diffé-
rents ratio C/Ct : module de cisaillement (en haut) et de compressibilité (en
bas) : Cy/Ct = 1/3 carrés et courbe en gris, Cn/Ct = 1 carrés et courbe en
discontinue et C\/Ct = 3 carrés et courbe en noir.

Données matériaux : EM = 119 (GPa), vM = 0.3.

Données numériques : taille de maillage Limesh = 0.05 (m) ; éléments finis linéaires.

4.2 Précision des criteres sur les raideurs cohésives

La précision des criteres obtenus est validée numériquement en calculant 1’énergie globale
d’une cellule carrée maillée avec des zones cohésives insérées partout. La cellule 2D est
soumise a une traction équibiaxée. Les propriétés du matériau et de la loi cohésive sont
données dans TABLE 3.1. Le premier test (FIGURE 3.5) concerne la comparaison de I’éner-
gie globale pour le cas d’'une discrétisation avec un maillage de type Delaunay. Afin de
tester la pertinence du modele prédit analytiquement, on tolere deux valeurs pour la perte
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FIGURE 3.4 — Modules élastiques apparents normés issus d’une modélisation
cohésive-volumique avec un modele intrinseque (cas Cy = C7) : en haut, le
module de compressibilité, en bas, le module de cisaillement. Estimation (3.8)
(en gras), critere (3.12) (en discontinu) et résultats numériques pour un maillage
Delaunay (triangles avec variance) et un maillage "cross-triangle quadrilateral”
(cercles).

Données matériaux : EM = 119 (GPa), vM = 0.3.

Données numériques : taille de maillage Limesh = 0.05 (m) ; éléments finis linéaires.

de raideur effective : 0.01% (courbe continue noire) et 0.15% (courbe continue grise). On
calibre ainsi les raideurs cohésives Cly et Ct suivant le critere (3.23) et on compare I'éner-
gie élastique macroscopique obtenue numériquement a celle obtenue par l'estimation HS
(courbes en discontinues) ainsi qu’a ’énergie élastique d’un milieu homogene sans zones
cohésives (courbe en rouge). On remarque que : i/ en calibrant les raideurs cohésives avec
une perte de raideur plus grande (R plus petit), les zones cohésives induisent plus de sou-
plesse : le cas R = 99% conduit & un écart entre 1’énergie macroscopique avec des MZCs
et I'énergie sans MZCs qui n’est pas trop grand (courbes noir et rouge) alors que le cas
d’une calibration en fixant la perte de raideur & R = 85% rend cet écart non négligeable
(courbes grise et rouge).

Le deuxiéme résultat (FIGURE 3.6) concerne la comparaison de 'énergie globale pour
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TABLE 3.1 — Propriétés volumiques du matériau étudié (en haut) et calibration
des raideurs cohésives suivant le critere (3.23) pour une perte de raideur tolérée
de 0.01%(R = 99%) et 0.15%(R = 85%) (en bas).

Propriétés volumiques EM — 103MPa M =103

Propriétés cohésives Cn(MPa/mm) Ct(MPa/mm)

R =99% Delaunay 1.62 x 107 6.80 x 10°
structuré 7.96 x 10° 3.35 x 106

R =85% Delaunay 9.25 x 10° 3.9 x 10°
structuré 4.56 x 10° 1.92 x 10°
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FIGURE 3.5 — Evolution de I’énergie élastique macroscopique en fonction de la
déformation macroscopique pour un maillage Delaunay. En rouge, le résultat
obtenu pour un milieu volumique sans zones cohésives. En noir (resp. gris) les
résultats obtenus pour le cas d’un milieu volumique avec des zones cohésives
insérées partout pour une perte de raideur tolérée de 0.01% (resp. 0.15%) et
dont les raideurs cohésives sont calibrées suivant le critere (3.23). Le résultat
numérique est tracé en courbe continue et le modele prédit par I'estimation HS
(3.5) est tracé en courbe discontinue.

Données matériaux et cohésives : cf. TABLE 3.1.

Données numériques : taille de maillage moyenne Lyesn = 0.02 (m); éléments
finis linéaires.

le cas d’une discrétisation en mailles "carrées-triangles”, supposée conserver l’isotropie
du maillage, au modele analytique. On obtient les mémes résultats que le cas précédent
concernant la pertinence des criteres pour la calibration de la raideur cohésive. On re-
marque aussi que 1’énergie macroscopique obtenue analytiquement (courbes noire et grise
continues) n’est plus une borne inférieure mais seulement une estimation convenable du
comportement effectif vu que la propriété d’isotropie de la distribution des interfaces cohé-
sives n’est pas vérifiée pour ce type de maillage. Cependant, on peut affirmer que, méme si
le maillage CTQ ne peut pas étre considéré en toute rigueur comme un maillage isotrope,
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le calcul numérique montre que la perte de raideur est bien controlée pour les deux types
de maillage une fois que les raideurs cohésives calibrées a ’aide des criteres obtenus dans
cette étude. La FIGURE 3.7 met en comparaison les résultats obtenus numériquement
pour les deux types de maillages, isotrope et anisotrope, pour la méme densité des zones
cohésives Z. Le résultat obtenu confirme que le critere obtenu (3.23) est plus rigoureux
pour les cas d’'un maillage isotrope que le cas d’un maillage structuré : la souplesse induite
par le maillage structuré (courbes discontinues) est plus grande que le cas d’un maillage
de type Delaunay (courbes continues). Cette différence est d’autant plus visible que la
valeur de R devient petite.
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FIGURE 3.6 — Evolution de I’énergie élastique macroscopique en fonction de la
déformation macroscopique pour un maillage structuré. En rouge, le résultat
obtenu pour un milieu volumique sans zones cohésives. En noir (resp. gris) les
résultats obtenus pour le cas d’un milieu volumique avec des zones cohésives
insérées partout pour une perte de raideur tolérée de 0.01% (resp. 0.15%) et
dont les raideurs cohésives sont calibrées suivant le critere (3.23) avec v =
2 (\/Q + 1). Le résultat numérique est tracé en courbe continue et le modele
prédit par 'estimation HS (3.5) est tracé en courbe discontinue.

Données matériaux et cohésives : c¢f. TABLE 3.1.

Données numériques : taille de maillage Lmesn = 0.05 (m) ; éléments finis linéaires.

5 Bilan du chapitre

L’estimation du comportement effectif du composite MIC élastique est analytiquement
obtenu a l’aide du schéma HS apres le passage a la limite au niveau de I’épaisseur fictive
e (Eq. 3.5). Les principaux résultats de cette partie sont :

e Pour le cas d'une discrétisation EFCV plane isotrope, la condition d’'une microstruc-
ture isotrope est vérifiée et l'estimation HS obtenue (Eq. 3.5) est une borne inférieure
rigoureuse pour les modules élastiques effectifs du MIC. Pour les autres types de discré-
tisation, la microstructure n’est pas rigoureusement isotrope (discrétisation 2D ou 3D
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FIGURE 3.7 — Validité du critére micromécanique obtenu pour différents types
de maillage : maillage Delaunay (resp. structuré) en courbe continue (resp. dis-
continue) pour R = 99% en noir et R = 85% en gris.

Données numériques : densité de maillage Z ~ 190 m~!; éléments finis linéaires.

structurée), ou la microstructure est isotrope mais la forme géométrique des inclusions
n’est pas identiquement celle des interfaces cohésives (discrétisation 3D isotrope). Pour
ces configurations, les modules obtenus (Eq. 3.5) ne sont plus en toute rigueur une borne
inférieure, néanmoins, ils peuvent étre considérés comme une estimation convenable des
propriétés effectives. Ce point est validé numériquement dans ce chapitre.

e [’estimation des modules apparents permet d’avoir une idée sur la perte de raideur
pour les modules de compressibilité et de cisaillement (Eq. 3.12) et pour le module de
Young et le coefficient de Poisson (Eq. 3.14). Cette estimation dépend des propriétés
du matériau, des raideurs cohésives initiales et de la densité de maillage.

e En fixant a priori la perte de raideur tolérée par 'utilisateur R, une analyse inverse
conduit a un critere pratique pour la calibration de la raideur cohésive normale, Cy,
et tangentielle, Ct (Eq. 3.23). Ce critere est donné en fonction du parametre densité
de maillage Z, qui dépend de la taille de maillage (Lmesn) et de la morphologie de
la discrétisation (). Ce dernier parametre est calculé d’une fagon déterministe pour
les maillages plans structurés et d’une fagon stochastique pour les maillages de type
Delaunay. Le critere obtenu est ensuite re-écrit pour le cas des discrétisations planes
en fonction de la taille de maillage et des parametres du matériau (Eqgs. 3.26 et 3.25)
étendant ainsi les criteres (semi-) empiriques obtenus dans la littérature.

Les résultats obtenus sont validés numériquement a l’aide de la plateforme Xper. La

pertinence de I'estimation HS ainsi que la précision des criteres établis sont illustrées pour

les deux types de maillage.
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Chapitre 4

Rupture fragile

n s’intéresse dans ce chapitre a [’estimation du comportement
O effectif du composite MIC' fragile, i.e. matrice élastique linéaire
avec des MZCs non linéaires, en s’inspirant de la méthode varia-
tionnelle de [Ponte Castaneda, 1991] et de [extension de [’estima-
tion HS. Dans un premier temps, la formulation du probléme non
linéaire a résoudre est présentée. Des relations explicites entre les
propriétés effectives et les parametres locauxr de la loi cohésive sont
ainst obtenues. Ensuite, le modele micromécanique est appliqué pour
différentes formes de lois cohésives. Dans une derniére partie, une
analyse inverse des relations locales-globales permet d’obtenir des cri-
teres pratiques pour la calibration des parameétres cohésifs endom-
mageables (contrainte maximale et énergie de fissuration). Le ré-
sultat obtenu est wvalidé numériguement avec la plateforme Xper.
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1 Homogénéisation : formulation du probleme non
linéaire

Dans l'optique d’étudier le comportement effectif des matériaux quasi-fragiles, la matrice
est supposée garder son comportement élastique linéaire alors que les zones cohésives ont
un comportement adoucissant décrit par la loi non linéaire suivante :

R = 5% (ug) K -[u] avec 0< S (ueg) <1,V < Uegr < e (4.1)

Le comportement effectif du milieu cohésif-volumique est obtenu par une technique d’ho-
mogénéisation non linéaire. Le principe de I'approche [Ponte Castaneda, 1991; Ponte Cas-
taneda et Willis, 1995] est étendu dans cette étude au cas d'un potentiel non linéaire
surfacique. L’idée consiste a remplacer le composite cohésif-volumique non linéaire par un
composite linéaire de comparaison (CLC) ayant la méme microstructure et dont le com-
portement non linéaire du potentiel surfacique est "optimalement” linéarisé. Le schéma
d’homogénéisation linéaire HS est ensuite utilisé pour estimer le comportement homogene
du CLC. La condition d’optimalité se base sur la description de la phase non linéaire
par son module sécant évalué au second moment du saut de déplacement effectif. Cette
approche est équivalente a la méthode sécante modifiée [Suquet, 1995; Ponte Castaneda
et Suquet, 1998]. L’application de I’approche variationnelle de Pedro Ponte Castanneda
(PPC) au cas d’'un potentiel surfacique est développée en détails dans ’ANNEXE B.

La raideur cohésive sécante est alors évaluée au second moment du saut de déplacement

effectif ,/<usz>z ;
R 5% (. /<ugﬁ>z) K- [u]. (4.2)

On cherche dans ce chapitre a appréhender le comportement effectif du CLC, noté Cgom.
En considérant des trajets de chargement monotones et radiaux dans ’espace des dé-
formations macroscopiques, la contrainte macroscopique X est reliée a la déformation
macroscopique E imposée par la loi effective : ¥ = (C8°m (E) : E. Le comportement effec-
tif, (C8°m, est obtenu en utilisant la borne inférieure de I'estimation HS introduite dans la
partie linéaire élastique, i.e. :

Chom = Chom (CM, CM)  avec  CZN = € (. /<u§ﬁ>z) (4.3)

ot C" est donné par (2.14) et la moyenne quadratique <usz>I est calculée en utilisant
le résultat général sur les composites linéaires [Kreher, 1990; Maalej et al., 2007] :

d(E:C)P™: E) ﬁa(E:CBW‘:E)) (4.4)

<Ufo> = 1 +
=7 93Cn Cn 93Cy
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ol 'expression du tenseur effectif du CLC est :

hom __ gk M o ﬁCN

0 _1+€kk ooavee &= (45)
,uhom _ £M ,LLM avec g _ 15 BON '

0 1+¢," 7 " 4(143CN/Cr) ZuM

avec 3 = §«h <, / <ugff>z) le parametre d’endommagement surfacique.

Les étapes de I’homogénéisation non linéaire peuvent étre résumées dans le schéma sui-
vant :

Entrée : E
1

étape 1 : second moment du saut de déplacement : ,/<u§ff>1 = \/ ED [E: Cchom E]
étape 2 : évaluation du tenseur cohésif sécant : CEF = e x S©"(4/ (uZe);) % (CNE; + CTK;)

5

| Sortie: £ =C{°":E, parleschéma HS (4.5)
(4.6)
Oe CT Oe

ou l'opérateur de dérivation D est défini par : D[e] = 950, + Cn 50
N N T

Une fois les dérivées de l'énergie macroscopique E : (Cg°m : E par rapport a SCy et
BCt calculées, on calibre les raideurs cohésives Cy et Ct au moyen du critere (3.23)
dans l'optique de réduire la perte d’élasticité. Le schéma de résolution (4.6) conduit a
I’équation scalaire non linéaire satisfaite en terme du parametre d’endommagement S :

3 1-R 1—2uM
3=8"|o———— /B, + ——F2 |. 4.
p=s <Z1+(6—1)R\/m+2+2y'\" = (4.7)

Notons & ce stade que si R = 1, le parametre d’endommagement vaut 3 = S©" = 1. En
I’absence d'une perte de raideur apparente tolérée, 'endommagement n’évolue jamais et
le matériau reste toujours sain indépendamment du chargement imposé (la réponse est
toujours élastique). Pour le modele proposé, cette situation n’est pas en question : le para-
metre perte de raideur tolérée R ne doit pas atteindre la valeur R = 1, sinon ’expression
de la raideur cohésive initiale Cy est non bornée (voir (3.23)). Ainsi une fois la perte de
raideur R < 1 fixée, I’évolution de 'endommagement est assurée et elle est mesurée en
fonction de la partie hydrostatique et déviatorique du chargement imposé. D’autre part,
on peut constater que si le matériau est incompressible, vM — 0.5, I’évolution de I’endom-

magement dépend seulement de la partie hydrostatique des déformations macroscopiques
Em.
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2 Lien entre les parametres cohésifs locaux et les pa-
rametres globaux

A T'instar des propriétés effectives cohésives ueg et Reg, on introduit la notion de défor-
mation et contrainte macroscopiques effectives Eq et Yeg respectivement :

/ [E: CM
Eerr =/ EZ + %—MEE_q = (4.8)

ol E, (resp. Eeq) est la déformation macroscopique hydrostatique (resp. équivalente) et :

kM > (M e
Teft = [ + ?)M—Mzgq = \/ ( M'\Z (4.9)

oll X, (resp. Xeq) est la contrainte macroscopique hydrostatique (resp. équivalente). La
déformation (resp. contrainte) effective Eq (resp. Yegr) est une norme associant au tenseur
de déformation (resp. contrainte) E (resp. ¥) une quantité scalaire combinant l'influence
de la partie hydrostatique et de la partie déviatorique due au cisaillement. S’il n’y a pas
de cisaillement (Eeq = Xeq = 0), alors la quantité Ee (resp. Xe) coincide avec la partie
hydrostatique E, (resp. X,).

Indépendamment de la forme de la loi cohésive retenue, I’équation (4.7) permet d’éta-
blir des relations directes entre les parametres cohésifs locaux et les parametres globaux.
Ainsi 'amorcage global de 'endommagement, i.e. 5 = 1, est atteint pour la valeur de la
déformation effective, E, suivante :

Z6,
Bl = —"—. 4.10
eff 3 (1 _ R) ( )
La rupture totale, i.e. B = 0, est atteinte pour la déformation effective Eg :
. Z0,
eff = T3¢ (4.11)

Ces relations définissent des surfaces seuil d’amorcage et de rupture globale de type ellip-
tiques dépendant du coefficient de Poisson (FIGURE 4.1). Pour un chargement purement
hydrostatique, E;,, = 0, le seuil de l’endommagement (resp. de rupture) est atteint pour
Eeq = 14ES (vesp. Eeq ~ 1.7TES) pour vM = 0.1 et Eoq =~ 2.1E% (resp. Eeq >~ 2.6E)

pour v = 0.3. Le contraste entre la déformation effective globale & la rupture et & I'ini-
tiation est alors lié au contraste entre les ouvertures locales :
Ber _ (1 pyx e (4.12)
Eeff 50

L’effet du ratio local §. /4, sur le ratio global ES /E&: est illustré dans FIGURE 4.2. D’apres
I'équation (4.12), le modele proposé n’a alors de sens physique que si la condition suivante
est vérifiée :

0, 1
_< > R 4.1
0 — R’ (4.13)
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FIGURE 4.1 — Effet du coefficient de Poisson sur les surfaces ultimes globales :
initiation de 'endommagement (discontinue) et rupture totale (continue) pour
une perte de raideur élastique fixée a 95%.

Propriétés matériau : EM = 10* (GPa), vM = 0.3 (resp. 0.1) en noir (resp. en
gris)

Propriétés cohésives : les raideurs cohésives sont calibrées suivant le critere
(3.23) et 0./, = 30

sinon il prévoit une rupture globale atteinte avant 'amorcage, i.e. Ege < Eg4. Si, par

exemple, on tolere une perte de raideur de 5% (R = 95%), le ratio d./d, doit étre supérieur
a 20.
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FIGURE 4.2 — Ratio entre la déformation macroscopique a la rupture et a ’amor-
cage en fonction du ratio entre le saut déplacement a la rupture et a ’amorcage.
Propriétés matériau : cf. légende de (4.1)
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3 Forme locale des lois cohésives pour la rupture fra-
gile

Dans l'optique d’étudier le comportement effectif des matériaux fragiles, les modeles de
zones cohésives sont régis par une loi élasto-fragile a 3 parametres et dont la fonction
d’endommagement dépend du saut de déplacement effectif wueg.

L’évolution de I'’endommagement en mode mixte est alors modélisée par une approche co-
hésive couplant le mode normal et tangentiel, i.e. Ry = Ry (un, ut) et Rt = Rt (un, uT).
Cette loi est définie a travers 3 parametres indépendants : les raideurs cohésives : Cy et
C, la contrainte cohésive maximale R, et Iénergie de fissuration G. (FIGURE 4.3).

Ry [remmmmneeeeeeesy : ey .

Ry
Ry

GN E GT

: i
s 0
0 e de vew/cr s, vev/cr 6.

un ur

Reff -----------------

Reff

Ueff

FI1GURE 4.3 — Illustration de la loi cohésive pour un mode purement normal
(ut = 0) en haut a gauche, un mode purement tangentiel (uy = 0) en haut
a droite et un mode mixte en bas. La loi cohésive élasto-endommageable se
décompose en deux parties : une partie croissante élastique commune a toutes
les lois quelque soit la forme de la loi cohésive (courbe continue) et une partie
adoucissante décroissante qui dépend du type du MZC (courbe en pointillés). Le
MZC est ainsi défini par 3 parametres : la raideur cohésive (la pente de la partie
élastique), la contrainte cohésive maximale (peak de la loi cohésive) et 1’énergie
de fissuration (’aire sous la loi locale).

Le modele cohésif proposé a lavantage de vérifier la condition de raccord C' (2.11),
cependant, sa limite majeure est que 1’énergie de rupture est la méme pour tous les
modes de fissuration, i.e. Gy = G1 = G.. Cela définit alors un modele de zone cohésive
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dont I'énergie critique ne dépend pas du mode d’ouverture. Notons que le modele de
[Camacho et Ortiz, 1996], basé sur une formulation potentielle, conduit & ce méme résultat
concernant la non dépendance de I'énergie de rupture au mode de fissuration. Néanmoins,
des études expérimentales montrent qu’ a cause des effets microstructuraux, 1’énergie de
rupture est fortement liée au mode de 'ouverture. Pour remédier a ce probleme, souvent
la condition de raccord du potentiel surfacique est relaxée en modifiant I’expression du
déplacement effectif ues (e.g. [Snozzi et Molinari, 2006]). Dans ce travail, on propose
d’exprimer la fonction d’adoucissement en fonction de ues et, ainsi, on tolere que 1’énergie
cohésive G est indépendante du mode de fissuration.

La combinaison de l'exigence de raccord C' (2.11) et de la relation entre la raideur cohésive
normale et tangentielle Cy/Ct (3.16) impose que les surfaces ultimes d’amorcage et de
rupture du MZC dépendent du coefficient de Poisson ™M comme l'illustre la FIGURE 4.4 :
il est plus difficile de rompre (et d’initier la fissure) en mode tangentiel qu’en mode normal
d’autant que le matériau est incompressible.

Suivant la forme de la fonction d’endommagement S" 1'équation (4.7) peut étre réso-
lue analytiquement ou numériquement par une méthode de type point fixe par exemple.
L’application du modele macroscopique obtenu pour différentes formes de la loi cohésive
est présentée dans la section suivante.
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FIGURE 4.4 — Effet du coefficient de Poisson sur les surfaces seuil d’endommage-
ment (courbe continue) et & la rupture totale (courbe discontinue) : noir M = 0.3,
gris foncé vM = 0.14, gris clair vM = 0.
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3.1 Modéele cohésif bilinéaire mixte (BL)

Commencons d’abord par étudier le cas d'un
modele de zone cohésive bilinéaire (cf. FI-
GURE (4.5)) pour lequel la solution de (4.7)
s’obtient analytiquement. La fonction d’en-
dommagement associée a ce modele est :

S (uesr) = Fou (e, 0a, Oc) (4.14)

ou la fonction Fgi décrit un adoucissement
linéaire d'une quantité donnée lorsque la va-
riable x varie entre a et b :

a b
FoL (7,a,b) = Dy q) (2)+ Dy () a—b (1 oz

(4.15)
avec Diap) (7) est la fonction porte égale a 1
si x € [a,b] et & 0 sinon.

FIGURE 4.5 — Loi cohésive bilinéaire

La résolution analytique du probleme non linéaire (4.7) conduit alors a 'expression sui-
vante pour I’évolution de la variable d’endommagement § en fonction de la déformation
macroscopique imposée (FIGURE 4.6) :

( si Ogueffgéa:ﬂzl

76 N
(1-R) (1 — M) (— — 3) Rt
Si 5a S ueff S (50 : B — EEfF (416)

Z0, ~ 3 M
oM 1y (£ _ ut + EMRZo .| 2V
\ (3+R( v )(Eeff 3)>R“+ RZ0\[ 15 m

En injectant la variable d’endommagement § (4.16) dans les modules de compressibilité
et de cisaillement dans (4.5), et tenant compte de I'égalité khom/kM = phom /M (3.17),
on obtient I'expression finale du tenseur d’élasticité non linéaire C{°™ :

Cpo™ = S&° (Er) RCM, (4.17)
oll S8° est la fonction d’endommagement global donnée par :

EZ E¢
S8 (Eefr) = FoL (Eerr, Edy, Blp) = ﬁ (1 - E_e:) : (4.18)
eff eff e
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Il en découle I'expression du potentiel élastique macroscopique associé a ce modele :

1
\If(E):QE:(CB”" ' E
= 9 Egee RIM (1 _ %) Egﬁ
2 ngf - ngf Eesr
(4.19)
1 E& 3Eck M2 M2
=——S"—R|1- < 9L™E 3uEzZ ).
2B — Eg ) T s | { m 3 E)
(9Em + 3k_MEGQ)
TABLE 4.1 — Parametres du matériau, cohésifs et numériques.
Matériau MZzC Maillage
EM =10° Pa 0q = 107% (m) Linesh = 0.1 (m)
M =0.3 Se = 51072 (m) v=2(2+1)

La fonction d’endommagement global S&° permet de mesurer la perte de raideur induite
par 'endommagement issu du modele HS, i.e. S&° = kfeom/ (Rk'v') = phom/ (R,uM). Notons
a ce stade que la forme de la fonction d’endommagement globale S&° (4.18) ressemble a
celle de la fonction d’endommagement locale S©" (4.14) avec comme variable la déforma-
tion effective Ee¢q au lieu du saut de déplacement effectif ueg. Ainsi 'extension non linéaire
de D'estimation HS au cas d’une matrice élastique avec des zones cohésives bilinéaires !
conduit & un comportement macroscopique aussi bilinéaire 2.

Le modele micromécanique proposé conduit a I’expression suivante de I’énergie macrosco-
pique élastique U, (aire sous la partie élastique de la courbe globale, cf. FIGURE 4.7) :

3 20M—1
U, = — ———Rerr. 4.20
YT oR EM T (4.20)
et a I’énergie macroscopique a rupture U, (aire sous la courbe globale, cf. FIGURE 4.7 ) :
1~
ucr = éRefFZ(So (421)

L’énergie U, dépend des parametres matériaux ainsi que de la contrainte cohésive maxi-
male : un modele cohésif avec une contrainte cohésive importante conduira ainsi a une
énergie élastique plus grande. L’énergie totale a rupture U, dépend quant a elle de la
ténacité de la loi cohésive ainsi que de la densité de maillage : cette énergie est d’autant
plus importante que le modele a une ténacité cohésive importante. D’autre part, on peut
constater que si I'on raffine le maillage, i.e. Lmesh — 0 (Z — 00), I'ouverture critique 9,
ou d’une facon équivalente 1’énergie cohésive G., doit étre linéairement liée a la taille de
maillage Lmesp afin de garder une valeur bornée de 1’énergie U,.,..

1. bilinéarité en terme de Reff — Uef
2. bilinéarité en terme de e — Eefr
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FIGURE 4.6 — Evolution de la réponse macroscopique issue du modele HS pour
le cas d'une loi cohésive bilinéaire : loi cohésive Refr — ues (en haut a gauche) ; loi
macroscopique effective dérivée Y — Eer (en haut a droite) ; évolution du coeffi-
cient de compressibilité k"™ (resp. parametre d’endommagement 3) en fonction
du chargement appliqué Ees (en bas a gauche) (resp. en bas a droite).

Paramétres matériaux et cohésifs : c¢f TABLE 4.1
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FI1GURE 4.7 — Tllustration de la loi globale Y — Eer et des différentes notations

effectives.

3.2 Modéle cohésif mixte de type Monerie-Perales (MP)

On s’intéresse maintenant au cas d’une loi

cohésive avec une partie adoucissante non

néaire (FIGURE 4.8). La fonction d’endom-

magement est :

SCOh (Ueff) = fMp (ueff, 5a, 5(:) (4.2

ou la fonction Fyp décrit un adoucissement

non linéaire de type [Perales et al., 2010] :

Fwmp (z,a,b) = Dy q () +

Dy () <1 _ (‘Zij)j % (4.23)

li-

2)

FIGURE 4.8 — Loi cohésive MP

La résolution du probleme non linéaire (4.7) est obtenue numériquement (e.g. schéma de
point fixe). La réponse macroscopique effective obtenue Y — Eee ainsi que 1’évolution du
parametre d’endommagement 3 et du coefficient de compressibilité k"™ en fonction du
chargement imposé Eeg sont illustrés sur la FIGURE 4.9.

Pour la loi cohésive BL, la microstructure (matrice et MZCs) a un comportement bili-
néaire et la réponse globale associée est aussi bilinéaire, i.e. S (uefr) = FaL (Uet, Oa, Oc) €t
S8° (Eerr) = Foi (Eer, B4, ES) (courbe noire sur la FIGURE 4.10), Contrairement a ce cas,
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FIGURE 4.9 — Evolution de la réponse macroscopique issue du modele HS pour
le cas d’'une loi cohésive de type MP3 : loi cohésive mixte Ref — ueg (en haut
a gauche); loi macroscopique effective dérivée Y — Eer (en haut a droite) ;
évolution coefficient de compressibilité k"™ (resp. parametre d’endommagement

B) en fonction du chargement appliqué Ee (en bas & gauche) (resp. en bas a
droite).

Parameétres matériaux et cohésifs

: ¢f TABLE 4.1

la réponse globale résultante d’une matrice élastique avec des MZCs de type MP (adou-
cissement non linéaire) n’est pas forcément de type MP, i.e. SN (uefr) = Fup (Uett, Oas Oc)
mais S&° (Eer) # Fup (Eetr, B4, ES) (courbe grise sur la FIGURE 4.10).

3.3 Modele cohésif mixte général (MZCG)

Afin de faire varier le degré de la non-linéarité de la partie adoucissante de la loi cohésive,
on propose une formulation générale pour la fonction d’endommagement S" sous la
forme d’une loi puissance avec un parametre de non-linéarité g. Cette forme permet de

retrouver le cas d’une loi bilinéaire (¢ = 1) ainsi que de traiter le cas d’un adoucissement
convexe (¢ > 1) et concave (¢ < 1) :

S (uefr) = Fo (Ueff, Oa, Ocs q)

(4.24)
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FIGURE 4.10 — Evolution de la fonction d’adoucissement global obtenu par le

schéma HS pour différentes lois cohésives : BL (noir), MP (gris), MZCG (rouge).
Paramétres matériaux et cohésifs : ¢f TABLE 4.1

ol la fonction Fg décrit un adoucissement non linéaire de degré q :

Fe(w,a,b,q) = Djoq (¥) + Diay) (2) a ((9)q — 1) 297tz efa,b).  (4.25)

b? — at T

Regs [~

Rt

Uett

FIGURE 4.11 — Loi cohésive mixte générale

La réponse globale pour cette loi est aussi obtenue numériquement. La concavité (ou
convexité) de la partie adoucissante de la loi globale suit celle de la loi cohésive. La
réponse effective tend vers le mode ductile lorsque le parametre de non linéarité ¢ tend
vers U'infini (FIGURE 4.12).

Pour ce cas on peut aussi remarquer que la fonction d’endommagement global suit une loi
de type puissance mais avec un coefficient qui n’est pas le méme que pour la loi cohésive
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FIGURE 4.12 — Evolution de la réponse macroscopique issue du modele HS pour le
cas d’une loi cohésive mixte générale : loi macroscopique effective dérivée g —
Eefr (en haut & droite) ; évolution du coefficient de compressibilité k"™ (resp.
parametre d’endommagement () en fonction du chargement appliqué Ees (en
bas a gauche) (resp. en bas a droite).

Degré de non linéarité : bleu : q=0.6, vert : =0.8, rouge : q=1, noir : q=1.4,
gris : q=1.8

Parameétres matériaux et cohésifs : c¢f TABLE 4.1

locale, i.e. 8" (uer) = F (Uer, Oa, Oy ) €t SE° (Eefr) = Fo (Eetr, Edr, B, @) avec ¢ # ¢
(courbe grise dans la FIGURE 4.10).

L’effet de la forme du MZC sur I’énergie globale du composite MIC est étudié en considé-
rant le cas de 4 types de lois cohésives : loi BL, loi MP, loi générale G avec ¢ = 0.5 et loi
générale G avec ¢ = 2. En tracant I’évolution du ratio entre les énergies globale-locale :
U.. /G, pour différentes tailles de maillage (FIGURE 4.13), on remarque que la forme de
la loi cohésive n’influence pas ce ratio. Autrement dit, I’énergie de fissuration globale .,
reste linéairement proportionnelle a 1’énergie de fissuration cohésive G, et la pente entre
les deux est égale a . Ainsi on obtient :

U, = ZG., pour tout type de loi cohésive. (4.26)

Rappelons a ce stade que ce résultat est attendu pour le cas unidimensionnel avec un
pré-facteur Lpesh au lieu de Z.
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FIGURE 4.13 — Evolution de I’énergie de fissuration effective en fonction du
maillage. Les différents types de lois cohésives sont tracés en symboles ouverts
(MZCBL, MZCMP, MZCG (¢ = 2) et MZCG (¢ = 0.5)), et I’équation y = vz
est tracée en courbe rouge continue.

Parameétres matériaux et cohésifs : c¢f TABLE 4.1

L’analogie entre le comportement local et la réponse globale est récapitulée dans le tableau
TABLE 4.2 :

TABLE 4.2 — Analogie entre la loi locale cohésive et la loi macroscopique issue
du modele micromécanique.

Loi locale Reff — Ueff Loi globale Zeff — Eeff

Variable Ueff Eet

=0 C E
Amorcgage et rupture M =N Ee

Uesr (ut = 0) Cr

Energie de rupture Gn = Gt =G, Uy (Beqg = 0) = Uy (Em = 0) = U,y

4 Critere sur la ténacité cohésive

Les relations locales-globales issues du comportement macroscopique endommageable per-
mettent d’établir des criteres pour la calibration des autres parametres de la loi cohésive,
a savoir la contrainte maximale R et la ténacité G, en fonction des parametres maté-
riaux et des données du maillage (taille et type). L’inversion des relations globales-locales
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obtenues permet de relier la contrainte Eeff et la ténacité G, aux différentes propriétés
macroscopiques de fissuration. D’autre part, on peut avoir la réponse macroscopique du
matériau étudié a l'aide des essais expérimentaux. Par suite on peut calculer sa contrainte
effective maximale Y et son énergie dissipée a la rupture totale US® (FIGURE 4.14).
En identifiant ces deux quantités a celles obtenues par notre modele, i.e. ieff = i‘;}p et
U, = US® on obtient deux relations explicites pour la calibration de la contrainte cohésive
maximale :

~

Refr = Yo (4.27)

et de I’énergie cohésive :

Lines
G, = —meshygexp (4.28)
b

Ces relations peuvent étre aussi exprimées en fonction des ouvertures a 'amorcage et a la

rupture :

1 — R Liesn 1 — 20M
R ¥ EM

Lmesh ug;(p
v P
L’ensemble des relations (3.26), (4.27) et (4.28) définit alors des criteres d'usage pratiques

pour la calibration des parametres de la loi cohésive. Méme si ces criteres exhibent une
dépendance de la loi locale au maillage (a I’exception de la contrainte cohésive maximale

~

5, =3 S5P ot g, =2 (4.29)

Res), une telle calibration conduit & un comportement macroscopique qui est indépendant
de la taille de maille. Ce point est validé numériquement dans la section suivante.

Ainsi, la loi élasto-endommageable macroscopique issue de notre modele apres la calibra-
tion des parametres cohésifs suivant (3.26), (4.27) et (4.28) ¥ = C"™ : E avec :

élasticité : Chom = pCM
Ser(2M - 1)
QOREMUS® + 3 (20M —

R USSP
endommagement : C"™ = — X (322}? - 2L> RCM
D[P Eer
(4.30)
Pour les autres types de lois cohésives, I'expression de 1’énergie élastique globale est aussi
obtenue analytiquement et le critere (4.27) est valable en toute rigueur. L’expression
de I'énergie globale a rupture n’est pas obtenue analytiquement : un schéma numérique
pour résoudre (4.7) est nécessaire. Cependant, la FIGURE (4.13) montre que le ratio des
énergies de fissuration globale-locale U,,./G. reste linéairement proportionnel a la densité
de maillage 7, i.e. U, = ZG. indépendamment de la forme de la loi cohésive. Ainsi le
critere (4.28) peut étre applicable pour tout type de MZC.

5 Validation numérique

L’objectif de cette partie numérique est d’illustrer la non-dépendance de la réponse ma-
croscopique a la taille de maillage. Une cellule carrée maillée en CTQ avec des zones
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FI1GURE 4.14 — [llustration de la courbe expérimentale de la réponse globale d’un
matériau fragile.

cohésives intrinseques est soumise a un chargement de type traction 2D. Les parametres
cohésifs sont calibrés suivant la méthodologie présentée dans la section précédente pour
deux tailles de maillage Lpesh = 1/20(m) et 1/30(m) en utilisant la plateforme éléments
finis cohésifs-volumiques X-per. Les éléments volumiques ont un comportement linéaire
élastique et le modele cohésif est régi par une loi de type bilinéaire dont les 3 parametres
(raideur, contrainte maximale et énergie) sont calibrés suivant la méthodologie proposée
dans cette these : (3.26), (4.27) et (4.28).

La non-dépendance de la réponse macroscopique au maillage est illustrée sur la F1-
GURE 4.15 : le ratio entre les ouvertures critiques 9., et donc, pour les énergies locales
de fissuration pour les deux tailles de maillage est de l'ordre de 66% alors que le ratio
entre les déformations macroscopiques critiques E; est voisin de 1. Ainsi les propriétés
de fissuration macroscopiques deviennent insensibles a la taille de maillage des
lors que :

i— le calcul EF converge
17— la loi cohésive est adéquatement calibrée en fonction du maillage.
TABLE 4.3 — Calibration des parametres de la loi cohésive bilinéaire suivant les

criteres  (3.23) et (4.27) pour deux tailles de maillages différentes (Propriétés
volumiques : EM = 10%(Pa) et vM = 0.3).

Propriétés cohésives Cn(Pa/mm) Ct(Pa/mm)  Rer(Pa/m) G.(Pa.m)
Limesh = 0.05(m) 1.5 x 102 6.4. x 102 3000 0.001
Linesh = 0.03(m) 2.25x 1012 9.6x 10" 3000 0.0006

6 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, approche variationnelle de [Ponte Castaneda, 1991], équivalente a la
méthode sécante modifiée [Suquet, 1995; Ponte Castaneda et Suquet, 1998] est appliquée
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F1GURE 4.15 — Convergence de la réponse contrainte-déformation macroscopique.
En haut, illustration des deux maillages et le chargement appliqué. En bas, la loi
locale calibrée pour deux tailles de maillage différentes (a gauche) et la réponse
globale indépendante du maillage (& droite).

Données matériaux et cohésives : cf. TABLE 4.3

Données numériques : tailles de maillage cf. TABLE 4.3 ; éléments finis linéaires.

pour appréhender le comportement effectif du MIC quasi-fragile (matrice linéaire élastique
avec des MZCs fragiles). Les principaux résultats issus de ce modele d’endommagement

sont :

e La possibilité de relier d'une facon explicite la déformation effective macroscopique a
I'amorcage E& (resp. & la rupture ES;) a ouverture cohésive a 'amorgage J, (resp. a la
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rupture d.) en fonction de la densité de maillage (Eqgs. 4.10) et de la densité de maillage
et du coefficient associé a la perte de raideur tolérée R (Eq. 4.11). Ces relations ne
dépendent pas de la forme de la loi cohésive.

e L’application du modele obtenu a différents types de lois cohésives montre I'influence
de la forme de la loi cohésive sur la réponse globale du composite. Cependant, on
constate que le ratio entre les énergies de rupture globale et cohésive U,,./G. reste
toujours linéairement proportionnel a la densité de maillage quel que soit le type de la
loi cohésive U, ~ ZG..

e L’inversion des relations obtenues entre les propriétés effectives et les parametres cohé-
sifs conduit a des criteres pour la calibration des parametres cohésifs endommageables.
Pour le cas simple d’une loi cohésive bilinéaire, deux criteres pratiques permettent de
calibrer la contrainte cohésive maximale R et l’énergie/\de fissuration locale G, en
fonction de la contrainte effective maximale du matériau Y et de son énergie globale
de fissuration U, (Eqs. 4.27 et 4.28). Ces criteres peuvent étre aussi appliqués pour
tout type de loi cohésive.

Les criteres obtenus ont 'avantage de dériver un comportement effectif qui ne dépend
pas de la taille de maillage. Dans 'optique d'une simulation EFCV avec de MZCs a 3
parametres (comportements fragiles), la calibration de la loi cohésive suivant 1’ensemble
des criteres (4.27) permet d’éviter le probleme de la dépendance au maillage des propriétés
de fissuration globales. Ce point est mis en évidence numériquement avec la plateforme
Xper.



Chapitre 5

Rupture ductile

e modele micromécanique obtenu est étendu dans ce chapitre au
L cas d’un comportement ductile. On cherche a estimer le compor-
tement global d’une matrice plastique avec une distribution de zones
cohésives non linéaires. Le comportement non linéaire de la matrice est
décrit dans le cadre de la "théorie de déformation” avec une loi de type
puissance (plasticité de Hencky). L’approche variationnelle [Ponte Cas-
taneda, 1991] est utilisée pour dériver le comportement effectif.
Les ntéréts du modele micromécanique ductile obtenu sont
i) la possibilité de relier d’une fagon explicite les para-
métres locauzr a la réponse effective, i) sa capacité de quan-
tifier leffet du taux de triazialité sur le comportement global.
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Théorie de la déformation i

1 Théorie de la déformation

L’objectif de ce chapitre est d’étendre la démarche proposée dans cette these a la rupture
ductile. Afin de tenir compte de la ductilité, la matrice est supposée avoir un comportement
non linéaire décrit dans le cadre de la théorie de la déformation de la plasticité, dite aussi
la plasticité de Hencky. Le principe est de garder une loi constitutive de type (2.1)
avec une énergie w qui, cette fois-ci, n’est pas quadratique en € mais supposée tenir
compte d'une forme générale de la non linéarité de la réponse du matériau. Cependant,
on suppose toujours que 1’énergie w est convexe en €, ce qui garantit que son énergie
complémentaire, v, est définie d’une fagon unique par la transformée de Legendre v = w*.
Ainsi la déformation € et la contrainte o dérivent de ces deux énergies suivant les équations
d’état :
_ Ow _ Ov
o= £ et €= 90

Cette théorie est équivalente a la théorie incrémentale rigoureuse pour le cas d’un charge-
ment monotone et radial. Son utilisation pour le cas d’'un matériau hétérogene nécessite
que le champ de contrainte (ou de déformation) soit monotone et radial en tout point du
volume élémentaire représentatif pour garder 1’équivalence avec 'approche incrémentale.

On s’intéresse dans la suite a une loi de comportement associant directement la déforma-
tion a la contrainte a travers un potentiel de type puissance (FIGURE 5.1). On reprend
le potentiel en contraintes de type puissance proposé par [Vincent et al., 2010] et basé
sur Panalyse de [Mucke et Bernhardi, 2003]. En se limitant & une plasticité isotrope, le
potentiel de contrainte de la matrice s’écrit sous la forme :

v(o) =v,(o)+v,(o) (5.1)

avec

]‘ 2 1 2
v, (o) = o Om T g e (5.2)
et
2 n+1 2
_ % - = ((Z=) 1) - ((Z2) -

) = B x Ml —0) < |2 ((a) 1) ((U) 1)] (53)

ou oy est la limite d’élasticité, n est un parametre d’écrouissage (n = 1 : cas élastique,
n — oo plasticité parfaite) et H est la fonction de Heaviside. Le potentiel en déformation
associé est obtenu par inversion de (5.3) :

w(e) = w,,(€) +w,,(e) (5.4)
avec 9 5
w,,(e) = 51{:'\"531 + éuMegq, (5.5)
et

wpla(e) = 0g€pg X H (5eq — 80) X

L A A S e ) B
p+1\ g 2 \ g p+1 2 '
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ou gg est une déformation de référence et p est le parametre d’écrouissage (p = 1/n). La
loi constitutive dérivant de (5.6) est :

_ Ow(e) [ M| .
o= = ch ) e (5.7)

avec (Cl\: = CM = 3kMJ + 2uMK et

pla

CM (eeq) = 2uM X H (ceq — 0) ¥ ((@)pl B 1) K. (5.8)

FIGURE 5.1 — Matrice a loi de type puissance

2 Homogénéisation : formulation du probléeme non
linéaire

En considérant toujours des chemins de chargements appliqués radiaux et monotones, la
formulation du probléeme non linéaire pour le cas ductile se base sur I'introduction d'un
CLC ayant la méme géométrie que le probleme de base et dont le comportement des deux
phases non linéaires est "optimalement” linéarisé par des tenseurs d’élasticité sécants.
Pour la matrice, le tenseur sécant doit étre évalué au second moment de la déformation

équivalente @/<5§q> q- Pour les zones cohésives, il est évalué au second moment du saut

de déplacement effectif, ,/<usz>1. Le module d’élasticité homogene du CLC, (C8°m, est

estimé par la borne inférieure du schéma HS :

| = (/2),).

Cgom — (Chom ((CM . (CCOh avec

scty) “sct
coh __ mcoh 2
(Csct =C < <uefF>I> .
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ou (Cm est donné par (5.8), C" par (2.14), et C"™™ par (3.8). Le comportement du

composite est, de surcroit, macroscopiquement isotrope. Ainsi, le tenseur homogene C8°m
est supposé étre isotrope, i.e. :

CEo™ = 3k4°™T + 215 K. (5.10)

Les étapes de résolution de ce probleme sont résumées dans le schéma suivant :

p
Entrée: B
étape 1
. P 1 9 . hom .
second moment de la déformation équivalente <6 eq> Q = lim (E . CO . E)
e—=03(1 —eZ) Oul!
second moment du saut de déplacement <uefF>I [ : (Cgom : ]
étape 2
. . . . M _ ~M M 2
évaluation du tenseur sécant de la matrice (Csct (Cela + (Cpla < <€eq>Q)
évaluation du tenseur cohésif sécant (ngth =e X SCOh (\/ <uefF>I> CNEl + CTKZ>
ﬁ
(sortie: X =C°™:E, par (3.8)
(5.11)
Oe OT Oe

ou 'on rappelle que l'opérateur de dérivation D est donné par : D]e| = 3y + Cn 500
Le processus d’homogénéisation (5.11) définit un systeme de deux équations scalaires non
linéaires en terme des raideurs cohésives sécantes CF et C$ (ou d’une fagon équivalente
le parametre d’endommagement 3) et du coefficient de cisaillement sécant pf)!. La réso-
lution de ce probleme pour le cas particulier de la plasticité parfaite p = 0 est obtenue

analytiquement et sera détaillée dans la suite.

3 Application 1 : écrouissage nul, plasticité parfaite

3.1 Matrice plastique avec des MZCs élastiques

On s’intéresse au cas d'un écrouissage nul p = 0, correspondant a une matrice a plasticité
parfaite (FIGURE 5.1). Le tenseur sécant de la matrice est évalué au second moment de

la déformation équivalente ,/<€zq> o L€
M_ %0 (5.12)

ARENERS

Le module d’élasticité homogene du CLC, Cgom, est ensuite estimé par le schéma linéaire
HS:
(Cgom Chom (CM CCOh) avec CM

sct? sct

= 3kMJ + 2u)'K. (5.13)
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soit en utilisant (3.8) :

gk M Cn
khom = k™, avec =
0 14+ & & Z kM (5.14)
hom __ Y avec £, = 15 Cn '
for 1y e A+ 3x) 2
avec x = Cy/Ct. L'énergie globale du CLC est alors :
— 1 . (thom | _ g hom2 § hom2
Uy (E) = 2E.(C0 E= 2k0 Em+2u0 Eg,- (5.15)

La premiere étape du schéma de résolution (5.11) consiste a calculer le second moment de
déformation 4 /<€§q> o en dérivant I'énergie effective Wq par rapport a udt [Kreher, 1990] :

1 9(E:CP":E)

=i 5.16
A0 e503(1 —eZ) Oud (5.16)

En tenant compte des expressions (5.14) dans la dérivation (5.16) et apres le passage a

la limite e — 0, on a :
hom
L
v/ {(€2) e = —iEea- (5.17)
Ho

En combinant cette relation avec (5.12), on obtient ’expression du coefficient de cisaille-
ment effectif sans avoir besoin d’expliciter le coefficient de cisaillement sécant du composite
linéaire de comparaison ' :

hom 00
JTHSE : (5.18)
0 3Eeq
Le modele micromécanique proposé prédit, pour le cas d’'une matrice a plasticité parfaite

avec des MZCs élastiques, un coefficient de cisaillement effectif non linéaire, p{°™, qui est

régi par une loi de type puissance a écrouissage nul. La loi de comportement effective est
alors :

&k

M ey ghom — 90 5.19
1+ & o ( )

3= 3k I+ 2i°"K) : E  avec  k{°" = = :
3Eeq

Le modele (5.19) permet de retrouver le comportement plastique de la matrice en faisant
tendre la densité de zones cohésives vers zéro (i.e. le composite MIC contient seulement
une matrice a plasticité parfaite). Ainsi lorsque Z — 0, les coefficients d’élasticité effectifs
valent k{°™ = kM (équation (5.14)) et pf*™ = 0¢/(3Eeq). Considérons maintenant les
deux cas limites d’inclusions cohésives rigides et de fissures percolantes. Le premier cas
correspond a une raideur cohésive Cy qui tend vers l'infini. Il conduit au comportement

effectif de la matrice plastique : k°™ = kM et ™ = 0/(3Eeq). Pour le deuxiéme cas, la
raideur cohésive tend vers 0 et on obtient un comportement effectif sans tenue apparente

en compressibilité k5™ = 0 et uf°™ = 0¢/(3Eeq)-
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En tenant compte enfin du critere (3.23) pour la calibration des raideurs cohésives ini-
tiales, la loi macroscopique (5.19) devient :

3= 3k T+ 2i°"K) : E avec k(™ = REM et pfo™ = 0o

= . 5.20
- (5.20)

La continuité du coefficient de cisaillement effectif lors du passage du comportement élas-
tique (u"™ = RuM, équation (3.17)) au comportement plastique (™ = 00/(3Eeq),
équation (5.18)) permet de dériver la déformation macroscopique équivalente associée au
début de I’écoulement plastique du composite MIC, & savoir :

B = 90 5.21

et la contrainte macroscopique équivalente lorsque la matrice a plastifié est :

32 = 0. (5.22)

3.2 Matrice plastique avec des MZCs ’plastiques”

On suppose maintenant que la matrice suit la loi (5.12) et que le modele de zones cohésives
suit une loi de type trapézoidale.

o

oY)
o

Oa Oc
F1GURE 5.2 — Illustration de la loi cohésive mixte de type trapézoidale Ref — tUefr-

Pour la matrice, le comportement est décrit avec le module sécant (5.12). Pour les
MZCs, les raideurs cohésives sécantes sont évaluées pour le second moment du saut de

déplacement effectif : CF = S <, / <uzﬁ>z> Cn et CY = Soh <, / <uzﬁ>z> Ct. Dans 'op-
tique d’avoir des zones cohésives avec un comportement de type plasticité parfaite, i.e.
la contrainte cohésive atteint son maximum Ref = Res et v reste, on pose SN (x) =

ﬁeff/(CN X x). Ainsi on a :

Y = L S Y = 1 B (5.23)
\/ <szf>1 X <Ufo>I
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Le second moment du saut de déplacement effectif est obtenu en dérivant I’énergie globale
U, par rapport a la raideur cohésive sécante [Maalej et al., 2007] :

OE:CP":E) Cro(E:CPm: E)) (5.24)

oy _ 1 Cr
(ver)z = 7 acy oy ace

Le module d’élasticité homogene du composite linéaire de comparaison, (C8°m, est ensuite
estimé par le schéma linéaire HS :

CM = 3kMJ + 2K
Chom — chom (Cs'\ﬂ ;(ngh avec =<t 0 (5.25)
0 ( t t) { Cg(c:)th — (Ccoh < /<uezsz>1) )

En faisant 'hypothese que le rapport CR/CY est constant, i.e. CR/CY = Cy/Cr = ¥, et
en tenant compte de l'expression des coefficients apparents (3.8), on a :

&k M CI(\)I
khom = kK™, avec =
Lt " (5.26)
Mhom — f,u MM avec g — 15 CYlel
0 14+¢,"% 41+ 3y) Zud

La combinaison des équations (5.26), (5.12) et (5.23) définit un systeme couplé de
deux équations scalaires non linéaires dont les inconnues sont le coefficient de cisaillement
sécant puM' et la raideur cohésive sécante CJ (ou d'une fagon équivalente le parametre

d’endommagement 3 = S (, / <usz>I>). Ce probleme peut se résoudre en deux étapes

distinctes sans avoir besoin d’expliciter I'expression du parametre sécant pf)'. En effet,
la dérivation de (5.26) par rapport a p' et la prise en compte de (5.12) conduit a
I’expression finale du coefficient de cisaillement effectif :

hom
JTHSE : (5.27)
0 3Beq
Ainsi, I’énergie globale ¥ devient :
9
Wo = SKPES + %Eeq, (5.28)

et sa dérivation suivant l'opérateur D conduit a l'expression du second moment du saut
de déplacement effectif, qui ne dépend que de la partie hydrostatique du chargement :

2 9 (/9 3E
2 _ = “ 1.hompp2 — m
\/ ueff>1_ 7907 <2k0 Em) Z046) (5.29)

En vérifiant la loi de comportement non linéaire (5.23) et tenant compte de (5.26), on
obtient :

M !
F

efl
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Par définition du parametre & = C3/(ZkM), on obtient :

kM !
CY =B xCn=ZkM x <3A—Em - 1) : (5.31)
f

Ref

et ’évolution du parametre d’endommagement surfacique § en fonction du chargement

imposé est :
ZkM kM -
8= X (3A—Em — 1) : 5.32

On Refr ( )

En injectant (5.30) dans (5.26), 'expression finale du coefficient de compressibilité est :

ﬁeff
k,hom — )
0 3Em

(5.33)

Le modele obtenu montre que ’endommagement des MZCs n’évolue qu’en mode hydro-
statique (équation (5.32)) et que le cisaillement ne joue que sur la plasticité apparente du
composite MIC (5.27). Cela définit alors un modele micromécanique découplé associant
I’endommagement a la partie hydrostatique et la plasticité a la partie déviatorique.

La réponse globale du composite MIC contenant une matrice plastique et des zones cohé-
sives a écrouissage nul est :

~

om om om Reﬂ: om UO
3 = (3k§"J + 24" "K) : E  avec kMM = 35 et p"om = o (5.34)
soit en terme des contraintes globales :
S = 3k Ep = Reip et Seq = 31" Eeq = 00 (5.35)

En introduisant le taux de triaxialité en déformation macroscopique 7' = Ep/Eeq, la
contrainte globale effective Y couplant la contribution hydrostatique et déviatorique du
comportement est :

khom 77
Vit = 4| 22 02 — 24 L 5.36
ff \/ m + 3M80m eq oo X n + 3T ( )

ou l'on a noté n = }A%eff /oo le contraste des contraintes maximales entre les deux phases.
L’équation (5.36) illustre U'effet du taux de triaxialité 7" pour les comportements ductiles.
Ainsi a taux de triaxialité fixé (chemin de chargement monotones et radiaux), la contrainte
effective Yefr est constante indépendamment du chargement appliqué et est égale a sa va-
leur maximale Y. Le lien entre la contrainte effective maximale et la contrainte effective
cohésive maximale est :

=/ + -L. (5.37)
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Le modele micromécanique prévoit alors une réponse gloable de type plasticité parfaite
pour les différents modes de chargement : hydrostatique, déviatorique, et mixte.
Considérons le cas des chargements limites hydrostatique et déviatorique. Lorsque le char-
gement est purement hydrostatique, i.e Eq = 0 et T" — 00, la contrainte macroscopique
effective maximale s’identifie a la contrainte effective cohésive maximale : ieff = }A‘Zeff et on
retrouve la relation obtenue pour la rupture fragile. Si le chargement est purement dévia-
torique, i.e E,, = 0 et T' = 0, le modele prévoit un coefficient de compressibilité apparent
rigide kJ°™ — oo, et le coefficient de Poisson qui en dérive est vf°™ — 1/2. Le compo-
site MIC se comporte alors comme un milieu parfaitement plastique incompressible. Ces
deux résultat sont dus a 'aspect découplé du modele associant la plasticité seulement a
la partie déviatorique et ’endommagement a la partie hydrostatique. En effet, en absence
de toute contribution déviatorique, la plasticité n’évolue pas et le composite se comporte
comme une matrice élastique avec des MZCs (rupture fragile). De la méme fagon, en ab-
sence de la partie hydrostatique, 'endommagement n’évolue pas et puisque la matrice a
un comportement parfaitement plastique de type Von Mises, il en sera de méme pour le
composite MIC. R

La FIGURE 5.3 illustre l'effet du contraste n sur la réponse globale Y. Il est clair que
lorsque le ratio 7 augmente, la contrainte effective maximale que peut supporter le com-
posite croit aussi. Pour des MZCs a contrainte maximale nulle R = 0, i.e. n = 0,
la contrainte effective maximale est aussi nulle. On constate aussi qu’a triaxialité forte
(T > 1), le cas d’'un contraste identique = 1, i.e. Ref = Yegr, prévoit une contrainte
effective maximale égale a la limite d’élasticité de la matrice Seft = 00 (courbe noire).
D’autre part, 'effet du taux de triaxialité T sur la contrainte effective maximale ieff
est illustré sur la FIGURE (5.4) : la contrainte effective maximale que peut supporter le
matériau, ieff, est moins importante d’autant que la triaxialité devient grande. De plus, on
constate que la relation entre Y et 1 devient asymptotiquement linéaire pour 7" — oo.
Pour ce cas, la relation entre la contrainte effective maximale et la contrainte cohésive
maximale se réduit a : Ye = Regr (courbe discontinue correspondant a 1'équation y = x).

3.3 Matrice plastique avec des MZCs adoucissants

Pour décrire le comportement adoucissant du matériau, la matrice est toujours plastique
(loi (5.12)) alors que les MZCs peuvent étre décrits par une loi cohésive adoucissante. La
fonction d’adoucissement S" est prise sous la forme :

R 1 5
coh _ ALeff Oc
S (x)_chsc—aa(x 1)'

Les raideurs cohésives sécantes sont alors de la forme :

Ry 1 5. R
0 il 1oy et 9= —1| Cr.

N7 Oy b — 4, [z, a Cnvde =00\ Jlu2)
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FIGURE 5.3 — Contrainte effective globale en fonction du taux de triaxialité en
déformation. llustration de l'effet du contraste contrainte cohésive-volumique 7.
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FIGURE 5.4 — Lien entre la contrainte effective globale maximale et la contrainte
effective cohésive maximale. Illustration de l'effet du taux de triaxialité sur la
réponse globale.

La combinaison des équations (5.26), (5.12) et (5.38) définit un systeme couplé de
deux équations scalaires non linéaires dont les inconnues sont le coefficient de cisaillement
sécant ) et la raideur cohésive sécante CF (ou d’une facon équivalente le parametre d’en-

dommagement 3 = S« <, / <ugﬁ>z)). De la méme facon que dans la section précédente,

on peut résoudre ce probleme en deux étapes distinctes sans avoir besoin d’expliciter
'expression du parametre sécant ). En reprenant la méme démarche on trouve que le
coefficient de cisaillement apparent est :

e = 20 (5.39)
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alors que le coefficient de compressibilité apparent est :

M Z5
hom _ c_1}. 4
Ko ZkM <3Em ) (5.40)
1+ (5(: — (sa) -
Resr

En identifiant la relation (5.40) a (5.33) (i.e. la continuité du coefficient de compressibi-
lité global lors du passage du comportement plastique au comportement adoucissant), on
obtient 'expression de la déformation globale hydrostatique a I'amorgage de ’endomma-
gement :

Eeff kM
B — 1+ 275, 5.41
. w( e ) (5.41)

D’autre part, la rupture totale est atteinte pour k{°™ = 0 dans (5.40), ce qui conduit &
la déformation globale hydrostatique a la rupture :

(5.42)

La déformation globale a I'amorgage E¢ (resp. a la rupture ES ) est proportionnelle au
saut de déplacement a I’amorgage J, (resp. a la rupture d..) ainsi qu’a la densité de maillage
Z. Un MZC résistant localement (augmentation de d, et d.) conduit & un modele macro-
scopique résistant (augmentation de E% et ES,).

Pour un taux de triaxialité T fixé, la contrainte effective globale > est évaluée en fonction
de la déformation équivalente imposée E¢q. La réponse globale se décompose en 4 parties :

i) une partie élastique correspondant au comportement efectif d’'une matrice élastique
avec des MZCs élastiques (FIGURE (5.5) ME+ZCE),

ii) une évolution croissante non linéaire correspondant a une matrice a plasticité parfaite
avec des MZCs toujours élastiques (FIGURE (5.5) MP+ZCE),

ii) une réponse globale avec une contrainte effective constante et qui correspond au cas
ou les deux lois locales ont un comportement de type plasticité parfaite (FIGURE (5.5)
MP+ZCP)

iv) et finalement une réponse décroissante non linéaire correspondant a une matrice
plastique avec des zones cohésives adoucissantes (FIGURE (5.5) MP+ZCA).

L'effet du taux de triaxialité en déformation sur la réponse globale est illustré sur la
FIGURE 5.6. Plus le taux de triaxialité devient important, moins le comportement effectif
du composite est tenace : diminution de la contrainte effective maximale et de 1’énergie
de fissuration globale (aire sous la courbe globale). Lorsque le taux de triaxialité est trop
élevé, le comportement global tend vers un comportement fragile et la contrainte effective
maximale tend vers la contrainte cohésive maximale (ligne en discontinue).
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F1GURE 5.5 — Comportement effectif vs comportements locaux. La loi de compor-
tement parfaitement plastique de la matrice (en haut a gauche), la loi cohésive
mixte de type trapézoidale (en haut a droite) et loi globale obtenue par homo-
généisation non linéaire (en bas a gauche). On note ME (resp. ZCE) la partie
élastique de la matrice (resp. des zones cohésives), MP (resp. ZCP) la partie plas-
tique de la mtarice (resp. des zones cohésives) et ZCA la partie adoucissante des

zones cohésives. Les différentes propriétés matériau et cohésives sont rappelées
dans le tableau en bas a droite.
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FIGURE 5.6 — Réponse élasto-plasto-endommageable effective issue du modele

micromécanique proposé pour le cas d'une matrice a écrouissage nul. Les diffé-
rents parametres sont donnés dans la TABLE 5.1.
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4 Criteres pour le MZC ductile (cas de la plasticité
parfaite)

Si l’on suppose disposer des parametres effectifs du matériaux (par expérience par exemple),
I'inversion des relations (5.37) , (5.41) et (5.42) issues du modele plasto-endommageable
obtenu permet d’établir un ensemble de criteres pour la calibration d’une loi cohésive de
type trapézoidale. Ces criteres sont donnés en fonction du taux de triaxialité, des para-
metres matériaux et des caractéristiques du maillage. L’inversion de (5.37) conduit a la
calibration de la contrainte cohésive maximale :

. 2
Res 1 Deff 1

= - — 5.43
(o) 3672 * ( (o) ) 67 ( )

Contrairement au cas d'un comportement fragile (4.27), la derniere relation met en évi-
dence 'influence du taux de triaxialité T pour les comportements ductiles. Si le chargement
tend vers le mode hydrostatique (7" — o0), on retrouve le résultat obtenu pour la rupture
fragile ﬁeff = ieff.

D’autre part, le saut de déplacement effectif au début de 'endommagement d, peut étre lié
a la déformation macroscopique hydrostatique a ’amorcage des fissures E2 en inversant

(5.41) :

~ 2

1—2M o) 1 1 ZefF Lmesh

5, = | (/20 [ =~ | = +36 3ge | Zmeh 5.44
( 2 EM) T T < ol Em Y (5:44)

Le saut de déplacement ¢, est d’autant plus grand que la déformation macroscopique a
I’amorcage des fissures E¢ devient importante. Finalement, le saut de déplacement critique
0. peut étre lié a la déformation macroscopique hydrostatique a la rupture E¢ en inversant
(5.42) :

Lmes
5, = 3Ee Zmesh (5.45)
g

Contrairement a la contrainte cohésive Eeff qui ne dépend pas de la taille de maillage,
les ouvertures 9, et 6. sont linéairement liées & Lmesh. Quand la densité des interfaces
cohésives est grande (Lmesh — 0), ces ouvertures tendent vers 0 alors que la valeur de la
contrainte cohésive maximale reste constante. D’autre part, 'ouverture a ’amorcage et
la contrainte cohésive maximale exhibent une dépendance au taux du triaxilaité en 1/7
(FIGURE 5.7) : la contrainte cohésive croit non linéairement lorsque 7" augmente et tend

asymptotiquement vers la valeur de R obtenu pour le modele fragile.
Ces relations permettent alors de relier ’énergie cohésive, G, aux parametres matériau,
aux caractéristiques du maillage ainsi qu’au taux du triaxialité suivant la relation :

15 Ae
G, = éReff (0g — 0o +9.) avec &= }é:

(5.46)
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FI1GURE 5.7 — Illustration de l'effet du taux de triaxialité imposé, T, sur la
contrainte cohésive maximale, Eeff (a gauche), et Iénergie cohésive critique, G,
(a droite).

Parametres matériau : EM = 103 MPa, vM = 0.3, S = 1.200, 0o = 1 MPa,
E¢, = 2E¢,, Eg, = 10%

Parameétres cohésifs : Cy = 7.810* GPa/m
Parametres numériques : Z = 100 m™!, R = 95%

L’ensemble des relations (3.23), (5.43), (5.44) et (5.45) définit des criteres pratiques pour
la calibration des parametres cohésifs d’une loi & 4 parametres (e.g. loi de type "trapeze”).
Ces criteres sont donnés en fonction des données matériaux ainsi que des caractéristiques
du maillage. Lorsque la taille de maillage tend vers 0, les ouvertures et 1’énergie cohésives
tendent vers 0 mais la contrainte cohésive reste constante (FIGURE 5.8).

FIGURE 5.8 — Illustration de la calibration du MZC en fonction de la taille de
maillage.
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5 Application 2 : écrouissage non nul

En dehors des solutions analytiques, des solutions numériques peuvent étre obtenues pour

un comportement volumique quelconque et des modeles de zones cohésives arbitraires.

Pour l'illustrer, on garde ici des MZCs trapézoidales et une matrice a écrouissage non nul.

La réponse macroscopique issue du modele proposé est évaluée numériquement en cali-

brant les raideurs cohésives suivant le critere (3.23). L'influence des différents parametres

du modele est illustrée sur la FIGURE 5.9 et la FIGURE 5.10 pour le cas p = 0.5 et une
comparaison entre la plasticité parfaite et le cas d’'un écrouissage non nul est illustrée sur
la FIGURE 5.11. Les résultats suivants sont obtenus :

e Un écrouissage non nul au niveau de la matrice conduit a une réponse globale a écrouis-
sage non nul aussi.

e La réponse globale dépend fortement du taux de triaxialité imposé : I'augmentation du
taux de triaxialité rend la réponse effective moins résistante, i.e. une diminution de la
contrainte effective maximale et de I’énergie globale de rupture (FIGURE 5.9 & gauche
et FIGURE 5.10)

e Plus le contraste entre la contrainte maximale cohésive et volumique n augmente plus
la ténacité du milieu effectif augmente (FIGURE 5.9 a droite)

25
s5F
T=0.1
af 20]
— T=05 -
Lc 3L < 1.5F
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W~ 1, n=73
1 osf T n=25 -
Triaxialité 7 = 1 -
0 . . . . 0.0 I I I I I
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FIGURE 5.9 — Effet du tau de triaxialité imposé (a gauche) et du coefficient

T = ﬁeff/ 0o (a droite) sur la réponse élasto-plastique globale pour le cas d'une
matrice a écrouissage non nul (p = 0.5). Les différents parametres sont donnés
dans la TABLE 5.1.

TABLE 5.1 — Différentes propriétés matériau, cohésives et numériques

Parametres volumiques

EM =100 (MPa) wWM=1/7 oo =1 (MPa)
Parametres cohésifs
Cn = Ct = 880 (GPa/m) Rest = 300(n =3) 9, =0.001 m 0. = 0.002 m

Parametres numériques
R=0.95 Z =100 m™!
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FIGURE 5.10 — Réponse élasto-plasto-endommageable effective issue du modele
micromécanique proposé pour le cas d’une matrice a écrouissage non nul (p =
0.5). Les différents parametres sont donnés dans la TABLE 5.1.
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FIGURE 5.11 — Effet du degré d’écrouissage p de la matrice sur la réponse élasto-
plasto-endommageable effective issue du modele micromécanique proposé. Les
différents parametres sont donnés dans la TABLE 5.1.

6 Discussion

L’extension du modele micromécanique proposé dans cette these a la rupture ductile per-
met de bien illustrer 'effet du taux de triaxialité imposé sur la réponse globale du matériau
considéré ainsi que sur la détermination des parametres cohésifs. Contrairement au cas
de la rupture fragile (CHAPITRE 4), la calibration de ces parametres pour le cas ductile
exhibe une forte dépendance a la valeur du taux de triaxialité imposé (FIGURE 5.7). Cette
dépendance confirme les résultats numériques et expérimentaux obtenus antérieurement
dans la littérature sur la dépendance des parametres de la loi cohésive a la triaxialité (e.g.
[Siegmund et Brocks, 1999]).

L’approche adoptée dans cette these pour la rupture ductile est basée sur la théorie de
la déformation. Cette théorie suppose que les trajets de chargement restent monotones et
radiaux en tout point du milieu du composite. Ce point n’est pas pris en compte par le
modele proposé. En effet, méme si le matériau étudié est homogene, les mécanismes non
linéaires de la plasticité et de la rupture conduisent a des hétérogénéités microstructu-
rales et les trajets de chargements locaux ne sont plus radiaux et monotones méme s’ils le
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sont macroscopiquement. D’autre part, la localisation de I’endommagement dans une zone
donnée va conduire a la décharge d’autres zones cohésives. Le chargement local pour ces
zones déchargées n’est plus monotone. Ces deux points constituent une limitation forte
du modele proposé.

7 Bilan du chapitre

Le modele micromécanique proposée dans cette these est étendu au cas d'un comporte-
ment élasto-plastique endommageable. L’avantage de ce modele est sa capacité a :

i. relier d'une facon explicite les parametres locaux a la réponse effective,
ii. exhiber l'effet du taux de triaxialité sur la réponse globale,

L’inversion des relations obtenues entre les propriétés globales du matériau et celles lo-
cales conduit a un ensemble de criteres pour la calibration d’une loi cohésive de type
trapézoidale.
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Fiche 1 : Synthese des criteres ingénieurs pour la ca-
libration des lois cohésives

Données

Loi cohésive Comportement global Maillage

Rer

1

1

1

|

o 1
G. !
1

1

1

|

|

dq Oc

Comportement élastique

CYN Lmesh o R 1

Raideur cohésive normale : M 7 C R3(1—20M)

1—2M
Raid hésive t tielle : Ot =2—«—+—C
aideur cohésive tangentielle T T30 N

Rupture quasi-fragile

~ ~

Contrainte cohésive maximale : Refr = Yefr

’ . . mesh
Energie de fissuration locale : G, = ——US"P

Rupture Ductile

~ ~ 2
R, 1 e 1
Contrainte cohésive maximale : aoff =\l 3672 + ( J:) T
1—20M 1 1 Ser | L
Ouverture & Pamorcage : §, = (% %) =gt 36 < ;:) + 3R ”:;Sh
Lmesh

Ouverture critique : J, = 3E,
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Fiche 2 : Densité de maillage Z pour les différentes
discrétisations éléments finis

v =3.64 Liesh : longueur du coté d’un triangle équilatéral telle
que la discrétisation ID a N, triangles est équivalente
a N, triangles équilatéraux de coté Lmesh

v=3.5 Liesh : longueur du coté du triangle équilatéral de la
discrétisation

=2+ V2 Liesh : longueur du plus grand coté du triangle isocele

7:2(1+\/§)

Liesh : longueur du plus grand coté du triangle isocele

1 1
v =2 1+—2+1+—
S S

Liesh : longueur du plus petit coté du triangle isocele
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Conclusion et perspectives

Bilan du travail

Ce travail est une contribution a la compréhension de l'effet des parametres cohésifs lo-
caux sur la réponse macroscopique pour une simulation numérique de type éléments finis
cohésifs-volumiques. Un modele micromécanique d’endommagement est alors obtenu sur
la base d’une approche cohésive intrinseque et des techniques d’homogénéisation linéaire
et non linéaire. Dans le cadre de cette étude, un composite équivalent "matrice-inclusions
cohésives” est considéré comme une représentation adéquate d’une discrétisation cohésive-
volumique avec des zones cohésives insérées entre tous les éléments : la matrice a le méme
comportement que les éléments volumiques de la discrétisation éléments finis et les inclu-
sions ont un comportement adoucissant qui dérive de la loi surfacique associée aux zones
cohésives. Leur distribution spatiales est la méme que celle des interfaces cohésives. Dans
le cas d'un maillage isotrope, les inclusions cohésives sont aléatoirement distribuées et
orientées. Pour le cas élastique, I'estimation de Hashin Shtrikman est retenue pour appré-
hender le comportement effectif du composite volumique-cohésif. Pour les comportements
non linéaires (rupture fragile et ductile), la méthode variationnelle de Ponte Castaneda
est appliquée pour le cas d’un potentiel surfacique non linéaire. Un composite linéaire
de comparaison ayant la méme microstructure que le composite "matrice-inclusions cohé-
sives” est introduit. L’application de I'estimation de Hashin Shtrikman a ce composite de
comparaison permet d’estimer le comportement effectif pour les cas non linéaires.

Le modele micromécanique obtenu est valable a tout taux de triaxialité et toute forme de
loi cohésive. Il permet d’obtenir des relations directes entre les propriétés globales du ma-
tériau et les parametres locaux ainsi que la densité de maillage. Ces relations permettent
d’illustrer 'effet du coefficient de Poisson sur la réponse globale ainsi que l'influence de
la triaxialité sur les comportements de type ductile. Une analyse inverse de ces relations
conduit a un ensemble de criteres pour la calibration des parametres des lois cohésives.

Les principaux résultats de cette these sont :

i. Une estimation de la perte de raideur induite par des modeles de zones cohésives in-
trinseques est obtenue sur la base d’un schéma d’homogénéisation variationnelle. Cette
perte est exprimée en fonction des raideurs cohésives, des modules élastiques du maté-
riau ainsi que de la densité de maillage.
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ii. En fixant a priori la perte de raideur tolérée par I'utilisateur, un critere d’usage pour
les raideurs cohésives normale et tangente est obtenu. Ce critere permet de limiter au
mieux la perte de raideur artificielle des modeles de zones cohésives intrinseques, et
étend, notamment pour le cas des comportements élastiques, les résultats antérieurs
partiels de la littérature [Espinosa et Zavattieri, 2003; Tomar et al., 2004] & des trajets
de chargements quelconques. En particulier, un critere rigoureur est obtenu pour des
modeles cohésifs intrinseques pour le cas d’un maillage 2D isotrope et un critere pratique
est obtenu pour les autres configurations (maillage 3D ou 2D structuré).

iii. Au-dela du comportement élastique, le modele micromécanique d’endommagement
obtenu lie de maniere explicite l'effet des parametres cohésifs locaux sur la réponse
globale. Ces relations permettent d’illustrer ’effet du coefficient de Poisson sur les com-
portements globaux fragile et ductile ainsi que l'effet du taux de triaxialité pour le cas
des comportement ductiles.

iv. Dans l'optique d'une simulation numérique par approche cohésive-volumique, il est
possible de faire de l'identification inverse des parametres cohésifs en associant ces
résultats aux criteres obtenus pour quantifier les raideurs utilisées dans les lois cohésives.
e Rupture fragile : la contrainte cohésive maximale peut étre liée a la contrainte effec-

tive maximale du matériau et 1’énergie cohésive de fissuration peut étre liée a I’énergie
de rupture totale attendue du matériau ainsi qu’a la densité de maillage.

e Rupture ductile : une relation est obtenue entre la contrainte maximale cohésive et
globale. Cette relation dépend des propriétés du matériau ainsi que de la valeur du
taux de triaxialité appliqué. D’autre part, I’ouverture cohésive a 'amorgage (resp. la
rupture) est liée a la déformation hydrostatique a l'initiation de 'endommagement
(resp. a la rupture globale). Ces dernieres relations dépendent : 1/ des parametres
élastiques du matériau, 2/ des propriétés de fissuration macroscopiques attendues, 3/
du taux de triaxialité et 4/ de la densité de maillage.

L’apport principal de cette identification inverse est la possibilité de décrire un compor-

tement global indépendamment de la taille de maillage.

Les résultats obtenus dans cette these offrent des criteres pratiques pour la calibration
d’une loi cohésive intrinseque (TABLE 5.2). Cette calibration permet d’éviter le probleme
lié a la perte de raideur artificielle ainsi que d’obtenir une réponse macroscopique indé-
pendante du maillage (convergence matérielle).

Perspectives

Ce travail ouvre plusieurs perspectives concernant 'utilisation des modeles de zones cohé-
sives dans les codes de calcul éléments finis pour la simulation des processus de fissuration.
La difficulté majeure restante ouverte concerne la sensibilité locale des chemins de fissu-
ration suivant la morphologie du maillage. Pour un usage de MZCs qui conduit a une
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TABLE 5.2 — Récapitulatif de I’état de 'avancement concernant 'usage des MZCs

® Travaux liés
[Monerie, 2000]
v

Aspects et difficultés
D1. Instabilités
D2. Convergence spatiale

D2’. Convergence matérielle ce travail
D3. Maitrise de la perte de raideur artificielle ce travail
D4. Calibration de la loi cohésive ce travail

S NN

réponse numérique indépendante du maillage, on propose dans la suite quelques pers-
pectives applicatives dans 1'optique d’avoir une convergence, que ce soit sur le plan des
propriétés globales du matériau ou des chemins de fissuration. L’idée est de combiner les
criteres obtenus dans cette these avec des algorithmes permettant de surmonter le pro-
bleme de la divergence spatiale de la fissuration. Deux types de techniques peuvent étre
retenues a ce stade :

e un algorithme respectant la propriété de I'isopérimétrie de type "pin-wheel tilling” [Pa-
poulia et al., 2006],
e une méthode de type "érosion libre” [Pandolfi et Ortiz, 2012].

La deuxieme technique semble plus prometteuse vu que la premiere conduit a une dégé-
nérescence de la qualité des mailles éléments finis. Une procédure pour l'extension de la
méthode "érosion libre des éléments” aux approches cohésives est en cours de développe-
ment dans le cadre d’un groupe de travail entre le laboratoire MIST et A. Pandolfi (Italie).
Le principe de la démarche repose sur un critere énergétique de type Griffith. D’ une fa-
gon générale, la procédure consiste a considérer une discrétisation éléments finis avec un
ensemble d’éléments volumiques séparés par des interfaces cohésives dont la loi surfacique
est calibrée suivant les résultats de cette these pour éviter l'influence du maillage et la
perte de raideur artificielle. On applique un chargement sur le bord de la structure et on
définit, pour chaque interface ¢, un e-voisinage comme proposé dans [Pandolfi et Ortiz,
2012]. L’équilibre de I'ensemble éléments-interface permet de comparer le gain d’énergie
élastique AE, dans une interface et son énergie dissipée G :

AF; = AE, — GIAA; > 0 (5.47)
ou l'estimation de l'aire A4; est basée sur la définition du e-voisinage :

Vi

A=
2€

avec V; le volume de tous les éléments se trouvant dans le nouveau voisinage mais pas
dans le voisinage contenant les interfaces déja érodées. Si le test est vérifié, i.e. AF; > 0,
I'interface est érodée. Sinon elle est gardée et I’on incrémente le chargement puis on réitere
le bilan énergétique précédent.
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Illustration pour le cas 1D. L’énergie élastique pour le cas d'un élément fini 1D avec
une zone cohésive insérée est :

1 1
Ei = 5]{] (Ud — U)2 + éﬁ(U)CNUQ

-~ -~

EY E¢

7 7

alors que I’énergie cohésive G :

B+ B¢

avec G, Iénergie cohésive de fissuration totale (u = d.), l'intégrale mesure 1’énergie cohé-
sive a l'ouverture actuelle (v = u,) et G% 'énergie résiduelle dans I'interface cohésive.

R
A

tc

Ud

\,
N

Chw k Ua Sc

FIGURE 5.12 — Illustration de la démarche pour le cas d’un élément fini 1D avec
une zone cohésive insérée. A gauche, un élément volumique 1D de raideur k avec
un élément cohésif de raideur Cy et de loi R = R(u). A droite, illustration du
bilan énergétique.

Notons aussi qu'une autre perspective consiste a utiliser ’approche ”érosion libre” jusqu’a
la détection des chemins de fissuration et d’insérer ensuite des zones cohésives calibrées
suivant les criteres micromécaniques de cette étude.



Annexe A

Quelques rappels sur les tenseurs du
quatrieme ordre

1 Isotropie

Un tenseur du quatrieme ordre symétrique (possédant les symétries majeures et mineures),
A, est dit étre isotrope s'il est invariant par a toute rotation par SO(3). Il s’écrit comme
combinaison linéaire suivant les deux tenseurs :

Jz%z’@z’, I=J+K (A1)

Les tenseurs J et K ont les propriétés d’un projecteur (idempotent avec multiplication
nulle), i.e. :

J:J=J, K: K=K, e J:K=K:J=0. (A.2)

Ils permettent d’extraire la partie hydrostatique et déviatorique. Ainsi pour un tenseur
d’ordre deux a, on a :

J:a= %tr(a}i et agew =K:a. (A.3)

La décomposition de A est alors de la forme :

A= AT+ AK, (A.4)
avec I:A K- A
avec :
JuJ=1 e K:K=5. (A.6)

Les opérations usuelles sur les tenseurs d’ordre quatre se résument alors a :

A+B=(A1J+ AK) + (BoJ + BoK) = (A; + By)J + (42 + By) K,
A:B= (AlJ + AQK) . (BQJ + BQK) = (AlBl)J + (AQBQ) K.
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Le tenseur A est inversible si et seulement si A; # 0 et Ay # 0 et son inverse est :

1 1
Al =— —K. A8
A (A8)
On montre que la moyenne sur toutes les orientations de ’espace d'un tenseur du qua-
trieme ordre symétrique D se réduit a la projection sur la base d’isotropie [Gatt et al.,
2005] :
J: D K:D
D). = K A9
(D)o J::JJ+K::K ’ (A.9)

ot (e) , est la moyenne sur toutes les orientations de I’espace. En notation matricielle, le
tenseur A s’écrit :

A1 2A2 A1 A2 Al A2
ALy 24 A4 A A ) () ()
i_é Aj_}_& é—é 0O 0 O

3

A_ A h_A A o g

_ 3 3 3 3 3 3

A ; ; ; 4 0 0 (A.10)

0 0 0 0 Ay, 0
0 0 0 0 0 A

Elasticité. Lorsque la réponse mécanique d’'un matériau est invariante par rapport a
toute rotation, le tenseur d’élasticité C est isotrope et dépend de deux modules : le module
de compressibilité k et le module de cisaillement 1 : C = 3kJ 4+ 2uK. La définie-positivité
de C impose que k et p sont positifs. Ces modules peuvent étre liés a d’autres modules
usuels dans la littérature, tels que le module de Lamé A = k — % 1, le module de Young F

et le coefficient de Poisson v :
1 B 1—2v 1 14+v

2 Isotropie transverse

Soit m un vecteur unitaire. Un tenseur du quatrieme ordre A est isotrope transverse par
rapport a 1 s’il est invariant par rapport a toute rotation autour de cet axe. Le plan (s, t)
orthogonal au vecteur n est dit plan transverse. Le tenseur A s’exprime alors comme une
combinaison linéaire suivant les éléments de la base d’isotropie transverse :

tT=1—-Nn®n jT=n®;t j,=NnQ,S (A.12)

1. )
E=n®ne®nen Jt:§ZT®ZT (A.13)

1

F=—it®n®n A.14
i (A14)

1 . .
K; =2(Js ® js + Jt ® J¢) Ke:6(2n®n—zT)®(2n®n—zT) (A.15)

K, =K - K. — K. (A.16)



Isotropie transverse 103

Les quatre tenseurs E;, J,, K; et K; sont des projecteurs alors que F et TF possedent
seulement la propriété de la symétrie. Le produit tensoriel entre ces éléments peut étre
résumé dans le tableau de [Walpole, 1981] (I'exposant T désigne la transposée) :

E, J F F K K,
E, E, @) @) F O O
J O J F O O O
F F @) @) Jy O @)
TF | O F E O O @)
K, @) @) @) @) K, @)
Ky O @) @) O @) K,
On a alors :
A= AE + AyJ, + AsF + AJTF + AsK, + AgK, (A.17)
avec
A E A ], A:TF
! E  E 2 Jy o Jy T FuF (A.18)
A A:TF A K A K, '
4

T TF . TF 5:K1::K1 6:Kt::Kt’

Si le tenseur est symétrique, on a A3 = Ay. Les opérations algébriques usuelles se réduisent
alors a :

A+B= (A +B)E + (A + By) J, + (As + Bs) (F 4+ "F) + (A5 + Bs) K, + (Ag + Bs) K,
C:B = (ABy + A3B3)E; + (A By + A3Bs) J, + (A Bs + A3By) F + (A3B) + AyBs) 'F
+ A5 AsK, + AgBgK.

(A.19)
L’inverse de C est :
_ Ay Ay —As 1 1
A= "TE + 2], + —(F+"F) + —K, + —K A.20
A1+AJt+A(+)+A5t+A61 (A.20)
avec A = Aj Ay — A2 Ainsi A est inversible ssi A # 0.
Finalement, notons qu’en notation matricielle, le tenseur A devient :
Fod Bk B0 0 0
Ay As Ay A A3 g
2 22 V2
Az Ag
A=| » s A 0000 (A.21)
0 0 0 As 0 0
0 0 0 0 As 0
0 0 0 0 0 A
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Elasticité. Le tenseur élastique d’un matériau isotrope transverse est défini par cing
modules. Sa décomposition spectrale est : C = nlE; + 2k, J + 21, K + 21, K; +{ (IF + TIF).
Dans cette expression, k, (resp. ) est le module de compressibilité (resp. cisaillement)
du plan transverse, u, est le coefficient de cisaillement longitudinal, n et [ sont définis en
fonction du module de Young longitudinal E,, et du coefficient de Poisson transverse v,
comme suivant :

1 12

v, =— et En:n—k—. (A.22)

P



Annexe B

Estimation HS pour le composite
MIC

ans cette annexe, les différentes étapes du schéma HS pour le calcul du tenseur

d’élasticité C"°™ associé au MIC élastique sont exposées en détail. On rappelle que
le composite MIC contient une matrice élastique (fraction volumique 1 — f) dont la loi
de comportement est donnée par (2.4), ainsi qu'une collection d’inclusions isotropes
transverses (fraction volumique f). Les inclusions cohésives ont un semi-grand axe a, qui
varie entre A~ et AT, et leur rapport d’aspect w << 1 reste invariant. L’orientation
des inclusions est donnée par leur axe de symétrie dirigé suivant le vecteur m (vecteur
normal & une spheére unitaire S de R? et de mesure 47). Cette collection d’inclusions est
décomposée en N familles. Chaque famille r (1 < r < N ) est définie par une densité
¢(a,n) d’inclusions telle que ¢(a, n)dadsS est le nombre d’inclusions dans la famille r avec
un rayon inclus dans (a,a + da) et de normale n. La fraction volumique f des inclusions

est donnée par :
// o(a,n) —a 3w dads. (B.1)

La formulation générale de I'estimation HS [Willis, 1977] est utilisée pour 'estimation du
tenseur C™

CHS ((CO) —

(1= HCY: (T+P: (CV - ) +Zcrccoh' (4P (= — ")

(B.2)

-1

:[(1—f)(1[+]P>:(<C —C") —i—ZCT (I+P: (Co— )~

r=

ot C° (resp. C") est le tenseur du quatrieme ordre du milieu de référence (resp. de la
famille r des inclusions) et P est le tenseur de polarisation de Hill qui définit 'état de
contraintes que le milieu de référence applique sur une inclusion avec des déformations
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homogenes. Le tenseur P dépend du rapport d’aspect des inclusions w, de leur orientations
n et du tenseur d’élasticité du milieu de référence C°. Suivant [Willis, 1977], le milieu de
référence est un matériau telle que les lois constitutives (2.4) et (2.21) sont remplacées
par o = C : e 4+ 7 et o = CY : g% 4 7 o\ les polarisations 7 et 7" sont données
par : 7= (C—C%) : g et 7% = (C®" — C) : g,

En utilisant le tenseur d’influence de Hill C* = P~' — C" et en introduisant le tenseur du
quatrieme ordre V; = (C* +C")"' et V, = (C* +C")~!, on a :

I+P:(CM-C% = I+ (C*+C)':(CM-CY
= (C+C) ' (Ccr+CY
= (C*+CH vt
les mémes relations sont obtenues pour :
I+P:(Ce"—C% =(C+C)': v, L
En combinant ces deux dernieres relations et en simplifiant par (C*+C°), I’équation (B.2)
se réduit a :

-1

N
C™(C) = [1— TV : Vi +) oCO 1Y,

r=2

(B.3)

N
1=HVi+> eV,
r=2

En introduisant le tenseur T, = (C*+C,)~! : (C* +CM) et en remarquant que pour toute
famille 7 le tenseur C, = C®" ne dépend que de la normale n et pas du rayon a, on a :

T, = T, (w,n) = (C*(w,n) + C"(n))~! : (C*(w,n) + CM), (B.4)

ainsi, le tenseur de HS (B.2) est obtenu en fonction de la densité ¢(a,n) :

CCE =1 -f CM// o(a,n) T BwCen . T(w,n)dadS] :

a-nre [ [ samEiunia mdadslf B5)

Puisque w est le méme pour toutes les inclusions, 'intégration de 1’équation précédente
suivant le rayon a conduit a :

CcHS(C) = {(1 - fct +w/sw(n)C°°" :T(w,mds} : { (1- H““/w T(w,n) dST’
(B.6)

+4
ou la fonction ¥(n) = ff_ —ma®d(a,n)da contient I'information liée a Porientation des

interfaces du maillage. Pour le cas d’une distribution équiprobables des inclusions cohésives
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(distribution et orientation aléatoires des interfaces cohésives), la fonction ¥ (n) se réduit
a f/(4rw) et I'estimation (B.6) devient avec f =eZ :

-1

%/S@wh : ']I‘(w,n)ds+(1—f)©'\"] ; %

_ [eZ<(CC°h LT, + (1 - eZ)(CM] [eZ(T)., + (1 — eZ)]

cee) - | [ Tt mas+ (1 1

-1

(B.7)
avec (.) . désigne la moyenne sur toutes les orientations de I'espace (voir ANNEXE A). Le
tenseur homogene effectif du MIC est obtenu apres le passage a la limite au niveau de
Iépaisseur fictive : C"™ = lim,_,o C"*(C°). Puisque I'on s'intéresse dans cette étude a la
borne inférieure de HS, i.e. C° = C®", le tenseur T se réduit alors & :

= T (CM) = 1+ P (C) : (CM — C=). (B.8)

L’expression analytique du tenseur homogene C™™ est obtenu en exprimant les différentes
quantités tensorielles dans la base des tenseurs isotopes transverses (ANNEXE A). Ainsi
la projection du tenseur d’élasticité de la matrice CM sur cette base donne :

4yM 2uM 2uM
cM= {k'\" + %] E, + {\/5 (k:“" — “T)} (F+TF) + {21&" + MT] I, + 2uM(K; + Ky).
(B.9)
D’autre part, le tenseur d’élasticité des inclusions sera réécrit sous la forme :
C" = e (CNE; + Cad, + Ca(F + 'F) + CcK; + CrK;) (B.10)

ol les coefficients Ca, Cg, C¢ sont introduits sans sens physique pour pouvoir inverser les
tenseurs intervenant dans ’expression de ’estimation HS. Pour le calcul du tenseur de Hill
P, différents travaux ont été proposés dans la littérature. Le cas d'une inclusion noyée dans
un milieu isotrope a été abordé en premier par [Mura, 1991]. Le cas des milieux anisotropes
(considéré dans cette étude) s’avere plus compliqué. Toutefois, quelques résultats ont été
obtenus récemment par [Federico et al., 2004; Suvorov et Dvorak, 2002; Masson, 2008;
Sevostianov et al., 2005] et permettent d’avoir une écriture intégrale des différents éléments
du tenseur de polarisation P. Ces résultats restent intéressants pour des applications
numériques mais sans fournir l'expression analytique finale du tenseur P. Dans notre
étude, la démarche proposée par [Sevostianov et al., 2005] est retenue pour obtenir une
expression analytique de P et donc de C™™. Le tenseur de Hill pour des inclusions isotropes
transverses oblates (rayon a) prise comme milieu de référence est alors :

1 Ca + 2C
0 (Jt‘i‘Kt)‘i‘—Kt"‘L

1
P(e,n) = eEl—i- (F+TF) — prem Cre 1002 mK;. (B.11)
T

\/_GCN
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La combinaison des équations (2.4), (B.10) et (B.11) dans (B.8) conduit & :

9em + 12R 4 T M
T=|———k — E
12aCye * (BC’Ne QCLCN) H ] l
[ 3C e 18em + 24a 2v/2 T M T
+ |- + ——+ F+TF
4&\/§CN 12\/§GCN€ ( 3CtNe 2\/§CLCN a ( )
i Caer  —24CNm +9CTT T 21 Y
1 k - - (B.12)
+ L + aC’T + 12(IONOT + QCLCN 3(101' a Jt
N [Ccer +aCr 27T,U,M:| K,
L CLCT CLCT
i Cper + 2Ccerm + 4aCt  (Cperm + 2Ccer + 4aCt) M
+ 11— + 5 K.
4aC't 2aC5e

La borne inférieure de 'estimation HS (3.5) demande le calcul de la quantité C<" : T qui
peut étre obtenue en utilisant les formules (2.21), (B.12) et les opérations élémentaires
introduites dans (A.19) :

4M M_2M
CCOhIT: |:k’M—}— /;) +3]€ H 7T6:| El

4a
9 M LM M
+2 kM—M +3 e me| F
3 4a
-CA(—24/€ -+ 16/LM) CA(QCT/{M -+ 120T/LM) :| T
Te me| 'IF
| 12v/2aCt 12v/2aCNCr
[Cam(3EM — 2uM) Ca(6kM7 — 3aC + 2muM)

T da0w T 340y e} J

r M M
+ |1 Cc — M el K, + Q,uM + (Ca+2Cc)n me| K
L CLCT QCLCT

_l_

(B.13)

+ o(e)

En moyennant sur toutes les orientations et en inversant suivant ’équation (A.20), on
peut expliciter ’expression :

1

cHs = [ez<CC°h ST+ (1 - eZ)CM] [ezZ(T) ., + (1 —ez)]] ",

Finalement, en notant que l'on a :

]El JZ%) Jt‘:J:§7
F =TF.J=¥2 KiyJ=K =J=0
J I=5% eid=K=J=0, (B.14)
E, K-%, Jt::K:%,
F:K=TF:K==2 K :K=K:K=2,
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on obtient le développement de Taylor de CM* au voisinage de e = 0 au premier ordre :

chs = <[3kM — 2ZkMe} J+ [Q,MM - %ZuMe} K+ o(e)) ;

C 15CNC (B.15)
N N“T
—_— h K
([CN Tzt g(e)} I [15(JNCT T 12CNZiM 1 AC-ZM T (e)} * 0(€)>
e 202kMrZ 9EM 2aC
NFT - T+ 2aCN
= CnZ
) = eron T Z2° T Ga(Cy £ ZEE N
et
(o) — 15 (3C2mpuM + Cn (8aC%} — 3(Ca + 2Cc)mpM + 14CTmpM)) o
(e) = a(4CTZ M + 3CN(5CT + 47 uM))2 NEe
Le passage a la limite e — 0 conduit alors a :
M M
Chom — Jipy M5 = SENE” g, 300N Crp K (B.16)

e—0 C ON+EMZT T 15CNOT + 120N ZpM + 40T ZpM
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L’approche PPC pour le cas d’un
potentiel surfacique

fin de comparer (notion du composite de comparaison) le potentiel surfacique non
linéaire ¢ a un potentiel linéaire g, on introduit la fonction erreur définie par :

1
o (1) = sup o ) = 5l Ko - . (B.17)
o (Ko [u]) = 5] - Ko -l (B.15)

avec Ky est un tenseur du second ordre correspondant a la raideur du milieu linéaire de
comparaison. La quantité v ne dépend plus du saut de déplacement local [u] et mesure
I’écart maximal entre le potentiel d’origine non linéaire et le potentiel de comparaison
linéaire (FIGURE B.1). L’expression (B.17) conduit a :

p([u]) < v (Ko) + ¢o (Ko; [u])- (B.19)

Notons que cette inégalité est valable quel que soit le tenseur du second ordre K. Ainsi
I'inégalité fondamentale suivante est obtenue :

P[u]) < inf{v (Ko) + o (Ko; [u])}- (B-20)

Puisque le tenseur K doit étre défini positif pour que la fonction erreur v reste finie,
on restreint la minimisation a ’espace des tenseurs de second ordre symétrique et défini
positif (la notation Ky > 0 dans ce qui suivra), on a alors :

p(lu]) < inf {v(Ko) +po (Ko [u])} (B.21)

- Ko>

D’apres [Ponte Castaneda, 1991; Idiart et Ponte Castaneda, 2007], on peut montrer que
la derniere inégalité (B.21) est en fait une égalité si le potentiel non linéaire vérifie la
condition dite de "concavité au carré” (square concavity condition). Dans notre cas, cette
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(24

FiGURE B.1 — Illustration de la quantité v correspondant au maximum de 1’écart
entre le potentiel non linéaire ¢ et celui linéaire ¢q

condition revient a supposer qu’il existe une fonction concave g a valeurs réelles et ayant
pour argument les tenseurs du second ordre symétriques u telle que :

) =g (Giul o ul ) (B.22)

Si cette condition est vérifiée, on montre que :

plfu]) = inf {v(Ko) + ¢° (Ko [u)} (5.23)

Ko>

Puisque la fonction g est concave en u, la fonction v est la transformée concave de
Legendre-Fenchel de la fonction g qu’on notera g* :

g (Ko) = v (Ky) = inf {Ko -1 — g (w) (B.21)
d’ou (par concavité de g) :
9 (Ko) = inf (Ko u—g" (). (B.25)

D’apres la définition de ¢g*, on a :

g St (Koo g@) =it gl Ko - ()}, (B29
uzi[ﬂ@[u}
d’ou
9" (Koy) < —v (K)). (B.27)

Ainsi on obtient finalement :

¢ ([u]) > inf {%[u] Ky [u]+v (KO)} . (B.28)

T Kp>0
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La combinaison des inégalités (B.21) et (B.28) conduit alors a I’égalité (B.23).

La deuxieme étape de la résolution du probléme non linéaire consiste a établir des équa-
tions complémentaires sous la forme d’une condition d’optimalité pour le choix du tenseur
de comparaison K. Pour se faire, on rappelle que 1’énergie globale, II, d’un milieu volu-
mique, de mesure |Q2], contenant une collection de zones cohésives, de mesure |Z|, est :

1= / %e :CM edV+/<,0([u])dS. (B.29)
0 z

Parallelement, 1’énergie macroscopique du milieu homogene équivalent au milieu volumique-

cohésif est : 1 1
U=-3:E=—II B.
2 |Q| (). (B.30)

L’insertion de (B.23) et (B.29) dans (B.30) conduit a :

\Q‘/ —e:CM. edV+@ mf {U(KO)SOO(KO,[ 1)} ds

:éoio{|9|/ —e:CM: sdv+ﬁ (v (Ko) + o (Ko; [u]))dS}

\
(B.31)
1 1 1 1 |Z|
= inf ¢ — [ ze:CM:edV+ — [ S[u]- Ko [u]dS + = v (K,
w0 ) 19 Jo 2° edV+ o [ gl Ko ful +|Q|'”( 0)
e 1
\ énergie élastique macroscopique du CLC : \I’O:§E:(CB°"‘:E )
La condition d’optimalité pour le chois de Ky est (f = |Z|/|2])
0w v
=— . B.32
0K, f8K0 ( )
Puisque —wv est le dual de ¢, on a :
dp (1 0VY
Ky=—/—|-= B.33
°7 Hu ( f 8K0> (B-33)

La dérivation de ¥ par rapport a K, s’exprime en fonction de la moyenne de la racine
carrée de uy et wt en appliquant le lemme de Hill généralisé a des champs de déplacement
présentant des discontinuités :

()2 = 555
NI 2f0(Ky:n®n)
1 0¥
gaKoiiT

(B.34)

(ut -ut); =
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soit alors :

K, =% (<%[u] ® [u]>I) | (B.35)

Ainsi, le potentiel linéaire de comparaison optimal est donné par le tenseur Ky, qui peut
étre interprété comme le module sécant de la loi non linéaire évaluée au second moment
du saut de déplacement effectif :

Iy dp
R=_—(u|) == u=Kj-|ul. B.36
() = 5 = Ko fu (5.36)
Le comportement macroscopique du milieu non linéaire est finalement obtenu en choisis-
sant un schéma d’homogénéisation lindaire pour le calcul de 1'énergie macroscopique W°

(e.g. HS ou AC).



Annexe C

Densité de maillage Z pour le cas 2D

1 Maillage structuré

Considérons le cas d’'un domaine 2 (aire A)
discrétisé régulierement en N, triangles iso-
celes de coté Lmesh [Perales et al., 2010]. On
note L,y la longueur totale des arétes de la

discrétisation, i.e. la longueur totale des in- N4 L mesn
terfaces cohésives (FIGURE C.1). Cette lon- XN
gueur totale L;, est reliée aux nombres de ; g | 3
triangles V; et a la longueur de l'aréte Lesh \\\ /"\\\ /,/’/
par : IS ~
Ny
Lior — 2(1 + \/i)sze'Sh ~ \/ﬁt (C.1) FicURE C.1 — Maillage structuré CTQ.

ou a ~ b désigne : a est de l'ordre de b.
La densité de maillage Z = Ly, /A est :

2(1+v2) 1

Z ) C.2
Lmesh V Nt ( )
Quand le maillage est raffiné, i.e. N; — oo, on a :
2(1 2
7~ w (C.3)

Lmesh

2 DMaillage de type Delaunay

On rappelle dans cette section quelques éléments concernant ’estimation de la densité de
maillage pour une discrétisation de type Delaunay. Le développement de cette procédure
est due en grande partie aux travaux de Y. Monerie et sera publié dans [Blal et Monerie,
2013]. Les différentes notations sont rappelées dans la TABLE C.1.
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TABLE C.1 — Notations

T densité du processus de génération des points

& indice d’efficacité d’une discrétisation donnée

[ arete d'une discrétisation considérée

fa(r, x) fonction de densité de probabilité (pdf) de z pour un

graphe/triangulation G a densité 7; on note, respectivement,
sa moyenne /i, ¢(7) et sa variance o7 ;(7)

PDF [N (u,0%),z] lafonction de probabilité de = suivant la loi normale & moyenne
i et variance o2

Za la densité de maillage d'un graphe/triangulation G définie
comme le ratio entre la longueur totale des arétes et I'aire A
du domaine considéré

PD graphe de type Delaunay avec une distribution de Poisson des
points
ID graphe de type Delaunay isotrope

2.1 Fonction de densité de probabilité de [
2.1.1 Cas d’une discrétisation de type Poisson-Delaunay (PD).

On considere un ensemble de points P générés par un processus de Poisson avec une
densité 7. La longueur d'une aréte d’une triangulation de type Delaunay suit la densité
de probabilité [Collins, 1968; Miles, 1970; Sibson, 1980] :

feo(7,1) = %WZT (erfc (%\/7?5\/;) + l\/?e—iwl%) pour [ >0 (C.4)

ol erfc est la fonction erreur complémentaire. La moyenne et la variance associées a cette
loi sont respectivement :

+o0 2
ppp(T) :/0 xfpp(r,l)dx = 9751/? (moyenne) (C.5)
ee 4057 — 322 _
UZPD(T) = / 2 feo (7, )dx — ppp(7)* = T Rlnlr (variance) (C.6)
0 2T

La longueur [ correspond a la distance entre deux points voisins de I’ensemble des points
générés P.

2.1.2 Cas d’une discrétisation de type Delaunay-isotrope (ID)

La triangulation PD d’un domaine 2 suppose la génération d’un ensemble de points P
avec un processus de Poisson. D’un point de vue numérique (discrétisation éléments finis),
la suite des points P n’est pas fournie au début et on se contente seulement de I’ensemble
des points sur le bord du domaine 0f2. Cependant, on peut recouvrir le domaine €2 avec
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0.2 04 0.6 0.8 1.0

FiGURE C.2 — Longueur d’une aréte pour un maillage Delaunay : simulations
numériques vs fonction densité de probabilité (C.4)

une triangulation PD en utilisant I'algorithme de relaxation de George-Frey [George et
Frey, 2000]. L’algorithme de George-Frey conduit aprés un certain nombre d’itérations a
la triangulation PD.

Un autre schéma utilisé pour la génération des maillages Delaunay isotrope est l'algo-
rithme de Llyod [Lloyd, 1982] qui est le dual d’un pavage Voronoi centré. D’une fagon
générale, cet algorithme consiste a : i) générer un ensemble de points suivant un processus
donné (e.g. Poisson), ii) construire le pavage de Voronoi associé a ces points, iii) calculer
le centre de masse des zones de Voronoi et iv) considérer ces centres de masses comme les
nouveaux points générateurs du pavage Voronoi. Le schéma est réitéré jusqu’a un certain
critere d’arrét. Le dernier pavage de Voronoi obtenu est dit pavage de Voronoi centré. On
convient d’appeler ici son dual une triangulation de type Delaunay-isotrope ID. Suite a
cette dualité, on a :

tup (1) = pep (7) -

Dans l'optique d’évaluer la qualité topologique d'une discrétisation considérée, on intro-
duit I'indice d’efficacité (€ € [0, 1]) [George et Frey, 2000] défini par :

_n) 77:l_—_1 si_l_<1
E=e avec n=1/1—1 si>1 (C.7)

ou [ est la longueur adimensionnée d’'une aréte e; (p(x) est la taille d’'un domaine consi-

déré) : !
[— / FEL (C.8)

et (A) est la moyenne d'une quantité A = {\y, -+, Ay, } définie sur la suite des arétes E :

1 X
A= — S,
(\) NE;
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L’indice d’efficacité doit étre le plus proche possible de £ = 1 afin d’avoir une bonne
qualité géométrique du maillage éléments finis.

Puisque la moyenne de la longueur des arétes est la méme pour les deux triangulations
PD et ID, la taille p(z) est choisie étre uniforme et égale a p(x) = upp(7), Vo € Q. La
combinaison de (C.4) et (C.7) donne :

Epp ~ 0.725 (C.9)

L’indice & correspond a la variance de la longueur des arétes pour une discrétisation PD
et ID et peut étre amélioré par l'algorithme de Llyod. Pour une discrétisation obtenue a
litération k de l'algorithme de Llyod, on note ) (resp. ai(k)) son indice d’efficacité
(resp. sa variance). La discrétisation de type Delaunay-Isotrope ID est obtenue a la limite
k — 400. Ainsi on a :

EID = lim 5L(k;) ~ (0.920 ~ 1-275PD (ClO)
k—+o00

Le cas d'un maillage isotrope ID permet d’améliorer 'indice d’efficacité d’environ 30% par
rapport au cas PD (FIGURE C.3). La variance de ce schéma est aussi amélioré comme
l'illustre la F1IGURE C.4.

10—

09 B

0.8 - 4

0.7 B

0.6

FiGure C.3 — L’indice d’efficacité £ de I'algorithme de Llyod en fonction des
itérations successives (7 = 300). Borne inférieure : indice d’efficacité d'une dis-
crétisation PD, Eq.(C.9). Borne supérieure : indice d’efficacité de ’algorithme
de Llyod, Eq.(C.10). Points : indice d’efficacité de 1’algorithme de Llyod obtenu
numériquement en fonction des itérations. Courbe : interpolation non linéaire
avec une fonction de type puissance.

Une relation semi-empirique est obtenue reliant la variance et l'indice d’efficacité pour
I’algorithme de Llyod. En partant d’une triangulation PD avec une variance O'%(kzo) = o3p
et un indice d’efficacité &px—o) = Epp, et en remarquant que le cas d’'une triangulation
structurée avec des triangles équilatéraux conduit aux valeurs optimales £T = 1 et 0 = 0,

on obtient (FIGURE C.5) :
o7 k) 1 =&

ofp  1+5&m

(C.11)
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FiGURE C.4 — Variance de la longueur des arétes par l'algorithme de Llyod
(normée par o3p(7)) en fonction des itérations successives (7 = 300). Borne in-
férieure : indice d’efficacité d’une discrétisation PD, Eq.(C.9). Borne supérieure :
indice d’efficacité de l'algorithme de Llyod, Eq.(C.10). Points : indice d’effica-
cité de I'algorithme de Llyod obtenu numériquement en fonction des itérations.
Courbe : interpolation non linéaire avec une fonction de type puissance.

Ficure C.5 — Variance de la longueur des arétes pour l'algorithme de Llyod
(normée par la variance obtenue pour la discrétisation PD o3 (7)) en fonction de
I'indice d’efficacité réduit £. Points : résultats numériques (7 = 300). Courbe : la
relation (C.11).

ot £ € [0, 1] désigne I'indice d’efficacité réduit donné par :

E—Ep E—Epp

g:5+_5PD_ 1—-Epp

(C.12)

Ainsi a la limite £k — o0, la variance de la longueur des arétes d’une discrétisation ID
est atteinte en combinant Eq.(C.10), Eq.(C.11) et Eq.(C.12)) :

i = lim U%(k) ~ - gID _ 1 - ng -~ 1-— 1275PD

~ — = ~ C.13
JI%D k—+o00 O'|2;D 1 —+ 55ID 1— 65pD + 58|D 1 + 0358PD ( )
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En tenant compte de (C.9), on obtient finalement :
— ~ — (C.14)

La fonction densité de probabilité de la longueur [ des arétes des triangles de la discréti-
sation ID suit la loi normale :

fio(1,1) = PDF [N (up(1), oip (7)), ] (C.15)

avec :
32 9 1 4057 — 322

= t ~ —
o (7) o/ uo(7) = 5 gy

La longueur des arétes issus de la discrétisation 1D a la méme moyenne que le cas d'une
discrétisation PD, mais la variance est environ 15 fois plus petite.

FIGURE C.6 illustre la pertinence de la fonction obtenue (C.15) pour une discrétisation
obtenue avec un mailleur éléments finis standard.

2.2 Densité de maillage Z

La densité de maillage Z est, comme précédemment définie, le rapport entre la somme
des longueurs des arétes Zi\fl l; et Iaire A du domaine discrétisé :

Pour des raisons pratiques de simulation, on constate que la longueur des arétes [, pour les
générateurs de maillage éléments finis, suit la loi normale (C.15) associée & une triangu-
lation de type Delaunay-isotrope ID. Par le théoreme central limite, la somme ZZ]\Z [; suit
une loi normale de moyenne Ng x up(7) et de variance Ng x o7 (7) et la densité de maillage
Z suit alors une loi normale de moyenne (Ng/A) x up(7) et de variance (Ng/A?%) x oi5 (7).
En notant qu’on a Ng = 37 A, on peut montrer que la fonction de probabilité fip(7, Z) de
la densité de maillage est une loi normale de moyenne pizp(7) = 37up(7) et de variance

0%0(7) = (37/A)oip(7) (FIGURE C.7) :
fio(7,Z) = PDF [N (pzo(7),0210(7)), Z] (C.16)

ou :
327 1 4057 — 322
- (moyenne) et o p5(T) ~ 154 2772

Pour une discrétisation de type PD, [ suit la loi (C.4). Quand le nombre des arétes Ng
est suffisamment grand, Zf\fl [; suit une loi normale de moyenne et variance Ng X ppp(T)

et Ng x 0dp(7T) respectivement, suivant le théoreme central limite. La densité de maillage

pzip(T) = (variance)
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Z suit alors la meéme loi de probabilité que le cas ID mais avec une variance 15 fois plus
grande :

feo(7,Z) = PDF [N (pzpo(7), 02p0(7)), 1] (C.17)

avec
pz,po(T) = pzip(T) (moyenne) et oy pp(7) = 1507 5(7) (variance)

La précision de ces estimations (C.16) et (C.17) est illustrée dans la FIGURE C.8 pour
différentes discrétisations.

Pour le cas d'un maillage isotrope obtenu a partir d’une distribution statistique des points
générés, on définit la taille de maillage Lyesn comme étant le coté d'un triangle équilatéral
en remplacant une discrétisation de type Delaunay a N, triangles occupant un domaine
Q2 (aire A) par une discrétisation équivalente contenant un ensemble de N; triangles équi-
latéraux occupant la méme surface A. En exprimant la densité de maillage sous la forme
standard Z = 7/ Lmesh, on peut obtenir 'expression du parametre v 1ié a la morphologie
d’un maillage de type Delaunay et une taille de maillage Lmesh :

v [ A
Z = avec ~ 364 et Lmesh =2 . C.18
Lmesh 7 " \/gNt ( )

3 Résultats complémentaires pour d’autres maillages

L’estimation de la longueur totale des arétes d'une triangulation avec Np points régu-
lierement distribués sur une surface A peut étre consulté dans [Watanabe, 2008]. En se
servant de ces résultats, on présente ici une estimation de la densité Z pour différents
types de maillages souvent utilisés en éléments finis.

Pour un maillage structuré et basé sur une distribution hexagonale (H) de points, la

longueur totale des arétes est :
ol 2T
; V5 (C.19)

il en découle que la densité de maillage Z est estimée par :

2
Ty = 3\/%\/? (C.20)

Pour un maillage structuré de type "Triangles-Quadrilateral” (TQ), la longueur totale des
aretes est

fzi - (2 + \/§> JTA, (C.21)

et on a:

Zrq=(2+V2) V7 (C.22)
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Pour un maillage structuré de type "Cross-Triangle Quadrilateral” (CTQ), la densité de
maillage est :

Zerq =2 (1 + \/é) T (C.23)

Plus généralement, le maillage (CTQ) peut étre étendu au cas général non carré avec un
rapport d’aspect s > 1 (le ratio entre les deux longueurs du rectangle). Pour ce cas la
densité de maillage est approchée par :

[ 1 1
ZCTQS:<2 1+?+1+;>\/? (C.24)
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Ficure C.6 — Fonction de probabilité de la longueur des arétes obtenues par
un maillage généré par Gmsh [Geuzaine et Remacle, 2009]. Plus le maillage est
raffiné plus la valeur de 7 augmente (maillage grossier 7 = 58, maillage raffiné
7 = 1380). Les courbes noires correspondent a la loi normale (C.15). L’'indice
d’efficacité pour le cas raffiné du maillage est environ £ ~ 0.90.
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F1GUure C.7 — La densité de probabilité fip(7, 7). Résultats numériques pour
1000 triangulations de type ID (histogrammes) (7 = 500). L’estimation (C.16)
est tracée en courbe. Le calcul concerne deux surfaces du domaine Q : A = 20mm?
(pdf centrée) A = 2mm? (pdf étalée)
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FIGURE C.8 — La densité de maillage Z vs la densité des points générés 7 (courbe :
pzin(T) = pzpp(7) donnée par (C.16), surface A = 1mm?). A gauche : résultats
numériques de Z avec 1000 maillages pour chaque valeur de 7; points noirs avec
des barres d’erreur, : maillage ID (variance (C.16)); Points gris avec des barres
d’erreur : maillage PD (variance (C.17)). A droite : résultats obtenus avec Gmsh
avec un maillage "MeshAdapt’ (points), un maillage 'Frontal’ (cercles ouverts),
Cast3M (croix), Triangle (carrés pleins), Abaqus (carrés ouverts).
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Zn = jgﬁ Zra= (243) 7

1 1
Zerq=2(1+V2) VT ZCTQS_<2\/1+82+1+S>\E

F1GURE C.9 — Densité de maillage Z pour les différentes discrétisations utilisées
dans les codes éléments finis.
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Modélisation micromécanique et identification inverse de ’endommagement par approches cohé-
sives

Résumé : Un modele micromécanique est proposé pour une collection de zones cohésives insérées entre toutes
les mailles d’une discrétisation de type éléments finis cohésifs-volumiques. Le principe de I'approche consiste a
introduire un composite équivalent 'matrice-inclusions’ comme une représentation de la discrétisation cohésive-
volumique. Le modele obtenu & I’aide de techniques d’homogénéisation (schéma de Hashin Shtrikman et approche
de P. Ponte Castaneda) permet de décrire le comportement macroscopique élastique, fragile et ductile. Il est
valable quel que soit le taux de triaxialité appliqué et la forme de la loi cohésive retenue, et permet de relier,
d’une facon explicite, les propriétés macroscopiques du matériau aux différents parametres cohésifs ainsi qu’a
la densité de maillage.

Un premier résultat est 1’établissement d’un critere pratique permettant de définir les raideurs cohésives au
regard de la souplesse additionnelle inhérente a 1’utilisation des modeles de zones cohésives intrinseques. L’ex-
tension du modele au cas de la rupture fragile et ductile, permet d’obtenir d’autres criteres pratiques pour
calibrer les autres parametres cohésifs (contrainte cohésive maximale, ouverture critique, énergie de fissuration,
...). L’utilisation couplée des critéres obtenus permet une calibration inverse des parameétres de la loi cohésive
en fonction des propriétés macroscopiques du matériau et de la taille de maillage. De fait il est possible de
prédire un comportement homogene global indépendamment de la taille du maillage.

Mots-clés : Micromécanique, Modeles de zones cohésives, Homogénéisation, Endommagement, Plasticité, Den-
sité de maillage

Micromechanical modeling and inverse identification of damage using cohesive approaches
Abstract : In this study a micromechanical model is proposed for a collection of cohesive zone models embedded
between two each elements of a standard cohesive-volumetric finite element method. An equivalent 'matrix-
inclusions’ composite is proposed as a representation of the cohesive-volumetric discretization. The overall
behaviour is obtained using homogenization approaches (Hashin Shtrikman scheme and the P. Ponte Castanieda
approach). The derived model deals with elastic, brittle and ductile materials. It is available whatever the
triaxiality loading rate and the shape of the cohesive law, and leads to direct relationships between the overall
material properties and the local cohesive parameters and the mesh density.

First, rigorous bounds on the normal and tangential cohesive stiffnesses are obtained leading to a suitable
control of the inherent artificial elastic loss induced by intrinsic cohesive models. Second, theoretical criteria on
damageable and ductile cohesive parameters are established (cohesive peak stress, critical separation, cohesive
failure energy, ... ). These criteria allow a practical calibration of the cohesive zone parameters as function of the
overall material properties and the mesh length. The main interest of such calibration is its promising capacity
to lead to a mesh-insensitive overall response in surface damage.

Keywords : Micromechanics, Cohesive zone models, Homogenization, Damage, Plasticity, Mesh density
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