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Partitionnement de grands graphes : Mesures, Algorithmes et Visualisa-
tion

Résumé : L’analyse de réseaux (représentés par des graphes) est une composante impor-
tante dans la compréhension de systemes complexes issus de nombreuses disciplines telles
que la biologie, la géographie ou la sociologie. Nous nous intéressons dans cette these aux
décompositions de ces réseaux. Ces décompositions sont utiles pour la compression des

données, la détection de communautés ou la visualisation de graphes.

Une décomposition possible est un partitionnement hiérarchique des sommets du graphe.

Nous traitons de I’évaluation de la qualité de telles structures (leur capacité a bien cap-
turer la topologie du graphe) par le biais de mesures de qualité. Nous discutons ensuite
I'utilisation de ces mesures en tant que fonctions objectives a maximiser dans le cadre d’al-
gorithmes de partitionnement. Enfin, nous nous intéressons a la définition de métaphores

visuelles efficaces permettant de représenter différentes décompositions de graphes.

Mots-clés : détection de communautés, partitionnement, visualisation de graphes.

Discipline : Informatique.

Graph Partitioning : Measures, Algorithms and Visualization

Abstract : Network analysis is an important step in the understanding of complex systems
studied in various areas such as biology, geography or sociology. This thesis focuses on the
problems related to the decomposition of those networks when they are modeled by graphs.
Graph decomposition methods are useful for data compression, community detection or

network visualisation.

One possible decomposition is a hierarchical partition of the set of vertices. We propose
a method to evaluate the quality of such structures using quality measures and algorithms
to maximise those measures. We also discuss the design of effective visual metaphors to

represent various graph decompositions.

Keywords : community detection, partitioning, graph visualization.

Field : Computer Science.







Table des matieres

Remerciements

Resumé

Abstract

Table des matiéres

Table des figures

Liste des tableaux

1 Introduction

1.1

1.2

1.3

1.4

Les graphes : un modele pour I’étude d’interactions . . . . . . . . . .. ..
Partitionnement de graphes et détection de communautés . . . . .. . ..
Analyse visuelle de graphes . . . . . . . . ... L L

Travaux réalisés et organisation du manuscrit . . . . . . . . ... ... ..

2 Définitions et Notations

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

2.6

Ensembles et Partitions . . . . . . ... .. oo 0oL
Graphes . . . . . . .
Arbres . .. L
Partitionnement de graphes . . . . . . .. ... ... L.
Probabilité et statistiques . . . . . . . . .. ... L
Modeles de graphes aléatoires . . . . . . . ... .. ...

2.6.1 Modele de Erdés-Rényi . . . . .. .. ..o oL

iii

iii

ix

xiii



Table des matiéres

2.6.2 Modele ERMG . . . ... ... ... 23

2.6.3 Modele a distribution arbitraire de degré. . . . . . . .. ... ... 24

2.6.4 Modele hiérarchique . . . . .. .. .. ... L. 24

2.6.5 Modele LFR . . . . ... ... ... ... 26

3 Mesures de qualité pour le partitionnement de graphes 29
3.1 Etatdelart . . . . ... .. 30
3.1.1 Modularité Q . . . . . . .. 30

3.1.2 Mesure de Mancoridis M@Q . . . . . . .. .. ... 31

3.1.3 Qualité de compression L . . . .. .. ... L. 32

3.2 Redéfinition de la mesure MQ . . . . . . . . . .. ... 35
3.3 Analyse comparative des mesures MQ et Q . . . . . . . . ... ... ... 37
3.3.1 Analyse Probabiliste sur le modele d’Erdés-Rényi . . . . . . . . .. 38

3.3.2 Gain lié a la fusion de groupes . . . . . .. ... L. 39

3.3.3 Analyse Expérimentale . . . . . .. ... o oL 41

3.3.4 Conclusion sur les analyses . . . . . ... .. .. ... ....... 43

3.4 Discussion et Perspectives . . . . . . . ... .o oo 44

4 Mesurer la qualité de partitions hiérarchiques de graphes 45
41 Etatdelart . . .. oot 46
4.1.1 Qualité de résolution multi-échelles . . . . . . ... ... ... ... 46

4.1.2 Qualité de compression hiérarchique . . .. .. .. ... ... ... 48

4.2 Généralisation des mesures de qualité additives aux partitions hiérarchiques 49

4.2.1 Définition de la mesure multi-niveaux . . . . . .. ... ... ... 50
4.2.2 Formulation en termes de chemins . . . .. ... ... ... .... 51
4.2.3 Interprétation et Utilisation . . . . . . . . ... .. ... ... ... 52
4.3 Validation expérimentale de la généralisation de M@ . . . . . . . . .. .. 53
4.3.1 Un cas simple avec trois cliques . . . . . . . .. .. ... ... .. 53
4.3.2 Un exemple pluscomplexe . . . . . . . ... ... ... ....... 96
4.3.3 Comparaison de différentes hiérarchies sur un réseau réel . . . . . . 58
4.4 Discussion et Perspectives . . . . . . . . .. . L oo 61

vi



5 Algorithmes pour le partitionnement hiérarchique de graphes 63

51 Btatdelart. . . ... ... 64
5.1.1 Approches agglomératives . . . . . . . ... .. ... 64
5.1.2 Approches divisives . . . . . . . . ... ... 67
5.1.3 Approches hybrides . . . . .. ... ... o L. 69
5.1.4 Autres approches . . . . . . . ... o 69

5.2 Optimisation d’une partition hiérarchique donnée . . . . . . . . . ... .. 70
5.2.1 Motivations . . . . . ... 70
5.2.2  Algorithme par suppression de noeuds internes . . . . . .. .. .. 72
5.2.3 Discussion . . . . . ... 74

5.3 Applications a I’Algorithme Louvain . . . . . . . . . .. ... ... .... 74
5.3.1 Motivations . . . . . ... 75
5.3.2  Evaluation sur le benchmark LFR . . . . . . ... ... ... ... 75
5.3.3 Discussion . . . . . ... 78

5.4 Partitionnement hiérarchique d’un réseau de commuters par filtrage d’arétes 79

5.4.1 Motivations . . . . . ... 79
5.4.2 Détermination des coupes horizontales pertinentes . . . . .. . .. 80
5.4.3 Perspectives . . . . . ... Lo 83
5.5 Conclusion et Perspectives . . . . . . . . . . . ... .. ... ... 84

6 Evaluation de la visibilité des communautés dans les diagrammes

noeuds-liens 87
6.1 Problématiques et Motivations . . . . . .. .. .. ... oL 87
6.2 Etat delart . . . . . . . . . . 89
6.3 Mesures esthétiques pour des dessins de graphes partitionnés . . . . . . . 90
6.3.1 Mesures d’encombrement . . . . . .. ..o 92
6.3.2 Mesures sur les longueurs . . . .. .. ..o 94
6.3.3 Mesures de résolution . . . .. .. .o oL 95
6.3.4 Mesures sur les formes . . . . . .. .. 98
6.4 Comparaison de différents algorithmes de dessin. . . . . . ... ... ... 99
6.4.1 Jeu de données utilisé . . . .. ... oL 99

vii



Table des matiéres

viii

6.4.2 Algorithmes de dessin étudiés . .
6.4.3 Analyse statistique des résultats
6.4.4 Conclusions de I'étude . . . . . .

6.5 Discussion et Perspectives . . . . . . ..

7 Visualisation de décompositions de graphes

71 Etatdelart . . . ... ..........

7.2 Visualisation par enveloppes concaves utilisant la topologie du graphe

7.2.1 Ordonnancement des sous-graphes
7.2.2 Construction des enveloppes . . .
7.3 Applications . . . . ... ... ... ...

7.4 Discussion et Perspectives . . . . . . ..

8 Conclusion et perspectives

8.1 Perspectives . . . . .. ... ...

8.1.1 Distances entre partitions hiérarchiques . . . . . .. ... ... ..

8.1.2 Applications a la fragmentation de graphes . . . . ... ... ...

8.1.3 Dessins multi-niveaux de graphes

Bibliographie

111
112
114
115
117
118

120

123
124
125
125
126

127



Table des figures

1.1
1.2

1.3

14

1.5

21
2.2
3.1

3.2

3.3

3.4

3.5
3.6
4.1

4.2
4.3
4.4

Illustration de certains problémes issus de la théorie des graphes . . . . . .. 2
Ilustration de différents réseaux complexes . . . . . . . .. ... ... .... 3

Illustration de trois types de décomposition d’un graphe en utilisant des enve-

loppes concaves [85] . . . .. ... 5
HNlustration du wisualization pipeline proposé par [44] et adapté par [24] . . . 7

Utilisation de différents type de regroupements pour faciliter la compréhension

des réseaux . . . . ... Lo e e 9
IMustration du concept de Coreness . . . . . . . . . . .. ... .. . .... 16
Exemple d’un graphe généré en utilisant le modele LFR hiérarchique . . . . . 27
Illustration du principe de la qualité de compression d’une partition . . . . . 33

Partition d’'un graphe de 96 sommets. Les trois groupes sont dessinés en utili-
sant des enveloppes concaves. Les quantités notées in, out et size correspondent

respectivement a e;;, Z#i eijet [Col. .o 36

Deux groupes A et B de taille t et contenant (;)pm arétes internes. Ils sont

reliés par t?pap arétes et chacun par une aréte avec le reste du graphe (exemple

inspiré de [87]). . . . . . . 39
Pour p;,, = 1, le plan représente les valeurs de p4p a partir desquelles A,y MQ >

0 pour différentes valeurs t et m. . . . . . . .. ... 41
Un réseat en anneau . . . . . . . v v vt eu e e e e e e 42
Reconstruction 3D des mesures M@ et () (Réseau en anneau) . . . . . . . .. 43

Hlustration (tirée de [109]) d’une procédure d’extraction d’une partition hié-

rarchique optimale & partir d’'un dendrogramme. . . . . .. .. .. .. .. .. 47
Illustration du calcul de la qualité de compression d’une partition hiérarchique 48
Un arbre (a droite) encodant la partition hiérarchique du graphe (a gauche). 51

Deux partitions hiérarchiques d’un graphe formé de trois cliques. . . . . . . . 54



Table des figures

4.5
4.6
4.7

4.8

4.9

5.1

5.2

5.3

5.4
9.5

5.6

5.7

6.1

6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8
6.9

Valeurs de AL(T) pour n = 100 calculées pour différentes valeurs de b. . . . . 55
Différentes partitions hiérarchiques de quatre cliques. . . . . . . . .. ... .. 56

Comparaison de différentes partitions hiérarchiques pour des graphes composés

de quatre cliques. . . . . . . . . . e e Y

Visualisation des quatre partitions hiérarchiques du réseau de football univer-

sitaire basée sur des graphes quotients . . . . . . . . .. .. ... ... 59

Courbes de M@ pour le partitionnement en conférences (bleu), Single-Linkage
(vert), MLR-MCL (violet) et Louvain (rouge). . . . . ... ... ....... 60

Illustration de ’approche agglomérative pour 'optimisation de la modularité

dans l'algorithme Louvain (image tirée de [23]). . . . . . . ... ... ... .. 67
Ilustration de différents types de coupes possibles dans un arbre de partition. 71

Informations conservées en mémoire dans le cadre de 'algorithme 3 pour le
calcul de ®(G,T) . . o . oo 73

Résultats de 'optimisation de Louvain sur le benchmark LFR hiérarchique . 77

Un exemple de macro-communauté obtenue avec le modele LFR hiérarchique

et extraite par l'algorithme Louvain. . . . . . . . .. ... ... ... ... 78

Evolution de la qualité M Q) pour des coupes horizontales du réseau en fonction

de valeurs de seuils. . . . . .. 82

Partitionnements hiérarchiques du réseau des flux domicile-travail dans la ré-

gion des Pays-de-la-Loire (source : INSEE) . . . ... .. ... ... ..... 83
Un exemple de graphe avec une structure de communauté et le graphe quotient

ASSOCIE. . . . . e e 88
Illustration des mesures d’encombrement . . . . . . . . .. . ... ....... 93

Illustration des mesures de résolution et de séparation externes dans un dessin. 96

Sorties de cinq algorithmes de dessin sur le benchmark LFR . . . . . . . . .. 102
Comparaison des algorithmes sur ’encombrement . . . . . . . ... ... ... 104
Comparaison des algorithmes de croisements d’arétes . . . . . . . .. .. ... 104
Comparaison des algorithmes sur ’homogénéité des longueurs . . . . . . . .. 105
Comparaison des algorithmes sur la résolution. . . . . . . .. ... ... ... 106
Comparaison des algorithmes sur les mesures de forme des communautés . . 107

6.10 Sorties des cing algorithmes de dessin sur le réseau de Football Universitaire 108

7.1

Quatre méthodes pour la visualisation d’ensembles chevauchants. . . . . . . . 113



Table des figures

7.2

7.3
7.4

7.5
7.6
7.7

Les trois étapes pour la construction d’enveloppes concaves permettant la vi-

sualisation d’ensembles chevauchants dans un diagramme noeuds-liens. . . . . 114
Mustration des différents problemes d’occlusions . . . . . ... ... ... .. 115

Illustration de techniques d’interactions simples pour résoudre les ambiguités

visuelles . . . . oL 115
Iustration du probléme d’ordonnancement lié a I'utilisation d’enveloppes concaves.116
Ilustration de la procédure de clipping de polygones. . . . . . . . . .. .. .. 117

Visualisation d’une décomposition chevauchante du réseau Les Misérables [78]

obtenue en utilisant I’algorithme de Ahn et al. [3] . . . . . . .. ... ... .. 119

xi



Xii



Liste des tableaux

4.1 Comparaison des résultats sur le réseau de football universitaire par rapport

aux polynémes de M@ et leur intégrale M (@) ainsi que le taux de compression

A(L(G,T)) « o o o e 60
6.1 Mesures esthétiques proposées pour un graphe muni d’une structure de com-

MUNAULe . . . . . . e e e e e e e e e e e e 91
6.2 Détails sur les algorithmes de dessins utilisés et leurs parametres . . . . . . . 101

xiii



Xiv



Chapitre 1

Introduction

Les réseaux complexes sont au cceur des sciences naturelles et humaines car ils per-
mettent de représenter les interactions entre les différents éléments d’un systeme, que
ce soit un échange de photos entre amis sur un réseau social, des interactions entre pro-
téines dans une cellule ou la circulation de personnes au sein d’un pays. Le terme compleze
(formé du latin con- “avec” plezus “entrelacement”) est presque redondant dans ce contexte

puisqu’un réseau suppose 'existence de relations entre ses membres.

Ces réseaux sont souvent modélisés par des graphes, une structure permettant 1’enco-
dage de données relationnelles. Quel que soit le domaine applicatif, cette modélisation sert
a I’étude de la structure émergeant des entrelacements entre individus. Ainsi, les utilisa-
teurs d’un réseau social auront tendance a former des groupes plus fortement connectés
entre eux qu’avec le reste du réseau : ils formeront des communautés. La forme et la taille

de ces communautés sont a priori inconnues, de méme que la facon dont elles s’imbriquent.

L’identification de ce type de structure est un défi majeur dans le domaine de ’analyse
de données. En effet, une décomposition du réseau reflétant sa topologie est une étape
primordiale pour la compréhension du systéeme et son exploration. Nous traitons de 1’éva-
luation de la qualité de telles structures (leur capacité & bien capturer la topologie du
graphe) par le biais de mesures de qualité. Nous discutons ensuite 'utilisation de ces
mesures en tant que fonctions objectives & maximiser dans le cadre d’algorithmes de par-
titionnement. Enfin, nous nous intéressons a la définition de métaphores visuelles efficaces

permettant de représenter différentes décompositions de graphes.

1.1 Les graphes : un modele pour I’étude d’interactions

Un graphe désigne un objet mathématique formé d’entités, appelées sommets, inter-
agissant entre elles. Ces interactions sont représentées par des arétes et peuvent corres-

pondre a des contraintes, des dépendances ou des échanges entre les entités.
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L’utilisation de graphes pour modéliser remonte a 1741 lorsque Leonhard Fuler proposa
le probleme des sept ponts de Konigsberg [49]. 11 consiste a déterminer 'existence d’une
promenade passant une et une seule fois par chaque pont de la ville (voir Figure 1.1(a)).
Ce type de probléme est une question posée sur la topologie du graphe. La topologie
correspond a 'espace formé par les relations du type “est voisin de” ou “est accessible a
partir de”. L’enjeu est souvent d’extraire des propriétés globales a partir de ces relations

locales.

Un autre exemple célebre en théorie des graphes est le probleme de coloration [81] :
combien de couleurs sont nécessaires au minimum pour pouvoir colorier une carte de fagon

a ce que deux régions adjacentes n’aient pas la méme couleur (voir Figure 1.1(b))?

(a) Illustration du probléme des sept (b) Nlustration du probléme de colora-

ponts de Konigsberg tion sur la carte de I’Europe

FI1GURE 1.1: Illustration de certains problemes issus de la théorie des graphes

Dans les exemples donnés ici, les problemes sont résolus en identifiant certaines pro-
priétés des graphes. Pour la coloration de cartes, le graphe représentant les différentes
contraintes est planaire. Ce type de propriété aide a la résolution du probléeme. Cependant
les graphes peuvent étre utilisés pour modéliser des systémes beaucoup plus complexes
issus de domaines variés. Cette modélisation est alors utile pour répondre a des probléemes
d’analyse de données. Les graphes générés ne vérifient généralement pas les propriétés

permettant de résoudre aisément ces problemes.

L’analyse de données regroupe les méthodes permettant d’extraire des connaissances
a partir d’'un ensemble d’observations. Dans ce cadre, les statistiques servent a étudier
des variables décrivant une population et tester des hypotheses telles que “le temps passé
par une personne sur son ordinateur dépend de son age”. Un prédicat souvent utilisé est
que les individus sont indépendants. Cette contrainte implique que I’état d’un individu ne
dépend pas de I’état d’un autre individu dans la population. Dans ce cadre, 'hypothese
est testée en utilisant une régression linaire [96]. Une autre hypotheése pour cet exemple
pourrait étre “le temps passé par une personne sur son ordinateur dépend du temps passé

par ses amis sur un ordinateur”. L’approche du probleme est différente car on cherche
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maintenant a tester I'indépendance entre les individus. Ce probleme peut étre abordé en
tenant compte des relations entre eux, c’est ce que les graphes permettent de faire. Cette
hypothése peut étre testé en utilisant des indices de corrélations spatiales (topologiques)
venant de la géographie quantitative [90]. Les approches possibles dépendent d’une prise
en compte simulatannée de variables exogenes (issues des données brutes du réseau) et de

variables endogenes (issues de la topologie du réseaux).

(a) Réseau social Facebook de I'université Caltech (b) Réseau d’interactions de protéines de
Yeast

(c) Réseau migratoire aux Etats-Unis

FI1GURE 1.2: Illustration de différents réseaux complexes

Les graphes sont ainsi utilisés pour modéliser des interactions entre individus (au sens
statistique). Des méthodes et algorithmes, issus de la théorie des graphes, permettent
de répondre a des problemes venant d’autres disciplines. Les domaines concernés sont
nombreux, on peut évoquer la sociologie [132], la géographie [17] ou la biologie [40]. Les
systeme concernés sont appelés réseaur complexes. Ce sont par exemple les réseaux sociaux
issus du Web, les flux migratoires entre les villes d’un pays ou les réseaux d’interactions

entre protéines. Une illustration de chaque exemple est disponible dans la Figure 1.2.

L’étude de ces réseaux (appelée analyse de réseaur) a connu un essor trés important



Chapitre 1. Introduction

durant les deux dernieres décennies. Parmi les résultats importants, on peut citer les tra-
vaux sur l'identification de constantes structurelles dans les réseaux complexes.

Un premier résultat est I'observation d'une invariance d’échelle dans la distribution du
nombre de connections [16, 5] qui peut étre approximée par une loi de puissance. Cela
implique qu’il est facile de trouver des sommets ayant un nombre de connections beaucoup
plus grand que la moyenne. Ce résultat est néanmoins vivement contesté pour sa validité
statistique (voir la contre-étude de Perline [107]). Un second résultat montre que les dis-
tances (en terme de plus court chemin) dans les réseaux réels sont relativement courtes
comparées a la taille du réseau. Ce phénomene est connu sous le nom de petit-monde [149].
Une derniere propriété intéressante des réseaux complexes est la présence d’'une structure
de communautés. Ce point est plus amplement discuté dans la section 1.2.
L’identification de ces propriétés a fait I'objet de nombreuses vulgarisations (voir a ce
sujet le documentaire “Connected : The Power of Siz Degrees (How Kevin Bacon Cured
Cancer)”, BBC, 2008).

1.2 Partitionnement de graphes et détection de

communautés

D’apres une récente étude [59], la taille totale des données générées dans le monde
s’éleverait a 2.8 zettaoctets (mille milliards de gigaoctets) en 2012 pour atteindre 40 zet-
taoctets en 2020. Dans ce cadre, la taille des réseaux a analyser va également augmenter
ou, du moins, I’analyse systématique de réseaux de grande taille sera nécessaire. Cet enjeu
met en lumiere 'importance du partitionnement de données. En effet, le partitionnement
de données rassemble les méthodes permettant de découper une population en groupes.
Les criteres guidant ce processus peuvent varier mais les objectifs sont connus. Un premier
objectif est de compresser les données en entrée et faciliter leur traitement en considérant
chaque groupe comme un sous-ensemble indépendant. Cette approche correspond au para-
digme “diviser pour régner”. Un deuxieme est d’extraire de la connaissance a partir de ces
groupes. Ces besoins se retrouvent naturellement dans I’analyse de réseaux et se traduisent
par les problemes de partitionnement de graphes ou, plus généralement, de détection de

communautés.

Nous avons déja mentionné plusieurs problemes célebres en théorie des graphes. Le
partitionnement de graphes est I’'un d’eux. Il consiste a trouver une partition des sommets
respectant une ou plusieurs propriétés. Ces propriétés sont de nature tres diverses. On
peut, par exemple, chercher & minimiser la capacité des arétes externes, c’est-a-dire le
nombre d’arétes ou la somme totale des poids des arétes reliant deux groupes. Cette

seule contrainte définit le probleme de la coupe minimum qui peut étre résolu par des



1.2. Partitionnement de graphes et détection de communautés

algorithmes polynomiaux [29]. Le probleme devient difficile si on cherche a diviser le graphe
en k groupes de taille équilibrée car il n’existe alors pas d’algorithme polynomial pour
y répondre. Le partitionnement équilibré d’un graphe intervient par exemple dans des

problémes d’ordonnancement de taches pour des systémes multi-coeurs [11].

Le probleme de partitionnement de graphes s’est généralisé avec I’étude des réseaux
complexes. En effet, une caractéristique importante de certains réseaux est que les densités
locales de certains sous-graphes sont relativement fortes comparées a la densité globale du
graphe. Par densité, on entend ici le rapport entre le nombre d’arétes observé et le nombre
potentiel d’arétes. Cette derniere observation est liée a la présence de sous-ensembles
d’individus qui sont tres connectés entre eux et relativement peu connectés avec le reste
du réseau. L’ensemble de ces groupes correspond a la structure de communauté. Nous
désignons ainsi par détection de communautés, le probleme d’extraction automatique de

ces groupes en se basant principalement sur la topologie du graphe.

(a) Partition plate (b) Partition hiérarchique (¢) Fragmentation

F1GURE 1.3: Tllustration de trois types de décomposition d’un graphe en utilisant des

enveloppes concaves [85]

La détection de communautés est un enjeu important dans I’analyse de réseau. En bio-
logie, un ensemble de protéines interagissant fortement entre elles forment généralement
un module fonctionnel [71]. En géographie, une régionalisation du territoire peut étre
formée en détectant des ensembles de villes s’échangeant des commuters (les personnes
vivant et travaillant dans deux villes différentes) [41]. Enfin, en sociologie, des personnes
inter-connectées sont susceptibles de partager les mémes caractéristiques sociales ou cultu-

relles [148]. Nous détaillons ci-dessous trois types de décomposition (voir Figure 1.3).

Une premiere approche pour détecter les communautés est de chercher une partition
des sommets du graphe. Toutefois, le nombre de groupes ou leur taille sont a priori in-
connus. Ce probleme apparait donc plus “complexe” que ceux évoqués en début de cette

section car ’espace de recherche est plus grand. La détection de communautés a travers
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le partitionnement de graphes a attiré 'attention de nombreux chercheurs issus de disci-
plines variées. Les approches utilisées pour répondre a ce probleme sont nombreuses. Un
état de 'art couvrant la plupart de ces approches est donné dans le chapitre 5. Beaucoup
de méthodes se basent sur 'optimisation d’une fonction objective, appelée mesure de qua-
lité. La définition de ces mesures est un point crucial dans ce contexte car ce sont elles qui
permettent d’explorer efficacement un espace de solutions tres large. La mesure la plus
utilisée actuellement est la modularité @) [101, 100]. Cette mesure souffre cependant de
nombreux défauts [55, 66]. Nous discutons, dans le chapitre 3, des approches alternatives
pour évaluer la qualité d’une partition. En particulier, nous généralisons une mesure basée
sur la densité nommée M@ (définie par Mancoridis et al. [93]) en y incluant une pondé-
ration des groupes. Nous montrons que cette mesure possede, sous cette forme, de bonnes

propriétés statistiques.

Une partition des sommets d’un graphe est une modélisation possible de la structure
de communautés d’un réseau complexe. Cependant, de nombreuses études suggerent la
présence d'une organisation hiérarchique dans la structure de communauté des réseaux
complexes. Par hiérarchie, on entend une situation dans laquelle une communauté est
récursivement découpée en plusieurs sous-communautés. Ce type de structure peut alors

étre modélisé par une partition multi-niveaux des sommets d’un graphe.

L’emploi du terme “hiérarchie” peut mener a des confusions car il n’implique pas (forcé-
ment) une notion de subordination entre les individus du réseau. Ce concept a notamment
été théorisé par Herbert A. Simon [135] pour décrire la dynamique de systémes complexes.
Cette approche se retrouve dans les sciences sociales ou naturelles [112] comme en linguis-
tique [61]. Certains modeles issus de la biologie essaient de capturer la structure hiérar-
chique présente dans des réseaux formés par diverses entités biologiques [143]. Un autre

exemple peut se trouver dans les réseaux d’échanges entre des entités géographiques [18].

Beaucoup d’algorithmes de partitionnement de graphes tentent de reproduire 1’orga-
nisation hiérarchique du réseau afin d’en extraire une partition pertinente des sommets.
Ces méthodes sont soit divisives soit agglomératives. Toutefois, les travaux réalisés sur
le probleme d’extraction d’une structure de communauté hiérarchique sont relativement
peu nombreux. En particulier, ’évaluation de la qualité d’une partition hiérarchique ou
de la distance (similarité) entre ces structures sont des problémes peu étudiés. Nous pro-
posons dans le chapitre 4 une mesure permettant d’évaluer la qualité des partitions hié-
rarchiques [116] qui généralise les mesures de qualité des partitions plates telles que la
modularité ¢ ou M. Nous montrons ensuite dans le chapitre 5 comment ce nouveau
type de mesure peut étre utilisé dans le cadre d’algorithmes de partitionnement multi-

niveaux [115].

Le partitionnement des sommets d’un graphe n’est pas toujours adapté pour modéliser
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une structure de communauté. En effet, dans une partition, un élément ne peut appartenir
qu’a un unique groupe. Or dans certains exemples, cette contrainte devrait pouvoir étre
relachée. Le cas le plus illustratif est celui des réseaux sociaux issu du Web, un individu
peut en effet appartenir a plusieurs “cercles” comme celui de son travail, ses amis ou sa
famille et il ne semble pas raisonnable de ’assigner dans une seule de ces trois commu-
nautés. Pour modéliser cette situation, une fragmentation de graphes, c’est-a-dire une
décomposition du réseau en groupes d’individus pouvant se chevaucher, est utilisée. Ce
nouveau probléeme est tres étudié et de nombreux algorithmes de fragmentation existent
(voir notamment [104, 3, 89, 36]). Il n’est pas abordé dans le présent document. Utili-
ser une décomposition chevauchante pour détecter des communautés peut sembler plus
naturel, d’autant que l'espace des fragmentations de graphes inclut les partitions a un
ou plusieurs niveaux. Cependant nous pensons que les trois types de décomposition de
graphes décrits ici correspondent a des problemes qui ne sont pas équivalents. De plus,
dans certains cas d’études, le partitionnement peut étre vu comme une classification des

individus. Dans ce cas, la fragmentation avec chevauchements est a priori inadaptée.

1.3 Analyse visuelle de graphes

Les progres récents en analyse de I'information vont vers 'aide au processus de créa-
tion de connaissances. Dans ce contexte, la visualisation d’informations est une voie de
développement qui cherche a intégrer la capacité cognitive de ’étre humain. Ce domaine
inter-disciplinaire se base ainsi sur “des techniques de représentations visuelles et interac-
tives tirant parti de la bande passante existante entre ’ceil humain et son cerveau pour
permettre a l'utilisateur de voir, d’explorer et de comprendre de grandes quantités d’in-
formation & la fois. La visualisation d’informations est axée sur la création d’approches

pour transmettre des données abstraites de maniére intuitive” [138].

Interactions
Cluster, ... Thresholding, ... Drag and drop, ... Fish-eye, ...
R I d Focus | | 220 4
He e data o s Z:qu User
b/
Data - &Y% | Task
A is Filtering Mapping Rendering L) 1

FIGURE 1.4: Nlustration du visualization pipeline proposé par [44] et adapté par [24]
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Les travaux présentés ici s’inscrivent dans la chaine de traitement de données qui per-
met a l'utilisateur 'extraction de connaissances a partir de données brutes (ce “visualiza-
tion pipeline” est illustré dans la Figure 1.4). Les données traitées ici sont des abstractions
de réseaux complexes modélisées par des graphes. Dans ce cadre, ’étape appelée “Data
Analysis” comprend le partitionnement de graphes qui peut étre vu comme une simplifi-
cation des données en entrée. Cette étape va permettre la construction de représentations

visuelles (I'étape “Mapping”) utiles pour I'utilisateur final [2].

La représentation visuelle de graphes forme un domaine de recherche a part entiere.
Une abstraction visuelle couramment utilisée (c’est le cas dans ce document) est celle du
diagramme neeuds-liens bien que d’autres abstractions existent comme la représentation
matricielle [62]. La construction de ces métaphores visuelles nécessite la résolution de pro-
blemes algorithmiques comme par exemple minimiser le nombre de croisements d’arétes
dans un plongement d’un graphe en deux dimensions. Des partitionnements ou des décom-
positions des éléments du graphes sont souvent utilisé pour en faciliter la représentation.
La figure 1.5 illustre trois exemples de méthodes facilitant la compréhension des réseaux

données en figure 1.2.

Une “bonne” représentation visuelle d'un graphe a 'objectif de fournir des intuitions
a l'expert quant a la topologie du graphe. Des mesures esthétiques [114] calculées sur un
dessin de graphe permettent d’évaluer le respect de certains criteres comme, par exemple,
la minimisation du nombre de croisements d’arétes. Une étude récente [141] suggere que ces
critéres ne sont pas adaptés au cas ou le réseau possede une structure de communauté. Nous
proposons ainsi dans le chapitre 6 de nouvelles mesures esthétiques prenant directement
en compte cette structure de communauté. Nous les utilisons par la suite pour comparer
différents algorithmes de dessins au travers d’'une analyse statistique. Cette comparaison

permet d’évaluer la capacité des algorithmes a représenter un graphe partitionné.

La visualisation d’une structure de communautés peut également étre réalisée par
I'utilisation de métaphores visuelles représentant explicitement les communautés. Dans
le cas ou cette structure est modélisée par une fragmentation du graphe, ce probléme
correspond a la visualisation d’ensembles chevauchants. Il existe de nombreuses méthodes
issues du domaine de la visualisation d’information permettant de traiter ce probleme [34,
136, 120, 8]. Nous proposons dans le chapitre 7 une solution tirant parti de la topologie du
graphe pour générer des enveloppes délimitant les communautés [85]. Notre méthode ne
modifie pas le plongement du graphe dans le plan et tente de minimiser ['occlusion visuelle

liée a l'appartenance d’éléments (sommets ou arétes) a différentes communautés.
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elF3 sub-complex

PAF1 complex

Bl BuARrEOE

(a) Réseau social Facebook dessiné en uti- (b) Visualisation d’un réseau d’interactions de
lisant un partitionnement des sommets protéines basée sur une décomposition en power
(www.tulip-software.org) graphs [128]

Ttk W,
V3

(c) Réseau migratoire aux Etats-Unis dessiné avec un regroupement en faiseaux

des arétes [84]

F1cURE 1.5: Utilisation de différents type de regroupements pour faciliter la compré-

hension des réseaux

1.4 Travaux réalisés et organisation du manuscrit

Les travaux présentés ici contribuent aux domaines du partitionnement et de la visua-

lisation de graphes. En particulier, nous proposons une généralisation de certaines mesures

de qualité aux partitions multi-niveaux. Nous utilisons ensuite ce nouveau type de mesures

comme base pour des algorithmes de partitionnement. Nous contribuons également aux

problemes de visualisation de graphes partitionnés.

Ces recherches ont donné lieu a 'implémentation de différents algorithmes tant pour

le partitionnement de graphes que pour la visualisation au sein du logiciel Tulip [15]

(www.tulip-software.org). Les expérimentations et les images contenues dans ce ma-

nuscrit ont été en grande partie réalisées en utilisant ce logiciel.

Ce document est organisé autour de trois thémes majeurs qui sont les mesures de
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qualité de partitionnement, les algorithmes pour le partitionnement hiérarchique et la

visualisation de graphes possédant une structure de communauté.

Les concepts et les notations utilisés dans ce document sont définis dans le chapitre
2. Nous faisons en outre un état de 'art sur les modeles de graphes aléatoires qui seront

utilisés enfin de valider les mesures et les algorithmes que nous proposons.

Les chapitres 3 et 4 sont consacrés a ’évaluation de la qualité des partitions de graphes.
Nous discutons dans le chapitre 3 des différents moyens pour évaluer une partition a un
niveau des sommets d’un graphe au travers de mesures additives. Dans ce cadre, nous
donnons une nouvelle définition de la mesure de qualité M Q [93] se basant sur les densités
d’arétes internes et externes aux groupes. Cette mesure permet de répondre a certains
problemes de la modularité (). Dans le chapitre 4, nous proposons une généralisation
des mesures de qualité additives a 1’évaluation de partitions hiérarchiques de graphes.
Notre approche correspond a 'application récursive d’une mesure de qualité classique sur
U'arbre de partition en faisant intervenir une variable ¢ permettant de garder trace de la
profondeur a laquelle un groupe se situe dans la hiérarchie. Nous validons cette approche
sur des exemples simples qui confirment 'apport de ce nouveau type de mesure. Ces
travaux ont fait I'objet d’une publication dans le journal Data Mining and Knowledge

Discovery [116].

Dans le chapitre 5, nous présentons différents algorithmes pour partitionner hiérarchi-
quement un graphe en utilisant notre mesure de qualité multi-niveaux comme fonction
objective a maximiser. En particulier, nous proposons une procédure gloutonne de filtrage
d’une hiérarchie. Cette approche est mise en pratique avec succes sur les partitions multi-
niveaux produites indirectement par un algorithme d’optimisation de la modularité [23].
Ces travaux ont été publié dans le journal Advances in Knowledge Discovery and Mana-
gement [115]. Ce papier a, en outre, été désigné comme meilleur papier académique a la

conférence EGC 2012 (Extraction et Gestion de Connaissances).

Les chapitres 6 et 7 traitent du probleme de visualisation de graphes avec une structure
de communauté dessinés a ’aide de diagrammes noeuds-liens. Une comparaison statistique
de différents algorithmes de dessin est réalisée dans le chapitre 6. Cette comparaison
s’appuie sur la capacité d’un dessin & bien retranscrire la structure de communauté du
réseau. Dans ce cadre, nous proposons des nouvelles mesures esthétiques permettant de
quantifier la capacité des algorithmes a respecter certains critéres. Nous nous intéressons
a la représentation explicite de la structure de communauté dans le chapitre 7. Nous
y proposons une méthode pour visualiser efficacement une fragmentation de graphes en
utilisant des enveloppes concaves. Ce travail a été présenté a la conférence Information
Visualisation (IV2012) [85].
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Une synthese globale est donnée dans le chapitre 8. Nous reviendrons sur les éléments
clés discutés dans chacun des chapitres précédents et nous détaillerons plusieurs perspec-

tives et travaux en cours se basant sur le contenu de ce document.
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Chapitre 2

Définitions et Notations

2.1 Ensembles et Partitions

Nous introduisons ici différentes notations relatives aux ensembles et au partitionne-

ment d’ensembles.

Définition 2.1 (Ensemble) Un ensemble S = (s1,...,s,) désigne une collection d’élé-
ments.

Les ensembles utilisés dans ce document sont finis et leur taille est notée |S|. On note ()
I’ensemble vide.
Définition 2.2 (Fragmentation) Soit un ensemble S, l’ensemble C = (C1,Cy,...,Ck)
est une fragmentation de S si et seulement si

-C; CS,Vie [1,k’]

- U§:1 Ci=5

Les éléments de C sont alors appelés fragments.

Définition 2.3 (Partition) Soit un ensemble S, l’ensemble C = (C1,Cy, ..., Cy) est une
partition de S si et seulement si C' est une fragmentation et C; U C; =0, Vi # j € [1,k].

Ainsi une partition est un cas particulier de fragmentation.

Définition 2.4 (Sous-Partition) Soit un ensemble S et deux partitions C; et Co de S,
on dit que Co est une sous-partition de Ci si et seulement si pour tout C; € Cy, il existe
un sous-ensemble Cy C Cy tel que Ch est une partition de l’ensemble C;.

Notons que la notion de sous-partition est transitive : pour tout triplet de partitions Cy,
Cy et C3 de S tels que Co est une sous-partition de C; et C3 est une sous-partition de Co
alors C3 est une sous-partition de Cj.

Définition 2.5 (Partition hiérarchique) Soit un ensemble S, l'ensemble noté T =
(N1, Na, ..., Ny) est une partition hiérarchique de S si et seulement si

— Njp est une partition de S.

— N; est une sous-partition de N;_1 pour i € [2,1].

13
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Dans ce cadre, un élément N; de T est appelé niveau. La quantité [ désigne la hauteur de
la partition hiérarchique T .

Une partition est donc également un cas particulier de partition hiérarchique : c’est une
partition hiérarchique de hauteur 1. Une partition hiérarchique est également un cas par-
ticulier de fragmentation.

Définition 2.6 (Distance entre partitions) Soit C,C' deux partitions d’un méme en-
semble S. Une fonction d(C,C’) est appelée une distance si et seulement si les propriétés
susvantes sont vérifiées :

- Symétrie : VC,C’, d(C,C") =d(C’,C)

- Séparation : VC,C', d(C,C")=0&C=C

- Inégalité triangulaire : VC,C',C", d(C,C") < d(C,C")+d(C',C")
Définition 2.7 (Distance par suppression [7]) Soit C,C" deuz partitions d’un méme
ensemble S. Pour Z C S, on note C(S'\ Z) la partition de (S'\ Z) obtenue en supprimant
les €éléments de Z dans chaque groupe C € C.

La distance par suppression entre C et C', notée DS(C,C’), correspond a la taille de
Uensemble Z C S minimum tel que C(S\ Z) =C'(S'\ Z).

La distance DS(C,C’) correspond également au nombre minimum d’éléments devant
étre échangés entre les groupes de C pour obtenir la partition C’. Cette mesure est bien une
distance (voir définition 2.6). Son calcul revient a résoudre un probleme d’affectation [28,
82] ou le probléeme de couverture-sommet dans un graphe parfait [68]. Le calcul se fait
donc en temps polynomial par rapport a |S| [111].

Définition 2.8 (Information mutuelle [94]) Soit C,C' deux partitions d’un méme
ensemble S. L’information mutuelle entre C et C', notée MI(C,C'), est donnée par

kK 12
-1 c;nc
rie.e) = - lein cjon, (1) )
151 j=1 |Gl
L’information mutuelle MI(C,C’) indique si il existe une dépendance entre C et C’ en
évaluant dans quelle mesure I'observation “ les éléments z,y € S appartiennent (ou non)
a un méme groupe de C” donne des informations sur la relation entre x et y dans C’. Cette
mesure n’est toutefois pas une distance contrairement a la variation d’information.

Définition 2.9 (Variation d’information [80]) Soit C,C’ deux partitions d’un méme
ensemble S. La variation d’information entre C et C', notée VI(C,C’), est donnée par

VI(C,C) = H(C)+ H(C) - 2MI(C,C) 2)

ou HIC) = — Zle % log, (‘\(:;ill) est l’entropie de la séquence <%, %, o %) (voir
définition 2.53).

La mesure V1 est bien une distance entre partitions (voir définition 2.6). Elle est bornée

par logy(|V).
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2.2 Graphes

Définition 2.10 (Graphe) Un graphe G = (V. E, f) est une structure formée d’un en-
semble V' d’¢léments appelés sommets, d’un ensemble E d’éléments appelés arétes et d’une
application surjective f: E — V x V associant a chaque aréte un couple de sommets.

Pour une aréte e, les deux sommets f(e) = (u,v) sont appelés les extrémités de e. On
note n = |V| le nombre de sommets du graphe et m = |E| le nombre d’arétes du graphe.
Dans ce travail, on suppose que les sommets et les arétes de GG sont toujours indexés par
un entier de lintervalle [1...n] et [1,...,m] respectivement. On note également V(QG)
(respectivement E(G)) 'ensemble des sommets (resp. arétes) du graphe G.

Définition 2.11 (Graphe simple) Un graphe G = (V, E, f) est dit simple si et seule-
ment si f est une fonction bijective.

Un graphe qui n’est pas simple est dit multiple. Par la suite, si la mention multiple n’est
pas présente un graphe sera supposé simple. Dans ce cadre, 'application f est omise et
on supposera que E C {(u,v)|u € V,v € V}. Un graphe G sera donc noté G = (V, E).

Définition 2.12 (Graphe non-orienté) Un graphe G = (V,E, f) est non-orienté si
Uapplication f est restreinte aux ensembles de sommets.

Par la suite si la mention orienté n’est pas présente, on considérera que le graphe est
non-orienté.
Définition 2.13 (Graphe pondéré) Un graphe G = (V,E,w) est dit pondéré si la

fonction w associe a chaque aréte e € E un réel w(e). On appelle w(e) le poids de l’aréte
e.

Si la fonction de pondération w n’est pas explicitement notée on considérera que le graphe
est non-pondéré.

Définition 2.14 (Boucle) Soit G = (V, E) un graphe et e € E une aréte avec pour
extrémités u,v € V. L’aréte e est une boucle si et seulement st u = v.

On supposera qu’un graphe ne contient pas de boucles si la mention “avec boucles” n’est
pas explicitement donnée.

Définition 2.15 (Sous-graphe) Soit G = (V, E) un graphe. On dit que G' = (V' E')
est un sous-graphe de G si et seulement si V' CV et E' CE.

Définition 2.16 (Sous-graphe induit) Soit G = (V, E) un graphe et un sous-ensemble
de sommets S C V. Le sous-graphe noté G[S] = (S, E') est induit par S si et seulement
si B' ={(u,v) € E,u € S,veS}.

Définition 2.17 (Sous-graphe formé) Soit G = (V, E) un graphe et un sous-ensemble
d’arétes E' C E. Le sous-graphe noté G(E") = (S, E') est formé par E' si et seulement si
S={ueV, (uv)e L}

15
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FI1GURE 2.1: Illustration de la Coreness : le label des sommets correspond a la valeur de
coreness. Les enveloppes correspondent au trois différents k-cores du graphe (1-core :

jaune, 2-core : orange, 3-core : rouge).

Définition 2.18 (Graphe biparti) Un graphe G = (V, E) est dit biparti si et seulement
si il existe une partition (V1,Va) de V telle que toute aréte e € E a une extrémité dans V3
et Uautre dans V5.

Un graphe biparti sera noté sous la forme G = (V; + V4, E). Notons que les sous-graphes
induits G[V4] et G[V2] ne contiennent pas d’arétes.

Définition 2.19 (Voisinage d’un sommet) Soit G = (V, E) un graphe et w € V un
sommet. On appelle voisinage de u dans G, noté Ng(u) l'ensemble {v € V, (u,v) € E}.

Définition 2.20 (Degré d’un sommet) Soit G = (V, E) un graphe et u € V un som-
met. On appelle degré de u dans G, noté dg(u) la quantité |[Ng(u)|.

Définition 2.21 (Voisinage entrant et sortant d’un sommet) Soit G = (V, A) un

graphe orienté et uw € V un sommet. On appelle voisinage entrant (respectivement sortant)
de u dans G, noté Ng (u) (resp. NJ(u)) Uensemble
{veV|(v,u) € A} (resp. {v € V|(u,v) € A}).

Définition 2.22 (Degré entrant et sortant d’un sommet) Soit G = (V,A) un
graphe orienté et u € V. un sommet. On appelle degré entrant (respectivement sortant) de
u dans G, noté dg(u) (resp. df(u)) la quantité |Ng (u)| (resp. NG (u)]).

Définition 2.23 (Coreness) Soit un graphe G = (V, E), la coreness d’un sommet u €
V', notée coreg(u), est la plus grande valeur de i € [0,dg(u)] pour laquelle il existe un

sous-graphe G’ de degré minimum i contenant u.

Définition 2.24 (k-core) Soit un graphe G = (V, E), le k-core de G est le sous-graphe
induit par l’ensemble {v € V, coreq(v) > k}.

On appelle la dégénérescence de G la valeur maximum k pour laquelle le k-core de G est
non-vide. Une illustration du concept de k-core est donnée en Figure 2.1.
Définition 2.25 (Chemin orienté) Soit G = (V,A) un graphe orienté. On appelle
chemin orienté dans G une séquence (v1,e1, v, €9, ..., €_1,0]) avec :

-Vie[ll,v;eV

- Vie [1l - 1],6i = {’Ui,UZ;H} cA
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= Vi, g € [L],i # j,vi # vj et e; # ej.

La longueur d’'un chemin désigne le nombre d’arétes de la séquence. Dans le cas de graphes
pondérés, la longueur peut désigner la somme des poids des arétes de la séquence, on
parlera alors de longueur pondérée.
Définition 2.26 (Chemin non-orienté) Soit G = (V, E) un graphe. On appelle chemin
non-orienté dans G une séquence (v1,e1,v2,€a,...,€-1,U]) avec :

-Vie[lld,veV

-Vie [1l — 1]761' = {1}2‘,7)1'+1} eEFE

~Vi,je[l.],i# j,v #v; et

- Vi,j € [1”,2 #£j,e # €.

Un chemin ne passant pas deux fois par une méme aréte est dit simple. On dira qu’un
sommet u est accessible a partir d’'un autre sommet v si il existe un chemin (orienté ou
non selon le cas) entre v et u.

Définition 2.27 (Distance) Soit G = (V, E) un graphe et deux sommets distincts s,t €

V', la distance entre s et t notée dc(s,t) correspond a la longueur d’un plus court chemin
entre s et t dans G.

Définition 2.28 (Centralité-chemin [57]) Soit G = (V, E) un graphe et un sommet
u €V, la centralité-chemin est le nombre de plus courts chemins passant par u pour tout
couple de sommets (s,t) différents de u.

La centralité-chemin peut étre calculée en O(|E||V]) [26].

Définition 2.29 (Diamétre) Soit G = (V, E) un graphe. Le diamétre de G est égal a la
distance mazximum entre deux sommets de G.

Définition 2.30 (Cycle et Graphe acyclique) Soit G = (V,E) un graphe orienté
(respectivement non-orienté) et u € V un sommet. On appelle cycle tout chemin orienté
(resp. non-orienté simple) de u & w. Si il n’existe pas de tel chemin dans G alors le graphe
G est un graphe orienté (resp. non-orienté) acyclique.

Définition 2.31 (Graphe connexe) Soit G = (V, E) un graphe. Le graphe G est conneze
s’il existe un chemin entre toute paire de sommets dans G.

L’ensemble des sous-graphes connexes maximaux de G sont appelés les composantes
connexes de G.
Définition 2.32 (k-sommet-connexe) Soit G = (V, E) un graphe. Le graphe G est k-

sommet-conneze si et seulement si |V| > k et qu’il n’existe pas de sous-ensemble V' C'V
de taille |V'| < k tel que le sous-graphe induit G|V \ V'] n’est pas conneze.

La connexité-sommet d'un graphe G est le k¥ maximum tel que G est k-sommet-connexe.

Définition 2.33 (k-aréte-connexe) Soit G = (V,E) un graphe. Le graphe G est k-
aréte-conneze si et seulement si il n’existe pas de sous-ensemble E' C E de taille |E'| < k
tel que le sous-graphe G' = (V, E \ E') n’est pas connexe.
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La connexité-aréte d’un graphe G est le £ maximum tel que G est k-aréte-connexe.

Définition 2.34 (Graphe complet) Soit G = (V, E) un graphe. Le graphe G est un
graphe complet si et seulement si Yu € V et Yv € V, (u,v) € E.

. m nn—1
Un graphe complet possede m = () =

m = n? arcs.

Définition 2.35 (Densité) Soit G = (V,E) un graphe. La densité de G correspond
a la proportion d’arétes sur le nombre mazximal d’arétes dans un graphe de méme type
possédant |V| sommets.

arétes. Un graphe orienté complet possede

Définition 2.36 (Matrice d’adjacence) Soit G un graphe a n sommets. La matrice
d’adjacence A de G est une matrice de taille n x n dont les éléments a,, correspondent
au, nombre d’arétes ayant pour extrémités les sommets d’indices u et v.

Dans le cas non-orienté, A est une matrice symétrique. Dans le cas ou G est sans-boucle,

la diagonale de A est nulle.

2.3 Arbres

Définition 2.37 (Arbre) On dit que T est un arbre si et seulement si T est un graphe
acyclique et conneze.

De maniere a éviter de possibles ambiguités, les sommets d’un arbre seront appelés neuds
si T est clairement défini comme étant un arbre. Les noeuds u € V tels que dp(v) = 1 sont
appelés feuilles de 'arbre. L’ensemble des feuilles est noté Fp. Si un noeud u de T n’est

pas une feuille on dit que u est interne a 7.

Définition 2.38 (Arbre enraciné) Soit T = (V,E) un graphe orienté. On dit que T
est un arbre enraciné en un neud r € V- (appelée la racine) si et seulement si il existe un
unique chemin orienté de r a tout autre neud de G.

Dans un arbre enraciné, le voisin entrant u # r est appelé son parent (noté pr(u)). Pour
un neeud v € V 'ensemble de ses voisins sortants forme les successeurs de u (noté op(u)).
Dans le cas d’un arbre enraciné T, les feuilles de l'arbre vérifient d(v) = 0 et donc
or(v) = 0.

Définition 2.39 (Arbre binaire) Soit T = (V, A) un arbre enraciné. On dit que T est

un arbre binaire si et seulement si df-(v) = 2 pour tout u € (V '\ Fr).

Définition 2.40 (Sous-Arbre) Soit T' = (V, E) un arbre, tout sous-graphe conneze de
T est appelé un sous-arbre de T'.

Pour un graphe enraciné 7T, le sous-arbre enraciné en u € V' est noté T, et correspond au

sous-graphe induit formé par u et ’ensemble des nceuds v € V' accessibles a partir de .
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Définition 2.41 (Hauteur) Soit T = (V,E) un arbre enraciné en r, la hauteur d’un
neud u € V' notée hy(u) correspond a la distance entre r et w.

Définition 2.42 (Niveau) Soit T = (V, E) un arbre enraciné en r, le i-éme niveau de
G noté N;(T) est l'ensemble de feuilles dans le sous-arbre induit par l’ensemble {u €
V. ha(u) < i}

Définition 2.43 (Arbre de partition) Soit un ensemble S, un arbre de partition T
correspond a un couple (T, f) ot T est un arbre enraciné en r et f est une application
injective définie dans V(T) et a valeur dans P(S) telle que

- fr)=15
= f(u) = Upeopw) f(v) pour tout neud interne u.

- fw)N f(v) =0 sipr(u) = pr(v)

Par souci de clarté, on omettra ’application f et on notera f(u) = S,. Toutes les notations
relatives aux arbres enracinés pourront étre appliquées directement & 1T'. Un arbre de par-
tition binaire est aussi appelé un dendrogramme. Un arbre de partition 7" d’un ensemble S
permet d’encoder une partition hiérarchique de S puisqu’il existe une application bijective
entre les deux. En particulier, notons que 1’ensemble formé par {S,,u € N;(T)} est une

partition de S.

Définition 2.44 (Arbre de partition canonique) Soit un ensemble S, un arbre de
partition T' est canonique si et seulement si il ne contient pas de neud u tel que df-(u) = 1.

La réduction canonique d'un arbre de partition T est un arbre de partition canonique T’
obtenu en supprimant itérativement chaque noeud u de degré sortant 1 dans 7" et ajoutant
une aréte allant de pr(u) a 'unique successeur de u. Le résultat 7" est un arbre de partition
canonique de S. Tout arbre de partition admet une seule et unique réduction canonique.
Par la suite, on supposera qu'un arbre de partition (on parlera aussi de hiérarchie) est

toujours canonique sauf mention contraire.

2.4 Partitionnement de graphes

On présente ici différents concepts relatifs au partitionnement de graphe. Un parti-
tionnement de G correspond a une partition des sommets de G. On parlera également de
partitionnement des arétes d’un graphe.

Définition 2.45 (Clique) Soit G = (V, E) un graphe et V' un sous-ensemble de sommets

de G. Les sommets de V' forment une clique si et seulement si le sous-graphe induit G[V"|
est un graphe complet.

Définition 2.46 (Clique Maximale) Soit G = (V, E) un graphe et V' un sous-ensemble
de sommets de G. Les sommets de V' forment une clique mazximale si et seulement si V'
est une clique et qu’il n’existe pas de clique V" CV tel que V' C V.
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Une clique V’ est dite maximum si |V’| est maximum parmi ensemble des cliques de
G. Déterminer la taille de la clique maximum est un probleme NP-Complet [35].

Définition 2.47 (Arétes internes/externes) Soit G = (V,E) un graphe et V' un
sous-ensemble de sommets de G. L’aréte (u,v) € E est dite interne si et seulement si
u€e V' etve V. Soit Vi,V deur sous-ensembles disjoints de V', l'aréte (u,v) € E est
dite externe si et seulement st u € V) et v e Vs.

Pour une partition de C' = (C4,...,Cy), I'ensemble E;; désigne I'ensemble des arétes
externes entre C; et C;. Ainsi Fj; est I’ensemble des arétes internes a C;. On note également
e; (respectivement e;;) le nombre d’arétes internes au groupe C; (resp. externes entre les
groupes C; et C; pour ¢ # j). Si G est considéré pondéré, la quantité e; (resp. e;;) est la
somme des poids des arétes internes au groupe C; (resp. externes entre les deux groupes).
Définition 2.48 (Coupe minimum) Soit G = (V, E) un graphe, une partition (V',V —
V') de taille 2 est appelée une coupe de G. La taille d’une coupe (V',V — V') notée
|(V',V = V")| correspond au nombre d’arétes externes entre les deux groupes.

Si G est pondéré, la taille de la coupe est la somme des poids des arétes traversant
la coupe. Une coupe est minimum si et seulement si |[(V/,V — V’)| est minimum parmi
Pensemble des coupes de G. D’apres le théoreme de Menger [151], la connexité-aréte d’un
graphe G est égale a la taille d’'une coupe minimum de G.

Définition 2.49 (Graphe quotient) Soit un graphe G et une partition C = (Cy,...,Cy)

des sommets V. Le graphe quotient QQ = (V,V x V., f) est un graphe dont les sommets
(v1,...,ux) correspondent, via l'application bijective f, aux groupes (C1,...,Cy).

Le graphe () peut étre pondéré par la quantité e;; correspondante et peut comprendre des
boucles pondérées par la quantité e;.
Définition 2.50 (Mesure de qualité) Une mesure de qualité ®(G,C) est une fonction

définie sur ’ensemble des partitions C des sommets V d’un graphe G et a valeur dans
l’ensemble des réels.

Pour deux partitions C,C’ de V' on dit que C est meilleure que C' si ®(G,C) > (G, C’).
Pour un seuil 7 fixé, on dira que C est une bonne partition si ®(G,C) > 7.

Définition 2.51 (Mesure de qualité additive) Une mesure de qualité ®(G,C) d’une
partition C = (C, ...,Ck) des sommets V d’un graphe G est dite additive si elle peut étre
formulée sous la forme

k
2(G,C) = " 0(G.C,C) 3)

ot ¢(G,C,C;) correspond au gain du groupe C; au sein de la partition C.

Définition 2.52 (Mesure de qualité fortement additive) Une mesure de qualité
®(G,C) d'une partition C = (C4,...,Ck) des sommets V' d’un graphe G est dite fortement
additive si elle est additive et que pour tout V! C V', on a ¢(G,C(V'), V') = ¢(G, V") pour
toute partition C(V') de V' contenant V.
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Le fait qu’'une mesure soit fortement additive indique que le gain d’'un groupe V' ne
dépend pas de la facon dont les sommets appartenant a (V'\ V') sont partitionnés. Ainsi,

si @ est fortement additive, pour deux partitions Cy,Cy de V(G), on a

(G,C) - ®(G,C) = D #(G,C)= > #(G,0) (4)

CE(Cl—Cz) CE(CQ—C1)
puisque les contributions des groupes C; NCy s’annulent. Disposer d’une mesure fortement
additive est donc utile dans le cadre d’algorithme de partitionnement. Par exemple, pour
une partition C donnée, la variation de qualité obtenue en regroupant les sommets de deux

groupes C1,Cy € C est égale a ¢(G,C1 U Cy) — (6(G, Ch) + o(G, Cy)).

2.5 Probabilité et statistiques

Définition 2.53 (Entropie) Soit X une variable aléatoire discréte al états (x1,. .., 1),
on note p; = P(X = x;) pour i € [1,1] la probabilité que X soit dans l’état x;. L’entropie
de X, notée H(X), est donnée par la formule suivante :

!
H(X) == pilog(p) (5)
i=1
Définition 2.54 (Vraisemblance) Soit S = (s1,...,sn) un N-échantillon d’une va-

riable aléatoire X, la vraisemblance notée L(S,P) est la probabilité d’observer le N -
échantillon S partant d’une distribution P de la variable X :

N
L(S,P)=]]P(X =s;) (6)

i=1

La vraisemblance peut étre utilisée pour estimer les éventuels parametres d’'une distribu-
tion Px, la méthode est alors appelée mazximum de vraisemblance car on va chercher le
jeu de parametres maximisant la vraisemblance ou, de facon équivalente, le logarithme de
la vraisemblance.

Définition 2.55 (Lot de Bernoulli) Soit X une variable aléatoire discréte a valeur

dans lensemble (0,1). On dit que la variable X suit une loi de Bernoulli de paramétre p
ou X ~ B(p) si et seulement si

D stx=1
P = =
(X =) {1—]9 six =0 ()

Définition 2.56 (Loi binomiale) Soit X une variable aléatoire discréte a valeur dans
Uensemble (1,...,n). On dit que la variable X suit une loi binomiale de paramétres (n,p)
ou X ~ B(n,p) si et seulement si X s’exprime sous la forme d’une somme de variables
aléatoires (X1,...,Xy) ou X; ~ B(p), pour tout i € [1,n].
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Définition 2.57 (Loi de puissance) Soit X une variable aléatoire réelle. On dit que
la variable X suit une loi de puissance de paramétres (Tpn, ) ou X ~ PL(n,p) si et
seulement si

PX<a)= [ ey (8)

Tmin

ot ¢ est une constante de normalisation.

2.6 Modeles de graphes aléatoires

Un graphe peut étre considéré comme une réalisation d’un processus stochastique
complexe a priori inconnu. Dans ce cadre, il est possible d’inférer des modeles paramétrés
en utilisant des observations issues des réseaux réels. La modélisation de graphes permet
ainsi de mieux comprendre la topologie et la dynamique d’un réseau. L’objet de cette
section est de décrire différents modeles plus ou moins complexes qui seront utilisés dans

le reste de ce document.

Pour un graphe G = (V, E) on suppose ici que l'ensemble E des arétes du graphe
est sélectionné aléatoirement parmi tous les sous-ensembles de V' x V. Différents modeles
existent a ce jour, nous allons en détailler quelques-uns ici. Pour cela, nous introduisons
différentes notions relatives aux graphes aléatoires.

Définition 2.58 (Probabilité de lien) Soit G = (V,E) un graphe et deux sommets
u,v € V. On note pyy la probabilité qu’une aréte ayant pour extrémités u et v existe dans

E.

On a py, = P({u,v} € E). Dans ce cadre, ({u,v} € E) ~ B(pyy). Dans le cas non-orienté,
ON a Pyy = Puu- Dans le cas ou G est sans boucle, on a p,, =0, Vu € V.

Définition 2.59 (Probabilité de lien interne/externe) Soit G = (V, E) un graphe
et une partition C de G. On note p;j la proportion théorique d’arétes reliant les sommets

de C; et les sommets de C;. Dans ce cas py; est la proportion théorique de liens internes
a C;.

Dans ce cadre, on suppose donc que e;; ~ B(|C;||C}], pij)-

2.6.1 Modele de Erdos-Rényi

Ce modele fut proposé par Erdés et Rényi [48], il est & la base de la théorie des graphes
aléatoires. La probabilité p,, est fixée pour toute paire de sommets appartenant a V' x V,
on notera cette probabilité p. La génération consiste donc a poser (u,v) € E avec une

probabilité p ainsi on a m ~ B((g), p) dans le cas de graphes non-orientés et sans boucles.
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Ce modele génere ’ensemble des graphes de taille n avec une probabilité non-nulle.
Toutefois, il est rarement adapté a la modélisation de réseaux réels. En effet, ’observation
de la présence ou ’absence d’une aréte entre deux sommets est indépendante du reste du

réseau, ce qui est rare en pratique.

L’estimation du modele repose sur I'estimation de p, un estimateur direct est donné
par la densité d’aréte dans G. Cet estimateur est celui maximisant la vraisemblance du

modele.

2.6.2 Modele ERMG

Une généralisation du modele de Erdds-Rényi est proposée en introduisant la no-
tion de partitionnement : les propriétés de connectivité entre les sommets dépendent des
groupes auxquels ces sommets appartiennent. Ce modele, nommé Erdds-Rényi mixture
for graph [38] (ERMG), permet ainsi la modélisation de structures variées telles que les

graphes bipartis ou les réseaux en étoiles.

Formellement, dans ce contexte, la probabilité de 1’événement :

((u,v) € E){u € Cj,v € Cj} ~ B(pij) (9)

Le statut de deux arétes (absentes ou présentes) est donc conditionnellement indépen-
dant. La simulation de graphes aléatoires n’est pas plus compliquée que dans le modele
de Erdés-Rényi si on dispose de la partition C et des valeurs des p;;. Ce modele, ainsi que
le précédent, ont ’avantage de pouvoir prédire les liens pour de nouvelles entrées dans le

systeme (de nouveaux sommets).

L’estimation du modele consiste a déterminer a la fois la partition et les probabilités de
liens internes et externes maximisant la vraisemblance du modele (voir définition 2.54). On
note P = {p;; }1<i j<r I'ensemble de ces probabilités pour une partition C avec k groupes.
La vraisemblance du modele est donc la probabilité d’observer E(G) en fonction du couple

C,P).

ko k
LE@G),(C,P)) = TIIIryQ—py)emes (10)

i=1j=1

() siey

nin; sinon

ou t(Ci, CJ) =
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2.6.3 Modele a distribution arbitraire de degré

Ce modele est également une généralisation du modele de Erdés-Rényi [5] : on consi-
dere que le degré des sommets est connu. Un graphe aléatoire serait dans ce cas obtenu en
sélectionnant un graphe disposant du méme nombre de sommets et de la méme séquence
de degré. Il permet également de modéliser un graphe dont les degrés sont simulés a partir

d’une loi de probabilité connue.

Cette approche est issue de I’étude des réseaux a invariance d’échelle [16], ou la loi
de probabilité des degrés des sommets peut étre approchée par une loi de puissance (voir
Définition 2.57). La génération aléatoire repose, dans ce cadre, sur 'ajout successif de

sommets qui se lient préférentiellement aux sommets les plus anciens.

De nombreux algorithmes furent développés dans le cas général, lorsque que la sé-
quence de degrés ou la loi de probabilité sont connues [98]. Les plus récents se basent sur
des algorithmes de Monte-Carlo par Chaine de Markov (MCMC) [121] ou sur des algo-
rithmes d’échantillonnage pondéré séquentiel (Sequential Importance Sampling [22]). Dans
chacun de ces algorithmes, une aréte est ajoutée entre deux sommets si le résultat de cette
opération satisfait certains criteres. Cependant, la facon de choisir un couple de sommets
plutot qu’un autre peut varier d’un algorithme & un autre. En général, dans la littérature,
cette probabilité dépend du degré des deux sommets. De méme que pour le modele de
Erdos-Rényi, de nombreuses propriétés statistiques ont été étudiées dans le cadre de ce
modele [5, 75].

2.6.4 Modele hiérarchique

Une approche proposée par Clauset et al. [31] repose sur '’hypothese de Iexistence
d’une structure hiérarchique inhérente a certains types de réseaux et, a 'instar du modele

ERMG, de l'existence de communautés plus ou moins liées entres elles.

Soit G un graphe de n sommets et D un dendrogramme dont les n feuilles corres-
pondent aux sommets de G. A chacune des n — 1 séparations de D (indexé de fagon
quelconque par un entier noté r) on assigne une probabilité notée p,. Par ailleurs, on
note 7, le plus proche ancétre commun (least common ancestor) dans D de u,v € V.
Ainsi deux sommets {u, v} sont reliés par une aréte avec une probabilité p,,, . Le modele de

graphes aléatoires hiérarchiques (noté HRG) correspond au couple formé par (D, {p, }rep).
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Pour déterminer quel couple (D, {p;,},cp) forme le "meilleur” modele pour un graphe
donné, les auteurs proposent d’utiliser des méthodes stochastiques de maximisation de la
vraisemblance. On pose L, (respectivement R,.) le nombre de feuilles & gauche (resp. a
droite) de la séparation r et F, le nombre d’arétes dans G dont les extrémités ont pour
plus proche ancétre commun 7. Pour un couple (D, {p,},ep), la vraisemblance du modele

est donnée par la formule suivante.

L(E(G), (D Apr}rep)) = [ o1 —pp)t® (11)
reD

Les p, maximisant L(E(G), (D, {pr}rep)) notés p, correspondent a la proportion ob-
servée d’arétes passant dans r :

B
=T

(12)

ou L, R, est égale au nombre total d’arétes susceptibles de traverser la séparation r.
Pour estimer le modele, il reste donc & déterminer une configuration D notée D maximisant

le logarithme de la vraisemblance apres remplacement des p, :

log(L(B(G), D)) = LyRi(prlog(pr) + (1 — ) log(1 — 7)) (13)
reD

La formule h(p) = —plog(p) — (1 — p)log(1l — p) est la fonction d’entropie de Shannon
(voir définition 2.53). Cette quantité sera faible dans des cas ou les séparations corres-
pondent soit & des probabilités faibles, soit a des probabilités fortes, c’est-a-dire dans le
cas ol ces derniéres apportent peu d’information. Par convention, on pose h(0) = h(1) =0
ce qui correspond aux limites de ’entropie. Le dendrogramme D peut étre déterminé par
des algorithmes de type Monte-Carlo par Chaine de Markov (MCMC) [121] qui offrent
une convergence relativement rapide. Il faut cependant noter que rien n’indique 'existence

d’un maximum unique.

Ce modele, de par sa flexibilité, a de nombreux avantages.

— Il permet, a l'instar des précédents, de simuler de nouvelles instances de graphe
possédant une structure proche [31].

— On peut obtenir une partition des sommets de G par élagage de D et prendre les
nouvelles feuilles obtenues pour partitionner le graphe. De ce point de vue, le modele
HRG généralise le modele ERMG.
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— L’existence d’une structure hiérarchique implique une notion de préférence entre les
groupes et donc entre les sommets pris deux a deux. Il est ainsi possible de prédire
I’absence de lien entre des sommets si, par exemple, on est dans le cas ou on ne

dispose que d’un graphe partiel [32], c’est-a-dire un échantillon de I’ensemble E.

2.6.5 Modele LFR

Nous présentons maintenant le modele LFR proposé par [88] permettant de générer
des graphes aléatoires a partir d’une partition des sommets. Nous présentons également
une extension de ce modele, nommée LFR hiérarchique, aux partitions hiérarchiques [89].
Ces modeles ont été congus de fagon a pouvoir générer des graphes et tester différents algo-

rithmes de partitionnement. L’optique n’est donc pas directement l'inférence de graphes.

Modele LFR La construction de graphes en utilisant le modele LFR correspond aux

étapes suivantes :

1. Génération d’une séquence de degré suivant une loi de puissance PL(dnin, ) o1l «
est donné en parametre et ou dy;, (le degré minimum) est calculé en fonction du
nombre de sommets n et du degré moyen d donnés en parametres. En utilisant ces
parametres, une séquence (A, ..., A,) € [0, 1]" est générée. La génération du graphe
G a partir de cette séquence repose sur la méthode de Molloy-Reed [98]. Ainsi, pour

tout sommet v; de G on peut garantir que dg(v;) ~ n\;.

2. Génération du nombre et de la taille des groupes. La taille des groupes suit également

une loi de puissance PL(Smin, ) OU Spmin et B sont deux parametres du modele.

3. Affectation aléatoire des sommets & chaque groupe en respectant la contrainte qu’un
sommet u ne peut étre assigné qu’a un groupe de taille supérieure ou égale a dg(u).
4. Routage des arétes adjacentes a un sommet u de fagon & garantir qu’environ pudg(u)
arétes aient leur opposé dans un groupe différent du groupe de u. Cette proportion
1 est un parametre du modele, il va correspondre, au final, & la proportion d’arétes

externes dans le graphe.

Le graphe est donc généré a partir d’une partition, générée elle aussi de facon aléatoire.
A la différence du modele ERMG, les sommets d’'un méme groupe ne sont pas tous simi-
laires puisque selon la valeur des parametres, le degré des sommets au sein d’un groupe
peut significativement varier. On peut cependant regretter ’absence d’attachement préfé-
rentiel entre les différents groupes a la différence du modele ERMG ou HRG. La version
hiérarchique de ce modele, présentée ci-dessous, permet de combler partiellement cette

lacune.

Modéle LFR Hiérarchique Ce modele se rapproche beaucoup du modele LER

mais propose que le graphe soit généré a partir d’une partition a deux niveaux. Le premier
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niveau est celui des macro-communautés, il est généré de la méme fagon que la partition du
modele LFR ou le parametre p; définit la proportion d’arétes entre macro-communautés.
Chaque macro-communauté C' est ensuite découpée en différentes micro-communautés, ce
découpage se fait de la méme fagon que la partition du modele LFR mais cette fois en
s’appliquant sur le sous-graphe induit G[C]. Le parametre s définit la proportion d’arétes
entre les micro-communautés faisant partie d’'une méme macro-communauté. Pour tout
sommet u, la proportion d’arétes adjacentes a u externe a une micro-communauté est donc
11 + p2 en moyenne. Un exemple de graphe généré a partir de ce modele est donné en

Figure 2.2.

FIGURE 2.2: Exemple d’'un graphe généré en utilisant le modele LFR hiérarchique.
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Chapitre 3

Mesures de qualité pour le par-
titionnement de graphes

Une mesure de qualité peut étre utilisée pour comparer différentes partitions et choisir
la meilleure. En effet, les mesures de qualité associent a un objet mathématique a prior:
dépourvu d’une relation d’ordre, une valeur numérique standardisée. Ainsi, ces mesures
sont utilisées comme fonction objective a maximiser dans le cadre d’algorithmes de parti-
tionnement. Malgré 'utilisation de ce type d’outil, cette tache correspond a des probléemes
difficiles. En effet, le nombre de partitions d’un ensemble de n éléments est le n-iéme
nombre de Bell [77]

By =1
B, = ni(g)Bk (1)
k=0

Cela explique 'emploi de mesures de qualité permettant d’explorer plus facilement cet

espace.

Les différentes mesures de qualité existantes a ce jour se basent sur des criteres diffé-
rents. Comparer les mesures par rapport aux criteres revient a comparer plusieurs défini-
tions de ce qu’est une “bonne” partition ou ce qui définit une communauté dans un réseau.

Ces criteres dépendent du domaine d’application du partitionnement de graphe.

On se place ici dans un cadre d’exploration ou il n’y a pas d’a priori sur la forme,
la taille des groupes ni sur leur nombre. Dans ce cadre, étudier le comportement des
mesures de qualité est important. C’est I’objet de cette section ou nous nous intéressons a
Panalyse de la mesure M (@) proposée par Mancoridis [93]. En particulier, nous comparons

le comportement de cette mesure & celui de la modularité [101].

Apres avoir présenté les mesures de qualité utilisées dans la section 3.1, nous proposons
une généralisation de la mesure M@ dans la section 3.2. Cette mesure est analysée et

comparée a la modularité @) dans la section 3.3.
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3.1 Etat de l’art

Nous présentons ici différentes mesures de qualité pour une partition des sommets d’un
graphe. Un grand nombre de mesures existantes sont présentées dans [25]. Nous détaillons
ici les mesures qui seront utilisées dans la suite de ce manuscrit. Nous nous concentrons
sur les mesures additives utilisant le nombre d’arétes internes et/ou le nombre d’arétes
externes. Il s’agit de la modularité Q) [101], la mesure de de Mancoridis M@ [93] et la

qualité de compression L [126].

Notons qu’il existe cependant certaines mesures se basant sur différents criteres. Par
exemple White et Harary [152] proposent d’évaluer la cohésion d’'un groupe comme le
nombre minimum d’acteurs a retirer du réseau pour déconnecter le groupe. Ceci corres-
pond a la connexité-sommet du sous-graphe induit par ce groupe (voir définition 2.32).
Ils suggerent par la suite que les groupes peuvent étre évalués en se basant sur le nombre
d’arétes supplémentaires par rapport au nombre minimum d’arétes nécessaire pour at-
teindre cette connexité. Une autre mesure introduite par [153] se base, en partie, sur la

longueur moyenne des plus courts chemins au sein des groupes pour évaluer leur qualité.

3.1.1 Modularité @

La mesure de modularité () est tres populaire dans le domaine du partitionnement
de graphes [101, 100]. Elle repose sur la différence entre la part d’arétes observées et
la part d’arétes théorique dans I’hypothese ou les sommets ne sont pas liés de maniere
préférentielle si ils appartiennent au méme groupe.

Définition 3.1 Soit G = (V, E) un graphe et C = (C4,...,Ck) une partition de ces som-
mets. La modularité de la partition C, notée Q(G,C) est donnée par la formule suivante :

2(G.0) = i(m_(sz)> )

=1

ot d; = 2e;; + Z#i eij est la somme des degrés des sommets appartenant au groupe C;.

La modularité telle que donnée par I’équation (2) est une mesure fortement additive
(voir définition 2.52) & valeur dans [f%, 1]. En effet, pour chaque groupe, on calcule la dif-
férence entre la proportion observée d’arétes internes au groupe et la proportion théorique
d’arétes internes dans le cas d’'un graphe aléatoire avec la méme distribution des degrés

(voir section 2.6.3). La proportion d’arétes incidente & un groupe C; dans G est Q‘d]E‘. C’est

la probabilité en prenant une aréte quelconque de G d’observer qu’au moins une de ses

extrémités est dans C;. Si on considere qu’il n’y a pas de corrélation entre ’appartenance

de deux sommets a C; et le fait qu’ils sont connectés alors la probabilité de tirer une aréte

2
interne est égale au produit des deux probabilités, a savoir (2%') .
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Brandes et al [27] ont démontré que, pour une valeur 7 donnée, vérifier 'existence
d’une partition des sommets C d’un graphe G pour laquelle ) > 7 est un probleme N P-
complet.

La modularité, telle que définie ici, souffre du probleme de limite de résolution [55]. En
effet, pour un ensemble d’arétes E grand, une partition regroupant des petits groupes tres
faiblement connectés sera préférée aux partitions séparant ces groupes. Ce phénomene
se retrouve sur des cas d’études simples [66] ou sur des benchmarks plus complexes [86].
Plusieurs illustrations de ce probleme sont données dans la section 3.3.

Afin de répondre au probléme de limite de résolution, d’autre formulations de la modularité
introduisant un parameétre de résolution ont été proposées (voir notamment [119, 13]).

L’équation 3 correspond & la formulation utilisée par [119].

k g o\ 2
A(G.C) = Z(%—A(%)) ®

=1

ol A est un parametre réel qui, lorsqu’il est grand, favorise les groupes de petite taille.

Cette solution ne résout pas le probleme dans tous les cas d’apres [87].

Une mesure nommée Surprise a été proposée récemment dans [6]. A Tinstar de la
modularité, cette mesure évalue I'improbabilité d’observer la quantité d’arétes internes
dans une partition. La Surprise n’est pas une mesure additive. Des tests menaient sur
le benchmarks LFR (voir section 2.6.5) suggerent que des algorithmes de maximisation
de cette mesure fournissent de meilleurs résultats que ceux maximisant la modularité.
Toutefois, il n’a pas été démontré que cette mesure n’est pas sujette a certains bais telle

que la limite de résolution.

3.1.2 Mesure de Mancoridis M@

Mancoridis et al. [93] ont proposé une mesure de qualité appellée MQ (qui signifie
“Modularity Quality”) afin d’évaluer la qualité d’un partition. Elle fut mise en ceuvre dans
le cadre d’'un algorithme de partitionnement de graphes modélisant les relations entre
différentes parties d’un logiciel. La mesure s’applique donc aux graphes orientés pouvant

contenir des boucles.

La mesure M@ repose sur la prise en compte de densités d’arétes. Elle s’exprime
comme la somme des différences entre deux ratios de connectivité, calculés pour chaque
groupe {C; }1<i<k. Le premier est le ratio de connectivité interne et correspond au rapport
entre le nombre de liens observé dans un groupe sur le nombre total de liens possibles. Le
second est le ratio de connectivité externe et correspond a la somme des rapports entre le
nombre de liens observé entre les groupes C; et C; sur le nombre total de liens possibles

entre ces deux groupes.
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Définition 3.2 Soit G = (V, E) un graphe orienté avec boucles et C = (Cy,...,Cyk) une
partition de ces sommets. On note
1 k (7] 1 €ij

MQ(G.C) = - — 1
ACO = T2 \oE 1290 @

=1

L’idée de la mesure M () est de comparer le nombre de liens internes et externes d’un
groupe a un idéal. Ainsi, la mesure va privilégier un groupe C' se rapprochant des graphes
orientés complets ayant |C|? arcs pour le méme nombre de sommets. Elle va également

pénaliser la présence de graphes orientés bipartis complets entre deux groupes C; et Cs.

On vérifie facilement que M@ est une mesure additive (voir définition 2.51) sans étre
fortement additive. En effet, le ratio de connectivité externe et le facteur de standardisation
k dépendent de la taille des autres groupes et du nombre de groupes respectivement. La
mesure M(Q) est a valeur dans [—1, 1]. Tel que définie ici, la mesure M Q) n’est adaptée qu’a
un type de graphe bien particulier (orienté avec boucles). Une redéfinition permettant
de prendre en compte différents types de graphes est proposée dans la section 3.2. Cette

redéfinition permet également de rendre la mesure fortement additive.

La Performance [140] est un autre exemple de mesure basée sur la densité d’arétes.
Cette mesure correspond a la proportion de “bons couples” dans le partitionnement. Un
bon couple étant soit deux sommets connectés et appartenant au méme groupe soit deux
sommets non-connectés appartenant a deux groupes différents. La Performance est une

mesure fortement additive.

3.1.3 Qualité de compression L

La qualité de compression (originalement appelée “Map Equation” [126, 125]) d’une
partition des sommets d’un graphe est basée sur 'idée que les groupes simplifient 1’écri-
ture sous forme codée d’un parcours aléatoire du graphe, de la méme facon que 'utilisation
des noms de villes simplifie I’écriture des adresses postales. On cherche ici a évaluer quan-
titativement la réduction de la complexité due aux groupes. Cette mesure a été généralisée

au partitionnement hiérarchique (voir section 4.1).

Une marche aléatoire de graphes ne place pas tous les sommets sur un pied d’égalité.
En effet, des sommets de plus fort degré ou ayant une centralité importante (voir définition
2.28) ont plus de chances d’étre visités. De méme, si le sommet courant appartient a une
communauté alors il est probable que le prochain sommet visité appartienne a cette méme
communauté. L’ensemble de sommets de cette communauté forme alors une sorte de puits

pour le marcheur aléatoire dont il est tres difficile de sortir.

Un parcours de graphe (tel que la marche aléatoire) est décrit par la succession des

sommets visités, certains sommets pouvant étre visités plusieurs fois. Une fagon de coder
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1111100 1100 0110 11911 10000 11011 9110 011 10111 1001
0011 1001 0100 0111 10001 1110 0111 10001 @111 1110 0000
1110 10001 0111 1110 0111 11101111101 1110 0000 10100 0000
1110 10001 0111 0100 10110 11010 10111 1001 0100 1001 10111
100101001001 0100 0011 0100 0011 011011011 0110 0011 0100
1081 10141 8011 0100 ¢ 11 10001 1190 10001 o111 GO0 10110
A1 A0 101061 1111000011

(d)

11790 0001 Dﬂh‘l
Fer o
111 000011 @1 101 100 101 01 0001 0 110 a11 00 114 09 111 11
101118 111 00010 111 008111 10 011 10 000 11114 11110 10
0010 10011 010 011 10000 1110001 0 111 010190 011 00 111 a
00011 00111 00111 11011 10101 111 01 101 3 001 0 110 111 0
11 00 8111 1097 10111 000 10 000 117 0001 9111 070 10 )

110 00 10 011 110

FIGURE 3.1: Tllustration du principe de la qualité de compression d’une partition (tirée
de [126]). a) Différents résultats de marche aléatoire sur un graphe. b) Un codage
binaire encodant 1’ensemble des parcours avec le moins de caracteres possibles. ¢) Un
codage & deux niveaux (sur les groupes puis sur les sommets) permettant & un méme
code d’étre utilisé pour des sommets différents. Chaque groupe est associé a un code
d’entrée et un code de sortie. d) Une visualisation des groupes sous forme de graphe

quotient.

ce parcours est de disposer d’un identifiant unique par sommet en utilisant, par exemple,
une notation binaire. Dans ce cadre, on peut attribuer un code de méme taille & chaque
sommet et il faut alors p[logs(n)| bits pour encoder le parcours si p désigne sa longueur
et n désigne le nombre de sommets du graphe. Ce codage n’est pas optimal en terme de

taille, une taille minimale est donnée par le théoréme de Shannon [133] qui stipule que le
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nombre de caractéres nécessaire a décrire les états d’une variable aléatoire ne peut étre
inférieur a l'entropie (voir définition 2.53) de cette variable. La variable aléatoire est ici
le sommet visité a un temps ¢ de la marche aléatoire. La taille minimale pour coder un

parcours est donné par la formule (5) sachant que la probabilité pour un sommet v d’étre

dg(v)

2E(G)) dans le cas d’un graphe simple non-pondéré.

visité est estimée par Pg(v) =

H(G — > Pg(v)loga(Pg(v)) (5)
veV(G)

La borne donnée par I’équation (5) peut étre encore diminuée en utilisant un partition-
nement du graphe. Pour cela, on associe a chaque groupe un code d’entrée et un code de
sortie. Une marche aléatoire peut alors étre décrite sans perte d’information. Un exemple

illustrant cette idée se trouve en figure 3.1.

La probabilité de sortir d'un groupe C; est notée ¢¢*“*(G), c’est la proportion d’arétes

ayant une seule extrémité dans C; (voir équation (6)).
€4
G) = 3 ©)
MO =2

Ainsi un code de sortie (et donc d’entrée) d’'un groupe sera utilisé avec une probabilité
notée ¢°H(G) = Y7, qf“t(G). La compression maximale pour les codes des groupes est

donc

R (S I (€)
H(C’ G) - — qout(G) lo 082 out(G) (7)

D’un autre c6té, le codage associé & un groupe C; sera utilisé pi"(G) = ¢?“/(G) +
> wec, Pa(u) fois en moyenne. La compression maximale pour les codes des sommets au

sein d’'un groupe C; est donc donnée par
out out
ql G q; G PG v PG v
[ (<) (@) 5~ Pole) ) Pa0) 5

in IOg in in 1Og in
prG) TP pMG) 2 G PG

(3

La taille de I’encodage minimum d’une marche aléatoire sur le graphe en utilisant la
partition C est donnée dans la formule 9, en remplacant les formules et apres simplification
on obtient 1’équation 10.

k
L) = ¢™(G)H(C,G)+ ) p"(G)H(C;,G) (9)

=1

— (Z qout> 10g2 <Z qout> ) Z qout log out(G))

Z Pg(v)logy(Pg(v Z ‘mt + Z Pg(v) | logy qf“t + Z Pg(v)
veV(Q) veC; veC;



3.2. Redéfinition de la mesure M Q)

Il faut noter que, pour deux partitions de G, on va préférer celle qui minimise cette
quantité. Pour rester cohérent avec notre définition des mesures de qualité, nous utilisons
une formulation équivalente donnée ci-dessous.

Définition 3.3 Soit G = (V,E) un graphe et C = (C1,...,Ck) une partition de ses
sommets. Le taux de compression AL(C) est donné par
H(G) - L(C)

ALC) ==

(10)
La mesure AL(C) définie dans ’équation 10 correspond au gain en terme de compres-

sion qu’apporte la partition C comparée a ’absence de partition.

Notons que la mesure AL(C) est une mesure de qualité additive, toutefois ni AL(C) ni
L(C) ne sont fortement additives. En effet, le gain de chaque groupe dépend de la quantité

¢°“(G) qui correspond a la proportion d’arétes externes de la partition C.

3.2 Redéfinition de la mesure M)

Dans cette partie, nous présentons une version modifiée de la mesure de Mancoridis [93]
nommée M@ (voir définition 3.2). Comme noté précédemment, cette mesure repose sur
I’évaluation de densité d’arétes en comparant, pour chaque groupe, un ratio de connectivité
interne et un ratio de connectivité externe. Ces ratios seront notés «; et (3; respectivement.
Ils dépendent tous deux d’un modele de référence (ou idéal) comme, par exemple, le graphe

orienté complet pour la densité. D’autres exemples seront ici proposés.

De plus, nous associons a chaque groupe un poids x; et posons X = Zle x; comme
le poids total des groupes. Nous introduisons ces poids de facon & faire de M@ un bary-
centre (moyenne pondérée) plutoét qu’une simple moyenne. En effet, on peut par exemple
considérer que plus un groupe a une grande cardinalité, plus son poids dans la mesure
doit étre important. Toutefois, pour conserver la propriété d’additivité de la mesure, nous
imposons que ces poids soient additifs i.e. le poids de I'union des parties doit étre égal a
la somme des poids des parties.

Définition 3.4 Le ratio de connectivité interne d’un groupe C; € C est défini comme la
proportion d’arétes internes a C; sur le nombre d’arétes du graphe de référence ayant |C;|
sommets.

€ii

(11)

o =
i

On considére que e;; < 6;. De plus, par convention, on pose o; = 0 si e;; = 0.

Lorsque le graphe étudié est simple et sans boucle, le modele de référence “naturel”

est le graphe complet sans boucle avec |C;| sommets. Dans ce cas, on a §; = (IC;\) On
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compare donc le sous-graphe induit par le graphe a une clique de méme taille. Le cas d'un
groupe ne contenant qu’un seul sommet impose un choix. Nous considérons ici qu’'un tel

groupe a un ratio de connectivité nul.

Définition 3.5 Le ratio de connectivité externe d’un groupe C; € C est défini comme
la moyenne pondérée des proportions d’arétes liant les groupes C; et C; sur le nombre
d’arétes du graphe biparti de référence ayant deuzx ensembles de sommets de taille |C;| et
|C;| respectivement.

1 Tj€i5

X_xijyéi 5ij

fi =

(12)

Lorsque le graphe étudié est simple et sans boucle, le modele de référence “naturel” est
le graphe biparti complet sans boucle. Dans ce cas, on a §; = |C;||C}].

Définition 3.6 Soit G = (V,E) un graphe et C = (C,...,Ck) une partition de ses
sommets. La mesure M Q) généralisée est donnée par

% i=1 [L‘Z’(Oéi — ,62) S7 |C| > 1
o1 sinon

MQ(G.C) :{ (13)

La mesure définie par I’équation (13) correspond & un barycentre sur la différence des
ratios de connectivité (donné par les équations (3.4) et (3.5)) sur 'ensemble des groupes.
En particulier, les groupes dont le rapport ¥ est grand auront un plus grand impact sur

la valeur finale de la mesure.

Remarquons que la mesure originale de Mancoridis et al. (voir équation (4)) peut
étre retrouvée ici. Pour cela, on considere un poids uniforme sur ’ensemble des groupes
x; = 1, pour tout ¢ € [1,..., k|. Ensuite, les graphes de références sont les graphes complets

orientés avec boucles et les graphes bipartis complets.

in: 213
out: 19
size:37

FIGURE 3.2: Partition d’un graphe de 96 sommets. Les trois groupes sont dessinés en
utilisant des enveloppes concaves. Les quantités notées in, out et size correspondent

respectivement & e;;, Y., € et |Cil.



3.3. Analyse comparative des mesures M@ et Q)

Dans le cas de graphes non-orientés et sans boucle, nous pouvons prendre en tant que

fes . . . P .. c;
références les graphes complets et bipartis complets non-orientés. Ainsi, on aura J; = (‘ 5 ‘)
et 0;; = |C;||C;|. Si on pondere chaque groupe avec sa taille z; = |C;|, on obtient la mesure

définie dans I’équation 14.

B e“ D i Cij

_ Z( 261@' > j4i €ij )
14l Cil—1 [V[-1Ci

Nous illustrons le calcul de cette mesure par I’exemple donné en Figure 3.2. Dans ce cas,

on a

1 /2x213 19
MQ(&:C) = 96(37—1 _96—37)

1 /2 %279 16
* 96(31—1 _96—31)

2 x 207 11
N 96(28—1 _96—28)

0.47

1

La prise en compte de la taille des groupes a été suggérée dans [25]. Remarquons que dans
le cas développé ici, le ratio de connectivité externe 3; équivaut au rapport entre la taille
de la coupe (C;, V —C;) sur la taille maximum de cette coupe, a savoir |C;|(|V|—|C;|) (voir
équation (14)). Puisque le gain d’un groupe ne dépend plus de la fagon dont le reste des
sommets est proportionné, la mesure M (@) est sous cette forme fortement additive. Notons

également qu’elle est & valeur dans [—1, 1].

3.3 Analyse comparative des mesures M(Q et ()

La mesure M@, telle que définie dans la section 3.2, possede de bonnes propriétés.
Dans le cas simple ou la taille des groupes est utilisée et ou les graphes complets et
bipartis complets sont pris en graphes de références, la mesure est fortement additive a

I'instar de la modularité Q).

Un autre avantage de la mesure M@ est de pouvoir évaluer le gain apporté par le
fait d’utiliser une partition. En effet, pour la partition C = {V'}, la mesure MQ(G,C)
correspond a la densité d’arétes dans G et est donc supérieure a 0 & partir du moment
ou E(G) est non vide. Pour la modularité @), ’absence de partition (ou partition en un
groupe) correspond a une valeur de 0. Notons que la mesure AL(C) permet également de

comparer un partitionnement a I’absence de partition.
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Nous présentons dans cette section différentes analyses de la mesure M@ en la com-
parant avec la mesure de modularité (). Le but est ici d’étudier le comportement de M Q)
et identifier ses biais éventuels. La plupart des expériences ou des exemples utilisés sont

inspirés de travaux réalisés sur I’analyse de la mesure ) (voir notamment [87] et [66]).

3.3.1 Analyse Probabiliste sur le modéle d’Erdés-Rényi

Nous détaillons ici quelques résultats intéressants sur la mesure M@ lorsque 'on
cherche a évaluer une partition d’'un graphe aléatoire. Plusieurs modeles de graphes aléa-
toires sont détaillés dans la section 2.6. Nous nous intéressons ici aux graphes aléatoires
de type Erdés-Rényi (voir section 2.6.1). Dans [67], les auteurs démontrent I'existence de
partitions de sommets avec une forte modularité ). Cette situation est problématique car

I’apparition d’une structure de communauté est peu probable avec ce modele.

On considere ici que la composante aléatoire d’'un graphe G est l’ensemble de ses
arétes F, 'ensemble de sommets V' étant fixé. Pour une partition C = (Cy,...,Cy) de V,
on va s'intéresser a la distribution de MQ(G,C) pondéré (voir équation 14) en utilisant
le graphe complet et le graphe biparti complet en tant que graphes de références. Afin
d’éviter des situations singulieres, on va poser comme contraintes |C| > 1 et |C;| > 1 pour
tout ¢ € [1, k.

On se place dans le cas o G peut étre modélisé par un modele de FErdés-Rényi. Deux

sommets (u,v) sont connectés (on note cet événement a,, = 1) avec une probabilité p.

Propriété 3.1 Soit G un graphe aléatoire de type Erdds-Rényi avec une probabilité de
lien p et C une partition de V(G) telle que |C| > 1 et |C;| > 1 pour tout i € [1,k]. On a

EMQG,C)) = 0 19)
LI TN 1 2
VIMQ(G.C) = 2|vr2 vy G +Z’C”C’<|vy il vT- \le> o

1=1 J#i

La propriété 3.1 s’explique par le fait que les variables {ay, }y<y» sont, sous cette hy-
pothese, indépendantes et identiquement distribuées et suivent une loi de Bernoulli de
parametre p. Dans ce cadre, la mesure M() est bien une variable aléatoire en tant que

somme pondérée de variables aléatoires. En effet, on peut reformuler M) de la maniere

suivante :
MQ Z S Cup (17)
|V| e
avec
2 ; .
g, — reAEs| siu,v € C;
1 1 .
— (e + nf\C]|) siue Ci,ved;
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L’espérance de M () se calcule en remarquant que, pour un groupe Cj;, on a en moyenne
(‘g"‘) p arétes internes ayant une contribution positive de # Le total des contributions
positives est donc de |C;|p. Pour ce méme groupe Cj, il y a en moyenne |C;|(|V|—|C;|) arétes
externes avec une contribution négative de ﬁ Le total des contributions négatives
est donc de —|C;|p. Les contributions des arétes internes et externes s’annulent donc dans

le cas ou 1 < |C;] < |V ce qui est notre hypothese ici.

L’espérance nulle de M (@) est aisément interprétable : si on fait I’hypothese que le graphe
que ’on partitionne est purement aléatoire, alors on ne peut espérer obtenir qu'une mesure
de qualité moyenne (ici représentée par 0) pour la partition en question. Notons également

que la variance 0% tend vers 0 lorsque |V| tend vers l'infini.

3.3.2 Gain lié a la fusion de groupes

Nous allons maintenant étudier le comportement de M () de facon analytique sur un
exemple simple. Ce dernier est inspiré de celui utilisé dans [87] pour illustrer le probleme de

la résolution limite de la modularité (voir section 3.1) avec ou sans parametre de résolution.

Pour deux groupes disjoints A, B C V d’un graphe G = (V, E) on cherche & savoir
dans quelles situations il est préférable de regrouper ou non les sommets de A et de B au
sein d’un méme groupe noté AU B. Pour cela, on va utiliser différents parametres qui sont
illustrés dans la Figure 3.3. Les groupes A et B sont de taille ¢ et contiennent (;) Din arétes
internes pour p;, € [0, 1]. De plus, on suppose que A et B sont reliés par t>pap arétes pour
pap € [0,1] et que chacun a également une aréte le reliant aux sommets de (V' \ (AU B)).

On note également n (respectivement m) le nombre de sommets (resp. arétes) de G.

FI1GURE 3.3: Deux groupes A et B de taille t et contenant (;)pm arétes internes. Ils
sont reliés par t>pap arétes et chacun par une aréte avec le reste du graphe (exemple
inspiré de [87]).
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On cherche a analyser le gain de qualité obtenu en regroupant A et B. Pour une mesure

fortement additive (G, C), le gain obtenu est noté A4 5P et on a
Aaup® = o(G,AU B) — (6(G, A) + ¢(G, B)) (18)

d’apres la propriété de forte additivité (voir définition 2.52).

Propriété 3.2 En utilisant la modularité QQ, le gain lié a la fusion des groupes A et B
est

12 tpm+t2p,4 +1)2
AaupQ = ZjB _ o2 5+1) (19)

La quantité AsupQ est fonction du nombre total d’arétes m. Elle illustre bien le
probleme de limite de résolution discuté dans la section 3.1. En effet, le second terme
décroit bien plus vite en fonction de m que le premier terme. La quantité Aup(Q sera
donc facilement positive si le graphe G est grand (en terme d’arétes) bien que la proportion
d’arétes entre A et B soit tres faible. Cela signifie que le regroupement de A et B sera
presque toujours préférable pour un nombre d’arétes suffisant. En particulier, la quantité
A 4uBQ est de méme signe que 2mA 4,pQ qui tend vers 2t>p 45 lorsque m tend vers l'infini.

Cette quantité sera positive méme si p4p est tres proche de 0.

Propriété 3.3 En utilisant la mesure MQ, le gain li€ a la fusion des groupes A et B est

4()pin + 2t%pap 2 4D pin 2% pap +1)
AaupMQ = 2/ — — 2 20
A M@ 2 —1 n—ot  t-1 1 n—t (20)

Dans le cas extréme ou n — 0o, on a

2t2 (pAB - pzn)

AaupM
AauBMQ — o — 1

(21)

Cette quantité est positive si et seulement si pap > pin. Cela est dit au fait que lorsque n
est tres grand, la contribution négative des ratios de connectivité externe devient moins
importante (et nulle lorsque n tend vers l'infini). Dans ce cadre, évaluer le gain lié a la

fusion revient a comparer le ratio de connectivité interne de AU B a ceux de A et B.

Ainsi, dans le cas ou n est tres grand et que A et B sont deux cliques de petite
taille (avec p;, = 1), le gain lié a la fusion de A et B sera négatif ou nul; ce dernier
cas apparaissant lorsque pap = 1. Ainsi, dans cet exemple, regrouper deux cliques non-
maximales en une clique maximale n’améliore pas la mesure. D’autres valeurs de psp pour
lesquelles le gain de la fusion est nul en fonction de t et de n sont données dans la Figure
3.4.

Le comportement observé pour la modularité () ne se retrouve pas en analysant la

quantité As,pM(@Q. La mesure M ne va pas systématiquement favoriser la fusion de
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FIGURE 3.4: Pour p;, = 1, le plan représente les valeurs de pap a partir desquelles
A upM@Q > 0 pour différentes valeurs t et n.

groupes faiblement connectés. Cependant, on peut constater un autre type de dégéné-
rescence lié a l'utilisation de la mesure M(@). Celle-ci dépend du nombre de sommets du
graphe et non pas du nombre d’arétes. Utilisée en tant que fonction objective dans un
algorithme, la mesure M@ aura tendance a retourner des partitions contenant plus de

groupes que les partitions maximisant la mesure ().

3.3.3 Analyse Expérimentale

Nous allons ici étudier le comportement de la mesure M en utilisant la procédure

détaillée dans [66]. Cette procédure est la suivante :
1. Extraire un M-échantillon (C%, MQ(G,C%))1<;<pm couvrant au mieux I’espace.
2. Calcul de la distance entre chaque couple C?,C? présent dans 1’échantillon.
3. Analyse des résultats.

Le parcours exhaustif de I’ensemble des partitions de V n’est pas une démarche réaliste
méme si on étudie des exemples de grande taille. Tirer uniformément un certain nombre de
partitions a un inconvénient majeur : on risque de ne couvrir que peu la (ou les) zone(s) ou
la mesure de qualité est forte. La technique utilisée est comparable & un recuit simulé [1].
Nous allons appliquer & une partition C' une modification et valider cette derniére si elle a
conduit a une amélioration de la qualité M@). Toutefois, une modification diminuant M Q)
peut également étre retenue avec une probabilité dépendant de la perte engendrée et d'un

parametre décroissant (la température) avec le nombre d’itérations de lalgorithme a la
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maniere d’un algorithme de Metropolis-Hasting [122].

L’expression modification correspond & une sélection aléatoire parmi trois mouvements
possibles : affecter un sommet quelconque a un groupe différent, découper en deux un
groupe ou regrouper deux groupes. Chacune de ces options est réalisée avec une probabilité
différente. Le processus est ergodique : le nombre de modifications nécessaires pour aller

d’un état a n’importe quel autre est fini.

Notons que cet algorithme est, sous cette forme, plus adapté a la recherche d’un maxi-
mum global qu’a la collecte d'un échantillon. Pour achever ce dernier objectif plusieurs
modifications sont apportées :

— a chaque étape, on enregistre C' ainsi que MQ(G,C).

— selon un pas déterminé au préalable on réinitialise la température T a Ty ce qui
permet a ’algorithme de parcourir un ensemble de partitions plus éloignées, parti-
culierement dans le cas ou la valeur de M () est forte.

— le critere d’arrét n’est pas explicité ici. On cherche simplement a recueillir un M-
échantillon. On arrétera donc 'algorithme apres M itérations.

La distance entre les différentes partitions extraites par cette méthode est calculée en
utilisant la variation d’information V'I (voir définition 2.9). Afin de pouvoir visualiser les
résultats de maniere globale, en considérant toutes les partitions échantillonnées, nous uti-
lisons une méthode de positionnement multidimensionnel [37]. Elle va permettre d’associer
a chaque partition (C?);<;<p des coordonnées a deux dimensions (z;,y;) de maniere a ce
que les distances (définies par V'I) soient respectées. La méthode choisie est 'analyse en

composantes curvilignes (Curvilinear Distance Analysis [91]).

FIGURE 3.5: Réseau en anneau avec 24 cliques (les cercles) de 5 sommets chacune

pour un total de 120 sommets et 264 arétes.

Nous analysons les résultats sur le réseau en anneau (voir Figure 3.5) dans lequel k
cliques sont reliées a leurs voisines par une unique aréte. Good et al. [66] ont constaté
une dégénérescence de la mesure de modularité () dans ce cadre. En particulier, les confi-
gurations regroupant deux cliques voisines donnent des valeurs de () supérieures a celles
données par la configuration ou chaque clique est isolée. On a ici cherché si un tel com-
portement se retrouve avec la mesure M@ (telle que définie par la formule 14). On génere
pour cela un échantillon de 1200 couples (C, MQ(G,C)).

La partition maximisant M () est bien celle qui isole chaque clique. Dans le cas de la

configuration optimale, il semble que M () décroit linéairement a mesure que ’on s’éloigne
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FIGURE 3.6: (a) Reconstruction 3D de la mesure M@ pour un réseau en anneau. (b)

Reconstruction 3D pour le méme exemple avec la mesure @ (image tirée de [66])

en terme de variation d’information. Cette observation est confirmée sur d’autres exemples
bien que la partition correspondant a la qualité maximum ne soit pas toujours la vérité ter-
rain. Une vue en trois dimensions est disponible dans la Figure 3.6. La surface est obtenue
en utilisant 'interpolation linéaire d’Akima [4]. On constate une rapide progression vers
de fortes valeurs de M@ (Figure 3.6(a)) avec un nombre restreint de “plateaux”. Ce n’est
pas le cas pour la modularité Figure 3.6(a)), en effet on constate un large plateau corres-
pondant a des valeurs de () proches du maximum. De plus, sur cet exemple, la modularité

admet plusieurs maxima globaux qui ne correspondent pas a la partition attendue.

3.3.4 Conclusion sur les analyses

On peut conclure de ces analyses que M () semble répondre a certains problemes que
posent la modularité. En effet, la mesure ne semble pas étre affectée par la résolution
limite car elle pénalise le regroupement de groupes tres faiblement connectés. Des expéri-
mentations indiquent qu’ils n’existent pas un grand nombre de partitions a la fois éloignées

entre elles et avec un M () proche de de 'optimum.

Toutefois, cette mesure, sous sa forme pondérée, pose d’autres problémes car le re-
groupement de petits groupes tres denses et tres fortement connectés entre eux n’est pas
toujours optimal si le nombre de sommets est important. Ces remarques sont valides dans
le cas ou les graphes complets sont utilisés pour déterminer le nombre maximum d’arétes

dans et entre chaque groupe.
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3.4 Discussion et Perspectives

Dans ce chapitre, nous avons introduit différentes mesures permettant d’évaluer la
qualité d’une partition des sommets d’un graphe. Ces mesures dépendent essentiellement
du nombres d’arétes internes et externes a chaque groupe. En particulier, nous avons
proposé une extension de la mesure M@ en introduisant une pondération sur chaque
groupe. De plus, nous avons introduit la notion de “graphe de références” c’est-a-dire la

situation idéale a laquelle on se compare pour évaluer les relations intra et inter groupes.

Nous n’avons pas couvert de maniere exhaustive ’ensemble des moyens de mesurer
la qualité d’une partition. Cependant les mesures M@ et () sont bien représentatives de
deux approches différentes. D’un co6té, la modularité compare une quantité observée a une
quantité théorique prise dans le cas ou le partitionnement n’explique pas la topologie du
graphe. D’un autre coté, la mesure M () teste ’adéquation entre les quantités observées et

un cas optimal.

Comme on I’a vu sur des exemples simples, les deux mesures produisent des résultats
différents. Toutefois, cette différence ne vient pas forcément de ’approche choisie mais
peut-étre des quantités observés. En effet, la modularité utilise la proportion d’arétes in-
ternes et M@ utilise la densité d’arétes internes. Remarquons qu’il est possible de modifier
la modularité pour prendre en compte la densité. Des premiers tests semblent montrer que

dans ce cas, la modularité se comporte de maniere similaire a M@Q).

Il serait intéressant de définir des maxima pour le nombre d’arétes internes/externes
qui soient des cas idéaux tout en tenant compte de la densité naturelle du graphe (comme
le font les mesures de type modularité). Par exemple, connaissant A la taille de la clique
maximum de G, on sait qu'un groupe C avec |C| > A ne pourra jamais étre de densité
(\(2;\) par définition. Toutefois, déterminer la taille de la clique maximum (voir section 2.4)
est N P-Difficile.

Une piste possible est d’utiliser des bornes basées sur la coreness des sommets (voir Défini-
tion 2.23). En effet, la coreness permet, dans le cadre de ’analyse de réseau, de déterminer
I’échelle a laquelle un sommet intervient et est souvent considérée comme une statistique

plus robuste que le degré [9]. En particulier, les valeurs de coreg(u) pour u € V(G),

fournissent une borne supérieure a |E(G)| [19] donnée dans I’équation suivante.

BEG) < Y coreg(u)—<c—12—l> (22)

ueV(Q)
L’inéquation 22 est valide si G est simple et non-orienté avec une dégénérescence c. Elle
permet de définir d’une nouvelle fagon la densité de G. Il est également possible de définir
de nouveaux ratios de connectivité interne et externe pour un sous-graphe C' C V(G). Des

expérimentations sont toutefois nécessaires pour valider cette approche.



Chapitre 4

Mesurer la qualité de partitions
hiérarchiques de graphes

Une approche simple pour produire une partition hiérarchique de graphes est ’appli-
cation itérative d’un algorithme de partitionnement non-hiérarchique soit a chaque sous-
graphe induit soit au graphe quotient formé par les groupes a l'itération précédente. Selon
que les méthodes soit agglomératives ou divisives, les itérations vont consister a découper

des groupes en sous-groupes ou a agréger ensemble plusieurs groupes.

Bien que cette procédure produise une hiérarchie, chaque niveau créé résulte d’une
décision locale que 'on espere optimale. La hiérarchie produite est donc une combinaison
d’optima locaux et rien ne garantit la construction d’un optimum global. Pour juger cela,
il faut étre en mesure d’évaluer la qualité de la structure produite dans le cas ou une
évaluation extérieure ou une vérité terrain ne sont pas disponibles. Nous pensons que
cette évaluation doit tenir compte du caractere hiérarchique de la structure, c’est-a-dire
un modele d’emboitement entre groupes, et non simplement une séquence de partitions

indépendantes entre elles.

La construction de telles mesures est ’objet de cette section. Nous proposons en effet

une généralisation des mesures de qualité additives (voir Définition 2.51) aux partitions
hiérarchiques [116]. L’idée est d’appliquer récursivement la mesure de qualité & chaque
sous-division d’un groupe en introduisant une variable ¢ permettant de tenir compte de la
profondeur (dans la hiérarchie) a laquelle un groupe apparait. Le résultat est un polynéme
en q.
Un état de I’art comprenant deux travaux existants est proposé dans la section 4.1. Notre
solution a cette problématique est détaillée en section 4.2 : nous introduisons une mesure
qualité pour des arbres de partitions qui généralise les mesures de qualité additives. Une
évaluation analytique et expérimentale de notre contribution est disponible dans la section
4.3.
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4.1 Etat de art

Nous présentons ici deux travaux fortement reliés a notre problématique. Le pre-
mier [110] propose une méthode s’appuyant sur les mesures de qualité additives pour
évaluer la qualité d'un filtrage appliqué sur un dendrogramme. Le second [124] est une
généralisation de la Qualité de compression qui a été définie dans la section 3.1 proposée

par les mémes auteurs.

4.1.1 Qualité de résolution multi-échelles

Pons et al. [110, 109] s’intéressent & l'extraction de partitions & partir d’'un dendro-
gramme dont les feuilles correspondent aux sommets du graphe G. Partant de I’'observation
que la plupart des mesures de qualité sont additives (voir Définition 2.51) et que le gain
de chaque groupe C' € C est la somme d’une contribution positive notée h(C') et négative
notée [(C'), les auteurs introduisent un parametre de résolution o permettant de moduler
I'impact de ces deux fonctions.

Définition 4.1 (Qualité de résolution multi-échelles) Soit un graphe G muni d’une
partition C = (C1,Cy, ..., Cy) de ’ensemble V. La qualité de résolution multi-échelles de
la partition C est donnée par

k

Qa(C) =) ah(Ci) + (1 = a)U(C)) (1)

i=1

ot o € [0,1] est le parametre de résolution et les fonctions h et | sont telles que pour
toute paire de sous-ensembles disjoints C,C" de V, on a h(C' U C") > h(C) + h(C") et
cuc) <ie)+ure.

Soit (Ca)o<a<1 la suite de partitions de V' ou chaque élément correspond a la partition

obtenue par une coupe du dendrogramme qui maximise la qualité de résolution multi-
échelles. Cette suite contient au plus n partitions distinctes et peut étre calculée avec une
complexité moyenne de O(ny/n) ou n est le nombre de sommets du graphe.
Dans ce cadre, notons qu'une communauté C' correspondant a un nceud du dendrogramme
pourra apparaitre dans plusieurs (ou aucune) partitions de (Cy)o<a<1. On peut considérer
que plus une communauté apparaitra souvent, plus celle-ci sera pertinente. De plus, pour
un parametre de résolution o* € [0, 1], on peut évaluer la pertinence moyenne des commu-
nautés appartenant a C,+, on va donc pouvoir explorer le dendrogramme pour en retirer
les parametres de résolution et les partitions correspondantes les plus pertinentes.

Définition 4.2 (Pertinence de la résolution o) Soit un graphe G muni d’un dendro-
gramme T et (Cy)o<a<1 la suite de partitions issues de T' et mazimisant une fonction de
qualité de résolution multi-échelles Q..

Pour un groupe C € T, on pose umin(C) (respectivement umay(C)) la premiére (resp. la
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FIGURE 4.1: llustration (tirée de [109]) d’une procédure d’extraction d’une partition
hiérarchique optimale & partir d’'un dendrogramme. (a) Le graphe partitionné. (b)
Un dendrogramme des sommets du graphe. La ligne pointillée indique la coupe maxi-
misant la modularité (voir définition 3.1). (c) Partition hiérarchique du graphe formé
par la liste des partitions maximisant la modularité généralisée @), (voir définition

4.1). Les lignes bleues pointillées correspondent & deux maxima locaux de R(«).

derniére) valeur de o pour laquelle C appartient a C,.
La pertinence de C' pour le paramétre a est donnée par la formule suivante

Umaz(C) = pmin (C) i 2(maz(C) — a) (@ — amin(C))

Ra(c) = 9 Oémam(c) - amm(c)

La pertinence de la résolution «, notée R(«), correspond a

[C1Ra(C)
L 3)
CeCa
La fonction R(«) peut typiquement contenir plusieurs maxima locaux (voir Figure 4.1).
Ces maxima locaux correspondent a des partitions pertinentes du graphe. Dans ’exemple
utilisé ici, on peut en effet sélectionner deux coupes pour obtenir un partitionnement

hiérarchique a deux niveaux.

Les différentes mesures développées ici permettent d’évaluer des partitions plates au

sein d’une hiérarchie (considérée comme un dendrogramme) en utilisant une mesure de
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qualité généralisée introduisant un parametre de résolution «. Cette méthode ne permet
donc pas directement d’évaluer la qualité d’une partition hiérarchique quelconque. Tou-
tefois, la méthode est générique et peut étre appliquée en utilisant différentes mesures de
qualité en fonction de préférences ou de connaissances a priori sur la forme des commu-
nautés a identifier. Les exemples utilisés par les auteurs (comme celui de la Figure 4.1)
illustrent un point important : la meilleure partition hiérarchique n’est pas toujours une

combinaison des meilleurs partitions plates globales.

4.1.2 Qualité de compression hiérarchique

Cette mesure est proposée par Rosvall et al. [124], I'idée utilisée est un prolongement
de celle qui définit la qualité de compression d’'une partition & un niveau : I’emploi de
codes d’entrée et de sortie pour chaque groupe. Ce codage permet de réduire la taille (en

bits) nécessaire pour décrire une marche aléatoire sur le graphe.

FIGURE 4.2: Illustration du calcul de la qualité de compression d’une partition hiérar-
chique (exemple tiré de [124]). Le graphe a 27 sommets et un degré total de 78 arétes,
la longueur minimale d’un code est H(G) = 4.75 bits. Les enveloppes délimitent des

groupes, le graphe est donc ici partitionné sur deux niveaux.

Si on dispose d'un arbre de partition 7', on peut évaluer le gain obtenu en affectant
un code d’entrée et de sortie a chaque nceud interne de la hiérarchie. Si on reprend la
métaphore des adresses postales, cela revient a considérer qu’on peut utiliser non seulement
des noms de rues mais également des noms de pays, de départements, de villes etc. A grande
échelle, ceci entraine une réduction significative du nombre d’entrées différentes a utiliser
pour coder une adresse.

Définition 4.3 Soit G un graphe et T un arbre de partition de V(G) enraciné en r. La
qualité de compression hiérarchique de T notée L(T') est donnée par la formule

L(T) = {qﬁ“%G)H(Nl 1), G) + Lico(r) LIGIVIL Th) sio(r) #0

(
P (G)H(V;, G) sinon (4)



4.2. Généralisation des mesures de qualité additives aux partitions hiérarchiques

en reprenant les notations utilisées dans la définition 3.3.

Ici, V; est le sous-ensemble de V' associé au nceud t et N1(7;) désigne la partition de V.
induite par les successeurs de r dans T'. Comme pour la qualité de compression simple, on
utilise ici le gain apporté par ’arbre de partition 1" par rapport a la situation ou aucune
partition n’est utilisée.

Définition 4.4 Soit G un graphe et T un arbre de partition de V(G) enraciné en r. Le
taux de compression hiérarchique de T' noté AL(T) est
H(G) - L(T)

AL(T) = =

(5)

Le calcul de cette mesure est illustré sur un exemple simple (voir Figure 4.1.2). Si t est la
racine de la partition, on a ¢/* = % et H(N1(T3), Q) est I'entropie de la séquence (%, %, %),
en effet il y a un degré total de 6 entre les enveloppes bleues. Si ¢t € T’ correspond a une

2 3 3 1)
107 107 107 10/°

enveloppe bleue, on a ¢/"*' = % et H(N1(T;), G) est entropie de la séquence (
Notons que le quatrieme terme correspond a 'utilisation du code de sortie de ’enveloppe
bleue. Enfin si ¢ est une enveloppe rouge (qui n’est pas une des trois aux extrémités),
on a pi"(G) = %. On peut remarquer que la contribution des enveloppes rouges est la
méme peu importe si les enveloppes bleues font, ou non, partie de la partition. Dans cet
exemple, le taux de compression obtenu en utilisant la partition & deux niveaux est de 26%
environ. En utilisant seulement le dernier niveau (les enveloppes rouges), on a un taux de

compression d’environ 24%.

4.2 Généralisation des mesures de qualité additives aux

partitions hiérarchiques

Nous proposons ici une généralisation des mesures de qualité additives (voir Définition
2.51) aux partitions hiérarchiques. Nous présentons d’abord le raisonnement nous ayant
permis d’établir la mesure. Dans un second temps, nous définissons celle-ci avec deux
formulations équivalentes.

L’approche présentée est nouvelle dans le sens ou1 aucune mesure d’évaluation de la qualité
d’une partition hiérarchique n’a été proposée jusqu’a présent exception faite de la mesure
introduite par Rosvall et al. [124] (voir section 4.1) qui fut développée indépendamment
durant la méme période. Nous discuterons de la différence entre les deux approches dans

la partie 4.3.

La généralisation d’'une mesure de qualité additive  aux partitions hiérarchiques cor-
respond a une définition récursive des gains impliquant une variable notée ¢. Le résultat

est un polynoéme en ¢. La plupart des mesures de qualité additives telles que M@ ou @)
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peuvent étre calculées en passant sur chaque aréte et en regardant si les extrémités ap-
partiennent ou non au méme groupe. Apres ce test, un poids (positif ou négatif) peut
étre associé a l'aréte. En laissant de coté les constantes de normalisation, ces poids corres-
pondent & une valeur +1. Dans le cas de partitions hiérarchiques, notre but est de prendre
en compte la hauteur a laquelle une aréte change de statut. En effet, une aréte peut rester
interne sur plusieurs niveaux. Nous allons donc associer un poids positif 1 + ¢+ --- + ¢"
qui dépend de la hauteur maximale r a laquelle I’aréte est interne. De la méme maniere,

une aréte liant deux groupes différents se voit assigner un poids négatif ¢"*!.

Les motivations pour I'emploi de cette formulation de ® proviennent du domaine de la
combinatoire énumérative pour l'analyse récursive d’objets discrets par des g-analogues.
La variable ¢ permet de garder une trace de la profondeur intrinseque de I'objet. Dans la
plupart des cas, les objets peuvent étre décrits par des langages formels générés par des
grammaires algébriques, appelées grammaires attribuées avec I'introduction d’une variable
de comptage ¢ (voir [42] et [97]). On peut ainsi prendre en compte dans une méme série
énumératrice a la fois un parametre algébrique tel que la longueur du mot et un parametre

non-algébrique tel que les positions d’une lettre dans un mot.

4.2.1 Définition de la mesure multi-niveaux

Nous pouvons maintenant présenter formellement les formules permettant de répondre
a notre probleme. La premiere, donnée par I’équation 6, est une formulation récursive.

Définition 4.5 (Mesure de qualité multi-niveauz) Soit ¢(G,C) une mesure de qua-
lité additive. La généralisation de ®(G,C) en mesure de qualité multi-niveaux notée
®(G,T;q) pour un arbre de partition T de racine r appliqué au graphe G s’exprime,
pour q € [0, 1], par

ZtEUT(T‘) ¢(G7 Nl(T)7 V;f) (1 +q X (I)(thTt; Q)) st O'T(T) 7& @ (6)
0

sinon

(G, T;q) = {

Dans le cas ou T} est une partition plate de G, la fonction ®(G,T';q) correspond a la

mesure de qualité classique. Nous avons donc bien une généralisation au cas hiérarchique.

Le parameétre g appartient a U'intervalle [0, 1]. En effet, si ¢ < 0, les aréte internes ont un
poids négatif dans la mesure tandis que les arétes externes peuvent affecter positivement
la mesure. De la méme maniere, prendre une valeur pour ¢ supérieure a 1 correspond a la
situation ou plus un groupe est profond dans la hiérarchie plus la contribution de celui-ci
est forte. Le risque est d’occulter completement la contribution des premiers niveaux si le

polynoéme est de fort degré (i.e. si I'arbre est profond).

Examinons maintenant la complexité du calcul du polynoéme ®(G,T;q). On va se

limiter au cas ou ®(G,C) est une mesure fortement additive (voir définition 2.52) ou le
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gain de chaque groupe dépend du nombre d’arétes internes et/ou externes a ce groupe.
Rappelons que la modularité @ (équation 2) et le M@ pondéré (équation 14) sont dans
ce cas.

Le calcul revient a faire un parcours de 'arbre de partition, ce qui a une complexité en
temps de O(|T]). A chaque nceud visité, le gain du groupe de sommet correspondant doit
étre calculé. Ces deux quantités peuvent étre calculées efficacement si on considere que
la hiérarchie est encodée dans un tableau qui & chaque sommet u € V' associe une liste
d’identifiants indiquant le groupe auquel u appartient dans les différents niveaux. La taille
maximum d’une liste est alors h, la hauteur de ’arbre de partition. Le calcul de tous les

nombres d’arétes internes/externes peut étre réalisé en O(h|E]).

4.2.2 Formulation en termes de chemins

La définition 4.5 utilise une récursion dans I'arbre de partition. La fonction ®(G, T’ q)

est un polynome en q. Cependant, comme nous allons le montrer ci-dessous, les coefficients
de ce polynéme peuvent étre obtenus directement.
Nous considérons que les descendants d’un noeud ¢ de T sont étiquetés par les entiers
1,2, .... Tout chemin allant de la racine a un nceud se situant a une hauteur r s’écrit alors
comme une séquence d’entiers w = i1 ...1%,. Nous appelons une telle séquence un mot sur
Palphabet {1,2,...} et |w]| est la longueur de ce mot. La Figure 4.3 illustre ces notations :
le mot codant le chemin issu de la racine est indiqué pour chaque noeud de ’arbre. Dans
ce cadre la notation v < w indique que u est un préfixe de v (le noeud w est un ancétre de
v dans T).

(a) Une partition hiérarchique d’un (b) Représentation de I’arbre de

graphe. partition.

FIGURE 4.3: Un arbre (a droite) encodant la partition hiérarchique du graphe (&
gauche).

Nous pouvons réécrire la mesure de qualité multi-niveaux en utilisant ces notations.

En effet, pour obtenir la contribution d’un nceud ¢t de T' de hauteur p + 1, il suffit de
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multiplier les gains des groupes associés a chaque noeud se situant sur 'unique chemin
partant de la racine au noeud ¢ (on considere la racine comme ayant une contribution de

1). Le coefficient du polynéme ®(G,T'; q), noté [P(G,T';q); ¢"] est donné par 1'équation 7.

@G, T;9);¢") = Y ] ¢(GAC}veor(pu)) w) (7)

weD), u=w

ou D, ={w € T,|w| =p+ 1} est 'ensemble des nceuds ayant une hauteur p dans 7.

L’équation 7 fournit une formulation alternative pour ®(G, T’ q). Il suffit alors d’itérer

sur chaque niveau de la hiérarchie i.e. toute hauteur p telle que D, # (.

4.2.3 Interprétation et Utilisation

Notre généralisation au cas multi-niveaux des mesures de qualité additives répond a
nos attentes car une méme aréte va étre visitée plusieurs fois : une fois en tant qu’aréte
interne a G[C;], puis a G[Cj;] et ainsi de suite. A mesure que I'on effectue la récursion,
différentes puissances de ¢ sont collectées. Cette approche qu’on peut appeler “le poids
dépendant de la hauteur” est également valable pour les arétes externes. Il faut également
noter que le gain d’un neeud t & ®(G,T;q) est pondéré par le produit des gains de ces
ancétres dans 7. Ainsi, un nceud correspondant & un groupe de mauvaise qualité ne pourra

engendrer qu’une sous-hiérarchie de mauvaise qualité.

Le cas ou ¢ est proche de 1 correspond a la situation extréme ou le poids d’une aréte
(interne) est égale & sa hauteur maximale dans la hiérarchie. De la méme maniere, pour
q = 0, la fonction ®(G,T;q) est égale a la mesure de qualité sur le premier niveau de 7'
Comme nous le verrons dans la partie 4.3, la valeur donnée au parametre ¢ joue un role

en permettant de favoriser les hiérarchies plus ou moins profondes.

Comparer deux partitions hiérarchiques en se basant sur des polynomes est difficile
pour prendre une décision. Dans le cas ou il n’y a pas de raison a priori de privilégier
une décomposition plus ou moins haute, une solution possible est de prendre la valeur
moyenne de ®(G,T;q) sur q € [0,1]. Cette mesure est notée ®(G,T). Pour la calculer, il
suffit de prendre I'intégrale de la mesure, que ’on peut formuler de la fagon suivante en

utilisant 1’équation 7 :

1
(G, T) = /0¢>(G,T;q)dq (®)
WMD)
- — G A{Cs bveor (p(uy)> )
pz_% p+1w§pull '
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La mesure définie par ’équation 8 est a valeur dans [0, 1]. La contribution de chaque
niveau D, est inversement proportionnelle a la hauteur a laquelle les groupes de ce niveau

se situent.

4.3 Validation expérimentale de la généralisation de M@

Dans cette partie, une validation expérimentale de la généralisation multi-niveaux de
M@ (voir Définition 3.6) est proposée. Cette généralisation de M@ pour un graphe G
et pour un arbre de partition 7" est notée MQ(G, T q). Les conclusions faites dans cette
partie se limitent donc a cette mesure. Nous montrons également que cette mesure permet
de comparer différentes partitions hiérarchiques sur un exemple réel muni d’une vérité

terrain.

Les graphes traités dans les deux premiers exemples sont simples non-orientés et sans
boucle. Nous utilisons le graphe complet et biparti complet comme référence, prenant ainsi
6 = (‘g"‘) et 6;; = |Cy| - |C;| (voir Section 3.2). Nous utiliserons également la taille d’un

groupe C; pour définir son poids (z; = |Cj]).

Les exemples utilisés par la suite suivent une construction simple et peuvent étre vus
comme une adaptation du modele ERMG (voir description dans la Section 2.6.2) pour
des graphes avec une structure de communautés multi-niveaux. Nous utilisons des cliques
(graphes complets) comme briques élémentaires de la hiérarchie. Ces groupes sont associés
aux feuilles dans les différents arbres de partitions étudiés. Ainsi, la différence entre ces
hiérarchies dépend de la fagon dont ces cliques sont regroupées. En effet, découper plus
en profondeur une clique n’améliorera pas la valeur de M@ (voir partie 3.3). En outre,
les exemples sont concus de fagon a ce que l'on puisse facilement prédire la “meilleure

hiérarchie”.

4.3.1 Un cas simple avec trois cliques

Bien que tres simpliste, notre premier exemple illustre la difficulté de trouver une
hiérarchie appropriée en utilisant des mesures de partitions “plates”.
On considere que G est formé de trois cliques distinctes C7, Cy, C'5 chacune de taille n.
Les cliques C; et Cy sont connectées par bn’ arétes avec 0 < b < 1. 11 n’y aucune aréte
entre C3 et le reste du graphe. Cet exemple nous permet de comparer analytiquement
différentes partitions hiérarchiques du graphe en utilisant la généralisation multi-niveaux
de M(@. Nous commencons par comparer les arbres T' = [Chu2, C3] et T" = [[C1, Cs], C3]

(voir Figure 4.4). Nous utilisons ici des expressions parenthésées : T" est une partition a un
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niveau dont le premier contient I'union de C; et Cs tandis que 17" divise dans un second
niveau (C7 U Cq) en [Cq, Cyl.

(a) T (b) T

FIGURE 4.4: Deux partitions hiérarchiques d’un graphe formé de trois cliques.

Les deux arbres coincident sur le premier niveau, comparer leur qualité revient donc a
décider si il est profitable de diviser Cyy en [C, Cs]. Le ratio de connectivité interne de

Che est (voir ’équation 11)

2n(1 + b) — 2

aju2 = om—1

L’arbre T est plat, la mesure M@ est donc constante (en tant que fonction de ¢). Nous
allons comparer asymptotiquement les deux mesures par rapport a la taille des cliques n
afin d’obtenir des expressions, notées MQ*(G,T;q), qui ne dépendent que des variables

q et b.

MQ>(G,T;q) = =+

Wl =Wl

b
3
+

MQX(G,Thq) = 5 (L+(1+0)[1+q(1-b)]) =3 (24 b+g(1~ 1)

Notons qu’on retrouve bien MQ>(G,T;0) = MQ>(G,T’;0) en raison de ’égalité des

premiers niveaux. La comparaison des deux partitions repose donc sur le coefficient :

q(1 —b%)

MQ™(G. T ), = 527
Cette quantité est positive et fonction décroissante de b. Ceci confirme un phénomene
évident : tant que C; et (3 ne sont pas fortement connectés, il est raisonnable de diviser

Chue en deux groupes alors qu’ils devraient rester groupés lorsque le ratio b devient grand.

Nous allons également comparer ces deux arbres de partition avec la configuration
T" = [01,02703]. On a

MQX(G.T"5q) =1~ ¢ ®
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qui est évidemment une fonction décroissante de b. Si b = 0.5, T et T” ont des valeurs
de M@ égales. Remarquons que les qualités de 7" et T" se chevauchent pour b € [0,0.5].
Dans ce cas, une grande valeur de ¢ rend la partition hiérarchique préférable. On peut

constater que

2b—1
7 )

Vb € [0,0.5], MQ™(G,T";q) = MQ™(G,T";q) < ¢

Cette fonction décroit de fagon quasi-linéaire par rapport a b. Cela signifie que plus
b est grand, moins il est nécessaire d’augmenter ¢ pour choisir 77 comme la meilleure

partition.

Pour des valeurs de b comprises entre 0.25 et 0.5, 7" peut étre considérée comme la
meilleure partition. C’est effectivement le cas si on considere l'intégrale de MQ telle que
définie par 1’équation 8. Cette mesure donne 7”7 comme la meilleure configuration pour
b € ]0.25,0.5] alors qu'on a MQ>(G,T";0) > MQ>(G,T’;0). Ainsi, pour ces valeurs de b,
tout algorithme permettant de maximiser la mesure M () pour une partition plate donnera
pour résultat 7" comme meilleure configuration. L’agrégation de C et Cy sera rejetée car
MQ>*(G,T;0) < MQ>(G,T";0). Dans ce cadre, I'utilisation itérative d’un algorithme de
maximisation de M@ n’aboutirait pas & la construction de ’arbre 7" bien que celui-ci soit

la meilleure configuration (selon les criteres sous-jacents a M@).

Taux de compression (%)

FIGURE 4.5: Valeurs de AL(T') pour n = 100 calculées pour différentes valeurs de b.

Le taux de compression AL (voir Définition 4.4) ne classe jamais la configuration 7"
comme la meilleure partition sur cet exemple (voir Figure 4.5). Deux remarques peuvent
étre faites quant a 'utilisation de AL. Premiérement, AL(T") a des valeurs trés proches
de AL(T") quelque soit la valeur de b cependant on a toujours AL(T") > AL(T"). L’agré-

gation de C et Cs ne semble donc pas avoir un impact important si ces deux cliques sont,
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au final, séparées dans la hiérarchie. Deuxiemement, le taux de compression de la confi-
guration 7' décroit a mesure que b augmente, ce qui est contre-intuitif. La configuration
T obtient le meilleur taux de compression a partir de b ~ 0.25. On peut donc dire que la

mesure AL ne fournit pas des comparaisons cohérentes sur cet exemple simple.

4.3.2 Un exemple plus complexe

Nous étudions maintenant différents arbres de partition pour des graphes comprenant
quatre cliques et montrons que M) prédit correctement la meilleure configuration, dé-
pendant des ratios de connectivité entre les groupes.

Nous comparons quatre arbres de partition : ’arbre plat, 'arbre mi-complet, ’arbre com-
plet et arbre peigne. Une illustration de ces arbres est disponible en Figure 4.6. Dans cette
exemple, les feuilles des quatre arbres correspondent a quatre cliques Cy,Cy, C5 et Cy de
taille n. On pose b;; comme étant le ratio de connectivité entre les groupes C; et C;. Nous
allons étudier quatre cas différents pour lesquelles on posera toujours by = 0 = byy = 0

(le groupe Cy est toujours déconnecté de C et Cy).

(a) Plat (b) Complet

(¢) Mi-complet (d) Peigne

FI1GURE 4.6: Différentes partitions hiérarchiques de quatre cliques.

La Figure 4.7 présente les courbes pour les quatre cas que nous étudions. Pour chaque
cas, I'image de gauche est une représentation du graphe quotient associé a la partition en
quatre cliques. Les étiquettes des arétes indiquent les ratios d’inter-connectivité entre les
deux cliques qu’elles connectent (il n’y pas d’aréte lorsque le ratio est de 0). Les graphiques

de droite illustrent les polynomes de M@ pour la partition plate (en bleue), mi-complete
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06 07 08 09 1.0 1.1

(c) Cas 3 (d) Cas 4

FIGURE 4.7: Comparaison de différentes partitions hiérarchiques pour des graphes

composés de quatre cliques.

(verte), complete (noire) et oblique (rouge). Notons que le polynéme associé a la partition
plate est constant, ceux associés aux partitions completes et mi-completes sont de degré
un et de degré deux pour la partition peigne. Différentes conclusions peuvent étre faites

sur cette expérience :

— Cas 1 : Quand b3 est plus grand que tout autre b;;, la mesure M) classe la partition
mi-compléte comme la meilleure.

— Cas 2 : Quand by et b3y sont plus grands que tout autre b;;, alors la partition
complete apparait comme la meilleure configuration.

— Cas 3 : La partition peigne devient la meilleure candidate quand les ratios de

connectivité vérifient bia > bz =~ baz > les autres b;;.

Dans le cas 4, les courbes des polynomes se chevauchent. Ce cas correspond en réalité
a une situation ou la meilleure partition n’est pas évidente. La variable g peut étre utilisée
ici pour favoriser (quand proche de 1) ou pénaliser (quand proche de 0) les hiérarchies
profondes. Prendre un ¢ entre 0 et 0.75 revient a classer la partition plate comme la
meilleure. D’un autre co6té, une valeur proche de 1 mene au choix de la partition complete.
En utilisant l'intégrale de M@ (voir équation 8), la partition plate est donnée comme celle

de meilleure qualité.

Les différents cas développés ici montrent que la mesure M () multi-niveaux permet de

déterminer la meilleure configuration possible.
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4.3.3 Comparaison de différentes hiérarchies sur un réseau réel

Nous allons maintenant montrer que la mesure M (@ multi-niveaux permet de compa-
rer différentes partitions hiérarchiques d’un réseau réel. Le graphe décrit les rencontres
entre les équipes de football américain universitaire issues de la division I-A sur la saison
2000 [64]. Ce jeu de données est régulierement utilisé pour tester les algorithmes de par-
titionnement. Il contient 115 sommets (les équipes) et 613 arétes (les rencontres) avec un

degré moyen de 10.66.

L’intéret de ce réseau est qu’il dispose d’une partition hiérarchique connue qui peut étre
considérée comme une vérité terrain. En effet, les équipes universitaires sont partagées en
11 conférences différentes. Trois d’entre elles (& savoir la “Big Twelve”, la “South Eastern”
et la “Mid-American”) se décomposent chacune en deux sous-divisions. Nous disposons
donc d’une partition hiérarchique a deux niveaux qui n’est pas équilibrée (certaines confé-
rences sont sous-divisées et d’autres non). Bien que les rencontres sont plus susceptibles
d’apparaitre au sein d’'une méme conférence, elle dépendent également de la proximité

géographique des équipes.

Nous comparons, en utilisant la mesure M), cette vérité terrain & trois autres parti-
tions hiérarchiques obtenues en utilisant trois algorithmes de partitionnement de graphes
différents. Les deux premiers algorithmes fournissent seulement des partitions plates de
I’ensemble des sommets. Pour obtenir des partitions hiérarchiques, on rappelle les algo-
rithmes récursivement sur chaque groupe détecté a I’étape précédente. Cette solution ainsi
que les algorithmes utilisés sont détaillés plus en détail dans la Section 5.1.

Le premier algorithme correspond & un single-linkage clustering [54] ou l'indice de Jac-
card [73] est utilisé pour déterminer le poids d’une aréte : il va correspondre a la proportion
de triangles contenant l’aréte en question. Le seuil optimal (tel que la partition corres-
pondante maximise la qualité) est déterminé en utilisant la mesure M@Q. On nommera cet
algorithme Single-Linkage

Le second algorithme MLR-MCL [130] est une version modifiée de I’algorithme MCL [140].
Finalement, le troisieme algorithme est 1’algorithme Louvain [23] qui produit une par-
tition hiérarchique bien que seul le premier niveau de la hiérarchie soit habituellement
utilisé.

Nous utilisons pour les deux derniers algorithmes des implémentations proposées par les
auteurs respectifs. Toutes les méthodes utilisées ici sont non-supervisée et ne requierent

pas de paramétrage.

Ici encore nous utilisons le graphe complet et le graphe biparti complet comme graphes
de références pour les ratios de connectivité interne et externe. Le poids des groupes sera

ici unitaire i.e. ne dépendra pas de la taille des groupes (nombre d’équipes). Toutefois,
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pour garantir I’additivité des poids, on utilise les valeurs suivantes :

1 si we F(T)
| F(T)| sinon

ou F(T,,) est 'ensemble des feuilles de 7" ayant w comme ancétre commun.

independents ConferenceUSA WesternAthletic
BigWest

independents ConferenceUSA WestemAthletic

éigEasf

P

(West) 4

Southesstein (west ) @;?
{egsagtﬁ BigWest Mid- erican Southeastem

N

(East)
\"asy)

g

AtlanticCoast

(b) MLR-MCL

(a) Conférences

Navy Notre-Dame
o [

Central Florida Connecticut
o )

independants.

ConferenceUSA @
Mid-American
Mid-American East

‘ BigTen | | sigTweive BigTen . RS

(¢) Louvain (d) Single-linkage

Southeastem East

@igEasﬁ

Big’Easi

BigWest

AtlanticCoast

FIGURE 4.8: Visualisation des quatre partitions hiérarchiques du réseau de football
universitaire basée sur des graphes quotients. Chaque méta-nceud correspond a un
groupe de la partition. Les étiquettes des sommets indiquent les conférences d’origine

des sommets se trouvant dans le groupe correspondant.

La Figure 4.8 permet de comparer les différentes partitions. Comme on peut s’y at-
tendre, les algorithmes s’accordent sur une majorité de groupes qui correspondent aux
vraies conférences. Cela s’explique par le fait que les équipes jouent beaucoup plus avec
les autres équipes issues de la méme conférence au cours d’une saison. Ainsi, la connectivité

interne des conférences est relativement forte.

L’algorithme Louvain (voir Figure 4.8(c)) tend a grouper différentes conférences. Ces
regroupements sont pertinents car ils refletent la proximité géographique entre ces confé-

rences. Ainsi, les équipes de la “Mountain West” et la “Big West” appartiennent au méme
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groupe sur le premier niveau de la hiérarchie.

Le partitionnement obtenu en utilisant 1’algorithme Single-Linkage ne contient qu’un
seul niveau (voir Figure 4.8(d)). Celui-ci comprend un nombre relativement important de
groupes qui correspondent dans certains cas aux conférences et dans d’autres a des sous-
divisions de conférences.

L’algorithme MLR-MCL fournit une partition a deux niveaux (voir Figure 4.8(b)) qui
est proche de la vérité terrain (voir Figure 4.8(a)). En effet, le premier niveau corres-
pond aux conférences (hormis pour les équipes indépendantes qui n’appartiennent pas a
une conférence) et plusieurs de ces groupes sont eux-mémes divisés. En particulier, on

retrouve le bon découpage pour les conférences contenant vraiment des sous-divisions.
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FIGURE 4.9: Courbes de M@ pour le partitionnement en conférences (bleu), Single-
Linkage (vert), MLR-MCL (violet) et Louvain (rouge).

Algorithme MQ(G,T;q) MQ(G,T) Taux Compression AL(T)
MLR-MCL 0.782 4+ 0.144q 0.854 15.569
Conférences | 0.774 4+ 0.148¢q 0.848 16.379
Louvain 0.688 + 0.132¢q 0.754 18.528
0.72 0.72 13.384

TABLE 4.1: Comparaison des résultats sur le réseau de football universitaire par rap-
port aux polynomes de M@ (équation 6) et leur intégrale M@ (équation 8) ainsi
que le taux de compression AL(T') (voir Définition 4.4). Les valeurs sont données au

millieme pres.

Les courbes des polynomes M () obtenus pour chaque partition sont données dans la
Figure 4.9. Le Tableau 4.1 fournit un classement des quatre partitions en fonction des

valeur moyennes M () obtenues en utilisant I’équation 8.

Comme indiqué ci-dessus, le résultat fourni par MLR-MCL est proche de la vérité

terrain. Ceci se reflete dans les valeurs de M) multi-niveaux pour ces deux partitions.



4.4. Discussion et Perspectives

En effet, les courbes (voir Figure 4.9) sont tres proches. Il apparait cependant que MLR-
MCL fournit une partition de meilleure qualité.

Le dernier niveau dans la hiérarchie produite par I'algorithme Louvain correspond bien
a la partition en conférences des équipes. Toutefois, regrouper ces conférences a un niveau
supérieur est fortement pénalisé par M Q. On peut cependant remarquer que cette partition
est préférable au partitionnement obtenu en utilisant le Single-Linkage pour une valeur

de g supérieure a 0.22 environ.

Nous pouvons également comparer les différentes partitions en utilisant une autre me-
sure multi-niveaux, le taux de compression A(L(G,T)) (voir troisietme colonne du Tableau
4.1). Le classement induit par l'utilisation de cette mesure est Louvain, Conférences,
MLR-MCL et Single-Linkage. Les trois premieéres positions sont donc inversées. Ce
critére associe une plus forte valeur a une partition qui ne sous-divise pas des conférences,
ce qui explique pourquoi Single-Linkage est toujours classé dernier. On peut en conclure
que les deux mesures sont différentes sur cet exemple bien que la vérité terrain semble

dans les deux cas étre un bon compromis.

4.4 Discussion et Perspectives

Nous avons présenté une mesure de qualité multi-niveaux permettant d’évaluer ’adé-
quation entre une partition hiérarchique des sommets du graphe et sa topologie. Cette
mesure a 'avantage de généraliser des mesures de qualité existantes qui étaient réservées
a I’évaluation de partitions plates. Nous associons a un arbre de partition un polynéme a
une variable dont le degré correspond a la hauteur de I’arbre. Nous avons également pro-
posé deux formulations équivalentes de cette mesure en se basant sur la notion de chemin

pondéré dans ’arbre.

Nous avons ainsi validé la généralisation hiérarchique de la mesure M@ qui tient
compte de la connectivité interne et externe de chaque groupe. Les exemples utilisés
illustrent un point important malgré leur simplicité. On a en effet vu que la recherche
de la meilleure partition hiérarchique par des procédures itératives pouvait dans certains
cas échouer. Ceci est particulierement vrai lorsque certains niveaux de la meilleure hiérar-
chie ne sont pas de bonne qualité lorsque évalués indépendamment. Ceci justifie I’'emploi
d’une mesure de qualité hiérarchique. En utilisant un réseau réel muni d’une structure
de communautés a deux niveaux, nous avons comparé différentes partitions hiérarchiques
et montré que notre mesure permettait de choisir une partition trés proche de la vérité

terrain.

Les définitions que nous avons proposées ici sont génériques a l'instar de la mesure de

résolution multi-niveaux proposée par Pons et al. [110]. Nous avons également comparé la
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généralisation hiérarchique de la mesure M@ & la mesure proposée par Rosvall et al. [124],
les deux mesures ne donnent pas les mémes résultats lorsque 'on cherche a comparer
différentes partitions hiérarchiques. Toutefois, cette différence s’explique peut-étre par le
choix de M. On peut s’attendre a obtenir des résultats plus proches en utilisant une
version multi-niveaux de la modularité.

En effet, nous nous sommes ici surtout focalisés sur la définition multi-niveaux de la mesure
MQ@. D’autres mesures de qualité peuvent étre adaptées au cas multi-niveaux (comme la
modularité) et on peut effectivement utiliser ces généralisations dans le cadre d’algorithmes

de partitionnement de graphe. Ceci est ’objet du prochain chapitre.



Chapitre 5

Algorithmes pour le partition-
nement hiérarchique de graphes

Les problemes liés au partitionnement plat des sommets d’un graphe sont souvent
difficiles car ’espace de recherche augmente de maniére exponentielle par rapport aux
nombre de sommets. La recherche de partitions hiérarchiques ne facilite donc pas les
choses. En effet, le nombre de dendrogrammes de n feuilles est de l'ordre de (2n — 3)!!
ou !l désigne la double factorielle. Flajolet et Sedgewick [51] proposent une formule pour
le nombre d’arbres de partitions & n feuilles, qui évolue encore plus rapidement (voir
OEIS A000311). Les arbres de partitions contiennent bien str les partitions plates et les

dendrogrammes.

De la méme fagon que la recherche d’un partitionnement plat peut étre réalisée en
parcourant des partitions induites par une structure hiérarchique, nous allons ici étudier
des méthodes pour obtenir une partition hiérarchique (exploitable par un utilisateur) ex-
traite d’une partition hiérarchique de plus grande taille. Pour guider cette exploration nous
allons utiliser la généralisation multi-niveaux des mesures de qualité additives présentée

dans le chapitre 4.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans la section 5.1 nous présentons
différentes méthodes basées sur un partitionnement hiérarchique des sommets. Dans cet
état de I’art, nous montrons notamment que les différents algorithmes peuvent étre séparés
en plusieurs familles. La section 5.2 présente une application des mesures de qualité multi-
niveaux. L’algorithme proposé permet d’optimiser une hiérarchie des sommets donnée
en supprimant itérativement des nceuds internes de la hiérarchie [115]. Une application
de cette méthode a la hiérarchie produite par 'algorithme Louvain [23] est donnée dans
la section 5.3. Nous étudions par la suite une technique basée sur le filtrage d’arétes et
appliquée a un réseau de flux domicile-travail. Enfin, une discussion sur les méthodes

proposées et la présentation de différentes perspectives sont faites dans la section 5.5.
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5.1 Etat de D’art

Dans cette section, nous présentons différents algorithmes de partitionnement de graphes
qui se basent sur une structure hiérarchique. Dans la plupart des cas, les méthodes pro-
posées n’ont pas pour finalité de renvoyer une hiérarchie mais une partition a un niveau
des sommets du graphe. Le partitionnement hiérarchique est ainsi souvent utilisé comme
étape intermédiaire. Ce n’est toutefois pas le cas de tous les algorithmes créés pour ré-
pondre au probleme du partitionnement de graphes. Cette section ne couvre donc pas de
fagon exhaustive les méthodes connues pour répondre a ce probléeme. Des états de 'art

plus complets sur ce sujet existent (voir entre autres [131, 54, 105]).

Les approches présentées ici peuvent étre regroupées en différentes familles : les mé-
thodes agglomératives (section 5.1.1), divisives (section 5.1.2) et hybrides (section 5.1.3)
qui empruntent aux deux premieres. Enfin d’autres approches intéressantes mais utilisées

pour répondre a des problemes légerement différents sont détaillées dans la section 5.1.4.

5.1.1 Approches agglomératives

Les approches agglomératives ont en commun ’idée qu'un groupe d’individus peut étre
considéré comme un nouvel individu, qui peut étre a son tour groupé a d’autres individus.

La procédure générique correspondante est détaillée dans I'algorithme 1.

Algorithme 1: AggloGen(G) un algorithme agglomératif générique pour la parti-

tion hiérarchique des sommets d’un graphe.

Entrées : G = (V, E), un graphe
Sorties : T', une partition hiérarchique de V'
G' + G;
T+ 0;
C <« partition(G');
tant que —arret(G’,C) faire
T < ajouter Premier Niveau(T,C);
G’ + grapheQuotient(G',C);
C + partition(G');
fin

retourner T';

Dans le cas du partitionnement de graphes, un groupe de sommets C' est remplacé par

un méta-sommet. Un tel méta-sommet peut étre obtenu en contractant les arétes internes
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a un groupe C, le nouveau graphe G’ obtenu est un graphe quotient (voir définition 2.49).
La génération de ce graphe est faite en utilisant la fonction grapheQuotient(G’,C). Selon
les cas, ce graphe peut étre associé a une fonction de pondération sur les méta-arétes (par
exemple la somme des poids des arétes de G correspondante) et/ou une fonction de pon-
dération sur les méta-sommets (par exemple le nombre de sommets de G correspondant).
Notons que ce graphe quotient est susceptible de contenir des boucles pondérées permet-
tant de garder en mémoire le nombre d’arétes internes a chaque groupe.

Un algorithme de partitionnement (correspondant ici a la fonction partition(G’)) est ap-
pelé itérativement jusqu’a ce qu'un critere d’arrét (fonction arret(G’,C)) soit vérifié. A
chaque itération, la partition des méta-sommets de G est ajoutée en tant que premier
niveau (N1(T)) de l'arbre de partition T'.

Nous allons maintenant détailler les travaux présentant des méthodes qui suivent ce

paradigme.

Compression multi-échelle Un algorithme agglomératif peut étre utilisé pour ré-
duire significativement le temps de calcul d’une partition des sommets. Cette phase de
pré-traitement est utilisée dans l'algorithme Metis [76]. L’idée est de contracter itérati-
vement des ensembles d’arétes jusqu’a obtenir un graphe quotient de petite taille. Une
partition des méta-sommets sur ce dernier graphe est réalisée, cette partition va égale-
ment correspondre a une partition des sommets “de base” du graphe.

La méme méthode est utilisée par l'algorithme MLR-MCL [130] qui se base sur 'algo-
rithme de partitionnement MCL [140]. Ce dernier algorithme est tres performant mais
avec un cout algorithmique important. En effet, il repose sur des multiplications de ma-
trices stochastiques.

Pour réaliser cette compression multi-échelle, partition(G) correspond, & chaque étape,
aux composantes connexes du sous-graphe G(L) formé par un ensemble d’arétes L. L’en-
semble L forme un couplage de G (chaque sommet de G est connecté a au plus une aréte
de L). 1l peut étre choisi selon différents criteres : aléatoirement, selon un poids, selon
la taille de la clique maximale a laquelle les arétes appartiennent etc. Le critere d’arrét
dans ce cas dépend de la taille de G’. Cette méthode est généralement tres rapide puisque
lobjectif est de partitionner des graphes de grande taille (qui ne tiennent pas en RAM).

La complexité de la procédure dépend de la facon dont les ensembles L sont choisis.

Notons qu’une version simplifiée de cette méthode est la contraction d’une seule aréte
tirée aléatoirement a chaque étape. C’est exactement la procédure qui est mise en ceuvre
dans I’algorithme stochastique de recherche d’une coupe minimum de Karger [74]. En effet,
si on contracte une aréte e € E(G) tirée uniformément, la probabilité d’augmenter la taille
de la coupe minimum de G (voir définition 2.48) est tres faible si G est de grande taille.

Dans I'algorithme de Karger, les compressions sont répétées jusqu’a ce que G’ ne contienne
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plus que deux sommets. La valeur de la coupe minimum est alors donnée par le nombre
d’arétes entre ces deux sommets. Les méthodes de compression multi-échelles développées
ici sont ainsi justifiées par le fait que les contractions réalisées a chaque étape sont, avec
une forte probabilité, des contractions d’arétes internes aux communautés. Toutefois, ne
connaissant pas a priori la forme ou la taille des communautés, la définition d’un critere

d’arrét pose probleme.

Clustering hiérarchique Cette approche n’est pas spécifique aux données relation-
nelles comme les graphes. Pour un ensemble d’individus (dans notre cas, les sommets), on
peut définir des distances entre eux. Dans ce cadre, partition(G) contient |V| — 1 groupes
car seuls les deux sommets les plus proches sont regroupés. L’algorithme s’arréte lorsque
G’ ne contient qu'un unique sommet. La partition T retournée correspond & un arbre
de partition binaire (un dendrogramme). La complexité de ces méthodes est O(n?) en

utilisant les structures de données appropriées [134].

La proximité (ou la distance) entre deux groupes de sommets (ou deux méta-sommets)
peut étre définie de plusieurs facons : le minimum des distances entre les éléments du
groupe (on parle alors de single-linkage clustering), le maximum des distances (complete-
linkage clustering) ou encore la moyenne des distances (average-linkage clustering). Un
critere tres utilisé en analyse de données est le critere de Ward [146] qui cherche & minimiser
la somme des carrés des distances entre les individus (les sommets du graphe ici) et le
centroid (le méta-sommet) dont la position est définie par ces mémes distances. Dans le
cas du partitionnement de graphes, Donetti et al. [43] utilisent par exemple une distance

basée sur les vecteurs propres de la matrice laplacienne du graphe.

Optimisation de la modularité Les algorithmes décrits ici ont été congus pour
optimiser la modularité d’une partition des sommets d’un graphe. Cette mesure de qualité
est présentée dans la section 3.1. On peut toutefois remarquer que, pour chacune de ces

méthodes, d’autres fonctions objectives pourraient étre utilisées.

Dans [99], Newman propose un algorithme glouton d’optimisation de la modularité en
cherchant, & chaque étape, les deux groupes (méta-sommets) dont la fusion augmente le
plus (ou diminue le moins) la modularité. La procédure s’arréte ici lorsqu’il ne reste quun
unique groupe et I’arbre de partition est un dendrogramme.

La complexité de cet algorithme est O(|E||V|). Des améliorations de cette méthode, per-
mettant d’en réduire le cotut algorithmique, ont été proposées dans [33] et [144]. Une
partition des sommets peut étre obtenue en cherchant la coupe dans le dendrogramme

généré qui maximise la modularité.

Une heuristique pour la maximisation de la modularité a été proposée par Blondel et

al. [23]. Cet algorithme est généralement connu sous le nom d’algorithme de Louvain. La



5.1. Etat de I'art
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F1GURE 5.1: Tllustration de I’approche agglomérative pour 'optimisation de la modu-

larité dans Palgorithme Louvain (image tirée de [23]).

figure 5.1 illustre bien I’approche agglomérative utilisée par les auteurs.

La fonction partition(G’) correspond ici & un maximum local de la modularité. Cette
partition est obtenue en traitant chaque sommet (ou méta-sommet) dans un ordre aléatoire
et en 'affectant au groupe présent dans son voisinage pour lequel cette opération augmente
le plus la modularité. La modularité étant une mesure fortement additive, le gain lié & ce
changement de groupe peut étre calculé rapidement.

L’algorithme Louwvain s’arréte lorsque la derniere partition découverte a une modularité
plus faible que la précédente. Au final, arbre de partition T’ est dans ce cadre un arbre de
partition quelconque et pas forcément un dendrogramme. La partition plate retournée par
lalgorithme correspond au premier niveau (N1(7)) de cette hiérarchie car c’est le niveau

pour lequel la modularité est maximale.

La fonction partition(G’) employée par l'algorithme Louvain est similaire aux mé-
thodes basées sur la propagation d’étiquettes [118, 92] dans lesquelles un sommet est af-
fecté au groupe dans son voisinage avec lequel il a le plus de connections. Ces heuristiques,
ainsi que celle de [23], ont connu un grand succes ces derniéres années en grande partie
grace a leur rapidité dans les temps de calcul. A notre connaissance, ce type d’algorithme
a été proposé pour la premiere fois par Biemann [20] sous le nom de “téléphone arabe”

(Chinese whispers en anglais).

5.1.2 Approches divisives

Une autre maniere intuitive pour obtenir un partitionnement hiérarchique de graphes
est d’appliquer récursivement un algorithme de partitionnement plat a chaque groupe

détecté a I’étape précédente (voir 'algorithme générique 2). Notons que ce type d’approche
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est différent de l’approche agglomérative. En effet, chaque sous-graphe induit G[C] est
considéré comme un nouveau graphe a part entiere. En particulier, les connections entre
(V'\ C) ne sont plus prises en compte. C’est cette procédure qui est utilisée pour générer

des partitions hiérarchiques dans la section 4.3.

Algorithme 2: AggloDiv(G) un algorithme divisif générique pour la partition hié-

rarchique des sommets d’un graphe.

Entrées : G = (V, E), un graphe
Sorties : T', une partition hiérarchique de V'
T < (r,0);
C < partition(G);
si —arret(G,C)alors
pour tous les C' € C faire
T" + AggloDiv(G[C));
T « ajouterSousArbre(T,T');
fin
fin

retourner 7T

La majorité des algorithmes dit “divisifs” que 1'on trouve dans la littérature sont ba-
sés sur une approche commune. Premieérement, une métrique est calculée sur les arétes.
Cette métrique a pour but de séparer les arétes qui sont susceptibles d’appartenir a une
communauté et les autres. Deuxieémement, on retire du graphe I’aréte la moins susceptible
d’appartenir a une communauté. On applique ces deux étapes sur chaque composante
connexe jusqu’a avoir des sommets isolés. Le résultat de ce type de procédure est donc
un dendrogramme. Les algorithmes divisifs se différencient principalement sur la mesure

employée permettant de déterminer la prochaine aréte a retirer.

Mesure de Centralité Girvan et Newman [63, 101] proposent une approche basée sur la
centralité-chemin (voir définition 2.28). En effet, une aréte avec une forte centralité relie
probablement deux communautés. D’autre types de “centralité” ont été également utilisés
tels que la centralité d’information [56]. Cette mesure évalue, pour une aréte donnée,
la diminution dans les distances moyennes entre toutes les paires de sommets liées a la
suppression de cette aréte.

Ces mesures de centralité capturent 'importance globale de 'aréte. La mise a jour des
valeurs pour chaque aréte a un coup important : O(|E||V]) pour la centralité-chemin et

O(|E|*|V|) pour la centralité d’information.

Mesure sur les cycles Des mesures utilisant des criteres locaux ont été proposées dans
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le cadre d’algorithmes divisifs. Dans [117], les auteurs généralisent la notion de coefficient
de clustering aux arétes. Cette mesure correspond a la proportion observée de triangles
qui contiennent ’aréte en question. La mise a jour des valeurs est plus rapide que pour les
mesures de centralité puisque la suppression d’une aréte affecte seulement les arétes ayant

une extrémité en commun avec ’aréte en question.

Auber et al. [14] utilisent une mesure basée non seulement sur la proportion de triangles
(cycle de longueur 3) mais aussi sur la proportion de cycles de longueur 4. Toutefois, I’algo-
rithme proposé differe des autres algorithmes divisifs présentés ici. Il consiste a trouver le
seuil ¢ tel que la partition obtenue en supprimant les arétes dont la mesure est inférieure a
t maximise la fonction de qualité M () présentée dans la section 3. Dans ce cadre, la procé-
dure équivaut a chercher le meilleur niveau dans la hiérarchie obtenue par 'utilisation d’'un
single-linkage clustering. Cette méthode correspond a la fonction partition de I’algorithme

2. Les auteurs produisent une partition hiérarchique en ’appliquant récursivement.

5.1.3 Approches hybrides

Infomap Rosvall et al. [124] ont introduit une mesure permettant d’évaluer la qualité
d’une partition hiérarchique de graphe. Cette mesure est présentée en détail dans la sec-
tion 3.1.

La procédure proposée par les auteurs pour obtenir une partition hiérarchique de graphe
peut étre qualifiée d’hybride dans le sens ou elle alterne les phases d’agrégations (telle
que définies dans l'algorithme 1) et de divisions (algorithme 2). La phase agglomérative
est proche des algorithmes de Louwvain ou de propagation d’étiquettes présentés plus haut.
Chaque groupe est ensuite traité comme un graphe & part entiére et est redivisé. A I'is-
sue de cette procédure, des groupes entiers peuvent étre déplacés dans la hiérarchie afin

d’augmenter la qualité de la partition.

5.1.4 Autres approches

Modéle Statistique Hiérarchique Le modele probabiliste présenté dans la section 2.6.4
peut étre utilisé pour obtenir un arbre de partition binaire. Le dendrogramme reflétant
la topologie du graphe est obtenu en maximisant la vraisemblance du modele. L’algo-
rithme proposé dans [31] est une heuristique de type Monte-Carlo par Chaine de Markov
(MCMCO).

Qualité avec un paramétre de résolution Dans la section 4.1, nous avons présenté
la méthode proposée dans [110, 109] permettant de filtrer un dendrogramme. Les auteurs

utilisent des mesures incluant un parametre de résolution a permettant de privilégier ou
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pénaliser la présence de groupes de grande taille. Ce type de mesure permet d’identifier les
groupes les plus significatifs de la hiérarchie (pour un parametre « fixé) et donc obtenir
un arbre de partitionnement moins grand. Les auteurs évaluent ensuite la pertinence des
parametres de résolution en utilisant la mesure R(«) (voir formule 3). La partition finale
est obtenue en considérant les partitions correspondantes aux maxima locaux de cette

fonction.

5.2 Optimisation d’une partition hiérarchique donnée

Dans cette section nous présentons un algorithme polynomial pour optimiser une par-
tition hiérarchique d’un graphe. L’évaluation de la qualité est faite en utilisant une mesure
multi-niveaux telle que celle définie dans la section 4. Le probleme auquel nous tentons
de répondre est présenté dans la sous-section 5.2.1. L’algorithme proposé est détaillé dans
la sous-section 5.2.2. Enfin, nous discutons la pertinence de cette méthode dans la sous-

section 5.2.3.

5.2.1 Motivations

Comme décrit dans la section 5.1, beaucoup de méthodes de partitionnement pro-
duisent directement ou indirectement des partitions hiérarchiques. Les hiérarchies ne sont
généralement pas exploitables car elle contiennent un nombre de niveaux trop grand. C’est
notamment le cas pour les dendrogrammes produits par les méthodes de clustering hié-

rarchique par exemple.

Ces structures sont le plus souvent utilisées pour rechercher un partitionnement moins
complexe issu de ces structures. En effet, si on dispose d’un arbre de partition 7', une
partition plate peut étre obtenue un sélectionnant un niveau donné de l’arbre, on fait
alors une coupe horizontale de larbre (voir Figure 5.2(a)). La partition peut étre choisie
en fonction de différents critéres : un nombre de groupes prédéterminé ou une mesure de
qualité a maximiser. Dans ce cadre, il existe h(7T') candidats : (N1(7T'), No(T'), . .., Np)(T)).
Cependant, il est possible de trouver une coupe non-horizontale de qualité supérieure
(voir figure 5.2(b)). C’est notamment ce type de coupe qui est recherché dans [110] pour
maximiser une mesure de qualité fortement additive ®(G,C). Leur algorithme nécessite

au plus O(n) évaluations des gains ¢(G, C).

La coupe (horizontale ou non) permet d’extraire une partition plate d’une partition
hiérarchique. On peut étendre cette idée pour extraire une sous-partition hiérarchique a
partir d’'un arbre de partition 7. Une premiere solution est d’extraire un sous-ensemble

de coupes horizontales (voir Figure 5.2(c)). Le nombre de sous-partitions hiérarchiques
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Frkt A

a) Coupe horizontale b) Coupe
) Multi-coupes horizontales ) Multi-coupes

F1GURE 5.2: Illustration de différents types de coupes possibles dans un arbre de

partition.

de T pouvant étre générées est alors de 2/(T) (un niveau étant présent ou non dans la

sous-partition hiérarchique).

La encore, si on souhaite trouver des sous-partitions hiérarchiques de bonne qualité,
on peut utiliser plusieurs coupes non-horizontales (voir Figure 5.2(d)). C’est ce dernier
probleme que nous traitons ici : pour une partition hiérarchique 7" donnée, trouver une
sous-partition hiérarchique 7% de T qui maximise ®(G,T*), une mesure de qualité multi-

niveaux telle que celle proposée dans la section 4.

Notons que ce probleme revient a chercher I’ensemble de sommets a supprimer de
T de fagon a obtenir T* maximisant ®(G,T*). En effet, il suffit de retirer les sommets
non-couverts par des enveloppes dans la Figure 5.2(d) (hormis la racine de I’arbre) pour
obtenir I’arbre de partition ne contenant que les sommets issus des coupes. Cette notion
de suppression est définie ci-dessous.

Définition 5.1 (Suppression) Soit T un arbre de partition des sommets d’un graphe
G et un neud interne t € (T'\ F(T)) différent de la racine r(T'). La suppression de t dans
UVarbre T' est notée T' =T \ {t}. L’opération consiste a retirer le neud T de ’arbre et a
assigner p(t) comme nouvel ancétre direct des neeuds de or(t).

Pour toute suppression sur 7', 'arbre de partition 7" correspond & une sous-partition
hiérarchique de T. Remarquons que nous nous concentrons ici sur les suppressions des
neeuds internes et non sur 1’élagage des feuilles de 'arbre. La question de la suppression

des feuilles de T est discutée dans la section 5.2.3.

Espace de solutions : Pour chaque nceud interne de T, on peut considérer que celui-

ci va étre conservé ou non dans l'arbre T™. Le nombre de sous-partitions hiérarchiques
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de T avec le méme ensemble de feuilles F(T) est donc 271 (MI=1 o |T'| est le nombre
de noeuds dans T'. Un parcours exhaustif de ’ensemble des possibilités conduit donc a
un algorithme exponentiel. C’est pourquoi nous détaillons dans la section suivante une

approximation pour ce probléme basée sur un algorithme glouton.

5.2.2 Algorithme par suppression de nceuds internes

La mesure ® (équation 8) permet de comparer différentes partitions hiérarchiques et de
déterminer laquelle est la mieux adaptée pour le réseau étudié. Comparer différents arbres
de partitions implique que I'on peut évaluer le gain obtenu apres une modification opérée
sur un arbre donné. Ainsi on peut déterminer si il est opportun de retirer un nceud interne
de l’arbre en calculant le gain (ou la perte) de qualité correspondante (voir définition 5.2).

Définition 5.2 (Gain par suppression) Soit T un arbre de partition des sommets
d’un graphe G et un neud interne t € T — F(T) différent de la racine r(T). Le gain par
suppression de t, noté Ay(T), correspond a la différence entre la qualité de l’arbre T apreés
et avant la suppression de t.

AG(T) =T(G.T\ {t}) - B(G.T) 1)

Partant d’un arbre de partition 7" initial, notre procédure d’optimisation de 7' consiste
a supprimer le nceud interne ¢ (si il existe) ayant le gain A4(7") positif maximum (voir

algorithme 3). Cette procédure est répétée itérativement.

Algorithme 3: Optimisation gloutonne de T' par suppression de nceuds internes

Entrées : G = (V, E) un graphe, T une partition hiérarchique de G
Sorties : T” une sous-partition hiérarchique de G
T =1T;
tmar = arg maxer A®(G, T');
tant que A, , ®(T") > 0 faire
T" =T\ {tmac};
tmar = arg maxser A @ (G, T');
fin

retourner 7’;

La suppression d’un noeud ¢ de I’arbre T' conduit a plusieurs changements dans le calcul
de la mesure multi-niveaux ®(G,T).
Premierement, le poids des descendants directs de t devient plus important puisqu’ils
interviennent désormais a un niveau hiérarchique plus bas.
Deuxiemement, ces descendants or(t) ne forment plus une partition simple du graphe

induit G[V;] mais un sous-ensemble de groupes dans la partition de G[V,;)]. Cette derniere
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observation implique que les gains ¢ pour chaque noeud t' € op(t) U op(p(t)) vont étre
modifiés. Toutefois, si la mesure ® est fortement additive, alors seuls les gains des noeuds
appartenant a or(t) doivent étre recalculés.

Prenons I'exemple de la figure 5.3, la suppression du nceud t¢; fait que les noeuds t3 et
t4 deviennent descendants directs de la racine de T. Dans ce cadre, le nombre d’arétes
sortant des sous-graphes Gy, et G;, augmente puisqu’il faut y inclure les arétes allant
vers le groupe correspondant au noeud to. On doit donc, dans tous les cas, calculer les
gains ¢(G[V],Vi,) et ¢(G[V],V4,). Si ¢ tient compte de la fagon dont tous les sommets
sont partitionnés (i.e. si ® n’est pas fortement additive), alors on doit calculer les gains
HGIV], (Viy, Vi, Vi), Vi) pour ¢ € (i, s, 14).

FI1GURE 5.3: Tllustration des informations conservées en mémoire dans le cadre de
I’algorithme 3. Seules les boucles vertes et les arétes rouges horizontales interviennent
dans le calcul de ®(G,T). Si le nceud t; est supprimé, les arétes (to,t3) et (t2,t4)

deviennent horizontales.

Complexité : L’algorithme 3 est un algorithme de recherche glouton. La complexité
de notre procédure est O(h(T)?|E| + |T|?) en considérant que le calcul des gains ¢ est
réalisé en temps constant et dépend du nombre d’arétes internes et/ou externes a chaque
groupe.. Comme indiqué dans la section 4.2, si ces informations sont pré-calculées et
gardées en mémoire, le calcul de la fonction se fait en O(1). Le calcul du nombres d’arétes
internes/externes pour chaque nceud de T est réalisé en O(h(T)|E|) ou h(T') est la hauteur

de ’arbre de partition 7.

Toutefois, le nombre d’arétes externes a un groupe peut changer lorsque 1’on modifie
I’arbre T'. Pour garantir un calcul en temps constant des gains, il est possible de conserver
en mémoire le nombre de connections de t avec tous les autres sommets de T' qui ne sont

pas ses descendants ou ses ancétres. Cette opération est réalisée en O(h(T)?|E|) pour un
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cofit en mémoire de O(|T|?). Dans ce cadre, le calcul de ®(G,T) est de O(|T|) puisqu'il
s’agit d’un simple parcours de I'arbre T'. Il en est de méme pour le calcul de A(7) pour

tout t € T

5.2.3 Discussion

L’idée de la procédure décrite par I'algorithme 3 est de se rapprocher petit a petit d’une
solution optimale (au moins localement). Toutefois, pour déterminer si cette procédure
permet de converger efficacement vers une solution, il faudrait disposer d’une distance
entre différentes partitions hiérarchiques. Cette distance permettrait de déterminer si une

recherche basée essentiellement sur la suppression de nceuds internes est appropriée.

L’algorithme proposé ici ne teste pas si il est opportun de supprimer ou non les feuilles
de l’arbre. Rappelons que les feuilles ne correspondent pas forcément aux éléments de
V isolé. Si un sommet ¢ n’a que des feuilles dans ses descendants directs op(t) alors la
contribution des or(t) & ®(G,T) est toujours positive du moment que la qualité de la
partition (Vy)yeo, 1) @ une qualité positive. Ce qui est normal : tant que l'on gagne a
partitionner le graphe plus en profondeur (méme si on gagne peu) pourquoi s’arréter ?
Ce probleme peut étre résolu en comparant la qualité liée a ’absence de partition de G
et la partition (Vi/)yeqp(r). Pour certaines mesures, telle que la modularité (), I’absence de
partition a mécaniquement une qualité nulle et un partitionnement, méme de mauvaise
qualité, sera souvent préféré. Ce n’est pas le cas pour les mesures MQ et AL (voir section
3).

5.3 Applications a I’Algorithme Louvain

La procédure présentée dans la section précédente permet d’optimiser n’importe quelle
partition hiérarchique d’un graphe. Nous appliquons ici notre méthode a la hiérarchie

produite indirectement par 1’algorithme Louvain [23] présenté dans la section 5.1.

Nous justifions ce choix d’application dans la sous-section 5.3.1. Nous verrons en par-
ticulier que la partition hiérarchique peut comporter des “biais de construction” que notre
méthode permet de corriger. Des expérimentations sur un benchmark aléatoire connu sont
données dans la sous-section 5.3.2. Enfin, nous discutons 1'utilisation de cette version “op-

timisée” de l'algorithme Louwvain dans la sous-section 5.3.3.
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5.3.1 Motivations

L’algorithme de [23] produit donc une hiérarchie T en appliquant un algorithme de
partitionnement plat & un graphe quotient construit a partir de la partition précédente.
Chaque niveau de la hiérarchie correspond a un maximum local de la modularité. Les
auteurs estiment que le niveau le plus significatif est le dernier identifié N;(7") puisqu’il
correspond au maximum de la modularité. Ils soulignent cependant I'intérét que peuvent
avoir les autres niveaux ainsi que la hiérarchie complete.

En effet, la mesure de modularité @ souffre d’une limite de résolution (voir section 3.1)
et tend a favoriser la présence de grands groupes méme si ils sont faiblement connectés.
L’utilisation de la partition T" pourrait étre une solution puisqu’elle va permettre de garder
trace de partitions de bonne qualité (en tant que maximum local) contenant des groupes

plus petits.

La question est de savoir si cette hiérarchie est pertinente pour étudier la structure du
réseau étudié. A chaque itération de ’algorithme, une partition des sommets est trouvée
en déplacant des éléments entre différents groupes. Ces changements étant réalisés sommet
apres sommet pris dans un ordre aléatoire, il est probable que ’algorithme n’arrive pas
directement a fusionner deux groupes de grande taille durant cette phase. C’est 1la que la
phase d’agrégation est intéressante.

Il donc possible que certains niveaux de la hiérarchie produite ne soient que des étapes
intermédiaires vers la fusion de plusieurs groupes. Ces groupes en devenir ne sont donc
pas pertinents et on fait I’hypotheése que leur surpression va améliorer la qualité globale

de la hiérarchie.

On va donc chercher a filtrer la hiérarchie produite lors du déroulement de I’algorithme
Louvain en utilisant la procédure décrite dans la section 5.2 et en utilisant comme gain

pour le groupe représenté par le noeud interne ¢t € T :

(G Vi) = ( o ) 2)

el \2len]
Notons que si ¢ est un descendant direct de la racine, on a |e,)| = |E(G)| et on retrouve

bien la formule classique de la modularité.

5.3.2 Evaluation sur le benchmark LFR

Pour valider notre méthode, nous utilisons le benchmark LFR [88] étendu au cas multi-
niveaux [89] (voir une description complete de ce modele dans la section 2.6.5). Plusieurs
travaux sur le partitionnement hiérarchique de graphes utilisent cette méthode pour éva-

luer la qualité des algorithmes (voir par exemple [124]).
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En effet, ce benchmark permet la génération de graphes possédant une distribution des
degrés en loi de puissance et une structure de communautés a deux niveaux. Ces deux
niveaux correspondent a des macro-communautés découpées en micro-communautés. Le
nombre d’arétes et de communautés étant fixés, le modele consiste a faire varier la cohé-
sion de ces communautés a chacun des deux niveaux de fagon a rendre la hiérarchie plus
ou moins identifiable. On utilise ainsi deux parametres p; et s qui correspondent a la
proportion d’arétes entre macro-communautés (respectivement micro-communautés issues

de la méme macro-communauté).

La performance des algorithmes a bien détecter les deux niveaux de partition peut étre
évaluée en utilisant la variation d’information (voir définition 2.9). Cette mesure est une
distance entre deux partitions d’'un méme ensemble aboutissant & un score compris entre
0 (les deux partitions sont completements différentes) et 1 (les partitions sont identiques).
Nous fixons le nombre de sommets a 10000 avec une distribution de degré d’exposant 2
avec une moyenne de 20 et un maximum de 100. La taille des macro-communautés est
comprise entre 400 et 4000 sommets et celle des micro-communautés entre 10 et 100. Ces

parametres sont ceux utilisés dans des travaux existants utilisant ce modele [89, 124].

La figure 5.4 détaille les résultats obtenus. Pour chaque graphique, 'axe des abs-
cisses correspond a la valeur de uy + o c’est-a-dire la proportion d’arétes externes aux
micro-communautés. Pour chaque valeur de pq, on fait varier us dans [, 1]. L’axe des
ordonnées représente la distance entre les partitions comparées. On compare ainsi les
micro-communautés réelles aux fragmentations No(7') et F(T') (courbes orange et rouges
respectivement) et les macro-communautés a la fragmentation Ni(T") (courbes bleues).

Les résultats correspondent a une moyenne sur cent simulations.

Nous analysons tout d’abord la partition hiérarchique obtenue avec ’algorithme Lou-
vain sans optimisation (colonne de gauche dans la figure 5.4). Les micro-communautés
sont assez bien identifiées & partir du moment ou la proportion d’arétes entre ces sous-
graphes est faible us < 0.5. Il en est de méme pour les macro-communautés & condition
que la mixité entre micro-communautés soit bien supérieure a la mixité entre macro-
communautés. On constate en revanche que les arbres de partition produits par l’algo-
rithme contiennent souvent des niveaux supplémentaires. Dans le cas idéal, No(T') devrait
correspondre & F(T') et aux micro-communautés or cela n’est pas le cas ici.

Cette derniere observation confirme les risques évoqués en section 5.3.1. Un décalage peut
se créer entre les différentes exécutions de l'algorithme, ce qui entraine ’ajout dans la
hiérarchie d’étapes intermédiaires non pertinentes. Un exemple illustrant le probleme est

donné dans la Figure 5.5.

L’analyse des résultats obtenus en considérant les partitions hiérarchiques optimisées

par notre méthode (colonne de droite dans la figure 5.4) montre que ces groupements
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FI1GURE 5.4: Résultats sur le benchmark LFR hiérarchique pour différentes valeurs de
w1 et po. La courbe bleue correspond a la distance entre N1 (7) et les vraies macro-
communautés (en terme de variation d’information). La courbe rouge entre F(T')
et les vraies micro-communautés. Enfin, la courbe orange entre No(T) et les vraies

micro-communautés.

intermédiaires sont supprimés et que Ny(T') correspond bien aux micro-communautés. De
plus, la similarité entre Ny(7T') et les macro-communautés ne change pas, de méme pour
la similarité entre F(7T') et les micro-communautés. Cela signifie que I’on ne supprime pas

a tort certains regroupements.

7



Chapitre 5. Algorithmes pour le partitionnement hiérarchique de graphes

78

FIGURE 5.5: Un exemple de macro-communauté obtenue avec le modele LFR hié-
rarchique et extraite par I’algorithme Louvain. Les micro-communautés sont visuel-
lement distinguables en utilisant un algorithme de dessin par modele de force. Dans
cet exemple, 'algorithme Louvain passe par un partitionnement en deux groupes

(sommets bleus et rouges) avant d’identifier correctement la macro-communauté.

5.3.3 Discussion

Notre méthode permet effectivement de filtrer efficacement la hiérarchie produite par
l'algorithme Louwvain. Des expérimentations réalisées sur des graphes aléatoires dont la
structure de communauté multi-niveaux est connue confirme la pertinence de notre mé-
thode. Cette application a pour objectif d’illustrer 'efficacité de notre procédure de sup-
pression gloutonne. Cependant, plusieurs critiques peuvent étre faites sur 'utilisation des

hiérarchies ainsi produites dans des cas concrets.

Tout d’abord, le probléeme des niveaux intermédiaires peut étre réduit en utilisant une
version récursive de l'algorithme Louwvain en suivant la structure donnée dans l'algorithme
2. 11 faudrait alors que la fonction partition(G) renvoie le premier niveau de la hiérarchie
créée par 'heuristique. Le résultat sur le benchmark LFR montre que le deuxiéme niveau
de la hiérarchie correspond bien plus aux micro-communautés. Cependant, n’ayant aucune
information a priori sur la profondeur de la hiérarchie, ’algorithme va la plupart du temps
découper plus en profondeur les micro-communautés. En effet, comme on I'a déja indiqué,
la modularité va souvent préférer une partition du graphe méme de trés mauvaise qualité

a l'absence de partition.

De plus, nous ne pouvons pas garantir que la partition hiérarchique produite au final
soit proche de la partition hiérarchique optimale. En effet, la formulation multi-niveaux

de la qualité est utile dans le cas ou les premiers niveaux de la hiérarchie ne sont pas
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optimaux lorsqu’évalués indépendamment. Or, pour 'algorithme Louvain, le premier ni-
veau est justement celui avec la plus grande modularité (car I'algorithme s’arréte si une
phase supplémentaire d’agrégation donne une modularité inférieure). Une solution pour
explorer un plus grand nombre de possibilités serait de continuer I’agrégation, par exemple

en effectuant des fusions menant a la plus petite perte de modularité.

5.4 Partitionnement hiérarchique d’un réseau de

commuters par filtrage d’arétes

Nous présentons ici une approche permettant d’extraire une partition hiérarchique per-
tinente basée sur du filtrage d’aréte. Elle s’inspire notamment de ’algorithme de Auber et
al. [14]. Nous illustrons cette approche sur un exemple concret : un graphe modélisant les
flux domicile-travail dans une région francaise. Le travail réalisé suggere d’autres applica-
tions possibles de 'algorithme présenté dans la section 5.2, celles-ci sont discutées dans la

section 5.4.3.

5.4.1 Motivations

Nous nous intéressons ici a un réseau géographique représentant des flux domicile-
travail. On parle également de réseau de navetteurs (commuters en anglais). Les données
dont nous disposons sont issues du recensement national de 'INSEE (www.insee.fr) en
1999. Ces flux représentent des déplacements réguliers (la plupart du temps quotidiens)
entre le lieu de résidence et le lieu de travail [127]. Les géographes utilisent ces données
pour étudier la structure polycentrique des systemes urbains en utilisant des méthodes

issues de l'analyse de réseaux (voir entre autres [60, 106, 108]).

Ces données sont également utilisées pour proposer un découpage du territoire francais.
I’INSEE définit une classification des communes en tant que centres urbains, villes uni-
polaires, villes multi-polaires et villes rurales. Ces différentes composantes correspondent
a la classification ZAUER (Zonage en aires urbaines et espaces ruraux) définie suite au
recensement de 1999. Ce type de classification a un réle important dans la conduite des
politiques territoriales (la construction de routes par exemple) et les analyses démogra-

phiques (évaluation de l’exode rural ou de la rurbanisation).

Les centres urbains et les villes unipolaires sont regroupés dans des aires urbaines,
ces groupes sont connectés par les villes multi-polaires en aires métropolitaines. On peut
interpréter cette classification comme une partition a deux niveaux du réseau de flux, la

densité de flux étant plus importante au sein des aires urbaines et métropolitaines. Ce
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partitionnement hiérarchique ne couvre pas les communes rurales qui peuvent étre laissées

en singletons.

Notre objectif est ici de proposer des classifications alternatives basées sur des méthodes
de partitionnement hiérarchique de graphes. Dans ce contexte, De Montis et al. [41] uti-
lisent I'algorithme Louwvain [23] pour analyser un réseau de commuters de I'ile de Sardaigne.
Lancichinetti et al. [89] utilisent 'algorithme OSLOM pour proposer une fragmentation

multi-niveaux d’un réseau de commuters anglais.

Nous illustrons notre propos sur une seule région francaise : les Pays-de-la-Loire. La
partition hiérarchique issue de la classification ZAUER est disponible dans la Figure 5.7(a).
La position des sommets correspond aux coordonnées géographiques des communes cor-
respondantes. Notons au passage que la décomposition officielle peut regrouper des villes
appartenant a différentes régions.

Le graphe modélisant ce réseau est non-orienté et sans boucle (on ne considere pas les per-
sonnes vivant et travaillant dans la méme ville). Dans ce cadre, une aréte est pondérée par
le nombre de personnes vivant dans une ville A et travaillant dans une ville B (ou inverse-
ment). Nous considérons en effet que pour extraire des sous-groupes denses, 'orientation
des arétes n’est pas utile. Ce graphe contient ainsi environ 1500 sommets (correspondant
aux communes) et environ 24000 arétes. Le poids total des arétes est de 162000 personnes,

ce qui représente 12% de la population active de la région a cette époque.

5.4.2 Détermination des coupes horizontales pertinentes

Pour partitionner hiérarchiquement le réseau décrit ci-dessus, nous utilisons une mé-
thode proche de [14] basée sur le filtrage d’arétes, un type d’algorithme divisif détaillé
dans la section 5.1.2. Nous définissons d’abord une métrique é permettant d’évaluer si une
aréte (u,v) appartient a un groupe dense (en terme de flux de travailleurs). Nous formons
ensuite une partition hiérarchique en filtrant les arétes selon différents niveaux de seuils.

Le choix de ces seuils s’effectue en utilisant la mesure de qualité multi-niveaux M Q(G,T).

Nous utilisons comme métrique la proportion de travailleurs issus des villes u ou v
se déplacant dans un voisinage proche de u et v. Soit t(u,v) le nombre de travailleurs

voyageant entre u et v, la métrique d(u,v) est donnée dans la formule 3.

I(u,v)
ZweNuqu (t(uv w) + t(v, U))) - I(“ﬂ U)

d(u,v) = (3)

ou N, correspond au voisinage direct du sommet u. On a

I(u,v) = t(u,v) + Z (t(u, w) + t(v,w))

wWEN,NN,



5.4. Partitionnement hiérarchique d'un réseau de commuters par filtrage d’arétes

Cette mesure est proche de l'indice de Jaccard [70] entre le voisinage du sommet u et
le voisinage du sommet v. Toutefois, nous prenons ici le poids des arétes en compte. La
mesure d(u,v) est comprise entre 0 et 1. Une valeur proche de 1 indique que la relation
entre les deux communes apparait au sein d’un groupe dense. Une valeur proche de 0

indique que 'aréte forme un pont entre deux communautés.

Rappelons qu'une maniere simple pour obtenir un partitionnement plat des sommets
du graphe est de choisir une valeur seuil ¢ et de supprimer ’ensemble des arétes vérifiant
d(u,v) < t. La partition est alors donnée par les composantes connexes du sous-graphe
obtenu. C’est notamment la méthode utilisée dans [14]. Cette opération correspond a
choisir une coupe horizontale dans le dendrogramme obtenu en supprimant les arétes
triées par ordre croissant de 9.

Choisir différentes valeurs de seuils permet d’obtenir un partitionnement hiérarchique du
graphe. Ceci correspond au fait de choisir un ensemble de coupes horizontales dans le

dendrogramme. Le nombre maximum de coupes est |V].

Dans notre cas, nous explorons les partitions a deux niveaux obtenues en choisissant
deux seuils {(t1,t2) € [0,1] x [0,1] |t1 < t2}. Ce choix vient du fait que 'on cherche un
partitionnement de méme nature que celui inféré en utilisant la classification ZAUER.
Pour déterminer la paire de seuils, nous utilisons la mesure multi-niveaux MQ(G, T') (voir
équation 8). La connectivité interne des groupes est comparée au graphe complet et la
connectivité externe au graphe biparti complet. De plus, on utilise comme pondération le
nombre de communes contenues dans un groupe. Notons ici que la fonction de qualité ne
va pas tenir compte du poids des arétes, cependant cette dimension est déja capturée par

la métrique 9.

La Figure 5.6(a) montre les différentes valeurs obtenues pour un ensemble de paires de
seuil (t1,t2). Les couleurs les plus claires correspondent aux zones de plus grande qualité.
Nous sélectionnons au final la paire donnant la plus grande qualité, ce qui correspond donc
a la meilleure paire de coupes horizontales du dendrogramme. La partition hiérarchique
correspondante est donnée en Figure 5.7(b). La qualité du premier niveau est de 0.107, les
groupes sont redécoupés en utilisant le second seuil et on aboutit a une qualité globale de
0.11. Cette augmentation est faible en raison de la faible densité du graphe. Notons que
la matrice illustrée dans la Figure 5.6(a) contient plusieurs zones ou la qualité est proche
et qui sont des candidates potentielles pour des partitions hiérarchiques différentes. Un
avantage de cette méthode de parcours est que 'on peut considérer des situations ou la

premieére coupe t; n’est pas forcément un maximum global (en terme de qualité).

La partition obtenue est différente de la “partition officielle” de 'INSEE. Ce constat
se fait simplement en comparant les représentations des deux partitions (Figure 5.7(b) et

5.7(a)). On peut toutefois remarquer des similarités. En effet, les groupes de plus haut
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(a) Représentation matricielle des intégrales de (b) Evolution de la mesure MQ A un niveau en

M@ multi-niveaux. fonction d’un unique seuil ¢.

FIGURE 5.6: Evolution de la qualité M@ pour des coupes horizontales du réseau
en fonction de valeurs de seuils. A gauche : La qualité des partitions hiérarchiques
obtenues utilisant deux seuils ¢; < ty5 est projetée sur une échelle de couleur; du
rouge (qualité faible) au blanc (qualité forte). Le meilleur couple de seuils pour une
partition a deux niveaux est représenté par un triangle bleu. A droite : Les lignes

bleues verticales correspondent a la meilleur paire de seuils trouvée.

niveau ne sont pas répartis de fagcon uniforme sur toute la région et organisés autour
des plus grandes villes. De plus, les groupes de second niveau correspondent surtout aux

banlieues des plus grandes villes.

Nous comparons également les résultats obtenus en utilisant ’algorithme de Louvain
optimisé selon la méthode détaillée dans la section 5.3 (voir Figure 5.7(c)). L’optimisation
supprime plusieurs grands regroupements au second niveau pour se rapprocher d’une hié-
rarchie de profondeur 2. Les résultats de I'algorithme Infomap sont également disponibles
(voir Figure 5.7(d)).

On constate que ces deux partitions contiennent beaucoup moins de sommets isolés au
premier niveau. En particulier, le découpage au premier niveau est dans certains cas proche
de la division en départements, ce qui est particulierement vrai si on étudie les résultats
donnés par Infomap. Dans les deux cas, les derniers niveaux des hiérarchies couvrent une

partie importante des communes.

Cet exemple confirme que les méthodes a base de densité telles que M) sont adaptées
a ce type de réseau. En comparant la connectivité des groupes a des situations idéales,
beaucoup de communes rurales restent isolées dans le partitionnement. Il est en effet
beaucoup plus dur de déterminer les régions denses en terme de commuters en utilisant

les résultats obtenus avec les algorithmes Louvain et Infomap.



5.4. Partitionnement hiérarchique d'un réseau de commuters par filtrage d’arétes

(a) Hiérarchie issue de la classification ZAUER (b) Coupes horizontales utilisant les valeurs de

seuils optimaux (Figure 5.6(a))

(c) Hiérarchie optimisée issue de Louvain [23] (d) Hiérarchie issue de Infomap [124]

FIGURE 5.7: Partitionnements hiérarchiques du réseau des flux domicile-travail dans
la région des Pays-de-la-Loire (source : INSEE). Les groupes sont dessinés en utilisant
des enveloppes concaves (Bleues : N1(T), Rouges : No(T'), Vertes : N3(T)). Seuls les
groupes de villes regroupant plus de cing mille travailleurs sont affichés. Les étiquettes
indiquent le nom de la plus grande ville (en terme de population active) dans les

groupes de plus bas niveau.

5.4.3 Perspectives

Le travail effectué ici suggere plusieurs perspectives intéressantes. Premiérement, I’ap-
proche présentée ici consiste a choisir plusieurs coupes horizontales au sein d’un den-
drogramme. Cependant, on peut supposer extraire des partitions de meilleure qualité en

cherchant des coupes non-horizontales. Dans ce cadre, ’algorithme de suppression itératif
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des nceuds internes introduit dans la section 5.2 pourrait étre utilisé directement sur le
dendrogramme. Cette approche serait toutefois coliteuse d'un point de vue complexité,
cet arbre contient un tres grand nombre de nceuds internes.

Deuxiemement, notons que les seuils optimaux correspondent & des maxima locaux dans
I’évolution de la mesure M@ & un niveau (voir Figure 5.7(b)). On retrouve ce phénomene
sur d’autres exemples. Il est raisonnable de penser que les maxima locaux pour les parti-
tions plates sont des candidats potentiels pour une sous-partition hiérarchique optimale.
Si c’est bien le cas, alors un arbre de partition pourrait étre créé en n’utilisant que ce
sous-ensemble de coupes. On pourrait alors appliquer 'algorithme glouton d’optimisation

de hiérarchie.

5.5 Conclusion et Perspectives

Nous avons proposé dans ce chapitre différentes utilisations des mesures multi-niveaux
présentées dans le chapitre 4. Nous avons introduit une procédure de post-traitement
d’un arbre de partition permettant d’améliorer sa qualité en supprimant certains noeuds
internes. La méthode a été appliquée a ’algorithme de [23] en utilisant une généralisation
de la modularité au cadre multi-niveaux. Des tests réalisés sur des graphes aléatoires
montrent que la hiérarchie optimisée est bien plus proche de la vraie configuration du

réseau.

Pour déterminer si cet algorithme glouton est adapté, il faudrait disposer d’une mesure
de distance entre partitions hiérarchiques. Il serait ainsi possible de voir si I'algorithme se
rapproche d’une situation optimale suppression apres suppression ou si il tombe facilement
dans un maximum local.

Cette mesure pourrait également répondre a un probleme important : comparer des par-
titions hiérarchiques extraites automatiquement & une vérité terrain. En effet, 'approche
généralement utilisée dans le domaine est la comparaison des niveaux des hiérarchies deux
a deux. C’est également cette approche que nous avons utilisée dans la section 5.3.2.

L’interprétation des résultats est plus compliquée dans ce contexte.

Nous avons également proposé une méthode permettant de déterminer un sous-ensemble
de coupes horizontales dans un dendrogramme obtenu utilisant un algorithme divisif. Cette
approche semble adéquate pour I’étude des réseaux de commuters lorsque couplée avec la
mesure multi-niveaux M@ pondérée. Nous suggérons une perspective intéressante qui per-
mettrait d’extraire des coupes non-horizontales pertinentes. La hiérarchie obtenue pourrait

étre par la suite filtrée en utilisant ’algorithme glouton présenté en section 5.2.

De maniere générale, disposer d’une mesure de qualité hiérarchique ouvre la voie a

de tres nombreuses applications. Nous avons vu en début de ce chapitre que beaucoup



5.5. Conclusion et Perspectives

d’algorithmes permettent la génération d’une hiérarchie, que ces derniers soit divisifs ou
agglomératifs. Dans la plupart des cas, les méthodes reposent sur une stratégie d’agréga-
tion (ou de division) créant un partitionnement plat du graphe courant. Notons que ces
stratégies pourraient étre mélangées et/ou combinées au cours des appels récursifs/itératifs

afin de combler les défauts de certains algorithmes.
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Chapitre 6

Evaluation de la visibilité des
communautés . dans les dia-
grammes nceuds-liens

Dans ce chapitre, nous proposons des mesures esthétiques permettant d’évaluer si un
dessin de graphe reproduit fidelement la structure de communauté existant dans un réseau.
Ces mesures prennent explicitement en compte une partition des sommets et un dessin du
graphe. Elles généralisent des concepts ou des mesures connues utilisées dans le domaine
du dessin de graphe. Nous proposons également une évaluation de différents algorithmes

de dessins se basant sur ces mesures.

6.1 Problématiques et Motivations

Un probleme important de la visualisation de graphes est la définition de ce qui consti-
tue un bon dessin. On peut préciser le terme “bon” : il s’agit de dessiner un graphe de fagon
a permettre a un utilisateur de réaliser des taches d’analyse le plus simplement possible.
Ces taches consistent a extraire de 'information & partir de la topologie du graphe (en
terme de connectivité, plus court chemin entre deux sommets etc.).

Certaines taches d’analyse correspondent a 1’étude d’une méta-structure cachée au sein
de la topologie du graphe. La présence de communautés (sous la forme d’une partition
des sommets d'un graphe) en est un exemple. Un utilisateur peut chercher & identifier
clairement les différentes communautés, déterminer les relations entre elles ou détecter les

sommets interagissant a l’extérieur de leur communauté.

Des mesures quantitatives, appelées mesures esthétiques [147], ont été proposées pour
déterminer ’aide apportée par le dessin pour la réalisation des taches d’analyse simples.
Historiquement, la premiere mesure esthétique est le nombre de croisements d’arétes, cette
quantité est au coeur du probléme de 1'usine de briques de Turén [139]. La minimisation

ou la maximisation de certains de ces criteres correspondent la plupart du temps a des
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problemes difficiles.

En ce qui concerne la résolution du second type de taches décrit plus haut, des méthodes
de visualisation ont été proposées permettant de souligner explicitement une partition des
sommets. On peut citer l'usage de graphes quotients [46] ou d’enveloppes englobantes (voir

section 7).

(a) Un graphe avec une structure de communauté  (b) Graphe quotient représentant

la partition de I’exemple a)

FIGURE 6.1: Un exemple de graphe avec une structure de communauté et le graphe
quotient associé. Dans le graphe quotient, la position d’'un sommet correspond au

barycentre de la communauté correspondante.

Dans ce chapitre, nous nous placons dans 'optique de la visualisation de graphes sous
forme de diagrammes nceuds-liens sans autres métaphores visuelles. Nous cherchons a
évaluer si la seule position des sommets permet de répondre aux questions qu’un utilisateur
se pose. Notons que la plupart des taches de recherche associées aux communautés sont
proches des taches d’analyse “classiques” mais a un niveau supérieur d’abstraction. Par
exemple, “déterminer le nombre de communautés atteignables a partir d'une communauté”

est similaire a “déterminer le degré d’un sommet”.

Nous allons généraliser des mesures esthétiques au cas ou le réseau contient une struc-
ture de communauté connue sous la forme d’une partition des sommets. Le terme “générali-
sation” est employé ici car dans le cas (appelé cas nul) ou les communautés correspondent a
des sommets isolés, les mesures proposées ici sont alors équivalentes a des mesures connues
du domaine. Nous étudions le dessin de base du graphe, sans transformation. Une difficulté
est que les éléments étudiés correspondent a des groupes de sommets ce qui peut com-
pliquer la “quantification” de certains criteres. Par exemple, nous mesurons a quel point
deux groupes d’arétes externes adjacentes & une méme communauté sont visuellement sé-
parables. Ce critére correspond, dans le cas nul, a la résolution angulaire entre deux arétes

partageant une extrémité, toutefois, dans notre cas, les deux groupes d’arétes n’ont pas



6.2. Etat de I'art

forcément la méme origine dans le dessin.

Notons que travailler avec le graphe quotient induit par la partition (voir I'exemple
de la Figure 6.1) représente une perte d’information importante. Les mesures esthétiques
classiques appliquées au graphe quotient ne peuvent pas étre utilisées pour juger la qualité
du dessin de base. En effet, un chevauchement visuel dans le dessin du graphe quotient
n’implique pas forcément un chevauchement dans le dessin du graphe. Par exemple, la
méta-aréte (4,8) chevauche le méta-sommet 6 dans la Figure 6.1(b) sans que ce chevau-
chement se retrouve dans la Figure 6.1(a). De méme, les méta-arétes (4,8) et (6,9) ne
se croisent pas alors que des croisements existent pourtant entre les arétes reliant ces

communautés.

6.2 FEtat de D’art

La définition et I’étude de mesures esthétiques sont des problemes tres étudiés dans le
domaine du dessin de graphe [147, 114]. Purchase [113] propose notamment une évaluation
utilisateur permettant de déterminer les mesures les plus pertinentes. “Pertinentes” signifie
ici celles qui impactent le plus I'efficacité des utilisateurs a effectuer des taches de recherche.
Ces taches correspondent a des questions précises posées a un utilisateur : quelle est
la longueur du plus court chemin entre deux sommets? quelle est la taille de la coupe
minimum entre deux sommets; en nombre de sommets? en nombre d’arétes? Plusieurs
algorithmes de dessins tiennent directement compte de ces mesures, en tentant d’optimiser
une fonction de score. Des méthodes basées sur le recuit simulé [39] ou les algorithmes

génétiques [79] furent utilisées dans ce cadre.

McGrath et al. [95] proposent de leur coté une évaluation utilisateur ot des téaches
d’analyse de réseaux sociaux sont demandées. Ils montrent que la perception de la structure
en communautés et des liens entre elles est rendue plus difficile lorsque le dessin contient des
chevauchements entre les groupes. Plus récemment, Van Ham et Rogowitz [141] montrent
que des dessins réalisés sans contraintes par des utilisateurs different des criteres esthé-
tiques classiques lorsque le graphe contient une structure de communauté évidente. Par
exemple, Les longueurs d’arétes sont plus hétérogenes que dans les dessins créés auto-
matiquement par des algorithmes. Les auteurs proposent également de nouveaux criteres
basés sur la forme des communautés dans un dessin de graphe. En effet, ces groupes sont
généralement représentés par des nuages de points denses dans les dessins faits par des

utilisateurs. Ils observent également que les points sont fermés par un ensemble d’arétes.

Les criteres utilisés par Van Ham et Rogowitz [141] se focalisent surtout sur la position
des communautés (par exemple les distances deux-a-deux) et leurs formes. Les autres

criteres utilisés tels que le nombre de croisements ou la longueur des arétes ne tiennent
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pas spécifiquement compte de la structure communautaire du graphe.
La section suivante tente de combler ces lacunes en proposant une liste plus complete de
criteres et des mesures formellement définies pour les évaluer. Nous redéfinissons également

certaines mesures proposées dans [141] en les améliorant si besoin.

6.3 Mesures esthétiques pour des dessins de graphes

partitionnés

Le Tableau 6.3 fournit la liste des criteres proposés. La plupart sont une généralisation
de mesures existantes i.e. dans le “cas nul” (ou le partitionnement correspond a des groupes
formés d’un unique sommet) on retrouve les mesures classiques. D’autres mesures tenant
compte de la forme des groupes sont des reformulations de mesures proposées dans [141].

Dans cette section, nous définissons formellement chaque critere.



16

Famille Sans partition Nom (Formule) Domaine | Interprétation
Chevauchement sommets Chevauchement communautés CO (1) [0, 1] -
Croisement sommets-arétes | Croisement communautés-arétes ECC (2) [0,1] -
Encombrement : —
' . Croisement arétes internes Cryy, (3) [0,1] -
Croisement arétes - ~
Croisement arétes externes Cryys (4) [0, 1] -
Différence moyenne T' (5) R +
Longueur Homogénéité longueurs Homogénéité interne V' (E;,) (6) R -
Homogénéité externe V(Eqyut) (7) R -
) ) ) Résolution arétes externes EER (9) [0, 1] +
Résolution Résolution angulaire - -
Séparation arétes externes FES (11) [0,1] +
Dispersion-communautés C'D (12) [0, 1] +
Forme . .
Délimitation-communautés CH (13) [0,1] +

TABLE 6.1: Mesures esthétiques proposés pour un graphe muni d’une structure de

communauté (troisiéme colonne). Les critéres usuels correspondant se trouvent dans

la seconde colonne. Le champ “Interprétation” indique si il est préférable que la mesure

soit faible (-) ou forte (+).
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Pour un graphe G = (V, E), on considére que les sommets sont plongés dans le plan
[0,1]? (sans perte de généralité), on désigne par p(u) les coordonnées du sommet u. Ces
dernieres sont dessinées par des carrés de coté ﬁ Ainsi, le graphe peut étre dessiné sans
chevauchement de sommets si on place tous les sommets sur une ligne. Les arétes du

graphes sont dessinées par des segments entre les points p(u) et p(v).

On suppose qu'une structure de communauté existe, celle-ci correspond a une parti-
tion des sommets C = (C,...,Ck) connue. On désigne par C'(u) la communauté conte-
nant le sommet u. Le “cas nul” correspond au partitionnement en |V| singletons : Cp,y =
(v1,. .. ,UM). L’ensemble des arétes internes est noté E;,, et I’ensemble des arétes externes
Eout, notons que dans le cas nul on a E,,; = E. On utilise également H"**(C;) = [p1, - .., Pr)
(respectivement H*¢(C;)) qui est I’ensemble de coordonnées formant 1’enveloppe convexe
(resp. concave) minimum des points de C; et H"**(C) (resp. H®"¢(C)) I’ensemble de ces
polygones. Les enveloppes concaves sont ici calculées en utilisant une méthode de clipping
de polygones [142] : les sommets et les arétes d’'une communauté sont associés a des carrés
et des rectangles que 'on fusionne itérativement en supprimant les “trous” (pour plus de

vl

détails voir Section 7). Les sommets étant représentés par des carrés de taille on

définit également par H(u) les quatre coordonnées du carré correspondant.

Nous allons maintenant détailler chaque mesure proposée en les séparant selon leur

famille, dans I’ordre donné par la seconde colonne du tableau 6.3.

6.3.1 Mesures d’encombrement

Pour évaluer I’encombrement d’un dessin de graphe, on compte généralement le nombre
d’éléments se chevauchant a tort dans le dessin. Différents exemples sont donnés en Figure

6.2.

Définition 6.1 (Chevauchement communautés) On définit le Chevauchement com-
munautés d’un dessin comme la part moyenne de polygones convexes que chaque sommet
chevauche. On note cette mesure CO.

1 1
CO=c—>2> ——= > dclu) (1)
2|V ueV k-1 C£C(u)

ot 0¢c(u) est égal a 1 sile carré H(u) chevauche le polygone H'**(C) et 0 sinon.

Cette mesure est appelée la “séparation des communautés” dans [141]. Notons que dans
le cas nul, la mesure CO,,; permet d’évaluer le chevauchement entre sommets. Dans
Pexemple donné en Figure 6.2(a), on a CO = 0.05 (trois sommets chevauchent & tort une

autre communauté) en revanche on n’a pas de chevauchement entre sommets C'O,,; = 0.

On veut maintenant évaluer si une aréte externe peut étre affectée sans erreur aux

communautés qu’elle relie. On suppose que cette tache est plus simple dans le cas ol



6.3. Mesures esthétiques pour des dessins de graphes partitionnés

(a) Les sommets 4, 8 et 14 chevauchent la (b) Les croix bleus-clairs (respectivement
zone d’une autre communauté. Les arétes marron) indiquent les croisements internes
rouges traversent une communauté sans (resp. externes).

que leurs extrémités y appartiennent.

FIGURE 6.2: Illustration des mesures d’encombrement avec un graphe formé de 3

communautés (sommets bleus, rouges et verts).

I’aréte ne croise aucune autre communauté. Ce critere correspond au fait qu’'un segment
dans un dessin ne croise pas d’autres sommets que les deux extrémités de ’aréte.

Définition 6.2 (Chevauchement communautés-arétes) On définit le Chevauche-
ment communautés-arétes d’un dessin comme la part moyenne de polygones convexes que
chaque aréte externe croise. On note cette mesure ECC.

Z do(u,v) (2)

(u7v)eEout k B 2 C#C(u),C’(v)

1
ECC=——
|Eout‘ Z

1

ot 6c(u,v) est égal a 1 sile segment (p(u),p(v)) croise le polygone H'**(C) et 0 sinon.

Dans le cas nul, chaque communauté n’est formée que d’un singleton. La mesure ECCly
permet ainsi d’évaluer les croisements sommets-arétes. Dans I’exemple donné en Figure
6.2(a), on a ECC = 0.25 (2 arétes externes sur les 8 chevauchent & tort une troisieme

communauté) et ECCypy = 0,06 (2 arétes sur 33 chevauchent un sommet).

Le dernier type d’encombrement que nous examinons est le croisement entre les seg-
ments représentant les arétes. Nous différencions pour cela les arétes internes des arétes
externes. Pour un sous-ensemble S C FE, on note Cr(S) le nombre de croisements de
segments dans S. Une premiere borne supérieure pour cette quantité est (lg‘). Toutefois
une limite plus réaliste s’obtient en observant que deux arétes partageant une extrémité
commune ne peuvent introduire plus de bruit dans le dessin [114]. Il faut donc retirer,
pour chaque sommet u de GG, le nombre de paires formées par les arétes adjacentes a wu.

On aboutit a 'inégalité suivante

crsr < () - 3 () )

ueV(S)
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ou G(S) est le sous-graphe de G formé par S et V(S) et 'ensemble des sommets de G(.5).

Définition 6.3 (Croisement interne) On définit la mesure de croisements internes
d’un dessin, notée Cry,, comme la moyenne de la part de croisements dans chaque com-
munauté.

1 Cr(E;)
Crin — % Z

i=1 (IEzil) - % ueC; din(u)(din(u) — 1)

(3)

Dans l'exemple donné en Figure 6.2(b), on a Cry, = % <1?;) + % + ;) = 0.29. Puisque
nous travaillons ici avec la proportion de croisements observés nous ne tenons pas compte
de la taille des communautés dans la mesure.

Définition 6.4 (Croisement externe) On définit la mesure de croisements externes
d’un dessin, notée Cryy, comme la part de croisements dans les arétes externes aur
communauteés.

Cr(Eout)
(Fer) = 15 ey dout (1) (dous (1) — 1)

Crout = (4)
Notons que, dans le cas nul, on a E,,; = F, ainsi la mesure Cry correspond a la part de

3
croisements dans le dessin. Dans ’exemple, on a Cry, = 2= 0.13.

6.3.2 Mesures sur les longueurs

L’évaluation d’un dessin de graphe repose en partie sur la distribution des longueurs
des arétes. On veut en général que celles-ci soient homogenes (de variance faible). Des
métriques classiques basées sur les longueurs des arétes sont la moyenne, la variance (ou
écart-type) et I’étendue. D’autres statistiques plus “robustes” & la présence de valeurs

extrémes sont, par exemple, la médiane ou 1’écart inter-quartile.

On peut supposer que les longueurs sont globalement tres dispersées mais faiblement
dispersées localement i.e. la variance provient en grande partie de la variance entre les
valeurs moyennes de différentes classes. On voudrait, dans notre cas, tester cette situation
en supposant 'existence de deux classes E;, et FE,.:. Pour déterminer si ce modele est
présent dans un dessin, on va d’abord tester 1’égalité des longueurs moyennes dans les
deux groupes.

Définition 6.5 (Différence longueurs moyennes) La différence entre les longueurs
moyennes des arétes internes et externes est donnée par la statistique T'.
L(Ewn) = L(Eou)

= (5)
\/VCZT’(Ezn) i VaT(Eaut)
’Em’ ’Eout’

ot L(E") (respectivement Var(E")) désigne la longueur moyenne (resp. la variance) des
arétes de ' C E.
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La statistique T peut étre approchée par une loi de Student dont le degré de liberté est
donné par 1’équation de Welch-Satterthwaite [129, 150]. On peut ainsi calculer le risque
statistique associé a I'hypothese nulle : “les longueurs moyennes dans F;, et E,,; sont
égales”.

Si ’écart entre les longueurs est statistiquement significatif, il peut étre intéressant de
dissocier les deux ensembles afin d’évaluer I’homogénéité des longueurs. On peut utiliser

les écarts-types des longueurs internes et externes définis ci-dessous :

Oin — VGT(Em) (6)
Oout = VaT(Eout) (7)

Notons que dans le cas nul, le test d’égalité des longueurs moyennes n’a pas lieu
d’étre puisqu’il n’existe qu'une population (les arétes externes). La mesure 7 permet alors
d’évaluer I’homogénéité des longueurs : si g, est faible alors les arétes ont globalement
une longueur proche. Dans le cas contraire, les arétes sont de taille tres variable. La méme

interprétation peut étre faite sur les deux groupes E;, et Eyys.

6.3.3 Mesures de résolution

Un aspect important dans ’analyse d’un réseau est d’identifier la nature des relations.
Les connections entre communautés doivent étre facilement distinguables les unes des
autres. On formule ici un critere de résolution pour évaluer ce critere.

Dans le cas nul, ce dernier repose sur la séparation entre les arétes adjacentes & un méme
sommet. Pour évaluer cela, on calcule 'angle minimum entre deux arétes ayant un som-
met en commun. La mesure correspondante est appelée résolution angulaire [53]. Elle est

maximisée dans les dessins appelés orthogonaux.

Dans notre cas, on veut évaluer la séparation entre deux groupes d’arétes F;; et I;; ol
toutes possedent exactement une extrémité dans la communauté C; (voir Figure 6.3(a)).
On note Vj; les sommets de C; ayant au moins un voisin dans ;. Intuitivement, ces deux
groupes d’arétes seront bien séparés si les arétes ont, en moyenne, des origines et des
directions éloignées. Dans la Figure 6.3(a), le groupe d’arétes bleues est bien séparé des
groupes vert et rouge. En revanche, les arétes vertes et rouges semblent avoir des origines
et des directions proches.

On compare ici deux ensembles et non simplement une paire d’arétes. On utilise pour
cela la notion d’aréte moyenne définie ci-dessous (un exemple est donné en Figure 6.3(b)).

Définition 6.6 (Aréte moyenne) Soit un ensemble d’arétes externes E;j reliant les
communautés C; et Cj. On note b(C) le barycentre de C C 'V ot chaque sommet u € C est

pondéré par la quantité dgcy(u). L’aréte moyenne de Ey; est la demi-droite [b(Vi;), b(Vji)).
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FIGURE 6.3: Illustration des mesures de résolution et de séparation externes dans
un dessin. Les sommets sont étiquetés selon leur communauté. a) On étudie les 3
groupes d’arétes sortant de C; (sommets blancs). b) et ¢) Les 3 arétes moyennes en
tant que segments et demi-droites. d) Intersection des arétes moyennes avec les deux
cercles englobants. e) Positionnement des intersections maximisant la résolution. f)

Evaluation de la séparation des arétes dans F1y4.

Notons que si C; = {u} alors chaque aréte moyenne issue de C; est une aréte adjacente a

u et le barycentre b(C;) = p(u).

Les arétes moyennes issues d’une communauté C; n’ont pas toutes la méme origine



6.3. Mesures esthétiques pour des dessins de graphes partitionnés

dans le dessin, on ne peut donc pas directement utiliser une approche basée sur les angles.
Pour résoudre ce probleme, on va s’intéresser aux projections des arétes moyennes sur deux
cercles englobants les points de C;. Le premier est le cercle englobant minimum [137] de
rayon r calculé en utilisant 1’algorithme de Fischer et al. [50]. Le second cercle a la méme
origine et son rayon est r + 1 (voir Figure 6.3(c)). Le premier cercle permet d’évaluer
la séparation entre deux groupes d’arétes lorsque celles-ci “sortent” de la communauté.
On utilise le deuxieme cercle pour évaluer I'écart entre les directions prises par les deux

groupes. Ainsi le rayon du second cercle importe peu, du moment qu’il est supérieur a r.

Dans le cas nul, les arétes (u,v) et (u,w) ayant la méme origine, la distance entre les
deux intersections de deux arétes avec n’importe quel cercle centré en p(u) est directe-
ment liée a 'angle formé par (u,v) et (u,w). C’est toujours le cas pour une combinaison
linéaire des distances entre les intersections avec deux cercles centrés en p(u). On va donc
utiliser pour deux groupes E;; et F;, la somme des écarts entre les intersections des arétes

moyennes [b(Vi;),b(Vii)) et [b(Vig),b(Vyi)) avec les deux cercles englobants (voir Figure
6.3(d)).

Définition 6.7 (Résolution Externe) Soit un triplet de communautés C;,C;,Cy, on
note I;; (respectivement I;j“»l) Uintersection de l’aréte moyenne [b(Vi;),b(V};)) avec le cercle
englobant de rayon minimum r (resp.r+1). La résolution entre les deuz groupes est donnée
par

1135 — L * + 1|15 = L2
D; + D

R(Eij, Eig) = (8)
ot D; (respectivement D;rl) est la distance entre les deux points du cercle englobant de
rayon minimum r (resp. v+ 1) si ils étaient placés a équi-distance sur le cercle.

La résolution externe, notée EER, est donnée par le triplet i,j,g qui minimise la
résolution entre F;; et Eyg.

ERR = min R(Ey;, Eyy) (9)

Z7]7g

Dans P’équation 8, 1’écart est maximisé par D; + D; 1 qui est Iécart dans le cas on

les arétes moyennes sont les plus facilement identifiables (voir Figure 6.3(e)). De la méme

360
dg(u)”

ici la résolution minimum pour I’ensemble du dessin. D’autres statistiques pourraient étre

Nous considérons

maniére, I’angle entre deux arétes (u,v) et (u, w) est maximisé par

employées comme le premier quantile ou la borne extréme inférieure. Nous prenons le
minimum car c’est celle couramment utilisée pour la résolution angulaire. Dans le cas nul,
la mesure FER est directement liée a 'angle minimum entre deux arétes adjacentes a un

méme sommet.

La mesure ERR permet d’évaluer la séparation entre les arétes reliant une communauté

aux autres. Il est également important d’étudier les arétes entre deux communautés pour
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pouvoir analyser la facon dont ces deux communautés sont connectées entre elles. Pour
cela, nous proposons de mesurer la résolution minimum entre deux arétes appartenant
au méme ensemble E;; (voir Figure 6.3(f)). Deux arétes de E;; peuvent ne pas partager
d’extrémité dans C;, on utilise ici aussi la comparaison entre les intersections avec deux
cercles englobants.

Définition 6.8 (Séparation Externe) Pour u € C; et v € Cj, on note I(,, (respecti-

(Z’lv)) Uintersection de la demi-droite [p(u),p(v)) avec le cercle englobant de C; de

rayon minimum r (resp. v+ 1). La résolution entre deuz arétes e, e’ € E;; est donnée par

[le — L] + |11 — I3
D; + D

vement I

R(e,e) = |

(10)

La séparation externe, notée EES, correspond a la résolution minimum pour tout en-
semble E;j et toute paire d’arétes e, e’ € E;;.

EES = min R(e, ¢) (11)

On considere, dans le cas nul, que la séparation externe FES vaut 1 étant donné que

chaque ensemble £;; ne contient qu’une seule aréete.

6.3.4 Mesures sur les formes

La forme des sommets est un aspect relativement peu étudié dans le dessin de graphe
puisque, en général, celle-ci est fixée a 'avance (des carrés dans notre cas). Les formes
couramment employées sont convexes et “compactes” (carrés, cercles etc.).On veut ici

évaluer a quel point ces deux criteres (convexité et faible dispersion) sont respectés.

Pour déterminer la dispersion des communautés, on peut se baser sur les distances
entre sommets appartenant a la méme communauté. Dans [141], les auteurs utilisent la
moyenne de ces distances et la mesure correspondante est appelée Cluster Eztraction. On
propose ici une mesure légerement différente. En effet, si les nuages de points correspondant
aux communautés forment des ensembles compacts et bien séparés alors les barycentres
des communautés sont une bonne approximation de la position de leurs membres. De la
méme fagon, si on devait classer les points en se basant uniquement sur la distance qui les
sépare, la meilleure classification serait donnée par les communautés. On va donc pouvoir
évaluer la dispersion au sein des communautés en calculant le coefficient de détermination
(aussi appelé R?) associé a cette classification.

Définition 6.9 (Dispersion) La mesure de dispersion des communautés, notée CD,
correspond au rapport entre la dispersion des barycentres de communautés et la dispersion
globale des sommets.

i1 |Gil[D(Ci) = b(V)|?
2uev Ip(u) = o(V)|]?

ot b(V') correspond au barycentre des sommets de V' C V.

CD =

(12)
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La mesure C'D € [0,1]. Une valeur de 1 indique que tous les sommets d’'une méme
communauté sont a la méme position. Une valeur de 0 indique que les barycentres des
communautés se confondent avec le barycentre du graphe. Dans le cas nul, on a C'D,,,; = 1.
L’avantage de cette méthode comparée a la mesure proposée dans [141] est que 'on tient

ici compte de la dispersion globale des points dans le plan.

Un autre critere d’esthétisme pour le dessin de communautés consiste a dire qu'une
communauté sera plus facilement identifiable si elle est représentée de fagon convexe. Dans
[141], les auteurs proposent comme mesure le nombre de communautés entourées comple-
tement par un ensemble d’arétes. Cette condition est satisfaite lorsque I’enveloppe convexe
du sous-graphe induit par la communauté est confondue avec son enveloppe concave. Nous
allons ici utiliser une évaluation moins stricte en calculant la proportion entre les aires des
enveloppes concaves et les aires des enveloppes convexes.

Définition 6.10 (Délimitation) La mesure de délimitation des communautés, notée
CH, correspond au rapport entre la somme des aires concaves et la somme des aires
convezes.

g S AU (C)

(13)
ot A(H) est l’aire du polygone H.

Dans le meilleur des cas, ’enveloppe concave d’une communauté est confondue avec
son enveloppe convexe. On retombe alors sur le cas évalué dans [141]. Si cette situation
se retrouve pour chaque communauté, on aura C'H = 1. Notons cependant qu’une valeur
proche de 0 est difficile & obtenir (bien que ce ne soit pas ce que 1’on recherche a priori). En
effet, si les communautés sont fortement inter-connectées alors il y a de grandes chances
de calculer des enveloppes concaves qui s’averent étre convexes (c’est toujours le cas pour
une clique). Dans le cas nul, on a CH,,; = 1 car tous les sommets sont représentés par

des carrés.

6.4 Comparaison de différents algorithmes de dessin

Nous allons maintenant utiliser les différentes mesures esthétiques que nous avons

définies pour comparer plusieurs algorithmes de dessin de graphes.

6.4.1 Jeu de données utilisé

Nous utilisons des graphes générés aléatoirement et dont la structure de communauté
est connue. Le modele LFR [88] est bien adapté dans ce cadre (pour une présentation

complete de ce modele voir la Section 2.6.5). En effet, celui-ci permet de générer des
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graphes ayant une structure proche des réseaux réels : la distribution des degrés et la taille
des communautés suivent des lois de puissance (bornées). Pour cette raison, ce modele est

souvent utilisé pour tester la validité d’algorithmes de partitionnement.

Nous travaillons avec des graphes de 150, 300 et 600 sommets. Les résultats étant
sensiblement similaires dans tous les cas, nous reportons dans cette section ceux obtenus
pour 300 sommets (nous préciserons, si nécessaire, les différences notables). Les parametres
suivants correspondent & ceux choisis dans [88] pour comparer plusieurs algorithmes de
partitionnement. Ainsi, la distribution des degrés est une loi de puissance ayant pour ex-
posant 2, le degré moyen est de 12 et le degré maximum de 30. La taille des communautés
suit une loi de puissance d’exposant 1. Les sommets ont 15% de leur arétes adjacentes
allant dans une autre communauté. Ce dernier parametre garantit que la partition qui
permet de générer le graphe représente bien une structure de communauté du graphe pro-
duit. Nous avons vérifié cela a posteriori en calculant les valeurs de plusieurs mesures de
qualité. Notons également qu’il n’existe a priori pas d’attachements préférentiels entre les
communautés. En effet, les arétes externes adjacentes a un sommet se répartissent uni-
formément dans les autres communautés. Une communauté n’est donc pas “plus proche”,

topologiquement parlant, d’'une communauté en particulier.

6.4.2 Algorithmes de dessin étudiés

Les algorithmes que nous allons utiliser se basent sur des modeles de forces. Ce choix
se justifie par le fait que ce type d’algorithmes fonctionne sur n’importe quel type de
graphe. De plus, le dessin produit par ces algorithmes est censé révéler la présence de
communautés. Des approches différentes ont cependant été proposées dans ce contexte

(voir par exemple ’heuristique proposée par [83]).

D’apres [102], le “partitionnement spatial” induit par le dessin obtenu avec ce type de
modele est similaire & un partitionnement maximisant la modularité (voir description dans
la Section 3.1). Un partitionnement spatial est, dans ce cadre, une partition des sommets
obtenue en retirant les arétes les plus longues dans le dessin, ces arétes devraient en effet
correspondre aux arétes externes dans la partition. Les algorithmes utilisés sont détaillés
dans le Tableau 6.4.2. Des exemples de sorties des cinq algorithmes sont disponibles dans

la Figure 6.4. Nous avons généré en tout 200 graphes pour chaque algorithme étudié.

Pour cette évaluation, nous choisissons de comparer trois algorithmes ne tenant pas
directement compte de la structure de communauté du graphe. Nous donnons également

des hypotheses a priori que nous allons tester en utilisant les mesures esthétiques.

Le premier est l'algorithme GEM (Frick) [58] qui utilise un modele de forces et est
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Type Nom Ref. Impl. Parametres
GEM (Frick) | [58] | Tulip [15] | Itérations : |V|?
LinLog [103] Tulip Répulsion 0, attraction 1,

Sans partition o
gravitation 0.05

FM3 [69] | OGDF [30] | Défaut
. Cluster-GEM - Tulip Attraction interne 1, externe 2
Avec partition
Eades-GEM - Tulip Attraction interne 1, externe 2,

virtuelle 2

TABLE 6.2: Détails sur les algorithmes de dessins utilisés et leurs parametres (seul les

plus importants sont décrits ici).

souvent présent dans les logiciels de visualisation de réseaux. Chaque itération de 1’algo-
rithme est réalisée en O(|V|?). Le second est I’algorithme FM?3 [69]. C’est un algorithme
multi-niveaux également basé sur un modele de forces. Il a ’avantage d’étre bien plus
performant que les autres algorithmes utilisés ici. Son temps d’exécution étant de l'ordre
de O(|V|log|V| + | E|), utiliser cet algorithme pourrait donc étre intéressant méme si les
résultats du point de vue des mesures esthétiques sont légérement moins bons que ceux
de GEM (Frick). L’algorithme Linlog est spécialement congu pour dessiner un graphe
contenant une structure de communauté. On peut s’attendre a ce que cet algorithme donne
des meilleurs résultats que GEM (Frick) et FM?.

Les deux autres algorithmes utilisés prennent en entrée une partition des sommets.
Le premier est un algorithme qui nous nommerons Eades-GEM. Il est inspiré par la
méthode proposée dans [47]. Dans un premier temps, un sommet virtuel (un représentant)
est ajouté dans chaque communauté en connectant les sommets a ce représentant. Dans
un second temps, un algorithme de force (ici GEM (Frick)) est appliqué en considérant
trois types de forces différentes : la force externe qui s’applique sur les arétes externes,
la force interne qui s’applique sur les arétes internes et la force virtuelle qui s’applique
sur les arétes connectant les sommets a leur représentant. Le second algorithme considéré
est l'algorithme que nous nommerons Cluster-GEM. Il est semblable a ’algorithme
Eades-GEM mais sans ajouter de sommet virtuel au sein de chaque communauté. En
comparant Eades-GEM et Cluster-GEM, on va pouvoir juger 'intérét d’utiliser des
sommets virtuels. Nous allons fournir en entrée de ces deux algorithmes la partition utilisée
pour construire les graphes aléatoires LF'R, on peut donc s’attendre a ce que ces deux

algorithmes fournissent globalement des meilleurs résultats que les trois autres.
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(e) LinLog

FIGURE 6.4: Résultats de cinqg algorithmes de dessin sur un graphe issu du benchmark
LFR. Les communautés sont représentées avec un code couleur sur les sommets. La

taille des sommets est ici plus grande que dans le protocole utilisé.

6.4.3 Analyse statistique des résultats

Nous allons comparer les algorithmes en utilisant les mesures proposées dans ce cha-

pitre. Nous utiliserons également les mesures dans le cas nul. En effet, nous souhaitons
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déterminer si le dessin peut a la fois bien refléter la structure de communauté mais égale-

ment respecter les criteres esthétiques “classiques”.

Pour chaque mesure, on calcule la moyenne et 1’écart-type sur 200 réalisations. Un test
ANOVA [10] permet de déterminer si il existe une différence significative selon 1’algorithme
utilisé pour dessiner le graphe. Notons que ce test est possible car les observations cor-
respondent & des couples “graphe/dessin” et sont indépendantes puisque on n’utilise pas
deux fois le méme graphe. L’hypothese testée dans ce cadre est ’égalité des cinq moyennes.
Pour chaque famille de mesures nous allons présenter les résultats sous la forme de dia-
grammes en baton. Nous indiquons également sur chaque barre 'intervalle de confiance
au seuil 0.001 sous ’hypothese que les valeurs observées soient normalement distribuées.

Le F-score et la p-valeur du test d’égalité des moyennes sont donnés pour chaque mesure.

Une premiére observation est que les variances des mesures sont généralement faibles.
Cette remarque peut étre faite pour différentes tailles de graphes. Ceci indique que les
algorithmes étudiés sont consistants, c’est-a-dire qu’il fournissent une sortie similaire pour
des entrées proches. Dans ce cadre, I’hypothese d’égalité des moyennes est presque tou-
jours rejetée. On peut alors comparer deux-a-deux les moyennes en utilisant la méthode
de Tukey-Kramer [10]. Comme nous allons le voir, certains algorithmes fournissent des
résultats proches. Toutefois, ce test n’étant pas transitif, on ne peut pas fournir un classe-
ment partiel des algorithmes basé sur son résultat. Notons également que deux algorithmes
peuvent avoir une moyenne significativement différente sans que ’écart absolu entre les
moyennes soit important par rapport a I’étendue de la mesure. Nous tiendrons compte de

cela en comparant les algorithmes.
Encombrement

Si on s’intéresse aux chevauchements pouvant compliquer l'identification des com-
munautés, on constate que les algorithmes de dessins tenant compte de I'existence d’un
partitionnement produisent de meilleur résultats (voir Figure 6.5). Les algorithmes Eades-
GEM et Cluster-GEM produisent des résultats semblables. LinLog produit moins de
chevauchements arétes ou sommets avec les communautés. On constate cependant que les
chevauchements entre sommets ou avec les arétes sont beaucoup plus importants avec cet
algorithme. Ce constat doit étre relativisé. En effet, les valeurs sont tres faibles dans ces

deux cas : les proportions sont proches de 0.

Un regroupement similaire des algorithmes peut étre fait avec les mesures de croise-
ments d’arétes (voir Figure 6.6). Du point de vue des croisements internes, les algorithmes
basés sur GEM se comportent de facon similaire. FM? et Linlog produisent légerement
plus et moins de croisements respectivement. Le résultat pour Linlog peut sembler contre-

intuitif car les communautés sont dessinées dans des zones réduites (voir Figure 6.4(e)),
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cela offre toutefois moins de contraintes quant au positionnement des sommets que dans
le cas ou les communautés sont proches entre elles.
Cette tendance s’inverse avec les croisements externes, ot les algorithmes GEM et FIM?

produisent de meilleurs résultats. Vouloir bien percevoir les communautés semble donc
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mener a un plus grand nombre de croisements entre les arétes les connectant. Cependant,
si on regarde les croisements d’arétes dans le cas nul, on constate que ces derniers sont
globalement moins nombreux pour les algorithmes tenant compte de la structure de com-
munauté. Notons que les écarts absolus entre les proportions sont faibles (entre 0 et 0.01).
Les croisements internes ou externes sont ici séparés car il est possible de considérer les
croisements internes comme “moins graves” que les croisements externes. Dans notre cas,
les communautés ont une densité de connections importante. Il est naturel dans ce cas de
les dessiner sans tenir compte des croisements car ces derniers seraient trés nombreux peu

importe le dessin utilisé.
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FIGURE 6.7: Moyennes des cing algorithmes sur les mesures d’homogénéité des lon-

gueurs.

Pour tous les observations graphe/dessin réalisées ici, ’hypothese d’égalité des lon-
gueurs moyennes entre arétes internes et externes a toujours été rejetée. On peut donc
s'intéresser a la variation des longueurs dans les deux cas. On constate que les arétes in-
ternes sont de longueurs plus homogénes en utilisant ’algorithme LinLog. Cependant, la
variance des longueurs d’arétes externes est bien plus forte. Comme dit au début de cette
section, les communautés générées par le modele LFR n’ont pas d’attachements préféren-
tiels, on pourrait donc s’attendre a ce que les arétes externes aient des longueurs proches
puisque aucune communauté n’est censée étre plus proche topologiquement d’une autre.
Ce constat devrait idéalement se retrouver dans le dessin. On peut donc dire que LinLog

se comporte moins bien dans ce cas.
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FIGURE 6.8: Moyennes des cinq algorithmes sur les mesures de résolution.

On constate ici aussi que LinLog se détache significativement des autres algorithmes
(voir Figure 6.8). En effet, le test de Tukey-Kramer montre que, pour la résolution externe,
les quatre autres algorithmes fournissent des résultats similaires. Ce n’est pas le cas si on
s’intéresse & la séparation externe. Dans ce cas, les algorithmes GEM et FM? semblent
fournir des résultats similaires. Il en est de méme pour Cluster-GEM et Eades-GEM.
Dans les deux cas, LinLog produit de moins bons résultats. Pour ce qui est de la réso-
lution angulaire “classique”, FM? fournit de moins bons résultats que les quatre autres
algorithmes. Les moyennes pour ces derniers ne sont pas significativement différentes quand

prises deux a deux.
Forme

On peut constater que LinLog crée des dessins ou les communautés sont tres faible-
ment dispersées (voir Figure 6.9), ce qui les rend facilement identifiables. De ce point de
vue, les algorithmes Cluster-GEM et Eades GEM se comportent, encore une fois, de
la méme maniere. Les algorithmes FM? et GEM donnent des résultats différents. Les
“convexités” sont tres proches quel que soit l'algorithme utilisé. Notons donc au passage
que les deux mesures employées ici capturent bien des phénomenes différents. LinLog
fournit toutefois des communautés significativement plus convexes que les autres tandis

qu’elles sont dessinées de maniere plus concave avec GEM.
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FIGURE 6.9: Moyennes des cinqg algorithmes sur les mesures de forme des communau-

tés.

6.4.4 Conclusions de 1’étude

Les différents résultats obtenus ici correspondent globalement aux impressions obtenues
en comparant visuellement les dessins (voir Figure 6.4). Les algorithmes GEM et FM?3
sont globalement moins bons mais on observe cependant moins de croisements et des
longueurs plus homogenes pour les arétes externes. Ces deux algorithmes ne sont pas
similaires : FM? semble étre moins performant, rappelons toutefois que cet algorithme est
tres efficace au niveau du temps de calcul.

On peut constater que les résultats de Cluster-GEM et Eades-GEM sont proches
pour de nombreux criteres. L’ajout du sommet virtuel dans chaque communauté est donc

discutable car cela correspond a un cout algorithmique supplémentaire.

L’algorithme LinLog arrive a bien séparer les communautés méme si la partition
n’est pas une entrée de ’algorithme. C’est un avantage dont il faut tenir compte si on
cherche a comparer ses résultats avec ceux de Cluster-GEM et Eades-GEM. Notons
toutefois que les communautés peuvent ici étre facilement identifiées par un algorithme de
partitionnement. Il est assez surprenant de constater que ’algorithme obtient des dessins
ou les communautés sont a la fois tres faiblement dispersées et ou le nombre de croisements
internes n’est pas plus important que pour les autres algorithmes. Ceci peut s’expliquer
par le fait que les communautés sont tres séparées et que les sommets ont plus de “liberté
de mouvement”. Cet algorithme souffre néanmoins de certains défauts : par exemple, le

manque d’homogénéité dans les arétes externes peut suggérer, a tort, que des communautés
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sont plus proches entre elles que d’autres.

(e) LinLog

FI1GURE 6.10: Résultats des cinq algorithmes de dessin sur le réseau Football Univer-
sitaire. Les conférences sont représentées avec un code couleur sur les sommets. Les
équipes indépendantes correspondent aux sommets blancs.

Les conclusions faites ici doivent tenir compte du fait que les graphes générés le sont
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selon un modele bien défini avec des parametres fixes. Dans le cadre d’un systéme de
visualisation, 'utilisateur pourra appliquer une procédure similaire pour déterminer 1’al-
gorithme de dessin le mieux adapté a ses données. Notons que d’autres facteurs comme la
complexité en temps et en mémoire des différents algorithmes sont également a prendre

en compte.

A titre illustratif, les sorties de cing algorithmes utilisés ici sur le réseau de Football
Universitaire, présenté dans la section 4.3, sont données en Figure 6.10. Les points forts et
faibles des différents algorithmes peuvent également se retrouver en analysant les différents
dessins. Les algorithmes GEM (Frick) et FM? produisent en effet beaucoup de chevau-
chements entre communautés, ce qui n’est pas le cas pour les algorithmes Cluster-GEM,
Eades-GEM et LinLog. Ce dernier rassemble avec succes les conférences dans des zones
réduites du dessin. Ici, la proximité entre les groupes semble toutefois correspondre a la

proximité géographique des conférences.

6.5 Discussion et Perspectives

Les mesures introduites ici sont cohérentes pour juger la qualité de représentation de
la structure de communauté. En effet, nous généralisons ici des criteres esthétiques bien
connus a des dessins de graphes partitionnés. En se placant dans un cas nul, ou chaque
communauté correspond a un seul sommet, on retrouve les mesures esthétiques usuelles
du domaine.

Une évaluation-utilisateurs serait toutefois importante pour déterminer quels sont les cri-
téres qui impactent le plus la réalisation de certaines taches de recherche (comme le nombre
de communautés, I'identification des arétes internes/externes etc.). En particulier, on pour-

rait comparer ces résultats a 1’étude réalisée par Van Ham et Rogowitz [141].

Nous pensons que notre travail peut aider a la conception et a la validation d’al-
gorithmes de dessins. On pourrait, par exemple, concevoir des algorithmes cherchant a
maximiser une fonction de score [39, 79]. Ce score intégrerait les mesures que nous avons

proposées ici.

Le modele LFR que nous utilisons pour notre étude suppose ’absence de connections
préférentielles entre les communautés. Cette hypothese est discutable si on s’intéresse a
des réseaux réels. Un probleme différent serait alors de considérer que les communautés
peuvent se situer a plusieurs niveaux. La structure utilisée pour modéliser ce phénomene
ne serait plus une simple partition mais une partition hiérarchique. Il serait intéressant de
repenser les criteres et les mesures esthétiques dans ce cadre, par exemple en considérant
que les arétes ne sont plus seulement internes ou externes mais internes jusqu’a (respective-

ment externes a partir d’) un certain niveau de granularité. Certaines mesures esthétiques
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proposées ici pourraient ainsi étre généralisées au cas multi-niveaux en s’inspirant de la
méthode décrite en Section 4. Il faut pour cela que les mesures respectent la contrainte

d’additivité (voir Définition 2.51) (ce n’est pas le cas des mesures de résolution).

Notre hypothese de travail est que la structure de communauté correspond a une
partition des sommets. Toutefois, de nombreux travaux suggerent que 'utilisation de frag-
mentations serait plus adaptée. Un sommet pourrait alors appartenir a différentes com-
munautés. D’autres critéeres esthétiques, pour le dessin, sont a envisager. Par exemple,
on peut considérer qu'un sommet ayant le méme nombre de connections au sein de deux

communautés doit étre positionné entre les deux dans le dessin.



Chapitre 7

Visualisation de décomposi-
tions de graphes

La structure de communauté dans un réseau correspond a l’identification de motifs
topologiques. Dans certains cas, la structure de communauté est modélisée par une frag-
mentation des sommets du réseau ou des éléments peuvent étre partagés entre différentes
communautés. De nombreux algorithmes retournant ce type de décomposition ont été
proposés dans ce contexte (voir par exemple [104], [89] ou [3]). Certaines communautés

peuvent également étre imbriquées entre elles.

L’analyse de ces résultats correspond au probleme de visualisation d’ensembles che-
vauchants. Il est important pour un expert d’étudier les groupes un par un mais 1’étude
des relations entre les différents motifs et leur chevauchement est également importante.
Des méthodes de visualisation dédiées sont nécessaires pour aider I'utilisateur dans ce
processus d’exploration.

Pour ce probléme, nous avons les contraintes suivantes : a partir d'un graphe G = (V| E)
dont les éléments (sommets et arétes) sont plongés sur une surface a deux dimensions,
nous cherchons a représenter explicitement une collection (G1, G, ..., G)) de sous-graphes
de G sans modifier ni le graphe, ni la position de ses éléments dans le diagramme. On
peut en effet supposer que la position des éléments contient une sémantique particuliere :
c’est par exemple le cas dans un réseau de transports ou les sommets sont associés a des
coordonnées géographiques. Notons également qu’on ne suppose pas que les sous-graphes
(G1,Ga,...,Gp) sont des sous-graphes induits de G. En revanche, nous posons comme
hypothese que chacun de ces sous-graphes est connexe. Comme nous allons le voir dans la
prochaine section, ce probleme a déja été largement étudié avec des contraintes relachées

ou en utilisant des algorithmes de complexité en temps exponentiel.

Nous proposons ici une méthode permettant de visualiser une collection de sous-
graphes dans un diagramme de type noeuds-liens. Notre technique utilise la topologie du

graphe pour générer des enveloppes concaves représentant chaque motif. Cette méthode ne
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modifie pas les positions des éléments dans le diagramme. Un probléme d’ordonnancement
optimal des enveloppes est proposé dans ce contexte. Une heuristique est utilisée pour ré-
pondre a ce probleme, cette derniere est particulierement adaptée au cas ou les inclusions
entre les sous-graphes sont nombreuses. La méthode décrite dans cette section fournit une
vue globale des ensembles chevauchants ainsi que la possibilité pour I'utilisateur d’effectuer

une analyse locale.

7.1 Etat de l’art

Le probleme de la visualisation d’ensembles chevauchants a été largement étudié ces
derniéres années. Nous décrivons ici plusieurs solutions, dans certains cas les contraintes

posées précédemment sont respectées.

Une premiere méthode consiste a créer un plongement particulier des éléments sur
une surface respectant la proximité des groupes (en terme d’intersection). Simonetto et
al. [136] proposent ainsi une technique permettant la génération de diagrammes d’Euler
(voir Figure 7.1(a)). Les auteurs utilisent des enveloppes concaves pour représenter les
ensembles. Différentes couleurs ou textures sont alors utilisées pour les distinguer. Tou-
tefois, cette méthode ne permet de représenter qu'un nombre faible de chevauchements.
Une autre technique proposée par Riche et Dwyer [120] utilise un algorithme de dessin de
graphe basé sur la résolution de contraintes pour positionner les éléments. Les ensembles
sont ici représentés par des enveloppes rectangulaires (voir Figure 7.1(b)). Ces deux ap-
proches supposent une modification du positionnement des éléments et ne sont donc pas

adaptées a notre probleme.

Certains travaux tiennent compte d’un positionnement préexistant en évitant tout
ajustement. L’utilisation d’enveloppes convexes a été étudiée (voir [72, 45]), toutefois
Iutilisation de ces formes augmente substantiellement le risque d’ambiguités visuelles,
c’est-a-dire détecter a tort 'appartenance d’un élément & un ensemble. Collins et al. [34]
utilisent des enveloppes continues et concaves pour délimiter les ensembles (voir Figure
7.1(c)). Une autre métaphore visuelle est proposée par Alper et al. [8] et consiste & repré-
senter un chemin reliant les éléments appartenant a un méme groupe (voir Figure 7.1(d)).
Cette méthode est plus adaptée pour représenter des ensemble de points. Son utilité pour
la visualisation de sous-graphes non induits n’est pas évidente, en effet la visualisation ne
permet a priori que de représenter des sous-ensembles de points dans le dessin. Enfin ces
deux méthodes ont un cotiit en temps de calcul important. Par exemple, le calcul des lignes
reliant les éléments de chaque ensemble dans [8] peut étre réduit au probleme du voyageur
de commerce [52] qui est N P-difficile. De plus, il n’existe pas, a ce jour, d’implémentation

de leurs algorithmes.
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(c) Collins et al. [34] (d) Alper et al. [8]

FIGURE 7.1: Quatre méthodes pour la visualisation d’ensembles chevauchants. Ces

images sont extraites des publications des différents auteurs.
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7.2 Visualisation par enveloppes concaves utilisant la

topologie du graphe

»

FIGURE 7.2: Les trois étapes pour la construction d’enveloppes concaves permettant
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la visualisation d’ensembles chevauchants dans un diagramme noceuds-liens.

Les différentes étapes que nous utilisons pour visualiser les sous-graphes sont illus-
trées dans la Figure 7.2. Nous allons utiliser des enveloppes concaves pour représenter les
groupes. Ces enveloppes peuvent éventuellement contenir des trous. Elles sont ajoutées au
dessin en tant que couches graphiques. Ceci permet en particulier que le graphe de base

soit toujours visible (les sommets et les arétes sont dessinées “par dessus” les enveloppes).

Nous cherchons a fournir une vue simultanée de ’ensemble des sous-graphes donnés
en entrée. Nous voulons que cette vue réduise au maximum 1’occlusion topologique. On
entend par occlusion topologique le chevauchement des enveloppes représentant des sous-
graphes qui partagent un ensemble d’éléments du graphe. Ce chevauchement va en effet
générer de I’ occlusion visuelle : une enveloppe recouvrira en partie une ou plusieurs autres
enveloppes dans ce cas. Notons cependant que du chevauchement visuel peut exister sans
qu’il corresponde a un chevauchement topologique. Un exemple montrant cette différence
est donné en Figure 7.3. L’occlusion visuelle ne résultant pas d’une occlusion topologique
pourrait étre réduite en modifiant la position des éléments (on peut en effet dessiner le
graphe en Figure 7.3 de fagon planaire). Toutefois, nous avons ici comme contrainte de ne

pas modifier la position des éléments du graphe.

Pour éviter & un utilisateur de détecter, a tort, 'appartenance d’un élément a une
enveloppe sur laquelle il se situe, nous proposons des interactions simples. La premiere
consiste a cliquer sur un élément du graphe pour ne conserver dans I'image que les enve-
loppes auxquelles I’élément en question appartient. La seconde consiste a sélectionner une

seule enveloppe et occulter les autres. Ces interactions sont illustrées dans la Figure 7.4.

Notre procédure comprend deux étapes majeures. Dans un premier temps un ordon-
nancement des sous-graphes est réalisé de maniere a assurer que deux enveloppes ne par-
tageront pas de frontiéres communes. Ceci a pour but de réduire I'occlusion topologique.

Cet ordonnancement permet également de déterminer dans quel ordre les enveloppes sont
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FiGURE 7.3: Hllustration des différents problemes d’occlusions avec deux ensembles
(rouge et bleu). Le sommet nommé a implique un chevauchement topologique (il
appartient aux deux sous-graphes). Le sommet nommé b crée de 'occlusion visuelle

car il chevauche I’enveloppe bleue sans appartenir au sous-graphe correspondant.
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FIGURE 7.4: Nllustration de techniques d’interactions simples pour résoudre les ambi-
guités visuelles. a) Image de base contenant toutes les enveloppes. Sur cet exemple,
il est dur de dire si “Montparnasse” appartient au groupe vert. b) Image obtenue en
cliquant sur “Montparnasse”, seules les enveloppes auxquelles il appartient demeurent.
Le sommet appartient bien & I’ensemble vert. ¢) Image obtenue en cliquant sur 1’en-

veloppe verte. Ce sous-graphe est dense.

affichées. Dans un second temps, les enveloppes sont calculées en utilisant un algorithme
de clipping de polygones. Cette étape peut étre réalisée indépendamment pour chaque

sous-graphe. Ces deux étapes sont plus amplement détaillées ci-dessous.

7.2.1 Ordonnancement des sous-graphes

On suppose ici que 'on peut générer des enveloppes avec un écart minimum noté
A;(u) entre la bordure de I'enveloppe correspondant au sous-graphe G; et chaque élément
(sommet ou aréte) de G;. Nous utilisons un ordre sur les sous-graphes pour calculer ces

écarts. La démarche est expliquer dans cette section.

Pour chaque sommet ou aréte du graphe noté u, nous associons un écart a chaque
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(a) Deux enveloppes concaves (b) Deux enveloppes concaves (¢) Deux enveloppes concaves

ayant une bordure commune. mal ordonnancées. bien ordonnancées.

FI1GURE 7.5: Illustration du probleme d’ordonnancement lié a 'utilisation d’enveloppes

concaves.

sous-graphe auquel u appartient. Cet ensemble sera noté G(u) et la liste des écarts cor-
respondant est notée (Ay(u), Ag(u), ..., Agw)(u)). Les écarts doivent étre différents pour
chaque élément. Cette contrainte permet d’éviter le cas ou une enveloppe occulte une
autre. Ce probleme est illustré dans la Figure 7.5(a), dans cet exemple il est en effet

difficile de déterminer & premiere vue si l'aréte (a,b) appartient a I’ensemble bleu.

On considere comme donné en parametre un écart de base donné par 'utilisateur
noté d. Cette quantité sera 1’écart minimum entre deux enveloppes contenant au moins
un élément en commun. Cet écart va permettre de bien distinguer, pour chaque élément,
le nombre voire les différents sous-graphes auxquels ’élément appartient. Pour associer
un écart a chaque enveloppe autour d’un élément u, nous utilisons un ordre sur les sous-
graphes G(u) = [G1,Ga,...| et poser A;(u) = id. Remarquons que, dans ce cas, les enve-
loppes associées a [G1,Go,...| doivent étre affichées dans ’ordre inverse (les plus grands
avant les plus petits sous-graphes). En effet, si pour ¢ < j, le sous-graphe G; est un

sous-graphe de G, alors I’enveloppe de G sera entierement recouverte par I’enveloppe de
Gj.

Les choix faits ici ne concernent que les enveloppes associées a un élément u. On peut
toutefois facilement remarquer que la relation d’ordre entre deux sous-graphes G; et G
doit étre la méme pour chaque élément de (G; NG;). Notre probleme revient donc a choisir
un ordre des sous-graphes [G1, Ga, ..., Gj]. Pour chaque élément w, il suffit alors d’utiliser

comme ordre la sous-séquence des sous-graphes auxquels ’élément appartient.

Tout ordre des sous-graphes est possible. Nous voulons toutefois refléter au maximum
I'inclusion entre les sous-graphes i.e. si G; est un sous-graphe de G; alors G; devrait se
situer avant G; dans [Gy, G, ..., G)]. Cela va permettre d’éviter des situations telles que
celle illustrée dans la Figure 7.5(b). Nous allons donc choisir d’ordonner les sous-graphes
par taille (en terme de nombre de sommets) de fagon croissante. Si ce choix permet de

bien répondre a I'inclusion entre sous-graphes (voir Figure 7.5(c)), il n’est pas certain que
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(a) Le sous-graphe. (b) Les polygones repré- (¢) Union itérative des (d) Ajout de l'enveloppe
sentant chaque élément. polygones. en tant que couche gra-

phique.

FI1GURE 7.6: Illustration de la procédure de clipping de polygones.

d’autres solutions ne soit pas plus adaptées dans certains cas. Nous discutons le probleme

d’optimisation correspondant dans la Section 7.4.

7.2.2 Construction des enveloppes

Comme indiqué précédemment, ’écartement des enveloppes par rapport aux éléments
doit étre modulé en fonction de la position du sous-graphe dans 'ordonnancement. La
procédure utilisée pour générer des enveloppes concaves doit donc prendre en compte un
parametre d’espacement entre les “squelettes” du sous-graphe (qui correspond aux som-
mets et aux arétes) et les bordures externes. Certaines méthodes permettent la génération
d’enveloppes concaves ayant recours & l'extraction d’isocontours dans l’espace image [34].
Il n’est cependant pas directement possible de moduler la taille des enveloppes créées dans

ce cas.

La procédure nous permettant de créer des enveloppes concaves (avec ou sans trous) a
partir d’un sous-graphe et d’un placement de ses éléments se base au contraire sur ’espace
topologique. Une illustration du déroulement pour un sous-graphe donné se trouve en
Figure 7.6. Notre solution se base sur le clipping de polygones. L’idée est la suivante :
chaque sommet ou aréte d’un sous-graphe (voir Figure 7.6(a)) est visuellement représenté
par un cercle ou un rectangle. On crée pour chaque sommet un deuxieme cercle centré a la
position du sommet et de méme rayon plus la largeur désirée pour ce sous-graphe. On fait
de méme pour chaque aréte. Les polygones créés englobent les éléments du sous-graphe qui
leur sont associés (voir Figure 7.6(b)). L’union de ces polygones forme ainsi une enveloppe

concave (avec trous) entourant le motif (voir Figure 7.6(d)).

L’étape importante dans cette procédure est le calcul de 'union des différents poly-

gones. Nous utilisons pour cela la librairie Clipper implémentant I’algorithme de Vatti [142]
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répondant au probléeme de clipping de polygones. L’union des différents formes se fait de
maniere itérative comme illustré dans la Figure 7.6(c). La fonction permettant I'union d’un
ensemble de polygones retourne a son tour plusieurs polygones : un premier qui corres-
pond a la bordure extérieure et plusieurs autres qui correspondent aux trous. L’utilisateur
pourra donc choisir d’afficher ou non les trous dans les enveloppes. Retirer les trous amé-
liore la vue d’ensemble des différentes enveloppes et accélere les temps de calcul, il faut

toutefois s’attendre a ce que I'occlusion soit bien plus importante.

Notons, pour finir, que le cotuit algorithmique de notre méthode est dominé par le calcul
des enveloppes (qui peut étre parallélisé dans notre cas). En effet, ’ordonnancement des

sous-graphes revient a effectuer un tri par rapport au nombre de sommets.

7.3 Applications

Nous illustrons ici notre procédure sur différents exemples. Remarquons premiere-
ment que 'ordonnancement des sous-graphes en fonction de leur taille est particulierement
adapté si la décomposition du graphe se réduit a une partition hiérarchique des sommets.
Dans ce cadre, un sous-graphe sera toujours placé au dessus de ses ancétres dans I’'image.
La plupart des visualisations de partitions hiérarchiques de ce manuscrit ont été générées

en utilisant cette procédure.

Réseau de co-occurrence Les Misérables [78]. Nous montrons ici l'intérét de
notre méthode pour visualiser les informations issues d’une décomposition du réseau des
Misérables. Les 77 sommets du graphe correspondent aux personnages du roman de Victor
Hugo et une aréte relie deux personnages si ils apparaissent ensemble dans au moins un

chapitre. Le graphe contient 254 arétes (co-occurrences entre personnages).

Nous allons étudier la décomposition obtenue en utilisant I’algorithme de Ahn et al. [3].
Cet algorithme fournit une partition des arétes du réseau. Les arétes sont groupées en
fonction de la similarité entre le voisinage direct de leurs extrémités. Ainsi les sous-graphes
détectés par I'algorithme ne sont pas uniquement des groupes de sommets fortement inter-
connectés. Nous allons différencier ici trois types de sous-graphes :

— Sous-graphe dense : Un sous-ensemble de sommets avec une forte proportion

d’arétes entre eux.

— Sous-graphe biparti : Ensemble d’arétes connectant deux sous-graphes denses.

— Sous-graphe arbre : Sous-graphe étant un arbre qui peut également connecter des

sous-graphes denses.

Nous pouvons utiliser notre procédure pour visualiser ces différents motifs dans une
seule image. Pour cela, nous colorions les enveloppes en fonction du type de sous-graphe

que ’enveloppe représente.
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(b) Zoom sur une partie dense de I'image

FIGURE 7.7: Visualisation d’une décomposition chevauchante du réseau Les Misé-
rables [78] obtenue en utilisant I'algorithme de Ahn et al. [3]. Le positionnement des
sommets est obtenu en utilisant 1’algorithme GEM (Frick) [58]. Un sommet est éti-
queté avec le nom du personnage correspondant. Les sous-graphes sont classés en trois

catégories : les denses (en bleu), les bipartis (en rouge) et les arbres (en rouge).
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Les résultats sont données en Figure 7.7. La vue globale (voir Figure 7.7(a)) permet de voir
les différents groupes. Les enveloppes bleues ne chevauchent pas d’enveloppes du méme

type. Ainsi un personnage appartient donc au plus a un groupe dense.

Le centre du dessin est plus difficile a analyser. Celui-ci rassemble des sous-graphes
bipartis connectant des groupes denses. La Figure 7.7(b) est un zoom sur cette zone. Rap-
pelons que des sous-graphes ayant des sommets communs sont dessinés avec des largeurs
différentes. On peut donc déterminer pour chaque sommet les différents types de sous-
graphes auxquels le sommet appartient. Les personnages Valjean et Javert appartiennent
tous deux & quatre sous-graphes bipartis. Ceci semble logique étant donné qu’ils jouent un
role de médiateurs dans le roman. Notons également que Madame Thénardier appartient

aux mémes groupes que Monsieur Thénardier (son mari dans le roman).

7.4 Discussion et Perspectives

Nous avons présenté une nouvelle méthode pour visualiser une décomposition d’un
graphe représenté par un diagramme noeuds-liens. La procédure génere des enveloppes
concaves pour chaque motif sans modifier le positionnement des éléments dans le dia-
gramme. Les enveloppes partageant des éléments communs peuvent étre distinguées, en

effet elles vont disposer de largeurs différentes.

Pour déterminer la largeur des enveloppes ainsi que 'ordre de rendu de celles-ci, les
sous-graphes sont classés par ordre de taille (en terme de nombre de sommets) croissant.
Ce choix n’est peut étre pas le plus adapté dans tous les cas. Nous pourrions ainsi trier
les sous-graphes selon d’autres criteres, par exemple la moyenne des distances entre les
sommets. De maniere plus générale, il serait intéressant de déterminer le meilleur ordre
en fonction d’une mesure objective. Cette mesure pourrait par exemple se baser sur ’aire
visible des enveloppes. Dans ce cadre, I'aire visible de ’enveloppe d’un sous-graphe Gj,
notée A*(G;), est la surface qui n’est pas recouverte par les enveloppes des sous-graphes
[G1,Ga, ..., Gi—1].

Nous pensons qu’il serait opportun de maximiser 1’entropie dans la distribution des
aires visibles (voir définition 7.1). Cette mesure peut étre interpréter comme l'incertitude
quant a l’enveloppe se trouvant en un point de I'image choisi aléatoirement (voir définition
2.53). Cette mesure va donc fortement pénaliser des ordres pour lesquels des enveloppes
sont totalement recouvertes.

Définition 7.1 (Entropie de la distribution des aires visibles) Soit un ordre total

G = [G1,Ga, ..., G| sur les sous-graphes de G. Soit A(G) Uaire de l'union des enveloppes
(invariant par rapport a l'ordre choisi). L’entropie dans la distribution des aires visibles,
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notée H(G), est donnée par la formule suivante.

H©) - — 3 A0 1, (4G "
= Al9) A(G)

La recherche d’un algorithme répondant au probleme de la maximisation de ce type
de mesure est (& notre connaissance) un probléme ouvert. Notons qu’un algorithme trivial
revient a parcourir I’ensemble des ordonnancements possibles, c’est-a-dire ! permutations,
ce qui aboutit a un algorithme exponentiel.

La résolution de ce type de probleme devrait en outre tenir compte non seulement du
chevauchement topologique entre les différents sous-graphes mais également du chevau-

chement visuel. Cet aspect n’est pas directement intégré a notre méthode.

Cependant, la question du meilleur ordonnancement dépend des criteres choisis. Pour
déterminer si la mesure proposée ici est pertinente il faudrait conduire plusieurs études-
utilisateur. Cela permettrait également de comparer notre méthode avec les autres visua-

lisations disponibles dans la littérature.

Dans la méthode proposée, ’écartement entre les éléments du graphe et les enveloppes
dépend d’un parametre fourni par 'utilisateur. Il serait toutefois possible de déterminer
I’espace maximum disponible autour de chaque élément. Cet espace pourrait ensuite étre
partagé entre les différentes enveloppes. Cette approche a plusieurs avantages : diminuer
le nombre de parametres, optimiser 1'utilisation de 1’espace vide et éviter de créer du

chevauchement entre les enveloppes entourant des éléments proches.
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Chapitre 8

Conclusion et perspectives

Nous avons abordé dans cette theése trois problématiques liées a la décomposition de
réseaux complexes modélisés par des graphes : les mesures de partitionnement, les algo-
rithmes pour le partitionnement et la visualisation de graphes partitionnés. La décompo-
sition de graphes étant un domaine de recherche relativement récent, I’évaluation de ces
décompositions est essentielle car elle permet de concevoir et de tester des algorithmes.
Cette évaluation peut se faire par le biais de mesures de qualité mais également en four-

nissant des métaphores visuelles permettant a un utilisateur d’analyser les résultats.

Le chapitre 3 a été consacré aux mesures permettant d’évaluer la qualité d’une partition
plate des sommets d’'un graphe. Nous avons présenté différentes approches telles que la
modularité, la qualité de compression et la mesure M () se basant sur les densités locales
des groupes. Nous avons proposé une extension de cette derniere mesure en introduisant
une pondération sur chaque groupe et la notion de “graphe de références” qui permet de
définir un cas idéal auquel les groupes devraient correspondre : typiquement des cliques
déconnectées du reste du graphe. Nous avons analysé cette mesure en la comparant a la
modularité et montré qu’elle possédait de bonnes propriétés.

Nous pensons toutefois qu’il n’existe pas de meilleure mesure de qualité, c’est-a-dire une
mesure adaptée a tous les cas d’études. Une mesure de qualité permet de formaliser des
criteres informels sur le type de partition ou sur la forme des groupes qui sont recherchés.
La mesure M) pondérée semble adaptée au partitionnement des réseaux de commuters
(voir section 5.4) car la présence de sommets isolés ne pénalise pas fortement la qualité de

la partition.

Dans le chapitre 4, nous avons présenté une généralisation des mesures de qualité ad-
ditives aux partitions hiérarchiques. Nous associons a un arbre de partition un polynéme a
une variable qui permet de favoriser les partitions plus ou moins profondes. Il est cependant
possible d’utiliser I'intégrale de ce polynome si il n’y a pas de préférence sur la profondeur
de la hiérarchie recherchée. Nous avons validé analytiquement et empiriquement cette nou-

velle approche en étudiant le comportement de la mesure M () multi-niveaux sur différents
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exemples. Des exemples simples ont permis de constater que, pour obtenir la meilleure
partition hiérarchique, il faut dans certains cas se baser sur des partitions plates a priori

sous-optimales.

Disposer d’une mesure de qualité pour les partitions hiérarchiques permet de comparer
différentes hiérarchies mais également de concevoir des procédures pour extraire ces struc-
tures. Ce fut 'objet du chapitre 5. Nous avons introduit une procédure de post-traitement
permettant d’améliorer la qualité d’une partition hiérarchique en supprimant itérativement
des regroupements internes. Cette heuristique a une complexité polynomiale dépendant
de la taille de ’arbre de partition (en termes de nombres de nceuds et de profondeur). En
utilisant le benchmark LFR hiérarchique, nous avons constaté que cette procédure per-
mettait effectivement de rapprocher la hiérarchie produite indirectement par ’algorithme
Louvain [23] de la vraie hiérarchie. L’utilisation de cette mesure est une bonne alternative
a l'application récursive de cet algorithme. Nous avons également discuté la construction
de partitions hiérarchiques sur un cas d’étude concret a savoir un réseau de commuters

francais.

Dans le chapitre 6, nous nous sommes intéressés au probleme de dessin de graphes
modélisant des réseaux possédant une structure de communauté. Dans ce cadre, nous
avons proposé une généralisation de criteres esthétiques connus. Ces mesures ont permis
de comparer la qualité des dessins produits par différents algorithmes basés sur des modeles
de forces. On a constaté que la prise en compte de la structure de communauté dans les
algorithmes améliorait globalement la qualité des dessins au détriment d’autres criteres
qui peuvent étre considéré comme moins importants d’apres des évaluations utilisateurs

(comme le nombre de croisements au sein des groupes).

Dans le chapitre 7, nous avons présenté une méthode pour générer des enveloppes
concaves afin de représenter explicitement une décomposition d’'un graphe dans un dia-
gramme nceuds-liens. Cet algorithme tire parti de la topologie du graphe pour créer des
enveloppes en utilisant un algorithme de clipping de polygones. Une heuristique d’ordon-
nancement de ces enveloppes permet de réduire les problémes d’occlusion liés a 'apparte-
nance de certains éléments a différents fragments. Elle est particulierement adaptée dans

le cas ou la décomposition est une partition hiérarchique.

8.1 Perspectives

Nous détaillons ici plusieurs perspectives ou travaux en cours se basant sur le contenu
de cette these. Ces perspectives ne couvrent pas toutes celles évoquées en conclusion de

chapitre.



8.1. Perspectives

8.1.1 Distances entre partitions hiérarchiques

Une fonction de distance entre partitions (voir définition 2.6) est un outil important :
elle permet de comparer les partitions extraites automatiquement par des algorithmes a
une vérité terrain, de déterminer un consensus entre différentes partitions [65] ou de com-
prendre le comportement d’une mesure de qualité (comme nous ’avons fait dans la section
3.3.3). On peut formuler les mémes problémes dans le cadre de partitions hiérarchiques,
il serait donc intéressant de disposer d’une distance pour ces objets. Cette perspective a
été brievement évoquée dans la section 5.5. Notons cependant que ce probleme dépasse le
partitionnement de graphe. La littérature est, & notre connaissance, pauvre a ce sujet et,
dans beaucoup de cas, la comparaison de partitions hiérarchiques se fait en comparant les

niveaux deux & deux.

Une partition hiérarchique peut étre représentée comme un arbre de partition; c’est
d’ailleurs cette modélisation qui est utilisée dans cette these. Dans ce cadre, les méthodes
de réécriture d’arbres [21], issues de la combinatoire, pourraient étre employées. Toutefois,
dans le cas de partitions hiérarchiques, les arbres sont non-ordonnés et les étiquettes des
nceuds dépendent des étiquettes de leur descendants. Nous pourrions également relier ce
probleme a 1'évaluation de distances entre des arbres phylogénétiques [123]. Les arbres
phylogénétiques permettent de modéliser la proximité entre différentes especes du vivant.

Cependant, ces arbres sont généralement binaires et ne sont pas toujours enracinés.

Les partitions plates sont un cas particulier de partitions hiérarchiques, nous pensons
qu’il est naturel qu'une distance sur les partitions hiérarchiques généralise une distance sur
les partitions plates. Nous travaillons actuellement sur 'adaptation de la distance par sup-
pression (voir définition 2.7). L’avantage de cette mesure est qu’elle a une interprétation
claire, c’est le nombre minimum d’échanges devant étre réalisés entre les groupes pour ob-
tenir deux partitions identiques. Ce concept pourrait, par exemple, étre étendu a ’échange

d’éléments entre groupes partageant le méme ancétre commun dans une hiérarchie.

8.1.2 Applications a la fragmentation de graphes

Les travaux présentés ici, en particulier la généralisation des mesures de qualité aux
partitions hiérarchiques, peuvent servir de base pour développer des méthodes de décom-
positions différentes du partitionnement. Nous avons évoqué la possibilité d’utiliser des
fragmentations pour capturer la structure de communautés de réseaux complexes puis-
qu’elles permettent de modéliser les chevauchements entre communautés. Ce sujet a fait
I’objet de nombreux travaux évoqués en introduction de ce document. Bien que les frag-

mentations incluent les partitions hiérarchiques en cas particulier, des inclusions entre les
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fragments peuvent étre réalisées en agrégeant certains fragments (cette méthode est uti-
lisée dans 'algorithme OSLOM [89]) ou en appliquant récursivement un algorithme de
fragmentation. De telles structures peuvent a priori étre évaluées en utilisant des mesures
multi-niveaux telles que celles proposées dans le chapitre 4. Il faudrait pour cela utiliser
des mesures de qualité de fragmentations, des généralisations de certaines mesures usuelles

ont par exemple été proposées dans [24].

8.1.3 Dessins multi-niveaux de graphes

Un domaine d’application important des partitions hiérarchiques est le dessin multi-
niveaux de graphes. En effet, les algorithmes de dessins, tels que ceux par modele de
forces [58, 103], ont des temps d’exécution relativement longs. Or un partitionnement
hiérarchique permet de mettre en place des stratégies du type “diviser pour régner” :
dessiner indépendamment les groupes de la hiérarchie en se basant sur les dessins faits de
leurs descendants. Ce type d’approche est utilisée dans [69] ou [145] pour améliorer les
performances et la qualité des algorithmes par modele de forces. Dans [12], les auteurs
proposent d’utiliser des algorithmes de dessins différents selon le type du sous-graphe

induit par chaque groupe.

Comme nous I’avons montré vu dans le chapitre 6, ’algorithme FM? se base sur une
décomposition hiérarchique mais ne permet pas de représenter efficacement la structure
de communauté du réseau, cela est peut-étre da a la facon dont cette décomposition est
construite. Ce sont toutefois certaines propriétés de cette hiérarchie (comme par exemple
le nombre maximum de sommets dans un groupe) qui permettent la réduction de com-
plexité obtenue avec cet algorithme. Une perspective intéressante est donc de concevoir des
méthodes pour calculer des partitions hiérarchiques qui respectent ce type de propriétés

tout en capturant au mieux la structure de communauté du graphe.
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