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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Avant-propos

Ce manuscrit de theése va tenter de décrire le comportement physique d’un écoulement
turbulent appelé écoulement tourbillonnaire de von Kdrmdn. Bien que possédant un grand
nombre de traits communs avec d’autres écoulements turbulents, le parti pris ici consiste a
étudier I’écoulement produit sous ’angle — et avec les outils — de la physique statistique.
L’introduction de ce manuscrit de these a donc la double fonction de présenter les problemes
liés a la turbulence et de brosser un tableau rapide des principales découvertes de la physique
statistique & I’équilibre et hors de 1’équilibre (ces résultats feront ensuite ’objet d’un chapitre
plus détaillé) que nous pourrons appliquer a notre écoulement. Nous essaierons de plus de
justifier la pertinence d’une telle approche en mettant en lumiére certains traits communs
que peuvent posséder ces deux branches de la physique. Le reste de ce manuscrit de these va
décrire et tacher d’expliquer les principaux résultats obtenus par cette approche nouvelle.

1.1 Qu’est-ce que la turbulence ?

1.1.1 Historique

La notion de turbulence est essentiellement liée a une forme de désordre : le grec ancien
rapporte déja l'usage de T0pfSn (tirbé), désignant le désordre, la confusion et le tumulte [1].
Cette notion s’étend d’ailleurs en latin, empruntant au grec le mot turba désignant cette fois-
ci a la fois le tumulte, le désordre, mais aussi la foule, la multitude d’individus qui crée un
tel tumulte [2]. La littérature classique atteste de méme l’existence du nom commun turbo
qui désigne le tourbillonnement, les toupies et plus généralement les mouvements circulaires.
Le mot turbulentia remonte quant a lui au II° siecle chez Tertullien, un des péres de 'église
chrétienne, et désigne alors des troubles et des perturbations. La premiere utilisation du mot
turbulence dans un contexte d’étude des fluides date du X V€ siecle, dans les travaux de Léo-
nard de Vinci. Dans ses études pionnieres sur le mouvement des fluides, ses observations, bien
que qualitatives, saisissaient pourtant une grande partie des concepts fondamentaux de ce qui
deviendra une des branches principales de ’étude des fluides. L’utilisation du mot turbolenza
est donc particulierement bien choisie pour insister sur la multitude des structures tourbillon-
naires qui sont caractéristiques des écoulements que ce dernier a observés, et ses dessins (voir
la figure 1.1) semblent bien montrer & quel point les interactions entre les échelles ont un role
fondamental dans leur existence.

Il faut ensuite attendre quelques siecles afin de préciser plus finement le concept de fluide,
notamment grace a Newton, qui a laissé son nom a la définition des fluides les plus simples.
Ces fluides sont décrits par une grandeur essentielle en turbulence qui est la viscosité. Pour des
fluides newtoniens, imposer un gradient de vitesse selon une coordonnée z au sein d’un écou-



2 1. INTRODUCTION

FIGURE 1.1 — Illustration des études de Léonard de Vinci sur la turbulence. On y voit clai-
rement des grands tourbillons dans toutes les directions qui s’enroulent sur eux-mémes pour
former des plus petits tourbillons, en méme temps qu’un grand nombre de petits tourbillons
formant de l’écume. L’image provient de Wikimedia Commons.

FIGURE 1.2 — Comportement newtonien d’un fluide : une contrainte de cisaillement T (ici,
dirigée selon ex et appliquée sur des surfaces de normale e5), imposée entre des altitudes z
et z + dz, va induire une différence de vitesse dv, proportionnelle ¢ 7, entre z et z + dz. Le
coefficient de proportionnalité entre ces deux grandeurs définit la viscosité du fluide.

lement dirigé selon une autre direction x ne peut pas s’effectuer sans I’application d’une force
F. Cette force, dirigée selon x, agit sur le fluide sous la forme de contraintes de cisaillement
7 =||F||/S, ou S est I’élément de surface sur lequel s’applique la force F (cette configuration
est rappelée sur le schéma de la figure 1.2). Pour un fluide newtonien, 7 et le gradient de
vitesse sont proportionnels : 1
v

T=pe (1.1)
Le coefficient u, qui définit la viscosité dynamique, représente donc la résistance du fluide a un
tel gradient de vitesse. Notre these s’inscrira principalement dans le cadre de tels fluides pour
des raisons de simplicité : la physique des fluides non-newtoniens est devenue une discipline en
soi avec des problemes bien spécifiques : nous verrons par la suite que certains comportements
de ces derniers possedent bien des similarités avec notre écoulement.

Tout n’est cependant pas simple pour les fluides newtoniens : des le XIX€ siecle, les pro-
blemes de similarité d’écoulements viennent s’immiscer dans ’étude des fluides, notamment
sous l'impulsion de Georges Stokes [3]. Ce dernier pose la question suivante : étant donné le
mouvement d’un pendule soumis a des frottements fluides, comment construire un pendule
deux (ou trois, ou plusieurs) fois plus grand tout en conservant une similarité dynamique ?
Sa réponse préfigure alors I'utilisation du nombre de Reynolds qui va définir le rapport entre
I'inertie du fluide et sa viscosité :
ok _In 0

7 v

pv? /L représente l'inertie (ou densité d’énergie cinétique) du fluide, qui est en fait comparée

Re
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V
FIGURE 1.3 — L’expérience d’Osborne Reynolds dans son article de 1883 : un filet de colorant
est injecté au sein d’un écoulement dans une conduite circulaire. En haut, I’expérience a basse
vitesse laisse le filet presque invariant le long de ’écoulement. En bas, l'expérience a plus
haute vitesse voit le filet de colorant se mélanger brusquement au reste du fluide, en un point

assez €loigné de la zone d’injection, phénomeéne caractéristique de la turbulence. L’illustration
provient de Wikimedia Commons.

a pv/L qui représente la contrainte 7 caractéristique nécessaire pour mettre en mouvement
le fluide a la vitesse v sur une couche d’épaisseur L a cause de la viscosité. Le nombre de
Reynolds fait apparaitre une nouvelle quantité v, la wviscosité cinématique d’un fluide qui
traduit la maniere dont le champ de vitesse est diffusé dans 1’écoulement. C’est toutefois
Osborne Reynolds, alors professeur d’ingénierie a l'université Victoria de Manchester, qui
introduit en 1883 ce nombre sans dimension comme parametre de controle de la transition
vers un écoulement qu’il appelle sinueuz (voir figure 1.3) : en injectant un peu de colorant
dans son écoulement, ce dernier est capable de voir la trajectoire prise par les particules fluides
colorées entrainées par 1’écoulement. Dans le premier cas, en régime laminaire, c’est a dire
quand le fluide s’écoule en couches paralleles, le jet de colorant conserve sa forme et forme
une belle ligne droite caractéristique. Pour des vitesses plus élevées, Reynolds constate que
le jet dévie brusquement en un point en aval de la zone d’injection, pour ensuite se mélanger
tres rapidement au reste de I’écoulement, formant une « brume » caractéristique. Ce dernier
détermine expérimentalement la valeur du nombre — qui porte désormais son nom — ol
la transition se produit. Cette transition est aujourd’hui identifiée a une transition vers la
turbulence.

Enfin, I'image d’Epinal a laquelle tout ouvrage se doit de faire référence pour décrire la
structure des écoulements turbulents est la cascade de Richardson en référence a un poeme
de ce dernier, datant de 1922, et figurant sur un de ses multiples ouvrages consacrés a la
turbulence atmosphérique [1] :

[13

Big whirls have little whirls that feed on their velocity,

and little whirls have lesser whirls and so on to viscosity.
R

Ces vers nous indiquent 'image suivante : un écoulement turbulent possede des grands tour-
billons, qui sont généralement liés au forcage qui a mis I’écoulement en mouvement. A cause
du gradient de vitesse causé par ces tourbillons, une instabilité survient, qui génere de nou-
veaux tourbillons plus petits. Ces plus petits tourbillons, a leur tour, vont devenir instables et
créer des tourbillons encore plus petits. A toute petite échelle, les tourbillons vont créer des
gradients de vitesse tres importants. L’équation 1.1 vient alors limiter ces gradients grace a la
viscosité, en indiquant que pour exister, de tels gradients de vitesse devraient s’accompagner
de tres fortes contraintes a l'intérieur du fluide. La viscosité intervient donc & une échelle
trés petite par rapport aux plus grands tourbillons de I’écoulement. C’est cette apparition de
tourbillons en cascade que décrit le poeme de Richardson (voir figure 1.4). Cette image est
trés semblable a celle que semblait fournir Léonard de Vinci dans ses dessins. Néanmoins,
celle-ci est aujourd’hui considérée par les spécialistes comme incomplete : la turbulence n’est
en effet pas constituée uniquement de tourbillons, mais comporte une plus grande diversité
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de structures reliés par une hiérarchie d’échelles.

FIGURE 1.4 — Illustration du concept de cascade de Richardson : les grands tourbillons (noirs)
de l’écoulement générent par une instabilité quelconque des plus petits tourbillons (rouges) qui
a leur tour vont générer des plus petits tourbillons (verts et oranges). Les plus petits tourbillons
sont freinés a cause de la viscosité.

1.1.2 Définition

1.1.2.1 Les équations de Navier-Stokes

Ezxpression de l’équation  Quittons désormais le pur rappel historique, et intéressons-
nous aux équations de Navier-Stokes qui gouvernent le comportement des fluides usuels (new-
toniens). Ces équations exactes, formulées dans la limite des milieux continus, quantifient
I’évolution a la fois du champ des vitesses v, et de pression p d’un fluide newtonien de vis-
cosité cinématique v et de masse volumique p mis en mouvement par un champ de forces f
agissant dans le volume de I’écoulement :

Z‘F(V-V)V:—;Vp-i-VAV-Ff (1.3)

V-v=0 (1.4)

Que signifient ces équations? La premiere de celles-ci (1.3) effectue le bilan de quantité de
mouvement d’une particule fluide d’un point de vue eulérien, le champ des vitesses du fluide,
v(z,y, z), ne suivant pas les particules fluides dans leur mouvement. Ce champ de vitesse peut
étre alors transporté par 1’écoulement lui-méme, c’est le terme d’advection (ce qui correspond
au second terme du membre de gauche), subir l'effet des forces de pression (premier terme du
membre de droite), des forces de viscosité (second terme a droite) ou des forces supplémentaires
agissant en volume (dernier terme du membre de droite). La deuxiéme équation (1.4) traduit
quant a elle 'incompressibilité des fluides newtoniens. Elle exprime le fait qu'une particule de
fluide dont nous suivons le mouvement conserve une masse volumique p constante.

Les petites échelles Le nombre de Reynolds intervient dans l’équation 1.3 comme
le rapport de 'amplitude du terme de transport — aussi appelé terme d’advection — et de
I’amplitude du terme lié & la dissipation. Pour un champ de vitesses possédant une vitesse
caractéristique v, s’écoulant autour (ou a l'intérieur) d’un objet de taille caractéristique L,

nous avons bien :
(v-V)v  iL7Y oL
vAv vL—2 v Re (1.5)
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La question essentielle alors posée par les physiciens est la suivante : si nous considérons
un écoulement quelconque possédant un nombre de Reynolds caractéristique donné, a quelle
échelle minimale faut-il examiner le fluide afin d’en saisir toutes les propriétés 7 Intuitivement,
cette longueur va décroitre quand le nombre de Reynolds augmente. Nous allons préciser ce
résultat en nous inspirant un peu de I'excellente introduction fournie par la these de Louis
Marié [5]. Repartons de I’équation 1.3, et tentons de définir une échelle § sur laquelle 'accé-
lération liée aux efforts visqueux permet d’homogénéiser le champ de vitesses v. Il faut donc
comparer cette accélération a celle que subit la particule fluide lorsqu’elle suit 1’écoulement.
Supposons un écoulement a une vitesse v qui consiste a contourner un obstacle quelconque
de taille caractéristique L. L’accélération typique subie par une particule du fluide sera donc
v/T, ou T = L/v est le temps dont dispose la particule pour changer sa vitesse. Quand les
deux accélérations sont du méme ordre, nous obtenons :

2
v v
L
5~ (1.7)

VRe

Pour des écoulements pleinement turbulents, le nombre de Reynolds peut atteindre facile-
ment 10°. L’écoulement aura donc la possibilité de générer des structures plus de 1000 fois
plus petites que I’échelle L de la « géométrie » de I’écoulement. Ces petites échelles ne font
probablement pas peur aux purs théoriciens de la mécanique des fluides, mais nous verrons
par la suite que cela pose des gros problemes a la communauté des numériciens qui se doivent
de décrire chacune des structures de taille § lors de leurs simulations.

La wvorticité Nous pouvons également tenter de décrire ’évolution des structures
tourbillonnaires de I’écoulement : a cette fin, il est possible de définir la vorticité w définie
comme le rotationnel du champ de vitesses :

w=Vxv (1.8)

Les variations temporelles du champ w sont alors obtenues en prenant le rotationnel de

I’équation 1.3 :

%"Jr(v.v)w:(w.v)erquJerf (1.9)

L’équation obtenue ressemble a I’équation de Navier-Stokes, a une différence pres, le terme

dit d’étirement de la vorticité :
(w-V)v (1.10)

Ce terme indique que le champ de vorticité peut étre déformé a cause des gradients de vitesse
v qui existent au sein du fluide. En particulier, pour une coordonnée i, les termes du type
ou
Wi —=—— 1.11
expriment la contraction ou I’étirement de la vorticité, qui est une des composantes essentielles
de la turbulence dans les écoulements & trois dimensions.

1.1.2.2 Définition générale

Avant d’expliciter les principaux résultats théoriques concernant la turbulence, nous allons
en donner une définition moderne et relativement compacte. Celle-ci n’est bien évidemment
pas unique, mais les traits principaux des écoulements turbulents que nous allons esquisser
font aujourd’hui consensus dans la plupart des ouvrages de référence [0, 7]. Les écoulements
turbulents possedent donc les propriétés suivantes :
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1. la premiere d’entre elles est 1’existence d’'un grand nombre de structures spatiales (des
feuillets, et des tourbillons) désorganisés dans ’espace. Il existe toutefois une certaine
organisation, une structure dans la distribution de taille de ces structures.

2. la seconde concerne le mélange : comme il est possible de le voir dans ’expérience de
Reynolds (figure 1.3), un colorant (ou tout autre traceur) est mélangé de manieére tres
efficace dans une écoulement turbulent, bien plus que par simple diffusion moléculaire,
qui effectue un tel mélange en régime laminaire.

3. la dernieére est I'imprévisibilité : & l'instar des systémes chaotiques [2, 9], que nous
décrirons dans la suite de cette introduction, les écoulements turbulents sont extréme-
ment sensibles aux conditions initiales. Quelle que soit la différence € si petite soit-elle
entre deux conditions initiales d’'un méme probléme de turbulence, les écoulements
instantanés produits deviendront rapidement tres différents.

Le premier point fait 'objet de la prochaine section : notre étude s’est pour l'instant
penchée sur d, qui donne une limite sur la petitesse des structures tourbillonnaires observées,
mais ne renseigne pas sur la maniere dont les tourbillons de tailles supérieures interagissent
dans ’écoulement.

1.1.2.3 La turbulence selon la théorie K41

L’un des résultats majeurs concernant la turbulence donne justement des informations
sur le transfert des structures entre les échelles. Nous le devons a A.N. Kolmogorov, qui
s’est intéressé (entre autres) aux problémes liés a la turbulence [10]. Ce résultat s’appuie sur
plusieurs hypotheses :

1. la premiere hypothese concerne I’homogénéité et ’isotropie des écoulements turbulents.
La formulation de Kolmogorov postule de fait que de tels écoulements peuvent étre
décomposés selon leur valeur moyenne V déterministe et des fluctuations liées a la
turbulence v'(t).

v(r,t) = V(r) +  V/(r,t) (1.12)
—— ——

déterministe fluctuations
L’hypotheése d’homogénéité s’écrit de la maniére suivante : si nous examinons la diffé-
rence de vitesse entre un point situé a r + 1 et un autre point situé a r, nous pouvons
postuler que celle-ci ne dépend statistiquement que de 1. En d’autres termes, cet in-
crément de vitesse s’écrit :

ov(r,) =v(r+1) —v(r) Jv(l) (1.13)

stat.
Nous utiliserons par la suite les chevrons () pour exprimer la valeur moyenne statistique
d’une grandeur quelconque (voir 'annexe A pour plus de détails).

2. La deuxiéme hypothese suppose que pour une certaine gamme d’échelles ou le for-
cage f et le terme dissipatif vAv sont négligés, ’écoulement est autosimilaire par une
transformation de parametres A et a définie par :

t,r, v = A% A, A\ (1.14)

Dans un tel cas, 'incrément de vitesse dv(l) posseéde une propriété supplémentaire de
similarité :
ov(Al) = \%v (1) (1.15)
3. La derniere hypothese indique I’existence d’une grandeur notée e définissant un taux de
dissipation massique, qui tend vers une limite finie lorsque la viscosité de I’écoulement
v tend vers 0. Dans la gamme d’échelles (dite inertielle) ou ni le forgage ni la dissipation
ne jouent un role, toute la physique de I’écoulement est déterminée par 1 et e.
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Pour des raisons évidentes de symétrie, il est difficile d’étudier simplement ’incrément v
de la vitesse : celui-ci est nulle en moyenne. C’est pourquoi les études privilégient 1'usage des
fonctions de structure notées Sp(1) et définies de la maniere suivante :

Sp(1) = ((vy (1) = vy(0))") (1.16)

Le symbole || indique ici que la composante de la vitesse considérée est parallele au vecteur 1
choisi. Nous supposerons par la suite que 'orientation de 1 n’influe pas sur la valeur de S, :
c’est ici 'expression de I’hypothese d’isotropie. Si nous supposons ’hypothese 3 et que nous
utilisons I'analyse dimensionnelle pour exprimer une telle fonction de structure, nous voyons
immédiatement qu’a tous les ordres p, nous devons avoir :

Sp(1) o< IP/3eP/3 (1.17)

Une dérivation exacte de cette relation a été effectuée a 'ordre p = 3, explicitant la constante
C5 de proportionnalité entre les deux termes. Il est toutefois intéressant de considérer le cas
de lordre p = 2. La transformée de Fourier de Sa() n’est autre que la densité spectrale de
puissance de la vitesse longitudinale :

TFISs()] = B(k) = /0 ~ 80(1) cos(kl) di (1.18)
oc 23503 (1.19)

La deuxieme équation (1.19), obtenue par analyse dimensionnelle, a été vérifiée expérimen-
talement dans un canal cotier [11] et dans la soufflerie de Modane [1?2], donnant une preuve
expérimentale éclatante de l'intuition de Kolmogorov.

Nous pouvons enfin voir que toutes ces hypotheses permettent 'introduction de nouvelles
grandeurs pertinentes microscopiques de 1’écoulement turbulent, nommées d’apres Kolmogo-
rov, et uniquement déterminées par les valeurs de v et € : Ces grandeurs sont des bornes de la

Grandeur Symbole Définition Ordre de grandeur

Longueur n (I/3/6) 1/ 1.8-107° m
Temps Tn (V/6)1/2 32-107%s
Vitesse i, (1/6)1/4 5.56-1072 m-s7!

TABLE 1.1 — Les différentes échelles microscopiques dites de Kolmogorov décrivant un écou-
lement turbulent. Ces grandeurs permettent de « résoudre » parfaitement les petites échelles
de l’écoulement. Les ordres de grandeur sont donnés pour un €coulement turbulent dans un
cylindre fermé entrainé par deux turbines, pour une fréquence de rotation de 20 Hz [17].

caractérisation de ’écoulement : en effet, si nous arrivons & décrire celui-ci avec une résolution
spatiale plus fine que 7 tout en explicitant la dynamique des fluctuations de vitesse jusqu’a la
fréquence 7, ! nous aurons a priori une image compléte (autrement dit en détail), de I’écoule-
ment turbulent. Nous pouvons donc voir I’écoulement comme une collection de boites de taille
7, chacune d’entre elles étant libre de fluctuer avec une certaine liberté, ou les écarts typiques
de vitesses entre deux boites voisines sont données par la valeur de u,,. Pour un écoulement a
taux de dissipation n et a volume V fixé, nous voyons que le nombre N de ces boites évolue

comime :

N :3 o % o Re/4 (1.20)

Ce grand nombre de boites pose un sérieux probleme pour les numériciens qui étudient la
turbulence, notamment dans le domaine de la DNS, simulation numérique directe : le temps
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de calcul nécessaire aux simulations, proportionnel au nombre de boites N, devient tres vite
déraisonnable lorsque le nombre de Reynolds est élevé. Nous verrons dans la suite de cette
introduction qu’il est possible, et avantageux, de mettre & profit ce tres grand nombre de
degrés de liberté par 'intermédiaire d’outils statistiques.

1.1.2.4 Les écarts a la théorie : ’intermittence

Il est tentant de généraliser les résultats obtenus par Kolmogorov a I'ordre deux et trois
en lappliquant a tous les ordres p, en postulant les lois de la turbulence universelles. Cela
permet de définir les exposants ¢, de la dépendance en [ des fonctions de structure S, :

Sp(l) = Cpe?/31% . (1.21)

Ce résultat provient essentiellement de la relation d’auto-similarité fournie par la deuxieme
hypothese de la section 1.1.2.3. Pour des raisons pratiques de quantité de données a échan-
tillonner, les mesures des moments d’ordre supérieur a quatre de I'incrément de vitesse n’ont
pu étre effectuées qu’a partir des années 1970-1980 [11, 12]. Ceux-ci tendent & infirmer I'image
purement « fractale » de la turbulence : en effet, les ¢, obtenus sont, pour les ordres supérieurs
a 3, significativement inférieurs a ceux prédits par la loi de Kolmogorov.

I1 est possible d’effectuer le lien entre cette déviation des exposants ¢, et ’intermittence
des fluctuations d’un écoulement turbulent. Des 1949, Batchelor et Townsend se sont inté-
ressés a la répartition spatiale de la densité d’énergie cinétique [15], pour s’apercevoir que
les contributions correspondant a la gamme inertielle (aux petites longueurs, et aux hautes
fréquences) étaient réparties de maniere tres inhomogene entre des zones actives et des zones
tranquilles, avec une tendance a ’accentuation lorsque 1’étude se portait sur des fréquences
de plus en plus élevées, et des longueurs de plus en plus faibles.

Cette observation est contradictoire avec I’hypothese de similarité de Kolmogorov : en
effectuant un « zoom » défini par la transformation de 'hypothese 2 de la section 1.1.2.3,
nous effectuerons a 'instar de Batchelor et Townsend une étude a plus petite échelle et a plus
haute fréquence de I’écoulement, qui montrera un caractere soit calme (correspondant a une
zone tranquille), soit tres agité (correspondant & une zone active), la séparation entre les états
calmes et agités étant d’autant plus forte que le « zoom » est important. Bien entendu, aux
toutes petites échelles, les processus dissipatifs vont prendre le pas sur ces comportements
intermittents, lissant ’'intermittence.

Un des modeles les plus simples pour décrire cette intermittence consiste a reprendre la
cascade de Richardson et de lui ajouter des « lacunes » : au lieu de remplir tout ’espace
physique, les petits tourbillons créés par les plus grands ne sont pas présents partout dans
I’écoulement et laissent des vides correspondant aux zones tranquilles. L’aspect de 1’écoule-
ment aux petites échelles sera alors soit tres agité, soit tranquille, en fonction de tels vides
laissés par tous les tourbillons de taille supérieure. Ce modele, appelé modele 8, semble du
fait de sa simplicité ne pas correspondre tout a fait aux données expérimentales les plus pré-
cises [7]. D’autres modeles plus complexes semblent aujourd’hui mieux « coller » aux données
expérimentales.

1.1.3 Problémes ouverts liés a la turbulence

Bien que la communauté des scientifiques travaillant sur la turbulence soit active depuis
pres d’un siecle, et malgré les progres importants (décrits dans la section précédente) effectués
sur la compréhension des écoulements turbulents, certains traits de tels écoulements « ré-
sistent » aux investigation des chercheurs. Nous allons décrire deux d’entre eux, auxquels
nous nous retrouverons confrontés dans la suite de ce manuscrit.
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FIGURE 1.5 — Un exemple d’instabilité : une bille est coincée dans un anneau vertical, posé
sur un support horizontal mis en rotation a une vitesse 2. Ce systéme posséde un point
d’équilibre pour les faibles vitesses de rotation, défini par son angle par rapport a la verticale,
0 = 0. Pour des vitesses de rotation plus élevées, cet état d’équilibre devient instable, au profit
de deux nouveauxr points +0g # 0 symétriques par rapport & l'axe vertical. On dit qu’un tel
systeme fait 'objet d’une bifurcation.

1.1.3.1 Chaos et turbulence

Dynamique non-linéaire et bifurcations Dans notre définition, la troisieme caracté-
ristique des écoulements turbulents mentionne le caractere imprévisible du champ de vitesses.
Cette difficulté a prédire & partir de conditions initiales données est bien connue des météo-
rologistes, qui, malgré les progres considérables des performances des modeles de prévision de
la météorologie et de la puissance des ordinateurs permettant de les appliquer, ne peuvent
que difficilement prévoir le temps qu’il fera au dela d’un horizon de quatre jours (au grand
dam des piétons surpris par une averse impromptue). D’oul provient cette difficulté a prévoir
comment évoluera un écoulement turbulent donné 7 Celle-ci trouve son origine dans le terme
non-linéaire d’advection de I’équation 1.3 de Navier-Stokes, qui est quadratique en la vitesse
du fluide v :

(v-V)v (1.22)

Il est alors possible de voir notre nombre de Reynolds, Re, comme un parametre définissant
le rapport des termes non-linéaires et linéaires dans un écoulement donné.

Des systemes bien plus simples possedent une dynamique gouvernée par des non-linéarités :
prenons l’exemple d’une bille confinée dans un anneau vertical posé sur une table horizontale
tournante. Un tel systéme est décrit par un angle 6 par rapport a la verticale, et une vitesse
de rotation 2 (voir figure 1.5). Pour des faibles angles 6, il est méme possible de déterminer
exactement 1’équation d’évolution du systeme, qui s’exprime, en unités adimensionnées :

0=e)—06° (1.23)

Nous pouvons tenter de déterminer les états d’équilibre du systéme en fonction du rapport
entre le terme non-linéaire et le terme linéaire, qui est ici le parametre de contréle €. Pour des
valeurs négatives d’e, il n’existe qu'un point d’équilibre, I’état a 6 = 0. Cet état d’équilibre est
stable : une petite perturbation autour de celui-ci va décliner progressivement, jusqu’a ramener
le systeme a son point d’équilibre originel. Pour des valeurs de € < 0, ’équation 1.23 possede
trois solutions : (0, /€, —y/€). Une analyse de stabilité montre toutefois que le premier point
d’équilibre est désormais instable. Ce changement de stabilité en fonction d’un parametre de
controle est appelé bifurcation. Plusieurs types de bifurcations existent : certaines d’entre elles
génerent un nombre discret de nouveaux points d’équilibre (comme celle que nous venons
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FIGURE 1.6 — Schéma représentatif de bifurcations. En deca d’une certaine valeur du para-
métre de contréle e, les états d’équilibre stable (traits pleins) restent inchangés. Pour une
valeur critique €y, ’état d’équilibre se déstabilise (tiretés larges), et de nouveaux équilibres
stables — ou des cycles limites— apparaissent. A gauche, bifurcation « fourche », comme
celle observée pour linstabilité de la bille dans 'anneau tournant (figure 1.5). A droite, bifur-
cation de Hopf, ou l’état stable perd sa stabilité au profit d’un cycle (fleches).

€; <€ < €p

e

FIGURE 1.7 — Un doublement de période : pour une valeur e; < €1 du paramétre de controle e,
le cycle limite est stable. Pour une valeur e;; > €1, le cycle initial n’est plus stable et forme un
nouveau cycle limite, deux fois plus long a parcourir. Les points d’intersection du cycle avec
un plan donné (en magenta) sont des sections de Poincaré.

d’aborder, la bifurcation fourche), mais certaines bifurcations poussent les systémes dans des
cycles dans lesquels le systeme, hors de ’équilibre, est confiné. Toutefois, ce cycle ne perd pas
son caractere attracteur : le systéme ramenera naturellement vers le cycle une configuration
qui s’en serait un peu éloignée (a cause, par exemple, d’une fluctuation). Ces bifurcations sont
récapitulées sur la figure 1.6.

Emergence du chaos : l'exemple du doublement de période Reprenons le cas d’une
bifurcation menant a un cycle limite. Ce cycle limite sera lui-méme stable jusqu’a une nouvelle
valeur €; du parametre de contréle. Lorsque cette valeur dépasse €1, il est courant d’observer
un doublement de période : le cycle présente alors « deux boucles » (comme illustré figure 1.7).
Une maniere pratique d’observer ce doublement de période consiste a regarder 'intersection de
la trajectoire avec un plan quelconque fixé : intersection d’un cycle et du plan (dans un sens
donné) est constituée d’un seul point, tandis que le cycle dont la période est double possédera
deux points d’intersection correspondant a chaque boucle effectuée. La notion de stabilité
d’une telle trajectoire devient alors plus complexe, mais nous pouvons toujours comprendre
qu’un systeme légerement perturbé depuis un cycle limite, méme de période double, reviendra
grosso modo vers le cycle en question. Cependant, il est tout a fait envisageable de reproduire
un tel processus jusqu’a ce que les cycles requierent un trés grand nombre de « boucles »
nécessaires pour effectuer un cycle complet. Certains systemes possedent, pour des valeurs de
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FIGURE 1.8 — Trajectoire d’un systéme dynamique (dit de Lorenz) affichant une trajectoire
chaotique : le cycle limite parcouru est infiniment long, les boucles empruntées étant extréme-
ment proches les unes des autres. Celles-ci semblent ensuite se séparer de maniére imprévisible.
L’image provient de Wikimedia Commons.

parametres de controle bien précis, des cycles de longueur infinie. De tels cycles présentent
localement des boucles infiniment rapprochées, qui semblent ensuite se séparer de maniere
erratique (comme sur la figure 1.8). On dit que de tels systémes présentent des attracteurs
étranges. D’autres scénarios menant au chaos sont possibles : nous n’en avons évoqué qu’un
seul par souci de simplicité. Le lecteur plus intéressé par ces aspects pourra se référer a des
ouvrages de référence & ce sujet [J, 10]. Le chaos atteint par ces différentes routes possede
néanmoins des propriétés robustes, dont une d’entre elles est la sensibilité aux conditions
initiales.

Chaos, sensibilité, et turbulence Revenons a notre probleme de la stabilité du cycle
limite : nous imaginions par la pensée une configuration qui se serait légerement écartée du
cycle limite stable, pour insister particulierement sur le fait que le systéme ramenait naturel-
lement une telle configuration vers le cycle limite. Bien que ce soit toujours le cas ici, cela
pose désormais un important probléme : du fait du rapprochement infini (presque dense) des
boucles de la trajectoire limite, une infime perturbation va nécessairement pousser le systeme
vers une autre portion de 'attracteur, qui s’écarte significativement de la trajectoire non per-
turbée au dela d’'un horizon de prévisibilité. Il est possible de voir cette séparation sur la
figure 1.9.

De nombreux écoulements initialement laminaires font ’objet d’une succession de bifur-
cations (dont certaines d’entre elles sont des bifurcations de Hopf) lorsque le nombre de
Reynolds augmente, les plus connus d’entre eux étant 1’écoulement de Taylor-Couette [17, 18]
et la convection de Rayleigh-Bénard [19], mais il semble que soit également le cas pour 1’écou-
lement de von Kdrmén [20] (nous reviendrons sur ce point dans le chapitre 5 consacré a la
commande en vitesse). Pour ces systémes, I'augmentation du nombre de Reynolds entraine
des bifurcations, les premiéres étant observées aux alentours de Re = 100. Lorsque le nombre
de Reynolds augmente, ces bifurcations se succedent de plus en plus rapidement jusqu’a ce que
I’écoulement devienne pleinement turbulent, qui possede en commun avec les systéemes chao-
tiques cette sensibilité caractéristique aux petites perturbations : si nous prenons initialement
deux écoulements rigoureusement identiques, et que nous modifions, méme tres légerement
I'un des deux a l'instant initial, les deux écoulements résultants évolueront par la suite de
maniere « instantanée » tres différente.

Un tel résultat a des implications fondamentales dans la modélisation et la prédiction de la
turbulence : une simulation numérique d’un écoulement turbulent a condition initiale donnée
sera extrémement différente a priori d’un autre écoulement possédant une autre condition ini-
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FIGURE 1.9 — Sensibilité d’un systéme chaotique (méme attracteur de Lorenz que pour la
figure 1.8) : deuz trajectoires (bleue et orange), initialement trés proches, évoluent pour se
séparer de maniére importante apreés un temps fini. La petite perturbation a fait « sauter » une
des deux trajectoires vers une autre partie du cycle, disjointe de la trajectoire non perturbée.

tiale. Pire encore, un expérimentateur sera incapable de reproduire exactement tout le détail
d’un écoulement turbulent : la précision qu’il peut obtenir sur les conditions expérimentales
ne sera jamais suffisante. De méme, les mesures de champ des vitesses et de pression fournies
par les satellites météorologiques possedent une petite part d’erreur, qui s’amplifiera dans les
prévisions calculées par les ordinateurs. Cette erreur devient importante pour une prédiction
au dela de quatre ou cinq jours, ce qui explique certains désagréments (ou bonnes surprises)
subis par les promeneurs non-avertis. Le chercheur en turbulence s’efforcera quant a lui de
s’affranchir d’une telle variabilité en choisissant soigneusement des observables, quitte a effec-
tuer des moyennes ou des statistiques sur un grand nombre de réalisations, comme nous le
verrons dans la suite de cette introduction.

1.1.3.2 Le probléeme des singularités de la turbulence

Dans toute la partie 1.1.2 précédente, nous avons peu décrit le parametre € décrivant le
taux de dissipation massique des écoulements turbulents. Nous avons d’ailleurs soigneusement
évité de lui donner une définition explicite afin de rester trés général. Il peut tout de méme
paraitre étonnant qu’'une théorie « solide » comme celle de Kolmogorov s’appuie sur ’emploi
d’une grandeur si mystérieuse. Les travaux expérimentaux et numériques donnent pourtant
raison a la théorie de Kolmogorov, qui montrent assez franchement des 1940 une limite finie du
taux de dissipation € (voir [21, 22] pour des vérifications expérimentales plus récentes). Nous
pouvons alors nous demander ce que devient ce taux de dissipation lorsque nous prenons la
limite Re — oo. Une approche naive consiste & partir des équations d’Euler, qui sont une
approximation & v = 0 et f = 0 de ’équation de Navier-Stokes 1.3, et a effectuer le produit
scalaire de celle-ci avec v afin d’exprimer le taux de variation de 1’énergie cinétique :

-1
HvP+ (v -V)v-v = 7Vp-v (1.24)
Nous pouvons mettre a profit une relation d’analyse vectorielle :
1
(V-V)V:§V(V-V)—VX(VXV) (1.25)

afin d’exprimer plus simplement le terme lié a ’advection. L’équation 1.24 se simplifie, notam-
ment grace a l'utilisation & deux reprises de la condition d’incompressibilité (équation 1.4),
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FIGURE 1.10 - Etude de la dissipation normalisée C. = eL/u® pour différents nombres de
Reynolds définis sur l’échelle microscopique de Taylor, Ry =~ v/Re. Celle-ci tend vers une
asymptote C¢ lorsque Ry excéde 400. L’image est extraite de [22].

pour donner :
v|?

VP + V- [(2 —|—p) v} =0 (1.26)

Si nous effectuons une intégrale sur I’ensemble du volume V d’un tel écoulement, satisfaisant
aux conditions de non-pénétration aux bords du volume 0V, nous obtenons par 'application
du théoreme de Green-Ostrogradsksi :

2
/ or|v? dV—i—}{ (M+p> v-dS=0 (1.27)
% oy \ 2

=0

Pour un écoulement parfaitement inviscide, ’énergie cinétique totale de ’écoulement serait
donc conservée. Cette condition est en totale contradiction avec le caractere asymptotique fini,
observé expérimentalement et numériquement (voir figure 1.10), et supposé par Kolmogorov
(c’est d’ailleurs sa troisieme hypothése), des valeurs de € aux grands nombres de Reynolds.
Cette asymptote souligne le caractére symptomatique de la limite v — 0 de I’équation de
Navier-Stokes. Comment réconcilier les points de vue d’Euler et de Navier-Stokes ? Un début
de réponse a été fourni par Lars Onsager [23]. Ce dernier avait compris qu’un champ de
vitesses satisfaisant ’équation d’Euler n’était pas forcément différentiable ! Celui-ci n’est que
de classe OV, respectant une condition dite de Holder-Lipschitz :

5v(p) = [v(x + p) = v(x)| = O(p") (1.28)

Pour a = 1, le champ de vitesse serait donc lipschitzien (et donc dérivable), mais la conclusion
de l'article d’Onsager insiste justement sur le fait que I’énergie cinétique de ’écoulement est
conservée uniquement dans le cas o a > 1/3. La dissipation d’un écoulement dans une limite
de viscosité nulle provient donc nécessairement des « irrégularités » du champ de vitesse. Afin
de déterminer quantitativement le taux de dissipation de I’écoulement, il faut alors envisager
les solutions faibles de I’équation de Navier-Stokes. Dans un tel cas, v ne respecte pas toutes
les conditions de dérivabilité requises par ’équation et il devient nécessaire de voir la vitesse
et ses dérivées comme des distributions v appliquées a des fonctions-test (par définition, de
classe C*°) qui viennent rétablir la régularité dans les équations. Pour une famille de fonctions
test ¢; de parametre [, la dissipation anormale D.(v) s’écrit [21]

e L 2
D*(v)_}g% 4l/vv¢l (|ov]*ov) dv (1.29)
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Dans ce contexte, il est alors délicat de voir les roles respectifs que jouent la dissipation liée
a la viscosité vv - Av et celle liée aux singularités D, (v) dans les équations réelles de Navier-
Stokes. La présence de viscosité va-t-elle assurer la différentiabilité des champs de vitesse
et de pression, ce qui implique D, = 0, ou y a-t-il une possibilité de voir « survenir » des
singularités non différentiables dans un écoulement turbulent réel, dont le terme dissipatif
anormal D, pourrait jouer un réle prédominant dans le taux de dissipation ¢ que propose
Kolmogorov lorsque I’écoulement est pleinement turbulent 7 Quelle serait la forme de telles
structures dissipatives 7 La résolution de cette question encore ouverte fait I’'objet d’un des
sept prix « du millénaire » proposés par la fondation Clay pour les mathématiques.

Dans ce contexte, I’étude des superfluides est particulierement intéressante : ces fluides, qui
peuvent sous certaines conditions s’écouler sans viscosité apparente, présentent aussi une forme
de turbulence appelée turbulence quantique ou turbulence superfluide [25]. Le mécanisme élé-
mentaire permettant la dissipation de ’énergie cinétique d’un superfluide, tres différent de
celui des fluides classiques, pourrait apporter un éclairage nouveau sur les anomalies de dissi-
pation de I’équation de Navier-Stokes. Nous tenterons d’examiner I'influence du changement
des processus élémentaires sur ’écoulement dans notre écoulement de von Kdrmdn dans le
chapitre 7 consacré aux résultats préliminaires de ’expérience SHREK.

1.1.4 L’écoulement de von Karman : un écoulement « classique »

Quoique I’écoulement de von Karman ne possede pas la méme notoriété que les grands
classiques de la mécanique des fluides que sont 1’écoulement de Taylor-Couette ou I’écoulement
de Poiseuille dans un cylindre, la littérature sur le sujet reste foisonnante. Certains argueront
que I’écoulement actuel ne possede plus grand-chose en commun avec le probleme initial posé
par Theodore von Kérman [20], et que I’étendue des problemes ou il a servi de modele a
allegrement dépassé le cadre initial de I’étude de ce dernier. Nous n’effectuerons donc qu'un
bref rappel de ce probléeme initial « historique » pour mieux détailler les développements
récents de l'expérience qui correspondent bien plus a I’écoulement étudié au laboratoire de
Saclay.

1.1.4.1 Le probléeme initial

L’énoncé du probleme formulé par von Karman en 1921 est relativement simple : il s’in-
terroge sur la forme que prend un écoulement régi par les équations de Navier-Stokes sous
I’action de la rotation d’un disque lisse, de rayon R — o0, a une vitesse angulaire 2. T. von
Karman avait compris I'intérét d’une telle géométrie, qui simplifie suffisamment les équations
de Navier-Stokes pour en offrir des solutions exactes. Ce résultat suscite I'intérét de la commu-
nauté scientifique, qui s’efforce sur le plan théorique et numérique de déterminer 'aspect des
solutions d’un tel probleme, et de généraliser ce résultat, tandis que les expériences, disposant
alors de peu de moyens de mesure, semblent s’attacher a trouver un lien entre 1’écoulement
produit par le disque de von Karman et les frottements fluides produits par la rotation de
disques lisses dans des turbomachines a la géométrie confinée [27]. Ce n’est qu’en 1951 que
G.K. Batchelor propose une généralisation théorique de 1’écoulement a deux disques contra-
rotatifs [28], toujours dans la limite des disques infinis (voir figure 1.11). Chacune des turbines
entraine alors en rotation quasi-solide une moitié du fluide, et une couche de cisaillement au
centre permet alors d’assurer la continuité du champ des vitesses. Cette configuration per-
met alors de donner une définition du nombre de Reynolds de ’écoulement, ou la longueur
caractéristique est choisie comme la distance entre les disques.

Ce résultat fait assez rapidement controverse, Stewartson proposant des 1953 [29] une
phénoménologie totalement différente de I’écoulement ol les disques n’entraineraient qu’une
couche limite & leur voisinage, la plus grande partie du fluide étant alors au repos. Toutefois,
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FIGURE 1.11 - La configuration proposée par Batchelor en 1951. Deux disques lisses infinis,
séparés par une distance H, se font face pour entrainer le fluide en rotation.

des doutes sur les résultats existent, au vu du manque de rigueur de I’expérience (voir [5] pour
plus de détails). La controverse sera résolue plus tard, soulignant l'importance du rapport
d’aspect, du différentiel de vitesse de rotation des turbines et du nombre de Reynolds sur
les solutions stationnaires [30, 31]. Ces études soulignent enfin la multiplicité des solutions
obtenues lorsque le nombre de Reynolds dépasse la valeur de ... 55 !

1.1.4.2 L’introduction du forcage inertiel

Intermittence et explosion de activité dans les années 1990 Dans un contexte tout

a fait différent, un groupe d’expérimentateurs et de numériciens menés par Y. Couder a
construit au début des années 1990 un montage constitué de deux disques munis de pales
en contra-rotation, pour un rapport d’aspect de l'ordre de 1'unité [32]!. Cette expérience
effectuée dans l'eau, a un nombre de Reynolds tres élevé — de 'ordre de 80000 — était
en fait calquée sur des simulations du vortex de Taylor-Green dont les études numériques
étaient bien connues du groupe [33]. Les simulations avaient en effet montré 1’existence dans
I’écoulement turbulent de Taylor-Green de structures intermittentes de haute vorticité sous
la forme de filaments, ainsi que de structures dissipatives sous la forme de feuillets, prévues
en tant que structures « agitées » de la théorie de I'intermittence. Afin d’apporter une preuve
expérimentale de I'existence de ces filaments de vorticité, ’équipe a exploité le phénomene de
cavitation, qui fait apparaitre ces derniers sous la forme de lignes concentrant des bulles de
gaz. Cette étude s’est alors prolongée [31, 35, 36, 37] pour s’intéresser ensuite aux fluctuations
de la puissance injectée sous l'effet du changement de forgage des turbines ou du changement
du rapport d’aspect de l'expérience [38, 39, 10, 11], ainsi qu’a l'effet de I'ajout de polymeres
ou de surfactants [3%, 12, 13]. Ce travail s’accompagne au sein du méme laboratoire, mais par
une autre équipe, d’études sur un écoulement similaire dans I’hélium liquide puis superfluide
afin de préciser l'intermittence observée dans I’écoulement et afin de tester la validité des lois
de Kolmogorov dans la géométrie bien particuliere de 'écoulement [14, 45, 46, 47, 48, 49, 50].
Pendant ce temps, un autre laboratoire se passionne pour ’expérience aux deux turbines
contra-rotatives, et étudient les fluctuations de pression au sein de I’écoulement [51], puis les
éventuelles corrections a I’hypothese de Taylor qu’il convient d’appliquer dans les écoulements
tres turbulents [52]. Les chercheurs du laboratoire de 'ENS de Lyon ont ensuite étudié, comme
leurs confreres parisiens, la statistique de puissance injectée dans 'expérience, pour diverses
configurations [53, 54, 55, 50], leur lien avec la théorie des grandes déviations [57] ainsi que les
structures liées a 'intermittence [58, 59, 60]. Ces études finissent par insister sur l'influence
des structures de grande taille dans ’écoulement ainsi que sur 'intérét d’effectuer des mesures
« globales » permettant de bien rendre compte du comportement de I’écoulement aux grandes

1. L’article ne fait pas mention des pales sur les turbines, pourtant présentes selon les dires de MM. Douady
et Brachet.
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échelles [61, 62].

Années 2000 : de nouvelles applications Sous I'impulsion d’une collaboration entre
trois laboratoires (le LPS de 'ENS Paris, le LP de 'ENS Lyon et le SPEC du CEA, tous
trois associés au CNRS) est envisagée la réalisation d’'une expérience de type von Karman
contenant du sodium liquide, afin de reproduire 'effet dynamo qui est a 'origine du champ
magnétique terrestre. Cette collaboration a requis la construction a I’Orme des Merisiers
d’une réplique au format 1 : 2 de I’expérience contenant de ’eau, afin d’étudier les aspects
purement hydrodynamiques de ’expérience, qui a servi de base a ce manuscrit de these. Se
trouve également a ’ENS de Lyon une expérience de von Karman de méme taille que celle de
Saclay, cette fois-ci dans le gallium, qui a précédé 'expérience VKS dans I’étude de I'induction
magnétique dans un écoulement turbulent — et non nocif — (voir par exemple les theses de
Mickael Bourgoin et de Romain Volk liées a cette expérience [63, (1]). L’étude de I’écoulement
dans le sodium a notamment fait partie intégrante de la thése de mes précédesseurs, dans
lordre Louis Marié [5], Florent Ravelet [05] et Romain Monchaux [66], mais aussi celles de
Frangois Pétrélis [(7], de Mickael Bourgoin [(3], de Romain Volk [(4], de Michael Berhanu [68],
de Christophe Gissinger [09], de Gautier Verhille [70], de Basile Gallet [71] et enfin celle de
Sophie Miralles (qui n’est pas encore figée au moment de I’écriture de ces lignes) ! C’est dire
I’effort considérable de recherche qui est fourni par la collaboration, qui a fort heureusement été
récompensé en 2006, apres plusieurs années de travail, lorsque l'effet dynamo stationnaire [72]
puis des renversements et une dynamo chaotique [73, 7] ont pu étre mis en évidence.

Les expériences actuelles de 'ENS de Lyon, qui s’accompagnent d’expériences similaires a
Grenoble et Gottingen portent sur le point de vue Lagrangien de la turbulence dans 1’écou-
lement de von Kérmén, initialement par des méthodes de vélocimétrie Laser Doppler [77],
puis en mettant & profit la puissance de calcul désormais disponible pour effectuer du suivi
de particule (PTV) dans le volume de ’écoulement [76, 77, 78, 79, 80, 21, 82]. Ces expé-
riences se sont d’abord penchées sur I’évolution de la séparation de deux particules proches
au sein de ’écoulement, afin de vérifier expérimentalement les lois de puissance suggérées par
Richardson, Obukhov puis Batchelor [3] pour ensuite raffiner le probleme en considérant des
particules inertielles [31], en changeant de géométrie pour tenter d’obtenir une turbulence plus
homogene [45, 86], ou encore d’étudier I’évolution des formes géométriques (plans, tétraedres,
lignes) dans ’écoulement turbulent, qui a mis en évidence un processus d’alignement entre
les directions principales du champ de cisaillement et de la vorticité, aussi connu sous le doux
nom d’« effet pirouette » [37, 88]. D’autres expériences, numériques et analytiques, se sont
rapprochées du travail expérimental effectué dans notre groupe, en s’intéressant a la nature
méme de la transition & la turbulence dans 1’écoulement de von Kéarmén, [39, 90, 91]. Cette
transition possede des traits fort similaires & ceux observés dans 'expérience de Saclay [07],
qui seront repris dans le chapitre 5 consacré a la commande en vitesse. Enfin, nous ne pou-
vons pas manquer de mentionner le travail d’Alberto de la Torre et de Javier Burguete, a
I'université de Navarre, qui ont reproduit I’expérience VKE de Saclay avec beaucoup de soin,
avec des turbines tres légerement différentes de celles utilisées a Saclay, et qui ont mis & jour
au sein de leur écoulement une bistabilité associée & une dynamique lente [92, 93].

L’expérience de Saclay, nous le verrons, a quant & elle beaucoup travaillé sur la caracté-
risation de la turbulence au sein de I’écoulement de von Karman. Un important travail a été
fourni par mes prédécesseurs, Louis Marié [5], Florent Ravelet [65] et Romain Monchaux [60],
qui se sont efforcés de décrire I’écoulement turbulent dans le cylindre. A linstar de I’équipe
de J. Burguete, leurs résultats indiquent qu’il est possible de décrire une telle turbulence en
termes d’états stationnaires — ou presque stationnaires — caractérisés par des grandeurs
globales moyennes dont le comportement rappelle celui de systémes bien plus simples, 1’écou-
lement turbulent faisant par exemple 1'objet d’une instabilité classique d’Eckhaus [94]. C’est
principalement cet axe d’étude que nous emprunterons dans ce manuscrit : par I'utilisation de
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concepts et d’outils statistiques, nous tenterons de décrire le comportement & grande échelle
de I’écoulement de von Karman.

1.1.5 Conclusion

La turbulence apparait dans de nombreux écoulements naturels, dans ’atmosphere, les
océans ou méme dans les milieux interstellaires, qui fait intervenir un fort mélange des gran-
deurs physiques associées a de tels écoulements. Ce fort mélange peut étre exploité, a des
fins d’homogénéisation de pates ou de liquides, notamment dans I'industrie agro-alimentaire
ou dans les moteurs a explosion, mais celui-ci est aussi souvent vu comme problématique
dans les branches de l'industrie confrontées aux problemes de frottements et de couches li-
mites associées au mélange turbulent, comme le secteur du batiment, de 'automobile ou de
I’aéronautique.

L’imprévisibilité des écoulements turbulents rend leur étude délicate : a la maniere des
systémes chaotiques, ces écoulements sont si sensibles aux petites perturbations (ou au détail
des conditions initiales) qu’il est vain de vouloir reproduire expérimentalement 1’évolution
temporelle d’une expérience (une réalisation) d'un écoulement turbulent. Il en va de méme
pour les prévisions météorologiques, qui se heurtent & un « horizon » au dela duquel les
prévisions calculées sont nécessairement imprécises. L’étude de la turbulence se doit alors de
s’affranchir d’une telle variabilité en décrivant la turbulence par des grandeurs ignorant une
telle variabilité. Nous pouvons d’ailleurs remarquer que les théories décrivant la turbulence
usent et abusent des grandeurs moyennes, statistiques de I’écoulement.

Le nombre important de degrés de liberté mis en jeu rend difficile I’étude complete et
détaillée des écoulements turbulents. Les mesures sur les écoulements turbulents seront au
mieux incompletes, et les simulations numériques ne peuvent modéliser toutes les échelles des
écoulements turbulents sous peine de voir le temps de calcul diverger.

A cet égard, I’écoulement de von Karman semble étre un parfait candidat d’écoulement
turbulent : ce dernier possede un tres grand nombre de Reynolds dans un écoulement compact
et confiné, et I'intensité des fluctuations turbulentes générée est importante. Cet écoulement
a déja prouvé son utilité a de multiples reprises, permettant par exemple I'observation expé-
rimentale de structures intermittentes, ainsi que la génération spontanée d’un effet dynamo
dans le cas d’un écoulement de métal liquide.

1.2 La physique statistique

1.2.1 Pourquoi la physique statistique ?

Est-il possible d’ignorer le tres grand nombre de degrés de liberté microscopiques N d’un
systeme physique afin d’en extraire des grandeurs pertinentes accessibles a I’expérimentateur ?
Ce probléme, volontairement formulé pour ressembler & celui de la turbulence, a été posé aux
physiciens du XIX€ siecle lorsqu’ils se sont attachés a décrire le comportement des gaz a
I’équilibre. La description exacte du probleme était alors simple, supposant un nombre N
immense de particules microscopiques réparties aléatoirement dans une boite cubique, comme
celle de la figure 1.12. Ces particules, se déplagant a une vitesse v, n’interagissent pas entre
elles et rebondissent de maniere parfaitement élastique sur les bords de la boite : cela se
traduit simplement par la conservation de la vitesse tangentielle a la paroi et de ’énergie
cinétique de la particule lors de la collision. Pour une boite macroscopique contentant un gaz
a pression atmosphérique, nous savons aujourd’hui que le nombre de particules est de ’ordre
de Ma = 6.02 10?3, Cela implique donc que pour déterminer, par exemple, la force exercée
F(t) sur chacune des parois, il faille intégrer exactement les Na équations (certes simples) du
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mouvement depuis l'instant initial jusqu’a I'instant ¢ !
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FIGURE 1.12 — Description du probléme posé par la théorie cinétique des gaz : des particules,
supposées quasi-ponctuelles, se déplacent a une vitesse v dans une boite carrée (ou cubique,
ou rectangulaire au besoin). Les collisions entre les particules et les bords de la boite sont
parfaitement élastiques.

Il est alors bien plus astucieux de mettre a profit cette immense quantité de particules
pour effectuer des considérations statistiques sur leur vitesse v, notamment sur l'orientation
et la norme de celle-ci. En effet, méme pour une sous-boite trés petite, éventuellement de
volume mésoscopique d7 de la physique des milieux continus, le nombre de particules est tres
important, dépassant 10'°. Les physiciens de I’époque, A. Kronig, R. Clausius, L. Boltmann et
J. C. Maxwell, ont alors postulé que toutes les sous-boites auront des propriétés statistiques
identiques, bien que les particules de la sous-boite aient des vitesses individuellement tres
différentes. Cette hypothése suppose que les disparités entre boites sur les grandeurs physiques
moyennes — qui peuvent évoluer dans le temps et varier dans ’espace — sont presque nulles,
a cause du tres grand nombre de particules dans lequel ces disparités sont « noyées ». La
généralisation d’une telle hypothese a tous les systemes physiques est a la base de 'ergodicité,
qui est développée dans ’annexe B. Ce sont donc les grandeurs statistiques des sous-boites
de notre systeme, pertinentes a 1’échelle humaine, qui permettent de décrire les grandeurs
thermodynamiques statistiques comme la pression P d’un gaz, sa température T’ ou son énergie
interne U décrivant le comportement des liquides et des gaz. Ce modele de la théorie des gaz
permet alors de retrouver la loi des gaz parfaits :

3
PV = SNaksT (1.30)

ou V est le volume du gaz et kp est la constante de Boltzmann. Cette théorie cinétique —
simpliste — peut étre raffinée en considérant des chocs entre particules, ou bien méme des
interactions entre particules, comme le modele de van der Waals. Dans ces deux derniers
cas, les systemes présentés sont chaotiques dans le sens ou ils sont extrémement sensibles
aux conditions initiales : pourtant, il est possible d’en extraire des grandeurs macroscopiques
moyennes pertinentes, le modele de van der Waals se payant le luxe d’une description unifiée
des liquides et des gaz, prévoyant une transition de phase du premier ordre avec un équilibre
des phases liquide et vapeur pour une gamme de volumes spécifiques donnée. J. D. van der
Waals obtiendra d’ailleurs le prix Nobel pour cette équation.

1.2.2 Les transitions de phase

De son coté, Pierre Curie [95] étudie le comportement magnétique de divers composés
comme le verre, le fer doux, le mercure et le quartz. Ce dernier remarque alors que certains
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matériaux comme le fer doux présentent une aimantation spontanée en deca d’une tempé-
rature 7., qui disparait lorsque le matériau est chauffé au delad de T,. La disparition d’un
tel magnétisme est généralement associée a une transition entre une phase ou les moments
magnétiques atomiques du fer sont alignés, appelée phase ferromagnétique, et une phase ou
les moments magnétiques ne s’alignent plus et sont désordonnés, qui est appelée paramagné-
tique. Cette transition est d’une nature foncierement différente de celle entre le liquide et la
vapeur : Pierre Curie n’observe aucun équilibre entre les deux différentes phases magnétiques,
comme coexisteraient une phase liquide et une phase vapeur pour une température égale a Tj,,.
Cette nouvelle transition, a I’époque considérée simplement comme une transition de phase
du « second ordre » est aujourd’hui vue comme un des points de départ de la théorie des
phénomenes critiques.

A I’époque de Pierre Curie, la théorie cinétique des gaz avait déja été généralisée a l'en-
semble des systémes thermodynamiques grace au travaux de L. Boltzmann, J. C. Maxwell et
surtout de J. W. Gibbs, pour devenir la physique statistique. Un de ses étudiants, Paul Lan-
gevin [96], va alors tenter d’expliquer cette transition en postulant que les atomes composant
le fer possedent des petits moments magnétiques qui peuvent s’aligner selon la direction du
champ magnétique imposé, suivant la distribution statistique formulée par L. Boltzmann, elle-
méme fondée sur la toute jeune physique statistique. Cette approche nouvelle, une fois de plus
fondée sur le tres grand nombre N de moments magnétiques mis en jeu, permet alors a Paul
Langevin de retrouver certains résultats de Pierre Curie, apportant un crédit supplémentaire
a la physique statistique. C’est selon une telle approche microscopique que sera introduit le
modeéle d’Ising, proposé par H. Lenz a son étudiant en these de ’époque afin de préciser la
transition observée a la température T, [97]. Ce modele (voir la figure 1.13) propose de décrire
simplement des moments magnétiques de normes identiques et dirigés selon une direction pré-
férentielle e,, a une température T'. Ces moments sont répartis sur une ligne et n’interagissent
qu’avec leurs voisins les plus proches, et tendent a s’aligner avec ceux-ci : chaque défaut d’ali-
gnement entre deux voisins cotlite une énergie 2.J au systeme. Ce dernier va devoir alors trouver
un compromis entre la maximisation de son entropie (qui tend & désaligner les moments) et
la minimisation de son énergie (qui tend a les aligner). Etonnamment, ce modéle montre ex-
plicitement que la température critique a laquelle les moments magnétiques s’alignent vaut
T. = 0 K lorsque le nombre d’atomes devient infini, interdisant donc les transitions observées
par Pierre Curie. Ce n’est que plus tard que ce paradoxe sera levé, grace aux contributions

de Peierls puis aux calculs exacts de Lars Onsager [9%], qui démontrent lexistence d’une
température de transition 7, non nulle pour un réseau d’atomes a deux dimensions.

2J 2J 2J 2J

ARG

FIGURE 1.13 — Description du modele d’'Ising. Les moments magnétiques des atomes s; = +1
répartis régulierement sur une ligne interagissent avec leurs voisins, a une température T :
chaque non-alignement entre voisins hausse l’énergie totale du systéme d’une quantité 2J.

En général, les modeles décrivant les transitions de phase supposent, comme dans le cas
du fluide de Van der Waals et du modele des spins d’Ising, des interactions & courte portée.
Cela implique généralement que seuls un petit nombre de « voisins » d’une particule, ou d’un
spin donné, ressentent effectivement les changements d’orientation ou de position du spin (ou
de la particule) en question. Nous verrons que ces hypotheses permettent d’assurer certaines
propriétés intuitives rencontrées en thermodynamique, comme 1’additivité. Plus récemment,
des groupes de chercheurs menés par T. Dauxois, J. Barré, D. Mukamel et S. Ruffo [99, ,

| ont levé cette contrainte afin de regarder les comportements physiques des systémes
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possédant des interactions a longue portée. Le chapitre 3, consacré aux transitions de phase,
va expliciter les différents comportements non-intuitifs que présentent de tels systémes par
rapport aux systemes plus traditionnels.

1.2.3 Turbulence et physique statistique hors-équilibre

Le succes de la physique statistique a réduire un probleme possédant un grand nombre de
degrés de libertés a des problemes simples a donc rapidement intéressé les physiciens de la
turbulence. Les ingrédients étant sensiblement identiques, avec un grand nombre de degrés de
liberté, des fluctuations microscopiques importantes et une grande sensibilité aux conditions
initiales, les systemes turbulents ressemblent beaucoup aux modeles de la théorie cinétique des
gaz. Il serait d’ailleurs avantageux de pouvoir oublier les degrés de liberté microscopiques de
I’écoulement pour en déduire des comportements globaux pertinents sur la base d’arguments
statistiques. Ce point de vue se heurte toutefois au point de vue « mécanique » de la turbu-
lence, qui aimerait expliquer les différentes structures spatiales instationnaires observées dans
les écoulements turbulents, ainsi que leur évolution temporelle : tourbillons, couches limites,
bouffées turbulentes [102, , ] paraissent difficiles & décrire d’un point de vue purement
thermodynamique.

Au dela de ces considérations mécaniques, il peut paraitre délicat de dériver une méca-
nique statistique d’un systeéme soumis a priori & des interactions non locales (dues au terme de
pression, p et au terme d’advection) et qui posséde une hiérarchie dans les échelles, qui tombe-
rait donc dans la définition des systémes interagissant a longue portée. De plus, les systemes
turbulents sont, contrairement a un gaz dans une boite ou a un systeme de spins, essentielle-
ment hors-équilibre : sans injection d’énergie, les écoulements turbulents (fermés) a viscosité
non-nulle déclinent jusqu’a 1’état d’équilibre du fluide au repos. Il faut donc a priori effec-
tuer une statistique hors de [’équilibre pour un systeme possédant des interactions a longue
portée pour décrire le cas le plus simple de turbulence, homogene et isotrope, possédant des
propriétés statistiques stationnaires. Les écoulements expérimentaux ne respectent cependant
qu’exceptionnellement tous ces critéres, ceux-ci étant souvent soit inhomogenes (c’est le cas
de notre écoulement), soit instationnaires (c’est le cas des expériences en déclin).

La description statistique des écoulements turbulents doit donc passer tres certainement
par une approche hors-équilibre. Celle-ci, qui trouve ses fondements dans les travaux de R.
Brown, A. Einstein, M. Smoluchowski, M. Planck et A. Fokker, et notamment sur 1’étude du
mouvement Brownien, effectue non plus des moyennes temporelles et spatiales pour obtenir
des grandeurs statistiques, mais suppose des moyennes d’ensemble permettant de décrire un
comportement moyen de tels systemes pour un tres grand nombre de réalisations indépen-
dantes. Un tel formalisme permet alors d’introduire des coordonnées spatiales et temporelles
dans la description de systemes possédant un faible nombre de degrés de liberté, initialement
hors de I'équilibre : une telle description en termes de processus stochastiques, qui seront dé-
taillées dans le chapitre 4, va donner des regles permettant de déterminer la maniere dont le
systeme retourne vers ’équilibre. Dans ce cadre, nous tenterons d’utiliser de tels outils pour
décrire ’évolution des grandeurs macroscopiques globales de 1’écoulement, afin de voir si ce
dernier, qui est continuellement poussé loin de 1’équilibre, possede des grandeurs stationnaires
qui respectent ou violent les principes fondamentaux de la physique statistique a I’équilibre
et hors de I’équilibre thermodynamique.

Il est également possible d’effectuer directement une mécanique statistique hors équilibre
du détail « microscopique » des écoulements turbulents. En effet, R. Robert et J. Somme-
ria [105, 106], puis P.-H. Chavanis [107] ont développé au début des années 1990 une théorie
permettant de décrire 1’évolution d’un champ continu de vorticité w(z, y) dans les écoulements
a deux dimensions, dans la limite de viscosité et de forcage nuls. L’introduction de la méca-
nique statistique vient alors de l'introduction d’une probabilité de réalisation de la vorticité
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locale p(w,x,y) dans la description de la turbulence, plutot que de directement regarder la
quantité w(z,y). Leur théorie s’appuie ensuite sur un principe de maximisation de production
S,,, de Dentropie de mélange S,,, suivant & la fois les conventions utilisées par G.W. Paltridge
sur la production d’entropie hors de I’équilibre, et celles de Shannon pour la définition méme
de l'entropie Sy, :

Sm:/vp(ac,y,w) Inp(z,y, w) (1.31)

Les résultats prédits par de telles théories permettent de prévoir un phénomene bien connu en
turbulence a deux dimensions : la formation de grandes structures, que ce soit en météorologie
(cyclones, tache rouge de Jupiter), dans des expériences en films minces [108, |, dans les
couches de métaux liquides forcés [110] ou en simulation numérique [111]. Cette théorie permet
donc de retrouver des structures cheres aux mécaniciens de la turbulence sur la base d’argu-
ments statistiques. Elle trouve aujourd’hui un écho dans les activités du laboratoire de Saclay,
en collaboration avec 1’école Centrale de Lyon, sur le plan théorique [112, , , ], et
visent a étendre les résultats obtenus pour deux dimensions au cas des écoulements axisymé-
triques, théorie que nous reverrons par la suite. Cette théorie a notamment permis d’expliciter
des états d’équilibre des écoulements turbulents axisymétriques dont la morphologie ressemble
a celle des états stationnaires expérimentaux, et permet donc ainsi de déterminer les valeurs
statistiques de I’écoulement aux grandes échelles, toujours sur la base d’arguments statistiques.

1.3 Conclusion

Peu de problemes de la physique classique résistent autant a ’examen des physiciens que
celui de la turbulence : malgré une formulation explicite, contrainte par les équations de Navier-
Stokes pour les fluides newtoniens, les chercheurs se retrouvent confrontés a des champs de
vitesses imprévisibles et formant des structures a toutes les échelles, sous la forme de nombreux
degrés de liberté. Les propriétés macroscopiques — accessibles aux expérimentateurs — des
écoulements pleinement turbulents sont soigneusement « cachées » dans la simple formulation
de ces équations.

La classe des écoulements de von Karman permet dans ces conditions d’obtenir un écou-
lement a tres haut nombre de Reynolds dans un dispositif expérimental simple et compact.
Celle-ci, née des études portant initialement sur des disques lisses, a vu son intérét grandir as-
sez récemment par 'introduction d’un forgage inertiel, se traduisant par I’apparition de pales
sur les disques. La turbulence stationnaire produite dans le cylindre a plusieurs fois montré son
intérét, permettant I’observation de structures intermittentes, I’étude de la séparation entre
particules et ’alignement de la vorticité avec les directions principales de cisaillement, aussi
appelé « vortex stretching », et dernierement ’observation d’un effet dynamo lorsque le fluide
utilisé est conducteur. C’est cette richesse de 1’écoulement qui nous a motivés a poursuivre
I’étude de I’écoulement de von Karman au sein du laboratoire de Saclay.

Les états stationnaires de 1’écoulement de von Karméan possedent a bien des niveaux des
points communs avec les systéemes thermodynamiques : derriére I’apparent désordre microsco-
pique, les nombreux degrés de liberté, et la grande sensibilité aux petites perturbations, les
grandeurs globales de I’écoulement possedent des propriétés statistiques robustes permettant
d’expliciter des états stationnaires hors équilibre de ’écoulement aux « grandes échelles ». Le
comportement des grandeurs globales de I’écoulement peut étre caractérisé par I'utilisation
d’outils développés dans le domaine des processus stochastiques et des transitions de phase :
I’écoulement dans son ensemble se comporte parfois comme une « boite noire » possédant un
faible nombre de degrés de liberté apparents.

Le chapitre 2 va définir les montages expérimentaux utilisés durant cette these, pour in-
sister sur les symétries fondamentales de 1’écoulement, les principales grandeurs observées et
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le principe physique de la mesure de ces grandeurs. Le chapitre 3 va dans un premier temps
effectuer un rappel des hypotheses a la base de la formulation des ensembles statistiques pour
mettre en lumiere les conséquences d’un éventuel non-respect de ces hypotheses, puis, dans
un deuxieme temps, va détailler le formalisme des transitions de phase via 'exemple de la
transition de phase du modele d’Ising en champ moyen, qui permettra une approche théo-
rique d’une transition observée expérimentalement. Le chapitre 4 nous donnera quant a lui un
apercu des diverses formulations de la mécanique statistique hors de I’équilibre, pour expliciter
ensuite quelques résultats dont nous pouvons tester la validité dans notre écoulement turbu-
lent hors-équilibre. Le chapitre 5 va ensuite décrire les principaux résultats expérimentaux
obtenus en commande en vitesse grace a 'installation (effectuée conjointement avec Eric Her-
bert) de nouveaux instruments de mesure, les couplemétres. Ces résultats, qui s’appuient sur
ceux de Florent Ravelet [(5], de Pierre-Philippe Cortet et d’Eric Herbert [116, |, tentent
de fournir un cadre d’interprétation des régimes observés en exploitant le formalisme et les ré-
sultats de la théorie des transitions de phase et de la mécanique statistique hors de I’équilibre
thermodynamique. Ces derniers s’accompagnent également de résultats préliminaires concer-
nant un entralnement fractal de ’écoulement de von Karman pour étudier 'influence d’une
injection d’énergie a de multiples échelles sur ’écoulement turbulent. Le chapitre 6 viendra
quant & lui compléter les résultats de Florent Ravelet et de Louis Marié [5, (5], pour analyser
le comportement observé de notre écoulement par 'intermédiaire de la PIV stéréoscopique
et des couplemetres, et a la lumiere des résultats fondamentaux concernant 'inéquivalence
d’ensemble. Le chapitre 7 va quant a lui clore ce mémoire par la description des résultats pré-
liminaires des expériences effectuées dans un écoulement de von Karman superfluide, SHREK,
et leur interprétation, une nouvelle fois dans le cadre des transitions de phase.
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CHAPITRE 2

L’EXPERIENCE VK2

Introduction

Les expériences d’écoulements de von Kdrman ne sont pas tout a fait récentes dans le
laboratoire. En effet, ces derniéres ont été développées des 1998 afin d’étudier I’écoulement
hydrodynamique lié a la future construction de l'expérience VKS, pour « von Karméan so-
dium » (désormais & Cadarache). Cette premieére version a été étudiée par Javier Burguete,
avant d’étre confiée a Louis Marié qui s’en est servi pour une grande partie de sa these. Ce
dernier effectuera un grand nombre d’améliorations sur ce qui deviendra l’expérience VKE,
pour « von Karman eau ». Il s’attaqua ensuite, vers la fin de sa these, a la construction d’un
nouveau dispositif permettant une rotation globale de ’ensemble de ’expérience, qui sera ap-
pelé VKR, pour « von Karmén en rotation ». Louis participe aussi a la construction de la
premiere expérience contenant du sodium.

Un nouveau thésard, Florent Ravelet, arrive en 2002, travaille également sur ’expérience
VKS, et planche sur son évolution, VKS2. Lorsqu’il soutient sa these, en 2005, deux nouveaux
arrivants ont déja fait leur apparition : Pantxo Diribarne, ainsi que Romain Monchaux. C’est
ce dernier qui va créer 'expérience aujourd’hui utilisée dans cette these, VK2 : elle est en
effet construite a partir de I'expérience en rotation, VKR, avec beaucoup de modifications, et
certains éléments de ’expérience initiale VKE.

Le montage initial, proposé par Louis Marié, a donc bien évolué, afin de permettre une
plus grande variété de mesures, ainsi qu’une plus grande rigueur au niveau de la construction
mécanique : un systeme d’imagerie a été mis en place (toujours par Romain Monchaux et
Pantxo Diribarne), et des couplemetres ont été installés conjointement avec Eric Herbert
durant le début de cette thése. Enfin, pour rendre & César ce qui lui appartient, nous ne
pouvons pas omettre le travail acharné de Vincent Padilla, qui a usiné, démonté, remonté
(parfois jusqu’a la nausée), modifié et rafistolé I'expérience sans mauvaise volonté aucune
depuis plus de dix ans. Son aide précieuse et son savoir-faire ont fait du montage ce qu’il est
aujourd’hui, et qui fait donc 'objet de ce chapitre.

2.1 Le montage mécanique

Bien que la formulation du probleme de I’écoulement de von Karman soit simple a com-
prendre, le montage expérimental actuel (visible sur la figure 2.1, ainsi que ses plans de concep-
tion, visibles sur la figure 2.2) a requis quelques astuces de conception. Nous allons les détailler
dans cette section.
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FIGURE 2.1 — Photographies de l’expérience VK2. A gauche, détail des deuz cuves contenant
[’écoulement : la turbine du bas, les deux boucliers en cuivre et les deux serpentins servant
au refroidissement sont bien visibles. Nous apercevons le boitier électronique du couplemétre
du haut (bleu) en haut de l’image. A droite, photographie du montage expérimental complet
comprenant le systéme d’imagerie : les deur caméras (tout a gauche, et tout a droite de
limage), photographient la cuve sous deux angles distincts. Les deux chassis, celui des moteurs
(vert et jaune) et celui de l'expérience (microcontréle gris) sont également bien visibles.

2.1.1 Les cuves

2.1.1.1 La cuve cylindrique

La premiere cuve dans laquelle ’écoulement de von Karman est produit était une cuve en
Plexiglas® datant des travaux de these de Romain Monchaux. L’usure liée aux nombreuses
expériences a progressivement rayé cette cuve qui a ensuite été remplacée par une nouvelle,
de dimensions identiques, toujours en Plexiglas®. Toutes deux possédent un rayon interne
R =100 mm, un rayon externe R¢;; = 110 mm et une hauteur A, = 470 mm.

Il est possible, comme pour 'expérience VKE, de mettre la cuve cylindrique sous pression.
Nous avons d’ailleurs récupéré le systeme de mise en pression (manometres et robinets) de
VKE. Rajouter de la pression a historiquement servi a limiter la cavitation des bulles de
gaz dissous; cependant, nous l'utiliserons pour une autre raison : cela permet de limiter
les frottements mécaniques (voir pour cela les problemes de la section 2.1.6). Ce que nous
appellerons « pression » de I'expérience VK2 est alors défini de la maniere suivante :

PVK2 = Pcuve — Latm (21)

Cela correspond a la surpression existant entre I'intérieur de la cuve cylindrique et 'extérieur
de 'expérience.
2.1.1.2 La cuve carrée

Deux cuves carrées ont également existé, de conceptions quasiment identiques. Ces der-
nieres sont de section carrée de coté a;,; = 260 mm et d’épaisseur 10 mm. La premiere d’entre
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FIGURE 2.2 — Plans de l'expérience réalisés par Vincent Padilla sous Solidworks. La vue de
gauche est une vue en coupe en détail de la partie haute, avec, de bas en haut, une turbine (1)
vissée sur son arbre mécanique (2), un bouclier (3) fixé sur ses piliers, la garniture mécanique
(4), un circlips (5) serré sur une gorge de l'arbre, les roulements a contact oblique (6) séparés
par une entretoise (7), les bagues de serrage des roulements (8), puis le couplemétre (9;11)
viss€ a Uautre bout de l'arbre et monté sur une poulie (10). La vue du milieu est une coupe du
montage entier, ot l'on voit la totalité de la cuve cylindrique (12). La troisiéme vue représente
Uexpérience en trois dimensions. Les radiateurs de refroidissement, qui entourent normalement
les piliers, ne sont pas visibles sur ces plans.

elles était fabriquée en Plexiglas®, de hauteur hee, = 420 mm, la seconde étant en Polycar-
bonate et de hauteur A/, = 340 mm, plus petite pour des raisons pratiques lors du montage
et du démontage.

Les cuves carrées encerclent la cuve cylindrique et permettent d’atténuer les distorsions
liées au changement d’indice a 'interface air-cuve cylindrique, et un des coins des cuves carrées
est taillé en biseau a 45° afin de laisser passer la nappe laser permettant de construire le champ
de vitesses (voir section 2.2.2.2).

2.1.2 Les turbines

Il existe un grand nombre de turbines construites pour notre expérience. Le lecteur intéressé
trouvera certainement son bonheur dans la these de Florent Ravelet [65] qui a étudié en détail
leffet du changement de forme des turbines sur ’écoulement de von Karmén. L’ensemble des
expériences de la présente these a été effectué — sauf mention contraire — avec des turbines
légeres en plastique nommées TP87. Ces dernieres ont peu d’inertie, ce qui permet de pratiquer
certaines expériences de commande en couple dans de bonnes conditions [39]. Nous rappelons
les caractéristiques de quelques turbines « usuelles » dans le tableau 2.1. Nous remarquons de
méme que les T P87, a I'instar d’autres turbines, possedent des pales courbes. Cela implique
que les deux sens de rotation des turbines ne sont pas équivalents. Nous avons donc suivi les
conventions utilisées depuis Louis Marié [5] afin de ne pas perdre le lecteur, en notant (+)
le sens de rotation ou les turbines « attaquent » ’eau avec la face convexe des pales, et le
sens (—) celui ou elles entrainent avec la face concave. Le sens (—) demande naturellement
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Nom  Npgies Ri/R o«  hpges/R matiére
TP87 8 0.925 72 0.2 Polycarbonate
TMS87 8 0.925 72 0.2 Acier Inoxydable
TM60 16 0.925 72 0.2 Acier Inoxydable

TF11 3 0925 0 0.2 PTFE
TF14 120 0925 O N.A Duralumin
TMOO0 0 0 0 0 N.A

TABLE 2.1 — Tableau récapitulant les quatre turbines susceptibles d’apparaitre dans le reste de
cette thése. Ry/R représente le rayon de la turbine par rapport a celui de la cuve cylindrique.
a représente la courbure des pales des turbines. Les expériences ont privilégié 'utilisation des
turbines en plastique car elles présentent un moment d’inertie bien plus faible que les autres
turbines. Les turbines TMO60 ont été utilisées comme « étalon » par une grande partie des
thésards et post-doctorants précédents. Les turbines TF11 et TF14 sont respectivement la 167
et 4™ étapes d’une turbine fractale (voir section 5.4). Les TMOO correspondent a l’absence
de turbines, utilisé pour certains tests mécaniques.

FIGURE 2.3 — Convention utilisée pour nommer le sens de rotation des turbines a pales courbes,
avec une T P87 schématisée. Nous pouvons y voir la définition de l’angle o de courbure des
pales, mesuré entre la corde reliant le centre du disque au bord de pale et la tangente a la pale
en bord de disque.

plus de couple a cause de 'effet chistera : dans le référentiel de la turbine, le fluide, qui est
entrainé vers l'extérieur des turbines sous 'effet des forces centrifuges, est aussi accéléré dans
la direction tangentielle & cause du sens de la courbure. L’entralnement en rotation est alors
plus efficace et nécessite plus de couple.

2.1.3 Les moteurs, les variateurs, les commandes

Pour faire tourner les turbines, nous disposons de deux moteurs électriques synchrones sans
balais, Yaskawa Servopack SGMGH, d’une puissance unitaire de 1.8 kW et de couple nominal
11.5 Nm. Ces moteurs sont controlés par des variateurs électriques Yaskawa Servopack SGDH.
Ces derniers fonctionnent par modulation de largeur d’impulsion (MLI, PWM pour Pulse-
width modulation en anglais). Cette technique consiste d’abord a générer des créneaux de
tension a haute fréquence, avec une puissance élevée. Une partie électronique de puissance
va alors moduler la durée d’impulsion 7 (la portion de temps passée a V' # 0 pour chaque
période) de maniére & ce que notre signal « haché » & haute fréquence ressemble au signal désiré
une fois filtré aux basses fréquences. Cette modulation possede ’avantage indéniable de ne pas
dissiper I’énergie dans un éventuel pont diviseur de tension tout en permettant une commande
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assez souple (il est possible d’envoyer pratiquement n’importe quel signal en utilisant la MLI).
Ces moteurs, généralement utilisés dans 'industrie, remplissent ici efficacement leur réle, a
I’exception notable d’une quantité astronomique de bruit électromagnétique qui a autrefois
perturbé jusqu’aux relations avec les chercheurs voisins de notre expérience ... Une plus ample
description du fonctionnement des moteurs électriques est présentée dans 'annexe A de la
these de Louis Marié [5]. Pour remédier & ce probléme, nous avons installé des filtres LC
Schaffner FN5010-8-99 entre le réseau EDF et les variateurs, ce qui a permis d’éviter de
réinjecter une partie du bruit dans le réseau. L utilisation systématique de cables blindés et de
cages de Faraday (notamment l’armoire électrique et les cages en cuivre autour des moteurs)
a permis de réduire significativement le bruit de mesure.

Les variateurs disposent d’un impressionnant nombre de réglages, via des broches dénom-
mées PnXXX. Elles permettent ainsi d’inverser le sens de rotation des moteurs ou méme de
changer de type de commande. En effet, il est possible d’imposer la vitesse des moteurs, le
couple qu’ils transmettent aux turbines ou méme la position de ces derniers, en laissant la
possibilité d’effectuer certaines de ces commandes via une tension analogique (c’est ce que
nous faisons pour les couples) ou par des messages transmis par port série (c’est le cas de la
commande en vitesse). De méme, elles permettent de réguler diverses constantes de temps des
boucles de rétroaction afin d’ajuster la régulation des moteurs.

Le passage de la commande en couple a la commande en vitesse s’effectue par exemple
par la broche Pn000 des moteurs. Pour les expériences de commande en couple, nous avons
de plus modifié le gain Gy, réglable via la broche Pn400, entre la tension continue en entrée
des variateurs et le couple imposé aux turbines C. Sa valeur a été fixée de telle sorte que 1 V
corresponde & 10% du couple nominal. Pour la premiere partie de nos expériences de com-
mande en couple, le couple moyen exercé par les deux moteurs valait 0.122C),4, = 1.40 Nm ;
ce dernier est ensuite passé a 0.146C,,,q,, = 1.68 Nm. La fréquence maximale de rotation des
turbines en commande en couple a de méme été modifiée : le réglage d’usine de cette valeur
— accessible via la broche Pn407 — été relevé de 1000 rpm & 1200 rpm pour la premiere série
de mesures, puis a 1440 rpm pour la seconde, ce qui a permis aux turbines de tourner & une
fréquence maximale de 10 puis 12 Hz.

2.1.4 La transmission

Nous ne nous sommes pas trompés dans le calcul de fréquence de rotation des turbines !
Les moteurs sont en effet reliés a des poulies Binder AT5 possédant 36 dents du coté du
moteur et 72 dents du c6té des turbines. Ce rapport de poulie ne permet pas de tourner aussi
vite qu’avec deux poulies identiques, mais la précision de la régulation en vitesse est alors
deux fois meilleure. De plus, il est possible d’exercer un couple plus grand sur les turbines,
ce qui est indispensable, nous le verrons par la suite, lorsque 1’écoulement se trouve dans les
états bifurqués. La position des moteurs étant sensiblement différente en haut et en bas, la
transmission entre les poulies est assurée par des courroies dentées Brecoflex AT5 de 1100 mm
en bas Synchroflex AT5 de 1230 mm en haut. Ces courroies ont une ame en acier, ce qui
permet une excellente rigidité en fonctionnement. Des galets tendeurs ont été installés avec
I’aide d’Eric Herbert afin d’assurer une tension constante sur toute la longueur des poulies.
Un tensiometre de courroie Binder SM4 a permis de mesurer la tension que nous imposions
a la courroie. Nous avons tenté de garder cette tension de courroie une fois 'appareil rendu a
ses propriétaires.

Les turbines sont quant a elles reliées a leur poulie par un arbre mécanique, initialement de
diametre @50 mm. Pour des raisons mécaniques (voir section 2.1.6), nous avons ensuite réduit

le diametre des arbres a @30 mm, et nous avons utilisé des moyeux adaptateurs permettant
de réutiliser certaines pieces fabriquées pour le plus grand arbre mécanique.
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FIGURE 2.4 — Ezemples de joints assurant une étanchéité dynamique. A g., joint a lévre. (1),
arbre mécanique (tournant); (2), carter (fize); (3), roulement : la bille au centre permet la
rotation de la partie intérieure, la partie extérieure étant fize. (4), joint a lévre en polymere
(fize, frotte sur l'arbre). (5), ressort qui comprime la lévre. (6), fluide confiné. A dr., garniture
mécanique simple : la partie fize (1,2,3) est constituée d’un manchon vissé (1) a Uarbre
mécanique, qui va comprimer un ressort (2) solidaire d’un anneau (3) dont une des faces,
le grain mobile est trés précisément usinée (4 en bas). Cette face vient s’approcher trés prés
du grain fixe (4 en haut) solidaire de la partie fize (5) de la garniture, elle-méme solidaire
du carter immobile. Des joints toriques (6) viennent assurer les étanchéités statiques pour la
partie mobile comme pour la partie fize. Les autres éléments mécaniques sont inchangés.
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2.1.5 Les chassis

La transmission de puissance mécanique via les courroies peut provoquer le tangage du
chassis sur lequel les poulies sont installées. C’est pourquoi I'expérience VK2 utilise deux
« batis » découplés. Le premier supporte les deux moteurs et leurs poulies. Le second chassis,
posé sur une lourde table en marbre, supporte l’expérience et permet de limiter toutes les
vibrations liées a la transmission mécanique. Les deux batis sont entrelacés, mais le manque
de rigidité du premier empéchait une tension constante des courroies. Par conséquent, nous
les avons reliés, de maniere rudimentaire, en utilisant des éponges. Cela a également permis
de notablement diminuer certaines vibrations.

2.1.6 Etanchéité en rotation, boites a roulement

Les tests effectués sur I'expérience de von Karman nécessitent a la fois de permettre la
rotation des turbines (et donc des arbres mécanique qui les entrainent) et d’empécher le fluide
de s’échapper de la cuve cylindrique, qui est fixe, dans laquelle il est confiné. Plusieurs sys-
témes premettent d’assurer une telle étanchéité en rotation [115] : le plus simple d’entre eux
est le joint a levre, ou joint SPI. Ce joint, généralement fabriqué en polymere, est fixé sur la
partie statique de l'expérience. Une levre (quelquefois plusieurs) de ce joint va venir frotter
contre I'arbre, éventuellement comprimée par un ressort (cf. fig. 2.4). On parle alors d’étan-
chéité radiale. Des joints SPI en Viton® ont été utilisés jusqu’au début 2011. Les frottements
engendrés par ces derniers, notamment sur les arbres de diametre @50 mm nous ont convaincu
d’opter dans un premier temps pour des joints & levre en Téflon® fournis par Sephat, bien
plus résistants et frottant moins sur les arbres.

Le remplacement des joints & levre n’étant pas concluant (les frottements persistaient),
il a été décidé de les abandonner en septembre 2011 au profit de garnitures mécaniques Ea-
gleBurgmann HJ977-GN, tout en réduisant le diametre des arbres mécaniques & @30 mm. Les
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FIGURE 2.5 — Radiateur de l'expérience VK2, collé sur le couvercle métallique du haut.

garnitures mécaniques comportent deux surfaces, le grain mobile 1ié a ’arbre en rotation, et
le grain fize 1ié au carter (et donc a la cuve). Ces deux surfaces sont rodées pour réduire leurs
éventuelles aspérités (< 2 um) et atteindre une surface de contact réel importante. Le grain
mobile va alors étre plaqué par un ressort contre le grain fixe, généralement encastré dans le
carter. Les surfaces sont alors tres proches I'une de ’autre, aux alentours de 5 pum. Quand
I’arbre tourne, un mince film de liquide va venir lubrifier I'interstice entre les deux grains : c’est
ce qui va limiter les frottements. Un schéma général de garniture est présenté en figure 2.4.
En outre, notre garniture est dite équilibrée : cela signifie que I'influence de la pression dans
la cuve sur la force de fermeture — qui va plaquer les deux grains 'un contre l'autre — de
la garniture est réduite. C’est donc a notre grande surprise que nous avons constaté que les
garnitures frottaient moins sous une pression de 1,8 bar (recommandée par le constructeur)
qu’a pression atmosphérique (0 bar) (voir section 2.3.3). Les lecteurs avertis peuvent se ré-
férer a la documentation fournie par les techniques de 'ingénieur, ou la these de Christophe
Minet [118, | pour plus de détails sur ’équilibrage des garnitures, et nous ne décrirons pas
les mois de déboires qui ont suivi leur installation. Le carter va ensuite servir a garder 1’arbre
mécanique bien aligné sur son axe de rotation. Pour cela, deux roulements & contact oblique,
serrés au minimum, assurent une bonne rotation tout en éliminant la quasi-totalité du jeu
mécanique.

2.1.7 Les radiateurs

Afin d’assurer une température la plus constante possible, des refroidisseurs ont été ins-
tallés, sous la forme de serpentins de cuivre dans lesquels circulent de I’eau froide. Les refroi-
disseurs sont connectés a un bain de régulation en température, qui a été remplacé en juillet
2012 puis en février 2013 car les résistances chauffantes ne fonctionnaient plus.

2.1.8 L’expérience VKEnergie

Dans le cadre du programme Energie du CEA, le montage initial de VKE a été remis a
neuf par Eric Herbert avec laide toujours précieuse de Vincent Padilla. Ce montage possede
un grand nombre de caractéristiques communes avec le montage VK2 : les cuves carrées et
cylindriques possedent les mémes sections, le méme rapport de poulies, et les expériences
possedent toutes deux des systemes de refroidissement et sont entrainées par des moteurs
Yaskawa.

Il existe toutefois quelques différences de conception. Les arbres d’entrainement possedent
un diametre @20 mm, et nous n’avons pas installé de couplemetres sur ces derniers. L’étan-
chéité est assurée par des joints SPI en Viton. Le refroidissement est effectué avec de I'eau du
robinet qui passe dans un refroidisseur plan ot ont été usinées deux spirales contra-rotatives,
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et ce refroidisseur est d’ailleurs plus proche des turbines : il est placé a la méme cote que les
boucliers en cuivre de VK2. Les moteurs Yaskawa ne fournissent chacun que 400 W de puis-
sance a 1500 tr/mn. Ce systéme ne posseéde dernierement qu’un seul chassis, qui est toutefois
solidaire de la table en marbre contre lequel il est fixé.

2.2 Mesures

Notre expérience comporte deux grands types de mesures : le premier concerne généra-
lement des grandeurs ponctuelles ou globales représentées par des signaux (tensions) analo-
giques : cela concerne les signaux de température et les autres grandeurs globales comme les
vitesses et les couples des turbines. Ce sont ces mesures qui ont été effectuées principalement
lors des deux premieres theses de Louis Marié et de Florent Ravelet [, (65], et que nous com-
pléterons par les mesures fournies par les couplemetres. Le second type recouvre les mesures de
vitesse de fluide dans I’écoulement grace au systeme de vélocimétrie par images de particules
(PIV en anglais), utilisé par Romain Monchaux et ses successeurs [((], et par le systeme de
vélocimétrie laser doppler (LDV ou LDA en anglais), qui a une fois de plus été utilisé par
Louis Marié et Florent Ravelet.

Notre but a été de coupler ces différentes mesures et de les améliorer, afin d’exploiter au
mieux leurs complémentarités. Cela va bien entendu nous donner des informations précieuses
sur les interactions entre fluctuations du champ des vitesses et fluctuations des grandeurs
globales, mais cela apporte aussi son lot de contraintes : il faut en effet que tous les systemes
fonctionnent en méme temps !

2.2.1 Mesures analogiques et régulations

2.2.1.1 Acquisition des données

Carte d’acquisition  Les mesures de température ainsi que celles des couples sont des
tensions électriques. Pour acquérir ces signaux, nous avons utilisé jusque mars 2013 une carte
d’acquisition National Instruments NI-6259 capable d’acquérir 1.25 - 10® échantillons par
seconde sur une seule voie analogique ou 1.0 - 10% échantillons par seconde en effectuant un
balayage sur plusieurs (jusqu'a 32) voies. Cette carte dispose également d’entrées numériques
pour d’éventuels compteurs, mais elles n’ont pas été utilisées. Cette carte comporte enfin deux
sorties permettant la commande des moteurs par une tension analogique.

2.2.1.2 Température

Pour mesurer d’éventuelles variations de température au sein de la cuve cylindrique, trois
sondes platine PT100 sont utilisées, la premiere en haut de I’écoulement (proche de la turbine
du haut), la seconde au centre, et la troisieme en bas de ’écoulement. Ces derniéres sont
de simples résistances de platine, dont la résistivité a le bon gout de varier linéairement
avec la température sur une large gamme, de 0 °C a 100 °C. Cependant, ces derniéres sont
relativement fragiles, et donc bien souvent I'une d’entre elles tombait en panne. De plus, le
premier cablage de ces sondes, utilisant quatre fils par sonde, ne semblait pas fournir des
mesures extrémement précises.

2.2.1.3 Mesures des grandeurs globales : couple et vitesse

Mesures du variateur Les variateurs Yaskawa disposent de diverses sorties nous per-
mettant de mesurer le couple et la vitesse des moteurs. Nous les rappelons rapidement, des
informations plus completes a ce sujet étant disponibles dans les ouvrages de Florent et de
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FIGURE 2.6 — Photographie des deux couplemétres : la partie mécanique (au centre) est vissée
sur sa poulie (en bas). Le boitier électrique (au-dessus, en bleu) ne tourne pas avec le reste du
dispositif et permet de connecter des sorties électriques.

Louis [5, 65]. La premieére consiste & afficher directement sur les variateurs la valeur des vi-
tesses (en rpm) et des couples (en pourcentage du couple nominal) grace aux broches Un000
et Un001, mais elle ne permet aucun enregistrement. La deuxieme, utilisé par Louis, passe
par un mode appelé Data-Trace qui permet de transférer 1000 échantillons de couple ou de
vitesse ... toutes les 15 secondes, via un port série. Cela n’est pas vraiment compatible avec les
expériences que nous voulons mener. La troisieme, utilisée par Florent et ses successeurs, se
sert d’une sortie de diagnostic — extrémement bruitée — qui fournit elle aussi une estimation
des couples, notés i1 et G5 et de la vitesse des moteurs, notée v} et v2,. Ces mesures seront
nommeées mesures variateur pour la suite de ce manuscrit.

Mesures couplemeétres  Afin d’obtenir des mesures plus fiables du couple au plus prés
des turbines, il a été décidé d’installer des couplemetres en rotation Scaime MR12 (cf. fig. 2.6).
Ces capteurs comportent une jauge de contrainte qui n’est autre qu’une piste électrique collée
sur un cylindre solidaire de ’arbre. Sous 'effet du couple moteur, les contraintes mécaniques
vont déformer la piste électrique et ainsi modifier sa résistance, ce qui permet de remonter
aux couples de torsion exercés sur notre arbre, notés C7 et Cs.

Ces couplemetres possedent en outre un dispositif optique couplé a un réflecteur tournant
permettant de mesurer ’angle de rotation des arbres mécaniques. Ce dernier nous fournit une
tension TTL qui génére une période d’un signal créneau de 5 V d’amplitude a chaque fois que
I’arbre tourne de 1°. En comptant a la fois les fronts montants et descendants des créneaux, il
est possible de mesurer des rotations de 30’ d’angle. Il est alors possible de calculer la vitesse
de rotation des turbines en mesurant le temps mis par le couplemetre pour tourner de 30/
d’arc. Ces vitesses seront nommées fi et fo, et sont par définition nécessairement positives.
Cette mesure est plutdt précise mais souffre de deux limitations majeures : 'une provient du
fait que I’échantillonnage des vitesses n’est pas régulier (ce qui nécessite une interpolation) et
Iautre vient du fait que les signaux TTL ne sont pas toujours propres, ce qui crée des faux
fronts positifs et négatifs qui viennent polluer le signal de vitesse avec des valeurs aberrantes.

Ce sont ces deux mesures de vitesse et de couple qui seront appelées mesures couplemetre
dans le restant de 'ouvrage.
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FIGURE 2.7 — Diagramme de Bode du gain |G| du filtre passe-bas Krohn-Hite testé avec ’analy-
seur de spectre du laboratoire : (—), analyse par wobulation, (—), analyse avec bruit en entrée.
Le gain a —3 dB est effectivement observé a f. =5 kHz. (—), asymptote a —160 dB/décade
caractéristique des filtres d’ordre 8.

2.2.1.4 Filtrage

Nous avons vu dans la section 2.1.3 que les variateurs nous fournissaient une source non
négligeable de bruit électromagnétique qui va bien str se traduire par un bruit important sur
nos signaux analogiques, notamment aux hautes fréquences (> 4 kHz). Les premiéres mesures
de couple, effectuées & 1024 Hz sur des entrées non blindées, se sont rapidement avérées polluées
par du bruit subissant un repliement de spectre aux basses fréquences. Par conséquent, nous
avons par la suite effectué nos acquisitions a la plus haute fréquence accessible a la carte
d’acquisition NI 6259 compte tenu du nombre de voies en entrée, soit 90 kHz. Toutes les voies
en entrée, a ’exception des signaux TTL, ont ensuite été filtrées numériquement par un filtre
passe-bas d’ordre 6. Nous avons ensuite rajouté en amont de la carte d’acquisition deux filtres
analogiques actifs Krohn-Hite FMB 3002 a l'architecture Butterworth d’ordre 8, c’est a dire
de gain :

G(w) = |H(jw)| =~ (2.2)

16
1+ ()

avec f. = w./2m = 5 kHz. Ces derniers nous ont permis de filtrer les deux voies du signal
de couple issu des couplemetres. Nous avons vérifié a 1’analyseur de spectre (voir figure 2.7)
que la fonction de transfert réelle de ces filtres correspondait aux spécifications fournies par
le fabricant.

2.2.2 Les mesures de vitesse du fluide

2.2.2.1 Introduction et grandeurs utilisées

Il serait plutdt étonnant de construire une expérience de turbulence sans effectuer de
mesure de vitesse de fluide ! En effet, la définition méme de I’écoulement de von Kérman se
reporte a la description du champ des vitesses dans le repere cylindrique (er, ey, ey),

Ur(r> ®, 2, t)
V(T’ ¢7zvt) = ’UZ(T, 0, Z7t) (23)
U¢(’I", d)a 2, t)
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pour toutes les coordonnées r (rayon), ¢ (azimut) et z (hauteur) & l'intérieur du cylindre et
pour tous les instants ¢. Nous rappelons de plus la définition de la vorticité w :

v, 0
wr(’l“, ¢727t) %81;) - %
W(T’, d),z,t) =V XxXv= w¢(r, gb’z,t) = % — aa% (2.4)

3 =

<8(”)d>) _ 8%)
or Bl
Ces grandeurs locales permettent en outre la construction de grandeurs globales de ’écou-

lement, a savoir le moment cinétique I, la circulation I'" et I’hélicité H. Nous utiliserons les
conventions suivantes :

’LUZ(T, b, 2, t)

I(t) = % /v (res + 26,) x v rdrdzdg (2.5)
_ % /V rug rdrdzdg (2:6)
I(t) = % /V wy drdzdé (2.7)
_ % /v (%12" - ‘?;;f> drdzde (2.8)
H(t) = % /V v (V x v) rdrdzde (2.9)

Il n’existe bien évidemment pas d’expression analytique de v, w, I, I" et H lorsque I’écoulement
devient turbulent.

Approche naive De méme, il n’est pas envisageable d’enregistrer a des instants ¢
suffisamment rapprochés la donnée de v pour des r, ¢, z suffisamment résolus. Tentons par
exemple de décrire intégralement 1’écoulement sur une minute. Nous avons vu dans l'introduc-
tion (chapitre 1) la définition de €, le taux de dissipation massique de ’écoulement, ainsi que
les longueurs et les temps de Kolmogorov associés. Pour une expérience typique dans ’eau, les
moteurs fournissent & eux deux une puissance de 100 W. Par conséquent, si nous supposons
que l’intégralité de cette puissance est dissipée dans I’écoulement turbulent,

Pmot ~ Pmot

= ~ ~20m?-s73 2.10
Myyide — wR%*hp (2:10)

€

Par conséquent, les échelles de temps et de longueur de Kolmogorov valent respectivement :

v\ 1/2 _
= (;) —=23.1074s (2.11)
L3N\ 1/4
n= <6> =15-107°m (2.12)

Ces valeurs sont comparables a celles que nous avons déterminées dans I'introduction, pour un
écoulement a géométrie similaire. Nous devons donc enregistrer le champ de vitesses au moins
tous les 7, pendant une minute et pour tous les petits éléments de volume n3 sur l'intégralité
de V afin de caractériser totalement I’écoulement. Cela représente 3-10° instantanés contenant
chacun 1.5-10'2 vecteurs & trois composantes, ce qui occuperait un exaoctet de données. Pour
ordre de grandeur, cela représente cinq fois la quantité de données amassée par le CERN pour
la détection du boson de Higgs, ou un vingtieme du trafic internet total durant ’année 2010,
ou, de maniere plus pragmatique, un million de disques durs externes actuels.

L’acquisition en elle-méme serait un défi technologique. Il existe en effet plusieurs mé-
thodes de visualisation de I’écoulement dans son ensemble, comme la vélocimétrie par image
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de particules (PIV), que nous utilisons, et la fluorescence induite par laser (LIF). Cepen-
dant, ces techniques de visualisation sont difficilement résolues en temps — cela demande une
grande intensité lumineuse — et en espace — les caméras doivent alors avoir une excellente
résolution, ou un zoom important sur une petite portion de fluide —. Les techniques de visua-
lisation locales, comme la vélocimétrie laser Doppler (LDV) ou les mesures dites de fil chaud,
sont généralement résolues en temps, mais ne permettent pas, comme leur nom l'indique, de
mesurer le champ de vitesses a plusieurs endroits en méme temps. Il faut de plus décrire 1’écou-
lement a trois dimensions, c’est a dire d’examiner les trois composantes de v selon les trois
coordonnées. De telles PIV volumétriques permettant de mesurer 'intégralité de v(r, ¢, z) ont
été développées tres récemment, mais rajoutent des contraintes sur ’homogénéité de 1’éclai-
rage. Enfin, 'ensemencement se devra d’étre effectué par des particules diffusantes de taille
inférieure a [, et de préférence iso-denses afin de suivre correctement le mouvement du fluide,
sans le « filtrer » du fait de leur inertie, et sans aller se concentrer préférentiellement & cause
des effets de pression [31].

Choiz des dispositifs 1l nous a donc fallu faire un choix. L’expérience VK2 possede
donc une PIV stéréoscopique non résolue en temps et non résolue en espace qui cartographie
les trois composantes de I’écoulement dans un plan : le champ de vitesses est dit 3C, 2D.
L’expérience VKEnergie est quant a elle équipée d'une vélocimétrie laser Doppler (LDV)
permettant de décrire de maniere résolue en temps une composante du champ de vitesse (au
choix) en un point donné. Nous allons, dans le reste de cette section, décrire plus précisément
ces systemes d’acquisition.

2.2.2.2 PIV

Généralités  Le principe de la vélocimétrie par image de particules (PIV) est simple.
Il consiste a ensemencer 1’écoulement avec des particules, puis a 1’éclairer de telle maniere
a obtenir un plan lumineux qui passe a travers le fluide. Ce plan lumineux va étre alors
photographié par une caméra a deux instants tres rapprochés. Les particules ensemencées
vont alors apparaitre en tant que pixels lumineux sur un fond sombre sur les deux photos.
En comparant les deux images rapprochées, nous remarquons que l’on peut alors « suivre »
le déplacement des particules. Les particules que nous utilisons mesurent entre 10 et 30 pm
et sont de densité 1.4 : par conséquent, elles ne rendent pas compte de maniere tout a fait
fidele du déplacement des particules fluides. Leur intérét réside dans leur grand coefficient de
diffusion, qui permet d’avoir des particules tres brillantes une fois éclairées par le laser.

Pour quantifier le déplacement des particules, la premiere image va étre divisée en petites
fenétres réguliéres contenant en moyenne une dizaine de particules. Ensuite, ’algorithme va
tenter de retrouver dans la deuxieme image le motif de chaque fenétre de l'image initiale.
Lorsque la superposition est bonne, il suffit de comparer la position du motif dans la deuxieme
image avec sa position dans I'image initiale pour obtenir la vitesse locale — de la boite —
de notre écoulement dans le plan lumineux. Cette boite effectue donc une moyenne locale
sur une taille supérieure a celle de nos particules : le probleme de la taille des particules est
alors oublié. Plus la boite utilisée sera petite, plus I’écoulement sera finement résolu, sans
toutefois (bien entendu) résoudre I’échelle de Kolmogorov 7, ou méme la taille des particules.
L’utilisation de boites plus petites implique néanmoins de rajouter beaucoup de ces dernieres,
et I’écoulement alors tres diffusif perturbera la détection des particules individuelles.

Il est possible d’obtenir la troisieme composante de la vitesse locale du fluide. Pour cela, il
faut filmer le plan lumineux sous deux angles distincts puis examiner les différences entre les
deux champs de vitesses obtenus. Cette stéréoscopie permet alors de retrouver la composante
normale du champ de vitesses. Des informations supplémentaires a ce sujet sont disponibles
dans la these de Romain Monchaux [66].
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FIGURE 2.8 — Montage optique effectué pour lexpérience VK2 (vue du dessus). La nappe laser
va traverser les deux cuves pour illuminer sélectivement les particules se trouvant au centre
du cylindre. Ce sont ces particules qui seront visibles & la caméra. Pour obtenir une image
nette sur toute la nappe laser, il faut respecter la condition de Scheimpflug (voir figure 2.9).
Remarquons derniérement le changement de signe de ey lorsque la nappe traverse le centre O
de I’écoulement.

Laser et caméras Notre systeme de PIV se compose premierement d’un boitier laser
New Wave Research Solo PIV II. Ce dernier contient en fait deux cavités laser néodyme-YAG
(Yttrium-Aluminium-Grenat), chacune étant capable d’atteindre une fréquence de répétition
de 30 Hz pour une puissance nominale de 30 mJ a la longueur d’onde de 532 nm. Des tests ef-
fectués fin 2012 nous ont toutefois indiqué que le laser n’émettait plus que 75% de sa puissance
nominale. Cette limitation en puissance n’est pas vraiment génante pour nos expériences qui
fonctionnent & moins de 33% de la puissance nominale.

Une lentille cylindrique va ensuite transformer ce faisceau en une nappe laser, qui va étre
réfléchie par un miroir avant de traverser la cuve carrée par la petite fenétre a 45°. La nappe
laser passe ensuite par le centre du cylindre (voir figure 2.8) pour illuminer les particules qui
la traversent. La nappe traversant le cylindre de part en part, nous disposons in fine de la
mesure du champ de vitesses a deux azimuts ¢g et ¢g + w. Cela nous procure un avantage
certain en matiere de statistiques, mais nécessite de faire attention au changement de signe
de ey lorsque nous tournons de 7 radians. La composante normale de la vitesse va,im, calculée
par les caméras, ne prend pas en compte ce changement pour le calcul de vy. Par conséquent,
nous avons convenu d’utiliser un rayon r signé (allant de —R & R) et de montrer v,y plutot
que vy lorsque nous montrerons des champs de vitesses issus de la PIV.

Deux caméras Flowsense 2M fournies par DANTEC filment ’écoulement avec un angle
de 90° I'une par rapport a l’autre, et par symétrie filment la nappe laser avec un angle de 45°
chacune et enregistrent les images. Il ne sera donc pas possible, surtout a grande ouverture,
d’obtenir une nappe laser entierement nette, a cause de la profondeur de champ limitée. Pour
obtenir une nappe laser parfaitement nette, il convient alors de pivoter les axes des optiques
des caméras afin de respecter la condition de Scheimpflug (voir fig. 2.9). Les images ainsi
obtenues possedent une définition de 1600x1200 pixels qui sont découpées en fenétres de
32x 32 pixels en général, ou 16x16 pixels quand nous voulons obtenir une meilleure résolution
du champ de vitesses.

Acquisition, post-traitement Le traitement des données est imposé par notre four-
nisseur de systeme PIV : nous utilisons donc Dynamic Studio qui permet d’effectuer des
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FIGURE 2.9 — Illustration de la condition de Scheimpflug. Lorsque le plan-objet (AB1) (chez
nous, la nappe laser) n’est pas paralléle a U'axe optique (SO), il faut veiller a ce que le plan-
image (A'BY), Uaze optique et le plan-objet soient concourants (ici, au point S) pour que toute
limage soit nette.

calibrations pour la PIV stéréoscopique (se référer une fois de plus a la these de Romain Mon-
chaux & ce sujet [(0]), mais aussi d’automatiser en partie ce dernier : il est donc possible de
traiter a la volée plusieurs expériences afin de récupérer les champs de vitesses a trois com-
posantes. Ce logiciel souffre toutefois d’une lenteur excessive et plante parfois, faute d’avoir
anticipé un manque d’espace disque...

C’est principalement la vitesse de l'ordinateur (et des logiciels) qui va limiter la fréquence
d’acquisition des images permettant la PIV. Le systeme actuel permet d’acquérir jusqu’a
60000 images sans trop grogner, mais nous avons rarement dépassé les 10 000 instantanés
pour limiter le temps de dépouillement. La fréquence d’acquisition des champs de vitesses,
fixée a 15 Hz, est bien trop faible pour résoudre correctement 1’évolution temporelle du champ
de vitesses du fluide. Ces « instantanés » ne pourront a priori pas suivre la totalité de la
dynamique de I’écoulement. Une fois les disques durs remplis, il n’est plus possible d’effec-
tuer de traitement, et il devient nécessaire d’utiliser des disques durs externes. Ces derniers
ralentissent fortement le traitement déja long (parfois plus d’une journée) des séries d’images.
Les fichiers issus du dépouillement sont ensuite soumis & un post-traitement effectué sous
MATLARB afin d’en extraire certaines grandeurs caractéristiques.

2.2.2.3 Vélocimétrie laser Doppler

Le montage expérimental construit en 2012 par Eric Herbert utilise comme sur VKE un
systeme de LDV. Cette technique autorise des fréquences d’échantillonnage de la vitesse bien
plus élevées que la PIV. Nous allons en effectuer un bref rappel dans cette section. Il est
intéressant de noter que la vélocimétrie laser Doppler est une technique plus ancienne que la
PIV, qui finalement n’est devenue prépondérante qu’a 'arrivée des caméras numériques !

Principe de fonctionnement Cette mesure repose sur les interférences (voir figure
2.10) : deux faisceaux laser de longueur d’onde A et cohérents sont générés. Ces derniers se
croisent selon un angle § pour former des franges (ici horizontales) d’interférence de pas :

A

P = osin(s/2) (2.13)

Les particules qui franchissent alors les franges d’interférence vont diffuser la lumiere avec une
intensité lumineuse modulée a la fréquence :
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FIGURE 2.10 — Principe de fonctionnement de la vélocimétrie laser Doppler (LDV) : deux
faisceaux cohérents trés légérement décalés en fréquence se coupent dans une zone d’interro-
gation, formant un motif d’interférences. Les particules qui se déplacent dans ce motif a une
vitesse Vpary diffusent alors de la lumiére avec une modulation de fréquence bien particuliere,
qui permet de remonter a la vitesse des particules Vipart .

|Vpart|
p
Cela nous permet de remonter a la valeur absolue de la composante normale aux franges de
la vitesse des particules, Vjart. Si maintenant, nous utilisons des lasers possédant des longueurs
d’onde A et A\ — ¢ tres proches, les franges elles-mémes vont défiler a la vitesse Ve = 2pe. La
fréquence de modulation de la diffusion de lumiere sera alors :

f= (2.14)

_ |Vdeﬁ1 + Vpart|
B
En prenant Vgeq suffisant, nous pouvons nous assurer de lever 'ambiguité sur le signe de
Vpart- Pour un nombre de particules suffisant, il est possible d’obtenir des fréquences d’échan-
tillonnage élevées, dépassant 1/7,, ce qui permet en théorie de reconstruire le spectre des fluc-
tuations de vitesses en fonction du temps. Toutefois, ce systéme ne fournit pas d’échantillons &
des instants réguliers : il faut donc 'interpoler avant d’en regarder le spectre. L’interpolation
la plus courante, le « sample and hold » [120], consiste & transformer le signal en une fonction
constante par parties qui sera elle-méme ré-échantillonnée de maniere réguliere.

f (2.15)

Dispositif Le dispositif de LDV dont nous disposons au sous-sol du laboratoire n’est
pas le systeme utilisé dans les précédentes theses effectuées au sein du laboratoire. Ce der-
nier, neuf, est constitué d’'un boitier laser FlowExplorer fourni par Dantec®, émettant deux
faisceaux espacés de 6 cm qui se croisent & une distance de 300 mm (focale de la LDV). Ce
boitier contient également le photomultiplicateur indispensable pour mesurer I'intensité lumi-
neuse diffusée. Il est possible de tourner le laser afin d’étudier la composante verticale (v,) ou
azimutale (vg) de la vitesse grace a une platine construite par Vincent Padilla. Cette platine
est reliée a une traverse, qui a pour fonction de translater le laser dans deux directions, ce
qui va nous permettre de cartographier I’écoulement. Deux boitiers supplémentaires effectuent
le lien avec l'ordinateur qui commande l’expérience : le premier, le BSA (pour Burst Signal
Analyser), commande directement le laser, tandis que le second, le controleur de traverse,
gere le déplacement du laser. Un logiciel, encore fourni par Dantec® | permet d’effectuer les
acquisitions et de régler un bon nombre de parametres (notamment le mode d’acquisition).

En ensemencant suffisamment 1’écoulement, il est possible d’atteindre des fréquences d’éch-
antillonnage de 5 kHz. Par conséquent, cette technique permet de suivre correctement les
fluctuations rapides de ’écoulement turbulent instantané. Cependant, les fichiers générés de-
viennent alors fastidieux a traiter sous MATLAB.
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Fluide Heyiq, 4K Hg SF¢ (15 bar) Eau, 50°C Na, 100°C Eau, 30°C
v (mm%s~!)  0.026 0.092 0.15 0.55 0.73 0.80
Re (1Hz) 24-105 6.8-10° 4.17-10° 1.14-10°  8.6-10% 7.8-10%

Fluide Eau Eau, 10°C  Hege,  Eau, 0°C Air Glycérol
v (mm%s™)  1.00 1.31 1.49 1.79 16.0 951
Re (1Hz) 6.6-10* 4.8-10* 4.2-10* 3.5-10* 3.9-10° 6.6-10!

TABLE 2.2 — Tableau décrivant la viscosité cinématique de certains fluides, a 20° C' sauf men-
tion contraire. Les nombres de Reynolds atteints dans ’expérience pour une fréquence de ro-
tation des turbines de 1 Hz sont aussi consignés. Pour un extrait plus complet sur la viscosité
des mélanges eau-glycérol, se reporter a la thése de Florent Ravelet [0)].

2.3 Quelles grandeurs pour décrire 1’écoulement 7

2.3.1 Nombre de Reynolds

Nous avons vu dans l'introduction générale de cette these la définition du nombre de
Reynolds. Afin de Dappliquer & 1’écoulement de von Karmdn, il nous faut déterminer une
longueur caractéristique de 1’écoulement : c’est une longueur suivant laquelle la vitesse du
fluide va varier significativement, généralement prise comme une longueur « intégrale » de
I’écoulement. De méme, il nous faut une vitesse caractéristique d’écoulement. Nous avons donc
choisi d’utiliser comme définition du Re dans notre écoulement :

leve  RX2mRf
v v ’

Re =

(2.16)

ot nous avons défini ici la fréquence de rotation caractéristique f = 0.5(f1 + f2) des turbines.
Nous voyons que la viscosité cinématique v joue ici un roéle crucial si nous voulons atteindre
des Re élevés et effectuer des expériences dans le régime de turbulence pleinement développée.
La table 2.2 indique la viscosité cinématique v de plusieurs fluides et les nombres de Reynolds
qui seraient atteints dans notre expérience avec de tels fluides. Nous voyons ici que l'eau
permet d’atteindre sans trop de difficultés expérimentales un Re tres élevé, jusqu’a 1.0 106.
Seuls quelques fluides permettent d’atteindre des valeurs plus élevées de cette grandeur :

— T’hélium liquide (voire superfluide) autorise des Re extrémement élevés, mais nécessite
une réfrigération gigantesque pour absorber la chaleur produite. Il est utilisé dans
SHREK.

— le mercure permet également d’atteindre des Re plus élevés, mais il est toxique et tres
dense. Cela provoquerait en outre des problemes de pression dans la cuve.

— T’hexafluorure de soufre SFg n’est pas toxique autorise des nombres de Reynolds tres
élevés ... mais sous une pression également tres élevée. Il est utilisé notamment dans
les expériences au Max Planck Institute de Gottingen [121].

— le sodium liquide est utilisé dans VKS mais requiert d’importantes précautions a cause
de sa réactivité.

Il est également possible, pour des écoulements turbulents, de définir un nombre de Rey-

nolds microscopique, basé sur I’échelle microscopique de Taylor £ selon une direction e; de
I'"écoulement (généralement, la direction ol v; est la plus importante) :

U2

2 rms
£ = @0n (2.17)
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FIGURE 2.11 — Symétries de l’écoulement de von Kdrmdan. A gauche, ’expérience « initiale »
munie de disques lisses. Rien ne nous permet de distinguer ’expérience tournée d’un angle ¢
de loriginale, pour tout angle ¢ de rotation. Cela n’est plus rigoureusement vrai dans le cas
ot les turbines sont munies de pales (a droite) : dans ce cas, seul un ensemble fini d’angles
{¢,2¢, ...} laissent Uexpérience inchangée.

(nous n’avons pas sommé sur les indices répétés j). La valeur de vyys est tout simplement
Pécart-type de |v|. L’expression du nombre de Reynolds microscopique R est alors :

Ry = Vrmst (2.18)

14

Ce nouveau nombre de Reynolds permet de mieux saisir I'intensité des fluctuations du champ
de vitesse, qui est plus intimement liée a la turbulence que la simple donnée de la vitesse
typique et de I’échelle intégrale. Toutefois, a haut nombre de Reynolds, les valeurs de Re et
de R sont généralement liées par la relation Ry ~ Rel/2.

2.3.2 Symétries

L’expérience de von Karméan possede un avantage indéniable sur d’autres expériences de
turbulence : ses symétries. Les symétries permettent en général de simplifier grandement les
équations physiques en annulant certaines contributions dont nous voulons éventuellement
nous débarrasser.

2.3.2.1 Axisymétrie

Définition et validité Nous pouvons voir que ’expérience « initiale » de von Karméan
— munie de disques lisses — est dite azisymétrique. Il n’est en effet pas possible de distinguer
deux expériences construites identiques, mais dont 'une d’entre elles aurait été pivotée d’un
angle ¢ par rapport a ’axe porté par e, (voir figure 2.11). On dit que la rotation d’angle ¢
laisse l’expérience invariante. Les grandeurs statistiques de 1’écoulement ne peuvent alors pas
dépendre de cet azimut . Il est alors possible de décrire ’ensemble des grandeurs statistiques
de I’écoulement (3D) uniquement en ’'observant pour un ¢ particulier.

Nos turbines sont toutefois munies de pales : par conséquent, seules des rotations d’angles
bien précis — correspondant a l’angle entre les pales : ¢, 2, ... — vont laisser ’expérience
invariante. L’expérience n’est donc plus rigoureusement axisymétrique. Nous supposerons ce-
pendant que les fluctuations azimutales des grandeurs statistiques sont tres faibles une fois les
turbines en rotation.

Répercussions sur les grandeurs de PIV ~ Nous avons déja vu que le champ de vitesses
fourni par la PIV ne nous donne les informations que sur un seul plan méridien, ce qui
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correspond a un champ de vitesses v & un azimut ¢g fixé. L’hypothése d’axisymétrie va nous
permettre d’oublier cette limitation : puisque I’écoulement produit par les turbines en rotation
ne dépend plus de ¢, notre description a un seul ¢ = ¢q suffit a décrire tout I’écoulement. Les
grandeurs comme [ et I' s’en trouveront simplifiées, et nous simplifierons volontairement celle

de H :

2

I= % rvg rdrdz (2.19)
27

= v wy drdz (2.20)
27

H= v vgwy Tdrdz (2.21)

2.3.2.2 R, symétrie

Définition  Comme nous ’avons vu dans la section 2.1, le montage est constitué de
deux turbines identiques se faisant face dans une enceinte cylindrique fermée. Lorsque les
turbines sont a 'arrét, il est possible de trouver un axe horizontal, passant par le centre de
I'expérience, tel qu'une rotation de 7 radians autour de celui-ci (un retournement) laisse 1’ex-
périence invariante. C’est ce qu’on appelle la R, symétrie (voir illustration 2.11). Lorsque
les turbines tournent, ’opération revient a échanger les fréquences de rotation f; et fo : par
conséquent, si les turbines tournent a la méme vitesse, I’expérience reste R symétrique. Nous
pouvons voir d’ailleurs que les grandeurs globales de PIV possedent des propriétés remar-
quables par rapport a la R, symétrie :

Ra(l) = I (2.22)
Ra(T) = -T (2.23)
Ra(H)=H (2.24)

Pour des expériences R, symétriques, on a donc I = I' = 0, mais une hélicité non nulle
peut exister.

Distance a la R, symétrie 1l est intéressant de caractériser précisément la distance
a la R, symétrie : selon nos définitions, une expérience de commande en vitesse a (f1, f2) =
(3 Hz, 5 Hz) posseéde le méme nombre de Reynolds quune expérience a (2 Hz, 6 Hz). La
deuxieme expérience est toutefois plus asymétrique que la premiere. La littérature s’est bien
entendu attaquée a caractériser cette distance a I’écoulement parfaitement symétrique f; = fo,
plusieurs définitions étant utilisées :

1. La plus simple est fournie par C. Nore et al. [39]. Elle utilise f et le rapport s = f1/ fa.
Ce parametre s a le désavantage de posséder une symétrie s — 1/s, peu commode,
lorsqu’on échange f1 et fs. De plus, il tend vers 'infini quand f — 0.

2. R. Labbé et J.-F. Pinton [53], comme L. Marié¢ dans sa these, transforment (f1, f2) en
coordonnées polaires : (f, 1) avec

f=1/05(f2+ 3) (2:25)
tan(d) = jzl (2.26)
2

Ce systeme de coordonnées se transforme de maniere particuliere par R, symétrie : ¢
devient 7 — 4 et f reste identique. Pour une expérience parfaitement symétrique, on
a donc ¥ = 7, ce qui, en plus d’étre lourd a utiliser au quotidien, semble relativement
contre-intuitif.
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3. Plus récemment, le groupe de Saclay a décidé d’utiliser deux parametres simples : f
déja défini précédemment, et 6, défini par :

_h-f
Ji+ fa
L’application de la R, symétrie a (f,f) nous donne trés simplement (f, —6). Cette

notation est particulierement intéressante dans notre cas ot nous n’étudions jamais le
cas co-rotatif. En effet, pour ces derniers, 6 peut alors tendre vers l'infini.

0

(2.27)

Le parametre 6 vient décrire avantageusement la distance a la R, symétrie dans notre
expérience, lorsque nous imposons la fréquence de rotation des turbines. Il est relativement
trivial de définir un parametre identique dans le cadre de la commande en couple, ou le couple
(C1,C3) est pertinent : nous définirons alors les deux grandeurs suivantes :

1
C= 3 (C1+ Cy) (2.28)
Cr — Cqy
=_—— "< 2.29

afin de caractériser la distance a la symétrie. Nous verrons cependant que la mesure et I'impo-
sition de ces parametres C' et v est moins évidente a mettre en place a cause des frottements
parasites de I’expérience.

2.3.3 Calibrations

Le but de notre expérience est double : pour la commande en vitesse, il nous faut connaitre
le couple exercé par le fluide sur les turbines, mesuré par les couplemetres et les moteurs.
Pour la commande en couple, il faut nous assurer que le couple commandé par la consigne
est effectivement transmis au systeme. Si ce n’est pas le cas, il faut alors savoir quel est
I’écart entre la consigne et la valeur réellement imposée, ce qui revient au final & la méme
chose qu’en commande en vitesse. Or, nous avons vu dans la section 2.1.6 que les montages
assurant ’étanchéité de l'expérience apportaient malheureusement leur lot de frottements.
La mesure de couples est donc nécessairement entachée d’erreurs. Il est alors nécessaire de
retirer la contribution de ces frottements avant d’aller plus loin dans ’examen des couples.
Deux méthodes existent pour déterminer la contribution des frottements dans le couple total
mesuré. La premiere implique d’effectuer des expériences sans turbine. Le couple exercé par le
fluide sur 'arbre tournant est alors négligeable devant les frottements. Cette technique permet
en outre de vérifier facilement le bon fonctionnement mécanique de I'expérience : pour toute
fréquence de rotation, les frottements sont a priori similaires. Cela est bien vérifié dans la
figure 2.12, mais uniquement pour la garniture du bas, qui était la seule bien réglée a ’époque
de la mesure.

La deuxieme technique, plus souvent employée, consiste a faire tourner les turbines a un
0 fixé pour différentes fréquences de rotation. Ces fréquences s’échelonnent généralement de
1 Hz a 12 Hz, les couples des expériences a plus basse fréquence de rotation étant notoirement
peu fiables. Nous pouvons alors voir que les couples s’alignent plutdt bien selon une courbe
quadratique du type C' = a1 f? + as. Le parametre ay représente alors le prolongement en
f = 0 de notre ajustement, qui n’est autre que le frottement parasite qui vient entacher notre
mesure.

Le probleme ne s’arréte pas la. En effet, il est tout a fait illusoire de croire que ces frot-
tements sont reproductibles : une tres large dispersion est en effet observée au niveau des
frottements statiques. Nous n’avons pas tenté de déterminer trop précisément les causes d’un
tel frottement, le domaine relevant ici d’'un certain masochisme... comme le montre la fi-
gure 2.13, ou des tests ont révélé que la pression avait une influence considérable sur la valeur
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FIGURE 2.12 — Les deux méthodes utilisées pour calibrer l'expérience afin de déterminer les
frottements statiques. Les couples de la turbine basse (#) et de la turbine haute (#) sont
représentés, les barres d’erreur représentant les écarts-types des couples en question. A gauche,
calibration avec turbines : les fréquences du sens (+) sont notées positives et celles du sens
(—) sont notées négatives. Pour chaque sens de rotation, nous effectuons des expériences a
une valeur de 0 fizée, pour plusieurs fréquences f de rotation des turbines. Nous ajustons
ensuite les valeurs du couple selon une loi quadratique en f. Le prolongement ¢ f = 0 de
cet ajustement donne la valeur des frottements statiques. A droite, calibration effectuée sans
turbine. Dans ces conditions, la rotation des arbres devrait avoir une influence quasi-nulle sur
les couples. Nous vérifions alors que le couple est quasi-constant au niveau de la turbine du
haut (garniture bien réglée).
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FIGURE 2.13 - Evolution des couples statiques bas (¢) et haut (A) durant Uannée 2012 et le
début de l'année 2013. La décision d’effectuer des calibrations journaliéres a été prise durant
le mois de juin 2012.

des frottements statiques (voir la série verticale de points de la figure 2.13 pour des expé-
riences effectuées le méme jour & des pressions différentes!). Nous considérerons cependant
qu'une calibration par jour — effectuées depuis juin 2012 — suffit a éliminer correctement
les frottements statiques de I'expérience quand les autres conditions expérimentales restaient
constantes.

Notre parti pris pour les calibrations est d’effectuer ces derniéres dans les conditions qui
requierent le plus de couple, afin de minimiser 'effet lié aux frottements. Comme nous le
verrons dans le chapitre 5 consacré a la commande en vitesse, cela implique d’effectuer les
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Grandeur R p f C v
Décomposition L M.L™3 T—' M.L2T-? L2771

TABLE 2.8 — Les différentes grandeurs a notre disposition, et leur décomposition sur les gran-
deurs physiques de base du systéme international : ici, L représente les longueurs, M la masse
et T le temps.

calibrations avec un écoulement bifurqué, qui sont alors essentiellement non-symétriques. Il
est possible que cela induise une légere asymétrie dans les divers tracés de la suite de ce
manuscrit.

2.3.3.1 Couples adimensionnés K,

Maintenant que nous nous sommes chargés d’éliminer les couples parasites venant pertur-
ber la mesure de la contribution de la turbulence au couple total, il va étre possible de définir
de nouvelles grandeurs sans dimension. En effet, il nous est difficile de comparer, par exemple,
les valeurs de couple pour deux fluides aux masses volumiques différentes p; # po. L’analyse
dimensionnelle va alors nous guider pour définir des vitesses et des couples sans dimension qui
nous permettront de comparer les résultats d’expériences pratiquées avec des fluides différents.
La table 2.3 recense la liste des grandeurs a notre disposition pour cet exercice.

Commande en vitesse En commande en vitesse, il s’agit donc de créer, a partir de
fs R, v et p, un couple caractéristique de 1’écoulement :

Cearac = RP! (27Tf)p2 pp3 e (230)
M.L2. T2 — [p1=3p3+2pa yp3 T—P2=p4, (2.31)

Il faut donc résoudre trois équations a quatre inconnues. Cependant, nous avons déja construit
une grandeur sans dimension qui relie v a R et f, le nombre de Reynolds, pour caractériser
les écoulements de von Kérmén. Pour tout couple caractéristique Cearac, Cearac/Re® est donc
un autre couple caractéristique tout aussi justifié du point de vue de I'analyse dimensionnelle.
Des arguments plus physiques nous conforteront dans notre décision de supposer py = 0 afin
d’éliminer v de la définition de Cgarac, ce qui nous donne :

Cearac = pR?(27f)?, (2.32)

ce qui nous permet de définir un couple sans dimension, K, défini comme le rapport du couple
mesuré C' et du couple caractéristique Cearac. Il nous permet en outre de définir deux nouvelles
quantités, que nous rappelons a titre d’exhaustivité, étant largement utilisés dans les theses
précédentes [, (5] : AK,, liée a la distance a la symétrie, et XK, la version symétrique des
couples adimensionnés :

AK,=K,1 —Kp» (2.33)
EKP = KPJ + Kp,g (234)

Commande en couple En commande en couple, nous pouvons de méme définir une
fréquence caractéristique a partir de C, p et R, en éliminant a nouveau v :

1 C
carac — 2.
J 2 \/ pR> (2.35)

Cette fréquence nous permet de définir les fréquences adimensionnées f,. En outre, il faut en
toute rigueur utiliser fcarac pour définir le nombre de Reynolds en commande en couple, noté
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~ 1 /C
= 9.
Re o\ R (2.36)

Ce nombre vaut 1.3 10° lorsqu’on demande 10% du couple nominal dans 'eau. Cette va-
leur correspond plutét a des écoulements bifurqués qu’a des écoulements symétriques, ou la
fréquence de rotation des turbines est bien plus élevée que fearac-

2.4 Conclusion

Nous avons décrit, au cours de ce chapitre, le montage expérimental VK2 — principal
montage utilisé —, ainsi que le montage VK—Energie. Ces deux expériences similaires, ont
pour base commune :

— Un écoulement qui est produit par la rotation de deux turbines munies de pales dans

un cylindre rempli d’eau.

— Des mesures de couple et de vitesse, fournies par les moteurs (et éventuellement les
couplemetres) entrainant les turbines.

— Des moteurs permettant indépendamment d’imposer le couple transmis aux turbines
ou la fréquence de rotation des turbines.

— Un écoulement toujours considéré en moyenne axisymétrique, et, a vitesses des turbines
identiques, R, symétrique.

— Une distance a la R, symétrie, notée  en commande en vitesse et v en commande en
couple.

— Une caractérisation non ambigiie des écoulements grace a ce parametre d’asymétrie et
a plusieurs nombres sans dimension, Re, le nombre de Reynolds et les couples ou les
vitesses adimensionnés K, et f, selon le type de commande choisi.

La principale différence entre les deux expériences provient des techniques optiques qu’elles
emploient pour étudier plus précisément 1’écoulement.

— L’expérience VK—Energie dispose d’une vélocimétrie Laser Doppler, permettant d’aller
explorer de maniere résolue en temps la vitesse en un point de I’écoulement. L’échan-
tillonnage effectué est néanmoins irrégulier.

— L’expérience VK2 possede une PIV stéréoscopique, permettant de cartographier les
trois composantes de I’écoulement instantané sur un plan, sans pouvoir examiner les
fluctuations instantanées de la vitesse. Elle possede en outre des couplemetres qui
permettent une étude plus précise du couple exercé par le fluide sur les turbines.
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CHAPITRE 3

TRANSITIONS DE PHASE

Avant-propos

Nous allons ici illustrer ici quelques résultats de la thermodynamique liés aux transitions de
phase. Nous avons montré, dans l'introduction (chapitre 1), qu’il existait certaines similitudes
intéressantes entre les systéemes a ’équilibre thermodynamique et les écoulements turbulents,
comme les concepts de degrés de liberté ou 1'émergence de propriétés statistiques. Nous al-
lons donc expliciter dans ce chapitre la dérivation des ensembles statistiques, ainsi que les
hypotheses sous-jacentes d’une telle dérivation, ce qui nous permettra de discuter les effets
de leur éventuelle violation. Nous décrirons ensuite en détail une transition critique, celle du
modeéle d’Ising, afin de nous familiariser avec les notations employées dans le domaine des
transitions de phase. Les principaux résultats de ce chapitre seront ensuite confrontés aux
données expérimentales dans les chapitres 5 et 6 consacrés aux commandes en couple et en
vitesse.

3.1 Introduction aux ensembles statistiques

3.1.1 L’exemple des spheres dures

Considérerons une boite remplie d'un tres grand nombre N ~ N4 =~ 10?3 de particules
sphériques de rayon d/2 non nul et de masse m qui interagissent entre elles uniquement
via un potentiel de sphéres dures : les particules ne peuvent pas s’interpénétrer : elles vont
s’entrechoquer selon un processus élastique, sans perte d’énergie. Les particules peuvent de
méme percuter les parois — parfaitement réfléchissantes — de la boite sans perdre d’énergie
cinétique. Cette boite est isolée du monde extérieur : aucun transfert d’énergie ou de particules
n’est permis.

Le systeme est décrit par un Hamiltonien noté H, invariant par translation dans le temps, et
qui va nous permettre de calculer I’énergie du systeme, qui est la somme de deux contributions,
I'une cinétique, 'autre potentielle :

N o N i
H= D To 4> Y Vig—x) (3.1)
1=1

i=1 j=1

le potentiel V' est considéré comme infini pour |x; — x;| < d, qui vient rappeler la condition
de non pénétration des spheres.

Que veut-on savoir sur ce genre de systeme ? Une approche naive voudrait que I'on résolve
toutes les équations du mouvement pour chaque particule. Cela n’est pas envisageable compte
tenu de leur nombre N tres important. Nous pouvons nous convaincre que cette résolution
n’aurait d’ailleurs que peu d’intérét : ce systeme est chaotique, et comme nous ’avons vu dans
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FIGURE 8.1 — Illustration du probléme des spheres dures.

dans l'introduction de ce mémoire, 'imprécision que nous aurions sur les observables d’un tel
systeme gréverait rapidement la précision de nos prédictions. Ce point de vue microscopique
échappe donc naturellement a notre compréhension.

Ce n’est d’ailleurs généralement pas ce genre d’information qui nous intéresse : les gran-
deurs physiques qui nous sont généralement accessibles font intervenir un nombre n élevé lui
aussi de particules, que celles-ci soient intensives comme la température 7" ou la pression P,
ou extensives comme le volume V. Ces grandeurs sont donc la somme d’un grand nombre
de contributions, chacune tres difficile a prévoir et tres fluctuante. Pourtant, nous allons voir
qu’un traitement statistique peut nous permettre d’oublier ces fluctuations afin d’extraire des
valeurs utiles, macroscopiques de notre systeme.

3.1.2 Premiere hypothese et ensemble microcanonique

Etudions le probléeme de notre boite sous un angle différent : au lieu de vouloir déterminer
toutes les configurations atteintes au cours du temps dans notre boite a partir de conditions
initiales, nous pouvons oublier les conditions initiales et nous demander quelle est la probabilité
que le systeme se trouve dans un micro-état donné qui possede une énergie U. Ces micro-états
sont tout simplement la donnée des vitesses et des positions de toutes les particules :

CU) =A{(p1,x1);---, (Pi,Xi), - -, (PN, XN) } (3.2)
Y pi2
- ; 2m

Connaissant cette probabilité pour I’ensemble des micro-états, nous pourrons alors effectuer
des statistiques sur notre boite. L’ensemble statistique des micro-états sur lesquels nous allons
dériver toutes nos grandeurs macroscopiques est appelé ensemble microcanonique.

Le second principe de la thermodynamique va venir préciser la probabilité de chacun des
micro-états : ce dernier indique tres simplement que notre systeme a l’équilibre se trouve avec
une probabilité identique dans chacun des micro-états qui lui sont accessibles. Cette hypothese,
formulée par Ludwig Boltzmann dans les années 1870 [122], indique donc que tous les €2 micro-
états d’énergie U sont considérés comme équivalents, et le systeme se trouve donc avec une
probabilité :

(3.3)

p(CU)) =pU) = 57 (3.4)
dans chacun d’entre eux. Il est alors possible de définir une entropie statistique notée :

S = kpInQ (3.5)
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avec kg la constante de Boltzmann. L’entropie S peut étre vue comme une estimation de la
taille de €2 : le systéme étant avec une probabilité identique dans chacun des micro-états, la
taille de 2 vient donc nous dire a quel point nous connaissons « mal » notre systeme en fixant
uniquement son énergie U. Nous pouvons en outre remarquer que cette définition ne dépend
absolument pas du type de systeme considéré. Par conséquent, nous considérerons dans la
suite un systeme thermodynamique tres général, dans 1’ensemble microcanonique, dont les
configurations C ne dépendent de que I’énergie interne U de celui-ci.

3.1.3 La température

Nous pouvons nous étonner qu’aucune température n’intervienne directement dans nos
équations lors de I’étude de notre systeéme isolé : en effet, I’ensemble microcanonique ne les
spécifie pas directement. Nous pouvons toutefois définir une température pour un tel ensemble :

1 oS
= =— (3.6)
T 0oU
Par conséquent, si nous créons beaucoup d’entropie S (donc, un grand nombre de micro-états
supplémentaires) en augmentant faiblement U, alors la température T est faible.

3.1.4 L’ensemble canonique

Divisons maintenant notre systeme a ’équilibre thermodynamique en deux sous-parties A
et B séparées par une paroi qui empéche les transferts de particules et d’énergie. Nous avons
ainsi divisé notre systéme en deux sous-systemes indépendants, vérifiant :

U=Usr+Up (3.7)
QU) = Qa(Ua) x Qp(Us) (3.8)

avec Ua, Up, Qa, Qp fixés. Nous pouvons alors voir que l'entropie S d’un tel systeme est la
somme de l’entropie des deux sous-parties S4 et Sp. L’entropie est donc bien extensive. Si
maintenant nous autorisons a travers notre paroi des éventuels transferts d’énergie, mais pas
de particules, il parait normal que les équations 3.7 et 3.8 restent vraies. Cette supposition
est appelée hypothése d’additivité. Maintenant que les transferts d’énergie sont possibles, les
quantités individuelles Ug, Up, (24, 25 peuvent fluctuer individuellement. Tentons d’examiner
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FIGURE 3.2 — Le systeme initial divisé en deux parties A et B a l’équilibre. Les transferts
d’énergie sont autorisés a travers la paroi, mais pas les transferts de matiére. A et B sont dits
fermés.

la probabilité que le systeme global se trouve dans un état ou la sous-partie B se trouve elle-
méme dans une des diverses configurations Cp & énergie Up fixée :

Q(U/B € Cp)

T (3.9)

pB(CB) =
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Il est cependant possible d’exprimer cette probabilité autrement en remarquant que le nombre
de configurations du systéme complet qui autorisent B & se trouver dans le micro-état Cp n’est
autre que le nombre de micro-états de A d’énergie U — Up.

Qa(U —Up)

pp(Up) = Q)

(3.10)

En constatant qu’il est possible de réécrire de la méme maniere la quantité Q(U) comme la
somme pour tous les micro-états Cp du numérateur de I’équation 3.9, nous pouvons écrire :

QU) =) QU/BeCp)=> Qa(U —Us) (3.11)
Cn Cp

Cette condition est en fait la condition de normalisation de la probabilité pp(Up) :

1
%pB(UB) =1= o) ;B:QA(U —Up) (3.12)

Nous concluons alors que :
Q4(U —Up)
PB U B) = 3.13
Si nous considérons maintenant que le sous-systeme A est trés grand par rapport au systeéme
B, A va jouer le role de « réservoir » d’énergie et d’entropie. Nous avons dans ce cas, tres

généralement,

Ua>Up (3.14)
Sa>Sp (3.15)

Nous considérerons donc que I'énergie interne U — Up reste proche de U. En définissant la
température T de notre réservoir par I’équation 3.6, nous pouvons en déduire :

QAU — Ugp) = exp [;B (SA(U) _ ‘%‘UBH (3.16)
—owp (400 e ) (3.17)

Définissant la quantité g = 1/(kpT’), l'expression de la probabilité pp de 1’équation 3.13
devient alors tout simplement :

ps = < 2AUB) (3.18)

ZCB exp(—BUg)

De maniere tres avantageuse, nous avons exprimé la probabilité que le sous-systeme B se
trouve dans une configuration particuliere uniquement en fonction de I’énergie d’une telle
configuration, et d’'un parametre lié a la température. Celle-ci est définie uniquement par les
propriétés du thermostat A (& ’équation 3.16). Si nous nous concentrons exclusivement sur
la physique du sous-systéme B, la température T' de celui-ci est fixée, mais plus son énergie.
C’est ’ensemble canonique.

Une grandeur centrale de ’ensemble canonique est le dénominateur de I’équation 3.18,
généralement noté Z et appelé fonction de partition, qui sert de fait & normaliser la probabilité

pPB:
Z=> exp(—BUp) (3.19)

Cp
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Nous pouvons alors remarquer que 1'énergie moyenne du sous-systeme B, nommée (Up) se

définit simplement comme :
OlnZ
U = Up = — 3.20
(U= SreUs = -5 (3.20)
B

Il est finalement possible de montrer qu’a 1’équilibre entre le thermostat et notre sous-systeme
B, I'énergie libre de Helmholtz F' = Ug — T'Sp de notre sous-systeme B est minimale, et qu’il
est possible de I’exprimer sous la forme :

F=—kgTlhZ (3.21)

3.2 L’inéquivalence d’ensemble

3.2.1 L’équivalence d’ensemble

3.2.1.1 Ensemble microcanonique

La principale question que nous pouvons nous poser désormais est la suivante : un systéme
isolé, a U et V fixé, aura-t-il le méme comportement que le méme systéeme connecté a un ther-
mostat, ou un barostat, imposant une température T' ou une pression p ? Nous pouvons partir
d’un systeme thermodynamique isolé quelconque possédant une entropie S(U, V') pour vérifier
que nos ensembles thermodynamiques donnent des comportements physiques identiques, ce
qu’on appelle communément 1’équivalence d’ensemble. Appliquons I'’hypothése d’extensivité
de U, S et V pour définir les densités d’énergie u, de volume (ici, une forme de volume mo-
laire) v et d’entropie s du systeme. La dérivée totale de la densité d’énergie du systeme s’écrit
alors :

Tds = du — pdv (3.22)

La température et la pression microcanoniques sont données par les dérivées partielles de s :

0s 1

2 = = 2

ou|, T (3.23)
Js P
il I 4 .24
ov|, T (3.24)

Il est généralement admis que s(u,v) est une fonction concave de ses variables u et v. Par

conséquent,
0?s

Ew) <0 (3.25)

v

Nous pouvons montrer que cela implique que les chaleurs spécifiques de notre systeme sont
positives : en effet, si nous supposons la température T positive, ce qui implique que ’entropie
s, et donc le nombre d’états accessibles croit avec u, nous pouvons remarquer que :

Supposons maintenant que l’entropie s(u,v) posséde une anomalie de convexité, par consé-
quent, pour une plage u € [uq, us],

9%s

52 >0 (3.27)

v

Pour une plage d’énergie u € [u_; uy] avec u— < u; < ug < uy, le systéme peut maximiser
son entropie en se séparant en deux phases (voir figure 3.3) de fractions respectives a pour u_
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et 1 — a pour u4. L’hypothese d’additivité nous indique que :

u=a(u— —us)+uy (3.28)
s=as(uy)+ (1 —a)s(u_) > s(u) (3.29)

La deuxiéme équation ne fait que retranscrire les propriétés des fonctions (ici localement)

u- u us

FIGURE 3.3 — Anomalie de convezité de l’entropie s(u). Partant d’une situation a u dans la
zone conveze (0), le systéme préfére se séparer en deur phases (o) et (o) afin de maximiser
son entropie. Le systéme reste alors globalement a l’énergie u mais a augmenté son entropie

().

convexes. Pour de tels systémes, I’ensemble microcanonique va donc se « débrouiller » pour
se retrouver sur la corde définie dans 1’équation 3.29, qui maximise de fait ’entropie s pour la
plage d’énergie [u_;uy| tout en gardant une température a la transition qui sera constante :
T = Ty. Par conséquent, pour de tels systemes, les anomalies de convexité sont gommeées par
des transitions de phase du premier ordre qui garantissent la bonne concavité de la densité
d’entropie s. Par conséquent, pour des systémes micro-canoniques additifs, il n’est pas possible
d’obtenir des chaleurs spécifiques ¢, négatives.

3.2.1.2 Correspondance avec ’ensemble canonique

Plagons-nous dans 1’ensemble canonique : notre systéme isolé est désormais connecté a un
thermostat, tres grand devant notre systeme d’étude, comme nous l'avons déja fait dans la
section 3.1.4. Nous pouvons calculer I’énergie interne du sous-systeme B, que nous noterons
u, a partir de son entropie s. La relation s(u) définie pour ’ensemble micro-canonique reste
en effet valide quand notre systéeme isolé est connecté a un thermostat, et cette relation étant
strictement monotone, il est possible de 'inverser. Nous savons donc que dans un tel cas,
I'énergie interne u(s) possede une anomalie de concavité, donc une « bosse », du fait de
I’anomalie de convexité de la fonction inverse s(u). Ayant défini la densité d’énergie libre
u(s), il est possible de déterminer la densité d’énergie libre qui n’est autre que 'opposée de
la transformée de Legendre de cette énergie en fonction de la variable thermodynamique s.
Cette transformée ne s’applique a priori qu’aux fonctions convexes, mais nous omettons ce
point pour l'instant.

f(q) = inf (u(s) — gs) = u(s") — gs" (3.30)
% =T (3.31)
f(;) =u—Ts" (3.32)

ou la premiere ligne est la définition de la transformée de Legendre, et la seconde découle
directement de la minimisation de f. Tracons, pour les cas limites T' < Ty, T =Ty et T > Ty
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les énergies internes u et u — T's* en fonction de s (visibles sur la figure 3.4). Les minima de
cette fonction de s nous fourniront donc a la fois les solutions s* qui minimisent la fonction
u — T's et la valeur de ’énergie libre f = u — T's* au minimum. Pour T" < Ty, les solutions
s*, notées s1, sont a gauche de la bosse de u. Pour T" = Ty, il existe deux minima s; et so.
Et, pour T' > Ty, seules subsistent les solutions so, a droite de la bosse de u. Il existe donc

une discontinuité de s a la température Ty. Il y a donc bien eu une transition de phase. Que

ToP- oy
. : ; :

FIGURE 3.4 — Tracé de l’énergie interne u(s) et du potentiel thermodynamique f = u — T's
pour trois valeurs de T'. A gauche, T < Ty, le potentiel f ne possede qu’un minimum. Au
centre, T' =Ty : le potentiel thermodynamique possede alors deur minima. A droite, T > T,
le potentiel retrouve a nouveau un seul minimum.

s’est-il passé 7 La transformée de Legendre n’est pas possible sur la partie concave de I’énergie
interne u : dans un tel cas, la transformée agit de fait sur I’enveloppe convexe de u, ou la bosse
a été aplatie. Le systeme, a T' = Tj, a au final le choix et peut se trouver en totalité ou partie
dans chacune des deux phases concernées par la transition. Tentons maintenant de calculer
I’énergie moyenne statistique (u) de lensemble canonique : sa définition a été donnée par
I’équation 3.20 et n’est autre que :

10lnZ

(u) = -~ al,lg (3.33)
_9(Bf)
==z (3.34)
_ . 0f
=+ 550 (3.35)
_ . of (oB\!
=f+ 57 <8T> 3 (3.36)
=f— Tgéi (3.37)

Pour définir (u), nous avons une fois de plus supposé une hypothese d’extensivité sur (U). I
est donc possible de voir (u) comme la transformée de Legendre de la transformée de Legendre
de I’énergie microcanonique u. Cette transformation étant involutive, (u) n’est autre que u a
part pour les zones ol u n’est plus convexe : dans un tel cas, (u) est 'enveloppe convexe de w.
Cette énergie nous permet en outre de définir les chaleurs spécifiques de I’ensemble canonique :
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en effet,
o) _ ~ _
ar ~ = Ne (3.38)
_ 9’InZop
B2 aT (3.39)
1 8 (1
T kpT208 | 2 ;E exp(—BE;) (3.40)
- z@Ble Y Elexp(=B(E;+ Ej)) = ) EiEjexp(=B(Ei+ Ej)) | (3.41)
CiCj CiCj
1
- kBTQ (<U2> - <U>2) (3‘42)
=0 (3.43)

Comme pour ’ensemble microcanonique, il n’est pas possible d’avoir des chaleurs spécifiques
négatives. Cela peut se comprendre plus facilement si nous considérons un systeme possédant
une chaleur spécifique négative connecté a un thermostat : si le petit systeme subit une fluc-
tuation d’énergie du autour de la valeur canonique (u) et de la température T', sa température
évoluera jusqu’a atteindre 77 = T + du/c, = T — dT dans le cas ¢, < 0. Dans un tel cas, le
thermostat va fournir au systeme un flux de chaleur ) dont le signe est donné par le second
principe de la thermodynamique :

1 1

La convention en thermodynamique impose que les 6@ < 0 impliquent des flux de chaleur
sortant du thermostat. Par conséquent, notre systeme va recevoir de 1’énergie supplémen-
taire lorsqu’il se refroidit. Cette énergie supplémentaire va contribuer a diminuer encore la
température de ce dernier. Par conséquent, des chaleurs spécifiques négatives précipitent le
systeme vers une catastrophe dans I’ensemble canonique. En pratique, cette chaleur spécifique
n’est pas négative pour toutes les températures : comme dans ’ensemble microcanonique, les
chaleurs spécifiques négatives correspondent & des états instables de la thermodynamique.

3.2.2 Systemes non additifs et inéquivalence d’ensemble

La communauté de ’astrophysique a travaillé durant la fin des années 1960 sur un probleme
similaire dit d’Antonov : certains systémes auto-gravitants (stellaires) inclus dans une sphere
rigide non conductrice (donc, dans I’ensemble microcanonique) devenaient instables lorsqu’on
les confinait dans un rayon trop grand. Un des points fondamentaux de ce probléeme impliquait
que la chaleur spécifique de tels systémes était (tout du moins en partie) négative [123], et le
systeme devenait instable lorsque la résultante globale de celui-ci possédait une chaleur spéci-
fique négative. D’autre part, ces dernieres ont rapidement été identifiées comme responsables
de transitions de phase uniquement visibles dans I’ensemble canonique [12]. Pourquoi, dans
de tels systemes, est-il possible d’obtenir des chaleurs spécifiques négatives ?

3.2.2.1 Conditions d’application de 1’équivalence d’ensemble

Il a été possible de dériver les résultats de I’ensemble canonique en partant de ’ensemble
micro-canonique que nous avons séparé en deux sous-systemes A et B, puis en effectuant
I’hypothese formulée par ’équation 3.7. Nous pouvons nous demander quelle est la pertinence
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FIGURE 3.5 — Interactions a longue portée : une particule i localisée en O posséde une éner-
gie d’interaction u; avec les autres particules. La plus grande partie de cette interaction est
comprise entre les rayons | et R — o0.

d’une telle hypothese d’additivité. Prenons ’exemple d’une boite en dimension d, de taille R,
et remplie de particules comme celle de la section 3.1.1. Cette fois-ci, prenons un potentiel
d’interaction a support infini :

K

|xj — x|

V(Xi - Xj) = (3.45)

Le Hamiltonien H de notre systeme vaut donc :

M= sz ZZ‘XJ_X’CL (3.46)

=1 j=1

L’énergie totale d’interaction entre une particule et les (nombreuses) autres, w;, situées a
r < 2R pourra alors s’écrire de la maniere suivante :

u; = / N(r)————dr (3.47)

— le
Pour des valeurs suffisantes de r, nous nous attendons a obtenir grossierement :
N(r) o< pré=t (3.48)

Nous pouvons alors comparer 1’énergie d’interaction contenue entre 0 et une distance finie [ &
celle contenue entre [ et 2R — oo (voir figure 3.5), pour d # a :

: K
ul o / rd T dp o 1970 — e (3.49)
r=€ ra

2R K
ul / R S e A (3.50)
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Par conséquent, pour € < | < R, nous avons :

a>d : oul>ult (3.51)
a<d :ul<ull (3.52)

Pour a < d, la majeure partie de I’énergie d’interaction est contenue a longue portée. Pour
a = d, c’est encore (marginalement) le cas. Par conséquent, pour a < d, il est difficilement
concevable de pouvoir séparer deux sous-systemes en négligeant les interactions inter-systémes
du méme ordre de grandeur (voire plus importantes) que les interactions intra-systéme. Pour
a > d, les résultats de la thermodynamique classique sont corrects, et les ensembles statistiques
sont équivalents.
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3.2.2.2 Comportement des systéemes non additifs

Le probléme de l'additivité et de l’extensivité ~Considérons maintenant le cas a < d.
Nous voyons d’emblée que, dans la limite des grands systemes, ’énergie totale ne va plus étre
extensive, c’est a dire que I’énergie totale ne sera plus proportionnelle au nombre d’éléments
du systeme, a cause du terme lié aux interactions. Une méthode traditionnelle permettant de
restaurer cette extensivité dans les simulations repose sur une renormalisation des interactions
(comme cela est fait pour les modeles de spins et de verres de spin en champ moyen). C’est
la prescription de Kac [125, ] :
V(xi — xj) = ’ K _ 1 Ko (3.53)

xj —xi*  N1-o/d [x; — x|

Cette prescription nous permet de conserver les conditions d’extensivité de 1’énergie et de
I’entropie des systemes possédant des interactions a longue portée. Nous pouvons toutefois
questionner la pertinence d’un tel choix pour des systemes réels, notamment auto-gravitants.

L’extensivité que nous venons de décrire n’implique pas ’additivité : si nous séparons notre
systeme en deux parties A et B, la majeure partie de 1’énergie interne sera (probablement)
contenue dans le terme d’interaction inter-ensembles. La somme des sous-systemes ne donne
donc pas le systeme entier. Ces systemes sont donc extensifs mais pas additifs. De nombreux
systemes physiques sont concernés par ces problemes d’additivité : comme nous ’avons déja
vu, c’est le cas des systeémes soumis a la gravité (a = 1 et d = 3). Il en va de méme pour les
systémes possédant des interactions coulombiennes (ot d = 3 et a = 1), certains modeles de
turbulence & d = 2 (interprétable comme un champ de vortex en interaction logarithmique :
a = 0), ou méme des champs de contrainte & proximité des fractures (a = 1 et d = 2)

(voir [101]).

Deux ensembles statistiques distincts Revenons a notre anomalie de convexité de la
densité d’entropie s(e), et supposons que le systéme ne soit plus additif : nous ne sommes
plus strs que dans l’ensemble microcanonique, les plages d’énergie u a l'intérieur de la zone
convexe 3.3 provoquent spontanément une séparation de phases. La contribution principale
de la densité d’énergie, u, étant liée aux interactions entre les sous-parties du systeme, il est
possible que la séparation de phases observée pour les anomalies de convexité des systemes
aux interactions a courte portée soit ici empéchée par une barriere de potentiel, ou méme
que I’état a deux phases séparées ne soit plus un équilibre stable. Par conséquent, notre
systéeme non-additif peut posséder un état d’équilibre stable dans ’anomalie convexe de s(u).
Par contre, les constructions de Maxwell restent valides dans I’ensemble canonique pour tous
les systemes : si nous considérons la famille des tangentes & s de pente 71, la discontinuité
observée précédemment pour 7' = Tj est conservée (voir figure 3.6). Il n’y aura donc transition
de phase du premier ordre que dans un seul ensemble statistique, et donc il y a inéquivalence
entre les ensembles.

Des transitions dans ’ensemble microcanonique ? Il peut paraitre étrange que les
transitions de phase du premier ordre n’interviennent que dans ’ensemble canonique, ce qui
laisserait penser qu’il n’existe aucune transition de phase de la sorte dans I’ensemble microca-
nonique (o1, en fait, nous imposons les grandeurs extensives). Comme 'ont rapporté certains
auteurs [100, , 127], cela reste vrai tant que l’entropie microcanonique s(u) est de classe
C!(R). Le modele proposé par J. Barré et al. [100] montre d’ailleurs des exemples de transitions
de phase microcanoniques : ’entropie s possede alors un point anguleux qui définit un saut de
température caractéristique des transitions de phase microcanoniques (au sens d’Ehrenfest).

Si nous nous intéressons au diagramme de phases d’une telle transition, un phénomene
surprenant apparait : les lignes de transition de phase existent dans les deux ensembles, mais
pas au méme endroit ! Cela s’explique aussi en examinant la figure 3.7 : dans I’ensemble micro-
canonique, la transition s’effectue pour une température 77 ou 15 a une énergie Uy tandis que
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FIGURE 3.6 — Entropie s(u) d’un systéme possédant des interactions a longue portée. Les tan-
gentes définissent les transformées de Legendre de u : leur intersection avec l’axe des abscisses
définit la valeur de f dans ’ensemble canonique, comme dans la section 3.2.1.2. Cet ensemble
montre une discontinuité de s et deuw a T =Ty et f = fo. Les états de I’ensemble microca-
nonique sont simplement définis par s(u), qui reste continue. La zone hachurée représente la
plage des énergies internes u interdites dans l’ensemble canonique.
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FIGURE 3.7 — Scénario possible de transition de phase microcanonique. A gauche, ’entropie
microcanonique s(u) qui présente un point anguleuxr en u = ug. A droite, les températures
microcanoniques et canoniques dérivées a partir de la courbe de gauche. Une discontinuité de
T est observée dans l’ensemble microcanonique, qui est « invisible » dans l’ensemble canonique.

la transition canonique s’effectue pour une température To < T4, < 771 et sur une plage
d’énergies [U_; U4]. Cette disparité de la localisation des lignes de transition est une autre
composante essentielle de I'inéquivalence d’ensemble.

3.2.3 D’autres inéquivalences d’ensemble

3.2.3.1 Pour d’autres variables conjuguées

Nous avons pour le moment considéré dans notre systeme 'inéquivalence d’ensemble entre
un systéme a énergie et volume fixés et un systeme a température et volume fixés (décrits par la
densité d’énergie libre f). Il est possible d’obtenir d’autres types d’inéquivalence d’ensemble :
en effet, si nous considérons cette fois-ci la différence entre un ensemble a T" et v constants ou
nous devons minimiser f,

df (T,v) = —sdT — pdv (3.54)
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et un ensemble ol cette fois-ci T" et p sont constants (ce qui représente approximativement le
cas des transformations a ’air libre), ou I'enthalpie libre g est minimale,

dg(T,p) = —sdT + vdp (3.55)

nous pouvons alors tenter de calculer la compressibilité isotherme, notée xr, dans ’ensemble
a T et v fixés,

10v
XT = _;((Tp (3.56)
1/0%F\ "
=3 <(%2> (3.57)
et dans I'ensemble a T et p fixés :
10v
= ——— 3.58
XT v Op ( )
AN
(%) & (359

De la méme maniere que la chaleur spécifique ¢, ne peut étre négative dans I’ensemble ca-
nonique a T fixé, la compressibilité yr ne peut pas étre définie négative pour une pression
fixée. Celle-ci impliquerait en effet qu'une petite fluctuation de volume positive s’accompa-
gnerait d’une augmentation de la pression du systeme qui viendrait diminuer le volume du
barostat, ce qui provoquerait une nouvelle catastrophe. Par conséquent, pour des systemes
non-additifs, imposer la pression ou le volume pourrait donner des résultats différents. Pour
des états classiques de la matiere, cela semble impossible (ce qui est 1ié & la bonne qualité de
la description des transitions de phase par le modele de van der Waals) mais des exemples de
métamatériaux a compressibilité négative ont déja été répertoriés [125].

Nous pouvons enfin appliquer le méme raisonnement pour les systémes magnétiques a T’
fixée : de tels systemes possedent une énergie interne qui ne contient pas de termes en volume
v et en pression p, mais contient une aimantation m en interaction avec un champ magnétique
externe h. Si nous considérons que 'aimantation m est conservée, ’expression du potentiel
thermodynamique f s’exprime sous la forme :

df = —sdT — hdm (3.60)

Il est alors possible de définir, a l'instar des chaleurs spécifiques et des compressibilités, des

susceptibilités magnétiques x :
on\ ! A
() o)
T om ) om* )

Les systemes a h fixé vérifient pour leur part :

_ Om

X~ on

0%¢
ot ((h,T) est la transformée de Legendre de f(m,T"). Comme pour les situations précédentes,
les propriétés de la transformée de Legendre empéchent ’existence de susceptibilités négatives.
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3.2.3.2 Inéquivalence sur une grandeur externe

Un autre type d’inéquivalence d’ensemble a été récemment mis a jour par une équipe me-
née par G. de Ninno [129] : ces derniers étudient un systéme magnétique a 7' ou a e fixés,
qui sont donc liés par une transformée de Legendre. Cependant, pour étudier I'inéquivalence
d’ensemble, ils n’examinent pas le signe de ¢, (liée & u et & T') : ils s’intéressent plutdt & une
grandeur « indépendante », la susceptibilité y. Leurs résultats montrent qu’il est une fois
de plus possible d’obtenir des susceptibilités négatives, cette fois-ci dans ’ensemble microca-
nonique (ou de fait, e et h sont fixés). Le fait d’examiner cette grandeur « indépendante »
des transformées de Legendre permet aux auteurs de préciser les conditions pour lesquelles
I'inéquivalence d’ensemble se produit, suggérant que les anomalies de convexité ne sont pas
suffisantes pour leur apparition.

3.2.4 Conclusion

Nous avons vu dans cette section comment la mécanique statistique définissait ses en-
sembles microcanoniques et canoniques, et nous avons examiné les conditions d’additivité
pour lesquelles ces interprétations étaient considérées équivalentes, qui impliquent donc des
interactions a courte portée décroissant au moins avec un exposant a plus grand que la di-
mension d de ’espace contenant le systeme. Lorsque ces conditions ne sont plus vérifiées,
il faut prendre des précautions pour que 'extensivité des grandeurs thermodynamiques soit
conservée, qui ne garantissent pas pour autant l'additivité du systeme. Dans de tels cas, les
deux ensembles statistiques peuvent devenir non équivalents : certaines transitions de phase
du premier ordre sont uniquement visibles dans I’ensemble canonique, et d’autres transitions
visibles dans les deux ensembles ne se produisent pas aux mémes températures et aux mémes
énergies internes u. Ces propriétés sont intimement liées a la présence d’anomalies de convexité
de l'entropie microcanonique s, qui implique la présence d’intrus sous la forme de chaleurs
spécifiques négatives du systeme.

3.3 Les transitions de phase par I’exemple : le modele d’Ising

3.3.1 Introduction : Hamiltonien d’Ising

Le modele d’Ising, précédemment décrit dans l'introduction (chapitre 1), décrit le compor-
tement d’un ensemble de spins (& 1'’époque, des moments magnétiques) notés s; = +1 répartis
sur un réseau régulier en dimension d. Ces spins représentent de maniere tres simplifiée 1’ai-
mantation des atomes d’un matériau ferromagnétique, qui a donc tendance a s’aimanter a
champ magnétique nul lorsque la température du matériau tombe en dessous d’une tempéra-
ture critique 7. La physique du modele est donc retranscrite dans le Hamiltonien d’Ising :

H = _stisj — hz S; (3.63)
(i3) i

Le premier terme de cette somme indique une interaction entre les spins s; et s; d’amplitude
J :siles spins s; et s; sont alignés, I'énergie de notre configuration diminuera. La notation
(i,7) vient préciser que cette interaction s’effectue sur les premiers voisins du réseau, comme
sur la figure 3.8 pour le cas d = 2 : Ces interactions sont donc a support fini : par conséquent,
nous pouvons étudier ce systéeme de maniere indifférente dans I’ensemble micro-canonique ou
canonique. Nous choisissons de I’étudier dans 1’ensemble canonique, tout d’abord pour un
champ A nul. Pour une température nulle, il est trivial d’identifier U & F' : par conséquent, les
configurations sélectionnées seront donc celles ou tous les spins sont alignés. Nous remarquons
d’emblée qu’il n’existe que deux configurations d’énergie interne minimale, et qu’il n’est pas



58 3. TRANSITIONS DE PHASE

o o o
e o o
o o o

FIGURE 3.8 — Les premiers voisins de deuz types de réseaux en dimension 2. A gauche, réseau
carré : il y a 4 voisins. A droite, réseau hexagonal : chaque spin s; posséde 6 voisins.

possible de changer de I'une a ’autre sans passer par des configurations intermédiaires de plus
haute énergie U. Par conséquent, si nous simulons un unique systéeme a température nulle, il
aura tendance a présenter spontanément une aimantation globale, notée m, non nulle :

N
1

Le probleme posé étant symétrique par retournement, nous pouvons voir que ’aimantation
statistique, notée (my), sera nulle : il suffit en effet d’apparier une configuration C; = {s;} avec
la configuration C; = {—s;}, dans lesquelles le systéme se trouve avec la méme probabilité p; :

N N
(m)=>"piY s5=> piy (s5—5))=0 (3.65)
c.C; =0 c; =0

Que se passe-t-il lorsque nous augmentons la température T'? Nous pouvons voir son effet,
pour un réseau carré en dimension d = 2, sur la figure 3.9 : pour les températures faibles (a
droite) nous voyons que le systéme tend bien & minimiser son énergie U, en formant des grands
domaines homogenes. Pour des températures intermédiaires (au centre), la situation semble
plus complexe, possédant de multiples échelles entremélées. Pour une température plus élevée
(a gauche), nous voyons que le systéme ne posseéde plus aucun domaine et que les spins n’ont
plus particulierement tendance a s’aligner avec leurs voisins. Pourquoi le systeme choisit-il de

FIGURE 3.9 — Illustration des résultats d’un modéle d’Ising simulé par un algorithme de Monte-
Carlo. A gauche, situation a ’équilibre pour J = J/(kgT) = 0.25. Au centre, situation pour
BJ =0.4407. A droite, 8J = 0.75.

telles configurations pour minimiser le potentiel F' 7 L’interprétation généralement fournie
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consiste a dire que pour les grandes températures, le systeme de spins se trouve dans chaque
configuration C; avec la méme probabilité. Il n’y a alors aucune raison pour justifier des
éventuels domaines : il existe en effet beaucoup plus de configurations ot aucun ordre local
n’existe pour une énergie interne U (ou une aimantation m) donnée. Cela revient a dire que
Q(U) est treés important pour des configurations ot aucun ordre n’existe. Par conséquent, en
tirant une configuration au hasard dans I’ensemble canonique, nous avons toutes les chances
de tomber sur une des tres nombreuses configurations désordonnées. C’est aussi ce qu’indique
le potentiel thermodynamique F = U — T'S : pour une méme valeur de U, le terme S(U) =
kyInQ(U) domine la contribution énergétique.

Cette conclusion nous amene a de nouvelles questions : comment se traduit 1’équilibre
entre ces différentes limites ordonnées et désordonnées lorsque la température n’est ni tres
élevée, ni tres faible 7 Passe-t-on de maniere continue des configurations désordonnées a une
configuration ordonnée, ou non ? Quel est 'effet du retournement d’un spin particulier sur ses
voisins 7 Comment caractériser de maniere non équivoque cette transition ?

3.3.2 Grandeurs d’intérét

3.3.2.1 Dérivées de I’énergie libre, I

Les transitions de phase ont été initialement divisées en deux grandes classes par Paul
Ehrenfest, selon que les dérivées premiéres ou secondes de 1’énergie libre F' présentaient des
discontinuités au point de la transition. Ces conditions définissent donc les transitions de phase
du premier ordre (par exemple, la transition liquide-solide) et celles du deuziéme ordre (par
exemple, la transition ferro/paramagnétique). Dans le cas d’'un modele d’Ising, une transition
de phase du premier ordre impliquerait une divergence de :

oF

S = mih) (3.66)
OF
o7 =S (3.67)

Pour des transitions de phase du deuxieme ordre, il faut considérer les discontinuités, ou les
éventuelles divergences des dérivées partielles d’ordre 2, soit :

0*F
1 0°F
2or =G, (3.69)

ou x et C, sont respectivement la susceptibilité du systeme et la chaleur spécifique du systeme.

3.3.2.2 Fonction de corrélation G

A T # 0, des fluctuations d’aimantation apparaissent dans notre systeme, car les spins
peuvent se retourner ; il est possible d’avoir mjeca 7 (m) ot (m) est aimantation « thermo-
dynamique » du systeme. Cependant, cette petite variation de mjocq peut influencer a son
tour d’autres spins voisins via les corrélations du systéeme. On peut regarder U'effet de fluc-
tuation locales d’aimantation (en particulier les fluctuations d’un spin) sur des spins situés a
une distance p de ce dernier : prenant pour origine le spin i, nous définissons la fonction de
corrélation G comme suit :

G(i,5) = ((si = (m))(s; — (m))) (3.70)

qui va regarder si les fluctuations de 'aimantation autour de la moyenne en i, s(i) — (m),
« ressemblent » aux fluctuations au niveau du spin j autour de la méme moyenne. Pour des
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FIGURE 3.10 — Description du modele d’Ising ¢ une dimension. Chaque frontiére 1| ou |1
coute 2J a étre créée.

systémes isotropes et homogenes, I’expression de G(i, j) ne dépend plus que de la distance p =
r; — r;| séparant les deux spins. Pour des grandes valeurs de p, cette fonction tend rapidement
vers 0, ce qui laisse supposer qu'une échelle caractéristique £ de corrélation intervient dans
I’expression de G :

G(p) ~ exp <—f€f) (3.71)

Cette longueur de corrélation £, qui dépend de la température, peut aussi représenter une
estimation de la taille des différents amas cohérents de spins que nous pouvons observer. Nous
ne savons pas a priori si cette grandeur diverge a la température de transition 7.

3.3.3 Le probleme des dimensions

Il convient, pour résoudre le probleme d’Ising, de le séparer différents cas, en fonction de
la dimension d du systeme (cela revient a examiner le modele pour différentes coordinances,
ou nombre de voisins, z = 2d dans la suite).

3.3.3.1 Dimension d =1

La solution du modele d’'Ising pour d = 1 a été donnée par Ising lui-méme [97] : en
effectuant un changement de variables consistant a grouper les spins deux par deux (voir
figure 3.10) et & compter le nombre de couples formant une frontiere (coutant chacune 2.J), il
est possible de montrer que le systeme ne subit pas de transition de phase : en effet, la fonction
de partition Z, ainsi que la densité d’énergie libre f = F//N restent analytiques, hormis pour
T = 0. Nous avons vu que cela indique une évolution continue du systeme de T' = oo jusqu’a
T > 0.

3.3.3.2 Dimension d =2

Le probleme devient tout de suite plus complexe : en effet, il n’est plus possible d’utiliser
notre heureux changement de variable, et il faut traiter le probleme différemment. Lars On-
sager a résolu ce probleme dans un article réputé pour sa complexité [98]. Dans un tel cas,
il obtient de maniére surprenante que le systeme subit une transition de phase : en effet, la
chaleur spécifique C,, diverge pour une température 7, donnée par :

2J J
= 2.269-— (3.72)

T.=—
kg In(1++/2) kp
Cette transition de phase confirme par ailleurs que la longueur de corrélation £ du systeme
diverge a la méme température T, : il est possible de le voir en constatant sur la figure 3.9, a
T =T, que les plus gros amas de spins ont une taille — égale a £ — de 'ordre de la taille de
la boite. Cette taille divergerait pour un systeme lui-méme infini.

3.3.3.3 Dimension 3

Il n’existe a ce jour aucune solution exacte du modele en dimension 3. Les théories qui
permettent de prédire les exposants critiques de ce modele font généralement appel au groupe
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FIGURE 3.11 — Non-additivité, mais extensivité de l’énergie interne U pour un modele de spins
+ ou — en interaction de champ moyen. Le systeme de droite, deux fois plus gros, posséde
bien une énergie totale deux fois plus importante.

de renormalisation. Ce dernier consiste a transformer le probléme d’Ising en un probléeme de
théorie statistique des champs, puis a examiner 'influence de 1’échelle a laquelle on observe
ces champs sur le Hamiltonien. Les points fixes des opérations de transformation d’échelle
nous renseignent alors sur la nature de la transition qui a lieu. Le modele en dimension d = 3
présente ainsi une transition & la température critique (kgT')/J = 4.51 [130].

3.3.3.4 Dimensions > 4

Modele d’Ising en champ moyen : un systéme non additif Pour comprendre la phy-
sique du modele a quatre dimensions (ou plus), il convient de se pencher d’abord sur le modele
d’Ising en champ moyen. Pour cela, nous allons considérer désormais que les interactions ne se
font plus sur les premiers voisins mais de maniére identique sur I’ensemble des spins. Suivant
la prescription de Kac, nous avons alors un nouvel Hamiltonien ’anf par spin :

: J

ht =~ > oo — ho (3.73)
J

= —(Jm + h)o; (3.74)

Nous pouvons vérifier qu’'un tel systéme est bien extensif, mais qu’il ne vérifie pas 'additivité.
Comparons ’énergie interne Upetir d'un systeme de IV spins avec celle d'un systeme formé par la
réunion de deux de ces systémes initiaux, que nous appellerons grand systéme (voir figure 3.11).
Ce systeme, composé de 2N spins, doit donc vérifier, pour une constante numérique C donnée :

Upetit = CNpetit (375)
Ugrand = CNgrand = 26yj\fpetit = 2Upetit (376)
La deuxieme relation exprime I'hypothese d’additivité. Pour notre modele d’Ising en champ

moyen, cela revient de fait a compter le nombre N, de spins positifs et le nombre N_ de spins
négatifs de chaque systéme :

N N
J N, — N_)?
Upern = — 52 3. S iy =~ =N (3.77)
v
2N 2N
J 2N, —2N_)?
Ugrand = _m ZUin = _J(+2]V) =-2J (3.78)
i

La réunion de deux systemes identiques donne bien une énergie Ugrang = 2Upetit, €t vérifie donc
I’hypothése d’additivité. Toutefois, nous pouvons tenter de diviser notre systéme autrement, en
séparant les spins positifs des spins négatifs de la figure 3.11. Il est alors possible de calculer
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I’énergie de ces parties, nommées U et U™ :

Ny Ny

Upetit, = —3 N+ Z Zazaj = —‘]2& =30J (3.79)
Uy = - ﬁ — NZWJ. - —‘]2& =207 (3.80)
(]
Ufiana = 4]‘\2 %Vf zgf 005 = —4Jiv+ = 60.J (3.81)
J
J
Notre systéme ne vérifie donc pas U = Ut + U~. La réunion de deux sous-parties non

identiques ne donne pas Uiotal = D Uparties, €t notre systeme n’est donc pas additif. 11 est
donc possible que le modele d’Ising en champ moyen ne donne pas les mémes transitions dans
I’ensemble canonique et dans ’ensemble micro-canonique.

Calcul des grandeurs caractéristiques du modeéle de champ moyen  Nous pouvons alors
regarder la valeur statistique des spins, (s;). Comme tous les spins ont ici le méme réle, nous
pouvons identifier (s;) & 'aimantation thermodynamique (m) : par conséquent,

(m) = (si) = p(si =1) — p(si =1) (3.83)
=2p(si =1) — 1 (3.84)

Connaissant de plus le rapport entre p(s; =1) et p(s; =]), grace & 1’équation 3.9 :

p(si=1) Z < Jm+h)
— = —exp|2——— 3.85
p(SZ' :\L) Z P kBT ( )
Nous pouvons en déduire 1’équation implicite :
(m) = tanh <w> (3.86)

Si nous identifions de plus m & (m), nous pouvons tenter de tracer sur une méme figure (la
figure 3.12) le terme de gauche et le terme de droite de cette équation. La fonction tanh
possede plusieurs propriétés intéressantes :

Vz € R,|tanh(z)| < |z| (3.87)
Vz € R,|tanh(z)| <1 (3.88)
h
li 200() _ (3.89)
z—0 x

Par conséquent, notre équation 3.86 ne possede qu’'une unique solution pour les températures
dites élevées — J/(kpT) < 1 —, qui est donc stable. Pour les températures plus faibles,
J/(kT) > 1: les propriétés de la fonction tanh nous indiquent qu’il existe alors trois solutions
(voir figure 3.12) dont deux solutions brisent spontanément la symétrie du Hamiltonien. Cette
brisure de symétrie est une nouvelle fois une signature d’une transition de phase. La solution
m = () est de plus instable : en effet, si nous considérons la suite :

mis1 = f(m;) = tanh (Z}:}) (3.90)
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nous voyons alors que les points fixes de cette derniere sont les solutions de notre équation
implicite. Nous savons cependant que les solutions z* ot | f'(z*)| > 1 sont instables. C’est bien
le cas de notre solution m = 0 dans le cas des basses températures. Des fluctuations infinité-
simales autour de cette solution entraineront, a cause de ’équation implicite, une croissance
de celles-ci jusqu’a atteindre une des solutions £m_ . Le systeme brise donc spontanément la
symétrie. Remarquons qu’au voisinage de la température T, = J/kg, il est possible de calculer

1 ' ' ' -
05 [ =z = ’/,/'/7/7
s
T of A

FIGURE 3.12 — Membre de gauche et membre de droite de l’'équation 3.86. Leur intersection
donne les valeurs de (m) a l’équilibre pour le cas du champ moyen, pour h = 0. Selon la valeur
de J/KT, il existe une solution (m) =0 ou trois solutions m4,0, —m4. Du bleu vers le rouge,

J/(ET) =0,4;0,7;0.85;1;1.5; 2.5.

explicitement ces solutions, en effectuant un développement limité : posant J/(kgT) = (1 +¢)
avec € < 1, et en supposant m < 1,

tanh (1 4+ €)m) = (1 +e)m — (1—;6)37713 4+ O(mP) (3.91)
Ozeﬂl(lgepnﬁ (3.92)

0= m:sﬁ —m?) + O(m) (3.93)

my = :%Ti?ﬁ (3.94)

Il est possible de donner une expression plus explicite de € : e = (T'—T,)/T,. Par conséquent,
la magnétisation spontanée du systeme va évoluer au voisinage de la transition comme :

T T, T-T.\" 1

En effectuant le méme type de développement limité, cette fois-ci a l'ordre 1, pour h # 0,
nous pouvons voir que :

~ ! T-T\™ =1 (3.96)
X wma@—-1) UL » V= ‘

Cette divergence est une autre signature de notre transition de phase.

Pourquoi le champ moyen pour les dimensions > 4 ¢ De maniére étonnante, il a
été vérifié que pour toutes les dimensions d > 4, les exposants 3 et v ne variaient plus.
Par conséquent, la description du modele en tant que champ moyen s’applique pour tous ces
cas. Cette dimension critique apparait naturellement lors des transformations du groupe de
renormalisation du modele : pour d > 4, il n’existe plus qu’'un seul point fixe correspondant &
un modele gaussien, qui permet de retrouver les exposants du champ moyen.
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Nom « I6; y v

Grandeur associée Chaleur spécifique Parametre d’ordre Susceptibilité  Corrélations

Divergence de C, m X 3

TABLE 3.1 — Quelques exposants critiques permettant de caractériser sans ambiguité une tran-
sition de phase a ’équilibre thermodynamique.

Parametre  « I5; v v
d=2 0 1/8 7/4 1
d=3 0.11 0.32 1.23 0.62
d=4 0 1/2 1 1/2

TABLE 3.2 — Valeurs numériques des exposants critiques pour quelques valeurs de d. Les
valeurs pour d = 3 proviennent des résultats théoriques (mais non ezxacts) du groupe de re-
normalisation [171].

3.3.4 Exposants critiques

3.3.4.1 Intérét

Nous avons réussi a caractériser en champ moyen des exposants liés a la divergence, ou a
des singularités de certaines grandeurs thermodynamiques. La derniere question a soulever est
celle de la description non-équivoque des transitions de phase : soit, dit autrement, que doit-
on examiner au minimum pour dire que deux transitions de phases se déroulent de maniere
identique ?

La réponse est une fois de plus fournie par le groupe de renormalisation. Les résultats de
ce dernier nous indiquent qu’il est possible de décrire les transitions de phase uniquement avec
un petit nombre de parametres : les exposants critiques. Ces derniers ne sont rien de plus que
les exposants de la divergence des principales grandeurs thermodynamiques (voir table 3.1).
Ceux-ci ne dépendent pas du détail du modele considéré, mais uniquement de la dimension
du parametre d’ordre (scalaire, vecteur a deux ou n composantes, tenseur), et de la dimension
du systeme d. Nous pouvons alors comparer nos résultats pour le modele d’Ising pour les
différentes valeurs de la dimension d : ceux-ci sont bien différents lorsque nous faisons varier
la température (voir table 3.2).

3.3.4.2 Interprétation

Si nous nous plagons exactement au point critique, nous voyons que la longueur de corré-
lation diverge pour tous les cas ou 'on observe une transition. Le systéme ne possede donc
plus aucune échelle caractéristique de longueur, sachant que de plus, nous avons indiqué que
£ représentait la taille caractéristique des domaines, qui sont alors infinis. Quelles formes vont
donc émerger d’un systeme ne possédant aucune longueur caractéristique ?

Encore une fois, le groupe de renormalisation vient apporter des précisions a ce sujet : en
effet, les transformations du groupe, qui laissent le systéme invariant lorsque nous sommes au
point critique, sont des transformations d’échelle que I’on peut grossierement voir sous la forme
de « zooms ». Le systéeme au point critique possede donc statistiquement les mémes structures
a toutes les échelles : il est autosimilaire. Nous pouvons voir légerement ce phénomene sur la
figure 3.9 au centre : les gros domaines ont globalement la méme forme que les petits domaines.
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3.3.5 Lois d’échelle en taille finie

3.3.5.1 Détermination pratique des exposants critiques

Pour un modele d’Ising parfait, dont le réseau est de taille infinie, les lois d’échelle de la
transition critique sont intimement liées au fait que la longueur de corrélation des fluctuations
diverge, comme diverge la taille des plus grands amas de spins a cette température. Cela pose
nécessairement des probléemes pratiques lorsque nous voulons simuler le comportement du
modele d’Ising a I’équilibre, qui seront pour des raisons évidentes de taille finie. Par conséquent,
il n’est plus possible d’observer la divergence de la longueur de corrélation &, car £ < L,
la taille caractéristique de notre systeme. La littérature s’est assez rapidement attaquée au
probleme [132, , ], et fournit une théorie plutot simple a comprendre : notre ensemble
de spins voit sa longueur de corrélation limitée a & = L pour T = T, et se comporte comme
un ensemble infini de spins & température effective Teg # T,, pour lequel nous avons :

§=1L (3.97)
o [Tog — To| ™" (3.98)
Tog —T. = L™V (3.99)

Nous pouvons ensuite examiner les autres grandeurs thermodynamiques en fonction de
|Test — Tt|, dont les exposants critiques ont été définis précédemment :

mo [Tog —Te)?  si Tug < T. (3.100)
cp < |Teg — Te| ™ (3.101)
Teff
u= / cpdT o |Togg — Te|* ™ 4 ug (3.102)
Te

La constante ug est facilement déterminée en prenant la limite Tog — 1. de I’équation 3.102
Nous obtenons alors ug = u(7T;). Il suffit ensuite de remplacer (Teg — T;) par son expression
en fonction de £ puis de L afin d’obtenir les lois d’échelle suivantes :

moc L7 (3.103)

1—«a
u—urp, < L™ v (3.104)

La loi d’échelle 3.104 a été déduite naivement, et ne suit pas vraiment les canons de 1’étude
du modele d’Ising en taille finie, en particulier pour le cas d = 2 [132, ]. Cependant, nous
verrons que l'ajustement obtenu est de bonne qualité (méme si ce dernier s’effectue avec deux
parametres libres) et qu’il fournit des valeurs de a proches des valeurs théoriques.

3.3.5.2 Détail des simulations numériques

Au cours de cette these, nous souhaiterions déterminer les coefficients J et kg1 d’un sys-
téme quelconque dont nous disposerions du tracé m(h). Afin de vérifier la pertinence de notre
méthode, qui sera décrite dans la section 3.3.6, nous avons besoin de données issues d’un vrai
modele (numérique) d’Ising en champ moyen. Pour vérifier tout d’abord le bon fonctionne-
ment de l'algorithme utilisé, écrit par Sébastien Léonard, nous avons tenté de déterminer les
exposants critiques liés a u et a m. Nous avons donc simulé, pour différentes tailles de boites en
d = 2,3 et 4 (voir la table 3.3), le comportement des spins du modele d’Ising en nous plagant
a la température critique, répétant un grand nombre de fois ces expériences lorsque le temps
de calcul demandé était suffisamment petit. Nous avons mesuré au cours de ces simulations
I'aimantation au carré, m?(t) ainsi que I’énergie par spin, u(t) (cf. fig. 3.13).

Pour la plupart de nos simulations, I’aimantation m?(t) semble bien converger vers une
valeur d’équilibre facile a mesurer. Toutefois, la précision de ces mesures diminue rapidement
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dim.

L

d=2 {4; 8; 12; 16; 20; 24; 32; 48; 64; 128}
{6; 10; 16; 28; 40; 54; 70}

d=3
d=14

{4; 6; 8; 12; 16; 20; 24}

TABLE 3.3 — Taille des grilles L utilisées en fonction de la dimension d de l’espace considéré.
Les simulations pour les plus grandes valeurs de L (en rouge) n’ont pas été suffisamment
longues pour converger vers une valeur statistique et ont donc été ignorées.

10

100
t

1000

FIGURE 3.13 — A gauche, détail de [’évolution de ’énergie par spin u en fonction du temps, et
a droite, détail de I’évolution de I’aimantation au carré par spin, m?(t) en fonction du temps ;
pour L = 4,6,8,12,16,20,24,32,48,64 et 128 (échelle de couleurs) en dimension d = 2. Le
temps de la simulation est fractionnaire : t = 1 équivaut o L? tentatives de retournement de

Spins.

lorsque la taille de la grille L augmente : T se rapproche alors de T, et les fluctuations de-
viennent considérables. Ces systemes nécessitent d’ailleurs plus d’opérations de retournement
pour relaxer vers I’équilibre, ce qui donne des simulations plus longues et limite fortement
notre statistique. Nous avons pour la suite de cette étude systématiquement exclu la valeur
de L la plus grande pour chaque dimension.
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FIGURE 3.1/ — Lois d’échelle de taille finie : tracé de (m?(L)) et de (u(L) — u(L = o)) a
léquilibre thermodynamique en dimension d =2 (m), d = 3 (#) et d = 4 (o). La pente des
ajustements nous permettent d’extraire les rapports d’exposants critiques v (a—1) et 20713,
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d 1T a B v v ia—1) —2v713

theor. theor. simu. ref. theor. simu. ref.
2 22691 0 013 1 -1 -1.06 —-0.25 —-0.25 —-0.25
3 4.,5115 0.10 0.22 0.63 —-1.42 —-1.35 —-1.37 —-1.03 —-0.99 -0.98
4 67315 0 05 05 -2 —1.81 -2 17

TABLE 3.4 — Valeurs des exposants «, B ety et température critique T, en dimensions d = 2,3
et 4, prédites par la théorie (theor.), et issues des lois d’échelle de taille finie, que ce soit pour
nos simulations (simu.), ou pour celles de la littérature (ref.) [155, 17/].

3.3.5.3 Vérification des exposants

Il est maintenant possible de tracer, pour les différentes valeurs de L, les différentes valeurs
de m et de u obtenues a I’équilibre. Les points de la figure 3.14 nous montrent un excellent
alignement en échelle logarithmique : aimantation m et u — u(7,) s’expriment donc bien
comme des lois de puissance de la taille du systeme, L. La pente de ces droites permet
d’ailleurs d’extraire les rapports d’exposants critiques définis par les équations 3.103 et 3.104.
Ces exposants, ainsi que leurs valeurs théoriques — prédites par les calculs exacts d’Onsager
pour d = 2, données par le groupe de renormalisation pour d = 3 et déterminées en champ
moyen pour d = 4 — sont consignés dans la table 3.4. L’accord entre théorie et simulation est
bon pour d = 2 et d = 3, avec une erreur sur les exposants d’environ 6% mais semble nettement
moins bon pour d = 4 ou cette erreur devient de 'ordre de 15%. Nous attribuerons ce manque
de précision a une trop faible statistique et a des simulations trop courtes (notamment a grand
L) et non a une éventuelle erreur de programmation.

3.3.6 Modele de champ moyen pour d =4

L’étape suivante consiste a effectuer, pour notre grand systeme a d = 4 et L = 20, des
expériences incluant un champ magnétique, pour diverses températures, afin d’en tirer une
courbe m(h) a différentes températures :

T | 0.70; 0.75; 0.80; 0.85; 0.87; 0.90; 0.92; 0.95 (3.105)
T, 0.99; 1.00; 1.01; 1.02; 1.05; 1.1; 1.5 '
h = {0; 0.0003; 0.001; 0.003; 0.01; 0.03; 0.1} (3.106)

Le traitement que nous allons ensuite effectuer se base sur une réécriture simple de ’équa-
tion transcendante 3.86 pour tenter d’en extraire les quantités kg7 et J. Nous pouvons en
effet prendre 'arc-tangente hyperbolique d’une telle équation afin d’obtenir une expression,
cette fois-ci explicite, de h(m) :

J h
_ 1
m tanh(kBTm—i— k:BT) (3.107)
h
tanh ™! (m) = ‘]ZLB; (3.108)
h = kgT tanh™'(m) — Jm (3.109)

Il est alors possible d’effectuer un ajustement & deux parametres afin d’en déduire, pour
une courbe m(h), ou d’ailleurs pour toute courbe de réponse a une brisure de symétrie, une
valeur de kT et de J déduites du modele d’Ising en champ moyen. Nous pouvons voir
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les estimations de ces grandeurs pour notre modele d’'Ising « vrai » sur la figure 3.15. Les
ajustements semblent de loin étre plutot efficaces, mais un examen plus minutieux de ceux-ci
indique que ces derniers sont assez imprécis pour les températures T' > T,.. D’un autre coté, les
susceptibilités x définies comme la pente des données brutes m(h) proches de h = 0 montrent
bien une tendance & la divergence avec un exposant de champ moyen : x o< [T — T.|~!. Les
deux diagrammes suivants présentent les coefficients de 'ajustement de 1’équation 3.109 : le
diagramme en bas a gauche présente le rapport des deux coefficients qui fournit une estimation
de kgT'/J qui semble assez bien coller aux valeurs imposées pour T' < T,. Pour les températures
supérieures, nous constatons qu’il est plus difficile de donner une interprétation des valeurs
obtenues. Le dernier graphe donne une estimation de J, qui semble augmenter de maniere tres
importante pour T' < T, et semble ensuite devenir tres faible. Nous pouvons interpréter cela
comme une indépendance relative des spins pour les températures dépassant la température
critique, tandis que ceux-ci se correlent de maniere tres intense pour les températures juste
en dessous du point critique. Toutefois, nous tenons a rappeler au lecteur que les ajustements
sont imprécis dans cette gamme de températures : il faut donc considérer ces valeurs avec
(beaucoup de) précaution.
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FIGURE 8.15 — Résultat des simulations numériques effectuées a d = 4 pour L = 20, a diffé-
rentes températures et différents champs h. En haut a gauche, ajustements a deux parametres
(traits miztes) effectués sur les données de m(h) (#) a partir de ’équation 3.109. L’échelle de
couleurs va du blew (T /T, = 0.7) au rouge (I'/T. = 1.5). En haut a droite, tracé de l'inverse
de la susceptibilité du systéme, x~' (o) en fonction de la température. En bas & gauche, esti-
mation de la température kgT'/J (k) déduite des ajustements en fonction de la température
imposée. En bas a droite, estimation de l'interaction J issue des ajustements (#).

Nous pouvons rappeler que ce traitement est tres général, et permet d’extraire les valeurs
du parametre d’interaction J et une estimation de la température kg7 /.J pour toute transition
possédant un parametre d’ordre, que nous soupgonnerions d’effectuer une transition de phase
de la méme classe d’universalité que le modele d’Ising. Nous verrons dans le chapitre 5 a quel
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point il est possible d’employer ce simple outil afin de décrire le comportement des grandeurs
stationnaires de 1’écoulement de von Kérman.

3.3.7 Conclusion

Nous avons étudié par I’exemple une transition de phase supercritique basée sur le modele
d’Ising. Pour bien comprendre cette transition, nous avons fait appel a une partie du forma-
lisme des transitions de phase qui permet de décrire sans équivoque de telles transitions, afin
de pouvoir comparer, pour des systemes a priori tres différents, le passage d’une phase or-
donnée a une phase désordonnée. Nous avons explicité les solutions issues de ’approximation
de champ moyen et nous avons déterminé pour cela ’expression implicite de ’aimantation m
en fonction du champ h imposé. Nous avons ensuite tenté de retrouver les divers exposants
critiques de la transition pour trois dimensions différentes, 2, 3 et 4 pour finalement s’intéresser
a la pertinence des relations m(h) du champ moyen pour une simulation en d = 4 et pour un
grand nombre de spins. Ces outils semblent utiles et permettent d’extraire des informations
intéressantes sur la température et I’amplitude des interactions pour n’importe quel systéeme
décrit par I’approximation de champ moyen. Nous pourrons donc tester la validité d’une telle
approximation pour décrire I’écoulement de von Karman : nous verrons dans les chapitres
suivants qu’il sera possible de décrire certains de nos résultats expérimentaux en termes de
ferro-turbulence.
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CHAPITRE 4

PHYSIQUE STATISTIQUE
HORS-EQUILIBRE

Introduction

Nous avons décrit dans le chapitre précédent un grand nombre de caractéristiques des sys-
teémes a I’équilibre thermodynamique. Notre écoulement de von Kérméan étant (tout du moins
dans l’eau) turbulent, c’est a dire fortement hors-équilibre, il semble plus logique d’essayer de
le décrire comme un systeme loin de 1’équilibre thermodynamique. Dans de telles conditions,
une grande partie des équations que nous connaissons habituellement ne sont plus valides, et
il est donc nécessaire de se forger de nouveaux outils spécifiques a 1’étude de cette discipline.
Ce chapitre vient donc fournir au lecteur quelques éléments permettant la compréhension des
résultats de la physique statistique hors-équilibre qui seront employés a ’étude de I’écoulement
de von Karman.

4.1 Processus stochastiques

Les processus stochastiques sont une maniere de décrire les évolutions des systemes hors
de I’équilibre en présence de fluctuations. L’évolution des systemes physiques est alors décrite
par une famille de variables aléatoires {x;} ou ¢ est interprété comme le temps, et dont les pro-
priétés statistiques (z;) nous intéressent. Ces variables aléatoires peuvent former une famille
discrete, pour un nombre d’états accessibles fini ou tout du moins dénombrable. Il est de méme
possible de considérer, en faisant tendre les intervalles de temps &t vers zéro convenablement,
des processus stochastiques a temps continu. Nous allons voir dans cette section que cette ac-
ception des processus stochastiques ol le systeme transite aléatoirement entre plusieurs états
peut étre vue de maniere équivalente comme 1’évolution temporelle d’un systéme soumis a un
bruit qui va perturber le systeme autour de ses éventuels points d’équilibre.

4.1.1 Systemes définis par une équation maitresse

4.1.1.1 Définition

Choisissons un processus stochastique a temps discret et possédant un nombre d’états
accessibles N fini. Toutes les informations intéressantes sur le systeme sont alors contenues
dans la grandeur p; qui nous donne Iensemble des probabilités pi que le systéme se trouve
dans ’état ¢ & 'instant ¢. Pour décrire la physique de tels systemes, nous pouvons considérer
une équation maitresse qui va venir relier pyys: & pe :

pt+63t— P — Opy (4‘1)
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La matrice Q = [¢"] définit les taux de transition entre I'état j & t et 1'état i & t + Jt, et
contient de fait toute la physique de notre probléme. Nous avons ici formulé deux hypothéses
importantes implicitement :

1. La matrice (Q ne dépend pas du temps t : par conséquent, notre processus est station-
naaire.

2. La définition de pyt4: ne fait intervenir que la donnée de p; : le processus est dit
Markovien.

Nous voyons immédiatement que la conservation de la probabilité globale : )", pi =1 s’écrit :
0=2_2> dm=2m> (4.2)
i j i

Cette équation est vraie quelle que soient les probabilités p{ : nous pouvons donc les choisir
arbitrairement a un t donnée telles que p; soit telle que pé = 1 : il est alors possible d’en

déduire :
- g7 (4.4)
i#£]

Cela nous permet d’exprimer plus simplement la variation de probabilité de I’état i, en effec-
tuant un changement sur les indices ¢ et j :

P,
t+6t _ qujpj Zqﬂpz (4.5)

J# J#
Nous pouvons voir alors I’évolution de la probabilité pi comme la différence entre les transitions
qui entrent dans ’état i (la premiére somme) et celles qui sortent de 1’état i (seconde somme).
4.1.1.2 Bilans et équilibre

Supposons maintenant qu’il existe des états d’équilibre de notre systeme, méme si, a t = 0,
ce dernier est hors de I’équilibre. Cet équilibre est alors donné par la stationnarité du vecteur
des probabilités p a I’équilibre, qui sera alors noté m. L’équation maitresse 4.1 devient alors :

0=Qp=Qn (4.6)
=S g =Y i (4.7)
i i

Cette regle est appelée bilan global. Elle définit les taux de transition en fonction de 1’équilibre
que nous cherchons a atteindre. Ce bilan global s’accompagne généralement d’hypotheses de
micro-réversibilité du processus Markovien, qui implique des contraintes plus fortes sur les ¢/
sous la forme du bilan détaillé. La condition d’équilibre s’écrit alors :

¢inl = gin (4.8)

Cette équation est tres importante : elle nous donne la dynamique des transitions hors de
I’équilibre en se basant sur les probabilités de présence du systeme a I’équilibre. Il est d’ailleurs
possible de considérer un équilibre déterminé par un thermostat, oll les 7% sont liées aux
énergies E', selon les résultats obtenus & I’équilibre dans I’ensemble canonique 3.1.4. Nous
pouvons alors expliciter le rapport des taux de transition de j vers ¢ sur celui de ¢ vers j :
q" j i
iy (B(EY — EY)) (4.9)
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Cette équation est fondamentale pour la modélisation numérique de systemes en contact avec
un thermostat : de nombreux algorithmes comme celui de Metropolis, de Glauber, etc. sont
directement issus de cette considération et permettent un retour effectif vers ’état d’équilibre
du systeme a la température kg7 (voir section 4.2).

4.1.2 L’équation de Fokker-Planck

Nous pouvons considérer désormais le cas limite o1 la probabilité pi est continue en temps
et ou les états forment un continuum : nous allons alors nous intéresser a la description
de p(z,t). La matrice des transitions @ devient alors un noyau Q(z,z’) dont nous allons
immédiatement changer la deuxiéme variable en le considérant égal & Q(z,z — z') = Q(z, 7).
L’équation maitresse devient alors :

Op(z,t) = /p(:c —r,)W(z —rr)dr —p(x,t)/W(a;,r) dr (4.10)

En développant les termes en z — r en une série de Taylor et en se limitant a 'ordre deux
(c’est le développement de Kramers-Moyal), nous obtenons alors une nouvelle équation de
Fokker-Planck qui nous donne 1’évolution de la distribution de probabilité p(x,t) en fonction
de deux coefficients A(x) et B(x).

Opz,t) 9 19

= — (A1) + 55

ot o, (B(z)*p(,1)) (4.11)

Intéressons-nous maintenant a la statistique des sauts Ax = x —x( lorsque nous nous trouvons
a un temps t = to a l'abscisse ¢ = 1z, afin de mieux comprendre la physique d’une telle
équation. Examinons pour cela les moments de Az :

(Az™) = /(a: —x0)"p(z,t +¢) dz (4.12)
_ / (2 — 20)" (6(z — ) + £Oip(, 1)) dz (4.13)

2
= 5/($ — x)" [855(—A(x)p($,t)) + 388332(3(:6)2]9(@&) dz (4.14)

En effectuant une intégration par parties, il est possible de voir que

(Az)

<50 A(zo) (4.15)

(B =0 B (4.16)

Par conséquent, chaque « saut » élémentaire Az est choisi aléatoirement avec une moyenne
A et une variance B?. L’équation de Fokker-Planck est particulierement intéressante car elle
se trouve simplifiée lorsque le processus stochastique devient stationnaire. Dans un tel cas,
la distribution de probabilité p(z,t) = 7(z) stationnaire satisfait simplement & une équation
différentielle soluble.

4.1.3 Une formulation équivalente : ’équation de Langevin

Le formalisme employé dans la description des processus Markoviens par les équations
maitresses et les équations de Fokker-Planck font intervenir les densités de probabilité p; et
p(x,t) de présence dans un état quelconque a l'instant ¢ en vue d’en extraire des propriétés
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statistiques. Nous pourrions toutefois prendre le contrepied de cette interprétation en partant
d’une équation déterministe du mouvement :

dx
o= AX) (4.17)

Pour que cette équation décrive un processus stochastique (qui est fondamentalement aléa-
toire), nous allons rajouter un terme qui va venir introduire de I'incertitude sur la valeur méme
de X. Ce terme, qui sera appelé le bruit du systeme, « transforme » la fonction X (¢) en une
famille de variables aléatoires X indicées par le temps t.

4.1.3.1 Le bruit

Le bruit est un phénomeéne omniprésent dans la nature : en effet, toute mesure analogique
est bruitée, toute grandeur a 1’équilibre est soumise a des fluctuations (qui peuvent étre in-
fimes ou non) et tout téléviseur déconnecté d’une antenne affiche une « neige » caractéristique.
Afin de décrire physiquement le bruit, nous devons avoir recours aux statistiques : en effet,
nous pouvons considérer le bruit d’une télévision comme le tirage, pour une famille d’ins-
tants ¢, d’une variable aléatoire quelconque qui va nous fournir le signal désordonné que nous
considérons caractéristique du bruit. Nous définissons de fait donc une famille de M variables
aléatoires réelles, (&1, &2, ...,&En) = €. Ces variables aléatoires réelles & sont gaussiennes :

Q — RF
& - w = &(w) (4.18)
Pl=x) o exp (_7(:;:;;20)2>

Nous définissons de méme une mesure de probabilité de réalisation de &, notée P :

1
P(€) =  exp(—€'T€) (4.19)
Ici, Z est notre fonction de partition, et T est une matrice de taille M x M symétrique et
définie positive, qui va traduire la maniere dont sont corrélées nos M variables aléatoires. Le
théoreme de Wick (non démontré ici) va faire apparaitre explicitement ces corrélations, en
indiquant que :

(&) = (X Ny (4.20)

Nous pouvons aussi réfléchir & une version continue d’un tel théoréme : en considérant des
instants t; = €j et prenant la limite M — oo , ¢ = 0, (et en oubliant un peu la limite Me),
nous définissons alors une version continue de notre mesure P :

Ple] = %exp (-é / dt dt’ §(t)T(t,t’)§(t’)> (4.21)

Le cas que nous allons étudier est plus simple, il correspond au cas d-corrélé, ou 'opérateur
Y(t,t') est proportionnel & la distribution de Dirac § (ce qui revient considérer les variables
gaussiennes &; indépendantes). Pour des temps discrets, nous avons donc :

0ij
(3

(&i&j) = K (4.22)

Ce qui se traduit de fait dans la limite continue en

(E(@0)E()) = Ko(t — 1) (4.23)
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Qui nous donne effectivement une probabilité gaussienne pour une réalisation du bruit £ :

(EOEE) =T )jere = Kt~ 1) (1.29)
Plel =g e (- [ 7€) (4.25)

Ici, K représente la variance de &. C’est 'amplitude du bruit, qui va pousser plus ou moins
notre systéme hors de 1’équilibre. Nous considérerons dans toute la suite que £(t) est un bruit
blanc §-corrélé, avec (£(t)E(t)) = Ko(t —t').

4.1.4 L’équation de Langevin

X est désormais un processus soumis a un bruit £ : par conséquent, pour chaque pas de
temps, nous rajoutons explicitement ce dernier dans I’équation déterministe équivalente. Nous
obtenons alors une équation de Langevin :

Xt — Xigst

5 = A(Xt) + B(X¢)& (4.26)

Nous pouvons formuler a nouveau cette équation pour des processus en temps continus : il
faut alors bien spécifier 'instant ¢ auquel les grandeurs A et B¢ sont considérés. Le choix
effectué généralement est appelé la régle d’Ito, et consiste a prendre A et B¢ a Uinstant t (et
non t + 0t).

ddi: — A(X) + B(X)E(t) (4.27)

Cette équation semble une formulation naturelle du probleme : elle contient toute la physique
et est plutot simple a comprendre. Pourtant, le caractere aléatoire de X rend parfois 'utilisa-
tion des équations de Fokker-Planck plus efficace. Nous allons toutefois montrer rapidement
que ces deux formulations donnent des résultats équivalents. Comparons les moments des
sauts dX a ceux obtenus dans la section 4.1.2, en discrétisant temporairement 1’équation de
Langevin :

Xppe — Xy = AX (4.28)
= ¢ (A(Xy) + B(X1)&) (4.29)

(AX) = e (A(Xy) + B(X¢) (&) (4.30)

— cA(X)) (4.31)

(AX?) = 242(X,) + 2 A(X) B(X,) (6) + B(X,)%e4(€d) (432)

Il ne faut alors pas oublier que notre bruit continu &, d-corrélé pour les temps continus, est en
fait la limite discrete de :

O
(&) = = (4.33)
Le terme dominant pour § — 0 de I’équation 4.32 devient alors :
(AX?) = KeB(Xy)? (4.34)

Pour K =1, la description en termes d’équation de Langevin et d’équation de Fokker-Planck
sont donc identiques. Nous pouvons montrer par ailleurs que ’amplitude du bruit, dans le cadre
d’un processus stationnaire, est liée a la température kg1’ du thermostat relié au systeme.
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4.2 Application : Modélisation numérique du modele d’Ising

Les bases de la méthode de Monte-Carlo pour simuler des problémes physiques ont été
jetées a la fin des années 1940 au laboratoire de Los Alamos par Stanislaw Ulam et Nicholas
Metropolis [135]. Tres rapidement, les physiciens pensent a utiliser cette méthode afin de
déterminer la physique du modele d’Ising, principalement en dimensions d = 2 et d = 3 [130],
plutot que de tirer directement I’ensemble des spins d’Ising {s;} pour en calculer I’énergie.
Les méthodes de Monte-Carlo sont basées sur un échantillonnage aléatoire direct ou indirect
de I'espace d’arrivée : pour notre modele d’Ising, un échantillonnage direct reviendrait a tirer
au hasard les configurations {s;}, avec une probabilité pour chaque configuration qui serait
donnée par les résultats de I’ensemble canonique. Cela implique de connaitre la fonction de
partition du systeme :

_ exp(—fE;)

pe; Z (4.35)

L’échantillonnage direct est assez peu intéressant pour I’étude du modele d’Ising car nous avons
déja vu que la connaissance de Z permettait d’obtenir toutes les informations intéressantes
sur la physique du modele. Par conséquent, les travaux numériques ont principalement utilisé
un échantillonnage indirect, qui part d’une configuration quelconque a un temps tg et la laisse
évoluer selon les régles définies par le bilan détaillé (équation 4.8). Pour le modele d’Ising,
cela revient a choisir un spin j au hasard a chaque instant ¢, puis a le retourner avec une
probabilité donnée, liée a la différence d’énergie entre la configuration avec le spin j retourné
et celle avec le spin j non retourné, qui est tres facile a calculer. Ces processus sont de fait
des chaines de Markov. Notre algorithme, écrit en Fortran 90 pour des raisons de rapidité,
est une version modifiée par Sébastien Léonard d’un algorithme simulant le modele d’Ising
hors équilibre. Une grille de L? spins désordonnés est initialement choisie, et la simulation va
ensuite effectuer une boucle consistant a :

— sélectionner un spin j au hasard

— calculer I’énergie d’une configuration ou le spin j a été retourné, et la comparer a
I’énergie initiale

— calculer la probabilité P d’acceptation de cette nouvelle configuration

— tirer un nombre au hasard afin de le comparer & P pour accepter (ou non) le retour-
nement

Par petits sauts élémentaires, le systeme va alors naturellement converger vers la distribu-
tion de probabilités d’équilibre, 7. Il existe différentes variantes de ’algorithme qui vérifient le
bilan détaillé en fonction de la différence d’énergie AE = Fyew — Folg, cOmMme nous pouvons
le voir sur la table 4.1.

Modele Cas AE <0 Cas AE >0
Metropolis 1 exp(—BAE)
Glauber  1/(1+exp(BAE)) 1/(1+ exp(BAE))

TABLE 4.1 — Calcul des probabilités d’acceptation P d’un retournement de spin d’Ising en
fonction de la différence d’énergie AE entre la configuration retournée et la configuration
initiale, pour l’algorithme de Metropolis et la dynamique de Glauber.
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4.3 Application : temps de sortie de Kramers d’un puits de
potentiel

Un des plus vieux résultats de la physique statistique des systemes hors de ’équilibre a
été résolu dans le domaine de la chimie théorique : en effet, Arrhenius en 1889 postule que
la constante k de la cinétique des réactions chimiques dépend essentiellement d’une barriere
d’énergie, appelée énergie d’activation, qui limite la vitesse de la réaction. Plus tard, Eyring
et Polanyi [137] décrivent plus précisément cette dépendance en explicitant les préfacteurs
d’Arrhénius dans le cadre de la théorie de I’état de transition. Ils explicitent alors, pour une
quelconque coordonnée réactionnelle X, la dépendance de la cinétique de la réaction chimique
en fonction de la barriere d’enthalpie libre AG* & franchir pour atteindre 1’état de transition.
Presque au méme moment, H. Kramers [135] obtient un résultat tres similaire : en considérant
un processus stochastique X d’une bille au fond d’un puits de potentiel de taille finie AV et
soumise & un bruit (voir figure 4.1), il trouve que le temps caractéristique d’échappement
d’un tel puits possede exactement la méme dépendance en hauteur de barriere que pour la
cinétique chimique. C’est donc la méme physique qui va gouverner de tels processus : c’est en
effet lors de réalisations bien particulieres du bruit £ que les réactions élémentaires vont se
produire, et que la bille va sortir de son puits. Nous allons décrire le résultat de H. Kramers
dans la suite de cette partie :

4.3.1 Modele

Considérons une particule de masse négligeable, soumise a un bruit blanc gaussien é-corrélé
&(t), confinée dans un puits de potentiel U(x). Elle doit alors franchir une barriere de taille
AV > kgT afin de s’en échapper.

VA

AV

i i — )a:
0 CL’mm wmam 2131

FIGURE 4.1 — Modélisation de notre probléeme : une bille, initialement confinée dans un puits de
potentiel, franchit une barriére AV > kT grace aux fluctuations £(t) afin de s’« échapper »
du puits.

Nous devons faire quelques approximations supplémentaires afin de rendre notre probleme
soluble : nous partirons du principe que la particule est absorbée une fois le puits de potentiel
franchi : nous avons alors p(z1,t) = 0. De plus, nous modéliserons ce systéme physique par
un processus stochastique via une équation de Langevin :

i= —V% + \/2kpT~E(t) (4.36)

le bruit £(t) est caractérisé par (£(t)&(t')) = 6(t — t'). Nous avons vu qu’il était possible
de formuler le probleme de maniere équivalente a partir d’une équation de Fokker-Planck, qui
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décrit I’évolution de p(z,t) :
1
Ol 1) = 0, (WU ()p(a, 1)) + 502 (2knTrp(a, 1) (4.37)

Remarquons que nous pouvons construire un flux de probabilité J(z,t) en effectuant des
bilans locaux de la densité de probabilité p(z,t) :

oJ Op
%(x,t) = a(x,t) (4.38)

Dans notre cas, nous considérerons que notre particule n’est pas réinjectée dans le puits
de potentiel lorsque celle-ci s’échappe. Par conséquent, I'intégrale de la densité de probabilité
locale ne vaut plus 1. Nous pouvons alors définir la probabilité P(t) de sortie du puits comme
I’écart a 1 de cette intégrale :

/p(m,t) de=1-P(t)#1 (4.39)

Nous supposerons que le potentiel est infini en © = xg ce qui implique que la particule ne peut
s’échapper que en xn.x. Cela vient donc préciser les bornes de l'intégrale de ’équation 4.39.
Le flux de sortie en .y & instant ¢ va, lui, définir la probabilité de sortir du puits entre ¢

et t+ ot : op tmax
max p
- = —dzr = maxs & 4.4
5= G = It (4.40)
Ce qui implique alors que :
t
A8 (U @)ple.0) + kaT0, (o(a.1) (1.41)
= — kgT exp (—Zé?) Oy exp <Z}i§2p(w, t)) (4.42)

Le passage de 4.41 a 4.42 n’est qu’une astuce de calcul. Elle nous permet cependant d’exprimer
la probabilité p(zmin,t) en intégrant 1'équation 4.42 :

1 U(x) U(Zmin)
J(x,t)e dx = —vkpTe —_— Tmin, t 4.43
[ e (T3] do = moten (S0 o)
Dans notre étude, nous considérerons en effet des conditions aux limites « absorbantes » en
x = x1, ol nous imposons p(x1) = 0.

4.3.2 Approximation de puits profond

Nous allons ensuite considérer que le puits dans lequel sont confinées les particules est
profond : cela implique donc que les particules sont localement a ’équilibre thermique dans le
puits, et que la probabilité totale p de présence est grosso modo concentrée dans un voisinage
de ce puits, V :

p(ZL‘ ~ ZTmin, t) ~ P(Jﬂmin, t) exp <_ U(ZE) ;B?(xmin)) (444)
P(t) ~ /Vp(x,t) dz = p(azmin,t)/vexp <— Ulz) ;Bz(xmin)> dz (4.45)

Nous allons maintenant considérer notre puits quadratique : par conséquent, on a U(z) —
U(Zmin) = |U"(2min)| (2 — Zmin)?. On en déduit la valeur de notre intégrale désormais gaus-
sienne, ce qui nous donne :
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2wkl
|U" (%min) |
Il est alors possible de faire le lien entre nos diverses grandeurs. En appliquant la méthode

de Laplace (aussi appelée méthode du col pour les fonctions & variables complexes) & notre
intégrale issue de 4.43, on obtient :

i U(x) 2ksT U(Zmaz)
¢ TN dp ~ et 44
/x J(x,t) exp ( k‘BT> x T (o) exp < T J(x ) (4.47)

P(t) ~ p(2min, t) (4.46)

min

Nous avons donc, en rassemblant les pieces 4.40, 4.43 et 4.47,

aaf o ,Y\/|U”(x;:;€)8(;f(xmax)| exp <_ U(ﬂfmaxl)fB—TU(:Emin)> P(t) (4.48)
oP
i — —rP(t) (4.49)

La particule s’échappe donc selon une loi exponentielle avec un taux caractéristique r. En
effectuant des hypotheses légerement différentes de celles de H. Kramers, nous sommes arrivés
aux mémes conclusions et nous avons de plus extrait la forme de la distribution du temps de
survie de la particule en question.

4.4 Relations de fluctuations-dissipation

4.4.1 Réponse linéaire

Les relations de fluctuation-dissipation sont des relations tres générales qui relient les
fluctuations d’un systéme a proximité de 1’équilibre thermodynamique a la réponse d’un tel
systeme lorsque nous le soumettons a un champ h. Il est alors possible de calculer, pour toute
observable A du systeme, la valeur statistique de (A)p—o & partir de la fonction de partition
Z du systeme a 1’équilibre :

(A0 =3 4, PIE) (450)
C;

Appliquons un champ h(t) & notre systéme. Notre Hamiltonien initial, Hg, devient alors :
H' =Ho— Sh (4.51)

S est le terme de couplage au champ h. Nous souhaiterions déterminer la valeur de (A(t))y, de
notre observable sous champ. Pour cela, nous allons supposer que le champ interagit faiblement
avec le systeme, et qu'il est alors possible d’exprimer (A(t)); comme un développement limité
du champ h. Il faut a priori considérer que pour tous les temps ¢’ < ¢, le champ h peut avoir
eu un effet sur 'observable (A(t))y, mais que pour tous les temps ¢’ > ¢, ce n’est pas le cas :
notre systeme est causal. Nous en déduisons I’expression :

o0

AW = Ao+ [ x(t=)n(e) af (4.52)
—o0
La fonction de réponse x ne dépend que de I'argument ¢ — ¢’ car la définition de origine
des temps n’influe pas sur la physique du probléme, et s’annule pour toutes les valeurs de
t —t' < 0. Nous supposerons de plus que Veffet du champ h(t’) & des temps tres éloignés de
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t (s)

FIGURE 4.2 — Réponse de notre systéme a un créneau inversé : en débranchant h a t =0, le
systéme initialement a U’équilibre (A)p, va relaxer vers le nouvel équilibre défini par (A)g.

t s’estompe : x(t — ]t’ — +00) — 0. Si nous examinons la réponse de notre observable A a la
dérivée temporelle h(t") du champ h(t’), nous voyons que :
o / ah /
(A~ (A= [ x(t-#)5] di (453)
- ¢
Il est possible d’exprimer cette somme a partir de la réponse au champ h, en effectuant une
intégrale par parties (dont les termes de bord s’annulent) :

(At))j, — (A)o = — /_Oo aX((;;t/)h(t’) dr’ (4.54)
=+ /_Z aX(gt_t/)h(t’) dt’ (4.55)
_ gt / Z (E = )h(t') dt (4.56)

La réponse de 'observable A a un § de Dirac nous donne par définition la valeur de x(t).
Par conséquent, la réponse & un créneau de Heaviside (qui s’interpréte comme un champ
branché ou débranché & ¢t = 07) nous donnera par cette relation des informations directes sur
la réponse de notre systeme.

4.4.2 Réponse a un créneau inversé

Intéressons-nous donc a la réponse de notre systeme lorsque nous débranchons un champ
at = 0 (cf. fig. 4.2). Le systeme est initialement & 1’équilibre soumis & un champ h. La
distribution d’équilibre des probabilités que le systeme se trouve dans ’état 1, ﬂ';b, est alors
donnée par :

i exp(—=B(E; — Sih))
Th = 5 exp (—B(E; — ;1) (457)
_exp(—pE;) 14 BSih
B Zy 1+ ph(S)o (4.58)
= 6 (1= Bh(S)o + BS;h) (4.59)

Pour les temps ¢t > 0, la perturbation A est débranchée. Par conséquent, la dynamique de
relaxation vers 1’équilibre est donnée par la distribution des probabilités 7 sous la forme du
bilan détaillé. Sa version continue est donnée par la fonction G(7,t|j,t') qui est la probabilité
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que le systeme se trouve dans ’état ¢ au temps t sachant que ce dernier était dans I’état j au
temps t' : ‘ '
m,G i, 1], t") = G (5, t]i, 1) (4.60)

De maniere triviale, le systéme initialement dans I'état ¢ & ¢’ se retrouve forcément dans un
des états a l'instant . Nous avons donc 3, G(j,t[i,#') = 1. Nous pouvons alors expliciter
(A(t)) en fonction des probabilités p;(t) que le systeme se trouve dans I’état ¢ a ¢ > 0. Ces
dernieres, initialement régies par les probabilités d’équilibre 7r}'1, vont relaxer vers les 7r(i) avec
une dynamique connue, donnée par le bilan détaillé :

(A)) = ZAipi(t) (4.61)
=2 A > m.Git,0) (4.62)

=AY m (1= Bh(S) + BS;h) G(i.1]3,0) (4.63)
{ J
= 1= Bh(S)o Y Aimh+ Bh Y AiS;miG(i, t]5,0) (4.64)
i ij
= (1— Bh{S)o(A)o) + Bh{A(1)S(0))o (4.65)

Le théoreme fluctuation-dissipation s’exprime sous différentes formes : celle qui nous inté-
resse ici concerne la limite pour t — 0 puis A — 0 :
d(A)n
dh

= B ((AS)o — (A)o(S)o) (4.66)

Il est tout & fait possible de prendre A = S : par conséquent, il est possible d’obtenir la relation
simplifiée :
d(S)n
dh h=0
Dans le cadre de la diffusion, cette formule définit la relation d’Einstein, qui lie le déplacement
moyen (z) d’une particule soumise & une force f a la variance d’un tel déplacement quand la
force appliquée est nulle :

= fBvar(S) (4.67)

= Bvar(x)o (4.68)
— —8D (4.69)

La relation d’Einstein exprime donc la viscosité du fluide n uniquement en fonction de D, 3
et d’'une constante géométrique K. Pour un systéme magnétique, il devrait de méme étre
possible de déterminer la susceptibilité x en fonction des fluctuations de I'aimantation m &
I’équilibre :

X = Bvar(m) (4.70)

C’est cette relation que nous allons examiner pour 'expérience de von Karmén.

Conclusion

Le théoreme fluctuation dissipation dans la forme présentée repose sur I'hypothese im-
portante que le systeéme est a ’équilibre sous champ extérieur, et relie la susceptibilité d’un
systeme soumis a un champ aux fluctuations a I’équilibre de cette grandeur et de la grandeur
associée au champ. Cette relation est tres générale, et ne fait intervenir que la théorie de la
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réponse linéaire des systeémes proches de ’équilibre thermodynamique qui respectent le bilan
détaillé. Des généralisations d’un tel théoreme sont possibles, mais plus complexes : nous ne
nous attarderons pas dessus dans ce manuscrit de these.

Il sera possible de vérifier, dans une prochaine section, la validité d’une telle équation lors
de notre étude des régimes stationnaires (et instationnaires) de I’écoulement de von Kérman—
bien que celui-ci soit par définition loin de ’équilibre — lorsqu’une asymétrie (qui sera jouée
par ) est appliquée.
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CHAPITRE 5

CARACTERISATION DE L'ECOULEMENT
STATIONNAIRE : COMMANDE EN
VITESSE

Introduction

Nous avons décrit dans la section précédente le montage mécanique ainsi que les différentes
grandeurs utilisées pour décrire ’écoulement de von Karmén. Cela ne suffit bien évidemment
pas a comprendre 1’écoulement et ses diverses caractéristiques. Ce chapitre a vocation a nous
familiariser avec I’écoulement de von Karmén : la commande en vitesse est en effet histori-
quement bien connue et ses résultats, robustes, offrent en partie un exemple « éducatif » du
comportement de 1’écoulement, depuis le régime laminaire jusqu’a la turbulence pleinement
développée. Ce chapitre va donc rappeler en premier lieu les principaux traits de la transi-
tion de I’écoulement de von Karman vers la turbulence, pour s’attacher ensuite aux nouveaux
résultats liés au comportement du systeme dans les deux sens de rotation des turbines.

5.1 La transition a la turbulence

Dans cette section, nous allons étudier I’écoulement de von Karman en partant de sa
description pour fi = fs, avec des turbines a pales courbes, en augmentant progressivement
le nombre de Reynolds depuis les fluides les plus visqueux jusqu’aux fluides tres inertiels.
Cette transition a la turbulence a été en fait étudiée deux fois : une premiere fois par Florent
Ravelet qui a principalement basé son étude sur des considérations mécaniques et de LDV, et
une deuxieme fois par Pierre Cortet qui n’a utilisé que des mesures de PIV. Nous allons donc
synthétiser leurs interprétations de la transition a la turbulence dans cette section. Pour ces
raisons de pédagogie, nous allons utiliser a la fois des résultats fournis par des turbines T'M 60
(utilisées par Florent Ravelet et Pierre Cortet) et T'P87 (que nous avons utilisées). Nous
postulerons que, pour ces deux jeux de turbines tres similaires, le scénario de la transition a
la turbulence est identique.

5.1.1 FEcoulement initial

5.1.1.1 Aspect global de I’écoulement aux faibles Re

Il est possible d’utiliser du glycérol a 99% dans notre expérience. Il permet en effet de
descendre a des nombres de Reynolds valant approximativement 60. Dans ces conditions, et
pour f; = fa, 'écoulement généré a une forme bien connue (visible sur la figure 5.1). Chacune
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des turbines « aspire » le fluide au niveau de son centre pour le réinjecter a ses extrémités. A
I’altitude moyenne z = 0, le fluide expulsé de la turbine du haut vient rejoindre celui de la tur-
bine du bas. Il n’a alors d’autre choix que de se diriger vers le centre de ’écoulement pour étre
aspiré a nouveau par les deux turbines. C’est ce qu’on appelle une cellule de recirculation po-
loidale. De plus, chacune des turbines vient naturellement entrainer dans son sens de rotation
le fluide situé & sa proximité immédiate. Le fluide va donc s’enrouler selon deux tores superpo-
sés tournant dans des sens contraires, leur séparation définissant une couche de cisaillement
en z = 0 qui concentre les gradients de vitesse azimutale (hors du plan) et verticale : la
position de cette couche de cisaillement permet de respecter les symétries expérimentales du
montage, qui sont la R, symétrie et I'axisymétrie. Enfin, les grandeurs mesurables globales et
les grandeurs eulériennes locales sont constantes et ne dépendent pas du temps : I’écoulement
est stationnaire, et possede donc une invariance supplémentaire selon toute translation dans
le temps.

Toutefois, nous pouvons déja voir sur la figure 5.1 que les écoulements dans les deux sens
ne sont pas tout a fait équivalents : dans le sens (+) (a droite), le fluide est pompé de maniere
plus importante vers les deux turbines, tandis que dans le sens (—) (& gauche), le fluide est
entrainé de maniere plus efficace a proximité des turbines. Réécrivons alors I'équation de
Navier-Stokes dans le cas purement visqueux (soit, pour Re < 1) et stationnaire :

1
VAV = ;Vp (5.1)

Nous ne considérons pas de terme de forcage f ici : nous allons supposer que dans les écou-
lements purement visqueux, les turbines effectuent un forcage via des conditions aux limites
sur v au bord des pales (ce qui a été confirmé dans [65]). Nous pouvons alors imposer des
conditions aux limites, par exemple en effectuant des expériences dans le sens (+) : la solution
du probléeme sera donnée par les champs v et p. Toutefois, nous pouvons également effectuer
des expériences dans le sens (—), avec des conditions aux limites opposées. Le champ de vi-
tesses donné par —v respectera alors ces nouvelles conditions aux limites, pour un champ de
pressions p’ = c¢*® — p. De méme, le champ de vitesses v, donné par :

Ur

Uz

<
Il

respectera également ces nouvelles conditions aux limites, pour un champ de pressions p
identique a celui du sens (4) si les champs v et v/ sont axisymétriques. Le processus qui vient
sélectionner la solution parmi —v et v n’est pas clair, mais nous pouvons savoir lequel est
choisi & partir des symétries présentes entre les champs de vitesses du sens (+) et du sens (—).
La figure 5.1 nous montre que les écoulements poloidaux des sens (—) et (+) vont dans le méme
sens, ce qui signifie que Vv serait naturellement sélectionné, et présentent un écoulement toroidal
d’intensité similaire lorsque le sens de rotation change. L’écoulement observé (pourtant produit
a Re > 100) peut donc bien étre considéré comme laminaire. Des écoulements ensemencés de
bulles, photographiés par Florent Ravelet, ont d’ailleurs confirmé la nature axisymétrique de
I’écoulement a tres bas nombre de Reynolds. Des mesure additionnelles ont montré que cette
similarité cesse des Re = 160, I’écoulement du sens (+) présentant alors un pompage poloidal
plus important.

5.1.1.2 Couples visqueux

Dans de telles conditions, la viscosité domine également les autres contributions dans les
équations du mouvement du fluide. En effet, si nous considérons que la force Fy;s, exercée par
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FIGURE 5.1 — Champs de vitesses de PIV de l’écoulement instantané : a gauche, Re =~ 150,
sens (+) ; au centre, sens (—), Re &~ 120, a droite, différence entre les deux écoulements. Les
deux écoulements sont produits a 0 = 0, soit fi1 = fo =1 Hz, et acquis durant le post-doctorat
de Pierre Cortet [117] avec des turbines TM60. Les fleches représentent I’écoulement poloidal
dans le plan de la nappe laser, tandis que les couleurs représentent la vitesse toroidale (ou
azimutale) vy perpendiculaire a la nappe. Les deux écoulements respectent bien la Ry symétrie.

le fluide sur chacune des pales est dominée par les termes visqueux, nous obtenons dimension-
nellement :

Fyisq = —K1pv(27f)R?, (5.3)

K étant ici une constante liée a la forme de la turbine. Le couple exercé par le fluide Clisq
aura par conséquent une expression du type :

Cyisq = —K2pl/(27Tf)R3, (5.4)

K> étant un nouveau facteur de forme. Si nous calculons le couple adimensionné K, pour un
tel écoulement, nous aurons donc :

C
= SR ? o

= Ky o @) (5.6)
K, xRe™! (5.7)

Pour un rayon de cuve donné, nous aurons donc un couple inversement proportionnel au rayon
de la cuve. Cette loi est tres bien vérifiée sur la figure 5.4, en tout cas pour les nombres de
Reynolds inférieurs a 300. Malgré des écoulements sensiblement différents, les couples exercés
par les turbines dans les deux sens de rotation sont tres similaires : I’écoulement est bien
dominé par des effets visqueux.

5.1.2 Premieéres instabilités

Dans le sens (—), le systéme subit une premiere bifurcation supercritique lorsque le nombre
de Reynolds dépasse une valeur seuil Re; = 17545 : la couche de cisaillement n’est alors plus
horizontale mais présente des oscillations spatiales de nombre d’onde m = 2 [91, (5], en accord
avec les prédictions théoriques [39, 90]. L’écoulement n’est alors plus axisymétrique, mais reste
toujours stationnaire, comme il est possible de le voir sur les signaux de LDV (cf. 5.2).

La deuxieme symétrie perdue est 'invariance par translation dans le temps : en effet, pour
un nombre de Reynolds Rea = 250, des modulations commencent a étre observées (cf. fig 5.2)
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FIGURE 5.2 — Signauz temporels de wvitesse azimutale vy de LDV de lexpérience de von
Karman, pour @ = 0, en z = 0, fournis par Florent Ravelet [05] avec des turbines T'MG60.
A gauche, régime stationnaire a Re < 250 brisant Uazxisymétrie : la vitesse moyenne est
non nulle. A droite, régime modulé observé pour Re = 330 : le signal présente des faibles
oscillations.

sur les grandeurs auparavant stationnaires de I’écoulement. Cela correspond probablement a
lapparition d’ondes progressives (travelling waves ou TW en anglais) dans 1’écoulement, pré-
vue numériquement et observée chez d’autres équipes [29, 91] avec des disques lisses, quoique
pour des nombres de Reynolds 1égerement différents.

5.1.3 La transition vers la turbulence

Si nous augmentons encore le nombre de Reynolds, les bifurcations se succedent alors
rapidement : des ondes stationnaires apparaissent vers Re = 390, qui deviennent ensuite
irrégulieres, le systeme parcourant des orbites quasi-hétéroclines. Pour des Re plus élevés en-
core, il est possible d’observer un enroulement de la couche de cisaillement sur elle-méme.
Le spectre de la vitesse commence alors & présenter un comportement en f~! aux tres pe-
tites fréquences, caractéristique d’un régime chaotique (fig. 5.3). Le systéme devient ensuite
progressivement turbulent, les fluctuations de la vitesse azimutale saturant vers Re ~ 4000.
Les spectres temporels des signaux de LDV présentent alors un début de zone inertielle avec
une pente caractéristique —5/3. Pour toute cette gamme de nombres de Reynolds, la taille
des fluctuations de vitesse (vy — 04)? varie comme Re — Re,, avec Re. = 330. Cela semble
confirmer la nature globalement supercritique de la transition a la turbulence.

Dans le régime désormais dit inertiel, les deux sens de rotation produisent des écoulements
tres différents, pour lesquels la valeur des couples adimensionnés K, est différente dans les deux
sens de rotation. Le fluide, plus accéléré dans le sens (—), exercera un couple plus important
sur les turbines que dans le sens (4). De méme, la relation linéaire K, o< Re™! est perdue,
comme il est possible de le voir sur la figure 5.4. Tandis que le K, de I’écoulement du sens (—)
semble atteindre un plateau, celui du sens (+) continue de diminuer lorsque Re augmente.

5.1.4 Restauration statistique des symétries

5.1.4.1 Du désordre instantané a ’ordre statistique

Le champ de vitesses de PIV instantané nous fournit de plus amples informations sur la
nature du désordre régnant au sein de ’écoulement de von Karmén dans le régime turbulent.
En effet, nous savons que désormais I’écoulement instantané varie tres rapidement en fonction
du temps, et ne respecte plus les symétries du montage (voir figure 5.5).

Il est possible de montrer (pour cela, voir 'annexe B consacrée a I'ergodicité) que le poor
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FIGURE 4.3 — Signaux temporels de vitesse azimutale vy de LDV, pour 0 = 0, en z = 0,
toujours extraits de la thése de Florent Ravelet [05] pour des turbines T MG60. A gauche,
régime chaotique a ¢ Re = 450 : la vitesse, bruitée, semble transiter entre deuz valeurs +0.3.
A droite, écoulement turbulent pour Re = 4000. Les vitesses sont tres élevées et ne semblent
plus suivre une tendance particulicre.
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FIGURE 5.4 — Comparaison des couples adimensionnés K, pour les deuzx sens de rotation :
(¢), sens (—), et (¢), sens (+), pour des TMG60. Les données sont extraites de la thése de
Florent Ravelet [05]. Les barres d’erreur sont représentées. Une troisiéme branche stationnaire
(¢ ), produite a partir du sens (—), apparait vers Re ~ 10000. La ligne en pointillés représente
la dépendance théorique du couple en fonction du Re en régime laminaire : K, Re™ !, bien
respectée jusqu’a Re = 300, qui correspond a la troisiéme bifurcation par rapport a I’écoulement
laminaire de la figure 5.1.

man’s Navier Stokes, systeme dynamique utilisé pour modéliser tres simplement la turbulence,
préservait la mesure [7]. L’interprétation généralement acceptée de cette propriété consiste a
dire que les symétries du systéme sont statistiquement restaurées dans ’écoulement turbulent.
Notre systeme de PIV nous permet de mesurer des champs de vitesses qui ne suivent pas la
totalité de la dynamique de ’écoulement a cause de sa faible fréquence d’acquisition. Toutefois,
il peut exister une forme de corrélation temporelle entre deux champs de vitesse successifs non
résolus temporellement. Afin de quantifier cette possible corrélation, nous pouvons examiner
la grandeur suivante :

Clr,27) = ||21|V’2 /t(v(r, Pt T) =) (v(r, 2, t) — V) dt (5.8)

Cette grandeur va donc mesurer la ressemblance « typique » qui existe entre deux champs
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FIGURE 5.5 — Ecoulement instantané turbulent pour un nombre de Reynolds élevé (> 10%),
pour des turbines en plastique T P87. Plus aucune symétrie n’est constatée, et le fluide s’écoule
de maniére désordonnée.
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FIGURE 5.6 — Ecoulements turbulents moyennés sur N instantanés décorrélés en temps, pour
des turbines en plastique T P8T7. A gauche, N = 20 : [’écoulement ne semble ni axisymeé-
trique (divergence non nulle au centre) ni Ry symétrique. Au milieu, N = 100 : l’écoulement
semble déja mieux respecter les symétries méme si des parties non symétriques sont toujours
présentes, comme au centre de [’écoulement ot vy # 0 et a gauche, ou le fluide semble di-
rectement étre entrainé depuis le tore du bas jusqu’au tore du haut. A droite, N = 10000,
l’écoulement est parfaitement azisymétrique et R, symétrique. La symétrie du systéme est
restaurée.

de vitesses lorsque ceux-ci ont été acquis a un intervalle de taille 7. Ces corrélations sont donc
distinctes de celles qui seront décrites dans la partie 5.3.4.4. Le tracé d’une telle grandeur nous
montre qu’il existe encore des corrélations significatives entre les champs de vitesses pour des
valeurs de 7. = 3 s, soit sur environ 45 champs de vitesse.

Par conséquent, il est possible d’effectuer une moyenne temporelle des champs de vitesse v,
qui nous fournira une excellente mesure de la moyenne statistique du champ de vitesses (v) si
la durée sur laquelle celle-ci s’effectue est grande devant le temps de corrélation de I’écoulement
(nos moyennes s’effectueront alors sur des durées excédant 40 s). Cette moyenne statistique
nous permettra ainsi de vérifier la restauration de 'axisymétrie et de la R, symétrie.

Les champs de vitesse de la figure 5.6 montrent bien cette restauration statistique : plus
le nombre d’échantillons sur lequel la moyenne est effectuée est grand, plus I’écoulement res-
pecte les symétries originelles de notre montage. Cependant, le nombre d’échantillons pour
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FIGURE 5.7 — Signaux de couples turbulents stationnaires (non calibrés) enregistrés pour le
sens (+) avec des TP87. En bleu : (—), le couple de la turbine du bas. En rouge : (—), le
couple de la turbine du haut. Les moyennes des signaux sont représentées par un tireté.

recouvrer rigoureusement ces symétries est tres élevé : pour un champ de vitesse moyenné
sur N = 100 instants, il est toujours possible de voir a ’ceil nu des écarts a la R, symé-
trie. A titre de comparaison, des champs de vitesse parfaitement décorrélés moyennés sur une
dizaine d’instants (N ~ 10) donneraient une excellente estimation de 1’écoulement moyen
statistique : cela est principalement lié a la possibilité, dans ce cas, d’appliquer le théoreme
central limite. Nous considérerons dans la suite qu’il faut effectuer nos moyennes sur au moins
N = 600 échantillons pour obtenir un écoulement « moyen » qui restaure parfaitement — au
sens statistique — toutes les symétries du montage expérimental. Ce sont principalement ces
écoulements « moyens » stationnaires, qui seront appelés dans la suite de ce manuscrit les
états symétriques (s) du systeme, que nous cherchons a caractériser dans nos expériences.

5.1.4.2 Caractéristiques de 1’état symétrique (s)

Stationnarité  Sinous regardons le signal de couple fourni par les couplemetres a haut
nombre de Reynolds dans I’état symétrique en fonction du temps, nous voyons que celui-ci
est stationnaire. Cela peut sembler contradictoire avec le caractere turbulent et hors-équilibre
de notre écoulement, qui possede des corrélations temporelles sur une durée non négligeable .
Une fois de plus, la question des échelles de temps est cruciale, comme il est possible de le voir
sur la figure 5.7 : bien que tres fluctuants de maniere instantanée, les signaux sont globalement
stationnaires lorsque nous considérons leur valeur moyenne sur des tranches temporelles d’une
taille typique 107,.

Corrélation des couples L’écoulement turbulent dans I’état (s) possede statistique-
ment deux cellules de recirculation séparées par une couche de cisaillement située en z = 0.
L’écoulement instantané semble alors étre la superposition de I’écoulement statistique et d’un
bruit turbulent important qui pousse le systeme suffisamment loin de cet état pour le rendre
« méconnaissable ».

Pour mieux comprendre cet écoulement instantané, nous avons besoin d’effectuer d’autres
mesures. Les mesures de couple sont plutét rapides et permettent d’avoir un apercu de ce
que ressent le systéeme aux grandes échelles de maniere instantanée. La figure 5.8 nous montre
lauto-corrélation des couples bas et haut pour deux écoulements dans I’état (s), 'un dans
le sens (+), l'autre dans le sens (—). Ceux-ci nous indiquent qu’en général, le couple d’une
turbine « oublie » ses variations passées en 1 ou 2 révolutions.

Quelque chose au sein du fluide permet donc aux turbines d’oublier rapidement leurs
fluctuations passées, qui devraient normalement étre retrouvées plus tard sur les turbines si le
cycle de pompage et d’expulsion du fluide par les turbines venait simplement les transporter.
Une interprétation de ce phénomene implique que la couche de cisaillement joue un tel role :
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FIGURE 5.8 — Auto-corrélation des couples des couplemétres pour deux expériences effectuées
avec des T'P87 en régime pleinement turbulent. A gauche, expériences effectuées dans le sens
(=) dans Uétat stationnaire (s) o f = 4 Hz. A droite, expériences dans le sens (+) a f = 7 Hz.
Le couple du couplemétre du bas est représenté par un trait bleu (—) et celui du haut par un
trait rouge (—). Dans les deux sens de rotation, les couples se décorrélent en deux tours de
turbines, malgré quelques oscillations a la fréquence de rotation des turbines.

bien qu’invisible sur ’écoulement instantané de PIV, elle joue toujours globalement son role
de séparation des z > 0 et z < 0 avec d’importantes fluctuations. Ce sont ces fluctuations
d’écoulement a l'intérieur de la couche de cisaillement qui vont empécher les auto-corrélations
de se construire a 7 élevé.

Une preuve accréditant cette interprétation vient des inter-corrélations : si la couche de
cisaillement exerce bien son réle de séparation et de fluctuations autour de z = 0, alors il est
impossible que le couple du couplemetre du haut et de celui du bas soient fortement corrélés
dans I’état (s). Cela est effectivement visible lorsque nous tragons ces inter-corrélations : dans
le sens (—), les inter-corrélations possedent un maximum assez faible, 0.25 pour 7 = 0 ainsi
que deux maxima secondaires encore plus petits pour 7 ~ =1 tour : quelques fluctuations
subies par une des turbines sont ressenties un peu plus tard sur 'autre turbine. Dans le sens
(4), aucune corrélation significative n’est observée méme si celles-ci apparaissent périodiques.

Grandeurs globales de PIV ~ Nous avons vu que les champs de PIV instantanés sont a
priori non résolus en temps, malgré une fréquence d’acquisition pouvant aller jusqu’a 15 Hz.
Ces derniers présentent de plus un certain désordre spatial. Il est cependant possible de tra-
cer, par curiosité, ’évolution temporelle des grandeurs globales de PIV afin de voir si la
moyenne sur le désordre spatial observé ne viendrait pas restaurer d’une certaine maniere la
R symétrie. Nous rappelons qu’en toute logique, I’état (s) est invariant par R, symétrie, ce
qui implique que (I) = (I') = 0. Cette condition est plutot bien respectée en général (voir
figure 5.10) : les moyennes de I et T sont bien proches de 0. Nous voyons de plus que les fluc-
tuations de ces grandeurs sont relativement faibles et peu corrélées dans le sens (+), tandis que
les signaux du sens (—) semblent s’écarter de la moyenne sur des temps plus longs. Ces der-
niers n’excedent toutefois pas 40 s = 600/ facq, confirmant la pertinence de notre écoulement
« moyen » calculé sur 600 instants.

5.2 Le cycle d’hystérésis du sens (—)

Introduction

La section précédente nous a montré qu’a haut nombre de Re, dans le sens (4) comme dans
le sens (—), les symétries originelles du montage étaient restaurées dans un sens statistique
lorsque le nombre de Reynolds était suffisant pour que I’écoulement soit pleinement turbulent.
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FIGURE 5.9 — Inter-corrélation des couples des couplemeétres pour deux expériences effec-
tuées avec des TP87 dans l’état stationnaire (s) en régime pleinement turbulent. La pre-
miére expérience (4 gauche) est effectuée dans le sens (—) a f = 5 Hz, lautre (a droite)
dans le sens (+) a f = 7 Hz. La corrélation est calculée pour divers décalages temporels
T (exprimés en tours de turbine). Le sens (—) woit apparaitre trois petits pics de corréla-
tion a T = —1.4,7 = 0,7 = 1.2 tours pour ensuite rapidement tendre vers 0. Le sens (+)
présente quant a lui une corrélation marginale qui semble périodique. Le pic a 7 = 0 sé-
pare en fait deux séries périodiques pour T < 0 : 7 = {—10.88;—-9.88; —8.88;...} et pour
>0 :7={1.17;2.17;3.17;...}.
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FIGURE 5.10 — Grandeurs globales de PIV pour une expérience effectuée a haut Re ~ 3.0-10°
avec des TP87 : I = I/(2rfR?*pV), moment cinétique adimensionné, et I = I'/(2xfRpV),
circulation adimensionnée. Les signauz du haut correspondent a une expérience dans le sens
(4), ceux du bas dans le sens (—). Les lignes blanches représentent les moyennes temporelles
de ces grandeurs, qui sont effectivement proches de 0.

Nous allons voir dans cette section que ce scénario n’est pas si simple dans le sens (—) : comme
nous pouvons déja le constater, les deux sens de rotation ne sont plus équivalents, et le tres
fort entrainement toroidal des turbines va entrainer une nouvelle brisure de symétrie, cette
fois-ci au sens statistique.
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FIGURE .11 — Ecoulements issus de la branche supérieure de la figure 5.4, pour Re ~ 10°,
obtenus avec des TP87. A gauche, N = 1 : I’écoulement semble déja posséder une structure
bien définie, avec une cellule unique de recirculation,qui brise la R, symétrie. Au milieu,
N =10 : l’écoulement semble « lisse », presque azisymétrique mais brise toujours fortement
la Ry symétrie. A droite, N = 500, [’écoulement semble avoir parfaitement convergé mais
brise encore la Ry symétrie.

5.2.1 La brisure statistique des symétries

Il est possible de voir sur la figure 5.4 une nouvelle branche apparaissant aux environs
de Re = 10000, et uniquement dans le sens (—). Cette nouvelle branche a pour premiere
caractéristique un K, bien plus élevé que celle de I’état (s). Nous allons dans un premier
temps examiner les caractéristiques de cette nouvelle branche pour les Re > 10° pour ensuite
nous intéresser a l'apparition d’une telle branche & partir de 1’état (s) du sens (—).

5.2.1.1 Un nouvel état statistique

Examen PIV  Procédant de la méme maniere que dans la section précédente, nous
avons tracé sur la figure 5.11 les moyennes sur N échantillons des champs issus de cet état
statistique. L’écoulement moyen observé, qui est stationnaire, est alors extrémement différent
de celui précédemment décrit : il ne possede qu’'une seule cellule de recirculation poloidale,
le fluide étant aspiré exclusivement par la turbine du haut, qui de méme fait tourner pra-
tiquement tout le fluide dans son sens de rotation. La couche de cisaillement de la section
précédente a en fait été éjectée puis piégée derriere une des deux turbines, ce qui ne laisse
subsister qu’un seul tore de recirculation dans le cylindre.

Cet état brise naturellement la R, symétrie, cette fois-ci de maniere statistique : il sera
donc appelé état bifurqué du systéme et nous nous y référerons souvent comme a 'état (bs),
la turbine du haut (notée 2 selon nos conventions) ayant pris le pas sur la turbine du bas dans
I’écoulement. Il existe bien entendu un deuziéme état bifurqué, noté (by), et qui a été observé
expérimentalement. Dans ce cas, c’est la turbine du bas qui domine 1’écoulement. Nous avons
bien vérifié que les états (b1) et (bz) sont bien images 1'un de 'autre par application de la R
symétrie. Le principe de Curie reste donc bien valide méme si chacun des états (b1) ou (b2)
brise individuellement la R, symétrie.

Nous pouvons visualiser la brisure de symétrie des états (b1) et (b2) en regardant le moment
cinétique I de telles expériences. En effet, nous pouvons voir que I’écoulement moyen bifurqué
possede un sens de rotation global, la vitesse toroidale étant en moyenne tres négative aux
r > 0 sur la figure 5.11. Les états bifurqués possedent donc un moment cinétique important,
comme nous pouvons le constater sur la figure 5.12.

Il est intéressant de noter que les moyennes des écoulements instantanés de 1’état bifurqué
semblent plus rapidement converger vers 1’écoulement moyen que les écoulements de 1’état
symétrique (voir figure 5.11). En effet, pour une moyenne sur 100 échantillons, les fluctuations
observées autour de I’état symétrique sont bien plus fortes que leurs contreparties bifurquées
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FIGURE 5.12 — Moments cinétiques réduits f(t) pour un écoulement produit par des T P87
pour des Re =~ 3-10°, bifurqué bas (by) (en bas), et bifurqué haut (by) (en haut). Les valeurs
moyennes de I, en traits blancs, sont extrémement proches en valeur absolue : I, = —0.2691
et Iy = 0.2699.

pour 50 échantillons. De méme, le moment cinétique I possede des fluctuations qui semblent
plus faibles (=~ 0.05) dans que dans I’état symétrique (= 0.1).

Corrélations L’état statistique (b) ne possede qu’une seule cellule de recirculation :
la couche de cisaillement, si elle existe, est rejetée soit dans les turbines, soit derriere. En
toute logique, les états (b1) et (be) devraient donc montrer d’importantes corrélations. C’est
bien ce que nous observons en examinant les auto-corrélations et inter-corrélations de 1’état
(b1) pour # = 0 (figure 5.13). Le maximum d’intercorrélation vaut en effet quatre fois plus
que celui observé dans 1’état (s), et possede U'intéressante propriété de ne pas étre situé en
7 = 0. En effet, nous observons que les deux pics principaux d’inter-corrélation se situent
respectivement a 7 = +0.5 tour et a ™ = —0.25 tour, ce qui nous indique que la turbine du
haut est a la fois en « retard » et en « avance » sur sa congénere. La position des autres
extrema, tous décalés de 0.5 tours par rapport a 7 = 0, confirme que le retard est prépondérant.
L’autocorrélation nous indique quant & elle que les fluctuations de la turbine du bas, qui ont
été « envoyées » a la turbine du haut en 0.5 tour, mettent beaucoup de temps a revenir vers
la turbine du bas, avec un second maximum pour 7 = £4.25 tour. Ce maximum étant faible,
nous pouvons penser que la corrélation, qu’elle soit calculée entre la turbine 1 et elle-méme,
ou la turbine 1 et la turbine 2, se perd en environ 5 tours de turbines. Ces résultats different
des longues corrélations observées par Florent Ravelet avec les T'M60 et pour § = 0, mais sont
trés proches des expériences en régime anti-naturel de ce dernier [05]. Ces corrélations sont
d’ailleurs restaurées si nous effectuons les expériences a des 6 positifs pour la branche (b1) et
pour les 6 négatifs pour la branche (b2). Cela indique une moins grande robustesse de I’état
bifurqué a 8 = 0.

5.2.1.2 Conditions d’existence de la solution bifurquée

Nous n’avons pas observé d’état bifurqué (b) dans le sens de rotation (+), qui impose une
rotation du fluide moins importante au bord du cylindre, comme il est possible de le voir sur
la figure 5.14. La courbure des pales a, comme nous ’avons déja dit, une grande influence sur
I’entrainement en rotation du fluide, qui semble bien plus efficace a vitesse identique dans le
sens (—) que dans le sens (+).

Une partie du travail de these de Florent Ravelet s’attaque a ce probleme, en examinant
I'existence d’un état stationnaire bifurqué selon la courbure des pales des turbines ainsi que
selon d’autres parametres, comme la présence d’ailettes et d’anneau central (qui ont pour effet
de stabiliser 1’état symétrique) [65]. Nous rappelons dans le tableau 5.1 les résultats obtenus
par ce dernier, qui indiquent qu’une courbure importante des turbines favorise la présence de
létat (b) dans le sens (—) .

L’influence des ailettes, ainsi que I'anneau central, permettent de mieux comprendre les
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FIGURE .13 — Corrélations existantes dans l’état (by) a 6 = 0 avec des T P87 a haut nombre
de Reynolds. A gauche, auto-corrélations de Cy (bleuw) et Cy (rouge) : les deux courbes, trés
similaires, présentent des minima locaur en T = £0.5 tour (tirets) et en T = £2.5 tour
(ligne pleine grise), ainsi que des mazima locaur en T = £0.675 et 7 = £4.25 tours. A
droite, inter-corrélations : un maximum élevé est visible pour T = 4+0.5 tour, mais aussi pour
T = —0.25 tour. D’autres extrema locaur sont visibles, pour T = 0.5 + 2.25 tours (lignes
pleines grises) et T = 0.5 + 4.25 tour (lignes gris clair). Les corrélations sont notables jusque
T = 5 tours.
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FIGURE 5.14 - Ecoulements turbulents a vitesses des turbines identiques pour 0 = 0, dans le

régime symétrique, pour des T P87. A gauche, sens (—) : les vitesses toroidales atteintes sont
élevées. A droite, sens (+) : les vitesses toroidales sont plus faibles.

mécanismes favorisant la présence des états bifurqués (b). En effet, les ailettes viennent freiner
le moment cinétique I, et, comme la courbure des pales, inhibent la présence de (b). C’est donc
dans les situations de fort moment cinétique que les états (b) peuvent exister. La présence d’un
anneau central limite la présence des états bifurqués en empéchant le transfert du moment
cinétique entre parties de 1’écoulement a z > 0 et z < 0. Ce dernier vient donc stabiliser la
couche de cisaillement.

5.2.2 Transitions entre états turbulents : le role de ¢

L’étude que nous avons effectuée de I’écoulement de von Kdrman aux tres grands nombres
de Reynolds Re > 10° s’est pour 'instant concentrée sur le cas § = 0. Pourtant, nous pouvons
nous dire que nous pouvons favoriser un des deux états bifurqués en décidant d’imposer une
vitesse plus élevée pour 'une des deux turbines dans un écoulement : cela revient a imposer
un 6 # 0. Nous pouvons alors penser que la turbine la plus rapide va avoir tendance a imposer
son sens de rotation et son pompage a tout I’écoulement, ce qui ressemble fortement a ce que
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Turbine Sens «(°) Anneau Ailettes (mm) Présence de (b)

TM80 (—) 0 X X Non
T™83 (—) 30 X X Non
TM86 (—) 57 X X Oui
TM87  (-) 72 X X Oui
TM60 (=) 72 X X Oui
TM60 (=) 72 X 5 Oui
™60 (—) 72 X 10 Non
TM60 (-) 72  Ou X Oui
™60 (+) -72 X X Non
TP87  (+) -T2 X X Non

TABLE 5.1 — Tableau représentant la présence (ou non) en 0 = 0 d’un état bifurqué, dans le
sens de rotation (—) et dans le sens (+). Les paramétres examinés incluent la courbure des
turbines employées dans l’expérience (signée selon le sens de rotation des turbines), ainsi que
la présence de quatre ailettes verticales d’épaisseur variable [5] ou d’un anneau placé en z = 0,
de rayon extérieur 100 mm et de rayon interne 90 mm. Une courbure élevée et positive des
turbines semble favoriser 'apparition de l’état (b), tandis que la présence d’ailettes tend a les
faire disparaitre. La présence d’un anneau central, censé favoriser [’écoulement symétrique,
ne suffit pas a rendre ’état (b) instable avec les turbines employées.
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FIGURE 5.15 — Extrait d’un signal de transition entre (s) et (b) pour des T P87 d nombre de
Reynolds élevé Re ~ 3-10°. Partant d’une situation (s) at =0 et =0, on impose at = 180 s
la condition § = 8.3 -1073. Le couple ne semble pas affecté pendant les quarante premicres
secondes aprés ce changement, mais un saut brutal (hachuré) intervient vers t = 230 s. Le
couple élevé est ensuite observé indéfiniment.

nous observons dans les états (b1) et (b2). Nous pouvons donc faire I'expérience, a partir de
létat (s), d’augmenter légerement |0 et d’observer I’évolution des couples sous ce changement.
Apres un temps plus ou moins long, les couples des moteurs K, stables aux alentours de 0.1,
transitent brutalement vers K, = 0.5 en quelques tours de turbines, pour se stabiliser ensuite
a cette valeur indéfiniment.

Le champ de vitesses obtenu apres la transition est identique a celui observé dans 1’état
(b1) & 8 = 0 (figure 5.11). Nous supposerons donc que la transition effectuée est de type
(s) — (b1). Aucune autre transition n’est alors observée si nous continuons pour de telles
expériences d’augmenter |f| jusque || = 1. D’autre part, si nous démarrons directement
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FIGURE 5.16 — Ecoulements moyens issus de la PIV a haut nombre de Reynolds, observés
pour 8 = —0.5 (a gauche) et 0 = 0.5 (a droite). Dans ces conditions, un seul état statistique
est visité, celui de gauche ressemblant a (be) et celui de droite a (by).
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FIGURE 5.17 — Extrait d’un signal de transition entre (b1) et (bz). Partant d’une situation

ot a 0 = 1, 0 est diminué continument jusqu’a 8 = —0.14 sans qu’aucun saut brutal ne

soit observé. Lorsque nous diminuons encore 8 = —0.15, il faut encore attendre 140 s avant

qu’une transition soit observée. Les K, restent élevés : nous avons bien une transition entre

les différents états (b).

les turbines aux plus grandes valeurs de |6|, nous voyons qu’il n’existe plus qu'un seul état
sélectionné. Celui-ci ressemble beaucoup & (b1) ou (b2) selon le signe de 6 (voir figure 5.16).

Si nous partons d’un tel écoulement a # = +0.5 comme condition initiale et que nous
rapprochons progressivement 6 vers § = 0, nous constatons que tous les états statistiques
obtenus ressemblent & (b), plus précisément (by) si 8§ = 0.5 et (be) si § = —0.5. L’état (by)
(respectivement (b2)) subsiste d’ailleurs aux # < 0 (respectivement # > 0) une fois correcte-
ment « préparé ». De la méme maniére que pour la transition depuis (s), c’est parfois apres
un certain délai que nous observons des transitions entre états turbulents (voir figure 5.17).

L’état (b1) semble donc étre stable pour des 6 strictement négatifs, qui devraient par
principe favoriser ’état (be). Par symétrie, I’état (by) va de méme exister pour des 6 positifs
favorisant (b1). Le systéme tend & rester dans la méme configuration bien que le 6, qui a
initialement favorisé son apparition, ne le favorise plus, laissant ’existence de tels états dits
antinaturels possibles. On dit que I’écoulement de von Karman est hystérésique en 6. L’état
(s), lui, n’est plus jamais accessible lorsque nous préparons I’écoulement de cette maniere. Il est
donc appelé marginalement stable : une étude plus poussée a d’ailleurs montré que ce dernier
possédait un temps caractéristique de vie fini qui diverge pour § — 0 [65]. Le parametre 6
ainsi que ’histoire du systeme est donc déterminante pour caractériser correctement 1’état de
notre écoulement a haut nombre de Reynolds.
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FIGURE 5.18 — Cycle d’hystérésis pour des turbines T P87 dans le sens (—) a f =4 Hz. A
gauche, K, individuels : (m), bas, et (#), haut. Pour chaque couple, il est possible de voir les
trois branches : (s) en bas, (b)) a gauche et (by) & droite. A droite, AK, = Kp1 — Kp2 () :
il est a priori Ry antisymétrique. Les écarts a l’antisymétrie sont facilement observables et
sont probablement liés a la nature non symétrique des calibrations.

5.2.3 Caractéristiques du cycle d’hystérésis a haut nombre de Reynolds

Il est possible de tracer, pour toutes les valeurs de #, la valeur des couples adimensionnés
K, obtenus pour tous les 6 afin de visualiser qualitativement 1'hystérésis formé par les états
(s), (b1) et (b9). La figure 5.18 (& gauche) nous montre trois branches correspondant & ces
états : pour les 0 principalement négatifs, nous pouvons voir la branche formée par les états
(b2), appelée branche (b2). Pour les 6 majoritairement positifs, nous observons de méme la
branche (b1). Le point plus bas, pour § = 0, correspond a la branche (s) formée par I'état
marginalement stable (s). Nous pouvons constater une fois de plus un respect général de la R,
symétrie lorsque nous passons de ¢ a —6, qui échange les couples adimensionnés K1 et K .
Nous pouvons, toujours sur cette figure, voir ’extension des branches jusqu’aux états les plus
antinaturels, localisés & 6 = +0.12. Les couples K, associés a ces branches antinaturelles sont
d’ailleurs plus faibles que leurs contreparties naturelles, ce qui est relativement peu intuitif.
Enfin, pour la majeure partie des branches (b), nous constatons que le K, varie de maniere
linéaire en 6.

Il est plutot difficile de quantifier directement, a [’eeil, la qualité du respect de la R,
symétrie : en effet, les écarts a celle-ci sont généralement petits devant les K, notamment sur
les branches (b). Nous pouvons alors tracer le AK),, antisymétrique en @, pour voir si notre
expérience respecte bien les symétries du montage (figure 5.18, & droite). Le AK,, possede
I'avantage d’étre plus faible que le K, individuel et fait généralement bien ressortir (parfois a
notre grand dam) les problémes entrainant des brisures de symétrie. Nous voyons ici, sur le
cycle effectué a f = 4 Hz, que lantisymétrie est globalement respectée. Néanmoins, 1'état (s)
semble tres légerement décalé vers le haut, et la branche du bas (by) semble légerement plus
écartée de AK, = 0 que celle du haut. Cet effet, plutot faible, semble a la fois 1ié & la nature
asymétrique de nos calibrations, qui entraine un décalage global d’une telle courbe, et a une
éventuelle asymétrie résiduelle de notre montage.

Pour vérifier si cette asymétrie résiduelle est purement d’ordre mécanique (frottements
supplémentaires, points durs) ou si celle-ci résulte de I’action du fluide, nous pouvons regar-
der le méme cycle d’hystérésis, en tracant les grandeurs globales de PIV, notamment I et I
Nous allons donc vérifier pour tout 6 ce que nous avons regardé dans la figure 5.12 pour 6 = 0.
L’examen de la figure 5.19 nous révele qu’effectivement, la R, symétrie est tres bien respectée
du point de vue de ’écoulement, les tracés étant bien antisymétriques en . La normalisation
de I et T se révele d’ailleurs pertinente puisque la superposition des deux séries de points est
tres bonne. Ces deux cycles ont d’ailleurs globalement le méme aspect que la courbe du AK),
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FIGURE 5.19 — Moments cinétiques adimensionnés I (a gauche) et circulations adimension-
nées T (& droite) dans le sens (=) & haut nombre de Reynolds (> 10°) avec des TPS8T.
A gauche : (o), cycle effectué a 4 Hz, et (¢), a 5 Hz, avec des barres d’erreur représentant
Vécart-type (faible) de I. A droite : (A), cycle effectué a4 Hz, et (m), cycle effectué & 5 Hz, avec
une fois de plus les barres d’erreur (trés faibles) représentant l’écart-type de L. Les courbes,
R symétriques, se superposent bien pour les deur vitesses.
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FIGURE 5.20 — Tracé de AK,(8) dans une expérience en eau a différentes fréquences moyennes
f de rotation des turbines. Les couples réels C1 et Co ont été décalés indépendamment de
toute calibration afin d’obtenir AK,(6 = 0) = 0 dans l’état symétrique. (¢), cycle effectué a
f=2.5 Hz; (¢), cycle effectué a f =3 Hz, (¢), cycles effectués a f =4 Hz, (#), cycle effectué
a f=5 Hz

(au signe pres), ce qui laisse suggérer que nous pouvons définir une bijection entre ces deux
grandeurs. Celle-ci sera décrite dans la section 5.3.3. Cette indépendance supposée de la forme
des courbes par rapport au nombre de Reynolds est par ailleurs en partie confirmée par le
tracé « superposé » des AK), a différentes fréquences moyennes de rotation : la figure 5.20
montre une bonne ressemblance des cycles en fonction de la fréquence moyenne de rotation
des turbines, f, une fois les couples artificiellement centrés. Cette bonne superposition, satis-
faisante « a l'ordre zéro » pour les écoulements a tres hauts nombres de Reynolds, cache une
« lente » variation de la largeur et de la hauteur du cycle d’hystérésis, qui fait 'objet de la
section suivante.

5.2.4 Une transition sous-critique ou supercritique ?

Comment est-on passé d'un unique état (s) dans un écoulement quasi-turbulent, & une mul-
tiplicité d’états avec présence de cycle d’hystérésis, toujours pour un écoulement turbulent ?
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FIGURE 5.21 — Différence normalisée des couples, AK,, tracée en fonction de 0 pour des
TMG60 a divers nombres de Reynolds, d’aprés la thése de Florent Ravelet [65]. (o), Re = 800 ;
(m), Re =~ 3000; (v), Re =~ 5800; (¢), Re ~ 15300; (A), Re ~ 195000. Partant d’une
situation a une branche centrale continue, divers décrochages sont observés, formant jusqu’a
cing branches distinctes. Seules trois d’entre elles, identifiées a (b1), (s) et (be) survivent auz
plus hauts nombres de Reynolds.

Florent Ravelet a étudié cette ouverture, en parcourant avec des TM60 les cycles d’hystérésis
obtenus en variant la fréquence des turbines ainsi que le fluide & l'intérieur du cylindre. Il a
ainsi utilisé quatre mélanges eau-glycérol avec plusieurs concentrations massiques de glycérol :
le premier a 93%, le second & 85%, le troisitme & 80% et le dernier & 74%. Il a ainsi atteint
une plage de nombre de Reynolds s’étalant de Re = 800 a Re =~ 15300. Nous allons voir qu’il
faut en effet étudier toute cette gamme afin de bien comprendre comment émergent les états
bifurqués du cycle d’hystérésis.

Nous pouvons donc voir I'ouverture du cycle en plusieurs étapes sur la figure 5.21. La
situation initiale pour Re ~ 800, en régime chaotique, nous montre une seule branche du K,
pour tous les 0 : définir le AK,, dans ce régime semble avoir du sens. Nous appellerons par
abus de langage cette branche centrale (s). A Re ~ 2900, la situation n’est plus la méme : nous
voyons que deux décrochages sont observables sur la branche (s) pour # = £0.1. La résolution
de cette expérience ne nous suffit pas a conclure sur une quelconque discontinuité de la courbe.
La situation est plus claire pour Re ~ 5800 ou une transition a effectivement induit plusieurs
discontinuités, générant cinq branches : 6 € [-1; —0.13]; 6 € [-0.13; —0.07]; = [—0.06; 0.05]
0 = [0.07; 0.13] et @ = [0.13; 1]. Ces derniéres deviennent fortement hystérétiques pour des
Re plus élevés, les branches 2 et 4 précédemment vues étant chacune totalement « entourée »
par une des branches extérieures et la branche centrale. Une nouvelle transition rend ensuite
les branches du milieu instables, ne laissant subsister que trois branches & Re > 1.0 - 10°,
tres similaires a celles que nous avons précédemment décrites pour les « hauts nombres de
Reynolds ».

Quel type de transition ¢ 1l n’est pas vraiment possible de décrire le scénario de
Pouverture du cycle d’hystérésis simplement en utilisant le formalisme des systemes dyna-
miques : en effet, partant d’un état de la branche (b1) (ou (s)), nous savons désormais que
la bifurcation vers un état de la branche (b2) est soumis a un large hystérésis. Notre cycle,
4 un Re > 10° donné est donc fortement sous-critique en 0. L’étude de I'ouverture du cycle
d’hystérésis en fonction du nombre de Reynolds permet quant a elle de conclure a une ou-
verture progressive du cycle via un nombre important de bifurcations. Il semblerait que le
scénario d’ouverture soit d’ailleurs globalement supercritique (voir fig. 5.22). Nous pouvons
donc analyser ces résultats plus en détail a la lumiere de ’analogie avec le ferromagnétisme,
que ce soit celui décrit par le modele d’Ising champ-moyen (exposé au chapitre 3) ou a ce-
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FIGURE 5.22 — Quelques grandeurs liées au cycle d’hystérésis en fonction de Re. A gauche,
AKpp, défini comme la hauteur mazimale du cycle d’hystérésis en 6 = 0. (¢) : TM60, sans
prolongation des éventuelles branches en 6 = 0. (#) : TM60 avec prolongation des branches
en § = 0. (m) : TP87. Selon la maniére de l'estimer, il est possible (ou non) d’observer une
discontinuité de ce paramétre d’ordre possible de 'ouverture du cycle d’hystérésis. A droite,
AO,., défini comme 'asymétrie coercitive du cycle d’hystérésis : c’est le 0 maximal obtenu
avant de bifurquer sur une autre branche. Cette grandeur, un autre parameétre d’ordre possible
de 'ouverture du cycle, semble continue aux valeurs proches de 0, favorisant une interprétation
supercritique de [’ouverture du cycle d’hystérésis.

lui observé dans des matériaux magnétiques réels [139, ]. Nous pouvons nous intéresser
a deux parametres d’ordre possibles pour décrire la succession de transitions qui mene au
cycle d’hystérésis des hauts nombres de Reynolds. Nous pouvons par exemple examiner, pour
6 = 0, les valeurs maximale et minimale prises par AK), (voir figure 5.22). Nous appellerons
cette grandeur AK), o, 'asymétrie spontanée du couple. Nous voyons cependant que bien qu’il
semble exister plusieurs branches de AK,, des Re ~ 2900, celles-ci ne s’étendent pas jusque
6 = 0. Nous avons donc mesuré le AK,, o a la fois en prolongeant les branches jusque 6 = 0 et
sans les prolonger, ce qui donne des résultats distincts tant que les branches extérieures n’at-
teignent pas € = 0. Il ne semble toutefois pas exister d’hystérésis en Re pour ces grandeurs :
le scénario de bifurcation semble donc plutot supercritique, méme en présence du saut élevé a
Reg, ~ 5000. Nous pouvons de méme nous intéresser a la largeur du cycle d’hystérésis. Cela
est relativement aisé lorsqu’il n’existe plus que deux branches (b;) et (bs) stables, mais il est
plus délicat de le calculer dans des cas ou cing branches peuvent se superposer et coexister.
Nous ne prendrons en compte dans ce cas que les deux branches continues jusque 6 = +1.
Si ces branches coexistent pour une plage de valeurs de # donnée, nous mesurons alors la
taille de ce recouvrement, qui sera noté Af,. Une fois de plus, la figure 5.22 suggere que Af
n’est pas discontinue au Reg ~ 8500 seuil, privilégiant la piste supercritique. Les expériences
pratiquées dans I’eau avec des T'P87 montrent que la plage de nombre de Reynolds accessible
est trop faible pour observer une réelle variation des grandeurs AK, o et Af, : c’est bien cette
faible dépendance en Re qui implique que tous les cycles de la figure 5.20 se ressemblent. Une
discussion plus poussée a ce sujet sera effectuée dans le chapitre 7, a la lumiere des valeurs de
AK, o et Af, fournies a plus grands nombres de Reynolds par 'expérience SHREK.

5.3 La transition continue du sens (+)

5.3.1 Introduction

Les diverses mesures effectuées par les autres groupes sur 1’écoulement de von Karmaén,
que ce soit celui de VENS Paris [32, 34, 45, 38], de 'ENS Lyon [53, 50], de l'université du
Havre [39], de I'université Cornell [76] ou de l'université de Navarre [92] ne se sont jamais
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FIGURE 5.23 — Balayage en 6 des couples adimensionnés moyens (a gauche) K, et des AK),
dans le sens (+), pour Re =~ 5.0 - 10° avec des TP87. La R, symétrie est bien respectée, le
cycle des AK), passant quasiment par 0 en § = 0.

intéressés au forgage avec la face concave de pales courbes. Tous ont utilisé des pales droites, a
Pexception des derniers, qui ont utilisé des pales courbes ... mais en forgant dans le sens (+),
avec la face convexe des pales. Nous avons pourtant déja vu que les deux sens de rotation ne
sont plus équivalents.

La section précédente nous a en effet montré I'influence déterminante de la courbure des
pales ainsi que la présence d’éléments favorisant 1’état symétrique sur 'existence méme d’états
bifurqués en 8 = 0 ainsi que I'existence d’un cycle d’hystérésis. La physique du probleme n’est
cependant pas inintéressante : il peut exister des décrochages en 6 des couples, ce qui ne serait
pas visible en étudiant uniquement le cas a § = 0. L’étude de ce sens de rotation a été effectuée
principalement par Pierre Cortet et Eric Herbert qui ont acquis un grand nombre de champs
de vitesses par PIV. Nous allons donc rappeler ces résultats en les complétant par quelques
mesures de couples, puis en effectuant une analogie entre ces résultats et le modele d’Ising
champ-moyen.

5.3.2 L’écoulement du sens (+) & haut nombre de Reynolds : étude en

6

Etude des couples  Les sections 5.2.1.2 et 5.1.4.2 nous ont déja indiqué a quoi ressem-
blaient les écoulements dans I’état (s), pour 8 = 0 et & haut nombre de Reynolds. Il n’y a pas
de cycle d’hystérésis, mais rien n’exclut qu’il n’y ait pas de décrochage du couple en fonction
de 6, comme nous 'avons observé (figure 5.21) pour les Re < 10000 dans le sens (—). La
figure 5.23, réalisée pour un Re =~ 5.0 - 10° ne montre aucun décrochage du K, lorsque 6 varie.
La courbe tracant les K,(6) reste en effet continue pour tous les nombres de Reynolds qui
nous sont accessibles dans I'expérience. La valeur des K),, que nous savons faible pour 6 = 0,
reste d’ailleurs faible pour toutes les valeurs de 6, ne dépassant jamais K}, = 0.1, en de¢a du
K, de la branche symétrique du sens (+).

Validation du scénario par PIV ~ Tout, donc, porte a croire que dans le sens (+),
nous n’avons pas de phénomene de brusque aspiration de la couche de cisaillement par une des
deux turbines. Le processus, continu, doit transformer continiiment 1’écoulement moyen quand
nous faisons varier #. Nous pouvons donc tracer les champs moyens des vitesses pour quelques
valeurs de 0 afin d’espérer voir 'effet de cette transformation, notamment sur la couche de
cisaillement. La figure 5.24 nous montre la topologie globale d’écoulements & 6 # 0 : pour
un f suffisamment faible, nous pouvons toujours observer les deux cellules de recirculation,
entrainées en rotation par la turbine la plus proche. Celles-ci sont cependant déformées, la
cellule de la turbine la plus rapide devenant plus importante que celle de la turbine lente. Dans
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FIGURE 5.2/ — Champ moyen des vitesses pour des expériences dans le sens (+) a 0 = 0
(gauche), 6 = 0.05 (centre) et @ = 0.3 (droite) avec des TP87. La ligne en fort trait pointillé
représente l'altitude moyenne zs de la couche de cisaillement, centrée sur l’image de gauche,
positionnée a zs = +0.26 sur l'image du centre et non wvisible sur l’image de droite car a une

altitude z trop élevée. La couche de cisaillement de la figure du centre semble tres légérement
incurvée.
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FIGURE 5.25 — Altitude moyenne de la couche de cisaillement zs en fonction de 'asymétrie
des vitesses 0, pour une série d’écoulements a Re ~ 125000 avec des TM60, d’apres la figure
de Pierre Cortet [117]. La condition zs = £0.7 indique que la couche de cisaillement atteint
les turbines, et est atteinte pour § = £0.13.

cet écoulement, la couche de cisaillement est alors décalée par rapport a ’altitude z = 0. Une
observation plus minutieuse nous montrera qu’elle s’incurve tres légerement en méme temps
qu’elle se décale.

Cette légere incurvation ne nous empéche pas de définir une altitude moyenne de la couche
de cisaillement z,. Cette grandeur nous permet donc de mesurer 'écart a la R, symétrie avec la
PIV. Sur la figure 5.25, nous pouvons voir que pour les écoulements pleinement turbulents, z4
varie de maniére trés importante aux alentours de 8 = 0 : 'altitude de la couche de cisaillement
est tres sensible aux variations de 6 € [—0.005; 0.005]. II est alors possible de quantifier cette
sensibilité en définissant, comme pour un simple modele d’Ising, une susceptibilité x :

Oz
Xz = 90 o

~ 98 (5.9)

Hors de cette zone, le z; varie quasi-linéairement en fonction de 6. Toutefois, pour des valeurs
de 0 dépassant un seuil # = £0.13, il n’est plus possible de mesurer 'altitude de la couche de
cisaillement, qui & nouveau est rejetée au niveau des turbines. La plage d’utilisation de zs est
donc relativement limitée.
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FIGURE 5.26 — Evolution temporelle de I du signal original acquis & Joiv = 1.70 Hz (ligne
bleue) et du signal filtré a 0.15 Hz (ligne noire) et densité de probabilité du signal I filtré,
pour une expérience effectuée ¢ Re =~ 125000 et @ ~ —8.4- 1073 avec des TM60. Les données

ont été acquises par Pierre Cortet. Il est possible d’y voir la valeur moyenne I = —0.058 et
Uabscisse du mode de la distribution, I* = —0.056, trés proches l'une de ’autre.

5.3.3 Lien avec le moment cinétique /

De méme que zg, le moment cinétique I permet de mesurer I'écart a la R, symétrie. Le
moment cinétique possede I'avantage indéniable d’étre utilisable pour tous les 6. Dans toute
cette section, nous allons nous intéresser a diverses grandeurs liées & I, qui sont :

— I, la moyenne temporelle de I.

— I* , la valeur la plus probable de la distribution de I (voir annexe A). C’est autrement
dit le mode de I.

— af“, estimation de la déviation standard de I. Elle est définie comme la racine carrée

de Destimation de la variance de I, elle-méme définie comme la moyenne temporelle

de (I —1I)%.

Nous avons déja vu que les champs de PIV n’étaient pas corrélés entre eux, et, par conséquent,
il était possible de les considérer comme des réalisations indépendantes. Une fois de plus, nous
identifions la grandeur I & <f ), et de méme nous considérerons que notre estimation de I’écart-
type de I est égale a sa valeur statistique o;. Toutes ces grandeurs sont représentées sur la
figure 5.26 pour une expérience a haut nombre de Reynolds. Nous pouvons y voir que la
distribution de I est — tres grossierement — gaussienne, ne possédant qu'un seul mode I
difficile a distinguer de la valeur moyenne (.f ). Cette forme gaussienne semble robuste une fois
le signal I filtré A suffisamment basse fréquence f = 0.15 Hz. Nous voyons par ailleurs que
ces valeurs sont plutot élevées compte tenu des valeurs de I en régime bifurqué dans le sens
(=) (se reporter & la figure 5.19). Les valeurs de I' se comportent ne présentent également
qu'un seul mode : leur évolution est qualitativement la méme que celle de I, en tout cas pour
zs < 0.7TR.

La ressemblance entre I et z, est en effet frappante : pour pratiquement toute la plage des
zs, ces deux valeurs sont proportionnelles, comme le montre la figure 5.27. Nous pouvons donc
utiliser de maniere totalement indifférente les grandeurs z; et I. L’utilisation de I s’avére
néanmoins bien plus souple : premierement, z; est une grandeur purement statistique qui
nécessite un tres grand nombre d’échantillons pour étre clairement visible, contrairement a [
dont on peut extraire une « moyenne » sur une vingtaine de champs PIV. Deuxiémement, la
légere incurvation de la couche de cisaillement rend sa détermination légerement imprécise,
ce qui n’est pas le cas de I. Troisiemement, I peut étre calculé pour tous les 8, alors que z;
semble saturer des § = +0.13.
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FIGURE 5.27 - Tracé de I, fonction de zs pour plusieurs séries d’expériences. (#), Re ~ 120 ;
(M), Re =~ 4400; (»), Re =~ 66000; (a), Re ~ 890000 effectuées avec des TMG60, d’apres
la figure d’Eric Herbert publiée dans J. Stat. Mech. [117]. La relation linéaire entre les deux
grandeurs (—) donne I = 0.230 z5. Les lignes rouges représentent le bord des pales : zs = £0.7.

Il est alors possible de définir des susceptibilités en utilisant I de la méme maniere que
nous ’avons déja fait pour la hauteur de la couche de cisaillement :

oI
=gl (5.10)
or*
* _ 11
X 0 |, (5.11)

Ces grandeurs déduites par imagerie possedent de plus un lien avec les grandeurs d’asy-
métrie mécaniques : il est en effet possible de tracer I en fonction, par exemple, de 7, une
troisieme mesure de la réponse du systeme a une asymétrie des vitesses. Il est d’ailleurs pos-
sible de mesurer cette corrélation dans les deux sens de rotation : exceptionnellement, dans
cette partie, nous présenterons des résultats (la figure 5.28) pour les deux sens de rotation. La
courbe montre premierement un accord assez correct entre les résultats issus des deux sens
(et ce, malgré la diversité des traitements appliqués pour chacune des séries de données). Une
seule expérience, effectuée dans 1’état symétrique a § = 0 et a f = 4 Hz, s’écarte significative-
ment du reste des points : cela peut s’expliquer par un plus faible couple moyen, et donc une
tres grande sensibilité au décalage en couple que nous avons artificiellement rajouté a cette
série de données. Deuxiemement, nous pouvons constater que la relation linéaire :

I =1by (5.12)

semble assez bien respectée, pour une valeur de b = 3.7+ 0.2. Nous pourrions raffiner une telle
relation en considérant une relation affine I = by + k, mais nous préférons ici insister sur le
fait que les évolutions de I, vy et zg sont les mémes, tout du moins tres proches, lorsque 1’on
modifie ’'asymétrie des vitesses 6. Il n’est donc pas nécessaire d’examiner toutes ces grandeurs
en méme temps.

5.3.4 Une transition de phase ?

5.3.4.1 Un maximum de x ... pour un Re fini

Tracons, pour tous les nombres de Reynolds disponibles, les relations I(#) afin de déter-
miner la valeur de x(Re). Naivement, nous sommes amenés a penser que plus le systéme sera
turbulent, plus ses degrés de liberté le rendront sensible a une perturbation qui vient briser
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FIGURE 5.28 — Tracé du moment cinétique moyen I en fonction de lasymétrie des couples v,
pour des expériences dans le sens (+) et dans le sens (—). Les expériences du sens (+) (e) ont
été effectuées a 8 Hz, sans calibration pour 7. Les expériences du sens (—) ont été effectuées
a4 Hz (m), pour lesquelles aucune calibration n’existait : un décalage (identique a toute cette
série d’expériences) a donc été rajouté aur couples afin de « symétriser » les valeurs de ~y.
D’autres expériences du sens (—) ont été effectuées a 5 Hz (<), pour lesquelles une calibration
existante a permis de réduire les biais sur .

la R, symétrie, comme par exemple 'application d’un # # 0. Pourtant, nous pouvons voir
sur la figure 5.29 que cela n’est pas le cas. Pour le cas laminaire & Re = 120, I(6) est prati-
quement linéaire, mais la courbe semble s’incurver pour les Re plus élevés (27000 et 40 000)
pour atteindre une pente importante en 6 = 0, et donc une susceptibilité x tres élevée. Pour
des nombres de Reynolds dépassant ces valeurs, nous voyons que cette incurvation tend a
diminuer, la pente en 8 = 0 devenant notablement plus faible pour Re = 890 000.

5.3.4.2 Divergence de x

Nous pouvons maintenant regarder 1’évolution de la susceptibilité en fonction de Re, pour
les deux possibilités offertes par x,, et x*. Nous constatons alors que le maximum observé de
susceptibilité x est trés élevé dans les deux cas compte tenu des valeurs obtenues en régime
laminaire : il y a plus d’un facteur 100 entre le minimum et le maximum de susceptibilité. Nous
pouvons alors nous demander si ce maximum n’est pas tout simplement la trace d’une diver-
gence de susceptibilité qui existerait pour un systéme infini parfait. Ce type de divergence
est caractéristique des transitions critiques (voir chapitre 3) au voisinage des températures
critiques T,. Pour effectuer notre analogie, nous devons donc définir un équivalent de la tem-
pérature en turbulence. Une analogie possible a été formulée par Bernard Castaing [111] et
permet de définir simplement une forme de température 1" de la turbulence directement &
partir du nombre de Reynolds microscopique R), :

% =In (gj) (5.13)

ol R* est une constante numérique a préciser. Connaissant les liens entre Ry et le nombre de
Reynolds global de 'expérience (rappelés dans le chapitre 2), nous pouvons alors regarder la
forme de la divergence de notre courbe. Nous voyons alors sur la figure 5.30 (a4 gauche) que
la divergence s’effectue pour un Re. compris dans U'intervalle [41000; 55000] avec un léger
décalage vers les Re plus élevés pour X,,. Si nous tracons x~!(Re) avec les mémes conventions,
nous voyons un alignement remarquable des données selon des droites définies par :

1 1!

X= Kl Re) ~ Wn(Rey) (5.14)
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FIGURE 5.29 — Tracés de I et o1 en fonction de 0 pour diverses valeurs de Re, pour des TM60,
d’apres [117]. Les figures a droites sont un agrandissement de celles de gauche. Les séries de
données incluent : (V), Re = 120 + 25; (M), Re = 17300 &+ 500 ; (#), Re = 26100 + 2350,
(¢), Re = 125000 4+ 3000, (A), Re = 890000 + 130000. Les traits miztes en haut a droite
représentent des ajustements grossiers de la pente de I1(6) auz alentours de 0 = 0, dont les
pentes valent respectivement : 0.24, 10.3, 29.0, 17.0 et 8.1.
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FIGURE 5.30 — Divergence de la susceptibilité x en fonction du nombre de Reynolds pour des
expériences utilisant des TM60, d’aprés [117]. A gauche : (4), xm ; (®), X*. Un ajustement
est fourni a titre indicatif. Le Re critique, situé entre les deux lignes verticales, semble compris
entre 41000 et 55000. A droite, tracé de xy ' (Re). L’ajustement est effectué en |1/log(Re) —
1/log(Re.)| avec Re. = 41000. Les pentes valent respectivement 10 a gauche et 5 a droite.

La constante K; étant choisie égale K1 = 0.1 pour les Re < Re. et Ko = 0.2 pour Re > Re,.
Cette rupture de pente, s’effectue donc avec un rapport Ko/K; = 2. L'exposant —y = —1 de
la divergence est caractéristique de la classe d’universalité d’Ising champ moyen, dont nous
avons parlé dans le chapitre 3 consacré aux transitions de phase. Ce modele présente une
rupture de pente des susceptibilités, mais avec un rapport 0.5 [112], tres différent de celui que
nous observons. Toutefois, contrairement a I’exposant 7y, ce coefficient n’est pas une grandeur
universelle, et d’autres modeles possédant des exposants critiques identiques a celui du modele
d’Ising en champ moyen pourraient voir des rapports de pente plus proches des notres.
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Grandeur Parametre d’ordre  Champ Susceptibilité Température Interaction
Ising CM m h X T J
von Karman I, I* 0 Xms X Q J

TABLE 5.2 — Détail de l’analogie entre le modéle d’Ising en champ moyen et [’écoulement de
von Kdrmdn. Les coefficients Q) et J ne sont pas connus dans notre écoulement.

5.3.4.3 Comparaison avec le modele d’Ising en champ moyen

La classe d’universalité du modele d’Ising en champ moyen nous donne, comme nous
I’avons vu, une méthode de détermination des valeurs de kg7 et de J a partir d'une courbe
quelconque de réponse & une asymétrie, par exemple, m(h). Nous pouvons bien évidemment
appliquer cette méthode pour nos courbes de réponse I(f), ce qui nous donnera deux gran-
deurs, nommées ) et J dans le cadre de notre analogie avec le modele d’Ising en champ
moyen, détaillée dans le tableau 5.2. Pour Re = 120, 'ajustement obtenu est bon pour tous
les 6. Pour des valeurs de Re correspondant & un écoulement turbulent, soit Re > 4000, il
est possible d’obtenir soit un ajustement de bonne qualité pour les valeurs de 6 proches de 0,
soit un ajustement qui va « ignorer » le détail de la réponse proche de ’asymétrie nulle pour
mieux s’ajuster pour les grandes valeurs de 6. L’ajustement montré sur la figure 5.31 (en haut)
est celui obtenu pour les petits 6 : nous sommes en effet intéressés par les réponses a des petits
champs. Nous pouvons alors procéder de la méme maniere pour évaluer les coefficients @Q et
J a partir des modes du moment cinétique, I*. Les ajustements correspondants (également
visibles sur la figure 5.31, cette fois-ci en bas) ont un aspect trés similaire & ceux obtenus a
partir de I, quoique les valeurs de I* semblent sensiblement plus bruitées.

Nous pouvons alors calculer ’équivalent de kgT'/J pour notre écoulement de von Karman
en effectuant le rapport des quantités @ et J. Ces valeurs sont visibles sur la figure 5.32.
L’analogue de la température réduite, )/ 7, nous indique que 1’écoulement garde une tempé-
rature extrémement proche de la température critique pour toutes les valeurs du nombre de
Reynolds. Ces valeurs tendent toutefois a se rapprocher de la température critique a 'approche
du maximum de susceptibilité, pour atteindre des valeurs réduites légerement inférieures a 1
pour les séries de données correspondant a Re = 37 000; 66 000 et 94 000 : de telles valeurs sont
généralement obtenues lorsqu’une discontinuité de I est présente en 6 = 0. La température
réduite semble ensuite remonter a des valeurs tres légerement supérieures a 1 pour les deux
derniéres séries de données & Re > 1.0 - 10°. L’interprétation de la courbe J(Re) est quant
a elle plus difficile : 'examen des deux séries de données a droite de la figure 5.32 révele un
point a J tres élevé pour I'écoulement laminaire, suivi par un minimum de 7 a un nombre de
Reynolds situé vers Re = 5000, distinct du maximum de susceptibilité, sur un fond de valeurs
assez bruitées et n’affichant pas de claire tendance. Cette interprétation est rendue d’autant
plus délicate que le role joué par le parametre J (I’équivalent de J), décrit au chapitre 3,
n’est pas clair lorsqu’il n’est pas comparé a celui de kg7'. Comme dans le chapitre 3, nous ne
tirerons pas de conclusion claire de ’étude de J(Re).

5.3.4.4 Comportement de la longueur de corrélation £ a la transition

L’expérience de von Karméan possede un maximum de susceptibilité pour un nombre de
Reynolds fini. L’analogie de la section précédente avec le modele d’Ising en champ moyen nous
indique de plus que le systeme semble bien se rapprocher de la température critique pour une
plage Re = [37000; 90000], mais finalement nous renseigne peu sur le caractere réellement
« critique » du phénomene associé au maximum de susceptibilité. Afin de préciser cette
image, nous pouvons essayer de déterminer les corrélations spatiales de notre écoulement de
von Karman : en effet, si nous supposons notre écoulement axisymétrique, la vitesse azimutale
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FIGURE 5.31 — En haut : ajustement des courbes I(6) (o) par l’ezpression de I’équation 3.109
(tireté), décrite dans le chapitre 3, pour plusieurs nombres de Reynolds. La qualité de l’ajus-
tement est plutot bonne pour les faibles 0, mais s’écarte parfois significativement de celui-ci
pour les 6 plus élevés (10| > 0.1, non visibles sur la figure) et les nombres de Reynolds proches

de la transition. En bas :

ajustement des courbes I*(0) (#) par la méme expression. Pour

Re = 120, la valeur de I est confondue avec celle de I*, celle-ci n’apparait donc pas dans le

tracé I*(0).
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FIGURE 5.32 - A gauche : ajustement du paramétre Q/J de l'analogie Ising-champ moyen
et von Kdrmdn décrite dans la section 5.3.4.3. A droite, ajustement du parameétre J dans le
cadre de la méme analogie. (¢), ajustements obtenus a partir de I*(0), et (o), a partir de 1(6).
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vy n'est pas soumise a une condition d’incompressibilité et peut alors fluctuer « librement »
autour d’une valeur moyenne, comme les spins d’un modele d’Ising. Nos spins sont particuliers :
ces derniers sont des grandeurs continues (mais bornées), et dont les valeurs moyennes ne sont
pas homogenes dans 1’écoulement, la vitesse de rotation étant bien évidemment plus élevée
aux R élevés qu’au centre du cylindre. Toutefois, cette hétérogénéité spatiale importe peu
dans le calcul du coefficient de corrélation G(r,7’, z, 2') basé sur les fluctuations temporelles
de vy :

G(r, 74/72’2/) _ / (v¢(r, z) — U¢(T7 z)) - (v¢(rlvzl) - U(b(rlazl))dt (5.15)

¢ ou(r, z)ou(r!, )

Dans cette expression, les hétérogénéités spatiales de vitesse moyenne vg(r, z) sont gommées
par la différence a la moyenne, normalisée sur la taille des fluctuations typiques de vitesse o, :

oo(r, 2) = < /t (v )~ 0pr2)) dt) v (5.16)

Nous supposerons par la suite que la corrélation entre les points M = (r,2) et M' = (1, 2')
ne dépend que des positions relatives de M et M’ : I'expression de G est alors simplifiée :

G(r,r', 2,2y =G(r —1r",2—2") (5.17)

Dans le cadre des analogies avec le modele d’Ising, nous devrions en toute rigueur considérer
la fonction G comme isotrope : G(r—r', z—2z") = G(|p|). Néanmoins, notre expérience possede
une direction privilégiée, z, et il est assez difficile de postuler a priori que cela n’a aucune
influence sur G. Nous pouvons également nous rappeler que l'expression de G ressemble a celle
d’une fonction de structure d’ordre deux, comme celle que nous avons définie dans le chapitre
d’introduction (& I’équation 1.16), mais ou cette fois-ci nous supposons un écart entre le points,
r, normal & la composante de la vitesse, ¢ :

S5 (1) = ((v0() = v5(0) ) - (vo(r) — v4(0)) ) (5.18)
G(r) o< ((vo(r) = vo(1) ) - (v4(0) ~ 15(0)) ) (5.19)

Ces expressions, bien que similaires, ne refletent au final pas les mémes quantités : 52L va en
effet mesurer 1’écart typique moyen entre deux spins séparés par r (qui est donc nécessairement
positif), tandis que G va plutot regarder a quel point deux spins fluctuent de la méme maniere
autour de leurs moyennes respectives (ce qui peut se traduire par des valeurs de G négatives).
La longueur de corrélation que nous pourrons extraire du calcul de G n’est donc pas tout a
fait identique a celle issue des fonctions de structure, qui est en fait une estimation de ’échelle
microscopique de Taylor, ¢ (qui a été définie au chapitre 2, notamment a ’équation 2.17).

Deux cartes de corrélations G(r — 1/, z — 2') pour ér =r —1r' > 0et 6z =z — 2/ > 0 sont
visibles sur la figure 5.33. Les figures étant a la méme échelle en r et en z, nous pouvons y
voir une certaine anisotropie de la fonction G, qui décroit plus vite en z qu’en r. Pour les
nombres de Reynolds correspondant & 1’écoulement laminaire, les corrélations s’effectuent a
tres courte portée et la fonction G tend rapidement vers zéro. Sur la figure de droite, le nombre
de Reynolds, bien plus proche du maximum de susceptibilité, montre des corrélations a bien
plus grande échelle, ce qui semble cohérent avec une transition critique ou les longueurs de
corrélation du systeme divergent. Nous pouvons alors définir deux de ces longueurs, que nous
nommerons &, et &, selon la définition suivante :

& = {r / G(r,0) = ;} (5.20)
£ = {Z / G(0,2) = ;} (5.21)
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FIGURE 5.33 — Cartes de corrélation de G(6r,dz) des vitesses azimutales vy. A gauche, corréla-
tions a Re = 120, loin du maximum de susceptibilité. A droite, corrélations pour Re ~ 9.4-10%,
proche du mazimum de susceptibilité. La fonction de corrélation conserve globalement cet as-
pect pour les nombres de Reynolds plus élevés.

Ayant défini ces valeurs, nous pourrons en premier lieu vérifier que les fonctions G sont toutes
identiques a un facteur d’échelle pres, donné par £. En effet, les hypotheses de scaling formulées
durant les années 1960 [113], indiquent une universalité de la forme prise par I’énergie libre des
systemes au voisinage du point critique, de laquelle peut étre dérivée la fonction de corrélation

G:

~ r z
G(r,z|Re) =G <§T(Re)’ §Z(Re)> (5.22)
La figure 5.34 (a gauche) nous montre la qualité de cette hypothese : la plupart des courbes a
nombre de Reynolds au dela de 6000 suivent bien la méme courbe maitresse, a ’exception de
trois d’entre elles (signalées par une fleche), qui sont issues d’'une série d’expériences distinctes
des autres tracés. Cette différence se retrouve sur la longueur de corrélation de vy : nous pou-
vons voir sur la partie droite de la figure trois points expérimentaux (entourés) tres différents
du reste des autres, correspondant aux trois courbes « anormales ». Une autre méthode de
détermination de £ basée sur I’aire sous la courbe G (qui n’a pas été choisie car elle ne permet
pas de vérifier les hypotheéses de scaling) a montré des résultats similaires, attribués a une
« granularité » spécifique des champs de vitesse v4 de ces séries de données.

Pour le reste des points, nous observons que la longueur de corrélation semble augmenter
au voisinage du nombre de Reynolds critique, mais le maximum atteint, tres faible, confirme
difficilement une divergence de la longueur de corrélation associée a un phénomene critique.
Par conséquent, soit notre transition n’est pas de la méme classe d’universalité que le modele
d’Ising en champ moyen (voire n’est pas un phénomene critique), soit il existe une contrainte
qui empéche la longueur de corrélation de diverger. Cette derniere hypothese peut étre justifiée
par le fait que notre écoulement est confiné, ainsi que par le fait que ce dernier est tres loin
de I’équilibre thermodynamique.

5.3.5 Fluctuations, multistabilité, et modes de Goldstone

5.3.5.1 Aspect des fluctuations autour de la divergence

Revenons & la figure 5.29. Les courbes décrivant les fluctuations de () nous montrent
qu’'un maximum de fluctuations est atteint, de maniere assez piquée, lorsque le nombre de
Reynolds s’approche de la transition critique. Celles-ci peuvent étre associées a des divergences
de susceptibilité si nous nous appuyons sur les résultats de la mécanique statistique hors de
I’équilibre (soit le chapitre 4). Toutefois, le détail des fluctuations temporelles de la figure 5.35
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FIGURE 5.34 — A gauche, regroupement des fonctions de corrélation G sous une forme uni-
verselle, en fonction de r /.. Trois courbes singuliéres (indiquées par la fleche) possédent un
comportement trés différent du reste du faisceau pour Re > 6000. A droite, variation de la
longueur de corrélation selon v (o) et selon z (m) en fonction du nombre de Reynolds. Les
longueurs de corrélation des trois courbes singuliéres de la partie gauche de la figure ont été
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FIGURE 5.35 — Evolution du moment cinétique adimensionné I en fonction du temps, et
densité de probabilité de I associée pour une expérience effectuée a Re = 39000. Ligne bleue,
signal original acquis a fpiy = 15 Hz. Ligne noire, signal filtré a 0.15 Hz. La ligne blanche
pleine représente la moyenne temporelle I = 0.0031 tandis que les tirets verts représentent le
mode de I, T* = 0.031 et le second mazimum de la distribution de I (situé ¢ I = —0.035 ~
—I*).

met en évidence un comportement, a asymétrie nulle et a la transition critique, ou le moment
cinétique saute alternativement entre deux états attracteurs pour lesquels le moment cinétique
vaut I* # 0 et —I* # 0. Le moment cinétique moyen I cache ce comportement : sa valeur
vaut approximativement 0, ce qui indique que le temps passé au voisinage de I* et —I* est
sensiblement le méme. Cette concentration préférentielle, visible a I'ceil, est également visible
lorsque nous tracons la distribution de T filtré & basse fréquence. Nous pouvons en outre vérifier
que ces sauts ne sont aucunement liés a des fluctuations instantanées de 6 : le coefficient de
corrélation de I(t) et de 6(t) est de 0.02.

C’est cette divergence des définitions du moment cinétique caractéristique qui explique
les si grandes différences observées sur la figure 5.30. Nous pouvons nous en convaincre en
examinant la figure 5.36 : pour les valeurs de 6 proches de 0, moyenne et mode de I semblent
s’écarter : le mode I* semble en effet s’« accrocher » a des valeurs non nulles tandis que la
moyenne I, qui traduit aussi le rapport d’amplitude de tous les pics de la distribution de I ,
se rapproche de 0. Cela est d’autant plus vrai que les expériences durent longtemps et sont
effectuées a une fréquence d’acquisition fpi, élevée.
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FIGURE 5.36 — Tracé du moment cinétique moyen I (m) et du mode du moment cinétique
I* (%) en fonction de 0 pour une série d’expériences a Re = 40000. Les symboles ouverts
correspondent aux expériences effectuées avec une plus grande précision (fpi, = 15 Hz et 3600
images minimum). La courbe a été R, symétrisée.
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FIGURE 5.37 — Moyennes conditionnelles du champ de PIV de l’expérience de la figure 5.35.
A gauche, moyenne du champ de vitesses de la PIV pour tous les instants ot Ie [—-I* —
0.025; —I* + 0.025]. Au centre, moyenne pour I € [I* — 0.025; I* + 0.025]. A droite, champ
moyen (qui est de fait une moyenne conditionnelle pour toutes les valeurs de f) Les lignes
rouges représentent laltitude estimée de la couche de cisaillement zs = —0.138 a gauche,
zs = 0.11 au centre et zs = 0 au centre.

Afin de mieux comprendre la forme de I’écoulement lorsqu’il se retrouve bloqué dans un
des deux états attracteurs, nous allons effectuer des moyennes des champs de vitesses en sé-
lectionnant les champs correspondant & I(t) ~ I* et I(t) ~ —I*. Ce critére de sélection nous
fournit donc des moyennes conditionnelles du champ de vitesses v. Les champs conditionnels
obtenus sont visibles sur la figure 5.37, et montrent, pour les états proches de —I*, un écou-
lement a deux cellules dont la couche de cisaillement est décalée vers le bas, et pour I*, une
couche de cisaillement décalée vers le haut. Notre multi-stabilité est donc également celle de
la hauteur de la couche de cisaillement, z;. La relation entre les z; intermittents et ces valeurs
de I donnent des coefficients de proportionnalité égaux a 0.253, compatibles avec le coefficient
de la figure 5.27 (0.280), mais pas exactement identiques. Le champ moyen (non conditionnel)
des vitesses, quant a lui, respecte en moyenne la R, symétrie imposée par le forcage : nous
observons bien z; = 0.

5.3.5.2 Lien avec la physique statistique hors-équilibre

Si nous supposons notre grandeur I comme un processus stochastique hors-équilibre de
moyenne I, et possédant un bruit d-corrélé, nous pouvons relier la susceptibilité y a ’écart-
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FIGURE 5.38 — Tracé de la relation de fluctuation-dissipation de motre expérience. A gauche,
vérification utilisant xm en fonction des fluctuations typiques de I. A droite, vérification en
utilisant x*. Re* vaut ici 250. Un respect de la relation implique un alignement des points sur
une droite (selon 5.23). Nous avons tenté de tracer une telle droite pour les Re faibles et élevés
(pointillés). Les susceptibilités pour Re ~ Re. sont supérieures a ces droites. Les cercles verts
contiennent deux des trois expériences ot la longueur de corrélation, £, semblait différente
du reste des autres expériences (voir figure 5.34). La troisiéme d’entre elles est située dans
Ualignement des autres points.

type de ces fluctuations, oy, suivant les relations de fluctuation-dissipation du chapitre 4 :

X = Boj (5.23)
=6 (- 1) (5.24)

Il nous est possible de vérifier ce type de relation : il faut toutefois se poser quelques ques-
tions sur le roéle de 8 dans notre cas : nous avons en effet considéré que la température de
notre systéme pouvait étre interprétée par log(Re) suivant la convention de Castaing [111]
(nous pourrions d’ailleurs prendre, a la place, la température @/ J définie précédemment). Le
systeme pourrait donc vérifier :

Xm X J?(log(Re) — log(Re*)> (5.25)

Re* étant une référence permettant a la « température » de rester positive, que nous avons
prise égale a 250 sur la figure 5.38, qui correspond a ’apparition de modulations dans 1’écou-
lement de von Karman, et donc de la perte de stationnarité de 1’écoulement laminaire. Nous
avons également tenté de prendre Re* = 10, 100, 1000 et 10 000 : aucune valeur de Re* ne per-
met d’alignement correct de tous les points. Bien que la taille des fluctuations augmente sensi-
blement avec la susceptibilité, il n’est pas possible de considérer la relation x/log Re = f (O‘%)
comme linéaire, principalement lorsque nous nous approchons de la transition, comme le
montre la figure 5.38. Si nous ignorons trois expériences, dont deux ont montré des résul-
tats singuliers lors de I’étude de £(Re), la sous-figure représentant x* (& droite) présente une
tendance intéressante avec une rupture de pente. Notre écoulement turbulent n’est donc pas
analogue & un systeme a I’équilibre thermodynamique, et possede des propriétés foncierement
hors-équilibre qui violent le théoreme fluctuation-dissipation.

Quelles propriétés des systemes hors de 1’équilibre permettent de violer un tel théoreme ?
Il existe principalement deux classes de systemes satisfaisant cette condition. La premiere est
la classe des systemes wieillissants, pour lesquels, en deca d’une certaine température de tran-
sition vitreuse Ty, le temps de relaxation vers I’équilibre est extrémement élevé, inaccessible a
I'expérimentateur. Pour cette gamme de températures, 'ergodicité est brisée, et ces systémes
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FIGURE 5.39 — Ezamen de la validité du théoreme fluctuation-dissipation pour un verre de
superspin effectué dans Uarticle de K. Komatsu et al. [1/5] (tous droits réservés). La figure est
extraite du méme article. Pour respecter le théoréme, les deux quantités tracées doivent étre
proportionnelles (comme pour la figure 5.38). La réponse du verre & une perturbation de fré-
quence variable (o), (m) et (A) dévie significativement de celle de ’équilibre thermodynamique
pour les températures inférieures a Ty.

vitreuz se retrouvent piégés dans des états métastables [111]. Ce caractére hors-équilibre se
manifeste expérimentalement, notamment dans des échantillons de matériaux qui ont subi une
trempe a une température inférieure a Ty tout sous I'influence d’un champ externe. Lorsque
le champ externe est coupé apres un temps t,,, ces matériaux présentent un comportement
singulier, qui dépend de t,, [115], ce qui indique que 1’état d’équilibre thermodynamique, inva-
riant par translation dans le temps, n’a pas été atteint. La violation du théoréme fluctuation
dissipation, pour ces systémes, se manifeste donc essentiellement en deca de T, (cf. fig. 5.39),
et peut d’ailleurs constituer un critére de passage a la transition vitreuse [1/1]. Notre expé-
rience de von Karman ne semble pas vraiment correspondre a cette classe de systemes, ses
propriétés physiques (notamment ses réponses & un champ externe) ne dépendant pas d’un
éventuel temps d’attente t,,.

Une autre classe de systemes montre un écart au théoreme fluctuation-dissipation : elle se
compose de processus dissipatifs régis par une équation de Langevin [110], atteignant des états
stationnaires hors de 1’équilibre qui présentent un écart au théoreme fluctuation dissipation
proportionnel au taux de dissipation de I’énergie. L’idée d’un processus dissipatif stationnaire
et hors de I’équilibre est séduisante pour notre expérience turbulente, mais il est difficilement
concevable qu'un modele stochastique « simple » soit applicable a la turbulence, ou le respect
des principes de micro-réversibilité (le bilan détaillé) sont discutables. Dans les deux classes
de systemes, il semble toutefois que I’écart au théoreme fluctuation-dissipation s’effectue pour
des fluctuations & 1’équilibre (I?) — I? supérieures & la susceptibilité x /7" (voir pour cela la
figure 5.39), en assez mauvais accord avec nos expériences de la figure 5.38, qui montrent
plutot une « anomalie » de susceptibilité élevée aux abords de Re.; par rapport aux nombres
de Reynolds tres faibles (ou tres élevés). Une telle anomalie de susceptibilité élevée aurait
cependant été observée pour des transitions vitreuses dans des systemes en interaction ou le
bruit n’est pas d’origine thermique [117].

Enfin, le mécanisme a ’ccuvre dans notre anomalie de susceptibilité s’accompagne d’une
multi-stabilité de la couche de cisaillement aux alentours de la transition critique, et décrite
dans la sous-section 5.3.5.1, qui a été « ignorée » dans notre approche hors-équilibre des
grandes échelles de 1’écoulement.
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5.3.5.3 Multistabilité et modes de Goldstone

Une maniere de prendre un tel probleme a revers est de dériver des comportements sta-
tistiques hors de I’équilibre de I’écoulement axisymétrique a partir des équations de Navier-
Stokes, dans la veine de ce qui a été effectué pour la turbulence a deux dimensions [105] puis
étendu au cas a trois dimensions avec axisymétrie [1 14, |. Nous renvoyons le lecteur inté-
ressé par le détail d’une telle mécanique statistique a I’annexe D, que nous rappellerons ici
trés brievement.

Modes du noyau pour un systeme a ’équilibre  Considérons un systéme a ’équilibre
possédant un opérateur d’évolution O, linéaire, dépendant d’un petit parametre e de controéle.
Ce systeme possede une symétrie quelconque, qu’il est possible de briser en imposant un
champ externe. Nous pouvons modéliser cette brisure par ’équation :

Ocp=h (5.26)

h représente le champ externe, et ¢ I’observable physique qui nous intéresse. Pour un opérateur
d’évolution ou le noyau de O, Ker(O,), est réduit a I’ensemble vide, la détermination de ¢ se
réduit & un probleme d’inversion de matrice, en 'occurrence Ok :

¢»=0."h (5.27)

Au contraire, si Ker(O,) # {@}, il est possible d’ajouter & toute solution ¢ un élément ¢g
tel que O.p9 = 0, également appelé élement du noyau. Dans un tel cas, pour h — 0, nous
observons une brisure spontanée de symétrie :

Oc(¢o) =h =0 (5.28)

Sans forcage, il est effectivement possible d’obtenir ¢ = ¢y # 0.

Modes du noyau de l’écoulement hors-équilibre  Pour notre expérience stationnaire
et hors de I’équilibre, il est possible de projeter les équations de Navier-Stokes sur les modes
du cylindre. Ces modes sont essentiellement des fonctions de Bessel-Fourier :

AT\ . /nTz

Gmn (1, 2) = NipJ1 <R> sin (ﬁ) (5.29)
ou la fonction J; est la fonction de Bessel de premiere espece et d’ordre i, Ay, est le m®™¢ zéro
de la fonction Ji, NV, est une constante de normalisation, et, pour des des raisons pratiques,
z est compris dans cette section entre 0 et 2h. En projetant les équations de Navier-Stokes
axisymétriques sur ces fonctions, il est possible de construire une fonctionnelle quadratique
en Smn et Tmn — les projections de o = rvy et £ = wy/r sur les modes du cylindre — dont
les points critiques (au sens ou le gradient de la fonctionnelle s’annule) sont des solutions
stationnaires de I’écoulement de von Karman. Ces points critiques vérifient une équation du
type :

Smn F
Min = (5.30)

Tmn F’

et peuvent donc, pour des matrices M, bien précises (soit, des nombres de Reynolds, ou des
parametres de forgage bien précis), voir apparaitre des modes du noyau de M,,,, d’intensité
non fixée a priori. Il existe donc m X n modes du noyau, correspondant chacun a la condition
Det (M) = 0, que nous pouvons regrouper en deux familles. La premiere famille est antisy-
métrique, pour lesquels la vitesse azimutale s’annule en z = h (soit au milieu du cylindre) : elle
ne va donc pas spontanément briser la symétrie de 1’écoulement. La deuxieme famille, quant
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FIGURE 5.40 — Allure du mode du noyau du mode m = 1,n = 1, pour différentes valeurs du
paramétre ppr : a gauche, ppr &~ —m/4; au centre, gy ~ 0; & droite, vy ~ 7/4.

FIGURE .41 — Interprétation classique des modes de Goldstone : une particule dans un poten-
tiel en forme de sombrero brise de maniéere « instantanée » la symétrie du puits de potentiel,
mais peut parcourir le fond du puits sans apport d’énergie. Cette exploration est un mode de
Goldstone.

a elle, possede un ventre de vitesse (azimutale) pour z = h et peut donc spontanément venir
briser la symétrie de notre écoulement. Dans un tel cas, l'intensité de la brisure de symétrie
observée peut étre vue comme un déphasage d’angle ¢ys par rapport a un écoulement qui
respecte la R, symétrie (pour lequel, donc, ¢pr = 0). Un exemple de mode brisant la symétrie
pour m =1 et n =1 a été tracé sur la figure 5.40.

Les modes de Goldstone L’apparition d’'un mode de Goldstone dans un systeme
physique est un processus tres général impliquant une brisure de symétrie continue. Supposons
un systeme physique quelconque, par exemple un ensemble de rotors en interaction. Pour les
températures élevées, les rotors seront aléatoirement orientés et il n’existe pas d’ordre global.
Pour les températures tres faibles, au contraire, nous pouvons supposer que tous les rotors
seront alignés, ou presque alignés. Si nous considérons que les rotors en question sont des
spins d’Ising qui prennent des valeurs discretes, les spins seront tous +1 ou —1. Ces rotors
peuvent étre au contraire libres de tourner selon un (ou plusieurs) axe de rotation, et sont
alors décrits par un (ou plusieurs) parametre continu #. Dans un tel cas, il est possible,
a partir d’'une configuration alignée (donc, d’énergie minimale) selon 6, de tourner chaque
spin d’un infime angle §0 pour obtenir une autre autre configuration alignée, et d’énergie
minimale. Cette opération s’effectue sans franchir aucune barriere d’énergie : un continuum
de configurations d’énergie minimale a été créé, 1ié a la forme caractéristique de sombrero (voir
figure 5.41) du potentiel associé & nos configurations : la solution respectant 'invariance par
rotation (au centre) est une position d’équilibre instable, et il existe un continuum de solutions
brisant individuellement la symétrie mais qui respecte de maniere globale la symétrie brisée.
Le passage d'une configuration brisant la symétrie a une autre s’effectue bien sans aucune
barriere d’énergie. C’est I'exploration des configurations équivalentes qui est nommée mode
de Goldstone.
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FIGURE 5.42 — Interprétation du mode de Goldstone observé dans le cadre de l’expérience von
Kdrmdn 2. Le mode réellement observé dans l’écoulement fermé (& droite) est une trace du
mode existant théoriquement dans un écoulement idéal, infini et sans for¢age (& gauche). Les
vaguelettes schématisent ici la couche de cisaillement, dont l'altitude est sujette a des modes
de Goldstone.

Quelles symétries continues dans [’écoulement de von Kdrmdn ? La multistabilité
observée de la couche de cisaillement ne vient pas & notre connaissance briser I’axisymétrie de
I’écoulement. C’est donc la R, symétrie qui est brisée : ce résultat peut sembler contre-intuitif
du fait de la nature discrete d’une telle symétrie. L’'interprétation d’un tel résultat s’effectue
en considérant une expérience de pensée, analogue a notre écoulement, mais dans un cylindre
infini, sans forgage (voir figure 5.42). C’est en fait la trace d’une brisure de symétrie continue,
I'tnvariance par translation, que nous observons dans 1’écoulement.

Modes de Goldstone, modes du noyau Notre expérience est décrite par un opérateur
d’évolution, qui, sous certaines conditions, n’est pas inversible. Pour de telles conditions,
I'amplitude des modes correspondant a Ker(M,,,,) n’est pas fixée : leur amplitude vient fixer
la hauteur de la couche de cisaillement, par une relation qui lie 'amplitude a un déphasage
@ compris entre —m et . Nous pouvons alors modéliser nos modes de Goldstone comme
un processus stochastique ol cette phase va étre soumise a un bruit sans étre confinée dans
un puits de potentiel, comme pour un mouvement Brownien. Une telle modélisation fournit
des résultats qualitativement similaires aux valeurs de la phase ¢ réellement observée (sur
la figure 5.43) qui semble bien fluctuer de maniére « libre » dans 1’écoulement. Le caractere
bi-stable observé sur la figure 5.37 n’est toutefois pas reproduit.

5.4 Turbulence non conventionnelle : turbines fractales

5.4.1 Présentation

Dans le cadre de I’étude des turbulences « non conventionnelles » — dans le sens non-
Kolmogorov — au sein du laboratoire, nous avons tenté d’examiner la validité de la cascade de
Richardson-Kolmogorov : celle-ci, décrite dans 'introduction de ce manuscrit (par ’équation
1.19), suggere que l'énergie est injectée aux grandes échelles (intégrales) pour étre ensuite
transmises aux petites échelles pour étre dissipées vers les échelles n de Kolmogorov. Des
expériences menées en soufflerie par I’équipe de J.C. Vassilicos, a 'Ilmperial College a Londres,
ont récemment montré que l'introduction d’obstacles (des grilles) fractals pouvait générer une
turbulence singuliere, différente de celle observée pour les grilles régulieres. En particulier,

1. Une bijection entre ces deux ensembles est par exemple la fonction 2 - arctan



118 5. CARACTERISATION DE L'ECOULEMENT STATIONNAIRE : COMMANDE EN VITESSE

} ,,,,, | \ i | |
M I MIL v h ''''' ( MﬁM M l. 4 M

—~
| A |

-0.05 w ﬁ
A W W
; AV YA "_M . u MMM “

wf ,
PR rI— WY L P T S Y S S T Y S ST S E S
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
t

FIGURE 5.43 — En haut, tracé de I(t), pour une expérience ¢ Re = 43000 : (), moment
cinétique non filtré, et (—), filtré a 1 Hz. Nous avons tracé en encart les champs de vitesses
typiques correspondant auz valeurs de I au niveau des dits encarts. En bas, phase correspon-
dante oy des modes de Goldstone correspondant au mode m = 1,n =1 du noyau. En noir,
valeurs réelles obtenues. En rouge, valeurs obtenues en modélisant la phase par un processus
stochastique avec dérive et bruit.

FIGURE 5.44 — A gauche, motif initial de turbine fractale a trois branches (en bleu) de nos
turbines fractales. Une partie du deuziéme motif (en rouge) a été dessiné pour comparaison.
A droite, turbine fractale TF14, possédant quatre itérations du motif initial, construites en
Duralumin par Vincent Padilla.

le déclin de la turbulence s’y effectue de maniere exponentielle [115], contrairement & ce que
prévoit a la fois la théorie et ’expérience sur des grilles conventionnelles [119].

Nous avons donc effectué des recherches exploratoires, afin de voir 'effet de 'introduction
d’un entrainement fractal dans I’écoulement stationnaire de von Karméan. Nous avons donc
(par I'intermédiaire de Vincent Padilla) construit des turbines fractales. Celles-ci se composent
en fait d’un jeu de deux paires de turbines, la premiere, appelée préfractale (ou TF11), possede
la premiere itération d’un motif fractal (visible sur la gauche de la figure 5.44) et est construite
en Téflon. La deuxieme (visible & droite de la figure 5.44) est construite en Duralumin et
possede quatre itérations du motif fractal. Les deux jeux de turbines ont été utilisés dans
I’expérience VK—Energie, qui dispose, nous le rappelons, d'une vélocimétrie laser Doppler et
de mesures de couples et de vitesses fournies exclusivement par les variateurs.
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FIGURE 5.45 - A gauche, comparaison de la somme des couples adimensionnée, XK, pour les
turbines fractales TF14 (w) et les turbines pré-fractales TF11 (¢). A droite, différence AK,
entre les couples adimensionnés. Les conventions sur les symboles sont identiques a celles de
Pencart de gauche. Deux cycles ont €Lé effectués pour chaque jeu de turbines, a des fréquences
moyennes de f =6 Hz et f =8 Hz (ot 6 est compris entre —0.5 et 0.5).

5.4.2 Comparaison des résultats

5.4.2.1 Mesures de couples : cycles en 0

Les turbines fractales, comme les turbines pré-fractales, ont pour « base » trois pales
droites, moins longues que chacune des huit pales courbes des turbines T'P87, ou méme que
les huit pales droites des T'M80. Par conséquent, nous pouvons nous attendre a ce que le
couple exercé sur de telles turbines soit faible. Nous avons donc optimisé nos mesures du
couple K,(#) en effectuant des balayages pour les plus grandes fréquences de rotation des
turbines (qui est limitée a 12.5 Hz). Le choix s’est alors porté, pour chaque jeu de turbines,
sur un double cycle : le premier s’effectue a 8 Hz aux petites valeurs de 8, et le second s’effectue
a 6 Hz pour toutes les valeurs de 6. Les valeurs de couple adimensionnées de la figure 5.45
confirment notre intuition : les turbines fractales T F'14, qui possedent plus de pales que ses
consceurs T'F'11, réclament également plus de couple (jusqu’a 50% de couple supplémentaire).
De plus, de maniere assez surprenante, nous pouvons observer pour la turbine fractale un
faible saut de K, pour § = $0.05. Il est possible d’attribuer ce comportement au fait que
les petites pales (voir figure 5.44) viennent attaquer le fluide avec un angle aigu, comme les
turbines a pales courbes dans le sens (—). La courbure des pales tend dans un tel cas a créer
des discontinuités de K, aux alentours de 6 = 0, ou I’état (s) devenait marginalement stable.
En dehors de ces quelques particularités, I’aspect général des deux cycles est assez similaire :
aucun indice du caractere fractal des turbines ne transparait a cette échelle.

5.4.2.2 Mesures de vélocimétrie laser

Intéressons-nous désormais aux mesures de champs de vitesses fournies par la vélocimétrie
laser Doppler (LDV) : celle-ci peut, dans un premier temps, calculer les vitesses moyennes de
I’écoulement pour une grille donnée qui balaye les axes r et z de la cuve. Cela permet donc de
reconstruire une forme de champ des vitesses moyennes, qui n’est pas exactement celui fourni
par la PIV (voir pour cela la these de Romain Monchaux [(6]), mais dont I’aspect général
est trés proche. La figure 5.46 nous montre alors que les champs de vitesse obtenus & 6 = 0
présentent tres peu de différences entre les turbines pré-fractales TF'11 et les turbines fractales
TF14. En moyenne, a grande échelle, et aux aberrations au niveau du champ de vitesses pres
(visibles notamment aux grands r dans la sous-figure 5.46b), les deux écoulements possedent
des vitesses du méme ordre de grandeur et respectent tous deux la R, symétrie. Ici encore,
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FIGURE 5.46 — Champs moyens des vitesses obtenus par LDV pour un écoulement a 60 = 0,
effectué a 7 Hz. (a), champ moyen de vitesses azimutales vy pour des turbines TF11. (b),
méme champ de vitesses pour des turbines TF14. (¢), champ moyen des vitesses verticales v,
pour des turbines TF11. (d), méme champ pour des turbines TF14. Les échelles de couleurs
sont les mémes pour les quatre sous-figures.

nous ne discernons pas vraiment de traces du caractere fractal des turbines aux grandes
échelles de ’écoulement.

Les mesures de LDV nous permettent enfin d’étudier la densité spectrale de puissance
des fluctuations de la vitesse du fluide (que nous appellerons « spectre » dans la suite du
paragraphe) pour tous les points de la grille o nous avons effectué des mesures. Montrer
ici ’ensemble des 176 spectres pour deux valeurs de 6 (0 et 0.2), deux composantes de la
vitesse (vg et v,), et deux jeux de turbines (T'F'11 et TF'14) semble toutefois relativement
impraticable. Nous avons donc sélectionné deux points de mesure pour 1’étude des spectres,
suivant le choix effectué par Florent Ravelet [65], en espérant que ceux-ci soient suffisamment
représentatifs de I’écoulement. Le premier, situé a r = 0.9 et z = 0.5 correspond au bord de
la cuve, a proximité de la turbine du haut. Le second point de mesure sélectionné se trouve a
r = 0.6 et z = 0.4, situé au niveau du centre d’une cellule de recirculation. Le troisieme et le
quatrieme point sont situés dans la couche de cisaillement, respectivement a r = 0.5 et 7 = 0.
Le quatrieme point de mesure correspond donc au point de stagnation de 1’écoulement pour
0 = 0. Les spectres obtenus pour ces quatre points de mesure sont visibles sur la figure 5.47.
Ces derniers montrent une fois de plus assez peu de différences entre les turbines pré-fractales
TF11 et les turbines fractales T F'14 : pour les deux jeux de turbines, les pentes des spectres
correspondant a la zone inertielle sont identiques, et semblent suivre la loi de Kolmogorov
(ici, en 5/ 3). De méme, I'aspect du spectre aux hautes fréquences, bien qu’assez bruité,
semble conserver sa forme lors du changement de jeu de turbines. Tout juste pouvons-nous
constater que les spectres des turbines T F11 possedent une densité spectrale de puissance
plus importante aux plus basses fréquences lorsque 6 = 0.2.

Les résultats forts obtenus dans le groupe de J.C. Vassilicos [115, 150] concernant les grilles
fractales sont essentiellement liés & la maniere dont la turbulence décline, qui differe notable-
ment des déclins en loi de puissance généralement observés en turbulence de grille classique,
ou, notamment, ’hypothese de Taylor est valide. Ces résultats sont donc essentiellement non-
stationnaires. Notre expérience de von Karman est quant a elle trés inhomogene, stationnaire,
et son taux de turbulence rend 'application de I’hypothese de Taylor délicate. 11 est donc peu
étonnant de ne pas retrouver les résultats importants des grilles fractales dans notre expé-
rience, en particulier sur des grandeurs aussi « simples » que les spectres des fluctuations, les
champs moyens de vitesses et les couples adimensionnés moyens. Il est probable que 1’étude
des incréments de vitesse, en particulier la distribution de ces derniers, révele des différences
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FIGURE 5.47 — Spectres des fluctuations de vitesses azimutale vy (a4 gauche) et de vitesse
verticale v, (a droite) en divers points de l’écoulement (signalés sur les encarts) pour 6 = 0
(trait plein) et O = 0.2 (tireté). Les traits bleu ciel et verts représentent les spectres des turbines
fractales, et les traits orange et fuchsia foncés correspondent a ceux des turbines normales. Les
encarts montrent (par un point rouge) la position du point de mesure dans la cuve. Le trait
pointillé noir présent sur chaque sous-figure représente quant & lui une loi de puissance en
f75/3. Les spectres n’ont pas été décalés : ils présentent une différence d’amplitude importante
entre =0 et 0 =0.2.

entre les turbines normales et fractales.
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5.5 Conclusion

Les expériences que nous avons effectuées en commande en vitesse sont nombreuses et
variées. Nous avons tout d’abord revisité la transition a la turbulence observée dans 1’écoule-
ment : cela nous a permis de préciser les différentes symétries successivement brisées, statisti-
quement restaurées, puis statistiquement brisées dans 1’écoulement lorsque nous augmentons
le nombre de Reynolds. Dans le sens (—) de rotation des turbines, les états stationnaires de
I’écoulement turbulent présentent un fort hystérésis dont la construction, lorsque le nombre
de Reynolds augmente, semble suivre un scénario complexe, mais néanmoins globalement
supercritique, possédant des points communs avec celui mentionné par [(65]. Ce caractere
super-critique nous a poussés a définir un équivalent de I'aimantation spontanée et du champ
coercitif a partir des caractéristiques du cycle d’hystérésis dans le cadre d’une analogie avec les
transitions de phase ferro/paramagnétique. Les résultats que nous avons obtenus dans cette
section seront repris, complétés, puis analysés plus en détail dans le chapitre 7.

Les expériences effectuées dans le sens (+) a haut nombre de Reynolds ont révélé des
propriétés intéressantes : en premier lieu, les états stationnaires (statistiques) atteints par
I’écoulement semblent ici indépendants de la préparation, et donc de I’histoire de 1’écoule-
ment. Deuxiémement, nous observons une relation linéaire entre la hauteur de la couche de
cisaillement zs et le moment cinétique I de nos écoulements pour les valeurs de zs; en dehors
des turbines (soit |zs| < 0.7R). Troisiemement, le moment cinétique est lui-méme proportion-
nel a la différence 7 entre le couple (réduit) exercé par la turbine du bas et celui exercé par
la turbine du haut. Ces trois propriétés simplifient grandement ’étude de la sensibilité de
I’écoulement a une brisure de R, symétrie a hauts nombres de Reynolds.

Les expériences effectuées a 6 # 0 présentent une divergence de la susceptibilité y de
I’écoulement avec 6, dont il est possible d’extraire un exposant critique —1 en identifiant
le nombre de Reynolds & une température (voir pour cela 'article de B. Castaing [111]).
Cette valeur de ’exposant, typique de la transition de phase du modele d’Ising en champ
moyen, permet une fois de plus de tester des outils statistiques dans notre écoulement. Une
approche simple, effectuée dans la partie 5.3.4.3, permet d’extraire une température kg7'/J
directement & partir du tracé I(6), qui se rapproche de T, = 1 pour les nombres de Reynolds
a proximité de Re., sans toutefois évoluer de maniere monotone avec le nombre de Reynolds.
L’étude des fluctuations du champ de vitesses vy (7, 2) montre quant a elle une absence de
divergence de la longueur de corrélation £ que nous pouvons définir dans 1’écoulement, en
désaccord avec les exposants de la classe d’universalité Ising-champ moyen. De méme, les
fluctuations du moment cinétique au voisinage du nombre de Reynolds critique semblent
violer les relations de fluctuation-dissipation que nous pouvons dériver pour les systemes hors
de I’équilibre thermodynamique lorsqu’ils retournent vers un tel équilibre. Cette violation
s’effectue ici par un « exces de susceptibilité », ce qui le distingue des systemes vitreux et
dissipatifs stationnaires ol la violation s’effectue plutot par « exces de fluctuation ». En outre,
ces fluctuations peuvent étre vues comme des brisures spontanées de symétries associées a des
modes de Goldstone, qui permettent & la couche de cisaillement d’évoluer librement, a la
maniere d’un mouvement Brownien.

Nous avons enfin étudié I'influence que pouvait avoir I'introduction d’un forgage fractal sur
I’écoulement turbulent de von Karman. Les résultats exposés dans cette section, qui regroupent
des mesures globales de couple, des mesures de champ de vitesses moyennes, et des spectres
de fluctuation des vitesses, ne montrent pour l'instant guere de différence de nature entre
I’écoulement forcé « normalement » et I’écoulement forcé de maniere fractale. Ces observations
ne viennent toutefois pas contredire les résultats fondamentaux obtenus dans la turbulence de
grilles fractales [1 18], nos expériences stationnaires et anisotropes tranchant avec la turbulence
isotrope, quasi-homogeéne et en déclin de grille. Il est donc probable que des différences se
cachent dans des grandeurs plus complexes de ’écoulement, comme les incréments de vitesse
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d’ordre supérieur a 2, ou des grandeurs reflétant le mélange effectué par la turbulence.
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CHAPITRE 6

LA COMMANDE EN COUPLE

Introduction

Les expériences de von Karméan fonctionnent généralement sur le méme régime : la fré-
quence de rotation des turbines, qui entrainent le fluide, est imposée. Pour observer la réponse
du fluide a un tel entralnement, le couple exercé sur les turbines est mesuré. Nous pouvons
alors nous poser la question inverse suivante : si nous imposons désormais un couple sur nos
turbines, et si la régulation est suffisamment bonne pour que la dynamique de notre systeme
— au moins a grande échelle — soit préservée, verra-t-on des différences avec un systeme
ou la fréquence est imposée? Cette question peut sembler anodine au premier abord. L’in-
tuition voudrait qu’il existe une certaine symétrie entre les causes et les conséquences dans
les systemes physiques : lorsqu’on impose X pour obtenir Y, on s’attend naturellement a
obtenir Y lorsqu’on impose X, par exemple. Le systéme possede alors des couples (X,Y) de
« points de fonctionnement » et la relation X (Y') ne dépend pas du mode de forgage mais
juste des caractéristiques du systeme étudié. Pourtant une modélisation du comportement aux
grandes échelles de ’écoulement comme un processus stochastique a par exemple fourni des
résultats différents sur la taille des fluctuations de puissance entre les commandes en couple
et en vitesse [112], qui avaient été mesurées expérimentalement [39]. De méme, nous pouvons
nous demander la pertinence de couples de points de fonctionnement dans le cas d’un systéeme
possédant un hystérésis, qui par définition possede plusieurs points de fonctionnement (X, Y;)
pour un X donné. Peu d’expériences de commande en couple ont été historiquement effectuées
sur I’écoulement de von Kdrman : seuls Jean-Hugues Titon, Olivier Cadot, et Rail Labbé (qui
n’a pas publié de résultats a ce sujet) ont effectué des expériences de commande en couple en
dehors de Saclay. Cette absence est probablement liée & deux raisons :

— La premiere raison provient de la conception méme des moteurs : les applications indus-
trielles requérant plus souvent de tourner a une fréquence imposée (pour un ventilateur,
ou une pompe) qu’a couple imposé. Par conséquent, méme pour des moteurs ou la com-
mande en vitesse n’est pas triviale (c’est notamment le cas des moteurs asynchrones),
celle-ci est majoritaire. Nos moteurs synchrones tournent a priori a la fréquence du
champ magnétique des bobines du stator. Malgré le train de vie modeste du laboratoire,
nos deux variateurs nous permettent d’effectuer une commande en couple.

— La deuxieme raison provient probablement des turbines qui ont généralement été uti-
lisées par les différents groupes qui ont étudié 1’écoulement [341, 32, 51, 53, 47, 56, 92] :
toutes possédaient des pales droites ou des pales courbes utilisées dans le sens (+), qui,
les unes comme les autres, ne génerent pas de cycle d’hystérésis.

Les expériences de commande en couple ont été historiquement initiées par Louis Marié,
et apparaissent assez brievement dans son manuscrit de these. Elles ont ensuite été continuées
par Florent Ravelet, dont j’ai repris certaines notations et méthodes de seuillage. Nous allons
donc tenter de mieux comprendre les états observés en commande en couple, grace notamment
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a l'aide précieuse de la PIV.

6.1 Commande en couple : un cycle sans hystérésis

6.1.1 Spécificités de la commande en couple

Erreurs sur v Nous avons déja vu dans le chapitre 2, traitant du montage expéri-
mental, que la transmission du couple des moteurs n’était pas parfaite a cause des frottements
mécaniques principalement liés a la présence de nos garnitures mécaniques et d’erreurs sta-
tiques dans l'estimation du couple au niveau des moteurs. En imposant une tension Vjoq
aux bornes du variateur, le moteur imposera en fait un couple Cpot = G — Cp,r au reste du
montage, G traduisant le couple exercé par les moteurs, et Ce; la somme des frottements
mécaniques tout au long de la chaine de transmission. Ces erreurs statiques ne sont pas to-
talement compensées par les couplemetres, placés en aval des garnitures mécaniques et qui
mesurent donc aussi une partie des frottements mécaniques. C’est ce qui nous a motivés pour
effectuer des calibrations.

Cette situation est toutefois plus génante qu’en commande en vitesse. En effet, la fréquence
de rotation de tous les éléments de notre systéme est identique (aux rapports de poulies pres)
tant qu’aucun glissement mécanique n’est observé. Par conséquent, si la mesure de fréquence
au niveau des moteurs est bonne, il est possible de savoir exactement ce qui est imposé au
niveau des turbines. Cela nous permet de faire confiance & la valeur de fréquence (et donc de
0) que nous avons imposée. A cause des frottements mécaniques, la mesure des couples au
niveau des moteurs, et au niveau des couplemetres, ne correspond pas a ce qui est effectivement
transmis au systeme : il est donc impossible de savoir a priori quelle valeur de v est imposée
au niveau des turbines lorsque nous imposons une tension aux bornes du variateur. Il nous
est d’ailleurs impossible d’affirmer que nous avons travaillé a couple moyen (réel appliqué au
niveau des turbines) égal au couple moyen estimé Cegy = %G(VAOO + V401) = 1.40 Nm quand
la tension moyenne est imposée a 1.215 V.

Toutefois, nous avons déja vu qu’'en commande en vitesse, les notations employées (no-
tamment, les couples adimensionnés K, et réduits ) font apparaitre des graphes () et
AKp(8) similaires pour les fréquences fy accessibles expérimentalement (voir, par exemple,
la figure 5.20), qui ne refletent pas la variation faible de la forme du cycle avec le nombre
de Reynolds (vue sur la figure 5.22). Il est donc a priori possible d’effectuer une partie du
cycle d’hystérésis a une fréquence moyenne de rotation donnée pour effectuer le reste des ex-
périences a une autre fréquence moyenne. Les deux moitiés de cycle seront alors considérées
identiques tant que les deux fréquences moyennes de rotation ne sont pas trop différentes.
Nous avons vu précédemment en commande en vitesse qu’a f constant, les écoulements bifur-
qués requéraient beaucoup plus de couple que leurs pendants symétriques : K, ~ K£ /4. Par
conséquent, & somme des couples constante, les turbines doivent fortement ralentir pour sup-
porter leffort requis permettant d’obtenir un écoulement bifurqué. L’argument précédemment
cité nous indique que cette condition n’influe pas sur la forme du cycle, tant que la précision
sur 7 reste bonne. Par le méme argument, nous pourrions effectuer une partie du cycle a un
couple moyen Cj donné, et une autre partie & un nouveau couple moyen C{, : 'imprécision
sur le couple moyen réellement transmis ne vient donc pas grever nos mesures, encore une
fois lorsque la précision sur v est bonne. Cela se traduit en pratique par une quantité de
calibrations tres importante.

Recherche des régimes par tatonnement Les couples liés aux frottements statiques
sont relativement peu élevés (Cytqt < 0.2 Nm), inférieurs au couple moyen estimé de notre série
d’expérience. Par conséquent, nous savons que I'état parfaitement symétrique (s)|p=g — s'il
existe — ne se situe pas loin de I’état ou deux tensions identiques Vaog = Vap1 sont imposées
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en sortie de la carte d’acquisition. Il suffit alors d’effectuer une expérience avec ces réglages,
constater une éventuelle asymétrie des fréquences, puis tenter de la corriger en modifiant les
réglages pour atteindre enfin le régime souhaité. Généralement, il est possible de trouver le
régime voulu au bout de quatre ou cing « tatonnements ». Une fois les tensions aux bornes
du variateur fixées, et les couples moyens (éventuellement stationnaires) C; et Co mesurés, il
est enfin possible de calculer ~.

_ Cl - Cstatl - CQ + Cstat? _ Cf - C;
Cl — Cstatl + C12 - Cstat? Cik + C;

(6.1)

C’est cette valeur corrigée (et non la mesure brute) qui est tracée dans les figures de cette
section.

6.1.2 Comportement sur les branches (b;), (b2) et (s)

Nous allons nous placer dans des conditions similaires a celles que nous avons observées en
commande en vitesse, et tenter de parcourir les branches (s) et (b) afin de vérifier 'intuition
que nous avons eue dans l'introduction de ce chapitre. Nous allons de plus examiner les champs
moyens de PIV issus de la commande en couple pour quelques expériences, notamment en
essayant d’obtenir de tels champs pour 6 =0 (s), 8 =0 (b2) et § = —0.4 (bs).

6.1.2.1 Variations de la fréquence moyenne f

Les expériences effectuées en imposant les couples confirment notre intuition : il est possible
d’imposer des v tels que les régimes observés soient stationnaires, et ressemblent & (s), (b1)
et (b2). Une deuxieme intuition est aussi confirmée : la fréquence moyenne de rotation des
turbines varie a Cy constant lorsque nous faisons varier v, la fréquence de rotation des turbines
étant plus lente dans les états (by) et (ba) que dans (s). Il est d’ailleurs possible de prévoir le
ralentissement obtenu a partir de la différence de K, mesurée en commande en vitesse :

Loy

K; ~ K] (6.2)
S
Comm. vitesse —o a2 0.25 (6.3)
i
f 1
Comm. couple 7 M\ 0.5 (6.4)

Les fréquences moyennes obtenues lors des expériences de commande en couple sont compa-
tibles avec ce rapport de fréquence 1/2 :

o 36

Fen 0.54 (6.5)
Lorsque le systeme est dans un état stationnaire, il est donc particulierement aisé, a 1’ceil
comme a l'oreille, de déterminer s’il est dans un état bifurqué ou symétrique, contrairement
a la commande en vitesse ou seule ’écoute de ’expérience nous guidait sur I’état stationnaire
de 1’écoulement. Pour la premiere série d’expériences, la vitesse moyenne des turbines en
régime symétrique f° était approximativement constante et valait environ 6.7 Hz. Pour les
régimes bifurqués, il semble que les vitesses des turbines étaient comprises entre 3 Hz (pour
les écoulements a tres forts 0) et 3.8 Hz (pour des expériences en bord de zone antinaturelle).
Cette diminution de la vitesse moyenne pour les |0 élevés de la branche bifurquée se retrouve
une fois de plus en commande en vitesse, ou le couple moyen augmente sur les branches (b;)
et (be) lorsque |#| augmente.
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FIGURE 6.1 — Comparaison des expériences stationnaires en commande en couple (o) et en
commande en vitesse (4 ). La superposition des points est bonne sur toutes les branches (aucune
expérience n'a été effectuée en couple a 0] > 0.5).

6.1.2.2 TImpact sur le cycle en (6,7)

Les valeurs de (6, ) pour les expériences en commande en couple sur les branches (s), (b;)
et (be) sont trés proches des valeurs obtenues en commande en vitesse, sur toute la longueur
des branches (s) et sur les branches (b) depuis le bord antinaturel jusqu’a des 6 élevés. La
superposition des résultats était d’ailleurs suffisamment bonne pour ne pas sentir le besoin d’ef-
fectuer des expériences a |0] > 0.5. Ce résultat vient conforter d’autres hypotheses effectuées
plus haut : le cycle v(0) est peu dépendant de la fréquence moyenne de rotation des turbines,
et les frottements mécaniques ont bien été pris en compte par les multiples calibrations.

6.1.2.3 Des structures similaires

La ressemblance des champs de PIV de commande en couple ou en vitesse confirme 1'im-
pression donnée par les mesures mécaniques : une fois adimensionnés par une vitesse typique
Rf, les écoulements sont difficiles & distinguer que ce soit dans le cas symétrique (s), avec
deux cellules de recirculation bien centrées sur ’axe z = 0, ou sur les branches bifurquées (b;)
et (bz), pour 8 = 0 et § = 0.4 (cf. fig. 6.2). Il est aussi possible d’établir en commande en
couple les régimes antinaturels des branches bifurquées (b;) et (b2), ou les grandeurs globales
de I’écoulement restent stationnaires. Les champs de PIV associés (non montrés) restent, de
la méme maniere, similaires aux champs issus d’expériences en commande en vitesse.

6.1.3 Au-dela des branches stationnaires

6.1.3.1 Introduction

Pour la suite de I’étude, nous allons nous placer a des régimes correspondant a des 6 tres
proches des seuils de bifurcation, et nous allons progressivement augmenter y de sorte a pousser
le systeme au dela des régimes de fonctionnement connus. Nous avons rappelé sur la figure 6.3
la différence entre la commande en vitesse et en couple. En commande en couple, le systéme
au bord de la branche (s) ne peut pas bifurquer vers un nouveau régime stationnaire car cela
implique un saut, une discontinuité de la valeur de vy qui est désormais imposé. Cependant,
il se situe désormais a l'intérieur du cycle d’hystérésis observé en commande en vitesse, et le
systeme doit donc « trouver une solution » pour fonctionner. Deux options s’offrent alors &
nous : soit le systéme va trouver un nouvel état stationnaire qui était métastable, ou instable
en commande en vitesse, soit le systeme n’atteindra aucun état stationnaire, et nous pouvons
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FIGURE 6.2 — En haut : écoulements moyens de von Kdrmdn, issus de la PIV stéréoscopique,
dans la branche symétrique, pour 8 = 0. De gauche & droite, écoulement moyen de la com-
mande en couple, puis celui de la commande en vitesse, et la différence entre les deux. Au
centre, écoulements moyens dans la branche bifurquée pour un 6 = 0. De gauche a droite,
écoulement moyen en commande en couple (0 = 3.8 -1073), puis en commande en vitesse
(0 ~ 2.9-107%), et différence entre les écoulements. En bas, écoulements moyens de von
Kdrmdn dans la branche bifurquée (be) a 0 ~ —0.4. De gauche a droite, commande en couple
(0 = —0.38), commande en vitesse (8 = —0.40) et différence entre les champs moyens. Tous
les champs de vitesses ont été normalisés par la vitesse de rotation moyenne en bord de pale,
fR. Les échelles d’affichage des fléches de ’état symétrique sont distinctes de celles utilisées
pour les €tats bifurqués pour des raisons de lisibilité.

supposer le cas échéant que des régimes instationnaires vont émerger a ’extérieur de la branche
(s), avec de possibles fortes variations de fi et fo.

6.1.3.2 Sortie de la branche symétrique (s)

Au voisinage du bord de la zone (s) (pour v < —0.019 ou v > —0.001), les signaux de
vitesse semblent trés similaires & ceux observés dans la branche symétrique (s). Presque tout
le temps, le comportement du systeéme ressemble & celui de (s) (cf. fig. 6.5) : la turbine la plus
fortement entrainée tourne sensiblement plus vite (7.25 Hz) que celle qui est moins fortement
entrainée (6.75Hz). Nous appellerons par conséquent ce régime () en dehors de ladite branche
(s). Tres proche de la branche stationnaire (s), ce nouveau régime est lui-méme stationnaire.
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FIGURE 6.3 — Différence entre les commandes en vitesse (a gauche) et en couple (a droite).
Au dela du Oy, le systéme bifurque de (s) vers un nouwveau régime stationnaire (b), avec
un saut de v. Ce saut n’est pas possible quand v est fixé : le systéeme doit donc trouver une
« alternative », hors de la branche stationnaire. Des régimes instationnaires risquent donc
d’apparaitre.
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FIGURE 6.4 — Zoom sur la partie supérieure du cycle d’hystérésis : états moyens en commande
en couple (o) et en commande en vitesse (¢). Le systéme peut fonctionner en dehors de (s),
mais commence & perdre sa stationnarité, faisant apparaitre en de rares occasions des sauts
anticorrélés. Nous nous plagons auzx alentours de l’expérience (o) a ~ = 0.014.

Toutefois, dés que nous nous éloignons de la branche (s), soit, pour v < —0.034 et v > 0.0035
(comme tel est le cas sur la figure 6.4), cette stationnarité est mise & mal. En effet, pour
un petit nombre d’instants, nous observons une fluctuation positive importante de la turbine
la plus lente en moyenne, dont la vitesse atteint typiquement 8.5 Hz. A cette fluctuation
positive correspond une fluctuation négative, (anti-)corrélée, et d’amplitude presque identique,
de la turbine la plus rapide, qui ralentit pour atteindre 6 Hz. Ces événements, visibles sur
la figure 6.5 en bas, correspondent & des sauts vers un état intermédiaire, nommé (7). (i)
correspond & un état intermédiaire entre (3) et (by), tandis que (i2) se situe entre (3) et (by).
Pour l'instant, ces événements, que nous nommerons ezcursions (en lien avec les excursions
effectuées par le champ magnétique dans la dynamo terrestre [151] et celle de VKS [73]), sont
fugaces, et le systeéme revient tres rapidement (en moins de 3 s) vers I’état ().

6.1.3.3 Moyennes conditionnelles

Comme nous disposons d’un systeme de PIV qui nous permet d’acquérir des instantanés
du champ de vitesse & fpiy = 15 Hz, nous avons tenté de caractériser les états (i) atteints
lors des excursions. Nous avons donc effectué une moyenne des champs de vitesses issus de
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FIGURE 6.5 — Comparaison des vitesses de la turbine du haut (—) et de la turbine du bas
(—) d’expériences a v = 1.0 - 1073 (bord de (s), en haut) et v = 1.2- 1072 (hors de s, mais
avec une importante fraction de (S), en bas). A gauche, lintégralité des 600s de l’expérience.
A droite, zoom sur une fluctuation anticorrélée.

la PIV en ne considérant que les instants ol nous observons nos fluctuations anticorrélées.
Pour extraire de tels instants, nous avons filtré 0(t) numériquement & f. = 1 Hz afin d’en
extraire les tendances. Nous avons vérifié qu’un tel filtrage ne nous empéchait pas de suivre
les variations de 6 avec une fidélité suffisante. Nous avons ensuite effectué une estimation de
la densité de probabilité (en anglais, pdf, probability density function) de 6 filtré, en utilisant
une fonction MATLAB d’estimation par noyau (cf. Annexe A). Nous observons d’abord un
net élargissement du pic correspondant a 1’état (3) pour les v proches des expériences de
commande en vitesse, pour ensuite voir émerger un nouveau pic, correspondant aux états
(1), pour vy < —0.041 et v > 0.0082. Cette bi-modalité de la distribution des valeurs de 6
suppose un minimum de probabilité entre les deux maxima : ce dernier va alors définir la
« frontiere » entre les valeurs de 6 correspondant un état quelconque (par exemple (Z)) et les
valeurs voisines, qui correspondent a un autre état. Il faut enfin attribuer les pics en question
a des états de la commande en couple : nous supposerons (dans nos algorithmes) que le pic le
plus rapproché de § = 0 correspond au pic (S), et que (pour l'instant), I’éventuel pic secondaire
correspond A (7).

Il est possible de vérifier la qualité de notre critere de détection des excursions : il est en
effet possible de retrouver, pour tout instant ¢, le domaine en ¢ dans lequel le systéme se trouve.
Il est alors possible d’afficher ces domaines en surimpression, sur un signal de fréquence de
rotation des turbines (f1, f2). Nous pouvons voir sur la figure 6.7 que notre critére de séparation
est plutot efficace : les divers événements anti-corrélés sont bien détectés. Plus précisément,
I’algorithme ne détecte que la zone autour du maximum d’anti-corrélation, ce qui peut étre
vu comme un manque de précision de 'algorithme. Cet effet a été recherché, pour tenter de
mieux séparer (3) et (i) sur des futures grandeurs conditionnelles.

Comme leur nom l'indique, ces grandeurs vont étre calculées sur la base des instants ou le
systéme se trouve dans le domaine correspondant & () ou dans le domaine correspondant a
(?) Bien entendu, toute grandeur disposant d’une échelle de temps commune a ’acquisition
analogique peut également faire ’'objet de moyennes conditionnelles : nous avons par exemple
effectué des moyennes conditionnelles sur le champ de vitesse v, mais aussi sur le moment
cinétique I, sur la circulation I', sur la fréquence moyenne de rotation des turbines f, ... Ces

moyennes conditionnelles seront indicées par I’état sur lequel elles s’effectuent : f; ; correspond
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FIGURE 6.6 — Densités de probabilité (—) de 0 pour deux expériences au dela de la branche
(s). La premiére, a v = 1.2-1072 & g., est celle de la fig.6.5 en bas. Un pic asymétrique est bien
observé, mais il est difficile de voir le deuxieme mazximum de la distribution : nous avons alors
choisi de ne pas séparer la courbe en deux pour des raisons de présentation. A dr., expérience a
v = 2.0 1072, avec suffisamment d’excursions vers (2:) pour observer clairement un deuxiéme
mazimum sur la densité de probabilité. La position du minimum local de probabilité (tiretés)

définit la frontiére entre les zones « plutot (i) » (vertes) et les zones « plutot (S) » (rouges).
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FIGURE 6.7 — Vérification de notre méthode d’extraction des états intermittents, pour une
expérience a v = 0.0147 : (—) et (—) représentent les vitesses dans ['état symétrique ()
tandis que () et (—) correspondent auz vitesses pendant les excursions vers (i1). A g., nous
vérifions que ces excursions sont toutes bien détectées. A dr., zoom sur deux excursions. Ces
derniéres sont relativement bien délimitées, hormis un léger retard a la détection. Les traits
mixtes noirs permettent de mieux visualiser les instants ou le systeme change d’état.

donc a la moyenne de f; uniquement pour ’état (s).

Les données de PIV requiérent toutefois une synchronisation avec les acquisitions ana-
logiques pour effectuer des moyennes conditionnelles (qui s’effectuent sur la base des 0) :
I’horloge utilisée pour la chaine d’acquisition analogique et celle utilisée pour les images sont
en effet différentes. Nous avons donc effectué une telle post-synchronisation, d’abord manuel-
lement, en notant la durée qui s’était écoulée dans 'acquisition analogique avant le déclenche-
ment du laser dans le cahier d’expérience : cela implique une précision relativement faible de
celle-ci, a +1 s lorsque I'expérimentateur n’est pas distrait. La synchronisation s’est ensuite
faite directement dans le programme, en utilisant le signal TTL du flash du laser de la PIV
comme déclencheur le début de 'acquisition analogique. Nous considérerons par la suite que
la synchronisation obtenue par ces deux techniques sont suffisantes par rapport a la durée
caractéristique des événements observés.
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FIGURE 6.8 — Zoom sur la partie supérieure du cycle d’hystérésis. Nous avons encore augmenté
v = 0.019 : les états intermittents (i1) rapides (o) et (s) (») peuvent désormais étre séparés.

Nous pouvons observer que l’état (i1), trés a gauche, modifie le 0 moyen suffisamment pour
que ce dernier décroisse quand vy augmente.

6.1.3.4 Des événements de plus en plus nombreux

Notre systéme est maintenant suffisamment éloigné de la zone symétrique stable, (s),
pour qu'un pic secondaire apparaisse clairement sur la distribution de 6 filtré (comme sur
la figure 6.6, a droite). Il est alors possible d’indiquer, sur notre graphe ~(6), I'abscisse des
modes de la distribution. La figure 6.8 montre la position de tels maxima par rapport a la
valeur moyenne de #. De maniere assez surprenante, la réponse moyenne de notre systeme
a une augmentation de v dans cette zone est une réponse négative : lorsqu’on force plus
sur la turbine du bas, celle-ci ralentit en moyenne. Les maxima secondaires nous apportent
alors une information secondaire a ce sujet : I'abscisse du mode de 6 correspondant a ()
continue d’augmenter avec vy, mais le pic secondaire, correspondant a (Z), vient diminuer la
valeur moyenne de 6. Forts de ce résultat, nous pouvons tenter de tracer les champs moyens
conditionnels v, et v; afin d’examiner la structure de ’écoulement lors des excursions vers (;)
Une tel tracé, effectué pour une expérience a v = 0.015 est visible sur la figure 6.9. Cette figure
montre des états (3) et de (?) tres similaires : tous deux possedent deux cellules de recirculation
déformées, celle du bas étant prépondérante. Toutefois, un examen plus attentionné révele une
allure de la couche de cisaillement légerement différente : la couche de cisaillement définie ici
comme l’iso-vitesse horizontale vy = 0 semble plus courbée, plus modulée dans I'état (;) que
dans létat (5). De méme, la taille de la cellule de pompage supérieure semble plus importante
dans 'état (Z) Ce résultat est toutefois a prendre avec précaution : nous disposons de peu
(une centaine) de champs de vitesse de PIV correspondant & 1’état (Z), et sa convergence est
discutable.

Cette moyenne conditionnelle peut étre complétée par un tracé synchronisé des grandeurs
globales de la PIV et de la fréquence de rotation des turbines. La figure 6.10 nous montre
plusieurs choses a ce sujet : la premiere d’entre elles est, de maniére assez surprenante, 1’ex-
cellente superposition de I' et de —51, que ce soit au niveau de la valeur moyenne et au niveau
des fluctuations a basse fréquence. Cette relation, purement empirique, ne semble pas tout a
fait correspondre a une quelconque Beltramisation de I’écoulement [152], ol nous aurions une
relation de proportionnalité w = Av. En effet, I" est I'intégrale de wg/r et I I'intégrale de vyr,
et le coefficient de proportionnalité obtenu est sensiblement différent du coeflicient Beltrami
des turbines dans le sens (—), A = —3.95. D’autre part, nous pouvons qualitativement exami-
ner la qualité de la synchronisation effectuée a la main, qui est ici bonne. Enfin, nous pouvons
voir l'effet sur les grandeurs de PIV d’un passage vers |'état (Z) : ce dernier montre un assez
net minimum de I' et de I au maximum de ’excursion anti-corrélé. Malheureusement, tous
les minima de I' et de I ne correspondent pas & un tel événement : il existe également de

nombreux maxima parasites des grandeurs de PIV.
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FIGURE 6.9 — Moyennes conditionnelles synchronisées a la main des champs de vitesse de
la PIV, pour v = 0.02. Des légéres différences sont observables entre v; (a gauche) et vs (a
droite), notamment au niveau de la couche de cisaillement (tirets épais rouges).
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FIGURE 6.10 — Tracé post-synchronisé de la fréquence de rotation des turbines et des grandeurs
de PIV, pour une expérience effectuée ay = 0.027. En haut, fréquence de rotation de la turbine
du bas et du haut (mémes conventions que précédemment). En bas, circulation réduite T (trait
plein turquoise) et multiple du moment cinétique réduit (trait plein orange). Les grandeurs
globales de PIV ont été normalisées par la fréquence de rotation moyenne des turbines de
Uexpérience, et le coefficient —5 a été choisi pour bien superposer les variations de I et T.

Il est enfin possible de regarder I’évolution du champ de vitesses instantané en fonction du
temps. Pour cela, nous avons créé sous MATLAB un algorithme permettant d’afficher sous
forme de vidéo I’évolution de v a I'intérieur de la boite, tracant simultanément la fréquence de
rotation des turbines, ainsi que la circulation I. II est également possible de faire fonctionner
le programme pour effectuer des moyennes glissantes sur plusieurs échantillons afin d’avoir
une meilleure convergence du champ des vitesses par rapport au champ v instantané tres
turbulent (et donc tres bruité). Pour toutes les tailles de moyennes glissantes examinées, soit
2,5,10,15,20 et 30 échantillons, il n’a pas été possible de voir de changement sur le champ de
vitesses lors des excursions vers ( ). Ces sauts sont donc trop discrets pour étre détectés a une
telle fréquence d’acquisition de la PIV.

6.1.3.5 Un troisieme état possible

Continuons d’augmenter la valeur de . Nous atteignons des nouvelles valeurs seuils,
v < —0.056 et v = 0.026, pour lesquelles la dynamique du systeme est encore modifiée.
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FIGURE 6.11 — Situation a v = 0.026. Un troisieéme état, (b~1) marqué par (), apparait dans
la pdf de 0 filtré.

Les excursions vers (i) deviennent de plus en plus nombreuses, jusqu’a « paver » l'intégralité
de la série temporelle de la fréquence de rotation des vitesses (voir la figure 6.15 & ce sujet). La
durée de tels événements étant fixe, nous pouvons pressentir que notre systéme se comportera
de maniere presque périodique, avec un pic a la fréquence inverse de la durée typique entre
deux événements. Nous pouvons alors étudier la densité spectrale de puissance de f(t), définie
comme :

f=TF) (TF()" (6.6)

Cette densité spectrale f fait bien apparaitre un pic a basse fréquence, aux alentours de
fnat = f/50, qui n’est pas observé pour les expériences & plus faible asymétrie (voir figure 6.12).
Le temps caractéristique fr;ft de ce pic correspond grossierement au double de la durée d’un
événement anti-corrélé. Deux autres pics sont observables, et correspondent au fondamental
de la fréquence de rotation moyenne des turbines, f et sa premiere harmonique 2f. Par
mesure de précaution, nous avons vérifié que les spectres obtenus ne dépendaient pas de la
séquence observée au sein d’'une méme expérience. Lorsque nous augmentons la valeur de -, les
événements se succedent de maniere de plus en de plus rapprochée. Il est donc naturel de voir
le pic correspondant du spectre se décaler vers les plus hautes fréquences, jusqu’'a atteindre
0.16 Hz pour v ~ 0.028 et v ~ —0.064. Pour ces valeurs de v, s’est construite une zone de
pente f~2, large d’une décade et demie, démarrant & fya, et s’arrétant aux alentours de fj.
L’émergence d’une telle zone est peu claire : 'exposant —2 pourrait étre rapproché du méme
exposant —2 observé dans les signaux de LDV de I’équipe de J. Burguete [153]. Cependant,
cet exposant est associé dans un tel cas a une dynamique tres lente, et a des événements rares
(qui feront I'objet de la section 6.3.3), alors que nos excursions deviennent particulierement
fréquentes.

En augmentant |y| (v < —0.073 et v > 0.035), nous observons ’apparition d’un nouveau
pic, correspondant au premier harmonique de la fréquence naturelle fy,;. Pour la turbine la
plus forcée, ce pic est généralement caché dans la partie du spectre en f~2 qui se construit
aux fréquences f > fhat. Ce pic est plus visible pour la turbine la moins forcée : sa détection
est facilitée lorsqu’on constate que la zone associée en f~2 a effectivement été déplacée vers
les f > 2fuat. Cela est visible sur la figure 6.13, ou, pour 'exemple, un pic assez prononcé est
montré.

Que s’est-il passé? Nous pouvons a nouveau examiner les différentes séries temporelles
a notre disposition lorsque nous augmentons la valeur de l'asymétrie des couples . Nous
remarquons alors que les sauts vers (;), initialement exclusivement anti-corrélés, commencent
a se corréler partiellement. Les sauts vers (;) ont changé de structure : avant d’atteindre son
maximum au dela de 8 Hz, la turbine la moins forcée ralentit dorénavant en méme temps que
la turbine la plus forcée. Un tel changement de forme est bien visible sur la figure 6.14, ou trois
sauts partiellement corrélés sont visibles a droite. C’est cette corrélation partielle initiale de
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FIGURE 6.12 — Densités spectrales de puissance de la fréquence de rotation des turbines du
bas (trait bleu) et haut (trait plein rouge). Les fréquences ont été normalisées par la fréquence
moyenne de rotation des turbines. A gauche, expérience a v = 0.012 : au dela du pic a la
fréquence de rotation moyenne des turbines (et sa premiére harmonique), le spectre ne présente
pas de pente particulicre. A droite, expérience a v = 0.026 : les événements sont suffisamment
nombreux pour devenir quasi-périodiques : un pic apparait sur le spectre de la turbine du bas
(trait vertical pointillé bleu) et du haut (trait vertical rouge), pour une fréquence f = fo/50.
Ce pic délimite le début d’une zone de pente caractéristique —2, qui s’arréte 4 la fréquence de
rotation des turbines. Le tireté est un guide pour l'eeil, et posséde une pente —2. Les spectres
ont été décalés (d’une décade) pour plus de lisibilité.
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FIGURE 6.13 — Densité spectrale de puissance de la fréquence de rotation des turbines basse
(trait bleu plein) et haute (trait rouge plein), pour une expérience effectuée a v = —7.49 1072,
Un pic a basse fréquence, fnar = 0.024fy correspondant o la période des événements an-

ticorrélés est observé sur la turbine du haut (traits pleins verticauz), ainsi qu’un pic plus
faible correspondant a une premiére harmonique de la fréquence naturelle, 2 fn.r = 0.048 fy.
Le spectre de la turbine du bas présente quant a lui un pic plus important sur la premiére
harmonique.

I’événement qui apparait sous la forme d’un pic secondaire a 2 f,,; dans les densités spectrales
de puissance. En outre, le maximum de vitesse de la turbine la moins forcée ne correspond
plus au minimum de vitesse de la turbine la plus forcée : le premier est désormais en avance
d’1 s sur le second.

Ces événements peuvent alors dégénérer : parfois, la turbine la plus forcée ralentit jusque
2.75 Hz, jointe par la turbine la moins forcée, qui ralentit jusque 5 Hz. Apres avoir atteint son
minimum, la vitesse de la turbine la moins forcée accélere de nouveau, suivie de l'autre turbine,

pour atteindre un régime proche de (i) ou la premieére atteint un maximum vers 8.5 Hz tandis
que la seconde continue d’accélérer, atteignant 6 Hz. Cet événement finit par revenir vers
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FI1GURE 6.14 — Changement dans les événements (z~1) o auzx plus faibles v = 0.02 (a g.), ces
événements sont parfaitement anticorrélés. Pour des v = 0.026 plus élevés (a dr.), les deux
turbines ralentissent en méme temps avant de se décorréler, puis de revenir dans l’état (S).
De plus, un décalage temporel est visible : le minimum de vitesse de fi est atteint une seconde
avant le mazimum de vitesse de fs.

létat (5). Ces ralentissements sont similaires aux événements (i) partiellement corrélés, mais
different par leur intensité, bien plus importante. Les valeurs des minima de vitesses atteints
nous font penser aux états stationnaires bifurqués (b) (ou les vitesses étaient en moyenne a
3.7 Hz dans la zone antinaturelle). Nous nommerons par conséquent ces états (b). Un exemple
de tel événement, d'une durée totale d’environ 5 s pour notre expérience a v = 0.0283, est
présenté sur la figure 6.15. Cette figure montre, par ailleurs, un comportement du moment
cinétique assez surprenant : lors des événements corrélés, et de maniere assez flagrante sur les
événements (g), le moment cinétique varie de maniére trés différente de —T /5, pour revenir,
une fois ces événements terminés, grossierement vers cette valeur. Ce comportement est tres
différent de celui observé sur la figure 6.10, ou le moment cinétique I était tout le temps
proportionnel & —T' /5. Nous pouvons voir un tel écart comme une signature : celui-ci traduit
en effet le fait que la couche de cisaillement sort de notre fenétre de PIV, et est donc entrainée
dans (ou derriere) une des deux turbines.

La distribution de probabilité de 6 traduit bien ces changements : le pic de probabilité
correspondant & (7) est d'un ordre de grandeur comparable a celui de (). A partir de y = 0.026
et v = —0.056, les événements (b) deviennent visibles sur la densité de probabilité de 6 : un
troisieme pic (by) (respectivement (b)), situé a des 6 encore plus faibles (respectivement encore
plus élevés) que (i1) (respectivement (iz)), fait son apparition. Ces effets sont suffisamment
importants pour modifier le sens de variation de 6 : pour des «y positifs, les pics (l:l) et (2~1),
situés tres a gauche (pour des 6 bien plus faibles) du pic (), prennent une importance suffisante
pour diminuer significativement le § moyen observé quand ~ augmente, le  moyen observé
étant alors négatif. Il en va de méme pour les v négatifs ou nous observons une augmentation
inattendue du # moyen observé lorsque + diminue : celui-ci devient alors positif.

Les pics (i) et (b) ayant une intensité suffisante, nous pouvons tenter & nouveau d’effectuer
des moyennes conditionnelles des champs de vitesses de nos écoulements. Contrairement aux
résultats précédents (fig.6.9), nos champs moyens sont ici tres différents, méme lorsque la
synchronisation est effectuée a la main (cf. fig.6.16) :

— La moyenne conditionnelle () donne un écoulement & deux cellules verticales, de type

(s), mais tres asymétrique : la couche de cisaillement est tres décalée vers le haut.
Cet écoulement ressemble beaucoup aux champs moyens conditionnels effectués dans
le sens (—) en commande en vitesse : la couche de cisaillement, bien que décalée, reste
globalement droite.

— La moyenne conditionnelle (5) nous donne un champ de vitesse toroidal complexe,

avec une partie centrale qui tourne dans le sens contraire de la partie extérieure (deux
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FIGURE 6.15 — En haut : Enregistrement des vitesses des turbines haut fi(—) et fo(—)
pour v = 0.0283. Il est possible de voir plusieurs épisodes de fort ralentissement ~(cf a dr.)
corrélé des deux turbines, nommés événements (b1), au milieu des événements (i1) dont le

début

est désormais partiellement corrélé. Nous observons de plus une quasi-périodicité des

événements (z~1) En bas : tracé post-synchronisé de l'opposé du quintuple du moment cinétique
adimensionné —5I (trait plein orange) et de la circulation T (trait plein blew). Contrairement
a la situation de la figure 6.10, ces deux grandeurs ne varient plus nécessairement de concert,
alternant plutot entre zones ou les deux grandeurs « se suivent » et zones ou elles s’écartent
significativement 'une de ['autre.

cellules en r), notamment en haut ol au moins la moitié du fluide tourne dans le sens
inverse de la turbine. En bas, nous observons une trace un peu moins nette de ces deux
cellules. L’écoulement poloidal est quant & lui bien plus important que pour (s) et (z~1)
(ce qui a nécessité de changer I’échelle des fleches), et ne présente qu'une seule cellule
de pompage. Nous pouvons voir cet écoulement comme une forme « dégénérée » des
états bifurqués anti-naturels (b;), ou la turbine qui ne pompe pas le fluide arrive tout
de méme a le faire tourner partiellement dans son sens de rotation.

La moyenne conditionnelle (Z) donne quant a elle un écoulement peu familier : I’écou-
lement poloidal montre une seule cellule de recirculation, la turbine du bas réussissant
a pomper le fluide de toute la cellule. Cependant, le champ de vitesse toroidal semble
conserver un « vestige » des cellules toroidales de (s) : la cellule du haut est dépla-
cée vers le centre (aux faibles r) tandis que celle du bas semble s’étre partiellement
excentrée (vers les r les plus élevés). La couche de cisaillement basée sur la vitesse to-
roidale est alors oblique et trace une forme en V assez caractéristique. Cette forme en
V est a rapprocher de la « couche de cisaillement verticale », observée dans I'état (by),
qui sépare le centre de I’écoulement de I'extérieur (en rotation dans le sens opposé du
centre). Assez étrangement, cet écoulement est peu ressemblant aux prémices de I'état
(Z) que nous avions obtenu pour une expérience a plus faible « : ici, c’est la « petite »
cellule de recirculation qui est poussée vers le centre de 1’écoulement, contrairement
au résultat de la figure 6.9. Nous pouvons par ailleurs nous demander si 1’écoulement
(Z) obtenu n’est pas une simple combinaison linéaire des états () et (b). Nous avons
alors tenté de créer un écoulement synthétique ressemblant a l'état (Z), a partir de
(b) et (5), et qui minimise I’écart entre les deux champs de vitesse. Les champs syn-
thétiques peuvent alors ressembler  'état (i) mais un écart minimal entre ces deux
champs semble irréductible et non-négligeable, comme il est possible de le constater
sur la figure 6.17.

Ces différents états sont maintenant bien visibles sur les films utilisant les moyennes glis-
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FIGURE 6.16 — Densité de probabilité de 0 filtré (enh.ag.), et moyennes conditionnelles issues
de la zone (3) (enh adr.), (i1) (enba g.) et (by) pour une expérience effectuée ¢ = 0.0283.
La normalisation est identique a tous les tracés exceptée celle du champ poloidal des vitesses
issues de (b1) dont les fléches sont trois fois plus petites pour des raisons de lisibilité. Les
moyennes conditionnelles sont trés différentes, avec un écoulement a deux cellules verticales
asymétrique pour (S), un écoulement a deux cellules horizontales pour (b~1) et un état mal
défini, qui semble mélangé, pour (z~1)

santes de champs de vitesse de la PIV : suivant la quantité d’échantillons sur laquelle la
moyenne est effectuée, nous observons les états moyens avec plus ou moins de bruit. Pour la
plus grande taille de moyenne glissante (30 échantillons), il semblerait que la dynamique des
transitions soit perdue : par conséquent, nous nous limiterons a 15 échantillons de PIV (soit
une moyenne glissante sur 1 s) afin de ne pas trop lisser la dynamique de notre systéme, et ne
pas rater le passage d’états a faible durée de vie.

6.1.3.6 Nouveaux états « presque stationnaires »

Malgré des écoulements moyens associés complexes, les événements ( /) et (b) deviennent de
plus en plus nombreux et de plus en plus longs lorsque nous nous écartons encore un peu plus
de la branche (s). Jusqu’a v < 0.033 et v > —0.076, ceux-ci n’excédaient guere 4 s. Au dela
de ces valeurs, des régimes quasi-stationnaires s’établissent pour (g), excédant 5 s a vitesse
faible, soit environ 20 tours des turbines dans les régimes les plus lents. De méme, des régimes
presque stationnaires ( ) s’établissent, ces derniers survivant parfois plus de dix secondes (soit
60 tours de turbine). Ces événements quasi-stationnaires ont été observés sur la méme plage
v < —0.076 et v > 0.036. Nous pouvons voir ces comportements sur la figure 6.18, pour deux
expériences proches de v ~ —0.076. Les épisodes (5) n’excedent pour leur part plus jamais
5 s et sont désormais instationnaires. Sur la distribution de probabilité de 6, nous voyons
nettement que le pic lié & (3) tend & disparaitre, tandis que les pics (i) et (b) font presque jeu



140 6. LA COMMANDE EN COUPLE

T Tl P, ¢ 7N JRAEEAEEEEERR 0 0 7 0 g
0.5} - :: D ] O 0.5
n N | \V|l“““"l"/r"““\.‘
, L " EEEE | e 80000
] R | IR T | e
S N I R  DEREER ORI | GRS o - < o o
= 0 SR AT A T | SRR UERITU
] | b 0 0 D o
b ] RO e G oG 5 oo -
B [ bl NG b o
] IR s 40 0 60
=05 . \ I E L e A T T T
0'5""/:jit\\"‘ AR o -0.5
-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5
r/R r/R r/R

FIGURE 6.17 — Comparaison d’un état (i) synthétique (a gauche), réalisé a partir d’une com-
binaison linéaire des états (3) et de (by) observés (0.42v,+0.35vy1) et de Uétat (i1) réellement
observé (au centre), pour une expérience effectuée a v = 0.0283. L’écart entre le champ syn-
thétique et le champ réel, tracé a droite, laisse transparaitre des différences « irréductibles »
entre les deux écoulements.
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FIGURE 6.18 — FEuxtraits de signauz temporels ¢ v = —0.076 (a g.) et a v = —0.079 (a
dr.). A gauche, un intervalle de 9 s ou (z;) semble stationnaire, et a droite un intervalle de
9 s ou (b2) semble également stationnaire. Les événements symétriques ou fa > f1 semblent
instationnaires et rapidement revenir vers (iz) ou (ba).

égal. La « stabilité » des états stationnaires a donc été modifiée.

6.1.3.7 Expériences proches de (b), événements rares

0
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

FIGURE 6.19 — Expériences désormais proches du bord antinaturel de la branche (by). Le
systéme reste désormais longtemps dans l’état (b1) avant de sauter dans les états plus rapides.

Nous nous sommes beaucoup éloignés de la branche (s) et dorénavant, nos expériences
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montrent une dynamique trés complexe : notre systeme possede plusieurs états presque sta-
tionnaires, et subit de nombreuses transitions. Lorsque nous nous rapprochons des branches
(b) (comme par exemple, sur la figure 6.19), nous observons que nous favorisons 1'état quasi-
stationnaire () : le temps pendant lequel le systéme reste dans cet état tend & diverger, avec
des épisodes lents pouvant excéder 3600 s. Ces temps d’ « attente » avant une transition vers
(5) ou (7) ne correspondent & aucun temps caractéristique de notre systeme : en effet, le temps
caractéristique maximal que nous pouvons construire pour le fluide dans I’état (b) est le temps
de retournement d’un tourbillon lié au pompage, pour une vitesse typique v, dans I’état (b)

égale & 1 m.s~! (vérifié expérimentalement) :

d d d 2 4h
Tr = ]{ ® = % > v(s) = jé ° N Rt ~05s (6.7)
1tour dv(s) 1tour [v(s)] 1tour v(s) Vs

Une telle durée d’attente pose divers problémes expérimentaux : en effet, la régulation
en température n’est pas parfaite, et des dérives significatives interviennent au dela d’une
demi-heure. Théoriquement, ces changements importent peu car la viscosité de ’eau ne varie
pas beaucoup dans la plage de température de ces expériences, la chaine d’acquisition et les
éléments mécaniques n’étant pas non plus sensibles en température. Pourtant, nous avons
observé dans un grand nombre de longues expériences des dérives des vitesses des turbines
quand la température n’était pas bien régulée. De plus, le détendeur qui nous permet d’ajuster
la pression d’air comprimé a montré ses limites en termes de fiabilité, des différences de pression
entre le début et la fin de nos expériences s’élevant parfois jusqu’a 0.1 bar. Nous avons vu
que ce parametre avait une influence non négligeable sur les frottements statiques et pouvait
induire une erreur sur 7 assez importante, méme pour un AP = 0.1 bar.

Ces problemes sont d’autant plus sensibles que ces dérives interviennent la ou le systéme
possede une sensibilité tres élevée : en effet, c’est dans cette partie de l'axe des v que les
proportions de (b) et (i) s’échangent, la fraction de (b), relativement éloignée en 6 de (i),
devient tres importante, tandis que (Z) se vide progressivement. Le # moyen observé varie
alors de maniere tres importante, ce qui crée malheureusement une forte dispersion dans
nos résultats. Plusieurs phénomenes ont néanmoins été observés. Tout d’abord, la tendance
décroissante de § moyen quand -y augmente (ou de la méme maniere, la tendance croissante
de 6 moyen quand « diminue observée de 'autre coté de la branche (s)) finit par s’inverser :
en effet, les transitions vers les états plus rapides, (Z) sont de plus en plus rares. La densité de
probabilité de € se trouve alors de plus en plus concentrée sur le pic (b). Malgré sa position
aux |0| élevés (qui a permis justement une variation non triviale de 6 en fonction de ), le
maximum de (b) semble se recentrer vers les petits 6 quand |y| augmente, ce qui implique que
le # moyen augmente a nouveau quand y augmente. Par conséquent, le # moyen atteint deux
extrema locaux, un minimum pour v = 0.057£0.005 et un maximum pour v = —0.095+0.005.

Nous voyons ensuite qu’au dela de ces extrema locaux, les # moyens intermittents viennent
rapidement rejoindre les branches bifurquées stationnaires des expériences de commande en
vitesse (b). Cela vient confirmer le choix de notation effectué pour nos états intermittents
lents, (b), qui deviennent en pratique stationnaires (cf.section 6.1.2). 1l est difficile de voir si
les courbes de commande en vitesse et de commande en couple se rejoignent a 'extremum de
moyen a cause notamment des dérives susmentionnées. Nous avons regroupé dans le tableau 6.1
des observations (ou non) de transitions rares vers les états rapides pour quelques valeurs de
~ proches des branches (b). Cela nous laisse penser que la disparition des événements rares
arrive environ vers 7 = —0.09940.003 et v = 0.059 +0.003. Ces valeurs sont compatibles avec
I'extremum de 6, mais ne permettent pas vraiment de dire si, proche des branches bifurquées
stationnaires, et pour 06/0y > 0, il est toujours possible d’observer des événements rares.
Un exemple de telle expérience, effectuée pour v = —0.0984, est visible sur la figure 6.20.
Contrairement & la situation « proche de (s) », ou les événements (Z) étaient fugaces, la
situation « proche de (b) » montre des événements qui peuvent excéder 10 s, de l'ordre de
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FIGURE 6.20 — Signaux temporels de vitesse pour une expérience a « événements rares » a
v = —0.984 : le systeme passe la plupart du temps dans l’état (be) mais peut effectuer des

transitions vers les états plus rapides (i2) ou (S) aprés un temps d’ « attente » qui peut étre
trés long (> 3600s), bien au-dela de tous les autres temps caractéristiques du systéme.

(b1)
100y 5,21 5,33 5,37 5,39 5,51 552 5,67 5,67 57 583 5,84 5,90

int. oul oul oul non non oul non non non
100y 5,93 593 6,01 6,02 6,10 6,13 6,24 6,35 6,51 6,59 6,62 6,79

int. non non oui non non non non non non

(b2)
—100y 9.12 9.19 9.20 9.28 9.32 9.33 9.36 9.36 9.43 945

int. oui oui non oui oui non oul  oul
—100y 9.51 961 9.66 9.6v 9.67 970 9.73 983 984 9.96

int. oui non oui non non oui oui non
—100y 9.99 10.02 10.03 10.06 10.16 10.17 10.25 10.29

int non non non non non non

TABLE 6.1 — Tableau des observations (ou non) d’événements rapides (i) et (3) pour des
expériences proches des branches (b1), qui commence a v = 0.0565 et de (bz), qui commence
a v = —0.0905. La présence d’événements rapides est signalée par un oui quand ils sont
fréquents, ou par un quand ils sont rares. Les non correspondent a des expériences ot seul
létat (b) est observé. La valeur des seuils en vy est peu claire a cause du bruit de mesure et

des dérives li€es aux expériences longues.

60 tours de nos turbines, et bien visibles sur les distributions de 6. Ces événements rapides

mélangent généralement du (i) et du (5) (le passage vers () closant généralement I’événement
rapide).

6.1.4 Conclusion

Nous avons reconnecté nos branches stationnaires avec les branches intermittentes. Le
cycle complet possede une forme caractéristique en double « s », le premier pour les v < 0,
et le second pour les v > 0 (cf. fig. 6.21), formant une figure globalement R, symétrique.
Nous pouvons remarquer que les états intermittents (b) et (5) se prolongent naturellement, et
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FIGURE 6.21 — Etats moyens observés (calibrés) en commande en couple (). Le cycle d’hys-
térésis bien disparu, laissant place & divers états intermittents, bifurqués et lents — (b) —
(v), intermédiaires rapides — (i) — (o), et symétriques rapides (3) (»). Les branches ins-
tationnaires (3) et (b) prolongent naturellement leurs contreparties stationnaires, (s) et (b),
tandis que les branches intermittentes surgissent loin de ’état moyen lorsqu’on s’écarte de (s)
pour terminer a proximité des branches instationnaires bifurquées. Nous avons rappelé sur la
figure la zone interdite du cycle d’hystérésis de la commande en couple (partie hachurée).

40

3.

0.3

FIGURE 6.22 - FEvolution des densités de probabilité de 0 filtré en fonction de v €
[—0.090;0.052]) (lignes bleues a rouges), soit depuis le bord de la branche (b2) vers le bord
de la branche (by). Des expériences ont été retirées afin d’améliorer la lisibilité de I’ensemble.

Nous pouvons voir l’évolution des divers mazima correspondant a (b), (i) et (S). Nous avons
omis les branches ot (b) est stationnaire pour des raisons de lisibilité.

de maniere continue, dans leurs variantes stationnaires (s) et (b). Ces derniers perdent donc
leur stationnarité aux différents seuils de transition. Cette perte s’accompagne de 'apparition
d’un, puis de deux nouveaux états instationnaires dont I'importance croit a mesure que nous
nous éloignons de la branche initiale. Les branches (;) ne sont jamais stationnaires, et partent
curieusement de « nulle part » du c6té (s), pour finalement rejoindre les branches (b) au
moment ol ces les états (b) deviennent presque stationnaires. Il est possible de superposer les
différentes densités de probabilité obtenues pour un grand nombre de valeurs de 7, pour mieux
voir encore la continuité de la transition de (b2) & (b1) : nous remarquons sur la figure 6.22 que
les maxima s’aplatissent contintiment quand ils disparaissent. Le cycle d’hystérésis, présent

en commande en vitesse, a totalement disparu.
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6.2 Etude de quelques grandeurs globales et leur évolution
avec v

Apres avoir décrit au cas par cas, ’évolution de la dynamique de notre systéme lorsque
I’asymétrie imposée variait, nous allons tenter de donner quelques éléments explicatifs per-
mettant de mieux comprendre comment fonctionne le systéme en commande en couple. Nous
allons nous appuyer sur diverses grandeurs quantitatives qui nous permettent de décrire I'in-
termittence que nous avons observée dans la section précédente.

6.2.1 Fraction de temps total passé dans les états

-0.12 -0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08
Y

FIGURE 6.23 — Fraction du temps total passé dans chacun des états intermittents (ou station-
naires) « plutot (3) » (a), « plutét (i) » (8) et « plutét (b) » (v). Les lignes bleues pointillées et
pleines correspondent respectivement a 'apparition d’un maximum (Z) et (g) sur la densité de
probabilité de 0. Quand || augmente, la fraction de (s) décroit de maniere linéaire au profit
des états (;) qui atteignent un pic asymétrique, et des états (b) qui se remplissent ensuite trés

rapidement, de manicére exponentielle, jusqu’a saturation.

La premiere idée qui nous vient a I’esprit pour décrire le systeme lorsqu’il transite entre nos
différents états consiste a tracer tout simplement la fraction de temps passé dans chaque état
(intermittent ou non). Nous avons par conséquent mesuré la durée totale pendant laquelle
le systéme présente des événements (3), (i) et (b), qui est visible sur la figure 6.23. Cette
courbe retranscrit bien ce que nous avons observé dans la partie précédente : en effet, les états
intermittents (;) apparaissent bien en de petites proportions pour les v de la section 6.1.3.2 et
les états (b) pour les v de la section 6.1.3.5. La forme des courbes est par contre relativement
complexe : celle de (S) semble étre constituée de portions de droites, avec une décroissance
linéaire de T5/Tio, ce qui n’est pas le cas de (Z), qui possede un pic asymétrique « lisse »
avec une longue queue aux faibles |v|, et (b) qui croit de maniére exponentielle jusqu’a saturer

AT/ Thor = 1.

6.2.2 Vitesse moyenne des turbines

Nous pouvons de méme regarder I’évolution de la fréquence moyenne de rotation des tur-
bines, f, quand ~ varie. Nous savons que cette fréquence moyenne dépend de la proportion
d’états lents (qui ne font que traduire les corrélations du systeéme), par conséquent, nous pou-
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FIGURE 6.24 — Vitesse moyenne des turbines f = 0.5(f1 + fo) observée dans les expériences
de commande en couple, ainsi que les lignes indicatrices. Nous pouvons voir un décrochement

important de f un peu aprés Uapparition d’un pic de probabilité correspondant a (b) : les états
bifurqués viennent bien ralentir notre systéme.

vons supputer la forme de cette courbe : un fort ralentissement va étre observé pour v < —0.068
et v > 0.026. Cette tendance est bien confirmée sur la figure 6.24 : un ralentissement d’un
facteur 2 est observé entre les états symétriques et bifurqués, que nous avions déja mentionné
précédemment. De maniere plus étonnante, la fréquence de rotation n’est pas maximale pour
un écoulement parfaitement symétrique : ce sont les écoulements légerement asymétriques qui
permettent aux turbines de tourner le plus vite en moyenne.

De méme, il est possible de regarder ’évolution des vitesses moyennes dans chacun des
états intermittents : de la méme maniere que nous avons tracé les champs PIV moyens condi-
tionnels vg, v; et vy, il est possible de déterminer les vitesses moyennes issues de ces trois
zones. Cela est d’ailleurs plus aisé a réaliser que pour la PIV car les signaux sur lesquels nous
effectuons les moyennes conditionnelles sont ici les signaux analogiques : aucune synchroni-
sation supplémentaire n’est requise.NA I'issue de ce traitement, nous pouvons observer sur la
figure 6.25 que les états (3), (1) et (b) sont bien distincts (quand les trois existent simultané-
ment) et sont relativement peu modifiés par les variations en . Cela nous indique qu’aucun
état ne vient « déborder » dans un autre, ce qui aurait pour effet de polluer deux moyennes
conditionnelles qui viendraient « s’attirer » dans notre diagramme. Cela nous rassure quant
a la pertinence de la méthode que nous avons utilisée (’exploitation de la distribution des 6)
afin d’extraire ces états intermittents. Ce tracé nous permet d’ailleurs de préciser I'accéléra-
tion moyenne observée pour les faibles asymétries : c’est bien la fréquence moyenne dans 1’état
(3) qui augmente, et non l'apparition de (Z) qui vient augmenter en moyenne la fréquence de
rotation des turbines.

6.2.3 Etude des corrélation des signaux des vitesses

Nous avons défini dans 'annexe A la notion de corrélation pour des variables aléatoires.
Nous avons de plus remarqué qu’il pouvait exister une certaine corrélation négative entre nos
deux signaux de vitesse, les sauts vers (;) se caractérisant principalement par une augmentation
brutale de fi (ou f2) et une diminution de fo (ou f1). Nous aimerions savoir si, de la méme
maniere, les fluctuations instantanées observées sur les signaux de vitesse f1 et fy vont plutot
« dans le méme sens » ou « dans des sens opposés ». Nous pouvons de méme comparer de
telles valeurs de corrélation des vitesses a la valeur de I'inter-corrélation des couples C et Co,
pour les valeurs de  correspondant a un écoulement symétrique & § = 0 et un écoulement
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FIGURE 6.25 — Vitesses moyennes des turbines f,, = 0.5(f1+ f2) observée dans les expériences
de commande en couple, pour chacun des états des expériences intermittentes : « plutét (s) »
(a), « plutét (i) » () et « plutot (b) » (v). Les états « symétriques déformés » semblent
plus rapides que ceux parfaitement symétriques, ce qui semble cohérent avec les résultats de
thése de Florent Ravelet, ot un minimum de couple était observé pour 8 # 0 dans le cas des
pales droites. Les états bifurqués, euz, « ralentissent » quand |y| augmente, ce qui est cohérent
avec 'augmentation de couple des branches (b1) et (ba) dans les expériences de commande en

vitesse.

bifurqué a 8 = 0. Nous considérerons que pour tout 7, nos expériences sont suffisamment
longues pour échantillonner de maniere équitable I’ensemble des configurations accessibles.
Par conséquent, nous identifierons la corrélation « statistique » avec son homologue effectuée
sur les séries temporelles :
XY -XY
TXYy =
JEXE-X) (V-7

(6.8)

2

)

Le coefficient de corrélation moyen pour chaque expérience est montré sur la figure 6.26.
Nous pouvons alors voir que les vitesses sont corrélées positivement pour la branche (s), et
méme au-dela, jusqu’a ’apparition des états intermédiaires (Z), ou les événements deviennent
tres anticorrélés. Les corrélations atteignent un minimum, pour ensuite augmenter avec I’ap-
parition des états intermittents lents (b). Les vitesses sont extrémement corrélées pour des
correspondant aux raccordements avec (b), mais la courbe des corrélations semble alors dis-
continue, avec plusieurs corrélations possibles pour une valeur de ~. Cette discontinuité est

peut-étre liée a du bruit expérimental entre plusieurs séries d’expériences successives. La valeur

de la corrélation des fluctuations de vitesse pour un écoulement symétrique, pour v = —0.01,
vaut 0.42, soit une valeur légérement supérieure au coefficient 0.25 de corrélation des couples en
commande en vitesse pour un méme écoulement. La valeur d’environ 0.5, obtenue a vy = —0.10

et v = 0.07 pour un écoulement bifurqué a 6 ~ 0, correspond plutot bien a sa contrepartie en
commande en vitesse, qui vaut 0.54. Les maxima de corrélation, respectivement obtenus pour
v = —0.10 et v = 0.055, correspondent bien au raccordement avec les branches stationnaires
(b1) et (b2) (respectivement observés pour v = —0.099 et v = 0.059. Les minima de corré-
lation, observés pour v &~ —0.052 et v = 0.020, se situent entre les extrema de 6 de la zone
interdite (7 = —0.048 et v = 0.015) et le passage par la valeur § = 0 avoisinante (y = —0.061
et v = 0.025.

Cependant, nous pouvons penser que ces corrélations globales ne sont pas forcément repré-
sentatives des corrélations « instantanées » observées a l'intérieur de chacun des états intermit-
tents. Supposons qu’un systeme physique puisse transiter entre plusieurs états en nombre fini
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FIGURE 6.26 — Corrélation r12 calculée a partir des vitesses issues du couplemetre f1 et fa.
Les lignes bleues pleines (pointillées) représentent Uapparition des états (b) ((1)).

(par exemple, 2), chacun de ces états j étant caractérisé par un couple ( ff , fg ) d’observables
« moyennes » stationnaires dans j. Supposons, toujours par exemple, que (fZ, f2) = (f1, f).
Nous pouvons cependant supposer que les fluctuations de f; et de fy sont corrélées dans 1’état
j =1 et anticorrélées dans ’état j = 2. Par conséquent, la corrélation globale 712 nous don-
nera (a raison) une anticorrélation en moyenne de notre systeme, tandis que les corrélations
locales r{, permettront d’examiner la corrélation des fluctuations instantanées dans chacun
des états que nous avons définis. Ces informations peuvent donc étre tres différentes. Nous
voyons ainsi dans la figure 6.27 que les fluctuations au sein de I’état (;) se correlent progres-
sivement quand |y| augmente, tandis que celles de () (initialement corrélées, r{, ~ 0.5) et
(b) (initialement trés corrélées, r$, ~ 1) se décorrélent progressivement. La corrélation des
vitesses dans (Z) n’est pas sans rappeler les corrélations des couples observées dans les états
bifurqués de la commande en vitesse : le fait de n’avoir qu’une seule cellule de recirculation
poloidale oblige les deux turbines a agir de concert.

6.2.4 Fréquences naturelles du systéme, oscillations

Nous avons indiqué dans la section 6.1.3.5 qu’un pic a basse fréquence, fnat, apparait dans
la densité spectrale de puissance de la fréquence de rotation des turbines lorsque la quantité
de sauts vers (i) est suffisante pour remplir les séries temporelles fi(t), fo(t). Nous allons
dans cette courte section tracer la fréquence caractéristique du pic principal du spectre de la
fréquence de rotation des turbines. La figure 6.28 nous indique bien que c’est la turbine la
moins forcée qui effectue ce doublement de fréquence. Cependant, la valeur de  ou s’effectue le
doublement de période ne semble pas étre compatible avec ’apparition de (Z), ou méme de (b).
Au dela d'un certain seuil pour les valeurs de « (+0.04 et —0.08), les passages vers les états
(b) deviennent trop nombreux pour caractériser correctement les oscillations : les portions
exploitables entre deux ralentissements importants deviennent alors trop courtes pour qu’un
pic & fnat puisse correctement émerger du bruit du spectre de la fréquence des turbines.
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FIGURE 6.27 — Corrélations conditionnelles r{, calculées pour chacune des portions de temps
ot le systéme est « plutot (3) » (a), « plutét (i) » (+) et « plutét (b) » (v). Les lignes vertes
en pointillés (resp. ligne pleine) représentent les v seuils d’apparition des états (;) et (b) Les
€tats intermittents symétriques, corrélés a v proche de 0, se décorrélent légerement quand
Uasymétrie augmente. Les €tats intermédiaires, initialement anticorrélés, semblent se corréler

aux abords des branches bifurquées stationnaires. Les états bifurqués restent tres corrélés.
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FIGURE 6.28 — Fréquences du pic principal de la densité spectrale TF(f)-TF*(f) de la vitesse
des turbines basse (m) et haute (m). La turbine la plus forcée présente un pic situé auzx alentours
de la fréquence naturelle, fuat, tandis que celui de la turbine moins forcée passe de foat G 2 fnat-

6.3 Etude de la dynamique entre états

6.3.1 Introduction

Dans toute la partie précédente, nous avons séparé les états intermittents en utilisant la
version filtrée de 0, 'asymétrie réduite des vitesses des turbines. Ce choix, qui a principalement
été effectué par Florent Ravelet, peut aussi étre interprété comme une version a une dimension
du critere utilisé par Louis Marié pour séparer les états dans ses tracés f1 = F(fz). Ces
diagrammes a deux dimensions ont permis de définir des chemins privilégiés empruntés par
le systeme lors des transitions. Nous avons plus récemment pu définir de la méme maniere
des chemins privilégiés lors des excursions, qu’elles soient corrélées, ou anticorrélées. Nous
nous sommes donc demandés si I’étude temporelle des transitions permettait, comme pour
le travail effectué par I’équipe VKS [73, |, de retrouver des informations pertinentes sur
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FIGURE 6.29 — Profil de transitions | (a g.) et 1 (& dr.) pour une expérience a v = —0.0891,
recalées en utilisant le point d’inflexion de la vitesse de la turbine fo (la plus lente) filtrée a
1Hz. La ligne blanche correspond a la moyenne de ’ensemble des 195 transitions observées,
dont une quarantaine est visible sur le graphique. Toutes les transitions | semblent avoir une
méme tendance globale, ot la vitesse f1 passe par deuxr maxima locaur avant de diminuer
brusquement, en méme temps que la vitesse du haut fo. Les transitions T ne semblent pas
montrer d’événement précurseur, cependant, elles sont suwivies d’un mazimum local de fi,
correspondant & un passage dans Uétat (iz).

la dynamique de notre systeme. En effet, 'article de M. Berhanu et al., consacré a 1’étude
des régimes dynamiques de l'effet dynamo, souligne la présence de transitions entre états
de la dynamo ainsi que d’ezcursions, qui sont des transitions avortées. Celles-ci rappellent
respectivement les transitions vers notre état lent (b) ainsi que les sauts observés vers 1’état
(Z) En superposant les profils individuels de transition, I’article de M. Berhanu et al. arrive a
dégager un scénario général des renversements entre états quasi-stationnaires de la dynamo.
Ce profil moyen a d’ailleurs aidé & construire un modele d’évolution de champ magnétique
comime un processus stochastique a petit nombre de degrés de liberté, qui reproduit avec succes

les différents événements (excursions et renversements) observés dans 'expérience VKS.

6.3.2 Transitions vers (b) et depuis (b)

Les transitions observées dans notre systéme sont de deux types : soit nous partons d’un
état rapide — généralement (s) — vers un état lent (b), ce qui nous donne une transition |,
soit nous faisons le contraire : partant d’une situation (b), nous tendons vers un état rapide
(1) ou (3), ce qui nous donne logiquement une transition 1.

Pour observer la meilleure courbe « moyenne » de transition possible, il est préférable
d’avoir un maximum d’événements a détecter. Nous avons donc effectué des expériences ou plus
de 200 transitions sont dénombrées, ce qui a permis une bonne convergence de la trajectoire
moyenne. Pour synchroniser les événements individuels, nous détectons d’abord les temps pour

lesquels la fréquence moyenne f = 0.5(f1 + f2) passe au-dessous ou au-dessus d’'un seuil donné
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(ici, 5.5 Hz en montée, et 4.5 Hz en descente), ce qui nous définit grossierement l'instant de la
transition. Ensuite, nous filtrons a 1 Hz le signal de la turbine la plus forcée (la turbine la plus
lente en moyenne) au voisinage de cette transition en utilisant un filtre a décalage de phase
nul, filtfilt, afin de trouver un point d’inflexion de la fréquence de rotation. L’abscisse de ce
point d’inflexion, notée 7;, va alors nous servir a superposer toutes les transitions des signaux
de vitesse filtrés a 45 Hz. L’algorithme sélectionne enfin les transitions observées afin de ne
conserver que celles qui maintiennent une vitesse lente (pour |) ou rapide (pour 1) pendant
plus de trois secondes. Ces transitions, visibles sur la figure 6.29, montrent un profil global
assez bien défini a la fois pour les transitions 1 et |. Les transitions | surviennent pendant que
la turbine lente accélere lentement. Au méme moment, la turbine rapide passe par plusieurs
maxima de vitesse. Quand la vitesse de la turbine lente est suffisante, le maximum local de
vitesse de la turbine rapide est immédiatement suivi d’une forte baisse de la vitesse des deux
turbines. Il est donc possible de savoir quand ces transitions vont survenir, méme si quelques
faux positifs sont a déplorer. Les transitions 1 semblent quant a elles relativement imprévisibles
car elles ne présentent aucun indice précurseur : pendant un événement (b), les vitesses des
turbines — initialement stationnaires — augmentent soudainement en méme temps. Ensuite,
la vitesse de la turbine la moins forcée passe par un maximum vers 8 Hz avant de ralentir
aux alentours de 7 Hz, tandis que la vitesse de la turbine plus forcée continue d’augmenter
progressivement jusqu’a atteindre 7 Hz. Nous voyons donc bien le systéme passer de maniere

transitoire dans un état qui ressemble a I’état (i), avant de rejoindre ().

6.3.2.1 Petites et grandes excursions : de ’état (5) vers ... ’état ()

Les sauts observés dans le systéme aux petits 4 montraient un bref passage de () vers I’état
(;), pour revenir ensuite rapidement dans 1'état (S). La section 6.1.3.5 nous a renseigné sur
le caractere anti-corrélé initiale de tels événements, qui se corrélaient ensuite partiellement
aux v plus élevés. De la méme maniére que pour les transitions 1 et |, il est possible de
dégager un scénario général pour les petites excursions anti-corrélées et les grandes excursions
partiellement corrélées. Nous avons donc effectué le méme traitement que dans la section
précédente pour nos petits événements.

Les excursions Y correspondent aux petits sauts fugaces vers (i) qui sont tres anti-corrélés.
Pour les détecter, nous n’avons pas cherché a déterminer le point d’inflexion de nos signaux
de vitesse, mais plutot les maxima locaux de la turbine en moyenne la plus lente. Une fois
de plus, nous constatons sur la figure 6.30 un profil moyen assez représentatif des différentes
excursions observées, la superposition des courbes étant plutot bonne. Le maximum observé
de la fréquence de rotation la plus lente en moyenne est en moyenne en retard de 0.3 s (soit,
a cette fréquence de rotation, environ deux tours de turbines) par rapport au minimum de
la fréquence en moyenne la plus rapide. Il semblerait donc que les excursions Y proviennent
d’une fluctuation qui viendrait géner la rotation de la turbine la plus rapide en moyenne.
Cette fluctuation, a prior: visible sur la figure 6.9, reste toutefois discrete : la turbine du
bas (plus rapide en moyenne) semble pomper dans I’écoulement une partie du fluide proche
de la turbine du haut, au dela de la couche de cisaillement, ce qui pourrait expliquer le
ralentissement observé de cette turbine pour les excursions Y.

Les événements U, qualifiés de grosses excursions, se détectent presque de la méme ma-
niére : néanmoins, les expériences ou ’on cherche a détecter les U sont généralement remplies
d’excur-sions Y. Nous avons vu de plus dans la figure 6.14 que le maximum de fréquence de
rotation de la turbine lente n’était plus du tout synchronisé avec le minimum associé de la
turbine rapide quand les excursions Y deviennent des U. C’est en effet le minimum local de
la vitesse « lente » qui arrive presque en méme temps que celui de la vitesse « rapide ». Nous
nous intéresserons donc désormais aux minima de fréquence de la turbine la plus lente en
moyenne. Lorsque ceux-ci sont bien synchronisés avec un minimum de fréquence de la turbine
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FIGURE 6.30 — Excursions Y wvers [’état (;) pour une expérience ¢ v = 0.019 : vitesse instan-
tanée de la turbine du bas (a g.), plus forcée et de la turbine du haut (a dr.), moins forcée, et
tracé d’une excursion moyenne (ligne blanche). La turbine qui accélére semble étre légérement
en retard (de 0.3 s environ) sur celle qui ralentit.

rapide (le critére étant donné par une synchronisation & +0.15 s pres, soit environ un tour
de turbine), alors I’événement observé est supposé un U. Cela nous permet de définir un nou-
veau profil moyen de transition, visible sur la figure 6.31. La superposition des courbes de la
figure 6.31 est légerement moins bonne que pour les figures 6.29 et 6.30. Il est possible que
cette moins bonne superposition soit liée a I’assez grande variabilité des événements U obser-
vés. La forme moyenne observée confirme nos descriptions de la section 6.1.3.5 : la turbine
en moyenne la plus rapide ralentit progressivement pour atteindre un minimum de vitesse,
peut-étre une fois de plus a cause du pompage important qu’elle effectue, mais cette fois-ci, ce
minimum est corrélé a un minimum de fréquence de l'autre turbine. Cette derniere accélere
ensuite pour atteindre un maximum de vitesse avant de revenir vers ’état ().

-2 0 1
t— T (S)

FIGURE 6.31 — Sauts partiellement corrélés U vers 'état (i) pour une expérience ay = —0.067 :
vitesse instantanée de la turbine du haut (a g.), plus forcée que la turbine du bas (a dr.) et
tracé d’un saut moyen (ligne blanche). Cette fois-ci, les deux minima de vitesse des turbines
sont atteints en méme temps tandis que la turbine la moins forcée passe ensuite par un maxi-
mum local de vitesse.

6.3.2.2 Observation des trajectoires dans le plan (fi, f2)

Afin de mieux visualiser ces trajectoires moyennes par rapport aux trajectoires instanta-
nées, nous pouvons superposer ces moyennes a des histogrammes a deux dimensions de la
distribution jointe de (f1, f2), pour une version filtrée & 30 Hz des signaux temporels de la
fréquence de rotation des turbines. Ce filtrage est requis a cause d’une facheuse tendance de
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nos signaux de vitesse a la discrétisation, liée a notre méthode de mesure par capteur optique
(voir pour cela le chapitre 2 sur le montage expérimental). De tels histogrammes, visibles sur
la figure 6.32, ont une forme caractéristique de « virgule » quand les trois états intermittents
(3), (i) et (b) sont atteints. Sur ces diagrammes, il est assez facile de trouver deux des états
intermittents : (), situé généralement a vitesse élevée sur la diagonale (f; = f2), et (), situé
aux faibles valeurs de f; et fy a l'autre extrémité de la « virgule ». L’état intermédiaire est
plus délicat a trouver car il ne correspond pas tout a fait a la troisieme extrémité (ici, tout a
droite) de la virgule. Il est plutot situé a gauche de celle-ci, en bas a droite du pic de probabilité
de I’état (5) : il est presque visible sur la figure 6.32c. Une meilleure méthode de visualisation,
que nous avons employée, superpose dans une vidéo la distribution jointe de la figure 6.32
et la position instantanée du systeme, révélant les états stationnaires de I’écoulement (ou la
position instantanée (f1(t), f2(t)) du systéme fluctue peu autour d’une moyenne). En mettant
a profit les profils de fi et de fo moyens issus de la figure 6.29, nous pouvons de plus estimer
les trajectoires (f1(t), f2(t)) prises par notre systéme lors des transitions 1 et | (cf. fig.6.32d).
Les transitions 1 effectuent une « boucle » caractéristique a partir du haut de la virgule (3)

avant de rejoindre I’état (b) en bas, tandis que les transitions 1 issues de (b) passent par la
troisieme extrémité de la virgule avant de revenir vers ().

6.3.3 Etude des temps de résidence

6.3.3.1 Introduction

L’article d’A. de la Torre et de J. Burguete [93] présente une singuliere bistabilité de
la hauteur de la couche de cisaillement, zs, dans une expérience de von Kdrman tout a fait
similaire & la notre. Leur expérience est réalisée dans le sens (+), pour des turbines tres lourdes,
possédant dix pales courbes (par rapport a nos huit pales courbes, nos turbines légeres, et notre
sens (—) de rotation), et effectuée en commande en vitesse, contrairement & notre commande
en couple. Les moteurs dont ils disposent posseédent en outre une régulation de meilleure qualité
que les notres, avec une précision de 'ordre de 0.1% sur la vitesse de rotation des turbines.
Leurs résultats sur le champ de vitesses indiquent une surprenante bistabilité de la couche de
cisaillement, qui se maintient dans chacun des états sur une durée dépassant largement les
divers temps caractéristiques du systeme. Ces derniers tentent alors d’expliquer la bistabilité
observée en considérant que cette bistabilité peut s’expliquer en décrivant I’écoulement comme
un processus stochastique & une variable, la hauteur de la couche de cisaillement z; :

Zy = €zs + 25 — 20 4 vl + V2BE(t) (6.9)

Les fluctuations turbulentes du systéme sont modélisées par un bruit £(¢) d’intensité v/2B.
Cette équation admet pour les faibles asymétries de vitesse @, cinq positions d’équilibre a bruit
nul : deux d’entre elles sont des maxima d’énergie potentielle et sont donc instables, les trois
positions restantes, stables, étant nommeées 2y, zg, et zg &~ 0. Sous l’effet du bruit, la grandeur
zs peut alors quitter un des minima d’énergie potentielle dans lequel elle était confinée afin
de s’échapper vers un des autres minima. Le parametre k6 va alors introduire un biais en
favorisant soit I’état zg, soit I’état zn selon le signe de . L’article se focalise essentiellement
sur les transitions entre zy et zg, qui définissent des états presque stationnaires N et S de
I’écoulement turbulent. Le petit parametre € nous indique en effet que le minimum d’énergie

potentielle pour z; = zg est relativement peu profond : le systéme n’y reste jamais tres
longtemps.
Pour justifier un tel modele, 'article s’appuie sur les résultats de H. Kramers [135] que

nous avons décrit précédemment dans le chapitre 4 : en effet, si le modele décrit ci-dessus est
bien représentatif de la dynamique observée, la distribution des temps de résidence dans les
états IV et S doit suivre une loi exponentielle, dont le temps caractéristique 7 va dépendre
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FIGURE 6.32 — Densités de probabilité jointes de (f1, f2) en échelle logarithmique : (a), régime
stationnaire : v = —0.0164 ; (b), début des transitions vers [’état intermédiaire, v = —0.0460 ;
(¢), oscillations irréguliéres avec de fortes diminutions de vitesse : v = —0.0668 : (—) re-
présente le saut moyen corrélé U, calculé sur la figure 6.31; (d), multistabilité avec plusieurs
états visités régulierement : v = —0.0891, (—) et () représentent les chemins moyens em-

pruntés lors des transitions | et T fig.6.29. Les cercles en traits discontinus représentent les
positions approzimatives de (3), (i2) et (ba) pour cette valeur de ~; (e), événements rares
pour v = —0.0912 ; (f), état stationnaire lent (by) : v = —0.1042. La ligne en traits pointillés
indique la condition 8 = 0. Nous n’avons pas indiqué le saut moyen pour Y car il est trop peu
lisible.

du parametre k et de B, 'amplitude du bruit. Les distributions expérimentales, dont 1'une
est visible sur la figure 6.33, montrent effectivement une tendance exponentielle. Le temps
caractéristique de cette exponentielle 7, tracé dans l'article en fonction de 6, montre une
rapide variation des temps de survie caractéristiques avec 6 : le temps caractéristique de ’état
favorisé, d’une valeur de 1000 s environ pour = 0, dépasse facilement 8000 s pour |f| > 4-10~3
(ce qui rend une telle étude tres longue), tandis que 'état défavorisé ne « résiste » plus que
pour un temps caractéristique 7 d’une centaine de secondes.

6.3.3.2 Temps de survie des états intermittents

A Dinstar d’A. de la Torre et de J. Burguete, nous pouvons appliquer directement les
résultats du probleme de sortie d’un puits de potentiel de Kramers (décrit sur la figure 4.1)
pour décrire notre probleme de multi-stabilité. Nous allons donc nous intéresser a la sortie de
état (b) vers (i) et (3), aux valeurs de ~y élevées, dans la zone oli interviennent les événements
rares. Puisque le systéme retourne rapidement vers (b) une fois (5) atteint, nous pouvons

étudier dans une seule expérience plusieurs temps de transition 1. Aussi, pour un nombre
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FIGURE 6.33 — Histogramme (en échelle logarithmique pour y) des temps de résidence dans
létat N (en rouge, x) et dans U’état S (en bleu, +) pour une asymétrie 6 favorisant l’état N.
La figure est tirée de larticle d’A. de la Torre et de J. Burguete [05] (tous droits réservés).

suffisant d’événements, il est possible de reconstruire la distribution des temps de survie pour
en extraire le taux d’échappement caractéristique r = 771,

Pour un certain nombre d’expériences, nous avons effectivement observé de telles distri-
butions exponentielles (fig. 6.34), qui collent bien avec la description « stochastique » que
nous avons effectuée. Cependant, nous pouvons constater que parfois, le systéme n’est pas
encore stabilisé dans 1’état lent qu’il « repart » dans un état rapide. Cela se traduit dans les
distributions de temps d’attente par une forte prépondérance d’événements courts, possédant
un temps caractéristique faible, inférieur a 5 s (soit tout de méme une vingtaine de tours
de turbines). Cela suppose une dynamique plus complexe, ou le systéme effectue plusieurs
transitions |, certaines étant « vouées a I’échec » et d’autres ayant la possibilité de survivre
plus longtemps. Cette image est légerement contradictoire avec celle que nous avons dégagée
du profil moyen des transitions |, ou le profil des transitions était identique pour tous les
événements (voués a I’échec ou non). Le bas de la figure 6.34 nous indique quant & lui qu’il ne
semble pas y avoir de réelle « mémoire » entre deux événements : le temps ¢,, de survie dans
le n®™e état lent est indépendant du temps précédent t,,_1, ce qui fait apparaitre un nuage de
points sans forme caractéristique.

Nous pouvons extraire les deux temps caractéristiques des distributions exponentielles des
temps de résidence et calculer la qualité de ’ajustement obtenu. Les temps caractéristiques
courts et longs obtenus sont visibles sur la figure 6.35 : nous observons sur cette courbe une
tendance nette a l'allongement du temps de résidence dans ’état lent lorsque les valeurs de
~ s’approchent des valeurs des branches stationnaires de la commande en vitesse. Toutefois,
nous nous heurtons au méme probléme que dans l'article d’A. de la Torre et de J. Burguete :
proche du seuil d’apparition des événements rares, le temps caractéristique dépasse le temps
acceptable pour une expérience et il est difficile, avec le bruit expérimental de nos mesures,
de conclure sur une éventuelle divergence du temps 7 (qui, sur notre graphique, devrait alors
tendre vers une asymptote verticale).

6.4 Discussion

6.4.1 Des sensibilités moyennes négatives

6.4.1.1 Introduction

Un des résultats principaux obtenus dans ce chapitre est la disparition du cycle d’hystérésis
observée lorsque nous commandons le couple des moteurs de nos turbines. Cette disparition
est a la fois prévisible, car, comme nous ’avons déja précisé, nous pouvons imposer n’importe
quel v dans ce mode de fonctionnement, et imprévisible, car les principaux résultats théoriques
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FIGURE 6.34 — En haut : distribution des temps de survie (en échelle logarithmique sur l’aze
y) : Surv(t) =1 — fgpsortie(t) dt dans Uétat lent (b) pour deux expériences, v = —0.094 (a
g.) et v = 0.049 (a dr.), ainsi que des ajustements exponentiels a un temps caractéristique
(tiretés rouges) et des ajustements bi-exponentiels (trait plein turquoise). La premiére expé-
rience montre un bel accord avec une loi exponentielle, ce qui accrédite le modéle de sortie de
Kramers, tandis que l’autre montre clairement une distribution a deux temps de relazation,
qui suggére que toutes les transitions vers ’état (b) ne sont pas équivalentes. En bas : n®™e
temps de survie tracé en fonction dun — 1°™¢ temps de survie. Le systéme semble bien ne pas

posséder de mémoire : aucune concentration préférentielle de points n’est réellement observée.
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FIGURE 6.35 - Inverse des temps caractéristiques de survie courts T, (o) et longs 7, * (m) de
lajustement bi-exponentiel. Ces temps, initialement corrélés, semblent rapidement s’écarter
l'un de l'autre, avec une divergence de ts.
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sur la turbulence ignorent généralement le mode de forcage du systeme dans leur description
microscopique de la turbulence. La turbulence est toutefois un ingrédient essentiel de cette
sensibilité a la commande : comme nous ’avons vu, il n’existe pas de cycle d’hystérésis pour
les nombres de Reynolds les plus faibles correspondant a un régime laminaire. De maniere
similaire, les résultats de R. Labbé, J.-H. Titon et O. Cadot ont été obtenus en utilisant des
turbines & pales droites, ou la courbe (6) ne présente qu’une seule branche continue. Il n’est
donc pas étonnant que nous soyons les seuls & observer de tels régimes.

Nous pouvons remarquer que le lieu des états moyens raccordant les branches stationnaires
de la commande en vitesse possedent une réponse différentielle négative : en effet, comme nous
I’avons déja indiqué, pour une grande partie de la zone interdite, nous avons :

N="" <0 (6.10)

Cette valeur négative de la réponse différentielle n’est pas anodine : en effet, v et 6 sont
respectivement les grandeurs que nous imposons dans une commande et dans 'autre, I'autre
grandeur représentant la réponse a une telle asymétrie. Nous avons vu dans le chapite 3,
d’autres exemples de réponses différentielles, sous la forme par exemple de la chaleur spéci-
fique :

_ Ou
~aT
¢, possede, comme notre sensibilité N, la propriété de lier dans une différentielle la grandeur
imposée (ici, T') et la réponse du systeme (ici, u).

(6.11)

Cy

6.4.1.2 Lien avec les transitions en bandes de cisaillement ...

Des points communs avec notre expérience Dans un cadre plus général, il est aussi
possible de trouver des systéemes possédant des réponses négatives, ou tout du moins une trace
de telles réponses, en « dehors » de grandeurs conjuguées par une transformée de Legendre :
certains fluides complexes possedent par exemple une propriété trés intéressante de transition
en bandes de cisaillement, qui résulte en fait d’une réponse négative a une sollicitation en
cisaillement. Nous avions vu au début de I'introduction que la viscosité dynamique d’un fluide
pouvait étre introduite assez simplement via la définition :

dv
T=pe (6.12)

Les grandeurs usuelles en rhéologie sont 7, la valeur de la contrainte de cisaillement, et le taux
de cisaillement €, qui est en fait homogene et proportionnel & dv/dz. Il est alors possible de
définir une viscosité différentielle pour les fluides, nommée [i :

or
0= — 6.13
A= 5 (6.13)
De maniére assez remarquable, certains fluides complexes [155, | possedent également,

tout du moins en théorie, des viscosités différentielles négatives, représentées schématiquement
sur la figure 6.36. Ces viscosités différentielles négatives sont généralement associées a des
hétérogénéités au sein du fluide sollicité : ces derniers présentent généralement des bandes de
cisaillement ou se concentrent les déformations du fluide, séparées par des zones ou le fluide
est “au repos” (ou le gradient de vitesse est bien moindre). Il existe, dans la grande variété
des fluides complexes, plusieurs types de rhéologies menant aux bandes de cisaillement : un
premier type (fig. 6.36 & gauche) génere une série de bandes qui s’espacent selon la direction
du gradient de vitesse, tandis que le second type (fig. 6.36 a droite) forme des bandes qui
s’espacent selon une direction normale au gradient (qui est en fait parallele & la vorticité).
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FIGURE 6.36 — Exemples de comportements rhéologiques idéaux pour certains fluides com-
plexes. Le trait plein noir représente la partie de la courbe ou les écoulements obtenus sont
homogénes et stationnaires. Lorsque la viscosité différentielle i = O1/0é devient négative, la
courbe rhéologique n’est plus stable (tireté rouge) et le fluide forme des bandes de cisaille-
ment concentrant les gradients de vitesse. Le comportement global du fluide (trait plein vert)
— alors hétérogéne — forme un plateau caractéristique. A gauche, un exemple de transition
en bandes de cisaillement expérimentalement observé dans des suspensions colloidales orga-
nisées en lamelles [155], qui présentent un hystérésis lorsque la contrainte de cisaillement est
imposée. A droite, un autre exemple observé dans le méme type de phase colloidale [150].

L’article de D. Bonn et al. [155] décrit le comportement du fluide pour des expériences & 7
imposé, ot la déformation (ici, la réponse du systeme) saute de maniere discontinue d’un état
stationnaire a faible é vers un nouvel état a fort €, avec un comportement hystérétique : le saut
discontinu s’effectue a cisaillement 7 différent, que 'on augmente progressivement 7 ou qu’on
le diminue. A proximité des sauts de ¢, il a en outre été montré que les états stationnaires
possedent une durée de vie finie, ce qui ressemble a ce que nous avons observé sur la figure 5.17.
Cet hystérésis disparait lorsque le taux de déformation € est imposé, qui fait alors apparaitre
a la place du cycle d’hystérésis une zone a réponse ji négative associée a une apparition de
bandes de cisaillement (ici, des bandes espacées selon la direction de la vorticité). Ces états
a réponse négative sont décrits dans 'article comme stationnaires, tout du moins pendant la
durée d’une expérience.

L’article de Wilkins et Olmsted [150] effectue les mémes tests, mais pour un fluide pour
lequel la contrainte 7 effectue un saut a un taux de déformation é donné. Les expériences
effectuées en imposant la contrainte 7 montre un comportement assez complexe ou le systeme
atteint difficilement des états stationnaires en moyenne, qui dépendent de la lenteur avec
laquelle les expérimentateurs effectuent le balayage en cisaillement 7. L’apparition des bandes
de cisaillement intervient alors au niveau du saut de la contrainte 7. L’article semble par
ailleurs ne pas montrer d’expérience ot le taux de déformation est imposé.

6.4.1.3 ... et avec les résistances différentielles négatives

Ce type de réponse négative est par ailleurs également observé pour des composants élec-

triques bien particuliers, notamment au niveau de jonctions p —n [157]. En effet, un tel dipole
présente une résistance différentielle r, définie comme :
oUu
r=—" 6.14
5 (6.14)

qui peut devenir négative pour une certaine gamme de températures. Dans le reste de ce
manuscrit de these, nous appellerons de maniere impropre résistance la quantité r définie
précédemment. Les résistances négatives sont également observées pour des dipdles « en vo-
lume » [158, 159] et présentent une intéressante distinction entre les résistances négatives en
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FIGURE 6.37 — Tracé de j, densité de courant locale, en fonction de E, le champ électrique
local, et hétérogénéités associées (sous la forme d’un petit dipdle). A gauche, résistances dif-
férentielles négatives en courant, ou naissent des hétérogénéités sous la forme de filaments de
fort courant. A droite, résistances différentielles négatives en tension, ou les hétérogénéités
apparaissent sous la forme de zones de fort champ E au sein du dipdle. La figure est inspirée
de Uarticle théorique de B.K. Ridley [155].

tension et les résistances négatives en intensité, qui génerent chacune un type d’hétérogénéité
spatiale. Ces hétérogénéités spatiales possedent, comme les bandes de cisaillement, des direc-
tions privilégiées de développement : les résistances négatives en courant voient apparaitre
des filaments de forte intensité le long du dipole, tandis que les résistances négatives en ten-
sion génerent des zones ou le champ F est localement plus important que dans le reste de
I’échantillon.

L’article théorique de B. K. Ridley postule que le cas de gauche de la figure 6.37 présente
un hystérésis lorsque le champ E est imposé, sous la forme d’une tension imposée aux bornes
du dipole. Cet hystérésis disparait dans le cas idéal ou 'intensité dans le dipdle est imposée, au
profit des filaments de courant que nous avons précédemment cités. De maniere intéressante,
ces filaments de courant semblent instables sous l'effet de petites perturbations. L’hystérésis
observé est plutdt confirmé par les expériences, qui soulignent une « bistabilité » (ici, au sens
ou plusieurs états stationnaires coexistent pour les mémes parametres) du dipole lorsque sa
tension est imposée [160]. Les articles expérimentaux a ce sujet indiquent qu’il n’est pas vrai-
ment possible d’effectuer de telles expériences en imposant le courant, la résistance du dipdle
a fort champ, devenant quasiment nulle, s’effacant alors devant celle en série du générateur
utilisé.

L’article théorique de B. K. Ridley parle également des résistances négatives en tension,
la majeure partie de celui-ci explicitant la thermodynamique hors-équilibre de tels dipdles en
volume. Ceux-ci peuvent alors présenter un hystérésis lorsque le courant j est imposé, excluant
la formation de domaines. Ces domaines apparaissent en imposant la tension V', ou des états
stationnaires (ou presque stationnaires) comprenant des domaines de fort champ E se dépla-
ceraient a vitesse fixe dans le dipole. Cependant, les résultats expérimentaux associés laissent
transparaitre une faible reproductibilité [155], la caractéristique du dipole I(V) n’étant pas
la méme lorsque la tension est progressivement augmentée et lorsqu’elle est progressivement
diminuée.

6.4.1.4 Une analogie plus formelle

Notre écoulement de von Karman semble bien posséder un certain nombre de points com-
muns avec les fluides possédant une transition en bandes de cisaillement et les résistances
différentielles négatives, dans ce sens ol des réponses négatives existent dans tous ces sys-
temes et montrent un comportement assez différent lorsque une grandeur est imposée plutot
qu’une autre. Toutefois, nous n’observons qu’une seule forme de réponse négative, et il faut
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donc déterminer a quelle situation notre écoulement correspond. Nous rappelons donc une
équation particulierement utile de la these de Louis Marié a ce sujet [5], qui vient traduire la
conservation du moment cinétique I de notre écoulement :

ol
—Cy — 1
" C1—Cy+Cxy (6.15)

Ici, Cx, représente le couple exercé par les parois (lisses) de la cuve sur le fluide. Si nous
négligeons un tel frottement, nous pouvons alors voir que la commande en couple consiste a
imposer la dérivée d’une grandeur autrement conservée au travers de 1’écoulement. Lorsque
nous imposons le courant dans un dipdle, nous pouvons traduire d’une maniere extrémement
similaire (lorsque nous supposons qu’il n’y a pas de résistance de fuite) la conservation de la
quantité de charges ¢ au sein du dipole :

9q
a = Iin + Lout (616)
D’une maniere encore similaire, nous pouvons exprimer le taux de déformation é d’un viscosi-
metre de Couette (ou ont été effectuées les expériences de rhéologie sur les fluides complexes
précédemment cités) en fonction de la différence de fréquence de rotation entre le cylindre
intérieur et extérieur (et de la distance d entre les cylindres) :

Text 86
— dr = ext — Jin 1
| = fe fm (617)

Nous pouvons donc voir que les grandeurs I, g et € jouent le méme role pour les différents
types d’expériences, et représentent chacun une intégrale temporelle issue d’une relation de
bilan impliquant un des deux parametres de controle « conjugués » (les expériences & € imposé
dans la géométrie de Couette imposent en effet la vitesse des cylindres). Nous pouvons toutefois
constater que contrairement au cas électrique ou a I’écoulement de von Karman, la grandeur
€ peut diverger au cours du temps. En effet, la quantité de charges ¢ au sein du dipoOle, et le
moment cinétique I de I’écoulement de von Karman ne peuvent diverger, ce qui se traduirait
par un couple Cy, ou un courant de fuite). Dans un régime stationnaire, la quantité de I et
q injectées a une extrémité du systeme est donc nécessairement évacuée a 'autre extrémité,
contrairement au cisaillement qui est « absorbé » au sein du fluide. Il semblerait donc que
I’analogie électrique soit la plus pertinente.

Nous pouvons alors regrouper nos réponses négatives en deux catégories : celle dont fait
partie I’écoulement de von Karmén serait donc une résistance négative en courant, ou une
transition en bandes de cisaillement en gradient. Comme pour ces derniers, le cycle d’hystérésis
observé a 6 imposé (ou 7 imposé pour les fluides complexes) laisse place & une zone a réponse
négative lorsque «y (ou €) est imposé. L’hystérésis semble aussi exister dans le cas des résistances
négatives, mais la difficulté d’effectuer les expériences en imposant le courant nous empéche ici
de conclure. Nous pouvons donc récapituler, comme effectué dans le tableau 6.2 les différentes
grandeurs de notre analogie. Nous pouvons alors voir 6, 7 et V' comme des champs « externes »
venant perturber la symétrie initiale de nos expériences au repos (& vy =0, ¢ =0 et i = 0).

Nous pouvons par ailleurs exprimer I’énergie injectée par unité de temps (et donc dissipée)
dans chacun des trois systemes. Pour un écoulement de Couette ou seul un des cylindres tourne,
I’expression de la puissance est simplement donnée par :

P = 27Cext fext (618)
x T/ T edr (6.19)

=Tint
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von Kérman Fluides complexes Résistances négatives
Grandeur conservée [ (mom. cinétique) ¢ (déformation) q (charges)
Controle associé v é i (intensité)
Champ conjugué 6 7 (contrainte) V' (tension)

TABLE 6.2 — Résumé de l’analogie entre les trois types d’expériences ot des réponses négatives
sont observées hors de U'équilibre thermodynamique. €, le taur de déformation, est la seule
grandeur issue d’un bilan qui puisse diverger avec le temps, et n’est donc pas une grandeur
conservée.

Pour un écoulement de von Karman, I'expression est presque identique, mais nous allons la
formuler de maniere différente, en fonction de v et 0 :

P =2n(Cif1+ Cafa) (6.20)
=2rCof (1+7)(1+0)+ (1 —~)(1—-0)) (6.21)
= 4rCof(1 +0) (6.22)

Il faut toutefois faire attention au fait que nos grandeurs 6 et v ne sont pas tout a fait
conjuguées, celles-ci faisant en effet intervenir Cy et fj : la commande en couple fixe le premier
et laisse le second varier avec v, tandis que la commande en vitesse fixe le second et laisse le
premier varier avec 6. Nous avons donc en toute généralité :

P =4mwCo(0) () (1 +~0) (6.23)

Nous avons toutefois rappelé au début de ce chapitre que la forme de la courbe () définissant
la dynamique de notre écoulement dépendait « lentement » du nombre de Reynolds, et donc
dépendait faiblement de la fréquence de rotation (et donc du couple moyen) a laquelle la courbe
est parcourue (voir fig. 5.20 & ce sujet), notamment pour la plage de fréquences accessibles en
commande en couple. Nous avions souligné qu’il était a priori possible de parcourir une moitié
de cycle a f moitié, ou & Cy moitié. Par conséquent, rien ne nous empéche de parcourir le cycle
en imposant Cy f et 6, ou en imposant Cy f et 7. Les états stationnaires (ou non) atteints dans
le cadre de ces nouvelles commandes seront les mémes qu’en commande en vitesse et en couple.
Par conséquent, malgré la dépendance en 6 et v de Cy et f, nous pouvons considérer que ~y
et 0 sont des grandeurs conjuguées par rapport a l'injection de puissance dans ’expérience.
Enfin, nous pouvons exprimer la puissance dissipée au sein d’une résistance :

P =iV (6.24)

Ces équations montrent donc qu’il existe une certaine conjugaison de nos deux familles de
parametres de controle par rapport a la puissance injectée P injectée.

6.4.2 Un cas d’inéquivalence d’ensemble 7

Nous avons vu dans le chapitre 3 l'effet du passage d’un ensemble & un autre au voisinage
d’une transition de phase du premier ordre. Nous pouvons alors rappeler que ces transitions
surviennent aux endroits ot des anomalies de convexité de l’entropie sont présentes, ce qui
induit la présence de chaleurs spécifiques négatives dans I’ensemble micro-canonique :

ou
5 <0 (6.25)



6.4. Discussion 161

Une chose saute aux yeux : pour un systéme thermodynamique, changer d’ensemble revient
a imposer soit u, soit 7', et la chaleur spécifique est donc un exemple de réponse différen-
tielle (comme le sont X, r ou fi), qui pose probleme lorsqu’elle devient négative. Les sys-
téemes thermodynamiques possédant des interactions & courte portée interdisent toutefois ces
réponses négatives dans ’ensemble micro-canonique, ceux-ci préférant alors se séparer en
plusieurs phases. Cela permet de s’assurer que les chaleurs spécifiques restent positives et
implique d’ailleurs 1’équivalence entre les ensembles statistiques dans un tel cas. Ces systemes
ne montrent d’ailleurs pas d’hystérésis, si nous oublions une éventuelle présence d’états méta-
stables (ici, surchauffés) pour lesquels les chaleurs spécifiques restent toutefois positives, ces
derniers vérifiant tout de méme 9%s/0%u < 0 (voir chapitre 3).

La présence de réponses négatives est donc soit une pure signature de la sortie de I’équilibre
thermodynamique, soit une signature de la violation d’une telle équivalence d’ensemble. Nous
pouvons qualitativement justifier pourquoi notre écoulement de von Karmén possede des
interactions a longue portée : en effet, le champ de vitesses possede une propriété de divergence
nulle,

V-v=0, (6.26)

que nous pouvons interpréter comme une possibilité d’interactions a longue portée. Des mo-
deles théoriques de la turbulence a deux dimensions fournissent également une justification
d’une telle acception : ces modeles sont généralement basés sur des ensembles de vortex ponc-
tuels en interaction logarithmique, par essence a longue portée [161]. Cette justification est
bien évidemment moins claire dans le cadre des résistances et des fluides complexes.

Si nous relaxons la condition d’équivalence d’ensemble, nous pouvons alors observer des
réponses négatives dans une zone correspondant a ’anomalie de convexité de ’entropie, ce qui
est bien le cas. Toutefois, il n’est pas fait pas mention d’hystérésis dans les quelques articles
présentant des résultats numériques sur l'inéquivalence d’ensemble. Nous pouvons toutefois
considérer que celle-ci est liée a la possibilité de se trouver dans des états métastables lorsque
la température T' est imposée (ou, pour I’écoulement de von Karman, ). Les états atteints
dans la zone interdite révelent des régimes dynamiques particuliers dans le cas d’un ensemble
de rotors en interaction de champ moyen [99] : un agrégat de rotors antiparalleles en rotation
globale « balistique » se forme sur un fond de rotors désordonnés. Un autre modele, cette
fois-ci hors de 'approximation de champ moyen, révele des hétérogénéités spatiales naissant
dans l’ensemble micro-canonique (voir figure 6.38) lorsque certaines conditions bien précises,
plus restrictives que la présence d’'une chaleur spécifique négative, sont respectées [162]. Ces
hétérogénéités possedent des frontieres floues, qui ne traduisent pas une séparation de phase
quand le systeme considéré devient grand.

Les trois systémes que nous avons considérés dans notre analogie ne semblent pas tout
a fait se comporter de la méme manieére dans la zone interdite : deux d’entre eux semblent
effectuer une séparation de phases, que ce soit entre les zones a faibles et a fort courant, ou
entre les zones de fort et de faible cisaillement. L’article expérimental de D. Bonn et al. indique
que la région de réponse négative est au moins stationnaire sur une durée correspondant a
celle de lexpérience. L’article expérimental de Ridley [155] semble pencher en faveur d’une
méme stationnarité du systeme une fois séparé. Notre écoulement de von Karmén, quant a lui,
transite de maniere dynamique entre plusieurs états quasi-stationnaires ou il semble de prime
abord difficile de détecter des hétérogénéités spatiales, les champs de vitesses conditionnels
étant par essence non-uniformes en espace. Nous pouvons toutefois considérer les deux tores
de rotation de I’état (b) comme une forme d’hétérogénéité axisymétrique, un peu comme un
filament de fort courant auquel on aurait imposé une invariance selon I'angle ¢. En dernier
lieu, nous pouvons voir notre multi-stabilité et nos régimes instationnaires comme un équi-
valent d’hétérogénéités spatiale dans un écoulement turbulent hors-équilibre ou la condition
de divergence nulle impose une forme d’homogénéité spatiale.

Nous pouvons enfin nous demander quels sont les potentiels pertinents extrémaux dans nos
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FIGURE 6.38 — Simulations d’un modéle d’Ising o deuxr dimensions et auz interactions a
longue portée, dans l’ensemble microcanonique (appelé systéme conservatif), effectuées par T.
Mori [102]. A gauche, simulation pour une température ou l’approrimation de champ moyen
est valide, et ou les solutions micro-canoniques et canonique coincident. A droite, simulation
pour une température en dehors de la zone de coincidence.

trois systemes physiques : hors de 1’équilibre thermodynamique, il n’existe pas de consensus
sur les grandeurs & maximiser (ou minimiser). Les potentiels extrémaux dans le cas thermo-
dynamique sont :

ds =Tdu — %dv dans ’ensemble microcanonique (6.27)
df = —udT — %dv dans ’ensemble canonique (6.28)

Ces potentiels font intervenir soit T'du ou udT’, une forme différentielle du produit de nos deux
parametres de controle. Nous pourrions alors penser a considérer la puissance P comme 'un
de ces potentiels. Toutefois, sa différentielle représente plutot le parametre de Lagrange de la
transformée de Legendre entre s et f et ne semble pas tout a fait convenir. Une piste envi-
sageable serait alors d’utiliser la production d’entropie § comme quantité extrémale, comme
cela a été effectué pour décrire la mécanique statistique de 1’écoulement de von Karméan [111].

6.5 Conclusion

La commande en couple nous a permis de mettre a jour un nouveau comportement de
notre systeme dans le régime turbulent : les états stationnaires des signaux de couple et
de vitesse, observés en commande en vitesse, ne sont pas I'unique mode de fonctionnement
autorisé. Des régimes instationnaires apparaissent naturellement dans les plages de couples
qui formaient la « zone interdite » du cycle d’hystérésis de la commande en vitesse. De ces
régimes instationnaires nait un nouvel état intermédiaire (;), ou la fréquence des turbines est
rapide et asymétrique : cela ne correspond & aucun état stationnaire connu en commande en
vitesse avec nos turbines T P87. Cet état vient s’échanger avec le prolongement des branches
(s) et (b) de la commande en vitesse, dont les transitions sont gouvernées par la valeur du
parametre de controle ~.

L’examen par PIV de ces états nous permet d’examiner les champs moyens correspondant

a nos états intermittents. Ces derniers présentent des caractéristiques inattendues : 1’état (b)
possede deux tores imbriqués tournant en sens opposé, tandis que I’état (Z), au premier abord
vu comme un simple mélange de (5) et (b), est finalement assez différent de ces derniers.
Les autres états presque stationnaires, (3) et (b), sont toutefois des cousins de leurs pendants
stationnaires : (5) présente une couche de cisaillement tres décalée vers une des deux turbines,

et une partie du tore central de I'état (b) était déja visible, de maniere discrete, en bord de
branche anti-naturelle.
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Une étude détaillée des signaux temporels instationnaires révele que les transitions et
les excursions s’effectuent toujours selon le méme scénario, le systeme semblant parcourir &
chaque fois la méme portion de I’espace des phases. Nous pouvons alors pressentir que le
systeme franchit un « col » du paysage de potentiel lors de telles transitions sous l'effet
d’une fluctuation importante, a la maniere du modele développé par F. Pétrélis et S. Fauve
pour le champ magnétique [151]. Les temps de résidence dans ’état lent associés présentent
une distribution exponentielle aux temps longs, tout comme une simple particule Brownienne
piégée dans un puits de potentiel. Ce résultat accrédite le point de vue stochastique a basse
dimension de la multi-stabilité de notre écoulement.

La forme caractéristique de la courbe de réponse v(f) n’est pas sans rappeler ce qui est
observé pour certains fluides complexes cisaillés, et pour certains dipoles électriques, qui pré-
sentent également un cycle d’hystérésis disparaissant lorsque la nature de la commande est
changée, au profit de zones a réponse différentielle négative (chez nous, X < 0). Pour cette
zone, les fluides cisaillés présentent une transition en bandes de cisaillement qui semble station-
naire [150] et les résistances négatives voient apparaitre des filaments de fort courant (prédits
stationnaires), contrairement & notre écoulement de von Kérman qui perd alors sa stationna-
rité. Ces événements peuvent étre la signature d’une forme d’inéquivalence d’ensemble ou le
changement de commande reviendrait a changer d’ensemble statistique, et ou la présence de
réponses négatives (stationnaires ou non) serait caractéristique d’interactions a longue portée
au sein du champ de vitesses.
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CHAPITRE 7

[’EXPERIENCE SHREK

Introduction

L’introduction de cette theése nous a renseignés sur 'importance des anomalies de dissipa-
tion des écoulements turbulents réels [21] et leur lien possible avec la présence de singularités
de I’équation d’Euler, cas limite a viscosité cinématique v — 0 de I’équation de Navier-Stokes,
dont la présence et 'importance relative dans les écoulements réels visqueux est encore une
question ouverte. Nous pouvons alors nous poser la question de la pertinence de 1’équation
d’Euler pour décrire le comportement des fluides.

A ce titre, il est intéressant de considérer le cas des superfluides. En effet, ceux-ci possedent
I’étonnante caractéristique de pouvoir s’écouler sans viscosité. Ces écoulements apporteront
donc un éclairage intéressant sur la maniere dont la nature s’accommode de telles propriétés :
le champ des vitesses sera-t-il continu, ou dérivable ? Possedera-t-il les anomalies de dissipation
prévues par Onsager [23] ? La transition a la viscosité nulle a-t-elle un impact sur ces anomalies
de dissipation, ainsi que sur le spectre de Kolmogorov de la turbulence ?

Le couple K}, d'un écoulement de von Karman est directement lié¢ a la dissipation volu-
mique €. Par conséquent, si nous mesurons les couples dans une expérience de von Karméan
superfluide, nous pourrons rapidement quantifier et comparer le mécanisme de dissipation
classique avec son éventuel pendant aux basses températures. C’est une des raisons qui a
incité les chercheurs du SPEC, du laboratoire de physique de 'ENS de Lyon, de 'institut
Néel, du LEGI et du Service des Basses Températures (SBT), situés a Grenoble, a construire
un écoulement de von Karman superfluide, appelé SHREK. L’expérience a été mise en place
au sein du SBT, pour étre utilisée, bichonnée et réparée par Michel Bon-Mardion, Pantxo
Diribarne et Bernard Rousset.

7.1 Quelques éléments de physique des superfluides

7.1.1 Un fluide inviscide

L’hélium est un composé chimique bien particulier. En effet, outre le fait que celui-ci reste
liquide & pression ambiante pour toute température, celui-ci présente une singuliére transition
de phase (toujours a pression ambiante) vers 2.17 K. Celle-ci, découverte par P. Kapitza et
John Allen en 1938 [163], est appelée transition A en rapport avec la forme caractéristique
prise par la courbe de chaleur spécifique ¢, du fluide a une telle température.

Pour les températures plus faibles, de nombreuses propriétés surprenantes de I’hélium
apparaissent : lorsqu’on diminue sa pression, le nouvel état fluide s’évapore sans bouillir.
Plus surprenant, il semble s’écouler dans les capillaires de tous diametres a la méme vitesse,
en contradiction avec le résultat classique de Poiseuille, et suggérant que le fluide obtenu
ne possede aucune viscosité. Toutefois, d’autres mesures, effectuées en étudiant le frottement
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exercé sur des disques en rotation dans une telle phase liquide indiquent que celle-ci exerce bien
une force de trainée, et possede donc une viscosité non nulle. Plus étonnant encore, ces fluides
forment un mince film le long de toute paroi, si bien qu’il s’échappent des récipients ouverts
.. mais aussi de bien des récipients supposés fermés mais qui laissent des petites ouvertures
dans lesquelles peut s’écouler le superfluide. Cet effet est parfois appelé effet Onnes. Enfin,
la conductivité thermique d’un tel fluide est extrémement élevée, si bien qu’il n’existe aucun
gradient stationnaire de température au sein d’un superfluide.

7.1.2 Modele & deux fluides

La théorie réconciliant ces deux aspects a été formulée par L. Landau, trois ans plus tard :
le superfluide observé peut étre vu comme la superposition de deux fluides. Le premier est
un fluide normal, de champ de vitesses vy et de masse volumique p,. Ce fluide est a priori
visqueux et peut transporter un flux d’entropie s. Le second fluide est purement superfluide.
Il possede un champ de vitesses vg irrotationnel et sans viscosité et une masse volumique p;. Il
correspond & une condensation d’une fraction non négligeable d’atomes d’hélium (en pratique
d’hélium 4) dans I’état quantique fondamental, et ne transporte donc aucune entropie. A ce
titre, la transition A possede bien des caractéristiques communes avec les condensations de
Bose. Lorsque la température décroit en dessous de Ty = 2.17 K, la masse volumique effective
du superfluide, ps, augmente jusqu’a atteindre p pour les valeurs de T les plus faibles (voir
figure 7.1.

0.4f
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FIGURE 7.1 — Masses volumiques relatives ps/p et pn/p du superfluide idéal et du fluide normal
dans Uhélium liquide au voisinage de la transition A, dans le cadre du modéle o deux fluides. La
température de transition, Ty = 2.17 K, est obtenue a une pression de 0.05 bar, correspondant
a un point triple de ’hélium.

Il reste possible d’écrire quelques équations simples pour décrire 'hydrodynamique des
superfluides : I’équation de continuité :

% _

2 = V- (7.1)

est toujours valide, et relie la masse volumique du fluide réel,

p=ps+pn (7.2)
a I'impulsion totale du fluide j,
J = pnVn + psVs. (7.3)

Il est également possible de traduire en équation le fait que I’entropie est exclusivement trans-
portée par le fluide normal, ce qui nous fournit une deuxieme équation. Deux autres équations
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transcrivent le caractere parfait de la composante superfluide et la conservation de I'impul-
sion. A partir de ces équations, il est possible d’en déduire deux vitesses de propagation de
perturbations dans le superfluide. La premiere, appelée premier son, représente celle d’une
perturbation en pression, comme pour un fluide normal. Le second son décrit quant a lui
la propagation d’ondes de température, en opposition au caractere diffusif de la température
des fluides normaux. Ce résultat explique bien les valeurs observées, extrémement élevées, de
I’apparente conductivité thermique du superfluide. Cette théorie permet en outre de résoudre
I’apparent paradoxe de la viscosité de la phase superfluide : en effet, le fluide qui s’écoule
a travers des petits capillaires est essentiellement composé de superfluide parfait, le fluide
normal ne pouvant s’y écouler. Par contre, un cylindre tournant (et a fortiori une turbine)
verra s’opposer a son mouvement une force de trainée, qui résultera a priori de la somme de
la trainée fluide et de I’éventuelle trainée superfluide.

7.1.3 Superfluides en rotation, vorticité et dissipation

7.1.3.1 TUne vorticité quantifiée

La théorie quantique de la superfluidité nous indique de plus que la vitesse d’un superfluide
v — qui est désormais la vitesse de la totalité du fluide — est tres simplement liée a la phase
© de la fonction d’onde associée a ce dernier. Nous avons donc :

h
= — 4
v mV(p (7.4)

ol h est la constante de Planck réduite, et m la masse des atomes de superfluide. Si ’on suit
cette phase sur un contour fermé, celle-ci doit rester continue, modulo 27 : en suivant un tel
contour C sur un tour, la phase peut alors varier de 2nz. Si le contour C encercle une surface
S qui ne contient que du superfluide, ce qui revient & considérer un domaine S simplement
connexe, 'analyse complexe nous indique que n = 0. Cette condition n’est pas toujours vraie

FIGURE 7.2 — Contours C encerclant des domaines S simplement connexe (a gauche) contenant

uniquement du superfluide irrotationnel, et S’, non simplement connexe (d droite) qui peut
contenir dans certaines de ses parties (en rouge) des singularités ou du fluide non irrotationnel.

pour des domaines non simplement connexes (voir figure 7.2), méme si n reste un entier. Cela
implique une quantification de la circulation de la vitesse dans tous les cas :

2
%v-dlz%hmp-dl: nh (7.5)
C cm m

Mais cette équation peut aussi étre réécrite grace au théoreme de Stokes pour faire apparaitre

la vorticité w :
2
//w-dszfv.dlz nmh (7.6)
S c m

C’est cette relation qui exprime l'idée générale de quantification du champ de vorticité dans
les superfluides.
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7.1.3.2 Fluide et superfluide en rotation

Un écoulement fluide dans un référentiel en rotation d’axe €2 possede en général un champ
de vorticité w non nul dans le référentiel du laboratoire. Pour un fluide au repos dans le
référentiel tournant, celui-ci n’est toutefois pas nul : nous avons en effet

v=Qxr (7.7)
w =V Xxv=20, (7.8)

Par conséquent, pour un écoulement turbulent dans un référentiel en rotation, la vorticité
possédera deux contributions, la premiere provenant de la rotation solide, et la seconde de la
vorticité de I’écoulement dans le référentiel tournant :

w = 20e, + W (7.9)

Que se passe-t-il si nous mettons un superfluide initialement au repos dans un référentiel
tournant 7 Il semble impossible d’obtenir un superfluide au repos dans le référentiel tournant,
hormis pour des vitesses de rotation §2,, bien particulieres telles que :

2nmh
2Q, = ) (7.10)

m

Cet équilibre n’est d’ailleurs pas possible dans un superfluide « pur » ou la vorticité est nulle
(voir équation 7.6). Par conséquent, un écoulement superfluide mis en rotation va contreba-
lancer la rotation en générant une série de vortex qui apparaissent de maniére discontinue
lorsque la vitesse de rotation augmente [167, ]. Ces vortex forment un réseau similaire aux
réseaux de vortex de courant observés dans les supraconducteurs de type IT [160].

7.1.3.3 Le probleme de la dissipation

Il est difficile de concevoir des mécanismes permettant de dissiper ’énergie dans un su-
perfluide, sachant qu’un écoulement superfluide peut subsister a priori sans décliner pendant
une durée infinie. Les processus selon lesquels I'énergie cinétique du fluide va étre dissipée sont
aujourd’hui assez bien connus. Pour des températures non nulles, une partie de la dissipation
provient d’'un frottement existant entre les vortex et la partie « normale » de 1’écoulement
dans le modeéle & deux fluides, qui concentre alors la dissipation de ’énergie cinétique de
I’écoulement. Comme le fait remarquer un article de Kobayashi et Tsubota [1(7], ce proces-
sus devient marginal aux tres faibles températures. Pour ces températures, un processus de
recombinaison de paires de vortex a été prédit, puis observé expérimentalement [165] dans
I’hélium liquide. Ce processus dissipe 1’énergie par l'intermédiaire d’excitations sonores, et
devient prépondérant lorsque la fraction de fluide normal tend vers zéro. Il existe en outre
théoriquement un autre processus dissipatif a tres basse température, qui verrait les vortex
suivre la cascade de Kolmogorov et se transformer en excitations élémentaires lorsque ces
derniers deviennent suffisamment petits.

7.2 Spécificités du montage SHREK

7.2.1 Réfrigération et isolation thermique

L’expérience SHREK est congue pour étre remplie d’hélium liquide. Ce dernier se liquéfie a
pression ambiante aux alentours de 4.2 K. Nous savons d’expérience que le von Karméan dans
I'eau au CEA Saclay dissipe dans ’écoulement une puissance mécanique pouvant atteindre
3.6 kW. Cela implique généralement une augmentation importante de la température au sein
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de I’écoulement, la température pouvant monter d’une vingtaine de degrés pour les expériences
les plus longues. Afin de maintenir 'hélium liquide, il faut donc constamment absorber la
chaleur produite par un tel écoulement. Nous rappelons rapidement la formule déterminant
dans nos expériences la puissance injectée :

P =2nCf (7.11)
= KppR° (27 f)° (7.12)

Cet aspect est primordial pour 'expérience SHREK : en effet, a de si basses températures, il
devient extrémement ardu de réfrigérer ’hélium. La station mise en place au sein du Service
des Basses Températures au CEA de Grenoble nous permet d’extraire 400 W de puissance
de I’écoulement a 1.8 K. Cela peut paraitre faible, mais seuls le LHC, avec une puissance
de froid de 20 000 W a 1.8 K, et le tokamak ITER, qui fournira 65 000 W a 4.5 K (ce qui
donnerait environ 9500 W a 1.8 K si sa conception est identique a celle du LHC) fournissent,
ou fourniront en Europe des puissances de froid supérieures.

Cette puissance est redistribuée dans un grand bain d’hélium liquide qui entoure le cylindre
dans lequel le von Karman est plongé. Ce cylindre est en outre muni de « doigts » en cuivre qui
viennent augmenter la surface d’échange entre le bain et la cuve cylindrique de I’écoulement.
Afin de limiter les pertes thermiques avec 'extérieur, le bain contenant I'hélium liquide est
entouré d’un isolant multicouches et placé dans une double enceinte : le liquide est contenu
dans une premiere cuve, elle-méme entourée d'une deuxieme cuve mise sous vide (3 1077 bar)
qui permet une excellente isolation thermique du reste de I'expérience. C’est cette derniere
cuve qui est en « contact » avec I’extérieur.

7.2.2 Construction de I’expérience

7.2.2.1 Dimensions

Afin de minimiser la puissance dissipée par I'expérience, la collaboration SHREK a privilé-
gié une grande expérience : en effet, si nous exprimons P en fonction du nombre de Reynolds,
Re, et des propriétés du fluide dans I’expérience, nous avons :

pv°
R

Pour deux expériences superfluides a la méme température, la méme pression et le méme
nombre de Reynolds, une plus grande expérience dissipera moins de puissance (car elle pourra
tourner moins vite). Par conséquent, le cylindre possede un rayon extérieur de 40 cm et, par
souci de se rapprocher des expériences de Saclay, possede le méme rapport d’aspect h/R = 1.4
et des turbines de type T'M87 de méme forme que nos turbines en plastique. En contrepar-
tie, I'expérience superfluide tourne a une vitesse bien plus faible, I'expérience sera en effet
limitée & 2 Hz dans le sens (4) comme dans le sens (—). Par conséquent, un rapport d’engre-
nage (I’équivalent chez nous du rapport de poulies) utilisé dans l’expérience est trés élevé :
cela permet d'une part de disposer d’une précision sur la vitesse appréciable et d’un couple
mécanique important.

P =""Re’K, (7.13)

7.2.2.2 Transmission et mesure des couples

Transmission et étanchéité  Afin de transmettre le couple des moteurs, qui permet-
tra de faire tourner les turbines, deux méthodes sont envisageables. La premiere consiste a
directement installer des moteurs dans la partie froide de ’expérience : cela n’est pas vrai-
ment une bonne idée sachant que le moteur dissipe lui aussi de ’énergie et qu’il prend une
place non négligeable dans un environnement plutot exigu. De plus, il faut trouver des mo-
teurs qui puissent fonctionner a de telles températures. La solution retenue consiste donc a
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FIGURE 7.8 — Schéma de l'expérience SHREK, avec les deux cylindres contenant de U’hélium
liquide (superfluide ou non). Nous pouvons y voir les « doigts » de cuivre qui effectuent un
pont thermique entre les deux cuves, ainst que les barres anti-roulis qui permettent a l’ensemble
de la structure de garder une bonne rigidité. Les renvois mécaniques de [’arbre mécanique du
bas sont également vistbles.

faire traverser des arbres mécaniques jusqu’a I’extérieur, ot les moteurs sont placés. Pour des
raisons historiques, la cuve sous vide ne posseéde qu’une seule ouverture, ce qui permet de
limiter les pertes thermiques. Il n’est donc pas possible de faire passer des arbres mécaniques
de chaque coté de I'expérience, comme a Saclay, et des renvois mécaniques sous la forme
d’engrenages permettent donc aux deux arbres de sortir du méme c6té de la cuve sous vide.
Afin de transmettre efficacement le couple fourni par les moteurs aux turbines tout en assu-
rant une étanchéité parfaite de I'expérience, la collaboration a utilisé deux solutions distinctes
permettant chacune de traverser une cuve :

1. Entre l'extérieur et la cuve mise sous vide, une jonction ferrofluidique a été utilisée.
Le ferrofluide, pris au piege dans un systeme d’aimants, ne s’évapore pas, ne fuit pas
et permet alors d’assurer I’étanchéité en rotation tout en limitant les frottements mé-
caniques. Il permet également d’éviter toute fuite d’hélium dans I’état superfluide, qui
aurait tendance a s’échapper.

2. Une fois de plus, afin de limiter les pertes thermiques (et de fuites, 'Hélium superfluide
ayant la facheuse tendance a s’écouler dans des tres petits interstices), il a été décidé
de ne pas laisser d’ouverture entre la cuve sous vide et le bain d’hélium. Ala place,
I’arbre mécanique a été coupé, et des paliers magnétiques ont été installés. Une partie
de ceux-ci se trouvent donc dans la cuve sous vide, et il a été décidé que I'autre partie
serait directement incluse dans la cuve du von Karman superfluide.

Un limiteur de couple a été installé pour éviter tout endommagement au cas ou le systeme
se bloquerait a cause d’un probléeme mécanique. Dans un tel cas, le moteur est débrayé de
I’arbre mécanique et celui-ci ralentit jusqu’a s’arréter au lieu de casser sous 'effort fourni par
les moteurs. Ce limiteur de couple est intervenu a plusieurs reprises durant la série d’expé-
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FIGURE 7.4 — L’ntérieur du cylindre de Uexpérience SHREK, avec deur des chercheurs,
Bernard Rousset et Michel Bon-Mardion, qui entretiennent l’expérience au sein du SBT (a
gauche). Nous pouvons voir la taille importante de l'expérience, ainsi que plusieurs des « curio-
sités » lices a Vutilisation d’hélium superfluide, notamment les renvois de transmission visibles
sous la turbine du bas et les doigts en cuivre visibles au-dessus de la turbine du haut. Le cy-
lindre fermant ’écoulement est visible a arriére-plan au centre, tandis que la cuve contenant
le bain d’hélium liquide et assurant l’isolation thermique est visible a droite, entourée d’isolant
multi-couches. Crédits photographiques : Artechnique Photographie, tous droits réservés.

riences : il faut donc régulierement veiller a écouter le bruit caractéristique provoqué par le
débrayage et 'embrayage de la transmission sous l'action du limiteur de couple afin d’éviter
de prolonger inutilement les expériences ou des probléemes mécaniques empéchent la bonne
rotation des turbines.

Dernierement, pour atteindre les vitesses de rotation requises sans trop faire intervenir le
limiteur de couple, les turbines sont accélérées selon une rampe en vitesse tres faible. Cela est
lié au moment d’inertie J des turbines de SHREK, Jspk. En effet, leur aspect est identique
aux turbines de Saclay, qui possedent un moment d’inertie Jyko, mais sont quatre fois plus
grandes, et fabriquées en métal. L’analyse dimensionnelle nous indique alors que :

Jvia < MR?* o p,R® - R? (7.14)
Jsuk o< M'R”? «x 45p,, R® - R* (7.15)
> 2000.Jyka (7.16)

ou pp et pp, sont respectivement la masse volumique du plastique et du métal des turbines.
C’est ce rapport de moments d’inertie qui impose des rampes en vitesse faibles.

7.2.3 Les mesures de ’expérience SHREK

7.2.3.1 Mesure de couples

L’expérience SHREK repose en partie, comme 'expérience VK2, sur la mesure de couples
mécaniques. C’est d’ailleurs dans le cadre de la collaboration que les couplemetres SCAIME
ont été installés et testés avec Eric Herbert sur 'expérience de Saclay. Nous ne sommes donc
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pas étonnés de retrouver ici deux paires de couplemetres SCAIME qui viennent mesurer le
couple exercé sur chacun des deux arbres en différents points de I’expérience : le premier couple-
metre, appelé couplemetre froid, est localisée sur 'arbre mécanique dans la partie superfluide.
Ces couplemetres ont été largement modifiés par le SBT afin de fonctionner correctement
aux tres basses températures. Le second, appelé couplemetre chaud, effectue la mesure du
couple a l'extérieur de la cuve. Durant la campagne de mesures de 2012, nous avons vu que
les couplemetres froids donnaient bien une mesure plus précise du couple des moteurs, mais
leur fiabilité n’était en contrepartie pas excellente : 'un d’entre eux a rapidement rendu I’ame
des le deuxieme jour de la campagne.

7.2.3.2 Mesure de vitesse

Les variateurs de I’expérience possedent une sortie mesurant la vitesse des turbines. Nous
considérerons ici que cette mesure est fiable, et nous 'utiliserons pour vérifier que les vitesses
de rotation de ’expérience sont bien respectées. Nous vérifierons en outre que le limiteur de
couple n’est pas en action & la fois sur ces mesures de vitesse, et sur les mesures de couple
qui présentent dans un tel cas un signal périodique bien particulier. Enfin, trés récemment,
des stries ont été imprimées sur les deux turbines de SHREK : celles-ci vont venir défléchir
un faisceau laser a des instants réguliers dépendant de la fréquence de rotation des turbines.
Cette mesure alternative de la fréquence de rotation des turbines servira pour les prochaines
campagnes d’expériences.

7.2.3.3 Mesure de dissipation

En plus des mesures des couples et des mesures de vitesse, le fonctionnement de ’expérience
permet des mesures de calorimétrie. En effet, la cuve mise sous vide permet une excellente
isolation thermique, et le bain d’hélium comme la cuve cylindrique possédent des sondes
de température. En maintenant ces températures constantes au cours d’une expérience, la
puissance dissipée dans 1’écoulement est exactement équilibrée par la puissance de froid du
groupe cryogénique.

Pour des raisons évidentes d’inertie du groupe froid présent au SBT, il a été décidé que la
puissance de froid serait généralement maintenue constante. Des résistances chauffantes ont
été alors placées derriere les boucliers des turbines dans la cuve cylindrique de ’écoulement,
et permettent de fait de « diminuer » la puissance de froid effective du groupe cryogénique.
Le modele complet permettant de calculer la dissipation tient compte en pratique d’autres
parametres comme la chaleur spécifique de la cuve en cuivre et sa conductivité thermique
pour remonter & des mesures plus précises de la dissipation thermique de I’écoulement.

7.2.3.4 Les autres mesures de 1’écoulement

Afin de mesurer des propriétés plus locales de I’écoulement dans la cuve, plusieurs systemes
originaux sont en cours de développement. Malheureusement, aucun d’entre eux n’était pré-
sent lors de la premieére campagne de mesures. Le premier d’entre eux est un micro-cantilever
placé dans I’écoulement, et muni d’une jauge de déformation. Celle-ci va étre défléchie par le
fluide environnant, ce qui nous fournira une mesure locale de la vitesse dans une direction. Cet
outil a été développé par Philippe Roche et Julien Salort durant la these de ce dernier [169].
Le deuxieme procédé repose sur des mesure de second son dans I’écoulement. Le détecteur est
constitué de deux parties formant un résonateur, dont la premiere partie va chauffer 1’écoule-
ment a une fréquence élevée correspondant a un des modes de la cavité. La deuxieme partie du
détecteur va mesurer I’atténuation de ce second son par I’écoulement, qui est quantitativement
liée a la densité de lignes de vorticité de I’écoulement superfluide. D’autres techniques plus
conventionnelles sont également & I’étude : des sondes Pitot (également développées durant
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la these de Julien Salort [170, 1), des fils chauds et des transducteurs acoustiques sont
également a I’étude pour une intégration dans SHREK.

7.3 Analyse des couples et de la dissipation

7.3.1 La campagne de mesures

La premiere série d’expériences datant d’octobre 2012 était une campagne de tests pour
savoir, tout simplement, si 'expérience SHREK fonctionnait. Les premiers tests, qui ont rapi-
dement montré des résultats au dela de nos espérances, ont poussé la collaboration a comparer
les mesures (essentiellement de couple) de l'expérience SHREK dans un fluide normal et dans
un superfluide. Cette série de mesures a donc pu s’appuyer sur les nombreux résultats que le
groupe de Saclay a obtenus dans 'eau. Il a donc été décidé d’effectuer principalement des me-
sures dans le sens (—), & diverses asymétries 6, afin de comparer 'aspect du cycle d’hystérésis
observé dans ’eau avec le comportement de SHREK dans les mémes conditions.

7.3.2 Présence d’états bifurqués

100 200 . 300 400 500
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o

FIGURE 7.5 — Signal de couplemétres cryogéniques froids () et des couplemétres ambiants
chauds (—), pour une expérience effectuée dans le sens (—) a 6 = 0. Un événement associé a
une bifurcation statistique spontanée est visible entre les deux lignes en pointillés.

Les mesures les plus simples nous révelent déja d’importantes informations quant a la
dynamique de ’écoulement : la figure 7.5 nous montre 'exemple d’une expérience effectuée a
0 = 0 dans le sens (—), pour une température 7' = 1.8 K et donc dans 1’hélium superfluide.
Celle-ci montre clairement une augmentation brusque et irréversible du couple entre deux états
stationnaires. Nous interprétons un tel événement comme une transition (s) — (b), observée
a 0 = 0. De la méme maniere que dans I’eau, I’écoulement superfluide possede donc trois états
statistiques dans le sens (—), I'un d’entre eux étant R, symétrique, et les deux autres, non
symétriques, étant images I’'un de l'autre par application d’une telle symétrie.

Les mesures dans le sens (+) ont été plus rares, mais celles-ci laissent penser que le couple
C1,2(0) ne possede qu’une seule branche continue et qu’aucune bifurcation n’est accessible dans
ce sens, une fois de plus en accord avec les expériences effectuées dans ’eau. Ces éléments sont
des présages intéressants du comportement de 1’écoulement superfluide qui possede déja des
similitudes avec I’écoulement turbulent classique.
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7.3.3 Calibrations et couples adimensionnés K,

Nous pouvons alors tenter de comparer les couples adimensionnés K, correspondant a
de tels états statistiques. Bien entendu, il faudra une fois de plus effectuer des calibrations
des couples, afin d’en déduire les couples statiques (importants) liés aux renvois éventuels
d’arbre mécanique et aux joints d’étanchéité ferrofluidiques. La figure 7.6 nous montre bien la
différence entre la transmission du couple en haut et en bas : en effet, plus d’1 Nm de couple
est consommé uniquement par la transmission du couple du bas, ce qui n’est pas visible sur
le signal du haut. Cela semble cohérent avec la quantité de bruit observée sur le signal du
couple du bas de la figure 7.5. L’ajustement en une loi quadratique avec ordonnée a l’origine,
du type C = Cgat + a(27f)? semble une fois de plus judicieux : le tableau 7.1 résume les
valeurs obtenues pour de tels parametres. En utilisant les mémes conventions que dans les
précédentes sections, nous pouvons enfin déterminer une estimation du K, des expériences,
qui n’est autre que a/(pR®). Les valeurs obtenues, pour une masse volumique du superfluide
psr = 147 kg-m~3 et un rayon R = 0.39 m semblent tout & fait compatibles avec celles issues
des expériences dans l'eau.
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FIGURE 7.6 — Calibration effectuée dans le sens (—), pour différentes expériences réalisées
dans U’état (by) a 0 = 0 dans ’état superfluide. Les symboles (m) représentent les moyennes
des couples cryogéniques, et les symboles (o) les couples a température ambiante. Les barres
d’erreur caractérisent l’écart-type des couples a la fréquence associée. Les tiretés correspondent
a des ajustements quadratiques avec ordonnée a l’origine non nulle. La figure de gauche pré-
sente les signauz liés aux couples du bas. Celle de droite, le signal du couple ambiant du haut :
le couple cryogénique du bas était en panne.

SHREK VK2
Cstat (Nm) @ (m?-kg) K, Csar (Nm) a (m® -kg) K,

Couple bas cryo. 1.37 0.59 0.44

Couple bas amb. 1.28 0.85 0.64 0.15 4.5-107%  0.45

Couple haut amb. 0.30 0.70 053  —0.18 55-1073  0.55

TABLE 7.1 — Paramétres issus de la calibration de l'expérience SHREK de la figure 7.6. Le
couple statique Cgat est directement exprimé en unités SI, a est le préfacteur du terme qua-
dratique de l'ajustement parabolique du couple, et le K, correspond a sa définition usuelle
dans le cadre de cette thése. Les mémes données, pour VK2, y ont été juxtaposées a titre de
comparaison.
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7.3.4 Analyse des couples en fonction du nombre de Reynolds

La comparaison des K, peut étre poussée en étudiant sa dépendance en fonction du nombre
de Reynolds. Les mesures dans I’hélium normal viennent donc naturellement prolonger a
Re tres élevé les mesures de la figure 5.4 du chapitre 5. La définition d’un tel nombre de
Reynolds pour I’écoulement superfluide n’est pas triviale, et a posé un premier probleme. En
effet, le modele a deux fluides vient nous indiquer que I’écoulement superfluide possede une
composante parfaite sans aucune viscosité (d’ot Re = 00) et une autre composante normale
qui possede une viscosité non nulle. Les écoulements réellement observés conservent d’ailleurs
cette ambiguité, déja décrite dans le début de ce chapitre. Nous avons donc choisi de calculer
un nombre de Reynolds superfluide en nous basant sur la viscosité de la composante normale
du fluide pour T' < T). Ce choix est relativement arbitraire : nous aurions tout aussi bien pu
utiliser le nombre de Reynolds quantique, défini par rapport au quantum de moment cinétique,
Rq = mR%(f1 + f2)/h, dans notre comparaison.

Afin de se rapprocher des expériences effectuées dans le von Karméan de Saclay, des expé-
riences complémentaires ont été effectuées a Grenoble a température ambiante dans 1'azote
(gazeux, sous pression). Les nombres de Reynolds obtenus sont alors compris entre 4 - 10° et
7-10° et ont permis une comparaison directe des résultats de ’expérience, qui montrent un
bon alignement entre les deux expériences. Ces mesures indiquent en outre une tendance des
K, a converger vers des valeurs finies pour les nombres de Reynolds les plus élevés. Ces valeurs
semblent, aux imprécisions pres, identiques dans le cas de 'hélium liquide et dans celui de
I’hélium superfluide.
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FIGURE 7.7 — Comparaison de XK, = 0.5(Kp1 + Kp2) pour tous les nombres de Reynolds
accessibles aux différents von Karmdn a 6 = 0, pour différents fluides. La partie a gauche est
tirée de la figure 5.4 issue de la these de Florent Ravelet, et concerne les TM60. La partie a
droite est effectuée avec des T P87 pour VK2 ou des TMS8T pour SHREK. (A), expériences
de VK2 dans le sens (—) dans létat statistique bifurqué, avec un mélange eau-glycérol (cas
TM60) et de l'eau pour la série de Re plus élevée (cas TP87). (V), méme état statistique
dans SHREK, avec de l’azote. (»), méme écoulement, mais dans I’hélium liquide. Le symbole
a contour noir représente le résultat obtenu dans l’état superfluide. (¢), écoulement symétrique
dans le sens (—) de VK2 dans un mélange eau-glycérol ou dans l'eau. (w), méme écoulement
mais dans SHREK et dans Uhélium liquide (superfluide lorsque le symbole posséde un contour
noir). (e), écoulement dans le sens (+) dans VK2. (%), méme conditions, dans SHREK et
dans lazote. (m), méme écoulement, dans I’hélium liquide. Les pointillés horizontaux sont des
guides permettant d’apprécier Ualignement des valeurs de K. Le tireté noir représente la
condition K, oc Re™!.
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Nous voyons donc que le passage de 1’état fluide normal vers ’état superfluide ne semble
pas affecter le taux de dissipation observé des Re > 10%. Il semblerait donc que pour un tel
écoulement dont le forcage est R, symétrique, le mécanisme microscopique de dissipation ne
joue aucun role.

7.3.5 Cycles effectués a 0 # 0

7.3.5.1 Aspect qualitatif du cycle a trés haut nombre de Reynolds

L’écoulement classique de I'expérience de von Karmén a des asymétries différentes de § = 0
a montré qu'un écoulement a € non nul dans le référentiel du laboratoire était équivalent un
écoulement effectué en régime symétrique dans un référentiel tournant, lié au cylindre, de
vecteur rotation 2 = ffe,. Plus précisément, cette relation est vraie pour des petites valeurs
du nombre d’Ekman [5], lorsque les effets de couches limites visqueuses sont faibles par rapport
aux termes liés a la force de Coriolis (cela est donc vrai partout sauf a proximité immédiate
des parois) :
Ek

_ fa”R ;<107 (7.17)

Les écoulements superfluides, bien que possédant un nombre d’Ekman tres faible, ne peuvent
pas posséder de champ de vitesse en rotation solide a cause de la nature quantique de 1’écou-
lement (voir la section 7.1.3). Par conséquent, il est difficile a priori de connaitre 1’écoulement
qui sera produit dans SHREK lorsque le  imposé est différent de 0. Nous avons mesuré une
fois de plus les valeurs de K, qui caractérisent de maniére quantitative les exces de dissipation
liés a la turbulence, et ce pour diverses valeurs de . La figure 7.8 nous renseigne a ce sujet :
malgré des mesures un peu bruitées, nous voyons que les couples adimensionnés K, issus de
Iexpérience VK2 dans I’eau, ceux de SHREK dans 'azote, dans I’hélium liquide et dans 1’hé-
lium superfluide sont tout & fait comparables. Par conséquent, soit les quelques 15% restants
de fluide normal aux plus basses températures concentrent toute la dissipation, « noyant »
la dissipation du superfluide, soit le superfluide dissipe (par un processus quelconque) une
quantité d’énergie comparable a celle du fluide normal avec lequel il est en équilibre a T' < T.
Ce résultat est confirmé par I’étude de la figure 7.9, qui montre une différence de couple AK),
compatible avec les mesures effectuées en eau.

Nous pouvons directement calculer la puissance normalisée dissipée dans ’expérience Py orm
en utilisant les mesures de K, :

2m f1Ch 27 foCy
Pnorm = 1
RS T pRE(2r f) (7.18)
=(14+0)Kp1 +(1—-0)K,2 (7.19)
=2YK, - 0AK, (7.20)

Cette mesure de la puissance dissipée est alors comparée a la donnée de la puissance de
froid réellement retirée par le groupe de froid et décrite précédemment. Nous pouvons voir
sur la figure 7.10 que les deux séries de données semblent montrer une méme tendance a la
croissance de la dissipation lorsque |f| augmente, quoique leurs valeurs semblent légerement
différentes (une différence de I'ordre de 33% étant observée). La dissipation fournie par les K,
de SHREK semble par ailleurs sensiblement supérieure a celle de VK2, visible sur la méme
figure. Cette différence s’explique en partie par les frottements mécaniques liés aux arbres,
renvois d’angles et aux autres éléments mécaniques présents dans la cuve interne contenant le
superfluide. A ces points viennent s’ajouter bon nombre de points aberrants de ’estimation de
la puissance de froid réellement retirée, notamment pour 8 = 0 : dans un tel cas, la dissipation
des expériences effectuées a différentes vitesses va posséder deux contributions, I'une liée aux
frottements mécaniques (qui varie, nous le supposons, comme f) et I'autre liée & 1’écoulement



7.3. Analyse des couples et de la dissipation 177

0.2 ]
° *
O L i L L i L
-1 -0.5 2 0.5 1 -0.5 g 0.5 1

FIGURE 7.8 — Couples adimensionnés K, corrigés par les valeurs de K, en 0 = 0 afin d’étre
symétriques § — —0. Ces couples symétrisés sont exprimés en fonction de 6 pour différents
fluides. A gauche, données superposées incluant des expériences dans l’azote ((¢), couple du
bas, et (%), couple du haut) et dans Uhélium liquide ( (V), couple du bas, et (A) couple du
haut). A droite, expériences dans Uhélium superfluide ( (»), couple du bas et (@) celui du
haut). Les couples adimensionnées des expériences dans l’eau sont superposés a chacun des
graphes (tiretés pour le couple du bas et traits pleins pour le couple du haut).
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FIGURE 7.9 — Différence des couples normalisés AK, de SHREK, décalés pour centrer les
courbes par rapport & 8 = 0 (méme procédé que pour la figure 7.8). (%), expérience dans
lazote, (o) expérience dans Uhélium liquide, et (»), hélium superfluide. Le tireté bleuw marine
correspond au AK), calibré obtenu par VK2 dans leau.

(qui varie comme f3), qui n’ont donc pas le méme poids lorsque f change (les expériences a
0 = 0 ayant été effectuées pour diverses valeurs de f). Le calcul de cette puissance est en outre
particulierement sensible & certains parametres de calibration qui ont visiblement provoqué
des erreurs, certaines expériences atteignant une dissipation normalisée de 50 (soit 5000 W
consommés dans 'expérience a f = 0.66 Hz).

7.3.5.2 Evolution des caractéristiques du cycle avec Re

Le cycle d’hystérésis semble donc avoir une forme tres semblable a celle du cycle dans ’eau
a haut nombre de Reynolds. Cette observation semble cohérente avec le fait que la forme du
cycle ne semblait pas beaucoup évoluer pour les nombres de Reynolds élevés dans ’expérience
en eau. Pour caractériser plus précisément les éventuelles différences d’ouverture de cycle a
tres haut nombre de Reynolds, nous allons examiner la différence de AK), ¢ entre les branches
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FIGURE 7.10 — Puissance dissipée normalisée Ppory dans l’écoulement superfluide. (#) est la
donnée de 2X. K, — AK,, identifié & Pyorm par la relation 7.20 et (o) représente la puissance
de froid réellement retirée afin de maintenir la température du superfluide constante, qui est
une approximation (et une borne supérieure) de la dissipation totale au sein de l’écoulement.
A titre de comparaison, le tireté correspond a la donnée de 2X K, — AK), dans l’expérience de
Saclay effectuée dans l’eau.

bifurquées a 0 = 0, qui est la hauteur du cycle d’hystérésis, ainsi que la taille des branches
anti-naturelles Af,., qui est la largeur dudit cycle.

L’influence du nombre de Reynolds sur la hauteur AK, o du cycle d’hystérésis a § = 0
n’est pas évidente. En premier lieu, la figure 7.11 (en haut) montre bien une hauteur de cycle
cohérente entre les mesures effectuées dans SHREK et dans celles de I'expérience de Saclay.
Sur le graphique, les valeurs de AK, o a proximité des seuils d’apparition et ’abscisse de
celui-ci dépendent fortement de la convention que nous avons prise (de prolonger ou non en
6 = 0 les branches qui s’étendent & § = 1 et # = —1) pour calculer AK,, o au chapitre 5. Dans
tous les cas, nous pouvons constater que la hausse du AK), est trés importante pres du seuil,
a la limite de la discontinuité. Pour le cas ot nous avons prolongé les branches en 6§ = 0, une
loi d’échelle semble d’ailleurs se dégager pres du seuil Reg ~ 2900 :

1/3

1 1
, (7.21)

InRe In Reg

AKpo = Ay

avec une constante Ag égale a 0.72. Cet ajustement est montré a titre indicatif sur la figure 7.11,
en tireté. La valeur de AK), o semble ensuite passer par un maximum aux alentours de Re ~
2. 10* avant de diminuer pour les Re plus élevés. La hauteur du cycle d’hystérésis semble
ensuite remonter & la transition vers le superfluide.

Il semble plus avantageux de tracer I’évolution de A+, qui est la hauteur du cycle d’hys-
térésis cette fois-ci dans 'espace (y, ). Dans un tel cas, les deux séries de points peuvent
s’ajuster selon une méme loi de puissance (& une constante additive et multiplicative pres),
visible au centre de la figure 7.11 :

1 1 1/6

Ay=A; — Ay |—— — ———
i ! ?InRe In Reg

(7.22)

Cet ajustement s’effectue avec des constantes A1 = 0.76 et Ay = 1, toujours pour Reg = 2900.
Contrairement a AK), g, Ay effectue un saut assez net avant de décroitre de maniere monotone
avec Re. Ce comportement plus cohérent suggere que ~ est un meilleur indicateur de ’évolution
du cycle en fonction du nombre de Reynolds.
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L’évolution de la largeur du cycle Af,, enfin, semble assez claire : les valeurs de A6, obte-
nues pour SHREK et von Karméan 2 sont en effet toujours compatibles, notamment dans les
expériences effectuées dans ’azote. Les mesures dans ’hélium liquide, malgré leur assez grande
imprécision (de 'ordre de 66 = 0.05, la différence minimale entre les valeurs de 6 dans le cycle
AKp(0)) confirment une tendance a 'augmentation de A#, lorsque le nombre de Reynolds
augmente. Il est possible de grossierement modéliser une telle croissance comme une loi de
puissance par rapport au seuil, toujours en suivant I’hypotheése émise par B. Castaing [111]
concernant ’analogie entre température et nombre de Reynolds :

1 1 2/3

Al = A -
Or 3lnRe In Re;

(7.23)

Cet ajustement, pour Re; = 8.9-10% et A3 = 3.5, est montré a titre indicatif sur la figure 7.11.
L’hystérésis apparait bien pour les hauts nombres de Reynolds, soit, pour les faibles tempé-
ratures de notre analogie.

Si nous tentons de poursuivre ’analogie entre I'expérience de von Kérman et les systemes
magnétiques, nous constatons que les grandeurs A, et AK,o se comportent de maniere
surprenante. Le modele d’Ising en champ moyen (que nous avons décrit dans le chapitre 3)
permet, en effet, de déterminer le comportement de ’aimantation spontanée m (I’équivalent
de notre AKj ) a proximité de la température critique :

my (T <T,) o |T —T.|"/? (7.24)

Les calculs en théorie de Landau, ainsi que des considérations effectuées a partir du modele
d’Ising en champ moyen (voir annexe C) nous fournissent une dépendance du champ coercitif
en fonction de la température :

he o |T — T,/ (7.25)

Cette exposant 3/2, bien que calculé en champ moyen, traduit une accélération de ’augmenta-
tion du champ ceercitif lorsque la température diminue, et trouve une certaine validation dans
des résultats expérimentaux récents [139, 110], qui montrent des dépendances en 1—(T/T,)'/?
et 1 — (T/T.)** ol la méme accélération de I'augmentation du champ coercitif est observée
pour les faibles températures. Toutefois, pour ces modeles, ce champ tend vers zéro a proximité
du seuil Ty avec une pente finie. Notre champ coercitif Af semble montrer une relativement
bonne tendance en loi de puissance 1/2, et présente donc une pente infinie aux alentours du
seuil en nombre de Reynolds de 'apparition du champ coercitif, qui n’est pas vraiment com-
patible avec les données expérimentales obtenues sur les matériaux magnétiques [139] ni avec
les calculs que nous avons menés dans le cadre du champ moyen (ou de la théorie de Landau).

La théorie du champ moyen indique qu’il existe un facteur 3 entre ’exposant de la magné-
tisation spontanée et celui du champ coercitif. Il est possible, une fois de plus, de tester cette
propriété sur notre courbe de AK,(, en essayant de 'ajuster avec une loi en puissance 2/9 :

1 1 2/9

AK,p=A -
p0 1 InRe InRey

(7.26)

Un tel ajustement n’est pas vraiment compatible avec nos données si nous ne prolongeons
pas les branches « extérieures » du cycle d’hystérésis en 6 = 0. L’ajustement dans un tel cas
s’effectue plutdt avec un exposant 1/6 (visible sur la figure 7.11), légérement inférieur a 2/9, et
pour lequel le nombre de Reynolds seuil vaut Res = 5000. Cette propriété du modele d’Ising
en champ moyen n’est donc pas respectée par notre écoulement. Il est d’ailleurs possible de
douter du bien-fondé de ce résultat : nous disposons de peu de mesures, et les nombres de
Reynolds correspondant aux seuils en Af et en AK,, o sont distincts, mais il faut rappeler
une fois de plus que ces résultats sont préliminaires et contiennent malgré tout une quantité
d’informations significative.
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FIGURE 7.11 — En haut : mesure de la différence normalisée de couple AKpo a 0 = 0 dans
le cycle d’hystérésis, aussi appelée hauteur du cycle, en fonction du nombre de Reynolds.
Au centre : différence de couple réduite Ay, une autre définition de la hauteur du cycle. En
bas : mesure de l’extension A6, des branches antinaturelles du cycle d’hystérésis, également
appelée largeur du cycle d’hystérésis. (%), (e), et (») représentent comme pour la figure ci-
dessus les grandeurs obtenues dans SHREK respectivement dans l’azote, dans Uhélium liquide
et dans Uhélium superfluide. Les losanges (¢) et (#) viennent rappeler les résultats obtenus (en
prolongeant ou non les branches du cycle d’hystérésis) par Florent Ravelet avec des TM60, et
les carrés (m) montrent les résultats obtenus dans l’eau avec des T P87 (tous deuz déja présents
sur la figure 5.22). Les tiretés soulignent une tendance de la courbe a proximité des seuils,
suivant Uhypothése émise par B. Castaing [1/1]. En haut, ajustement en loi de puissance 1/6
(trait mizte) et en loi de puissance 1/3 (tireté). Au centre, ajustement en loi de puissance 1/6
avec une constante additive. En bas, ajustement en loi de puissance 2/3.
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L’évolution de la largeur de notre cycle d’hystérésis Af nous fournit dernierement une
information intéressante : en effet, si la relation empirique formulée par ’équation 7.23 est
fondée, il est alors possible d’établir une bijection entre la largeur du cycle d’hystérésis et le
nombre de Reynolds au dela du seuil. Cette bijection permettrait de fournir une valeur du
nombre de Reynolds unifiée, a la fois pour les fluides visqueux et les superfluides. Une telle
définition nous permettrait de fournir un nombre de Reynolds pour un écoulement de von
Karman dont les détails nous seraient inconnus : en particulier, il serait possible d’estimer le
nombre de Reynolds d’un écoulement de von Karméan superfluide, quel qu’il soit.

7.4 Conclusion

L’écoulement de von Karméan dans une configuration superfluide a permis de mettre a
jour un certain nombre de similitudes entre le comportement d’un superfluide et d’un fluide
normal, notamment au niveau de I'influence de ce dernier sur la force de trainée exercée sur
les turbines en rotation dans une configuration ou le fluide est confiné. Ces résultats semblent
présager que cette trainée, qui est liée a la quantité d’énergie dissipée globalement dans 1’écou-
lement, est similaire dans la turbulence fluide et la turbulence superfluide. Ces résultats restent
d’ailleurs valides lorsque le superfluide est mis en rotation globale, mimée par I'introduction
de déséquilibres entre les vitesses des deux turbines, & 8 # 0. Nous suggérons donc que le taux
de dissipation volumique e, lié a la puissance globale, ne change pas fondamentalement & la
transition superfluide. Ces résultats sont en bon accord avec la rare littérature connue a ce
sujet, qui se concentrait principalement sur des mesures a asymétrie nulle [10].

L’examen plus minutieux des expériences révele une augmentation significative de la
longueur des branches bifurquées antinaturelles pour les nombres de Reynolds atteints par
SHREK, que ce soit pour une configuration superfluide ou de fluide normal. Les résultats
obtenus suggerent en outre une légere augmentation de cette longueur entre les expériences
dans I’hélium liquide et dans ’hélium superfluide malgré le manque de précision sur 6, lié au
petit nombre d’expériences effectuées dans le second cas. Ces nouvelles valeurs de la largeur
et la hauteur du cycle permettent de dégager des comportements en loi de puissance proche
des seuils d’apparition de ces grandeurs. Les exposants de ces lois sont tres différents de ceux
obtenus par des simples considérations liées au modele d’Ising en champ moyen (décrites dans
le chapitre 3) et également des résultats obtenus pour des matériaux ferromagnétiques, et
sont tres probablement liés a la complexité de la forme du cycle AK,(#) pour les nombres de
Reynolds proches du seuil d’apparition de AK), o et Af — seuils qui sont d’ailleurs distincts
I'un de 'autre—.

L’étude de la largeur du cycle d’hystérésis, Af, pourrait permettre une éventuelle bijection
entre celle-ci et le nombre de Reynolds, qui autoriserait une estimation unifiée des nombres
de Reynolds pour les écoulements normaux et les écoulements superfluides, et donnerait une
définition semi-empirique du nombre de Reynolds effectif des écoulements de von Kérméan
superfluides.
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Conclusion

Nous avons décrit, tout au long de ce manuscrit de these, les divers ponts que nous pouvons
construire afin de concilier I’approche mécanique et 'approche statistique de la turbulence. A
cette fin, nous avons, en premier lieu, porté notre attention sur la qualité des mesures phy-
siques effectuées dans la cuve de 1’écoulement de von Karmaén : I'installation des couplemetres
a en effet permis de confirmer la bonne qualité des mesures fournies par les variateurs, pré-
cédemment décrites comme « peu fiables », tout en apportant un gain appréciable en termes
de bruit de mesure, notamment sur la fréquence de rotation des turbines, et I'utilisation du
systeme de mesure de vitesse du fluide par imagerie de particules dans les expériences de
commande en couple a permis de caractériser les écoulements associés a des états presque
stationnaires des mesures mécaniques.

L’expérience de von Kéarman, dans ses « bons jours », révele une dynamique extrémement
riche et variée. Les expériences effectuées en commandant la vitesse des turbines soulignent
I'importance cruciale d’une caractéristique du forcage des turbines : la courbure des pales
joue un role critique sur 'aspect et le comportement de I’écoulement en régime de turbulence
pleinement développée. Le sens (—) des turbines voit ainsi se construire progressivement un
cycle d’hystérésis pour une gamme de nombre de Reynolds au voisinage de la transition a la
turbulence. Un tel résultat vient remettre en question ’acception générale en turbulence de
restauration au sens statistique des symétries du forcage expérimental, qui est ici dépendante
de I'histoire de I’écoulement [171]. De plus, ce cycle est caractérisé par deux parametres, que
nous pouvons identifier & une atmantation spontanée et a un champ coercitif. Ces grandeurs
montrent une dépendance en loi de puissance en fonction du parametre de controle log Re —
log Re¢, qui joue donc le role de température de notre écoulement, selon les conventions que
nous avons prises dans ce manuscrit [111]. Cette « ferroturbulence » est caractérisée par des
singulieres lois de puissance de nos analogues de I’aimantation spontanée et du champ coercitif,
qui ne sont ni retrouvées dans le modele d’Ising en champ moyen, ni dans les matériaux
ferromagnétiques réels.

Les expériences du sens (+) montrent, pour leur part, une relative indépendance des pro-
priétés statistiques de ’écoulement par rapport a son histoire. La restauration statistique des
symétries serait elle-méme dépendante des caractéristiques du forcage de notre écoulement.
Ces écoulements font de plus 'objet d’une transition supercritique, et présentent une diver-
gence de susceptibilité associée a une multi-stabilité de la couche de cisaillement qui peut étre
interprétée comme une apparition de modes de Goldstone permettant un « libre » déplace-
ment vertical de cette derniére dans la cuve. Les exposants critiques associés a la divergence
observée de la susceptibilité de 1’écoulement pointent vers une transition de la classe d’uni-
versalité Ising champ-moyen, qui n’est toutefois pas confirmée par les mesures de longueur de
corrélation des fluctuations au sein de I’écoulement. Cette transition viole de plus les relations
de fluctuation-dissipation que nous pouvons tenter de construire a partir du moment cinétique
I de ’écoulement. Un tel écoulement peut donc bien étre décrit en termes de transitions de
phase, mais dont les comportements physiques dépassent le cadre de la « simple » physique



184 CONCLUSION, PERSPECTIVES

statistique a I’équilibre thermodynamique.

Le changement de la nature du forcage a quant a lui permis de mettre & jour des com-
portements nouveaux. Le type de commande des moteurs (en couple, ou en vitesse) permet
d’accéder a des ensembles distincts d’états statistiques de notre systeme, qui perd sa sta-
tionnarité lorsque nous imposons des couples correspondant a I'intérieur du cycle d’hystérésis
présent en commande en vitesse. Cette disparition se fait au profit d’états presque station-
naires, qui, d’'une maniere tres surprenante, sont plus nombreux qu’en commande en vitesse :
un nouvel état quasi-stationnaire, (;), a été mis en évidence. De plus, ces comportements
instationnaires présentent en moyenne une sensibilité négative, qui rappelle des résultats ob-
tenus & la fois en physique du solide [160), |, sous la forme de résistances différentielles
négatives, et dans les fluides complexes [155] lorsque ces derniers effectuent des transitions
en bandes ce cisaillement. Ces trois phénomenes possedent beaucoup de points communs qui
rappellent les résultats théoriques concernant 1’inéquivalence d’ensemble : les systéemes présen-
tant des interactions a longue portée présentent en effet des ensembles de solutions différents
lorsque nous nous placons dans ’ensemble canonique ou dans I’ensemble micro-canonique.
Nous pouvons voir notre changement de commande comme un changement d’ensemble sta-
tistique : les sensibilités négatives moyennes sont alors vues comme des chaleurs spécifiques
négatives, uniquement observées dans I’ensemble micro-canonique. La non-stationnarité que
nous observons est néanmoins « propre » a 1’écoulement turbulent de von Karman : les ré-
sistances négatives et les fluides complexes produisent des hétérogénéités spatiales plutét que
temporelles a l'intérieur du cycle d’hystérésis. Dans de telles conditions, notre écoulement
« saute » entre trois états quasi-stationnaires, deux d’entre eux étant définis comme des pro-
longements des états stationnaires observés en commande en vitesse. La physique statistique
hors de I’équilibre nous permet en outre de voir certains aspects de cette dynamique comme
des processus stochastiques : le temps de sortie de certains états quasi-stationnaires est distri-
bué de maniere exponentielle, a I'identique de particules browniennes confinées dans des puits
de potentiel [138].

D’autres modifications par rapport a la configuration « classique » de von Karman ont
été testées afin d’étudier l'effet d’un forcage non plus exclusivement a grande échelle, mais
a plusieurs échelles, sur I’écoulement turbulent de von Karman. L’introduction d’un forcage
fractal n’a, outre les légers changements au niveau des grandeurs globales, pas d’impact signi-
ficatif sur les champs de vitesses moyennes et sur les spectres de leurs fluctuations. Nous avons
également tenté de modifier les processus de dissipation s’opérant aux plus petites échelles de
I’écoulement en construisant une expérience superfluide, SHREK. Les résultats préliminaires
de cette expérience montrent des valeurs de couple normalisés K, tres similaires a ceux obtenus
dans ’eau dans 1’écoulement turbulent « classique ». Les processus dissipatifs présents aux
petites échelles n’ont donc pas d’impact significatif sur la quantité d’énergie dissipée a grande
échelle dans cette gamme de températures, comme cela a déja été suggéré précédemment [10].
Les propriétés des cycles d’hystérésis obtenus, pour des nombres de Reynolds extrémement
élevés, viennent en tout cas étendre les résultats obtenus en commande en vitesse et précisent
I'image « ferroturbulente » du cycle d’hystérésis des expériences de commande en vitesse, per-
mettant de décrire par les mémes grandeurs les écoulements fluides et superfluides (ot nous
pouvons poser la question de la définition du nombre de Reynolds). Il ne faut pas considérer
ces absences d’effet comme des « échecs », mais comme des informations en soi, qui précisent
la nature de I’écoulement de von Karmén. Ces résultats doivent par ailleurs étre confirmés
par des mesures locales, plus précises de la turbulence : dans le cas des turbines fractales, il
est possible que les distributions des incréments de vitesse, ainsi que les fonctions de structure
d’ordre > 2, renferment des différences fondamentales entre forcage normal et forcage frac-
tal. Dans I'expérience SHREK, il n’est pas possible d’exclure la possibilité de singularités du
champ de vitesses qui nous sont pour le moment inaccessibles.

L’utilisation des outils de la physique statistique appliquée a la turbulence donne donc
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lieu & de nombreuses similitudes avec des phénomenes physiques bien connus. L’application
de tels outils permet de comprendre notre écoulement en termes de transitions de phase, de
processus stochastiques et parfois en termes de systémes dynamiques : nous pouvons aisément
interpréter nos résultats a la lumiere de ces différentes théories, ce qui nous a notamment
permis d’effectuer les liens avec le ferromagnétisme (pour les expériences de commande en
vitesse dans les deux sens) et l'inéquivalence d’ensemble (pour les expériences de commande
en couple). Néanmoins, les caracteéres fortement hors-équilibre et essentiellement dissipatif de
la turbulence produisent quelques comportements qui échappent au cadre de compréhension
offert par ces théories. Dans ces cas, il est difficile de savoir si les théories actuelles sont
incompletes, ou tout simplement mal adaptées a I’étude de notre écoulement. Enfin, nous
ne pouvons pas oublier que bien d’autres écoulements peuvent étre également sensibles a
certaines caractéristiques du forcage : nous devons par exemple nous poser la question de
I'influence du mode de forgage sur les écoulements turbulents naturels, notamment la circula-
tion nord-atmosphérique [172] et le Kuroshio [173], ot des forces motrices en volume viennent
s’« opposer » a des conditions aux limites déterminées respectivement par la topographie de
I’hémisphere nord et la géographie des zones cotieres japonaises.

Perspectives

Plusieurs pistes sont envisageables pour la suite de cette these : la premiere d’entre elles
consisterait a s’affranchir des multiples ennuis mécaniques que nous avons subis durant ces
années de these : il serait envisageable d’installer des paliers magnétiques pour transmettre le
couple aux turbines sans frottements, tout en conservant 1’étanchéité de I’écoulement. Cette
configuration éviterait probablement les diverses dérives de couple (notamment lorsque la
température n’était pas bien régulée) que nous avons pu observer avec les garnitures méca-
niques. Il serait également possible de déplacer la mesure des couples directement au niveau
des turbines, en utilisant par exemple des jauges de déformation collées (ou installées) sur la
partie des arbres mécaniques plongée dans le fluide.

Il serait également intéressant de préciser la nature de la ferroturbulence observée dans
les expériences en commande en vitesse dans le sens (—). En effet, nous disposons de peu
de mesures de AK,, o et Af, aux nombres de Reynolds proches de leurs seuils respectifs de
transition : il serait également intéressant d’examiner la morphologie des écoulements des
branches intermédiaires des cycles d’hystérésis, présentes par exemple pour Re = 16 000. Ces
branches intermédiaires pourraient éventuellement étre a l'origine des états intermédiaires
quasi-staionnaires observés en commande en couple. Une autre idée de prolongation d’expé-
riences déja existantes consisterait a étudier I'inéquivalence d’ensemble pour des nouveaux
jeux de turbines, ou, pour les T'P87 en présence d’'un anneau : dans un tel cas, il est peut-
étre possible de faire disparaitre ’état intermédiaire, ou de faire apparaitre de nouveaux états
quasi-stationnaires de 1’écoulement.

Nous pouvons également tenter d’effectuer des expériences en commandant directement
la puissance injectée aux moteurs. En mettant a profit nos mesures de couples en commande
en vitesse, il est en effet possible d’estimer la différence entre une puissance consigne P. et la
puissance réellement injectée dans expérience, P(t) = C(t) f(t). Cette différence de puissance
peut étre retranscrite en termes de différence de vitesse consigne, (t) = (P(t) — P.)/C(t) qui
peut servir comme base au correcteur (constitué d’une régulation PID et d’un intégrateur)
pour calculer une consigne de vitesse. Afin d’obtenir une meilleure précision sur les valeurs de
la régulation, nous pouvons utiliser les mesures de vitesses et de couples données par les cou-
plemetres, ce qui suppose la présence d’'un compteur d’impulsions pour mesurer les vitesses.
Nous avons donc opté pour un asservissement numérique en temps réel (soit, de maniére par-
faitement déterministe avec un pas de temps précis) sous la forme d’un compactRIO vendu par
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Régulation Moteur

g 1 T /—A_\f(t) P(t)
c@"[ PID ]—) [ »{ K ]—»C(t) >

FIGURE 7.12 — Schéma de principe de la commande en puissance, effectuée a partir d’une
commande en vitesse. Une telle commande suppose au moins un bloc non-linéaire : la réponse
en couple C' a une fréquence de rotation f donnée.

National Instruments. Cette boucle de régulation externe doit nécessairement étre plus rapide
que la régulation (interne) du moteur, sur laquelle nous disposons de peu d’informations. De
telles expériences ont déja été effectuées par Raudl Labbé, qui n’a pas publié de résultats a ce
sujet. Toutefois, il est probable que ce dernier ait utilisé des turbines a pales droites, dont le
cycle en 0 ne présente pas d’hystérésis, donc probablement aucune sensibilité a la nature du
forgage. Il est possible que ce changement de nature dans la commande soit analogue a un
changement de nature de notre — ou de nos — équivalent du thermostat dans I’écoulement.
Les interactions entre thermostats connectés a un systéeme hors de 1’équilibre thermodyna-
mique commencent a étre étudiés et posent également des problemes d’équivalence entre
ensembles [171]. Nous pourrions enfin tenter d’utiliser les principes de maximisation d’entro-
pie de mélange afin de construire des principes variationnels, s’ils existent, de 'inéquivalence
d’ensemble observée dans notre écoulement turbulent. Le passage d’une description microsco-
pique a une description « intégrale » devra nécessairement s’effectuer en prenant en compte
le détail des conditions aux limites liées au forgage dans 1’écoulement (qui aura le choix entre
imposer une vitesse, un couple ou une puissance au champ de vitesses du fluide) qui posera
sans doute des difficultés, en particulier pour les états instationnaires.

Nous pouvons enfin nous intéresser aux propriétés locales de I’écoulement : en utilisant des
systemes de PIV a plusieurs échelles couplés a des lasers continus, nous pourrions résoudre
I’écoulement a plusieurs échelles jusqu’a la longueur de Kolmogorov. Celles-ci poseraient, bien
entendu, des défis expérimentaux, notamment au niveau des particules utilisées, et de la
puissance du laser, mais permettraient de voir les structures spatiales a différents niveaux de
granularité. Les structures concentrant la dissipation lorsque la granularité diminue (c’est a
dire en augmentant la résolution), pourraient alors étre observées. Ces éventuelles singularités
pourraient également étre vues dans 'expérience SHREK en hélium superfluide grace aux
micro-poutrelles dont l'installation est prévue prochainement [169]. Il est également possible
d’effectuer des mesures de PIV dans 'expérience SHREK, qui possede une fenétre ouvrant vers
Iextérieur. L’ensemencement des superfluides est une chose délicate : il nécessite de produire
des petits cristaux d’hydrogene dans 1’écoulement, plus légers que le fluide environnant, et
qui vont donc venir se piéger dans les lignes de vorticité quantifiées du superfluide (voir par
exemple [175] pour plus de détails).
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ANNEXE A

ELEMENTS DE PROBABILITE

A.1 Mesure de probabilité

A.1.1 Introduction aux probabilités

Prenons un ensemble §2, qu’on appelle I'univers, qui va regrouper 1’ensemble des résultats
A que peut produire une expérience aléatoire. Par exemple, si nous lancons un dé & six faces,
I'univers £ se réduit a

0= {00,606 06) (A1)

qui représente le résultat de notre lancer de dés. Pour chacun de ces événements, il est pos-
sible de définir une probabilité P! que cet événement se produise. Pour un dé non pipé, la
probabilité est uniformément distribuée : P(LJ) = P(LJ) = ... = 1/6. Il est également possible
de mesurer la probabilité d’événements plus complexes, comme par exemple I’événement « le
lancer donne une valeur de dé paire », ce qui revient a regarder P((JUEIUE)). On notera bien
évidemment que P(Q2) = 1.

A.1.2 Indépendance

Considérons le tirage successif (non biaisé) de deux boules dans une urne contenant deux
boules blanches et une boule noire : I'univers des événements possibles est

Q= {(.a O)v (O’ .)’ (Ov o)} (AZ)

Notons A I’événement « la premiere boule tirée est noire », et B « la deuxiéme boule tirée
est blanche ». Si le tirage est fait correctement, nous avons donc :

(A.3)

Nous pourrions alors nous dire que la probabilité de ’événement A N B, qui représente « la
premiere boule tirée est noire, et la seconde blanche » vaut :
1 2 2
P(ANB)=PA)PB)==- === (A.4)
3 3 9
Sauf qu’en examinant €2, on remarque qu’il n’existe que trois configurations équiprobables
possibles, dont fait partie AN B = (e,0). Par conséquent, P(e,0) = 1/3. L’équation A.4 est
fausse. On dit alors que les événements A et B ne sont pas indépendants. Cela se remarque assez

1. En toute rigueur, il faut quelques conditions en plus pour que €2 soit dit mesurable, ce qui est toujours le
cas dans cette these.
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facilement, car une fois la boule noire tirée en premier, il ne reste plus que des boules blanches !
Les variables indépendantes se définissent justement par la relation de I’équation A .4 :

(A, B) indépendantes < P(AN B) = P(A)P(B) (A.5)

Cela implique que I’événement B ne dépend pas de la réalisation (ou non) de I’événement A
(et inversement).

A.2 Variables aléatoires

A.2.1 Généralités

Les variables aléatoires X vont venir faire le lien entre notre univers () et un ensemble
d’arrivée, souvent R, en regardant une « observable » liée aux parties de 2. Si nous tirons lors
d’un sondage un individu A au hasard sur un univers  (ici, une population), une variable
aléatoire X peut renvoyer la masse, le nombre de voitures ou la taille (arrondie au cm pres)
de l'individu A. Nous pouvons alors nous poser les questions suivantes :

— Quelle est la répartition de la taille de nos individus interrogés ?

— Combien de voitures possedent en moyenne nos individus 7

— Combien de personnes sont-elles en sur-poids ?

Ces trois questions posent en fait des questions inverses : nous allons devoir, dans le premier
exemple, compter toutes les personnes qui mesurent chaque taille x que peut renvoyer X
quand nous interrogeons nos sondés 2. Nous pouvons par exemple nous demander quelle est
la probabilité de mesurer 172cm (arrondi & lem) : cela revient a chercher {A/X (A) = 172}.

A.2.2 Variables aléatoires continues

Nous avons pour l'instant considéré uniquement des variables aléatoires discretes : la taille
d’un individu est généralement mesurée par un nombre entier de centimeétres, son poids en un
nombre entier de kilogrammes et son nombre de voitures par un dernier nombre entier. Il est
possible de dénombrer I’ensemble N. Rien ne nous empéche cependant de définir une loi X qui
va nous renvoyer une valeur dans R tout entier ! Nous pouvons par exemple regarder la durée
de vie X € Rt d’une ampoule électrique a filament (qui peut étre effectivement vue comme
une variable aléatoire).  ici est plus difficile & appréhender : c’est en effet un ensemble infini
d’ampoules ! Cela ne nous empéche cependant pas de regarder en théorie toutes les ampoules
A telles que X (A) > z, soit toutes les ampoules qui ont survécu plus longtemps que x.

Considérons plus généralement une variable aléatoire réelle X définie sur un univers €.
Nous cherchons a déterminer la probabilité P que X > x.

R — [0;1]
F (A.6)
z = Flz)=P{A/X(A) €] - o0, 2]}

Cette fonction F, croissante, est appelée fonction de répartition. Elle n’est pas nécessaire-
ment continue ou méme dérivable. Il est toutefois possible de définir une deuxiéme fonction 2
f, appelée densité de probabilité, qui est la dérivée de F. f(z) représente donc la probabilité
que la variable aléatoire X fournisse un résultat compris entre x et x + dx. Cette fonction,
toujours positive, est généralement la fonction que nous cherchons a reconstruire lorsque nous
effectuons une estimation d’une loi de probabilité.

2. f est en toute rigueur une distribution, ce qui n’est pas la méme chose qu’une fonction, hormis pour les
physiciens !
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A.2.3 Corrélation de variables aléatoires

A.2.3.1 Espérance, variance

Revenons a notre lancer de dé a six faces. Posons X une variable aléatoire qui va nous
renvoyer 3 si le score est supérieur ou égal a &, 0 si le score est compris entre (J et £J et —8 si
le score est de (). Nous pouvons nous demander par exemple, si dans le cas o X représente
nos gains au jeu, s’il est « rentable » de jouer. Il faut pour cela multiplier la probabilité
d’obtenir X = x par le gain x pour tous les & que peut nous renvoyer X. Nous définissons
donc I'espérance mathématique E(X) (aussi notée (X)) :

Z +P{A/X (A Z P w _ fé (A7)

Cela revient a dire qu’en « moyenne », nous perdons —1/3 en jouant. C’est cette méme défi-
nition qui permet de calculer le nombre de voitures que possédait notre population interrogée
Q lors de notre sondage plus haut. Nous pouvons aussi nous intéresser a la dispersion de notre
variable aléatoire X, autour de I'espérance E(X). Nous pouvons pour cela calculer la variance
de X, notée Var(X) :

Var(X) = E(X - E(X))? = % [(?)2 +3 (;)2 +2 (130>2] = % ~ 13,5 (A.8)

L’écart-type ox = /Var(X) = 3.6 nous indique alors que nos gains seront généralement
compris entre —1/3—ox = —4 et —1/34+0x = 3.3. Il est étonnant que cette limite supérieure
dépasse la valeur maximale de x : la valeur élevée de ox provient en effet essentiellement de
la possibilité d’obtenir un résultat négatif, —8, trés différent de la moyenne.

A.2.3.2 Corrélations

Nous avons déja expliqué ce qu’était I'indépendance de variables aléatoires. Il est aussi
possible de définir la corrélation entre deux variables aléatoires X et Y : elle va définir la
maniere dont l'espérance du produit XY, (XY), s’écarte du produit (X )(Y) :

vy = (XY) — (X)(Y) (A9)
oxX0y

Le dénominateur de rxy sert ici a contraindre les valeurs de rxy dans [—1;1]. La notion
de corrélation n’est pas équivalente a celle d’indépendance. Nous avons toutefois, pour deux
variables indépendantes :

= ayP{ANB/X(A) =z,Y(B) =y}) (A.10)
& (XY) =) 2P({A/X(A) ZyP ({B/Y(B) =y} (A.11)
& (XY) = (X)Y) (A.12)

Cela implique que rxy = 0. Deux variables indépendantes sont donc non corrélées, mais le
contraire n’est pas vrai : deux variables dépendantes peuvent parfois posséder un score de
corrélation nul.
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A.3 Les histogrammes

A.3.1 Les échantillons

Bien souvent, dans des situations de physique, nous ne connaissons pas 'univers 2, et nous
ne connaissons pas P non plus. Nous ne connaissons qu’un certain nombre p de réalisations de
la variable X, {x;}, que nous supposerons continue. Ne connaissant pas P, nous allons nous
attacher a reconstituer la distribution de X, en calculant F ou f.

A.3.2 Définition des histogrammes

Pour retrouver la fonction f, la méthode la plus intuitive consiste a découper I’ensemble
des réalisations X (Q2) des événements en N boites et de « compter » le nombre de fois que
les réalisations de X appartiennent a ces boites notées {s}; (cf. fig. A.1 a droite). Nous avons
alors effectué une estimation de notre densité de probabilité f. Bien entendu, il faut un tres
grand nombre d’échantillons x;, et un nombre de boites /N important pour reconstruire de
maniere précise notre densité de probabilité f.

Cette méthode utilisant des boites est la base des histogrammes. Elle est utilisée principa-
lement pour son coté intuitif. En effet, 'estimation de f ne peut étre utilisée sans « lissage »
a partir des échantillons z; : en effet, sans lissage, avec p échantillons, la seule chose que nous
pourrions dire serait « la probabilité que X vaut x; vaut p~! >, ce qui revient & dire que f
est une somme de distributions de Dirac (ce qui est en pratique parfaitement inutilisable).
Avec un histogramme, ce lissage est en fait effectué en utilisant des fonctions indicatrices I;,
avec Ij(x) = 1 & x € [s;]. L’estimation de la densité de probabilité f a partir d’une famille
de réalisations {1, %2, ..., x,} en utilisant les boites {s};, notée f, est donc :

~ 1
fs(@) = o Zfz’(ﬂﬂj) (A.13)
7j=1

avec d la largeur des boites (supposées identiques) et z; € s;. Le principal souci de cette
technique est que tous les x de la boite s; contribuent de maniere identique a cette partie de
I’histogramme, qu’ils soient pres du centre ou du bord de la boite. De plus, ces histogrammes

sont généralement discontinus.

A.3.3 Intérét des noyaux

Nous avons tenté de résoudre notre probleme de « lissage » d’une manieére assez curieuse,
en utilisant des fonctions discontinues ! Il est probable que d’autres fonctions que nos I; soient
plus adaptées pour la reconstruction de notre fonction f, car le découpage {s;} est tout a fait
arbitraire. Nous allons donc définir des fonctions K, (z) appelées noyaux, continues, normées,
et définies par un parametre v € R qui vont remplacer les fonctions I; dans I'estimation de f.
Souvent, les noyaux utilisés sont gaussiens, et dans ce cas, K,(x) est une fonction gaussienne

centrée sur r = u : ( )2
T —u

Il est bien évidemment avantageux d’utiliser des noyaux gaussiens centrés sur nos réalisations,
u = x;. Cela revient a dire, lorsqu’on observe un tirage x; de X, que « la densité de probabilité
[ est concentrée autour de z; mais avec une petite dispersion » (cf. fig A.1 @ g.). Pour un
grand nombre de tirages, I'estimation par noyaux gaussiens devient :

Kqg T) =
auss,u( ) 27“72

-~ N N v )2
fr(x) = ;IZIKJ@:) = aNt/ﬂ Zlexp <—(202J)) (A.15)
Jj= Jj=
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Le parametre o est laissé libre : c’est ce dernier qui va définir la « force » du lissage de la
densité de probabilité. Il faut donc le choisir avec soin pour ne pas perdre d’informations sur
notre fonction f, sans toutefois se retrouver dans la situation avec des pics de Dirac!

10

-3 -2 -1 0 1 2 3
T

FIGURE A.1 - A g., construction d’une estimation d’une densité de probabilité : noyaux gaus-
siens (...) centrés sur cing réalisations (¢) de X , variable aléatoire suivant une loi normale
et estimation de la densité de probabilité définie comme la somme des noyauzr (—). A dr.,
construction d’un histogramme (barres) simple et équivalent en utilisant ksdensity (—), une
estimation par noyau de MATLAB, a partir de 225 tirages de X .
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ANNEXE B

[LA THEORIE ERCODIQUE

Introduction

Cette annexe va essentiellement se concentrer sur les problemes d’ergodicité qui sont un
des fondements de la physique statistique. Les résultats principaux de cette théorie sont au-
jourd’hui largement utilisés afin de confondre certaines définitions distinctes des moyennes
d’observables physiques, notamment en turbulence. Nous allons donc dans cette annexe étu-
dier quelques aspects de cette théorie, et voir pourquoi, ou comment il est possible de les
appliquer a la turbulence.

B.1 L’espace des phases

Nous avons vu dans I’annexe A consacrée aux probabilités la signification de I'espérance
mathématique d’une variable aléatoire X, notée (X). Dans cette section, nous allons prendre
un point de vue plus physique afin d’exprimer la notion d’espace des phases ainsi que de
moyenne d’ensemble d’'un systéme physique. Revenons, par exemple, au probleme des sphéres
dures que nous avons décrit dans le chapitre 3 traitant des ensembles statistiques. Nous rap-
pelons le Hamiltonien A d’un tel probleme :

N 2
Z Pi Z

Si nous disposons de la donnée des N impulsions p; et des N positions r; des particules a un
instant donné, le probleme est parfaitement déterminé. En effet, la mécanique Hamiltonienne
nous permettra alors de calculer la position et I'impulsion de nos particules a tout instant
futur. La donnée de ces 2N vecteurs définit donc sans ambiguité une configuration du pro-
bleme. L’espace des configurations, aussi appelé espace des phases £, possede alors 2dN — 1
dimensions, si les vecteurs p; et r; possedent chacun d composantes : en effet, la mécanique
Hamiltonienne conserve 1'énergie cinétique E., ce qui implique une contrainte sur les {p;}.
Nous pouvons alors regrouper toutes ces coordonnées dans un vecteur de ’espace des phases,
noté W :

\IJ:(p]_,pz,...,pN,I']_,I'z,...,I'N) (B2)

Si nous supposons que nous sommes dans une configuration quelconque W(tg) a U'instant ¢,
il sera alors possible de déterminer les configurations futures W(t), appelée trajectoire du
systeme, uniquement grace a la donnée de ¥(tg) et des équations du mouvement. Cela revient
a dire qu’il est possible de définir une application continue ® & un parametre ¢, qui permet de
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faire évoluer la configuration ¥(tg) vers W(t) :

R x RQNd — RQNd

(B.3)
£, U(t) — U(t+to)

Pour des raisons de notation, nous appellerons cette fonction ®; dans la suite de cette annexe.

B.2 Moyennes et ergodicité

B.2.1 Les moyennes

B.2.1.1 La moyenne temporelle

Une définition physicienne de la moyenne temporelle d'une observable A(r,t), fournie par
exemple par un capteur placé & une position fixe r dans un systéme physique réel, est tout
simplement la donnée de :

_ 1 o0
A(r) = lim — A(r,t) dt (B.4)

T—o0 T t=0
Il est possible de généraliser cette définition intuitive en mettant a profit 'application ® et la
configuration W(0) de notre systéme physique & l'instant initial. Il « suffit » donc de trouver
une bonne application A(r, U(¢)) qui va extraire les informations de W(¢) qui nous intéressent

(ici, la donnée de A(r,t)) :
A(r) = lim — A(r, ®,(0(0))) dt (B.5)

Nous verrons que cette réécriture permet de rapprocher les expressions des trois moyennes
que nous définissons dans cette section.

B.2.1.2 Moyenne spatiale

De la méme maniere, la moyenne spatiale d’une observable A(r,t), peut étre vue comme
la moyenne de la mesure de A & un instant donné sur un grand nombre de capteurs répartis
dans le volume V = R? réel de I'expérience. Cette moyenne, notée A(t), est donc donnée par :

1
At) = / A(r,t) dr (B.6)
Vi
Cette moyenne n’a que peu d’intérét si le systeme n’est pas homogene dans ’espace.

B.2.1.3 Moyenne d’ensemble

La moyenne d’ensemble est une analogue de ’espérance mathématique : la moyenne d’en-
semble de A(r, t) est effectuée cette fois-ci sur ’ensemble des configurations ’espace des phases
£ = R2NVd=1 1] faut pour cela définir une densité de probabilité p que le systeme se trouve aux
alentours d’une configuration ¥ quelconque a l'instant ¢ :

(A)(r, 1) :/gp(\ll,t)A(r,\I’) 4w (B.7)

La densité de probabilité p peut dans certains cas dépendre du temps : en effet, un systeme
dissipatif (par conséquent, non Hamiltonien) va par exemple relaxer vers un ou plusieurs états
d’équilibre ¥, en I'absence d’injection d’énergie, ce qui va se traduire par une concentration
de p aux alentours des configurations W,.
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Il est possible d’effectuer un bilan local de densité de probabilité. Le théoreme de continuité
nous indique simplement que :

9p <= d(prs)  O(pp
dp:a—f+z g;u g);)—o (B.8)

Cela vient localement traduire le fait qu’il n’existe pas de « sources » ni de « puits » de
densité de probabilité. Cette relation intégrée sur le volume de ’espace des phases £ n’est
autre que la condition de normalisation de p.

B.2.2 L’ergodicité

B.2.2.1 Systémes Hamiltoniens et conservation du volume

Les systéemes Hamiltoniens possedent par définition une symétrie intéressante entre les
coordonnées r; et p; :

oH . oH
or; bi op;

Dans un tel cas, I'équation B.8 se simplifie par 'utilisation du théoreme de Schwartz :

— (B.9)

N N
dp 0’H 0*H dp dp
0=—+ - + + ) +ri— B.10
ot Zi:p { or:0p; | Opior; Z P o (B-10)
op al op dp
0=—+ ) +ri— B.11
at Z {p‘ 9 181'1} (B-11)
dp
0=— B.12
g7 (B.12)
Par conséquent, la densité de probabilité p est dite incompressible : I’équation B.12 est un
parfait analogue de l'incompressibilité des fluides — qui se traduit principalement par la
conservation de la masse de la particule fluide lorsque l'on suit son déplacement au sein
de I’écoulement —. Il est alors possible de montrer par cet argument qu’'un ensemble & de

configurations va conserver son volume )V au cours du temps. Des variations de ¥ normalement
aux frontieres permettent effectivement de changer localement le volume (voir figure B.1). Si
nous intégrons ces variations sur tout le bord de V, nous obtenons :

A% . .

— = \I!-dS:/V-\IIdV (B.13)
dt Jay %

Le terme V- ¥ est nul & cause des équations B.2 et B.9, ce qui signifie donc que le volume est
bien conservé pour un systeme Hamiltonien.

B.2.2.2 Ergodicité

Revenons a notre probléme des moyennes temporelles et d’ensemble. Quels sont les ingré-
dients minimaux qui nous permettront de déterminer une quelconque relation entre celles-ci ?
La conservation du volume dans I’espace des phases semble intuitivement un ingrédient mini-
mal : dans le cas contraire, par exemple pour un volume qui diminue, la moyenne temporelle
« raterait » une partie de ’espace des phases prise en compte par la moyenne d’ensemble.
Pourtant, cet ingrédient n’est pas suffisant : comme le montre la figure B.2, il faut que ’applica-
tion @ qui va faire évoluer nos configurations permette d’explorer tout I’espace des phases. En
termes plus mathématiques, si nous considérons une sous-partie V; de 'espace des phases in-
variante par 'application de ®, alors V; est de mesure nulle, ou de complémentaire de mesure
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FIGURE B.1 - Variations de volume dans un espace des phases : le bord OV du volume de [’es-
pace des phases correspondant a un ensemble E' de configurations se déplace au cours du temps
par Uintermédiaire de W,y = W - dS, le déplacement normal auz frontiéres des configurations
au cours du temps.

nulle. Donc V; contient soit presque tout 1’espace des phases, soit presque rien (un ensemble
de points de mesure nulle). C’est I'hypothese d’ergodicité. Sous cette condition d’ergodicité, il
est possible de confondre les moyennes d’ensemble et la moyenne temporelle, qui ne dépendent
alors plus de ¢ :

(4)(r) = A(r) (B.14)

Q

FIGURE B.2 — Description schématique de Uhypothése d’ergodicité. Deux sous-ensembles ini-
tiaux V1 et Vs, complémentaires dans l’espace £ des phases, ne peuvent rester invariants sous
Uaction de @, hormis si l'un d’entre eux contient presque tout £. Les deux sous-ensembles de
l’exemple seront donc nécessairement « mélangés » sous l'action de Py.

B.2.2.3 Quasi-ergodicité

De maniere tres étonnante, il a été montré que les systémes Hamiltoniens n’étaient pas
parfaitement ergodiques! Malgré cette probabilité d’ergodicité précédemment décrite, les ma-
thématiciens Plancherel et Rosenthal ont pu montrer que tous les points de £ n’étaient pas
atteints exactement lors de I’évolution d’une configuration ¥ au cours du temps. Il a cepen-
dant été montré qu’une version faible de cette hypothese, ou ’on s’approche aussi pres que ’on
veut de chaque point de &, pouvait étre vérifiée. Cette ergodicité faible n’entache visiblement
pas notre égalité entre les moyennes.
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B.3 Turbulence et ergodicité

Il est difficile de croire dans ces conditions qu’un écoulement turbulent, essentiellement
dissipatif, puisse vérifier I’hypothese ergodique. C’est pourtant la principale raison pour la-
quelle les physiciens des fluides parlent d’une restauration des symétries dans les quantités
moyennes des écoulements turbulents. Nous allons donc tenter de voir ce qui permet de justi-
fier ce postulat. Nous allons pour cela suivre le raisonnement proposé par U. Frisch [7] : nous
allons alors considérer une version simplifiée et discrete des équations de Navier-Stokes, dite
du poor man’s Navier Stokes pour en étudier le caractere ergodique :

Vipl — V¢ = —22}? - + 1

(B.15)
OV = [(v-V)v—Vp — vAv + f

En effectuant un changement de variables, il est possible de montrer que cette transformation

vi+1 = g(vt) est analogue de Papplication tente f définie pour X € [0; 1] comme suit :

2X, Y X, € [0; 1/2]
Xy = f(Xe) = (B.16)
22X, V¥ X,ell/2 1]

La figure B.3 montre l'effet de 'application tente sur tout intervalle I;, qui est transformé
en un intervalle f(I;) différent de celui-ci, hormis pour I; = [0; 1] ou des I; réduits a un
ou plusieurs points fixes ! de f. Cette application semble donc respecter une version discrete
de ’hypothese d’ergodicité formulée dans la section précédente. De plus, nous voyons que la
longueur totale de 'ensemble f~1(I;), qui regroupe toutes les valeurs de x € [0; 1] telles que
f(x) € I, est identique & la longueur de l'intervalle I;. En effet, les deux intervalles constituant
(1) sont chacun de longueur moitié de la longueur de I;. Cette invariance supplémentaire
va alors nous indiquer que la densité de probabilité stationnaire p de l'application f, sur
laquelle sera effectuée la moyenne d’ensemble, est la distribution uniforme sur l'intervalle
[0; 1]. L’application tente est donc ergodique, et nous pouvons calculer la moyenne d’ensemble
(A) de toute quantité physique A liée a cette application.

L’application tente étant homologue au modele du poor man’s Navier Stokes, ce dernier
possedera aussi un caractere ergodique, avec cependant une densité de probabilité a 1’équilibre
P différente de celle de lapplication tente. C’est principalement cet argument qui plaide en
faveur de la restauration statistique des symétries expérimentales : les moyennes temporelles
effectuées dans les écoulements turbulents globalement stationnaires seront d’apres cet ar-
gument des moyennes d’ensemble, qui respectent les symétries des montages expérimentaux.
C’est la raison pour laquelle notre écoulement moyen stationnaire en commande en vitesse
respecte les symétries du montage (voir pour cela le chapitre 5 dédié a cette commande).
Cette hypothése peut néanmoins étre remise en question, a la fois du point de vue théorique,
le choix du poor man’s Navier Stokes étant bien évidemment discutable du fait de ses nom-
breuses limitations, et du point de vue expérimental, certains états moyens stationnaires de
notre écoulement ayant la possibilité de briser statistiquement cette symétrie.

Pour des écoulements homogenes, mais pas forcément stationnaires, il est possible d’utili-
ser d’'une maniére similaire des moyennes sur le volume (qui possedent alors statistiquement
tous la méme moyenne d’ensemble), dont chacun des volumes élémentaires dr seront autant
de configurations ¥ échantillonnées selon la méme distribution évoluant selon une méme dy-
namique, fournissant un gain appréciable d’« échantillons » statistiques. Si le nombre de
volumes élémentaires est suffisamment grand, il est parfois admis que la moyenne spatiale et

1. ou, en toute rigueur, des points appartenant a des orbites périodiques de f pour toutes les périodes de

N.
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FIGURE B.3 — L’application tente f (ligne bleu foncé) : nous pouvons voir que cette application
mélange bien : seuls deuz points (cercles oranges), de « mesure » nulle, sont invariants par
Uapplication f, tandis que tout ensemble de mesure non nulle I, (rectangle bleu) posséde une
pré-image f~1(I;) (rectangles rouges) différente de Iy, hormis pour I; = [0; 1].

la moyenne d’ensemble sont proches :

X(t) homog. (X)) (B.17)

Il est alors possible de combiner les deux arguments afin d’obtenir expérimentalement un
tres grand nombre d’échantillons possédant la méme statistique notamment dans les écoule-
ments homogenes (selon une ou plusieurs directions) et stationnaires, comme par exemple les
écoulements turbulents dans des conduits ou des tubes :

>

= X B.18
~ homog., ergod. X ( )

Cette moyenne spatiale suppose un grand nombre de capteurs, ou une technique permettant
des mesures globales dans 1’écoulement.
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ANNEXE C

HYSTERESIS DU MODELE D’ISING

Nous allons décrire brievement dans cette annexe le détail d’un calcul portant sur I’hys-
térésis du modele d’Ising. Nous avons en effet vu que ce modele dérive de ’approximation de
champ moyen, qui consiste a dire que la valeur moyenne spatiale de 'aimantation m, vaut a
tout instant sa valeur thermodynamique (m). Cette simple définition de ’aimantation suggere
une multiplicité des valeurs de 'aimantation m en deca de la température critique T,. Cette
multiplicité est-elle associée a un hystérésis ? Considérons une situation d’équilibre thermody-
namique a une température T’ < T,., comme par exemple celle de la figure C.2. Nous rappelons
I’expression transcendante de ’aimantation dans une telle approximation, en fonction de la
température critique et du champ externe réduit ' = h/J :

m = tanh [? (m + h’)} (C.1)

Cette équation admet plusieurs solutions : cela peut paraitre plutdot remarquable, sachant que
nous examinons (m), une valeur thermodynamique moyenne, qui ne devrait donc prendre
qu'une seule valeur. Un moyen de s’affranchir de ce paradoxe consiste & considérer notre
systeme comme un modele de transition « a la Landau », ou I’énergie libre F' du systeme
peut étre exprimée en un développement limité de 'aimantation m (le parametre d’ordre) :

F = hm +7ro(T — T.)m* 4 sm* (C.2)
LL‘ (\ h/ = 0 /// //A
\\ / /
- \\ S = // s . 4
h #£ 0
-1 mh m° 0 ,,;/" m(jr 1
m

FiGure C.1 — Profil d’énergie libre F' en fonction du parameétre d’ordre m selon la théorie
de Landau (analogue a l'approzimation de champ moyen), pour un champ h = 0 (tireté) et
pour un champ non nul (trait plein). Les minima d’énergie libre my et m_ correspondent aux
états d’équilibre stable du systéeme. Pour h # 0, l'un des minima locaux d’énergie libre, mi,
est métastable : ce minimum n’est plus un minimum global de F'.
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Une telle équation admet, pour les champs h suffisamment faibles, deux points d’équilibre
stables, mais I'un d’entre eux sera d’énergie libre plus faible (voir figure C.1). Il sera donc
métastable : un état initialement préparé (par exemple) dans my & h = 0 subsistera dans 1’état
my lorsque h < 0, car notre modele ignore les fluctuations qui permettraient de « sauter » hors
du puits local de potentiel. Puisque nous avons négligé les fluctuations, le systéme retournera
vers ’état thermodynamiquement stable lorsque le point d’équilibre métastable disparaitra,
soit, pour un champ A’ suffisant (voir figure C.2).

FIGURE C.2 — Tracé de l’équation transcendante C.1 pour T < T, et diverses valeurs de h'.
Lignes pleines, membre de droite de l’équation. Tireté : membre de gauche. Leurs intersec-
tions définissent les points d’équilibre du systéme. Lorsque h' dépasse un certain seuil h,, une
des intersections disparait (cf. encadré), entrainant une déstabilisation d’une configuration
d’équilibre.

L’intersection entre les deux membres de 1’équation C.1 disparait lorsque ceux-ci forment
des courbes tangentes 'une a ’autre, ce qui correspond a la disparition d’un des minima
locaux de la figure C.1. Nous pouvons donc en déduire que le champ A/, est défini par :

m = tanh (¢t~ (m + h))

t =12 — (m+ h.)? (C3)

Il est possible de réécrire ce systéme afin d’exprimer, comme dans le chapitre 3, le champ h/,
en fonction de m en prenant l'arc-tangente de la premiere expression de C.1 :

(m+hl)=t-atanh m

(C.4)
(m+hl)?=t—t
Nous obtenons alors tres simplement ’aimantation au bord du cycle d’hystérésis :
m = =+ tanh ? (C.5)
De méme, nous obtenons le champ critique associé :
hl =t-atanh m —m (C.6)

=+ ( t(1 —t) —tanh/ 1t_t> (C.7)
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Nous pouvons alors poser € = 1 — t et effectuer un développement limité de notre expression
pour ¢ < 1. Nous obtenons alors :

2

3/2
r_ &< E_ &y, ¢ 3 5/2
bl = \/E:<1 >+\/§(1+2 8)+ ; <1+4>+06 (C.8)

4J (T, —T\*?
hc%3< T > (C.9)

Par conséquent, le champ coercitif devrait croitre comme [T — Tc|3/ 2 au voisinage du point
critique. Cette dépendance est tout a fait cohérente avec des calculs (tres similaires) effectués
en théorie de Landau.
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ANNEXE D

ELEMENTS DE MECANIQUE STATISTIQUE

Introduction

Nous avons indiqué dans I'introduction les résultats obtenus dans les années 1990 par R.

Robert et J. Sommeria [105, ], tentant de dégager des comportements globaux des écoule-
ments parfaits (qui suivent I’équation d’Euler) en dimension d = 2. Ces résultats ont depuis
été étendus aux écoulements axisymétriques, notamment en dimension 3 [176, ]. Dans cette

section, nous allons tenter de fournir une explication a 'existence d’une multistabilité de la
couche de cisaillement décrite dans la section 5.3.5.3 a partir d’arguments basés sur cette
mécanique statistique. Les calculs de cette section ne sont pas excessivement difficiles mais
sont généralement longs et fastidieux. Nous allons donc les présenter assez succintement.

D.1 Reéécriture des équations de Navier Stokes en coordon-
nées cylindriques

D.1.1 Relations initiales, notations

Nous allons adapter le formalisme utilisé par Nicolas Leprovost, Bérengere Dubrulle, Au-
rore Naso et al. [113, ] pour réécrire les équations de Navier-Stokes afin de dériver nos
équations gouvernant 1’évolution du champ de vitesses. Nous pouvons partir de I’équation de
Navier-Stokes :

Ov+ (v-V)v = 1VP 4+ vAv + (D.1)
p p

f est le forcage externe. Connaissant les symétries de notre systeme (donc, I'axisymétrie et
I'invariance par rotation dans le cas ou la vitesse des deux turbines est la méme), nous pouvons
séparer notre écoulement entre les composantes toroidales (selon e4) et poloidales (normales
a e¢) :

VvV =vg4€4 + V x (¢e¢) (D.2)

Nous pouvons prendre le rotationnel d’une telle équation, afin d’en extraire la composante
selon e4. Nous obtenons alors :

w =V X (v¢e¢) +V xV x (¢e¢) (D.3)
= V x (vgep) — A(gey) (D.4)
—_—————  ——

J_ e¢ H ed,
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Cela implique alors une relation intéressante, qui nous permet de définir un opérateur L
agissant sur les scalaires :

A(des) = —wpeq (D.5)
Lo =—wy (D.6)
D.1.2 Reéécriture des grandeurs F., H, I, F et D
Définissons tout d’abord le produit scalaire de deux grandeurs dans notre systeme :
(A-B) = / A(r,z)-B(r, z) 2rrdrdz (D.7)
%

Ici, (A - B) est le produit scalaire usuel si A et B sont des vecteurs et un produit simple
si A et B sont des scalaires. V est quant a lui le volume de notre systéeme, égal a priori a
1.87R3.

D.1.2.1 L’énergie cinétique, E.

Définissons ’énergie cinétique dans notre systéme, en imposant une masse volumique p
égale a I'unité dans notre écoulement. Nous en déduisons :

B, = %(v V) (D.8)

Son expression en fonction de vy et ¢ est alors :

2E, = /va + 02 + U?b 2nrdrdz (D.9)
= /V (V x pey) - (V x dey) +v5 2mrdrdz (D.10)
= /Vv x (V X ¢ey) - ey + v 2mrdrdz (D.11)
= (vg - vg) + (¢ - w) (D.12)

Les conditions aux limites de V imposent une non-pénétration et un non-glissement du fluide
au niveau des parois. Ces conditions permettent d’effectuer un grand nombre d’intégrations
par parties (notamment, ici, sur les dérivées de ¢, qui représentent les composantes v, et v,)
en « oubliant » les termes de bord.

D.1.2.2 Le moment cinétique [

Pour tout écoulement fermé, nous pouvons montrer que le moment cinétique défini usuel-
lement par :

I= / r x v 2rrdrdz (D.13)
1%

est exclusivement dirigé selon e,. Nous en déduisons tres simplement :

I= / rvgrdrdz = (r - vg) (D.14)
1%
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D.1.2.3 L’hélicité H

L’hélicité, quant a elle, correspond au produit scalaire de v avec w. En explicitant ces
deux grandeurs, et de maniere tres analogue aux calculs précédents, nous obtenons :

H= /VV-W 2rrdrdz (D.15)
= /v (v¢e¢ +V x (¢e¢)) -w 27rdrdz (D.16)
= / V x (peg) - V X (vgey) + vpeq - Wpey 2mrdrdz (D.17)
= 22/% W) (D.18)

D.1.2.4 Forcgage et dissipation

Nous pouvons également tenter de déterminer le taux de dissipation D de l’énergie ci-
nétique dans 1’écoulement, ainsi que la contribution F du forgage dans I'apport de 1’énergie
cinétique. Pour cela, il nous suffit de calculer O;F gréace aux équations de Navier-Stokes :

OE = / V- ov 2rrdrdz (D.19)
y Ot

:/ <—v‘(v'V)v—1V-Vp+l/v-Av+v-f> 2rrdrdz (D.20)
1% p

Il est bien évidemment possible d’exprimer différemment cette somme (lorsque le champ de
vitesses est suffisamment régulier) : nous pouvons en effet réécrire le terme d’advection :

(v V)v= %v (v3) = v x (V x v) (D.21)

De méme, nous pouvons procéder a une intégrale par partie en ce qui concerne les termes de
gradient. En effet, pour toute grandeur scalaire b, nous savons que :

/v-Vde— bv-dS—/b(V-v)dV (D.22)
% %)% v
=0 (D.23)

L’expression de la dissipation de I’énergie se réduit alors & :

o FE = / (vv-Av 4 v - f)2xrdrdz (D.24)
1%
= 1// (vgAvg — wi) 2rrdrdz + / v - f 2rrdrdz (D.25)
v 1%
=D+ F (D.26)

En I'absence de forgage, nous pouvons voir que ’énergie cinétique de 1’écoulement décroit
nécessairement et retourne vers l’état uniforme de vitesse v .= (0. Nous pouvons en effet
exprimer différemment le terme v-Av pour faire apparaitre un terme au carré (en sommation
d’Einstein) :

OE = — / v(0;v7)? 2mrdrdz + / f.v 2rrdrdz (D.27)
1% 1%

(D.28)
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D.2 Modes du noyau de I’écoulement de von Karman

D.2.1 Expression du potentiel AVK de ’écoulement

La principale difficulté soulevée par I’équation de Navier-Stokes est que les solutions que
nous cherchons sont fortement hors-équilibre. Par conséquent, il n’est pas possible d’effec-
tuer une approche classique de solution stationnaire ou méme de solution faiblement écartée
d’une solution stationnaire. La mécanique statistique peut cependant nous aider a résoudre ce
probleme. Supposons que dans notre écoulement turbulent existe une densité de probabilité
p(w,x) qu’en x, la vorticité azimutale wy vaille w. Nous pouvons alors définir une entropie de
notre systeme : il suffit de définir S comme une fonction convexe de p :

S = —/ pln pdV (D.29)
1%

Nous savons que 1’équation d’Euler conserve (en 1’absence de singularités) I’énergie cinétique
du systeme, F. ainsi que 'hélicité H et le moment cinétique I. De maniere tres générale, nous
pouvons déduire 1’évolution de notre écoulement turbulent en supposant que ce dernier va
tenter de maximiser sa production d’entropie (comme cela a été supposé en climatologie, chez
G.W. Paltridge [177]). Cette maximisation s’effectue donc & E., H et I constants :

{max(S) | E., H, I} (D.30)

Nous pouvons également introduire les termes de forcage et de dissipation, afin de regarder
les états stationnaires ou ces termes s’annulent mutuellement :

{maX(S) | B, HI,(F+D = 0)} (D.31)

Il a déja été montré précédemment [111] que la maximisation de S sous contrainte était
équivalente a une minimisation de 1’énergie cinétique E. telle que nous I'avons définie ici. Il

est donc possible de définir des parametres de Lagrange, notés «, u et ¢ qui minimisent la

AVE § extrémiser dans notre écoulement :

fonctionnelle
AR = F — ol — pH — ((F + D) (D.32)
1
= 5{vgvs + wed) — alrvg) — 2ulvswg)
— ({vgAvg —wgwy + fevg + fewg) (D.33)

Nous devons donc trouver les vy et wg qui vont rendre extrémale cette fonctionnelle. Les
conditions 0A/Ovy = 0 et 0A/Owy = 0 aboutissent alors, dans un cadre tres général, a

vy = Bo+ D(v)wy + F

(D.34)
wy = Buy + Cr — D(v)Avg + G
Nous avons utilisé les conventions suivantes pour définir B, C', D, F et G :
1 «
B=— C=—-—— D.35
o o (D.35)
D
p=% po_Dfe (D.36)
I v
Dfs
o _Df (D.37)
v

Le parametre D va donc nous donner une estimation de la distance a I’équilibre (plus exacte-
ment, la distance aux solutions de 1’équation d’Euler) dans I’écoulement.
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D.2.2 Projection sur les modes de ’écoulement

Notre écoulement est axisymétrique, et s’annule aux bords, en r = R, de notre cylindre.
Par conséquent, nous pouvons décomposer ce dernier sur des modes ¢,, — de type Bessel-
Fourier — du cylindre qui forment une base orthonormée :

o [e.e]

AT - .

6= on= 3 Nt (M50 (ane™ 4 a7 ) (D.38)
m=0 m=0

Les A\, sont ici les m®™es zéros de la fonction J;, N, est une constante de normalisation, et

apm, est Pamplitude complexe du champ de vitesse selon z. Nous supposerons pour l’'instant

que ce dernier ne s’annule pas en z = +h. Nous pouvons montrer que ces fonctions sont bien

des fonctions propres de 'opérateur £, défini plus haut (& 1’équation D.6) :

Lom = — (QQ + ?{g) Om = _K%¢m (D'39)

Nous allons décrire par la suite le cas du forcage en volume par souci didactique. Les lecteurs
intéressés par I’étude du forcage via les conditions aux limites peuvent se référer a l’article en
cours de publication a ce sujet [175].

D.2.3 Mode du noyau pour un forgage en volume

Dans un tel cas, nous considérerons que v =0 en z = 0 et z = 2h que nous redéfinissons
comme les bords de notre écoulement. Par conséquent, nous pouvons donner une expression
plus explicite des modes propres ¢,, de I’écoulement :

n=0 n=0

Nous pouvons également donner une expression exacte des facteurs de normalisation et des
valeurs propres de 'opérateur £, Ky, qui dépendent désormais de n :

2
"\ BOW) -

Kpp = (;”;)2 + <’\];”>2 (D.42)

Enfin, nous pouvons projeter les équations D.34 sur les modes propres de I’écoulement, et les
regrouper sous forme matricielle :

1 —(D + BK,;2) Smn _ fmn + C (Tdmn) (D.43)

Dans cette équation, nous nommons respectivement S,,, et Z,, les projections de vy et
de wy sur les modes propres ¢, de I'’écoulement. Nous savons que les valeurs de vy et wg
qui vérifient cette équation rendent extrémal le potentiel AVK. Toutefois, nous ne sommes pas
certains que ces extrema sont bien des minima. Il est possible de voir cela en exprimant AVK
comme une forme quadratique en vy et wg, que nous projetons sur les modes Sy, €t Ty, -

2BAVE = " B(s},, + Ko wh,) + 2C(rvgdmn) Gmn — 25mnTmn
o (D.44)

—D(—K2 s2 - x?,m) + Gsmn + Faxmn

mn-mn
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Nous pouvons écrire cette forme quadratique de maniere matricielle :

s
mn Tmn
La matrice A,,, vaut alors :
B+ DK? -1
Apn = m (D.46)
—-1 D+ BK, 2

De telles formes quadratiques passent par un minimum local lorsque leur trace et leur déter-
minant sont tous deux positifs (par exemple, z = 2% 4 y? posséde bien un minimum et sa
matrice associée possede une trace et un déterminant égaux a 1, et sont donc bien positifs).
Nous en déduisons les relations suivantes, sachant K2, > 0 :

(B+DK2,) >0

) (D.47)

(B+DK},)" 2 K,
Nous pouvons également calculer les valeurs de D telles que la matrice M,,, n’est plus in-
versible. Dans un tel cas, nous avons vu dans la section 5.3.5.3 que des modes du noyau
pouvaient spontanément émerger dans notre écoulement. L’annulation du déterminant de la
matrice donne donc :

D’Kp,, +2DBK2, + (B* - K2,) =0 (D.48)

Pour exprimer les valeurs de D qui rendent la matrice inversible, nous pouvons calculer le
déterminant de I’équation ci-dessus :

A =4B’K! —4B’K} +4KS >0 (D.49)
Nous obtenons donc un ensemble de solutions Dt telles que :

—B + | K|

Dy, =
mn 2
Kmn

(D.50)
Le systéme d’équations D.47 nous indique alors que la seule solution stable est D! .

D.2.4 Brisure de symétrie spontanée

D.2.4.1 Brisure de symétrie du forgcage en volume

Pour toutes les valeurs de D telles que V(n,m), D # Dy, la matrice M,,,, est inversible.
Cela signifie donc que pour ces valeurs de D, et des termes de forgage F' et G antisymétriques
(soit, des modes & n pair), le champ de vitesses solution de notre systeme d’équations sera
lui-méme antisymétrique par rapport a l'altitude moyenne dans la cuve. Le moment cinétique
I, proportionnel a la brisure de symétrie, vaudra alors 0. S’il existe (mg, no) / D = Dy, alors
I’écoulement produit par un forgcage F' et G antisymétriques sera la somme des inverses des
matrices My, £mg ntng, du pseudo-inverse de la matrice M, n, multiplié par les termes de
forcage (qui peuvent étre nuls pour mg,ng) et d’une composante ¢, d’amplitude non
fixée. Pour un n pair, le mode en question ne vient pas briser la R, symétrie de I’expérience.
En revanche, pour n impair, le mode du noyau va spontanément briser la symétrie, et nous
pourrons observer une valeur de I # 0. Pour un écoulement de type Euler, nous savons que
D =0 et les modes du noyau ne sont observés que pour B = |K,,,| [111].
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D.2.4.2 Brisure de symétrie pour un forgage via les limites

La résolution du systeme d’équations D.34 s’effectue a F, G et C' égaux a zéro. Dans un tel
cas, il est possible de montrer que les équations sont tres similaires & celles de la section D.2.3.
Toutefois, cette fois-ci, nous pouvons spécifier des conditions aux limites, ¢+ : un forcage
symétrique impliquera alors ¢ = —¢~. Pour les valeurs de D = D,,,,,, il est possible d’observer
des modes du noyau, comme précédemment. Le moment cinétique I permet de mesurer une
partie de 'amplitude complexe a,, de tels modes

R
I x Eiﬁ(am) (D.51)
Il est possible de construire une phase ¢ps telle que R(anm) = |am|sin(par). Leffet d'un
déphasage @ sera donc de décaler la couche de cisaillement, comme cela a été exposé, mais
sans le préciser, sur la figure 5.40 du chapitre 5.

D.2.5 Emergence des modes de Goldstone

La multi-stabilité que nous observons dans 1’écoulement peut paraitre surprenante : le
principe de restauration statistique des symétries a grande échelle semble imposer que la
hauteur de la couche de cisaillement soit fixée a 0. Toutefois, nous pouvons désormais voir
qu’a l'instar des fluides ou des solides, il existe des excitations élémentaires, les ¢y, brisant la
symétrie, d’énergie nulle. Dans le cas de solides ou de fluides infinis, des excitations d’énergie
aussi faible que 'on veut, des phonons de tres grande longueur d’onde, existent également. Ces
phonons viennent également restaurer une perte de symétrie (les translations) : leur phase en
un point donné est arbitraire, comme le déphasage @ps qui existe entre les divers ¢, brisant
spontanément la R, symétrie. Nous pouvons donc penser que notre écoulement restaure de
la méme maniere une brisure de symétrie translationnelle, comme nous ’avions indiqué sur la
figure 5.42.

Nous considérerons qu’il est possible d’identifier I’amplitude de la brisure de symétrie
au déphasage @) présenté ci-dessus (ils sont liés I'un & l'autre par la définition de I) : ce
déphasage peut alors étre considéré en tant que processus stochastique, sous la forme :

Orpm = vg + £(t)

(D.52)
() = Qo —1)
L’évolution d’un tel déphasage pour Q = 37 et vg = 0.7f, ou f est la fréquence de rotation
des turbines, a été présentée sur la figure 5.43, et correspond qualitativement a 1’évolution
observée de pps(t) extraite de la valeur de I(t).

Nous pouvons remarquer que cette conception de la multi-stabilité vient s’opposer a I'image
que nous avons décrite dans le chapitre 6, qui penchait plutot pour une image de processus
stochastique dans un double puits de potentiel séparé par une barriere d’énergie fixe. Il est
possible que la différence de mécanisme observé résulte simplement d’une différence au niveau
de la topologie du puits de potentiel (qui posséde, ou non, une symétrie continue).
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Résumé

Cette these tente d’effectuer une approche de physique statistique (& I’équilibre et hors
équilibre) d’un écoulement pleinement turbulent de von Kérmén produit par la contra-
rotation de deux turbines dans un cylindre rempli de fluide.

Dans une premiere partie, les résultats expérimentaux obtenus en commande en vitesse
sont complétés par des observations par PIV, puis étudiés dans le cadre de la mécanique
statistique : la divergence de susceptibilité qui est notamment observée est étudiée a la
maniere d’'un modele d’Ising-Champ moyen, dans lequel les corrélations spatiales de I’'écou-
lement et le théoreme fluctuation-dissipation sont examinés.

En second lieu, les résultats de commande en couple sont complétés : I'existence de
réponses différentielles négatives dans I’écoulement autorise une analogie avec certains di-
poles électriques et fluides complexes. Nous interprétons ces résultats comme une forme
d’inéquivalence d’ensemble, typique des systemes possédant des interactions a longue por-
tée. Les temps d’échappement des régimes multi-stables sont également étudiés comme un
simple probleme de puits de potentiel de Kramers, révélant une dynamique globale a petit
nombre de degrés de liberté.

Finalement, des résultats préliminaires de ’expérience SHREK effectuées dans I’hélium
a tres basse température sont présentés. Les couples mécaniques exercés sur les turbines
sont similaires dans le cas du fluide normal et du superfluide. Les nombres de Reynolds
accessibles dans I'expérience permettent en outre une étude plus complete du cycle d’hys-
térésis en fonction du nombre de Reynolds.

Mots-clés : écoulement de von Karmaéan ; turbulence ; mécanique statistique hors-équilibre ;
transitions de phase ; superfluidité.

Abstract

This dissertation tries a novel approach of statistical mechanics (at and out of equi-
librium) to understand the behaviour of a fully turbulent confined flow — von Karman
flow — stirred by two counter-rotating impellers in a cylinder vessel.

First, experimental results from speed control are extended using new PIV observa-
tions : the susceptibility divergence of the flow is studied similarly to a mean-field Ising
model, for which the spatial correlations and the fluctuation-dissipation theorem are exa-
mined.

Second, additional experimental results obtained in torque control are also detailed,
revealing negative differential responses allowing an analogy with other out-of-equilibrium
experiments such as electrical dipoles or complex fluids. These results are understood
in the framework of ensemble inequivalence, typical of long-range interacting systems.
In addition, escape times from attracting states in multi-stable experiments display a
Kramers-like simple dynamics, as do systems with few degrees of freedom.

Finally, preliminary results from the SHREK experiment are shown : torques measured
in normal and superfluid liquid helium exhibit similar results. Moreover, the Reynolds
number range achieved in this experiment allows a more thorough study of the evolution
of the hysteresis cycle already studied for lower Reynolds numbers.

Keywords : von kdarman flow; turbulence; out-of-equilibrium statistical mechanics;
phase transitions ; superfluidity.
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