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Introduction générale

Introduction générale

Position du probleme

Notre systéme de numération écrit joue un role essentiel dans les mathématiques de I'école
primaire. La compréhension de son fonctionnement est en jeu dans le travail sur les
techniques de calcul : calcul posé, calcul réfléchi ou multiplications et divisions par 10, 100,
etc. Elle est un point d’appui pour les conversions entre unités de mesures pour les
longueurs ou les masses. Enfin, I'’étude des nombres décimaux vient en prolongement des
régles de la numération des entiers qu’elle généralise.

Serfati (2005) parlant de I'interprétation d’'un nombre écrit en chiffres explique :

« Si immédiate qu’elle nous paraisse aujourd’hui, [elle] aura cependant requis deux aspects
distincts et liés, position et décimalité, dont la conjonction signifiante n’était nullement allée
de soi des siécles durant » (p.66-67).

Une spécificité de I’écriture dans notre systeme de numération tient au fait que la
« concaténation » de chiffres cache le fait que ces chiffres n’ont pas tous la méme valeur et
surtout le lien (décimal) entre les valeurs de ces chiffres. S’approprier la signification de
cette écriture en chiffres demande dans un premier temps de comprendre la notion d’unité,
a la base des systemes de numération (Guitel 1975, Ifrah 1995), c'est-a-dire I'idée que dix
peut former un tout, une nouvelle unité, la dizaine (Fosnot & Dolk 2001, Van de Walle 2010,
Houdement & Chambris 2012), dont on écrit le nombre au deuxiéeme rang (a partir de la
droite) de I'écriture en chiffres. Pour les nombres inférieurs a cent, la numération parlée
peut ne pas étre une aide pour l'apprentissage des regles de fonctionnement de la
numeération écrite car méme s’il existe des liens entre ces deux systémes,

« les écritures chiffrées du systeme de numération de position usuel ne sont pas la version

écrite des mots utilisés pour dire les nombres en France (et dans d’autres pays), et,

réciproguement, ces mots ne sont pas la version orale des écritures chiffrées » (Mounier
2012, p.236).



Pour les plus grands nombres (au-dela de cent), la définition de nouvelles unités se poursuit
de maniére itérative : dix dizaines sont égales a une centaine, etc. L’appropriation de ce
principe décimal est alors un enjeu essentiel pour I'apprentissage de la numération. C'est
cela qui nous intéresse particulierement dans notre travail. Une centaine peut étre
interprétée a la fois comme cent unités, une unité a part entiere ou encore dix dizaines
(Fuson et al. 1997, Thanheiser 2009). Le nombre 123, par exemple, peut étre considéré
comme 123 unités (simples), 1 centaine 2 dizaines et 3 unités ou 12 dizaines 3 unités. Cette
flexibilité d’interprétation est importante pour le calcul, mais le dernier type de
décomposition semble plus difficile a acquérir car la numération parlée n’est pas une
aide (Brissiaud 2005) : on ne dit pas « douze-dix-trois » a |'oral.
De nombreuses recherches pointent les difficultés que pose aux éleves I'apprentissage de la
numeération, que ce soit pour les nombres inférieurs a cent (Thompson & Bramald 2002 en
rappellent quelques-unes) ou plus grands (Bednarz & Janvier 1984, DeBlois 1996, Thomas
2004) pour lesquels les relations entre unités sont un enjeu essentiel. Ces difficultés peuvent
étre persistantes tout au long de la scolarité pour certains éléves. En France, par exemple, en
2002, moins de la moitié des éleves a I'entrée en sixieme (11 ans) réussissent a compléter :
« 25 dizaines = ... unités » (évaluations nationales organisées par le ministere de I’éducation
et de la recherche). Moins d’un quart des 251 éléves de CM2 interrogés par Chambris (2008)
réussissent a déterminer le nombre de centaines dans 8734.
Selon Bednarz & Janvier (1984) les difficultés des éleves pourraient étre liées a un
enseignement de la numération ou, par exemple,
« toute représentation du nombre apparait selon un alignement reprenant I'ordre de
I’écriture conventionnelle du nombre [...]. Imposer prématurément une présentation
ordonnée conduit nécessairement I'enfant a une interprétation de I'écriture en termes de
découpage, d’ordre, de position, et écarte toute signification véritable accordée a cette
position en termes de groupements » (p.13).

Les enseignants pourraient alors ne pas étre conscients de certaines difficultés des éleves.
De plus, les évaluations standards proposées par les enseignants pourraient occulter
certaines taches permettant de s’assurer d’une réelle compréhension de la numération
(Rogers 2012). Les enseignants peuvent aussi considérer que certains problémes numériques
mettant en jeu des connaissances de numération relevent uniquement du calcul (Parouty
2005).

Dans son étude des liens entre numération et systéme métrique dans des manuels francais
Chambris (2008) montre qu’il a existé différentes approches de la numération dans les
manuels au cours du XX*™ siécle, ce qui pourrait se traduire aujourd’hui par des pratiques
assez hétérogenes dans les classes. Elle pointe la disparition des conversions entre unités
(comme convertir 3 milliers en centaines ou convertir 30 centaines en milliers) dans les
manuels depuis une trentaine d’années, alors que ces conversions pourraient étre
essentielles dans le travail sur I'aspect décimal de la numération. On peut alors se demander
comment est travaillé cet aspect actuellement dans les manuels et dans les classes. Quelles
activités sont susceptibles de le mettre en jeu dans le travail sur la numération ? Comment
sont mises en ceuvre ces activités dans les classes ? Cela permet-il aux éléves de s’approprier
notre systeme de numeération écrit ?

Premiers éléments de problématique

Dans notre mémoire de master (Tempier 2009), nous avons commencé a étudier ces
questions a partir d’analyses de manuels actuels et d’observations d’enseignants en classe.
Pour notre these nous poursuivons cette étude tout en cherchant a concevoir une ressource
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pour enseigner la numération a I'école primaire. Cela nous amene a nous poser des
questions a la fois sur la conception de situations permettant de mettre en jeu les savoirs de
la numération mais aussi sur leur description dans une ressource qui soit acceptée et
utilisable par les enseignants, condition nécessaire pour une diffusion dans I'enseignement
ordinaire. Ces questions peuvent étre étudiées par la méthodologie d’ingénierie didactique
pour le développement d’une ressource (Perrin-Glorian 2011) qui prend en charge ces deux
niveaux de questionnement. En effet, les difficultés de transmission des ingénieries
didactiques dans les classes ordinaires, suggerent de « passer de 'idée de transmission qui
pose le probleme de facon descendante de la recherche vers I'enseignement a une idée
d’adaptation beaucoup plus dialectique relativement aux pratiques ordinaires » (Perrin-
Glorian 2011). On peut alors considérer que :
« le probleme n’est plus seulement celui du contréle et de la mise en ceuvre des principes
théoriques qui guident I'ingénierie didactique. C'est aussi celui des possibilités d’adaptation
des situations par les enseignants dans les conditions ordinaires de fonctionnement de
I’enseignement » (Perrin-Glorian 2011, p.57).

Cela entraine de nombreuses questions relatives au contenu et a la forme de la ressource
utilisée : quel est le niveau pertinent de description des situations ? Quels détails sur le
déroulement (phases de dévolution, recherche, mise en commun des procédures et des
résultats, synthése, ...) ? Quelles variables didactiques faut-il décrire avec leurs valeurs ?
Dans quel cas est-il utile d'indiquer des modalités d’organisation de travail (individuel, en
groupes, ...), de décrire des erreurs possibles d’éleves, des procédures attendues ? Comment
décrire les enjeux mathématiques essentiels? Quelle quantité d’information est-il
raisonnable de donner dans la ressource ? Comment choisir ce qui est essentiel a décrire ?
Etc.

Ainsi l'objectif de la thése consiste a élaborer une ressource (perspective de
développement) et a identifier des conditions (perspective de recherche) que devrait
vérifier une ressource pour aider les enseignants a améliorer leur enseignement de la
numération, notamment en prenant davantage en compte |'aspect décimal de la
numération.

Choix du niveau de classe étudié

Nous avons choisi de nous intéresser plus particulierement au CE2 (éléves de 8/9 ans),
niveau de classe ol la numération des entiers est encore un enjeu important, ol sont
introduits les milliers ce qui donne plus de richesse dans les conversions que dans les classes
précédentes. En effet, plusieurs relations entre unités sont alors en jeu puisque le millier est
égal a la fois a dix centaines, cent dizaines et mille unités. Il existe de nombreuses
décompositions des nombres, comme par exemple 1234 = 1Im 2c 3d 4u (décomposition
canonique) mais aussi 1234 = 12c¢ 3d 4u ou 1234 = 123d 4u, etc. De plus, cette étape du
millier parait essentielle avant d’aborder les grands nombres et les décimaux.

Les cadres théoriques et premiers éléments de méthodologie

La conception des situations doit s’appuyer sur une étude approfondie de la numération
écrite. Mais, pour permettre leur importation dans les classes ordinaires, elle doit aussi
prendre en compte les conditions et contraintes de I'enseignement actuel de cette notion.

Pour faire un état des lieux de I'enseignement de la numération, notamment autour de la
guestion de la prise en compte de I'aspect décimal de la numération, nous nous appuyons
principalement sur le cadre de la théorie anthropologique du didactique (TAD, Chevallard



1992, 2007) et du concept de transposition didactique (Chevallard, 1991) qui permet
d’étudier les transformations que subit un objet de savoir « savant » quand il est d’abord
désigné comme étant objet « a enseigner » puis quand il devient objet « enseigné ». Ces
transformations se font a l'intérieur de différentes institutions, qui jouent toutes un réle
différent dans ce processus, ce qui est résumé dans le schéma suivant (Bosch et Gascon,
2005) :

OM savante |:|'> OM a enseigner |:|'> OM enseignée |:> OM apprise

|1 |2 |3 |4

Figure 1 : schéma’ de la transposition didactique de Bosch et Gascon (2005, p.116)

Mais, pour étudier ces OM imbriquées, il est important, comme le proposent Bosch et
Gascon (2005), d’avoir un « point de vue épistémologique » qui permette de regarder les
différentes étapes du processus de transposition didactique a partir d’'un promontoire
d’observation. Celui-ci est donné par une organisation mathématique de référence.

Nous nous appuyons principalement sur I'étude de la numération dans les manuels au cours
du XX°™ siecle faite par Chambris (2008) pour construire cette OM de référence et nous
chercherons a I’enrichir tout au long de la these: « I'OM de référence est celle que le
chercheur met a I'épreuve de la contingence et qui subit pour cela de permanents
remaniements » (Bosch et Gascon 2005).

Pour décrire les objets du travail mathématique, nous utilisons un point de vue issu de la
TAD : la notion d’ostensif (et de non ostensif) de Bosch & Chevallard (1999). Cela est
essentiel dans notre recherche puisque nous nous intéressons aux propriétés de I'ostensif
« écriture en chiffres » d’'un nombre. Divers autres ostensifs sont utilisés dans cet
apprentissage (le nom usuel des nombres, les unités de numération, les puissances de dix,
les matériels de numération, ...).

Nous nous appuyons également sur la théorie des situations didactiques (TSD, Brousseau
1998) pour enrichir 'OM de référence par la recherche d’une situation fondamentale (SF)
pour la numération, permettant I'étude de la mise en fonctionnement des savoirs. Le cadre
théorique de la TSD sera aussi utilisé dans I'étude de I'OM enseignée pour I'analyse des
séances de classes, en appui sur Margolinas (2002) et Perrin & Hersant (2003). Enfin pour la
conception des situations, la SF est un point d’appui essentiel puisqu’il s’agit de chercher une
mise en scene de cette SF pertinente et adaptée aux conditions ordinaires d’enseignement.

Plan d’étude

Nous commengons par un chapitre visant la recherche d’'une OM de référence et une SF
pour la numération. C’est un point d’appui pour tout le travail de la these : a la fois pour
notre état des lieux et, par la suite, pour la conception d’une ressource pour les enseignants.
En retour, 'OM de référence et la SF sont enrichies par les études faites dans les différentes
parties, comme le suggere le schéma général du plan de la thése en page suivante.

! « Dans ce schéma, 11, est l'institution productrice du savoir mathématique, 12 la noosphére, 13 l'institution
scolaire et 14 la communauté d'étude protagoniste du processus didactique » (Bosch et Gascon 2005, p.116).
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Chapitre 1 :
Recherche d’'une OM de

référence (et d'une
situation fondamentale)

N

PARTIEL: PARTIE Il :
Un regard sur Etude préliminaire pour PARTIE III :
I’enseighement ordinaire :> la conception d’une :> L’expérimentation.
de la numération décimale ressource.
a I'école primaire.

Figure 2 : schéma général du plan de la these

Nous faisons I'état des lieux de I'enseignement de la numération dans une premiére partie
(chapitres 2, 3 et 4), autour de la question de la prise en compte de I'aspect décimal de la
numeération dans les programmes, les manuels et dans les classes. Nous faisons aussi un
point concernant les réussites et difficultés des éleves de CE2 avant d’aborder les nombres a
guatre chiffres.

Dans une deuxiéme partie (chapitres 5, 6, 7), en nous appuyant sur les résultats de la
premiere partie ainsi que sur ce que les recherches en didactique nous apprennent sur les
usages des ressources par les enseignants du primaire (chapitre 5), nous formulons une
problématique plus précise concernant la conception de la ressource. Nous précisons aussi
notre méthodologie pour la conception d’une ressource en nous appuyant sur les
méthodologies de recherche-développement et en particulier I'ingénierie didactique pour le
développement d’une ressource de Perrin-Glorian (2011) et nous indiquons comment nous
nous appuyons sur les cadres théoriques de la TAD et la TSD pour la conception de la
ressource et I'analyse de son usage en classe (chapitre 6). Une premiére ressource est alors
élaborée et testée dans deux classes seulement (pré-expérimentation), ce qui permet de
mettre au point une version 1 de la ressource (chapitre 7) dont I’étude de I'usage sera I'objet
de I'expérimentation de la partie suivante.

Dans une troisieme partie (chapitres 8, 9, 10 et 11), nous présentons les choix ayant guidé
la conception de la ressource : mise en scéne de la situation fondamentale, description dans
la ressource et ergonomie de la ressource. Ces choix sont mis a I'étude dans une
expérimentation avec plusieurs enseignants dont certains seront observés en classe. Nous
analyserons dans le détail les mises en ceuvre des situations (chapitre 9 et 10) et nous
reviendrons dans un chapitre de conclusion (chapitre 11) sur les séquences construites par
les enseignants, les apprentissages des éléves. Cela permettra de questionner les choix
effectués et de faire de propositions de modifications en vue de la conception d’'une
version 2.

Nous terminons par une conclusion générale dans laquelle nous revenons sur ce que ce
travail nous a appris sur les contraintes institutionnelles pour |'enseignement de la
numeération, les apprentissages des éléves, les pratiques des enseignants ordinaires et nous
proposons de nouvelles hypothéses pouvant guider la conception d’une ressource sur la
numeération a I’école primaire ainsi que des prolongements possibles de notre travail.
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Chapitre 1
Construction d’'une OM de référence pour

I’étude de la numération écrite

Afin de se donner des points d’appui pour notre étude de I'’enseignement de la numération a
I’école primaire (partie I) et pour la proposition d’'un processus d’enseignement de la
numeération (parties suivantes), nous allons construire dans ce chapitre une organisation
mathématique (OM) de référence. C'est, en effet, un outil pour se donner « un point de vue
épistémologique » sur 'OM a enseigner ou I'OM enseignée. Bosch et Gascon (2005)
précisent les maniéres de décrire 'OM de référence :

« La description se fait généralement a partir des OM savantes légitimant le processus
d'enseignement. L'OM de référence est celle que considére le chercheur pour son
analyse. Elle ne coincide pas nécessairement avec les OM savantes d'ou elle provient
(parce qu'elle les inclut dans I'analyse), mais elle se formule dans des termes tres proches
».

Pour cela, aprés avoir listé les différents ostensifs de I'étude de la numération (§1), nous
menons une réflexion, a partir de travaux antérieurs, sur les conditions que doit remplir la
théorie (au sens de la TAD) de 'OM de référence (§ll). Nous nous attachons a donner une
description des savoirs qui soit adaptée a nos besoins ultérieurs, c'est-a-dire pouvant servir
de référence a la fois pour I'étude de I'existant et pour la proposition d’un processus
didactique.



Nous poursuivons ensuite (§lll) par la recherche d’une situation fondamentale de la
numération permettant d’étudier des mises en fonctionnement de ces savoirs et de lui
donner du « sens ».

Enfin, nous terminons (§IV) par la description de la partie « basse » de I'organisation
mathématique de référence : types de taches, techniques et technologies sans remonter
jusqu’a la théorie.

I. Les ostensifs de la numération

Chambris (2008) a mis en évidence différents ostensifs2 utilisés dans I'étude de Ia
numération, en particulier pour la désignation des unités. Elle a montré que c’est un élément
essentiel dans I'étude de la transposition didactique des savoirs de la numération.

Les ostensifs de désignation d’'un nombre

L'ostensif écriture en chiffres du nombre (EC)
Quand nous parlons d’écriture en chiffres (EC) du nombre il s’agit de la désignation d’un
nombre avec notre systeme de numération décimal positionnel usuel.

L’ostensif nom du nombre
Le nom du nombre est la désignation d’un nombre dans notre systéeme de numération parlée
usuel. Cela peut étre a I’écrit ou a I'oral. Nous préciserons si besoin.

Lorsque nous nous intéressons a ces deux systemes de numération (écrit en chiffres et
parlé), outre les problémes de congruence entre ces systemes (Mounier 2010), se pose
également un probleme de limites d’utilisation de la numération parlée pour la description
et la justification d’actions réalisées sur les écritures chiffrées, en particulier pour les
conversions entre unités. En effet, la numération parlée n’est pas un ostensif permettant a
lui seul de faire des conversions, car, comme le souligne Chambris (2008), « on ne « peut »
pas dire « dix-cents » avant de le convertir en « mille » si on se place dans la numération
orale ». Nous appellerons cette limite la limite instrumentale de la numération parlée pour
les conversions. Ainsi l'usage exclusif de la numération parlée pourrait rendre difficile
I'accession a certaines technologies de la numération écrite.

Il est donc nécessaire de s’appuyer sur une désignation intermédiaire entre numeération
parlée et numération écrite, qui peut étre fournie par I’écriture en unités de numération,
I’écriture selon les puissances de dix ou I’écriture en matériel de numération.

L’ostensif écriture en unités de numération (EUN)
Un nombre possede différentes écritures en unités de numération (EUN). Par exemple un
nombre comme 8504 peut s’écrire 8 milliers 5 centaines 4 unités ou bien 85 centaines 4

2 Bosch et Chevallard (1999) distinguent deux types d’objets utilisés dans I'activité mathématique :

- « les objets ostensifs — du latin ostendere, « montrer, présenter avec insistance » — pour nous référer
a tout objet ayant une nature sensible, une certaine matérialité, et qui, de ce fait, acquiert pour le
sujet humain une réalité perceptible ».

- et « les objets non ostensifs sont alors tous ces « objets », qui, comme les idées, les intuitions ou les
concepts, existent institutionnellement — au sens ou on leur attribue une existence — sans pourtant
pouvoir étre vus, dits, entendus, percus ou montrés par eux-mémes : ils ne peuvent qu’étre évoqués
ou invoqués par la manipulation adéquate de certains objets ostensifs associés » (p.90).
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unités ou encore 8 milliers 4 unités 50 dizaines, etc. Nous appellerons écriture canonique en
unités de numération (EUNC) celle pour laquelle le nombre d’unités de chaque ordre est au
plus égal a neuf.

L'ostensif écriture selon les puissances de dix (EPD)

A I'école primaire on ne rencontre pas I'écriture des puissances de 10 avec exposants mais
seulement les écritures en chiffres des puissances : 1, 10, 100, ... On appelle écriture selon les
puissances de dix (EPD) une écriture utilisant ces puissances, comme par exemple : 8504 =
85x100 + 4. L’écriture canonique selon les puissances de dix (EPDC) est |'écriture pour
laquelle le coefficient devant chaque puissance de dix est au plus égal a neuf. Par exemple
8504 = (8x1000) + (5x100) + (4x1).

L’ostensif écriture additive selon les puissances de dix (EAPD)

Ces écritures peuvent étre de la forme 100 + 100+ 10+ 10+ 10+ 10+ 10+ 10+ 10+ 10+ 10
+10+10+10+1+1+1+10u200+ 120+ 4 pour le nombre 324. Etant donné la taille des
nombres étudiés, nous rencontrons plus rarement le premier type d’écriture. C'est donc le
deuxieme type que nous appellerons écriture additive selon les puissances de dix
(EAPD). Uécriture additive canonique selon les puissances de dix (EAC) est I'écriture pour
laguelle il y a un seul chiffre non nul (le chiffre de plus haut rang) dans tous les termes de
I’addition. Par exemple : 8 504 = 8 000 + 500 + 4.

L’ostensif écriture en matériel de numération (EMN)

Enfin en lien avec l'utilisation d’'un matériel organisé (« matériel de numération », cf. ci-
dessous), il est possible de décrire une quantité en nommant les différents groupements.
Nous appellerons cette désignation I'écriture en matériel de numération (EMN). Il y a de
nombreuses variantes possibles en fonction des mots utilisés pour désigner les groupements
et de l'usage ou non du signe +. Par exemple 3 paquets de 100 + 2 paquets de 10 + 4 ou 3
groupes de 100, 2 paquets de 10, 4 éléments isolés. Cette écriture peut étre canonique
(EMNC) si le nombre de groupements de chaque ordre est au plus égal a neuf.

Autres ostensifs de I'étude de la numération

L’ostensif matériel de numération

Ce que nous nommons matériel de numération correspond alors a ces différents types de
matériels utilisés dans les taches de dénombrement a I’école, notamment pour "illustrer" les
unités des différents ordres. Avec ces ostensifs, les relations entre unités sont incarnées par
des ostensifs gestuels de groupements ou d'échange de dix unités d’un certain ordre contre
une unité de I'ordre immédiatement supérieur (avec la possibilité de revenir en arriere sur
I'unité immédiatement inférieure par I'opération inverse).

Cela ameéne alors a voir une unité d’un ordre donné soit uniguement comme une unité a
part entiere, soit dans sa relation avec les unités simples (si aucun groupement intermédiaire
n’est visible), soit dans sa relation avec l'unité d’ordre immédiatement inférieur, soit dans
toutes les relations qu’elle entretient avec les unités d’ordres inférieurs. Cela est illustré par
Thanheiser (2009) a travers le cas de la centaine :
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Figure 8a. Figure 8b.
Image of a hundred simultaneously Image of a hundred with a
representing 1 hundred, 10 tens, focus on | hundred.
and 100 ones.

Figure 8c. Figure 8d.
Image of 2 hundred with a focus Image of a hundred with a focus
on 10 tens. on 100 ones.

Figure 3 : différentes images d’une centaine (extrait de Thanheiser p.26)

Nous pouvons alors différencier les différents types de matériels de numération selon la
distinction de Van de Walle et al. (2010) entre les matériels dits « proportionnels », pour
lesquels la dizaine par exemple est physiquement dix fois plus grande que I'unité, la centaine
physiqguement dix fois plus grande que la dizaine, etc. et les matériels dits « non
proportionnels » qui ne vérifient pas cette propriété.

Toujours selon Van de Walle et al. (2010), parmi les matériels proportionnels on peut
distinguer les matériels « groupables » et les matériels « pré-groupés » (ou d’échanges)’.
Matériels proportionnels, groupables.

En voici un exemple. Des « blchettes » (allumettes) que I'on groupe par dix a l'aide d’un
élastique puis dix groupes de dix sont a leur tour groupés par dix a I'aide d’un sachet, etc.

unité dizaine centaine

Figure 4: exemple de matériel de type proportionnel, groupable

Matériels proportionnels, pré-groupés (ou d’échanges).
Exemple : dans le cas du matériel « multibase » (matériel utilisé dans les classes), les cubes
se groupent par dix et s’échangent contre une barre de dix cubes, etc.

millier centaine dizaine unité

| ‘ _

Figure 5 : exemple de matériel de type proportionnel, pré-groupé

Matériels non proportionnels.
Ces matériels ne montrent pas la dizaine comme physiquement dix fois plus grande que
I'unité, etc. Un exemple est fourni par la monnaie (fig.6).

3 Citation de Van de Walle et al. 2010 : “A good base-ten model for ones, tens, and hundreds is one that is
proportional. That is, a ten model is physically ten times larger than the model for a one, and a hundred model
is ten times larger than the ten model. Base-ten models can be categorized as groupable and regrouped”
(p.191).
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centaine dizaine unité
=400 e gR )

'
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Figure 6 : exemple de matériel de type non proportionnel

On notera que le boulier est un matériel non proportionnel pour lesquels dix unités d’un
certain ordre (10 boules ou bien 9 et 1 que I'on ne peut pas prendre) s’échangent contre une
unité de I'ordre immédiatement supérieur (1 boule de la tige "d'apres").

Enfin les matériels de numération peuvent étre aussi représentés (dessinés, photographiés,
... comme les exemples ci-dessus. Un matériel proportionnel peut alors ne plus I'étre quand
il est représenté, a cause notamment de problémes de représentation en deux dimensions
d’objets en trois dimensions.

L’ostensif tableau de numération

Selon Chambris (2008), le tableau de numération est beaucoup utilisé au moment de la
réforme dans la tadche de dénombrement pour passer de la collection matérielle a un codage
de I'écriture, puisque les noms des unités en base non décimale ne sont pas disponibles.

Le tableau correspond a une écriture en unités de numération pour laquelle on écrit le nom
des unités dans la premiere ligne. Cela donne la possibilité d’écrire des nombres a plusieurs
chiffres par unité, comme pour une écriture en unités de numération. Ainsi il est possible
d’écrire :

M| C|D|U
1|25 4

L’écriture du chiffre 0 en cas d’absence d’unité n’est pas nécessaire.

Cependant il est possible que I'utilisation usuelle du tableau de numération en France
impose des regles de fonctionnement, se calquant sur les regles de I'écriture en chiffres :
écriture des 0 en cas d’absence d’unité isolée et un seul chiffre par colonne, ce qui
correspond aussi aux regles utilisées dans un tableau de conversion entre unités du systeme
métrique.

L’ostensif compteur

Cet ostensif est utilisé pour mettre en évidence les régles d’avancée (ou de recul) dans la
suite écrite des nombres. Par exemple pour avancer de 1 unité on augmente de 1 le chiffre
des unités simples. Si ce chiffre est 9 il devient alors 0 et on augmente de 1 le chiffre des
dizaines. De méme pour les dizaines, centaines, ...

Deux types de compteurs peuvent étre utilisés : avec prise en charge du changement d’unité
(type Pascaline) ou non (compteur manuel en papier par exemple)”.

Nous allons maintenant passer a une description des savoirs de la numération.

[I. Recherche d’une théorie de la numération pour I’école
primaire.

Nous cherchons dans ce paragraphe une description des savoirs de numération qui puisse
servir directement de référence pour 'analyse ou la conception d’un processus didactique

4 . Y
On trouvera sur ce site différents exemples de tels compteurs :

http://db.vdb.free.fr/Nombres/Machines/CMB/CMB4.htm (consulté le 27/05/2013)




pour |'école primaire, ce qui reléeve de ce que Chambris (2010) appelle les savoirs du
deuxieme ordre, mathématiquement corrects, utiles pour I’enseignement mais pas
nécessairement pour les mathématiciens (alors que les savoirs du premier ordre sont utiles
pour les mathématiciens mais pas nécessairement adaptés pour I'enseignement). Il va
notamment s’avérer essentiel d’avoir une description compatible avec le découpage de ces
savoirs a I'école primaire.

[I.1 Quelle description des savoirs de la numeération? Quelle
théorie mathématique de référence ?

Modes de construction théorique

Chambris (2008) a montré dans sa thése qu’il avait existé, aux cours des derniers siécles,
différentes descriptions du savoir « savant » de la numération. Dans un premier type de
description que 'on retrouve dans plusieurs traités jusqu’au début du XXM sigcle, les deux
systémes de numération parlé et écrit sont construits de maniére progressive a partir des dix
premiers nombres et de leur nom dans le systéeme parlé. Les unités de numération (unités,
dizaines, centaines ...) y jouent un role central pour faire le lien entre ces deux systémes.
Chambris (2008) met en évidence une évolution des organisations mathématiques” au cours
du XX°™ siecle, liée a des différences dans la facon de décrire les savoirs de la numération
dans certains ouvrages de référence pour I'enseignement. Nous reproduisons ci-dessous un
large extrait de la conclusion de sa these (2008) qui résume cette évolution :

« Notre étude de la numération a la période classique nous a permis de montrer que les
livres des éléves contiennent un texte qui est trés proche du texte du traité de référence,
textes qui donnent notamment une construction algorithmique de I'ensemble des entiers
naturels dont on peut penser qu’elle est formulée avec des outils qui sont accessibles
conceptuellement aux jeunes éleves. Une particularité de cette construction qui aboutit
notamment a l'écriture chiffrée est qu’elle ne repose pas sur la division euclidienne
contrairement a la théorie savante de la numération de position (actuellement a I'ceuvre
dans la sphére productrice des savoirs et qui I'était peut-étre déja au moment de
I’écriture des traités que nous avons utilisés). Cette théorie repose sur l'ostensif «
numération en unités ». La praxéologie mathématique repose en fait sur I'étude de trois
numérations : la numération en unités, la numération orale et la numération
positionnelle, la premiére permettant notamment de relier les deux autres. » (p.542)

Dans une description théorique, que I'on peut qualifier de « classique », comme celle que
I'on trouve dans l'ouvrage de Bézout et Reynaud (1821) étudié par Chambris (2008) ou
encore celui de Condorcet (1799), les différentes unités sont définies de maniére itérative :
on définit les unités du premier ordre, puis celles du deuxieme, etc. en exprimant les
relations avec les unités d’ordres inférieurs ainsi qu’avec la position dans |'écriture en
chiffres. Par exemple voici comment Condorcet définit le millier :

« Si I'on suit la méme démarche, et que I'on place un quatrieme chiffre a la gauche de
ceux qui indiquent des centaines, il indiquera autant de dixaines de centaines, ou autant
de mille, qu’il auroit désigné de centaines, s’il avoit été moins avancé d’un rang ; autant
de centaines de dixaines, ou de mille, qu’il auroit indiqué de dixaines, s’il avoit été moins

> En TAD, on modélise I'activité mathématique en termes de praxéologies ou organisations mathématiques
(OM). Celles-ci s’organisent autour d’un (ou plusieurs) type(s) de tdches. Pour effectuer un type de taches T on
dispose d’au moins une certaine technique T . Ce bloc [T, T ] constitue le bloc des savoir-faire. Les techniques
peuvent étre expliquées, justifiées et produites par I'utilisation d’un savoir (ou technologie 6) qui lui-méme
s’insére dans une théorie ©. Le bloc [B, O] constitue le bloc des savoirs.
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avancé de deux ; enfin autant de mille, qu’il auroit désigné d’unités, s’il avoit été moins
avancé de trois rangs : ainsi, 6452, indique six mille quatre centaines cing dixaines et deux
unités, exprime le nombre six mille quatre cent cinquante-deux ». (p.38)

Cette définition itérative est adaptée a la progression générale de I'enseignement de la
numeération a I'école primaire ou sont d’abord étudiés les nombres a un et deux chiffres au
CP, puis a trois chiffres au CE1, entre mille et un million au CE2°, etc. Ainsi la description
théorique, en mettant en évidence les savoirs nouveaux a chaque pas de la construction,
permet d’identifier clairement les savoirs anciens sur lesquels on pourra s’appuyer ainsi que
les savoirs nouveaux pour chaque niveau d’enseignement. Cela est, nous semble-t-il, une
propriété essentielle d’'une théorie mathématique destinée a I'enseignement.

Mais ce n’est pas le cas des descriptions de théories savantes de la numération ayant servi a
la transposition didactique de ce savoir a partir de la réforme des mathématiques modernes.
Chambris explique d’ailleurs qu’a partir de ce moment, «le texte classique du savoir
n’apparait plus dans les livres de I'éleve, il peut survivre dans ceux du maitre », ce qui peut
étre lié a l'introduction du travail sur des bases non décimales. Il apparait alors qu’un point
d’appui théorique au travail sur la numération est le fait que « I’écriture chiffrée d’un
nombre est la suite des coefficients dans la décomposition polynomiale d’'un entier dans une
base », ce qui, la encore, est lié au travail en base.

Dans cette approche théorique « moderne », on définit I’écriture d’'un nombre en base b
quelconque (b entier supérieur ou égal a 2) a partir d’'une écriture algébrique correspondant
a la décomposition polynomiale selon les puissances de la base et on prouve I'existence et
I"'unicité de cette écriture. On ne voit donc pas une construction itérative des savoirs mais
une définition valable pour tous les nombres, quelle que soit leur taille. C’est ce qui pourrait
expliquer le constat de Chambris dans les manuels de la contre-réforme (années 1980) du
fait que «les présupposés des technologies pour les éleves ne sont pas explicités
clairement ».

Les besoins trophiques créés par la théorie. Choix des ostensifs.

Des questions de besoins trophiques se posent lors de la transposition didactique d’une
théorie savante. Par exemple, lorsque l'on s’appuie sur la théorie savante de la
décomposition polynomiale pour fonder la numération (comme a partir de la réforme) :

« elle crée des besoins trophiques qu’il est a priori difficile de satisfaire a I'école primaire,
d’autant qu’ils sont nécessaires dés le CP. Citons déja : multiplication ou notation
exponentielle, addition, écriture parenthésée ou priorité de la multiplication sur I'addition,
coefficients d’'un développement polynomial. En outre, elle ne prend pas en charge la
numération orale de facon « naturelle ». On peut dire que c’est une théorie savante et
gu’elle n"est donc pas faite a priori pour I'école primaire. » (Chambris 2008, p.494)

Les ostensifs sont donc plus réduits par I'utilisation de I'algébre, mais ne sont plus en phase
avec les connaissances des éleves de I'école primaire. C'est d’ailleurs pour cela, comme
I'explique Chambris, que lors de la contre-réforme c’est une théorie transposée de cette
théorie savante qui est plutot observée dans les manuels, « aux besoins trophiques
beaucoup plus raisonnables pour I"école primaire » (p.503 a 509).

®ce découpage semble assez stable dans I'enseignement des mathématiques a I'école primaire. Cela légitime
le fait de s’appuyer dessus. C'est une contrainte forte du systéme.



De plus, l'utilisation des écritures selon les puissances de dix présenterait, selon Chambris
(2008), le probléme de la formulation des relations entre unités. En effet, les savoirs de la
numération pourraient alors étre considérés comme des regles de calcul. Par exemple 2 000
+ 500 + 3 = 2 503 pourrait étre interprété comme le résultat d’'une regle de calcul d’addition,
comme pour l'addition posée et non par le lien entre 2000 et 2 milliers qui permet d’écrire le
2 au rang des milliers, le 5 au rang des centaines, ... Ou encore comme |’utilisation de la régle
d’écriture de zéros a droite de I'écriture chiffrée. On pourrait justifier que par exemple
10 x 100 = 1000 sans utiliser des relations entre unités (10 centaines = 1 millier).
Les unités de numération pourraient alors étre un ostensif privilégié pour la formulation de
ces relations entre unités et donc plus généralement pour la description des savoirs de la
numération dans une théorie pour I'enseignement. Chambris (2008) montre que

«a besoins trophiques identiques, la valence instrumentale de la numération

positionnelle est plus faible que celle de la numération en unités ». (p.443)

L'utilisation des unités de numération, comme dans la théorie classique, apparait comme
bien adaptée a la description des savoirs de la numération d’autant plus que elle ne met en
jeu que des additions et multiplications (et sans utilisation du signe x). En effet, selon
Chambris (2008), cet ostensif :

« apparait nécessaire, et peut-étre indispensable, dans les technologies de la numération
de position puisqu’il permet de les formuler avec de faibles besoins trophiques, en
utilisant des mots et peu de calcul (du comptage avec les nombres de un chiffre
principalement). » (p.457)

Les unités de numération permettent de faire un pont entre les systemes de numeération
parlé et écrit (Houdement & Chambris 2013). En effet, Chambris (2012), dans son analyse
des connexions entre différents types de connaissances met en évidence que les unités de
numeération « semblent étre le seul ostensif susceptible de favoriser les connexions entre la
numération et les différents themes dans lesquels elle intervient » car elles sont congruentes
avec les unités du systeme métrique mais aussi plus adaptées pour la justification des
techniques de calcul posé que les écritures utilisant les puissances de dix.

I1.2 Une théorie de la numération par construction itérative

Pour les raisons présentées dans le paragraphe précédent, nous nous appuyons sur la
désignation avec les unités de numération pour décrire les savoirs de numération et le lien
entre numération parlée et numération écrite.

La construction est itérative dans le sens ou on définit les savoirs de la numération pour les
nombres compris entre 0 et 9, puis 10 a 99, etc. Les savoirs définis pour une tranche
s’appuient sur les savoirs définis pour la tranche inférieure’. Cette construction présente
I'intérét de mettre en évidence les savoirs nouveaux construits a chaque étape. Nous les
expliciterons. Nous terminerons par une généralisation des savoirs et propriétés de la
numeération.

Les neuf premiers nombres

On définit les neufs premiers nombres ainsi :
| Ecrit | 2 | 2 | 3 | 4 s | 6 | 7 | 8 | 9

7 Ainsi pour un éleve ayant déja appris les principes de la numération pour les nombres jusqu’a 999, écrire en
chiffres 3 milliers 1 centaine 5 unités revient donc a écrire en chiffres 3 milliers et 105 unités : cela ne met en
jeu que la position du millier dans I’écriture en chiffres.
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| Parlé | un | deux | trois | quatre | cing | six | sept | huit | neuf |

Ainsi on peut exprimer le nombre d’unités simples (ou unités du premier ordre) avec ces
nombres indifféremment sous la forme :

- 3 unitésou 3;

- Trois unités ou trois.
Lorsque lI'on ne précise pas l'unité utilisée (comme ici « 3 »), c’est qu’il s’agit d’unités
simples. On écrit u pour désigner 'unité simple en abrégé.

Construction de la numération des nombres de 10 a 99

Le choix d’une base est a l'origine de l'invention des systemes de numération comme le
précise Ifrah (1994) :

« L'étre humain se trouva donc désormais confronté a un probléeme insurmontable a
premiere vue: comment désigner des nombres élevés avec le moins possibles de
symboles ? [..] La solution a été de privilégier un groupement particulier (comme la
dizaine, la douzaine, la vingtaine ou la soixantaine par exemple) et d’organiser la suite
réguliere des nombres selon une classification hiérarchisée fondée sur cette assise. [...]
C'est ce que I'on appelle le principe de la base. Sa découverte a marqué la naissance des
systémes de numération : systémes dont la « base » n’est autre que le nombre d’unités
gu’il est nécessaire de grouper a l'intérieur d’un ordre donné pour former une unité de
I'ordre immédiatement supérieur. » (Ifrah 1994, p.73)

Le choix de dix comme base est un choix parmi d’autres possibles. Pourtant la base dix « a
eu une fortune absolument exceptionnelle » dans I’histoire (Ifrah 1994, p.103), mais non
pour des raisons liées a « des avantages pratiques ou mathématiques » (Ifrah, p.105). Car
selon Ifrah « ce sont bien les dix doigts qui ont imposé a 'lhomme |'idée des groupements
par paquets de dix » (Ifrah, p.112). D’autres choix auraient pu avoir un intérét mathématique
comme le fait remarquer Guitel (1975):

« Il va de soi que le choix de dix ayant été lié a « un accident de notre nature », comme I'a
écrit Edouard Lucas, il n’était pas nécessairement bon mathématiquement parlant. Douze
aurait di lui étre préféré, ayant plus de diviseurs que dix, et en particulier le diviseur 3;
mais le choix de dix s’est révélé indestructible. [...] L'apparition des modernes machines a
calculer a infligé récemment, a dix son plus retentissant échec. Le systeme binaire, cher a
Leibniz, s’est imposé tout naturellement. [...] L’histoire de la numération nous apprend, il
convient d’y insister, que le nombre dix représente un trés bon choix pour la mémoire
humaine : la table de multiplication pouvait facilement étre apprise par cceur. Cing par
contre était trop petit [...] Par contre 20 et surtout 60 étaient trop grands ; les peuples qui
ont adopté ces bases ont été amenés a introduire, soit dans leur numération parlée, soit
dans leur numération écrite, des bases auxiliaires [...] Il est donc d’autant plus regrettable
que 12 ait été écarté de la compétition, son ordre de grandeur était excellent ». (Guitel,
p.25-26)

Cela souligne bien I'aspect arbitraire lié au choix de la base dix, qui repose davantage sur cet
« accident de la nature » dont parle Lucas (cité par Guitel) que sur des raisons
mathématiques.

Avec les unités de numération : 9 unités + 1 unité forme une nouvelle unité appelée une
dizaine (ou unité du deuxiéme ordre). On écrit d pour dizaine.



Dans notre systéme écrit, qui est un systéme positionnel, I’écriture se fait en ligne et chaque
unité s’écrit a un certain rang. Le rang des unités (simples) est le premier rang (a partir de la
droite®) et 'unité de rang supérieur s’écrit au rang situé immédiatement a sa gaucheg. Ainsi
une dizaine s’écrit au deuxieme rang. C'est le principe de position.

Le principe de position permet d’écrire les nombres supérieurs a 9 en utilisant encore les
mémes chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 et 9, auquel il faut ajouter maintenant le chiffre 0. En
effet, une conséquence du principe de position est la nécessité d’utiliser un nouveau
symbole pour marquer I'absence d’unités (simples) isolées car on ne peut pas écrire « 1 »
pour une dizaine, cette écriture désignant déja une unité. Notre systeme de numération
écrit utilise le chiffre 0 (zéro) pour marquer cette absence. Ainsi 1d s’écrit 10, ..., 2 dizaines
s’écrit 20, ..., 9d s’écrit 90. On écrit un 0 seulement a un rang pour lequel il existe des unités
a un rang supérieur. Par exemple 7u ne s’écrit pas 07. Pour un nombre a deux chiffres le
chiffre 0 ne peut s’écrire qu’au rang des unités (simples).

Un nombre admet plusieurs écritures en unités de numération (EUN), par exemple 50u= 5d.
On appellera écriture canonique en unités de numération (EUNC), I’écriture pour laquelle on
a un nombre d’unités de chaque ordre compris entre 1 et 9. En cas d’absence d’unités
simples, on n’écrit que les dizaines dans I’écriture canonique (5 dizaines pour I'exemple ci-
dessus).

L’écriture canonique en unités permet de passer directement (par le principe de position) a
I’écriture en chiffres en écrivant les unités au premier rang et les dizaines au deuxieme. Par
exemple 5d 7u s’écrit 57.

Dans le systeme parlé, une dizaine s’écrit (et se dit) dix, deux dizaines s’écrit vingt, trois
dizaines s’écrit trente, quatre dizaines s’écrit quarante, cinq dizaines s’écrit cinquante, six
dizaines s’écrit soixante, sept dizaines s’écrit soixante-dix, huit dizaines s’écrit quatre-vingts,
neuf dizaines s’écrit quatre-vingt-dix. Pour écrire les nombres entre deux dizaines
consécutives, on fait suivre le nom de chaque dizaine par les noms des nombres compris
entre un et neuf. Par exemple cing dizaines sept unités s’écrit cinquante-sept. Cependant il
existe des exceptions a cette regle :

- une dizaine une unité s’écrit onze, une dizaine deux unités s’écrit douze, une dizaine
trois unités s’écrit treize, une dizaine quatre unités s’écrit quatorze, une dizaine cinq
unités s’écrit quinze, une dizaine six unités s’écrit seize.

- Sept dizaines une unité s’écrit soixante-et-onze,..., sept dizaines neuf unités s’écrit
soixante-dix-neuf,

- Neuf dizaines une unité s’écrit quatre-vingt-onze, ..., neuf dizaines neuf unités s’écrit
quatre-vingt-dix-neuf.

® Pour numéroter les rangs, nous prendrons pour convention de le faire systématiquement de la
droite vers la gauche.
%I s’agit 1a d’un choix qui reléve aussi d’une convention comme I'indique Mounier (2010) :

« Outre leur graphie, 'ordre de prise en compte des chiffres peut étre indiqué par
d’autres moyens que celui d’une écriture en ligne et un sens de lecture. Cela pourrait étre
n’importe quelle disposition graphique dans laquelle cette prise en compte des chiffres
serait déterminée par convention. Il en est de méme pour la suite des ordres qui peut étre
théoriquement arbitraire et finalement du couplage entre les deux suites
chiffres/ordres. » (p.35)
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Dans les systemes en unités et parlé, le zéro est inutile, ce qui n’est pas le cas du systeme en
chiffres.

Le nombre 3d 12u ne peut s’écrire « 312 » ou méme « 3 12 » car cela pourrait donner lieu a
des interprétations différentes de cette écriture: 3d 12u ou 31d 2u(ou encore avec les
nombres a 3 chiffres 3c 1d 2u). Il est alors nécessaire pour avoir une écriture unique en
chiffres, de n’écrire que des nombres a 1 chiffre par rang. C'est donc I'écriture canonique qui
permet (et c’est en cela que cette écriture est canonique) d’associer directement un nombre
écrit avec les unités de numération et le nombre correspondant en chiffres par le principe de
position : les unités (simples) s’écrivent au premier rang (a partir de la droite) et les dizaines
au deuxiéme rang.

L’écriture en chiffres des nombres a deux chiffres étant ainsi définie, on peut maintenant
écrire, par exemple, 38u (ou 3d 8u). Mais |'écriture en chiffres (et canonique) de 38d n’est
pas encore définie, il faut pour cela introduire une nouvelle unité : la dizaine de dizaines.

Construction de la numération des nombres de 100 a 999

Guitel (1975) explique que, du point de vue historique, le passage de la dizaine a la centaine
ne va pas de soi: « rien n’obligeait a considérer le carré de la base comme une nouvelle
unité. [...] Le corps humain qui a contribué a donner une base a la numération ne pouvait
étre en effet d’aucun secours quand il a fallu s’élever dans I’échelle des nombres ». Une fois
le passage au carré réalisé, le passage au cube semble, lui, se faire plus aisément.

Avec les unités de numération : 9d 9u + 1u (soit 99u + 1u) forme une nouvelle unité appelée
une centaine (ou unité du troisieme ordre). On écrit ¢ pour centaine.

Voici donc les relations entre les différentes unités : une centaine = une dizaine de dizaines =
dix dizaines = cent unités. A partir de cet ordre il existe donc des relations entre unités qui ne
sont pas seulement entre unités d’ordres consécutifs.

Dans le systeme écrit, les centaines s’écrivent au troisieme rang, a partir de la droite
(principe de position). Ainsi 1 centaine s’écrit 100, ..., 2 centaines s’écrit 200, ..., 9 centaines
s’écrit 900. L’écriture canonique en unités permet donc de passer directement a I'écriture en
chiffres en écrivant les unités au premier rang, les dizaines au deuxiéme et les centaines au
troisieme. Par exemple 8c 5d 7u s’écrit 857. En cas d’absence d’unité ou de dizaine dans
I’écriture canonique on écrit un zéro au rang correspondant. Par exemple 8c 7u s’écrit 807
ou encore 8c 5d s’écrit 850. Par contre on n’écrit pas de zéro au plus haut rang : 5d 7u ne
s’écrit pas 057.

Dans le systeme parlé, on fait suivre le nom du nombre (inférieur ou égal a neuf) de
centaines du mot cent, sauf pour une centaine qui s’écrit cent (et non « un cent »). Pour les
autres : deux centaines s’écrit (et se dit) deux-cents™, trois centaines s’écrit trois-cents, ...,
neuf centaines s’écrit neuf-cents.

Pour écrire les nombres compris entre deux centaines consécutives, on fait suivre les mots
désignant la centaine du nom du nombre inférieur a cent restant. Par exemple huit
centaines cing dizaines sept unités s’écrit (et se dit) huit-cent-cinquante-sept.

10 . N P , , . . s
Conformément aux nouvelles regles d’orthographe les numéraux composés sont systématiquement reliés
par des traits d'union.



Un nombre peut admettre plusieurs écritures avec les unités de numération mais a toujours
une unique écriture dans le systeme écrit et dans le systeme parlé. Par exemple 3c 12d = 4c
2d = 42d = 3¢ 120u = .... Son écriture canonique est 4c 2d, elle est unique et permet d’en
déduire I’écriture en chiffres et en lettres : 420 et quatre-cent-vingt.

Pour les nombres supérieurs a cent, des techniques de conversion entre unités de
numération sont possibles directement a partir de I'écriture en chiffres. Nous allons les
préciser.

Conversion de dizaines et centaines en unités simples. Nombre d’unités simples contenues
dans un nombre de dizaines ou centaines données.

Par le principe de position (et le réle du 0), il vient que 5d est égal a 50 unités et 5¢ a 500
unités. Mais qu’en est-il pour un nombre de dizaines supérieur a 10: combien d’unités
simples font 23d ? Le nombre d’unités simples équivalentes a un nombre de dizaines
compris entre 10 et 99 s’obtient en écrivant le premier chiffre (en partant de la droite) au
rang des dizaines. Cela implique un décalage de I'écriture vers la gauche d’un rang et donc
I’écriture d’un zéro au rang des unités simples. Pour simplifier on dit en général que |'on écrit
un zéro a droite’’. Par exemple 23d = 230u.

Il s’agit d’'une conséquence des deux principes de la numération. En effet considérer un
nombre, a 2 chiffres, de dizaines fait que son chiffre des dizaines indique un nombre de
dizaines de dizaines (principe de position), soit de centaines (principe décimal). Le chiffre des
unités, lui, indique alors le nombre de dizaines isolées. Par le principe de position, on obtient
alors le nombre d’unités en écrivant le chiffre des centaines au troisieme rang (a partir de la
droite), le chiffre des dizaines au deuxieme rang et 0 au rang des unités. Par exemple 23d =
(2 dizaines) de dizaines + (3 unités) de dizaines = 2c + 3d. Par le principe de position on
obtient alors 230 unités.

Conversion d’unités simples en dizaines et centaines. Nombre de dizaines ou centaines
contenues dans un nombre d’unités simples données.

L’écriture chiffrée indique le nombre total d’unités ainsi que le nombre d’unités de chaque
ordre (par exemple 235 c’est 235u mais aussi 2c 3d 5u). On peut également y lire
directement le nombre total de dizaines, par troncature. Par exemple, dans 235 il y a 23
dizaines. En effet le nombre de centaines, écrit au troisieme rang de I"écriture chiffrée, est
aussi le nombre de dizaines de dizaines. Par juxtaposition avec le chiffre du rang des dizaines
on obtient donc un nombre a deux chiffres de dizaines. Par exemple dans 235 il y a 2
centaines 3 dizaines et 5 unités. Or 2c + 3d = 2 dizaines (de dizaines) + 3 unités (de dizaines)
=23d.

Ainsi on fera une distinction entre le nombre de dizaines isolées (donné par le chiffre des
dizaines) et le nombre total de dizaines (donné par les chiffres des dizaines et centaines)lz.

Les nombres a trois chiffres étant définis, on peut maintenant écrire, par exemple, 238
unités (ou encore 23d + 8u ou bien 2c + 38u) ce qui est égal a 2c 3d 8u (qui est I'écriture
canonique). Mais, on ne sait pas encore écrire en chiffres 238d par exemple, il faut pour cela
introduire une nouvelle unité : la dizaine de centaines.

! Cette formulation est celle qui semble principalement utilisée dans les manuels actuels. Cela pose des
problemes pour l'utilisation de cette regle pour les nombres décimaux, ol cette formulation n’est plus
adaptée.
2 Nous préférons éviter la distinction entre « le chiffre des dizaines » et « le nombre de dizaines », que I'on voit
dans certains manuels actuels ou plus anciens. En effet on s’intéresse dans tous les cas a un nombre de
dizaines.
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La construction de la numération des nombres de 1 000 a 999 999

Avec les unités de numération : 9c 9d 9u + 1u (soit 999u + 1u) forme une nouvelle unité
appelée un millier (ou unité du quatrieme ordre). On écrit m pour désigner le millier.
Les relations entre unités : un millier = dix centaines = cent dizaines = mille unités simples =
une centaine de dizaines = une dizaine de dizaines de dizaines.
On remarquera la particularité de la relation entre dizaines et millier (que I'on n’avait pas
rencontrée jusqu’a présent) : cette relation porte sur deux unités d’ordres non consécutifs et
ne peut étre déduite par I'utilisation directe du principe de position (comme cela peut étre le
cas pour 1 millier = 1000 unités simples ou 1 centaine = 100 unités simples par le principe de
position).
Dans le systéme écrit, les milliers s’écrivent au quatriéme rang, a partir de la droite (principe
de position). En cas d’absence d’unité, de dizaine ou de centaine dans I'écriture canonique
on écrit un zéro au rang correspondant (on n’écrit pas de zéro au plus haut rang). Ainsi 1
millier s’écrit 1 000, ..., 2 milliers s’écrit 2 000, ..., 9 milliers s’écrit 9 000 (la regle des espaces
entre les chiffres des milliers et des centaines sera explicitée par la suite). L'écriture
canonique en unités permet donc de passer directement a I’écriture en chiffres en écrivant
les unités au premier rang, les dizaines au deuxieme, les centaines au troisieme et les milliers
au quatrieme. Par exemple 3m 8c 5d 7u s’écrit 3857 et 3m 5d s’écrit 3 050.
Avec les unités de numération : 9 milliers 9 centaines 9 dizaines 9 unités + 1 unité (soit 9
999 unités + 1 unité) forme une nouvelle unité appelée une dizaine de milliers (ou unité du
cinquiéme ordre). Il y a donc ici une rupture dans le nom des unités de numération : au lieu
de prendre un nouveau mot, on fabrique un nom composé a partir des noms anciens, en
prenant comme nouvelle unité le millier : on compte en milliers. Pour cette raison, nous
n’introduirons pas d’écriture abrégée au-dela du millier.
Dans le systéme écrit, une dizaine de milliers s’écrit au cinquieéme rang, a partir de la droite
(principe de position) : 1 dizaine de milliers s’écrit 10 000, etc.
Avec les unités de numération : 9 dizaines de milliers 9 milliers 9 centaines 9 dizaines 9
unités + 1 unité (soit 99 999 unités + 1 unité) forme une nouvelle unité appelée une centaine
de milliers (ou unité du sixieme ordre).
Dans le systeme écrit, une centaine de milliers s’écrit au sixieme rang, a partir de la droite
(principe de position). Ainsi 1 centaine de milliers s’écrit 100 000, etc.
Les relations entre unités :

- une dizaine de milliers = dix milliers = cent centaines = mille dizaines = dix-mille

unités ;
- une centaine milliers = dix dizaines de milliers = cent milliers = mille centaines = dix-
mille dizaines = cent-mille unités.

Quand ['écriture s'allonge (que le nombre de chiffres augmente), les nombres deviennent
difficiles a nommer: il devient nécessaire de fournir des repéres intermédiaires qui
correspondent au compte en milliers. Les classes rendent compte de ce découpage : une
classe est un groupement de trois ordres d’unités consécutifs qui correspondent, de la
droite, vers la gauche, aux unités, dizaines, centaines d'une méme unité. Pour les nombres
inférieurs a un million on trouve ainsi la classe des unités simples et la classe des milliers. La
classe des unités simples comprend I'ordre des unités simples, celui des dizaines et celui des
centaines. La classe des milliers comprend I'ordre des milliers, celui des dizaines de milliers
et celui des centaines de milliers.



Dans le systéme parlé, pour écrire en lettres (ou dire) un nombre compris entre 1 000 a
999 999, on écrit le nom du nombre de milliers (compris donc entre un et neuf-cent-quatre-
vingt-dix-neuf) suivi du mot « mille » puis le nom du nombre inférieur a mille restant.

Par exemple 4 centaines de milliers 2 dizaines de milliers 3 milliers 8 centaines 5 dizaines 7
unités = 423 milliers 857 unités = quatre-cent-vingt-trois-mille-huit-cent-cinquante-sept.
Cette lecture s’appuie donc sur une propriété de I'écriture en chiffres: la troncature. En
effet, on effectue une troncature au millier pour décomposer le nombre en classes. Par
exemple 423 857 = 423 milliers 857 unités®>.

Pour mettre en évidence cette décomposition sur I"écriture chiffrée et ainsi faciliter la
lecture des « grands nombres », il est d’'usage en France de laisser un espace entre chaque
classe. Par exemple 423 milliers 857 unités s’écrit 423 857. Pour passer directement de
I’écriture en chiffres a I'écriture en lettres, il suffit donc d’écrire (ou de lire) le nombre dans
la classe des milliers (a gauche de I'espace donc) comme un nombre d’unités, suivi de
« mille » (excepté pour le nombre un, ol on dira juste « mille ») puis d’écrire (ou de lire) le
nombre d’unités simples restantes.

Les techniques de conversion entre unités a partir de |'écriture en chiffres (par juxtaposition
de zéros a droite et par troncature) s’étendent aux nombres a 5 et 6 chiffres :

- Par la technique de juxtaposition de zéros, le nombre de milliers, de dizaines de
milliers ou de centaines de milliers s’obtient en écrivant le premier chiffre de ce
nombre (en partant de la droite) au rang des milliers, dizaines de milliers ou des
centaines de milliers. Cela revient a juxtaposer trois, quatre ou cing zéros a droite de
ce nombre. Par exemple 23 milliers = 23 000, 15 dizaines de milliers = 150 000 ;

- Par la technique de troncature, on lit directement le nombre d’unités de chaque
ordre en « tronquant » I'écriture au rang considéré par suppression des chiffres des
rangs strictement inférieurs. Par exemple dans 23 456 il y a 23 milliers.

Formulation générale des savoirs de la numération

La construction précédente a permis de mettre en évidence les savoirs de numération pour
chaque tranche. Nous cherchons ici a donner des formulations générales de ces savoirs qui
sont donc construits par récurrence, d’ordre en ordre.

Rappelons que I'écriture canonique avec les unités de numeération est I’écriture pour laquelle
on a un nombre d’unités de chaque ordre inférieur ou égal a dix. En cas d’absence d’unités
d’un certain ordre, on n’écrit rien a cet ordre (on n’écrit pas de 0 dans I'écriture canonique).

Les unités de numération

Soit n € N.

(9 unités d’ordre n — 1) (9 unités d’ordre n — 2) ... (9 unités d’ordre 1) + 1 unité d’ordre
1 forment une unité d’ordre n (une dizaine d’unités d’ordres n — 1). Ainsi, ce qui est général
est le fait que dix unités d’un certain ordre sont égales a une unité de |‘ordre
immédiatement supérieur.

Chaque unité admet ainsi une relation avec toutes les unités d’ordre inférieur. Plus
précisément, si n,p € N (n > p) alors une unité d’ordre n est égale a 10...0 (n — p zéros)
unités d’ordre p. Et réciproquement chaque unité admet aussi des relations avec les unités
d’ordre supérieur.

On s’appuie alors sur une conversion de 4 centaines de milliers 2 dizaines de milliers 3 milliers en 423 milliers
et de 8 centaines 5 dizaines 7 unités en 857 unités, en appui sur les relations entre unités: 1 centaine de
milliers = 100 milliers et 1 dizaine de milliers = 10 milliers, etc.
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La numération écrite en chiffres

Ce qui est général est le fait que ces nouvelles unités d’ordre n s’écrivent au rang n de
I’écriture en chiffres, a partir de la droite (principe de position). Réciproquement, dans
I'écriture chiffrée d’un nombre le chiffre de rang n (n € N,n > 0), indique le nombre
d’unités isolées d’ordre n.

En cas d’absence d’unité d’un certain ordre dans I’écriture canonique en unités on écrit le
chiffre 0 au rang correspondant. Ce principe est une conséquence du principe de position : il
est nécessaire de noter I'absence de ces unités pour marquer la position des unités d’ordres
supérieurs. L'utilisation d’un vide ne permet en effet pas de définir de maniere non
équivoque le nombre d’unités isolées absentes. On écrit un 0 seulement aux rangs pour
lesquels il existe des unités a un rang supérieur.

Cela entraine en particulier que 'unité d’ordre n (n € N,n > 0) s’écrit 10...0 avecn — 1
zéros.

Conversions entre unités par troncature de I'écriture en chiffres. Nombre d’unités
quelconques contenues dans un nombre d’unités simples.

L’écriture chiffrée indique le nombre total d’unités simples ainsi que le nombre d’unités de
chaque ordre mais aussi le nombre total d’unités d’ordres supérieurs ou égaux a 2, par
troncature.

Le nombre d’unités d’ordre n est le nombre formé en supprimant tous les chiffres des unités
d’ordre inférieur (strictement) a n.

Cette propriété est une conséquence du principe décimal : si I'unité de référence est une
unité d’ordre n (n € N,n > 0), alors l'unité du deuxiéme ordre devient la dizaine d’unité
d’ordre n, soit 'unité d’ordre n + 1, elle s’écrit au 8me rang, a partir du rang n, etc.

Cette propriété ne s’applique pas seulement pour les conversions d’unités simples en unités
d’ordres supérieurs : elle peut étre généralisée pour une conversion d’une unité d’ordre
quelconque en une unité d’ordre supérieur. Soit n,p,q ENn+0,n>q>p,a; €
{0,1,..9},pour 0 <i <mneta, # 0. Dans @, ...a;a, unités d'ordre p il y a a, ...a;_,
unités d’ordre ¢, c'est-a-dire que lI'on obtient le nombre d’unités d’ordre g par une
troncature a 'ordre g — p. Par exemple dans 1234 dizaines il y a 12 milliers car les milliers
sont des centaines de dizaines.

Conversions _entre unités par juxtaposition de zéros (ou « regle des zéros »). Nombre
d’unités simples contenues dans un nombre d’unités quelconques.

Pour convertir en unités simples un nombre d’unités d’'ordre n (n € N, n > 0), on juxtapose
(n — 1) zéros a droite du nombre d’unités d’ordre n.

Il s’agit 1a encore d’'une conséquence du principe décimal. Soit un nombre donné (écrit en
chiffres) d’unités d’ordre n (n € N,n > 0). Le nombre d’unités simples du nombre de départ
devient le nombre d’unités d’ordre n isolées, le nombre de dizaines devient le nombre
d’unités isolées d’ordre n + 1, etc. Pour marquer le nouveau rang de ces chiffres il convient
donc de faire un décalage et d’écrire n — 1 fois le chiffre 0 aux places vides ainsi créées.

On peut généraliser cette regle aux cas de conversions ne faisant pas intervenir d’unités
simples. Soit n,p,q EN,p>q,a,€{0,1,..9},pour 0 <i<neta, 0. Dans
a, -..a;a, unités d’ordre p il y a a, ... a0 ... 0 unités d’ordre q avec p — q zéros terminaux
(sans compter les éventuels 0 de a,, a4, ...), c'est-a-dire que I'on obtient le nombre d’unités
d’ordre g par une juxtaposition de p — q zéros a droite. Par exemple 12 milliers est égal a
1200 dizaines car les milliers sont des centaines de dizaines.




La numération parlée

Dans la pratique on nomme rarement les nombres au-dela des milliards : on utilise les
puissances de dix pour ces grands nombres. Nous allons toutefois indiquer comment les
principes de lecture déja indiqués jusqu’au milliard s’étendent aux grands nombres.

Voici les noms des différentes classes obtenues par regroupements de trois ordres d’unités
consécutifs : unités simples, milliers, millions, milliards™*, billions, billiards, trillions, trilliards,
quadrillions, quadrilliards, quintillions, ...

Pour faciliter I’écriture en lettres (et la lecture) on prend pour convention de séparer deux
classes consécutives par un espace dans I’écriture en chiffres. Ainsi, en comptant a partir de
la droite, on écrira des espaces entre les unités d’ordre 3n et 3(n + 1), oun € N, jusqu’au
rang le plus grand.

Pour nommer un nombre (ou I'écrire en lettres) on procéde donc a une double lecture :
globalement par classes et a l'intérieur de chaque classe par rang (nombres inférieurs a 999).
A partir de la classe du million, les unités de la numération et les mots-nombres utilisés pour
la numération parlée sont les mémes (il n'y a plus la distinction que lI'on avait entre
« millier » et « mille »).

Pour nommer un grand nombre écrit en chiffres on s’appuie donc sur le découpage en
classes de trois chiffres (marqué par des espaces): il suffit alors, en partant des unités
simples (ce qui n’est pas nécessaire quand la taille des nombres est petite), de remonter
jusqu’a la classe d’ordre le plus grand. Pour chaque classe on lit le nombre a trois chiffres
correspondant suivi du mot-nombre associé a cette classe.

Par exemple 123 456 789 012 345 = 123 billions 456 milliards 789 millions 012 milliers 345
unités donc se lit cent-vingt-trois-billions-quatre-cent-cinquante-six-milliards-sept-cent-
guatre-vingt-neuf-millions-douze-mille-trois-cent-quarante-cing.

Nous allons maintenant passer a la recherche d’une situation fondamentale de Ia
numeération permettant d’étudier des mises en fonctionnement de ces savoirs.

[II. Recherche d’une situation fondamentale de la
numeération décimale de position

Brousseau (2009), en s’appuyant sur la distinction entre connaissances et savoirs™, déclare :

« Enseigner les mathématiques consiste a enseigner les savoirs et 'usage des connaissances.
Il 'y a donc pas d’autre moyen que de susciter chez les éleves des activités similaires a celles
des mathématiciens qui les produisent. Tout apprentissage est un phénomene
épistémologique. » (p.17)

Cela I'améne a distinguer la notion de probleme de celle de situation.

" Une variante de ce systeme (nommé « échelle longue ») consiste a ne considérer que les classes ayant pour
suffixe « ion », c'est-a-dire a définir des classes de 6 rangs. Il existe aussi une autre échelle utilisée aux Etats-
Unis et au Royaume-Uni, appelé « échelle courte » utilisant les mémes noms d’unités mais pour des valeurs
différentes. Ce sont des classes de trois rangs également : unités simples, milliers, millions, billions, trillions,
quadrillions, quintillions ...

> « Nos connaissances mathématiques sont le résultat d’activités complexes, individuelles et collectives tres
diverses. Une partie d’entre elles peut s’exprimer par des termes, des définitions, des théorémes..., et sont des
références culturelles, ce sont les « connaissances - savoir ». Appelons les « savoirs ». D’autres interviennent
dans les décisions mais elles sont instables, incertaines ou méme fausses ou inexprimables, elles naissent et
disparaissent selon les circonstances mais elles sont indispensables a la pensée et a I'apprentissage. Appelons
les « connaissances ». (Brousseau 2009, p.17)
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« En comparant la résolution des problemes a I'histoire des concepts mathématiques, il
apparait que certaines conditions, qui disparaissent de I’énoncé final, jouent un réle
essentiel. Ces conditions peuvent étre considérées comme un milieu dans lequel le sujet
poursuit un but. Ce jeu peut étre modélisé par une « situation ». Ainsi chaque concept
mathématique peut étre associé a des conditions dans lesquelles un étre humain est amené
a produire, comme réponse, un comportement spécifique témoignant d’une certaine
connaissance d’un concept mathématique. La notion de « situation » que nous définirons et
étudierons d’abord, élargit donc la notion de « probleme » et permet d’introduire d’autres
parametres que la validité logique (Ex. : efficacité) » (p.15).

Pour un savoir donné la réflexion épistémologique et mathématique s’appuie, en théorie des
situations, sur la notion de situation fondamentale :

« il s’agit alors de déterminer I'ensemble des situations qui sont susceptibles de faire
fonctionner une notion, en lui conférant les différents sens qui déterminent le concept
correspondant » (Brousseau 1981, cité par Bessot 2011 p.40)

Comme I'explique Bessot (2011), « ce qui est fondamental ce n’est donc pas une situation,
mais un ensemble de situations et leur articulation ». Disposer d’une situation fondamentale
pour un savoir donné permet de résumer le sens global de ce savoir :

« La fonction d’une situation fondamentale est de résumer ce sens global de facon a
permettre ensuite de déployer le nombre et la diversité de ses occurrences suivant les
nécessités et les possibilités de I'enseignement » (Brousseau 2005, cité par Bessot 2011
p.40).
Comme le rappelle Bloch (2005), on utilise la modélisation en termes de jeu pour décrire une
situation fondamentale :

« Le jeu est constitué lorsqu'on a défini le role des actants et un milieu sur lequel le jeu peut
se déployer ; ce milieu étant bien entendu construit a partir de I'étude épistémologique et
des variables didactiques dégagées dans I'étude. Il s'ensuit que la définition d'une situation
de type situation fondamentale, se fait par la construction d'un milieu — le milieu théorique
gue nous appelons (Mir) — et I'organisation du jeu d'un actant. » (p.48-49)

Notre construction itérative des savoirs de la numération a permis de mettre en évidence les
savoirs pour les différentes tranches dans I’étude des nombres et de montrer leur possible
construction par itération (de 0 a 99, 100 a 999, etc.). Pour I'étude des nombres de trois ou
quatre chiffres (ce qui est I'objet de notre travail) les enjeux concernent la découverte du
principe de position pour les nouvelles unités introduites (centaines, milliers) en lien avec le
principe décimal (dix dizaines = une centaine et dix centaines = un millier). La construction
des nouvelles unités se fait par itération du principe d’équivalence entre dix unités d’un
certain ordre et une unité de I'ordre immédiatement supérieur. Cela met également en jeu
des relations entre unités d’ordres non consécutifs et des conversions entre unités. C'est
donc une situation fondamentale mettant en jeu ces savoirs que nous cherchons a
construire.

En s’appuyant sur cette idée de construction itérative, on peut supposer le code déja
construit et déja connu des acteurs de la situation pour les nombres des tranches
inférieures. Par exemple pour mettre en jeu les propriétés de la numération des nombres a
quatre chiffres, on suppose les savoirs de la numération déja construits pour les nombres a
trois chiffres. Ce n’est pas la découverte du code que nous cherchons a mettre en évidence a
travers la situation fondamentale mais la compréhension de son extension a des nombres
plus grands. Ainsi le code sera considéré comme un objet culturel déja la. D’ailleurs comme
le précise El Bouazzaoui (1982),



« La numération décimale de position est donc un objet culturel qui ne montre son efficacité
et ne répond a un besoin d’adaptation que dans des problemes autrement plus complexes
gue ceux qui se posent aux enfants. Vouloir la réinventer revient a vouloir réinventer un
langage, il faut donc la faire fonctionner. » (p. 9)

Nous pouvons considérer que I'on se trouve alors dans un cas particulier de situation
fondamentale, déja étudié par Bloch (2005), pour lequel la fonctionnalité recherchée du
savoir ne peut concerner que certaines propriétés, ce qui est le cas notamment lors de la
reprise d’un savoir :

« Cependant, si la recherche du caractére fonctionnel dans la découverte d'une
connaissance est bien ce qui est mis en valeur dans les schémas de situations a-didactiques
envisagées, il est pertinent de moduler cette fonctionnalité lorsque I'on souhaite construire
un schéma de situation pour un savoir devant étre repris. [...] Dans ces cas, les conditions de
construction du schéma, posées par Brousseau dans son texte de 1982, sont trop
contraignantes ; faut-il alors renoncer a élaborer des schémas de situations a-didactiques ? Il
nous semble qu'on puisse alors envisager la modalité, évoquée ci-dessus, de construction de
situations rendant fonctionnelles un certain nombre de connaissanceselatives a la notion
visée ou de propriétésdes objets mathématiques a enseigner. » (Bloch 2006 p. 52)

C'est sur cet élargissement de la notion de situation fondamentale que nous nous
appuierons.

Les situations sur les nombres et la numération d’El Bouazzaoui (1982) et Brousseau (1995)
constituent un point d’appui important pour notre étude. Nous nous limiterons a I'aspect
cardinal du nombre®®.

[II.1 Nécessité de la communication

En nous appuyant sur El Bouazzaoui (1982)", puisque les systémes de numération sont des
codes qui permettent de désigner les nombres, nous pouvons considérer gu’ils vont étre
utilisés dans des situations ou il faut communiquer des informations sur les nombres. Le
schéma général de la situation dans laquelle un sujet doit utiliser une désignation™® d’un
nombre est celui-ci :

« Un sujet (éléeve) a un objet d’étude (une collection), a propos duquel ce qui est le plus
important pour son action c’est le nombre. Il a besoin de passer par I'intermédiaire d’une
représentation de ce nombre, soit pour le communiquer, soit pour se le rappeler, soit pour
calculer. Le sujet doit donc puiser de l'information dans une situation, puis prendre une
décision. Le moyen d’élaborer la décision a partir de I'information est d’utiliser la désignation
d’un nombre. »

Nous pouvons ajouter que le besoin d’utiliser une écriture en chiffres peut étre lié a un
probleme de comparaison du cardinal de collections. En adaptant le schéma proposé par El
Bouazzaoui on arrive alors au schéma de base suivant :

* on peut trouver dans Margolinas et Wozniak (2012) une étude d’une situation fondamentale pour I'aspect
ordinal du nombre dont I'objectif est de servir de point d’appui pour les premiers apprentissages du nombre et
non |'appropriation des regles de fonctionnement de notre systeme de numération.

' Dans sa thése, El Bouazzaoui construit une situation fondamentale de la numération qui sert de point d’appui
a la conception d’une séquence pour la classe de CP, pour les nombres a deux chiffres.

'® Nous nous intéressons au cas ou cette désignation est celle de I’écriture en chiffres.
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Figure 7 : schéma de la situation de communication de base d’El Bouazzaoui repris et modifié

On peut ajouter que le point de départ n’est pas toujours la collection mais peut aussi étre la
désignation. Le sujet doit prendre les informations a partir de cette désignation (décodage).
Ce schéma de base peut se rencontrer dans différents types de problemes comme la
comparaison du cardinal de collections ou les opérations sur les cardinaux de collections
(réunions, ajouts, partages, ...). La communication ou la mémorisation de la désignation du
cardinal d’une collection se rencontre principalement dans la situation de réalisation d’'une
collection équipotente a une collection donnée. Ces problemes peuvent amener a
Iutilisation d’une désignation du cardinal d’'une collection, sous certaines conditions. Dans
ce schéma, nous nous restreignons a la désignation usuelle en chiffres avec notre systeme
de numération, car c’est bien I’étude de ce systeme qui nous intéresse.

Nous allons maintenant considérer la situation de réalisation de collections équipotentes19
et étudier les conditions pour en faire une situation fondamentale de la numération
décimale de position.

I11.2 Description de la situation fondamentale du nombre (jeu 0)

Une collection finie d’objets étant donnée, il s’agit de construire une autre collection
d’objets, équipotente a la premiere. Les deux collections peuvent étre de nature différente :
le but est d’apparier les éléments des deux collections de fagon a ce qu’une correspondance
terme a terme entre ces éléments soit possible. Si on considere le contexte utilisé par
Brousseau (1995), des pots de peinture étant donnés, il s’agit de réaliser une collection de
pinceaux (a partir d’un stock de pinceaux) pour laquelle on souhaite mettre un pinceau dans
chaque pot de peinture. Puisque les deux collections peuvent étre mises en correspondance
terme a terme, elles possedent la méme quantité d’objets.

Cependant nous considererons toujours le cas ou cette correspondance n’est pas possible
directement (du fait de I’éloignement des collections dans I'espace ou le temps) pour
permettre la construction de connaissances liées a la désignation du nombre. Finalement la
situation générale qui nous intéresse peut alors se formuler ainsi :

Jeu 0: un actant A (appelé émetteur) et un actant B (appelé récepteur) doivent se
communiquer des informations nécessaires pour réaliser des collections équipotentes

19 . Ay s 2 .y R T . . . . .
Mounier (2010) a de son coté étudié la réalisation d’une situation de comparaison de collections, pour une
introduction de la numération décimale en CP.



mais les actants sont éloignés dans I'espace et/ou la réalisation des collections est
éloignée dans le temps.

Cet éloignement dans le temps et/ou I'espace met en évidence une fonction essentielle du
nombre : la communication (et donc la mémorisation) de la quantité.
Ce jeu 0 peut se résumer par le schéma suivant :

Collection d’objets
(« le stock »)

A\ 4

Collection fini i ini
! .|on |°n|e Informations Collectaon finie
d’objets n°1 d’objets n°2

Y
Y

Actant A Actant B

Figure 8 : schéma de la situation fondamentale du nombre (jeu 0)

L’émetteur et le récepteur (actants A et B) peuvent étre la méme personne. C'est le cas par
exemple de la réalisation différée dans le temps de deux collections équipotentes : cela
contraint I'usage d’une désignation écrite de la quantité, comme le précisent Margolinas et
Wozniak (2012).
Pour I'apprentissage du nombre, Brousseau (1995) indique qu’il est nécessaire que |'actant
puisse &tre dans les deux positions A et B :

« L’enfant saura dénombrer lorsqu'il pourra jouer les deux roles : demander (émetteur) a

quelqu'un (récepteur), oralement ou par écrit, la quantité de pinceaux nécessaires en
vérifiant 'opération, et inversement fournir a la demande la quantité voulue » (p.2).

Nous allons maintenant nous intéresser a certaines conditions sur le milieu de cette
situation fondamentale du nombre et a certaines variables didactiques dont le choix
permettra de construire une situation fondamentale pour la numération décimale de
position.

[I1.3 Deux conditions sur le milieu de la situation

Premiére condition : la taille de la collection

Dans la suite de la thése nous nous intéressons particulierement aux nombres compris entre
1 000 et 9 999. Ainsi pour la situation fondamentale nous faisons le choix de ne considérer
que des collections ayant au moins cent (voire mille) éléments.

L'utilisation de telles collections peut amener a considérer une nouvelle unité (dite du
deuxiéme ordre) formée par le groupement d’éléments de la collection (qui sont les unités
du premier ordre). C'est ce principe qui est a la base des systémes de numération. Ce
procédé peut étre itéré (en considérant des groupements du méme type ou non) : on
obtient alors des unités du troisieme ordre, etc. L'utilisation des mémes types de
groupements permet de définir une regle systématique de groupement pour tous les ordres
d’unités. C'est ce cas que nous étudions en considérant plus particulierement celui de la
base dix (systéeme décimal).

2% | 3 mise en scéne de la situation inverse ol I'actant A construit une collection a partir d’'une EC,
gu’il transmet a I'actant B qui doit produire I'EC de la quantité correspondante est étudiée dans Gibel
et Ennassef (2012) en classe de CP.



Chapitre 1
Construction d’'une OM de référence pour I'étude de la numération écrite

Deuxieme condition : utilisation de notre systeme de désignation usuel écrit en chiffres

Nous avons vu que le jeu 0 permet de rendre nécessaire le recours a une désignation écrite
des quantités. Mais, méme en considérant de grandes collections, cela peut amener a trois
types de désignations différentes :

e utiliser un symbole différent pour chaque type de groupement (d’unités), comme
dans les systemes de numération additifs (par exemple CCC DD U pour représenter 3
groupements du troisieme ordre, 2 groupements du deuxieme ordre et une unité,
dans un systéme décimal dans lequel U désigne une unité, D une dizaine et C une
centaine) ;

e utiliser a la fois un symbole différent pour chaque type de groupement mais aussi un
symbole pour désigner le nombre d’unités de chaque type de groupement (les
chiffres), comme dans les systemes de numération hybride (par exemple 3C 2D 1U
pour représenter 3 groupements du troisieme ordre, 2 groupements du deuxieme
ordre et une unité, dans un systeme décimal) ;

e utiliser un systeme positionnel dans lequel chaque type de groupement est
représenté par sa position dans |'écriture en chiffres (par exemple 321 pour
représenter 3 groupements du troisieme ordre, 2 groupements du deuxieme ordre et
une unité, dans un systéme décimal).

Sierra-Delgado (2006) montre que le systeme de position apparait comme un outil plus
efficace que les autres systemes notamment par la possibilité qu’il offre d’écrire tous les
nombres avec un nombre fini de symboles et d’économie apportée par I’écriture ainsi que sa
plus grande efficacité pour le calcul posé (algorithmes des quatre opérations) et la
comparaison de nombres. Mais, comme le souligne Mounier (2010), « il ne révéele son
efficacité que pour des opérations assez complexes et pour des nombres relativement
grands ». Cela est bien en accord avec le long processus historique de développement de ce
systeme de numération, comme I'ajoute Mounier (2010) : « méme apres son introduction en
Occident, I'usage du systeme chiffré décimal de position fut lent a s'imposer comme outil de
calcul a la plupart de la population, méme chez les scientifiques ».

Il pourrait alors étre difficile de recréer artificiellement des conditions amenant la nécessité
d’une telle désignation. Par exemple la question de I'’économie apportée par I'écriture n’est
en jeu que pour des nombres trés grands: pour des nombres avec 3 ou 4 chiffres, les
écritures avec unités de numération du type 3M 2C 5U sont également peu colteuses.

Nous posons donc comme condition sur le milieu de la situation fondamentale : le code de
désignation utilisé (par I'actant A) pour décrire les quantités est I’écriture en chiffres de
notre systéme décimal de position. Ainsi quand nous parlerons de dénombrement (jeu de
I'actant A), il s’agira toujours de la production d’une écriture en chiffres de la quantité.

En lien avec la construction itérative des savoirs de numération, comme nous |'avons déja
signalé, nous faisons I'hypothése que ce code est déja connu par les actants pour les
nombres a trois chiffres (puisque nous étudions en particulier le passage du millier dans
notre travail).

III.4 Une variable didactique essentielle pour mettre en jeu les
principes de la numération : I'organisation des collections

Les conditions précédentes étant fixées, une variable didactique essentielle pour mettre en
jeu les savoirs de la numération est I'organisation des collections (organisation de la



collection de départ et organisation du stock a disposition pour réaliser la deuxieme
collection).

Organisation de la collection initiale de I'émetteur (actant A)

Les collections peuvent étre en vrac ou totalement groupées (groupements successifs par dix
totalement réalisés), mais étant donné la taille des nombres en jeu, pour une mise en ceuvre
des savoirs de la numération, il va étre également essentiel d’utiliser des collections pour
lesquelles les groupements ne sont pas finis (partiellement groupées). Cela se produit dans
le cas de la réunion de plusieurs collections dont on veut produire une collection
équipotente. Cela peut par exemple étre le cas si des joueurs (ayant le réle de 'actant A) se
partagent une collection en vue de la dénombrer. En réunissant les groupements effectués,
on se retrouve avec plus de dix unités a certains ordres. Nous considererons donc les trois
cas suivants pour l'organisation de la collection initiale : en vrac, totalement groupée ou
partiellement groupée.

Si la collection initiale est totalement groupée, c’est alors le lien entre ces différents
groupements et la position des chiffres dans I'écriture qui est en jeu. En supposant par
exemple le code construit pour les nombres inférieurs a mille, c’est le lien entre le quatrieme
rang (a partir de la droite) et le groupement en dizaines de centaines qui permet de passer
directement de la collection a I'écriture en chiffres. C'est le moyen le plus économique pour
désigner la quantité quand la collection est totalement organisée.

Dans cette association il se peut qu’il existe un ou des groupements pour lesquels il n'y a
aucune unité isolée, comme par exemple 3 milliers 5 unités. Si I'’émetteur écrit 3 5, il y a
plusieurs possibilités d’interprétations de cette écriture : 3 centaines 5 unités, 3 dizaines 5
unités, 3 milliers 5 dizaines, etc. Le récepteur produit la collection correspondante et la mise
en correspondance des deux collections?! permet de pointer I'ambiguité du message et donc
la nécessité de marquer par un zéro I’absence de certaines unités?. La situation de
communication apparait alors comme essentielle pour mettre en jeu le principe d’unicité de
I’écriture en chiffres (une écriture chiffrée ne désigne qu’un seul nombre).

Dans le cas des collections en vrac ou partiellement groupées, nous allons maintenant voir
gu’une connaissance essentielle, pour I’émetteur (actant A), en lien avec le principe décimal
est en jeu : avec les unités d’un certain ordre, il est possible de constituer des unités
d’ordres supérieurs (et ces unités se constituent toujours selon la méme regle : dix unités
d’un certain ordre sont égales a une unité de I'ordre immédiatement supérieur).

Si la collection initiale est en vrac (aucun groupement réalisé), il peut alors étre utile
d’effectuer des groupements successifs par dix qui ne mettent en jeu que des comptages
jusqu’a dix. Cela permet d’arréter le comptage en cours de route pour le réaliser en
plusieurs fois par exemple, et cela limite le risque d’erreurs liées a I"’énumération d’une
grande collection. Cela permet également, une fois tous les groupements réalisés, de se
ramener au cas précédent (collection totalement groupée) qui fournit un moyen efficace
d’associer la collection a I'écriture en chiffres.

Si les savoirs de la numération sont supposés connus pour les nombres a trois chiffres par
exemple, c’est seulement la réalisation de la dizaine de centaines qui est en jeu pour

*! Dans ce cas, il est possible de faire une correspondance « groupe a groupe » pour réaliser la mise en relation
des deux collections.

%2 si I'absence d’unités isolées concerne les unités simples ou les dizaines I'utilisation du chiffre 0 se fait en
mobilisant les savoirs déja construits sur les nombres inférieurs a mille. La question du chiffre 0 ne se pose
donc véritablement ici que pour I'absence de centaines isolées.
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terminer tous les groupements. Elle peut étre faite par extension des principes de
groupement des unités d’ordres inférieurs.

Dans le cas d’une collection partiellement groupée, qui est plus approprié a un travail avec
de grandes collections, c’est aussi cette réalisation d’une dizaine de centaines qui est en jeu,
puis le lien entre cette nouvelle unité et le quatrieme rang de I'écriture en chiffres.

Des erreurs peuvent aussi intervenir pour la désignation en chiffres si 'émetteur ne réalise
pas les groupements « jusqu’au bout ». Par exemple pour une collection de 3 milliers 12
centaines 5 unités, si I'émetteur écrit 3 12 5, il y a plusieurs possibilités d’interprétation de
cette écriture : 3 milliers 1 centaine 2 dizaines 5 unités, ou 3 centaines 12 dizaines 5 unités.
S’il écrit 3 12 0 5 cela peut aussi donner lieu a différentes interprétations en fonction de la
taille des espaces entre chaque chiffre?® ... Une fois que le récepteur a produit la collection
correspondante, la mise en correspondance des deux collections permet de mettre en
évidence I'ambigiité du message. |l apparait alors nécessaire d’écrire un seul chiffre par
rang pour avoir une écriture non ambigiie’®, ce qui implique alors de finir les groupements
(dans cet exemple de centaines en milliers) afin d’avoir un nombre d’unités isolées de
chaque ordre au plus égal a 9.

Pour finir sur cette variable didactique, remarquons que dans le cas particulier ou la
collection comporte seulement des groupements en centaines (en nombre compris entre 1
et 99), c'est alors la juxtaposition de zéros qui est en jeu. En effet, si par exemple la
collection comporte 32 groupements de cent éléments, le moyen le plus efficace pour
déterminer I'écriture en chiffres consiste a écrire le 2 au rang des centaines. Il est alors
nécessaire d’écrire des zéros aux rangs des dizaines et unités.

Nous allons maintenant nous intéresser au stock du récepteur.

Organisation du stock du récepteur (actant B)

Rappelons que le stock est constitué des objets a disposition du récepteur pour construire la
collection équipotente a celle de I'émetteur. Etant donnée la taille des collections nous
considérons uniquement le cas ol des groupements sont déja réalisés dans le stock.

Lorsque le récepteur récupeére le message de I’émetteur (une écriture en chiffres), si le stock
contient des groupements en nombre suffisant pour chaque unité, il peut prendre
directement les groupements correspondants a |'écriture en chiffres (décodage de I'écriture
en appui sur la relation entre le rang de |’écriture en chiffres et les différentes unités).

Afin de mettre en jeu les propriétés liées au principe décimal de la numération et amener
I’éléve a utiliser des groupements d’ordre inférieur pour faire des unités d’un certain ordre
(par exemple utiliser des centaines pour faire des milliers), nous posons des contraintes sur
le stock. Par exemple le stock comporte des unités simples, des groupements en dizaines et

> Dans un systeme de numération de type additif, le fait d’écrire un nombre d’unités supérieur a la base ne
donne pas lieu a différentes interprétations possibles, puisque la position des différentes unités importe peu.
Dans un systéeme positionnel, la représentation des unités par la position rend essentielle la prise en compte de
I’'absence d’unités a certains ordres et d’écriture d’'un nombre inférieur au plus égal a neuf d’unités pour des
raisons d’unicité de I’écriture.

** Dans un systeéme de numération chaque nombre n’a qu’une seule écriture (ou qu’un seul nom) selon le
principe de non redondance (Mounier 2010) : « L’élaboration des définitions des types de numération se fonde
en particulier sur les principes d’exhaustivité (tous les entiers doivent pouvoir avoir un nom), de non
redondance (un entier n’a qu’un seul nom) et de non ambiguité (un nom ne désigne qu’un seul nombre)
auxquels doit se conformer a minima une numération » (p.71,72).



en centaines mais pas de groupements en milliers. Ainsi pour construire une collection
ayant pour cardinal le nombre a quatre chiffres écrit par I'émetteur, le récepteur doit
construire des milliers avec les unités d’ordres inférieurs (par exemple avec les centaines, s’il
y en a assez, voire avec les dizaines ou les unités). Cela met donc en jeu les relations entre le
millier et ces unités (1 millier = 10 centaines, 1 milliers = 100 dizaines, 1 millier = 1000
unités).

D’autres conditions sont possibles, comme par exemple, un seul millier, ou pas de centaine,
etc. Pour mettre en jeu les relations entre le millier et les unités d’ordres inférieurs, il faut
qu’il y ait moins de milliers dans le stock que dans le nombre écrit en chiffres.

Concernant la contrainte d’absence d’un seul type d’unité (comme « pas de millier » ou plus
précisément pas de groupement en milliers) dans le stock, c’est elle qui permet de mettre
en jeu la technique de troncature de I'écriture en chiffres. En effet le nombre de centaines
(ou de dizaines) peut se lire directement dans I'écriture en chiffres par troncature a la
centaine (ou a la dizaine) de cette écriture. Par exemple pour une collection de 1234
éléments, la troncature a la centaine fournit directement le nombre de centaines (12)
permettant de compenser I'absence de milliers dans le stock. En cas d’absence de milliers et
de centaines c’est la troncature a la dizaine (123) qui est en jeu.

Des erreurs sont possibles pour le récepteur, en particulier la construction d’une collection
ne tenant pas compte du nombre de milliers. Par exemple s’il n’y a pas de groupements en
milliers disponibles dans le stock et qu’il faut construire une collection de 1234 éléments,
I’actant peut ne prendre que 2 groupements en centaines, 3 groupements en dizaines et 4
éléments isolés. Sa connaissance de la numération pour les nombres inférieurs a mille lui
apporte alors un moyen de contréle. Sinon, la comparaison avec la collection initiale (de
I’émetteur) peut aussi permettre de controler cette réponse.

Ainsi pour le récepteur (actant B) des connaissances essentielles pour le principe décimal
sont en jeu. Tout d’abord dans une unité d’un certain ordre il y a des unités des ordres
inférieurs (donc dans les milliers il y a des centaines, dizaines et unités). Cela se traduit au
niveau de |'écriture en chiffres par le fait que le nombre de centaines d’un nombre a quatre
chiffres n’est pas seulement le nombre de centaines isolées : il y a des centaines dans les
milliers. Il y a aussi des dizaines (et bien siir des unités simples) dans les milliers. On peut
lire leur nombre directement dans I’écriture en chiffres.

Le jeu sur cette contrainte du stock du marchand pour un méme nombre peut aussi amener
I'actant a comprendre qu’il existe différentes manieres de construire des collections de
méme cardinal.

II.5 Bilan sur les deux premiers jeux de la situation
fondamentale : jeu de 'émetteur (jeu 1) et jeu du récepteur (jeu 2)

Pour mettre en jeu les savoirs de la numération pour des nombres compris entre 1 000 et
9999, nous utiliserons donc de grandes collections et supposerons connus les principes de
notre systeme de numération pour les nombres inférieurs a 1000 pour les deux actants (A et
B). Nous utiliserons aussi la variable didactique d’organisation de la collection (collection
initiale de I'’émetteur et stock du récepteur).

Nous allons maintenant revenir sur la formulation des deux jeux de la situation
fondamentale en tenant compte des choix indiqués précédemment.

Description du jeu 1

Jeu 1: un actant A (émetteur) posséde une grande collection (en vrac, partiellement ou
totalement groupée) de plus de mille éléments (mais moins de dix-mille). Il doit
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communiquer un nombre écrit en chiffres selon les principes de notre systéeme de
numération décimal de position a un actant B (les actants sont éloignés dans I'espace et/ou
la réalisation des collections est éloignée dans le temps) pour que celui-ci réalise une
collection équipotente. Il connait le systeme de numération pour les nombres inférieurs a
mille (et sait qu’il est aussi connu pour la personne a laquelle se destine son message).

Description du jeu 2

Jeu 2 : un actant B (récepteur) a a sa disposition un stock d’éléments déja groupés. Il recoit
un message ol un nombre (compris entre mille et dix-mille) est écrit en chiffres selon les
principes de notre systeme de numération décimal de position. A partir de ce nombre il
doit construire une collection équipotente a celle de I’émetteur de ce message (les actants
sont éloignés dans I’espace et/ou la réalisation des collections est éloignée dans le temps).
Il peut y avoir suffisamment de groupements de chaque ordre disponibles dans le stock ou
bien il peut manquer des groupements a certains ordres (contraintes sur le stock). Les deux
actants connaissent le systéme de numération pour les nombres des tranches inférieures.

[I1.6 Les désignations intermédiaires éventuelles entre collection
et écriture chiffrée

Nous avons déja indiqué que nous nous centrons sur I"écriture chiffrée comme moyen de
désignation des quantités. Mais il est possible d’utiliser d’autres désignations des quantités
pour passer d’une collection a I'écriture chiffrée (jeu 1) ou inversement (jeu 2).

Par exemple effectuer un comptage oral a partir des objets de la collection fournit un nom
du nombre qu’il faut ensuite traduire en écriture en chiffres comme par exemple trois-cent-
vingt qui s’écrit 320. Cela peut d’ailleurs se faire en passant par une autre désignation
intermédiaire selon les puissances de dix. Par exemple trois-cent-vingt s’écrit (3x100)+(2x10)
soit 320. Pour une collection groupée, effectuer un comptage en unités de numération (un,
deux, trois, trois centaines, un, deux, deux dizaines par exemple) améne a une désignation
en unités de numération qu’il faut ensuite traduire en écriture en chiffres (par exemple trois
centaines deux dizaines s’écrit 320). La désignation intermédiaire peut également étre un
dessin d’'un matériel de numération utilisé dans la classe, pouvant servir a désigner des
guantités pour diverses collections.

On peut alors représenter par le schéma suivant les jeux 1 et 2, en tenant compte de la
possibilité d’utiliser une désignation intermédiaire, représentée par les fleches en pointillé
(jeux1' et 2’):

Autres
désignations

Ecriture en
chiffres

Figure 9 : schéma des jeux 1 et 2, tenant compte d’autres désignations éventuelles de la quantité

Aprés la présentation de ces deux premiers jeux, nous allons montrer maintenant la
nécessité d’autres jeux pour mettre en jeu les conversions entre unités.



[II.7 La question du comptage et des conversions. Nécessité
d’autres jeux.

Dans ce paragraphe nous ne considérons plus le cas de collections en vrac (pour la collection
initiale ou le stock).

Pour le jeu 1

Pour le jeu 1, nous avons mis en évidence la stratégie d’association directe entre le nombre
de groupements (obtenu par comptage) d’une collection totalement groupée et I'écriture en
chiffres par le principe de position. Pour un groupement donné, le comptage s’appuie sur
une association de chaque élément a un mot de la suite numérique orale. On distingue le
comptage en unités de numération (un, deux, trois, trois centaines, ..), intercalé
éventuellement avec le nom du groupement (une centaine, deux centaines, trois centaines,
...), du comptage en unités simples : cent, deux-cents, trois-cents, ...
Pour une collection partiellement groupée, le comptage en unités peut dépasser dix. Il est
alors possible de compter toutes les unités et de faire ensuite les conversions ou bien de
faire les conversions dés que I'on a dix unités. Par exemple pour une collection de 32
centaines, il est possible de compter :

- un, deuy, ..., dix, onze, ..., trente-deux centaines, donc trois milliers deux centaines ;

- un, deux, ..., dix centaines soit un millier, un, deux, ..., dix centaines soit un millier,

etc., donc trois milliers deux centaines.

Avec un comptage en unités simples il n'y a pas de conversion en jeu puisque c’est la
connaissance de la suite numérique orale qui prend en charge les changements d’unités.
Pour I'exemple précédent c’est la connaissance de la suite numérique orale de cent en cent :
cent, deux-cents, trois-cents, ..., neuf-cents, mille, mille-cent, ..., trois-mille-deux-cents.
Ces trois stratégies ont un colt assez proche en termes de nombre de mots énoncés. Or,
pour la compréhension du systeme de numération, il est essentiel que les éléves
s’approprient les conversions entre unités, notamment le passage direct de 32 centaines par
exemple a 3 milliers 2 centaines. C'est par exemple ce type de conversion qui est en jeu dans
les techniques opératoires. Mais le fait que des collections soient dans le milieu de la
situation rend possibles et tout aussi efficaces les autres formes de comptage. Nous faisons
alors le choix de considérer une restriction du jeu 1 ol ce n’est pas la collection qui est dans
le milieu de la situation mais une description de la quantité correspondante en différentes
unités®. Par exemple plutdt que d’avoir une collection constituée de 32 groupements en
centaines et 5 éléments isolés, c’est la description 32 centaines 5 unités (ou 32 centaines
d’éléments et 5 éléments isolés) qui est donnée. La collection n’est plus présente : elle peut
étre évoquée mais c’est la donnée d’une désignation de la quantité qui importe. Le
probléeme posé revient alors a chercher une autre désignation, celle usuelle en chiffres, de
cette quantité. D’un probleme de dénombrement on passe alors a un probleme de
traduction d’écriture d’une quantité (avec différentes unités) en une autre écriture, celle en
chiffres.
Il est aussi possible de construire une collection a partir de la désignation de la quantité puis
d’en effectuer le dénombrement (par un comptage en unités simples par exemple) mais cela
est beaucoup plus colteux que la conversion entre unités (32 centaines = 3 milliers 2
centaines), notamment avec un grand nombre de milliers.

25 . , . P . ye .
Pour les raisons données dans le paragraphe sur les savoirs de la numération nous considérons I'écriture en
unités de numération pour désigner une quantité selon les différentes unités.
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Pour le jeu 2

Pour le jeu 2, les mémes types de comptages sont possibles a partir du stock pour construire
la collection. Pour une écriture de 3200, sans groupement en milliers disponible, le
récepteur peut en effet compter les groupements en centaines :
- un, deux, ..., dix centaines soit un millier, un, deuy, ..., dix centaines soit un millier,
etc., et s’arréter a « trois milliers deux centaines » ;
- cent, deux-cents, trois-cents, ..., neuf-cents, mille, mille-cent, ..., et s’arréter a « trois-
mille-deux-cents ».
Il est aussi possible, toujours a partir de I’écriture en chiffres 3200, de convertir 3 milliers en
30 centaines et donc prendre 32 centaines dans le stock. Le co(it de ces différentes
stratégies est a peu pres équivalent.
Comme pour le jeu 1, nous considérons alors une restriction du jeu 2 pour lequel le
récepteur n’a pas a construire de collection mais a produire une désignation de la quantité
en unités (permettant la construction éventuelle d’une collection). Ainsi a partir d’'une
écriture comme 3200, la stratégie la plus efficace consiste a convertir 3 milliers 2 centaines
en 32 centaines.
Les restrictions des jeux 1 et 2 ainsi construites permettent une mise en jeu des conversions
entre unités, qui apparaissent alors comme les stratégies optimales de résolution.

I11.8 Description des jeux 3 et 4 : jeux de traductions d’écritures

Ces jeux sont construits a partir des deux jeux de la situation fondamentale, mais on ne
considere plus de collections (elles peuvent étre évoquées) : c’est une désignation autre que
celle en chiffres qui permet de décrire la quantité de cette collection qui est donnée (jeu 3)
ou a construire (jeu 4). Ces jeux sont donc des jeux de traduction de I'écriture chiffrée en
une autre désignation et vice-versa. Nous nous limitons ici au cas ou cette autre désignation
est I’écriture en unités de numération (EUN).

Description du jeu 3

Jeu 3: ce jeu peut s’inscrire dans la situation générale de réalisation de collections
équipotentes décrite précédemment (jeux 0 et 1). Ici le joueur a une description en unités
d’une quantité qu’il doit traduire en une écriture en chiffres. La quantité décrite compte
soit un nombre d’unités au plus égal a neuf pour chaque unité, soit des unités en nombre
supérieur a dix a certains ordres.

Description du jeu 4

Jeu 4: ce jeu peut aussi s’inscrire dans la situation générale de réalisation de collections
équipotentes décrite précédemment (jeux 0 et 2). Ici le joueur a une écriture en chiffres
qu’il doit traduire en une description de la quantité correspondante en unités. Il peut pour
cela utiliser un nombre limité (ou non) d’unités de chaque ordre.

La variable didactique d’organisation de la collection des jeux 1 et 2 peut donc étre ici
considérée comme le nombre d’unités de chaque ordre : il peut étre au plus égal a neuf, ce
qui met en jeu le principe de position (dont le réle du chiffre 0 en cas d’absence d’unité
isolée a un certain ordre) ou il peut exister des ordres pour lesquels il est supérieur ou égal a
dix, ce qui met en jeu des conversions entre unités (donc le principe décimal). Cette variable
didactique concerne I'écriture en unités donnée (jeu 3) ou bien le nombre d’unités qu’il est
possible d’utiliser a chaque ordre pour produire I'écriture en unités de numération (jeu 4).



[II.9 Schéma récapitulatif de la situation fondamentale pour les
propriétées de I'écriture en chiffres

En tenant compte de ces jeux 3 et 4, nous pouvons donc schématiser la situation
fondamentale construite ainsi :

Ecriture en
unités de num.

Ecriture en
chiffres

Figure 10 : schéma des différents jeux de la SF

Nous allons maintenant nous appuyer sur ce travail pour terminer la construction de 'OM
de référence en mettant en évidence les savoir-faire et leurs technologies.

[V. Les savoir-faire de I’étude de la numération et leurs
technologies

A partir de I’étude d’une théorie pour la numération a I’école primaire et de I'étude de la
mise en fonctionnement de ces savoirs dans une situation fondamentale, nous allons
maintenant chercher a construire la partie de 'OM de référence concernant le niveau des
savoir-faire et de leurs technologies.

Cette partie de I'OM de référence est construite principalement en tenant compte des
praxéologies enseignées depuis le siecle dernier a I’école primaire. La construction de la
situation fondamentale a permis de pointer les aspects fonctionnels des savoirs en jeu. En
effet, selon Artaud (2007) 'OM de référence devrait se démarquer des OM existantes et
inclure «les fonctions des mathématiques en jeu », ce qui est indispensable « dans la
perspective de pouvoir juger la mesure dans laquelle les OM existantes prennent en charge
cet aspect fonctionnel. » Pour cela il faut donc « motiver I'étude des différents types de
taches et donc que I'on puisse obtenir une articulation, au moins partielle, des types de
taches entre eux ».

Ainsi, nous nous appuyons a la fois sur la recherche de la situation fondamentale de la
numeération (§lll) et sur I'étude de I'enseignement de la numération au cours du XXM sigcle
faite par Chambris (2008) qui nous permet de relever les types de taches, techniques et
technologies utilisés dans I'enseignement de la numération sur cette période (au moins dans
les programmes officiels et les manuels scolaires).

Nous commengons par décrire les différents niveaux d’'OM?® concernés par I'étude de la
numération.

%® selon Bosch et Chevallard (1999) : « Un complexe de techniques, de technologies et de théories organisées
autour d’un type de taches forme une organisation praxéologique (ou praxéologie) ponctuelle. L'amalgamation
de plusieurs praxéologies ponctuelles créera une praxéologie locale, ou régionale ou globale, selon que
I’élément amalgamant est, respectivement, la technologie, la théorie ou la position institutionnelle
considérée ».
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IV.1 Une OM régionale de la connaissance des nombres entiers et
les trois OM locales.

En appui sur la situation fondamentale de la numération, dans 'OM globale (OMG) des
grandeurs, mesures, nombres et calculs, nous pouvons considérer que I'OM régionale (OMR)
de I'’étude des nombres entiers (appelée connaissance des nombres entiers) est constituée
de trois organisations mathématiques locales (OML) :

- Une OML qui comprend les types de taches mettant en jeu le nombre sous son
aspect cardinal®’ (principalement dénombrement et comparaison de collections) ;

- Une OML qui comprend les types de taches mettant en jeu le nombre sous son
aspect ordinal®® (comparer, ranger, placer des nombres sur une droite graduée,
etc.);

- Une OML qui comprend les types de taches de traductions d’écritures.

Cela peut se résumer par le schéma de la page suivante.
OoOMG

Grandeurs, mesures,
nombres et calcul

OMR
Connaissance des
nombres entiers

(numération)

OML1 : OM,;5
OML2:OMcrg | | Traductions OML3 : OM,,4
Nombre cardinal d’écritures Nombre ordinal

Figure 11 : schéma de I'OM régionale de I'étude de la numération

Il y a des recoupements possibles avec d’autres OM locales des grandeurs et mesure ou du
calcul. Par exemple OMcrq €st une OML faisant aussi partie de 'OMR des grandeurs et
mesures puisque le cardinal est une grandeur discrete des collections d’objets.

Les OM locales OMc,q et OM, g apparaissent comme des raisons d’étre de OMy.q. En effet
dénombrer une collection par exemple (type de taches de 'OM,4) peut amener :

- apres un comptage en unités de numération a traduire une EUNC (ou EUN) en EC. Par
exemple traduire 1 millier, 2 centaines, 3 dizaines et 4 unités en écriture chiffrée 1
234 (ou encore 12 centaines 34 unités en 1 234) ;

- apres un comptage en unités simples (mille, mille-cent, mille-deux-cents, etc.) a
traduire le nom d’'un nombre en EC. Par exemple mille-deux-cent-trente-quatre en
écriture chiffrée 1234 ;

- etc.

De méme comparer ou ordonner des nombres (type de taches de I'OMy4) peut amener,
souvent pour des raisons technologiques (explication ou justification), a faire :

27 . . .

La conception du nombre mise en avant est celle de mesure du cardinal.
28 . . N . ,

La conception du nombre mise en avant est liée a la notion d’ordre.



- une décomposition canonique de ces nombres en unités de numération et comparer
les unités de plus haut ordre. Par exemple pour justifier la comparaison de 1234 et
1321 il est possible de regarder le nombre de milliers, (ici c’est le méme) puis de
centaines isolées (2 et 3) pour en déduire que 1321 est supérieur a 1234.
- ou une troncature au niveau du premier chiffre différent (en partant de la gauche).

Par exemple pour justifier la comparaison de 1234 et 1321 il est possible de regarder
le nombre de centaines (12 et 13) pour en déduire que 1321 est supérieur a 1234.

Ce découpage est cohérent avec les raisons d’étre de la numération du schéma général de

communication d’El Bouazzaoui (1982), au moins pour I'aspect cardinal du nombre. Il peut

étre mis en relation avec les différents jeux de la situation fondamentale. On y retrouve le

passage de jeux portant sur des collections (jeux 1 et 2, aspect cardinal) vers des jeux de

traductions d’écriture (jeux 3 et 4).

On peut aussi signaler que Chambris (2008, 2012) montre que les conversions de grandeurs

du systeme métrique sont aussi une raison d’étre de I'OMLyaq. Enfin les types de taches de

calcul (posé, mental ou écrit en ligne) sont aussi des raisons d’étre de I'OMLy,4 du fait de la

mobilisation des principes de numération pour expliquer et justifier ces techniques. Nous y

reviendrons par la suite.

Nous allons maintenant présenter ces trois OM locales. Pour illustrer les types de taches sur

des exemples de taches nous donnerons des extraits de manuels anciens ou récents. En lien

avec nos questions de départ et notre objet de recherche nous ne traiterons que brievement

le cas de I'OM,,q qui concerne moins I’'enjeu lié aux relations entre unités.

IV.2 L’OMurad : traductions d’écritures (traductions canoniques/
conversions)

Nous considérons que les types de tdches de traduction peuvent se classer selon deux
catégories, en fonction des savoirs principalement mis en jeu. Ce découpage peut sembler
artificiel mais il est lié a nos questions : il doit nous permettre de mettre en évidence les
traductions mettant en jeu des conversions ou non. Nous distinguons ainsi les traductions
canoniques d’écritures des conversions. Nous terminerons ce paragraphe en montrant leur
articulation possible en traductions (générales) d’écritures et en formulant de maniere
générale la technique de juxtaposition.

Les types de taches de traductions canoniques d’écritures : Trec/n, TTec/eunc, ITec/eac ; ITec/epdc
Trec/n (€t Tnjeq) : associer la désignation en chiffres au nom du nombre (aussi nommé
« écrire/nommer ») et réciproquement.

Il s’agit donc de passer d’une désignation dans notre systeme de numération écrit a une
désignation dans notre systeme de numération parlé.

Voici des exemples de taches :

4. Lire les nombres suivants : 2 578, — 3659, — § 795. — 5 £90.
— G804, L1 T 046. — 8000, — G007, — 9090, — &8 070,
iro et 2" années. — 359, Ecrire en chiffres : Quatre mille sept
cenl quatre-vingt-cing, — Huit mille trois cent quatre-vingl-dix.
— Bix mille gquatre cent sept. — Cinag mille soixante-seize.

Extraits de Boucheny CE (Larousse 1930), p.75

O Ecris en chiffres. O Ecris en lettres.
a) huit mille neuf cent quatre a) 2159
b) mille cent quatre-vingt-dix-neuf b) 5 468

c) sept mille soixante et onze c) 8905
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Extrait de « La tribu des maths » CE2 (Magnard, 2008)

TTec/eunc ’ TTec/eac ’ TTec/epdc (et TTeunc/ec ’ TTeac/ec ’ TTepdc/ec) : traduire I'écriture en chiffres en
écriture canonique (aussi appelées « décompositions et recompositions canoniques »)
Il s’agit ici de traduire un nombre en chiffres en une écriture canonique :
- enunités de numération pour Trec/eunc,
- additive pour Trec/eac,
- utilisant les puissances de dix pour Trec/epdc -
Et rédproquement (TTeunc/ec; TTeac/ec: TTepdc/ec)-
Exemples de taches :

0 Décompose les nombres. a Recompose les nombres.

245 = 2 centaines, 4 dizaines, 5 unités 2 centaines, 4 dizaines, 5 unités = 245
a) 687 = ... a) 9 centaines, 9 dizaines, 9 unités = ....
b) 1099 = ... b) 1 millier, 5 centaines, 3 unités = ....
c) 808 = ... ¢) 1 millier, 2 centaines, 7 unités = ....
d)1104=.. d) 1 millier, 7 dizaines, 5 unités = ....

e) 1237 =.. e) 7 centaines, 8 dizaines = ....

Figure 12 : extrait de « La tribu des maths » CE2 (Magnard 2008)

Décompose les nombres, Effectue les calculs.
2467 =2 000 + 400 + 60+ 7 40004+ 200+30+4=
6923 = 3+ 200+ 30+ 5000 -
7041 7000+70+5=

3009 = 40 + 400 + 6000 =

Figure 13 : extrait de « Vivre les maths » CE2 (Nathan 2010)

D’autres types de traductions seraient possibles, comme la traduction du nom d’un nombre
en écriture en unités de numération (par exemple mille-deux-cent-trente-quatre en 1 millier,
2 centaines, 3 dizaines et 4 unités ou réciproquement), etc., mais nous nous sommes centré
sur les types de taches principalement enseignés en numération (depuis le début du Xxeme
siecle) : ils ne font intervenir que des traductions mettant en jeu I’écriture en chiffres®.

Techniques et technologies de traduction canoniques d’écritures

La principale technique, appelée technique de juxtaposition Tj,, consiste a associer a
chaque unité sa position dans I'écriture en chiffres (ou réciproquement) par une
juxtaposition des nombres d’unités de chaque ordre. Nous en donnerons une formulation
générale par la suite. Elle s’appuie sur I’élément technologique principe de position Op:

Op : Les unités du premier ordre s’écrivent au premier rang, les unités du deuxiéme
ordre s’écrivent au deuxiéme rang, etc.

29 . n . . . A

On pourra aussi noter, méme si cela ne nous servira pas pour la suite que le type de taches de changement
de base (traduire une écriture en base dix dans une autre base et réciproquement) a existé au moment de la
réforme des mathématiques modernes en France. Il n’est plus travaillé a I’école primaire depuis 1980 environ.
On peut aussi trouver dans des manuels de I'école primaire actuel des exercices de traduction d’écritures en
chiffres avec notre systéme de numération écrit en une écriture dans un autre systeme de numération
historique (égyptien, romain, ...). Ce type de taches n’est pas cité par Chambris, mais nous I'avons trouvé dans
certains manuels. L'objectif affiché est en général de mettre a distance notre systeme de numération en en
étudiant un autre et ainsi mieux le comprendre.



Les unités étant en relation de dix en dix successivement, le principe décimal @pest une
technologie en jeu mais qui apparait en arriere-plan (il n’y a pas d’utilisation directe de ces
relations comme on le verra pour les conversions) :

Op : Dix unités d’un certain ordre sont égales a une unité de 'ordre immédiatement
supérieur. Par exemple : dix centaines sont égales a un millier, ce qui peut également
s’écrire : 10x100 = 1000.
La technique T/ (0U Ty /ec) :
Des adaptations de la technique de position sont nécessaires pour Tre/n du fait de la non
régularité de notre systeme de numération parlé (Mounier 2010). Cette technique T¢¢/pn
consiste a associer les différentes unités, ... au rang correspondant dans I’écriture en chiffres.
Elle s’appuie sur I'élément technologique 0 p: lien entre numération écrite et numération
parlée. Nous ne préciserons pas dans le détail ce lien puisque ce n’est pas I'objet principal de
notre étude. En voici quelques éléments principaux :

GE/P : Les chiffres 1, 2, ..., 9, se disent un, deuy, ..., neuf, les dizaines se disent dix, vingt,
trente, ..., quatre-vingt-dix, les centaines se disent cent mais pour une centaine « un
cent » ne se dit pas (on dira « cent »), etc.

Les techniques TTeunc/ec’ TTepdc/ec » TTeac/eac (ou TTec/eunc’ TTec/epdc » TTec/eac ):
Nous allons donner ici l'illustration de la technique de position pour le type de taches
suivant : traduire en chiffres un nombre donné en EUNC, EAC ou EPDC (la technique est
inversée pour le type de taches inverse). La réalisation de la technique de position dépend
du type d’écriture de départ : EUNC, EAC, EPDC.
Treunc/ec (POUr 1 millier 2 centaines 3 dizaines 4 unités = ... ?) : 1 millier 2 centaines 3
dizaines 4 unités s’écrit 1 234 par juxtaposition du nombre d’unités isolées, de dizaines
isolées, etc. car les unités s’écrivent au 1°' rang (a partir de la droite), les dizaines s’écrivent
au 2°™ rang, etc. (6p).
Trepdc/ec (1 X 1000 + 2 x100+3 x10+4x1=..7):1x1000+2x100+3 x10+4x 1
s’écrit 1 234 par juxtaposition des coefficients des puissances de 10, ce qui peut se justifier
par :

- le coefficient de 1 s’écrit au 1°' rang (a partir de la droite), le coefficient de 10 s’écrit

au 2™ rang, etc. (0p) ;
- oubien:1x1000+2x100+3x10+4 x1=1millier 2 centaines 3 dizaines 4 unités
et on se ramene a Trec/eunce

Treac/ec (1000 +200 + 30+ 4 = ... ?) : 1000 + 200 + 30 + 4 = par juxtaposition des chiffres non
nuls de chaque terme de I'addition car 1000 + 200 + 30 + 4 = 1 millier 2 centaines 3 dizaines
4 unités et on se ramene a Trec/eunc-
L'absence d’unités a certains ordres met en jeu le role du chiffre 0. Exemple : 1 millier 3
dizaines 4 unités = ... nécessite d’écrire un 0 au rang des centaines pour que le 1 se retrouve
bien au 4°™ rang a partir de la droite.
Comme I'a montré (Chambris 2008) cette technique de position peut étre mise en ceuvre en
appui sur des technologies de calcul, dans le cas de [I'utilisation des EAC ou EPDC.
Ces technologies de calcul s’appuient sur des manipulations graphiques et spatiales des
écritures chiffrées et peuvent étre amenées a remplacer, dans une institution, les
technologies de la numération. Elles ont donc un statut ambigu entre technologies de
numeération et technologies de calcul.
Technologies de calcul de multiplication : en EPDC, multiplier par 1000 revient a écrire trois
zéros a droite soit 1 x 1000 = 1000, etc. On se ramene alors a une EAC et on peut traduire
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cette écriture en EC, par des technologies de calcul d’addition® (comme pour I'addition
posée sans retenue : 1000 + 200 + 30 + 4 = 1234).
La_numération parlée peut apparaitre comme intermédiaire dans toutes les techniques de
position citées précédemment :

- 1 millier 2 centaines 3 dizaines 4 unités c’est mille-deux-cent-trente-quatre,

- 1x1000+2x100+3x10+4et4c’est mille-deux-cent-trente-quatre,

- 1000 + 200 + 30 + 4 c’est mille-deux-cent-trente-quatre.
Les éléments technologiques en jeu sont alors les liens entre les différentes unités
« millier », etc. ou « 1000 », etc. et les mots nombres « mille », etc. ainsi que le lien entre ces
mots « mille », etc. et leur position dans I’écriture en chiffres.
Dans ce cas la technique peut étre justifiée par la relation numération parlée/numération
écrite (HE/p) et le principe de position formulé avec les mots-nombres de la numération
parlée. Par exemple, 1 millier 2 centaines 3 dizaines 4 unités c’est mille-deux-cent-trente-
guatre (car 1 millier se dit mille), ce qui s’écrit 1234 car les « mille » s’écrivent au 4°™ rang,
etc.

Les types de taches de conversion

Ce sont des types de tache mettant en jeu le principe décimal. Nous avons choisi de mettre
ici a la fois les conversions entre unités dans un méme registre (EUN, EAPD, EPD), qui ne sont
donc pas des traductions d’écritures, ainsi que les traductions d’écritures entre ces
différents ostensifs (EUN, EAPD, EPD) et I’écriture du nombre®!.

Cela regroupe donc tous les types de taches ou il s’agit d’exprimer un nombre d’unités
donné en une ou plusieurs autres unité(s), I'écriture en chiffres donnant une écriture en
unités simples. On trouve ce type de taches de conversion sous différentes formes a I'école :
on parle de recherche du nombre de ... (dizaines, centaines, ...) ou encore de décomposition
ou de recomposition de nombres, etc.

Les conversions dans un méme registre d’écriture : Tceun, Tceapd: Tcepd

Il s’agit de convertir un nombre d’unités données en une autre unité, comme on peut le faire
entre les unités du systeme métrique. Ces unités peuvent étre exprimées en unités de
numération ou avec des écritures utilisant les puissances de 10 (1, 10, 100, ...) comme dans
les exemples ci-dessous.

186. Convertir en unités : 5 centaines, 7 centaines, 40 dizaines.
187. Convertir en dizaines : 8 centaines, 6 centaines, 300 unités.
188. Convertir en centaines: 300 unités, 20 dizaines, 90 dizaines.

Extrait de Boucheny CE (Larousse 1930), p.44

Chambris (2008) a montré que ce type de taches a disparu a partir de la « contre réforme »
(1980), mais commence a réapparaitre aujourd’hui. Par exemple, on en trouve des traces
dans cet extrait de manuel (page suivante) :

39 Voici comment Chambris (2008) la formule : « une formulation possible nous semble étre : pour ajouter des
nombres de 1 chiffre suivi de zéros de longueurs toutes différentes, on aligne les chiffres a partir de la droite,
les uns sous les autres et on fait les sommes par colonne » (p.505).

LA ne pas confondre avec la terminologie de Duval (1996) ou les « conversions » concernent les traductions
entre deux registres différents et les « traitements » le travail dans un méme registre.



Q Complete.

On peut échanger :

a. 4 dizaines contre ... unités.

.300 unités contre ... dizaines.

. 20 dizaines contre ... centaines.

.30 dizaines contre ... unités.

.5 centaines contre ... dizaines.
12 dizaines contre ... unités.

g.8 centaines contre ... unités.

o

S 0 a o

Extrait de « Cap Maths » CE2 (Hatier, 2011), p.35

Pour simplifier nous traiterons uniquement le cas de conversion d’unités en unités de rang
supérieur (avec des unités consécutives), mais il existe bien sir d’autres conversions comme
par exemple « convertir 2 milliers en centaines » (tache inverse), « convertir 200 dizaines en
milliers » (conversion entre des unités non consécutives), etc.

Technigues et technologies de conversion
L’élément technologique principal en jeu est le principe décimal 8p:

0p : Dix unités d’un certain ordre sont égales a 1 unité de I'ordre immédiatement
supérieur. Par exemple : dix centaines sont égales a un millier, ce qui peut également
s’écrire : 10x100 = 1000.
Considérons la tache suivante : convertir 20 dizaines en centaines. La technique est donnée
avec le discours technologique (souligné) qui I'accompagne.
Tceun (POUr 20 dizaines = ... centaines ?) : 20 dizaines = 2 dizaines de dizaines = 2 centaines
car 1 dizaine de dizaines = 1 centaine (relation entre unités).
Cela peut aussi s’accompagner du discours technologique suivant: 20 dizaines = (2x10)
dizaines = 2x(10 dizaines) et 10 dizaines = 1 centaine (relation entre unités) donc 20 dizaines
= 2 centaines.
Une autre technique consisterait a s’appuyer sur I'écriture en chiffres et utiliser la
troncature. Par exemple pour une conversion de 20 dizaines en centaines, on écrit le 0 au
rang des dizaines, le 2 vient alors se placer au rang des centaines, soit 2 centaines. Cela peut
se faire dans un tableau de numération.

Tcepa (POUr 20 x 10 = ... x 100 ?)* : 20x10 = (2x10)x10 = 2x(10x10). Et 10x10 = 100 (relation
entre unités) donc 20x10 = 2x100.

Ces deux ostensifs n’ont pas la méme valence sémiotique vis-a-vis du principe décimal de la
numeération : les unités de numération donnent a voir les relations entre unités alors que les
écritures utilisant les puissances de 10 donnent a voir une technologie multiplicative de
calcul (écriture d’un zéro a droite) qui peut rendre transparentes les relations entre unités.
En effet 'utilisation des puissances de 10 peut amener a interpréter la justification par la
technologie 10x10 = 100 non par les relations entre unités mais par une technologie de
calcul (comme I'a observé Chambris, 2008) : multiplier par 10 revient a écrire un zéro a
droite du nombre.

] est aussi possible de convertir a partir des expressions « paquets » ou « groupes ». Par exemple pour 20
paquets de 10 = ... paquets de 100 ? 20 paquets de 10 c’est 2 fois 10 paquets de 10. Et 10 paquets de 10 c’est 1
paguet de 100 (relation entre unités). Donc 20 paquets de 10 c’est 2 paquets de 100.
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Tcea : L utilisation d’écritures additives ne permet de faire des conversions que dans le cas
d’additions itérées de puissances de 10 ou d’utilisation des mots « paquets» (ou
« groupes ») :

- 100+ 100 + ... + 100 = 1000,

- ou 10 paquets de 100 = 1000.
Comme dans le cas des EPD, ces relations peuvent étre interprétées comme des
technologies de calcul additif : 100 + ... + 100 = 1000 comme dans une addition posée et 10
paquets de 100 = 1000 par écriture d’un zéro a droite, comme pour la multiplication par 10.

Rappelons que la numération parlée ne permet pas de faire des conversions entre unités : la
valence instrumentale de cet ostensif est plus faible que celle des unités de numération ou
des EPD pour cette technique (Chambris, 2008). Il n’est pas possible d’associer un nombre
supérieur ou égal a dix avec les mots-nombres unités (dix, cent, mille, ...), méme si certaines
exceptions existent (onze cents, douze cents, ...). Dans I'exemple que nous avons considéré
ci-dessus, il n’est pas possible de dire « vingt-cents ». Cependant, comme pour les ECPD, en
utilisant les écritures en matériel de numération (EMN) des expressions « paquets de » (ou
« groupes de ») cela devient alors possible. Par exemple vingt paquets de dix, c’est deux fois
dix paquets de dix. Or dix paquets de dix c’est cent, donc vingt paquets de dix, c’est deux fois
cent, soit deux-cents. Cette technique T¢emn S€ préte surtout a une utilisation a I'oral et
peut donc apparaitre comme loralisation de la technique T¢epg-

Le type de taches général Treunfec (€t Trec/eun) €t la généralisation de la technique de
juxtaposition Ty,

Ce type de taches consiste en une traduction d’une écriture en unités en écriture en chiffres
et réciproquement. |l est donc plus général que Treunc/ec €t Trec/eunc Car I'écriture en unités
peut avoir plus de 10 unités a certains ordres, comme par exemple 3 centaines 24 dizaines 8
unités. Il s’inscrit donc bien dans les traductions d’écritures faisant intervenir des
conversions. Nous ne décrivons ici que le cas ou cette traduction concerne une écriture en
unités de numération, mais on peut trouver le méme type de taches pour les écritures selon
les puissances de dix.

Ce type de taches fait appel a une généralisation de la technique de juxtaposition déja
présentée (c’est cette technique générale que nous appellerons technique de juxtaposition
Tjux) Prenant en compte les conversions. Cette généralisation s’accompagne donc d’une
technologie permettant d’adapter la technique a différentes variantes™.

La technique consiste en une association des nombres d’unités de chaque ordre a leur
position dans I'écriture en chiffres par juxtaposition. Cette juxtaposition ne peut se faire que
sous les trois conditions suivantes (s’appuyant sur les technologies 0 et 8p) :

- condition B¢onarang : respect du rang de chaque unité dans I'écriture en chiffres (les
unités simples s’écrivent au premier rang a partir de la droite, les dizaines au
deuxieme, etc.), ce qui peut nécessiter de modifier I'ordre dans lequel les unités sont
données avant de faire la juxtaposition des chiffes dans I'écriture chiffrée ;

# Cela peut étre rapproché de ce que Castela (2008) évoque ici: « on peut certes considérer que dans la
situation plus complexe décrite ci-dessus est finalement élaborée une technique unique mais arborescente
intégrant les différentes techniques connues avec des critéres de décision » (p.168)



- condition B;onaunite : Présence de chaque unité (jusqu’a l'unité de plus grand ordre)
dans I'écriture en chiffres, ce qui peut nécessiter d’utiliser le chiffre O pour marquer
I’'absence d’unités isolées ;

- condition Oconachiffre : Présence de nombres a un seul chiffre a chaque rang de
I’écriture en chiffres, ce qui peut nécessiter de faire des conversions entre unités.

Ainsi, si le nombre d’unités isolées de chaqgue ordre est inférieur ou égal a neuf, on écrit le
nombre d’unités simples isolées au premier rang a partir de la droite, le nombre de dizaines
isolées au deuxieme rang a partir de la droite, etc. Par exemple 3C 2M 4U 1D s’écrit 2 314.

En cas d’absence d’unités isolées a un (ou plusieurs) ordre(s) d’unité(s), on écrit O au rang
correspondant a cet (ou ces) ordre(s), a condition qu’il existe une unité de plus haut rang
pour lagquelle il y a un nombre non nul d’unités isolées. Par exemple 2M 3C 4U s’écrit 2 304
(mais ne peut pas s’écrire 02 304 car I'écriture en chiffres est unique) ou encore 2M 4U
s’écrit 2 004.

S’il existe un ordre d’unité (ou plusieurs) pour lequel (ou lesquels) il y a plus de dix unités
isolées, alors on convertit ces unités en unités d’ordre supérieur (en utilisant les relations
entre unités : 10U = 1D, 10D = 1C, etc.) jusqu’a se ramener au cas précédent. Par exemple
2M 12C4U =3M 2C4U =3 204 ou encore 3M 21C45D 51U =3M 21C50D 1U=3M 26C 1U =
5M 6C 1U =5 601.

Ainsi a l'intérieur de 'OMy,4 On peut identifier un type de taches plus générala'4 faisant appel
aux traductions canoniques d’écritures et aux conversions. Cela peut se schématiser ainsi
pour le cas des écritures en unités de numération :

Les traductions
générales d’écritures
TTeun/ec et TTec/eun

Les traductions
canoniques d’écritures

Les conversions
entre unités

Treunc/ec €t Trec/eunc Tceun

Figure 14 : les différentes traductions d’écritures (OMy.q)

Une traduction Trec/eun Particuliere, le nombre de (et chiffre des) : Tend

Il s’agit de déterminer le nombre d’unités d’un certain ordre (ou le chiffre des unités d’un
certain ordre). Pour simplifier nous dirons nombre de (et chiffre des).

Dans les manuels nombre de et chiffre des sont souvent associés. Il s’agit alors souvent de
mettre en évidence la différence entre le nombre de dizaines isolées dans un nombre et le
nombre total de dizaines.

Exemples de taches:

3. Dans le nombre 509, quel est le chiffre des unités ?

Combien y a-i-il d’unités ? Quel est le chiffre des dizaines ?
Combien y a-t-il de dizaines ? Quel est le chiffre des centaines ?
Combien y a-t-il de centaines P

Extrait de Boucheny CE (Larousse 1930), p.50

* Que I'on peut lier aux jeux 3 et 4 de la situation fondamentale.



Chapitre 1
Construction d’'une OM de référence pour I'étude de la numération écrite

a Recopie et compléte ce tableau.

Chiffre Nombre Chiffre Nombre Chiffre Nombre
Nombre i o X . e i
des milliers | de milliers des centaines de centaines ' des dizaines = de dizaines

5423 5 5 4 54 2 542

8 764

9070

7 301

6 845

Extrait de « La tribu des maths » CE2 (Magnard 2008), p.35

Ce type de taches « nombre de » est donc bien un cas particulier de conversion (d’unités
simples en une autre unité). Mais il peut aussi étre considéré comme un type de taches
relevant du calcul : division par des puissances de 10. Par exemple, s’il s’agit de déterminer
le quotient de 145 divisé par 10 (ou dans un contexte de timbres par exemple le nombre de
carnets de 10 qu’il faut acheter pour avoir 145 timbres. Dans les deux cas cela revient a
chercher le nombre de dizaines dans 145.

Dans les savoirs de la numération nous avions mis en paralléle les techniques de troncature,
qui sont en jeu dans ce type de taches, et de juxtaposition de zéros. Cependant il semblerait
que le type de taches de multiplication par les puissances de dix (mettant en jeu la
juxtaposition de zéros, voir remarque ci-dessous), dans les praxéologies de |'école,
n’apparaisse qu’au niveau du calcul. Ce type de multiplication n’est pas reconnu comme
relevant de la numération.

Voici une description de la technique de troncature et des éléments technologiques sur
lesquels elle s’appuie.

Tirone - 13 troncature a un ordre donné d’unité consiste a considérer le nombre formé par
tous les chiffres situés a partir du rang de 'ordre d’unité considéré (de la droite vers la
gauche). Cela revient a supprimer tous les chiffres des rangs d’ordres inférieurs. Par
exemple, dans 2354 il y a 23 centaines.

Cela se justifie par les deux principes de la numération. Pour I'exemple précédent, le nombre
de milliers, écrit au quatrieme rang de I’écriture chiffrée, est aussi le nombre de dizaines de
centaines. Par juxtaposition avec le chiffre du rang des centaines on obtient donc un nombre
a deux chiffres de centaines.

Une remarque concernant la technique de juxtaposition de zéros. Comme nous I'avons mis
en paralléle avec la technique de juxtaposition de zéros dans la description des savoirs de
numeération, nous indiquons ici cette technique (pour le type de taches « multiplier par une
puissances de dix »). La technique de juxtaposition de zéros (couramment appelée « regle
des zéros »), que nous noterons T, 1¢pp, CONSiste a écrire autant de zéros a droite de 'EC du
nombre de départ que le nombre de zéros de la puissance de dix. Par exemple 23x100 =
2300. La justification est du méme ordre que pour la technique de troncature (puisque c’est
la technique inverse) : multiplier 23 par 100 revient a déterminer I'EC de 23 centaines. Or 23
= 2 dizaines 3 unités et 2 dizaines de centaines = 2 milliers, donc 23 centaines = 2 milliers 3
centaines = 2300.
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IV.3 L’OMcara : étude de la numération selon I'aspect cardinal du
nombre

Tp. : dénombrer une collection (ou Tp. produire une collection de cardinal donné)

Nous regroupons sous ce terme les types de taches de dénombrement de collections
(mesure du cardinal) par un nombre écrit en chiffres®®, ainsi que le type de taches inverse de
construction de collections dont le cardinal est donné (a partir d’'un nombre écrit en
chiffres). La collection a dénombrer (ou a construire) peut étre matérielle ou représentée.

Il existe plusieurs variantes qui dépendent de |'organisation de la collection (collection en
vrac, collection partiellement ou totalement groupée) comme cela a été étudié dans la
situation fondamentale. Etant donné la taille des nombres qui nous intéresse par la suite
(nombres compris entre 1 000 et 9 999), nous ne considérons que le cas de collections
partiellement ou totalement groupées.

Exemple de tache de dénombrement d’une collection (représentée) :

U Prends ton compteur en carton et compléte.

Sur le compteur : Combien de fois 100? Combien de fois 10?

T 95&40091:99

Figure 15 : Extrait de J'apprends les maths, CE2, Retz (2003), p.106

Les techniques et technologies de dénombrement (pour Tp et Tpc)

Pour simplifier nous ne traitons que le dénombrement, les techniques de construction d’une
collection étant les techniques inverses.

Les techniques de dénombrement d’une collection amenent a effectuer un comptage (soit
en unités simples soit en unités) puis a partir de la désignation orale obtenue utiliser les
techniques déja décrites de traduction en écriture en chiffres. Elles se différencient par les
types de comptages effectués. On retrouve bien le fait que 'OMyag peut étre convoquée par
le dénombrement, qui en constitue une raison d’étre.

Nous distinguons le comptage en unités simples du comptage en unités de numération par le
fait que dans le premier les mots utilisés peuvent étre interprétés seulement comme un
nombre d’unités simples (« trente » c’est trente unités simples, « cent » c’est cent unités
simples) alors que dans un comptage en unités les mots utilisés peuvent a la fois désigner un
nombre d’unités simples ou une autre unité (on ne dit pas trente mais trois dizaines, on ne
dit pas cent mais une centaine). Pour d’autres exemples comme trois-cents ou deux-mille la
distinction est moins nette entre l'interprétation « en unités simples » et « en unités » car
trois-cents c’est trois-cents unités simples mais c’est aussi trois « cents » (équivalent de trois
centaines), deux-mille c’est deux-mille unités simples mais c’est aussi deux « mille »
(équivalent de deux milliers).

35 . N , s A , ep 2

Suite a un dénombrement la quantité peut étre donnée oralement (nom du nombre, ou avec unités de
numération) ou par écrit (en chiffres, en lettres, en unités de numération, ..). Nous nous intéressons
uniguement au cas ol la quantité est désignée in fine a I'écrit, en chiffres.
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Dans le cas d’une collection partiellement groupée, le comptage en unités de numération
peut étre accompagné d’'une conversion entre unités avant la traduction en écriture en
chiffres, ce qui n’est pas le cas pour la technique de comptage en unités simples. A titre
d’exemple nous considérons une collection partiellement groupée constituée de 3 unités, 25
centaines et 1 millier.

Tpcus- Technique s’appuyant sur un comptage en unités simples : mille, mille-cent, mille-
deux-cents, ..., trois-mille-cing-cent-trois. Par 7, /., trois-mille-cing-cent-trois s’écrit 3 503.
Cela s’appuie donc sur la technologie de la suite orale (65,) de un en un, dix en dix, cent en
cent et mille en mille (et 6g,p pour T,ec). Pour une collection totalement groupée, la
technique est la méme.

Tpcun- T€Chnique s’appuyant sur un comptage en unités de numération : un millier, un,
deux, trois, ..., vingt-cing centaines®®, soit deux milliers cing centaines (conversion Tceun)
donc trois milliers en tout, cing centaines et trois unités®’. Par Tjux, trois milliers cing
centaines trois unités s’écrit 3 503. Cela s’appuie donc sur le fait que I'on compte en
dizaines, centaines ou milliers comme on compte en unités simples®® (un, deux, trois, ...) et
6p pour la conversion Tceyn ainsi que Bp pour Tj,x. Pour une collection totalement groupée
les conversions ne sont pas en jeu. L'utilisation du tableau de numération est possible pour
réaliser cette technique.

Enfin une technique de calcul est aussi possible a partir d'un comptage en unités simples.
Tpcalc- Technique s’appuyant sur un calcul : mille s’écrit 1 000 (7y,/¢c), cent, deux-cents, ...,
deux-mille-cing-cent s’écrit 2 500 (7y/ec), trois s’écrit 3. Il suffit alors de calculer 1 000 +
2 500 + 3 (technique de calcul d’addition en ligne ou posé) : 1 000 + 2 500 + 3 = 3 503. Cela
s’appuie donc sur la technologie de la suite orale de un en un, dix en dix, cent en cent et
mille en mille ainsi que 6y /p pour Ty, e puis sur Gp pour justifier le calcul.

Ces techniques s’appliquent de la méme maniére dans le cas particulier de collections
totalement groupées (les conversions ne sont alors pas en jeu). Une derniére technique
consiste a finir les groupements (soit effectivement avec les objets, soit par un dessin). On
se ramene alors au cas du dénombrement d’'une collection totalement groupée, ce qui
permet d’appliquer les techniques précédentes.

T : comparer des collections
Comparer des quantités a partir de collections est un type de taches peu utilisé pour les
nombres supérieurs a cent. En général ce sont directement des nombres écrits en chiffres

qui sont a comparer (T¢), type de taches généralement associé a I’OM locale OMgq.

Tndc: Nombre de pour des collections

Comme on peut le voir dans I’extrait de manuel de la page précédente (J’apprends les maths
CE2), le nombre de peut étre travaillé avec des collections. Dans cet exemple il s’agit de
chercher le nombre de centaines (ou de groupes de 100) puis de dizaines (ou groupes de 10)
dans une collection totalement groupée de moins de mille éléments. Il est alors possible de
déterminer I'écriture en chiffres de la quantité totale de la collection pour se ramener a Tyqg

)l nest pas possible d’utiliser la numération parlée pour effectuer ce type de comptage du fait de la limite
instrumentale de cet ostensif pour les conversions.

% Une variante consiste a effectuer les conversions au fur et 3 mesure du comptage : un millier, un, deux, trois,
..., dix centaines, deux milliers. Un, deux, trois, ..., dix centaines, trois milliers. Un, deux, trois, quatre, cing, cinq
centaines. Un, deu, trois, trois unités. Donc trois milliers cing centaines trois unités.

% Cette technologie est formulée dans certains manuels anciens (cf. Chambris 2008).



ou bien de chercher directement a partir de la collection. Par exemple pour le nombre de
dizaines il s’agit de déterminer le nombre de dizaines « isolées » ainsi que le nombre de
dizaines dans les centaines.

IV. 4 L’OMora : étude de la numération selon I'aspect ordinal du
nombre

Nous ne décrivons pas cette OM locale mais indiquons seulement les types de taches et
technologies principalement en jeu.
Les types de taches concernant I'aspect ordinal des nombres sont :

- comparer (T¢) ou ranger (dans I'ordre croissant ou décroissant) des nombres ;

- avancer ou reculer (Tar) dans la suite écrite ou orale des nombres ;

- placer des nombres sur une droite graduée (ou réciproquement déterminer des

nombres correspondant a une graduation) ;
- intercaler des nombres ou encadrer des nombres (entre deux dizaines, centaines, ...
consécutives) ;

La suite écrite ainsi que la suite orale des nombres constituent les éléments technologiques
essentiels. Pour les premiers apprentissages du nombre on trouve généralement des bandes
numeériques (ou tableaux de nombres jusqu’a 100 par exemple) dans les manuels et les
classes en France qui sont utilisées comme des éléments technologiques. Mais le travail sur
« avancer/reculer » dans la suite écrite permet de mettre en évidence un autre élément
technologique : la construction algorithmique de la suite écrite des nombres (qui peut
s’appuyer sur I'objet « compteur »). Le travail consiste a repérer des régularités dans cette
suite et les passages d’'un nombre au suivant. On entraine aussi les éleves a réciter la suite
numeérique orale. Ainsi pour comparer deux nombres, une technique possible consiste a
s’appuyer sur leur ordre dans la suite écrite (avec I'aide d’une bande numérique ou sur les
principes de succession des nombres écrits en chiffres) ou bien dans la suite orale si le nom
du premier nombre vient avant/aprés dans la suite orale il est plus petit/plus grand que le
deuxieme.
Les deux principes de la numération (position et décimalité) permettent eux aussi de justifier
les techniques associées a ces types de taches. Par exemple comparer 123 et 128 en
considérant ces nombres comme des cardinaux et en regardant le nombre d’unités de
chaque ordre. Ici le fait d’avoir 3 unités simples isolées dans 123 contre 8 unités simples
isolées dans 128 permet de conclure (puisqu’il y a le méme nombre total de dizaines).
Le type de taches avancer/reculer permet de faire le lien entre les technologies des deux OM
locales OM,4 et OMc,4 par le fait que prendre le successeur d’un nombre (aspect ordinal)
revient a lui ajouter une unité simple (aspect cardinal) et réciproquement.
Du coup certaines techniques de 'OM4 peuvent mettre en jeu le principe décimal, comme
par exemple pour justifier I'algorithme consistant a avancer (ou reculer) dans la suite écrite.
Pour l'illustrer, considérons I'exemple de I'avancée de 10 en 10. Il faut ajouter 1 au chiffre du
deuxieme rang a partir de la droite. Si le chiffre du deuxiéme rang est 9, alors on écrit 0 a ce
rang et on ajoute 1 au rang immédiatement supérieur. Cette technique met bien en jeu le
principe décimal pour sa justification (9 dizaines + 1 dizaine = 10 dizaines = 1 centaine). Mais
elle peut aussi étre justifiée par le compteur qui apparait alors comme élément
technologique mettant en évidence la construction algorithmique de la suite écrite, ce qui
peut rendre transparentes les conversions entre unités (ici de dix dizaines en une centaine).
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IV.5 Des raisons d’étre possibles des conversions entre unités de
numération

Nous avons déja montré que les OM locales OM,q et OM,,4 constituent des raisons d’étre
de I'OM locale OMy.q. Elles peuvent en particulier amener a faire des conversions entre
unités sous certaines conditions.

Cette question des conversions étant centrale dans la problématique générale de la théese,
nous allons maintenant montrer d’autres raisons d’étre possibles des conversions entre
unités afin de montrer différentes utilisations possibles de ces conversions dans les
mathématiques de I'école primaire (sans en faire une étude exhaustive).

Pour cela nous allons étudier les types de tache de calcul posé, de calcul en ligne sur les
puissances de dix, de conversions entre unités et nous tiendrons également compte des
prolongements de I'étude de la numération pour les « grands nombres » et des nombres
décimaux. Pour les techniques que nous décrirons, nous ne donnerons que les éléments
technologiques relevant de la numération.

Le calcul posé pour les quatre opérations

Les techniques décrites ici sont celles usuellement utilisées en France.

Technique de I’addition posée usuelle francaise

Dans le cas de I'addition posée, quand on ajoute 345 a 593 (voir ci-contre), il 1

est nécessaire d’aligner a partir de la droite les deux nombres pour avoir les 159 3
nombres d’unités isolées de méme ordre les uns sous les autres. On ajoute ces + 3 4 5
nombres en commencant par la droite (pour ne pas avoir a faire de rature). 19338

Au rang des dizaines on ajoute 4 dizaines a 9 dizaines, on obtient 13 dizaines qu’il faut
ensuite convertir en 1 centaine et 3 dizaines. Il y a donc une retenue au rang des centaines.
La numération intervient donc a un niveau technologique de justification de la technique:
principe de position pour justifier 'alignement vertical des chiffres et principe décimal pour
justifier les retenues (relation 10 dizaines = 1 centaine pour I'exemple proposé).

Dans le cas d’une addition ayant une retenue au rang le plus élevé, comme 512 + 834, alors
la conversion se fait directement dans I’écriture du résultat. Pour cet exemple : 5 centaines +
8 centaines = 13 centaines, soit 1 millier et 3 centaines, on écrit donc 3 au rang des centaines
et 1 au rang des milliers.

Deux techniques de soustraction posée

Nous allons présenter les deux techniques qui sont couramment utilisées en France, pour
I'exemple de la soustraction de 392 a 527. Dans les deux cas on retrouve, comme pour
I’addition, le principe de position dans la justification de I'alignement vertical des chiffres
selon leur rang, a partir de la droite. Nous allons donc étudier I'utilisation des conversions en
considérant en particulier le cas ou la soustraction a un ordre donné n’est pas possible
directement : ici au rang des dizaines.

Technique dite « par emprunt » : au rang des dizaines, on ne peut soustraire 9 4

dizaines de 2 dizaines, donc on convertit 1 centaine contre 10 dizaines (il est 512 7
d’usage de dire que I'on « emprunte », d’ou le nom de cette technique). Il est _—3 9 2
maintenant possible de soustraire 9 dizaines de 12 dizaines: cela fait 3 1 3 5
dizaines. |l reste alors 4 centaines, etc.




Technique traditionnelle francaise : au rang des dizaines, on ne peut soustraire

9 dizaines de 2 dizaines. On ajoute alors 10 dizaines aux 2 dizaines de 527. 512 7
Pour ne pas modifier la différence il faut aussi ajouter 10 dizaines a 392 -3 9 2
(propriété de conservation des écarts). Mais ces dizaines sont ajoutées en tant __ 1

que centaine a 392 (10 dizaines = 1 centaine). On peut maintenant soustraire9 1 3 5
dizaines de 12 dizaines: cela fait 3 dizaines. Il reste alors a soustraire 4

centaines de 5 centaines.

Les technologies de ces deux techniques relevent du principe décimal : relation entre 10
unités d’un certain ordre et 1 unité d’ordre immédiatement supérieur pour la soustraction
traditionnelle ou inversement pour la soustraction « par emprunt ». Les relations entre
unités se jouent principalement pour deux unités d’ordres consécutifs®.

Technigue de la multiplication posée usuelle francaise
Pour la multiplication posée (usuelle frangaise), nous allons commencer par regarder le cas
de la multiplication par un nombre a un chiffre, comme par exemple 543 x 6.
La technique consiste en une multiplication du 543
multiplicateur par chacun des nombres d’unités x 6
isolées du multiplicande. Pour I'exemple ci-contre, 3 258\_\ ~ ~
cela se justifie par une décomposition de 543 en 5 ] v 6x3li_ 18[1_ 1d+8u

) = ) ) 6x4d +1d = 25d = 2¢ +5d
centaines + 4 dizaines + 3 unités a partir de laquelle  gx5c + 2¢ = 32¢ = 3m + 2¢
on utilise la propriété de distributivité de Ia
multiplication par rapport a I'addition.
Cela fait alors intervenir les relations entre les unités au niveau des retenues (non écrites ici)
comme on le voit dans les détails des calculs ci-contre.
On voit apparaitre dans les étapes du calcul des conversions entre unités du type 25d = 2¢c +
5d. Contrairement aux additions et soustractions il est donc possible d’avoir des conversions
avec plus de 10 unités d’un certain ordre en jeu.

Pour la multiplication par un nombre a plusieurs 543
chiffres, nous allons considérer 'exemple de 543 x 26. X 26
La technique s’appuie sur une décomposition de 26 3258 <— 543 x6 unites

10860 <— 543 x 2 dizaines

(multiplicateur) en 2 dizaines + 6 unités (ce qui va 12118 <— 543 x (6u + 2d)

amener encore a mettre en jeu la distributivité de la
multiplication par rapport a I'addition).

On a alors 543 x 26 = 543 x (2 dizaines + 6 unités) = 543 x (2 dizaines) + 543 x (6 unités) =
(543 x 2) dizaines + (543 x 6) unités*. On obtient donc deux multiplications par des nombres
a un chiffre : 543 x 6 et 543 x 2 (dans cet ordre). On multiplie pour les dizaines comme pour
les unités, c'est-a-dire en utilisant la technique de multiplication par un nombre a un chiffre.
Reste la question du « décalage » pour la deuxieme multiplication : comme on a un nombre
de dizaines, on décale I’écriture d’un rang vers la gauche, ce qui amene a écrire un 0 a droite
de ce nombre. Il n’est pas nécessaire ici d’écrire ce zéro de décalage : I'alighement des
chiffres en colonnes permet d’écrire directement le nombre « décalé ». Il est aussi possible
d’écrire un point pour marquer ce décalage.

% Pour la soustraction par emprunt, s’il n’y a aucune unité isolée au rang immédiatement supérieur il faut
« remonter » a un rang de plus (voire plus) pour pouvoir réaliser les conversions.

“% |ci aussi une utilisation d’une décomposition du multiplicateur utilisant les puissances de dix peut amener a
utiliser une décomposition du type : 543 x 26 =543 x (20 + 6) =543 x (2 x 10) + 543 x 6 = (543 x 2) x 10 + (543 x
6). La question du décalage devient alors une question de multiplication par 10. Le décalage peut alors étre
interprété comme une regle de calcul sans référence a la numération.
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La justification a chaque pas du calcul fait donc intervenir des conversions d’unités en unités
d’ordre immédiatement supérieur (avec une conversion pouvant aller jusqu’a 8 unités
d’ordre immédiatement supérieur) et la justification générale du calcul s’appuie, elle, sur
une conversion plus générale qui permet de justifier le décalage ou I'écriture éventuelle de
zéros.

Technigue de la division posée usuelle francaise
La numération est également en jeu pour la justification de la technique de la division posée
(usuelle francaise) : pour les différentes étapes ainsi que pour la détermination du nombre
de chiffres du quotient.

Par exemple dans la division de 1 234 par 5, on commence par faire la division de 12
centaines par 5. Cela fait appel au type de tdches nombre de (Tcng) qui amene a effectuer
une troncature de facon a ce que I'on obtienne un nombre d’unités supérieur au diviseur. Ici
on s’arréte au rang des centaines car 12>5. On effectue alors la division de 12 centaines par
5: dans 12 centaines il y a 5 fois 2 centaines (et il reste 2 centaines). Le premier chiffre (a
partir de la gauche®) du quotient de la division est donc un 2 au rang des centaines. Ce sera
le chiffre de plus haut rang. Cela permet d’en déduire le nombre de chiffres du quotient : ici
c’est donc un nombre a 3 chiffres*.

Ensuite on poursuit I'algorithme en considérant le nombre d’unités d’ordre immédiatement
inférieur restant au dividende. Cela se fait par juxtaposition du nombre de centaines du
reste obtenu avec le nombre de dizaines isolées du dividende : 2 centaines + 3 dizaines = 23
dizaines™. On dit que I'on « abaisse » le 3 du diviseur. C’est le type de taches de conversion
entre unités (Tceun) qui est en jeu pour justifier cet « abaissement ».

Finalement pour diviser 1234 par 5, on utilise une décomposition de 1234 en 12 centaines +
3 dizaines + 4 unités. Voici comment nous pouvons écrire en ligne les différentes étapes du
calcul (nous encadrons les chiffres du quotient obtenus successivement) :

12 centaines = 5x 2| centaines + 2 centaines -

1234
2 centaines + 3 dizaines = 23 dizaines (car 1 centaine = 10 dizaines) 2: 246
23 dizaines =5 ><dizaines+3 dizaines 34
3 dizaines + 4 unités = 34 unités (car 1 dizaine = 10 unités) 4

34 unités = 5x |§| unités + 4 unités
On obtient alors 1234 unités = 5 x (2 centaines + 4 dizaines + 6 unités) + 4 unités =5 x 246
unités + 4 unités.

Le calcul sur les puissances de 10 (1, 10, 100, ...)

Ce type de calcul peut étre effectué a I’écrit en ligne (32x10=320) ou mentalement en appui
sur l'oral (trente-deux fois dix est égal a trois-cent-vingt). Contrairement au calcul posé les
techniques usuellement utilisées en France ne font pas toujours appel aux conversions entre

*1 pour la division on obtient les chiffres du quotient a partir de la gauche, ce qui est différent des techniques
précédentes.

*2 Une autre méthode pour la détermination du chiffre du quotient consiste a utiliser les ECPD pour faire un
encadrement du dividende par des multiples du diviseur : ici 5 x 100 < 1 234 < 5 x 1 000. Le quotient possede
alors 3 chiffres puisqu’il est compris entre 100 et 1 000. Dans ce cas on considere a la fois le dividende et le
diviseur en termes de nombre d’unités simples, alors que dans la méthode présentée au-dessus on s’appuie sur
une décomposition de ces nombres en différentes unités.

** Dans le cas de la division par un nombre a plusieurs chiffres il serait possible d’avoir un nombre de centaines
ayant plusieurs chiffres.



unités puisqu’elles pourraient étre interprétées comme des technologies de calcul, en raison
notamment de I'utilisation des écritures avec les puissances de dix. Nous ne faisons pas une
étude de ces techniques usuelles (qui pourrait se faire a partir de manuels) mais choisissons
de nous centrer sur la possibilité d’utilisation des conversions dans des techniques de calcul
en ligne sur les puissances de 10.

Ajouter/soustraire des puissances de 10 ou des multiples** de puissances de 10
A titre d’exemple nous allons regarder une technique possible pour I'addition de 100 a 1934
et pour celle de 900 a 1234 :

- ajouter 100 a 1934 revient a ajouter 1 centaine a 1934 (unités simples). On ajoute

alors 1 a 19, ce qui donne 20 centaines, soit 2034 ;
- ajouter 900 a 1234 revient a ajouter 9 centaines a 1234 (unités simples). On ajoute
alors 9 a 12, ce qui donne 21 centaines, soit 2134.

D’autres techniques existent. Celle que nous présentons ici présente l'avantage de se
formuler de la méme maniere pour les cas avec ou sans passage a l'unité supérieure a un
ordre : ajouter 100 a 1234 se fait aussi par ajout d’'une centaine a 12 centaines et non par
ajout d’une centaine a 2 centaines, ce qui aménerait a distinguer les deux cas (ajout de 1
centaine a 1224 et ajouter de 9 centaines a 1234).
La technique montrée ici améne a faire une troncature (donc déterminer le nombre de : Tcng)
a I'ordre d’unités a ajouter (ou soustraire), puis ajouter (ou soustraire) le nombre d’unités et
terminer en recomposant (Treun/ec) l€ Nombre obtenu en tenant compte du nombre d’unités
simples restantes.
La technologie sur laquelle s’appuie cette technique afin de faire appel aux types de taches
de numération est le lien entre les puissances de 10 et les unités de numération, comme par
exemple : ajouter 100 revient a ajouter une centaine, ou ajouter 900 revient a ajouter 9
centaines.

Multiplier par des puissances de 10

La technique de multiplication usuelle par les puissances de 10 consiste a écrire un ou
plusieurs 0 a droite de I'écriture du nombre (souvent appelée « regle des zéros »). A titre
d’exemple considérons la multiplication de 123 par 10: 123 x 10 s’écrit donc 1 230 en
appliquant cette technique.

Dans la multiplication par 10, les unités deviennent des dizaines, les dizaines des centaines,
etc. Dans la multiplication par 100, les unités deviennent des centaines, etc. Cela s’appuie
donc sur le principe décimal de la numération.

Diviser par des puissances de 10

Une technique consiste a effectuer une troncature a l'ordre de la puissance de 10 pour
déterminer le quotient puis a considérer le nombre d’unités simples restantes pour le reste.
Cela revient au type de taches de décomposition d’un nombre en une écriture en unités de
numération non canonique (Trec/eun) qui lui-méme fait appel au type de taches nombre de
(TCnd)-

Par exemple, diviser 1234 par 10 peut se faire par la troncature de 1234 au rang des
centaines, ce qui donne 123 pour le quotient et 4 pour le reste.

Dans la division par 10, les dizaines deviennent des unités, les centaines des dizaines, etc.
Dans la multiplication par 100, les centaines deviennent des unités, etc. Cela s’appuie donc
sur le principe décimal de la numération.

* Nous considérons les multiples des puissances de 10 de la forme n, n0, n0O, ... (n entier compris entre 1 et 9).
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Les conversions entre unités du systéeme métrique

Cet aspect est développé dans les travaux de Chambris (2008, 2012, 2013) qui fait le constat
suivant :

« Systeme métrique et numération semblent effectivement séparés dans I'enseignement
actuel mais des leviers semblent exister pour que les deux enseignements se nourrissent
mutuellement. Cela nécessite de faire des adaptations dans chacun des domaines de facon a
ce que les taches et les techniques qui s’y enseignent se ressemblent davantage » (2012,
p.27).
En nous appuyant sur les résultats de Chambris, nous allons présenter ici brievement
comment construire cette articulation entre numération et systeme métrique, en regardant
en particulier le r6le des conversions entre unités.
Le systéme métrique est un systeme décimal, comme notre systeme d’écriture des nombres.
A partir d’'une unité de référence (le métre, le gramme, ...) on définit les unités de 10 en 10
fois plus grandes (qui constituent les « multiples » de cette unité) par |'utilisation des
préfixes deca, hecto, kilo... Ainsi 1 décametre = 10 metres, 1 hectométre = 100 metres, 1
kilométre = 1000 métres®.
En associant ces préfixes aux unités de la numération (deca a dizaine, hecto a centaines et
kilo a millier) on peut exprimer les relations entre ces unités comme pour les entiers: 1
décametre = 1 dizaine de métres, 1 hectomeétre = 1 centaine de meétres, 1 kilométre = 1
millier de meétres.
Ainsi pour convertir 5 kilogrammes en grammes (exemple proposé par Chambris 2012), on
peut considérer que 5 kg c’est 5 milliers de g. Or 5 milliers = 5000 (car les milliers s’écrivent
au 4°™ rang a partir de la droite), donc 5 kg = 5 000 g. Dans le cas ou plusieurs unités sont
utilisées le principe est le méme : pour convertir 5 kg 6 hg 3g en grammes, on peut réécrire
le nombre de départ avec les unités de numération. 5 kg 6 hg 3g = 5 milliers de g 6 centaines
de g et 3 g, donc 5 603 g. On peut aussi faire la conversion inverse selon le méme principe.
C'est alors la tache de conversion entre unités de numération (Tceun) qui est mobilisée, avec
pour I'exemple donné un cas particulier qui est la recomposition (ou la décomposition pour
la tache inverse).
Il est aussi possible de considérer les conversions pour lesquelles l'unité de référence n’est
pas en jeu, comme par exemple convertir 5 kg en hg. En procédant de la méme maniere, il
est possible de se ramener a la conversion de 5 milliers en centaines : comme 5 milliers = 50
centaines, 5 kg = 50 hg.
L’élément technologique qui permet de faire le lien avec la numération est le lien décrit ci-
dessus entre les unités du systeme métrique et les unités de numération (facilité par
I'utilisation des mémes préfixes que ce soit pour des metres, grammes ou litres).
Mais il est aussi possible de considérer une autre unité que le metre, par exemple, comme
unité simple. C'est d’ailleurs essentiel, tant que les éleves ne connaissent pas les nombres
décimaux. Cela s’appuie sur la technologie des relations entre les différentes unités du
systeme métriqgue homologue a celle des unités de numération. Par exemple en considérant
le mm comme unité de référence, alors le cm est la dizaine de mm, le dm est la centaine de
mm, le m est le millier de mm, etc. Ainsi pour convertir 5m 3cm on peut écrire 5 milliers de

*> On définit de la méme maniére les sous-multiples de I'unité de référence, de 10 en 10 fois plus petites en
utilisant les préfixes déci, centi, milli.



mm 3 dizaines de mm, ce qui donne 503 dizaines de mm ou 5030 mm (Tceun). Le principe est

le méme pour la conversion inverse.

Dans les praxéologies de I’école primaire, Chambris fait remarquer que :
« Depuis le début des années 70, les taches du type : convertir 30 centaines en milliers
n’existent pas en numération des entiers en primaire en France. En revanche, leur équivalent
existe en systeme métrique : convertir 30 hm en km. Ces taches existaient en numération
avant la réforme » (p.10).

Leur réintroduction dans une organisation mathématique locale de la numération pourrait
ainsi permettre une articulation entre les conversions en systeme métrique et en
numération.

Des raisons d’étre dans les prolongements de la numération

L’étude des grands nombres

Comme cela a été montré dans la construction itérative des savoirs de la numération, une
fois les principes de numération définis pour les nombres jusqu’a 9999, on définit une
nouvelle unité, avec la spécificité que cette nouvelle unité n’a pas de nom spécifique comme
les unités d’ordres précédents: c’est la dizaine de milliers. Il en est de méme pour la
centaine de milliers. Cela est lié au principe des classes, utile pour la lecture des « grands
nombres ».

Les classes amenent a faire des décompositions non canoniques, c'est-a-dire ne faisant pas
intervenir un nombre au plus égal a neuf pour chaque ordre d’unité. Le type de taches de
décomposition (Treun/ec €t Trec/eun) €St alors réinvesti pour ces grands nombres pour produire
des écritures selon les classes permettant de nommer ces nombres.

Déterminer le nom d’un grand nombre comme 123056 améne a en faire une décomposition
selon les classes (par troncature au rang du millier) : 123 milliers 56 unités. C’est Trec/eun QUI
est donc réinvesti ici (avec une généralisation de la troncature). Il reste ensuite a lire les
nombres a l'intérieur de chaque classe, en faisant suivre le nom du nombre de la classe des
milliers par « mille ». Pour I'exemple donné : « cent-vingt-trois-mille-quatre-cent-cinquante-
SiX ».

Ecrire en chiffres un grand nombre comme « cent-vingt-trois-mille-quatre-cent-cinquante-
six » peut se faire par la technique inverse, ce qui met donc en jeu Treun/ec (recomposition a
partir d’'une écriture en unités de numération non canonique) pour passer de 123 milliers 56
unités a 123 056.

Dans les deux cas, les traductions d’écritures en unités de numération en écriture en chiffres
mettent donc bien en jeu des conversions en unités afin de produire des décompositions
selon les classes.

L’étude des nombres décimaux

L’écriture a virgule des nombres décimaux s’appuie sur une extension des principes de
I’écriture en chiffres des nombres entiers (et sur des technologies liées aux fractions). La
virgule permet de marquer le rang des unités simples. Une unité d’un certain ordre est égale
a dix unités de l'ordre immédiatement inférieur. Ainsi 1 unité simple = 10 dixiémes, 1
dixieme = 10 centiémes, etc.

Ce sont en particulier les possibilités d’extension des algorithmes de calcul posé sur les
nombres entiers qui fournissent une raison d’étre de I'écriture décimale et vont amener a
utiliser et étendre la praxéologie construite autour des nombres entiers et du calcul sur ces
nombres.
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L’extension des regles d’écritures des entiers au cas des nombres décimaux permet de
plonger ces regles dans I'ensemble des regles d’écritures des nombres décimaux : I'écriture
des nombres entiers apparait alors comme le cas particulier ou I'absence d’unités d’ordre
inférieur a I'unité simple amene a ne pas utiliser la virgule. Cette reconstruction ne peut se
faire qu’apres coup puisque les entiers sont étudiés avant les décimaux. Cependant cela
peut amener a questionner, dans la praxéologie de I'’étude des entiers, des techniques ou
des formulations de techniques (technologies) qui permettront plus ou moins facilement
cette extension au cas des nombres décimaux.
C'est le cas par exemple de la technique de multiplication par des puissances de dix. La
formulation usuellement utilisée en France de la technique consiste a dire que I'on écrit un
ou plusieurs zéro(s) a droite de I'écriture, ce qui pose des problemes lors de sa
généralisation au cas des nombres décimaux. Pour la multiplication de 1,23 par 10 par
exemple, elle peut amener des éléves a écrire 1,230 ou 10,23 ou encore 10,230. Il faut
revenir a la raison de cette juxtaposition de zéros: quand on multiplie par 10, les unités
deviennent des dizaines, les dizaines des centaines, etc. Cela entraine un décalage des
chiffres d’un rang vers la gauche. Cela résiste a I'extension aux nombres décimaux : dans la
multiplication par 10, la valeur de chaque unité est multipliée par 10, ce qui revient a décaler
tous les chiffres d’'un rang vers la gauche. Cela peut se traduire par un décalage de la virgule
(éventuel) d’'un rang ou I'écriture d’un 0 a droite.
Pour la comparaison des nombres décimaux, Chambris*® montre qu’une technique usuelle
en France consiste a utiliser deux techniques : comparer les parties entieres comme des
entiers*’ puis, si elles sont égales, comparer les parties décimales chiffre a chiffre.
Finalement, «les éleves doivent donc apprendre non seulement la technique de
comparaison des décimaux et aussi que la technigue qu’on leur a enseignée pour comparer
les entiers ne fonctionne pas avec les décimaux (qui ressemblent pourtant beaucoup aux
entiers !) ». Elle formule une technique alternative :

« On compare les unités des chiffres significatifs les plus gros. Si elles sont différentes,

celui qui a la plus grosse est le plus grand. Si elles sont égales, on compare le nombre de

ces unités, celui qui a le plus grand nombre est le plus grand. S’ils sont égaux, on compare

les unités représentées immédiatement inférieures. Cette technique passe « la barriere »

de la virgule » (Chambiris, id).

Pour les nombres décimaux, les conversions entre unités se font entre les unités d’ordres
supérieurs et/ou d’ordres inférieurs aux unités simples. Par exemple 1 centaine = 1 millier de
dixiémes. Le calcul posé sur les décimaux s’appuyant sur les techniques de calcul posé sur les
entiers, les conversions y sont également en jeu. Il en est de méme pour le calcul en ligne sur
les puissances de dix et bien sdr pour le lien avec les conversions entre unités du systeme
métrique pour lesquelles il y a correspondance entre les sous-multiples de l'unité de
référence (métre, gramme, litre) et les unités d’ordres inférieurs aux unités simples
(dixiemes, centiemes, ...).

* présentation au séminaire du laboratoire de didactique André Revuz (LDAR), Université de Paris 7, le
29/03/2013 dont on peut trouver un complément en ligne (consulté le 09/04/2013) : http://www.lar.univ-
paris-diderot.fr/sites/default/files/complementEMF2012.pdf
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Dans ce méme document on peut lire une description de la technique de comparaison pour les entiers : « La
technique [...] (dominante en France) pour comparer les entiers [...] consiste donc a comparer les longueurs des
nombres, puis, en cas d’égalité, a comparer les chiffres successivement en partant de la gauche. Cette
technique ne fonctionne pas pour les décimaux » (Chambris).




Conclusion

L'objectif de ce chapitre était la recherche d’'une OM de référence (étude des ostensifs,
types de taches, techniques, ... ainsi que la recherche d’une situation fondamentale), devant
permettre ensuite de faire un état des lieux de I'enseignement de la numération (en CE2) et
la proposition d’un processus d’enseignement de la numération.

La progression générale des savoirs de numération a I'école primaire est itérative (nombres
jusqu’a 100 en CP, nombres jusqu’a 1000 en CE1, etc.). La théorie classique apparait alors
comme la plus adaptée pour la description de ces savoirs. Cette description s’appuie sur
I'ostensif unités de numération, qui présente l'intérét de besoins trophiques adaptés a
I’école primaire ainsi qu’une valence instrumentale pour les conversions (Chambris 2008). La
construction itérative met en évidence la régularité du principe de position 8, (une unité
s’écrit au rang situé immédiatement a gauche du rang de l'unité d’ordre inférieur) et du
principe décimal @5 (une unité est égale a dix unités de I'ordre immédiatement inférieur),
avec une complexification croissante des relations entre unités (par exemple un millier = dix
centaines = cent dizaines = mille unités).

Notre situation fondamentale (SF) de la numération est une adaptation de celle du nombre
de Brousseau (1995) tenant compte des savoirs de la numération pour des nombres
supérieurs a cent. A partir du jeu 0 de cette situation, la prise en compte de deux conditions
sur le milieu (taille de la collection et écriture en chiffres imposée) et d’une variable
didactique essentielle (I'organisation de la collection) a permis la construction des jeux 1 et 2
de notre SF. Mais il est aussi nécessaire de considérer des jeux 3 et 4 pour lesquels les
collections ne sont plus présentes et qui consistent alors en des traductions de désignations
de quantités (nous avons choisi la traduction entre écriture en chiffres et écriture en unités
de numération et inversement). Cela permet de rendre nécessaire le recours au conversions
entre unités. Nous obtenons alors le schéma récapitulatif suivant :

Ecritures en
unités de num.

Ecriture en
chiffres

Figure 16 : schéma des différents jeux de la SF

Cette SF de la numération et I'analyse de I'enseignement de la numération au siecle dernier
réalisée par Chambris (2008) sont des points d’appui pour la construction d’une OM de
référence. L'OM régionale de I'étude des nombres entiers peut se découper selon trois OM
locales : OMyq concernant les types de tache de traductions d’écritures (mettant en jeu une
écriture en chiffres), OMcq €t OMgy concernant des types de tache mettant en jeu le
nombre sous ses aspects cardinal et ordinal et constituant des raisons d’étre de la premiere
OM locale.

L’'OMy.aq Se compose de traductions canoniques mettant principalement en jeu le principe de
position et de conversions entre unités s’appuyant sur le principe décimal. Ce découpage
permet de mieux pointer le lien entre les types de taches et les savoirs de la numération
principalement travaillés (principe de position et principe décimal). Les traductions non
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canoniques d’écritures permettent de mettre en jeu a la fois la position des unités et les
conversions entre unités et permettent ainsi I'articulation de ces deux poles de I'OM;,q. On
peut alors parler de type de taches complexe. La technique de juxtaposition permettant de
traiter ce type de taches s’appuie sur trois conditions : respect du rang de chaque unité dans
I'EC (Oconarang), Présence de chaque unité jusqu’a 'unité de plus grand ordre dans I'EC
(Bcondaunits), Présence de nombres a un seul chiffre a chaque rang de I'EC (Oconachiffre)-

Une rapide étude de raisons d’étre des types de taches mettant en jeu le principe décimal de
la numération, en dehors du secteur de la numération, met en évidence I'implication des
conversions entre unités dans de nombreux types de taches relevant du calcul (posé ou en
lighe, notamment sur les puissances de 10) et des conversions entre unités du systeme
métrique. Pour le calcul posé, les conversions sont motivées par des besoins
technologiques de justification de certaines étapes du calcul, par exemple la retenue pour
I’addition et la soustraction. Les conversions en jeu dans la soustraction et dans I'addition de
deux nombres se limitent a au plus dix unités a convertir en une unité de l'ordre
immédiatement supérieur, alors que pour les multiplications on rencontre des conversions
jusqu’a 80 unités. Dans ces techniques ce sont principalement des conversions entre unités
d’ordres consécutifs qui sont en jeu (hormis pour la soustraction avec emprunt et la division
ol des relations entre unités d’ordres non consécutifs peuvent étre en jeu). En particulier ce
ne sont pas les relations entre chaque unité et les unités simples. Cela est lié au fait que I'on
traite les chiffres les uns aprés les autres sans revenir systématiquement aux unités simples.
C’est donc une interprétation de I'écriture chiffrée comme composée de différentes unités
et non comme un nombre d’unités simples qui est mobilisée. Pour la technique de division,
le traitement des chiffres se fait dans I'autre sens (de la gauche vers la droite). Cela fait appel
au type de taches nombre de pour effectuer une troncature permettant d’effectuer le
premier pas de la division.

Les conversions sont aussi en jeu lors du travail sur les « grands nombres » pour produire
des décompositions selon les classes, ce qui permet de passer du nom du nombre a son
écriture en chiffres.

Nous allons maintenant passer a notre état des lieux de I'enseignement de la numération
(partie I).






Partie I
Un regard sur |'enseignement ordinaire
de la numération decimale de position a

I’école primaire






Notre objectif, dans cette partie, est d’esquisser un état des lieux de I'’enseignement de la
numeération a la fois du coté des manuels et programmes officiels actuels mais aussi des
pratiques effectives des enseignants en classe et des apprentissages des éleves.

Le volet « apprentissage des éleves » a une place un peu a part du fait qu’il s’agit de faire un
état des lieux de certaines connaissances avant |'apprentissage des nombres a quatre
chiffres (aprés les « révisions » de numération de début d’année de CE2), alors que pour le
reste nous nous intéresserons uniqguement au travail sur les nombres a quatre chiffres.

Le premier chapitre a mis en évidence I'importance des conversions entre unités pour
travailler I'aspect décimal de la numération. Chambris (2008) a montré que le type de tache
de « conversion » (par exemple : « combien y-t-il de centaines dans 30 dizaines ? ») a disparu
a partir des années 1980 environ, remplacé en partie par le type de tache nombre de, qui en
est un cas particulier. Cela s’accompagne dans des manuels récents d’un retour des unités
de numération (Chambris 2008).

De premiéres questions consistent donc a se demander ce qu’il en est dans les manuels
étudiés et dans les programmes récents : peut-on constater I'absence de conversions entre
unités ou bien y’a-t-il un retour de ce type de tache ? Quelle est effectivement la place
accordée au type de tache nombre de? Apparait-il comme un cas particulier de
conversion ou bien comme un type de tache isolé ? Et dans les classes, comment se
traduisent les constats de 'OM a enseigner sur les choix de types de taches proposés par les
enseignants ?

Notre OM de référence a permis de constater que le principe décimal est aussi en jeu dans
d’autres types de tache de numération, qui peuvent relever de I'aspect cardinal ou ordinal
du nombre ou bien des traductions d’écritures. Par exemple, lorsque les traductions
d’écritures sont non canoniques, des conversions entre unités peuvent étre en jeu:
décomposer 1250 en milliers et dizaines ou encore traduire 3m 12c 5u en EC. Il apparait
donc nécessaire d’élargir nos questions en étudiant comment les conversions sont
susceptibles d’étre en jeu dans le travail proposé dans les manuels étudiés ou dans les
objectifs annoncés par les programmes et les conséquences possibles sur les choix des
enseignants. Nous essaierons alors de cibler notre étude sur certains types de taches.
L’étude des manuels et I'analyse des séances de classes doivent permettre d’aller plus loin
en regardant les choix de certaines valeurs des variables didactiques dans les taches
proposées car I'OM de référence nous a montré I'importance de certaines de ces variables
pour la mise en jeu de conversions (organisation de la collection pour le dénombrement,
taille des nombres d’unités de chaque ordre pour les recompositions, etc.). Les unités de
numération sont-elles utilisées dans les énoncés? Dans les techniques et éléments
technologiques proposés ? Ces questions peuvent étre regardées en lien avec la prise en
compte des OM locales de I'OM de référence. Par exemple, est-ce que le dénombrement est
un point de départ pour le travail autour des groupements successifs avant les conversions
entre unités ? Rappelons que pour limiter notre étude nous ne regardons pas tout ce qui
touche a I'aspect ordinal du nombre.

Quand les conversions sont potentiellement en jeu, on peut se demander si le travail
proposé permet d’aboutir a I'institutionnalisation d’une technique de conversion voire du
principe décimal de la numération. Nous regarderons donc également comment apparait ce
savoir dans les programmes et les manuels choisis. Est-il formulé ? Si oui, comment ? Dans
les classes, ce sera la question de l'institutionnalisation de ce savoir qui sera alors étudiée.
Comme il est essentiel s’approprier ce savoir étroitement en lien avec le principe de position
pour permettre la compréhension de I'écriture en chiffres, nous regarderons également
comment est pris en compte le principe de position et comment se fait I'éventuelle



articulation de ces savoirs dans les programmes, manuels ainsi que dans les classes
observées.

Le plan de cette premiere partie s’appuie sur la méthodologie d’étude de la transposition
didactique et en particulier sur le fait que « I'analyse de tout probleme didactique doit
prendre en considération toutes les étapes de la transposition didactique ». Nous réalisons
donc notre esquisse de I'état des lieux de I'enseignement de la numération a I’école primaire
par une étude de certaines difficultés des éléves (chapitre 2) sur les nombres inférieurs a
mille, en début de CE2, et nous poursuivons avec une étude des programmes et manuels
(chapitre 3) et de séances de classe des trois enseignants (chapitre 4) autour des questions
posées ci-dessus (pour les nombres a quatre chiffres).

Chapitre 1 :
Recherche d’'une OM de

référence (et d'une
situation fondamentale)

Chapitre 2 : Chapitre 3 : Chapitre 4 :
Evaluation de certains :> Etudes des programmes :> Etude des séquences de

apprentissages et et des manuels actuels trois enseignants (OM
difficultés des éléves. (OM a enseigner). enseignée).

Figure 17 : schéma général de I’état des lieux de I’enseignement de la numération de la partie |
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Du co6té des éleves

Chapitre 2

Du coté des éleves

L’objectif de ce chapitre est de faire un point sur les principales difficultés rencontrées par
les éleves dans I'apprentissage de la numération, en particulier dans la prise en compte du
principe décimal de la numération.

Dans un premier temps, nous commencerons par une revue de travaux de recherche
frangais et internationaux traitant cette question. Nous n’avons pas trouvé d’étude portant
sur les nombres a quatre chiffres. Nous ferons donc un point sur les études portant sur les
nombres inférieurs a cent d’une part et inférieurs a mille d’autre part.

Dans un deuxiéme temps, nous chercherons a déterminer ce qu’il en est actuellement, dans
le contexte de I'enseignement de la numération en France, en CE2, aprés deux années de
travail sur notre systéme de numération, sur les nombres a 2 chiffres d’abord (CP) puis a
trois chiffres (CE1). Nous étudierons alors les résultats d’éléves de CE2 a une évaluation sur
les nombres a trois chiffres donnée en début d’année. Cela pourra permettre de confirmer
ou non certaines difficultés déja pointées dans les recherches et peut-étre d’en identifier de
nouvelles. Nous chercherons en particulier a mettre en relation ces connaissances avec
certains types de tdches de numération de 'OM de référence (et certaines variables
didactiques).



I. La prise en compte du principe décimal de la
numération : une difficulté déja repérée dans des
recherches

De nombreuses recherches internationales pointent des difficultés d’éleves dans
I'apprentissage de la numération pour les nombres inférieurs a 100. Certaines®®, citées par
Thompson et Bramald (2002), mettent en évidence des difficultés des éléves pour une tache
nommée « face value task®® » dans laquelle est évaluée la capacité des éléves a associer une
collection en vrac a une écriture chiffrée et a interpréter le chiffre de dizaines en termes de
groupements par dix des éléments de la collection. Voici un tableau récapitulatif des
pourcentages de réussite obtenus a cette tache :

Classe % % %
(équivalent France) Ross (USA) Kamii (USA) Price (AUS)
CpP 0
CE1l 20 44
CE2 33 33
cMm1 53 50
CM2 67

Figure 18 : tableau récapitulatif des résultats des éléves pour « face value task » dans différentes
recherches, Thompson et Bramald (2002)

On peut par exemple s’étonner de voir que seulement la moitié des éléves de 9/10 ans
interrogés par Ross ou Kamii et Joseph réussissent a faire le lien entre le chiffre des dizaines
et une quantité d’objets, sachant que par exemple en France a cet age-1a les enfants ont a
étudier les nombres jusqu’au milliard (dans les programmes 2008).
Van de Walle (2008), en appui sur des recherches antérieures>’, expose différents niveaux
de compréhension pour la numération positionnelle. Les niveaux intermédiaires témoignent
d’'une compréhension partielle pour laquelle les éleves peuvent identifier la dizaine
uniguement a une position (a gauche puisque ce sont des nombres a deux chiffres), sans
I’associer a une quantité ou encore |'associent a une quantité uniqguement d’unités simples
(dans une collection de 36 éléments le 3 réfere a 30 éléments et non 3 dizaines d’éléments).
Comme le soulignent Fosnot et Dolk (2001) il y a un important changement conceptuel pour
les éléves lorsqu’ils doivent considérer que dix objets forment une nouvelle unité (idée
d’« unitizing ») :

« Unitizing underlies the understanding of place value; ten objects become one ten.

Unitizing requires that children use number to count not only objects but also groups—
and to count them both simultaneously. The whole is thus seen as a group of a number of

*® Ross, S. (1989). Parts, wholes and place value: a developmental view. Arithmetic Teacher, 36(6), 47-51.
Kamii, C. and Joseph, L. (1988). Teaching place value and double column addition. Arithmetic Teacher, 48-52.
Price, P. (1998). Year 3 students' place-value misconceptions: another look at MAB, Teaching mathematics in
new times (Vol. 2). Annual conference of the Mathematics Education Research Group of Australasia, 452-459.
49 Cette tache consiste a :

- faire nommer un nombre a deux chiffres a I’éleve,

- faire constituer une collection a partir de ce nombre,

- entourer le chiffre des unités devant I'éleve et lui demander de montrer avec les objets de la

collection ce que signifie cette partie du nombre,

- faire de méme avec le chiffre des dizaines.

*% Ross, S. (1989). Parts, wholes and place value: a developmental view. Arithmetic Teacher, 36(6), 47-51.
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objects. The parts together become the new whole, and the parts (the objects in the
group) and the whole (the group) can be considered simultaneously » (p.11).

Cette question est bien s(r centrale pour I'apprentissage de la numération des nombres
inférieurs a cent, pour la construction de la dizaine. Pour les nombres plus grands, ce qui
nous intéresse est la question de I'extension de la compréhension de cette idée d’unité aux
centaines, milliers ..., des relations entre ces unités et de I'articulation avec les rangs de
I’écriture en chiffres. Sinclair, Tiéche-Christinat et Garin (1994) concluent de leur étude
auprés d’enfants de 5 a 7 ans (en Suisse) que méme s’il est vrai que dans le domaine
arithmétique les enfants se construisent des propriétés sur des petits nombres qu’ils
étendent ensuite progressivement aux nombres plus grands, en revanche, « en ce qui
concerne la compréhension du systéme écrit », ils ne font pas ce constat :
« Il n’est pas vrai que le jeune enfant (5-7 ans) construit des intuitions (ou méme une
compréhension) de la signification différente des chiffres dans les nombres écrits
représentant des petits nombres (dizaines) pour ensuite étendre cette compréhension a
des nombres progressivement plus grands. L'enfant dispose d’un répertoire varié de
conduites face a ce matériel graphique particulier et les diverses procédures gu’il utilise
dépendent du type de nombres présentés » (p.248).

Nous allons, maintenant, faire le point sur ce que nous apprennent les recherches qui se
sont penchées sur les nombres a trois chiffres et plus. On peut, tout d’abord, observer des
difficultés du méme ordre que pour les nombres a deux chiffres, liées au traitement des
chiffres de I'EC sans prise en compte de leur valeur. C'est par exemple ce que relevent
Bednarz et Janvier (1984) dans une recherche québécoise de cing années sur la numération
de position au primaire51 :
« [I’éléve] interprete I'écriture en termes de découpage, d’ordre, de position sans donner
a la position une signification véritable en termes de groupements. On dicte a I'enfant
beaucoup de régles ou de procédures qu’il apprend et applique, le plus souvent,
mécaniquement. En conséquence, lorsque I'enfant rencontre [une difficulté], il est
complétement démuni et n’a aucun recours (dessin, matériel, situation significative
analogue ...) autre que I'écriture. Il n’essaie pas de donner un sens a ce a quoi il est
confronté mais cherche plutot a retrouver la regle oubliée ou la faille dans la procédure
gu’il applique. Ceci nous révele le peu de compréhension de la numération » (p.30).

Ainsi pour une partie des éléves évalués, « un nombre est une suite de chiffres ». Il n'y a
« aucune prise en considération des mots centaines, dizaines, unités (41% en 3° année, 35%
en 4° année) ». Ces éléves :

« travaillent exclusivement avec les chiffres des étiquettes sans s’occuper des mots qui y

sont écrits. lls proposent 445 en alignant les étiquettes 4 unités, 4 dizaines, 5 unités. lls
regardent avant tout 4, 4, 5 » (p.9).

Pour d’autres, « les mots centaines, dizaines, unités sont associés a un découpage, a un
ordre dans I'écriture (30% en 3° année, 21% en 4° année). » Par exemple, certains éléves,
pour faire 445 a partir des étiquettes, « prendront 4 dizaines, 5 unités et chercheront a tout
prix 4 centaines ».

L |l est a noter gue certaines des propositions gu’elles ont faites par la suite pour la classe (Bednarz
et Janvier, 1984) ont servi de point d’appui pour certaines situations proposées dans le manuel
ERMEL (1995) que nous étudierons au chapitre suivant.



On retrouve ce type de difficulté dans I'étude de DeBlois (1996) portant sur six enfants en
« difficulté d’apprentissage » dgés de 8 a 11 ans, dans une tache de traduction d’'une EUN en
EC (traduire 14 dizaines et 6 unités en EC) ou
« les enfants expliquent alors qu’ils « collent » 4 et 6, les dizaines a c6té des unités. lls
peuvent aussi « coller », comme ils disent, 4 centaines, 4 dizaines et 5 unités pour
construire le nombre 445 ou des zéros pour former le nombre 5 100 avec la quantité 51
centaines ». (p.86)

Ces réussites apparentes ne résistent pas quand la chercheuse leur propose 12 unités et 2
unités ou 4 dizaines et 5 dizaines. De telles juxtapositions de nombres sont également
utilisées dans I'écriture d’'un nombre dicté : par exemple « le nombre 6 332 entendu, en ne
retenant pour ce nombre, que le 6, le 3 et le 32. Le nombre 6 332 est écrit sans tenir compte
des termes “mille” et “‘cent” » (p.86). Mais la encore cette réussite apparente ne résiste pas
a I'écriture de nombres comme cing-mille-soixante-quatre pour lequel on n’entend plus
« cent », ce qui nécessite d’écrire un zéro qui ne s’entend pas non plus. DeBlois (1996)
conclut que, pour ces éleves, « les chiffres semblent étre utilisés comme des objets ou
comme des unités, sans relation avec les unités de mesure de quantités qu’ils
représentent ».

Toujours selon DeBlois (1996), d’autres éléves attribuent une position a chaque chiffre et le
zéro est alors considéré comme « un chiffre qui représente ““aucun de quelque chose” qui
est groupé ailleurs ». Cela leur permet de dire que 41 dizaines = 410 par écriture d’un zéro a
droite mais ne leur permet pas de « vérifier la solution apportée autrement qu’en
demandant a I'adulte ». Nous interprétons cela comme une difficulté liée a la coordination
des deux principes de la numération : les conversions ne sont pas disponibles pour convertir
41 dizaines en 4 centaines et 1 dizaine (qui aurait pu fournir un moyen de contréle de la
réponse).

Méme si des éleves ne mobilisent pas les conversions entre unités ils peuvent toutefois étre
capables de réaliser des groupements par dix en contexte, lors du dénombrement de
collections (Thomas>2 2004). Ils peuvent aussi reconnaitre I’équivalence entre des quantités
organisées différemment (DeBlois 1996), méme si cela n’est pas suffisant pour permettre
des conversions entre unités (non n’exprimé avec ce terme), mémes consécutives. Les
manifestations de conversions restent alors étroitement liées aux actions réalisées avec un
matériel et aux relations de base (1 dizaine = 10 unités), ce qui ne permet pas aux éléves de
« généraliser cette relation d’égalité entre plusieurs unités de mesure de quantités (3
dizaines = 30 unités ou 8 dizaines = 80 unités) » (DeBlois 1996, p.90).

Le pourcentage des éléves qui manifestent une compréhension des relations entre unités en
lien avec I'EC et qui sont, par exemple, capables de convertir 40 dizaines en 4 centaines,
correspond a 27% en 3° année, 44% en 4° année des éléves interrogés par Bednarz et
Janvier (1984).

Enfin, une autre difficulté pour les nombres supérieurs a cent concerne l'itération des
groupements. Par exemple Bednarz et Janvier (1984) mettent également en évidence des
difficultés liées a opérer sur deux groupements successifs. Dans une situation ou avec dix
« sous » on fabrique un « rouleau » puis avec 10 « rouleaux » une « brique », et on leur
demande siavec 1 091 ils en auraient assez pour faire une « brique »,

ére éme
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« Beaucoup d’enfants ne peuvent rien faire, ou bien ils ne savent pas et ne répondent
rien, ou ils répondent au hasard, ou encore ils travaillent juste sur des chiffres 1,0, 9, 1
pour fournir une réponse (54% en 3° année, 35% en 4° année) » (p.20)

Pour d’autres éléves ces chercheuses observent une difficulté dans la coordination des deux
groupements, avec des confusions a un moment donné de leur raisonnement entre ces deux
groupements.
Selon Thomas (2004) les éléves auraient de grandes difficultés a comprendre les relations
entre les différentes unités et la nature itérative de ces relations : « tres peu d’enfants sont
capables de généraliser la structure multiplicative du systeme », méme s’ils sont capables
d’utiliser les groupements (pour un dénombrement par exemple).
Dans le contexte de I'enseignement de la numération en France, les évaluations nationales
de 2002 organisées par le ministere de I’éducation et de la recherche (direction de
I'évaluation et de la prospective) et proposées a tous les éléves entrant en classe de 6°™
(11/12 ans) contiennent deux exercices portant sur la connaissance de la numération des
nombres entiers, dont nous indiquons les pourcentages de réussite :

- écrire en chiffres « cent vingt-trois plus deux dizaines » : 73,8% de réussite,

- compléter : « 25 dizaines = ... unités » : 47,7% de réussite.
Le premier met en jeu la connaissance de la position des dizaines dans I'EC. Le deuxieme met
en jeu une conversion de dizaines en unités et peut étre traité par une multiplication par 10
avec la regle des zéros. Pourtant il est réussi par moins de la moitié des éléeves. Cela
témoigne de difficultés persistantes pour I'apprentissage de la numération des entiers méme
pour des éleves de cet dge ayant appris le fonctionnement des nombres décimaux. Nous
n’avons pas trouvé d’exercices de ce type dans les évaluations ultérieures.
Toujours en France, deux travaux de recherches plus récents apportent des éclairages sur
certaines difficultés rencontrées par les éléves pour le type de taches nombre de, qui met en
jeu les deux principes de la numération. Elles mettent en avant des difficultés liées a une
interprétation uniguement en termes de position, comme celles relevées dans les études
précédentes.
Parouty (2005) dresse un « état des lieux sur I'enseignement de la numération décimale de
position au cycle 3 » en France. Sur un échantillon important d’éleves de cycle 3 (421 éléves
de CE2, CM1, CM2), elle observe les difficultés rencontrées sur certaines taches. Elle propose
I’exercice suivant : « pour carreler une piece, il faut 8564 carreaux. Les carreaux sont vendus
par paquets de 100. Combien de paquets faut-il commander ? ». Elle constate un échec
massif des éleves en CE2 (moins de 10% de réussite). La taille du nombre de carreaux rend
difficile I'utilisation de techniques s’appuyant sur un dessin (avec un comptage ou des
groupements). C’est donc la technique de troncature ou des essais de multiplication par 100
qui peuvent ici étre attendus. Méme si une partie des erreurs des éléves peut provenir du
fait d’avoir a prendre un paquet de plus pour avoir le nombre de carreaux demandé, on peut
penser que la numération n’est pas un outil disponible au CE2 pour résoudre de tels
probléemes.
Elle montre également que pour les enseignants des éleves évalués cette situation est
considérée comme difficile par plus de 85% d’entre eux. Elle ajoute :

« Dubitative, j'ai posé la méme question aux enseignants en formation, dans le cadre de
mon protocole expérimental. A I'unanimité, tous les enseignants [...] ont répondu soit qu’il
s’agissait d’'une résolution de probleme, soit, a I'écrasante majorité, qu’il s’agissait d’une
situation d’apprentissage de la division et d’ajouter que c’était impossible de demander cela
a des CE2 » (p.41).



Cette non reconnaissance, par les enseignants, de ce probleme comme relevant de
connaissances de numération semble pouvoir expliquer en grande partie les résultats
obtenus par les éleves. Elle pourrait témoigner également du manque de visibilité de ce type
de taches dans les programmes et manuels, notamment dans des problémes contextualisés.
Cela pourra éventuellement étre confirmé par I’étude de 'OM a enseigner.

Chambris (2008) dans sa these a étudié la réussite a un exercice de nombre de hors
contexte. L'exercice a été proposé a 251 éleves de CM2. Il est extrait d’'un questionnaire plus
général portant sur des connaissances liées a la numération et au systeme métrique :

Compléte chacune des lignes :
Le chiffre des dizaines de 6529 est ............
Le nombre de centaines de 8734 est .........

Figure 19 : Exercice proposé par Chambris (2008)

Pour le chiffre des dizaines, 76,1% des éléves donnent une réponse correcte. 8,4%
répondent par 20 ou 29 et 8,7% par un autre chiffre que celui des dizaines. Pour le nombre
de centaines, 21,1% répondent correctement et 46,2% proposent le chiffre des centaines.
Enfin 22,7% donnent comme réponse 700 ou 734.

Cela permet de remarquer que la difficulté rencontrée pour les éléves se situe dans ce qu’il
est d’'usage d’appeler la « différence entre chiffre et nombre » et qui est lié a un découpage
de I'écriture chiffrée vu uniquement a travers les valeurs de chacun des chiffres. Cela entre
en résonnance avec les difficultés pointées dans les études précédentes (Bednarz et Janvier
1984, DeBlois 1996) ou encore au « verbalisme des écritures chiffrées » dont parle Brissiaud
(2005). Est-ce qu’il serait aussi possible de mettre cela en relation avec le contenu des
programmes et manuels ? Qu’est-ce qui pourrait expliquer les difficultés rencontrées par les
éléves du point de vue de 'OM a enseigner ? Nous tenterons d’apporter des éléments de
réponses dans le chapitre suivant, mais pour les nombres a quatre chiffres.

Avant cela nous allons poursuivre I'étude des difficultés des éléves a travers I'analyse des
résultats d’une évaluation proposée a des éleves de CE2, sur les nombres a trois chiffres.

[I. Un état des lieux des connaissances des éleves pour
certains types de taches de numération, en debut de CE2

L'objectif est maintenant de préciser les difficultés des éléves dans le contexte actuel de
I’enseignement de la numération en France. Pour cela nous allons nous intéresser :

- a des types de taches mettant en jeu principalement le principe de position : des
traductions d’écritures canoniques (Ttec/n, TTeunc/ec ---) €t des comparaisons (T¢) ;

- ades types de tdches mettant en jeu des conversions : des traductions d’'EUN en EC
(Tteun/ec) du type « 5 centaines + 12 dizaines + 3 unités = ... », des conversions entre
unités (Tceun) €t Nombre de (Tcng).

Les recherches de Bednarz et Janvier (1984) et DeBlois (1996) montrent des difficultés pour
les éléves dans la traduction d’EUN en EC qui peuvent étre rapprochées des conditions que
nous avons identifiées dans le chapitre 1 pour la technique de position : respect du rang de
chaque unité, présence de chaque unité et nombre a un seul chiffre a chaque rang de I'EC.
Dans I’évaluation que nous proposons aux éleves nous mettrons en évidence le choix des
valeurs des variables didactiques afin de préciser ce constat et de faire le lien entre les
difficultés des éleves et la prise en compte de ces conditions.
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Enfin pour préciser le constat de Parouty, nous proposons également un probléme de type
« nombre de » en contexte.

I1.1 Dispositif expérimental

Dans le cadre du travail avec les enseignants que nous présenterons en partie 2, nous avons
proposé une évaluation a faire passer a leurs éléves avant |'expérimentation. Cette
évaluation porte sur les nombres inférieurs a 1000. Tous les enseignants qui participent aux
expérimentations travaillent la numération des nombres inférieurs a 1000 avant de faire
I’étude des nombres plus grands, ce qui constitue en quelgue sorte des révisions des
connaissances du niveau de classe inférieur (CE1, eme primaire). Ce travail se fait au
minimum pendant la premiéere période de I'année (jusqu’a la fin du mois d’octobre) mais
s’étale parfois sur un temps un peu plus long (au plus jusqu’aux vacances de Noél, soit
jusqu’a la deuxieme période de I'année).

Les enseignants n’avaient alors pas connaissance du contenu du travail qui serait ensuite
proposé sur les nombres a 4 chiffres dans I'expérimentation. lls ont donc mis en ceuvre leur
séquence habituelle sur les nombres strictement inférieurs a 1000. L'évaluation leur a été
donnée tardivement pour que son contenu n’ait pas d’influence sur la séquence proposée.
Lorsque I’évaluation a été donnée aux enseignants, il leur a été indiqué qu’il ne s’agissait pas
d’une évaluation « de classe » habituelle mais plutét d’'une évaluation « de recherche » pour
regarder en particulier des connaissances qui ne sont pas évaluées habituellement et gqu’il ne
fallait donc pas s’inquiéter de possibles difficultés rencontrées par les éleves. L’objectif était
de prévenir les enseignants pour éviter qu’ils n’interviennent au cours de I’évaluation, ce qui
leur a été également indiqué. Nous leur avons également demandé de faire cette évaluation
environ deux semaines apres la fin de leur séquence sur les nombres strictement inférieurs a
1000, afin d’éviter des réussites liées a un travail « a chaud ».

L’évaluation comporte deux parties. Elle a été donnée en deux fois aux éléves. Nous avons
indiqué aux enseignants de laisser 30 minutes par partie, ce qui constitue un temps
raisonnable pour que les éléves traitent tous les exercices (il était possible de dépasser ce
temps si besoin).

Les enseignants doivent lire les consignes avec les éleves pour s’assurer que ceux-Ci
comprennent de quoi il s’agit, en particulier pour les problémes en contexte (monnaie).

[1.2 Présentation de I’évaluation et des résultats

Cette évaluation a été pensée a la fois comme permettant de faire un diagnostic des
connaissances des éleves sur les nombres strictement inférieurs a 1000 mais aussi dans le
cadre des expérimentations des parties suivantes, pour une comparaison des résultats des
éleves avant et apres utilisation d’une ressource sur la numération des nombres supérieurs a
mille.

Malgré la présence d'un cadre (espace vide encadré) pour que I'éléve laisse une trace de sa
recherche, nous savons qu'il est difficile avec ce type d’évaluation de connaitre les
techniques des éleves. Il s’agit plus modestement d’un travail exploratoire permettant
d’identifier les réussites et difficultés rencontrées a certains types de taches et I'influence de
certaines variables sur ces réussites/difficultés.

Etant donné que nous avons expérimenté pendant trois années consécutives, avec des
effectifs d’éléves différents d’une année sur |'autre, lorsque les exercices sont les mémes
nous avons cumulé les résultats sur deux ou trois années. Il y a eu toutefois de légeres



modifications d’'une année sur I'autre (soit sur un item d’un exercice soit sur un exercice
entier). Tous les exercices n’ont donc pas été faits par tous les éléves. Pour clarifier cela nous
indiquerons pour chaque exercice le nombre d’éleves qui ont été évalués.

Nous allons maintenant présenter plus en détail chaque exercice en indiquant le type de
taches en jeu, les choix de variables didactiques effectués ainsi que le nombre d’éléves a qui
il a été proposé et le pourcentage de réussite global. Pour étudier I'influence de certaines
variables didactiques sur les réussites ou difficultés des éléves, nous regarderons aussi les
résultats de chaque item.

Exercices 1 et 2 : Trnsec €t Ttec/n

1. Ecris en chiffres 2. Ecris en lettres

a. Cinquante-deux : ......... 96,9% | 2. 49 & e 96,1%

b. Soixante-treize : ......... 93,7% | D.95 1 e 81,1%

c. Cinqg cent quatre : ......... 85,3% | C.257 i 84,3%

d. Cent quatre-vingt-douze : ......... 80,3% | d. 170 : oot e 88,2%

e. Deuxcentcing: ......... 92,9% | €.509 : .o e 88,2%
Total | 89,9% Total | 87,6%

Figure 20 : exercices 1 et 2 de I’évaluation, pourcentages de réussite pour 127 éleves

Ce qui est évalué dans cet exercice est le fait de passer du nom du nombre a I’écriture en
chiffres (exercice 1, Ttn/ec) OU inversement (exercice 2, Tree/n)-
Voici les choix des valeurs des variables didactiques.

- Taille des nombres: supérieurs ou inférieurs a 100. Dans le cas de nombres
supérieurs a 100, il faut prendre en compte le mot « cent » comme indiquant le rang
du premier mot nombre.

- Absence d’unités a certains rangs ou unités non nulles a chaque rang. Dans le cas du
passage de I'écriture en chiffres a I’écriture en lettres il y a alors des zéros, ou pas, a
écrire alors que I'on ne les entend pas dans la lecture du nombre.

- Nombre au rang des dizaines égal a 7 ou a 9 (ou différent de ces nombres) : dans ce
cas il y a des irrégularités.

Interprétation des résultats.

Le pourcentage de réussite est élevé (prés de 90%) pour ces deux exercices. En regardant les
résultats de chaque item, on peut noter que ce n’est ni la taille des nombres, ni I'absence
d’unités a certains rangs qui sont liés au pourcentage de réussite. Par exemple a I'exercice 2,
« 509 » est réussi par 88,2% des éléves alors que « 95 » par 81,1%. C'est plut6t le fait d’avoir
un chiffre des dizaines égal a 9 qui a posé le plus de difficultés dans ces exercices avec le plus
faible pourcentage de réussite pour les items 1.d (« cent quatre-vingt-douze ») et 2.b
(« 95 »), alors que pour 7 au chiffre des dizaines, les items 1.b et 2.d sont un peu mieux
réussis.

Les difficultés rencontrées par les éleves sont donc principalement liées a la non congruence
entre le systéme écrit et le systeme parlé (notamment pour le 9 au chiffre des dizaines).
Contrairement a ce que I'on aurait pu penser, il semblerait que pour les nombres a 3 chiffres
I'absence d’unité a certains rangs n’est pas une difficulté. Ces items sont méme un peu
mieux réussis que les autres. Par exemple écrire 257 en lettres est réussi par 84,3% des
éléves contre 88,2% pour 509. De méme, écrire « deux-cent-cing » en chiffres est réussi par
plus de 90% des éleves. On peut donc considérer que ces difficultés, qui pourraient étre
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importantes dans les débuts de l'apprentissage des nombres a trois chiffres, sont
maintenant dépassées par la majorité des éléves.

EX@FCIC@S 3 et 5 N TTeun(;/e(; et TTeun/ec

3. Compléte 5. Compléete

a. 1 centaine + 9 dizaines + 3 unités =... | 90,6% | a. 2 dizaines + 15 unités = ... 41%

b. 8 dizaines + 2 centaines + 5 unités=... | 78% b. 4 centaines + 10 dizaines = ... 32,3%

c. 6 centaines + 9 unités = ... 64,6% | c. 5 centaines + 12 dizaines + 3 unités = ... 38,6%

d. 7 unités + 4 centaines = ... 63% d. 21 dizaines + 3 centaines = ... 21,4%53

e. 3 dizaines + 6 centaines = ... 52% e. 6 centaines + 21 dizaines + 14 unités =... | 16,5%
Total | 69,6% Total | 32,1%

Figure 21 : exercices 3 et 5 de I’évaluation, pourcentages de réussite pour 127 éleves.

Méme si nous avons regroupé ces deux exercices qui relévent de traductions d’EUN en EC,
ils se distinguent par le fait que le deuxiéme (exercice 5) met en jeu des conversions entre
unités. L'exercice 3, lui, a pour but d’évaluer une traduction d’'une EUNC en EC, ce qui met en
jeu principalement le principe de position.

Le premier choix au niveau des variables didactiques concerne le fait de n’utiliser que les
EUN, et non les EPD par exemple. Nous avons toutefois intégré quelques traductions avec
cet ostensif dans [|’évaluation proposée la derniere année d’expérimentation. Nous
évoquerons plus loin les résultats.

Les autres choix des valeurs des variables didactiques ont été faits pour mettre en jeu les
trois conditions énoncées dans la formulation générale de la technique de conversion.

- Nombre d’unités de chaque ordre : inférieur ou égal a 9 dans I'exercice 3 alors que
dans I'exercice 5, une ou deux unités (et pas au rang le plus élevé) sont données en
nombre supérieur ou égal a 10, ce qui amene a mettre en jeu les conversions.

- Ordre dans lequel les unités sont données : ordre conventionnel (une unité de plus
haut rang avant une unité de rang inférieur) ou non. Cela permet de mettre en jeu la
condition du respect du rang de chaque unité dans I'EC.

- Absence d’unités a certains rangs ou unités non nulles a chaque rang. Dans le
premier cas cela améne les éléves a utiliser le chiffre 0 selon la condition de présence
de chaque unité dans I'EC.

Notons également que le choix a été fait, pour I'exercice 5, de proposer des traductions pour
lesquelles la simple juxtaposition des nombres d’unités donnés ne fonctionne pas, comme
par exemple ce serait le cas pour un nombre comme 34 centaines 86 unités.

Interprétation des résultats.

Les résultats globaux des deux exercices sont trés différents (69,6% pour I'exercice 3 et
32,1% pour |'exercice 5); cela témoigne de l'influence essentielle de la valeur >10 de la
premiere variable didactique sur les pourcentages de réussite et donc peut-étre de
difficultés liées a la condition « nombres a un seul chiffre par rang », qui doit amener a faire
des conversions.

53 . Y sa s 2 ,
Pour cet item, seuls 103 éléeves ont été évalués.



Nous allons maintenant regarder chaque exercice séparément pour déterminer I'influence
des autres valeurs des variables didactiques sur les pourcentages de réussite aux différents
items.

Exercice 3.

L’'item 3.a est réussi par environ 90,6% des éleves. Les erreurs que nous avons pu voir sont
des erreurs d’ajout de tous les chiffres (1+9+3 = 13) sans tenir compte de la valeur des
différentes unités, ce qui peut étre rapproché des éleves pour qui « un nombre est une suite
de chiffres » signalés dans les travaux de Bednarz et Janvier (1984).

La différence de réussite entre I'item 3.a (90,6%) et 3.b (77,8%) montre 'influence de la
variable « ordre des unités » et semble principalement liée a une simple juxtaposition des
nombres sans tenir compte de la position de chaque unité dans I'EC (8d 2c 5u = 825). Cela
peut cette fois étre rapproché des éleves pour qui « les mots centaines, dizaines, unités sont
associés a un découpage, a un ordre dans I'écriture » signalés par Bednarz et Janvier (1984)
et DeBlois (1996).

De méme la différence de réussite entre les items 3.a (90,6%) et 3.c (64,6%), ou la seule
différence concerne I'absence d’unité isolée au rang des dizaines (qui met en jeu le 0), reléve
du méme phénomene (la simple juxtaposition des nombres ne fonctionne plus).

Un certain pourcentage d’éleves qui réussissent 3.b fait une erreur a 3.e. L’erreur courante
gue nous avons observée consiste a effectuer une simple juxtaposition des nombres, comme
pour le 3.b mais :

- soit, comme pour le 3.b, sans tenir compte des unités ;

- soit en tenant compte de I'ordre des unités dans I’écriture chiffrée (les centaines a
gauche des dizaines) mais sans utiliser le 0 pour marquer I'absence d'unités simples
isolées.

En regardant les productions des éléves il apparait que I'erreur principale des éleves qui ont
réussi le 3.d mais échoué au 3.e est d’écrire 603, ce qui pourrait donc aussi étre interprété
comme une influence de la place du zéro dans les deux cas précédents (3.c et 3.d).

Les résultats de cet exercice montrent que les connaissances d’'une partie des éléves
concernant la traduction d’une EUNC en EC ne permettent pas une prise en compte de la
position des unités dans I'écriture chiffrée et les amenent alors a faire une simple
juxtaposition des nombres. On pourrait alors penser que le jeu sur les variables proposées
dans cet exercice n’est peut-étre pas souvent proposé dans les manuels et dans les classes.
Cela sera a vérifier dans I'étude de 'OM a enseigner.

Exercice 5
Les nombres ont ici été choisis de fagon a ce que la juxtaposition des nombres d'unités de
numeération, méme dans le « bon ordre », ne donne pas le nombre attendu. Il n’est donc pas
étonnant que I'on retrouve une grande partie des erreurs de I'exercice 3 chez les éleves qui :
- ajoutent les nombres d’unités de chaque ordre sans tenir compte de la valeur de ces
unités. Par exemple pour 5.a : 2 dizaines + 15 unités = 17.
- juxtaposent les nombres sans tenir compte du fait que les unités sont données dans
le désordre. Par exemple pour 5.a : 2 dizaines + 15 unités = 215 (parfois 17).
Cependant des éleves qui avaient réussi tous les items de I'exercice 3 font également ce
type d’erreurs (17 ou 215 pour 5a par exemple), ce qui témoigne de la difficulté de prise en
compte de la condition de nombres a un seul chiffre par rang de I'EC.
Pour le 5.c, certains éléves juxtaposent simplement les nombres donnés (5123) mais
d’autres prennent en compte le fait que I'on doit obtenir un nombre a 3 chiffres (par effet de
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contrat ou en repérant que l'unité la plus grande qui est la centaine) et utilisent alors divers
« manipulations » erronées des chiffres :

- ajout de nombres d’unités, principalement du type 5c 12d 3u = 515 (voire 605).

- suppression de chiffres du type 5¢ 12d 3u =513 ou 5¢ 12d 3u = 523.
Pour 5.d le fait d’avoir trois nombres a un seul chiffres a, semble-t-il, amené les éleves a les
juxtaposer (213) éventuellement en tenant compte de la position des centaines (321). Enfin,
I'item 5.e qui met en jeu les deux conversions est tres peu réussi (16,5%), ce qui n’est pas
étonnant compte-tenu des résultats précédents.

Complément n°1 : la question des traductions d’EPD (ou EPDC) en EC

On peut se demander dans quelle mesure les résultats obtenus sont liés au choix de
I'ostensif EUN. Pour avoir des éléments de réponse a cette question, nous avons proposé
dans I"évaluation de la derniere année des traductions a partir d’EUN mais aussi d’EPD. Seuls
60 éleves (sur six classes différentes) ont été évalués.

Pour les traductions d’écritures canoniques (Ttepdc/ec), l€S résultats montre que les réussites
sont équivalentes aux traductions a partir d’EUN lorsque les unités sont données dans
I’ordre conventionnel, avec présence de chaque unité : traduire (7x100) + (4x10) + 5 en EC
est aussi bien réussi que pour 1c + 9d + 3u. Mais pour une traduction ou les unités sont
données dans un ordre non conventionnel et avec absence de dizaine, les résultats sont
meilleurs avec les EPD : 80% de réussite pour traduire (6x10) + (4x100) en EC contre 65% de
réussite pour 3d + 6c. Il est possible que le calcul (naturellement sollicité par les EPD) leur
permet de réussir (et la présence de 0 dans les EPD facilite leur écriture dans I'EC). Il est
aussi possible que les éleves soient plus familiers de cet ostensif.

Il faudrait une étude plus importante (plus d’éléves, plus d’items) pour pouvoir interpréter
cette différence entre EUN et EPD. Nous n’avons pas proposé de traductions avec les EAC
(par exemple 700 + 10).

Complément n°2 : les erreurs de juxtaposition des nombres
Selon Brousseau (1983) I'erreur n’est pas

« seulement l'effet de l'ignorance, de l'incertitude, du hasard que I'on croit dans les
théories empiristes ou béhavioristes de 'apprentissage, mais I'effet d’'une connaissance
antérieure, qui avait son intérét, ses succes, mais qui, maintenant, se révele fausse, ou
simplement inadaptée ».

Ainsi les erreurs faites par certains éléves dans les exercices 3 et 5, témoignent, selon nous,
d’utilisations de techniques de juxtaposition de nombres (construites par ces éléves) ayant
une portée limitée. Le jeu sur les variables didactiques effectué dans ces deux exercices a
permis de mettre en évidence des juxtapositions de nombres utilisées par les éleves. Elles
peuvent fonctionner dans certains particuliers mais les éléves cherchent a les étendre hors
de leur domaine de validité. Nous pouvons alors parler d’erreur de juxtaposition des
nombres dans le sens ou il n’y a pas de prise en compte des trois conditions de la technique
de position. En fonction des conditions prises ou non en compte, cela donne lieu a
différentes techniques™. Nous allons illustrer leur domaine de validité en considérant les
guatre quantités suivantes :

> Ces techniques ne sont pas explicitées dans 'OM de référence car il s’agit de « techniques-éleves », non
explicitées dans des manuels par exemple. Celle qui a vocation a étre institutionnalisée dans une classe est la
technique de position du fait de son plus grand domaine d’application. Nous avons reconstruit ces techniques
de simple juxtaposition a partir des observations des réponses des éléves aux exercices de |"évaluation ainsi
qu’avec les résultats des travaux de Bednarz et Janvier (1984) et DeBlois (1996).



- quantité 1:2m 3c 1d 4u, les unités sont données dans I'ordre conventionnel, nombre
d’unités compris entre 1 et 9 a tous les ordres ;
- quantité 2 : 3c 2m 4u 1d, les unités sont données dans un ordre non conventionnel,
nombre d’unités compris entre 1 et 9 a tous les ordres ;
- quantité 3: 2m 3c 4u, les unités sont données dans I'ordre conventionnel, absence
d’une unité isolée, nombre d’unités inférieur ou égal a 9 a tous les ordres ;
- quantité 4:12c 2m 1d 4u, les unités sont données dans un ordre non conventionnel,
absence d’une unité isolée, nombre d’unités supérieur a dix a un certain ordre ;
Tjux1- Simple juxtaposition des nombres : écriture des nombres d’unités « visibles » dans
I'ordre ou ils sont donnés. Cette technique permet d’obtenir une écriture correcte pour la
guantité 1 (2314) mais des résultats erronés pour les autres (3241, 234 et 12214).
Tjux2- Juxtaposition avec respect de I'ordre des unités dans I'EC: écriture des nombres
d’unités visibles en respectant I'ordre relatif des unités (prise en compte de la premiére
condition) : les unités simples s’écrivent avant les dizaines (en partant de la droite et en
allant vers la gauche), les dizaines avant les centaines, etc. Cette technique permet d’obtenir
une écriture correcte pour les quantités 1 et 2 (2314) mais des résultats erronés pour les
autres (234, 21214). Elle prend en compte la condition de respect du rang de chaque unité.
Remarque : ces deux premieres simples juxtapositions peuvent donner un résultat juste
pour des quantités comme 2m 12d 4u ou 12c 2d 4u ...
Tjux3- Juxtaposition avec respect de la position des unités dans I'EC : écriture des nombres
d’unités « visibles » en respectant I'ordre relatif des unités et en écrivant des 0 en cas
d’absence d’unité isolée. Cette technique permet d’obtenir une écriture correcte pour les
quantités 1, 2 et 3 (2314 et 2304) mais des résultats erronés pour la derniére (21214). Elle
prend en compte les conditions de respect du rang de chaque unité et de présence de
chaque unité.
Ainsi quand nous parlerons d’erreur de juxtaposition des nombres dans la suite de la these, il
s’agira d’'une de ces techniques d’application d’une juxtaposition hors de son domaine de
validité, qui peut donner lieu a différents résultats en fonction des conditions de la
technique générale de juxtaposition prises ou non en compte. Nous préciserons si besoin.

Exercice 4 : comparer deux nombres (T¢)

a. 200 et 199 b.592 et 597 c. 789 et 902 d. 345 et 309 Total
93,6% 96,3% 94,1% 95,2% 94,8%

Figure 22 : exercice 4 de I’évaluation, pourcentages de réussite pour 187 éléves

Il s"agit de comparaisons de deux nombres écrits en chiffres ou l'utilisation des signes de
comparaison n’est pas demandée, ce qui permet d’évaluer uniquement la comparaison
uniquement et non la connaissance de ces signes.

Choix des valeurs des variables didactiques : égalité des chiffres des centaines, des dizaines
ou des unités.

Interprétation des résultats

La réussite est trés élevée : environ 95% sur I'exercice avec peu de différence entre les
items. Les erreurs des éleves sont majoritairement liées a une non compréhension de la
consigne : par exemple un éléve pense qu’il faut entourer le plus grand de toute la liste ou
bien un autre le couple de nombres dont la somme est la plus grande, etc. La comparaison
de deux nombres de trois chiffres ne semble donc pas poser de difficultés aux éleves.
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Exercice 6 : Tcna (nombre de)

6. Compléte

a.Dans 67ilya...... dizaines 70,2%

b. Dans 105ilya......... dizaines 51%

c.Dans 260ilya...... centaines 53%

d. Dans 400ilya ... dizaines 46,2%

e.Dans 764 ilya....... dizaines 38,5%
Total | 51,7%

Figure 23 : exercice 6 de I’évaluation, pourcentages de réussite pour 103 éléves

Il s’agit de déterminer le nombre de dizaines ou centaines dans un nombre donné par son
EC. La principale variable didactique est la relation entre 'unité dont le « nombre de » est
demandé et le nombre de chiffres du nombre de départ. Par exemple quand il s’agit de
déterminer le nombre de dizaines d’un nombre a 2 chiffres ou le nombre de centaines d’un
nombre a 3 chiffres (items 6.a et 6.c) cela revient a chercher le « chiffre des » ce qui est
différent de la détermination du nombre de dizaines d’'un nombre a 3 chiffres (items 6.b, 6.d
et 6.e).

Interprétation des résultats

La réussite globale est de 51,7%. Quand il s’agit de déterminer le nombre de dizaines dans un
nombre a 3 chiffres les pourcentages de réussite tombent en-dessous de 50%.

Les items ou les nombres d’unités cherchés n’ont qu’un chiffre sont les mieux réussis mais
avec une différence entre le cas des dizaines et celui des centaines (6.a compte 70,2% et 6.c
52,9%).

Pour les autres items (nombre de dizaines dans un nombre a 3 chiffres), beaucoup d’éléves
ont écrit le « chiffre des », comme dans I’évaluation proposée par Chambris (2008) en CM2.
Par exemple pour 6.b : dans 105 il y a 0 dizaine. Méme si c’est plus rare, d’autres éleves ont
au contraire cherché a écrire un nombre formé de plusieurs chiffres des le premier cas. Par
exemple pour le 6.a ils écrivent 67 ou 60.

Il est difficile de faire ressortir les erreurs principales car il y a une plus grande variété de
réponses que dans les autres exercices.

Exercice 7 : Tceun (conversions entre EUN)

7. Compléte

a. 5 dizaines = ......... unités 54,7%

b. 80 unités = ......... dizaines 54,7%

c. 1 centaine=......... dizaines 48,4%

d. 3 centaines = ......... unités 36,7%

e. 60 dizaines = ......... centaines 31,3%
Total | 45,2%

Figure 24 : exercice 7 de I’évaluation, pourcentages de réussite pour 128 éléves



Il s’agit d’'un exercice de conversion d’un nombre d’unités d’un certain ordre en une autre
unité.
Choix des valeurs des variables didactiques :

- sens de la conversion: unité d’ordre inférieur vers unité d’ordre supérieur ou

inversement,

- unités d’ordres consécutifs (conversion 10 pour 1) ou non,
Enfin, un élément important dans le choix des unités de conversion est également le fait de
proposer pour I'une des deux unités I'unité du premier ordre (c'est-a-dire I'unité simple). En
effet les éleves peuvent alors utiliser la position des chiffres ou la multiplication par 10 ou
100 (par exemple 5 dizaines = 50).
Convertir 1 centaine en dizaines peut aussi se traiter en repassant par l'unité simple (1
centaine = 100 unités et dans 100 unités il y a 10 dizaines) mais cela met en jeu un « nombre
de » et devient plus colteux que la conversion directe.

Interprétation des résultats

45,2% de réussite globale avec des différences importantes entre les premiers et les derniers
items qui nous permettent de dire que la relation entre dizaines et centaines est moins
maitrisée que celle entre unités et dizaines.

Méme si les conversions sont en sens inverse, les items 7.a et 7.b ont le méme pourcentage
de réussite (54,7%). Pour 7.c et 7.e (respectivement 48,4% et 31,3%) ce qui pourrait étre lié
au fait que 7.c met en jeu directement la relation 1 centaine = 10 dizaines. L'item 7.e est le
moins réussi. Cela pourrait étre lié au fait que cette conversion concerne deux unités dont
aucune n’est l'unité simple, ou encore tout simplement parce qu’il s’agit de la derniére : les
éléves pourraient avoir eu une baisse d’attention.

On peut aussi s’étonner des difficultés rencontrées par la plupart des éleves pour I'item 7.d
ou la position des centaines dans I'EC permet de traduire 3c en 300u.

La conversion n’est pas un type de taches présent dans les programmes actuels et trés peu
dans les manuels de la fin du XX®™ siécle, début du XXI°™® siecle, d’aprés Chambris (2008),
ce qui pourrait expliquer ces résultats. Notre étude de I'OM a enseigner pourra nous le
confirmer pour le cas des nombres a 4 chiffres en CE2.

Exercice 8 : Tcna dans un probleme en contexte

8. Un directeur d’école a rassemblé les pieces de 1 euro qui ont été
récoltées lors de la tombola de la féte de fin d’année. Il a en tout 218
euros.

Il va a la banque pour échanger ces pieces contre le plus possible de billets
de 10 euros.

Combien de billets de 10 euros peut-il obtenir ?

Total : 30%

Figure 25 : exercice 8 de I’évaluation, pourcentages de réussite pour 187 éléves

Le choix principal au niveau des valeurs des variables didactiques concerne la taille du
nombre. Ici 218 est choisi car il permet de passer par un dessin des billets de 10 puis
effectuer un comptage ou une conversion. Cela est également rendu possible par le cadre
laissé pour la recherche en-dessous de I’énoncé. D’autres techniques sont possibles comme
la troncature a la dizaine, des essais de multiplication par 10 pour se rapprocher de 218 sans
le dépasser ou encore des essais d’additions itérées.
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Des difficultés peuvent intervenir concernant la compréhension de la situation en particulier
la notion d’échange de pieces contre des billets de 10€. Ce type de connaissance fait partie
des programmes des niveaux précédents (CP et CE1 soit 1°° et 2°™ primaire).

Interprétation des résultats
Les résultats sont faibles (30% de réussite globale). Les erreurs relévent d’une mauvaise
représentation du probléme ou bien d’un mauvais traitement :

- des éleves tentent une opération posée ou en ligne comme par exemple 218 + 10 =
228 (ou 218-10=208). lIs en déduisent alors qu’il y a 228 (ou 208) billets de 10 ou bien
ne concluent pas (peut-étre ont-ils conscience du probleme d’ordre de grandeur).

- Des éléves dessinent des billets de 10 ou écrivent des additions itérées de 10 (10 + 10
+ 10 + ..) et comptent (on peut le supposer) jusqu’a « deux-cent-dix ». lls ne
dessinent pas de paquets donc on peut penser gu’ils n’effectuent pas de conversion
(ou d’échange en billets de cent). Cette procédure est correcte mais des éleves font
des erreurs dans la conclusion : confusion entre le nombre de billets et le montant
total en euros, comme par exemple « il faut 210 billets ».

Tres rares sont les éléeves qui donnent directement la réponse, c'est-a-dire sans faire de
dessin ou de calcul, ce qui pourrait témoigner de I'utilisation de la technique de troncature.
Mais cela peut étre un effet de la présence du « cadre pour la recherche » : les éleves, par
effet de contrat, peuvent penser qu’il faut justement faire un dessin ou une opération.

Les résultats trouvés ici rejoignent les constats faits par Parouty (2005), méme s'il s’agit ici
de nombres a 3 chiffres.

Conclusion

Les recherches concernant |'apprentissage de la numération pour les éleves de I'école
primaire attestent de certaines difficultés liées a la compréhension de |'écriture chiffrée en
lien avec le principe décimal. Ces difficultés peuvent persister tout au long de |'école
primaire.

Les résultats des éléves a I’évaluation que nous avons proposée mettent en évidence une
bonne réussite pour les types de taches écrire/nommer (Ttn/ec €t Treen) €t COmparer des
nombres écrits en chiffres (Tc). Méme les cas mettant en jeu I'écriture d’un 0 que l'on
n’entend pas dans le nom du nombre (pour Trn/ec) Ne posent pas vraiment de difficultés. Cela
pourrait témoigner du fait que ces types de taches sont beaucoup travaillés dans les classes.
Concernant les traductions entre EUN et EC (Treun/ec €t Trec/eun), I'€valuation que nous avons
proposée aux éléves, en faisant un choix approprié de valeurs des variables didactiques,
permet de retrouver et d’affiner les constats de Bednarz et Janvier (1984) et DeBlois (1996).
Nous avons par exemple observé certaines erreurs liées a I'absence de prise en compte des
unités comme par exemple 1c + 9d + 3u = 13. Mais 'analyse des erreurs des éleves permet
aussi de voir que certains essaient d’étendre une technique de juxtaposition de nombres qui
fonctionne pour certains cas particuliers, hors de son domaine de validité. Les comparaisons
des résultats des éléves aux différents items montrent des difficultés spécifiques liées au
respect de chacune des conditions d’application de cette technique (dés qu’une nouvelle
condition est en jeu on observe une baisse des réponses correctes). Nous appelons ainsi les
trois techniques ainsi reconstruites : simple juxtaposition des nombres, juxtaposition avec
respect de I'ordre des unités et juxtaposition avec respect de la position des unités.




Ces erreurs peuvent paraitre surprenantes puisqu’il ne s’agit pas d’un nouvel apprentissage
en CE2 mais d’un travail de reprise de connaissances construites au cours du niveau de
classe antérieur (CE1). Elles pourraient étre liées a I'utilisation des unités de numération qui
est actuellement moins répandue que celle des EPD (10, 100, ...), mais nous avons vu avec
notre derniere évaluation (portant sur uniqguement 60 éléves) que les résultats ne sont que
légérement supérieurs avec cet ostensif.

Nous n’avons pas évalué la capacité des éleves a effectuer des groupements par dix pour
dénombrer une collection par exemple car cela pourrait étre difficile avec ce type
d’évaluation. Méme si les éleves sont capables de réussir a faire de tels groupements, cela
ne semble pas suffisant pour s’approprier le lien entre ces groupements et le
fonctionnement de I'EC (DeBlois 1996, Thomas 2004). Par contre, nous avons évalué les
conversions entre unités (Tceun). Elles posent probleme aux éléves, comme en témoigne le
fait que seulement un tiers d’entre eux environ réussit a convertir 60 dizaines en centaines.
Pourtant environ la moitié maitrise la relation directe entre 1 centaine et 10 dizaines. Cela
témoigne de la difficulté supplémentaire pour la généralisation des conversions au-dela des
conversions de base comme 1c=10d, comme cela avait déja été observé par DeBlois (1996).
De plus la comparaison des pourcentages de réussite aux conversions de 80 unités en
dizaines (plus de 50%) et 60 dizaines en centaines (environ 30%) montre une meilleure
maitrise de la relation unités/dizaines que dizaines/centaines, comme on pouvait s’y
attendre. Cela peut étre rapproché du constat de Sinclair, Tieche-Christinat et Garin (1994) :
la compréhension du fonctionnement de la numération pour les nombres a deux chiffres ne
garantie pas son extension aux nombres plus grands. La compréhension de l'itération des
relations entre unités en lien avec le fonctionnement de I'EC est une difficulté importante
selon Thomas (2004).

Ces difficultés permettent aussi de mieux comprendre les difficultés rencontrées dans les
traductions indiquées ci-dessus, mettant en jeu des conversions.

Enfin pour affiner les constats de Parouty (2005) et Chambris (2008), nous avons aussi
proposé le type de taches nombre de (Tcng) hors contexte et dans un probleme en contexte.
Ce n’est pas une surprise de voir que dans I'exercice 6 les cas ou les nombres d’unités
cherchés ont un seul chiffre (ce qui revient a chercher le « chiffre des ») sont mieux réussis
que les autres. Le type de taches nombre de est source de difficultés pour les éleves, comme
I'avait déja montré Chambris (2008) pour des éleves plus agés. Moins de 40% des éléves
arrivent a déterminer le nombre de dizaines dans 764. Nous pouvons alors faire I’hypothese
que le fait de ne pas maitriser suffisamment les conversions ne permet pas aux éleves de
comprendre la technique de troncature, ce qui les améne alors a faire des découpages de
I’écriture chiffrée non appropriés. Cela peut aussi étre rapproché des constats de Bednarz et
Janvier (1984) et DeBlois (1996) sur la difficulté pour les éléves d’avoir des moyens de
controle de leur réponse.

Dans le probleme de « nombre de » (contexte de monnaie) il semble que les éleves ne
mobilisent pas la technique de troncature. L’analyse des réponses des éléves montre que
parmi le peu d’éléeves qui réussissent (environ 30%), la plupart utilisent des procédures de
comptage. Cela confirme les constats de Parouty (2005) pour les nombres inférieurs a 1000.

Ces résultats sont a méme d’interroger les connaissances des éleves avant d’aborder le
travail sur les nombres a quatre chiffres, alors que les relations entre unités vont se
complexifier du fait de l'introduction d’une unité supplémentaire ou de relations entre
unités non consécutives comme dizaines/milliers (difficulté pointée par Thomas 2004
jusqu’en fin d’école primaire) : une bonne partie des éleves ne sont pas dans des conditions
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favorables pour aborder ce travail. Dans quelle mesure les éléves et les enseignants
pourront-ils alors s’appuyer sur les relations entre unités/dizaines/centaines pour travailler
les nouvelles relations avec les milliers ?

On peut aussi s’interroger sur les possibilités pour les éléeves de comprendre le
fonctionnement des techniques de calcul posé, qui justement s’appuient, entre autres, sur
les conversions entre unités comme nous I’avons vu dans le chapitre 1.

Nous allons maintenant passer a I'étude des programmes et de quelques manuels récents
sur les nombres a quatre chiffres.
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Chapitre 3
Etude des programmes et de quelques manuels

récents

[. Objectifs et méthodologie

Nous venons de voir au chapitre 2 les difficultés que posent aux éleves certaines taches de
numeération, en particulier celles mettant en jeu les conversions entre unités, pour les
nombres inférieurs a mille, en début de CE2 (3‘\"“e primaire). L'objectif de ce chapitre est de
déterminer comment l'institution scolaire et les manuels prennent en compte les deux
principes de la numération et en particulier le travail autour des conversions entre unités, a
ce niveau de classe lors du travail sur les nombres a 4 chiffres. En particulier, nous
chercherons a déterminer la présence ou non du type de tache de conversion entre unités
mais aussi la possibilité de mise en jeu des conversions dans les autres types de taches
proposés. Dans ce cas nous nous demanderons alors comment est pris en compte le principe
décimal de la numération. Est-il formulé et si oui, comment? Et comment se fait
I"articulation avec le principe de position ?°°

Nous nous appuyons sur une étude des OM de la numération dans les programmes officiels
et certains manuels et guides de I’enseignant associés. Nous nous limitons a I'OM proposée
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Ces questions ont déja étaient formulées dans l'introduction de la partie I, de maniere plus précises.



dans le theme des « nombres entiers », méme si la numération est travaillée dans d’autres
thémes comme le calcul ou les grandeurs et mesures.

Chambris (2008) a consacré un chapitre de sa thése a I'étude de I'enseignement de la
numération au cours du XX°™ siécle. Son étude de la période la plus récente s’appuie sur
des manuels dont les dernieres éditions consultées datent de 2004. Un manuel actuellement
utilisé dans les classes ainsi qu’en formation des enseignants n’a pas été étudié. Il s’agit de
« Cap Maths » aux éditions Hatier. De plus les programmes de 2002 ne sont pas étudiés
alors que leur intégration par les enseignants a donné lieu a beaucoup de formation. Nous
avons donc choisi de prolonger son étude en incluant ce manuel et en prenant en compte
des éditions plus récentes.

De plus, pour compléter cette étude, nous pointons tout au long de ce travail la fagon dont
ces ressources décrivent (ou ne décrivent pas) les enjeux liés aux deux principes de la
numeération (et en particulier au principe décimal). En effet, nous faisons I'hypothése que,
quand des éléments de savoir sont formulés dans un encadré de manuel (ou mémento, etc.),
ils témoignent a la fois de techniques et/ou éléments technologiques de I'OM étudiée mais
constituent également pour I'enseignant un apport sur les techniques et/ou éléments
technologiques visés lui permettant d’identifier I'enjeu de I'activité proposée et les savoirs a
institutionnaliser. D’autres apports plus spécifiguement destinés a I'enseignant pourraient
étre proposés, notamment pour la conception d’une organisation didactique permettant de
faire vivre 'OM décrite. Nous prenons donc en compte ces questions des apports pour
I’enseignant dans notre étude de I’'OM a enseigner. Elles nous serviront aussi pour notre
guestionnement sur la conception d’une ressource pour les enseignants (parties suivantes).
Nous continuons d’utiliser ici la théorie anthropologique du didactique pour étudier 'OM a
enseigner de la numération. En particulier I'OM de référence est un point d’appui essentiel
pour |'étude des praxéologies existantes. Nous ferons une étude des programmes officiels
de 2002, 2007 et 2008, des évaluations nationales (correspondant a ces programmes) ainsi
gue de quatre manuels récents. Les praxéologies sont étudiées en combinant plusieurs
documents car elles ne sont pas toujours entierement visibles dans chacun d’eux. Dans les
programmes, il n’est pas toujours possible d’identifier les types de taches en jeu et encore
moins les techniques et éléments technologiques.

Nous commencons par une étude du programme de 2002. Celui-ci est accompagné d’un
« document d’application » donnant des commentaires et précisions sur les compétences
citées dans le texte du programme. Nous regardons également les évaluations nationales de
2005 pour compléter cette analyse : c’est une année ou les programmes de 2002 sont
appliqués a tous les niveaux® du cycle 3. Nous utilisons les évaluations de début de CE2 (qui
concernent donc les compétences de cycle 2, mais dont le contenu nous semble pouvoir
donner une indication sur les attentes institutionnelles pour la classe de CE2) ainsi que celles
de début de 6°™ (qui concernent donc les compétences attendues 2 la fin du cycle 3).

Nous complétons ensuite notre étude en observant I’évolution de cette organisation dans
les textes officiels suivants (2007 et 2008) pour lesquels il n’existe pas de commentaires
officiels. En particulier nous étudions I’évolution (en termes de rupture ou de continuité) des
formulations utilisées dans la description des compétences attendues chez les éleves pour
mettre en évidence I'évolution de I'organisation mathématique des programmes.

Enfin nous étudions le traitement de la numération dans les évaluations nationales de 2009 :
ces évaluations de CM2 ont eu lieu au mois de janvier et portent sur les compétences

> Les programmes sont découpés par « cycles » a I’école primaire. A I’école élémentaire, le cycle 2 concerne la
derniere année de maternelle (GS), la premiéere et deuxieme primaire (CP et CE1) et le cycle 3 la troisieme,
quatriéme et cinquiéme primaire (CE2, CM1, CM2).
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attendues au cycle 3 relativement au programme officiel de 2008 (ces programmes ont été
appliqués au CM2 dés la rentrée 2008).

Concernant les manuels, nous avons choisi les quatre ouvrages suivants : « Cap Maths » CE2,
éditions Hatier (2007 et 2011), « J'apprends les maths » CE2, éditions Retz (2003 et 2010),
« La tribu des maths » CE2, édition Magnard (2008).

Ce sont des manuels dont |'auteur principal est chercheur ou fortement influencé par les
travaux de didactique des mathématiques et formateur d’enseignants du premier degré. lls
sont tous accompagnés de guides pour I'enseignant qui peuvent apporter des informations
supplémentaires concernant les techniques et éléments technologiques attendus des éléves
et/ou visés.

Nous compléeterons I'analyse des manuels par I'étude de l'ouvrage « Apprentissages
numeériques CE2 », aux éditions Hatier (1995, 2005), collection ERMEL (équipe de recherche
pour I'enseignement des mathématiques a I'école élémentaire, de l'institut national de
recherche pédagogique, INRP). Nous nommerons cet ouvrage ERMEL pour simplifier. Il ne
s’agit pas d’un manuel mais d’un guide destiné aux enseignants qui propose principalement
des problemes visant a construire de nouvelles connaissances ou a en réinvestir dans de
nouveaux problemes. Il est accompagné d’un cahier pour I'éleve qui ne propose que des
exercices d’entrainement aux situations décrites dans le guide et vient donc en complément
du guide.

La date de parution initiale d’ERMEL’’ aurait pu nous amener a exclure cette ressource de
notre étude. Cependant, elle a eu et semble encore avoir une place privilégiée dans le milieu
de la formation initiale et continue des enseignants et a ce titre c’est un élément essentiel
de I'étude la transposition didactique des savoirs numériques a I'école primaire. Ainsi
beaucoup d’enseignants débutants ou passant par la formation continue connaissent la
collection ERMEL et certaines des situations qui y sont proposées, méme s’ils n’utilisent pas
cette ressource au quotidien pour faire la classe.

Le manuel Cap Math est assez proche d’ERMEL dans certains choix effectués (R.Charnay le
directeur de collection de Cap Math a beaucoup expérimenté dans I'équipe ERMEL), mais ce
manuel a une progression par séances (alors qu’ERMEL propose un découpage par themes)
et pour chaque séance (ou presque) une page associée dans le manuel avec des exercices
d’entrainement.

II. Etude des instructions officielles récentes

On trouvera en annexe les documents officiels utilisés pour cette étude.

[I.1 OM des Instructions Officielles de 2002

Le secteur « Connaissance des nombres entiers naturels » est découpé en trois themes :
« Désignations orales et écrites des nombres entiers naturels », « Ordre sur les nombres
entiers naturels » et « structuration arithmétique des nombres entiers naturels ». Seuls les
deux premiers nous intéressent. Les commentaires ne mettent pas en évidence de lien entre
ces deux themes.

>” Edition de 1995. La réédition de 2005 n’offre aucun changement hormis la conversion des prix en euros, pour
les problemes mettant en jeu la monnaie.



Voici la premiére compétence citée :

« Déterminer la valeur de chacun des chiffres composant I’écriture d’'un nombre entier en
fonction de sa position ».

Dans les commentaires, il est précisé que « la valeur des chiffres doit étre constamment
envisagée en relation avec les activités de groupements et d’échanges qui la sous-tendent »
sans que les taches mettant en jeu ces techniques de groupements et d’échanges ne soient
clairement explicitées. De plus les conversions apparaissent ici de maniére contextualisée a
des actions sur du matériel. Le savoir décontextualisé (relations entre unités) sur lequel ces
activités s’appuient n’est pas donné.

Les commentaires se centrent ensuite sur des précisions concernant des attentes pour les
formulations utilisées. On peut y lire que «les mots dizaines, centaines, milliers... sont
employés comme synonymes et reformulés sous la forme de « paquets » de 10, de 100, de
1000... ». Il apparait donc une certaine défiance vis-a-vis de I'ostensif EUN. D’ailleurs, on
peut lire cette fois dans les commentaires des programmes de cycle 2 (I0 2002) :
« L'utilisation du vocabulaire (dizaine, centaine) ne constitue pas un objectif prioritaire : les
expressions « paquet de dix, paguet de cent » sont en effet plus explicites. »

Un exemple de formulation est donné concernant I'utilisation des unités de numération,
laissant apparaitre le type de taches nombre de relativement a cette premiére compétence :

Les formulations du type « Combien y a-t-il de paquets de 10 dans 8 926 ? » accompagnent celles
comme « Quel est le nombre de dizaines dans 8926 ? ». (I0 2002)

Il'y a donc un certain flou autour de cette premiére compétence des programmes.
TTec/epd €t Ttepasec : traductions d’EC en EPD et réciproquement (décomposer/recomposer)

On trouve ensuite ces types de taches sous cette formulation :
« — Donner diverses décompositions d’un nombre en u