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Notations

Géométrie et maillage

geo

geo

PKk

la dimension géométrique d =1, 2 ou 3

un domaine borné quelconque de R?

un vecteur normal unitaire de 0f) orienté vers 'extérieur

un couple de paramétre de discrétisation géométrique § = (h, k)
un maillage de taille caractéristique h constitué d’éléments d’ordre k
nombre d’élément contenu dans 7

le domaine recouvert par la discrétisation 7y

un élément de 7

I’élément de Ty d’indice e

un élément de référence (de méme type que K)

la transformation géométrique de K vers K

la transformation géométrique d’ordre k de K vers K

Espaces fonctionnels

Py(K)

I’espace vectoriel des polynomes de degres total inférieur ou égale
a Nsur K

I'espace vectoriel des polynémes de degrés inférieur ou égale a N
sur K

la i fonctions de base de 'élément fini de Lagrange (K, Py, )
la i™* fonctions de base de I’élément fini de Lagrange (K, Py, Xk)
la i™¢ fonctions de base de 1'espace PN (Q;)

I’espace des fonctions qui sont de carré intégrable au sens de I'inté-
grale de Lebesgue

la dérivée partielle généralisé de v au sens au sens des distributions
{v e L3(8y) | D € L*(Q5) Va € N tel que |a| < m}

{ve Hm(Q)>U\aQ =g}

{U € Hm(Q)>U\F = g}

{v e [H™Q)" v, = g}

foeH" Q) v, =g}

[ve COQy) | vo @l e PY(K) VK € Ty}

fve L2(Q) | vo i e PV(R) VK € Ty}

x1



Transformation ALE

QF : domaine de référence
x* : coordonnée d’un point dans le repére de référence
Al . la carte ALE continue au temps t
A . la carte ALE discréte au temps t d’ordre k
¢ . le déplacement du maillage
Gk - le déplacement discret du maillage

Méthode de la frontiére élargie

Q le domaine global

w le domaine local

B le domaine perforation

0 la frontiére autour de la perforation
~! la frontiére fictive

u la solution globale

U la solution locale

U la solution perforation

Géomeétrie pour les écoulements sanguins

(TS NN ™
N e Q2 Qr I DY
N — /] J

s V4

(b) Domaines déformés

FIGURE 1 — Description des notations géométriques pour un probléme FSI standard
d’écoulement sanguin.
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Notations pour le fluide

;¢ le domaine fluide de référence pour le repere ALE
Q; . le domaine fluide déformé & l'instant t

uy @ le vecteur vitesse

ps : la pression

os : le tenseur des contraintes

py : lamasse volumique

py o la viscosité dynamique

Notations pour la structure

2 : le domaine structure de référence pour le repére lagrangien
Qf . le domaine structure déformé a l'instant t

ns . le vecteur déplacement

Ds : la pression

F, : le gradient de déformation

Y, : lesecond tenseur de Piola-Kirchhoff

p: ¢ la masse volumique

E; . le module de Young

Vg . le coefficient de Poisson

As : le premier coefficient de Lamé

ps : le second coefficient de Lamé (aussi appelé module de cisaillement)
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Introduction

La simulation des écoulements sanguins est un domaine en plein essor depuis ces der-
niéres années. De nombreux groupes de recherche se sont impliqués dans cette étude qui
vise & modéliser ces écoulements considérés comme fluides complexes. En effet, contraire-
ment aux liquides ordinaires, les fluides complexes comme le sang exhibent des compor-
tements étranges qui dépendent essentiellement des structures sous-jacentes qui les com-
posent. Le sang est composé d’entités microscopiques (principalement de globules rouges,
globules blancs et plaquettes) qui sont en suspension dans le plasma sanguin considéré
comme un fluide ordinaire. Les comportements individuels et collectifs de ces entités ont
alors un fort impact sur les propriétés hémodynamiques du sang a 1’échelle globale. C’est
cette rétroaction du micro & la macro échelle qui confére aux fluides complexes des com-
portements non triviaux et qui continue de poser un formidable défi pour les modélisations
théoriques et numériques axés sur la rhéologie sanguine. Cette notion de rhéologie a été
introduite par Eugene Bingham en 1920 pour désigner I'étude de la déformation et de
I’écoulement de la matiére. Elle a alors fait I’objet de nombreuses études théoriques dans
le passé et grace a ’arrivée et a 'augmentation croissante de la puissance des ordinateurs,
la simulation numérique de ces phénoménes complexes a pu étre envisagée. Les domaines
d’expertise nécessaires a 1’élaboration d’un tel projet vont de la médecine aux mathéma-
tiques en passant par la science du numérique et de 'informatique. L’objectif final est
de développer des méthodes et des outils de simulation pour la communauté médicale,
permettant de mener des expérimentations in silico et d’apporter des informations com-
plémentaires, voire impossibles & obtenir, sur des patients. Cela pourrait étre un enjeu
important pour le traitement de certaines pathologies sanguines comme les sténoses arté-
rielles, les anévrismes, I’athérosclérose ou les traitements thérapeutiques comme les stents
endovasculaires ou les valves aortiques artificielles. Nous proposons dans cette thése une
contribution a ce projet qui sera majoritairement centré sur ’aspect numérique et infor-
matique. Nous essaierons aussi de montrer dans chaque partie les intéréts médicaux et
la rigueur mathématique qui sont nécessaires a 1’élaboration de ce projet. Cependant, les
résultats que nous obtiendrons n’auront pas la prétention de modéliser des applications
vraiment réalistes ou physiologiques d’écoulements sanguins. Le but principal de cette
these est de proposer des outils dans la direction de la rhéologie sanguine.

Hémodynamique

L’hémodynamique, la science des propriétés physiques du flux sanguin, représente
notre point de départ pour cette étude sur la simulation des écoulements sanguins. La
description qui va suivre a été faite dans de nombreux ouvrages médicaux dont notamment
les suivants [65, 1, 111, 109] que nous avons utilisés. Le systéme cardiovasculaire est un
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circuit fermé parcourant I’ensemble du corps humain et dans lequel circule le sang (circu-
lation systémique et circulation pulmonaire). Cet écoulement prend en charge le transport
de 'oxygene et des substances nutritives vers les milliards de cellules que contient un corps
humain. Cet apport permet ainsi a ces cellules de « vivre ». Le sang récupére aussi tous
les déchets des cellules qui sont ensuite éliminés par les reins, le foie et les poumons. La
circulation du sang participe également au contrdle de la température corporelle ainsi
qu’a la régulation du volume de certains liquides dans les tissus. De plus, le sang charrie
les globules blancs qui ont pour réle d’assurer une défense de notre organisme contre les
virus et les microbes. Trois types de vaisseaux assurent le transport du sang : les arteres,
les capillaires et les veines. On parle également d’artériole et de veinule pour désigner les
minuscules vaisseaux qui permettent le raccordement entre les capillaires et les artéres ou
les veines. Les contractions rythmiques du coeur (agissant comme une pompe) propulsent
le sang dans les artéres et circulent dans toutes les régions de I'organisme. Le sang arrive
ensuite dans les artérioles puis dans les capillaires qui sont de minuscules vaisseaux. C’est
ici que se produisent les échanges entre le sang et les cellules grace a leur paroi extréme-
ment fine. Finalement, le sang est réacheminé vers le coeur par les veinules et les veines.
D’aprés certains ouvrages, la longueur totale du vaste réseau formé par les vaisseaux san-
guins serait estimée a 150000 km. On peut noter que 'aorte est la plus grosse des artéres
et les deux veines caves sont les plus grosses veines.

waisseau

——

—_— =

Plasma (55%) ——

White blood cells
and platelets (<1%)

Red blood cells (45%)

globule
rouge

plaguette ; #FADAM.
(a) Vue d’artiste (b) Composition quantitative
(image issue de http ://sciencejunior.fr/). (image issue de http ://www.pennmedicine.org).

FIGURE 2 — Schémas représentant la composition du sang.

Comme l'illustre la figure 2, le sang considéré comme un fluide complexe se compose
d’un élément liquide, le plasma, dans lequel baignent les cellules sanguines : les globules
rouges, les globules blancs et les plaquettes. En moyenne, le plasma représente 55% du
volume total du sang, les globules rouges 45%, les globules blancs et les plaquettes moins
de 1%. Le plasma est un liquide visqueux de couleur jaunatre et qui est constitué a 90%
d’eau. Les globules rouges (ou érythrocytes) transportent I'oxygéne des poumons vers
les cellules, et le gaz carbonique des cellules vers les poumons. Les globules blancs (ou
leucocytes) ont la capacité de franchir la paroi des vaisseaux sanguins et de pénétrer dans
les tissus pour défendre I'organisme contre les agents pathogénes. Les plaquettes sont des
fragments de cellules, capables de s’agréger entre elles. Elles sont en partie responsables
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de la coagulation du sang et de la formation des crotites a la surface de la peau en cas de
blessure.

endathélium
intima

i ¥ il =
__—— endothélium Memrang Dasse-..

-
_— membrane basale

—

vahvule
__— limitanie &lastique interme
média muscle lisse —"

——
T musce lisse

T lirmitante elastique inteme

advantice tunique externg -~
—— {unique exteme
(a) Artére (b) Veine
FIGURE 3 — Schéma dune artére et dune veine. (image issue de

http ://www.fedecardio.org/).

La paroi des vaisseaux sanguins (artéres, capillaires et veines) est composée de trois
tuniques (ou couches) : I'intima, la média et 'adventice. On distingue trois constituants
principaux qui sont : les fibres d’élastine, les fibres de collagéne et les fibres musculaires
lisses. Une description détaillée des constituants des parois vasculaires (artéres et veines)
est donnée dans les schémas de la figure 3. Les propriétés élastiques des différentes couches
constituant les vaisseaux dépendent principalement du rapport entre leur quantité de fibre
d’élastine et de fibre de collagéne. Ce rapport varie avec le diameétre du vaisseau. Un autre
facteur a prendre en compte dans le comportement mécanique est I'organisation tridimen-
sionnelle complexe de ces fibres dans le tissu vasculaire. Chaque type de vaisseau est ainsi
congu de telle maniére a pouvoir supporter la pression du flux sanguin en se déformant en
conséquence. Une des propriétés fondamentales des grosses artéres élastiques, et notam-
ment de l'aorte, est de pouvoir amortir les importantes élévations de pression lors de la
période de contraction cardiaque (systole ventriculaire) puis le retour élastique de cette
méme paroi pendant la période de repos cardiaque (diastole ventriculaire). Cette seconde
phase permet de conserver dans le réseau artériel une pression minimale (ou pression dias-
tolique). Ainsi, a la sortie du coeur, le débit sanguin pulsé tend a devenir continu lorsque
I’on s’éloigne du coeur. On appelle parfois ce phénomeéne 'effet Windkessel.

Modéles physiques pour les écoulements sanguins
Les propriétés des écoulements sanguins sont affectées par un certain nombre de fac-

teurs, dont I’hématocrite (pourcentage du volume des globules rouges par rapport au
volume sanguin total), la viscosité du plasma, le regroupement et les déformations des
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globules rouges. Comme le plasma est composé principalement d’eau, il peut-étre consi-
déré comme un fluide newtonien incompressible. Cependant, le sang qui est composé des
cellules en suspension dans le plasma révéle un comportement complexe qualifié de fluide
non newtonien. En particulier, la viscosité apparente du sang varie en fonction du taux de
cisaillement. On peut ainsi remarquer que plus le taux d’hématocrite est élevé et plus le
sang devient visqueux. En effet, pour les faibles taux de cisaillement, la viscosité du sang
est grande. Ce phénomene est fortement lié a ’agrégation des globules rouges sous forme
de microstructures appelées rouleaux et a la forte déformation qu’ils peuvent subir pour
pouvoir circuler dans les micros vaisseaux (forme de « parachute »). Lorsque la vitesse
de l’écoulement augmente (taux de cisaillement augmente), le regroupement des globules
rouges se dissocie et entraine alors une diminution de la viscosité. Dans ce cas, ¢’est princi-
palement I’hématocrite qui détermine la viscosité du sang. Ces comportements complexes
du sang caractérisent ce fluide comme rhéofluidifiant. On peut également introduire la
thixotropie et la viscoélasticité de ce fluide complexe. Néanmoins, des simplifications de
modeles peuvent étre envisagées lorsque le taux de cisaillement est élevé. Le sang peut
étre alors supposé newtonien avec une viscosité constante de 'ordre de 4-5 mPa.s. C’est
typiquement le cas dans les larges vaisseaux sanguins comme l'aorte. Toutefois, pour la
modélisation de certaines pathologies (ex : anévrisme), cette hypothése pourrait étre re-
mise en cause. Cette description physique des écoulements sanguins est tirée des références
suivantes [47, 136, 153].

Le modeéle le plus simple qui peut étre utilisé pour la modélisation des écoulements
sanguins est le modéle newtonien. Il est assez bien adapté aux larges vaisseaux ou si nous
ne sommes pas intéressés par des détails fins du fluide (comportements rhéofluidifiants
et viscoélastiques). Les équations gouvernant ce modéle sont les équations classiques de
Navier-Stokes incompressible. Elles sont décrites par le systéme suivant d’équations aux
dérivées partielles :

u
pf%+0f(uf'v>uf_v'af = fr
V-u f= 0

Les efforts internes du fluide sont représentés par le tenseur des contraintes oy défini par
I’expression suivante :

op=—prl +2upD (uy)
Dans cette derniére relation, nous faisons apparaitre la viscosité dynamique py supposée
constante pour le cas newtonien et le tenseur des déformations D (uy) choisi par la forme
suivante :

D (uy) = % (Vuf + (Vuf)T>

Nous détaillerons ce modéle plus en détail dans le chapitre 4. De plus, nous le transfor-
merons légerement de maniére a prendre en compte le possible mouvement du vaisseau.

Pour la modélisation du comportement rhéofluidifiant des écoulements sanguins, un
modele plus complexe est nécessaire. La viscosité py n’est plus constante, mais dépend
du tenseur des cisaillements D (uy). Le modéle dit non-newtonien est basé sur les mémes
équations énoncées précédemment, sauf que la viscosité doit étre exprimée a ’aide d’une
loi de comportement spécifique a I'application en fonction du taux de cisaillement. Cela
ajoute une forte non-linéarité pour ces modéles non-newtoniens. Nous donnerons quelques
exemples de ces types de modéle au chapitre 4.
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Dans le systéme cardiovasculaire, les parois artérielles ont une structure assez similaire,
mais la composition et 1’épaisseur de celles-ci varient en fonction de leur localisation.
Ces facteurs jouent un role important dans le comportement mécanique de ces vaisseaux.
En effet, le diamétre des artéres décroit au fur et & mesure que 'on s’éloigne du coeur.
Les artéres, en fonction de leur localisation, sont alors classées en trois groupes : les ar-
téres élastiques, les artéres musculaires et les artérioles. Les artéres élastiques se trouvent
proches du coeur. Elles font parties des vaisseaux de grand diamétre et elles ont une paroi
épaisse. C’est le cas par exemple de ['aorte. Ces types d’artéres jouent un role important
dans 'amortissement de la pression et du flux sanguin pulsé lors de la contraction car-
diaque (systole). Elles assurent également la conservation d’une pression minimale dans le
réseau artériel. Ce controle est réalisé grace a 1’élasticité de la paroi vasculaire des artéres
élastiques. D’aprés [101], les déformations peuvent étre assez importantes (plus de 10% du
rayon), c’est pourquoi les modeéles de grande déformation, dits modéles hyperélastiques,
sont privilégiés pour ce type de vaisseau. Les arteres musculaires sont de taille moyenne et
elles sont moins extensibles que les artéres élastiques a cause de la diminution des fibres
d’élastines. Elles jouent un roéle plus actif dans la vasoconstriction. Les grandes défor-
mations pour ces types d’artéres ne sont pas forcément nécessaires. D’autres propriétés
mécaniques peuvent étre prises en compte comme ’anisotropie et la viscoélasticité qui
sont dues a la composition complexe de ces vaisseaux. Toutefois, nous négligerons ces as-
pects dans cette thése. On considére aussi que les parois vasculaires sont incompressibles
(ou quasi-incompressibles) [101, 100, 88].

Pour pouvoir décrire un modeéle élastique en grande déformation, appelé généralement
hyperélastique, il nous faut définir une loi de comportement qui nous permettra d’exprimer
le tenseur des contraintes du modeéle ¥,. Cette loi de comportement sera généralement
caractérisée par des coefficients qui seront propres aux matériaux modélisés. Dans le cas
d’un matériau compressible, les équations gouvernants ce modéle peuvent s’exprimer par :

* 82175
ps atg

dans le repére lagrangien. La quasi-incompressibilité peut aussi étre prise en compte direc-
tement dans la formulation de la loi de comportement. Pour exprimer un modéle hyper-
élastique incompressible, une équation de contrainte d’incompressibilité doit étre rajoutée
a I’équation précédente. Cette contrainte est imposée a I'aide d’un multiplicateur de La-
grange qui sera intégré dans ’expression du tenseur des contraintes. Tous les détails de ces
modéles de mécanique des solides seront présentés au chapitre 5. On peut aussi noter qu’il
est possible d’utiliser des modéles réduits de structure. Dans [59], nous pouvons trouver la
description de modéles de coque (2D) et d’un modéle 1D appelé generalised string model.
Généralement, ces modéles sont applicables uniquement sur des géométries idéalisées.

-V (FX) = fs

Le globule rouge est une cellule du sang qui sert a capter I'oxygéne lors de son passage
dans les poumons et a le redistribuer aux autres cellules. Il est également appelé érythro-
cyte ou hématies. Les globules rouges sont dépourvus de noyau et se présentent sous la
forme d’une lentille biconcave. Cette forme caractéristique lui confére un maximum de
surface, ce qui lui permet un maximum d’échanges avec les autres cellules. Le globule
rouge est constitué d’une fine membrane qui sépare I'extérieur de la cellule de l'intérieur
appelé cytoplasme. Cette membrane est constituée de deux couches de lipides. Le cyto-
plasme contient en majorité I’hémoglobine qui est considérée comme un fluide newtonien
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incompressible [55]. Les propriétés mécaniques de ces cellules jouent un réle important
dans la rhéologie sanguine. Grace a la structure du squelette membranaire, elles peuvent
entre autres se déformer considérablement pour se faufiler dans les capillaires, dont le
diamétre peut étre inférieur au leur. Une particularité de la membrane est qu’elle est
inextensible. La viscosité de I’hémoglobine participe aussi aux propriétés mécaniques de
la membrane [55, 136].

Ainsi, pour modéliser la dynamique des globules rouges, nous pouvons considérer le
couplage de deux modéles physiques. Nous avons un modéle d’élasticité en trés grande
déformation avec une contrainte d’incompressibilité pour la membrane. L’hémoglobine est
décrite comme un fluide newtonien incompressible, donc les équations de Navier-Stokes
incompressible semblent adéquates pour modéliser le cytoplasme. Enfin, il faut prendre en
compte l'interaction entre la membrane et le cytoplasme a ’aide d’un modeéle d’interaction
fluide structure.

Choix des méthodes numériques

Pour ce projet, nous sommes motivés par 1'utilisation de méthodes numériques dont
la précision pourra étre accrue de maniére arbitraire. Nous voulons ainsi améliorer la
précision des solutions numériques et de la discrétisation géométrique en utilisant les
notions d’approximation polynomiale d’ordre élevé et d’élément géométrique d’ordre élevé.
Ce critére va donc motiver le choix de nos méthodes utilisées pour la modélisation des
écoulements sanguins.

Tout d’abord, pour la résolution des équations aux dérivées partielles décrivant les
modeéles physiques, nous nous appuierons sur la méthode des éléments finis [39, 35, 31, 53,
91]. Cette méthode a I'avantage d’avoir une base théorique solide contrairement aux deux
autres méthodes classiques : la méthode des différences finies et la méthode des volumes
finis. Elle a ainsi fait 'objet de nombreuses analyses mathématiques donnant lieu a des
propriétés d’interpolation et des estimations d’erreurs optimales. D’autre part, la méthode
de Galerkin, associée a la méthode éléments finis, nous fournit un cadre d’approximation
général pour une large gamme d’approximation d’ordre arbitrairement élevé en espace et
géométrie.

Pour la description des équations aux dérivées partielles dans des domaines mobiles,
nous avons choisi d’utiliser la méthode ALE (arbitrairement lagrangien-eulérien). C’est un
choix que I'on retrouve assez souvent dans la littérature et notamment pour la simulation
des écoulements sanguins [59, 124, 123, 37, 66, 57, 82]. Ce choix permet de représenter les
modeéles fluides et structures dans leurs repéres naturels. Les équations de la mécanique
des solides sont décrites dans le repére dit lagrangien, c’est-a-dire qu’elles suivent le dé-
placement des particules au cours du temps. Au contraire de cette idée, la mécanique des
fluides est plus facilement décrite dans le repére dit eulérien, ou 'observateur est a une
position fixe et regarde passer les particules. Ainsi, seul le domaine de calcul fluide est en
mouvement, les calculs effectués sur la structure sont faits uniquement dans un domaine
de référence fixe. A 'aide de 'utilisation de la méthode ALE dans le modéle fluide, I’écou-
lement pourra alors suivre le mouvement lagrangien de 'interface fluide structure tout en
conservant 'intérét du repére eulérien lorsque 'on « s’éloigne » de cette interface. Cette
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vision est possible grace a I'introduction d’une vitesse de déformation (voir chapitre 2) dé-
finie sur I’ensemble du domaine fluide. De plus, cette méthode a I'avantage d’étre précise
dans la description de la déformation du domaine d’étude. Dans le but d’accroitre encore
cette précision, nous proposons dans le chapitre 2 une nouvelle construction de cette mé-
thode pour la prise en compte de déplacements géométriques d’ordre élevé. L’intérét de
cette approche d’ordre arbitraire a été démontré dans [124] dans un cas bidimensionnel.
Notre nouvelle approche fournira un cadre plus général pour des applications 2D et 3D.

La modélisation de 'interaction fluide structure (entre le sang et la paroi vasculaire)
est réalisée en couplant les équations de la mécanique des fluides et de la mécanique des
solides. En plus de la contrainte géométrique reliant le domaine fluide au domaine solide,
des conditions de transmission doivent étre imposées sur I'interface fluide structure. Nous
utilisons les conditions standards pour ce type de probléme avec les relations suivantes :

Uy = Ug
0

oy +osng

Ces conditions assurent la continuité du champ de vitesse et I’'équilibre des contraintes nor-
males appliqués sur 'interface fluide structure. Les méthodes numériques pour résoudre un
probléme d’interaction fluide structure peuvent étre classées en deux catégories : les mé-
thodes monolithiques [83, 66, 57| et les méthodes partitionnées [124, 123, 56, 99, 30, 148].
L’approche monolithique est connue pour étre plus robuste et performante que I’approche
partitionnée ou les problémes fluides et structures sont résolus séparément. Cependant
les solveurs monolithiques sont moins flexibles, leur implémentation est plus complexe a
mettre en oeuvre et la résolution des systémes algébriques est plus difficile. Dans cette
thése, nous nous sommes limités a I’approche partitionnée qui consiste a utiliser une pro-
cédure itérative de type point fixe avec relaxation. Elle est détaillée au chapitre 6. Un
algorithme populaire de ce point fixe est appelé formulation Dirichlet-Neumann. Le pro-
bleme fluide est résolu en utilisant le champ de vitesse de la structure. Dans le probléme
structure, on impose la contrainte normale du fluide. La relaxation opérée dans la pro-
cédure itérative est basée sur une méthode d’accélération d’Aitken qui est un ingrédient
important a la convergence de ces algorithmes, notamment pour les applications d’écou-
lements sanguins. La procédure basée sur un schéma implicite est la méthode la plus
précise, car elle assure une prise en compte forte des conditions de couplage. Toutefois,
nous avons également utilisé dans cette thése une approche dite semi-implicite qui « re-
lache » la contrainte de liaison géométrique a l'interface fluide structure. On pourra alors
montrer au chapitre 10 que cette simplification permet d’accélérer les algorithmes tout
en gardant une précision raisonnable de la solution. Cependant, la stabilité numérique de
cette méthode sera vérifiée sous certaines conditions [56, 9.

Pour la modélisation des particules en mouvement dans un fluide, nous avons choisi
d’utiliser la méthode de la frontiére élargie. Initialement [115, 86|, la méthode de la fron-
tiere élargie est dédiée a la simulation directe des fluides contenant des particules fixes.
Typiquement, on part d’un probléme initialement posé dans un domaine perforé (celui
occupé par le fluide dans le cadre d’une suspension de particules) pour le ramener d’une
maniére équivalente & un couple de deux nouveaux problémes :
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— le premier est défini sur un domaine global de forme simple (celui occupé par le fluide
et les particules) permettant 1'utilisation d’un maillage régulier et par conséquent
I'utilisation des solveurs rapides.

— le second se trouve dans une couche mince entourant chacune des particules. Le but
de ce probléme local est de corriger I’erreur introduite par la résolution du probléme
global au voisinage des particules. Comme ces domaines locaux sont de taille réduite,
ils pourraient étre maillés avec une haute résolution sans avoir une augmentation
importante du cotit de calcul.

De par sa conception, la méthode de la frontiére élargie s’adapte facilement au cas des
particules en mouvement. Dans ce cadre, les maillages des domaines locaux sont déplacés
pour suivre les particules dans leurs mouvements. Le maillage global est bien évidemment
fixe indépendamment des déplacements de ces derniéres. Cela nous permet d’éviter les
stratégies complexes de maillage adaptatif pour suivre le déplacement des particules (et
le cout de calcul inhérent). De plus, l'avantage de la méthode de la frontiére élargie
comparée aux méthodes de domaines fictifs |70, 71, 72| est qu’elle a été congue dans le
but de récupérer la convergence optimale (au sens de l'interpolation éléments finis) a tous
les ordres, en dépit de la non-conformité de ces maillages. Le comportement optimal de
cette méthode a été prouvé théoriquement dans [26]. Nous proposerons au chapitre 3 une
nouvelle formulation de cette méthode qui est mieux adaptée aux modeéles de mécaniques
des fluides. Nous étendrons ce travail au chapitre 6 pour le cas de I'interaction d’un fluide
avec des particules mobiles et déformables.

FEEL-++ : un outil pour le calcul scientifique

Pour réaliser nos simulations d’écoulements sanguins a I’aide des méthodes numériques
que nous venons de présenter, nous allons nous baser sur une librairie informatique C++
spécialisée dans le calcul scientifique. Elle se nomme FEEL++, Finite Element Embedded
Language in C+-+, et elle a fait 1'objet de plusieurs publications [128, 135, 131, 129].
FEEL++ fournit une interface C++ pour résoudre des systémes d’équations aux dérivées
partielles (EDP) en 1D, 2D et 3D au moyen de la méthode éléments finis combinée aux
méthodes d’approximation de Galerkin. Cette librairie vise a rassembler la communauté
scientifique pour la mise en oeuvre de méthodes numériques avancées et le calcul haute
performance.

Le développement de FEEL++ repose sur le paradigme des DSEL (domain specific
embedded language ). En d’autres mots, cet outil propose un langage embarqué dans le
C++ pour la résolution d’EDP en restant trés proche des mathématiques. Le principe
fondamental de ces langages est de rendre transparentes la complexité et la puissance
des algorithmes informatiques tout en gardant une large flexibilité et une vision claire des
mathématiques. Ainsi, plus les mathématiques sont claires au niveau du numérique et plus
il est facile et fiable de développer des méthodes numériques de complexité supérieure.

Le DSEL de FEEL++ permet 'implémentation de nombreuses formulations varia-
tionnelles dans un langage trés similaire & ce domaine. Il propose de maniére simple et
transparente une large variété de méthode d’approximation d’ordre arbitraire incluant
I'ordre élevé géométrique, les formules de quadrature d’ordre élevé et des ensembles de
points d’interpolations robustes pour 'ordre élevé. La souplesse des outils mis a la dispo-
sition de I'utilisateur permet de mettre en oeuvre des méthodes numériques qui couvrent
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une grande combinaison de choix possibles (maillages, espaces de fonctions, points de
quadrature) en utilisant le méme langage. FEEL++ dispose aussi d’une interface avec la
librairie PETScC [13, 12, 14, 146] pour la résolution des systémes algébriques. Combinée
a cette puissante librairie de calcul, FEEL+-+ offre un important choix de solveurs et de
préconditionneurs qui peuvent étre paramétrés directement en ligne de commande.

Au niveau de la programmation informatique, FEEL++ utilise le langage C+-+ avancé
(métaprogrammation par templates) et en particulier la derniére norme de ce langage
programmation, le C+-+ 11, qui apporte des compléments trés utiles tels que 'inférence
des types. Ainsi, les nouveaux mots clés comme auto seront utilisés dans les exemples
présentés dans cette thése. FEEL++ utilise également plusieurs parties de la librairie
C+-+ Boost [28]. Nos exemples de script utiliseront aussi les concepts proposés par la
librairie Boost.Parameter [2]. Elle permet d’augmenter la puissance du DSEL en donnant
lieu & une nomination des arguments passés aux fonctions. Les arguments peuvent aussi
étre optionnels et il est possible de les donner dans un ordre quelconque.

Pour illustrer ces propos, nous présentons ’exemple le plus connu dans les mathé-
matiques appliquées, le fameux laplacien. Le script suivant est le code C++ complet
permettant de résoudre un laplacien 2D dans un carré unité avec une approximation P3.
#include <feel/feel.hpp>

int main(int argc, charx**xargv )

{
using namespace Feel;
env (_argc=argc,_argv=argv) ;
// definition du maillage et espace de fonction
auto mesh = O
auto Vh = <3>(mesh);
auto u = Vh->element ();
auto v = Vh->element ();
// forme lineaire
auto 1 = forml(_test=Vh);
1 = integrate(_range=elements (mesh),
_expr=1id(v));
// forme bilineaire
auto a = form2(_trial=Vh,_test=Vh);
a = integrate(_range=elements (mesh),
_expr=gradt (u)*trans (grad(v)) );
at=on(_range=boundaryfaces (mesh), _rhs=1, _element=u,
_expr=cst (0.) );
// resolution du systeme algebrique
a.solve(_rhs=1,_solution=u);
// exportation des resultats
auto e = (_mesh=mesh, _name="laplacian" );
e->add( "u", u ); e->save();
return O;
}

Sil'on remplacait unitSquare () par unitCube(), alors ce code correspondrait a un laplacien
3D dans un cube.

Au commencement de cette thése, un certain nombre d’outils nécessaires a nos modéli-
sations n’était pas implémenté dans FEEL+-+. C’est pourquoi une grande partie de mon
travail a consisté au développement de ces nouvelles fonctionnalités. Il s’agit en particulier
du transfert d’informations entre les modéles et I'assemblage des termes non standards de
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la méthode de la frontiére élargie (chapitre 1). La parallélisation de la librairie a aussi été
une étape cruciale pour l'obtention de résultats 3D (chapitre 7). Nous avons également
développé un environnement spécifique a l'interaction fluide structure. Il contient tous
les modéles de mécaniques des fluides et des solides que nous avons implémentés, ainsi
que des outils de couplages de ces modeéles pour l'interaction fluide structure et la mé-
thode de la frontiére élargie. Cet important travail de développement a aussi été utilisé par
d’autres utilisateurs pour des applications diverses (écoulements sanguins, dynamiques des
globules rouges avec level-set, décompositions de domaine, convection naturelle, champs
magnétiques intenses). Ceci a ensuite donné lieu a des publications : [131] pour la librairie
FEEL++, [38] pour I'interaction fluide structure, [46, 45] pour le solveur de mécanique
des fluides et [142, 34, 44, 145| pour la partie calcul haute performance.

Plan de la thése

Dans une premiére partie, nous présenterons les méthodes numériques utilisées pour
la résolution de nos modéles physiques. Nous commencerons avec le chapitre 1 par décrire
les fondements de la méthode éléments finis et les nouveaux outils numériques qui ont
été développés pour l'interaction fluide structure (opérateur d’interpolation) et pour la
méthode de la frontiére élargie (assemblage non standard). Nous passerons ensuite a la
notion de carte ALE au chapitre 2 qui nous sera utile pour la résolution d’équations
aux dérivées partielles dans des domaines mobiles. Entre autres, nous proposerons une
nouvelle construction pour 'ordre élevé géométrique. Nous terminerons cette partie avec
le chapitre 3 qui constitue une étude de deux formulations de la méthode de la frontiére
élargie dans le cas ou les particules sont fixes.

La seconde partie de cette thése sera consacrée aux modéles d’interaction fluide struc-
ture que nous avons implémentés. Nous débuterons avec les équations de la mécanique
des fluides en domaines mobiles dans le chapitre 4. Ce travail s’appuiera sur la carte
ALE présentée au chapitre 2. Nous aurons ensuite avec le chapitre 5 une description de
quelques modeles gouvernant la mécanique des solides. Nous finirons avec le chapitre 6
par une présentation du modéle complet d’interaction fluide structure. Nous parlerons
également des différentes stratégies de résolution possibles pour ce probléme. Nous trou-
verons aussi dans ce chapitre une description d’un modéle d’interaction fluide particules
que nous avons développé a 'aide de la méthode de la frontiére élargie (chapitre 3).

Nous nous intéresserons dans une troisiéme partie a des aspects plus informatiques
en illustrant d’autres contributions apportées a la librairie FEEL+-+. Tout d’abord, le
chapitre 7 présentera la mise en oeuvre du parallélisme dans la librairie. Nous effectuerons
les premiers tests de scalabilités de cette nouvelle fonctionnalité. Puis, avec le chapitre 8,
nous montrerons quelques fonctionnalités plus mineures que nous avons implémentées. Il
se terminera avec la présentation de ’environnement qui a été développé pour la simulation
des fluides et des structures.

Enfin, nous finirons cette thése avec une quatriéme partie illustrant principalement
des résultats de simulation numérique. Avec le chapitre 9, une validation de nos modéles
fluides, structures et d’interaction fluide structure sera effectuée. Pour cela, nous réalise-
rons les « benchmarks » proposés dans [154] et nous comparerons nos calculs avec d’autres
résultats trouvés dans la littérature. Finalement, le chapitre 10 présentera des simulations
obtenues pour des applications « se rapprochant » de la modélisation réaliste des écoule-
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ments sanguins. Des tests 2D et 3D seront d’abord effectués sur des géométries idéalisées.
Puis nous montrerons des résultats de simulations numériques réalisés sur des géométries
réalistes.
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Chapitre 1

Méthodes de Galerkin d’ordre
arbitraire

Dans ce chapitre, nous présentons les principaux ingrédients mathématiques et nu-
mériques que nous avons choisis pour réaliser des simulations numériques d’écoulements
sanguins. Toutes nos simulations vont s’appuyer sur la méthode des éléments finis. Celle-ci
repose sur la formulation variationnelle (ou faible) du probléme initial et sur une méthode
d’approximation interne. Les domaines d’étude sont discrétisés a l'aide de maillages et le
temps est traité par différences finis. La méthode d’approximation utilisée est la méthode
de Galerkin, qui permet d’approcher la solution de problémes continus dont la formulation
variationnelle abstraite est la suivante :

Chercher u € V' tel que (1.1)
a(u,v) = flv) ,YoveW '

ou V et W sont des espaces fonctionnels, a est une forme bilinéaire définie sur V' x W et
f est une forme linéaire définie sur W. On dit que V est 'espace solution et que W est
I'espace test. Les éléments de W sont appelés des fonctions tests. Nous rappelons aussi
que la librairie FEEL++ permet de résoudre des équation aux dérivées partielles (EDP)
a l'aide de la méthode des éléments finis. Elle propose également un langage trés proche
de la formulation variationnelle et une gamme trés large de méthode d’approximation de
type Galerkin.

Aprés ce rappel sur les outils numériques de base, nous parlerons ensuite des outils plus
spécifiques qui ont été développés pour les modeéles d’interaction fluide structure et pour
la méthode de la frontiére élargie. Plus précisément, nous décrirons comment prendre en
compte l'interaction des différentes physiques ou mathématiques, ot le couplage s’effec-
tuera entre plusieurs maillages qui n’auront pas forcément de conformité entre eux. Nous
parlerons ainsi de 'opérateur d’interpolation et du calcul des termes non standard dans le
cadre des méthodes de Galerkin. Les principaux exemples seront basés sur des problémes
simples, mais ils mettront suffisamment en jeu les besoins requis par les modéles décrits
dans les chapitres suivants. Nous présenterons également quelques codes FEEL++ mon-
trant l'effort fait pour le développement du langage proche des mathématiques pour ces
nouvelles fonctionnalités. Nous terminerons ce chapitre avec des vérifications des outils
qui ont été développés.
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CHAPITRE 1. METHODES DE GALERKIN D’ORDRE ARBITRAIRE

1 Approximations par éléments finis

Nous commencons cette partie par une description de la méthode des éléments finis.
Nous présenterons la construction de cette méthode pour des degrés d’approximation po-
lynomiale d’ordre arbitraire en espace, mais aussi pour des approximations géométriques
d’ordre arbitraire. Cette partie étant principalement issue de la thése [124], le lecteur
trouvera beaucoup plus de détails dans cet ouvrage. Dans cette these, les entités élémen-
taires utilisées dans les maillages sont des simplexes, c¢’est-a-dire segments (1D), triangles
(2D) ou tétracdres (3D). Toutes les descriptions faites par la suite seront basées sur ces
entités, mais 'utilisation des hypercubes (quadrangles (2D) ou hexaédres (3D)) est pos-
sible avec un traitement trés similaire. Une description compléte peut étre trouvée dans
[35, 124, 91, 31, 39]. Nous avons choisi de présenter cette partie afin d’introduire le voca-
bulaire, les notions et les notations nécessaires pour la suite de cette thése.

1.1 Notion d’élément fini

Dans le cadre des méthodes des éléments finis et des éléments spectraux, nous nous
basons sur la définition de Ciarlet[39]. Ce formalisme introduit la notion d’éléments finis
qui correspond & la brique élémentaire de l'interpolation des fonctions. Pour construire
un élément fini, nous avons besoin de définir un triplet (K, P, 3 ), avec :

— K € R? un élément géométrique compact, connexe et d’intérieur non vide (K # &)
dont la frontiére est lipschitzienne

— P un espace vectoriel de dimension finie de fonction p : K — R* ot u est un entier
positif.

— Y un ensemble de Ty formes linéaires o; défini sur P et tel que 'application linéaire :

P3pr—(o1(p),...,on, (p)" € R™Y

soit bijective. Les formes linéaires (o1, ..., o7, ) sont appelées les degrés de liberté de
I’élément fini.

De nombreux éléments finis existent, nous pouvons citer par exemple les éléments de
Lagrange, Hermite, Raviart-Thomas, Crouzeix-Raviart, Nedelec, ... Une description com-
pléte de ces éléments est faite dans [39, 53, 91|. L’élément fini le plus simple et le plus clas-
sique est I’élément fini de Lagrange décrit par (K ,Py,%). C’est celui-ci que nous utiliserons
pour la suite de cette description. L’ensemble des formes linéaires ¥ = {o;,1 =1, ..., Ty}
est ensuite défini par :

o :Py(K) — R (1.2)
p — pla) (1.3)

ou les a; sont des points d’interpolation sur K et Py(K) est un espace vectoriel des
polynomes de degré total inférieur ou égal a N. L’espace vectoriel est défini sur I’élément
K et est a valeur dans R. Pour construire I'espace vectoriel Py (K), nous devons choisir une
base de cet espace, dite base primale. Plusieurs bases existent selon le type de 1’élément K,
mais certaines bases sont plus intéressantes grace a des propriétés de L2-orthonormalité
et de construction hiérarchique : moments (tensorisé et simplexe), Jacobi (tensorisé),
Legendre (tensorisé), Dubiner (simplexe) et adapté au bord (tensorisé et simplexe)
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‘—V

FIGURE 1.1 — Fonctions de base de Dubiner de degré 5 sur un triangle.

Definition 1. Soit <K [P’N,f]) [’élément fini de Lagrange, {@-,i =1,.. TN} les formes
linéaires associées a 3 et Ty la dimension de IP’N( ) On appelle fonctions de bases de
I’élément fini (K,IP’N, E), les fonctions {@fv € IP’N(K),z =1, ...,TN} telles que :

5, (@gv) — 6, 1<ij<Ty (1.4)

Avec le choix de notre construction élément fini, la base primale sera construite uni-
quement sur un élément de référence K. On notera B = {v; }]T;Vl I’ensemble des fonctions
de base de la base primale. Un exemple de fonctions de base primale B de type Dubiner
sur un simplexe est illustré avec la figure 1.1. En reprenant ’exemple des éléments finis
de Lagrange, chacune des fonctions de bases (IDN est déterminée par les Ty coefficients Qi
de telle sorte que :

Tn
N I’) = ZO&UZ/}]’ (l’) s 7= 1, ...,TN (15)
7=1

Le calcul des coefficients «;; se ramene alors au choix des points d’interpolation que ’'on
doit définir sur Pélément K. Il existe par exemple les points équidistribués, de Fekete et de
Warp Blend. Ces derniers sont représentés avec ’exemple en figure 1.2(c). Une description
de ces points d’interpolation est faite dans [150, 162, 124]. D’un point de vue algébrique,
nous avons besoin de résoudre le systéme linéaire suivant :

a1 e OzITN ¢1 (dl) e 77/11 (dTN>
. . . — ITN

V(B.X)

ou X = {di};@l représente 'ensemble des points d’interpolation et I ~désigne la matrice
identitée de taille (T) x (T ). Le choix des points d’interpolation et de la base primale
est trés important dés que 'on souhaite faire de l'ordre élevé. Comme démontré dans
[124, 35, 91|, ce choix est crucial pour calculer avec précision les coefficients «;;, & cause
du conditionnement de la matrice de Vandermonde V (B, X) (voir figures 1.2(a) et 1.2(b)).
Il permet également d’avoir un meilleur conditionnement de la matrice de rigidité, noté
KC(A) pour le nombre de conditionnements, voir figure 1.2(d).

1. APPROXIMATIONS PAR ELEMENTS FINIS 17
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FIGURE 1.2 — Illustration de I'influence du choix de la base primal et des points d’inter-

polation.

Definition 2. Soit {i)z,z =1, ...,TN} I’ensemble des fonctions de base de [’élément fini

de Lagrange <K,I@’N, i)) On note {(&i, a;),i=1,.., TN} I’ensemble des formes linéaires

et des points d’interpolation associés a 3. On appelle opérateur d’interpolation locale sur
I’élément de référence K, l'opérateur défini par :

Th P (f() — I@’N (K)

In

v — T (V) :Z

i=1

Ty
Gi(v) & =) v(a;) b
i=1

On dit que 74 (v) est I'interpolé de Lagrange de v sur K. L’interpolé de Lagrange est

tel que sa valeur aux points d’interpolation { a;,i=1, ...,TN} coincide avec celle de la

fonction a interpoler v.
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1.2 Transformation géométrique

Pour pouvoir définir un élément fini sur un élément K quelconque, il existe deux
techniques. Soit nous pouvons directement appliquer le formalisme présenté dans la sec-
tion précédente sur I'élément K, soit nous avons la possibilité d’utiliser la technique de
I’élément de référence. C’est cette derniére solution que nous avons choisie, car elle a de
nombreux avantages. L’approximation au sens éléments finis nous demande de définir les
fonctions de base {(I)fv }ZT;VI associées a I’élément fini de Lagrange (K,Py,X). Pour cela,
nous utilisons les fonctions de base ®N construites sur un élément de référence K et a
l'aide d’une transformation géométrique ¢%°, nous obtenons les fonctions de base sur
I’élément réel K. Ainsi, beaucoup de calculs élémentaires sont effectués sur 1’élément K.
Par exemple, c’est la cas pour I’évaluation ou la dérivation des fonctions de base aux points
de quadratures. Ces calculs sont effectués avec précision et certains d’entre eux peuvent
étre ensuite réutilisés pour tous les mémes types d’élément. Nous bénéficions toujours
des propriétés énoncées précédemment pour les fonctions de base primale (construction
hiérarchique et L2-orthonormalité) et des points d’interpolation (conditionnement de la
matrice de Vandermonde).

| 05 (%)

A gs
[]]
g G

(b) Transformation quadratique sur un triangle

FIGURE 1.3 — Transformations géométriques d’ordre 1 et 2 sur un triangle.

La transformation géométrique est une application inversible de K vers K dés que

I'élément K n’est pas dégénéré. Nous faisons ’hypotheése que ¢5° est C''-difféomorphisme.
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On définit ainsi @5° et son inverse (@%°) " :
P KeR? —» KeRY et (¢5°)': KeR! - KeR? 7)
T > T x — T
L’élément de référence K peut étre a priori choisi librement a condition de respecter :
— le type de 'élément (segment, triangle, quadrangle, tétraédre, ...)
— le nombre de noeuds géométriques (ordre de la transformation géométrique)
— la numérotation des nceuds sur K et K doit étre compatible pour garantir que ¢%
soit un C'-diffeomorphisme
Cependant, son choix peut étre motivé par le domaine de définition de la base primale.

Nous allons maintenant utiliser 1’élément fini de Lagrange pour définir la transformation
géométrique 5%°. Ce formalisme nous permet de généraliser la définition de la transfor-
mation géométrique pour un ordre d’approximation arbitraire. Nous représentons avec la

figure 1.3 deux types de transformation géométrique.

Definition 3. On dit que (K, If”ieo, 339¢0) est Uélément fini géométrique d’ordre k. On pose
Ny = card(igeo). On note par {gl, ...,gNg} I’ensemble des noeuds géométriques de K et
ils correspondent aux points équidistribués sur cet élément. L’ensemble des fonctions de
base de cet élément fini est noté par {1/11, e 1/)Ng}.

L’élément K est constitué de N, noeuds géométriques {gf e gﬁg}. Chaque point

gl est caractérisé par ses coordonnées (g, g/, g/%) dans le repére cartésien. On peut

alors exprimer l'application ¢%° comme une combinaison linéaire de fonctions de base
wi,i = 1, cees Ng :

PR (%) = D9l i (%) (1.8)

Sous sa forme algébrique (1.9), la transformation % fait apparaitre une matrice G

représentant les points géométriques de 1'élément de K. Le vecteur L (X), quant a lui, ne
dépend pas de K, mais uniquement des fonctions de base évaluées aux points x € K.

€0 (4 ¢1 ()A()
(p%(,m(x) Ny gz{ig g{,(:c gi(ar gjl\gg,x ¢2 (}A()
R (%) = | ¥ X)) | =) gy | Vi) = | aly 9y o 9N, :

90%(,,2 (X) i=1 Yi,z gfz gi(z gNg,z L

. ~ - \¥n, (%)

G
L(x)
(1.9)

Nous avons aussi besoin de définir la matrice jacobienne de %° que I'on note K(x) =

Viph? (%), le jacobien J(x) = det (K (%)) et la transposée de l'inverse de K (X) notée
B(x) = K(x)~7 . Ces expressions sont indispensables lorsque I'on souhaite faire le chan-
gement de variable ¢%° dans une intégrale sur K ou sur une face de K.
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Ol gy Pl gy Pl g
aag:%eo aageo aagéeo
€0 /. @ R ) . © .
Vil () = | ) ag () =5z ()
Ovie () 0P () OP (g
oz 99y BE
Ny Ny Ny
k0% ) e 0% ) K 0% )
= ot — 70y 70z
N, N, N,
- ;. - ov; . ! o .
= fy%(x) Y 3 (%) K 5 (%) (1.10)
iﬁl iil ’L;l
YA NCI N SIS AT
il — 7 0y 70z
Wi M P
= gfy gi(y . g]l\gg’y ax y aZ
gfz ggz gNg,z
ang % 8¢Ng % 3ng

b () ) )
— G V.L(%)

Quand nous voulons effectuer un calcul d’intégral sur un élément K, nous nous ra-
menons toujours a 'intégration sur 1’élément de référence. Soit f : K — R une fonction.
Nous avons les formules de changement de variable suivantes qui interviennent lors des
calculs d’intégrale sur un élément :

/Kf(x) ix — /f 50 (%)) J(%) dk (1.11)

/K Vof(x) dx = /K () Vaf(02°R)) J(3) A& (1.12)

De la méme maniére, nous allons montrer les changements de variables et les objets
a calculer sur I'élément de référence pour effectuer un calcul d’intégrale sur les faces des
éléments. Soit I' C K une face de 'élément K et I' C K la face de I’élément de référence
telle que T' = %°(T"). Nous notons également np(s) (respectivement 74 (8)) la normale
de T' (respectivement I') orientée vers Dextérieur par rapport a K (respectivement K)
et évaluée au point s € I' (respectivement § € F) Nous avons aussi besoin de définir
le jacobien surfacique de la transformation géométrique, noté Js(8), qui est défini par
Js(8) = J(8)|| B(8)ny||. De plus, nous avons la relation np(¢%°(8)) = i((sé))B(é)nf(é). Soit
f : K — R une fonction scalaire et g : K — R? une fonction vectorielle. Nous avons
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alors :
[ = [ fere) 1.6 ds (1.13)
— [ 6) B a8 (114)
[ 1 mi s = [ o) (15 B0 ) SeIEE Rl L)

_ / F(@5°(8)) - (B(3)np(8)) J(8) ds (1.16)

1.3 Expansion au multi-domaine

Nous considérons tout d’abord le cas ou l'on a un seul élément K. Nous pouvons
naturellement étendre 1’espace Py (K’ ) en considérant l’image de tous les polynomes

appartenant & cet espace par la transformation géométrique % °. Nous obtenons alors :
Py (K) = {p:p=po(p§) " pe Py (K)} (1.17)

Nous notons Ty la dimension de ]P’N (K) et celle-ci est évidemment égale & Tx. Pour tout
i € {1,...,Txy}, nous posons a = p%°(a;). On désigne par Y les degrés de liberté
associés aux noeuds {a{( sy @ N} dans K. Nous pouvons alors constater que le triplet
(K,Py,YXK) est un élément fini de Lagrange. Les fonctions de base de cet élément fini
sont données par :

O, = 0N o (o) Vie {1, T} (1.18)

Definition 4. Soit {@KZ, = 1,...,TN} l’ensemble des fonctions de base de l’élément
fini de Lagrange (K,Py,Y[) et {aiK,i =1, ...,TN} I’ensemble des points d’interpolation
associée & Y. L’opérateur d’interpolation locale sur l’élément K est donné par :

kx :CY(K) — Py (K)

v — T (V) v (af) X,
S (1.19)

=3 o (ak) &Y o (i)

Nous passons maintenant & la discrétisation d'un domaine quelconque ©Q C R¢. Cette
discrétisation est constitué d’une famille d’élément {K.}, <e<N,,» Ol N est le nombre
d’éléments formant cette discrétisation appelée maillage. Pour chaque élément K., nous
posons :

hgk, = diam(K,) = max ||z; — x2||pa (1.20)

r1,22€K,

correspondant & une mesure caractéristique de I’élément K. On définit également le pas
de maillage (ou taille caractéristique) h comme étant :

h= max hg, (1.21)

1<€<N€lt
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Associé a la taille caractéristique du maillage h, nous ajoutons le paramétre k corres-
pondant a l'ordre géométrique utilisé pour la description des éléments K.. Nous posons
0 = (h, k) comme étant le paramétre de discrétisation du maillage. Nous notons a partir de
maintenant le maillage 75. Ce maillage est formé d’un ensemble d’éléments géométriques

geo

K. et ces éléments peuvent étre générés a 'aide de la transformation géométrique ¢f
sur I’élément de référence K :

Ts = Tnpy = {K = o (K)} (1.22)
Le domaine discrétisé ne recouvre pas forcément le domaine d’étude initial. C’est
pourquoi, nous posons maintenant la définition du domaine de recouvrement associé a la

discrétisation Ty :
Nelt

0, = J K. (1.23)
e=1

Lorsque le domaine 2 est de dimension 1 ou un polygone (d=2) ou un polyédre(d=3),
le maillage construit permet de recouvrir exactement le domaine d’étude, c’est-a-dire
(25 = Q. Par contre, si le domaine 2 est a frontiére courbe, le recouvrement n’est pas exact
en général et on admet que I’on commet une erreur de discrétisation géométrique. Enfin,
nous disons que le maillage généré Ts est conforme s’il vérifie les propriétés suivantes :

(¢} o
- K;N K, = & si et seulement si ¢ # j
— Deux éléments voisins ont seulement un sommet, une aréte ou une face en commun.

On désigne maintenant par {(K,Py,Xg), K € T} une famille d’éléments finis de La-

grange pour la discrétisation 7; et basé sur un élément fini de référence (K , I@’N, 2) Pour

chaque élément fini de la famille, nous notons par {aiK }ZT; I’ensemble des points d’inter-
polation associés a Y. La méthode des éléments finis permet ensuite de construire des
espaces d’approximation grace a la famille d’éléments finis. Nous donnons la définition
des espaces de fonctions scalaires continues PN () et discontinues pour P (€;) par :

PX(0y) = {v € CUDy) | vogh® € PY(K) VK € T;) (1.24)

PN(Q;) = {v e L*(Q) | voe® e PY(K) VK e T;} (1.25)

Nous étendons également les définitions de ces espaces au cas des fonctions vectorielles :
d d

BN =T]PN @) o PY@Q) =[] P () (1.26)
1 1

Nous abordons & présent la construction d'une base de I'espace PN (€;). On com-

mence par définir 'ensemble des degrés de liberté de cet espace de fonction. On note
{al, ...,a,Ndof} = UKG% {a{(, ...,a?N} la réunion des noeuds ou points d’interpolation
de tous les éléments du maillage, les noeuds situés aux interfaces n’étant comptabilisés
qu'une fois. Nous avons posé Ng.f, le nombre de degrés de liberté présents. Nous no-

tons par {@ﬁv,i =1,.., @%dof} 'ensemble des fonctions de base de I'espace PN (€2;). La
méthode des éléments finis nous indique que ces fonctions de base doivent vérifier :

N (a;) =0 ,1<1i,§,< Naoy (1.27)

Pour construire la fonction de base @, nous considérons 'un des deux cas suivants :
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1. si le point a; appartient a lintérieur d'un élément K, on définit ®V comme la
fonction qui coincide avec la fonction de base de 1’élément fini (K, Py, Xk ) associée
au noeud a; dans K et qui vaut zéro sur les autres mailles

2. si le point a; est partagé par plusieurs éléments, on définit @V comme la fonction

qui coincide avec la fonction de base associée au noeud a; sur chacun des éléments
et qui vaut zéro sur les autres mailles.

Definition 5. Soit {®),i = 1,..., Nyoy } Uensemble des fonctions de base globale de PN ()
et {a;,i =1, Ngor} Uensemble des degrés de liberté associé. L’opérateur d’interpolation
global de Lagrange est défini par :

7:C° (Q_(;) — PCN(Q(;)

Naog 1.28
UHW(U):ZU(G@)(DZN (1:28)

i=1
On observe également que VK € Ty et Vv € C° (Q(;), on a :

T (V) |g =Tk (ViK) (1.29)

Cependant, au vu du grand nombre de fonctions de base et de leur support restreint,
celles-ci ne sont pas construites. On utilise une approche par élément en utilisant les

fonctions de bases de I'élément fini de référence (K, Py,3) et les transformations géo-

métriques. La clé de cette méthode est une table de degré de liberté n(e,:) permettant
de relier un degré de liberté local © d'un élément K. aux degrés de liberté globaux j. Ce
qui nous donne j = n(e,i). Dans la pratique, cette construction est complexe a mettre
en oeuvre pour les fonctions continues, et de plus la numérotation globale des degrés de
liberté joue un role important sur les structures des matrices éléments finis. Soit K, et Ky
deux éléments voisins et a’° et af-{f deux noeuds identiques. Nous avons alors la relation
n(e,i) = n(f,7) qui doit étre vérifice. Pour le cas de fonctions discontinues, nous n’avons
pas besoin de cette contrainte. Il est alors assez simple de construire cette table.

Propriété 1. Soit 