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Introduction

Un peu d’historique : une nouvelle conception de
I’espace et du temps

Avec la théorie de la relativité une nouvelle conception de I'espace et du temps
a été introduite. Cette conception, ayant besoin d’instruments mathématiques ap-
propriés, a été la motivation pour I’étude des variétés lorentziennes, et méme du
concept moderne de variété, dont l'idée avait déja été implicitement introduite
par Riemann un demi siecle avant.
Dans la théorie Newtonienne 'espace et le temps sont indépendants, ’espace étant
I'espace euclidien R3 et le temps la droite réelle R. La trajectoire d’'une particule
dans 'espace est alors une courbe ¢ : I — R3, ot I est un intervalle de R. Sa vi-
tesse est donnée par le vecteur dc/dt : chaque particule a donc une vitesse définie
de facon absolue. De plus les vitesses suivent la regle de la somme vectorielle : si
par exemple un observateur voyage a une vitesse v et une particule voyage a une
vitesse w, la vitesse de la particule dans le systeme de 'observateur est égale a
w— 1.
L’espace-temps est donc dans ce cas simplement la variété produit R? x R, et
les événements sont les points de cette variété. La projection 7' : R? x R — R
est le temps Newtonien absolu, qui mesure les intervalles de temps entre deux
évenements. La trajectoire d’une particule dans I’espace-temps est alors juste une
sous-variété plongée v de dimension 1 telle que 7’|, est une difféomorphisme sur
un intervalle de R. Dans ce contexte le passé d’un évenement p = (z,t) est donc
'ensemble des point p’ = (2, ') qui ont la coordonnée ¢’ inférieure a t.
Avec la théorie de la relativité cette vision de I'espace-temps change radicalement,
Minkowski écrivait :

"Dorénavant les concepts d’espace et de temps séparés sont condamnés

a disparaitre comme de simples ombre, seulement une sorte d’union

des deux pourra préserver une réalité indépendante!."

1. "From henceforth, space by itself, and time by itself, have vanished into the merest shadows
and only a kind of blend of the two exists in its own right." Cité dans J R Newman, The World



INTRODUCTION

En effet dans la théorie de la relativité il n’y a pas de concept de temps et
d’espace absolus, mais ils dépendent de I'observateur. De méme il est impossible
d’établir la vitesse d'une particule de facon absolue, sauf pour la lumiére qui dans
le vide a une vitesse constante et indépendante de I’ observateur. Le fait qu’au-
cune particule ne puisse dépasser la vitesse de la lumiere implique que seulement
certaines trajectoires dans l'espace-temps sont admissibles.

C’est a cette nouvelle vision de I'espace-temps que l'on doit la naissance de la
théorie de la causalité pour les variétés lorentziennes, en tant qu’instrument ma-
thématique naturel pour les modeles.

L’exemple le plus simple de variété lorentzienne est l'espace de Minkowski, R3,
qui est I'espace modele pour la théorie de la relativité restreinte. Dans une variété
lorentzienne on peut en fait classifier les vecteurs de I'espace tangent selon le signe
de leur "norme" pour la métrique lorentzienne? : de type temps si cette quantité
est négative, de type espace si elle est positive, de type lumiere si elle est nulle.
Les trajectoires admissibles pour une particule sont alors celles dont le vecteur
tangent est de type temps ou lumieére (autrement dit causal ) en tout point de la
courbe. Comme on suppose que la lumiere dans le vide suit des trajectoires géo-
désiques de vecteur tangent de type lumiere, on obtient naturellement que dans
un espace-temps la vitesse d’'une particule, mesurée par tous les observateurs, ne
dépassera pas la vitesse de la lumiere.

Dans chaque espace tangent a une variété lorentzienne le cone des vecteurs cau-
saux a deux composantes connexes. Si on peut choisir de fagcon continue une de
ces deux composantes, on dit que la variété lorentzienne est chronologiquement
orientable et on appelle telle composante la composante des vecteurs causaux fu-
turs. Une variété lorentzienne orientée et chronologiquement orientée est dite un
espace-temps.

Dans un espace-temps on peut donc parler de courbes causales futures ou passées
(celles dont les vecteurs tangents sont dans la composante connexe future ou pas-
sée du cone de vecteur causaux). On définit alors le futur (passé) d'un point py
comme ’ensemble des points liés a py par des courbes causales futures (passées).
Il est clair qu’en général deux points différents ont deux futurs et passés différents.
La structure du passé et du futur des points d’un espace-temps M déterminent
ce qu’on appelle la structure causale de M. Le Chapitre 1 est dédié a I'étude
de cette structure, avec une attention particuliere au cas ou M est globalement
hyperbolique.

of Mathematics (New York 1956).
2. c’est-a-dire leur produit scalaire avec eux méme.

2 INTRODUCTION
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1 Hyperbolicité globale

L’essentiel de I’étude de la causalité des variétés lorentziennes a été développée
pendant les années ‘70 par Carter, Geroch, Hawking, Kronheimer, Penrose, Sachs,
Seifert, Wu et autres et collecté dans les livres fondamentaux de Beem-Ehrlich [35],
Hawking [33] et O’Neil [42], principalement pour élaborer des modeles d’espace-
temps en accord avec la théorie de la relativité général.

Un des buts de ces travaux a été d’établir une hiérarchie des propriétés causales
d’espace-temps. En haut de cette hiérarchie il y a '’hyperbolicité globale. Cette
propriété est tellement forte qu’elle conditionne la topologie de 'espace-temps.
C’est aussi le cadre habituel ou se placent les physiciens, souvent méme de ma-
niere implicite. En fait, la plupart des modeles cosmologiques sont globalement
hyperboliques.

Dans la théorie de la relativité générale I'espace-temps est modélisé par une va-
riété lorentzienne qui vérifie une certaine équation tensorielle : la fameuse équation
d’Finstein. Cette équation lie les propriétés physiques de I'espace, exprimées par
le tenseur d’impulsion-énergie T, avec ses propriétés géométriques et métriques,
représentées par une certaine expression de la courbure.

Ric, —1/2C(g)g = 87T (1)

Ici g est la métrique, Ric, la courbure de Ricci et C(g) la courbure scalaire.
Pour arriver a un probleme d’équations aux dérivées partielles bien posé il faut
introduire des hypotheses supplémentaires. En fait ’équation ne donne aucune
information par exemple sur la topologie de la variété solution.

Une des fagon de résoudre ce probleme est de supposer que ’espace-temps solution
est globalement hyperbolique, avec une topologie donnée a priori, et de résoudre
un probleme de Cauchy associé. Ce point de vue est adopté dans le travaux de
Choquet bruhat et Geroch dans [15] et [14].

Dans la théorie Newtonienne, ot I’espace est modélisé par I'espace euclidien R3 et
le temps par la droite réelle R, le futur d'un point py = (o, tg) est 'ensemble des
points de ’espace-temps dont la coordonnée temporelle est strictement supérieure
A to. Il s’agit donc du demi-espace R?x]ty, 0o[. Cela veut dire que pour prédire
un évenement futur il faut connaitre la situation de 'univers entier a l'instant
présent.

Dans la théorie de la relativité générale la situation est différente. En fait, comme
on a vu, les seuls évenements du présent qui peuvent influencer un événement
dans un point p du futur sont ceux qui sont dans les points du présent liés pas
une courbe causale au point p. Cela implique qu’ étant donnée une région S de
I'univers a l'instant présent (ou plus généralement un sous-ensemble achronal de
I’espace-temps, i.e. un sous-ensemble dont les points ne sont pas liés par des courbe
de temps), on peut définir la région de l'espace-temps dont les événements sont

1. HYPERBOLICITE GLOBALE 3
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complétement déterminés pas les évenements de S : on 'appellera le développe-
ment de Cauchy futur de S ou, suivant la terminologie originaire de Geroch [27],
le domaine de dépendance futur de S, noté 27(S).

De fagon rigoureuse Z71(S) est défini comme étant l'ensemble des points de
I’espace-temps tel que toute courbe causale passée inextensible issue d’un point
de 27%(S) intersecte S. On remarque qu’en particulier S C 27(S).

De la méme fagon on peut définir le développement Cauchy passé de S, 27(95),
comme l’ensemble des points tels que toute courbe causale future inextensible
issue d'un de ces points, rencontre S. Encore une fois on a .S C Z7(5). On dé-
finit alors le développement de Cauchy de S ou domaine de dépendance, comme

2(8) = 2+(S)U 2~ (S).

Définition 1.1. Un espace-temps M est globalement hyperbolique sl existe un
sous-ensemble achronal S tel que M = P(S)

En d’autres termes un espace-temps est globalement hyperbolique si on peut
trouver un sous-ensemble achronal de points S dont les évenements déterminent
completement tous les évenements de 'espace-temps. On appelle S hypersurface
de Cauchy de M. La terminologie vient du fait qu’on peut considérer S comme
étant la donnée initiale d’'un probleme de Cauchy associé a ’équation (1) - on
expliquera ce point plus en détail dans la suite de cette introduction.

On a vu que dans l'espace-temps Newtonien on a la projection T : R® x R —
R qui permet de mesurer les intervalles de temps entre deux événements. De
maniere plus générale, si M est un espace-temps quelconque, on appelle fonction
temps une application t : M — R continue et strictement croissante le long de
toute courbe causale future. Si de plus ¢ est surjective restreinte a toute courbe
causale inextensible, alors ¢ est dite fonction temps de Cauchy. 1l est clair que les
hypersurfaces de niveau d’une fonction temps de Cauchy sont des hypersurfaces
de Cauchy de M.

De plus une fonction temps de Cauchy donne une fibration localement triviale de
M sur R, ce qui implique :

Proposition 1.2. Soit M un espace-temps globalement hyperbolique, alors M est
homéomorphe a S x R.

Une autre définition de ’hyperbolicité globale est la suivante? :

Définition 1.3. Un espace-temps M est globalement hyperbolique si il est forte-
ment causal et si pour tout point x,y de M lintersection J™(x) N J (y), si non
vide, est compacte.

3. Nous avons reproduit ici la version la plus classique. D’aprés un article récent [8] on
peut remplacer 'hypothese fortement causal (Définition 5.4) par I’hypothése un peu plus faible
causal : un espace-temps est dit causal s’il n’a pas de courbe causale fermée.

4 1. HYPERBOLICITE GLOBALE
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L’équivalence entre la Définition 1.3 la Définition 1.1 est dii au théoreme sui-
vant :

Théoréme 1.4 (Geroch [27]). Soit M un espace-temps causal tel que pour tout
points x,y lintersection J*(x) N J~(y), si non vide, est compacte. Alors il existe
une fonction temps de Cauchy.

L’hyperbolicité globale est I’hypothese la plus forte qu’on puisse faire sur un

espace-temps M. En fait il est assez remarquable que cette hypothese implique,
d’apres la Proposition 1.2, que la topologie de M est déterminée par celle de toute
hypersurface de Cauchy. La preuve de 'existence d’une fonction temps seulement
continue est relativement élémentaire, mais ’existence d’une fonction temps dif-
férentiable est plus délicate. L’historique de la mise au point de cette preuve est
émaillé de diverses erreurs et n’a abouti de maniere totalement correcte qu’assez
récemment ([22], [10], [7], [9] and [47]). II est aussi remarquable que le Théoréme
1.4 reste vrai dans un certain sens méme dans le cas ou la métrique lorentzienne
est seulement continue, comme montré dans [16].
Le Théoreme 1.4 peut étre considéré comme étant une généralisation du Théoreme
de Hopf-Rinow. En effet : soit (S, ds?) une variété Riemannienne, on considere la
variété M = S xR munie de la métrique lorentzienne ds? —dt?. La projection sur le
deuxiéme facteur est une fonction temps. La compacité dans M des J~(y)NJ T (x)
équivaut a la compacité des boules fermées de (S, ds?). Le Théoréme de Geroch
assure alors que la projection sur le deuxieme facteur restreinte a toute géodé-
sique lumiere de M est surjective. Or, les géodésiques lumieres sont les courbes
t — (c(t),t) ou ¢ est une géodésique de S. Ainsi, si les boules fermées de S sont
compactes, (S, ds?) est géodésiquement complete.

2 Exemples

Rappelons qu'une variété lorentzienne (M, g) est dite conformément plate si
pour tout point p € M il existe un voisinage U et un plongement ¢ : U — RL"
tel que, si g1, est la métrique de R, son tiré en arriere ¢*g; ,, est conformément
équivalent a la métrique g|y. Il s’avere que les quelques exemples d’espace-temps,
globalement hyperboliques ou non, fondamentaux pour notre étude, sont tous
conformément plats.

Comme en géométrie riemannienne les variétés lorentziennes a courbure constante
sont conformément plates. Les trois espaces modeles a courbure constant sont :
I’espace de Minkowski pour la courbure nulle, ’espace de Sitter pour la courbure
positive et ’espace Anti de Sitter pour celle négative. Il s’agit des analogues lo-
rentziens de 'espace Euclidien E”, la sphere S™ et ’espace hyperbolique H"™.

Il est simple de voir que I'espace de Minkowski est globalement hyperbolique : en

2. EXEMPLES )
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effet chaque hyperplan de type espace est une hypersurface de Cauchy. De plus, si
x = (xg, 1, ..., T,) sont des coordonnées telles que le vecteur (1,0,...,0) a norme
lorentzienne négative, I'application x — x( est une fonction temps de Cauchy.
L’espace de Sitter de dimension n + 1, noté dS;,, est défini comme étant le
lieu des points z de RVt tels que Q1,11(z,2) = 1, muni de la métrique in-
duite g45. L’espace-temps de Sitter est difféfomorphe a S™ x R wvia 'application
(u,7) € S" x R — (sinh(r), cosh(r)u) € dS; .

L’application T' : (u,r) — r € R est une fonction temps, car en effet il s’agit
de la restriction & dS;, de la fonction temps de Cauchy de R'"*! qu’on a décrite
auparavant. Comme les hypersurfaces de niveau de T sont compactes on obtient,
d’apres la Proposition 6.21, que T est une fonction temps de Cauchy et donc que
dS ,, est globalement hyperbolique.

L’espace-temps anti-de Sitter de dimension n + 1, noté AdS,,, est le lieu des
points z de R*" tel que Q,(z) = —1, muni de la métrique induite par la forme
quadratique de R?>". Il est difféomorphe & D" x S' ot1 D" désigne la boule ouverte
de dimension n. Il n’est pas "causal' et donc a fortiori il n’est pas globalement
hyperbolique. Méme son revétement universel AdS;,, qui est causal, n’est pas
globalement hyperbolique, comme on le montrera a la Section 2.7.

Tout espace-temps a courbure constante est localement modelé sur un de ces
trois espaces modeles. Ils ont été tres étudiés, notamment parce que ce sont des
solutions exactes de I équation d’Einstein pour 7" = 0. Nous disposons d’une
description tres satisfaisante de ces espace-temps dans le cas globalement hyper-
bolique et Cauchy-compact (i.e. les hypersurfaces de Cauchy sont compactes).
Disons simplement ici, pour rester a un niveau assez élémentaire que dans le cas
de la courbure négative ou nulle ce sont tous des quotients d’ouverts de 1'espace
modele RY™ ou AdS; ,, par un groupe d’isométrie (comme nous le verrons plus
tard, le cas localement de Sitter est plus subtil).

L’exemple fondamental dans le cas plat est le cone des vecteurs de type temps
futurs de RY". Ce cone est difféomorphe a D" x RT ot D" est le disque unitaire
de dimension n. La métrique induite par ’espace de Minkowski s’écrit dans cette
décomposition sous la forme ¢ := rgy,, —dr?, ol gp,, est la métrique hyperbolique
sur D™, En effet les nappes d’hyperboloide {z € R""/ Q1 ,(z,z) = —r} sont des
copies de I'espace hyperbolique ou la métrique a été rééchelonnée par un facteur
T.

Si on multiplie la métrique g par r~' et on reparamétrise par t de fagon que
dt* = r~'dr? on obtient la métrique gp,, — dt*. On voit ainsi que la métrique
Ghyp — dt? est conformément équivalente a la métrique plate g.

La décomposition topologique donnée par le Théoreme 1.4 n’implique pas de dé-
composition métrique simple. En fait en général la métrique s’écrit dans le produit
S x R sous la forme :

1

g¢(x) — f(z, t)dt*
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ol ¢; est une famille de métriques Riemanniennes sur S et dt? la métrique stan-
dard sur R, et f une fonction différentiable de S x R & valeur dans R*.

Une classe célebre d’espace-temps pour lesquels la métrique s’écrit de fagon
simple est celle des espace-temps de Robertson-Walker : dans ces exemples, S est
une variété de dimension 3, et les métriques g; sont de la forme f?(t)do?, ou do?
est une métrique (indépendente de t) a courbure constante k, et f: [ — R, une
fonction continue, ot I est un intervalle ouvert de R. Le produit S x I muni de
la métrique g := —dt* + f*(t)do? (et lorsque f satisfait une certaine équation
différentielle que nous ne reproduisons pas ici car elle est inutile & notre propos)
est appelé espace-temps de Robertson- Walker, et noté M (k, f) (voir [42]).

Ce sont des solutions exactes de ’équation d’Einstein dans le cas ou on suppose
que 'univers se comporte comme un fluide parfait ce qui conditionne la forme du
tenseur d’impulsion énergie T'. Les points du fluide représentent les galaxies.

Les espace-temps de Robertson-Walker sont conformément plats. En effet :

B dt?
f2(t)

ou T est une nouvelle coordonnée temporelle. Comme do? est une métrique a
courbure constante k, M (k, f) est localement conformément isométrique a H3 x R,
R3 x R ou S* x R. Nous avons déja observé précédemment que H? x R est confor-
mément plat; il est encore plus évident que R = R3 x R est (conformément)
plat, et il en est de méme pour S* x R comme nous le verrons plus tard.

g=—dt’ + f*(t)do® = f2(t)( +do®) = fA(t)(dT? — do®)

3 Maximalité

Soient M et N deux espace-temps globalement hyperboliques. Un plongement
isométrique f : M — N est dit un Cauchy-plongement s’il existe une hypersurface
de Cauchy S C M telle que f(S) est une hypersurface de Cauchy de N. S’il existe
un Cauchy-plongement f : M — N on dit que N étend M. Dans ce cas donc
non seulement M peut étre vue comme un ouvert de N mais N est une véritable
extension de toute la structure causale de M.

On dit qu’'un espace-temps globalement hyperbolique M est maximal si tout
Cauchy-plongement de M dans un autre espace-temps est surjectif. On peut
alors se demander si étant donné un espace-temps globalement hyperbolique on
peut toujours trouver un espace-temps globalement hyperbolique maximal qui le
contient, et si cette extension maximale est unique.

La réponse a cette question a été donnée dans les année ‘70 par Choquet-Bruhat
et Geroch dans [15] pour les espace-temps solutions du probleme de Cauchy as-
socié a 1" équation d’Einstein. En fait une fagon de résoudre I’équation (1) est de
supposer que l’espace-temps solution M soit globalement hyperbolique. Dans ce
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cas on peut regarder le probleme de Cauchy dont la donnée initiale est une variété
riemannienne (S, h) de dimension n munie d'un (2, 0)-tenseur symétrique /7. On
cherche alors une métrique lorentzienne g sur la variété S x R qui vérifie I’équation
(1) pour un certain 7" donné a priori sur S x R, de sorte que I soit la deuxiéme
forme fondamentale de I'hypersurface S x {0}.

Il se trouve que h et 11 ne peuvent pas étre données de fagon indépendante. Dans
le cas ou T' = 0 une condition nécessaire pour l'existence d’une solution est que
h et 11 vérifient les équations des contraintes de la relativité générale (elles sont
I’analogue des équations Gauss-Codazzi pour le géométrie riemannienne, pour
plus de détails voir par exemple le chapitre 7 de [33]). En fait cette condition
est aussi suffisante : dans [14] Geroch et Choquet-Bruhat montrent un théoréme
d’existence locale qui dit que pour toute donnée initiale (S, h, 1) suffisamment
réguliere, ou h et I1 vérifient les équations des contraintes, le probleme de Cauchy
pour 7" = 0 admet une solution. De plus tout couple de solutions sont isométriques
sur un voisinage de 'hypersurface de Cauchy S. Il reste a comprendre si toute so-
lution locale s’étend de maniere unique en une solution maximale du probleme de
Cauchy. Dans [15] Choquet-Bruhat et Geroch prouvent :

Théoréme 3.1. Etant donnée une solution locale (M, g) du probléme de Cauchy,
il existe une solution maximale (M',g") du méme probléeme qui étend (M, g). La
solution (M',g') est unique d isomélrie pres.

Gréace au concept de Cauchy-plongement il n’est pas difficile d’adapter leurs

méthodes pour montrer que ce résultat reste vrai dans d’autres catégories d’espa
ce-temps que celle des solutions de 1’ équation d’Einstein. On appelle catégorie
(Définition 1.9) d’espace-temps une classe € d’espace-temps qui est stable par
isométrie, par restriction et qui a la propriété que si M est recouvert par des ou-
verts U pour lesquels (U, g|y) appartient a € alors (M, g) est dans €.
La propriété clé de la catégorie des espace-temps solutions du probleme de Cau-
chy, qui assure 'unicité dans le théoréme 3.1, est la suivante : étant donnés deux
espace-temps (M, g) et (N, h) solutions de I’équation d’Einstein, ainsi qu’ une iso-
métrie f : IT(p) — IF(q), ol p € M et ¢ € N, alors f s’étend en une isométrie
f:UUTE(p) = VUI*(q), ot U et V sont des voisinages de p et ¢. Une catégorie
qui vérifie cette propriété est dite rigide. Il s’avere que le théoreme 3.1 se généra-
lise a toute catégorie rigide.

Théoreme 1.12 :Tout espace-temps globalement hyperbolique appartenant a
une catégorie rigide € admet une unique extension € -maximale.

Ici un espace-temps globalement hyperbolique M appartenant a une catégorie
€ est dit €-mazimal si tout Cauchy-plongement de M dans un autre espace-
temps appartenant a la catégorie % est surjectif.

Un exemple typique de catégorie rigide d’espace-temps est la classe analytique :
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celle ou les espace-temps sont des variétés analytiques munies de métriques lo-
rentziennes analytiques.

Un autre exemple de catégorie rigide est celle des espace-temps qui sont des
(G, X)-variétés, on X est un espace-temps fixé et G le groupe des isométries de
X qui préservent l'orientation et 1'orientation chronologique. Nous parlons alors
de (G, X)-catégorie. Ceci inclut les trois catégories d’espace-temps a courbure
constante : les espaces-temps localement modelés sur ’espace de Minkowski, sur
I’espace Anti de Sitter, sur I'espace de Sitter.

Les espace temps CGHM (Cauchy-Compact Globalement Hyperbolique Maxi-
maux) localement modelés sur RY™, dS;,, AdS;, et qui sont maximaux dans
leur catégorie respective sont aujourd hui assez bien compris. Le début de ces tra-
vaux a été une prépublication de Mess, datant de 1990, qui n’a été publié que
récemment ([41], commenté dans [38]). Dans cet article, parmi d’autres résul-
tats intéressants, il y a une classification complete des espace-temps de dimension
2 + 1 plats Cauchy-compacts en terme de lamination géodésiques mesurées. De
plus Mess a utilisé cette correspondance et ’étude de la dynamique du groupe
d’holonomie pour prouver la Strong Cosmic Censorship Conjecture de R. Penrose
[43] dans le cas particulier des espace-temps plats Cauchy-compacts de dimen-
sion 3 : il prouve que tout espace-temps plat Cauchy-compact de dimension 3
dont le groupe d’holonomie a un point fixe dans R%2, ou tel que la lamination
géodésique mesurée associée n’a pas de feuille isolée, est R"*-maximal. Ce résul-
tat s’étend sans beaucoup de changements aux cas des espace-temps localement
dS; 2 et AdS; 5. D’autres preuves du fait que le groupe fondamental d’une surface
hyperbolique compacte ne peut pas agir proprement sur R%? tout entier ont été
données récemment par Goldman-Margulis [30] et Labourie [39].

Toujours dans le cas plat on a les travaux de F. Bonsante ([11]) et T. Barbot
([3]) qui completent la classification de Mess a toute dimension. Pour le cas des
espace-temps CGHM de Sitter on a une classification complete en toute dimen-
sion donnée par Scannell dans [48]. Plus précisément, K. Scannell montre qu’il
y a une correspondance biunivoque entre structures globalement hyperboliques
localement de Sitter sur S X R et structures riemanniennes conformément plates
sur S. Cette théorie est en fait en un certain sens la duale de celle des bouts
hyperboliques. Elle utilise notamment la métrique de Kulkarni-Pinkall introduite
dans [20] pour les variétés riemanniennes conformément plates. Comme nous le
verrons, notre these est en bien des points un prolongement naturel de celle de K.
Scannell.

Le cas Anti de Sitter n’est pas encore totalement bien compris. Dans [41] Mess a
prouvé que tout espace CGHM Anti de Sitter est le quotient d’un domaine convexe
de AdS,,, par un sous-groupe discret d’isométries. De plus en dimension 2 4 1 les
représentations d’holonomie p : m(S) — PO(2,2) ~ PSL(2,R) x PSL(2,R) de
ces espace-temps sont précisément les couples (pr, pr) de représentations fuch-
siennes, ce qui permet de paramétrer naturellement I'espace de ces espaces-temps
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par le produit Teich(S) x Teich(S) de I'espace de Teichmiiller par lui-méme. Ce
genre de résultats et leurs généralisations en dimension supérieure ont permis de
répondre & diverses questions de nature géométriques sur ces espaces ([5], [4], [6],

[12].)

4 Espace-temps conformes

La structure causale est un invariant conforme. En effet si on multiplie la
métrique en tout espace tangent pour une constante positive le type causal des
vecteurs ne change pas, et donc la structure causale est la méme : une courbe
causale, temps ou espace est encore une courbe causale, temps ou espace, le passé
et futur de tout point reste inchangé, une hypersurface de Cauchy reste encore
une hypersurface de Cauchy, etc...

Il y a alors du sens a étudier la causalité des espace-temps conformes, c’est-a-dire
des espace-temps ou on considere une classe conforme de métrique lorentzienne
au lieu d’'une métrique particuliere.

Dans ce contexte les difféomorphismes conformes jouent le réle des isométries :
on ne fait pas la distinction, du point de vue causal, entre deux espace-temps qui
sont difféomorphes par un difféomorphisme conforme.

Réciproquement dans [34] il est prouvé que si g et ¢’ définissent sur M la méme
structure d’espace-temps et que cette structure est fortement causale, alors g et
g’ appartiennent a la méme classe conforme.

Une chose qui par contre n’est pas préservée par les changements conformes est
la connexion de Levi-Civita : en général les changements conformes ne préservent
pas les géodésiques. Cependant I'image des géodésiques lumieres est préservée par
changement conformes. Il s’agit d’un résultat classique prouvé par exemple dans
[35], Lemme 9.17, ou par une autre méthode, basée sur le fait que les géodésiques
lumieres sont les solutions dans le niveau 0 d'un systeme hamiltonien, dans [24]
page 14.

Cette forme de rigidité des géodésiques lumieres s’accompagne a un phénomene
bien connu de rigidité des applications conformes entre variétés pseudo-riemanniennes
de dimension supérieure ou égale a 3 (voir par exemple [36], [25] et [46]). Les struc-
tures conformes sur une variété pseudo-riemannienne sont en fait des structures
rigides a l'ordre 2, au sens de Gromov ([31]) et qu’on va rappeler & la Section 1.
Cette rigidité des applications conformes est a la base de la preuve de la version
lorentzienne du théoréme de Liouville (Théoreme 2.5). Ceci est a Iorigine un théo-
reme de géométrie riemannienne conforme, mais une preuve, dans le cas général
des métriques pseudo-riemanniennes conformes, a été donnée par C. Frances dans
[24].

De méme qu’en géométrie Riemannienne, le Théoréme de Liouville permet de
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voir les espace-temps conformément plats, de dimension supérieure ou égale a 3,
comme des (G, X)-structures. Ici I'espace modele X = Einy, est U'espace d’Ein-
stein et G = SOT(2,n + 1) est son groupe de difféomorphismes conformes qui
préservent 'orientation et I'orientation chronologique.

L’espace Ein, , est défini comme étant le bord de I'espace AdS; ,,+1 avec la struc-
ture conforme naturellement induite. Il est conformément équivalent a ’espace-
temps (S" x S, do? — d6?) ou do? et df? sont les métriques canoniques respec-
tivement sur S” et S'. Comme on le verra a la Section 2.7, I'espace Finy, est
conformément plat.

En fait les trois espaces modeles d’espace-temps a courbure constante 0,1, —1,
respectivement R dS; ,,, AdS; ,, se plongent conformément dans l'espace d’Ein-
stein de dimension n+1. C’est bien grace a ces plongements et a I’action transitive
du groupe O(2,n+ 1) qu'on peut montrer, sans calculs, que 'espace d’Einstein et
les espaces dS; ,, et AdS;, sont conformément plats. En géométrie riemannienne
on a la méme situation : la sphére conforme possede des ouverts conformément
équivalents a ’espace euclidien et a l'espace hyperbolique.

Vue l'expression particulierement simple de sa métrique, la causalité de I'espace
d’Ein, ,, est simple a étudier. En tant qu’espace compact (Proposition 5.3) il n’est
pas causal et n’est donc pas non plus globalement hyperbolique. Cependant, son
revétement universel, dit espace d’Einstein universel, conformément équivalent a
I'espace-temps (S" x R, do? — dt?), est globalement hyperbolique. La structure de
ses géodésiques lumieres ainsi que ses point conjugués est a la base de la preuve
d’un de résultat principaux de cette these le Théoreme 2.3.

On peut maintenant considérer la catégorie des espace-temps conformes ou les
morphismes ne sont plus les isométries lorentziennes, mais des applications conformes.
Dans ce nouveau contexte, on peut continuer a parler de maximalité, il suffit de
généraliser la notion de Cauchy-plongement : un Cauchy-plongement conforme est
un plongement conforme f : M — N qui envoie toute hypersurface de Cauchy de
M sur une hypersurface de Cauchy de N. On dit alors qu'un espace-temps dont
tous les Cauchy-plongements conformes sont surjectifs est C'-maximal.

L’image d'un espace-temps conformément plat par un Cauchy-plongement est
conformément plat. On peut donc parler de la catégorie des espace-temps confor-
mément plats, qu’on appelle Cy. On dit alors qu’un espace-temps globalement
hyperbolique conformément plat M est Cy-mazimal, si tout Cauchy-plongement
conforme de M dans un espace-temps /N globalement hyperbolique conformément
plat est surjectif.

Maintenant on peut a nouveau se poser le probleme, comme dans le cas isomé-
trique, de comprendre si tout espace-temps globalement hyperbolique conformé-
ment plat admet une Cy-extension maximale ou méme une C-extension maximale,
et si une telle extension est unique a difféomorphisme conforme pres.

En d’autres termes, il s’agit de généraliser le Théoréme 3.1 au cas conforme et
au cas conformément plat. Dans la Section 3 avec le Théoreme 3.1 on va prou-
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ver l'existence et l'unicité de la Cy-extension maximale pour un espace-temps
conformément plat globalement hyperbolique donné de dimension supérieure ou
égale a 3. La preuve reprend les idées de celle Choquet-Bruhat et Geroch, pour
ce qui concerne l'utilisation du lemme de Zorn, mais la rigidité des applications
conformes et le théoreme de Liouville seront aussi des outils centraux.

Le probleme de l'existence et unicité de la C-extension maximale est plus délicat
(et on ne le fera pas!) car dans ce cas, beaucoup plus général, les espace-temps ne
sont plus localement modelés sur un espace modele et donc on dispose de beau-
coup moins de structure.

En résumé, nous disposons de plusieurs notions de maximalité pour les espace-
temps globalement hyperboliques, selon qu’on considere des Cauchy-plongement
isométriques ou conformes et suivant la catégorie a laquelle on se restreint. Cer-
taines implications entre ces notions sont évidentes : par exemple si M est un
espace-temps localement modelé sur une paire (G, X), ou X est, suivant le cas,
I'espace RM™, dS'™ ou AdS'™, on a :

M est C-maximal = M est Cp-maximal = M est X-maximal

Evidemment, les implications réciproques ne sont pas nécessairement vérifiées :
un espace-temps Cp-maximal peut ne pas étre C-maximal, un espace-temps plat-
maximal peut ne pas étre Cp-maximal, etc..
Néanmoins, on prouvera le résultat suivant :

Théoréme 4.1. Les espace-temps globalement hyperboliques Cauchy-compacts qui
sont RY™ et AdS; ,,-mazimauz sont aussi C-mazimauz. Tout espace-temps globa-
lement hyperbolique Cauchy-compact dS, ,,-mazimal admet une extension confor-
mément plate non triviale, et il n’est donc jamais Cy-maximal.

Ce résultat correspond au contenu des Propositions 3.12, 3.21 et du Corollaire
3.32 de cete these.

5 Ombres

Une des contributions originales de cette these est l'introduction de l'idée
d’ombre, développée au Chapitre 4. Cette idée est liée a la notion d’espace-temps
distinguant. Un espace-temps est dit distinguant (Définition 8.7) si les deux ap-
plications p € M +— J™(p) et p € M —— J~(p) sont injectives. Chaque point
est alors caractérisé par son futur et son passé. Tout espace-temps n’est pas dis-
tinguant : par exemple dans Ein,, le futur et le passé de tout point est 1'espace
tout entier. Par contre tout espace-temps globalement hyperbolique est distin-
guant ([35], chapitre 2).

Or dans un espace-temps globalement hyperbolique M d’hypersurface de Cauchy
S toute courbe causale inextensible doit rencontrer S donc J*(p)NS ou J~(p)NS
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est non vide. On appelle ces ensembles ombres (future ou passée) du point p sur
S et, d’apres le Lemme 40 dans [42], pag. 423, ce sont des compacts de S.

La Proposition 2.7 montre qu’il existe un certain voisinage de I'’hypersurface de
Cauchy, louvert g (Définition 2.1), dont les points sont entiérement caractéri-
sés par leur ombre sur S. De plus si S est non compacte g est la variété M
toute entiere. Dans ce cas l'espace-temps M s’identifie alors a un sous-ensemble
des compacts de S. Autrement dit, dans un certain sens, toute I'information sur
I'espace-temps est contenue dans S.

Cette idée n’est pas tout a fait nouvelle : déja Kulkarni et Pinkall dans [20] avaient
remarqué que les ombres des points de l'espace dS; ,, sur son bord causal, identifié
a S", sont les boules fermées (c’est en fait le seul passage dans leur article ou ils
mentionnent le caractere Lorentzien de certains aspects de leur étude). Dans [21]
Iidée est reprise pour décrire de fagon assez élégante et intuitive la classification
des espace-temps CGHM de Sitter de K. Scannell ([48]). Dans la Section 5 on ré-
interprete encore une fois cette construction a la lumiere des résultats du Chapitre
4.

Les ombres se révelent tres utiles pour mieux comprendre la notion d’extension
maximale d’un espace-temps. En fait elles permettent de donner une autre preuve,
constructive cette fois, de 'existence et unicité de 'extension maximale d’une va-
riété conformément plate (Théoréme 3.1). Tel est le contenu du Chapitre 7, et en
particulier du Théoreme 1.12 qui associe a toute variété riemannienne S, munie
d’une immersion conforme ¢ : ' < Ein, ,, un unique espace-temps conformément
plat Cy-maximal.

Lorsque S est 'hypersurface de Cauchy d’un espace-temps de Sitter CGHM on
trouve une extension Cp-maximale qui contient strictement l’espace du depart.
Cela prouve donc la partie de Sitter du Théoreme 4.1.

Pour prouver le reste du Théoreme 4.1, c’est-a dire le fait que tout espace-temps
CGHM localement modelé sur R'™ et AdS; ,, est C-maximal, on aura besoin
d’étudier la frontiére causale ou frontiére de Penrose ([33] pag. 217) de leurs revé-
tements universels. En fait, en se basant sur le fait que 'ombre de tout point d’un
espace-temps est toujours compacte, on prouve : un espace-temps conformément
plat M (qui n’est pas un quotient de Ein, ,) d’hypersurface de Cauchy S est C-
maximal si et seulement si I’'ombre de tout TIP ou TIF sur S est non compacte. Or
les résultats dans la littérature sur les espace-temps CGHM a courbure constante
permettent une bonne compréhension de leurs frontiere causale. De plus 1’étude
de la frontiere causale permet de montrer :

Corollaire 2.7 : Le revétement universel de tout espace-temps globalement
hyperbolique conformément plat Co-mazimal est Cy-mazximal.

Corollaire 2.8 : Tout espace-temps globalement hyperbolique Cy-maximal est
C-maximal.
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L’idée d’ombre, surtout sa version pour les sous-ensemble achronaux (Section
3), est aussi un ingrédient de la preuve du résultat principal du Chapitre 6, dont
une formulation est la suivante :

Théoreme 2.5 : Soit M un espace-temps conformément plat Co-mazimal qui

contient deuz géodésiques lumicres distinctes, librement homotopes et ayant les
mémes extrémités. Alors M est un quotient fini de Ein,.

14 5. OMBRES



Chapitre 1
Espace-temps

Nous allons introduire les notions d’espace-temps, de causalité et d’hyperbo-
licité globale. Pour plus de détails sur ces sujets consulter [44], [35], [42] et [5].
Dans la suite les variétés considérées seront supposées connexes.

1 Généralités sur les espace-temps

Définition 1.1. Soit M une variété différentiable de dimension n + 1 et soit
TM son fibré tangent. Une métrique lorentzienne sur M est une application g :
TM — R ( C*) dont la restriction a chaque fibre T,, M est une forme quadratique
g, de signature (1,n).

Une variété lorentzienne est une variété munie d’une métrique lorentzienne.

L’exemple le plus élémentaire de variété lorentzienne est l’espace de Min-
kowski : il joue le rdle de 'espace euclidien en géométrie riemannienne.

Définition 1.2. L’ espace de Minkowski, noté R est I’espace vectoriel R"*! muni
de la forme quadratique @y, () = —23 + 22 + - + 22, ot © = (xg, T1, ..., Ty).
La forme bilinéaire qui induit cette forme quadratique est notée (-, -).

En adoptant la teminologie physique, issue du contexte de la relativité générale,
on donne la définition suivante :

Définition 1.3. Soit M une variété lorentzienne, et v un vecteur tangent en un
point z de M. On dit que :

— v est de type espace si g,(v,v) > 0

— v est de type causal si v # 0 et g,(v,v) <0

— vest de type temps si g.(v,v) <0

— vest de type lumiére siv # 0 et g.(v,v) =0
On dira que v est un vecteur isotrope si g,(v,v) =0, y compris le cas v = 0.
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On supposera toujours que les variétés considérées sont orientées, car on peut
se ramener a cette situation par un revétement double, ce qui ne géne pas le
travail ici exposé. Ceci dit, il y a sur toute variété lorentzienne une autre notion
d’orientabilité.

Définition 1.4. Une orientation chronologique d’une variété lorentzienne est un
champ de vecteurs partout continu de type temps. Une fois choisi un tel champ de
vecteurs V' (si possible), on dira que la variété lorentzienne est chronologiquement
orientée par V.

Un champ de vecteurs continu de type temps n’existe pas toujours.

Exemple 1.5. On considére RY™ quotienté par le groupe engendré par Iisométrie
qui & (g, z) associe (—zg, )+ €, o T = (z1,...,7,) et e, = (0,0,...,1) € R*.
La métrique induite au quotient n’est pas chronologiquement orientable.

Les notion d’orientation et orientation chronologique ne sont pas liées. En fait
I'une ne dépend pas de la métrique et 'autre si.

Exemple 1.6. Considérons & nouveau le quotient de R"*! par l'isométrie qui
a (zo,x) associe (—xg,x) + e,. Il est bien connu que cette variété (le ruban de
MBius) n’est pas orientable. Par contre il est possible de la munir d’une métrique
lorentzienne chronologiquement orientable comme on le voit sur la figure suivante

pour n = 1.

Pour montrer que 'orientabilité n’implique pas 'orientabilité chronologique
on quotiente RY? par le groupe engendré par I'application qui & (zg, 21, 2) assicie
(—xg, —21, 29 + 1). La métrique induite au quotient n’est pas chronologiquement
orientable mais la variété quotient est orientable.

Il est possible de montrer que toute variété lorentzienne est chronologiquement
orientable & revétement fini (méme double) pres, ce qui n’a pas d’incidence sur
les énoncés des résultats que nous allons démontrer. On se mettra donc toujours
dans cette situation.

Définition 1.7. Un espace-temps est une variété lorentzienne orientée et chro-
nologiquement orientée.
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Soit V' le champ de vecteur continu de type temps qui donne 1’ orientation
chronologique de M.

Définition 1.8. Un vecteur causal v € T, M est dit futur ( ou orienté vers le
futur ) si g.(v,V(x)) < 0. Si g.(v,V(z)) > 0, v est dit passé (ou orienté vers le
Passé).

Exemple 1.9. L’espace de Minkowski R} est orienté chronologiquement par le
champ de vecteurs vertical 0,,. Avec cette orientation il est donc un espace-temps.
Dans la suite on considére toujours cette orientation sur R,

Remarque 1.10. Remarquons que si V, W sont deux champs de vecteurs de
type temps sur M, le produit scalaire g(V, W) est partout non-nul. Ce produit
scalaire est partout négatif si et seulement si, pour tout = dans M, V(z) et
W (x) sont dans la méme composante connexe du cone des vecteurs temporels
{v / g.(v,v) < 0} € T,M ~ RV et W définissent alors la méme orienta-
tion chronologique. En chaque espace tangent, ce cone n’a que deux composantes
connexes. On obtient qu’ une variété lorentzienne (connexe) admet au plus deux
orientations chronologiques.

2 Espace-temps modele a courbure constante

De méme que dans le cas riemannien, on peut, a partir d’'une métrique lo-
rentzienne sur une variété M, définir une connexion de Levi Civita V, comme
étant 'unique connexion sans torsion compatible avec la métrique lorentzienne.
On définit alors les géodésiques comme étant les courbes solutions de ’équation
différentielle V.,4" = 0. Pour tout point = de la variété et tout vecteur v € T, M,
il existe une unique géodésique passant par x et tangente a v. Comme le transport
parallele préserve la métrique, si v est un vecteur de type temps (respectivement
espace ou lumiere), les vecteurs tangents a cette géodésique sont tous de type
temps (respectivement espace ou lumiere). Comme dans le cas riemannien on peut
définir en chaque point x de M, sur un voisinage U de 0 dans T, M D'application
exp, : U — M qui a un vecteur v associe y(1), ou «y est 'unique géodésique telle
que Y(0) = z et 7/(0) = v. Voir [35] ou [42] pour les détails de ces constructions.

Proposition 2.1. Soit M une variété lorentzienne conneze et soit f : M — M
une isométrie qui fize un point x € M et telle que sa différentielle en x est
Videntité sur T,M. Alors [ est l"identité sur M.

Démonstration. Montrons d’abord que si f € Isom(M) est telle que f(z) = «
et d,f = id alors f = id au voisinage de x. Soit U une carte exponentielle
centrée en z, exp, : U — M et soit V = exp,(U). Alors si y € V il existe
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v € U tel que f(y) = f(exp,(v)), mais, comme [ est une isométrie et en-
voie géodésiques sur géodésiques, elle commute avec I'application exponentielle :
f(exp,(v)) = exp,(d.f(v)) = exp,(v) = y. On a donc prouvé que I'ensemble des
points fixes de f est ouvert. Comme il est par ailleurs clairement fermé dans M
le résultat découle de la connexité de M. O

On va donner trois exemples d’espace-temps a courbure constante, dont les
revétements universels correspondent a la trichotomie plan euclidien, espace hy-
perbolique et sphere du cas riemannien.

2.1 Espace de Minkowski

Rappelons la Définition 1.2 : I'espace de Minkowski RY™ est I'espace vectoriel
R™! muni de la forme quadratique Q;,(r) = —23 + 23 + -+ + 22, ou z =
(0,1, ..., x,). L'espace de Minkowski est ’espace modele simplement connexe
a courbure nulle. Il est chronologiquement orientable (et orientable tout court) et
ses géodésiques sont les droites affines.

Un corollaire de la Proposition 2.1 est que son groupe d’isométrie est le groupe
des transformations affines de partie linéaire préservant )1, :

O(1,n) x R™!

Le sous-groupe des isométries linéaires de RM™ qui préservent a la fois son orien-
tation et son orientation chronologique est la composante connexe de I'identité de
O(1,n), le sous-groupe Oy(1,n). Les isométrie de RY™ en tant qu’espace-temps
sont donc les application affines appartenant au groupe

Isom™ (RY") := Op(1,n) x R"*

2.2 Espace de Sitter

Définition 2.2. On appelle espace de Sitter de dimension n + 1, noté dS; ,, le
lieu des points 2 de RV tels que Q1 ,,41(z, 2) = 1, muni de la métrique induite.

Proposition 2.3. La restriction de la forme quadratique de RV quz espaces
tangents de dSi, est une métrique de signature (1,n). Celd fait de dS,, une
variété lorentzienne, de dimension n.

Démonstration. L’espace tangent T,dS; , en un point x de dS; , s’identifie natu-
rellement & l'orthogonal de z dans RY™*!. Comme z est de type espace, sur son
orthogonal la forme quadratique @ 41 est de signature (1,n). a

On remarque que le lieu {Q;,11 = +1} est connexe et difféomorphe a S* x R
via I'application :
FZS”XR—)dSLn
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(u,r) — (sinh(r), cosh(r)u)

Appelons g4s la métrique induite sur dS; ,, par la forme quadratique de R»"+1,
et do? la métrique ronde sur S”. On a :

F*ggs = —dr? + cosh(r)*do?

L’orientation chronologique de RV *1 induit une orientation chronologique sur

dSi ., qui est celle celle définie par le champ de vecteurs 0, : dS;, est donc un
espace-temps.
Comme O(1,n+1) agit transitivement sur dS; ,, et sur son fibré des reperes, la Pro-
position 2.1 implique que les isométries de dS ,, sont les éléments de O(1,n+ 1).
Les isométries de d S, qui préservent son orientation et son orientation chronolo-
gique sont les éléments du sous groupe de O(1,n+ 1) qui préservent I'orientation
et l'orientation chronologique de RY™. 11 s’agit de la composante connexe de I'iden-
tité, le groupe Oy(1,7n). On a donc

Isom™*(dSi,,) = O(1,n).

En dimension n > 2, qui est le cas qui nous intéresse, 1'espace d.S; ,, est simplement
connexe.

2.3 Espace anti-de Sitter

Soit R*™ I'espace vectoriel R™2 muni de la forme quadratique Qs ,,(z) = —u?—

Vit 22 ot r = (u,v,2q,...,1,) et (e, ey, €ry, ..., €, ) €St une base
associée a ces coordonnées. Le groupe des isométries de R®>™ est O(2,n) = {g €

GL(n+2)/Qanog=Qan}

Définition 2.4. On appelle espace anti-de Sitter de dimension n+1, noté AdS; ,,
le lieu des points = de R*" tel que Q2,,(z) = —1, muni de la métrique induite par
la forme quadratique de R?".

Proposition 2.5. La restriction de la forme quadratique de R*" au fibré tangent
de AdS,, est une métrique de signature (1,n). Cela fait de AdS,, une variété
lorentzienne.

Démonstration. Comme pour dS,, en tout point x de AdS;, 'espace tangent
T,AdS;,, s’identifie a 'orthogonal de z dans R*". Comme = est de type temps la
forme quadratique ()s,, restreinte a 'orthogonal de x est de signature (1,n). O

L’ espace AdS, est difféomorphe a R" x S'. Un difféomorphisme explicite
est :
R"™ x Sl — AdSLn

(X1, ..., 2p,0) — (qcos(d),gsin(0), xy, ..., x,)
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avec q = /1 + X 2.

Le difféomorphisme qu’on vient de décrire montre que 1" orientation du plan P,,
engendré par (e,,e,) induit une orientation de AdS;,, par le champ de vecteurs
Oy (‘au lieu de P, , on aurait pu prendre n’ importe quel 2-plan ot 2, est définie
négative). AdSi, est donc un espace-temps.

L’action de O(2,n) est transitive sur AdS;, et sur son fibré des reperes, donc
toute isométrie de AdS,,, est un élément de O(2,n) :

Isom(AdS;,) = O(2,n).

La composante connexe de lidentité, Oy(2,n), est constituée des isométries qui
préservent & la fois lorientation de R®™ et I’ orientation du plan P, .. Donc les
éléments de Oy(2,n) sont les isométries de AdS;, qui préservent a la fois son
orientation et son orientation chronologique.

L’espace-temps AdS , n’est pas simplement connexe, on considerera donc souvent
son revétement universel AAdJSLn qui est naturellement difféomorphe a R™ x R.
L’espace AdS 1,n est I'espace-temps modele a courbure constante négative.

3 Courbes causales, futur et passé d’un point

Soit M un espace-temps.

Définition 3.1. Une courbe causale (respectivement temporelle, spatiale, lumiére
) C' par morceaux est une courbe ¢ :Ja,b[— M qui est C'' par morceaux telle
que :

1) tous ses vecteurs tangents, éventuellement définis seulement a gauche ou a
droite, sont de type causal (respectivement temps, espace, lumiére). En particu-
lier, vu la définition 1.3, ils sont toujours non nuls.

2) Aux points t €|a, b| ou la courbe n’est pas dérivable, on demande que le vec-
teur tangent droit ¢f,(t) et le vecteur tangent gauche ¢ (t) soient dans la méme
composante connexe du cone des vecteurs causaux en c(t).

On remarque qu’ une courbe causale de classe C'! est une immersion. La condi-
tion 2) implique que, pour les points ¢ € [a, b] ou le vecteur tangent n’est pas bien
défini, les deux vecteurs tangents a la courbe en ¢, a droite et a gauche, soient dans
la méme composante connexe du cone des vecteurs causaux de 1’ espace tangent
en c(t).

En particulier, tous les vecteurs tangents a une courbe causale ont la méme orien-
tation chronologique, future ou passée : on peut parler de courbes causales futures
et passées, définies comme suit :

Définition 3.2. Une courbe causale ¢ :]a, b[— M est dite future (resp. passée) si
tous ses vecteurs tangents sont orientés vers le futur (resp. vers le passé).
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Définition 3.3. Le futur strict IT(A) d’une partie A d’'un espace-temps M est
I’ensemble de M formé des extrémités de courbes temporelles futures issues de A.

Définition 3.4. Le futur causal J*(A) d’une partie A de M est 'ensemble des
extrémités de courbes causales futures issues de A (y compris les courbes triviales
réduites a un seul point).

Comme une courbe temporelle est en particulier une courbe causale on a pour
tout sous-ensemble A de M

I (A) c JH(A).

On définit de maniere similaire les passés I~ (A), J~(A) : ce sont les futurs de A
pour 'orientation chronologique opposée.

Remarque 3.5. Soient z,y, z trois points de M, tels qu’ il existe une courbe
causale future o de = a y et une courbe causale future de y a z. La composition de
« avec 3 est alors une courbe causale future qui relie z a z. Comme un discours
analogue est vrai pour les courbes causales passées, on obtient que si x € J*(y)
alors J*(z) C J*(y), et de méme si x € I*(y) alors I*(x) C I*(y).

On peut aussi restreindre les relations de causalité a un ouvert de M.

Définition 3.6. Le futur causal (resp. strict) d’un sous-ensemble A de M relatif
a un ouwvert U de M est I'ensemble, noté Jit(A) (resp. I;7(A)), des extrémités de
courbes causales (resp. temporelles) futures issues de A et contenues dans U. On
définit de maniere analogue le passé causal et le passé strict relatifs a 'ouvert U,
notés respectivement J;; (p) et I (p).

3.1 Lemme de Gauss et voisinages convexes

Dans cette section on va parler de la structure locale d'une variété lorentzienne
et des conséquences que ces résultats locaux classiques ont sur la structure causale
locale et globale d’un espace-temps.

En géométrie riemannienne il est souvent utile de considérer un voisinage U d'un
point p géodésiquement convexe, c¢’est-a-dire, un voisinage tel qu’ entre tout couple
de points ¢ et ¢’ de U il existe une unique géodésique contenue dans U qui va de
g & ¢’. En géométrie riemannienne la géodésique en question est de plus minimi-
sante. En fait la construction de voisinages géodésiquement convexes d’un point
donné peut se faire de fagon semblable dans toute variété pseudo-riemannienne,
la seule différence étant qu’en général on ne pourra plus parler de géodésiques
minimisant la longueur. En géométrie lorentzienne, comme ce qui nous intéresse
est la causalité, il y a encore une autre notion de convexité qui est intéressante :

Définition 3.7. Un domaine U de M est dit causalement convexe si toute courbe
causale reliant deux points de U est contenue dans U.
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Définition 3.8. On appelle carte exponentielle centrée en un point p d’un espace-
temps M, un owvert V de T,M ou la restriction de [’application exponentielle
est injective. L’image par exp, d’une carte exponentielle V' est appelée voisinage
normal du point p.

Définition 3.9. Un voisinage géodésiquement convexre d’un point p est un voisi-
nage U de p qui est un voisinage normal de tous ses points.

Si U est un voisinage de p géodésiquement convexe, pour tout couple de points ¢
et ¢’ dans U il existe donc une unique géodésique contenue dans U qui les connecte.
Comme en géométrie riemannienne on peut montrer que tout point d’une variété
lorentzienne admet un voisinage géodésiquement convexe (voir par exemple la
Proposition 7 de [42] chapitre 5).

Les notions de convexité causale et de convexité géodésique n’ont aucun lien entre
elles, la premiere étant une notion globale, la deuxiéme une notion locale.

Lemme 3.10. Soit p un point d’une variété lorentzienne M, et soit x un élément
de T,M différent de 0. Siv et w sont deuzx vecteurs de T,(T,M) ~ T,M et siv
est colinéaire a x, alors

9p(V, W) = Geup(e)(de €xp,, v, d exp, W)

La preuve de ce lemme ne difféere pas de celle du Lemme de Gauss dans une
variété riemannienne. En fait elle marche de la méme fagon dans toute variété
pseudo-riemannienne, elle peut étre trouvée par exemple dans [42] chapitre 5,
Lemme 1. Une conséquence du Lemme de Gauss, essentielle pour la suite, est :

Proposition 3.11. Soit U une carte exponentielle centrée en p, U = exp,(V), ot
V' est un voisinage de 0 dans T,M. Alors, le futur causal (resp. strict) de p relatif
a louvert U est constitué des points qui sont images par exp,, d’un vecteur causal
(resp. temps) de V. La frontiére de It (p) est constituée des images par exp,, des
vecteurs isotropes de V' . Elle est donc " union des segments géodésiques lumieres
issus de p et contenus dans U.

Démonstration. Une preuve peut étre trouvée dans [42] pag. 127-128. O

Une application de cette Proposition est le résultat suivant (voir [42, Lemme
2, page 403]).

Proposition 3.12. Le passé (et le futur) strict de tout point d’une variété lorent-
zienne M est un ouvert.

Par contre le passé (futur) causal d’un point n’ est a priori ni ouvert ni fermé ;
pensez par exemple a ’espace de Minkowski privé d’un point p, comme montré
dans la figure suivante :
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Lemme 3.13. Pour tout point p d’un espace-temps M on a J*(p) C It(p).

Démonstration. Soit ¢ € JT(p). Soit (¢n)nen une suite de points dans I*(q) qui
converge vers q. Cette suite existe car si a : [0, 1[— M est une courbe de type
temps future issue de ¢, par définition «(t) appartient & I*(q) pour tout ¢ dans
0, 1[; donc, comme « est une application continue, si ¢, est une suite qui converge
vers 0 dans [0, 1], alors ¢, := «(t,) converge vers gq.

D’apres la Proposition 5.9, qu’on montrera plus tard, (¢,)nen € I7(p), donc g est
dans I'adhérence de I*(p). O

En fait il y a une description tres simple du passé et du futur d’un point dans
I'espace de Minkowski. Soit C' := {z € R/ Q;,(z) < 0} le cone des vecteurs
causaux issus de 0 dans R'™. Soit C* la composante connexe de C des vecteurs
futurs et C'~ celle des vecteurs passés.

Lemme 3.14. Le futur (resp. passé) causal d’un point p € RY™ est le lieu des
points q tels que ¢ — p est dans CT (resp. C~).

Le futur (resp. passé) strict de p est le lieu des points q tels que ¢ — p est dans
Uintérieur de C* (resp. C~ ).

Démonstration. L'inclusion {q / ¢—p € CT} C J*(p) est évidente, on va montrer
la réciproque. Soit ¢ € JT(p); alors il y a une courbe causale future ¢ : [0,1] — R
telle que ¢(0) = p et ¢(1) = ¢g. On suppose d’abord que ¢ est de classe C.

Soit vy un vecteur de type temps futur tel que Q(vy) = —1. On complete vy en
une base orthonormé (vg, vy, ...,v,) de RM. Dans cette base la courbe ¢ s’écrit
c(t) = (zo(t), z(t)) ot x(t) = (1(t), ..., ,(t)). Comme c est une courbe causale sa
dérivée en tout point ¢ € [0, 1] vérifie

Qua(c(t)) = —lzo ()" + [l (®)]* < 0.

On doit avoir |zj(t)] # 0 pour tout ¢t € [0,1] car sinon ¢(¢) serait nul, ce qui
contredirait notre définition des courbes causales. Alors 'application

t € [0,1] — zo(t) = {c(t), vo)

est décroissante. Cela implique (g, vo) < (p,vo) et donc (g — p,vy) < 0. Comme
le raisonnement ne dépend pas du choix de vy, on obtient (¢ — p,v) < 0 pour
tout vecteur v de type temps futur. Comme le cone des vecteurs causaux futur
est autodual on obtient que ¢ — p est causal futur.

Maintenant si ¢ est C' par morceaux soient ¢; les points de [0, 1] ot ¢ n’admet pas
de vecteur tangent. D’ apres ce qu'on vient de montrer on a ¢(t;) — ¢(t;—1) € C*
pour tout ¢, donc

g—p=> ct:) —c(ti) €C".
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En renversant l'orientation chronologique on montre le résultat pour le passé de
.

On a montré le lemme pour le futur (passé) causal, maintenant pour prouver la
caractérisation du futur (passé) strict il suffit de répéter le méme raisonnement
en remplacant les inégalités larges par des inégalités strictes. O

Ainsi, dans l'espace de Minkowski le futur (passé) causal de tout point est
exactement ’adhérence du futur (passé) strict, et est donc en particulier fermé.
On verra que cette propriété est vérifiée dans toute variété lorentzienne M vérifiant
certaines hypotheses sur M, notamment 1’ hyperbolicité globale (voir Corollaire
6.4).

3.2 Courbes causales topologiques

On peut élargir la famille des courbes causales sans modifier la notion de
futur et passé d’un point, en acceptant aussi des courbes causales qui sont juste
continues.

Définition 3.15. Une application continue c :Ja; b[— M est une courbe causale
(topologique) future (resp. passée ) si pour tout temps to et tout voisinage ouvert
U de c(tp), il existe un voisinage I =ty — €,ty + €[ tel que pour tout ¢ dans I on
a:

-sit <tg:c(t) est dans le passé (resp. futur) causal de c(ty) relatif a U,

-si t > to : c(t) est dans le futur (resp. passé) causal de c(ty) relatif a U.

On définit de maniere analogue les courbes temporelles topologiques futures et
passées. Le fait que le futur et le passé d 'un point, tant strict que causal, ne soient
pas modifiés par cette nouvelle notion de courbe causale découle directement de
la définition.

On va voir que le fait qu'une courbe, a priori juste continue, soit une courbe
causale topologique impliqu’une certaine régularité. En fait toute courbe causale
topologique est localement Lipschitz, donc différentiable presque partout.

Proposition 3.16. Toute courbe causale topologique est localement le graphe
d’une application Lipschitz d’un intervalle de R dans R™.

Démonstration. Considérons d’abord le cas ou M est 'espace de Minkowski. Soit
c: I C R — RY une courbe causale topologique future (si elle est passée le
raisonnement est analogue). On considére sur RY™ les coordonnées (g, 1, ..., T,)
et la forme quadratique —z2 + 22 + ... + 2. La courbe ¢ s’écrit alors sous la
forme c(t) = (co(t), c1(t)) ol ¢y est sa projection sur I'axe de coordonnée xq et ¢y
celle sur 'hyperplan {z; = 0}. Comme la courbe est causale future si s < ¢ alors
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c(t) € JT(c(s)), done d’apres le Lemme 3.14 ¢(t) — ¢(s) est un vecteur causal,
c’est-a-dire

co(t) = co(s) = |er(t) — ci(s)] = 0.

Donc si ¢g(t) —co(s) = 0, alors ¢1(t) —c1(s) = 0 et la courbe est alors constante sur
I'intervalle [s,t]. Comme ¢ est une courbe causale elle ne peut pas étre constante
sur un intervalle. On obtient donc que ¢y est une application strictement croissante.
Or si ¢y est strictement croissante, il existe un reparamétrage tel que ¢ s’écrit sous
la forme t — (¢, y(t)), et comme avant si s < ¢ alors

t—s > Jy(t) — y(s)|.

Ceci montre le lemme pour 'espace de Minkowski.

Pour le cas général | Il suffit d’ utiliser le lemme 3.17 suivant, qui permet de
généraliser localement, a une variété lorentzienne quelconque, le résultat obtenu.
En fait, le lemme suivant implique que, localement, la courbe causale ou temporelle
c est aussi une courbe causale ou temporelle pour une métrique de Minkowski de
référence, ce qui permet de conclure. O

Lemme 3.17. Soit (M, g) une variété lorentzienne de dimension n. On définit
sur RY™ muni des coordonnées (xg,x1,...,x,) la quantité ||z||? = 22 + ... + 22.
Soit Co(x) == {y € R"™ / ||z — yl|2 < e(zo — yo)*}, et soit Cylq) := {v €
T,M /| g,(v,v) <0} pour tout q dans M.

Alors, pour tout point p de M il existe un difféeomorphisme ¢ : U — Uy, ou U est
un voisinage de p, tel que :

~ Uy est un voisinage de 0 dans RY™,

- ¢(p) = (0’07 ...,O),

— pour tout q dans U on :
C1y2(¢(q)) C int(dgd(Cy(q))) et ded(Cy(q)) C int(Ci((q))).

Démonstration. C’ est une conséquence directe de la continuité de la métrique sur
la variété M. O

En d’autres termes, méme si la métrique g sur la variété de départ M n’est pas
plate, on peut contrdler au voisinage de chaque point la largeur des cones induits
par g sur les espaces tangents a M par deux métrique plates.
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Crya(@(q))
dq¢cg(¢(q})

Gl(ﬁ”(@”

Remarque 3.18. Dans la suite, sauf avis contraire, on va toujours considérer des
courbes causales topologiques, qui seront appelées simplement courbes causales.
Elles n” ont donc a priori qu’ une reqularité localement Lipschitz.

Remarque 3.19. Dans le cas particulier ou (M, g) est U'espace de Minkowski, on
a montré lors de la preuwve du Lemme 3.17 que toute courbe causale est le graphe
d’une application 1-Lipschitz. 1l est facile de voir que lorsque la courbe est de type
temps les inégalités sont strictes, et donc que application est 1-contractante.

Dans I’étude de la causalité d’un espace-temps il est utile de définir une bonne
notion de convergence des suites de courbes causales.

Définition 3.20. 7 est une courbe limite pour une suite de courbes {,} si pour
tout point u de v et pour tout voisinage U, de u toutes les 7, sauf un nombre fini
intersectent U,.

En fait, c’est cette notion qui justifie 'introduction de la notion de courbe
causale topologique au lieu de se restreindre a celle de courbe causale C! par
morceaux. En effet, une courbe limite de courbe causale est toujours une courbe
causale topologique, mais n’a aucune raison d’étre C! par morceaux. Cette notion
prendra sa pleine mesure dans le cadre des espaces-temps globalement hyperbo-
liques (voir Lemme 6.2).

3.3 Courbes causales inextensibles

Définition 3.21. Un point limite futur (resp. passé) d’'une courbe causale ¢ :
la,b[— M est un point x de M tel que pour tout voisinage U de z il existe un
temps to dans ]a, b[ tel que pour tout t > ¢y (resp. t < ty) I'image ¢(t) appartient
aU.
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Définition 3.22. Une courbe causale ¢ est inextensible si elle n’admet ni point
limite futur, ni point limite passé.

Exemple 3.23. Dans RY" les droites verticales sont des exemples de courbes
causales inextensibles. De plus dans la démonstration de la Proposition 3.16 on a
prouvé que toute courbe causale topologique ¢ de 'espace de Minkowski admet un
paramétrage c(t) = (¢, f(t)), ou ¢ varie dans un interval I de R et f: [ — R" est
une application 1-Lipschitz. La courbe ¢ admet des points limites si et seulement
si I n’est pas R tout entier.

Si I =R, le graphe de f est un sous-ensemble fermé de RY". La courbe ¢ n’admet
alors pas de points limites. Inversement, si I # R par exemple I =|a,b| avec
a # —oo, alors, comme f est 1-Lipschitz, elle admet une limite finie [, en a, donc
(a,l,) est un point limite pour ¢. Plus précisément, si ¢ est une courbe causale
passée, alors (a,[,) est un point limite passé, et si ¢ est une courbe causale future,
(a,l,) est un point limite futur. Toute courbe causale de R'" est contenue dans
une courbe causale inextensible. En effet, en reprenant les notations ci-dessus, on
peut prolonger la courbe causale ¢ en posant f(t) = [, sit < a et f(t) = Iy si
t > b. Ceci définit une courbe causale inextensible future qui contient c.

En général :

Proposition 3.24. Soit (M, g) un espace-temps. Toute courbe causale est conte-
nue dans une courbe causale inextensible.

Démonstration. Soit ¢ : [a,b] — M une courbe causale passant par un point p, et
(C, =) la collection des courbes causales contenant ¢, partiellement ordonnée par
'inclusion. On parametre les éléments de C' par leur longueur d’arc (relative a une
métrique riemannienne auxiliaire), en prenant comme valeur de 'origine le point
p. Montrons que tout sous-ensemble A de C' totalement ordonné pour 'inclusion
admet un majorant : chaque élément de A est une courbe « :Jaq, by[— M, et si
a =X [ alors B(t) = a(t) pour tout élément de |ay, bo[N]ag, bs[. Soit I I'union de
tous les intervalles ]a,, b,[ pour a € A, et ¢ : I — M T'application définie par
é(t) = at) sit €laq, by C’est manifestement un élément de C' qui de plus majore
tous les éléments de A. D’apres le lemme de Zorn C' admet un élément maximal.
On voit facilement qu’ un tel élément maximal ne peut admettre de point limite
futur ou passé. O

4 Ensembles achronaux, acausaux, edgeless
Définition 4.1. Une sous-variété plongée dans une variété lorentzienne est dite

de type espace ou spatiale (respectivement temporelle, lumiére, causale) si tous ses
vecteurs tangents sont de type espace (respectivement temps, lumiére ou causal).
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On remarque qu’il n’y a pas de courbe causale contenue dans une hypersurface
spatiale. De méme que la notion de courbe causale s’étend dans le cadre Lipschitz,
on peut généraliser le concept d’hypersurface spatiale :

Définition 4.2. Soit U un ouvert d’ un espace-temps M. Un sous-ensemble A de
U est achronal (resp. acausal) relativement a U si pour tout couple de points p et
q dans A il n’existe pas de courbe de type temps (causale) entre p et ¢ contenue
dans U. Quand U = M on dira simplement que A est achronal (resp. acausal).

Définition 4.3. Un sous-ensemble A de M est localement acausal (resp. loca-
lement achronal) si tout point z de A admet un voisinage U tel que U N A est
acausal (resp. achronal) relativement a U.

Remarque 4.4. On remarque que si A est un sous-ensemble de M
A acausal = A achronal et

A acausal (resp. achronal) = A localement acausal (resp. localement achronal)

Exemple 4.5. Une hypersurface plongée est localement acausale si et seulement
si elle est spatiale; elle est localement achronale si tous ses vecteurs tangents sont
spatiaux ou lumieres.

Lemme 4.6. Les sous-ensembles achronauz (resp. acausaux) de RY™ sont les
graphes d’application 1-Lipschitz (resp. 1-contractante) d’un sous-ensemble de R™

dans R.

Démonstration. Soit A un sous-ensemble achronal de R, Dans R'™ les droites
verticales sont des courbes de type temps. Elles intersectent donc A une seule fois.
En particulier elles intersectent une seule fois 'hyperplan {t = 0}. On peut donc
projeter A sur un ensemble Q C {t = 0} ~ R". On définit I'application f: Q — R
comme celle qui a z € € associe I'unique intersection f(z) entre la droite verticale
t (t, ) et A

L’achronalité de A implique que f soit 1-Lipschitz. En effet pour tout zq, x; € 2
comme A est achronal il résulte de la Remarque 3.14 que (f(x¢),x0) — (f(21), 1)
est un vecteur de type espace, et donc

o — a1]]* =] f(xo) — fla1) [

c’est-a-dire f est 1-Lipschitz. Si A est acausal I'inégalité dans I’équation précédente
est stricte, i.e. f est l-contractante. ]

Définition 4.7. Un sous-ensemble A de M localement achronal est edgeless si
pour tout point x de A il existe un voisinage U de x tel que :
— U N A est achronal relativement a U,
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— toute courbe causale contenue dans U reliant un point de I;; (z) & un point
de I (x) rencontre U N A.

Exemple 4.8. Soit A le sous ensemble de RY' donné par A := {(0,z) / = €
[0, 1]}. On voit que A n’est pas edgeless, car la deuxiéme condition de la définition
précédente n’est pas vérifié aux points (0,0) et (0,1), comme le montre la figure
suivante

1(0,0) I7(0,1)

1=(0,0) I-(0,1)

Par contre on voit facilement que 'ensemble A\ {(0,0),(1,0)} est edgeless.
Dans I'espace de Minkowski il y a la caractérisation suivante.

Proposition 4.9. Les ensembles achronaux (resp. acausaux) edgeless de R sont
les graphes d’applications 1-Lipschitz (resp. 1-contractante) f : 2 — R, ou  est
un ouvert de R™.

Démonstration. En reprenant la preuve du Lemme 4.6 on voit facilement que A
est edgeless si et seulement si {2 est un ouvert de R”. O

Si 'ensemble achronal (resp. acausal) edgeless A est de plus fermé, on voit que
Q) est fermé aussi. Par connexité de R™ on obtient bien {2 = R", d’ou le corollaire
suivant :

Corollaire 4.10. Les fermés achronaux (resp. acausaux) edgeless de R sont les
graphes d’applications 1-Lipschitz (resp. 1-contractante) f : R™ — R.

Comme les courbes causales topologiques, les sous-ensembles achronaux d’un
espace-temps quelconque gardent localement la propriété de regiularité Lipschitz
originaire de I’espace de Minkowski.

Proposition 4.11. Soit S un ensemble localement achronal edgeless dans un
espace-temps M. Pour tout point x de S il existe une carte ¢ : U — RV, avec x
dans U, telle que (S NU) est le graphe d’une application localement Lipschitz.
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Démonstration. La proposition découle de la Proposition 4.9 et du Lemme 3.17.
U

Remarque 4.12. Une conséquence de la Proposition 4.11 est que dans tout
espace-temps, tout point d'un ensemble achronal edgeless A admet une carte
(U, ¢) telle que ¢(A N U) est le graphe d’'une application Lipschitz f d'un ou-
vert de R™ dans R. Quitte a diminuer U, on peut de plus supposer que ¢(U \ A)
soit I’ union disjointe des ouverts {(z,t) € R"*/ t < f(z)} No(U) et {(z,t) €
R"™/ ¢ > f(z)} Ng(U), 'un étant le futur de U N A dans U, I'autre le passé.

Il existe une classe particuliere d’ensembles fermés achronaux edgeless :

Définition 4.13. Soit M un espace-temps. Un sous-ensemble passé (futur) de M
est un sous-ensemble U tel que [~ (U) Cc U (IT(U) C U).

Remarque 4.14. Soit P un sous-ensemble passé de M, alors M \ P est un sous-
ensemble futur. En effet soit p un point dans M \ P et soit ¢ un point de I*(p).
Par I’absurde on suppose que ¢ appartient a P, alors par hypotheése I~ (q) C P :
on obtient alors que p appartient a P, contrairement a ce qu’avait été supposé.
Réciproquement si F' est un sous-ensemble futur de M, alors M \ F est un sous-
ensemble passé.

Lemme 4.15. La frontiére d’un sous-ensemble passé (futur) P d’un espace-temps
M est un fermé achronal edgeless de M.

Démonstration. Soit p un point de P et soit ¢ un point de I~ (p). L’ensemble
I7(q) est un voisinage ouvert de p, donc il contient un point ¢' de P. Comme P
est un ensemble passé I~ (¢') C P donc ¢ appartient P. On vient de prouver que
I=(p) C P.

Par la Remarque 4.14 I'ensemble M \ P est un sous-ensemble futur de M. Par
un raisonnement similaire on prouve alors que I (p) C (M \ P). On vient de
prouver que I (9P) et I~ (OP) ont intersection vide, donc P est un sous-ensemble
achronal de M.

Pour tout p dans P 'ensemble I~ (p) est un ouvert contenu dans P, donc I~ (p) C
int(P) et de méme I (p) Cint(M \ P). Il s’en suit que OP est edgeless. O

Corollaire 4.16. Soit p un point d’un espace-temps M. La frontiére de 1~ (p)
est un fermé achronal sans bord. Le seules courbes causales qu’il contient sont les
géodésiques lumiére issues de p.

Démonstration. Le fait que 0I~(p) soit fermé achronal sans bord découle du
lemme précédent, car I~ (p) est évidemment un sous-ensemble passé de M.

D’apres le Corollaire 5.11 tout point point ¢ de 91~ (p) est lié & p par une géo-
désique lumiere passée. On suppose par I'absurde qu’il existe deux éléments q et
q de OI~(p), q,q # p, et liés 'un a l'autre par une courbe causale, par exemple
q < q. Alors, d’aprés la Proposition 5.10 on aurait ¢’ < p ce qui est impossible
car 01~ (p) est achronal. O
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Lemme 4.17. Soit M un espace-temps. Soit A un sous-ensemble fermé achronal
edgeless de M. Alors M est égal a l'union disjointe IT(A) U AU T~ (A).

Démonstration. L’ensemble I*(A) est un ensemble futur (cf. Définition 4.13) donc
d’apres le Lemme 4.15 sa frontiere I (A) est un sous-ensemble fermé achronal
edegeless de M. Comme A est achronal et comme d’apres les définitions A est
dans I'adhérence de son futur strict, on a A C 9I*(A), donc A est un fermé de
OI*(A). On suppose par 'absurde que A # 0T (A).

Soit p un point de la frontiére de A dans 911 (A). Soit U un voisinage qui vérifie
les propriétés exposées dans le Remarque 4.12, alors U est union disjointe de
I; (I (A)NU), I (I (A)NU) et OIT(A)NU.

Soit p; un point dans I;f (p) et po un point dans I;; (p). Alors V := If (p2) N I;; (p1)
est un voisinage de p dans M contenu dans U. Comme p appartient a I (A)
onaVNA#Det VN(OIT(A)\ A) # (). Soit z un point de VN (91T (A) \ A).
Soit ¢; une courbe causale passé entre p; et z contenue dans V et soit ¢ une
courbe causale passée entre z et py contenue aussi dans V. La courbe ¢y U ¢q est
une courbe causale passé entre p; et ps contenue dans V', et donc dans U, qui ne
rencontre pas A : cela contredit le fait que A est edgeless. On obtient alors que
A=0IT(A).

D’une fagon similaire on prouve que A =9I~ (A), ce qui prouve le résultat. [

5 Principe de causalité et causalité forte

Une propriété naturelle a demander si on veut qu’ un espace-temps ait un sens
physique est qu’ une particule ou un photon ne puisse revenir dans son passé.
Comme les trajectoires des particules sont des courbes de type temps et celles des
photons sont des géodésiques lumiere, cette propriété revient a demander qu’il n’y
a pas de courbe de type temps ou lumiere périodique.

Définition 5.1. Un espace-temps M est dit chronologique si il n’y a pas de
courbes de type temps périodiques.

On dit qu’un espace-temps M vérifie le principe de causalité ou qu’il est causal si
il n’y a pas de courbe causale périodique.

On remarque qu’'un espace-temps qui vérifie le principe de causalité est forcé-
ment chronologique.

Exemple 5.2. En ce qui concerne les espace-temps introduits jusqu’a mainte-
nant :

- L’espace de Minkowski et dS; , vérifient le principe de causalité.

-AdS;, n’est pas chronologique : I'intersection entre AdS;, et les sous-espaces
de dimension 2 de R?", ol la forme quadratique est définie négative, produit des
courbes de type temps périodiques.
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Proposition 5.3. Tout espace-temps compact a une courbe périodique de type
temps.

Démonstration. Soit M un espace-temps compact. On va montrer qu’il existe un
point p dans M tel que p € I't(p) : par définition du futur d’un point on aura alors
une courbe périodique de type temps. La famille {I*(q)}4en est un recouvrement
ouvert de M, donc par compacité on peut en extraire un sous-recouvrement fini
{I*(q:) }i=1...n. Par définition de recouvrement il existe k1 € {1,...,n} tel que
@1 € I7(qy,), si k1 = 1 on a fini, sinon il existe ko tel que qr, € I (qx,). Par la
Remarque 3.5 on a ¢; € I (qx,), donc soit kg = 1, soit ko = k;. Dans le premier
cas on a fini, sinon on continue.

Comme le recouvrement est fini on doit a un moment tomber sur un g, déja
utilisé. Grace a la Remarque 3.5 on obtient ainsi ¢ € I7(gx) et donc une courbe
périodique de type temps. O

Le principe de causalité a lui seul ne suffit pas a rendre un espace-temps
admissible en physique. Il faut aussi étre sir qu’une particule ne puisse pas revenir
arbitrairement proche de son passé.

Définition 5.4. Un espace-temps M wvérifie le principe de causalité forte si tout
voisinage U d’un point x de M contient un voisinage ouvert V de x causalement
convexe.

Autrement dit M vérifie le principe de causalité forte si, pour tout point x de
M et pour tout voisinage U, il existe un voisinage V' de x, contenu dans U, tel
que toute courbe causale qui sort de V' n’y rentre plus.

Exemple 5.5. Un exemple d’espace-temps vérifiant le principe de causalité mais
pas celui de causalité forte est le quotient RM!/(z,t) — (z,¢) + (4,0) auquel on
enleve les demi-droites {t = 1,z < 2} et {t = 3,2 > 0}. En effet on voit qu’il n'y a
pas de courbes causales périodiques, donc I'espace vérifie le principe de causalité,
mais sur les points du segment entre (1,2) et (3,0) le principe de causalité forte
n’est pas vérifié.
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identifiés

Remarque 5.6. On considére un ouvert A d’un espace-temps. Le fait que A
vérifie le principe de causalité ou causalité forte et le fait que A soit causale-
ment convexe ne sont pas liés entre eux. Par exemple 'ouvert A := {(0,z) / 0 €
0,27[,z €] — 1, 1[} de 'espace-temps S! x R avec la métrique —df? + dz? est cau-
salement convexe mais il ne vérifie pas le principe de causalité. Par contre I'ouvert
B :={(0,z) /] 0 €0, 7[, f(#) >x > —1ou f(#) = |0 —m/2|} vérifie le principe
de causalité (méme forte) mais il n’est pas causalement convexe.

Par contre le Lemme de Gauss, Lemme 3.10, implique que toute carte exponen-
tielle d’un espace-temps vérifie localement le principe de causalité forte.

5.1 La causalité en tant que relation d’ordre

Dans un espace-temps on peut toujours définir les relations suivantes :
Définition 5.7. Soit M un espace-temps et x,y deux points de M. Alors :

r<ysi yeJ(x)
r<ysi yel(x)

La proposition suivante est évidente d’apres les définitions.

Proposition 5.8. Sur un espace-temps qui vérifie le principe de causalité la re-
lation < est une relation d’ordre. La relation < est transitive et antisymétrique
(mais bien sir pas réflezive).

Mais en fait on a mieux :
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Proposition 5.9. Soit x,y,z € M, alors
rlyety<z=z<z

r<yety<z=x<z

Pour une démonstration de ce résultat voir [44] ou [42]. En fait dans [42] (page
294) la Proposition 5.9 est démontrée en prouvant un résultat plus fort :

Proposition 5.10. Tout couple de point, reliés par une courbe causale o (diffé-
rentiable par morceaux) qui n’est pas une géodésique lumiéere ou une géodésique
lumiere reparamétrée, peut étre relié par une courbe de type temps arbitrairement
proche de .

Le corollaire suivant nous donne alors une propriété des points qui appar-
tiennent au futur (passé) causal d’un point p mais pas a son futur (passé) strict.

Corollaire 5.11. Pour tout point p de [’espace-temps et pour tout point q de
J=(p)\I~(p) (resp. de J*(p)\ I (p)), il existe un rayon géodésique lumiére passé
(resp. futur) issu de p qui passe par q.

Remarque 5.12. Soit £ (p) 'union des images des géodésiques lumieres passées
issues d'un point p de I’ espace-temps M. D’ apres le Corollaire précédent on a
I'inclusion (J*(p) \ I7(p)) C LT (p) mais I'inclusion réciproque n’est pas toujours
vérifiée. Par exemple si M = S! x R avec la métrique d6? — dt* on voit que pour
tout point p de M V'ensemble J*(p) \ I (p) est compact alors que L7 (p) ne Vest
pas.

5.2 Espaces causaux et topologie d’Alexandrov

Les relations < et < définis dans la section précédente permettent de généra-
liser & tout ensemble, qui ne soit méme pas une variété, le concept de causalité.
Dans [37] Penrose et Kronheimer ont donné une définition axiomatique d’espace
causal :
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Définition 5.13. Un ensemble N muni de trois relations <, < et — est un espace
causal si les relations vérifient les conditions suivantes :

.x =<,

.x <yety<zimplique x < z,

.x <y ety <z implique x =y,

. On ne peut pas avoir r < =,

. <yety<Kzimplique z K z,

<Ly ety < zimplique z K z,

. x — y si et seulement si < y et on n’a pas r < y.

N O Ul W N~

Ces trois relations sont les relations de causalité sur N : < est la relation causale
, < est la relation de chronologie et — est la relation d’horismos . Dans un espace
causal, deux des relations suffisent pour retrouver la troisiéme. Evidemment tout
espace-temps qui vérifie le principe de causalité est un espace causal dans le sens
de la définition précédente : en fait les relations < et < définies précédemment
sont des relations de causalités (voir les Propositions 5.8 et 5.9).
Sur tout espace causal il y a une topologie naturellement définie par les relations
de causalité :

Définition 5.14. Soit N un espace causal muni des relations <, <. La topologie
d’Alexandrov sur N est la topologie dont une base est constituée par les ensembles

W(z,y) ={z€ N/ < z<y}

Proposition 5.15. Soit M un espace-temps. La topologie d’Alexandrov définie
par les relations de causalité de M, > et <, coincide avec la topologie de M si et
seulement si M wvérifie le principe de causalité forte.

Cette proposition est un résultat classique dii a Kronheimer et Penrose et une
preuve peut étre trouvée dans [35], Proposition 3.11, chapitre 3.

6 Espace-temps globalement hyperboliques

Définition 6.1. Un espace-temps M est globalement hyperbolique s’il vérifie le
principe de causalité forte et que pour tout point x ety de M tels que y € J~(x),
Vintersection J*(y) N J~(z) est compacte.

Ceci est la définition classique de I’hyperbolicité globale, voir par exemple
[33], [35], [42],[44]. Signalons cependant, comme complément d’information, que
dans un article récent, [8], Sanchez a prouvé que si, au lieu de demander que
Iespace-temps M vérifie le principe de causalité forte, on demande juste qu’il
vérifie le principe de causalité, la définition qu’on obtient est équivalente a celle
qu’on vient de donner. Comme dans notre travail cette observation ne joue aucun
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role, on se contente de donner la définition classique.

Une propriété fondamentale des espaces-temps globalement hyperboliques, et
qui nous sera utile par la suite, est le résultat suivant! :

Lemme 6.2 ( [35] pag. 78 (corollaire 3.32) et [42] pag. 405 (Proposition 8)).
Soit M un espace-temps globalement hyperbolique. Soient {p, }nen €t {qn nen deuz
suites telles que p, — p et q, < p, et soient 7y, des courbes causales passées de p,,
a qy,. Alors :

=Sl existe q # p tel que q, — q et ¢ < p, il existe une courbe limite causale
passée pour les v, qui relie p a q.

-Si la suite {q,}nen n'admet pas de valeur d’adhérence, il existe alors une
courbe limite pour les v, qui est causale passée inextensible.

Une autre propriété fondamentale des espace-temps globalement hyperboliques
est :

Proposition 6.3 ([42] & pag. 412). Soit M un espace-temps globalement hyper-
bolique. Alors pour tout point p de M, J*(p) et J~(p) sont fermés.

Corollaire 6.4. Soit M un espace-temps globalement hyperbolique. Alors pour
tout point p de M, J*(p) est l'adhérence de I (p), de méme J~(p) est l'adhérence
de I~ (p).

Démonstration. D’apres le Corollaire 3.13 J~(p) est toujours contenu dans 'adhé-
rence de I~ (p), et comme d’apres la Proposition précédente, il est fermé on a le
résultat. O

Remarque 6.5. D’apres le Lemme 3.17 tout point d'un espace-temps admet une
base de voisinages ouverts globalement hyperboliques. Soit en effet ¢ : U — R!™
la carte donné par le Lemme 3.17 et soient p™ € I;(p) et p~ € I;(p). On a
d(JF (pF)) est contenu dans JE(p(pT)), ot J* et J~ sont le futur et passé causale
par rapport a la métrique de R,

L’espace RM™ est un espace-temps globalement hyperbolique donc quitte & prendre
pt et p~ plus proches de p on obtient que J~(¢(p™)) N JT(P(p~)) est com-
pact et contenu dans ¢(U). Alors ¢(J;; (p™) N Ji(p~)) est un fermé du compact
J(6(pT)) NI (p(p7)), il est donc compact. Comme pour tout point p’ < ¢’ de
J; (pT) N J(p7) Tensemble Ji; (¢') N Jih (p') est contenu dans Jg; (p*) N JF(p7),
on obtient que Ji; (p*) N J(p~) est un voisinage globalement hyperbolique de p
dans M. Les ouverts I (po) N I (qo) avec p~ < gy < p < po < p* sont alors une
base de voisinages ouverts globalement hyperboliques de p.

1. En fait, comme expliqué dans [44], la définition de courbe limite a été congue de fagon &
pouvoir disposer cette propriété pour les espace-temps globalement hyperbolique
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6.1 Développement de Cauchy d’un sous-ensemble achro-
nal

Définition 6.6. Soit A un sous-ensemble achronal de M. Le développement de
Cauchy futur (resp. passé) de A, noté Z7(A) (resp. 27 (A)), est U'ensemble des
points x de M dans le futur (resp. passé) strict de A tel que toute courbe causale
inextensible issue de = et orientée vers le passé (resp. futur) rencontre A.
L’union de A, de 21 (A) et de 2 (A), est appelé développement de Cauchy de A,
il est noté Z2(A).

Proposition 6.7 ([42] (page 421).). Soit A un sous-ensemble achronal de M.
Alors siint(Z2(A)) est non vide, il est globalement hyperbolique.

Proposition 6.8 ([42], pag. 423). Soit A un sous-ensemble achronal d’un espace-
temps M. Sip € int(2(A)\ I~ (A), alors J~(p) N P (A) est compact.

Lemme 6.9. Soit A une sous-ensemble achronale edgeless d’un espace-temps M.
Alors si 2T(A) =0 (27 (A) =0), pour tout point p € A il existe une géodésique
lumiére passée (future) ¢ : [0,00[— M issue de p inextensible dans M telle que
cN A est une géodésique lumiéere passé (future) contenue A qui n’a pas de point
limite passé (futur) dans A.

Démonstration. On montre que si 27 (A) = ) alors pour tout point p € A il existe
un rayon géodésique lumiere passé issu de p contenu dans A.

Soit p un point de A et soit {p, ey une suite de points dans I (p) qui converge
vers p. Comme Z7(A) = (), pour tout n dans N il existe une courbe causale
passée inextensible ¢, issue de p, qui ne rencontre pas A. Soit V un voisinage
ouvert globalement hyperbolique de p (cf. Remarque 6.5). Quitte a restreindre V
on peut supposer que V'\ A est 'union disjointe de deux ouverts V™ = L[} (ANV) et
V™ =1,(ANV) (voir Remarque 4.12). Soit U un voisinage relativement compact
de p contenu dans V.

Comme les courbes ¢, sont inextensibles elles sortent de U. Pour tout n € N soit
¢n un point dans OU N ¢,. Comme OU est compact, quitte & remplacer {q, }nen
par une sous-suite on peut supposer que {¢, }nen converge vers un point g de oU,
et, comme p € int(U), on a q # p.

Comme U est globalement hyperbolique d’apres le Lemme 6.2 il existe une courbe
causale passée entre p et ¢ contenue dans V. Comme les ¢, sont contenues dans
V', car elles ne rencontrent pas A, on obtient que ¢ appartient & VT U(ANV). Par
ailleurs, Jy, (p) est contenu dans V=~ U (A N V'), on obtient donc que ¢ appartient
a ANV. D’apres la Proposition 5.10, comme A est achronale, la courbe ¢ est une
géodésique lumiere contenue dans A.

On prolonge ¢ en une géodésique lumiere passé inextensible de M, ¢ : [0, co[— M.
D’apres le Proposition 5.10 et comme A est achronal (et connexe) l'intersection
cNA est connexe. Soit T = sup{t €0, co[: ¢(]0,¢]) C A}. On suppose par I’absurde
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qu’il existe un point limite passé ¢’ pour ¢ N A contenu dans A, alors ¢’ = ¢(T).
Par le méme raisonnement qu’avant il existe une géodésique lumiere ¢’, contenue
dans A, entre ¢’ et un point ¢ de A. D’aprés la Proposition 5.10 et comme A est
achronal, ¢ est contenue dans ¢. Donc il existe un ¢ > T tel que ¢([0,]) € A, cela
contredit la définition de T'. O

Dans [42] page 420 il est montré le lemme suivant :

Lemme 6.10. Soit A un sous-ensemble achronal et p € intZ(A). Alors toute
courbe causale inextensible qui passe par p rencontre les deuz ouverts IT(A) et

I-(A). O

D’apres ce résultat on peut montrer la réciproque du Lemme 6.9 quand A est
fermé :

Lemme 6.11. Soit A un fermé achronal edgeless d’un espace-temps M. On sup-
pose que pour tout point p € A il existe une géodésique lumiére passée (future)
¢ : [0,00[— M issue de p inextensible dans M telle que c N A est une géodésique
lumiére passé (future) contenue A qui n’a pas de point limite passé (futur) dans

A. Alors 7H(A) =0 (2= (A)=0).

Démonstration. Soit g un point dans I*(p) et soit 7 une courbe causale passée
entre ¢ et p. Comme A est fermé, la courbe causale ¢ est inextensible dans M,
donc la courbe yUc est une courbe causale inextensible issue de ¢ qui ne rencontre
pas I7(A). D’apres le Lemme 6.10 le point ¢ ne peut pas appartenir & 21 (A).
Comme le raisonnement peut étre répété pour tout p dans A et ¢ dans I (p) on
obtient 27 (A) = 0. O

Définition 6.12. Soit A une partie achronale edgeless d’un espace-temps M. On
note

9" P(A) = dint(2(A)) N I*(A)
9~ P(A) := dint(2(A)) N I~ (A)

Lemme 6.13. Soit A une partie achronale edgeless d’un espace-temps M. L’en-
semble 0T D (A) (0~ D(A)) est un sous-ensemble achronal edgeless de M tel que

son développement de Cauchy futur (passé) est vide.

Démonstration. Soit p un point de 2 (A)UT~ (A)UA et soit ¢ une courbe causale
passé inextensible issue de p. Comme ¢ doit rencontrer A, on obtient que tout point
de ¢ appartient a ZT(A) U I (A)U A, donc I~ (p) C 27(A) U I (A)U A pour
tout p, ce qui prouve que ZT(A) U~ (A)U A est un ensemble passé.

L’ensemble 07 Z(A) est un ouvert de la frontiere (2T (A)U T (A)U A) car il est
égal & J(2T(A)UIT (A)U A)NIT(A). Dapres le Lemme 4.15 07 Z(A) est un
sous-ensemble achronal edgeless de M.

Prouvons que le développement de Cauchy futur de 07 Z(A) est vide.
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Soit par 'absurde un point ¢ du développement de Cauchy futur de 0T 2(A). Alors
tout point p dans I~ (q) N IT(0TZ(A)) appartient a l'intérieur du développement
de Cauchy futur de 97 2(A). En particulier toute courbe causale passé inextensible
c issue de p rencontre 0T Z(A).

Si ¢ rentre dans Z(A) par définition elle rencontre A. Comme par hypothese p
n’appartient pas a Z(A), car p € IT(9t2(A)), il existe au moins une courbe
causale inextensible passée 7 : [0, 0c0[— M qui ne rencontre pas Z(A).
SiotP(A) C Z(A) on a fini, car v ne peut pas rencontrer 9+ Z(A) ce qui contredit
'hypothese du départ. On suppose alors 0T Z(A) € Z(A). Alors par hypothése
rencontre 0T Z(A).

Soit T > 0 tel que y(T) € 0T Z(A). Soit Ty :=sup{t > T : ([T, t]) C 0T 2(A)}.
On suppose T} # oo et qu'il est un maximum, donc v(77) appartient a 0+ Z(A).
Comme 07 Z(A) est un sous-ensemble achronal edgeless d’apres la Remarque 6.5
il existe un voisinage ouvert U de v(T}) tel que U \ 97 Z(A) est union disjointe
de deux ouvert U" et U~ 'un contenu dans I (01 Z(A)) et Pautre contenu dans
I=(072(A)). Quitte a prendre un voisinage U plus petit on peut supposer que
U~ contenu dans Z(A), car 9t Z(A) est un ouvert de 0Z(A). Pour t > Ty, t — T}
suffisamment petit, v(t) appartient a U™, et cela est absurde car on avait supposé
que 7y ne rencontre pas Z(A).

Donc ou T = oo ou y(77) n’appartient pas & 0T Z(A). Comme p € int(0+t Z(A)),
dans les deux cas on contredit la Proposition 6.8 car ([7,71]) est un fermé non
compact contenu dans J~(p) N 0T Z(A). Donc le lemme est prouvé. O

Corollaire 6.14. Si A est fermé dans M le rayon « est une géodésique lumicre
passée inextensible issue de p contenue dans 0T D (A).

Démonstration. Le corollaire est une conséquence directe du Lemme 6.9 et du
Lemme 6.13. ]

Remarque 6.15. On regarde le cas des fermés achronaux de ’espace de Min-
kowski. D’apres le Lemme 6.11 le développement de Cauchy des hyperplans lu-
micres de R est vide. Soit A un fermé achronal edgeless de I’espace de Min-
kowski. D’apres le Lemme 6.9 le développement de Cauchy de A est vide il est
feuilleté par des géodésiques lumieres. En fait d’apres la Proposition 1.5.8 et le
Lemme 1.5.9 de [5], ol les fermés achronal edgeless de R'" sont étudiés en détail,
on obtient que Z(A) est vide si et seulement si A est un hyperplan lumieére de
RL™,

6.2 Hypersurfaces de Cauchy et Théoreme de Geroch

Définition 6.16. Une hypersurface de Cauchy de M est un fermé achronal edge-
less ¥ C M tel que 2(%) = M.
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Définition 6.17. Une fonction temps sur un espace-temps M est une application
continue ¢ : M — R qui croit strictement le long de toute courbe causale future.

Une fonction-temps de Cauchy est une fonction-temps telle que sa restriction a
toute courbe causale inextensible est surjective.

Théoreme 6.18. Les assertions suivantes sont équivalentes :
— 1) M est globalement hyperbolique
— 2) M admet une hypersurface de Cauchy
— 3) M admet une fonction-temps de Cauchy.

Démonstration. (Idée) L’implication 2) = 1) est conséquence de la Proposition
6.7. Comme l'existence d’une fonction temps de Cauchy implique que ’espace-
temps vérifie le principe de causalité forte et comme on voit facilement que les
hypersurfaces de niveau de la fonction-temps de Cauchy sont des hypersurfaces
de Cauchy, on a 3) = 2).

La partie difficile du théoréme est I'implication 1) = 3). Ce résultat, communé-
ment connu comme théoréme de Geroch, est montré en détail dans [26] ou aussi
[19, pag. 1155]. On se limite ici & donner un schéma de la preuve. Sur M on
considére une mesure y tel que (M) = 1, p charge les ouverts, u(0I*(p)) = 0
pour tout point p de M plus une autre hypothese technique sur la régularité de
4 impliquant que I'image d’un plongement localement Lipschitz est de mesure
nulle. Une telle mesure existe toujours sur une variété lorentzienne : il suffit de
prendre une mesure de probabilité absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue. On définit alors des applications t* : M — R et ¢t~ : M — R par
t=(p) := Fu(I*(p)). Il est intuitivement assez clair que ¢+ et ¢~ croissent le long
de toute courbe causale future : en effet soient p et ¢ deux points dans M tels que
p < qetp#q,alors I~(p) C I~ (q) et, d’apres la Proposition 8.9, qu'on verra
dans la section suivante, I’hyperbolicité globale de M implique que cette inclusion
est stricte. Comme g charge les ouverts, il suffit de montrer que 1= (q) \ I~ (p)
est d’intérieur non vide pour avoir que ¢t~ est croissant le long de toute courbe
causale. On admet ce fait, tout comme le fait que t* et ¢~ soient continues. Les
fonctions ¢+ et ¢t~ sont alors des fonctions temps. C’est a partir de ces fonctions
temps qu’on pourra construire deux fonctions temps de Cauchy T et T~ et donc
prouver le théoreme. O

Remarque 6.19. Les fonctions temps de Cauchy T et T~, obtenues dans la
preuve du Théoreme 6.18, sont seulement continues. Il s’avére qu’on peut montrer

mieux : tout espace-temps globalement hyperbolique admet une fonction temps de
Cauchy lisse (voir [10])

Soit t : M — R une fonction-temps de Cauchy lisse, alors son gradient Vi
est un champ de vecteurs partout causaux. Soit ¢g, le flot associé, ses orbites
sont des courbes causales inextensibles. Maintenant si on fixe un niveau de t,
{t = a} =: S C M, on peut définir 1" application s : M — S qui & un point
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x € M associe I'unique intersection s(x) de la courbe ¢, (z) avec 'hypersurface
de Cauchy S. Le point x est alors de la forme ¢*®)(s(x)), et 'application

M— S xR

r — (s(x),t(x))

est un difféomorphisme.
Comme d’apres le Théoreme 6.18 et la Remarque 6.19 tout espace-temps globale-
ment hyperbolique admet une fonction-temps de Cauchy différentiable on obtient :

Corollaire 6.20. Tout espace-temps globalement hyperbolique M est difféomorphe
a un produit S x R de sorte que chaque S x {t} est une hypersurface de Cauchy,
et que la projection sur le facteur R est un temps de Cauchy.

Il n’est pas vrai en général qu’ un fermé achronal edgeless d’un espace-temps
globalement hyperbolique est une hypersurface de Cauchy. Par exemple le lieu
{z € R"™/||z||1,, = —1}, est un fermé achronal edgeless qui n’est pas intersecté
par les droites lumiéres passantes par 'origine de R". Les deux résultats suivants
montrent que cela est vrai quand on rajoute certaines hypotheses.

Proposition 6.21. Soit S un fermé achronal edgeless compact d’un espace-temps
globalement hyperbolique M, alors S est une hypersurface de Cauchy de M.

Démonstration. Par hypothese S est un fermé achronal edgeless. Pour vérifier
qu’il s’agit d’une hypersurface de Cauchy de M nous devons juste montrer que S
est intersecté par toute courbe causale de M.

On commence par montrer les égalités 0I(S) = 0IT(S) = S. On suppose par
'absurde qu'’il existe un point p € I~ (S) qui n’appartient pas a S. Soit {p,}
une suite dans I~(S) qui converge vers p. Par définition pour chaque n il existe
un point z, dans S tel que p, € I~ (z,). Comme S est compacte les z, ont une
valeur d’adhérence qu’on appelle z. En passant éventuellement a une sous-suite
on est alors sous les hypotheéses du Lemme 6.2 : il existe une courbe causale
passée 7y entre z et p. Comme p € 9I~(5) \ S la courbe v doit étre for¢ément
un morceau de géodésique lumiere (voir Corollaire 5.11). Dans ce cas tout point
p’ # p appartenant a «y est dans 9~ (95) \ S.

Soit maintenant une courbe de type temps ¢ entre un point p’ de v et un point
2 € I'(z). Comme S est edgeless, par définition, si p’ et 2’ sont suffisamment
proches de z, la courbe ¢ doit rencontrer S en un point ¢q. D’apres la Proposition
5.10 on a alors p € I~ (q), donc p € I~(S), qui est absurde.

Le méme raisonnement permet de montrer que 9I7(S) = S, donc on obtient
M=I(S)usSuI ().

Maintenant soit ¥ une hypersurface de Cauchy entierement contenue dans I7(S5).
Une hypersurface de Cauchy de cette sorte existe car S est compacte : en fait si
7 : M — R est une fonction temps de Cauchy, on a que 7 restreinte a S admet
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un maximum A, on pose alors X := 771(b) avec b > A.

Soit alors p un point dans I~ (.S) et soit a une courbe causale future inextensible
issue de p. La courbe a doit rencontrer Y, donc, comme 3 est strictement contenue
dans I1(S), a doit sortir de l'ouvert /= (S5) avant de rencontrer ¥ et donc «
doit rencontrer la frontiere de I*(S). On a montré que la frontiere de I7(S) est
exactement S donc « rencontre S.

On vient de prouver que I~ (S) est égal au développement de Cauchy passé de
S, Pouvert D~ (S). Un raisonnement analogue (en choisissant cette fois ¥ dans
I=(S)) permet de prouver aussi que I1(S) = D*(S), ce qui acheve la preuve de
la proposition. O

Proposition 6.22. Un fermé acausal edgeless ¥ de M est une hypersurface de
Cauchy si et seulement si il rencontre toute géodésique lumiére inextensible de M.

Démonstration. Le résultat est prouvée dans [42], Corollaire 54, pag. 431. O

6.3 Exemples
Développements de Cauchy de fermés achronaux

D’apres la Proposition 6.7 un moyen rapide de produire des espace-temps
globalement hyperboliques est tout simplement de considérer le développement
de Cauchy d’un fermé achronal. Encore faut-il que ce développement ait la bonne
topologie !

Lemme 6.23. Le développement de Cauchy d’un ensemble acausal edgeless est
un ouvert. L

Ce lemme est prouvé dans [42] page 425 dans le cas ou le fermé acausal ed-
geless est une hypersurface de 'espace-temps, ce qui in fine est le cas général
d’apres le Lemme 4.11. D’apres [42] page 423 I'hypothese "acausal' ne peut pas
étre remplagée par 'hypothese plus faible "achronal”.

Le lemme suivante découle directement d’apres la Définition 6.1 :

Lemme 6.24. Tout ouvert causalement convexe d’un espace-temps globalement
hyperbolique est globalement hyperbolique.

Espaces de Sitter et de Anti de Sitter

L’intersection de dS; ,, avec les hyperplans spatiaux de R"" sont des hypersur-
faces de Cauchy. L’espace de Sitter est lui aussi globalement hyperbolique.
Par contre 'espace AdS;, n’est pas causal donc n’a aucun espoir d’étre globa-
lement hyperbolique. Méme son revétement universel AdS 1n, qui est fortement
causal, n’est pas globalement hyperbolique.

42 6. ESPACE-TEMPS GLOBALEMENT HYPERBOLIQUES



CHAPITRE 1. ESPACE-TEMPS

L’hyperbolicité globale de 'espace de Sitter et la non globale hyperbolicité
de T'espace anti-de Sitter est plus facile a étudier si on considere leurs modeles
conformes, c’est-a-dire si on les plonge dans l'espace d’Einstein comme décrit
dans la section 2.7. On repousse donc cette étude a ce moment la.

Espace de Minkowski

On voit facilement, en utilisant la Définition 6.1 que 'espace de Minkowski
est globalement hyperbolique. Un exemple d’hypersurface de Cauchy pour R
est Phyperplan {z € R'Y"/zy = 0}, et une fonction-temps de Cauchy est juste
(o, T1y ..oy Ty) > T

Lemme 6.25. Toute hypersurface de Cauchy de R est le graphe d’ une appli-
cation 1-Lipschitz de R™ a R.

La réciproque, a savoir que le graphe d'une application 1-Lipschitz de R™ dans
R soit une hypersurface de Cauchy pour R'"™, n’est pas toujours vrai. Par exemple
le développement de Cauchy du fermé achronal edgeless {(z,t) € R'"™ / —* +
|z||* = —1} est le futur du point (0, 0) et non 'espace de Minkowski tout entier.
D’apres le Lemme 6.23 le développement de Cauchy d’un fermé acausal edgeless
est un ouvert globalement hyperbolique de l'espace de Minkowski. Ces ouverts
ont été étudiés et classifiés dans [5] (pages 2-20). On expose ici brievement ces
résultats de classification.

Définition 6.26. Un domaine de dépendance régulier futur (passé) est un ouvert
de RM qui peut étre écrit comme l'intérieur de I’ intersection du futur (passé)
strict d’au moins deux hyperplans lumiéres non paralléles.

On arrive facilement a visualiser certains domaines de dépendance : par exemple,
I'intersection du futur de deux hyperplans lumieres ; un autre exemple est I'inter-
section du futur de tous les hyperplans lumieres passant par un point donné, i.e.
le futur de ce point. On voit que les domaines de dépendance réguliers sont tou-
jours globalement hyperboliques : en effet il est évident que le futur de tout point
dans un domaine de dépendance est contenu dans le domaine méme et donc aussi
Iintersection de ce futur avec le passé de n’importe quel point ; de plus cette in-
tersection est compacte (car elle I'est déja dans Minkowski) et donc tout domaine
de dépendance régulier est globalement hyperbolique.

Proposition 6.27. Soit M un ouvert globalement hyperbolique de [’espace de
Minkowski, développement de Cauchy d’ un fermé achronal edgeless. On est alors
dans une des situations suitvantes :

1) M est un domaine de dépendance régulier
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2) M est le futur d’un hyperplan lumiére
3) M est l'intersection entre le futur d’un hyperplan lumiére et le passé d’un autre
hyperplan lumiére paralléle au premier.

D’apres le Corollaire 6.20, tout espace globalement hyperbolique a une hyper-

surface de Cauchy, et donc tout ouvert globalement hyperbolique de Minkowski
est un développement de Cauchy d'un ensemble achronal edgeless. Cependant,
I’ensemble achronal peut ne pas étre fermé, et par suite il existe des ouverts glo-
balement hyperboliques de I'espace de Minkowski qui ne rentrent pas dans les cas
traité par la Proposition précédente.
L’exemple le plus simple d’ ouvert globalement hyperbolique de ’espace de Min-
kowski sans hypersurface de Cauchy fermée dans l’espace de Minkowski est 1’
intersection I~ (p) N I7(q) (quand elle est non vide) entre deux points p et g de
I’espace de Minkowski.

7 Espace-temps statiques

Définition 7.1. On dit qu’un espace-temps globalement hyperbolique (M, g) est
statique lorsqu’il existe un champ de Killing partout de type temps X et une
hypersurface plongée compléte X2 partout orthogonale a X .

On note ¢ le flot du champ de vecteurs X. Chaque orbite de ¢’ est une courbe
temporelle inextensible est doit donc rencontrer ¥. On peut identifier ’espace des
orbites de ¢% & I'hypersurface de Cauchy ¥. L’application (x,t) — ¢ (x) est
alors un difféomorphisme entre > x R et M. Comme X est un champ de vecteurs
Killing la métrique Lorentzienne se décompose alors sous la forme :

go(z) — a(z)dt?

ou gp est la métrique induite sur ¥ et ou l'application x € ¥ — a(z) €]0, +oo[
est définie par a(z) = —g, (X, Xp).

L’espace de Minkowski est un exemple d’espace-temps statique ou X est un espace
Euclidien et a la fonction constante égale a 1 partout.

On va voir que les propriétés démontrées pour les ensembles achronaux et acausaux
de I'espace de Minkowski, en particulier la Proposition 4.6 et le Corollaire 4.9, se
généralisent a tout espace-temps statique.

Remarque 7.2. Les métriques go(z) — a(x)dt? et go(z)/a(z) — dt? sont obtenues
I'une de 'autre en multipliant par une fonction positive. On verra dans le chapitre
2 que cela implique que les deux espace-temps qu’on obtient ont la méme structure
causale. En particulier les mémes sous-ensembles achronaux et causaux, et les
courbes causales sont les mémes en tant que lieu géométrique. On ne perd donc
aucune généralité en se restreignant au cas particulier ou métrique s’écrit sous la
forme g — dt?, ou g est une métrique riemannienne sur .
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Proposition 7.3. Soit M un espace-temps statique s’identifiant a ¥ X R avec la
métrique g — dt?. Alors toute partie achronale A de M est le graphe d’une appli-
cation f: U C X — R qui est 1-Lipschitz pour la métrique g sur X. L’ensemble U
est un ouvert si et seulement si A est edgeless. De plus A est un fermé achronal
edgeless si et seulement st U = 3.

Démonstration. Tout d’abord, on observe que pour tout point (x,t) et (2/,t') de
Y xR, ona (x,t) < (2,t') si et seulement si ¢’ —¢ majore la distance do(x, ") pour
la métrique g (la preuve est similaire a celle faite pour 'espace de Minkowski, cf
Lemma 3.14)

Les courbes t — (z,t), avec z fixé sur X, sont des courbes de type temps de M.
Elles rencontrent donc chacune une seule fois le sous-ensemble A et 'hypersurface
de Cauchy ¥ x {0}. Ceci revient a dire que la restriction a A de la projection
s: M — ¥ qui a (x,t) associe x est injective. On note U son image dans .
L’application f := (s|4)™' : U — M est alors bien définie et il est clair que son
graphe est le sous-ensemble A.

Soient x; et x9 deux points de U. Comme A est achronal (xq, f(22)) n’appartient ni
aIt(xy, f(z1)) nia I~ (zy, f(z1)) : il découle alors de notre remarque préliminaire
que f est 1-Lipschitz.

Le fait que A est edgeless si et seulement si U est ouvert provient directement
de la définition de f. Comme s est 1-Lipschitz, A est fermé si et seulement si
son image U est fermée elle aussi. Donc, par connexité de X, si A est un fermé
achronal edgeless alors U = ¥. Inversement, si U = X, comme [ est continue, le
graphe de f est fermé, et il est aussi edgeless car U est aussi ouvert. On obtient
alors bien que A est un fermé achronal edgeless si et seulement si U = X, et la
proposition est prouvée. O

Corollaire 7.4. Soit M un espace-temps statique s’identifiant a 3 xR et tel que S
est compacte. Alors les hypersurfaces de Cauchy de M sont exactement les graphes
d’applications 1-Lipschitz f : S — R.

Démonstration. Toute hypersurface de Cauchy est un fermé achronal edgeless,
la proposition précédente implique alors qu’il est le graphe d’une application 1-
Lipschitz de S dans R. Réciproquement si on se donne une application 1-Lipschitz
f S — R, toujours d’apres la Proposition précédente on a que son graphe G est
un fermé achronal edgeless. De plus GG est compact, car f est continue et S est
compact. Donc d’apres la Proposition 6.21 on a le résultat. O

Une autre propriété intéressante des espace-temps statiques est la suivante :

Lemme 7.5. Soit M un espace-temps statique et A une hypersurface spatiale
compleéte immergée dans M. Alors A est le graphe d’une application 1-contractante
f X = R. En particulier A est acausale.

On remarque qu’a priori une hypersurface spatiale complete immergée dans
M est achronale seulement localement et non globalement.
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8 Espace-temps causalement continus
et distinguants

Le concept d’espace-temps causalement continu a été introduit par Hawking
et Sachs dans [32].

Définition 8.1. Soit une F' application qui a chaque point p d’un espace-temps
M associe un ouvert F'(p).

On dit que F' est continue intérieurement en p si pour tout ensemble compact
K C F(p) il existe un voisinage U de p tel que K C F(q) pour tout ¢ dans U.
On dit que F' est continue extérieurement en p si pour tout ensemble compact

K C M\ F(p) il existe un voisinage U de p tel que K C M \ F(q) pour tout ¢
dans U.

Lemme 8.2. Soit M un espace-temps, alors l'application p € M — I~ (p) est
continue intérieurement.

Démonstration. Soit K C I~ (p). La famille d’ouverts {I~(q) / ¢ € I~ (p)} est un
recouvrement, ouvert de I~ (p) et donc de K. On extrait un sous-recouvrement fini
{I7(¢;) /1 =1,...,m}, alors 'ensemble U := N, 17 (g;) est un ouvert tel que le
passé strict de chacun de ses points contient K. ]

De la méme fagon on prouve que dans tout espace-temps M ['application
p € M —— I*(p) est aussi continue intérieurement.

Définition 8.3. Un espace-temps est causalement continu si les applications p €
M — I~ (p) et p € M —— I*(p) sont continues extérieurement.

Grace au Lemme 3.14 il est facile de voir que 'espace de Minkowski est cau-
salement continu. La figure qui suit montre que RY\ {(x,0) / x > 0} n’est pas
causalement continu : en effet z € M —— I~ (z) n’est pas extérieurement continue
en p.
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Proposition 8.4 ([32]). Un espace-temps causalement continu vérifie le principe
de causalité forte.

Théoréeme 8.5 ([32], page 292). Un espace-temps M est causalement continu si
et seulement si les deux applications t+ et t= (définies dans la preuve du théoréme
6.18) sont des fonctions temps pour M.

Comme dans la preuve du Théoréme 6.18 on montre que si M est globalement
hyperbolique alors t* et ¢t~ sont des fonctions temps de Cauchy, on a le corollaire
suivant :

Corollaire 8.6. Un espace-temps globalement hyperbolique est causalement continu.
La propriété qui jouera un role central au chapitre 4 est la suivante :

Définition 8.7. Un espace-temps M est dit distinguant si les deuz applications
pE Mvr— Jt(p) et p € M —— J (p) sont injectives.

Proposition 8.8. Tout espace-temps causalement continu est distinguant.
La proposition suivante est donc un corollaire immediat du Corollaire 8.6 :

Proposition 8.9. Tout espace-temps globalement hyperbolique est distinguant.
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Chapitre 2

Espace-temps conformément
plats

1 Causalité et applications conformes

Dans le premier chapitre on a défini la structure causale d'un espace-temps
comme étant une structure déterminée par la métrique lorentzienne de 1’espace-
temps en question. Maintenant on se pose la question suivante : est-il possible que
deux métriques lorentziennes différentes, définies sur une méme variété, définissent
la méme structure causale ?

Définition 1.1. Soit g et h deux métriques sur une variété M. On dit que g et
h sont dans la méme classe conforme s’il existe une application A : M — R telle
que pour tout x in M, g, = e h,.

Changer la métrique en une autre métrique dans la méme classe conforme
revient donc a multiplier, en chaque espace tangent, la métrique d’ origine par
une constante positive. Le type causal des vecteurs n’est alors pas modifié. La
structure causale de I'espace-temps n’est donc pas modifiée si on change de mé-
trique dans la méme classe conforme : une courbe causale, temps ou espace est
encore une courbe causale, temps ou espace, le passé et futur de tout point reste
inchangé, une hypersurface de Cauchy reste encore une hypersurface de Cauchy,
ete...

"Appartenir a la méme classe conforme" est une relation d’équivalence sur I’espace
des métriques, de méme signature, définies sur M. C’est pour cette raison qu’on
utilise la terminologie "classe" conforme.

On appellera espace-temps conforme ou simplement espace-temps, quand il n’y
pas d’ambiguité, un espace-temps muni d’une classe conforme de métrique lo-
rentziennes. Dans ce contexte les difféomorphismes conformes jouent le role des
isométries : on ne fait pas la distinction, du point de vue causal, entre deux espace-
temps qui sont difféomorphes par un difféomorphisme conforme.
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Définition 1.2. Soient M et N variétés muni respectivement des métriques g et
¢'. Un difféomorphisme local f : M — N est dit conforme si la métrique f*g’ est
dans la méme classe conforme de g.

On a vu que deux métriques dans la méme classe conforme définissent la méme
structure causale. Par contre les géodésiques définies par ces deux métriques n’ont
en général aucune raison d’étre les mémes. cela dérive du fait que la connexion de
Levi-Civita n’est pas préservée par les changements conformes. Donc 1'équation
qui définit les géodésiques n’est pas la méme. La formule qui donne I’expression
explicite de la modification de la connexion de Levi-Civita lorsqu’ on change de
métrique dans la méme classe conforme, peut étre trouvé dans [35], chapitre 9.
Dans le méme chapitre, Lemme 9.17, est montré le résultat suivant :

Lemme 1.3. Soit (M, g) un espace-temps et f : (M, g) — (M, g) une application
conforme, alors [ envoie géodésiques lumiéres sur géodésiques lumiéres (ici on
consideére les géodésiques comme non paramétrées)

Ce résultat n’est pas si étonnant qu’il peut paraitre au premier abord si on
considere les remarques suivantes : tout d’abord, cette propriété est locale , on
peut donc se ramener au cas ou la variété est globalement hyperbolique et f un
difféomorphisme. Supposons pour simplifier que M soit un ouvert de I'espace de
Minkowski. Soit p un point de M, on note ¢ = f(p). Soit & une géodésique lumiere
qui passe par p, on veut prouver que f o« est une pré-géodésique lumiere pour la
métrique g. On sait que les vecteurs tangents a la courbe f o a sont tous de type
lumiere. De plus, f préserve la structure causale de M, donc f(0I*(p)) = 0I%(q).
Alors foa est une courbe C'! de type lumiére entiérement contenue dans 1% (gq). Or
dans I'espace de Minkowski, on voit facilement que toute courbe causale contenue
dans le cone des vecteurs lumieres est une pré-géodésique lumiere, ce qui est donc
la nature, comme voulu, de f o a.

Ce qui précede n’est bien stir qu'une esquisse de preuve dans un cas tres
particulier, mais elle donne une idée intuitive de la raison pour laquelle le résultat
est vrai. Pour une autre preuve du Lemme 1.3 , basée sur le fait que les géodésiques
lumieres sont les solutions dans le niveau 0 d’un systéeme hamiltonien, voir le
chapitre 1, page 14, de [24].

Remarque 1.4. Le fait que la structure causale d’un espace-temps est un inva-
riant conforme implique que toute propriété n’impliquant que la structure causale,
telle 'achronalité, la forte causalité, I’hyperbolicité globale, etc..., reste vraie si on
modifie la métrique en restant dans la méme classe conforme.

Remarque 1.5. On a vu que si deux métriques lorentziennes ¢ et ¢’, définies sur
une variété M, appartiennent a la méme classe conforme alors elles définissent
sur M la méme structure causale. Dans [34] S.W. Hawking, A.R. King et P.J.W.
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McCarthy montrent que si g et ¢’ définissent sur M la méme structure d’espace-
temps et que cette structure est fortement causal, alors g et ¢’ appartiennent a la
méme classe conforme.

D’apres les résultats de la Section 3.1 le coeur de cette preuve est de montrer que,
étant donné un espace-temps M fortement causal, tout homéomorphisme F' de M
qui préserve la structure causale est différentiable. Cela est le contenu du Corollaire
au Théoreme 5 page 180 de [34]. La preuve du Théoréme 6 de [34] en découle alors
facilement. On obtient donc que I'application identité de M, qui est bien stir un
homéomorphisme de la structure causale, est une application conforme : donc g
et ¢’ sont conformément équivalentes.

1.1 Rigidité des applications conformes et théoreme de
Liouville

Le théoréme de Liouville est a l'origine un théoreme de géométrie rieman-

nienne conforme, dont une preuve, dans le cas général des métriques pseudo-
riemanniennes conformes, a été donnée par C. Frances dans [24]. Ce théoréme est
centrale dans I’étude des espace-temps conformément plats de dimension supé-
rieure ou égal a 3.
A la base du théoréme de Liouville il y a un phénomene général : la rigidité des
applications conformes entre variétés pseudo-riemanniennes de dimension supé-
rieure ou égale a 3. Ce phénomene de rigidité est bien connu, voir par exemple
[36], [25] et [46].

Définition 1.6. Soit f : U C R" — R"™, U ouvert, on appelle r-jet de f en un
point x € U noté, 57 f, la troncature a l'ordre r de son développement de Taylor.

On veut généraliser la définition de r-jet aux difféomorphismes entre variétés.
Etant donné un difféomorphisme f : M — N entre deux variétés M et N, on
pourrait définir le r-jet de f en un point x € M comme le développement de
Taylor jusqu’a l'ordre r dans une carte, mais cette définition dépendrait pas de la
carte choisie. Par contre on observe que le fait que deux applications f,h: M — N
aient le méme r-jet dans une carte en un point x de M ne dépends pas de la carte
ol on se place. On peut donc définir une relation sur groupe des difféomorphismes
de M vers N : deux applications f et h sont en relation si et seulement si elles ont
le méme r-jet en x. Il est facile de vérifier qu’il s’agit d’une relation d’équivalence.

Définition 1.7. Soient f : M — N un difféomorphisme entre deux variété M et
N. Le r-jet de f en un point x de M est la classe d’équivalence de f par rapport
a la relation "avoir le méme r-jet dans une carte". On le note j. f.

On peut maintenant énoncer le résultat de rigidité locale des applications
conformes. Une preuve de ce résultat peut étre trouvée dans [24], chapitre 2.
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Théoreme 1.8. Soient M et N deux variétés pseudo-riemanniennes connexes de
dimension supérieure ou égal a 3. Soient f et g deux applications conformes de
M dans N. Si f et g ont le méme 2-jet en un point x de M alors coincident sur

M.

Le théoreme de Liouville est une application de ce résultat dans les cas confor-
mément plat. Quand la métrique est définie positive, le Théoreme de Liouville
s’énonce comme suit

Théoréme 1.9. (Liouville) Pour n > 3, toute application conforme entre deux
ouverts de R™ est la restriction d’un unique élément de O (1,n).

Le groupe O1(1,n) est le groupe des isométries de RY™ qui préservent 1’orienta-
tion chronologique, mais les éléments de O1 (1, n) sont aussi des difféomorphismes
conformes de S™. Le Théoreme 1.9 implique que O7 (1, n) est exactement le groupe
des difféomorphismes conformes de S”, autrement dit le groupe des transforma-
tions de Mobius.

La preuve du Théoreme 1.9 est basée sur le Théoreme 1.8 dans le cas ou la mé-
trique est définie positive. Il s’en suit que le Théoreme de Liouville peut étre
reformulé dans le contexte plus général de la signature (k,h) avec K # 0. Les
détails et la démonstration du Théoreme de Liouville dans le cas général des qua-
driques standards pseudo-riemanniennes peuvent étre trouvés dans [24], chapitre
2.

Le cas qui nous intéresse est celui de signature (1,7). On énoncera donc que la ver-
sion lorentzienne du théoreme de Liouville, Théoreme 2.5, ou le role de la sphere
riemannienne S™ est pris par son correspondant lorentzien : I'espace d’Einstein.
On va donc d’abord définir I'espace d’Einstein.

2 L’espace d’Einstein

Dans cette section on va étudier la géométrie et la causalité de I'espace-temps
d’Einstein ainsi que celles de sont revétement universel. L’étude de cet espace-
temps est central pour comprendre les espace-temps conformément plats : il joue
le role de la sphere conforme pour le géométrie riemannienne. La version lorent-
zienne du théoreme de Liouville implique en fait que tout espace-temps confor-
mément plat de dimension supérieur ou égale a trois est localement modelé sur
I'espace d’Einstein, exactement de la méme fagon que le fait que toute variété
conformément plate riemannienne de dimension au moins 3 est localement mode-
lée sur la sphere conforme.

Continuons les analogies entre géométrie riemannienne et lorentzienne. Rappelons
que la sphere conforme S"™ s’identifie au bord conforme de 'espace hyperbolique
H"*! qui est ’espace modeéle riemannien & courbure constante —1. De plus toute
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isométrie de H"*! se prolonge en un difféomorphisme conforme de S" et, récipro-
quement, tout difféomorphisme conforme de S™ est le prolongement au bord d’un
unique isométrie de H"™!. La situation en géométrie lorentzienne est tout a fait
similaire. On verra en fait que ’espace d’Einstein de dimension n+1, Eing ,, peut
étre défini comme étant le bord conforme de I'espace-temps modele a courbure
constante négative de dimension n + 2, a savoir 'espace-temps AdS; ,,41. Encore
une fois toute isométrie de AdS; 11 se prolonge en un unique difféomorphisme
conforme de son bord, Ein;,, et de méme tout difféomorphisme conforme de
Ein, ,, provient d'une unique isométrie de AdS; ;1.

Les projections stéréographiques permettent de voir que ’espace hyperbolique H"
est conformément équivalent a une hémisphere de la sphere S”, et que la sphere
S™ privée d’un point est conformément équivalente a ’espace euclidien E™. Donc
les trois espaces riemanniens a courbure constante s’identifient conformément a
des ouverts de S™. Cette situation admet une version lorentzienne : on verra que
les trois espace-temps modeles a courbure constante, R'", dS, ,, et AdS;,,, s'iden-
tifient conformément a des ouverts de I'espace Ein ,,.

2.1 Le modele projectif de I’espace dS; ,, et la sphére conforme

STL

Il est bien connue que le bord a 'infini de I’espace hyperbolique H" ™! s’identifie
a la sphere riemannienne conforme S™. Une fagon du voir est de considerer le
modele de Klein de I'espace hyperbolique, noté D"+ qui est défini en projetant
sur PR"*2 le cone des vecteurs de type temps de R'™F! Le bord de 'ouvert
D™+ ansi obtenu est la projection du cone des vecteurs lumieres. Ce bord est
naturellement muni d’une structure conforme qui permet de 'identifier a la sphere
conforme S"™.
On va décrire ici une construction similaire qui fait rentrer en jeu, a la place
du modele projectif de I'espace hyperbolique, le modele projectif de 'espace de
Sitter. Contrairement & ce qu’on fait pour définir D", dans la définition du
modele projectif de I'espace de Sitter est plus utile de considérer un revétement
double de PR'™, la sphere des directions. La sphére des directions de 'espace
vectoriel R™*2 est définie comme suit :

S(R"?) := (R"2 < {0})/x ~ e*z, A € R (2.1)

Soit 7 : R™2 \ {0} — S(R"™?) la projection canonique au quotient. On
rappelle (voir section 2.2) que l'espace dS;, est défini comme le lieu des des
vecteurs de R ou la forme quadratique Qi ,41 vaut 1, muni de la métrique
induite. Il est alors clair que 7 rétreinte a dS; ,, est injective, et que son image est
un ouvert.
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Définition 2.1. L’image de I'espace dS; ,, par 7 est le modéle projectif de l’espace
de Sitter de dimension n + 1, on le note DS, ,,.

La frontiere de I'ouvert DS, ,, est composée de deux composantes connexes,

qui sont les images par 7 des deux composantes connexes de C, les fermés 7(C™)
et m(C7). Ces fermés sont aussi les bords dans S(R"*?) des deux copie du modele
projectif de l’espace hyperbolique, respectivement ]D’}fl et ]D>1_’"+1, qui sont les
images par m des deux composantes connexes du cone des vecteurs de type temps
de RbnHL
Suivant un procédé similaire a celui utilisé pour le bord du modele projectif de
I'espace hyperbolique, on peut voir que la forme quadratique ambiante de RH™+1
définit naturellement une structure conforme riemannienne sur les fermés p(C*)
et m(C'7). Avec cette structure 7(CT) et 7(C™) s’identifient naturellement a deux
copies de la sphere conforme : on les note respectivement S et S”.
L’action du groupe Og(1,n + 1) sur R passe au quotient en une action sur
S(R™*2). Cette action préserve DSy ,, ainsi que sa sa frontiere. Sur DS, et sur les
deux copies de D", c’est une action par isométries, et sur les deux spheéres S7
et S” c’est une action conforme. Comme on sait par ailleurs que Conf*(S") =
Op(1,n+1) = Isom(DS, ,), la situation est la suivante : toute isométrie de DS, ,,
se prolonge en un difféomorphisme conforme de son bord et réciproquement tout
difféomorphisme conforme du bord provient d’une isométrie de DS, ,. Donc on
obtient

Oo(1,n + 1) = Isom(dS; ny1) = Isom(H"") = ConfT(S).

Pour certains aspects, par exemple pour I'étude des géodésiques, la structure cau-
sale de dS; ,, est plus facile a décrire dans le modele projectif.

Structure causale de DS, ,

L’intérét de considérer le modele de Klein est, entre autre, lié au fait qu’on a
une tres simple description de ses géodésiques : elles sont les composantes connexes
des intersections de DS, ,, avec les droites projectives de S(RM*1). Les droites
projectives sont les images par 7 des sous espaces de dimension 2 de RY™*L. Le
type causal d'une géodésique de DS, ,, est alors déterminé par la signature de
Q1,41 sur le plan dont I'image par 7 détermine la géodésique.

Soit 7 une droite projective de S(RY™ 1) r = w(P), o P est un plan par lorigine
de RY™ 1 alors on a les trois cas :

— (1,41 est définie positive sur P si et seulement si la droite r ne rencontre
pas les spheres S} : dans ce cas r est de type espace et elle est entierement
contenue dans DS, ,,.

— P est tangent au cone C, donc Q1,41 est dégénérée sur P, si et seulement
si la droite r est tangente aux sphere S} : dans ce cas r intersecte DS, ,, en
deux composantes connexes qui sont deux géodésiques lumieres de DS, ,,.
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— La signature de )1 ,41 restreinte a P est lorentzienne si et seulement si la
droite r intersecte transversalement les spheres S} : dans ce cas r N DS, , a
deux composantes connexes qui sont deux géodésiques de type temps.

On remarque que dans le troisieme cas la partie de r hors de DS, ,, est 'union
de deux géodésiques dans les espaces hyperboliques H* ! et H™*!.
Le futur causal d’'un point p de DS, ,, est I'union de tous les segments de droite
projective contenus dans DS, qui vont de p a un point de S”. Le futur strict
It (p) est l'intérieur de ce domaine, en d’autres termes il est I'union des morceaux
de droites projectives qui passent pas p et qui intersectent S’} transversalement.
Si on regarde 'ensemble B (p) des points de S} connectés a p par une droite
projective, on se rend compte qu'il s’agit d'une boule fermée de S'}. Deux points
de dS,, distincts définissent deux boules B(p) et B(p') distinctes. De plus si on
se donne une boule B dans S} et considere les droites projectives tangentes a S,
en les points du bord de B, on voit que ces droites s’intersectent toutes en deux
points p et g de DS, ,,. Ces deux points sont tels que, si v, et v, sont les points
de dS,,, qui se projettent sur p et ¢ par 7, alors v, = —v,. On alors qu’ un de ces
deux points, par exemple p, est tel que B(p) = B et 'autre est tel que B(q) est
I'adhérence du complémentaire de B dans S} .

r lumieére

r temps

De tout cet raisonnement on en déduit que I'espace DS, ,, est en bijection avec
'espace des boules de S}, et, par un raisonnement analogue (en utilisant J~(p)
en lieu de J*(p)), avec les boules de S™. On verra au chapitre 3.2 'importance de
cette observation quand on étudiera la maximalité des espace-temps localement

modelée sur dS; ,,.
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2.2 L’espace Ein;, comme bord conforme de I’espace AdS, ,,

Dans le but de définir I'espace d’Einstein et d’en étudier les propriétés, on va
étudier en détail 'analogue lorentzien de la construction évoquée dans la section
précédente pour la sphére conforme. Cette fois le role de H" ! est pris par I'espace
AdSy .

On considere I'espace R?>™*! : c’est-a-dire I’espace vectoriel R"*3 muni de la forme
quadratique Qs (z,2) = =0 —w? + i + -+ + 22, ot x = (v, w,21,...,T,). On
définit la sphere des directions comme

S(R2,n+l) — (R2,n+1 ~ {O})/.Z’ ~ 6)\.T, AER

avec la projection canonique au quotient 7 : R*"*1\ {0} — S(R*"*1). Rappelons
que AdS;,, est espace des vecteurs de R*"*! on la forme quadratique vaut —1.
La restriction de 7w & AdS;,, est injective. Son image est un ouvert de S(R*" 1),
noté ADS; ,,.

La frontiere de ADS;,, dans S(R*"!) est 'image par m du cone C' des vecteurs
ou la forme quadratique ()3, s’annule. Le fait que maintenant la signature de la
forme quadratique est (2,n) implique que le cone C' est connexe dans R?" ! et
son image 7(C') est donc elle aussi connexe. Comme dans le cas riemannien, il
n’y a pas de métrique lorentzienne sur 7(C') = 0ADS; ,, naturellement induite par
la métrique ambiente. Ce qui s’avere étre bien défini est une classe conforme de
métriques lorentziennes.

Lemme 2.2. La forme quadratique Q2, induit naturellement une structure lo-
rentzienne conforme sur OADS ,,.

Démonstration. On introduit la notation [x] = 7(x) pour les points de S(R*™).
Soit ¢ une section locale (différentiable) de m définie sur un voisinage U C 7(C')
d’un point [z] de 7(C), ¢ : U — R*"*1\ {0}. Pour tout vecteur ¢ € Tj;m(C) on
définit

951(¢, Q) = Qan(dpd(¢), dimd (<))

Comme ¢ est une section di;)¢(Ti,7(C)) est un sous-espace vectoriel de Ty C
de codimension 1 transverse au sous-espace engendré par le rayon x. La forme
Qan+1 restreinte & di¢(Tm(C)) est de signature (1,n). Donc la métrique ¢¢
qu’on vient de définir sur 'ouvert U est une métrique lorentzienne.

Considérons maintenant une autre section ¢ : U — R*>"T1\ {0}. 1l existe une
fonction A : 7(C) — R telle que ¢([z]) = A([z])¢([z]) pour tout [z] dans 7 (C').
Comme di;¢) = A([2])d[z)¢ + (dizjA)o([2]) et que ¢([x]) est un vecteur lumiere on
obtient : g¥ = \2¢%.

Les métriques ¢® ainsi définies dépendent bien du choix de la section ¢, mais pas
leur classe conforme : le lemme est démontré. 0J
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Définition 2.3. Le fermé OADS;,, de S(R*"™') muni de la structure conforme
lorentzienne induite par la métrique ambiente est ’espace d’Finstein de dimension
1+ n, noté Ein,,.

Proposition 2.4. L’espace Ein,,, est conformément équivalent a l’espace-temps
(S™ x St,do? — df?) ou do? et dO* sont les métriques canoniques respectivement
sur S™ et St.

Démonstration. Soit S = {x € R""?/ 4+ v* + w? + 2] + -+ + 22 = 2} la sphére
de rayon 2 pour la métrique euclidienne. Comme chaque demi-droite de R"*2
intersecte S en un unique point, la restriction de 7 a S est un homéomorphisme
entre S et S(R™2). Donc Papplication 7, restreinte & C'N S, ot C est le cone des
vecteurs ol Q2,11 s’annule, est un homéomorphisme sur 'image. Son inverse ¢
est une section globale de 7|¢. Un calcul élémentaire montre que C'N .S est le lieu
des points ot v2 +w? = 1 = 23+ - -+ 22, et donc difféomorphe & S” x S!. De plus,
la métrique induite sur cette intersection par la métrique ambiente correspond a
la métrique do? — db?. La métrique ¢} (do? — dt?®) est par définition la métrique g%
telle que définie dans la preuve du Lemme 2.2. La proposition est démontrée. [

Grace a lidentification donnée D’apres la Proposition précédente, il est facile
de voir que E'in,, est orientable et temporellement orientable, car ces propriétés
sont évidentes sur (S" x S!, do? —dh?). On choisit 'orientation chronologique don-
née par le champs de vecteurs de type temps Jy. L’espace Ein; , est alors bien un
espace-temps conforme. Il n’est pas simplement connexe : sont revétement univer-
sel s’identifiant & (S" x R, [do? — dt?]).

2.3 Groupe conforme de Ein;, et théoréme de Liouville
lorentzien

On va donner une description du groupe Conf(FEin;,). Pour faire cela la
version lorentzienne du théoreme de Liouville est central

Théoréme 2.5. (Liouville) Pour n > 2, toute application conforme entre deuz
ouverts de Einy, est la restriction d’un unique élément de O(2,n+ 1).

Le théoreme de Liouville dans sa version lorentzienne implique donc qu’on a
Iinclision Conf(Einy,) C O(2,n 4+ 1). Or a partir de la définition de I'espace
Ein, , est simple de voir qu'on a aussi l'inclusion réciproque, c’est-a-dire que
les éléments de O(2,n + 1) induisent des difféomorphismes conformes de 'espace
E’an.

Lemme 2.6. Le groupe O(2,n+ 1) agit conformément sur Ein,,, et cette action

est fidéle.
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Démonstration. Pour tout élément v € O(2,n + 1) et [z] dans Ein,,, on peut
définir naturellement son action sur Eing, par v.[z] = [y.z] . Dans la démonstra-
tion du Lemme 2.2, on a vu que chaque section locale ¢ : U C Finy, — R*»"*!
induit une métrique lorentzienne ¢ appartenant a la classe conforme définie sur
E’an.

Soit ¢ : Finy, — R*™ la section globale définie dans la démonstration de la
Proposition 2.4 et soit v un élément de O(2,n + 1). Il est clair que v o ¢ est une
autre section globale de Ein; ,. D’apres ce qu’on a vu dans la preuve du Lemme
2.2, ces deux sections vont définir deux métriques conformément équivalentes sur
7m(C). Or le tiré en arriere par l'action de v de la métrique définie par la section
¢p coincide, par définition, avec la métrique définie par la section v o ¢y. Donc on
a prouvé que O(2,n+ 1) agit conformément sur Eing ,,. O

Il se trouve que la composante neutre, Og(2,n + 1), du groupe d’isométries de
R2?7+1 est formée des isométries qui préservent a la fois l'orientation de R?*" et
celle des plans ou ()3, est définie négative. Si on regarde la caractérisation de Ein
donné d’apres la Proposition 2.4 et sa preuve, on voit que 'orientation chronolo-
gique de Ein,,, choisie est celle donnée par I'orientation du plan engendré par les
premiers deux vecteurs de la base canonique de R*"™! les vecteurs (1,0,...,0)
et (0,1,0,...,0). Or v € O(2,n + 1) préserve l'orientation d'un plan de type
temps si et seulement si v préserve 'orientation de tout plan de type temps de
R27+1 On obtient alors que la condition nécessaire et suffisante a que v préserve
I'orientation et l'orientation chronologique de Ein,, est son appartenance a la
composante neutre Oy(2n,n + 1).

En résumé on a la proposition suivante :

Proposition 2.7. Conf(Ein,,) s’identifie au groupe O(2,n + 1). Sa compo-
sante neutre Oyg(2,n+1) est formée des éléments de Conf(Ein ) qui préservent
lorientation et l'orientation chronologique de Ein, .

2.4 Structures causales de L'in,, et E?nm

Puisque Ein,,, est compact (voir Proposition 5.3), il n’est pas chronologique.
En fait on va voir que le futur et le passé de tout point est 'espace d’Einstein
entier. Par contre son revétement universel, Ein, ,, vérifie le principe de causalité
forte et il est méme globalement hyperbolique. C’est pour cette raison que, dans
la suite, on utilisera plus souvent le revétement universel de Ein, ,, appelé aussi
espace d’Einstein universel, que I'espace d’Einstein lui-méme.

D’apres la Proposition 2.4, 'espace Finy, s’identifie & (S" x S!, [do? — d#?]), son
revétement universel EZ’LM, muni du relevé de la structure conforme de Eing ,,
s'identifie donc a I'espace-temps (S" x R, [do? — dt*]), ot dt* est la métrique ca-
nonique sur R. On note pr : Ein, ,, — Ein, , I'application de revétement.

Le groupe fondamental de Ein; , est isomorphe a Z : il s’agit du groupe engendré
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par application d : Eing n— Ein, n qui a (x,t) associe (z,t+ 2m). L’application
4 est une isométrie de la métrique do? — dt?, donc en particulier elle préserve la
structure conforme de Ein, ,. L'espace Ein;, est donc le quotient de Ein; ,, par
le sous-groupe de Con f (Eml,n) engendré par cette application.

L’application d’antipodie de R?"+1 x € R*"*! 5 —x, passe au quotient en une
application @ : Ein;,, — FEin,,, donnée par ([z]) = [—z]. Dans la décomposi-
tion S” x S', & s’écrit comme le produit des deux applications d’antipodie sur S"
et S'. Il s’en suit que son relevé au revétement universel Fin,,, est Papplication
o E\Z?le — EE”LM qui envoie (z,t) € S® x R sur le point (—z,t + ). On re-
marque que o2 = 6.

Définition 2.8. Si deux points de EE”LM sont I'image I'un de 'autre par I'appli-
cation ¢ on dit qu’ils sont conjugués.

Les courbes causales de ’espace d’Einstein admettent une description similaire
a celles de I'espace de Minkowski :

Proposition 2.9. Toute courbe causale ¢ de Ein,,, admet un paramétrage de la
forme c(t) = (x(t),e"), o x(t) est une application 1-Lipschitz d’un intervalle de
R dans S™. L’application z(t) est 1-contractante si et seulement si c est de type
temps.

Démonstration. Soit s € I —— ¢(s) = (w(s),p(s)) une courbe causale dans
Ein, ,, ou I est un intervalle dans R. La preuve est similaire a celle de la Propo-
sition 3.16. On suppose au départ ¢ est C* par morceaux. Le fait que ¢ est une
courbe causale implique que le vecteur tangent en chaque point a ¢ n’est jamais
nul (et aussi qu’aux points ot le vecteur tangent a gauche et a droite ne coincident
pas, les deux ne sont jamais nuls) il vérifie :

lw'()I1* < |p'(s)I” (2.2)

On obtient que le vecteur p/(s), tangent a S!, ne s’annule jamais, donc s — p(s)
est une application & valeurs dans S' du type p(s) = € ol s — ¢(s) est une
application monotone de 'intervalle I de R dans R. Sans perte de généralité on la
suppose croissante, ce qui revient & supposer que la courbe est une courbe causale
future. On peut alors modifier le parametre s en un parametre ¢t dans lequel la
courbe s’écrit sous la forme c(t) = (z(t), €"), pour ¢t dans un intervalle J de R. On
a donc I'inégalité ||2(¢)]|> < 1, et en intégrant cette inégalité entre deux points ¢
et t' de J, on obtient :

do(x(t), 2(t)) < [t =1 (2.3)

ou dy est la distance sur S™ pour la métrique canonique. Donc I'application ¢ €
I — x(t) est 1-Lipschitz.
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Maintenant soit s € I — ¢(s) = (w(s), p(s)) une courbe causale topologique. La
définition 3.15 implique que pour tout s et s’ assez proches, il existe une courbe
causale C! par morceaux entre c(s) et c(s’). Vu ce qu’on vient de prouver a
propos des courbes C! par morceaux, on obtient encore une fois que I'application
s — p(s) est du du type p(s) = €’®) oli s — ¢(s) est une application monotone.
Donc on peut modifier le parametre de la courbe ¢ de fagon que c(t) = (x(t), e),
pour ¢t dans un intervalle J de R. Comme entre tout point ¢(t) et ¢(t') de c il y
a une courbe causale C! par morceaux, par ce qu’on a prouvé avant on obtient
que l'application ¢ — x(t) est 1-Lipschitz : le résultat est alors prouvé pour les
courbes causales topologiques.

Maintenant on remarque que c est de type temps si et seulement si I'inégalité (2.2)
est stricte. De plus l'inégalité (2.2) est stricte si et seulement si I'inégalité (2.3)
est stricte. Donc la proposition est prouvée. O

Corollaire 2.10. L’espace Ein;, est totalement vicieux, c’est-a-dire le passé et
le futur strict de tout point est ’espace tout entier.

Démonstration. Soient p; = (x1,61) et py = (24, 6;) deux points de Ein;,. On
choisit #; et ¢y de fagon que € = 6y, € = 0y et [t} — to| > d(z1,72). On définit
la courbe t € [ty,ty] — (z(At),e™), ou t — z(t) est la géodésique de S™ entre
x1 et xo paramétrée par sa longueur d’arc et telle que z(t;) = x1 et x(t2) = o,
et A :=d(xy1,x9)/|t1 — ta]. Cette courbe est une courbe de type temps entre p; et
P2 O

Ce corollaire montre que la causalité dans Ein; , n’est pas tres intéressante,
mais on peut quand méme dire quelque chose sur ses géodésiques lumieres. En
fait d’ apres le Lemme 1.3 les image des géodésiques lumieres sont préservées
par les changements conformes de métrique, donc, au paramétrage pres, on peut
parler a juste titre de géodésiques lumieres de Ein et de Ein;,. Leur étude est
déterminante pour comprendre la causalité dans %M

Corollaire 2.11. Toute géodésique lumiere c de l'espace-temps Ein, , admet un
paramétrage c(t) = (y(t), ™) on y(t) est une géodésique de S™ paramétrée par
sa longueur d’arc.

Démonstration. Pour fixer les idées on suppose que ¢ est une géodésique future.
Si on regarde la preuve de la Proposition 2.9 on voit que le fait que ¢ est une
courbe lumiere implique que I'inégalité (2.2) est en fait une égalité. On obtient
que ¢ admet un paramétrage t € R — ¢(t) = (y(t),e"), ot y(t) est paramétrée
par sa longueur d’arc.

On fixe un point p de ¢, sans perte de généralité on peut supposer p = ¢(0). Soit
U une carte exponentielle (pour la métrique do? — dt? sur S* x S!) centrée en
p. On choisi U de fagon a s’identifier a Uouvert V x] — g,¢[, out V' est un ouvert
géodésiquement convexe de S™ et ¢ < 7; dans ce choix le point p est identifié
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a (7(0),0) € Vx] —¢,¢. Ce choix de U est possible car les ouverts de la forme
V'x] — g, e[ pour ¢ assez petit, forment une base de voisinages en p.
De plus la Proposition 2.9 implique que le futur strict de p relatif a U est 'ouvert

I (p) = {(z,t) € Vx] —e,e[ / d(z,7(0)) < t}.

La fronticre de If(p) est composée des points (z,t) de Vx| — ,¢[ tels que
d(z,v(0)) = t.

Soit maintenant ¢ un point de ¢ dans le futur causal de p et assez proche de p,
c’est-a~dire ¢ € U. On obtient ¢ = (y(t),t) pour un certain ¢ dans |0, e[. Comme ¢
est une géodésique lumiere, le Lemme de Gauss lorentzien (Lemme 3.10) implique
que g appartient au bord de I}t (p) et donc que d(y(t),7(0)) = t.

Le raisonnement qu’on vient d’exposer ne dépend pas du point ¢ de v N U choisi,
de plus on peut répéter le procédé au voisinage de tout point p de v, donc v est
une géodésique de S™ et le Corollaire est prouvé. O

Le corollaire précédent donne une description des géodésiques lumiere de Eing ,
lorsqu’on l'identifie au produit (S™ x S, [do? — dt?]). Il y a aussi une facon plus
intrinseque de voir les géodésiques lumieres, en les reliant directement a la défini-
tion de Ein, , en tant que projection dans la sphére des rayons S(R*"*!) du cone
des vecteurs isotropes de R*"*1,

Lemme 2.12. Les géodésiques lumicres de Ein,, sont l'image par m des plans
isotropes de R*™.

Démonstration. Soit ¢ une géodésique lumiere de Fin. Soit (e, €y, €1, ..., €n11)
une base orthonormée de R*"**. On considére la décomposition Finy, ~ S" x S,
donnée par lintersection de la spheére S := {u? + v? + 21 + -+ + 22, = 2}
avec le cone des vecteurs isotropes C' de R*™"! (voir preuve de la Proposition
2.4). L’espace Finy, est donc identifié au lieu des points de R*"*! qui vérifient
w4+ 0v? =1=2af+---+22,,, muni de la classe conforme de la métrique induite.
Si on décompose 1'espace vectoriel R>"*! en la somme directe R**! & R2, suivant
la base {e;}, la sphére S™ s’identifie & la sphere unitaire de R et S! & la sphere
unitaire de R2.

D’ aprés le Corollaire 2.11 la courbe ¢ s’écrit comme c¢(t) = (z(t), e”) dans cette
décomposition. La courbe z(t) est une géodésique de la sphere S™, elle est donc
la paramétrisation par longueur d’arc de l'intersection entre S™ et un plan Py du
sous-espace vectoriel isomorphe R™"*! engendré par ey, .. ., €,.1. En faisant agir un
élément de O(n + 1) C O(2,n + 1) on peut supposer que Py est le plan engendré
par e; et es. Dans ce cas z(t) = cos(t)e; + sin(t)es.

Soit P le plan isotrope engendré par les vecteurs vy := e, +e¢€; et vy := e, +¢€5. Son
intersection avec la sphere riemannienne S est donnée par une sous variété plongée
de dimension 1 qui peut étre paramétrée par la courbe ¢ — cos(t)e, + sin(t)e, +
cos(t)e; + sin(t)eq, avec t € R : il s’agit en fait de la courbe c(t) = (z(t), e").
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Le groupe O(2,n + 1) agit transitivement sur l’ensemble des plans isotropes de
R et, cette méme action, projetée par 7 sur le quotient Fing ,, envoie géodé-
siques lumieres sur géodésiques lumieres. Cela acheve la preuve. 0

Remarque 2.13. Le Lemme 2.12 implique en particulier que les géodésiques de
Einy, sont exactement les courbes qu’on peut paramétrer sous la forme c(t) =
(z(t),e") ou x(t) est une géodésique de S™ paramétrée par sa longueur d’arc.

Deux plans isotropes P; et P, de R>"*! qui ne sont pas confondus et qui ont
une intersection non vide, se coupent transversalement en une droite isotrope, en-
gendrée par un vecteur isotrope x de R*". Donc, quand on projette dans Fin ,,
les deux géodésiques lumieres associées a P, et P, se recoupent transversalement
en deux points de Einy, : [x] et [—z]. Par ailleurs, si P, N P, est réduit a {0}, les
deux géodésiques associées sont disjointes dans Ein .

Définition 2.14. On appelle cone lumiére issu d’un point p de Ein; , I'union des
géodésiques lumieres qui passent par ce point, et on le note C(p).

Sin = 1le cone C(p) est simplement 1'union de deux géodésiques lumieres qui
se coupent en p et 7(p). Quand n > 2, C'(p)~{p,7(p)} est I'union disjointe de deux
cylindres, S"! x R, feuilletés par des géodésiques lumieres. Sur ces hypersurfaces
la classe conforme des métriques est dégénérée.

Le complémentaire de C(p) dans Fin;, a deux composantes connexes qui sont
difféomorphes I'une a l'autre par I'application 7.

Remarque 2.15. Dans la définition de 'espace d’Einstein on a projeté le cone
des vecteurs isotropes sur la sphére des rayons S(R*"*1) mais on aurait pu aussi
bien le projeter sur 'espace projectif PR ! Dans ce cas on obtient ce qu’on
appelle le modéle projectif de 'espace d’Einstein, noté Ein; ,,. Il s’agit du quotient
de l'espace Ein,, par le sous-groupe de O(2,n + 1) engendré pas 'application
d’antipodie @. La projection canonique au quotient my : Ein,, — Ein;, est un
revétement double. Le groupe des difféomorphismes conformes de Ein,, est le
groupe PO(2,n+ 1).
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Si on se donne un point p dans Ein; , et on considere son cone lumicre associé
C(p), 'image de celui-ci est le cone lumiére associé a my(p) dans Ein, ,. Ce cone
lumiére privé du point my(p) est une hypersurface différentiable difféomorphe au
cylindre S*™1 x R et feuilletée par des géodésiques lumiéres.

Maintenant on va voir comment ces observations sur les courbes causales de
Ein, , aident a comprendre la causalité dans le revétement universel Ein, ,. La
Proposition 2.9 permet de montrer :

Proposition 2.16. Toute courbe causale ¢ de ENinl,n admet un paramétrage de la
forme c(t) = (z(t),t), ot x(t) est une application 1-Lipschitz d’un intervalle de R
dans S™.

Démonstration. Soit ¢ une courbe causale de %l,m sa projection pr o ¢ est une
courbe causale de Ein,,. D’apres la Proposition 2.9 elle admet un paramétrage
proc(t) = (z(t),e?™), donc son relevé au revétement universel est la courbe
(x(t),1). O

Les courbes causales inextensibles de %Ln sont donc celles qui, lorsqu’on les
parametre de la fagon décrite d’apres la Proposition précédent, sont définies sur
R tout entier.

Corollaire 2.17. L’espace-temps ENinl,n est globalement hyperbolique. La projec-
tiont : Einy, — R qui d (z,t) € Einy, est un temps de Cauchy.

Démonstration. Vu le paramétrage des courbes causales donnée par la Proposition
2.16, il est évident que la fonction ¢ croit strictement le long de toute courbe
causale. De plus, comme toute courbe causale inextensible de Ein, , s’écrit sous
la forme t —— (x(t), ), avec ¢ variant dans R tout entier, la restriction a une telle
courbe de I'application t : Einy, — R est surjective. O

A partir de la Proposition 2.16 on déduit facilement une description du futur
et du passé de tout point de Ein,, :

Lemme 2.18. Soit p = (x,t) € %m Alors
I“(p) = {(,t') € Biny,/do(z,2') <t —t}
I*(p) = {(@,t') € Einy,/do(x,2') <t —t'}
ou dy est la distance sur S™.

Démonstration. Si on a une courbe temporelle ¢ entre un point p = (z,t) et un
point ¢ = (2, t') de Ein, ,, d’apres la Proposition 2.16, elle s’écrit ¢(s) = (z(s), 5),
ou s — z(s) est une application 1-Lipschitz, s € [t,#']. Donc on a d(x,z’) =
d(x(t),z(t")) < |t —1|.
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Inversement, soit ¢ = (2/,t) un point qui vérifie 'inégalité d(z,2’) < |t — /|
La courbe s € [t,t'] — (z(As),s), ou s — x(s) est la géodésique de S™ entre
x et ' paramétrée par sa longueur d’arc, telle que z(t) = z et z(t') = 2/, et
A:=d(x,2")/|t — t'|, est une courbe temporelle entre p et gq. O

Si on prend les inégalités larges dans le lemme précédent on obtient le futur
et le passé causal du point p. -
Par définition de la structure conforme sur Ein,,, les géodésiques lumieres de
EZ’LM sont les rélevés des géodésiques lumieres de Ein,,, donc de la Remarque
2.13 on déduit :

Lemme 2.19. Les géodésiques lumiéres ¢ de Ein sont les courbes qui admettent
un paramétrage de la forme c(t) = (x(t),t), ou z(t) est une géodésique de S™
paramétrée par sa longueur d’arc.

La structure des géodésiques lumieres dans Ein; ,, est fondamental pour ce qui
suit, notamment :

Remarque 2.20. Toutes les géodésiques lumieres inextensibles issues d’un point
p de Finy,, s’intersectent auz points o*(p), pour k € Z, et nul part ailleurs.

/ z 3(p) = o*(p)
/7
/
.
@)
b
N
\
P
Ve
,
/
o (p)
2671 (p) = a3(p)

Il est clair que I'union des géodésiques lumicres futures issues d’un point p de
Ein, , contient la frontiere de I™(p), mais il ne coincide pas avec elle. Le Lemme
2.18 implique que la frontiere OI*(p) (et de méme pour la frontiere 0~ (p)) est
I'union des géodésiques lumieéres qui relient p & o(p). En particulier 011 (p) et
0I~(o(p)) coincident.

L’ensemble des points qui ne sont pas causalement reliés a un point p = (z,t) de
Ein, ,, est I'ensemble

M(p) :={(«/,t') € Einy,/dg(w, ') > |t —¢'|}

Cet ensemble se projette par pr sur une des composantes connexes de Eing, ~\
C(pr(p)). Cette composante peut étre caractérisée de la fagon suivante :
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Lemme 2.21. L’ouvert pr(M(p)) coincide avec l'image par m de l’ensemble
X ={2zeC [/ Qanui(z,v,) <0}

ot v, est tel que m(v,) = pr(p).

Démonstration. D’apres le Lemme 2.12 le cone lumiére issu de 7(v,) est I'image
par w de v;- N C c'est & dire du fermé Xy := {v € C/Qyn41(v,v,) = 0}. Le cone
C' est I'union disjointe des trois ensembles :

Xo, Xo et Xo:={v e C [ Qanti(v,vp) >0}

On remarque que ces trois ensembles sont connexes par arcs en C' : en effet si
v € X, alors pour tout s > O et r € R, sv +rv, € X, il est donc toujours
possible de construire une courbe entre v et v, qui soit contenue dans X.. Ces
arguments s’appliquent aussi a X et Xj.

Quitte a faire agir un élément de O(2,n + 1), on suppose v, = (1,0,1,0,...,0),
donc dans l'identification de Ein;, avec S™ x S' habituelle on a pr(p) = (O, 0).
Quitte a faire agir §, on peut aussi supposer p = (O, 0).

L’ouvert M(p), dans cette situation s’identifie a I'ouvert

M(p) = {(,t) € Einyn/do(x,0) > |t]}.

Un domaine fondamental pour § est I’ensemble de %Lm D := S"x] — 7, +n].
On voit que M (p) est contenu dans D, donc Papplication pr restreinte a M (p)
est injective. De plus la frontiere dM (p) est I'union de 91T (p) et 01~ (p) qui se
projette surjectivement sur l’ensemble 7(Xy), qui, en fait, est le cone lumiere issu
de pr(p).

Le fait que ’ensemble M (p) est connexe est évident, et cela, ajouté au fait que pr
sur M (p) est injective et que I'image de la frontiere OM (p) est w(Xy), implique que
I'image de M (p) par pr est une des deux composantes connexes de Eing , \7(Xj).
Le point p’ = (O, 7/2) € D est causalement 1ié a (O, 0) par une courbe temporelle
entierement contenue dans D : la courbe ¢(t) = (O,t) pour t € [0,7/2]. Par
l'identification Ein,,, ~ S™ x R choisie, on voit que pr(p’) est 'image du vecteur
vy = (0,1,1,0,...,0) € R*"™! par 7 et que la courbe pr o ¢ coincide avec la
projection par 7 de la courbe ¢/(t) = (cos(t),sin(t),1,0...,0), t € [0,7/2]. 1 est
clair que Q2,,(vp, vy) = 1, donc vy appartient a X, et le lemme est prouvé. [
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071(]')) {,‘( ot

2.5 Sous-ensembles achronaux et acausaux de Ein,,

D’aprés la Proposition 2.4 Iespace Einy , s'identifie & Pespace (S™ x R!, do? —
dt?*). Or, l'espace S” x R!' muni de la métrique do® — dt* est un espace temps
statique (Définition 7.1). Donc Ein, ,, admet dans sa classe conforme un métrique
statique. La Proposition 7.3 et son Corollaire 7.4 s’appliquent donc a EZ’LM et on
obtient :

Proposition 2.22. Toute partie achronale A de %Ln est le graphe d’une ap-
plication f : U C S"™ — R qui est 1-Lipschitz. L’ensemble U est ouvert si et
seulement si A est edgeless. De plus A est un fermé achronal edgeless si et seule-
ment st U = S".

Corollaire 2.23. Les hypersurfaces de Cauchy de %Ln sont les graphes d’ ap-
plications 1-Lipschitz f : S — R.

Remarque 2.24. Pour tout point p de Ele,n, OI*(p) est une hypersurface de

Cauchy de Ein,,. En fait par le Corollaire 4.16 % (p) est un fermé achronal
edgeless, et d’apres la Proposition 6.21 il s’agit d’une hypersurface de Cauchy.

2.6 Groupe conforme de E?nljn

Par la théorie des revétements tout difféomorphisme conforme de Ein;, se
releve en un difféomorphisme conforme de Ein,,. La réciproque est vraie elle
aussi si n > 2 (voir [24]) :

Proposition 2.25. Tout difféomorphisme conforme de EZ’LM, n > 2, passe au
quotient en un difféomorphisme conforme de Einy,,.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence de la rigidité des applications
conformes. Soit A un élément de Conf (Eml ) et soit U un ouvert de Einy n tel
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que pr est un difféomorphisme sur son image. Soit U’ Pimage de U par h. On note
V et V' les images de U et U’ par pr. L’application i := proho (prly)~" est alors
un difféomorphisme conforme entre les ouverts V et V' de Einy,,.

Par le théoréeme de Liouville, I'application h se prolonge en un unique élément £
de O(2,n+ 1). Les applications h o pr et pr o h sont définies sur Einy , a valeurs
dans Ein, , et elles coincident sur 'ouvert U. Par le Théoréme 1.8 elles coincident
partout. U

On obtient ainsi un morphisme de groupes surjectif 7 : Conf (EZ’LM) —
Conf(Einy,). Le noyau de j est le sous-groupe engendré par 9, il est contenu
dans le centre de Conf(Einy ).

2.7 Plongements conformes dans ’espace d’ Einstein

Dans cette section on va voir que les trois espaces modeles d’espace-temps a
courbure constante 0, 1, —1, respectivement R dS; ,,, AdS; ,,, se plongent confor-
mément dans 'espace d’Einstein de dimension n + 1. Cette situation est tout a
fait analogue a celle de la sphére conforme riemannienne qui possede des ouverts
conformément équivalents a ’espace euclidien et a I’espace hyperbolique.

C’est bien grace a ces plongements et a 'action transitive du groupe O(2,n + 1)
qu’on peut montrer, sans calculs, que I'espace d’Einstein et les espaces dS;,, et
AdS; ,, sont conformément plats.

Soit C' le cone des vecteur lumicres de R*" et 7 : R*"T1\ {0} — S(R*"!) la
projection sur la sphere des directions.

Définition 2.26. Soit v € R?"*!. On définit la carte affine associée a v le sous-
ensemble de Ein,,, donné par

Uw):=n(P,NC)
ol P, est I'hyperplan affine {z € R*"™ / Qg ,,41(z,v) = 1}.

Comme 7(P, N C) = 7({z € R*>""/Qyi1(z,v) > 0} NC) et que {x €
R*>" /Qg i1 (m,v) > 0} est un ouvert, U(v) est un ouvert de Finy,.
L’application 7 restreinte a P, NC' est injective. Soit ¢¥ son inverse. Il s’agit d’une
section locale définie sur U(v) et d'image P, NC. Soit ¢g” la métrique lorentzienne
définie sur U(v) par la section ¢, c’est-a dire g* est le tiré en arriere de la métrique
de R2"*! par ¢¥. Par définition la métrique ¢g* appartient & la classe conforme de
U(v), qui est la restriction de la classe conforme de Einy .

On appelle ¢ la métrique induite par Qs,, sur P, N C. Naturellement (P, N C,q)
et (U(v), g") sont isométriques.

On va voir que suivant le type causal de v, temps, espace ou lumiere, que (P,NC, q)
est isométrique a un des trois espaces : de Sitter, anti-de Sitter, Minkowski.
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Proposition 2.27. On a les trois cas :
— v est de type temps : U(v) C Einy, est conformément équivalent da dS, ,,
— v est de type espace : U(v) C Einy, est conformément équivalent a AdS,,
~ v est de type lumiére : U(v) C Finy, est conformément équivalent a R

Démonstration. Cas ou v est de type temps. On va prouver que le fermé de R*"+!
donné par P, N C' muni par la métrique induite g est isométrique a dS ,,.

On peut considérer, sans perte de généralité ( car il suffit de faire agir un élément
de O(2,n+ 1)) que v = (1,0,...,0).

Soit z = (u,w,xo,...,x,) les coordonnées par rapport a la base canonique de
R, Le plan affine P, est I'ensemble {z € R*"*!/y = —1} donc P,NC = {x €
R —w? 4 22 =1 = —u}.

Or I'application

f:dS, c RV — (P,NC,q)
(w, o, ..., 2n) = (=L w,zg,...,x,)
est une isométrie. L’application 7 restreinte a P, N C' = dS;,, est donc un plon-

gement conforme dans Ein, ,. Son image est par définition 'ouvert U(v) qui est
donc conformément équivalent a I'espace dS ,,.

Cas ou v est de type espace. On va prouver que le fermé P, N C' muni de la
métrique induite est isométrique a AdS,,.
Encore une fois on peut considérer, sans perte de généralité que v = (0,...,0,1).
Dans ce cas 'hyperplan affine P, est 'ensemble {z € R*"/z,, = 1}. Donc

PNC={zeR*"/ —v?—w?+-- - +22_, =—1,2, =1}
Or I'application
f: AdS,, CR*™' 5 (P,nC,q)

(u,w, 1, ..., xp1) — (U, w, 21, ..., Ty 1,1)

est une isométrie. L’application 7 restreinte a P, N C' = AdS, ,, est donc un plon-
gement conforme dans Ein,, d'image 'ouvert U(v).

Cas ou v est de type lumiére. On va prouver que le fermé P, N C' muni de la
métrique induite est isométrique a RH™.
Le plus simple dans ce cas est de faire le changement de coordonnées a = u + x
et b = u — zo. Dans le systéme de coordonnées (a,b,w,r1,...,x,) de R*"! Ia
forme quadratique s’écrit Qq,, = ab —w? +x? +-- -+ 22. Sans perte de généralité
on suppose v = (1,0,...,0), alors

P,={zeR**"/b=1}
P,NC={zecR* "/ b=1et —w?+2?+ - -+22 =a}

n
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Par un calcul direct on montre que 'application

f:(P,NC,q) — RL

(a, 1w, z1,...,2,) = (W, T1,...,T,)

est une isométrie. L’application 7 restreinte a P, N C' = RY™ est donc un plonge-
ment conforme dans Fin; , d’image 'ouvert U(v). O

Définition 2.28. On note les trois plongements décrits dans la proposition pré-
cédente comme

19 - Rl’n — Einl,n
11 - dSl,n — Einl,n
1_q: AdSLn — Einl,n

On va voir maintenant comment sont faites les images des trois plongements
conformes qu’on vient de définir. Et comment ces plongement conformes se re-
levent au revétement universel de Einy ,,.

On considere l'identification Ein; , ~ St x S™ décrite dans Proposition 2.4.

Modele conforme de I’espace de Sitter

Proposition 2.29. L’espace dS;, est conformément équivalent a l'ouvert de
Einy,, définit par (S"x| —7/2,7/2[,do* — dt*), ou dt* et do* sont respectivement
les métriques canoniques sur R et sur S™.

Démonstration. D’apres la Proposition 2.7 'espace dS; ,, est conformément équi-
valent a une carte affine U(v) de Finy,, ot v est un vecteur de R*"*! de type
temps. La carte affine U(v) coincide avec 'image par 7 de U'intersection de C'N
X (v), ont X5 (v) est le demi-espace affine de R*"*! ot la forme linéaire Qg 5,11(+, v)
est définie positive. Sans perte de généralité on suppose v = (—1,0,...,0). Les
vecteur de C'N X5 (v) sont alors les vecteurs isotropes de R*™™! qui ont la pre-
miere coordonnée positive. Si on intersecte C' avec S pour obtenir la décompo-
sition C NS ~ S! x S", on voit que les vecteurs de C' N S qui ont la premicére
coordonnée positive sont ces dont les premieres deux coordonnées appartiennent
a I'hémisphere de S paramétré par 6 — (cos(6), sin(6)), pour 6 €] — 7/2, 7/2].
On obtient alors que la carte affine U(v) dans la décomposition Eing,, ~ S' x S"
s'identifie & 'ouvert S"x] — 7/2,7/2[ avec la restriction de la classe conforme
[do? — dt?*]. Le résultat est prouvé. O

Il peut souvent étre utile de relever les plongements de la Définition 2.28 dans
I’espace d’Einstein universel, cela pour prendre avantage des propriétés causales
de ce dernier, en particulier de I'hyperbolicité globale.

L’espace dS;,, est simplement connexe pour n > 2, il y a donc aucun obstacle a
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relever le plongement 4; en un plongement de dS; ,, dans %m Suivant le relevé
qu’on choisit, I'image de ce plongement est un ouvert de la forme S"x| — 7/2 +
k2w, /2 + k2x[, pour un certain k € Z. On voit que pour tout k ces ouverts sont
contenus dans un domaine d’injectivité de ’application de revétement 9. Cela est
en accord avec le fait que les images de dS, ,, par i; et par i1 sont conformément
équivalentes. Pour la suite on fixe le relevé 4, de i; d’image S"x] — /2, 7/2].

Définition 2.30. Le modele conforme de 'espace dS ,, est 'ouvert S* x|—m /2,7 /2|

de %l,n muni de ~la classe conforme de métriques induite. Il est l'image de dS, ,,
par le plongement iy et on le note dS,,.

On aurait pu définir comme modele conforme de I'espace dS; ,, I'image de 41,
en lieu de celle de 7;, car les deux images sont conformément équivalentes, mais
on veut mettre I'accent sur le fait qu’on consideére le modele conforme de I'espace
de Sitter comme un ouvert de I'espace Ein; .

Comme 7; est un plongement conforme la structure causale qu’il définit sur S" x| —
7/2, /2] est simplement la restriction a cet ouvert de la structure causale de I'es-
pace Ein,,,. En particulier, i1 est en fait un Cauchy-plongement.

La frontiére de 8" x]—m/2, w/2[ dans Einy ,, est I'union des deux sphéres S"x {m/2}
et S" x {—n/2}, qui sont deux hypersurfaces de Cauchy de %M Il s’en suit que
toute courbe causale inextensible ¢ de S"x| — 7/2,7/2] admet un point limite
futur sur S" x {7/2} et un point limite passé sur S” x {—x/2}. En particulier si ¢
est une géodésique lumiere, son point limite futur est I'image par o de son point
limite passé.

Définition 2.31. Les deux hypersurfaces ST 1= S" x {—m/2} et ST := S" x {7/2}
constituent la frontiere conforme de [’espace de Sitter.

Le modele conforme de 'espace de Sitter et le modele de Klein sont confor-
mément équivalents. Si on identifie dS,,, & DS;,, on obtient un plongement j; :
DS, — %l,n d’image S"x] — /2, 7/2][. Il est possible de prolonger j; de facon
continue a la fronti¢re de DS, ,, dans S(R"™2). Cette frontiere, comme expliqué a la
section 2.1, est formée de deux copies de la sphere S" sur les quelles Oy (1, n+1) agit
conformément. Comme le plongement j; est un plongement conforme il permet de
définir une action conforme du groupe Oy(1,n + 1) sur Ein,,. Plus précisément,
comme 'espace dS; ,, est dS; ,-maximal (voir section 1.2 ), le groupe Oy(1,n + 1)
stabilise louvert S"x| — 7/2, /2] dans Oy(2,n + 1), et il préserve donc les deux
spheres S™ et S7. Si on munit ces deux sphere de la structure conforme induite
par celle d’EZ’LLn, l'action de Oy(1,n + 1) est une action conforme. La frontiere

conforme de 'espace de Sitter s’identifie donc a deux copies de la sphere conforme
Sn.
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Cependant le plongement j; ne se prolonge pas de facon différentiable & la fron-
tiere : pour le voir il suffit de remarquer que toute géodésique lumiere de DS, ,,
est tangente aux deux sphere du bord, alors que son image par j; est transverse
aux deux sphere de la frontiere conforme.

Remarque 2.32. Comme les relations de causalité de S" x| — 7/2, 7/2[ sont les
restrictions de celles de Ein,,, on obtient des relations de causalité bien définies
entre ses points et les points de sa frontiere conforme.

§" x {/2}

Sn x {—m/2}

Modele conforme de I’espace anti-de Sitter

Proposition 2.33. L’espace AdS,, est conformément équivalent a l'ouvert de
Einy, définit par (H" x S',do? — d6?), ot db* et do* sont respectivement les
métriques canoniques sur S* et sur Uhémisphére H':.

Démonstration. Soit v un vecteur de R*"*! tel que Qg,41(v,v) > 0. Alors la
Proposition 2.7 implique que la carte affine U(v) est conformément équivalente
a l'espace AdS;,. D’ailleurs U(v) coincide avec l'image par 7 de l'intersection
de C'N X< (v), ot X5 (v) est le demi-espace affine de R*"*! ot la forme linéaire
Q2.n+1(+, v) est positive. Sans perte de généralité on suppose v = (0, ...,0, 1). Dans
ce cas les vecteurs de C'N X (v) sont les vecteurs isotropes qui ont la derniere
coordonnée positive. Il est alors clair que I'intersection C'N X~ (v) NS s’identifie
avec l'espace produit S' x H", ot H'} est exactement 'hémisphére de S™ telle que
Zpt1 > 0. La métrique induite sur C'N X< (v) NS est la restriction de la métrique
canonique do? — df%. Dans ce cas aussi on a bien I’équivalence conforme entre

AdSy,, et (M7 x S, [do? — d6?)) O

L’espace AdS; , n’est pas simplement connexe, contrairement a ’espace dS; ,,,
et le plongement 7_; induit un isomorphisme des groupes fondamentaux de AdS, ,,
et de Ein, . Il s’en suit qu’il n’est pas possible de relever i_; en une application
de AdS;,, en EELM Mais il est toujours possible de définir une application i1
de fIdVSLn dans %l,n telle que i_y op = proi_y, ou p : HSM — AdS,,, est
la projection de revétement de AdS,,. Par construction i_1 est un plongement
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conforme, donc la structure causale induite sur son image est la restriction de la
structure causale de Ein; .
La Proposition 2.33 implique que I'image de i_; est 'ouvert H’, x R.

Définition 2.34. L’ouvert H' xR est le modéle conforme de AZZJSM. Sa frontiere
dans Ein,, est appelée frontiere conforme. Cette frontiere s’identifie a I'espace
Eing ,,_1, et elle est notée JAdS; .

~_Le modele conforme est particulicrement adapté pour étudier la causalité de
AdS; ,,, car on connait bien la causalité dans Fin,,. En particulier :

Lemme 2.35. L’espace-temps AZZJSL,@ n’est pas globalement hyperbolique.

Démonstration. Soient p = (t,,x,) et ¢ = (tg,2,) deux points de AdS,,, tels
que t, > t, et |t, —t,] > m. Alors, d’apres la Proposition 2.18, 'intersection
J~(p) N JT(q) n’est pas compacte. O

Les relations de causalité de AdS; ,, se prolongent a sa frontiere conforme, car
elles sont la restriction de celles de E'in; ,,. Comme la frontiere conforme de I’espace
anti-de Sitter s’identifie a ’espace d’Einstein universel d’une dimension inférieure,
on obtient que sur 0AdS; ,, il y a des points causalement et méme temporellement
reliés entre eux. Comme on verra a la section 1, Proposition 1.6, cette situation
montre une fois de plus que AdS;, n’est pas globalement hyperbolique.

Modele conforme de 1’espace de Minkowski

Proposition 2.36. Pour tout point [x| € Einy,, chaque composante connexe de
Einy, \ C([z]) est conformément équivalent a l'espace de Minkowski.

Plus précisément, la carte affine U(x), image du _plongement iy, coincide avec
limage par pr de l'ouvert M(o(Z)) des points de Einy,, qui ne sont pas causale-
ment reliés a o(Z), ot pr(Z) = [z].
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Démonstration. L'image du plongement iy est par définition 'ouvert U(z). Cet
ouvert est I'image par le projection 7 de 'ensemble X< (z)NC, ou X~ () 'ensemble
des vecteurs v de R*"*! ot la forme linéaire Q3,41 (-, v) est définie positive. Or
'espace R?"*1 est I'union disjointe des deux ouverts X (z), X-(z) et du fermé
Xo = xt, alors, comme d’ apres le Lemme 2.12 7(XoNC) = C([z]), on obtient que
U(x) = n(Xs(2)NC') est une des deux composantes connexes de Eing ,,\C([z]). Le
Lemme 2.21 implique alors que U(x) est 'image par pr de 'ensemble M (o (Z)). On
peut passer de I'ouvert X (z) a 'ouvert X_(z) par 'application de O(2,n+1) qui
envoie chaque vecteurs sur son opposé, on obtient alors que les deux composantes
connexes de Einy, \ C([z]) sont conformément équivalentes. O

Comme 'espace de Minkowski est simplement connexe on peut relever le plon-
gement 7, en un plongement io. Suivant le relevé qu’on choisit, si ig(RY") = U(x)
par conséquence du Lemme 2.36 I'image de 7, est un ouvert de Ein, ,, de la forme
M(p), ot o(p) est un relevé de [z].

Définition 2.37. Le modele conforme de I'espace de Minkowski associé a un
point p de Einy,, est Uouwvert RM(p) := M(a(p)) = I (p) NI (67 (p)).

Remarque 2.38. Considérons le modele de I’espace d’Einstein projectif décrit a la
Remarque 2.15, c’est-a-dire 'espace Finy ,. On note toujours 7o : Einy,, — Einy,,
la projection au quotient. Si on fixe un point p de Ein;,, on remarque que sur
chaque composante connexe de Ein,, \ C(p) Papplication 7y est injective et son
image est le complémentaire de mo(C'(p)) dans Einy .

Alors, d’apres la Proposition précédente, 'image du plongement 7oy de 1'espace
de Minkowski dans Fin,, est le complémentaire du cone lumiere mo(C'([x])).

La restriction de lapplication § a I'ouvert RY"(p) est injective, mais la restric-
tion de d au bord de R (p) ne 'est pas car les points p et §~!(p) son identifiés
dans Eing ,,.

Définition 2.39. La frontiere conforme de l’espace de Minkowski est la fronticre
de Uouwvert RV™(p) dans Einy,,. Elle est l'union des deuz cones lumiére 1~ (p) et

oI (674 (p))-

On va reproduire ici le célebre diagramme de Penrose pour I'espace de Min-
kowski, dans les trois cas ou on plonge Minkowski dans ml,n, Ein, , or Eing,,.
La figure ci-de-sous représente la compactification de I'espace de Minkowski dans
FEiny . Le cercle horizontale représente un unique point i & I'infini, identifié avec
les deux sommets des deux cones. Les deux cones lumiere a I'infini, nommés I, en
haut et en bas dans la figure sont identifiés.
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La figure ci-de-sous représente la compactification de I'espace de Minkowski
dans Ein; ,. Le cercle horizontale représente un unique point iy a 'infini. Les les
deux sommets des deux cones sont identifiés en un unique point a 'infini 7. Les
deux cones lumiere a l'infini, en haut et en bas dans la figure, I, et I_ ne sont
pas identifiés.

La figure ci-de-sous représente la compactification de I'espace de Minkowski
dans Ein; ,. Le cercle horizontale représente un unique point iy a I'infini spatial.
Le sommet i est le point limite futur de toute géodésique temporelle inextensible
future de R, pendant que le sommet i_ est le point limite passé de toute géodé-
sique temporelle inextensible passée de RY". Les deux cones lumiére, en haut et
en bas dans la figure, I, et I_, contiennent tous les limites respectivement futur
et passé des géodésiques lumiére inextensibles de R,
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3 Espace-temps conformément plats et
(G, X)-structures

3.1 (G, X)-structures

Dans cette section G est un groupe qui agit fidelement et transitivement sur
une variété X simplement connexe. On suppose que cette action est analytique au
sens ot le seul élément pouvant agir trivialement sur un ouvert de X est 1’élément
neutre de X 1.

Définition 3.1. Soit M une variété connexe. Une (G, X)-structure sur M est la
donnée d’un recouvrement ouvert {U;}icr de M et d’homéomorphismes ¢; : U; —
V; tels que :

— les V; sont des ouverts de X

— pour tout i, j et pour chaque composante connexe U de U; N U; il existe un

élément g de G tel que ¢;(p) = g o ¢;(p) pour tout p dans U.

On dit que {(U;, ¢;)}ier est un (G, X)-atlas . Une variété munie d'une (G, X)-
structure est dite (G, X)-variété.

Comme l'action de G sur X est analytique, il est clair que I’élément g dans la
Définition 3.1 est unique.
L’exemple le plus simple de (G, X)-variété est la variété X méme. Soit M une va-
riété topologique. Lorsqu’ il existe un difféomorphisme local f : M — X, celui-ci
définit une (G, X)-structure sur M. En fait il suffit de prendre comme recouvre-
ment {U;};c; les ouverts ou f est injective et comme applications ¢; la restriction
de f & U;. Dans ce cas les applications de transitions ¢; o (¢;) ™! sont toutes égales
a 'identité.
Etant donnée une (G, X)-variété M il n’existe pas toujours un difféomorphisme

1. Un exemple de cette situation est quand X est une variété pseudo-riemannienne et G un
sous-groupe d’isométries agissant transitivement et fidelement sur X
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local M — X. Cependant, a partir dune (G, X)-structure sur M on peut lui
associer naturellement un difféomorphisme local D : M — X.

Lemme 3.2. Une (G, X)-structure sur une variété M définit naturellement une
(G, X)-structure sur son revétement universel M.

Démonstration. Soit m : M — M la projection de revétement et soit {V,}aeca

un recouvrement ouvert de M tel que 7|y, est injective pour tout a € A. Alors
{(Vana=HT;), ¢ o Tlymm—1vs)) } est un (G, X)-atlas pour M. O

Définition 3.3. Soient (Up, ¢g) une carte du (G, X)-atlas de M, un chemin de
cartes issu de (Uy, ¢o) est une suite {((U;, ¢;), g:) biz1....» telle que :
— {(Ui, ¢i) }i=1...» est une suite de cartes du (G, X)-atlas de M
— U, NU_1 # 0 est connexe, pour tout k=1,...,r
— gp est I'unique élément de G tel que ¢p_1 = gi 0 ¢ sur Uy NU,_1, pour tout
k=1,...,r.

Etant donné un chemin de cartes {((Ui, ¢), 9:) }imo....r il est possible d’étendre
le difféomorphisme ¢y en un difféomorphisme D; : Uy U U; — X de la facon
suivante : Dy (z) := g1¢1(z) pour x € Uy et Dy(x) := ¢o(x) pour x € Uy. On peut
répéter ce processus pour etendre Dy a UyUU; UUs avec Dy(x) := g1g2¢2(x) pour
tout © € Uy et Do(z) := Dy(x) pour x € Uy U U;. Ce raisonnement est a la base
de la définition suivante.

Définition 3.4. Soit M une (G, X)-variété, et soit vo un point dans M et (Uy, do)
une carte du (G, X)-atlas de M telle que xo € Up.
— On définit une application D : M — X, dite application développante de
M de la facon suivante : pour tout x dans M

D(x) = 101009, 0 br(x)

ot {((Ui, i), gi) }iz1..» €st un chemin de cartes issu de (U, ¢g) tel que x
appartient a U,.

— On définit le morphisme p : m (M) — G, dit morphisme d’holonomie,
comme : pour tout v € mi (M)

P(W) ‘=g19G20---0¢gr

ot { (Ui, ¢:), 9:) Yiz1,...r st un chemin de cartes issu de (Up, ¢o) tel que y(xo)
appartient a U,.

Le fait que cette définition ne dépend pas de la suite {U;, ¢;}i—1,. ., choisie
n’est pas difficile a vérifier et est une conséquence du fait que M est simplement
connexe (pour plus de détails on pourra consulter [45] ou [29)]).

Le lemme suivant est une conséquence directe de la Définition 3.4.
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Lemme 3.5. L’application D est un difféomorphisme local et p est un morphisme.
De plus ils vérifient la propriété suivante :

D(y(x)) = p(y)(D(x)) Vz e M (2.4)

Définition 3.6. Soient deux couples (D, p) et (D', '), ou D,D’" sont des difféo-
morphismes locaux de M dans X et p, p' des morphismes de 71 (M) dans G qui
vérifient la propriété (2.4). Alors on dit que (D, p) et (D', p') sont équivalents s’il
existe g dans G tel que

D' =gD et p =gpg™
Proposition 3.7. Il y a une bijection entre les (G, X)-structures sur une variété
M et les classes d’équivalence des couples (D, p) vérifiant la propriété (2.4).

Démonstration. On a montré qu’a toute (G, X)-structure sur M on peut associer
une couple (D, p) qui vérifie la propriété (2.4). Cependant le couple (D, p) ainsi
obtenu dépend du choix de la carte initiale (Uy, ¢¢) dans la Définition 3.4. Soit
(D', p') le couple obtenu a partir d’une carte initiale (U], ¢) différente de (Up, ¢p).
On considere le chemin de cartes {((U;, ¢:), g:) bie1....r tel que (Uy, ¢,) = (Ug, ¢4)-
Soit g = 193 . . . g-. Il découle directement de la Définition 3.4 que :

D'=gD et p'=gpg".

On obtient ainsi une application bien définie entre les (G, X)-structures sur M et
les classes d’équivalence de couples (D, p). On va montrer que cette application
admet une inverse. -

On se donne un difféomorphisme local D : M — X et un morphisme p : 7 (M) —
G qui vérifient la propriété (2.4). Soit {U;} un recouvrement d’ouverts de M tel
que 'application de revétement 7 : M — M restreinte a chaque U; est injective.
Alors {(¢(U;), D o (m|gwyy) 1)} est un (G, X)-atlas pour M et donc une (G, X)-
structure sur M. On remarque que pour obtenir que les changements de cartes
sont effectivement des éléments de G la propriété (2.4) est essentielle. Il n’est
pas difficile de vérifier que le couple associé par la Définition 3.4 a cette nouvelle
(G, X)-structure sur M est exactement le couple (D, p) de départ. La proposition
est donc prouvée. O

3.2 Espace-temps conformément plats

Définition 3.8. Une variété lorentzienne (M, g) est dite conformément plate si
pour tout point p € M il existe un voisinage U et un plongement ¢ : U — RL"
tel que, si g1, est la métrique de RY™, son tiré en arriére ¢*g; ,, est conformément
équivalent a la métrique g|y.

On commence par observer que comme corollaire de la Proposition 2.27 on
obtient que 'espace Ein; , est un espace-temps conformément plat.
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Corollaire 3.9. L’espace Ein,, est conformément plat. De méme les espaces
AdS; ,, et dS,,, sont conformément plats.

Démonstration. Le fait que que 'espace Ein, , est conformément plat découle de
la transitivité de 'action de SOy(2, n+1) sur Ein, , et du plongement conforme de
R dans Einy ,,. Comme AdS,,, et dS;, se plongent conformément dans Ein;
on obtient qu’eux aussi sont conformément plats. ]

La raison pour laquelle le théoreme de Liouville est tellement important pour

I’étude des espace-temps conformément plats est que , quand la dimension est
supérieure ou égale a 3, il permet de voir ces espaces comme des (G, X )-structures,
ou G = S50y(2,n) et X = Einy,,.
Encore une fois la situation dans le cas riemannien est tout a fait similaire (voir
par exemple [40]) : quand le dimension est majeure ou égal a 3, les concepts
de (S",SO(n + 1))-variété et variété riemannienne conformément plate sont les
mémes. En fait on a :

Proposition 3.10. Etant donné une (Einy,,, SOo(2,n))-structure sur une variété
on peut lui associer une classe d’équivalence de métriques lorentziennes conformé-
ment plates. Cette correspondance est bijective quand n > 2.

Démonstration. Soit M une variété munie d'une (Ein; ,, SOy(2, n))-structure et
s0it {Uy, ¢} un (Eing ,, SOu(2,n))-atlas pour M. Si gg est la métrique do? — dt?
sur Finy, ~ S™ x S!, le tiré en arriere ¢¥ gy est une métrique lorentzienne sur
chaque U,. Soit f, une partition de I'unité associée a {U,, ¢}, alors

g = Z fa¢390

est une métrique lorentzienne sur M. Comme Ein,, est conformément plat au
sens de la Définition 3.8, la métrique g 'est aussi.

Inversement soit (M, g) variété lorentzienne conformément plate de dimension
n+ 1, et on suppose n > 2. Soit {U,, ¢, } un atlas pour M tel que pour tout «,
glu., est conformément équivalent a ¢ g1 Donc pour chaque composante connexe
V de U, NUg on a que

030 O5 | pavy + 0a(V) — d5(V)

est une application conforme entre deux ouverts de Rb™. Comme RY" se plonge
conformément dans Ein,,, ¢5 0 ¢, |s.(v) est en fait une application conforme
entre deux ouverts de Ein,. D’apres le Théoréme de Liouville, Théoreme 2.5,
Papplication ¢g o ¢,'|1. () se prolonge en un unique élément de SOy(2,n). On
obtient ainsi une (Finy ., SOy(2,n))-structure sur M. O
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Dans la suite quand on parlera d’espace-temps conformément plat on sup-
posera toujours n > 2 : on pourra ainsi voir un tel espace comme une variété
localement modelée sur (Eing ,, SOy(2,n)). Suivant le cas, il peut étre plus avan-
tageux, notamment pour pouvoir utiliser la notion de causalité, de se placer dans
I'espace d’Einstein universel, c’est a dire, de voir I espace-temps conformément
plat comme une (Ein; ,, SOy(2,n))-variété.
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Chapitre 3

Extensions maximales

1 Généralités sur les extensions maximales d’un
espace-temps

Le probleme d’existence et unicité de I'extension maximale d’un espace-temps
globalement hyperbolique donné doit son origine a la résolution d’un probléeme
d’équations différentielles issu de la physique : le probleme d’existence et unicité
des solutions maximales pour I’équation d’Einstein.

1.1 Probleme de Cauchy associé a ’équation d’Einstein

L’équation d’FEinstein est une équation qui met en relation une quantité phy-
sique comme le tenseur d’impulsion-énergie avec des quantités purement géomé-
triques comme la courbure de Ricci et la métrique de 'univers. On 1’écrit comme
suit :

Ric(g) — 1/2scal(g)g + Ag = 87T (3.1)

ou g est une métrique lorentzienne, Ric(g) est le tenseur de courbure de Ricci,
scal(g) la courbure scalaire de la métrique g, A la constante cosmologique et T un
tenseur symétrique de type (2,0), appelé tenseur d’impulsion-énergie. En absence
de matiere, donc si on est dans le vide, le tenseur T" est nul et si on suppose A = 0
les équations d’Einstein deviennent :

Ric(g) =0 (3.2)

Une solution de ces équations est un espace-temps M dont la métrique est a
courbure de Ricci nulle. Dans le cas ou T' n’est pas nul, une possibilité est de partir
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d’une variété M sur laquelle T" est défini, et de chercher une métrique lorentzienne
g sur M qui vérifie les équations (3.1). Mais, dans le probleme général, T" n’est pas
prescrit & 'avance, méme si on peut supposer qu’il vérifie certaines hypotheses, et
il faut étudier ’évolution de la métrique et du tenseur 7" simultanément de facon a
satisfaire (3.1). Dans les modeéles cosmologiques standards on suppose que 1'univers
évolue comme un fluide parfait, voir par exemple [42] Chapitre 12 ou [33] pag 134-
138. Le tenseur d’impulsion énergie prend alors une forme assez simple mais dont
I’étude reste un sujet d’actualité. Si on impose des conditions supplémentaires de
symétrie, on peut classifier les espaces-temps solutions, obtenant de la sorte les
modeles cosmologiques de Robertson-Walker .

Si on impose a l'espace-temps solution M d’étre globalement hyperbolique on
peut considérer le probleme de Cauchy associé a 1’équation d’Einstein. L’idée est
la suivante : on se donne une variété riemannienne (S,h) de dimension n munie
d’un (2, 0)-tenseur symétrique /7, et on cherche une métrique lorentzienne g sur
la variété produit S x R. La métrique g doit vérifier les équations (3.1) pour
un certain 7' donné a priori sur S x R, de sorte que I soit la deuxiéme forme
fondamentale de 'hypersurface S x {0}.

Il se trouve que h et Il ne peuvent pas étre données de fagon compléetement
indépendante. Dans le cas ou T = 0 une condition nécessaire pour que le probléeme
de Cauchy ait une solution est que h et I vérifient certaines équations, connues
sous le nom d’ équations des contraintes de la relativité générale (voir chapitre 7
de [33)]).

Définition 1.1. Une donnée initiale pour le probleme de Cauchy associé aux
équations d’Einstein est un triplet (S, h, I1), ou :

— S est une variété munie de la métrique riemannienne h,

— II est un (2,0)-tenseur symétrique sur S,

— 11 et h vérifient les équations des contraintes.

Définition 1.2. Etant donné une donnée initiale (S, h, IT), une solution du pro-
bleme de Cauchy associé aux équations d’Einstein pour 7" = 0 est un espace-
temps (M, g) globalement hyperbolique tel que la métrique lorentzianne g vérifie
les équations 3.2 et tel qu’il existe un plongement i : S — M qui vérifie :

- i*g=nh

—i(9) est une hypersurface de Cauchy de M

— *(II) est la seconde forme fondamentale de I’hypersurface i(S).

Le probleme de l'existence locale de solution pour le probléeme de Cauchy
associé aux équations d’Einstein a été résolu par Geroch et Choquet-Bruhat dans
les années '80 pour une large classe de tenseurs 7', voir [14] et [15]. Dans [14] ils
démontrent le résultat suivant, dans le cas ou 7' =0 :

Théoréme 1.3. Pour toute donnée initiale (S, h, 1), le probleme de Cauchy as-
socié auz équations (3.2) admet une solution. Pour tout couple de solutions (M, g)
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et (M',g"), il existe des voisinages des hypersurfaces de Cauchy i(S) et i'(S") iso-
métriques ['un a 'autre.

Il est alors naturel de se poser la question suivante : comment deux solutions
(M, g) et (M, g") données, qui, comme le théoreme affirme, coincident au voisinage
de I'hypersurface de Cauchy i(S) = #/(5’), se comportent-elles loin de la donnée
initiale 7 En d’autres termes le probleme est de comprendre si toute solution locale
s’étend de maniere unique en une solution maximale du probleme de Cauchy.

Définition 1.4. Soient (M, g) et (M’, ¢') deux solutions du probléeme de Cauchy
relatives a une donné initiale (S, h, IT). On dit que (M, g) étend (M’', g') ou que
(M, g) est une extension de (M',g'), s'il existe un plongement isométrique de
(M',¢') en (M, g) qui envoie 'hypersurface '(S”) sur i(.5).

Si (M, g) est une extension de (M’ g’), on peut voir (M’, ¢') comme un voisi-
nage ouvert de i(.S) dans (M, ¢g). On peut maintenant définir ce qu’est une solution
maximale du probleme de Cauchy :

Définition 1.5. Une solution maximale du probleme de Cauchy associé a I’équa-
tion d’Einstein est une solution (M, g) telle que I'unique extension de (M, g) est
I'extension triviale (M, g) C (M, g).

On est alors amenés a se demander si on peut toujours étendre une solution
locale donnée en une solution maximale et si une telle extension maximale est
unique. Dans [15] Choquet-Bruhat et Geroch ont prouvé :

Théoréme 1.6. Etant donné une solution locale (M, g) du probléeme de Cauchy,
de données initiales (S, h,11), il existe une solution mazimale (M',g") du méme
probléme qui étend (M, g). La solution (M',g') est unique da isomélrie pres.

1.2 Extension maximale dans une catégorie rigide

Dans la section précédente on a défini I’extension maximale d’un espace-temps
solution du probléme de Cauchy associé aux équations d’Einstein. Le but de cette
section est de montrer comment cette notion peut étre généralisée, de fagon as-
sez naturelle, a d’autres classes d’ espace-temps globalement hyperboliques qui ne
sont pas solution des équations d’Einstein.

Définition 1.7. Soient M et N deux espace-temps GH. Un plongement isomé-
trique f : M — N est dit un Cauchy-plongement s’il existe une hypersurface de
Cauchy S C M telle que f(S) est une hypersurface de Cauchy de N. S’il existe
un Cauchy-plongement f : M — N on dit que N étend M.
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On remarque que si M et N sont deux solutions des équations d’Einstein, le
fait que M se plonge dans N par un Cauchy-plongement équivaut a ce que M et
N sont solutions du méme probleme de Cauchy et que N étend M au sens de la
Définition 1.4. La Définition 1.4 est alors un cas particulier de la Définition 1.7
ci-dessus.

A partir de la définition de Cauchy-plongement on peut parler & nouveau d’ex-
tension maximale d'un espace-temps globalement hyperbolique donné :

Définition 1.8. Un espace-temps globalement hyperbolique M est maximal si tout
Cauchy-plongement de M dans un autre espace-temps est surjectif.

La notion de maximalité est alors naturellement associée a celle d’hyperbolicité

globale. Etant donné un espace-temps globalement hyperbolique M on peut &
nouveau chercher a savoir s’il admet une extension maximale et si cette extension
est unique.
En adaptant les arguments de la preuve du Théoreme 1.6 on montre que tout
espace-temps donné admet une extension maximale, au sens de la définition 1.8,
mais en général on ne peut pas s’attendre a ce que elle soit unique. Cependant, si
on se restreint a certaines catégories d’espace-temps la preuve du Théoréme 1.6
peut encore s’appliquer.

Définition 1.9. Une catégorie d’espace-temps est une classe € d’espace-temps
telle que :
— € est stable par isométrie : si (M,g) appartient a € et (N,h) est isomé-
trique a (M, g) alors (N, h) appartient a € .

— € est stable par restriction : si (M, g) appartient a € alors pour tout ouvert
U de M, (U,g|lu) appartient a €.

— € est stable par recollement : s’il existe un recouvrement ouwvert (U;);e; de
(M, g) tel que pour tout élément i de I la restriction (U;, gly,) appartient a
€ alors (M, g) est dans €.

On remarque que dans le premier axiome, on ne demande pas que l'isométrie
préserve l'orientation chronologique. Ainsi, € est stable par inversion du temps :
si (M, g) appartient a €', ’espace-temps obtenu en inversant 1'orientation chrono-
logique est lui aussi dans €.

Un exemple typique de catégorie d’espace-temps est la classe des espace-temps
dont la métrique lorentzienne est de classe C" pour r fixé. En particulier, nous
pouvons définir la catégorie analytique : celle ou les espace-temps sont des varié-
tés analytiques munies de métriques lorentziennes analytiques. Un autre exemple
de catégorie est celle des espace-temps qui sont des (G, X)-variétés, ou X est un
espace-temps fixé et G le groupe des isométries de X qui préservent l'orienta-
tion et 'orientation chronologique. Nous parlons alors de la (G, X)-catégorie. Cet
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exemple de catégories contient trois catégories dont on a déja parlé : celle des
espaces-temps plats (i.e. localement modelés sur 'espace de Minkowski), celle des
espaces-temps localement modelés sur I'espace anti-de Sitter, et celle des espaces-
temps localement modelés sur I'espace de Sitter.

Les espace-temps qui sont solutions des équations d’Einstein sont alors seulement
une des catégories possibles ot on peut étudier la maximalité.

Définition 1.10. Un espace-temps globalement hyperboliqgue M appartenant a
une catégorie € est €-maximal si tout Cauchy-plongement de M dans un autre
espace-temps appartenant da la catégorie € est surjectif.

Par exemple, si un espace-temps globalement hyperbolique M est maximal

parmi les espace-temps localement modelés sur I'espace de Minkowski, de Sitter
ou anti-de Sitter, on écrit que M est respectivement R -mazimal, dS'"-maximal
ou AdS“"-maximal.
Si un espace-temps globalement hyperbolique appartenant a une catégorie € est
maximal au sens de la Définition 1.8 il est alors ¢-maximal. Par contre un espace-
temps globalement hyperbolique %-maximal peut admettre une extension en de-
hors de la catégorie €, il n’est donc pas for¢gément maximal.

Définition 1.11. On dit qu'une catégorie ¥ d’espace-temps est rigide si étant
donnés deux espace-temps M et N globalement hyperboliques dans % et une
isométrie f: I*(p) — I*(q), o p € M et ¢ € N, alors f s’étend en une isométrie
f:UU I*(p) - V UI*(q), ot U et V sont des voisinages de p et q.

Il s’agit la de '’hypothese centrale dans la preuve du théoreme de Choquet-
Bruhat et Geroch (Théoréme 1.6), qui, mutatis mutandis, se généralise directe-
ment de la maniere suivante :

Théoreme 1.12. Tout espace-temps globalement hyperbolique appartenant a une
catégorie rigide € admet une unique extension € -maximale.

Les principaux exemples de catégories rigides d’espace-temps sont :

— Les espace-temps solutions du méme probleme de Cauchy associé a I’équation
d’Finstein. Pour prouver que cette catégorie est une catégorie rigide il faudrait
rentrer dans la théorie des EDP relative a ’équation d’Einstein. Ici on va juste
donner une idée tres rapide des arguments utilisés.

Soient M et N deux solutions du probleme de Cauchy associé a ’équation d’Ein-
stein de donnée initiale (S,h,II) et soit f : I~ (p) — I~ (g) une isométrie, ou
p € M et g € N. Comme la 'EDP sous-jacente est a propagation finie, la solution
en x (plus précisément, le 1-jet de la métrique de M en x) pour tout élément x
au voisinage de p est entierement déterminée par la valeur de la donnée initiale
(h, 1) restreinte a un voisinage de J~(p) NS dans S. Le méme argument est vrai
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pour les points appartenant a un voisinage de ¢ dans N.

D’apres le Théoreme 1.3 M et N sont isométriques au voisinage de .S donc I'isomé-
trie f se prolonge en une isométrie entre un voisinage de J~(p) NS et un voisinage
de J7(¢)NS. 1l s’en suit que M et N sont isométriques aux voisinages de p et de q.

— Les espace-temps analytiques. Etant donné deux espace-temps analytiques
(M, g) et (N, h), tout isométrie analytique f : I~ (p) = I~ (q),oup € M et ¢ € N,
se prolonge par analyticité a une application f entre deux voisinages respective-
ment de p et de ¢. Soient {p,} et {¢,} deux suites de points de I~ (p) et I~ (q)
qui convergent respectivement a p et ¢. Comme la métrique sur M est aussi ana-
lytique on peut passer en passant a la limite dans h,, (d,, - dp, f ) = Ggp.(+,-) on
obtient hy(d,f-, dyf-) = gy(-,-). Soient U et V deux voisinages normaux de p et
q, on définit I'application exp, od, f o (expp)_1 U — V. 1l s'agit d’une isomé-
trie qui coincide avec f sur I~ (p), et qui est analytique. L'unicité de 'extension
analytique implique alors f = exp, od, f o(expp)_1 sur U, donc f est une isométrie.

— Les espace-temps modelés sur un couple (G, X). Soient M et N deux espace-
temps localement modelés sur (G, X) et soit f : I~ (p) — I~ (¢) une isométrie,
oup € Metqe N.Soient o : U - X et v : V — X deux cartes au voi-
sinage de p et de ¢. Par définition de (G, X)-structure I'isométrie 1) o f o ™1 :
(VNI (q)) = ¥(UNI (p)) se prolonge en un unique élément g € G. Donc
I’application f :=1) o g o ¢ est une isométrie entre U et V.

La derniere catégorie contient en particulier celle des espace-temps a courbure

constante. Ces derniers sont aussi solutions de I’équation d’Einstein, et sont donc
déja implicitement considérés dans la formulation du Théoreme 1.6.
Il est évident que si un espace-temps globalement hyperbolique est maximal parmi
tous les espace-temps globalement hyperbolique, au sens de la définition 1.8, il
sera aussi %-maximal pour toutes les catégories ¢ auxquelles il appartient. Par
exemple, si M est un espace-temps globalement hyperbolique localement modelé
sur 'espace de Minkowski, maximal en tant qu’ espace-temps globalement hyper-
bolique, il le sera d’autant plus en tant qu’espace-temps plat. Tel est le cas par
exemple des espace-temps plats CGHM (Cauchy-Compact Globalement Hyper-
bolique Maximal) comme on le verra a la section 3.

1.3 Extension maximale conforme et conformément plate

Dans la section 3 on a donné une formulation du probleme de 'extension
d’un espace-temps globalement hyperboliquepar les Cauchy-plongements : cette
formulation se généralise facilement au cas conforme.

On peut en fait parler de Cauchy-plongement conformes :
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Définition 1.13. Soient M et N deux espace-temps globalement hyperbolique.
Un Cauchy-plongement conforme (ot simplement Cauchy-plongement si le contexte
le permet) est un plongement conforme f : M — N tel qu’ il existe une hyper-
surface de Cauchy S C M telle que f(S) est une hypersurface de Cauchy de
N.

Comme dans le contexte isométrique on dira qu’ un espace-temps N globale-
ment hyperbolique étend conformément un autre espace-temps globalement hy-
perbolique M s’il existe un Cauchy-plongement conforme f : M — N. Un espace-
temps qui n’admet pas d’extensions conformes non triviales sera appelé C'-maximal
(ne pas confondre C-maximal et ¢-maximal! Ici, le C signifie Conforme).

Méme si ici on sort du contexte isométrique on peut encore parler de catégorie
d’espace-temps en remplagant simplement les isométries par des difféomorphismes
conformes dans la Définition 1.9. L’image d’un espace-temps conformément plat
par un Cauchy- plongement est conformément plat. On peut donc parler de la ca-
tégorie des espace-temps conformément plats, qu’on appelle Cy. On dit alors qu’un
espace-temps globalement hyperbolique conformément plat M est Cy-maximal, si
tout Cauchy-plongement conforme de M dans un espace-temps N globalement
hyperbolique conformément plat est surjectif.

En résumé on a donc plusieurs notions de maximalité pour les espace-temps glo-
balement hyperbolique, suivant qu’on considere des Cauchy-plongement isomé-
triques ou conformes et suivant la catégorie a laquelle on se restreint.

Certaines implications sont évidentes : par exemple si M est un espace-temps
localement modelé sur une paire (G, X), ot X est, suivant le cas, Pespace RY",
dS*™ ou AdS'™, on a :

M est C-maximal = M est Cy-maximal = M est X-maximal (3.3)

Evidemment, les implications réciproques ne sont pas nécessairement vérifiées :
un espace-temps Cp-maximal peut ne pas étre C-maximal, un espace-temps plat-
maximal peut ne pas étre Cyp-maximal, etc.. Dans la section 3 et surtout a la section
2 on verra des situations dans lesquelles les implications inverses sont néanmoins
vérifiées.

Maintenant que nous avons défini la C-maximalité et la Cy-maximalité, on peut
a nouveau se poser le probléeme, comme dans le cas isométrique, de comprendre
si tout espace-temps globalement hyperbolique conformément plat admet une Cy-
extension maximale ou méme une C-extension maximale, et si une telle extension
est unique a difféomorphisme conforme pres.

En d’autres termes, il s’agit de généraliser le Théoreme 1.6 au cas conforme et au
cas conformément plat. Dans la section 3 on va prouver 'existence et 'unicité de
la Cy-extension maximale pour un espace-temps conformément plat globalement
hyperbolique donné de dimension supérieure ou égale a 3. Le probleme de l'exis-
tence et unicité de la C-extension maximale est plus délicat (et on ne le fera pas!)
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car dans ce cas, beaucoup plus général, les espace-temps ne sont plus localement
modelés sur un espace modele, comme ’espace d’Einstein pour les espace-temps
conformément plats de dimension supérieure ou égale a 3, et on dispose de beau-
coup moins de structure.

2 Cauchy-plongements

Dans cette section on va étudier certaines propriétés des Cauchy-plongements.
Comme il s’agit bien de propriétés causales elles s’appliquent aussi bien a des
Cauchy-plongements isométriques qu ’a des Cauchy-plongements conformes. On
parlera donc simplement de Cauchy-plongement sans spécifier s’il est isométrique
ou conforme.

Dans la suite M et N seront deux espace-temps globalement hyperboliques et S,
S’ deux hypersurfaces de Cauchy respectivement de M et N.

Lemme 2.1. L’image d’un Cauchy-plongement f : (M,S) — (N,S’) est un
ouvert causalement convexe de N.

Démonstration. Soient f(x) et f(y) deux points de f(M) causalement reliés par
une courbe future ¢ : [0,1] — N, ¢(0) = f(z) e ¢(1) = f(y). On prolonge ¢ en
une courbe inextensible ¢ : R — N. Comme N est globalement hyperbolique
¢:R — N est un plongement et comme f(M) est un ouvert de N, I'intersection
¢ Hf(M) N e(R)) est une union d’ intervalles. Soit I un de ces intervalles. La
courbe (f|san) ' oc: I — M est causale et inextensible dans M et rencontre
donc I'hypersurface de Cauchy S de M en un point z € M. Mais ceci implique
f(z) € f(S)Nnc(I) # 0. Comme f(S) est une hypersurface de Cauchy elle ne
rencontre pas deux fois une courbe causale : on en déduit que ¢! (f(M) N c(R))
a une seule composante connexe qui est donc [0, 1] tout entier. U

Corollaire 2.2. Un Cauchy-plongement f : (M,S) — (N,S’) envoie tout sous-
ensemble achronal A de M en un sous-ensemble achronal de N.

Démonstration. Soit par 'absurde v une courbe de type temps entre deux points
de f(A). Comme 'image f(M) est causalement convexe dans N, la courbe 7 est
entiérement contenue dans f(M). Alors la courbe (f|pan)~" o7 est une courbe
de type temps entre deux points de A, cela contredit I’achronalité de A. O

Corollaire 2.3. Un Cauchy-plongement f : (M,S) — (N,S’) envoie toute hy-
persurface de Cauchy de M en une hypersurface de Cauchy de N.

Démonstration. Soit > C M une hypersurface de Cauchy. D’apres le Corollaire
2.2 f(X) est une hypersurface achronale. Le fait qu’elle est edgeless découle du
fait que f(M) est un voisinage ouvert de f(3) et du fait que ¥ est edgeless. Il
reste a montrer que f(X) rencontre toute courbe causale inextensible. Soit ¢ :
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R — N une courbe inextensible de V. On sait que c¢ intersecte S’ ce qui implique
f(M) Ne(R) # 0 et par la démonstration précédente (f|pa) ' oc: R — M est
une courbe causale inextensible de M. Comme ¥ est une hypersurface de Cauchy
elle rencontre cette courbe, donc ¢ rencontre f(X), donc f(X) est une hypersurface
de Cauchy de M'. O

Une propriété remarquable des Cauchy-plongements est qu’ ils sont déterminés
par leur restriction a une hypersurface de Cauchy donnée dans la variété de départ.
On énonce alors le lemme suivant dont on ne donnera la preuve qu’ au chapitre
4, Proposition 4.1, quand on aura mis en place les outils nécessaires.

Lemme 2.4. Soient f,g: M — N deux Cauchy-plongements tels que f|s = gls,
alors f = g.

On va maintenant voir comment est faite la frontiere de I'image d’un Cauchy-
plongement.

Lemme 2.5. Soit f : M — N un Cauchy-plongement. La frontiére Of(M)
est l'union disjointe de deux fermés achronaux edgeless (éventuellement vides)

Ot f(M) et 0~ f(M) de N tels que
I7(OTf(M)) NI (0 f(M)) C f(M).

Démonstration. Soit S une hypersurface de Cauchy acausale de M . On identifie
M & son image dans N , S est alors aussi une hypersurface de Cauchy acausale
de N. Soit M* := [*(S) N M et de maniére analogue soit N* := [£(S) N N. Le
bord OM est alors I'union disjointe de 0" M := M N NT et 0~ M =M N N—.
1) Pour tout point p € 0T M ona I~ (p) "N NT C M.

Soit ¢ € I~ (p) N N7, il existe une courbe causale passée ¢ qui le relie & un point
z € S. Pour tout = proche de p on a ¢ € I~ (x), mais comme p est dans la frontiere
de M™* il y a des point de M* qui son arbitrairement proches de p. Soit w un tel
point, il existe une courbe causale passée qui va de w a z et qui passe par ¢q. Or
M est causalement convexe dans N d’apres le Lemme 2.1 donc g € M.

En renversant l'orientation on obtient aussi :

1) Pour tout point p € 0~ M on a I (p) N N~ C M~ .En particulier,

I7(@* f(M)) N IF(9™ f(M)) C f(M).

2) IT(OTM)N M est vide.

Soit par 'absurde x un point de I (0" M) N M, alors il existe une courbe causale
passé ¢ qui connecte z avec un point y € 9T M. On prolonge cette courbe en une
courbe ¢’ causale inextensible dans le passé. Alors ¢’ doit rencontrer S en un point

z. Comme M est causalement convexe dans N on obtient y € M, contradiction.
3) Ot M est achronale.
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Soit ¢ une courbe temporelle future reliant deux point x < y de 9™ M alors I (x)
est un voisinage ouvert de y, et par le point 2) il est disjoint de M, mais ceci est
absurde car y est dans I’adhérence de M.

4) 0T M est edgeless.

Ceci découle du point 2) et du fait qu'une courbe causale qui relie un point dans
Nt \ M* aun un point dans M* doit traverser 9" M.

En renversant l'orientation chronologique on obtient les mémes résultats pour
0~ M. O

3 Existence et unicité de ’extension C;-maximale
Dans cette section on prouve le résultat suivant :

Théoreme 3.1. Soit M un espace-temps globalement hyperbolique conformément
plate, alors il existe une unique extension Cy-maximale. Cette extension est unique
a diffeomorphigme conforme pres.

3.1 Existence

Dans la suite un espace temps conforme est une variété munie d’une classe
conforme de métriques lorentziennes orientées et temporellement orientées.

Soit M un espace-temps conforme de dimension n 4+ 1 > 3, et soit ¢ : ¥ —
M un plongement conforme d’une variété riemannienne ¥ dans M tel que ¢(X)
est une hypersurface de Cauchy de M. Soit F l’ensemble des triplets (N, f)
constitué d’un espace-temps conforme N, d'un plongement conforme v : ¥ — N
tel que (X)) est une hypersurface de Cauchy de N et d’'un Cauchy-plongement
f:M — N tel que fo¢=1.
On définit sur F la relation suivante :

(N2, /)= (N, ¢, f) < Fh:N—=>N'

h plongement conforme tel que h o =)'

On remarque que h o =)' implique h o f = f’. En plus d’apres le Lemme 2.4
si (N9, f) < (N, ¢, f'), le Cauchy-plongement h : N — N’; tel que h o) =1/,
est unique.

La relation qu’on vient de définir est clairement réflexive et transitive , mais elle
n’est pas antisymétrique. Cependant, si (N, ¢, f) <X (N, ¢, f') et (N, ¢/, f') <
(N, 1, f) il existe deux Cauchy-plongements h : N — N’ et b’ : N' — N tels
que how =" et h' o)/ = 1. Alors h o b/ restreint a I’hypersurface de Cauchy
(X)) est U'identité, et d’apres le Lemme 2.4, hoh' est 'identité sur N. De maniére
symétrique, h' o h est I'application identité sur N’. Il s’en suit que N et N’ sont
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conformément difféomorphes.
La relation :

(N, 0, ) 22 (NT AL fT) = (N0, f) 2 (N0 ) et (N9, f) = (N9, f)]

est une relation d’ équivalence : elle identifie en quelque sorte les extensions qui ne
different que par une composition au but par un difféomorphisme conforme. On
note [N, 1, f] la classe d’équivalence de (N, v, f) et par F I'ensemble des classes
d’équivalence. La relation < induit sur F une relation, qu’on désigne encore par
=, et qui est cette fois une relation d’ordre partiel.

On va montrer que tout sous-ensemble totalement ordonné de (F, <) a un ma-
jorant. D" apres le Lemme de Zorn on aura alors I'existence d’un élément maximal.
Cet élément sera 1’extension maximale conformément plate de M recherchée.

Soit donc {[M;, 1, f;]}ier une sous-ensemble totalement ordonné de F, avec
My =M, Sy =5 et g =¢. Sii < j, onnote f;; : M; — M; I'unique Cauchy-
plongement tel que f; jo1; = 1;. D’apres le Lemme 2.4 f; o fr; = fijet fi, =1id
pour tout ¢ < 5 < k.

Soit M := |l;c; M; I’ union disjointe des M;. Sur M on définit la relation
suivante :

i<j fijlx)=y
(z,9) ~ (y,5) & § ou
J<i fily)=z

Ce qui précede montre que ~ est une relation d’équivalence. Soit M 1’ensemble
quotient M/ ~ avec la topologie induite. Si on arrive & montrer que M est dans F,
elle est le candidat naturel a représenter un majorant de la chaine {[M;, ¥, fi]}ier-
On note p; : M; — M la composition de 'inclusion M; C M avec la projection
au quotient 7 : M — M. Pour i < j on a donc p;(M;) C p;(M;).

Lemme 3.2. Chaque p; est un homéomorphisme sur son image.

Démonstration. Par définition de la topologie quotient p; est continue. Il faut
montrer qu’elle est ouverte. Soit U C M; un ouvert, on a que p;(U) est un ouvert
si et seulement si 771 (p;(U)) est un ouvert de M. Or

(M) = | fis(M)U [ M

Jerl: i<y jel:j<i

et chaque f;;(M;) est ouvert dans M; car f;; est un difféomorphisme sur son
image. Donc 71 (p;(U)) est un ouvert de M. O
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Pour montrer que M est dans F, c’est-a-dire que M un espace-temps confor-
mément plat globalement hyperbolique, il faut avant tout montrer qu’elle est une
variété et en particulier qu’elle est a base dénombrable d’ouverts, ce qui est loin
d’étre garanti puisque I n’a aucune raison d’étre dénombrable!

Proposition 3.3. M est un espace-temps conformément plat .

Démonstration. D’apres le Lemme 3.2 chaque point p de M est contenu dans un
voisinage homéomorphe a un des M;, donc p admet un voisinage homéomorphe a
R™. De plus, tout couple de points de M est contenue dans un méme p;(M;) pour
un certain ¢ € I, et donc, toujours d’apres le Lemme 3.2, il existe deux voisinages
disjoints de chacun des points. L’espace M est donc séparé au sens de Hausdorff.
Pour conclure la preuve il faut encore montrer que M admet une base dénombrable
d’ouverts et qu’il est naturellement muni d’une classe conforme de métriques lo-
rentziennes conformément plates. Les deux choses sont liées.

Cas M simplement connexe. Pour commencer on suppose que M est simple-
ment connexe. Comme d’apres le Théoreme 6.18 la topologie d'une variété globa-
lement hyperbolique est déterminée par celle de son hypersurface de Cauchy, tout
élément de F est simplement connexe. Or, en tant qu’ espace-temps conformé-
ment plat simplement connexe, chaque élément M; de F admet une application
développante d; : M; — Ein; , qui est un difféomorphisme local.

On va construire une application développante pour M.

Soient ¢ < j, alors I'application d; o f; ; : M; — Ein,, est une autre application
dévélopante pour M;. Il s’en suit qu’il existe un unique élément g; ; dans O(2,n)
tel que d; o f;; = gi; o d;. On peut alors définir une application d : M — Ein,,
par :

do opgl(x) si x € po(M)

(90) todiop; (z) sixe pi(M)

Montrons que cette application est bien définie : soit x un élément de M qui
soit dans p;(M;) et soit ¢ < j, donc p;(M;) C p;(M;). Comme fo,; = f; ;o fo; on
obtient go ; = ¢, © go,;. Alors
Gij© goi) lodjo P]'_l($)

904) "0 (giy) " odjop;(x)
904) " 0 (gig) " odjo fijo(pi) ()
9o4) o d;op; ()

(905) " odjop;!(z) =

ol la derniére égalité est vérifiée car p; = (f; ;) topiet (gi;) L odjo fij =d;.
L’application d est donc bien définie, et, par construction elle est un difféomor-
phisme local.

92 3. EXISTENCE ET UNICITE DE L’EXTENSION Cp-MAXIMALE



CHAPITRE 3. EXTENSIONS MAXIMALES

L’ existence d'un telle application d nous permet de montrer que M est a base
dénombrable d’ouverts. En effet, le tiré en arriere par d d'une métrique rieman-
nienne sur Ein;,, fournit une métrique riemannienne sur M, et il est bien connu
que toute variété riemannienne admet une base dénombrable d’ouverts.

De plus L’application d définit une structure lorentzienne conformément plate sur
M. Comme les f; ; préservent l'orientation et I'orientation chronologique, les g;;
sont dans Oy(2,n). Ceci implique que M est chronologiquement orientée. Donc M
est un espace-temps conformément plat.

Cas M non simplement connexe.
Si M n’est pas simplement connexe on considere son revétement universel M. On
munit M de la structure causale obtenue en tirant en arriere par application de
revetement 7 : M — M la structure causale de M.

Lemme 3.4. Soit M un espace-temps globalement hyperbolique et soit S une
hypersurface de Cauchy de M. Soit M son revétement universel muni du relevé
de la structure causale de M. Alors le relevé S est une hypersurface de Cauchy de

M.

Démonstration. L’application de revétement 7 : M — M est un difféomorphisme
local qui préserve la structure causale de M et M. Il sen suit que S est une
hypersurface plongée localement achronale de M. De plus S est edgeless car celle-
ci est une propriété locale. On va montrer que S est achronale et qu’elle rencontre
toute courbe causale inextensible de M. -

Soit av : R — M une courbe causale inextensible de M. L’application 7w o« est une
immersion telle que I'image de tout vecteurs tangents a « est un vecteur causale de
M. Comme, d’apres la Définition 6.1, M est fortement causale la courbe 7o a ne
peut pas se recouper ni s’accumuler sur elle méme, donc 7o v est un plongement.
Comme on a supposé que « est inextensible, on obtient que 7 o a est une courbe
causale inextensible de M. Elle doit donc rencontrer ’hypersurface de Cauchy S
ce qui implique que « rencontre S.N

Soit ¢ une courbe temporelle de M. D’aprés ce qu’on viens de dire 7 o ¢ est un
plongement dont I'image est une courbe temporelle de M. Comme S est achronale
7o ¢ rencontre S au plus une seule fois. Comme 7 o ¢ est injective on obtient que
¢ rencontre S au plus une fois. O

On peut relever toutes les f; ; en des plongements conformes f” - M, — Mj
entre les revétements universels des éléments de F. D’apres le Lemme 3.4 le relevé
de toute hypersurface de Cauchy S; est une hypersurface de Cauchy S; de M;, donc
les plongements f; ; sont en fait des Cauchy-plongements conformes. On peut alors
écrire le diagramme suivant :

S —V0 My — o0 N — s M —» -
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q 4 g 4 qj +
hy _>¢O MO _>f0,i Mz —>fi"j Mj —_—

ot les g sont les projections de revétement. On peut appliquer le méme procédé
utilisé pour définir M pour obtenir un M. Comme les ML sont simplement connexes
d’aprés le premiére partie de la preuve on obtient que M est une variété et elle est
naturellement munie d'une structure d’espace-temps conformément plat, donnée
par une application développante d. On note p; : M; — M les homéomorphismes
sur 'image, donnés par le Lemme 3.2, relatifs & cette construction. On définit
application naturelle p : M — M comme

p(x) =p;og Oﬁfl(x) pour x € ﬁZ(MZ)

Cette définition ne dépend pas du choix de la carte p;(M;) car, si i < j, pour =

dans p;(M;) les égalités p; = pj o fij et pioq = p;oq;o fi; impliquent
piogiop; (z) =pjoq; Oﬁj_l($)~

L’application p est un difféomorphisme local car elle est la composition des dif-
féomorphismes locaux. On va montrer que p est une application de revétement.
Soit T' := 7(X). Le groupe I agit sur chaque M; de sorte que pour tout v dans
I, q; oy = q; et pour tout 7,5 dans [ f” oy="o0 f” On peut alors définir une
action de T sur M par :

Vo € pi(M;), ~(x):=pioyop; (x)
Cette action est bien définie : si ¢ < j alors
pioyop () =pso fijoro fit opi () = oy op; ()

Par construction : p oy = p. Plus précisément, pour tout z,y dans M on a
p(z) = p(y) si et seulement il existe un élément v de I' tel que z = v(y). Cette
action est propre et discontinue car I' agit proprement et discontinuement sur
chaque ﬁZ(MZ) Il s’en suit que M est le quotient de M par I et p est la projection
au quotient.

Comme M est le quotient d'une variété & base dénombrable, elle méme est a
base dénombrable. En plus I'application développante d, qui donne la structure
conformément plate de M, est équivariant par rapport a Paction de T, car les
applications d; sont équivariantes par rapport a Paction de I' sur M;. Il s’en suit
qu’on peut définir une structure conformément plate sur M. O

Maintenant qu’on sait que M est un espace-temps on peut commencer a en
étudier la causalité. En particulier on voudrait prouver qu’elle est globalement
hyperbolique, d’hypersurface de Cauchy py(Sp).
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Lemme 3.5. Chaque p;(M;) est causalement conveze dans M.

Démonstration. Soit ¢ : [0,1] — M une courbe causale reliant deux points de
pi(M;). L’ensemble ¢([0, 1]) est un compact de M. Comme M est 'union croissante
des pr(My) et que I est totalement ordonné, il existe j € I tel que ¢([0,1]) C
p;(M;). Quitte & remplacer j par i si on a j < 4, on peut supposer i < j. Or
pi(M;) est causalement convexe dans p;(M;) car f; ;(M;) est causalement convexe
dans M; d’apres le Lemme 2.1 car p; est une plongement conforme. Donc I'image
de ¢ est bien contenue dans p;(M;). O

On remarque que les p;(S;) quelque soit i définissent la méme hypersurface
spatiale de M, on I'appelle donc S.

Lemme 3.6. S est une hypersurface de Cauchy pour M. En particulier, ce dernier
est globalement hyperbolique.

Démonstration. On prouve que S est achronale. Supposons qu’il existe un courbe
causale ¢ connectant deux points de S. Par compacité ¢ est contenue dans un
pi(M;) ce qui est absurde car S = p;(S;) est une hypersurface de Cauchy de
chaque p;(M;). L’hypersurface S est edgeless car elle est dans chaque p;(M;) et
étre edgeless est une propriété locale. Enfin, tout point de M appartient & un
pi(M;) et donc au développement de Cauchy de S dans M. O

On vient de prouver que M est un élément de F. De plus, pour tout ¢ dans I,
I'application p; induit un Cauchy-plongement de M; dans M. On en déduit que
(M, Y, f], olt f est le plongement induit par po et ¢ est la composée entre ¢ et la
restriction de f & S, majore dans F la chaine {[M;, 1, f;]}ics. D’apres le lemme
de Zorn, F contient un élément maximal. Cet élément vérifie tous les critéres pour
étre une extension maximale conformément plate de M.

Remarque 3.7. Dans tout ce qui précede on a toujours supposé que les élé-
ment de F sont conformément plats. Or si on modifie la définition de F comme
étant I’ensemble des triplets (IV, v, f), ou ¢ et f sont comme avant, et N est un
espace-temps globalement hyperbolique conforme, sans ne plus demander qu’il soit
conformément plat, une bonne partie du raisonnement reste valable. En essayant
encore d’utiliser le lemme de Zorn on peut considérer une chaine {(M;, S;)}ier
et définir un espace M , candidat au titre d’eztension mazimale conforme ou C-
extension de M.

Malheureusement il y a un probléme déja pour prouver que M est une variété.
En effet la preuve ci-dessus de la Proposition 3.3 utilise fortement le fait que les
M; sont toutes conformément plates. La difficulté principale réside dans la preuve
que M est a base dénombrable.

Méme en admettant qu’on arrive a prouver l'existence de cette extension maxi-
male conforme, d’autres problemes apparaissent lorsqu’il s’agit d’étudier I'unicité.
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La preuve de l'unicité dans le cas conformément plat, qu’'on verra dans la pro-
chaine section, repose de maniere essentielle sur le théoreme de Liouville, qui ne
s’applique qu’a des variétés localement modelées sur Ein. Notons cependant qu’on
ne connailt aucun contre-exemple a 1'unicité dans le cas conforme.

Méme si nous ne savons pas prouver ’existence et 1'unicité de ’extension maximale
conforme dans le contexte non conformément plat, nous verrons dans le chapitre 5
de nombreux exemples (espace de Minkowski, ouverts réguliers de 'espace de Min-
kowski, espace d’Einstein) pour lesquels on sait que I’extension conforme existe et
qu’elle coincide avec ’extension maximale conformément plate.

3.2 Unicité

Dans la section précédente nous avons montré que pour tout espace-temps M,

conformément plat il est possible de construire des espace-temps conformément
plats globalement hyperboliques dans lesquels M admet des Cauchy-plongements
et qui sont maximales pour cette propriété. Maintenant on va voir que ces exten-
sions maximales sont toutes conformément difféomorphes entre elles.
Soient Fy : My — M et Fy : My — M{™** deux Cauchy-plongements de
M, dans deux extensions maximales. On considere ’ensemble Z des quadruplets
(M, f,g1,92) tels que f: My — M, gy : M — M et go : M — M3 sont des
Cauchy-plongements tels que F; = g;o f pour ¢ = 1, 2. Sur Z on peut définir la rela-
tion (M, f, g1,92) = (M’, f', g, g5) signifiant I'existence d’ un Cauchy-plongement
O : M — M tel que f' = ®o f et g; = g;o®, induisant une relation d’ordre
sur I'espace quotient Z de la relation identifiant deux quadruplets (M, f, g1, go) et
(M, f', g1, g5) lorsque le Cauchy-plongement ¢ est surjectif.

Comme dans la section précédente on peut montrer que (Z, <) est inductif :

étant donné un sous-ensemble {[M* ¥ g¥ ¢5}.c; totalement ordonné de Z, on
considére I'union disjointe de tous les M*, quotienté par la relation qui identifie
chaque @ (z) & x si k < I. Les gV et g5 sont alors compatibles et donc passent
au quotient en des Cauchy-plongements g:M — M™% avec i = 1,2. On montre
comme a la section précédente que ce quotient est un espace-temps conformément
plat, qui induit un majorant de {[M*, f* g¥ g5} icr.
D’apres le lemme de Zorn il existe un élément (M, f, g, g,) maximal de Z. Soit M
le quotient de I'union disjointe M{"** | | M3*** par la relation qui identifie g, (x) avec
Jo(z) pour tout x € M. Les projections m; : M™® — M sont des plongements
conformes, et chaque point de M admet un voisinage homéomorphe a R". Le
point clé a vérifier est :

Lemme 3.8. M est séparé au sens de Hausdorff.

Démonstration. Soit £ 'ensemble des couples x,y € M{"* x M tels que tout
voisinage de () rencontre toute voisinage de m(y). Ceci ne peut se produire

que si x et y appartiennent respectivement a dg, (M) et 0g,(M). De plus, si x €

96 3. EXISTENCE ET UNICITE DE L’EXTENSION Cp-MAXIMALE



CHAPITRE 3. EXTENSIONS MAXIMALES

07g,(M) =: S{ (respectivement x € 9g, (M) =: S7), alors y € 07g,(M) =: S5
(respectivement y € 07 g,(M) =: S5 ). Notons £* le sous ensemble de £ formé
des (z,) avec z € S, y € S¥. On suppose que EF est non vide et contient un
élément (z,y) (le raisonnement pour le cas £~ # () est similaire).

D’apres le Lemme 2.5 Si™ et S5 sont deux parties fermées achronales edgeless de
MM i =1, 2. 1l existe donc deux voisinages Uy C M et Uy C M{"** de z et
y tels que S; N U; (et resp. Sy N Us) déconnectent U; (resp. Us) en deux ouverts
disjoints : Uy N T=(S7) et Uy N IT(ST) (resp. Up NI (S5) et Uy N TT(SF)). On
remarque aussi que Uy NI~ (S) C g,(M) et UyNI~(Sy) C go(M). Comme 7 (z)
et mo(y) sont non séparés on peut choisir U; et Us de sorte que le difféomorphisme
conforme G, oGy envoie Uy N I~(S;) sur Uy N I~(Sy).

Point-clé : d’aprés le théoréme de Liouville 2.5 il existe une isométrie conforme
f U — Uy qui étend Gyogy "

Comme 'application f envoye S; N U; sur S5 N Us, on peut définir une ap-
plication k qui & chaque point 2’ de Sy N U; associe un point k(x) := f(z) de
Sy NU,. On remarque qu’alors les deux projections 7 (z') et mo(k(2')) ne sont pas
séparées. Par construction k est bijective et il s’agit en fait d’'un homéomorphisme.
On en déduit que £F est un ouvert de S;” x S5 et plus exactement le graphe d’un
homéomorphisme K d’un ouvert de S;” vers un ouvert de S5 .

Cas 1) : 1l existe un élément (x,y) de £ tel que le développement de Cauchy
futur de S;" N U; dans M™* est non vide. Comme les deux ouverts U; et U, sont
conformément équivalents par F'ils ont la méme structure causale. Le développe-
ment de Cauchy futur de D := S{" NU,; est donc non vide si et seulement si celui
de Dy := S5 NUs, est non vide. Mais alors g, (M) U D et go(M) U D5 sont deux

espace-temps appartenant a ’ensemble Z et qui contiennent M strictement : cela
contredit la maximalité de M.

Cas 2). Le développement de Cauchy futur de S N U; dans M est vide.
D’apres le Lemme 6.9 il existe donc un rayon géodésique lumiére passé (non pa-
ramétré) issu de x qui au voisinage de x est contenu dans S;". D’apreés le Lemme
1.3, les géodésiques lumieres, en tant que lieu géométrique, sont préservées par les
transformations conformes .

Considérons l'extension maximale 7 : [0, a[— M{"** de ce rayon paramétrée (avec
un paramétrage quelconque). Comme 71 doit rencontrer I’hypersurface de Cauchy
Fi(Sp) de M™*® qui est contenue dans g, (M), son intersection avec S; est fer-
mée : il existe un temps 7" maximal tel que r1(T) appartient a S;". Par ailleurs,
T < a car r doit rencontrer Fi(Sp) en un point r(7p) avec T' < Ty < a. En outre,
la portion ¢(]T,Tpy]) est contenue dans g,(M). Rappelons que E' est ouvert : il
existe un temps 77 maximal tel que ([0, 71]) est contenu dans £*. Considérons
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maintenant le rayon géodésique lumiere 7y : [0, b[— M issu de y qui coincide
avec f(ri(t)) pour les petits temps t. Mais les isométries f; définies au voisinage
de chaque r(t), pour t € [0, Tj[, sont nécessairement compatibles le long de r; :
elles se recollent en une application F' qui vérifie F'(r1(t)) = ro(t). Donc, r1(T7) est
non-séparé de ro(7), par la maximalité de T} on en déduit 73 = T'. On applique
alors a nouveau le Lemme 6.9, pour trouver un autre rayon géodésique lumiere
passé ¢ issu de ri(T) qui reste dans S;" au voisinage de r{(7T'). D’apres la Pro-
position 5.10 si ¢ n’est pas le prolongement de r; alors tous les points de r; sont
temporellement reliés & ceux de ¢, mais celd est impossible car S;” est achronale.
Par ailleurs, si ¢ est le prolongement de ry on a ri(T +¢) € Si” pour € > 0 assez
petit mais cela contredit la définition de T O

Lemme 3.9. M est globalement hyperbolique, d’hypersurface de Cauchy m og, o
f(8) =m 07,0 f(S5).

Démonstration. Soit ¢ : R — M une courbe causale inextensible. Supposons

quelle ne rencontre pas m o g, (M) = my 0 go(M). On voit que 7, 0 G, (M) (=

o 0 Go(M)) déconnecte M en deux parties (pas forcément connexes, et peut étre

vides!) m (M) \ w1 0 g1 (M) et mo(MF**) \ w1 o Gy (M). Donc, puisque R est
connexe, ¢ est contenue soit dans 7y (M%) \ 7, 0g, (M), soit dans mo(M3*)\ w0
G, (M). Quitte & échanger les indices on peut supposer ¢ contenue dans 7y (Mm*)\
710G, (M). Alors il existe une courbe causale ¢ : R — M telle que ¢ = 7 o ¢
Comme ¢ est inextensible, il en est de méme pour ¢/, qui doit donc rencontrer
G,(M). Contradiction.

Donc toute courbe causale inextensible ¢ rencontre 07, (M). Chaque composante
connexe de son intersection avec m10g; (M) ~ M est inextensible (dans 7,09, (M))
et doit donc rencontrer 7 0g, o f1(S). De plus, comme 71 0g, (M) est causalement

convexe dans M* et donc dans M, cNmyoq, (M) a en fait une seule composante
1 ) 1
connexe. 0

On vient de prouver que les 7; sont des Cauchy-plongements. Or, M est confor-
mément plate puisqu’elle est recouverte par deux ouverts conformément plats.
Comme les M/™** sont par hypotheése maximaux, les Cauchy-plongements m; sont
surjectifs, ce qui montre que M{"** et M3"** sont conformément isométriques. Ceci
acheve la preuve du Théoreme 3.1. O
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Ombres

Rappelons (Définition 8.7) qu’un espace-temps est dit distinguant si les deux
applications p € M —— JT(p) et p € M —— J (p) sont injectives. Chaque
point est alors caractérisé par son futur et son passé. Tout espace-temps n’est
pas distinguant : par exemple dans Ein;, le futur et le passé de tout point est
I’espace tout entier. Par contre tout espace-temps globalement hyperbolique est
distinguant (voir [35], chapitre 2).

Dans un espace-temps globalement hyperbolique M d’hypersurface de Cauchy X
toute courbe causale inextensible issue d'un point p de M doit rencontrer X. Il s’en
suit que soit JT(p)NX, soit J~(p)NX est non vide. Nous appelons ces intersections
ombres (future ou passée) du point p sur I'hypersurface de Cauchy. On verra que
I'ombre de tout point est un compact de X. Il est alors intéressant de voir que,
sous certaines conditions, une fois fixée une hypersurface de Cauchy ¥, chaque
point p de M est caractérisé par son ombre (passée ou future) ; 'espace-temps M
s’identifie alors a un sous-ensemble des compacts de ¥. Autrement dit, dans un
certain sens, toute I'information sur ’espace-temps est contenue dans ¥. Ce point
de vue se revele utile en particulier pour mieux comprendre la notion d’extension
maximale d'un espace-temps.

Dans la section 3 on généralise la notion on étudie les cas des ombres sur les
sous-ensembles achronaux edgeless de M qui ne sont pas des hypersurfaces de
Cauchy de M. On verra que la majorité des résultats montrés pour les ombres sur
les hypersurfaces de Cauchy restent vrais pour les ombres sur les sous-ensembles
achronaux edgeless.

Dans la section 5 on décrit et réinterprete la construction de Kulkarni et Pinkall
([20]) des espace-temps de Sitter standards a la lumiere des résultats obtenus dans
les sections précédentes.
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1 Ombres

Dans cette section M est un espace-temps globalement hyperbolique et ¥ est
une des ses hypersurfaces de Cauchy.

Définition 1.1. Soient p € IT(X) et ¢ € I7(X) les sous-ensembles de ¥ définis
par

Os(p):==1"(p) "X
O3 (p) :==I"(p)N X

sont appelés respectivement ombre ouverte passée de p et ombre ouverte future de
q. Soient p € J*(X) et ¢ € J~(X) les sous-ensembles de ¥ définis par

(p)

=J b
Ox(q) = J*(q)

N
N

sont appelés respectivement ombre fermée passée de p et ombre fermée future de
q.

D’aprés la Proposition 3.12 les ombres O5:(p) et Ox(p) sont des ouverts de
3} comme la terminologie suggere. De plus, comme dans un espace globalement
hyperbolique les ensembles J*(p) et J~(p) sont fermés (Proposition 6.4) les ombres
Os:(p) et Oy (p) sont des fermés de ¥. L'adhérence Of (p) de OF(p) est donc

contenue dans 5; (p). D’apres la Proposition 6.8 découle :

Lemme 1.2. Pour tout point p dans J*(X) et p' dans J~(X), les ombres O (p)
et Oy (p') sont compactes. ]

Si ¥ n’est pas acausale 1’ inclusion O (p) C 5; (p) peut étre stricte, comme le
montre la figure suivante :

SAN

Lemme 1.3. Si ¥ est acausale pour tout p dans M on a O (p) = 6;(]9).

Démonstration. On a vu que linclusion OF(p) C Ug(p) est toujours vérifiée,

on doit juste montrer 'inclusion 6; (p) € O3 (p). On le prouve pour les ombres
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passées Oy (p), pour les ombres futures la preuve est la méme quitte a renverser
I'orientation chronologique de M.
Soit ¢ un point de Oy, (p)\ Os (p). Par construction cet ensemble est égal & A1~ (p)N
3], donc d’apres le Corollaire 5.11, il existe une géodésique lumiére passée o qui
relie p & q. Soit (p,,)nen une suite de points de « telle que p,, > p,11 et qui converge
vers ¢, et soit (¢, )nen une suite de points de J~(¢) N I~ (p), telle que ¢,+1 > gy et
qui converge vers ¢q. D’apres la Proposition 5.9 on a g, < pys, pour tout k', k € N,
donc pour tout n € N il existe une courbe de type temps passée v, entre p, et g,.
Soit maintenant (U,)neny une suite décroissante de voisinages ouverts voisinage
géodésiquement convexe (Définition 3.9) de ¢ telle que

N U= {4}

neN
On peut par exemple prendre U, := I~ (p,) N I1(g,), pour n assez grand, tirant
partie du fait que M, étant globalement hyperbolique, est causalement continue
(Corollaire 8.6). D’apres la Proposition 5.10 les courbes =, privées du point p,
sont contenues dans 1~ (p).
Pour tout entier n, il existe un entier mg(n) assez grand tel que les points p,, et
¢m appartiennent a U, si m > mg(n). La courbe 7, est alors contenue dans U,
puisque cet ouvert est causalement convexe.
Comme ¥ est acausale, les points p, appartiennent a I (3) et les points ¢, ap-
partiennent a I~ (X). Les courbes 7,,, pour m > mg(n), intersectent donc ¥ en
un unique point x,, dans U, N X. On obtient ainsi une suite de points (x,)nen
dans I~ (p) N3 = O~ (p) convergeant vers ¢, ce qui implique que ¢ appartient a
I'adhérence de Og (p). Le lemme est prouvé. O

Remarque 1.4. D’apres le Lemme 1.3 on obtient que si X est acausale
905 (p) = 905(p) =01~ (p) N X

En général si ¥ n’est pas acausale les deux frontieres dO5; (p) et 905 (p) ne
coincident pas for¢ément.

2 L’ensemble

Dans cette section M est un espace-temps globalement hyperbolique et X est
une des ses hypersurfaces de Cauchy.

Définition 2.1. On définit les ensembles :
Qf = {peI*(X)/ Ox(p) # 3}

Oy = {p eI () Ox(p) # %}
Soit alors Qy := QFf UX U Q5.
Quand il n’y a pas d’ambiguité on notera simplement €2 a la place de Q.

2. L’ENSEMBLE 2 101



CHAPITRE 4. OMBRES

On va dans cette section essayer de trouver les caractéristiques géométriques de
I’ensemble (2y;. Commencons par une remarque préliminaire, conséquence directe
de la Proposition 6.8, et qui montre que cette étude ne présente des difficultés que
si 'espace-temps admet une hypersurface de Cauchy compacte :

Proposition 2.2. Si l'hypersurface de Cauchy ¥ est non compacte 'ouvert Qs
est [’espace-temps M tout entier. ]

Lemme 2.3. Soit p un point de Q¥ alors Uouvert I=(p)NIT(X) est contenu dans

(
Q. De méme si p' un point de Qs; alors Uouvert IT(p') N1~ (X) est contenu dans
5.

Démonstration. On prouve le lemme pour p dans Q5 Pautre cas on I'obtient en
renversant l'orientation chronologique de M.

Soit ¢ dans I~ (p)NIT(X). La Proposition 5.9 implique que J~(¢) C I~ (p). Comme
J~(q) est un fermé et I~ (p) est un ouvert, cette inclusion est stricte donc Og(q)
est contenu strictement dans Os;(p). Comme, par hypothése, p est dans Qf, on
obtient que le point ¢ est aussi dans Q. O

Remarque 2.4. Le Lemme 2.3 et le Lemme 4.17 impliquent que 1’ensemble (s,
est causalement convexe.

Une des raisons principales pour lesquelles on s’intéresse a I’ensemble €2 est
le fait qu’il vérifie la propriété énoncée dans la Proposition 2.6, dont la preuve
utilisera le lemme suivant :

Lemme 2.5. Soit p dans QF. Alors les frontieres AOF(p) et 905 (p) vérifient
chacune la propriété suivante : soit elle est vide, soit elle contient au moins deux
points non causalement reliés.

Démonstration. On prouve le lemme pour la frontiere 0Oy, (p) d'un point p dans
Qf. La preuve dans les autres cas est tout a fait similaire.

Supposons que JOs (p) soit non vide, et supposons par I'absurde que tous les
points de JOs; (p) soient causalement reliés entre eux. Comme 3 est achronale,
ceci signifie qu’il existe un segment géodésique lumiere r contenu dans X et qui
contient 0Oy, (p). La Proposition 6.8 implique que J~(p) N X est compact, donc r
est un segment compact.

Supposons d’abord que la dimension de M soit supérieure ou égale a 3. Dans ce
cas 1" hypersurface ¥ est de dimension supérieure ou égal a 2. Il existe alors un
voisinage ouvert connexe U de r dans X tel que 'ouvert U* := U \ r soit connexe.
L’intersection U* N Og(p) est bien slir ouverte, mais comme sa frontiere dans U
est contenue dans JOs (p), ¢’ est un ouvert fermé du connexe U*. Donc U* est
contenu dans O (p).

Comme 7 est entierement contenu dans l’adhérence de U™, il s’ensuit que U est
contenu dans Oy (p). De plus, quitte a restreindre U, on peut supposer que sa
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frontiere est contenue dans Oy (p). Alors, U U Og(p) est un ouvert fermé de X,
donc ¥ tout entier. On obtient ainsi que ¥ est l'adhérence de Oy (p), et donc
'égalité 3 = Og(p) = ¥, ce qui est impossible puisque p est supposé étre dans
Supposons maintenant que M soit de dimension 2. Dans ce cas 91~ (p) est conte-
nue dans deux rayons géodésiques lumieres passées inextensibles « et [ issus de p.
Comme ¥ est une hypersurface de Cauchy « et [ rencontrent . Soit ¢ un point
de aaNX. Si g appartient aussi a N Y cela veut dire que a rencontre 3 transver-
salement en ¢. D’apres la Proposition 5.10 I~ (p) est alors contenu dans 'union
des segments entre p et ¢ de respectivement « et 3, et est donc compact. D’apres
la Proposition 6.21 0~ (p) est une hypersurface de Cauchy de M et d’apres le
Corollaire 5.11 elle est contenue dans J*(X). Il s’en suit que 3 est contenue dans
J=(0I(p)) = J~(p), donc O (p) = ¥, contrairement aux hypothéses.

Donc anNX et N3 sont disjoints. Comme par ailleurs ils sont non vides et que
leurs intersections avec les frontieres 0O (p) sont non vides, le lemme est prouvé
dans ce cas aussi. O

Proposition 2.6. Pour tout p,q € Qf et pour tout p', ¢ € Qg

Os(p) =Os(q) =p=1¢ (4.1)
Os5:(p) = 05(d) <=1 =4¢ (4.2)

Démonstration. Les implications <= sont évidentes. On va montrer I'implication
= lorsque p et ¢ sont deux points de i, Pautre cas étant tout a fait similaire.
Soient donc p et ¢ deux points de QF tels que ¢ # p et qui ont la méme ombre
ouverte Og (p) = Ox(q). Dans la suite on note 'ombre fermée par O := Og(p) =
Oy (q). Comme p et ¢ appartiennent & 0y, la frontiere de O dans ¥ est non vide.
On vas procéder au cas par cas, selon la relation de causalité entre p et ¢.

Cas 1) : si p et q sont causalement reliés.
On suppose d’abord que p et ¢ sont reliés par une courbe temporelle, par exemple
q < p. D’apres le Lemme 2.3 on obtient que Oy (q) est contenu strictement dans
Os (p) : cela est absurde car on les a supposés égaux. Dans ce cas le lemme est
prouvé.
Maintenant on suppose g € J~(p) ~ I~ (p). Il existe alors une géodésique lumiere
« passé inextensible qui passe dans cet ordre par p et ¢. D’apres la Proposition 6.8
I'intersection o N X est un segment de géodésique lumiere contenu dans 'ombre
fermée O.
Par hypothése 'ombre fermée O est différente de ¥, donc, d’apres le Lemme 2.5,
la frontiere O doit contenir au moins deux points non causalement reliés.
Il existe donc un point z dans O qui n’appartient pas & o. Comme z appartient
a 00, il doit appartenir & la fois & I (p) et & I (q). Le fait que z appartient a
O0I~(q) implique, d’apres la Proposition 5.10, qu'il existe une géodésique lumiere
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passé 8 qui va de ¢ = B(0) a z = 5(1).

Puisque deux géodésiques distinctes qui passent par un méme point ne peuvent
étre tangentes, J rencontre a en ¢ transversalement. D’apres la Proposition 5.10
les points 3([0, 1]) appartiennent alors au passé strict de p. En particulier z < p,
ce qui est absurde car z appartient & 9O et donc & 91~ (p).

Cas 2) : si p et q ne sont pas causalement reliés.
Comme toute courbe temporelle passée inextensible issue de p ou ¢ intersecte O,
on obtient

FO)=T"(pNI(Z)=I (¢)NI ()

De méme :

J(0) =T (p)NJ(Z) =T (g)NJ(Z).

Donc

DI~ (0) NI~ () = I~ (p) NI~ (D) = Al (q) N I~ (D).

Nous allons montrer que 01~ (0O) N I~ (X) n’est pas vide, et pour ce faire nous
allons montrer que I~ (X)\ J~(O) est un ouvert non vide.

Par hypothese O n’est pas ¥ toute entier, il existe donc un point p dans ¥ qui
n’appartient pas & O. D’apreés le Lemme 4.17 J= () = X U I~ (X). En particulier
J=(0O)NY = O, ce qui montre que p n’appartient pas non plus a J~(0). Comme

J~(0) est un fermé de M (Proposition 6.4), il existe un voisinage ouvert U de p
dans M, qui ne rencontre pas J~(O). L’intersection U N1~ () est un ouvert non
vide contenu dans I~ (X)\ J~(O). Donc I~ (X)\ J~(O) est un ouvert non vide, et,
comme son complémentaire, J~(O), dans I~ (X) est non vide aussi, sa frontiere
dans /7 (X) est non vide.

Soit maintenant z € I~ (0) N I~ (). D’apres le Corollaire 5.11 et comme 2z ap-
partient a 91~ (p), il existe un rayon géodésique lumieére passé a : [0,1] — M
telle que «([0,1]) € 91~ (p), avec a(0) = p et a(l) = 2. Soit T" € [0, 1] tel que
a(T) € %, alors a([T,1]) est contenu dans O~ (0) N J~(X) qui est un sous en-
semble de I~ (p) N A1~ (q). Donc si z; = a(ty), ou t; € [T, 1], il existe un rayon
géodésique lumiere passé (3 : [0,1] — M tel que 5(0) = q et (1) = 2.

Les deux géodésiques lumieres passées a et § ont un point d’intersection en z;.
On suppose d’abord que cette intersection est transverse : d’apres la Proposition
5.10 le point z doit appartenir au passé strict de ¢, mais par définition z € 91~ (q).
L’intersection doit donc étre tangente, mais alors « et 3 sont contenus dans une
méme géodésique lumiere passé inextensible qui passe par p et par ¢g. Cela constre-

dit I’hypothese que p et ¢ ne sont pas causalement reliés. O

On peut donner une version similaire de la Proposition 2.6 pour les ombres
fermés. La preuve est la méme.
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Proposition 2.7. Pour tout p,q € Qf U et pour tout p', ¢ € Qg U

Os(p) =0x(q) <= p=g¢
Oy () = 0s(¢) =1 = ¢

On va maintenant étudier la nature de ’ensemble 2, suivant les caractéristiques
de I'hypersurface de Cauchy X.

Lemme 2.8. Sl existe un point p de Y tel que lVintersection entre IT(p) et Qf est
vide alors 3 = 01~ (p). De méme s’il existe un point p' de X tel que l'intersection
entre I=(p') et Qs est vide alors ¥ = 0I*(p).

Démonstration. On prouve le résultat dans le cas ou il existe un point p de X tel
que I (p) N QL est vide, 'autre cas étant similaire.
Soit {py, }nen une suite de points dans I*(p) qui converge vers p. Par hypothese
pour tout n € N le point p, n’appartient pas a Qf, donc Ox(p,) = . En parti-
culier on a ¥ C J ™ (pn).
Comme, d’apres le Corollaire 8.6, ’espace-temps M est causalement continu on
obtient :

SCJ (pn) =X CJ (p).

De plus ¥ C J=(p) \ I~ (p) car ¥ est achronale. On rappelle que d’apres le
Lemme 3.13 on a J~=(p) \ I~ (p) = 91 (p). Prouvons alors l'inclusion J~(p) \
I~(p) C %.

Soit ¢ appartenant a 01~ (p) \ 3, et soit ¢ une courbe de type temps inexten-
sible passant par q. Comme 0~ (p) est achronal, son intersection avec ¢ contient
seulement le point ¢q. Par hypothese le point ¢ n’est pas dans Y, donc ¢ ne ren-
contre pas Y, ce qui est absurde car ¥ est une hypersurface de Cauchy. Donc

J )\ () == -

On distingue donc un cas remarquable : celui ou I'hypersurface de Cauchy
Y est la frontiere du passé (ou du futur) strict d’'un point de M. On va alors
introduire une terminologie spécifique.

Définition 2.9. On dit que ¥ est purement lumiere sl existe p dans M tel que :
soit X = 01~ (p) soit ¥ = oI (p).

Proposition 2.10. Les ensembles Qf et Qg sont des ouverts non vides.

Démonstration. On prouve que Q5 est non vide.

Dans le cas ou X n’est pas égale a la frontiere du passé strict d’'un point de M,
d’apres le Lemme 2.8 on obtient que Q% est non vide. Autrement il existe p dans
M tel que X = 91~ (p). On suppose par absurde que 3 est vide. Alors pour
tout point ¢ de ¥ I'intersection I*(q) N Q4 est vide, donc d’apres le Lemme 2.8
Y. =9I~ (q). On obtient alors p < g et ¢ < p, ce qui implique, comme M est une
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espace-temps causal, ’égalité p = ¢ : ceci est absurde car ¥ est une hypersurface
donc elle n’est pas réduite un seul point.

Pour montrer que {25 est non-vide, on a encore une fois deux cas. Si ¥ = I7(q)
pour un certain ¢ dans X, alors, comme avant, le Lemme 2.8 et la le fait que M et
un espace-temps causal, impliquent que pour tout ¢’ dans 3, ¢ # ¢/, I-(¢') N Qs
est non vide. Si ¥ n’est pas égale a la frontiere du futur strict d’un point de M,
d’apres le Lemme 2.8 €25, est non-vide.

On va prouver que le fait que Q4 et Qg sont ouverts découle le la causale continuité
de M (Corolaire 8.6). Soit p un élément de Qf;. Comme Oy (p) # ¥, il existe un
voisinage ouvert U relativement compact de Ox(p) dans M tel que U NY # X.
On considere le compact K := U N %, il déconnecte . Par construction il est
disjoint de J~(p). Comme M est causalement continu il existe un voisinage V'
de p tel que pour tout ¢ € V le passé causal J~(¢) ne rencontre pas K. Comme
O (q) est connexe et contient O (p), on obtient que si ¢ € VN IT(X), O (q) est
contenue dans U NY # ¥, donc V N IT(X) est un voisinage ouvert de p contenu
dans Qf. Le résultat est prouvé. O

Remarque 2.11. Le cas ou X est purement lumiere comprend aussi le cas ou il
existe deux points p et ¢ de M tels que ¥ = 91~ (p) = 917 (q). En fait s'il existe
deux points p,q de M qui vérifient 01~ (p) = 0" (q), d’apres le Proposition 6.21,
¥ := 0l (p) = 0I*(q) est une hypersurface de Cauchy de M. La Proposition 2.10
s’applique dans ce cas, et on obtient que 2% et 5 sont non vides.

Un exemple ot on a une hypersurface de Cauchy de cette sorte est I'espace-temps
d’Einstein universel. En fait dans la section 2 pour toit point p de Ein;, on a

oI (p) =9I (a(q))-

Proposition 2.12. Qy est un voisinage ouvert de 3 si et seulement si X n’est
pas purement lumiere.

Si Y est purement lumiére, avec ¥ = 0% (p) pour p dans M et X # OIT(q) pour
tout q dans M, alors Qs ~\ {p} est un voisinage ouvert causalement convexe de
Y~ Ap}, de plus Qs contient p, mais il n'est pas un voisinage de p.

Si ¥ = 0l (p) = 01 (q) pour p,q dans M, alors Qs ~ {p,q} est un voisinage
ouvert causalement convexe de ¥~ {p,q}, de plus Qs contient p,q, mais il n’est
pas un voisinage de p ni de q.

Démonstration. On suppose d’abord que ¥ n’est pas purement lumiere. D’apres
le Lemme 2.8 pour tout p € X il existe pt € IT(p) N Q% et p~ € I7(p) N Q5.
Le Lemme 2.3 implique alors I~ (p™) NI (X) et IT(p~) N I~ (X) sont contenus
respectivement dans Q5 et Q5. On en déduit que I'ensemble

(I"(H)NIT(p)u (O (pT)NO*(p7))

est un voisinage ouvert de p contenu dans (2y;. Comme, d’apres la Proposition 2.10
Qf et Qg sont ouverts et Qx = QF UX U5, on obtient que {2y est un voisinage
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ouvert de X..

On suppose maintenant que ¥ soit purement lumiere tel que ¥ = 9/~ (p) pour
un certain p dans M et que ¥ # 0I"(q) pour tout ¢ dans M. Le raisonnement
précédent s’applique alors a tout ¢ dans ¥ tel que ¢ # p : on obtient que Qs \ {p}
est un voisinage ouvert causalement convexe de ¥ ~\ {p}.

D’apres le Proposition 5.9, pour tout point p* dans I (p), J~(p) C I~ (p™), donc
It (p) N QY est vide. Tl s’en suit que p est dans 'adhérence de Qf mais QF n’est
pas un voisinage de p. Par définition (s, contient p.

Dans le cas ou ¥ = 0I*(p) et ¥ # 01~ (q) pour tout ¢ dans M un raisonnement
similaire porte aux mémes conclusions.

Soit maintenant ¥ = 91~ (p) = 917 (q), le méme raisonnement, s’applique & tout
point ¢ de ¥ différents de p et de ¢. Le résultat est prouvé. O

Lemme 2.13. Si M admet une hypersurface de Cauchy purement lumiére alors
M est Cauchy-compact.

Démonstration. Soit ¥ = 91~ (p) une hypersurface de Cauchy purement lumiere
de M. Prouvons que ¥ est for¢ément compacte.
On suppose par l'absurde que X n’est pas compacte. Il existe alors une suite
{pn}nen de points de ¥ qui s’échappe de tout compact de M. D’apres le Corollaire
5.11 pour tout n dans N il existe un rayon géodésique passé 7, issu de p qui se
termine en p,. Soit [, la direction tangente a 7, en p. Comme l’ensemble des
directions lumiere issues du point p, avec la topologie naturelle, est compact,
les [, admettent une valeur d’adhérence [. D’apres le Lemme 6.2 les courbes v,
admettent une courbe limite ¢ qui est un courbe causale passé issue de p. De plus
comme les v, sont passé inextensibles, on obtient que ¢ est passé inextensible. On
obtient que c est la géodésique lumiere passé inextensible tangente a [ en p. En
particulier ¢ est un fermé non compact contenu dans . Cela est en contradiction
avec le fait que, d’apres la Proposition 6.8, pour tout point ¢ de J™(3), J (¢) N
J1(X) est compact : en fait J~(p) N JT(X), par exemple, contient ¢, et donc est
non compact.

O

3 Ombres sur les ensembles achronaux edgeless

La construction exposée a la section précédente se généralise a tout sous-
ensemble achronal edgeless A d’'un espace-temps M.
Une premiere fagon est de se placer dans le développement de Cauchy Z(A).
D’apres le Lemme 6.23, Z(A) est un ouvert globalement hyperbolique de M et A
est une des ses hypersurfaces de Cauchy. On peut alors définir €24 par la Définition
2.1 en se restreignant a l’espace-temps Z(A). Mais on se rend compte que pour
la plupart des résultats prouvés dans ce chapitre concernant I'ouvert €24, on n’a
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pas véritablement besoin que A soit une hypersurface de Cauchy, mais juste qu’il
soit achronal edgeless.

On suppose que l'espace-temps M soit de dimension n+1 > 3. On définit, comme
avant, les ombres ouvertes et fermées (futures et passées) relatives & A : pour p
dans I*(A) et g dans J*(A)

O%(p) :=IT(p)NA et Oi(q) :=JT(g)NA

Si A n’est pas un fermé de M, par le Lemme 4.17, Uensemble M\ (I1T(A)UI~(A)U
A) est non vide. Donc les points de cet ensemble ont toutes leurs ombres (ouvertes
et fermées) vides.

Définition 3.1. Pour un sous-ensemble achronal edgeless A d'un espace-temps
M, on définit les ensembles Q7 et O, et Q4 par :

Oy = {p € I"(A)/ O,(p) # A}

Qi = {p e (4)/ O4p) # A}
Qa =0, UAUQL.

On remarque que pour tout point p de I=(A), on a Gj(p) # (), méme si p
n’appartient pas & Z(A).
La majorité des résultats sur 'ouvert 2, démontrés précédemment, restent vrais
pour cette nouvelle définition : en fait on n’utilise presque jamais le fait que > est
une hypersurface de Cauchy, mais juste le fait qu’elle soit achronale et edgeless.
Cependant il y a des différences :

—Si A n’est pas une hypersurface de Cauchy de M le Lemme 1.2 et la Propo-
sition 2.2 sont faux en général. Supposons par exemple que A soit non compact
et A = 0I*(p) pour un certain p dans M. Tout point ¢ de 'ouvert I (p), d’apres
la Proposition 5.9 vérifie J~(p) C I~ (p). Donc l'ouvert I*(p) n’est pas contenu
dans 4.

—La Remarque 2.4 est vraie pour 24 si et seulement si A est fermé. Cela dé-
coule du fait qu’un sous-ensemble achronal edgeless A est fermé dans M si et
seulement si M est égal a I'union disjointe IT(A) LU AU T (A) (Lemme 4.17).

—Le Lemme 2.5 est faux si M est de dimension 2 et A n’est pas une hyper-
surface de Cauchy de M. Cela est une conséquence de la Proposition 6.22 et du
fait que en dimension 2 la frontiere du passé strict de tout point est composée
seulement par deux géodésiques lumieres distinctes.

—Les Propositions 2.6 et 2.7, qui utilisent le Lemme 2.5 dans leur preuve, sont
fausses si M est de dimension 2 et A n’est pas une hypersurface de Cauchy de M.
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En effet soit p un point de Q} qui n’appartient pas & 2(A). Alors, d’aprés la Pro-
position 6.22, il existe une géodésique lumiere passée inextensible o passant par
p qui ne rencontre pas A. Comme p appartient a 7}, 'autre géodésique lumiere
passée inextensible, 8, qui forme la frontiere de I~ (p), rencontre A.

Soit ¢ un point de [ tel que p < q et ¢ # p. Alors, d’apres la Proposition 5.10,
a\ {p} est contenue dans I~ (q). Puisque M vérifie le principe de causalité forte,
toute courbe causale inextensible est une sous-variété plongée de M de dimension
1, donc, si la dimension de M est 2, elle partage M en deux composantes connexes.
Soit v la géodésique lumiere passée inextensible qui rencontre g transversalement
en ¢. Comme A est supposé connexe, la courbe v doit alors rencontrer a nouveau
a avant de rencontrer A. Il s’en suit que y ne rencontre pas A en un point de
oI (q).

Par ailleurs, comme M est causalement continu (Corollaire 8.6) si ¢ est suffisam-
ment proche de p lintersection 3N A est contenue dans 1~ (q). Donc O (p) =
O (q) ce qui contredit la these de la Proposition 2.7 car on a supposé p # q.

Remarque 3.2. De la discussion précédente découle que : si M est un espace-
temps de dimension supérieure ou égal a 3 et A est un fermé achronal edgeless
de M alors, mis a part le Lemme 1.2 et la Proposition 2.2, tous les résultats des
sections 1 et 2 restent vrais si on remplace ¥ par [’ensemble A.

4 Exemples et premieres applications

Ombres dans ’espace de Minkowski

On considere 'hyperplan horizontal {zy = 0} dans l'espace de Minkowski,
il s’agit d’'une hypersurface de Cauchy non compacte. La Proposition 2.2 et la
Proposition 2.6 s’appliquent : tout point de R est caractérisé par son ombre
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ouverte ou fermée sur {zo = 0}. On remarque qu’il est simple de prouver a partir
du Lemme 3.14 que P'ombre ouverte ou fermée sur {zy = 0} de tout point de R»"
est une boule ouverte ou fermée.

L’espace de Minkowski n’est pas Cauchy-compact donc par le Lemme 2.13 il
n’admet pas d’hypersurface de Cauchy purement lumiere. D’apres la Proposition
2.2 pour toute hypersurface de Cauchy ¥ de RY", on a sy, = RV

Soit p un point de R L’ensemble A := 91~ (p) est un sous-ensemble achronal
edgeless de RY™. On peut alors définir €24, au sens de la Définition 3.1. D’apres le
Lemme 3.14 on obtient que dans ce cas Q4 est égal a (RV™\ J*(p)) U {p}.

Ombres dans ’espace d’Einstein universel

Soit ¥ := S" x {0} une hypersurface de Cauchy de %l,n ~ S" x R. Par la
Proposition 2.18 on obtient que les ombre passées et futures sur ¥ sont les boules
de la sphére S™ pour le métrique ronde. Dans ce cas € est 'ouvert S"x| — 7, 7|.

s ¥ =8 x {0}

Maintenant on considere 'hypersurface de Cauchy 3 := I~ (p), pour un certain
p = (z,t). Dans ce cas I'ensemble  est donné par R (p) URM™(a(p)), ot RV™(p)
est le domaine de Minkowski associé au point p (Définition 2.37).
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Applications aux Cauchy-plongements

Grace a la théorie des ombres on peut maintenant donner la démonstration
du Lemme 2.4 énoncé dans le chapitre précédent. On va donner une preuve dans
un cas légerement plus général :

Proposition 4.1. Soient M et N deux espace-temps et soit A un sous-ensemble
achronal edgeless de M. Soient f,g : M — N deux plongements conformes tels
que fla = gla et tels que leurs images sont causalement convezes dans N, alors

f=g.

Démonstration. On considere 'ensemble U := {z € M/ j2f = j2g}. Il s’agit d’'un
sous-ensemble fermé de M. D’apres le héoreme 1.8, U est aussi ouvert : montrons
qu’il est non vide, le résultat découlera alors de la connexité de M.

Comme f, g préservent la causalité, 'ensemble S := f(A) = g(A) est un sous-
ensemble achronal edgeless de N. Soient 24 et (2g les sous-ensembles de M et de
N introduits dans la section 3. D’apres le Corollaire 2.10 €24 et {2 sont non vides.
Comme f et g préservent la causalité et comme leurs images sont causalement
convexes dans N, pour tout p € [=(A) on obtient

F(O%(p)) = O5(f(p)) et 9(O%(p)) = O5(9(p)).

Donc f(Q24) et g(€24) sont contenus dans Q2g. D’apres la Proposition 2.6 les points
de Qg sont caractérisés par leur ombre sur S. Comme f|4 = g|4, on obtient pour

tout p € Q4 que f(p) = g(p).
D’apres la Proposition 2.12 4 est d’intérieur non vide. On a donc montré que f

et g coincident sur un ouvert de M, ce qui implique que U est non vide. O
On obtient alors le Lemme 2.4 en corollaire :

Corollaire 4.2. Soient f,g : M — N deuzx Cauchy-plongements tels que f|s =
gls, alors f =g.
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Démonstration. D’apres le Lemme 2.1, les images des Cauchy-plongements f et
g sont causalement convexes dans N. On est donc sous les hypotheses de la Pro-
position 4.1. [

Le Lemme suivant reviendra tres utile dans la preuve des résultat du chapitre 6.

Lemme 4.3. Soient M et N deux espace-temps. Soit A un fermé achronal edgeless
d’un espace-temps M et soit f : M — N un difféomorphisme conforme local tel
que f|a est injective. On suppose que l'image de Q4 est causalement convexe dans
N, alors f restreinte a 24 est injective.

Démonstration. Comme 'application f préserve la causalité et comme I'image de
I’ensemble €24 est causalement convexe dans N, pour tout p € 24 on obtient

F(O%(p)) = O5y (£ () (4.3)

Donc f(€24) est contenu dans 4. Soient p, ¢ deux points de €24 tels que p # q.
Pour fixer les idées on suppose p, ¢ dans Q7 (A). Alors, d’apres la Proposition 2.6
leurs ombres ouvertes Oy (p) et Ox(q) sur 4 sont différentes. Comme f|4 est
injective les image f(Ox(p)) et f(Ox(q)) sont différentes aussi. D’apres (4.3) on

a Op ) (f(P)) # Ofay(f(a)), done f(p) # g(p)- -

5 Espace-temps de Sitter standards

Dans cette section on définit une classe d’espace-temps localement modelés sur
I'espace de Sitter appelés espace-temps standards . La construction qu’on va pré-
senter peut étre attribuée & Kulkarni et Pinkall dans [20] bien que ceux-ci n’étaient
pas conscients de 'aspect lorentzien de leur construction. Les résultats obtenus
dans ce chapitre concernant les propriété des ombres permettent une exposition
assez naturelle de cette construction, qui sera donc légerement réinterprétée. Pour
une autre exposition de cette construction on peut voir aussi [21].

Une autre construction des espace-temps de Sitter standard a été faite par Scan-
nell dans [48], son but étant d’étendre aux espace-temps a courbure constante
positive la classification faite par Mess, voir [41] et [38]. Ces deux constructions
aboutissent au méme résultat.

Ils montrent qu’a chaque variété S localement modelée sur la sphére conforme S,
ou n > 2, il est possible d’associer de facon canonique deux espace-temps locale-
ment modelés sur ’espace de Sitter de dimension n+ 1, I'un complet dans le futur
et Iautre complet dans le passé. Il s’agit des espace-temps standards associés a
S. Dans l'optique de cette these il est plus productif de décrire la construction de
Kulkarni et Pinkall, car c’est elle qui se généralise de maniere naturelle dans un
contexte plus général, comme nous le verrons au chapitre 7.
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La notion d’espace-temps de Sitter standard est fortement liée a la notion d’ombre
qu’on vient d’introduire au début de ce chapitre. Le point de départ est le fait que
I'espace-temps de Sitter dS;, peut étre vu comme étant ’espace des boules fer-
mées de la sphere S" muni d’une topologie et d’une notion de causalité appropriées.

5.1 Dualité entre les points de ’espace dS; ,, et les boules
de la sphere S".

Soit i : as,, — %Ln le Cauchy-plongement décrit a la section 2.7, dont
Pimage est louvert dSi, = S"x] — n/2,7/2[ de Einy, ~ S* x R. Comme il
a été vu a la section 2.7 la frontiere de dS;, dans EZ’LM est composée de deux
hypersurfaces S” := S"x{—7/2} et S} := S"x{m/2}. Ces deux hypersurfaces sont
des hypersurfaces de Cauchy de 'espace %l,n et, munies de la classe conforme
de la métrique induite, elles s’identifient a la sphere conforme S™. On peut alors
bien définir sur les deux composantes connexes de la frontiére conforme S} et S™
une notion de boule ouverte et fermée. En fait les difféomorphismes conformes de
la sphere S™, préservent les boules (ouvertes et fermées) de la métrique ronde sur
S,

Comme S} et S” sont deux hypersurfaces de Cauchy de E\Z;le, on peut considérer
I'ombre future d’un point de 'ouvert dS; , sur S, ainsi que son ombre passée sur
S—.

Définition 5.1. Soient B(S") et B(S™) les espaces des boules ouvertes respecti-
vement sur S} et S et soient By(S) et By(S™) les espaces des boules ouvertes
propres, c’est-a-dire celles dont I'adhérence n’est pas S’} ou S tout entier.

Les éléments de B(S™) \ By(S") et ces de B(S}) \ By(S?) sont les boules ouvertes
mazimales respectivement de S” et de S'}.

Lemme 5.2. L’espace dSy, est en bijection avec les deuzr espaces By(S™) et

By(S™).

Démonstration. Soit p = (t,,x,) un point de dS; ., et soit I~ (p) son passé strict
dans Ein; ,,. D’apres la Proposition 2.18, 'ombre ouverte passée de p sur S, notée
Ogn (p), est la boule ouverte de S” de centre , et de rayon 7/2 +t,. Comme la

distance entre ¢, et —7/2 est strictement inférieure a m, Ogn (p) n’est pas S™ toute
entiere. Donc la Proposition 2.6 implique que 'application

B~ dSl,n — Bo(SY_L)
p — B (p) = Os- (p)

est injective. La surjectivité découle du fait que le développement de Cauchy future
de chaque boule ouverte propre de S dans Ein; , est exactement le passé stricte
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d’un point dans dS; ,. Pour les mémes raisons I'application qu’a chaque point de
dSh», associe son ombre ouverte future sur S’} est une bijection qu’on note B*. O

n

T, est en

Proposition 5.3. La frontiére conforme future de l’espace de Sitter, S
bijection avec ’espace de boules maximales B(S™) \ Bo(S™).

De méme la frontiére conforme passée de l’espace de Sitter, S" , est en bijection
avec l'espace de boules mazimales B(S') \ Bo(S").

Démonstration. Soit p un point de la frontiére causale de dS; ,,, on suppose p € S’ .
D’aprées la Proposition 2.18 on obtient que o~!(p) est dans S” et que S™ \ {o7!(p)}
est contenu dans la passé strict de p dans Einy,. Donc Og. (p) = S™ \ {o~(p)}.
Soit maintenant ¢ un point de S™. Alors, toujours d’apres la Proposition 2.18 on
obtient que S” \ {¢} est 'ombre ouverte passé du point o(g). Un raisonnement
analogue peut étre fait pour les ombres ouvertes sur S” des points dans S™. On
peut alors prolonger B et B~ en deux applications bijectives
B*:dS,,US: — B(S")
—
p — B (p) = 03 (p)

U

Remarque 5.4. Les ouverts Qg et Qf de la Définition 2.1 coincident avec

Vowvert dSy,, = S"x| — /2, 7/2].

Soient BT et B~ les deux bijections décrites dans la preuve du Lemme 5.2. La
relation d’ordre donnée par l'inclusion sur l'espace B(S) permet de définit des
relations de causalité.

Définition 5.5. Pour By, By dans B(S?) on définit :

Bl < Bg ) Bg C Bl (44)
B, < By si E C B

Pour By et By dans B(S™) on définit :

Bl < Bg ) Bl C Bg (46)
B, < By si E C By

Remarque 5.6. Les relations de causalité qu’on vient de définir ne sont rien
d’autre que les relations de causalité sur ’espace de Sitter quand on l'identifie
respectivement a B(S?) et a B(S™). En fait soient By, B, € B(S}) alors :

By < By <= (B*) ™ }(B)) < (B*)'(By)
By < By <= (B*)™Y(B,) < (B*)"}(By)

ou < et < sont les relation de causalité dans dS; ,,.
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Comme dS; ,, est un espace causal et BE, B* son bijectives on obtient que
B(S%) et By(S%) sont des espace causaux (Définition 5.13).
Ces relations de causalité permettent de définir la topologie de Alexandrov sur
les espace B(S1h) et By(Sh) (Définition 5.14). Comme, d’apres la Proposition 5.15,
la topologie de dS,, coincide avec la topologie d’Alexandrov et, comme les ap-
plications BT et BT et leurs applications réciproques préservent les relations de
causalité, on obtient :

Proposition 5.7. Les bijections B* : dSy.,, — By(S™) et B dS,,USY — B(S%)
sont des homéomorphismes. ]

Espace-temps de Sitter standard associé a un ouvert de S"

Soit U un ouvert de S™. Soit By(U) I'ensemble des boules ouvertes propres de
S™ dont la fermeture est contenue dans U.
On muni 'espace By(U) des relations de causalité définies par les formules (4.6)
et (4.7), on note By (U) I'espace causal qu’on obtient. On peut alors munir By (U)
de la topologie d’Alexandrov.
Si on identifie U avec un ouvert U_ de S™ on voit alors que By (U) est un ouvert de
By(S™), donc d’apres la Proposition 5.7, By (U) s’identifie & un ouvert de I'espace
dSl,n‘
Si U = S™ alors l'espace Bj (U) s’identifie a I'espace dS;,, ~ dS;, tout entier.
Si U # S™ l'espace By (U) s’identifie au développement de Cauchy futur de U_
vu comme un sous-ensemble achronal edgeless de Ein; ,. D’apres le Lemme 6.23
27 (U_) (Définition 6.6) est un ouvert globalement hyperbolique de Elen
Par définition l'ouvert 27 (U_) a la propriété suivante : si x est dans 27 (U_),
alors toute courbe causale passée inextensible issue de x rencontre U_.
Si on regarde By (U) comme un ouvert de dS;, ~ dS;,, on obtient alors que,
pour tout point x dans By (U), toute courbe causale passée issue de z inextensible
(sous-entendu inextensible dans Bi (U)) n’admet pas de point limite passé dans
dS;, : elle est donc une courbe causale passé inextensible dans dS;,. On vient
de prouver que By (U) est un ouvert globalement hyperbolique de dS;,, passé-
complet.
D’une fagon similaire si on muni By(U) des relations de causalité définies pas les
formules (4.4) et (4.5) on obtient un espace causal By (U). On identifie U a un ou-
vert Uy de la sphere S, et on obtient que, si U # S", alors By (U) s’identifie, via
lapplication B, au développement de Cauchy passé de U, dans %m L’ouvert
By (U) est alors un ouvert globalement hyperbolique future complet de dS; ,,.
On voit que By (U) est futur et passé complet si et seulement si U = S™, et de
méme pour By (U).
Les deux espace-temps Bj (U) et By (U) sont dS; ,-maximaux. La preuve de la
dS; ,-maximalité n’est pas beaucoup plus simple que dans le cas plus général,
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qu’on étudiera dans la section suivante, ou U est une variété simplement connexe
localement modelée sur la sphere conforme S™. On renvoie donc a la Proposition
5.16.

Les espaces B (U) et By (U) sont les espace-temps de Sitter standards, respec-
tivement futur et passé complets, associés a 'ouvert U.

Remarque 5.8. Les espaces By (U) et By (U) ne sont pas Cy-maximaux. On voit
en fait que les développements de Cauchy dans l'espace Ein,,, des ouverts U_ et
U, sont des Cy-extensions pour les espace-temps Bg (U) et By (U).

Le difféomorphisme conforme de Ein,,, défini par (x,t) € Einy, — (x,t 4+ )
envoie 2~ (U_) sur 2= (Uy) ~ By (U) et 27 (U_) ~ By (U) sur 27 (U,). On
obtient alors que les espaces By (U) et By (U) ont la méme Cy-extension maximale,
qui est donnée par Z(U_) ~ 2(U,.).

il

5.2 Construction des espace-temps de Sitter standards

On va généraliser la construction de deux espace-temps By (U) et By, (U), pour
un ouvert U de la sphere S", a toute variété localement modelé sur la sphere
conforme S™. Plus précisément on montre que :

1l est possible d’associer a chaque variété S localement modelée sur la sphére
conforme S™, ou n > 2, deux espace-temps localement modelés sur [’espace de
Sitter de dimension n + 1, By (S) et By (S). Ces espace-temps sont globalement
hyperboliques et dS; ,-mazimaux et ils sont tels que By (S) est complet dans le
passé et By (S) est complet dans le futur.

Les espaces By (S) et By (S) sont les espace-temps standards associés a S.
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Dans 'exposition des résultats de cette section on aura besoin des deux lemmes
suivants sur les homéomorphismes locaux, dont une preuve peut étre trouvée dans

2].

Lemme 5.9. Soit f : N — N’ un homéomorphisme local entre deux variétés N
et N' Soit U un ouvert de N ot f soit injective tel que l'adhérence de V = f(U)
soit localement conneze. Alors f est injective sur l’adhérence de U dans N.

Lemme 5.10. Soit f : N — N’ un homéomorphisme local entre deux variétés N
et N'. Soient U et V deux ouverts connexes de N tels que f|y et f|y est injective
UNV #0et f(U)C f(V),alorsU C V.

Cas ou S est simplement connexe

Soit S une variété simplement connexe de dimension n > 2 localement modelée
sur la sphere conforme, et soit d : S — S™ son application développante. On a une
notion de boule

Définition 5.11. Une boule ouverte de S est un ouvert B de S tel que d|p est
injective et d(B) est une boule ouverte de S™.

Une boule ouverte B de S est dite maximale si elle est maximale par rapport a
la relation d’inclusion. Une boule ouverte propre est une boule ouverte de S qui
n’est pas maximale.

On appelle B(S) l'espace des boules ouvertes sur S et By(S) 'espace des boules
ouvertes propres sur S.

Lemme 5.12. Soit S non difféomorphe a S". Soit B une boule ouverte mazimale
de S, alors son adhérence S est non compacte.

Démonstration. On suppose par I’absurde que B est compact. Montrons qu’alors
d est injective sur un voisinage ouvert de B.
Soit {U;}ien une suite décroissante de voisinages de B tels que U;enU; = B. On
suppose par l'absurde que pour tout ¢ dans N il existe deux points p; et ¢; de U;
tels que p; # ¢; et d~(p;) = d~(g;). Par construction les suites {p;}ien €t {¢;}ien
s’accumulent sur B.
Comme B est compact, quitte a remplacer par des sous-suites, on obtient que
les suites {p;}ien et {¢ }ien convergent respectivement vers des points poo €t Goo
de B. Par continuité de I'application d on obtient p,, = ¢oo. Comme d est un
homéomorphisme local, elle est injective sur un voisinage de p,, = ¢oo- Il existe
alors un entier i( dans N tel que p; = ¢; pour tout 7 > 7( en contradiction avec ce
qu’on avait supposeé.
Comme les boules propres forment une base de voisinages pour S, B est contenue
dans une boule propre de S. Il s’en suit que B n’est pas une boule maximale en
contradiction avec les hypotheses.

O
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Les formules (4.6) et (4.7) permettent de définir des relations de causalité sur
By(S) et B(S). Par une vérification directe on voit que les espaces By(.S) et B(S5),
munis de ces relations de causalité, sont des espaces causaux (Définition 5.13). On
les note By (S) et BT(S).

On peut aussi munir By(S) et B(S) des relations de causalités données par les
formules (4.4) et (4.5), on obtient alors deux autres espaces causaux, qu’on note
By (S) et B~(.5).

On remarque que la topologie d’Alexandrov relative aux deux relations de cau-
salité qu’on a défini sur B(S) et By(S) est la méme. En fait, en accord avec la
Définition 5.14, les ouverts de la base de la topologie d’Alexandrov sur B(.S) sont
les ensembles

W(By, By) :={B € B*(S)/ B < B < By}

ou By et By varient dans B(S5).
En identifiant la sphere S™ a la fois avec S} et avec S” on peut définir deux
nouvelles applications développantes pour S :

dt: S — St
d 8 — 8"

D’apres le Lemme 5.2, étant donnée une boule ouverte propre B de S} (c’est-a-
dire dont I'adhérence n’est pas S} toute entiere) il existe un unique point p dans
dSy ., tel que B = Ogti (p). A Paide des application BT et B~ on peut donc définir
deux applications DT et D~ par :

D*: By(S) — dSi.
B — (BF)7N(d*(B))

En d’autres termes les applications DT et D~ associent a une boule ouverte
B de S les uniques points DT (B) = pT et D™(B) = p~ de dS;,, tels que I'ombre
ouverte future de p* sur S} est la boule d*(B) et 'ombre ouverte passée de p~
sur S” est la boule d™(B).

Lemme 5.13. Les applications D et D~ sont des homéomorphismes locauz.

Démonstration. Par définition méme des boules sur .S, 'application d restreinte a
tout ouvert de la base de la topologie W (Bj, Bs) est injective. Les deux applica-
tions Dt et D~ envoient les ouverts W (By, By) de la base de la topologie sur res-
pectivement les ouverts I~ (DT (By))NIT (D' (By)) et I- (D~ (Bs))NIT (D~ (By)),
qui forment la base de la topologie d’Alexandrov de dS;,. Le lemme est donc
prouvé.

0
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Lemme 5.14. Pour tout couple d’éléments By et By de BE(S) lapplication D*
est injective sur 'ensemble I*(By) U I%(By).

Démonstration. On prouve le résultat pour D™, le cas de D™ est similaire.

Par définition, d~ restreinte a chaque boule By et B, est injective; donc D™,
restreinte aux ouverts I~ (By) et I~ (Bsy), est elle aussi injective. On considere les
ensembles

U= (D~ |1-m)) " (D(I(B1)) N D(I"(B2)))
V = (D|1-(5,) " (D(I™(B1)) N D(I"(By)))

Les ouverts U et V sont contenus respectivement dans [~ (B;) et dans [~ (Bs),
donc les restrictions de D~ a U et a V sont injectives. Leur intersection est non
vide car elle contient I~ (By) NI~ (Bsy), qui, par hypothese, est non vide. De plus
on a les égalités D= (U) = D= (V) = D~ (I (By)) N D~ (I~ (By)). Si on applique
le Lemme 5.10 a U et V on obtient U = V' ce qui montre que D~ restreinte a
I~ (By) U I~ (By) est injective. O

Proposition 5.15. L’espace By(S) muni de la topologie d’Alexandrov est une
variéteé.

Démonstration. D’apres le Lemme 5.13, les ouverts W (By, By) sont des cartes
locales pour By(S). De plus l'espace By(S) muni de la topologie d’Alexandrov
est & base dénombrable d’ouverts. Si on fixe une boule B et une boule B’ telle
que B C B, alors une base de voisinages pour B est donnée par les ouverts
{W(By,By)} ot B C Bet B C By et By C B'. Or, comme d~ est injective
restreinte & B, on obtient que D~ est injective restreinte a I~ (B’). L’ouvert
D~ (I~ (B') est un voisinage de D~ (B). Comme I'image de la base de voisinages
{W(By, Bs)} est une base de voisinages de D~ (B) dans dSi,, et comme dS;,
est a base dénombrable on peut trouver une base dénombrable de voisinages de
D~ (B) de la forme {D~ (W (B}, B5))}ren, ot W (BY, BY) appartient a la famille
{W(By, Bs)}. Les ouverts {W (B}, B5)} sont donc une base de voisinages dénom-
brable pour B.

Il reste donc a prouver que l'espace By(S) est Hausdorff. Soient B; et By deux
éléments de By(S) qui ne sont pas séparés. Soient Bj et Bj autres deux éléments
dans By(S) tels que By C B et By C Bj. Les ouverts I~ (Bj) et I~ (Bj) sont des
voisinages respectivement de B; et B, ils ont donc une intersection non vide. Soit
B un élément de cette intersection. La boule ouverte B est contenue dans B} N B,
laquelle est donc non vide. Comme d’apres le Lemme 5.14 la restriction de D™ a
It (B))UIT(BY) est injective et son image est It (D~ (B}))UI~(DT(B,)NJ*T(S").
Comme l'espace dS;, est Hausdorff le lemme est prouvé. O

D’apres le Lemme 5.15 et le Lemme 5.13 on peut transporter sur By(S) la
métrique de l'espace de Sitter par les deux applications D et D~.
Les relations de causalité définies par les formules (4.4) et (4.5) coincident avec
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les relations de causalité induites par la métrique lorentzienne définie par D*. On
note By (S) la variété lorentzienne ainsi obtenue.

De méme les relations de causalité définies par les formules (4.6) et (4.7) coincident
avec les relations de causalité induites par la métrique lorentzienne définie par D~ .
On By (S) la variété lorentzienne ainsi obtenue.

Le tiré en arriere du champ de vecteurs qui définit 'orientation chronologique sur
dS; , permet de définir des orientations chronologiques sur B (S) et By (S), on
choisira pour chaque espace I'orientation chronologique qui est en accord avec les
relations de causalité déja définies.

On obtient donc deux espace-temps causaux localement modelés sur dSy,. On
remarque qu’on peut passer de Bi (S) a By (S) juste en renversant 'orientation
chronologique.

Proposition 5.16. Les espace-temps By (S) et By (S) sont des espace-temps glo-
balement hyperboliques dS; ,,-maximaux respectivement passé et futur complets.

Démonstration. On suppose que S n’est pas difféomorphe a S car dans ce cas les
espace By (S) et By (S) s'identifient a 'espace dS™™, comme on a vu précédem-
ment.

On prouve le résultat pour By (S).

Etape 1) : By (S) est globalement hyperbolique.
Soient Bj et By deux éléments de By (S) tels que By < By et soit B un élément
de IT(By). Alors 'ensemble J~(B;) N J*(Bs) est contenu dans I~ (B). D’apres
le Lemme 5.14 'application D~ est injective sur I~ (B), donc, d’apres le Lemme
5.13, sa restriction a I~ (B) est un homéomorphisme. Par construction l'image
de I7(B) par D~ est 'ouvert I~ (D~ (B)). De plus D~ préserve les relations de
causalité, donc en particulier

D™(J(Bi) N J*(By)) = J(D™(B)) N JH(D™(By).

Or, J- (D~ (By)) N J*t(D~(By)) est compact, car dS;, est globalement hyperbo-
lique, donc J~(B;) N J1(Bsy) est compact aussi. On vient de prouver que l’espace-
temps By (S) est globalement hyperbolique.

Etape 2) : BJ(S) est passé complet.

Soit B(t) une courbe passé inextensible de By (S) définie sur [0, co[. Comme pour
tout B dans I~ (B(0)) on a B C B(0) et I'application d~ est injective sur B(0), on
obtient que l'application D~ est injective sur le passé de strict de B(0). L’'image
par D~ de I (B(0)) est Pouvert I~ (D~ (B(0))). Il s’en suit que le point limite
passé de D~ (B(t)) appartient a la frontiere S”, donc la courbe D~ (B(t)) est
une courbe inextensible de dS;,. Comme D~ est une isométrie locale et comme
dSy,, =~ dS,, est passé complet, on obtient que Bj (S) est aussi passé complet.
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Etape 3) : By (S) est dS;,,-mazimal.
Soit f : By (S) — M un Cauchy-plongement de By (S) dans un espace-temps M
globalement hyperbolique localement modelé sur dS, ,. Soit ¥ une hypersurface
de Cauchy de By (S).
Soit dev : M — dSy,, Papplication développante (ot on a identifié dS; ,, ~ dS ;).
Alors devo f : B (S) — dSy,, est un autre application développante pour Bg (S) :
elle differe donc de D~ par la composition au but par un élément g de Oy(1,n).
Quitte & composer dev par ¢! on peut donc considérer que devo f = D~.
On suppose par absurde que df(Bj (S)) est non vide. Comme By (S) est passé
complet la frontiere 9~ f(Bg (S)) est forgément vide.
Soit p un point de 9T f(By (S)). Il existe une courbe ¢ :]0, co[— M de type temps
contenue dans f(Bg(S)) dont l'extrémité future est p. L'ouvert I~ (p) est alors
I'union croissante des ouverts I~ (c(t)) :

I“(p)= U I(ct)).

t€]0,00]

Comme, d’apres le Lemme 5.14, la restriction de Papplication dev & chaque 1~ (c¢(t))
est injective, on obtient que dev restreinte a I~ (p) est injective elle aussi. Comme
pour tout ¢t €]0,00[ I'ouvert I~(c(t)) est contenu dans f(Bg(S)), I'image réci-
proque par d— de 'ombre ouverte passée du point dev(c(t)) est une boule ouverte
propre B(t) de S. On appelle B I'union des boules B(t), qui, étant une union
croissante de boules ouvertes, est une boule ouverte de S.

Comme p n’appartient pas a f(Bg (S)), par construction B est une boule maxi-
male de S.

D’apres le Lemme 5.9 d~ est injective sur B, adhérence de B dans S. Montrons
que B est compact.

D’apres le Lemme 5.9 'application dev restreinte a J~(p) est injective. Le Lemme
1.2 implique que 'ombre fermée passée de p sur 'hypersurface de Cauchy f(X) est
compacte. L’ombre O 5 (p) = J~(p) N f(X) est alors un compact contenu dans
f(Bg(9)) sur lequel la restriction de I'application dev est injective. Donc

dev(J~ (05 (p))) = ™ (dev (O (p))) (48)

L’ensemble J~(dev(O 4 (p))) NS™ est un fermé de S”, il est donc compact et par

construction il est égal & d~(B). Montrons alors que d—(B) est égal & d~(B).

Comme d~ est un homéomorphisme local on a I'inclusion d~(B) C d—(B). Prou-
vons l'inclusion réciproque.

Soit 2 un point de d=(B). D’apres I'égalité (4.8) il existe un point ¢ dans O, (p)
tel que = appartient & J~ (dev(q)) \ I~ (dev(q)). Soit ¢’ un point de I'*(¢) N U, ou
U est un voisinage de g contenu dans f (B (5)) sur lequel dev est injective.
Comme dev preserve les relations de causalité dev(q') € I (dev(q)) et dev(I~(¢')) =

I~ (dev(q')). Il s’en suit que x appartient a Ogn. (dev(q')).
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Par construction, comme ¢ appartient a f(By (S)), Vouvert Og.(dev(q')) est

I'image par d~ d’une boule ouverte propre B’ de S. Donc z est 'image par d~
d’'un point y de S. Comme d~ est un homéomorphisme local on obtient que y
appartient & B. Le fait que d~ est un homéomorphisme local implique aussi que
B est compact, car d(B) est compact.

Comme on a supposé que S n’est pas difféomorphe a S™, d’apres le Lemme 5.12
B est non compacte : contradiction. ]

Cas ou S n’est pas simplement connexe

Soit S une variété de dimension n > 2 localement modelée sur la sphere
conforme. Soient d et p son application développante et son morphisme d’holono-
mie.

d:S—S"
p:m(S) — Op(1,n)

En utilisant la construction pour le cas simplement connexe on peut construire
deux espace-temps By (S) et By (S), respectivement passés et futur complets. L’ap-
plication d est équivariante par rapport a ’action de m(S) sur S et & Daction de
[ := p(m(9)) sur S”, donc elle envoie boules ouvertes sur boules ouvertes et
boules ouvertes maximales sur boules ouvertes maximales.

Il s’en suit qu’on peut définir une action de 71(S) sur 'espace B(S) qui préserve
Pespace By(S). Du fait que 'application d est équivariante par rapport a 'action
de 7,(S) sur S et & laction de I' sur S”, les applications D et D~ sont équiva-
riantes elles aussi. On obtient que 7, (S) agit par isométries sur les espaces By (S)
et By ().

Lemme 5.17. L’action de m(S) sur l’espace By(S) est libre et propre.

La preuve de ce résultat est essentiellement la méme que dans le cas plus gé-
néral considéré au chapitre 7, on renvoie donc au Lemme 2.5.
Le quotient de By(S) par 'action de m(S) est donc une variété.
Comme Paction de 71(S) sur les espaces By (S) et By (S) est une action isomé-
trique, on peut bien définir une métrique lorentzienne sur le quotient. Les variétés
lorenziennes ainsi obtenues sont notées By (S) et By (.5).

Comme Paction de m;(.S) sur By (S) et By (S) préserve I'orientation chronologique,
on a bien défini des orientations chronologiques sur By (S) et By (S).

Proposition 5.18. Les espace-temps Bg (S) et By (S) sont globalement hyperbo-
liques.

Une preuve peut étre trouvée dans [1] Proposition 2.1. Une autre preuve de la
Proposition 5.18 découle des résultats des résultats du Chapitre 7 ou on exposera
une généralisation de la construction qu’on vient de voir. D’apres le Remarque
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1.3 et la Proposition 1.8, en fait, les espace-temps By (S) et By (S) s’identifient a
deux ouverts causalement convexes de l’espace-temps globalement hyperbolique
B(S), défini par (7.1). Il s’en suit qu’ils sont globalement hyperboliques.

Comme leurs revétements universels sont respectivement futur et passé complets,
les espace-temps Bj (S) et By (S) sont respectivement futur et passé complets.
Ils sont aussi dS, ,-maximaux car leurs revétements universels By (S) et By (S)
sont dS; ,-maximaux. Supposons en effet par I'absurde qu’il y ait un Cauchy-
plongement f non surjectif de B3 (S) dans un espace-temps M ; on peut alors
relever f en un Cauchy-plogement non surjectif de BE(S) dans M, ce qui est
impossible puisqu’on a déja montré que Bz (S) est dS;,-maximal.
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Chapitre 5

Frontiere causale et (-maximalité

1 Frontiére causale

Dans cette section on va décrire la méthode de Penrose, Geroch et Kronheimer

pour attacher une frontiére causale a un espace-temps. Pour plus de détails sur ce
sujet on peut consulter [33] section 6.8, ou [28], dans lequel cette construction a
été introduite. Il a y plusieurs fagon d’attacher une frontiere causale a un espace-
temps, suivant le phénomene a l'infini qu’on veut étudier. La frontiere causale
dont on va parler ne dépend que de la structure causale de ’espace-temps; elle ne
permet pas par exemple d’étudier la complétude ou I'incomplétude des géodésiques
de type temps.
Dans la suite on va supposer que M est un espace-temps qui vérifie le principe de
causalité forte. On a déja vu qu’un espace-temps qui vérifie le principe de causalité
forte est distinguant (voir Proposition 8.9), c’est-a-dire que chaque point p de M
est uniquement déterminé par son passé strict I~ (p) ou par son futur strict I*(p)
(voir Définition 8.9). Par ailleurs /™ (p) est un ouvert et un ensemble passé, de
plus I~ (p) n’est pas union de deux ouverts non vides strictement contenus dans
I~ (p) qui soient aussi des ensembles passés. Cela signifie que I~ (p) est un IP au
sens de la définition suivante :

Définition 1.1. Un sous ensemble V de M est un IP (Indecomposable Past set)
s’il vérifie :

1) V est ouvert

2) V est un tel que I~ (W) C W (autrement dit il est un ensemble passé)

3) V n’est pas I'union de deux sous-ensembles propres non vides qui vérifient 1)
et 2).

Si V est le passé strict d'un point de M on dit que V est un PIP (Proper Inde-
composable Past set), dans le cas contraire on dit que V est un TIP (Terminal
Indecomposable Past set).

De fagon symétrique on peut définir les IFs, PIFs et TIFs. Un IF (Indecompo-
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sable Future set ) est un ensemble futur qui est ouvert et qui n’est pas union de
deux ensembles futurs ouverts non vides propres. Un PIF ( Proper Indecomposable
Future set ) est un IF qui est le futur strict d'un point de M, et un TIF ( Terminal
Indecomposable Future set ) est un IF qui n’est le futur strict d’aucun point dans
M.

L’idée est de considérer les TIPs et les TIFs comme points de la frontiere causale.
Par exemple si on considere les modeles conformes des espaces de Minkowski, de
Sitter et anti-de Sitter, décrits a la section 2.7, on voit qu’il y a une relation stricte
entre les TIPs et les TIFs de ces espaces et les points de la frontiere conforme. En
général a un point p de leur frontiere conforme est associé naturellement un TIP
ou un TIF de l'espace : le TIP ou TIF associé est 'intersection de ’espace avec
le passé ou le futur strict, I=(p), du point p dans I'espace d’Einstein universel.
Cependant il y a quelques exceptions : par exemple au point iy dans la frontiere
causale de I'espace de Minkowski n’est associé aucun TIP ou TIF. De plus la fron-
tiere conforme de ’espace anti-de Sitter contient des courbes de type temps ce qui
implique qu’ a chacun de ses point est associé un TIP et un TIF de l'espace. Par
contre tout se passe bien pour ’espace de Sitter, ou a chaque point de la frontiere
conforme est associ¢ un seul TIP ou un seul TIF. Cela n’est pas un hasard, mais
lié au fait que le plongement de l'espace de Sitter dans Ein, , est le seul des trois
plongements considérés a étre un Cauchy-plongement. Dans la section suivante on
verra plus en détail la relation entre la frontiere causale qu'on va définir pour un
espace-temps M et la frontiere de 'image d’un Cauchy-plongement de M dans un
autre espace-temps.

Anti de Sitter

de Sitter

Mink Qwski

P

in g

[
l
|
|
i
o ”Lj
Nl

Il serait souhaitable de définir, pour tout espace-temps général M, une topo-
logie et des relations de causalité sur sa frontiere causale - c¢’est a dire ’ensemble
de ces TIPs et TIFs - de fagon compatible avec les relations de causalité et la
topologie de M.

Ce probléeme n’a pas de solution élémentaire et a été I'objet de travaux récents

a7 Hp)
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comme : [23] ou [17]. En fait dans le contexte général la construction de Penrose,
Geroch et Kronheimer présente quelques inconvénients. Dans [13] il est prouvé que,
sous les hypotheses plus restrictives du principe de causalité forte pour ’espace-
temps M, il est possible de définir une frontiere causale qui vérifie des bonnes
propriétés. Par exemple si M est causalement continu on peut étendre les rela-
tions de causalité a la frontiere causale de facon compatible avec celles sur M, et
étendre a la frontiere causale la topologie d’Alexandrov.

Comme on sera toujours sous 'hypothese tres forte de 'hyperbolicité globale, la
construction de Penrose, Geroch et Kronheimer suffit a nos besoins.

On a alors la caractérisation suivante, diie a Penrose, Geroch et Kronheimer, qui
permet de voir les points de la frontiere causale comme les points a l'infini, futur
et passé, des courbes de type temps de M.

Lemme 1.2. Un sous-ensemble W est un TIP (TIF) si et seulement si il existe
une courbe causale inextensible future (passée) ~y telle que I~ () = W.

Ce lemme, assez élémentaire, est prouvé dans [33], section 6.8.

Soit M Dlensemble des IPs de M et M l'ensemble des IFs. On peut penser a M
comme a un complété partiel de M auquel on a ajouté, comme points idéaux, les
extrémités futures des courbes causales inextensibles. Ce procédé ne dépend que de
la structure causale de M. En fait, si on fixe une métrique dans la classe conforme
définie sur M, de sorte que cette métrique ait des géodésique de type temps
incompletes dans le futur, alors les 'points idéaux’ qu’on a rajoutés représentent
les singularités et les points a l'infini, sans qu’on puisse distinguer les uns des
autres.

On peut définir des relations de causalité sur les ensembles M et M de fagon a les
rendre des espaces causaux au sens de [18], voir Définition 5.13. Soit V, W € M
alors

V<Wsi VCW (5.1)
VKWsi I3peW telque V C I (p) (5.2)

Et des relation similaires peuvent étre définies sur M : pour V., W € M , on écrit
V<WsiWcC VetV <KWyl existe p € V tel que W C IT(p).

Remarque 1.3. Les relations qu’on vient de définir contiennent les relations de
causalité sur M lorsque V et W sont des PIPs (ou des PIFs). En fait il y a deux
applications injectives naturellement définies

I~ :M — M
p— 1" (p)
It :M — M
pr—I"(p)
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Pour ce qui concerne les relations de chronologie on a p < ¢ si et seulement si
I~ (p) < I~ (q). De plus si p < g alors I~ (p) < I~ (q), mais d’apres [17] Figure 2,
la réciproque n’est pas toujours vraie : on peut avoir que I~ (p) < I~ (q) sans que
p et q soient causalement liés.

Il s’agit 1a d'un des problemes qu’on rencontre lorsqu’on cherche la bonne défini-
tion de frontiere causale pour des espace-temps assez généraux.

L’idée est de trouver une bonne fagon d’identifier les IPs avec les IFs pour
obtenir une variété a bord N, telle que M s’identifie a un ouvert dense de N et N
est munie des relations de causalités qui prolongent celles de M. Le bord N \ M
de cette variété sera appelé frontiere causale de M.

On considere 'espace

M= (MUDM) /I (p) ~It(p)Vpe M (5.3)

En d’autres termes M* est 'union de M avec ses TIPs et TIFs. Cependant, comme
montré par 'exemple de I'espace anti-de Sitter, il n’est pas suffisant d’identifier
les PIPs avec les PIFs mais il faut aussi identifier quelques TIPs et TIFs si on
veut pouvoir définir sur M* une topologie qui soit Hausdorff et aussi compatible
avec celle sur M. La facon dont Geroch, Kronheimer et Penrose ont procédé est
de définir une topologie sur M* qui prolonge dans un certain sens la topologie de
M et ensuite d’identifier le nombre minimal de points pour rendre cette topologie
Hausdorft.

On choisit comme pré-base pour la topologie sur M* la famille d’ensemble de la
forme suivante. Si A est a IF alors on définit

A=y e M/VNn A0} (5.4)
At =V e M/V=1"(W)=T"W) ¢ A} (5.5)

oit W est un sous-ensemble de M. Soit B € M un IP, alors on peut définir de
facon similaire des ensembles B et B**. Les ouverts de M* sont alors définis
comme les unions des intersections finies des ensembles de la forme A", A%t
Bt Bert Cette définition est en analogie avec le fait que dans M les ensembles
de la forme IT(p), I~ (p), M \ I"(p) et M \ I~ (p) forment une pré-base de la
topologie d’Alexandrov.

Une fois définie cette topologie sur M*, qui en général n’est pas Hausdorff, le cas
de 'espace anti-de Sitter en est un exemple, Penrose et Kronheimer la rendent
Hausdorff suivant le procédé standard. C’est-a-dire on quotiente M* par la relation
d’équivalence qui est l'intersection de toutes les relations d’équivalence telles que
la topologie quotient est Hausdorff. On obtient alors un complété qu’on note N. Le
plongement M < M?* donné par les application I, définies par la Remarque 1.3,
définit alors un plongement M — N. La frontiere causale est alors définie comme
N\ M. Portant dans le cas général cette définition de complété causale de M et
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de frontiere causale de M a été beaucoup contesté et revue méme récemment, voir
par exemple [17], [23], [50] et [49].

Si M est causalement continu (Définition 8.3) Budic et Sachs ont montré dans [13]
que la topologie définie sur M* par la pré-base A™, A*t Bi"t Bert est Hausdorff
sans qu’il soit nécessaire d’identifier aucun point. Donc pour les espace-temps
causalement continus on définit :

Définition 1.4. La frontiere causale d’un espace-temps causalement continu M
est l’ensemble des TIPs et des TIFs de M c’est-a-dire (M) == M* ~ M muni
de la topologie définie par la pre-base (5.4).

Les relations de causalité définies dans (5.1) sur M et M permettent de définir
des relations de causalité sur M*. Il reste a voir si ces relations sont compatibles
avec les relations de causalité sur M. D’apres la Remarque 1.3 la relation de
chronologie <, qui passe au quotient en une relation < sur M?, coicide avec la
relation < sur M. Le probléme est de voir sous quelles condition on a le méme
resultat pour la relation <.

On dit que M est causalement simple si le passé et le futur causal de tout point
de M est fermé. Dans [13] les auteurs montrent le résultat suivant :

Proposition 1.5. La relation de causalité < sur le complété M* resteinte a M
coincide avec celle de M, <, si et seulement si M est causalement simple.

En particulier ces relations sont bien définies si M est globalement hyperbo-
lique, car dans ce cas M est causalement simple d’apres la Proposition 6.3. Budic
et Sachs donnent une caractérisation des espace-temps globalement hyperboliques
en fonction de leur frontiere causale.

Proposition 1.6. Un espace-temps est globalement hyperbolique si et seulement
st tout point de sa frontiere causale a le futur strict ou le passé strict vide.

Remarque 1.7. Si M est globalement hyperbolique, d’apres la Proposition 1.6
la frontiere causale est I'ensemble des TIPs et des TIFs muni de la topologie
d’Alexandrov donnée par les relations de causalité (5.1). Dans ce cas on note
ST (M) Tensemble des TIPs, la frontiére causale future, et 5~ (M) 'ensemble
des TIFs, la frontiére causale passée. La frontiere causale 5 (M) d’un espace-
temps globalement hyperbolique est alors 'union disjointe des deux ensembles
HH(M) et A~ (M). Le complété causale M* de M est 'union disjointe de M,
AT (M) et 2~ (M) muni de la topologie d’Alexandrov donnée par les relations
de causalités définies par (5.1).

Exemple 1.8. La fronticre causale de I'espace d’Einstein universel est réduite a
deux points. En effet, Ein; , est globalement hyperbolique et il découle du Lemme
2.18 que le futur et le passé de toute courbe inextensible est I'espace tout entier.
Donc Ein,, a un seul TIP et un seul TIF : I'espace entier.
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2 Frontiere causale et maximalité

Lemme 2.1. Soit f : M — N un Cauchy-plongement tel que 0% f(M) # 0. Alors
pour tout p € O f(M) Uensemble W, := f~1(I~(p) N f(M)) est un TIP de M.
De plus, siq € 0T f(M), ¢ #p ssi W, #W,.

Démonstration. Soit ¥ une hypersurface de Cauchy de M et S := f(X) son image.
Sip €t f(M), d’apres le Lemme 2.5 on a I~ (p) N IT(S) C f(M), donc

(W) =17 (I"(p) N f(M)) = I"(I"(p) N IT(S)) =T"(p)  (5:6)

D’apres le Lemme 2.1 f(M) est causalement convexe dans NV, alors, par (5.6) on
obtient que W, est un ensemble passé.
Le fait que W, est ouvert est évident.
Soient V et U deux ensembles passés dont l'union est W,. D’apres (5.6) il s’en
suit que I~ (p ) I=(f(U)) U I (f(V)) mais, comme [~ (p) est un IP de N, on a
I=(f(U)) =1 (p) ou I=(f(V)) = I (p). Comme f(M) est causalement convexe
dans N on a I (fV)Nf(M)=f(V)et I-(fUU))N f(M) = f(UU). On obtient
alors f(V) = I~ (p) N f(M) ou f(U) = I~ (p) N f(M), ce qui implique qu’'on a
W, = V ou W, = U. Donc I'ensemble W, est un IP de M qui n’est le passé
d’aucun point de M, il s’agit d’'un TIP.
D’apres la Proposition 8.9, si ¢ est un point dans 0% f(M) tel que ¢ # p, on
I=(p) # I (q). Les égalités (5.6) appliquée a p et ¢ impliquent alors I~ (p) N
f(M)# I (¢)N f(M), et donc W, # W,. Réciproquement si p,q € 0% f(M) sont
tels que I=(p) N f(M) # I~ (¢) N f(M) ona I~ (p)# 1 (q) et donc q # p. O

Corollaire 2.2. L’espace-temps EELML est C-maximal, donc en particulier il est
Co-mazimal.

Démonstration. Dans I’Exemple 1.8 on a vu que la frontiere causale de %Ln ne
contient que deux points. -

Soit f un Cauchy-plongement non surjectif de lespace Ein,, dans un espace-
temps N. On obtient que 8+f(Em1 o) ou & f(Einy,) est non vide. D’aprés le
Lemme 2.5, 0t f(Einy,) et 8~ f(Einy,), s'ils sont non vides, sont des ensemble
achronaux edgeless. Ceci est impossible car ils contiennent au plus un point. [

Proposition 2.3. Soit M un espace-temps qui admet une hypersurface de Cauchy
S non compacte. Alors, si pour tout TIP et TIF V l’ensemble SNV est non
compact, M est C-maximal.

Démonstration. Soit f : M — N un Cauchy-plongement. On suppose par 1’ab-
surde que 0f (M) # () dans N. Pour fixer les idées on suppose 91 f(M) # .

Soit p un point de 91 f(M). D’apres le Lemme 2.1, 'ouvert W, de M, dont 'image
par f est Uouvert I~ (p)Nf(M), est un TIP de M. Par hypothése I'ensemble W,NS
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est non compact. Son image par f est I’ensemble J~(p) N f(S), qui est donc non
compact dans N. Or, comme N est un espace-temps globalement hyperbolique d’
hypersurface de Cauchy f(.5), la Proposition 6.8 implique que J~(p) N f(S) est
compact : absurde.

Le méme raisonnement en utilisant ’hypothese sur les TIFs montre aussi que
O~ f(M) =0, donc M est maximal. O

2.1 Frontiere causale et maximalité du développement de
Cauchy d’un ensemble achronal edgeless.

Soit. A un sous-ensemble achronal edgeless d’un espace-temps M. Ici on ne fait

pas d’hypotheses supplémentaires sur 'espace-temps M, en particulier M n’est
pas for¢gément globalement hyperbolique.
D’apres la Proposition 6.7 I'ouvert int(Z(A)) est globalement hyperbolique. Si on
voit int(Z(A)) comme un espace-temps on peut parler de sa frontiere causale. Il
y a une relation intime entre la frontiere causale de int(Z(A)) en tant qu’espace-
temps et sa frontiere en tant qu’ouvert de M. On reprend la notation introduite
a la Définition 6.12.

Lemme 2.4. On a naturellement défini un plongement
OED(A) — H*(int(D(A))).

Démonstration. Le preuve est essentiellement la méme que pour la Proposition
2.1. En effet d’aprés le Lemme 6.13 la frontiere 0+ Z(A) est un fermé achronal
edgeless de M. Pour tout point p de 0T Z(A), I~ (p)NIT(A) C int(Z(A)). Comme
I~ (p) est un IP de M et comme int(Z(A)) est causalement convexe dans M on
obtient que I~ (p) Nint(Z(A)) est un TIP de int(Z(A)).

Un raisonnement symétrique montre que pour tout point g de 9T Z(A), I (¢) N
P(A) est un TIF de int(2(A)).

On définit alors de fagon naturelle 'application p € 0* Z(A) — I7(p)Nint(2(A)).
Cette application est clairement injective car M est distinguant d’apres la Pro-
position 8.9. De plus elle et sa réciproque (réciproque de la restriction a I'image)
préservent les relations de causalité définies sur 9* P (A) et entre les éléments
de % (int(2(A))) par (5.1). Donc, comme la topologie des deux espaces coin-
cide avec la topologie d’Alexandrov (Proposition 1.5), on obtient que ’application
p € 0FP(A) — IT(p) Nint(2(A)) est un homéomorphisme sur I'image et que
I'image est un ouvert de J#*(2(A)). O

Proposition 2.5. i les plongements 0 D(A) — H#*(int(2(A))) sont surjectifs,
Uespace-temps int(Z(A)) est C-mazimal.

Démonstration. D’apres le Lemme 6.13 et le Lemme 6.9 pour tout point p dans
0t 2(A) il existe un rayon géodésique lumiere passé inextensible qui ne rencontre
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pas int(2(A)), en particulier il ne rencontre pas A.

Par ailleurs, comme 0" Z(A) est achronal edgeless (Lemme 6.13) on obtient que
I=(p)NIt(A) Cint(2(A)) et donc que toutes les courbes de type temps inexten-
sibles issues de p rencontrent A. Il s’en suit que J~(p) N A est non compact pour
tout p dans 0t Z(A).

Un raisonnement symétrique montre que pour tout point ¢ de 9~ 2(A), J*(¢)N A
est non compact.

Or pour tout p de 9+ Z(A) et ¢ dans 0" Z(A) ona J (p)NA=T-(p)N A et
Jt(g)NA = I*(q)NA. De plus I~ (p)Nint(Z2(A)) et I (q)Nint(Z(A)) sont respec-
tivement un TIP et un TIF de int(Z(A)). Par hypothese tous les TIPs et les TIFs
de int(Z(A)) son de cette forme, donc, d’apres la Proposition 2.3 I'espace-temps
int(Z(A)) est C-maximal. O

3 (yp-Maximalité des espace-temps a courbure
constante

Dans la section 1.2 on a observé qu’il y a différentes notions de maximalité
suivant la catégorie d’espace-temps qu’on considere. Si on se restreint aux espace-
temps & courbure constante, on parle d’espace-temps Rb"-maximaux, dS*"-maximaux
ou AdSY"-maximaux.

Ici on se propose de comprendre sous quelles conditions ces espace-temps, maxi-
maux en tant qu’espaces a courbure constante, sont aussi Cp-maximaux et méme
C-maximaux. Autrement dit, étant donné un espace-temps globalement hyper-
bolique (M, g) a courbure constante, R"-maximal, dS""-maximal ou AdS""-
maximal, on se demande si dans la classe conforme de ¢ il existe une métrique ¢’
telle que (M, g) se plonge par un Cauchy-plongement non surjectif dans (M, ¢).
On se restreindra au cas des espace-temps qui ont une hypersurface de Cauchy
compacte, autrement dit Cauchy-compacts.

Le lemme suivant montre que la C- maximalité d’'un espace-temps et celle de son
revétement universel sont fortement liées.

Lemme 3.1. Un espace-temps M est C'-maximal si son revétement universel est
C-maximal.

Démonstration. On suppose que M n’est pas C-maximal. Il existe alors un Cauchy-
plongement conforme f dans un espace-temps N. Or on peut relever f en un
Cauchy-plongement f : M — N qui est surjectif si et seulement si le plongement
f Tétait. O

Il y a & ce jour beaucoup de travaux dédiés a la compréhension des espace-
temps & courbure constante maximaux, voir par exemple [41], [48], [11], [3]. Un
cas particulierement étudié est celui des espace-temps globalement hyperboliques
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maximaux a courbure constante qui ont une hypersurface de Cauchy compacte,
qu’on appelle par abbréviation CGHM (Cauchy-compact Globalement Hyperbo-
liqgue Maximauz). En s’appuyant sur les résultats de classification déja connus, on
étudiera dans les sections suivantes la C-maximalité et la Cy-maximalité de ces
espace-temps.

3.1 Espace-temps CGHM plats

Les espace-temps CGHM localement modelés sur 1'espace de Minkowski ont
été étudiés de fagon approfondie dans [3] et [11]. Dans [3] il est prouvé que les
espace-temps CGHM plats ont un revétement universel isométrique, soit a I’espace
de Minkowski tout entier, soit & un domaine régulier (voir Définition 6.26) de R'™.
Le résultat principal de [3] est :

Théoréme 3.2. Tout espace-temps GHMC plat est finiment revétu par un espace-
temps de translation, un espace de Misner, ou la suspension plate d’un espace-
temps standard.

Ici on ne va pas expliquer en détail ce qu’est un espace-temps de translation, un
espace de Misner, ou la suspension plate d’un espace-temps standard. Pour notre
objectif il nous suffit de rappeler comment sont faits leurs revétement universels.
Le revétement universel d'un espace-temps de translation de dimension n + 1 est
I'espace R, celui d’'un espace de Misner est un domaine régulier de R'™ qui est
I'intersection du futur de deux hyperplans lumieres. Le revétement universel de la
suspension plate d’un espace-temps standard est toujours un domaine régulier de
R'™, produit par I'espace euclidien R* d’un domaine régulier de R"*, ot k+h = n.

Frontiére causale et C-maximalité de ’espace de Minkowski

On considére le modele conforme de P'espace de Minkowski, noté R""(p) pour
un certain p = (z,t) dans Eing, (Définition 2.37).
L’ouvert RY"(p) est égal au développement de Cauchy du fermé achronal edgeless

(S x{t —=7}) \ {(z,t —m)}.

Lemme 3.3. On a les identifications
AHE) = 9TRM ()
AR = 0 R (p)

Démonstration. D’apres le Lemme 2.4 on a linclusion 0TRY"(p) C £+ (RM™).
Soit V un TIP de RY™. D’aprés le Lemme 1.2 il existe une courbe causale ¢ futur
inextensible dans R"" telle que I~(¢) = V. Si on identifie R"" avec son modele
conforme RY"(p), la courbe ¢ admet un point limite futur ¢ dans Fin, ,. Le point
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q appartient a la fronticre de RY™(p) dans ENinl,n et il appartient aussi au futur
strict de 'ensemble (S™ x {t —7})\ {(z,t —7)}. Donc g est un point de 9TR""(p).
Comme [~ (q) NRY™(p) = I~ (c) NRY™(p) le lemme est prouvé. O

Proposition 3.4. L’espace de Minkowski est C'-mazimal.
Démonstration. Conséquence directe du Lemme 3.3 et de la Proposition 2.5. [

On peut mieux comprendre les TIPs et les TIFs de 1'espace de Minkowski.

Lemme 3.5. Les TIPs (TIFs) de l’espace de Minkowski sont les passés (futurs)
des hyperplans lumiéres avec en plus le TIP (TIF) constitué par l’espace de Min-
kowski tout entier.

Démonstration. D’apres le Lemme 3.3 les TIPs de R, identifié au sous-ensemble
RY"(p) de Finy,, sont les intersections du passé strict des point de la frontiere
OTRY™(p) avec I'ouvert R (p). Or, d’apres le Lemme 1.2 un TIP est le passé
d'une courbe causale future inextensible. Soit donc ¢ un point dans 0TR"™(p).

Si p = q, il est clair que I~ (p) NRY™(p) = RY™(p). Si ¢ # p soit a : R — R une
géodésique lumiere futur qui a son extrémité future en ¢. Le passé de a est 'union
de tous les cones passés tangents a «. Cette union remplit le demi-espace délimité
par 'unique hyperplan lumieére P qui contient «. Il s’agit du passé de P. O

Remarque 3.6. D’apres le Lemme 3.5 et le Lemme 1.2 le passé (futur) d'une
courbe causale inextensible de RY™ est soit I’espace RY™ tout entier, soit le passé
(futur) d'un hyperplan lumiéere. De plus pour tout point ¢ de dTRY™(p) (resp.
OTRY™(p)), p # g, on obtient que 'ensemble I~ (¢) NRY™(p) (resp. I (q)NR>"(p))
vu comme ouvert de RV est le passé (resp. futur) d’un hyperplan lumiére.

Frontiere causale et C'-maximalité d’un domaine régulier de ’espace de
Minkowski

Lemme 3.7. La frontiére d’un domaine régulier G est un fermé achronal edgeless.

Démonstration. Soit G un domaine régulier futur (passé) complet. Il s’agit d'un
sous-ensemble futur (passé) de R'"™. Le Lemme 4.15 implique alors que G est un
fermé achronal edgeless. O

D’apres le Lemme 4.17 on a :
RY" = I1(0G) U OG U T (9G). (5.7)

En particulier, si G est futur complet, on a G = IT(9G), et si G est passé complet,
ona G =1(0G).

Lemme 3.8. Si G est futur complet G = 27(0G) et 2 (0G) = 0. Si G est passé
complet G = 27 (0G) et 27 (0G) = 0.
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Démonstration. On montre le résultat dans le cas ou G est futur complet. Prou-
vons que G = 27 (9G). L'inclusion 27 (0G) C G découle directement des défini-
tions et du fait que G = I'T(9G).

Soit p un point de G et soit ¢ une courbe causale inextensible dans le passé issue de
p. D’apres la définition d’ouvert régulier on peut trouver deux hyperplans lumiere
Py et P, tels que G est contenu dans l'intersection de leur futur strict. Quitte a
translater 'origine on peut supposer que P; N P, contient 1’origine. Soit v; et vy
deux vecteurs de type lumiére tel que P, = vi- et P, = vy. Alors, pour i = 1,2 on
a:

I*(P) = {v € R [Qu (v, v:) < 0}

Soit vy 1= v1 + vy, il sagit d’'un vecteur de type temps, donc 'hyperplan Py = vy
est de type espace. Par un calcul direct on voit que I (P)NIT(P) C IT(F). On
peut donc trouver un hyperplan de type espace P tel que I*t(P;) NI+ (P,) C I7(P)
juste en translatant Py. Donc on obtient G C IT(P)

Comme les hyperplans de type espace sont des hypersurfaces de Cauchy de R'™,
la courbe ¢ doit rencontre P. D’apres le Lemme 3.7 la frontiere 0G est un fermé
achronal edgeless donc, d’apres (5.7) ¢ doit rencontrer 0G.

Prouvons que 27 (0G) est vide.

Soit ¢ € I~ (9G), on suppose par I'absurde que p appartient & 2~ (9G). Alors pour
tout point p dans I (¢) NI~ (0G), p appartient a int(2(9G)).

Comme p est dans RY"™ \ G, par définition il existe un hyperplan lumiere P tel
que p n’appartient pas & IT(P). Soit [ la direction lumiére contenue dans P. Soit
¢ la géodésique lumiere futur inextensible parallele a [ issue de p : la courbe ¢ ne
rencontre pas I'ouvert G.

En méme temps, comme p appartient a 2~ (0G) la courbe ¢ doit rencontrer 0G.
Comme c¢ ne rencontre pas GG on obtient qu’ a partir du moment ou ¢ rencontre
O0G elle reste piégée dans 0G.

D’apres le Lemme 1.2, comme p appartient a int(2~ (0G)) 'intersection J*(p) N
OG est compacte. Cela est impossible car on a vu que J*(p) N G contient une
géodésique lumiere inextensible dans le futur. Le résultat est prouvé. O

Corollaire 3.9. Soit G un domaine régulier futur (passé) complet. Alors pour
tout point p de OG il existe un rayon géodésique lumiere o inextensible dans le
futur (passé) issu de p et contenu entiérement dans 0G.

Démonstration. Le résultat est une conséquence du Lemme 3.8 et de la Proposi-
tion 6.14. 0

Lemme 3.10. Si G est futur complet on a lidentification 5~ (G) = 0G. Si G
est passé complet on a H*(G) = 0G.

Démonstration. On suppose par exemple que G soit futur complet, dans ce cas
pour tout point p de dG, I (p) C G. Alors, comme [T (p) est un IF de R"™ et
comme p n’appartient pas a G, on obtient que I*(p) est un TIF de G. O
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Proposition 3.11. Tout domaine réqulier de ’espace de Minkowski est C'-maximal.

Démonstration. Soit G un domaine régulier futur complet. On identifie R»™ avec
le modele conforme R'"(p), comme dans la section précédente.

D’apres le Lemme 3.8 et la Proposition 6.7, 'ouvert G est globalement hyperbo-
lique. Soit A une de ses hypersurfaces de Cauchy.

Le fait que G soit futur complet implique que s+ (G) C 2+ (RY") donc, d’apres
le Lemme 3.3, 7 (G) s’identifie & un ouvert de TRY"(p).

D’aprés le Lemme 6.13 et le Lemme 6.9 pour tout point p dans 9TRY"(p) il existe
un rayon géodésique lumiere passé inextensible qui ne rencontre pas R'"(p) donc
en particulier il ne rencontre pas G. Comme " (G) C #+(R"™) on obtient alors
que, pour tout TIP V de G, VN A est non compact.

De méme d’apres le Lemme 3.9 et le Lemme 3.10 on obtient que pour tout TIF
VY de G, VN A est non compact.

Le résultat découle alors de la Proposition 2.5. 0

D’apres le Théoreme 3.2, le Lemme 3.1 et la Proposition 3.11 on obtient :

Proposition 3.12. Tout espace-temps plat CGHM est C'-mazimal. ]

3.2 Espace-temps CGHM Anti de Sitter

Le théoréme suivant a été prouvé par Mess dans [41] en dimension 3 mais sa
preuve se généralise a toute dimension.

Théoréme 3.13. Tout espace-temps CGHM localement modelé sur AdS,, est
isométrique au quotient d’un domain réqulier de l’espace anti-de Sitter par un
sous-groupe discret sans torsion de Isom(AdS; ).

On va donc définir les domaines réguliers de 1'espace Anti de Sitter. On ne

va pas donner la définition classique, celle par exemple donnée dans [21], mais on
prouvera que les deux définitions sont équivalentes (voir Remarque 3.18).
On a vu a la Section 2.7 que I'espace AdS; ,, est conformément équivalent a I'ou-
vert (H: x St,ds* — db#?) de Einy,, ot H'} est une hémisphere de la sphére S™.
Le revétement universel, AAd/SLn, est alors conformément équivalent a 'ouvert de
%l,n donné par H” x R muni de la classe conforme de métriques induite.

Soit A un fermé achronal edgeless de AdSl n = HL xR, Comme H} x R est
un ouvert de Eml U, A n’est pas for¢ément un fermé de Eml n- On note A son
adhérence dans Emln, et Ag = A~ A. On rappelle que la frontiere conforme
de AdSl n dans Eml n s'identifie a I'espace d’Einstein universel d’'une dimension

inférieur, Eml,n_l (voir Définition 2.34).
L’espace-temps (H'? x R, ds? — dt*) est un espace-temps statique (Définition 7.1)
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donc d’apres la Proposition 7.3 I'ensemble A est le graphe d'une application 1-
Lipschitz f : H} — R.

Comme f est 1-Lipschitz elle se prolonge de facon unique a la frontiere de H’ en
une application 1-Lipschitz f : H7 — R et le graphe de f est égal a A.

D’apres la Proposition 2.22 I'ensemble A est un fermé achronal de Elen
Comme H% est compact on obtient que A et Ag sont compacts, en particulier Ag
est une sphere topologique de dimension n — 1.

Lemme 3.14. Le développement de Cauchy Z(A) dans %l,n est d’intérieur non
vide si et seulement si Ay ne contient pas deux points conjugués dans Eing ,,.

Démonstration. On suppose que A contient deux point conjugués p,q avec p =
o(q). On identifie Einy, a S" x R, donc si ¢ = (z,t) on a p = (—z,t + 7). On
obtient alors que p, ¢ appartiennent a Ag.

Comme A est achronal on a ANT=(p) =0 et ANI+(q) = 0. Donc A est contenue
dans la frontiere 917 (q) = 91~ (p). Il s’en suit que pour tout point ¢’ dans A il
existe une géodésique lumiere v qui passe par ¢’ et telle que dans A elle n’a ni
point limite futur ni point limite passé. D’apres le Lemme 6.9 les développements
de Cauchy 27 (A) et 2~ (A) sont vides.

On suppose maintenant que Z(A) est d’intérieur vide. Cela implique que les dé-
veloppements 21 (A) et 27 (A) sont vides : en effet étant donné un point p dans
P*%(A) Pouvert IT(q') N IE(A) est contenu dans 2% (A).

D’apres le Lemme 6.9 pour tout point ¢ de A il existe une géodésique lumiere
passée « et une géodésique lumiere future [ issues de g telles que o n’a pas de
point limite passé dans A et 5 n’a pas de point limite futur dans A. Or, d’apres la
Proposition 5.10 et comme A est achronal, les géodésiques « et 3 sont contenues
dans une méme géodésique lumiere v inextensible dans AdS;, ~ H’ x R.

La géodésique 7 a ses points limites futur et passe, q"T,q ", dans Ag. D’apres la
description des géodésiques lumieres de l'espace Eing, (Lemme 2.19 et Remarque
2.20), si les deux points g7 = (z,t1), et ¢ = (x7,¢7) sont liés pas une géodé-
sique lumiére on doit avoir que d(z,27) = [t —¢7|. De plus si d(z™,27) < 7
'unique géodésique lumiere entre ¢* et ¢~ est contenue dans OH'} x R. Comme
7 est contenue dans A on obtient que 7 = d(z",27) = [tT —t7| et donc que ¢" et
q~ sont conjugués. Le résultat est prouvé. O

Définition 3.15. Un domaine régulier Anti de Sitter est l'intérieur du dévelop-
pement de Cauchy d’un fermé achronal edgeless A de AdS,,, dont l'adhérence A
ne contient pas deuzx points conjugués de Eing,,.

Lemme 3.16. La projection de revétement 7 : %Ln — FEiny, restreinte a Z(N\)
est injective.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence de 'achronalité de A. On fixe
un point p = (z,,t,) de A, alors pour tout autre point ¢ = (z,,?,) dans A on a
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m > d(xg,x,) > |t, —t,| car A est achronal. Il s’en suit que A est contenu dans
S*x|t, — m, t, + m[ qui est un domaine d’injectivité de la projection . O

On définit 'ensemble

E(Ag) = AdS1,,\ J (JH(p)UJ~(p))

pEAo

Il s’agit de I’ensemble des points de EdeLn qui ne sont causalement liés a aucun
point de Ag. On remarque que si Ay contient deux points conjugués alors E(Ag)
est vide.

Lemme 3.17. Soit A un fermé achronal edgeless de Adel,n tel que Ay ne contient
pas deux points conjugués. Alors P(N) = E(Ny) et cet ensemble est un ouvert.

Démonstration. D’apres la définition de développement de Cauchy on a 'inclusion
P(N) C E(Ay). Prouvons l'inclusion réciproque.
On remarque que

E(Ag) ={(z,t) e H xR : d(z,xp,) > |t —t,| VD € Ao} (5.8)

Pour tout point p = (x,t,) dans Ag la coordonnée x,, appartient a OH" qui est un
compact de S". Donc, étant donné un point ¢ = (x,,t,) dans E(A,), 'application
x, € OHY — d(xp, v4) admet un minimum m. L’ouvert

Up:={(z,t) e H} xR : m/2 > d(z,x,) > |t —t4|}

est alors un voisinage ouvert de ¢ contenu dans E(Ag). L’ensemble E(Ag) est donc
un ouvert de H} x R.

D’apres (5.8) si ¢ = (x4, t,) est dans E(Ag) alors E(Ag) est un fermé du compact
S x [t, — m,t, + 7], et est donc compact lui aussi.

Soit p un point de E(Ag) N IT(A). Etant donnée une courbe causale passée inex-
tensible ¢ de Einy, issue de p, elle doit sortir de E(Ag). La courbe ¢ doit donc
rencontrer la frontiere de E(Ag) en un point ¢’. Comme E(Ag) est un ouvert sa
frontiere est contenue dans U,eca, (J7(p) U J~(p)).

Par définition de E(Ag) le point ¢’ ne peut pas appartenir a Ag. Si ¢’ appartient

a (Upe A (p)) \ Ay, il existe une courbe causale passée entre ¢’ et un point ¢”
de Ag. D’apres la Proposition 5.9 il existe alors une courbe causale entre p et ¢”,
mais cela contredit encore une fois le fait que p appartient a E(Ao).

On obtient que ¢’ appartient a U,ep, /= (p) \ Ao.

D’apres le Lemme 4.17 I'espace fideLn est union disjointe de A, IT(A) et I~(A).
Comme A est contenu dans E(Ag) I'ensemble U,ep, J~(p) \ Ao est contenu dans
I=(A). Donc la courbe ¢ pour rencontrer U,ep, /= (p) \ Ao doit avant rencontrer
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A. On a prouvé que p appartient & 27 (A).

D’une fagon similaire on prouve que tout point de E(Ag) N I~ (A) appartient a
2~ (A). Comme, d’apres le Lemme 4.17 E(Ag) est I'union disjointe de E(Ag) N
I=(A), A, E(Ag) N IT(A), le résultat est prouvé. O

Remarque 3.18. Souvent on donne une définition de domaine régulier Anti de
Sitter différente de la Définition 3.15. Dans [21] par exemple on définit le domaine
régulier associé au fermé achronal edgeless Ay de 8AdSln ~ Emln 1, comme
étant 'intérieur de 'ensemble E(Ag). Dans le Lemme 3.17 on a prouvé ’égalité
P(A) = E(Ao) pour tout sous-ensemble achronal edgeless A de AdS;,, dont la
frontiere dans Eing n est Ag. De plus dans [5] Proposition 2.4.9 il est montré que
étant donné un fermé achronal egeless Aq de Em1 n—1 il existe une famille de sous-
ensembles fermés achronaux egeless de Ad81 n» dont la frontiere dans Eml n est
Ag. Donc les deux définitions sont équivalentes.

Proposition 3.19. On a les identifications
O D(N)=H"2(N) et "D(N) =#"2(N).

Démonstration. Le Lemme 2.4 donne les inclusions 0 Z(A) C S~ (N).

Soit maintenant ¢ une courbe futur inextensible de Z(A). Comme montré dans la
preuve du Lemme 3.17, 'adhérence du développement de Cauchy m est com-
pacte. Donc la courbe ¢ a for¢ément un point limite futur ¢ sur la frontiere 9T Z(A).
L’unique TIP associé a ¢, d’apres le Lemme 1.2, est alors égal a l'intersection du
passé strict du point ¢ avec Z(A). On a alors 'inclusion T Z(A) C 0D (A).
Le méme raisonnement peut étre fait a partir d’'une courbe passée inextensible
issue d’'un point de Z(A), on prouve ainsi U'inclusion s~ Z(A) C 9~ Z(A). Le
résultat est prouvé. O

Proposition 3.20. Tout domain régulier Anti-De Sitter est C'-maximal.
Démonstration. C’est une conséquence des Propositions 2.5 et 3.19. O

Proposition 3.21. Tout espace-temps CGHM localement modelé sur AdS;,, est
C-maximal.

Démonstration. C’est une conséquence du Théoreme 3.13, de la Proposition 3.20

et du Lemme 3.1. O

3.3 Espace-temps CGHM localement De Sitter

Théoréme 3.22 (Scannell [48]). Tout espace-temps CGHM localement modelé
sur dSy, est isométrique a un quotient d’un espace De Sitter standard par un
sous-groupe d’isométries discret et sans torsion.
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On a déja remarqué que l'espace-temps dS; ,, n’est pas Cp-maximal, car il se

plonge par un Cauchy-plongement dans I’espace %M On va maintenant montrer
que tout espace-temps CGHM localement modelé sur dS; ,,, donc dS; ,,-maximal,
n’est pas Cy-maximal. Pour ce faire on construit une Cy-extension maximale pour
les espace-temps de Sitter standards.
On commence par étudier la frontiere causale de l'espace dS;,. Comme notre
discours ne concerne pas la métrique de ’espace dS ,,, mais seulement sa structure
causale, dans la suite on identifie dS; ,, toujours a son modele conforme d5; ,. On
rappelle que dS} ,, est 'ouvert de EE”LL” donné par S" x| —m/2,7/2[ avec la classe
conforme de métriques induite, et que sa frontiere est formée par deux copies de
la sphere conforme S™ := 8" x {—7/2} et ST := S" x {m/2} qui sont aussi deux
hypersurfaces de Cauchy de Eﬁzln

Remarque 3.23. Comme S} et S” sont deux hypersurfaces de Cauchy de %l,m
on obtient que toute courbe causale inextensible de dSi,, si complétée avec ses
deux points limites en %Lm connecte un point de S a un point de S;. Alors
d’apres le Lemme 1.2 la frontiere causale de l'espace de Sitter s’identifie a sa
frontiere conforme, donc 2~ (dS,,) et S (dS;,) s’identifient respectivement
avec S" et ST.

En faisant agir le difféomorphisme conforme 9 : %l,n — %Lm défini dans
la section 2, on voit que 1’espace EZ’LM est 1’ union disjointe d’un nombre infini
de copies de dS; , recollés les unes sur les autres par leurs frontieres causales : les
ouverts 6%(dS;,,) pour k € N. Donc Oy(1,n), le groupe des isométries de dS ,,
s'identifie au sous-groupe de Oy(2,n + 1) qui préserve dS;, et donc aussi tous ses
itérés 6%(dS) ). Comme on a vu a la section 2.7 I'action de Oy(1,n) se prolonge
en une action conforme sur les deux spheres S” et S qui forment sa fronticre
causale. On obtient donc une action de Og(1,n) sur %Ln qui préserve chaque
ouvert 6%(dS;,,) pour k € N, et qui préserve la structure conforme riemannienne
sur sa frontiere.

Maintenant on fixe une sphere a la frontiere entre deux modeles conformes de
I’espace de Sitter, et on I'appelle simplement S™. On appelle def n et dSy, les
deux modeles conformes qu’elle sépare. Comme déja observé, Remarque 5.4, ce
sont respectivement les ouverts Q4. et Qg. défini par 2.1.

On va voir comment la construction des espaces de Sitter standards B3 (S) peut
étre adaptée pour associer a toute hypersurface S localement modelée sur la sphere
conforme S™ un unique espace-temps globalement hyperbolique conformément plat
C-maximal dans lequel les espace-temps standards Bz (.S) se plongent conformé-
ment.
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C-extension maximale d’un espace-temps standard associé a un ouvert

de S".

Soit U un ouvert de S™. On considére Si U = S™ on a vu que By (U) = dS,,
on sait dans ce cas que son C-extension maximale est ’espace %m
On suppose donc U # S". D’apres la Remarque 5.8 les espaces By (U) et By (U)
se plongent conformément dans le développement de Cauchy Z(U) dans Eing .
Plus précisément By (U) s’identifie & 27 (U) et By (U) s’identifie & 27 (U). En
particulier on obtient que les plongements By (U) < 2*(U) sont des Cauchy-
plongements.

Lemme 3.24. On a les identifications
0 9WU)=H#"29U) et 072(U)=#"2(U).
Démonstration. La preuve est tout a fait similaire a celle de la Proposition 3.19

une fois remarqué que la condition U # S" implique que Z(U) est un compact de
E’an. O

D’apres la Proposition 2.5 on obtient alors :

Corollaire 3.25. L’espace-temps Z(U) est la C-extension maximale des espace-
temps By (U) et By (U).

Remarque 3.26. Comme dans le Lemme 3.17 on peut définir I’ensemble

E(0U) := Einy, \ LgU(ﬁ(p) NJ~(p))

et on peut montrer que Z(U) est égal a la composante connexe de E(OU) qui
contient U.

Cas général : C-extension maximale de ’espace-temps standard B3 (.5)

Dans la suite S est une variété localement modelée sur la sphere conforme S™,
ou n > 2. Dans la section 5 on a vu qu’a chaque variété S est possible d’associer
deux espace-temps de Sitter standards de dimension n + 1, By (S) et By (S) res-
pectivement futur et passé complets.

On suppose d’abord que S est simplement connexe. Soit d : S — S™ son applica-
tion développante.

Lemme 3.27. Les frontiéres causales 7+ (By (S)) et #~(By (S)) s’identifient
avec ’espace B(S) \ By(S) des boules maximales de S.
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Démonstration. On prouve le résultat pour By (S), la preuve pour By (S) étant
similaire.

D’apres le Lemme 1.2 chaque TIP V de I'espace By (S) est égal au passé strict
d’une courbe causale future inextensible ¢ : [0, co[— By (S). D’aprés la définition
des relations de causalité (4.4) les éléments de I~ (c) sont les boules propres conte-
nues dans 'union Uyepg oo ¢(t). De plus comme ¢ est une courbe causale future on
obtient que si t < t’ les boules ¢(t) et ¢(t') vérifient ¢(t) C ¢(t'). Or, une union
croissante de boules ouvertes est une boule ouverte, on note B := Ueo,o0f €(t)-
Comme c est future inextensible dans By (.S) on obtient que la boule B est une
boule maximale de S.

Réciproquement étant donnée une boule maximale B de By (S), par définition
B = U,en B, ott B, sont des boules propres de By (S) telles que B,, C By 1.
D’apres la définition des relations de causalité (4.4) on a B,.; € IT(B,). Donc
on peut construire une courbe causale future inextensible ¢ telle que I~ (c) = B.

Le résultat est prouvé. O

Lemme 3.28. Sl ezxiste B € B(S) telle que d(B) = S™ ou d(B) = S"~{p} alors
Uapplication d : S — S™ est injective d’image S™ ou S™ \ {p}.

Comme le cas ou d est injective a déja été traité dans la section précédente
on suppose par la suite que pour toute boule ouverte maximale B € B(S) on a
d(B) # S" oud(B) # S"~{p}. Soient D* : By (S) — dST, et D~ : By (S) — dSp,
les deux applications développements définies a la Section 5.2 ou on a identifié S™
avec la sphere qui forme la frontiére entre les ouverts dSy,, et dSy,,.
On consideére 'union disjointe

B(S) =B, (S)USUB(S)

On définit 'application -
D :9B(S) — Einy,

DY (z) x € Bj(9)
x— ¢ dx) z€S8
D= (z) ze€ By(9)

On a déja défini des relations de causalité sur By (S). On va étendre ces re-
lations de causalité a tout B(.S), en particulier on doit définir ces relations dans
le cas ou deux éléments de M n’appartiennent pas au méme espace-temps dS; ,,-

standard By (S) ou By (S).

Définition 3.29. Soient By € B, (S) et By € By (S) on dit que :
- Bl<<BQ S’LBlﬂBg%@
- By < By SZEQE#@
Soitp € S et B € BY(S) on dit que :
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-p<LKBysipeB
- p<BsipeB
Soitpe S et B € BY(S) on dit que :
- B <psipe B
- B<psipeB

Avec ces relations B(S) est un espace causal, Définition 5.13. On peut donc
définir une topologie d’Alexandrov sur B(S). On a alors les résultats suivants
dont on ne donne pas la preuve maintenant car elle sera donnée dans le chapitre
7 dans un contexte plus général.

Proposition 3.30. L’application D est un homéomorphisme local. L’espace B(S)
muni de la topologie d’Alexandrov est une variété.

L’application D induit alors une structure d’espace-temps conformément plat
sur B(9).

Proposition 3.31. L’espace B(S) est globalement hyperbolique C-mazximal et S
est une hypersurface de Cauchy S. Les espaces By se plongent dans B(S) par des
Cauchy-plongements.

Corollaire 3.32. Les espace-temps standards B*(S) ne sont pas Cy-mazimau.

Remarquons que comme les espaces de Sitter standards By () et By (S) sont
dS; ,-maximaux l'espace-temps B(S) n’admet pas de métrique localement dS; ,,.
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Chapitre 6

Injectivité de ’application
développante

Dans ce chapitre on va étudier I'application développante des espace-temps
globalement hyperboliques conformément plats maximaux. On va trouver des
conditions sous lesquelles elle est injective et on va en général en étudier 'image.
Comme pour les résultats qu’on va présenter dans ce chapitre on a besoin de la
Co-maximalité de M, on va momentanément perdre en généralité en se restrei-
gnant au cas ou M est simplement connexe. On verra au chapitre suivant que si
un espace-temps conforme est Cy-maximal, alors son revétement universel est Cy-
maximal lui aussi, ce qui permettra d’étendre les résultats de ce chapitre au cas
de tout espace-temps conformément plat globalement hyperbolique Cy-maximal,
pas nécessairement simplement connexe.

On dit que deux points d’un espace-temps sont conjugués s’il sont liés par deux
segments de géodésiques lumiere distants. Un des résultats principaux de ce cha-
pitre est le suivant :

Corollaire 6.2.4. Soit M espace-temps globalement hyperbolique simplement connexe
conformément plat Cy-mazimal de dimension n+1 > 3. Si M admet deur points
conjugués alors M est conformément équivalent a Eing ,,.

Il en découle des informations sur l'image de 'application développante D
méme dans le cas ou M n’admet pas de points conjugués. En particulier on va
prouver que D restreinte au passé et au futur de tout point de M est injective.
De maniére plus précise, on va démontrer ! :

Théoréme 6.3.9. Soit M un espace-temps simplement connexe globalement hy-
perbolique conformément plat Co-maximal. Alors, si M n’est pas élémentaire, pour

1. Un espace-temps conformément plat est dit élémentaire s’il est conformément équivalent
a l'espace Einy , ou a 'espace R1™, ou au futur (ou passé) d’'un hyperplan lumiere dans R,
cf. Définition 3.8.
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tout point V dans FT(M) Uapplication D restreinte 4 V est injective et V est
conformément équivalent a un domaine régulier futur complet de R%™,

1 Espace-temps simplement connexes
maximaux

Dans cette section on va voir une application de 'unicité de I'extension Cjy-
maximale. On va montrer que l'espace Ein; , est la seule variété conformément
plate simplement connexe admettant des hypersurfaces de Cauchy compactes.

Lemme 1.1. Soit un difféomorphisme local f : (S,g) — (S, ¢') entre deuzx va-
riétés Riemanniennes. On suppose que (S, q) est compléte et que f est tel que
g(-, ) < f*d'(+,-). Alors f est un revétement.

Démonstration. Soit v : [0,1] — S’ une courbe en S’. Comme f est un difféo-
morphisme local pour tout x € f~!(y(0)) il existe un voisinage ouvert U de z en
S ou on peut relever v en 7 : [0,a[— U tel que 5(0) = x. Soit [0, 7] intervalle
maximal sur lequel on peut définir le relevé 4, on sait qu’il est ouvert car f est un
difféomorphisme local. On va montrer qu’il est aussi fermé , le résultat suivra de
la connexité de [0, 1].

Soit (t,) C [0,7'] une suite telle que t,, — T', alors (t,) — (T') en S'. Par hy-
pothese g(-,-) < f*g'(+,-) donc {7(t,) }nen est une suite de Cauchy en S. Comme
(S,g) est complet la suite {v(t,)}neny @ un limite { : par continuité de f on a
f() = ~4(T). Donc on peut prolonger 4 en T en posant 4(7T') = [, il s’en suit que
T=1. U

Théoréme 1.2. Pour n > 2, %l,n est le seul espace-temps conformément plat
Co-mazimal simplement connexe Cauchy-compact.

Démonstration. Soit M une espace-temps conformément plat Cyp-maximal Cauchy-
compact et soit ¥ C M une de ses hypersurfaces de Cauchy de type espace (par
hypothese elle est compacte). D’apres la Proposition 6.20 M est difféomorphe au
produit ¥ x R, donc on obtient que X est simplement connexe.

Soit D : M — Ein, , 'application développante qui définit la structure conformé-
ment plate sur M. On consideére la décomposition Einy , ~ (S" x R, [do? — dt?]),
donnée par la Proposition 2.4. Le tiré en arriere de la métrique do? — dt? par D
est une métrique lorentzienne sur M qui induit une métrique Riemannienne g
sur Y. La métrique gy est complete car ¥ est compacte.

Soit m : Eing, >~ S" x R — S" la projection sur le premiere facteur : c’est une
fibration dont les fibres sont les orbites du champ de vecteurs de type temps 0;.
On a que *do = do > do — dt?, donc dr dilate les longueurs. Comme Dy est
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une isométrie locale on a que d(m o Dly) dilate les longueurs aussi. De fagon plus
explicite, pour tout X dans 7, C T, M on a :

90(X,X) = g(d,DX,d,DX) = do(Y,Y) — |a|* < do(Y,Y)

ol Y est la composante orthogonale a l'orbite de 0t et a celle tangente.

D’apres le Lemme 1.1 application 7o Dy : ¥ — S" est un revétement. Comme
S™ est simplement connexe, c’est un diffSomorphisme. On obtient que D(X) est
une hypersurface plongée de type espace complete de Eing .

D’apreés le Lemme 7.5, comme (S™ x R, do? — dt?) est un | espace-temps statique,
D(X) est achronale. L’'image D(X) est un compact de Eing,, car il est difféo-
morphe au compact 3. D’apres la Proposition 6.21 on obtient alors que D(X) est
une hypersurface de Cauchy de Eing,.

D’apreés la Proposition 2.12 et la Remarque 2.4 Pensemble Qs (Définition 2.1)
est un voisinage ouvert causalement convexe de . Or, tout ouvert causalement
convexe d’un espace-temps globalement hyperbolique est un espace-temps globa-
lement hyperbolique. Soit ¢ une courbe causale inextensible issue d’un point p de
Qy, elle doit rencontrer ¥ en un point ¢. Comme ()5, est un voisinage de X, ¢
appartient a Qy. Du fait que Qy est causalement convexe on déduit que le mor-
ceau de ¢ compris entre p et ¢ est contenu dans {2y,. On obtient que (s est un
espace-temps globalement hyperbolique d’hypersurface de Cauchy 3.

D’apres le Lemme 4.3 I'application D est injective sur Qs qui est donc difféo-
morphe a un voisinage €2 de 'hypersurface de Cauchy D(X) de Eing,,.

La partie unicité du Théoreme 3.1 dit que toutes les extensions Cy-maximales de
Oy ~ Q sont conformément équivalentes. Comme 'extension Cy-maximale de €2

est Ein; , et comme celle de Q)5 est M on obtient M ~ Eing . O

2 Injectivité de D

Dans cette section M est un espace-temps conformément plat de dimension
n+ 1> 3. Soient D : M — Ein,, son application développante et p : m (M) —
Op(2,n + 1) son morphisme d’holonomie.

Remarque 2.1. L’application D est un difféomorphisme local qui définit la struc-
ture causale de M. 11 est donc clair que D envoie toute courbe causale de M sur
une courbe causale de Ein. Comme Ein vérifie le principe de causalité, il ne
contient pas de courbe causale qui se recoupe : on obtient que l'application D
restreinte a toute courbe causale est injective.

Voyons comment cette remarque est lice a la question de I'injectivité de 'ap-
plication développante D. Si x est un point de Ein,,, d’aprés la Remarque 2.20
toutes les geodesiques lumidres au départ de ce point se rencontrent en o*(x)
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pour k € Z. Alors si on a deux géodésiques lumicres passées inextensibles dis-
tinctes o, f : R — M, a(0) = B(0) = p, telles que les géodesiques lumieres D o «
et de Do /3 s’intersectent en un point z différent de D(p), une condition nécessaire
pour que la restriction de D a « U ( soit injective est que les courbes « et 3
s’intersectent elles aussi en un point ¢ € D~!(z). Inversement, si D(a)ND(3) =0
la restriction de D a a U 3 est injective.

Définition 2.2. On dit que deux point p,q de M sont conjugués s’il vérifient :
— il existe deux géodésiques lumiéres distinctes a et B qui s’intersectent en p
et q
— les courbes o et 8 n’ont pas d’autres points d’intersection entre p et q.

On voit que cette définition de points conjugués coincide sur %l,n avec la
Définition 2.8.
La Proposition 5.10 implique que la deuxiéme condition de la Définition 2.2 est
vérifiée si les deux point p et g, liés par les géodésiques a et 3, ne sont pas tem-
porellement liés.
La terminologie de points conjugués est inspirée par analogie avec le cas rieman-
nien. On va voir que, contrairement au cas riemannien, I’existence de points conju-
gués est une condition fortement restrictive pour un espace-temps conformément
plat.

Théoréme 2.3. Soit M espace-temps globalement hyperbolique conformément
plat Co-mazimal de dimension n 4+ 1 > 3, et soit D : M — Ein;, son ap-
plication développante. S’il existe une géodésique lumiére o dont l'image par D
contient deux points conjugués dans EZ’LM alors D est un difféomorphisme et
done M ~ Ein.

Démonstration. Par hypothdse Doa contient deux points conjugués de Fin qu’on
note z et y, avec x = o(y). Comme D restreinte a « est injective il existe seulement
deux points p et ¢ de « tels que D(p) = z et D(q) = y.
étape 1) : Toute géodésique lumiére passée inextensible issue de p passe par q.
Soit N
N~ (p) :={v € T,M/ v vecteur lumiére passé }

Sur N7 (p) on a la relation d’équivalence v ~ w si et seulement il existe A\ dans
R* tel que v = Aw. On considére 'ensemble quotient

S (p) =N"(p)/ ~

il s’agit de I’ensemble des rayons lumieres passés de ’espace tangent TPM . On note
p1: N~ (p) — 8 (p) la projection au quotient et on munit S~(p) de la topologie
quotient.

Soit € l'ensemble des éléments [ de S~ (p) tels que la géodésique lumiere passée
inextensible issue de p tangente a [, qu’on note ~;, contient q.
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Par hypothese £ est non vide car il contient la direction tangente a la géodésiques
a. On va montrer que £ est ouvert et fermé dans S~ (p).

L’ensemble £ est ouvert.
Soit lp un élément de &£ alors D o 7, contient y.
Soit V' un voisinage ouvert de y et soit W la composante connexe de D~ (V) qui
contient ¢. On peut choisir V' de fagon que D]y soit injective.
Comme D est continue et comme on a supposé 7, passée inextensible, D o, doit
rentrer dans J~(y) \ y. Soit z un point de D o+, qui appartient a (J~(y) \y) NV
et soit go 'unique point de 7, tel que D(qo) = z.
Comme J*(y) est un fermé dans V' on peut trouver un voisinage ouvert connexe
V' de z tel que V' C Vet V'NJT(y) = (. La composante connexe W’ de D~(V")
contenue dans W est un voisinage ouvert de qp. N
On fixe une métrique lorentzienne g dans la classe conforme de M. On peut
considérer alors I'application exponentielle par rapport a la métrique g. L’appli-
cation exp,, : T,M — M est continue, donc, comme W' est un ouvert, 'ensemble
W = exp, ' (W’) est un ouvert de T, M. On obtient alors que le sous-ensemble de
S~ (p) définit par

U=p WNN (p)={l€S (p)/ nnW #0}

est un ouvert non vide qui contient /.

Soit [ un élément de U. La courbe 7; rencontre W', donc la courbe D o+, rencontre
V'. On obtient que Do+, est une géodésique lumicre passée issue de x qui rencontre
des points de J~(y) : d’apres la description des géodésiques lumieres de Eing,
(Remarque 2.20) la courbe D o+, contient y. Comme D]y est injective on obtient
que 7, passe par g. On a montré que U est un voisinage ouvert de [y contenu dans £.

L’ensemble £ est fermé.

Soit {l,,} C & on suppose que [, converge vers une limite [ € S~ (p). Alors d’apres
le Lemme 6.2 la suite {;,} a une courbe limite causale passé ¢ qui va de p a q.
Le fait que x n’est pas temporellement relié a y implique que ¢ n’est pas tempo-
rellement relié¢ a p, car I'image par D d’une courbe de type temps est une courbe
de type temps. D’apres la Proposition 5.10 on obtient que ¢ est forcément une
géodésique lumiere. Comme 1, — [ € S~ (p) la géodésique ¢ est rien d’autre que
la géodésique ;.

étape 2) OI~(p) est une hypersurface de Cauchy compacte de M.
Soit S I'union des géodésiques lumieres entre p et ¢. Par construction D(S) =
OI~(x). D’apres la Proposition 5.10 on a linclusion S C 90/~ (p). De plus l'en-
semble S est achronal dans M. En effet s’il existe une courbe temporelle passé ~y
qui relie deux points p’ et ¢’ de S, alors la courbe D o est une courbe tem-
porelle passé de Ein qui relie les deux points D(p') et D(¢') dans D(S). Or
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D(S) = dJ (z) qui est un ensemble achronal de Ein, ,,. Le fait que S est achronal
implique S C 91~ (p), donc I~ (p) = S.

Comme l'application D est injective le long de toute courbe causale et comme
entre D(p) et D(q) les géodésiques lumieres passées inextensibles issues de D(p)
ne se rencontrent pas, on obtient que la restriction de D a S est injective. Comme
D(S) = 0I"(D(p)) est compacte on obtient alors que S est aussi compacte.
D’apres le Lemme 4.15, comme [~ (p) est un ensemble passé, sa frontiere 91~ (p) =
S est un ensemble edgeless. Donc S est un sous-ensemble compact achronal ede-
geless de M : d’apres la Proposition 6.21 le sous-ensemble S est une hypersurface
de Cauchy de M.

étape 3) On a prouvé que M possede une hypersurface de Cauchy compacte :
le Théoreme 1.2 implique alors que M est conformément équivalent a Ein. Ceci
acheve la preuve du théoreme. O

Corollaire 2.4. Soit M espace-temps globalement hyperbolique conformément plat
Co-mazimal de dimension n + 1 > 3. Si M admet deuzx points conjugués alors
M ~ E’an.

Démonstration. Soient p, q deux points conjugués de M. Leurs images par D sont
tels que D(q) = o*(D(p)), pour un k € Z. Soit o une géodésique lumiere entre p et
q, alors D o« est une géodésique lumiere entre D(p) et D(q). La géodésique Do«
passe alors forcément par le point o(D(p)) ou le point 6! (D(p)), suivant que k est
positive ou négative. Le théoreme précédent implique alors que M ~ Fin;,. U

Le Theoréme 2.3 implique le résultat suivant :

Théoreme 2.5. Soit M un espace-temps conformément plat Cy-maximal qui
contient deuz géodésiques lumicres distinctes, librement homotopes et ayant les
mémes extrémités. Alors M est un quotient fini de Ein, .

Démonstration. La condition que les deux géodésiques soient homotopes a extré-
mités fixées implique que dans le revétement universel de M on a deux points
conjugués. D’apres le Corollaire 2.4 M est alors conformément équivalent a 'es-
pace Eing ,. En particulier le relevé S de toute hypersurfaces de Cauchy S de M
est homéomorphe a la sphere S". Le groupe fondamental de M préserve S et il
agit proprement et librement sur S car le quotient est S. Comme S est compacte,
w1 (M) est un groupe fini. O

Remarque 2.6. D’aprés le Théoréme 2.3 et la Remarque 2.1 si M n'est pas
conformément équivalent a l’espace ENinLn, la restriction de l'application déve-
loppante D a la frontiere du passé et du futur causal de tout point de M est
injective.
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Proposition 2.7. Pour tout point p in M Uapplication développante restreinte a
Jt(p) U J™(p) est injective.

Démonstration. On suppose que M nest pas conformément équivalente a Ein,
car dans ce cas le résultat est trivialement vérifié.

On va montrer que D restreinte a J~(p) est injective. De la méme facon, en
renversant l’orientation chronologique il est possible de montrer que D restreinte
a J*¥(p) est injective. Une fois cela fait, pour montrer qu’alors D restreinte a
Jt(p)UJ~(p) est injective il suffit de remarquer que, comme Ein ,, est un espace-
temps causal, deux points de M causalement reliés ne peuvent pas avoir la méme
image par D.

Prouvons que le développement de Cauchy passée de S := 0J~ (p) est égal a I~ (p).
Soit ¥ une hypersurface de Cauchy de M dont le passé strict contient p, alors on
a J~(p)NXE = (). En particulier J~(p) est contenu dans I~ (X). Donc toute courbe
causale future inextensible « issue d'un point de I~ (p) doit rencontrer ¥. On
obtient que « doit sortir de J~(p) donc « rencontre 9J~ (p). Le développement de
Cauchy passé du S, 'ensemble 2 (.5), est contient I~ (p). Comme I~ (S) = I~ (p)
on obtient que 27(S) = I~ (p).

D’apres la Remarque 3.2 et la Proposition 2.10 I'ensemble {2y est un ouvert non
vide. Comme on a supposé que M n’est pas conformément équivalente a Eing s
d’apres la Proposition 6.21 et le Théoreme 1.2 I’hypersurface S est non compacte.
Alors la Proposition 2.2 implique que Qg = 27(S) = I~ (p).

D’apres la Proposition 2.6 chaque point g de J~ (p) est caractérisé par son ombre
future fermée sur S, ’ensemble 5;(q) =Jt(q)NS.

Soit maintenant ¢ € I~ (p). On sait que toute courbe causale future issue de
q rencontre S. Comme D est un difféomorphisme local qui préserve la causalité,
toute courbe causale inextensible o dans Fin , issue de D(q) contient I'image par
D d’une courbe causale inextensible future issues de ¢, donc « rencontre D(S).
On obtient que D(q) appartient & ’ensemble 2~ (D(S)), ce qui implique

D(05(q)) = Ops(D(q)) (6.1)

Soient p1,ps € J(p) tels que p; # po. D’apres la Proposition 2.6 6;(1)1) #+
6; (p2). D’apres la Remarque 2.6 I'application D restreinte a S est injective, donc

D(Og (1)) # D(Og (p2)). D'apres (6.1) on obtient Ops)(D(p1)) # Opis)(D(p2))
et donc D(py) # D(p2). O

Corollaire 2.8. Pour tout point p de M limage de I~(p) par D est un ouvert
causalement conveze globalement hyperbolique de Ein, ,,.

Démonstration. Soient x,y deux points de D(I™(p)) et soit ¢ : [0, 00[— Einy,
une courbe causale future inextensible telle que ¢(0) = x et ¢(1) = y. Une telle
courbe rencontre D(0I~(p)) C 0~ (D(p)) en un unique point z.
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Soit p' € I (p), alors J~(p) C I~ (p') et D|;-(y est injective. On suppose que
(D|1-(r)) ' oc aimage non connexe et contient au moins deux courbes causales fu-
tures inextensibles o : [0, a[— M et 3 :]b,b'[— M telles que a(0) = (Dl]1-@) ()
et B(1) = (D) Hy) avec a < b. -
Ces courbes doivent rencontrer 0/~ (p). Il est donc clair que Doa : [0, a[— Einy,
doit rencontrer D(0I~(p)) en z, mais par hypothese 'image Doa(]0, a[) ne contient
pas y, car D|;- () est injective et par hypotheése a ne passe pas par (D|;-) " (y).
Comme D o (][0, al) est contenue dans ¢ cela est absurde. -

On vient de prouver que D(I~(p) est causalement convexe dans Ein,,. Ce fait
plus le fait que I~ (p) est un ouvert globalement hyperbolique de M impliquent
que D(I~(p) est globalement hyperbolique. O

Proposition 2.9. Soient p,q € M tels que I=(p) N1 (q) # O alors D restreinte
a I=(p)UI (q) est injective.

Démonstration. La preuve de cette proposition est tout a fait similaire a celle du
Lemme 5.14, ou le role de By et Bj est joué cette fois par p et q. O

Corollaire 2.10. L’application développante restreinte a tout ouvert de la forme

U(p) = U (I (¢")NI"(q))

q-€l~(p) qtelt(p)
est injective.

On appelle U(p) domaine d’injectivité canonique de p.

3 Extension de D a la fronti¢re causale de M

Soit M un espace-temps conformément plat globalement hyperbolique de di-
mension n+1 > 3. On suppose M simplement connexe et on note D : M — Eing,
son application développante.

Dans le chapitre 5 on a définit la frontiere causale d’un espace-temps lorsqu’il est
causalement continu (Définition 1.4). Comme M est globalement hyperbolique,
d’apres le Corollaire 8.6, il est causalement continu, on peut définir sa frontiere
causale, notée 2 (M).

Comme M est globalement hyperbolique, d’apres la Remarque 1.7 sa frontiere cau-
sale est I'union disjointe de 'ensemble des TIPs 52t (M) et des TIFs 2~ (M). 1l
s’en suit que le complété causal M* de M est 'union disjointe de M, s+ (M) et
S (M).

La Proposition 1.5 implique que les relations de causalité définies par la formule
(5.1) induisent des relations de causalité sur M* qui prolongent celles de M. Donc
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la topologie d’Alexandrov associé de ces relations est une topologie sur M* qui
prolonge la topologie de M.

Dans cette section on va voir comment prolonger I'application developpante D a
I'espace M* de facon continue.

D’aprés le Lemme 1.2 pour chaque TIP V~ (pour chaque TIF V1) il existe une
courbe causale future (passée) inextensible ¢ telle que V= = I~ (¢) (VT = IT(c)).
On peut donc voir S+ (M) (et s~ (M)) aussi comme 'ensemble des courbes
causales inextensibles futures (passées) identifiées par la relation "avoir le méme
passé (futur)".

Proposition 3.1. L’application D restreinte a tout TIP et TIF de M est injective
et son image est causalement convexe dans Ein, .

Démonstration. On le prouve pour les TIPs, 'autre cas est similaire.

Soit ¥V un TIP de M. D’apres le Lemme 1.2 il existe une courbe de type temps
future inextensible o : R — M telle que I~ () = V. Alors V est ['union croissante
des ouverts de la forme I~ («(t)), avec t € R. Donc pour tout couple de points
p,q € Vil existe un t € R tel que p et ¢ appartiennent a I~ (a(t)). D’apres la
Proposition 2.7 D restreinte a I~ (a(t)) est injective, donc p et ¢ ne peuvent pas
avoir la méme image par D.

L’image de D|y est causalement convexe car d’apres le Corollaire 2.8 I'image de
I~ («(t)) est causalement convexe pour tout ¢ dans R. O

On rappelle qu'on note M Pensemble des IPs de M et M lensemble des IFs.

Lemme 3.2. L’application D définit deux applications
D : M — { IPs de Einy,}

D: M — { IFs de Einy,,}

De plus si M n’est pas conformément équivalente a ENinl,n pour tout IP (IF)V de
M D(V) est un PIP ( D(V) est un PIF) de Einy,,.

Démonstration. Soit V un IP de M. On définit D(V) := I~ (D(V)).

Si V = I~ (p) pour un certain p dans M alors I~ (D(V)) = I~ (D(p)), il est donc
clair qu’il s’agit d'un IP de ’espace Ein,,. On suppose donc que V est un TIP
de M.

Soit v une courbe future inextensible telle que I~ () = V. Si la courbe D o v est
une courbe causale future inextensible de Ein,, alors on I~ (D o) = Einy,,.
Donc étant donné un point p de D o 7 il existe un point ¢ de D oy dans le futur
causal de p tel que o(p) appartient a I~ (q). Soit «v la géodésique lumiere entre p et
o(p), et ¢ une courbe causale entre o(p) et ¢, la courbe 8 := a U c est une courbe
causale entre p et ¢. Comme D(V) est causalement convexe dans Ein, , la courbe
causale (3 est contenue dans D (V) et donc en particulier v est contenue dans D(V).
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D’apres le Théoreme 2.3 on a M ~ %l,n et D est un difféomorphisme, donc le
lemme est trivialement vrai dans ce cas. -
On suppose donc que D oy admet un point limite futur p dans Eing ,.

Il faut prouver que I=(D(V)) =17 (p). Ona V =1 (y) = Uwer I~ (7(t)) et

I"(DV) =T (D(I"(v)) =1~ (D(U I"(+(t)))) =

teR

(U Db (v)) =U T (Dory(t)) =1 (Don)

teR teR

ou 'avant derniere égalité est vraie car D est un difféomorphisme local et pour
tout voisinage U d’un point ¢ d'un espace-temps on a I~ (p) = I~ (I;;(p)). Par
définition de point limite futur et comme, d’apres le Corollaire 8.6, Ein;, est
causalement continu, on a I~ (D o~) = I (p).

Pour définir I'application D il suffit de faire le méme raisonnement aprés avoir
renversé 'orientation chronologique de M. O

On peut maintenant prolonger ’application développante a la frontiere causale
de M. En effet les deux applications D et D définies au Lemme 3.2 coincident
sur M lorsqu’on l'identifie & un ouvert respectivement de M et de M. De plus
I’ensemble des PIPs et des PIFs de %m est en bijection avec 1’espace-temps
Einy n Dar les apphcatlons I* définies par la Remarque 1.3. On obtient t que les

applications Det D passent au quotient en une application D¥ : M* — Ein, -
Plus explicitement, comme M* = M U 5#+(M) U 5#~ (M), Papplication D* est
définie de la facon suivante. Soit p € M* alors

D(p) sipe M

Di(p):={ (I") o D(p) sipe (M)
(I7)"'oD(p) sipe#~ (M)

On remarque que si M ~ Eﬂzl’n, d’apres I'Exemple 1.8, sa frontiere causale
est composée de seulement deux points : D! dans ce cas envoie I'unique point de
la frontiere causale future (passée) de M sur I'unique point de la frontiere causale
future (passée) de Eing .

D’aprés la définition des relations de causalité sur M*, données par (5.1), pour
tout couple d’éléments V, W de M* on a :

V<W = DYV) < DYW)
V<«W = DYV) < D'W).

Comme sur les deux variété M* et %Lm la topologie qu’on considére est la topo-
logie d’Alexandrov, il s’en suit que I'application D* : M* — Ein,, est continue.
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TIPs et TIFs maximaux

Soit M un espace-temps globalement hyperbolique.
Sur les frontidres causales de M et en général sur les variétés & bord M et M on
a défini au chapitre 5 des relations de causalité par les formules (5.1).
Sur les variétés M et M on a aussi la relation d’ordre donnée par Uinclusion : elle
coincide avec la relation de causalité < sur M et avec I'opposé de < sur M. Or
la relation d’inclusion naturellement définie entre les IPs et les IFs est inductive.
En effet soit {V;};en une chaine de IPs par rapport a la relation d’inclusion, on a
V; C V;41 pour tout ¢ dans N. On va vérifier que I'union croissante W := ey Vi
est un IP de M.
Comme W est union croissante d’ouverts il est ouvert. De plus pour tout p €
I~ (W) il existe un ¢ € V; pour un certain i € N tel que p € I~ (¢). Comme
V; est un ensemble passé on a p € V; et donc p € W. On suppose que W est
union de deux ouverts passés U et V' alors pour tout entier ¢ 'ouvert V; est union
des ouverts U NV, et VN YV,. Comme V; est un IP les ouverts UNYV, et VNV,
sont contenus 1'un dans lautre. Il s’en suit que les ouverts U = U;en(U N V) et
V = Uen(V NY;) sont contenus I'un dans 'autre.
On a obtenu donc que W est un IP qui majore tous les éléments de la chaine.
D’apres le lemme de Zorn il existe au moins un élément maximal U dans M. 11 est
clair que U doit forcément étre un TIP de M. Dans le cas contraire, sild = I~ (p)
pour un certain p dans M, alors pour tout point ¢ dans I (p) 'ouvert 1~ (q) est
un majorant de .
Un raisonnement analogue prouve que M possede aussi des éléments maximaux
pour la relation d’inclusion et que ces éléments sont des TIFs. On les appelle TIPs
et les TIFs mazimaux de M.
D’apres les formules (5.1) on voit qu'un TIP maximal a son futur causal vide au
méme titre quun TTF maximal a son passé¢ causal vide.
On suppose que M admet un unique TIP V (ou TIF ) maximal alors par définition
M coincide avec ce TIP ou TIF, d’apres la Proposition 3.1 D est injective.

Exemple 3.3. Voici des exemples d’espace-temps globalement hyperboliques confor-
mément plats Cp-maximaux admettant un unique TIP ou un unique TIF maxi-
mal :
— L’espace de Minkowski : il a un unique TIP maximal et un unique TIF
maximal, qui sont respectivement le passé et le futur de toute droite verti-
cale.

— Les domaines réguliers de I'espace de Minkowski : ceux parmi eux qui sont
futur-complets ont un unique TIP maximal, ceux qui sont passé-complets

ont un unique TIF maximal.

— L’espace d’Einstein a un unique TIP et un unique TIF, qui sont respective-
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ment le passé et le futur de toute courbe causale inextensible.

Remarque 3.4. On remarque qu’a l'opposé des exemples précédents tous les
TTFs et tous les TIPs de 'espace de Sitter sont maximaux. Pour voir cela il suffit
d’identifier la frontiere causale de dS; ,, avec la frontiere conforme (Définition 2.30)
laquelle est une hypersurface de type espace de ENinLn :aucun TIP de dS; ,, n’est
causalement relié a un autre TIP et il en est de méme pour les TIFs.

Remarque 3.5. Soit G' un ouvert régulier futur complet de R*™. On a vu que G
a un unique TIP maximal. On va prouver que, sauf dans le cas ou G est le futur
strict d’un point, il a plus d’'un TIF maximal, en particulier G n’a pas de TIF
maximal isolé.

En effet soit p un point dans dG. D’apres le Lemme 6.11 si ¢ est une géodésique
lumiere passée inextensible issue de p, 'intersection ¢ N 0G est un segment com-
pact [p, ¢]. D’apres la Proposition 5.10, comme OG est un sous-ensemble achronal
(Lemme 3.7), toute géodésique lumiere passée 7 issue de ¢ est contenue dans
I~ (0G).

Si tout point ¢’ de OG est causalement relié a ¢, c’est a dire §’il existe un segment
[q,¢'] de géodésique lumiere futur entre ¢ et ¢’ alors G = I (q). En effet d’apres
le Lemme 6.9 il existe une géodésique lumiere inextensible future ¢ issue de ¢
contenue dans JG. Or d’apres la Proposition 5.10, comme OG est achronal, la
géodésique ¢ doit étre le prolongement du segment [q, ¢'].

On a prouvé que si G n’est pas le futur d'un point, il existe un point z dans 0G
qui n’est pas causalement relié a ¢q. En changeant éventuellement le point z, avec
un procédé similaire a celui utilisé pour définir le point ¢, on peut supposer que
J~(2) \ {2z} est contenu dans I~ (9G).

Les deux TIFs de G définis par I*(q) et I7(z) sont alors deux TIF maximaux de
G.

On rappelle la définition de domaine de Minkowski associé a un point x de
Einy,, donnée & la section 2.7 : il s’agit de Pouvert R (z) := I~ (z) NI (67 (x))
de I'espace %m Dans la section 2.7 on a vu qu’un tel ouvert est I'image d’un
plongement conforme "canonique" de I’espace de Minkowski dans %m

Proposition 3.6. Soit M un espace-temps simplement conneze globalement hy-
perbolique conformément plat Cy-mazimal non conformément équivalent a Eing ,,.
Alors pour tout point p dans M la restriction de D a I~ (p) (resp. IT(p) ) est in-
jective et son image est un domaine régulier de RV (D(p)) (resp. RV (6(D(p))))
futur (resp. passé) complet.

Démonstration. D’apres la Proposition 2.7 'application développante D est injec-
tive sur le passé I~ (p). De plus d’apres le Théoreme 2.3, comme par hypothese M
n’est pas conformément équivalente a Eing ,,, I'image de I~ (p) par D est contenue
dans le domaine de Minkowski RY"(D(p)).
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On note S la fronticre de D(I~(p)) dans R (D(p)). On va montrer que S est
non vide.

On suppose par Pabsurde que la frontiere S est vide, donc D(I~(p)) = R*™(D(p)).
Soit ¢ un point dans I7(p). Alors d’apres la Proposition 2.7 'application D est
injective sur le passé I~ (q) et on a I~ (p) C I~ (g). Il s’en suit que D(I~(p)) C
D(I~(q)). Etant donné un point z dans I=(D(q)) N I*(D(p)) le point 6~(z)
est contenu dans R"™(D(p)) et donc dans D(I(q)). Comme l'ouvert D(I~(q))
est causalement convexe, toutes les géodésiques lumieres qui lient = a 6~ !(x) sont
contenues dans D(I~(g)). D’apres le Théoreme 2.3 on obtient M ~ Ein, ,, contrai-
rement aux hypotheses, donc S est non vide.

Le fermé S est I'image par D* de 'ouvert 5~ (I~ (p)) de S~ (M) définit comme
étant 'ensemble des TIFs de M non disjoints de I~ (p). D’apres la Proposition 1.6
la frontiere 5~ (M) est achronal. Il s’en suit que, d’apres (6.2), S est un sous-
ensemble achronal de R (D(p)). On obtient que S est un fermé achronal edgeless
de RY™(D(p))-

On suppose que le développement de Cauchy de S dans RY(D(p)) est vide.
D’aprés le Remarque 6.15 on obtient que S est un hyperplan lumiére de RV (D(p)).
Or, pour tout point ¢ dans J*(p)\ I7(p), la restriction de D au passé I~ (q) est in-
jective, et D(I~(p)) € D(I~(g)). Soit x un point dans I~ (D(q))NIT (01~ (D(p))) :
le point 671 (z) est dans D(I~(p)) et est donc contenu dans D(I~(¢)). Comme I'ou-
vert D(I7(q)) est causalement convexe, toutes les géodésiques lumiéres qui lient
z & 0~ '(z) sont contenues dans D(I(g)). D’apres le Théoreme 2.3 on obtient
M ~ Ein, , contrairement aux hypotheses, donc le développement de Cauchy de
S est non vide.

On va montrer que le développement de Cauchy passé de S est vide.

On suppose par I'absurde que 27 (S) est non vide. On définit la variété

M=MUD(S)/ ~

ou ~ est la relation d’équivalence qui identifie les points de I~ (p) avec leurs image
par D. Soit 7w : M U 2(S) — M la projection canonique au quotient.

Comme D(I~(p)) C 2(S), tout couple de points de M est contenue dans I'image
de 2(S) par 7, donc M est Hausdorff. De plus la structure d’espace-temps confor-
mément plat de Z(S) passe au quotient en une structure sur M.

Soit 3 une hypersurface de Cauchy de M, et soit 7(X) son image dans M. Comme
toute courbe causale future inextensible dans R»"(D(p)) issue d’un point = dans
2~ (S) rencontre S, toute courbe causale inextensible de M issue du point 7(z)
rentre dans (M), donc rencontre 7(%). Cela montre que m(3) est une hypersur-
face de Cauchy de M. Il en découle que M est une extension conformément plate
non triviale de M : ceci est absurde puisque par hypotheése M est Cy-maximal.
D’apres le Théoreme 3.2 on obtient que le développement de Cauchy de S est
un ouvert régulier G de R (D(p)). Or un ouvert régulier de R est soit passé
complet, soit futur complet : comme 2~ (0G) = 2~ (S) est vide on obtient que G
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est futur complet. Les ouverts G et D(I~(p)) sont d’intersection non vide et ont
la méme frontiere S : on obtient que G est égal a D(I~(p)). O

Proposition 3.7. Soit M un espace-temps globalement hyperbolique Cy-mazimal.
On suppose que (M) contient plus d’un TIP mazimal. Alors pour tout TIP
mazimal V et tout voisinage U de V dans (M) il existe un TIP maximal W
contenu dans U et différent de V.

Démonstration. Par hypothese, M n’est pas conformément équivalent a l’espace
d’Einstein ou de Minkowski, car ces deux espaces ont un seul TIP maximal.

On suppose qu'il existe un voisinage U de V dans (M) qui ne contient pas
d’autres TIP maximaux. Soit V' un autre TIP maximal. On suppose d’abord que
V'NVY # . Soit p un point de cette intersection. D’apres la Proposition 3.6
I'image par D de I*(p) est un domaine régulier passé complet G du domaine de
Minkowski RY"(D(p)). Soit maintenant = € (V\V')NI*(p). D’apres la Proposition
3.6 I'image par D de I (z) est un domaine régulier passé complet G’ du domaine
de Minkowski R"™(D(x)). Par hypothese le domaine G contient les deux TIPs
maximaux V' et V. Il ne peut donc pas étre le passé d’un point.

On suppose par 'absurde que G’ est le passé d'un point w dans R"™(D(x)). Dans
ce cas la frontiere de G’ est 'union des géodésiques lumieres futures issue de
w inextensibles dans RY"(D(z)). Soit ¢ une de ces géodésiques, on a l'inclusion
0G" C 0G, donc ¢ est contenue dans OG. Soit r le point limite futur de C' dans
R (D(p)). Comme OG est un fermé de R (D(p)) onar € OG. D’apres le Lemme
6.9 il existe un rayon géodésique lumiere futur inextensible a issu de r contenu
dans 0G. Or, la Proposition 5.10 implique, comme dG achronal, que la géodésique
« est le prolongement de la géodésique c¢. On a donc prouvé que le cone futur de w
dans R"™(D(p)) est contenu dans G, ce qui implique I (w) = G, contrairement
aux hypotheses. Donc G contient au moins deux TIPs maximaux.

Les ensembles {W € " (M)/I*(y)NW # 0} quand y varie dans I (p) forment
une base de voisinages pour V dans St (M). Or cela contredit le fait que le
voisinage U de V dans 1 (M) ne contient pas d’autres TIPs maximaux. On
obtient donc que 'intersection V' NV est vide.

Soit U l'union de tous les TIPs maximaux de M différents de V. Comme M est
I'union de ses TIPs maximaux on obtient que M est 'union disjointe des ouverts
U et V. Par connexité de M on obtient alors que U = (), donc V est 'unique TIP
maximal de M. O

Définition 3.8. On dit qu'un espace-temps conformément plat est élémentaire
§'il est conformément équivalent a 'espace Eing, ou a l'espace R ou au futur
(ou passé) d'un hyperplan lumiere dans R,

Théoréme 3.9. Soit M un espace-temps simplement connexe globalement hyper-
bolique conformément plat Co-mazimal. Alors, si M n’est pas élémentaire, pour
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tout point V dans (M) Uapplication D restreinte a V est injective et V est
conformément équivalent a un domaine régulier futur complet de R*™,

Démonstration. D’apres la Proposition 2.7 'application développante D est injec-
tive sur le TTP V. De plus d’apres le Théoreme 2.3, comme par hypothese M n’est
pas conformément équivalent a Ein, ,, 'image de V par D est contenue dans le
domaine de Minkowski RY"(D#(V)).

On considére ouvert de la frontiere passée (V) formés des TIFs de M non
disjoints de V, autrement dit par les TIPs qui sont dans le passé chronologique de
V. D’apres la Proposition 1.6, D*(V) est un sous-ensemble achronal edgeless de
E’an.

On note S la frontiere de D(V) dans RY™(D#(V)).

étape 1) : On suppose que S est vide.
Dans ce cas D(V) = RY(D#(V)). Comme, d’apres (6.2), D* est continue et pré-
serve les relations de causalité I'image de 7~ (V) par D* est la partie de la frontiere
de D(V) = RY(D*(V)) dans Einy,, qui est dans le passé strict de D*(V). 1l s’agit
de I'ensemble OI*(6~H(D*(V))) \ {o~H(D*(V))} .
On voit alors que 'ouvert 5~ (V) de 7~ (M) contient un seul TIF maximal : le
TIF W dont I'image est le point §~1(D*(V)).
D’apres la Proposition 3.7 D est injective et M = V. Comme d’apres les hypo-
théses I'image de V par D est contenue dans RY"(D?(V)), on obtient D(M) =
D(W) = RY™(D¥(V)). Donc M est conformément équivalent & l’espace RY"™.

étape 2) : On suppose que S est non vide. Le fermé S est contenu dans I'image
de 2~ (V) par D*, qui est un sous-ensemble achronal edgeless de Ein;,. On ob-
tient que S est un fermé achronal edgeless de RY™(D!(V)).
On suppose d’abord que le développement de Cauchy de S est non vide. Avec la
méthode déja utilisée dans la preuve de la Proposition 3.6 on prouve que la maxi-
malité de M implique 27 (S) = 0. D’apres le Théoreme 3.2 le développement de
Cauchy de S est un ouvert régulier G de RV (D*(V)). Comme 2~ (S) est vide, G
est futur complet. Les ouverts G et D(V) sont d’intersection non vide et ils ont la
méme frontiere : il s’en suit que G = D(V). Donc V est conformément équivalent
a un domaine régulier futur complet de R>™.

étape 3) : On suppose que le développement de Cauchy de S est vide. D’apres
le Remarque 6.15 S est un hyperplan lumieére de RV™(D#(V)).
D’aprés le Lemme 3.5 tout hyperplan lumiere de RY™(D#(V)) est la frontiere du
passé strict d’'un point x dans S+ (RY™) ~ 09I~ (D*(V)) et du futur strict d’un
point y dans 7~ (RY") ~ oI (5~ Y(D*(V))), avec z = o(y).
On obtient que I'image de 57~ (V) par D* est 'ensemble 917 (y) \ {y}. Il s’en suit
que y est un TIF isolé pour 'ouvert D(V).
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On note W le TIF de M qui est envoyé par D* sur y. On obtient que W est un
TIF isolé de M. D’apres la Proposition 3.7, D est injective, et M = W.

L’image de M par D est alors contenue dans RY"(5(y)).On peut alors appliquer
le raisonnement utilisé aux étapes 2) et 3) au TIF W pour montrer que D(W) est
soit Pouvert R (§(y)) tout entier, soit le passé de 'hyperplan lumiére 01~ (z). En
particulier D(W) ne peut pas étre un domaine régulier passé complet de RV (6(y))
car il contient dans son adhérence toutes les géodésiques lumieres entre = et y
qui sont des droites lumiere dans R'(§(y)). Il ne peut donc pas étre égal a
I'intersection du passé strict d’au moins deux hyperplans lumiere. On obtient
dans ce cas que M est conformément équivalent au passé d'un hyperplan lumiére
dans R5™ ou a l’espace RY™ tout entier. O

Proposition 3.10. Soit M un espace-temps simplement connexe globalement hy-
perbolique conformément plat Co-mazximal qui n’est pas conformément équivalent
a Uespace Einy,. Si pour tout p,q € M on a que IT(p) N IT(q) # O (resp.
I=(p)NI=(q) # 0) alors M est conformément équivalent a un domaine réqulier
de Minkowski futur (resp. passé) complet, a RY™ tout entier, ou au futur d’un
hyperplan lumiére de Rb™,

Démonstration. On va prouver que M posseéde un unique TIP maximal. On sup-
pose par I'absurde que M a plus d'un TIP maximal. Soit ¥V un TIP maximal de
M et soit z un point de V. Comme on suppose que M a au moins deux TIPs
maximaux, d’apres la Proposition 3.6 on obtient que I'image de I (z) par D est
un domaine régulier passé complet G du domaine de Minkowski RY"(§(D(z)).
On va montrer dans un ouvert régulier passé complet il n’est pas possible qu’on
ait I (p) N IT(q) # 0 pour tout couple (p, q).

En effet soit S la frontiere de 2 dans RM(§(D(z)). D’apres le Lemme 3.7 la fron-
tiere G dans RY™(6(D(z)) est un fermé achronal edgeless. Donc pour tout point
2 de G on a IT(z) NG = 0. On se donne un autre point y dans G non causale-
ment relié & z. Il existe un voisinage U de x et de y tel que IT(z)NIT(y)NU = 0.
Comme 'espace de Minkowski est causalement continu (Corollaire 8.6), pour deux
points 2’ et iy’ de G N U assez proches respectivement de z et de y on obtient que
IT(@)NIT(y)NU =0 et donc I (') NIT(y') NG = 0. Cela contredit les hypo-
theses sur M, qui a donc un unique TIP maximal.

D’aprés la Proposition 3.9 M est conformément équivalent a Iespace RY™ ou a
un domaine régulier futur complet de RY™ ou au futur d’un hyperplan lumicre de

R, U
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Chapitre 7

Co-extension maximale : une
construction abstraite

Dans ce chapitre on présente une autre preuve de l'existence et unicité. Cette
preuve, contrairement a celle donnée au Chapitre 3, est constructive.
L’idée est d’utiliser le théorie des ombres, exposée au Chapitre 4, qui permet
d’identifier un espace-temps M, possédant une hypersurface de Cauchy non com-
pacte S, avec un sous-ensemble des compacts de S bien choisi. Ce sous-ensemble
est ce qu’on va appeler I'espace B(S).
D’apres le Théoreme 1.2 le seul espace-temps globalement hyperbolique Cauchy-
compact conformément plat Cp-maximal est I'espace Ein, ,. Pour cette raison on
va considérer d’abord le cas ou M, et donc S, est simplement connexe et non
Cauchy-compacte. Pour généraliser cette construction au cas ou M n’est pas sim-
plement connexe il faudra comprendre 'action du groupe fondamental de M sur
I'espace B(S) ainsi construit, ot S est un relevé de S.
Pour définir I'espace B(S), a la rigueur, on n’a méme pas besoin d'un espace-
temps M. Tout ce dont on a besoin est une variété riemannienne .S de dimension
n et une immersion conforme d : S — Eing,. A partir de la on va construire
'espace-temps B(S) en partant du cas ou S est simplement connexe.
On souligne en particulier que, comme 'extension maximale B(S) est déterminée
seulement par la structure induite sur I’hypersurface de Cauchy par la structure
causale de M, 'espace-temps B(S) est naturellement unique a difféomorphismes
conformes pres.
Le fait d’avoir une preuve constructive de l'existence et unicité de ’extension
maximal permet d’avoir plus d’informations sur la structure causale de cette der-
niere.
Le résultat plus remarquable qu’on va obtenir dans cette direction est le suivant :

Corollaire 7.2.8. Tout espace-temps globalement hyperbolique Cy-mazimal est
C-maximal.
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En prouvant ce résultat on va prouver aussi la réciproque du Lemme 3.1 :

Corollaire 7.2.7. Le revétement universel de tout espace-temps globalement hy-
perbolique Cy-maximal est Cy-mazximal.

1 L’espace B(95)

Dans cette section S est une variété orientable simplement connexe non com-
pacte de dimension n munie d’une métrique riemannienne conformément plate.
On suppose qu’il existe une immersion conforme

d:S — Einy,,.

On fixe une décomposition %Ln = §" x R donnée par la Proposition 2.4 et
on note 7 : Einy, — S" la projection sur le premier facteur. Alors 7 o d est un
difféomorphisme local conforme pour la métrique canonique de S™.

Définition 1.1. Soit (S) I'ensemble des compacts de S. On définit deux sous-
ensembles BT(S) et B7(S) de K(S) de la fagon suivante :

L’ensemble B*(S) est I'ensemble des B € K(S) pour lesquels il existe un point p
de Eing, tel quil existe un ouvert U de S qui vérifie :

a) d|y est injective

b) BCU -

c¢) d(U) est un ensemble acausal de Ein; ,

d) p € Z7(d(U)) et d(B) = Oy (p)-

De la méme facon on définit I'ensemble B~(S) des B € K(S) pour lesquels il existe
un point p de Eing, tel qu’ il existe un ouvert U de S qui vérifie a), b), c) et
@) p € Z7(d(V)) et d(B) = Oy ().

Comme d est une immersion conforme, 'image de S par d est un ensemble
localement acausal, c’est-a-dire que pour tout point x de S il existe un voisinage
ouvert U de x dans S tel que d|y est injective et d(U) est acausal. Donc BT (.S) et
B~(S) sont non vide car ils contiennent les compacts de S formés d’un seul point.
On appelle ¥ cet ensemble :

> = {{z} /z € S} € BX(S).

On note
p: 85— X

I'application qui a chaque point x € S associe le compact {z}, il s’agit d’'une
bijection.
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Lemme 1.2. Etant donné un élément B de BT (S) (resp. in B~(S)) il ewiste un
unique point p dans Einy, qui vérifie les conditions a),b),c),d) de la Définition
1.1

Démonstration. On montre le résultat pour B¥(S). Soit B un élément de B (S)
et soient p; et py deux points de Fin tels qu’ ils existent deux ouverts U; et U, de
S qui vérifient les conditions a),b),c) et d) par rapport a B. Alors B C (U; N Uy)
et d restreinte a (U; N Us) est injective. De plus pour ¢ = 1,2, p; appartient au

développement de Cauchy futur 27 (d(U;)), et d(B) = 5:{(Ui)(pi). On obtient que

p1,p2 € 24 (d(UL N U)) et d(B) = Oy, nu,)(P1) = Oy (P2)-
D’apres la Proposition 2.7 on a alors p; = p». 0

On considéere 'ensemble B*(S)UB~(S) et on note i : BT (S) — BH(S)UB~(5)
et i~ : B7(S) — BT (S) U B~ (S5) les deux inclusions. On définit alors I'ensemble

B(S) := (BY*(S)UB(5))/ ~ (7.1)

ou la relation ~ consiste & identifier i*(X) et i~ (X).

Soit p : BT(S)U B~ (S) — B(S) la projection canonique au quotient. On appelle
jT et j7 les deux applications injectives j© = poit et j~ = poi~. Dorénavant
on identifiera BT(S), B~(S) et ¥ avec leurs images j*(B1(S)), j~(B~(9)) et
JT(X) =757(X) dans B(S).

Remarque 1.3. Il peut arriver qu’il existe B € BT(S) et B’ € B~(S) tels que
B = B’ en tant que compacts de S. Cela est par exemple le cas de éléments de
Y. Mais ca peut arriver méme si B et B’ ne sont pas réduits a un seul point.
Un exemple ou cela se vérifie est quand S ~ S™ et d(S) est le lieu des couples
(p,t) € S x R telles que t =cost et la décomposition S” x R est telle que sur
elle la classe conforme de métriques de Ein est la classe conforme de la métrique
do? — dt?. Dans ce cas on a BY(S) = B~(9).

Grace au lemme 1.2 on peut définir une application

D : B(S) — Einy,, (7.2)

qui a un compact B associe I'unique point p de Ein donné par le lemme 1.2. On
remarque que d = D o ¢.

On veut montrer que 'ensemble B(S) est naturellement muni d’une structure
d’espace-temps conformément plat. Pour définir la bonne topologie sur B(S) on
commence par y définir des relations de causalité, ce qui permettra ensuite de
considérer la topologie d” Alexandrov.

Définition 1.4. Soient By, By € B(.S). On dit que By < By si on est dans un des
trois cas suivants :
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Z) Bl,BQ € B+(S) et Bl C BQ
ZZ) By € B+(S), B, € B_(S) et B1 N By 7£ 0
ZZZ) Bl,BQ c B_(S) et By C Bj.

On dit que By < By si on est dans un des trois cas suivants :

]) Bl,BQ c B+(S) et By C Z’flt(BQ)
II) By € BT(S), By € B~(S) et int(By) Nint(Bsy) # 0
]]]) Bl,BQ S B_(S) et By C Z’flt(Bl)

Lemme 1.5. Soient By, By € B(S) alors
By < By = D(B;) < D(Bs)
By < By = D(B,) < D(By)

Démonstration. Soient By, By € BT(S) tels que By < By, donc par définition
By Cint(Bs). Soit Uy un ouvert qui vérifie les conditions de la Définition 1.1 pour
le compact By, comme By C int(Bsy) Uouvert U, vérifie lui aussi ces conditions par
rapport au compact B;. On en déduit 6;(U1)(D(Bl)) C Oy, (D(Bz)). Dapres la
théorie des ombre cela n’est possible que si D(By) < D(Bs). Le cas By, By € B~(5)
est semblable.

Si on est dans le cas By € BY(S) et By € B(S) alors int(By) N int(By) # 0 et
d est injective sur cette intersection. Par définition de D on a que d(int(B;) N
int(By)) € I7(D(By)) et D(Bs) € I~ (d(int(By) Nint(Bs))) donc on obtient bien
D(Bg) S [_(D(Bg)) ]

Il découle du Lemme 1.5 que B(S) muni des relations < et < est un espace
causal au sens de la Définition 5.13.

On va voir quelle sorte de structure causale les relations de la Définition 1.4
vont engendrer sur B(.S). Etant donné que le passé strict et le passé causal d’'un
élément B € B(S) est défini par :

I=(B):={B' € B(S)/ BB< B} et J(B):={B €B(S)/ B < B}

d’apres la Définition 1.4 si B € BT (S) on a

[7(B) = {B € B*(S)/ B' C int(B)YU {B' € B~(S)/ int(B') Nint(B) # 0}
J(B)={B' e B"(S)) B c Bfu{B'e B~ (S)/ B nB#0}.
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En particulier on obtient :
JH(X)=B"(S) et J () =B(S) (7.3)
') =B"(S)\Z et I (X)=B(9)\2. (7.4)

De plus BT (S) et B~(S) sont causalement convexes dans B(S), c’est-a-dire que si
ona B,B" € BY(S) et B” € B(S) tels que B < B” < B’ alors B” € BT(5), et
B" e B7(9).

Le sous-ensemble ¥ est acausal, car, d’aprés ce qu’on vient de voir, pour tout
BeXonaJT(B)NX={B}et J (B)NX ={B}.

En accord avec la Définition 1.1 on peut définir 'ombre passée ouverte et ’'ombre
passée fermée d'un élément B de B*(S) par :

O5(B):=I"(B)NY et Ox(B):=J (B)NE

et de méme on peut définir 'ombre future ouverte et 'ombre future fermée de
tout élément B de B~(S5).
Pour tout B € B*(S) on obtient donc

O5(B) = ¢(int(B)) et Os(B) = ¢(B). (7.5)
Pour B € B(S) on a alors

I7(B) = (I"(B)NB"(S)) LI (O5(B))
J(B) = (J(B)NB*(5)) UJ " (0g(B))

et des formules similaires sont vraies pour B € B~(S).

Les relations causales de la Définition 1.4 permettent de munir B(S) de la topo-
logie d’Alexandrov, voir Définition 5.14, dont une base de voisinages est donnée
par les ensembles I(B,B’) := I (B)NI"(B') ou B,B" € B(S) et B' < B. La
démonstration du lemme suivant découle directement des Définitions 1.1 et 1.4.

Lemme 1.6. L’application D : B(S) — %l,n est un homéomorphisme local.

Démonstration. D’apres les Définitions 1.1 et 1.4 on obtient que D est injective
sur Pouvert JE(B) N BX(S) pour tout B € B*(S). De plus d’apres le Lemme
1.5 et la définition de D, pour B € B¥(S) \ ¥, I'ensemble D(I/~(B)) est égal a
I=(D(B))NI*(d(B)) qui est un ouvert de Ein; ,, et de méme pour B € B~(S5)\X.
Tout point B de B*(S) \ ¥ est contenu dans un voisinage de la forme IF(B’) N
B=(S) pour un certain B’ € B£(S). Donc on doit juste traiter le cas ot B € X.
Soient B’ € BT (S) et B” € B~(S5) tels que B” < B < B’ et intB” C B’. Soit
U Touvert donné par la Définition 1.1 pour le compact B'. Alors D(B), D(B’)
et D(B") appartiennent au développement de Cauchy de d(U) dans Ein,,, et
D(B) appartient a 'ouvert I~ (D(B')) N IT(D(B")) = D(I-(B') NI (B")), car
intB" C B'. 1l existe donc un voisinage ouvert de B ou D est injective. O]
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Corollaire 1.7. L’application ¢ : S — X C B(S) est un plongement topologique.

Démonstration. La topologie induite sur ¥ par celle de B(S) a comme base d’ou-
verts les intersections I (B) N I*(B’) NY avec B qui varie dans B~ (S) et B’ qui
varie dans BT (S). Ces ouvert sont égaux, d’apres les définitions, aux intersections
mtB NintB’. Or ces ouverts forment une base de la topologie sur S car d est
une immersion et une base d’ouverts sur d(S) est donnée par les intersections
It(p)NIT(p)Nd(S), ou p < p/ varient dans Eing,. D’apres le Lemme 1.5 on a
le résultat. O

On peut donc munir B(S) de I'unique structure de variété différentiable pour
laquelle D est un difféomorphisme local. L’application D définit alors une structure
de variété lorentzienne conformément plate sur B(S). Comme pour tout point dans
B(S) on a déja défini une notion de futur et de passé qui coincide localement par
I'application D avec celle de Ein, ,, on obtient que B(S) est chronologiquement
orientable.

Proposition 1.8. B(S) est globalement hyperbolique d’hypersurface de Cauchy
3.

Démonstration. D’apres le Corollaire 1.7 ¥ est un fermé de B(.5). De plus, d’apres
(7.3) X est aussi acausale. D’apres la preuve du Lemme 1.6 tout point de ¥ est
contenu dans un voisinage U ou D est injective et tel que D(X N U) déconnecte
D(U) en deux ouverts. Il s’en suit que ¥ est edgeless.

Soit B un point dans B7(S). On va montrer que toute courbe causale passée in-
extensible ¢ : [0, co[— B(S) issue de B rencontre X.

On suppose par 'absurde que ¢ ne rencontre pas . Comme B(S) est déconnecté
par ¥ en les deux ouverts BY(S)\ ¥ et B7(S) \ %, il s’en suit que ¢ reste empri-
sonnée dans BT (S)\ ¥ et plus précisément dans J~(B)N(B*(S)\ ). D’apres les
Définitions 1.1 et 1.4 I'application D est injective sur 'ensemble J~(B) N B*(S)
et son image est ensemble J~(D(B)) NI (d(U)) ou U est un ouvert de S qui
vérifie les condition a),b), c) et d) de la Définition 1.1 par rapport a B.

Le courbe Do c est alors une courbe causale de Fin, , contenue dans J~(D(B))N
It(d(U)) : elle admet forcement un point limite passé p dans J~ (D (B))NJ*(d(U)).
Comme D est un difféomorphisme local, cela implique que la courbe ¢ admet aussi
un point limite passé, contrairement a ce qu’on avait supposé au départ.

De la méme facon on obtient que toute courbe causale future inextensible issue
d’un point dans B~ (S) rencontre ¥. Le résultat est prouvé. O

Remarque 1.9. Le fait que B(S) est globalement hyperbolique implique d’apres
le Théoreme 6.20 que B(S) est diffeomorphe au produit ¥ x R. Comme ¥ est
homéomorphe a S qui est orientable par hypothése, on obtient que B(S) est aussi
orientable. De plus on obtient que B(S) est simplement connexe car S est simple-
ment connexe.
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Proposition 1.10. L’espace-temps B(S) est Cy-mazimal.

Démonstration. Supposons par 'absurde qu’il existe un Cauchy-plongement non
surjectif f : B(S) < N, ou N est un espace-temps globalement hyperbolique
conformément plat. Soit D : N — Ein,, une application développante pour N.
Soit p un point de N. On peut supposer sans perte de généralité p € IT(X).
D’apres le Lemme 1.2 'ombre fermée passée de p sur ¥ est un compact de X,
et donc son image réciproque par I'application ¢ est un compact B de S. On va
vérifier que B appartient a BT ().

Soit p’ € N tel que p < p’. D’apres la Proposition 2.7 I'application D est injective
sur I~ (p') qui est un voisinage ouvert de J~(p) dans N. Comme Do fo¢:S —
FEiny ,, quitte & composer par un élément de Oy(2,n + 1), coincide avec 'appli-
cation d, on obtient que d restreinte & 'ouvert U := ¢~ (O (p')) est injective. Or
I'ouvert U contient le compact B et I'image de B par d est 'ombre fermée passée
du point D(p). Donc B appartient a B¥(.S), donc 'application f est surjective et
le résultat est prouvé. O

Proposition 1.11. B(S) est un espace-temps C-mazimal.

Démonstration. D’apres la Proposition 2.3 on aura montré le résultat si on prouve
que 'adhérence de I'intersection de tout TIP et de tout TIF de B(S) avec X est
non compacte. On va prouver le résultat pour les TIPs, 'autre cas est similaire.
Soit V un TIP de B(S). D’apres le Lemme 1.2 V est le passé d'une courbe future
inextensible ¢ : [0, co[— B(S). Soit U louvert de S donné par ¢~'(V N X), on a

U= |J int(c(t)) (7.8)

te[0,00]

Il s’agit d’une union croissante d’ouverts de S sur chacun des quels d est injective.
Supposons par 'absurde que ¥V N'Y est compact, on obtient alors que U aussi est
compact. On va montrer que cela implique que U appartient a B*(S).

D’apres le Lemme 5.9 d est injective sur U, de plus d(U) est compact lui aussi. Soit
{V,.}nen une base de voisinages ouverts pour U. On suppose que pour tout n € N
il existe deux points p,, g, € V,, tels que d(p,) = d(g,). On peut choisir les V,, a
adhérence compacte, dans ce cas, quitte a passer a une sous-suite les deux suites
{Gn fnen et {Pn fnen ont deux limites o €t poo. Comme ey Vi = U les points g
et po appartiennent a OU. Comme d est continue on obtient d(¢s) = d(pso), donc,
comme d restreinte & U est injective, on a gse = Poo. Or d est un difféomorphisme
local donc il existe un voisinage V' de ¢, = poo OU d est injective : cela contredit
la définition des suites {g, }nen €t {Pn }nen. 1l existe donc un voisinage V' de U ou
d est injective. o

La courbe D o ¢ admet un point limite futur dans Ein, ,, car autrement, d’apres
I'étape 2) de la preuve du Théoréme 2.3, on aurait que ¥ est compacte, et donc
que S est compacte, contrairement aux hypotheses. Soit p le point limite futur de

1. L’ESPACE B(S) 167



CHAPITRE 7. Cp-EXTENSION MAXIMALE : UNE CONSTRUCTION
ABSTRAITE

D oc dans Einy,,. D’aprés la définition de D on a d(int(c(t))) = d(v)(D(c(t))).
Comme Uyepo,oof I~ (D(c(t))) = I (p), d’apres (7.8) on a d(U) = Oy (p). Le fait
que d(V) contient d(U) implique que p appartient & 2(d(V)). De plus d(V) est un
sous-ensemble acausal, donc, d’apres le Lemme 1.3, on a d(U) = Od(v)(p), d’on
U e B(S).

Par construction le compact U est le point limite futur de la courbe ¢, ce qui
contredit le fait que ¢ est inextensible et aussi le fait que V' est un TIP. On obtient
alors que ¥V N X est non compact et le résultat est prouvé. O

On a alors le théoréeme :

Théoréme 1.12. Soit d : S — EE”LL” une immersion conforme d’une variété
riemannienne S simplement connexe de dimension n. Alors il existe un espace-
temps N de dimension n+1 globalement hyperbolique conformément plat mazximal
tel que S s’identifie via un plongement conforme i a une hypersurface de Cauchy
de N de sorte que d = Doi ou D : N — Einy,, est l’application développante.
De plus, N est unique a difféeomorphisme conforme preés.

Démonstration. 1l suffit de prendre M = B(S). Ceci est un espace-temps globale-
ment hyperbolique C-maximal d’apres la Proposition 1.11. D’apres le Théoreme
3.1 M est unique a difféomorphisme conforme pres. O

Remarque 1.13. Comme dans le Remarque 1.3 on considere la décomposition
Einy, ~ S" x R telle que sur S” x R la classe conforme des métriques s’écrit
[do® — dt?]. On considére Phypersurface de type espace donné par S™ x {0}. Dans
le cas ou I'image de l'application d : S — Ein,, est contenue dans S” x {0}, on
retrouve la construction des espace-temps de Sitter standards décrite a la section
5.

2 (j)-maximalité et C-maximalité

La construction exposée dans la section précédente permet de répondre aux
deux questions suivantes :
Q1 : Soit M un espace-temps globalement hyperbolique Cp-maximal, dans quel
cas M est-il lui aussi Cp-maximal ?
Q2 : Un espace-temps globalement hyperbolique conformément plat qui est Cy-
maximal est-il aussi C-maximal ?

Dans cette section M est un espace-temps globalement hyperbolique conformé-
ment plat Ch-maximal et M est son revétement universel. Soit .S une hypersurface
de Cauchy de type espace de M et S un de ses relevés dans M.D apres le Lemme
3.4 S est une hypersurface de Cauchy acausale de M. On suppose de plus que S
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est non compacte. 3
Soit k() I'ensemble des compacts de S. D’apres la Proposition 2.7 I'application
qui a chaque point de M associe son ombre fermée

it M — K(S)

(p) sipe JH(S)

(p) sipel (S)

— 0
P 0

U+

est injective. Comme S est acausale si p appartient & S son ombre fermée future
et passée est tout simplement le compact {p}.

Lemme 2.1. L’image de M par i est contenue dans B(S).

Démonstration. D’apres la Proposition 2.7 'application développante D est in-
jective sur le passé et sur le futur de tout point de M. Il s’en suit qu’étant donné

un point p de I7(S) et un point ¢ dans I™(p), alors O (p) est un ouvert de S qui

contient Oz (p) et out D est injective. De plus, toujours d’apres la Proposition 2.7,
comme D(I~(g)) est causalement convexe en Ein, ,, on obtient que D(O¢z(q)) est

un sous-ensemble acausal de %m
Toute courbe causale passée inextensible issue d’un point de I ~(p) est contenue
dans I~(gq). Elle rencontre donc S NI~ (q) = Oz(g). On obtient que p appar-

tient a 27 (05(q)). Comme D(I~(q)) est causalement convexe dans Ein,, on a

D(p) € 7%(D(04(q))) et O (D(p)) p(s) = D(Os(p)).
Le compact Og(p) avec Vouvert O (q) vérifie alors les conditions a),b), c) et d)

de la Définition 1.1. Il appartient donc a B(S). On a prouvé que 'application ¢

est a valeurs dans B(S5). O

_ Par la suite on note X 'hypersurface de Cauchy de B (S) donnée par {{p} /p €
S}.
Lemme 2.2. Lapplication i : M — B(S) est un Cauchy-plongement.

Démonstration. D’apres la Proposition 2.7 I'application ¢ est injective. De plus
d’apres la définition de 'ombre d'un point, Définition 1.1, une vérification directe
montre que ¢ est un isomorphisme des relations causales : pour p,q € M

p<q <= i(p) <ilq) et p<q <= i(p) <i(q).

Comme sur les deux variété M et B (5 ) la topologie considérée est celle d’Alexan-
drov (Définition 5.14) on obtient que ¢ est un homéomorphisme sur son image.

Il reste & montrer que i(S) est une hypersurface de Cauchy de B(S). Or, d’apres
la définition de 7, i(S) est Phypersurface ¥ = {{p} /pE€ S}, qui d’aprés la

Proposition 1.8 est une hypersurface de Cauchy de B(S5). O
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Soit I' le groupe fondamental de M. D’apres le Théoreme 6.20 I' s’identifie
au groupe fondamental de S. L’action de T' sur S induit alors naturellement une
action sur K(S). Soit p : I' — Oy(2,n + 1) 'application d’holonomie de M.
L’application D|z est équivariante par rapport a I'action de I' sur S et de p(I)

sur Eing,. Il s’en suit que Iaction de I' sur S preserve le sous-ensemble B(5).

Remarque 2.3. Soit D : B(S) — E\Z;le lapplication développante définie par
(7.2). Comme D|g est équivariante par rapport a I'action de I' sur S et de p(T) sur
Ein, ,, I'application D est aussi équivariante par rapport a I'action de I" sur B(S )
et de p(T) sur Ein,,. Comme laction de p(I') préserve les relations de causalité

sur Einy ,, d’apres le Lemme 1.5 action de I' sur B(.S) préserve les relations de

causalité sur B(95).

Lemme 2.4. Le Cauchy-plongement i est équivariant par rapport a laction de T’
sur M et sur B(S).

Démonstration. Comme Paction de T sur M respecte la causalité, pour tout y € T
on a

105 (p) = 05(v(p)) (7.9)
suivant que p appartient & J~(S) ou & J*(S). Or, d’aprés la définition de 4, cela
veut dire précisement que i est équivariant par rapport a l'action de I'. O

Lemme 2.5. L’action de I sur B(S) est libre et propre.

Démonstration. Le fait que l'action de I' sur IC(S) est libre découle directement
du fait que Paction de I' sur S est propre. Soit en effet K € /C(S’ ) alors I'ensemble
Ik des éléments v € T tels que YK N K # B est fini. Comme T" est sans torsion,
si par 'absurde il existe un v € I' tel que 70K = K, on a que {7J,n € N} est un
sous-ensemble dénombrable d’éléments de T qui fixent K. Cela contredit le fait
que 'k est un sous-ensemble fini.

Soit C' un compact de B(S). La famille d’ouverts

{I~(B) N I"(P)}per+(c),per-(c)

est un recouvrement de C. Soit {I~(B;) N IT(P;)}iz1, m un sous-recouvrement
fini. Quitte a remplacer B; par un élément de I7(B;) et P, par un élément de
I~ (P;), on peut supposer que B; € [T(X) et P, € [7(X) pour tout i =1,...,m.
D’apres les égalités (7.5) I'ombre fermée passée de B; sur ¥ et 'ombre fermée
future de P; sur ¥ sont respectivement les images i(B;) et i(F;). Il s’en suit que
I’ensemble

A = |J (0s(B)UO5(R))

i=1,....m
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est 'image par i de I'ensemble K := U,_; _,,(B; U F;), qui est compact. On note
G := Upec B. D’apres la Définition 1.4 on a 'inclusion G C K.

Soit v € T', on suppose qu’il existe un By € C' N ~C. D’apres la définition de
Paction de T' sur B(S), on obtient que By C G N ~G. Cela implique alors que
By € K N~K. Or comme Paction sur S est propre et K est un compact de S,
I'ensemble des éléments v € T tels que K N vK # () est fini. 11 s’en suit que
I'ensemble des éléments v € T tels que C'N~C # ) est fini aussi. Donc l'action de

I" sur B(S) est propre. O

Proposition 2.6. Le quotient B(S) par laction de I est un espace-temps globale-
ment hyperbolique conformément plat. Le Cauchy-plongement i passe au quotient
en un Cauchy-plongement i : M — B(S)/T.

Démonstration. D’aprés le Lemme 2.5 le quotient B(S)/I" admet une structure de
variété différentiable. Comme, d’apres le Remarque 2.3, 'application D est équi-
variante par rapport a I'action de I' sur son revétement universel B(S), on peut
munir B(S)/T" d'une structure d’espace-temps conformément plat.

On note 7, : B(S) — B(S)/T la projection au quotient. Alors I'image de ¥ par
T, est une hypersurface de Cauchy de B(S)/I'. En effet toute courbe causale ¢
inextensible de B(S)/I se releve en une courbe causale inextensible de B(S) qui
donc rencontre forcement . On obtient que ¢ rencontre m,(X).

D’apres le Lemme 2.4 le Cauchy-plongement ¢ est équivariant par rapport a I'ac-
tion de T. Tl passe donc au quotient en un plongement i : M — B(S)/T. Le
diagramme suivante commute

i :M — B(S)
i 1,
i:M — B(S)/T

On obtient alors que l'image de S par i est 'hypersurface de Cauchy %/T" de
B(S)/T. O

Corollaire 2.7. Le revétement universel de tout espace-temps globalement hyper-
bolique conformément plat Cy-mazimal est Cy-mazximal.

Démonstration. On suppose d’abord que l'espace-temps globalement hyperbo-
lique conformément plat Cp-maximal M n’est pas Cauchy-compact. Dans ce cas
on peut définir 'espace B(S). Comme M est Cyp-maximal le Cauchy plongement
i: M — B(S)/T défini & la Proposition 2.6 est surjectif. Son relevé aux revéte-
ments universels i : M — B(S) est donc surjectif lui aussi. Donc M est confor-
mément équivalent & B(S). D’apres la Proposition 1.11 I'espace-temps B(S) est
C-maximal. On obtient alors que M est C-maximal et donc en particulier Cy-

maximal.
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On suppose maintenant que M est Cauchy-compacte. D’apres la preuve du Théo-
reme 1.2 il existe un Cauchy-plongement M — Ein,, qui permet d’identifier M
a un ouvert de Emln Le groupe fondamental de M, qui agit sur M de facon

propre et libre, peut donc étre identifié a un sous-groupe de Oy(2,7 + 1). On va
prouver que l'action de I' sur Ein, n, qui prolonge 'action de I' sur M est propre
et libre. -
L’hypersurface de Cauchy S est un compact localement acausal edgeless de Eing ,,
et donc topologiquement une sphere (cf. ). En particulier, S est compacte. Comme
I’action de I' préserve I'hypersurface de Cauchy S, et comme son action sur /SL est
propre, on obtient que I' est un groupe fini. Il en découle que son action sur Ein, ,,
est propre. On va donc montrer qu’elle est aussi libre.

Comme I' est fini, son intersection avec le centre de Oy(2,n + 1) engendré par
I’application dl’action de T', est triviale. Le groupe I' s’identifie donc aussi a un
sous-groupe fini de Oy(2,n + 1). Soit g la métrique riemannienne canonique sur
R™3, donnée par la forme quadratique du® + dv? + dz2 + - - - + dz?. La métrique
> ver V"9 est une métrique riemannienne invariante par I'action de I' sur R™+3,
Donc a conjugaison pres le groupe I' est contenu dans le sous-groupe de Og(2, n+1)
donné par SO(2) x SO( ). On obtient alors qu’on peut identifier I' & un sous-

groupe de SO(2 ) x SO(n) = SO(2) x SO(n).
Le produit SO(2) x SO(n) correspond a une décomposition R x S". Les orbites

du groupe SO(2) sont donc les courbes de type temps inextensibles données par
R x {r}, avec € S". Les orbites du groupe SO(n) sont les hypersurfaces de
Cauchy {t} x S™. Donc si vy € I', vy # id, fixe un point p = (¢, z)dans Ein, ,, il
fixe aussi point par point la courbe de type temps R x {z}. Comme cette courbe
est de type temps inextensible elle doit rencontrer I'hypersurface de Cauchy S,
et donc elle doit rencontrer M. Cela contredit le fait que I'action de I' sur M est
libre. - -

Le Cauchy-plongement j : M < Ein, ,, équivariant par rapport a ’action de I,
passe alors au quotient en un Cauchy-plongement 7 : M — %172 /T. Comme M
est Co-maximal j est surjectif. On obtient alors que j est aussi surjectif, ce qui
implique que M est aussi Cp-maximal car conformément équivalent a Eing,. O

Corollaire 2.8. Tout espace-temps globalement hyperbolique Cy-maximal est C-
maximal.

Démonstration. Soit M un espace-temps globalement hyperbolique Cp-maximal.
D’apres la Proposition 2.7 'espace-temps M est Cy-maximal. Comme, d’apres
le Théoreme 3.1, 'extension Cp-maximal est unique a difféomorphisme conforme
pres, la Pl“OpOSlthIl 1.10 implique que l'espace M est conformément équivalent
a Despace B(S). D’aprés la Proposition 1.11 M est alors C-maximal. D’aprés le
Lemme 3.1 on obtient que M est un espace-temps C-maximal. O
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Remarque 2.9. Les résultats qu’on a prouvé dans ce chapitre donnent une autre
preuve, constructive cette fois, de ’existence et unicité de I'extension maximale
d’un espace-temps conformément plat. En effet, soit M un espace-temps globa-
lement hyperbolique conformément plat d’hypersurface de Cauchy S. D’apres la
Proposition 2.6 si S est non compacte, M se plonge par un Cauchy plongement
dans I'espace-temps B(S)/T. Ce dernier espace est construit a partir de la struc-
ture induite sur S par la structure conformément plate de M. Il s’en suit que cette
extension maximale est intrinsequement unique.

Remarque 2.10. Grace a cette preuve constructive de l'existence de 1’extension
C-maximale, on comprend mieux comment est faite I'image par D du passé¢ ou
du futur d’un point dans M. Le Théoreme 3.9 tel quel s’applique seulement aux
espaces-temps simplement connexes conformément plats maximaux. Mais mainte-
nant grace a la Proposition 2.7 on sait que le revétement universel de tout espace-
temps globalement hyperbolique conformément plat maximal est aussi maximal.
On obtient donc que si M n’est pas un quotient fini de 'espace d’Einstein univer-
sel alors pour tout point p de M, I~ (p) (I7(p)) est conformément équivalent & un
domaine régulier futur (passé) complet de 'espace de Minkowski.
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