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A ma mere et mon pere. ..

“ As far as the laws of mathematics refer to reality, they are not certain;
as far as they are certain, they do not refer to reality”
Albert Einstein
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PREFACE

LA théorie des équations d’évolution est une branche des Mathématiques
treés importante. En effet, les équations d’évolution interviennent dans
la modélisation d"un trés grand nombre de problemes notamment en phy-
sique, mécanique, dynamique des populations et beaucoup d’autres phé-
nomenes qui évoluent dans le temps.

Par une "modélisation", on veut dire un ensemble d’équations (ou d’in-
équations) qui, avec des conditions aux limites (exprimées sur les bords du
domaine ot1 le phénomene est étudié) et lorsque ce phénomene est évolutif
a partir des conditions initiales, permettent de définir 1’état du systeme.
Naturellement, la description du modele est une étape importante mais
non décisive. Autrement dit, une étude qualitative ou quantitative est exi-
gée afin de satisfaire certaines conditions préalablement démandées mais
aussi pour donner une information plus complete sur le systeme en ques-
tion.

L'une des théories qui sont en lien avec les équations d’évolution et
qui ont connu un progrés trés important durant les dernieres décennies
est celle de la presque-périodicité. Historiquement parlant, la notion de
la presque-périodicité remonte au mathématicien danois Harald BOHR[]|
(le frere de Niels BOHR, le prix Nobel en 1922 pour ses travaux sur la
physique atomique).

La presque-périodicité, comme propriété structurelle, est une générali-
sation de la périodicité pure et les méthodes originales de H. BOHR pour
établir les résultats fondamentaux de cette théorie ont toujours été basées
sur la réduction du probleme en un probléme lié aux fonctions purement
périodiques. Mais quoique l'idée sous-jacente de la méthode de Bohr soit
claire et simple, les démonstrations des résultats principaux étaient diffi-
ciles et compliquées. Par ailleurs, d’autres méthodes ont été fournies par
Norbert WIENERP| et Hermann WEYLJ] par qui les résultats étaient ob-
tenus d"une maniere plus courte. Mais ces méthodes n’ont pas gardé les
propriétés élémentaires des méthodes de Bohr. Cependant, plus tard, le
mathématicien belge Charles-Jean DE LA VALLEE POUSSINH a réussi
a donner de nouvelles preuves (basées partiellement sur les idées de H.
Weyl) plus courtes tout en se basant entierement sur les résultats clas-
siques relatifs aux fonctions périodiques.

Les fonctions presque-périodiques de Bohr sont restreintes a la classe

1. Néle 22 Avril 1887 a Copenhague, Danemark - mort le 22 Janvier 1951 a Copenhague

2. Né le 26 novembre 1894 & Columbia (Missouri), Etats-Unis, mort le 18 mars 1964 &
Stockholm, Suede

3. Né le 9 Novembre 1885 a Elmshorn - mort le 8 Décembre 1955 a Zurich

4. Né a Louvain, le 14 Aot 1866- mort le 2 Mars 1962 a Bruxelles
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des fonctions uniformément continues. D’autres efforts ont visé, par la
suite, a généraliser cette théorie. On en retrouve notammement, les travaux
de Vyacheslav STEPANOYV, Norbert WIENER, Hermann WEYL, Abram
Samoilovitch BESICOVITCHt d’autres généralisations ont été établies.

Dans le premier chapitre de cette thése, on introduit les fonctions
presque-périodiques. On présentera quelques résultats liés aux fonctions
presque-périodiques au sens de Bohr ainsi qu’au sens de Besicovitch. On
introduira, en particulier, les opérateurs de superposition, ou aussi appelés
opérateurs de Nemystkiiﬂ Un nouvelle notion de dérivation, qui trouve
ses origines dans les travaux de Joél BLOT sera aussi mise en évidence.

Le deuxiéme chapitre de cette these a pour objectif d’établir I’existence
d’une solution presque-périodique de Besicovitch pour I'équation diffé-
rentielle de second ordre suivante :

u'(t) + D1V (u(t),t) =0

sous certaines hypotheses, notamment, lorsque le potentiel V (-, t) possede
une bosse entourée par des cavités. L'idée principale de la démonstra-
tion repose sur 1'utilisation d'un formalisme variationnel adapté au cas
presque-périodique et qui prend ses racines dans les travaux de J. BLOT.

Une autre approche pour étudier les équations d’évolution, notam-
ment les linéaires, se base sur la théorie des semi-groupes a un parameétre
réel. En effet, la théorie de semi-groupes d’opérateurs linéaires sur des es-
paces de Banach a débuté dans la premiére moitié du vingtieme siecle et
c’est a partir de 1948 que cette théorie a obtenu des remarquables succes
particulierement avec la génération du théoreme de Hille-Yosida. Cette
théorie a atteint son premier apex avec 1’édition de 1957 de Semigroups
and Functional Analysis par Carl Einar HILLE et Ralph Saul PHILLIPS
Dans les années 1970 et les années 1980, grace aux efforts de plusieurs
écoles différentes, la théorie a été perfectionnée, ce qui est bien présenté
dans les monographies de Edward Brian DAVIES, Jerome (Jerry) Arthur
GOLDSTEIN[en 1985, Amnon PAZY[|en 1983 et d’autres.

Des applications diversifiées de cette théorie, non seulement aux do-
maines traditionnels comme des équations aux dérivées partielles ou
des processus stochastiques, caractérisent son utilité. En effet, les semi-
groupes sont devenus des outils importants pour les équations différen-
tielles et les équations différentielles fonctionnelles, dans la mécanique
quantique ou dans la théorie du contrdle en dimension infinie. Les mé-
thodes de semi-groupe sont également appliquées avec un grand succes
au traitement d’équations concretes, par exemple, dans la dynamique des
populations ou la théorie du transport. Il tout a fait naturel, cependant,

5. Né le 23 Janvier 1891 a Berdiansk - mort le 2 Novembre 1970 a Cambridge
6. Viktor Vladimirovich : né le 22 Novembre 1900 a Smolensk mort le 7 Aott 1967 a
Moscow.
7. Né le 28 Juin 1894 a New York mort le 12 Février 1980 a Califonie
8. Né le 23 Juin 1913 a Californie mort le 23 Novembre 1998 a Californie
9. Né le 5 Aot 1941 a Pittsburgh, Pennsylvania -.
10. Né en 1936-mort en 2006
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qu’a coté de la théorie des semi-groupes existent des approches alterna-
tives dans tous ces champs.

L’objectif du troisiéme chapitre de cette thése est d’exposer quelques
résultats concernant la théorie de semi-groupes et de familles d’évolution.
De célebres résultats existants seront mis en relief. Ce chapitre vise a intro-
duire au chapitre suivant qui sera basé sur les semi-groupes et les familles
d’évolution. La stabilité exponentielle sera en particulier 1'une des pro-
priétes fondamentales étudiée. En effet, divers types de stabilité peuvent
étre discutés pour les solutions d’équations différentielles décrivant les
systémes dynamiques. Le type le plus important est celui concernant la
stabilité de solutions au voisinage dun point d’équilibre. Ceci peut étre
interpreté selon la théorie de Lyapunov. En termes simples, si toutes les
solutions du systeme dynamique qui partent pres d’un point d’équilibre
restent proches de ce point, elles sont alors stables au sens de Lyapunov.
D’une maniere plus forte, si x, est Lyapunov-stable et si toutes les solu-
tions qui partent d’un voisinage de la valeur initiale x, convergent vers x,
alors x, est asymptotiquement stable. La notion de stabilité exponentielle
garantit un taux minimal de “décrépitude”, c’est-a-dire une évaluation de
la vitesse de convergence des solutions. Dans la théorie du controle, un
systéme linéaire ne dépendant pas du temps est exponentiellement stable
si et seulement si les valeurs propres du systéme sont a partie réelle stric-
tement négative (i.e. dans le demi-plan gauche). Un systéme exponentiel-
lement stable est alors un systéme qui n’explose pas (i.e. ne donne pas
de sorties infinies au temps infini) lorsqu’on lui infére une entrée finie ou
une condition initiale non nulle. Quelques caractérisations de le stabilité
exponentielle de systemes linéaires sont données dans ce chapitre.

Le quatrieme chapitre de cette these se base sur la théorie des semi-
groupes et des familles d’évolution. Plus précisément, si 1'on note par
Uy,xs(+,0) la solution du probleme de Cauchy non homogene bien posé
défini sur un espace de Banach complexe X

{ u(t) = A(t)u(t) +e*x, t>s
u(s) =0,

ol x est un vecteur donné de X, y est un nombre réel, g est un nombre réel
strictement positif et A(+) est une fonction g-périodique a valeurs opérato-
rielles, sous certaines hypotheses sur la famille d’évolution & = {U(t,s) :
t > s} engendrée par la famille (A(t));, on prouve que si pour tout réel y,
pour tout s > 0 et pour toute vecteur x, la solution uylx,s(-,O) est bornée
sur Ry par une constante postive ne dépendant que de x, alors la famille
d’évolution U est uniformément exponentiellement stable. La technique
utilisée est basée essentiellement sur la théorie des semi-groupes d’évolu-
tion.

L’étude du comportement asymptotique des problémes de Cauchy a
prouvé sa grande utilité, puisque, via cette étude, on peut avoir une infor-
mation assez complete sur le systéme dynamique en question. Autrement
dit, étant donnée une famille d’évolution (U(t,s)):>s, une question assez
importante qui se pose est la suivante :

comment se comporte U(t,s) lorsque t —s > 0 devient assez grand ?
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Ou, en particulier,

la limite lim U(t,s) existe-t-elle dans un certain sens?
t—o00
Pour les semi-groupes fortement continus (T(t)):>o, une approche pos-
sible pouvant répondre a ces questions consiste & décomposer l'espace
sous-jacent X en deux sous-espaces de la maniere suivante :

X=Xr® X5

et le semi-groupe (T(t))>0 est découpé en deux parties comme suit :

(T(t))i=0 = (Tr(t))i=0 + (Ts(£))e0,

tels que (T(t))>0 sur Xg (la partie stable) converge (dans un sens précis)
vers zéro lorsque t tend vers l'infini alors que (T(t))¢>o sur Xy (la partie
réversible) puisse étre intérpreté et controlé.

L'exemple le plus simple (et sans doute le plus classique) d"une telle
décomposition a été fourni par Lyapunov["|en 1899. Cet exemple consiste
a controler le semi-groupe de la fagon suivante

ITs(DIl < Me™, et TR (H)] < Me™,

pour certaines constantes ¢ > 0 et M > 1. De tels semi-groupes sont dits
hyperboliques[] et peuvent étre caractérisés dans de nombreux cas par
le fait que les valeurs propres du générateur A ne sont pas purement
imaginaires, i.e.

c(A)NiR = @.

La situation pour les problémes de Cauchy non autonomes devient
beaucoup plus difficile puisque les spectres de A(t) ne peuvent pas a eux
seuls déterminer le comportement asymptotique des solutions de ces pro-
blemes[3] Une approche possible pour surmonter cette difficulté est d’as-
socier un semi-groupe d’évolution Ty, a la famille d’évolution (U(t,s))s>s
provenant du systeme. Ce semi-groupe d’évolution est généralement dé-
fini par (T f)(-) = U(-,- —t)f(- — t). Formellement, le générateur de ce
semi-groupe est Gf := —f' 4+ A(-)f, et par le théoreme de 1’Applica-
tion Spectrale (Spectral Map Theorem)[™¥] 9.16, on obtient que la condition
0(G) NiR = @ est équivalente a I’hyperbolicité du semi-groupe d’évolu-
tion Tj4, qui est a son tour équivalente a la dichotomie exponentielle de la
famille d’évolution.

Le cinquieme chapitre de cette thése introduit brievement la notion de
dichotomie exponentielle qui sera l’objectif du sixieme chapitre.

11. Alexandre- : né le 6 Juin 1857 a Iaroslavl - mort le 3 Novembre 1918 & Odessa

12. On peut consulter les chapitres V.1 et VI.g de “One-parameter Semigroups for Li-
near Evolution Equations", par K.-J. Engel et R. Nagel, édition Springer-Verlag, 2000

13. Voir par exemple Example 2.5 de “Semigroup methods for nonautonomous Cauchy
problems. Evolution Equations", R. Nagel, Lecture Notes in Pure and Applied Mathema-
tics, 168( p. 301-316), 1995

14. On peut regarder par exemple “One-parameter Semigroups for Linear Evolution
Equations [Chapter VI, Theorem 9.16]", K.-J. Engel et R. Nagel, édition Springer-Verlag,
2000



Préface

Dans le sixieme chapitre, on s’intéresse aux problémes de Cauchy opé-
ratoriels suivants

X(t) =A@)X(t) +e™P, X(t) € L(C"), teR } )
X(0) =0

et Y(t) = —Y(DA(t) +eMQ, Y(t) € L(C), t >s } )
Y(s) =0,

ouQ:=1-P.

On se propose, en particulier, d’étudier la dichotomie exponentielle
de la famille d’évolution engendrée par le systeme homogene associé. On
prouve, en effet, que cette famille d’évolution admet une dichotomie ex-
ponentielle relativement a un projecteur P si et seulement si la solution du
premier probleme est bornée, uniformément par rapport au parametre réel
1, et la solution V,,(-) du deuxiéme probleme admet une limite dans £(C")
lorsque s — —oo; autrement dit, 1'intégrale impropre fioo erTQU(T, t)dt
existe dans £(C"), et que

£
sup sup || / e*QU(s, t)ds|| := My < oo,
HER teR -

ot M, > 0 est une constante réelle absolue.
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CE chapitre est introductif. Il a pour objectif de présenter la notion de
fonction presque-périodique (p.p.), ses principales propriétés et de
donner certains résultats sur ce type de fonctions. On présente, en outre,
la notion de fonction presque-périodique a parametre qui sera utile pour
assurer que les opérateurs de Nemytskii construits sur ces fonctions en-
voient ’espace des fonctions p.p. dans un espace de fonctions p.p..
Pour plus de détails concernant les résultats cités dans ce
chapitre, on peut se référer aux livres de (Besicovitch, 1954),
(Bohr, 1947),(Amerio, Prouse, 1971)),(Corduneanu, 1989),(Pankov, 1990)
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et a (Blot, 1996), ainsi qu’a leurs abondantes bibliographies. On renvoie
aussi a (Favard, 1933) qui constitue une réference historique pour I'étude
des solutions presque-périodiques des équations différentielles. On ap-
précie également (Corduneanu, 1989) mais aussi (Fink, 1974). Ces deux
ouvrages sont tres importants dans 1’étude de la presque-périodicité et les
équations différentielles et les équations aux dérivées partielles (EDP).
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1.1. Définitions et premieres propriétés des fonctions presque-périodiques

DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES DES FONCTIONS
PRESQUE-PERIODIQUES

On se donne un espace de Banach E muni de la norme |- |g et un
espace de Hilbert H pour le produit scalaire - dont la norme associée est
notée par | - |p.

Espace vectoriel de fonctions presque-périodiques

On dit qu’'une fonction f : R — E est presque-périodique (au sens de Bohr)
si elle est continue et elle vérifie I'une des conditions équivalentes suivantes :
1. Ve >0, 3¢ >0, Va € R, 3t € [a,a+ /], Vx € R, |f(x+T)—
fx)|E <e

Ici, T est dit presque-période attachée a €, et ¢ est dite longueur d’inclu-
sion attachée a e.

2. f vérifie la propriété de normalité : de toute suite de translatées (T, f)n,
on peut extraire une sous-suite convergeant uniformément sur R.

3. f vérifie la propriété d’approximation : f est limite uniforme d’une suite
de polynomes trigonométriques, c’est-a-dire qu'il existe une suite double
(an,p) (n,p)eNxz 0it pour tout n, (an,p)pez est presque-nulle, telle que :

=0.

[ee]

lim
n—+-o00

f- Z an,pep

peEZ

(ot ey (t) := €'P, cf. Notations)
On note AP°(EE) (ou AP°(R,E), ou AP(E) ou enfin AP(RR,E)) I'ensemble des
fonctions presque-périodiques de R sur IE.

On écrira souvent ay,p, qui est un vecteur, avant ey, qui est une fonction a valeurs
scalaires (cf. Notations) alors qu’il parait plus naturel d’écrire la fonction en der-
nier tout en se mppelant que an,pep deszgng en réalité la fonction t — ey (t)ay,p.
Cet abus de notations sera désormais commis !

Une famille presque nulle est une famille telle que la sous-famille de ses termes
non nuls est finie. En particulier, une suite presque nulle est une suite dont tous
les termes sont nuls a partir d'un certain rang.

Exemples

1. Toute fonction périodique est presque-périodique.

2. Soit la fonction définie sur R par
f(x) := sin(27x) + sin(v/27x).

La fonction f ainsi introduite est presque-périodique au sens de
Bohr. En effet, on choisit T un entier et Tv/2 différent d’un autre
entier par moins de ¢/27t. Alors, il est clair que

f(x + 1) = sin(27x) + sin(271xV/2 + 6e).
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Proposition 1.1

En vertu du théoreme des Accroissements Finis appliqué a la fonc-
tion sinus entre A := 27txv/2 et B := 27tx\/2 + O¢, il existe un certain
a €1]0,1] tel que

f(B) = f(A) = f(A+a(B—A)).(B—A),

ou encore,

sin(271xv/2 + B¢) — sin(27rxv/2) = cos(271xV/2 + afe).fe = 0'e,

ott ¢ = cos(27rx\/2 + afe).0 et donc |¢'| < 1.

Ceci entraine que sin(27xv/2 + fe) = sin(27txv/2) + 0’¢ et donc en
revenant & la formule avec f on obtient que f(x+ 1) = f(x) + 6’e. Il
en résulte que la premiere assertion de la définition |1.1|est satisfaite.
Du point de vue géométrique, on observe l'existence de presque-
périodes a partir de l'allure de sa courbe reprSentative donné par la

figure

FIGURE 1.1 — Représentation graphique de la fonction f.

Le point 3. de la définition précédente peut étre exprimée de la facon
suivante :" AP°(E) est aussi la fermeture pour la norme de la conver-
gence uniforme de 1’espace vectoriel engendré par I'ensemble des fonc-
tions continues périodiques.” Par conséquent, muni de la norme ||f||« :=
sup |[f(t)|g, AP°(E) est en particulier un espace de Banach.
teR

La proposition suivante expose certaines propriétés des fonctions

presque-périodiques. Pour les démonstrations (et plus de détails), on ren-
voie aux livres (Besicovitch, 1954) et (Corduneanu, 1989) :

AP(IE) jouit des propriétés suivantes :
1. Tout élément de AP°(IE) est borné, uniformément continu et a image rela-

tivement compacte.

2. Si E;, i = 1,2 sont deux espaces de Banach, et si f € AP°(IE;) et F :

E1 — [E; est uniformément continue sur f(R), alors Fo f € AP(IE,).
En particulier, si f € AP°(E), alors [t — |f(t)|g] € AP°(R).
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Remarques 1.1
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3. Si f € APY(E) et ¢ € APY(K), alors : ¢.f € AP°(E).
4. Sipouri=1,---,p, fi € APY(;), E; étant un espace de Banach, alors
(fi)i<i<p € APY | T1 E;|. En particulier, pour tout € > 0, on peut

1<i<p
trouver un nombre de translation commun a toutes les fonctions f1,-- -, fp.

Dans le paragraphe suivant, on se propose d’étudier plus profondé-
ment l'espace APY. On démontrera principalement que toute fonction
presque-périodique admet un unique développement en série de Fourier-
Bohr. Ce résultat qui peut étre vu comme une extension des séries de
Fourier des fonctions périodiques de par les propriétés remarquables de
la série de Fourier-Bohr permettra de résoudre de nombreux problemes.

Analyse de Fourier des fonctions presque-périodiques

Soit f € APY(E). Alors, la limite suivante existe dans E et ne dépend pas de

aeR:
1 a+T
lim — £(t)dt.

T— 40 T a
Cette limite s’appelle moyenne de f et se note M{ f} ou M{f(t)}. Elle vérifie
de plus la propriété suivante :

VA € IEI, A Emr«E M{f} =M {A ']E’><1Ef}-

Plus généralement, la fonctionnelle M : f — M(f) est une forme linéaire
continue de AP(IE) dans C et elle satisfait |[M(f)] < M(||fllEg) < ||f]lco-

11 est important de signaler les aspects suivants :

1. L'intégrale considérée est, comme souvent tout au long de cette these, l'inté-
grale d’une fonction a valeurs dans un espace de Banach. Nous supposerons
toujours qu'il s’agit d’intégrales au sens de Bochner-Lebesgue, ou intégrales
au sens fort (sur ces questions, par exemple, (Lang, 1993)).

2. Lorsque f est continue et T-périodique, on a :

Mify =1 [ foar

3. On notera souvent M{f(t)} pour signifier que la moyenne est calculée
par rapport a la variable t.

Pour f € AP°(E) et A € R, on définit le coefficient de Fourier-Bohr d'indice A

de f par :
ar(f) = Mie-rf},

oit e_y est l'application t — e~ ( cf. Notations)

Dans le cas oit le corps des scalaires sous-jacent est R, il est facile a vérifier les
relations supplémentaires suivantes :

VAER, a_x(f)=ar(f).

On peut aussi remarquer que dans le cas oit K = C l'analyse de Fourier est plus
simple que dans I'autre cas !
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Définition 1.3

Proposition 1.3

Remarques 1.2

Soit f € AP(IE). On définit le spectre de la fonction f comme I'ensemble :
A(f):=={reR : a)(f) #0}

qui est au plus dénombrable.

Soit f € AP(IE). Alors f est développable en série de Fourier-Bohr :
f~Y aen

AeR
la convergence ayant lieu en moyenne quadratique (au sens des familles som-
mables) et ~ est la notation introduite par Hurwitz. De plus, si E = H (un
espace de Hilbert), I'égalité de Parseval est valide :

M{fli} = ) laalie

AER
Cette proposition appelle les remarques suivantes.

1. On a l'unicité du développement en série de Fourier-Bohr, au sens oil si

f~ ) ae

AER

alors ay(f) = a, pour tout A.

2. L'espace qui réalise la syntheése harmonique n'est pas AP°(H) (il sera in-
troduit plus tard).

Les polyndomes de Bochner.

Suivant la méthode de Féjer sur la Césaro-sommabilité des séries de Fou-
rier, Bochner a construit explicitement une suite de polyndmes trigonomé-
triques convergeant uniformément vers une fonction presque-périodique
donnée. L'exposé suivant reprend celui de (Amerio, Prouse, 1971) (pp.25—
29); on peut aussi consulter (Corduneanu, 1989), (Theorem 6.15 p.152).
Fixons f € AP°(E). On définit, pour n € IN*, le noyau de Féjer :

2
n [v| , 1 [sin
K. (1) := 1— 1 -t _ 2
n() vz—n( n>e n (siné

On se donne également une famille B = (By)ie; (I intervalle de IN com-
mengcant a 1) Z-libre de sorte que tout élément de A(f) soit combinaison
linéaire a coefficients rationnels d’éléments de B. On définit le polyndome
de Bochner par :

k
e (F) () == M {f(s +1) HKn].(oc]-s)} .

Lorsque B est infinie, on pose :
by
fm = Q(’%g)2f’.‘ﬁ(mg)2 (f)
et si B est finie de cardinal g, on pose pour m > g :
B . Pg

fm = Q(";;,l)zm,(ml)z (f)

Alors on démontre que la suite (fy, ), converge uniformément vers f.
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Proposition 1.4  Soit (a)),cr une famille sommable d’éléments de E. Alors la somme suivante :

Z arex

AER

a un sens et définit une fonction presque-périodique.

Démonstration. La sommabilité d’une famille est équivalente a son abso-
lue sommabilité. Comme |e,| = 1, I'existence de la somme est acquise. On
note f la fonction définie par cette somme. Soit (A, ), une suite croissante
de sous-ensembles finis de R, de réunion A(f) (cette suite existe car A(f)
est au plus dénombrable). On note alors :

Xn — Z arep.

AEA,

La suite (x,), est une suite de polyndmes trigonométriques convergeant
uniformément vers f, puisque :

If = %nllo < ) laalg — 0 quand n — o0.
AEA,

On en déduit que f est presque-périodique.

1.1.3 Dérivation et intégration des fonctions presque-périodiques

Lorsqu'une fonction périodique est dérivable, sa dérivée est automa-
tiquement périodique. Pour des fonctions presque-périodiques, ceci n’est
pas vrai, puisque rien n’assure que la dérivée soit uniformément continue,
ce qui est nécessaire pour étre presque-périodique. En fait, un résultat re-
marquable assure que cette condition est suffisante :

Proposition 1.5  Soit f € AP°(IE) dérivable. Alors la dérivée est presque-périodique si et seulement
si elle est uniformément continue.

On note, pour k € N U {+o0} :
APY(E) :={f e CK(R,E) : Vj<k f7) e AP(E)}.

=k
On munit I'espace AP¥(E) de la norme définie par |Ju/; := ) 11169 o
j=0
On peut vérifier que I'espace AP*(IE) muni de cette norme est un espace
de Banach.

Remarques 1.3 1. Il est facile de prouver que ||.||x est bien une norme sur I'espace AP*(IE).
2. L'espace AP (IE) se définit de la méme maniere. En particulier, il est plus
commode d’écrire, que AP®(E) = ( AP(E). Lorsqu’on munit cet es-
keN

pace de la famille de semi-normes {|| - |[x;k € IN}, on vérifie qu’il s’agit
d’un espace de Fréchet (Pankov, 1990).
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Proposition 1.6

1.2

1.2.1

Pour une fonction périodique continue, la condition d’étre de moyenne
nulle assure que les primitives soient presque-périodiques. Pour les fonc-
tions presque-périodiques, cette condition ne suffit pas. Par exemple, si

'on note f la fonction :
o €1/n
f= Z nl11/107

n>1

cette fonction est presque-périodique en vertu de la proposition et de
moyenne nulle en vertu de 'unicité du développement. En revanche, si
ses primitives étaient presque-périodiques, leurs développements seraient

(& une constante pres) :
Z €1/n
n1/10

n>1

qui n’est pas une fonction presque-périodique en raison de la relation de

Parseval et de la divergence de la série ) |

n>1

En effet, la condition de relative compacité de I'image des primitives

(qui est nécessaire) n’est pas automatiquement satisfaite. Cependant, la

proposition suivante prouve que cette condition est aussi une condition
suffisante :

VES

Soit f € APY(EE) et F une primitive de f. L'une des conditions suivantes assure
que les primitives soient presque-périodigues.

1. L'image de F est relativement compacte.
2. F est bornée et E est uniformément convexe['}

N N

Le premier énoncé est di a Bochner, le second a Amerio, cf.
(Amerio, Prouse, 1971), [Chapitre 4].

FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES A PARAMETRES

On rappelle, ici, la définition d"une fonction presque-périodique uni-
formément par rapport a un parametre ainsi que ses principales proprié-
tés et on démontre I'isomorphisme avec un espace de fonctions presque-
périodiques a valeurs dans un espace de Banach. Ce type de fonctions joue
un role trés important dans la construction des opérateurs de Nemyts-
kii (dits aussi opérateurs de superposition) dans les différents espaces de
fonctions presque-périodiques. Sous certaines hypotheses sur la fonction
presque-périodique a parametres, on peut assurer que les opérateurs cor-
respondant envoient, en réalité, un espace des fonctions p.p. sur un autre
espace des fonctions p.p.

Introduction aux fonctions presque-périodiques a parametres

Préliminaires et outils topologiques :
Soit X un espace de Banach et K une partie de X satisfaisant 'une des
deux conditions suivantes :

1. On pourrait regarder (Amerio, Prouse, 1971) p.49 et (Brezis, 1993) p.51. En effet, les
espaces uniformément convexes sont réflexifs, a titre d’exemple les espaces (¥ et LP sous
la condition 1 < p < +0co, de méme un espace Hilbert est toujours uniformément convexe.
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i. K est compacte.

ii. Il existe une suite exhaustive de compacts, i.e. une suite croissante
de compacts non vides (Ky),>1 telle que K = |J K, et pour tout

n>1

n > 1, on ait K, C Int K, 1. N
Lorsque K remplit la deuxieme condition, on dira que K est dénombrable
a l'infini. (Un espace topologique est dit dénombrable a l'infini s’il est
localement compact et s’il admet un recouvrement dénombrable compact)

Tout ouvert non vide () de RP est dénombrable a I'infini. On peut en effet prendre :

Kp:={xeRF : d(x,Q >1/n et |x| <n}.

On désignera toujours (cf. Notations) par YX 1’ensemble des fonctions
définies sur X et a valeurs dans Y.
Soit P une partie (sous-entendu non vide) de X. On se donne une fonction
f € CO%(R, P, E) et on définit I'opérateur de Nemytskii construit sur f de
PR vers ER comme étant :

Vo € PR, Ni(g) == [t — f(t o(t))] € EX.

Méme si pour tout « € P, la fonction f(-,a) est presque-périodique,
l'opérateur de Nemytskii n’associe pas toujours une fonction presque-
périodique. Une certaine uniformité par rapport a a sur le choix du !/
de la définition parait nécessaire, (cf. (Blot, 1996), (Fink, 1974) mais aussi
(Yoshizawa, 1975)). En effet, a titre d’exemple, en dépit de la presque-
périodicité de la fonction t — sin(t) et celle de la fonction F(-,f) out
F(x,t) = sin(tx), pour tous (x,t) € R x R (puisqu’elles sont 27-
périodiques et donc p.p.), la fonction t — F(sint, t) ne peut jamais étre
p-p- par manque d’uniforme continuité (car toute fonction pp est forcé-
ment uniformément continue). On retient, pour ce faire et compte tenu de
ce qui précede, la définition suivante qui paraitra plus naturelle du point
de vue des espaces fonctionnels.

Soit Q une partie non vide de X et f € C°(R, Q,E). On dit que f est presque-
périodique en t, uniformément par rapport a o si :

Ve > 0,VK € £(Q),3¢ > 0,Va € R, 3T € [a,a+ (]

supsup |f(t+7,a) — f(t,a)[E < &
teR a€ekK

oit IC(Q) est I'ensemble des compacts de Q.
On notera APU(R, Q,E) la classe des telles fonctions.

Les principales propriétés de ces fonctions sont rassemblées dans
(Blot, 1996). Deux de ces propriétés seront données, ici, sans démonstra-
tion.

La premiere propriété indique que cette classe de fonction résout bien le
probléme préalablement posé.

Soit Q une partie non vide de X et f € APU(R,Q,E), et ¢ € APY(X) telle que
¢(R) C Q. Alors :
[t = f(t, o(1))] € AP°(E).
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Proposition 1.8

1.2.2

Proposition 1.9

La proposition suivante cite la deuxieme propriété de ces fonctions.
Elle découle directement des propriétés des fonctions p.p.

Tout élément de APU(R, K, E) est uniformément continu et borné, lorsque K est
compact.

Fonctions presque-périodiques avec un ensemble de parametres
compact

On suppose ici que K est un compact. Autrement dit, on se restreint a
un ensemble des paramétres compact.
On munit APU(R, K, E) de la norme :

Ifllapum ke == sup [f(ta)]E
(ta)eRxK

et on verra immédiatement que, avec cette norme, on obtient un espace de
Banach.

La propostion suivante permet de voir APU(R, K, [E) comme un espace de
fonctions presque-périodiques a valeurs dans un espace de Banach (via un
isomorphisme isométrique).

Soit K un compact de X. L'application
®y : APU(R,K,E) — AP’ (C°(K,E))

définie par :
Dr(f) = [t = f(t )]

est bien définie et est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach.

Démonstration. Existence de ®k.
Soit f € APU(R, K, E). Elle est uniformément continue, donc continue, et
donc f(t,-) € C°(K,E) pour tout t € R. De plus, comme f est uniformé-
ment continue, étant donné ¢ > 0 :

3 >0, [max{[t —f;|a —a'[} <] = [If(t,0) = f(F, &) e < €]
et en prenant &’ = a, puis en passant au sup sur &, il vient :
(It =t <) = (If(t,) = F(# o) < ).

Ainsi, g (f) € C°(R,C°(K, E)). Montrons maintenant qu’elle est presque-
périodique. Comme f € APU(RR, K, E), par définition, on a :

Ve >0,3¢>0,Ya e R, 3t € [a,a+ L[, supsup|f(t+T,a)— f(t )| <e.
teR a€k

On en déduit :

Ve>0,3¢>0,VaeR, 3t € [aa+L], sup|lf(t+7,)—f(t )l <e
teR
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Finalement ®k est bien définie.
Pk est linéaire et isométrique (donc injective et continue). Ces deux
points sont évidents, le second résultant de :

[Pk ()l apoco ey = sup If () lcoxmy = supsup |f(t, &)l = [|fll apu(r & E)-
teR teR aeK

dk est surjective (donc bijective, et donc bicontinue puisque isomé-
trique). Soit ¢ € AP°(C°(K,E)). Pour alléger, on note ¢ au lieu de
¢(t), et ’est alors un élément de C°(K,E). Le candidat naturel a véri-
fier ®x(f) = ¢ est f(t,a) = ¢¢(a). Il y a juste & vérifier que l'on a
bien un élément de APU(RR, K, E). Commengons par la continuité. Fixons
(to,[Xo) ERXxK.Ona:

|f(t &) — f(to,a0)|E < [f(t,a) — f(to, &) |k + | f(to, &) — f(to, @0)|E <
e — drollco ) + 1Pty (&) — Pty (0) -

Soit ¢ > 0. Comme ¢ est continue :
36>0, ([t—to] <8) = (llfr — Proll oy < €/2)
et comme ¢, est continue :
>0, (a— a0 <5) = (g, () — g1, (e0) | < £/2).

Finalement, pour (t,a) € R x K suffisamment voisin de (fo,xp), on a
|f(t, &) — f(to,a0)|E < ¢ d’ott la continuité.
Comme ¢ est presque-périodique, on tire :

Ve>0,3¢ >0,Vac R,dt € [[l,ll —|—£[, H(])H_T — (PfHCO(K,IE) <e
d’ol :

Ve>0,3¢ >0,Va € R, 3t € [a,a+{], supsup|f(t+T,a)— f(ta)|g <e
teR aeK

¢k est donc bien surjective. Comme 1'espace d’arrivée est un Banach et
que Pk est bicontinue, APU(R, K, E) est bien un espace de Banach.
Ce qu'il fallait démontré.

Il découle, naturellement, de cette proposition que les propriétés géné-
rales sur les fonctions presque-périodiques s’étendent, sans probléme, a
APU(R, K, E). En particulier, le résultat de la densité de polynomes trigo-
nométriques a coefficients continus reste valide et on a par suite :

Soit f € APU(R,K,E). Alors il existe une famille d'éléments de C°(K,E),

(a&”))(n,A)eNX]R, telle que :
— pour tout n, (a(A")) AcR est presque-nulle

— on ait:

lim  sup |f(t,w)— Y al"(@)er(t)] =o0.

n= e (4 a)eRxK AER E
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1.2.3

Lemme 1.1

Démonstration.
Pk (f) est approchable par des polyndmes trigonométriques a coeffi-

cients dans C°(K, IE). Il existe donc une famille (ag”))(n, VeNxr d’éléments
de C°(K, E) telle que :

pour tout n € IN, (af\n)) AeR est presque — nulle

et:

=0.
CO(K,E)

x(f)(t,) — Y al” (ea(t)

AER

lim sup
n— 400 teR

Comme ®g est une isométrie, la seconde relation donne :

flba) =Y a(@er(t)) =0

AER

lim  sup
M=F (4 a)eRxK

E
Ce qui donne le résultat.

Fonctions presque-périodiques avec un ensemble de parametres
dénombrable a I'infini

On se fixe une fois pour toutes une famille croissante de compacts non
vides (K, ),>1 telle que K = U, K, et pour tout n, K, C Int K;,11. Ce qui
correspond a un ensemble des parametres dénombrable a 'infini.

Lorsque 1'ensemble de parameétres est dénombrable a l'infini, 'espace
de fonctions presque-périodiques a parametres APU(R, P,E) est un es-
pace de Fréchet comme on le verra dans le lemme et donc l'ismor-
phisme établi dans la proposition |1.9| devient un ismorphisme d’espaces
de Fréchet (cf. Proposition [1.11)).

On commence par un lemme topologique qui sera important dans la
suite :

Soit C un compact de K. Alors il existe n € IN* tel que C C IntK,,.

Preuve. Ona C C | K;, donc en vertu de I'hypothése sur la suite de
n>1
compacts :

C c |J IntK,.

n>2

Mais on a ainsi un recouvrement ouvert de C, donc par Borel-Lebesgue, il
existe un entier n > 2 tel que :

CcC U Int K, = Int Ky,

2<p<n

ce qu’il fallait démontrer.
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On munit APU(RR, K, E) d'une structure d’e.v.t.l.c. (espace vectoriel topo-
logique localement convexe) a base dénombrable filtrante de semi-normes

(pn)n21/ Otl :

puf)i= sup |f(t,a)le = |

(ta)eR %Ky,

APU(R K, E)

f|]R><Kn

On voit immédiatement que cette topologie est séparée.
Rappelons que cette topologie peut aussi étre définie par la distance d, ot1 :

v 1 opu(f—9)
d(f’g)'_,;271+m(f—g)'

APU(R, P,E) est un espace de Fréchet.

Preuve.
On utilise la structure métrique. Soit (f,), une suite de Cauchy dans
APU(R, P,E) muni de d.
Alors :
Ve >0, dPy, VYp > Py, Yq, d(fprqfp) <e

En particulier, ayant fixé unn > 1 et choisie < 27", on a:

Pn(fp+q — fp)

IR, Vp >R, Vg, <€
O P = I A (Forg — fo)
donc : 2"
&
3Py, Vp =Py, Y4, pulfprq—fo) < T

(f,ghM< )p est donc de Cauchy dans le Banach APU(R,K,, E) donc

converge vers un élément f (n) ¢ APU(R,K,, E).
Par unicité de la limite, ona sim > n, f‘SR":)Kn =f () donc il est légitime de
poser :

fta):= f(ta) siaeK,

(il existe un tel K,, en raison de [1.1).

Soit (fo,p) € R x P et n tel que ap € IntK,. Alors R x IntK, est un
voisinage ouvert de (to, 9) dans R x P, et sur ce voisinage, f est égale a
la fonction continue f () On en déduit que f est continue en (to, ap), donc
partout.

Soit maintenant K un compact fixé. Par le lemme il existe N tel que
K C Ky. Comme f(N) est presque-périodique, on peut écrire

Ve>0,3¢ >0,Va e R, 3t € [g;a+¢], supsup [f(t+7T,a)— f(ta)|g <e

teR a€Ky
donc on a bien :

VK € K(P), Ve >0,3¢ >0,Ya € R, 3t € [g;a+ (|,

supsup | f(t+T,&) = f(ta)|g < e.
teR wek

Ainsi f € APU(R, P, E).
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Lemme 1.3

Proposition 1.11

1.2.4

Définition 1.5

De méme, on munit AP°(C°(P,[E)) d’une structure d’e.v.t.lc. a base
dénombrable filtrante de semi-normes (77,),>1, ol :

Tt (f) :=sup || f(£)llcop,e)-
teR

On voit que cette topologie est séparée et qu'elle peut aussi étre définie
par la distance D, o1 :

1 m(f-8)
S22+ ma(f-g)

On démontrerait d’'une maniere analogue :

D(f;g) =

APY(C%(P,E)) est un espace de Fréchet.

La proposition suivante expose la version pour les espaces de Fréchet
du resultat donné dans la proposition [1.9|:

L'application ®p : APU(R, P,E) — AP°(C°(P,E)) définie par :
p(f) = [t — f(t,-)]

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Fréchet.

Démonstration. Soit « € P, et n un entier tel que a € IntK,,. On a alors :

Pp(f)(t ) = P, (£)(£,a)

ce qui justifie I'existence de ®p, montre son caractére linéaire et isomé-
trique. Il ne reste qu’a démontrer la surjectivité.
Etant donné ¢ € AP°(C°(P,E)), on pose :

f(ta) = D (9)(t )

ot n est un entier quelconque tel que & € IntK, (la définition de f ne
dépend pas du choix de ). Par construction méme, pour tout n, f, . €
APU(R, K, E), et comme tout compact K s’injecte dans un K, (cf. , on
peut conclure que f € APU(R, P,E).

Enfin, le fait que ®p(f) = ¢ est immédiat par construction.

Opérateurs de Nemytskii

On considere, maintenant, un autre espace de Banach (Y, ||.||y), et une
fonction F : X x R — Y, qui a chaque couple de variables (x,f) € X x R,
associe F(x,t).

L’'opérateur de Nemytskii (dit aussi opérateur de superposition), construit
sur la fonction F, est défini comme suit :

[t = u(t)] — [Ne(u(t),t) := F(u(t),t)]

pour toute fonction u : R — X.
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Une question naturelle se pose : “Sous quelles conditions sur F, peut-
on affirmer que les images de fonctions presque-périodiques par cet opé-
rateur Np sont aussi presque-périodiques ?".

Dans le but de répondre a cette question, on introduit 1’espace de fonc-
tions presque-périodiques uniformément par rapport a un paramétre.

Pour des raisons de clarté, on rappelle, ici, la définition d"une fonction
f presque-périodique uniformément par rapport a un parametre.

(Yoshizawa, 1975) Soit f : X x R — Y. On dit que f est presque-périodique
uniformément par rapport a un parametre si f est déja continue et si elle
satisfait la condition suivante : Pour tout ¢ > 0, pour toute partie compacte K
dans X, on peut trouver { = ((¢,K) tel que pour tout « € R, il existe T €
[, o + €] vérifiant ||f (x,t +T) — f(x,t)||y < e pour tout t € R et tout x € K

L’ensemble de fonctions presque-périodiques uniformément par rap-
port a un parametre sera désigné par APU(X x R, Y).

(Blot, Cieutat, N'Guérékata, Pennequin, 2009, Page 45)

1. Si l'on se donne une fonction F € APU(X x R,Y), alors I'opérateur N
de Nemytskii construit sur F, envoie continiiment I’espace APO(IR, X) sur
'espace AP(R,Y), autrement dit, Ny € C°(AP*(R, X); AP°(R,Y)).

2. On suppose que F € APU(X x R,Y) telle que la dérivée partielle par
rapport a la variable vectorielle x, a savoir DyF(x,t), existe pour tout
(x,t) € X xR et que D,F € APU(X x R,L(X,Y)). Alors, l'opé-
rateur de Nemytskii construit sur F, N : AP°(R,X) — AP’(R,Y)
est continfiment différentiable sur AP°(R, X). De plus, pour t € R
et toutes fonctions u, h € APO(]R, X)), sa différentielle est donnée par
(DNE(u).h)(t) = DxF(u(t), t).h(t).

Démonstration. Pour démontrer ces deux assertions, on utilisera le
lemme suivant :

Soit K une partie compacte de AP°(R, X). Alors, I'ensemble
S:={u(t): teR, ueKk}
est relativement compact de X

Preuve. Par définition, une partie d'un espace de Banach est dite com-
pacte si et seulement si elle est compléte et pour tout réel strictement po-
sitif €, on peut trouver un recouvrement fini de cette partie par des boules
de rayon e.

On considere une partie compacte K de 1’espace de Banach AP°(RR, X).
Soit ¢ > 0. D’apres ce qui précede, il existe p fonctions de AP(R, X),
qu’on notera uy, - -+ ,up telles que

p
KcC |J{ve AP'(R X) : |[v—u|| <e/2}.
j=1

Comme u; sont presque-périodiques au sens de Bohr, les ensembles
u;(R) sont relativement compacts pour tout j = 1,---,p. Il en résulte
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que l’ensemble szl{u]-(t) : t € R} est relativement compact de X. Par
conséquent, on peut trouver g réels tq, -, ifL7 tels que

p P
U{ui(t): teRyc | U{xe X : [[x—uj(ti)] <e/2}. (1.1)
=1

j=1i=1

Soit x € S. Il existe alors v € Kett € R tels que v(f) = x. Dong, p
fonctions uy, - - - ,u, de AP'(R, X) existent telles que [|v — ujlle < €/2.11
s’en suit que [|v — u;(t)| < e/2.

En vertu de 1.1} on obtient que

dke{l,---,ptje{l,---,q} tels que |lu;(t) —ur(t;)]le,

ce qui entraine que
P
Sc UL {xeX : |lx—u(t)| <e}.
j=1

Ceci prouve que S est une partie compacte de X, et compte tenu du
fait que X est complet, on en déduit que S est relativement compact
(Dieudonné 1, 1969, Théoreme 1.17.5, page 63)

n

1. Soit F € APU(X x R,Y). Il est alors clair que lorsque u € AP°(R, X),
N(u) € AP(R,Y).

Soit K une partie compacte de AP°(R, X), u € K et e > 0 fixés. On

pose
S:={u(t): teR, ueK}.

D’apres le Lemme précédent, S est relativement compact de X, et
dong, S est compact de X. Comme F € APU(X x R,Y), par défini-
tion, il existe un longueur I > 0 telle que tout intervalle de longueur
I contienne au moins un nombre T vérifiant

sup{||F(x,s +T) — F(x,s)|ly: s e R,x € S} <¢/3.

Puisque S x [0,1] est un compact, F est uniformément continue sur
cet ensemble, ce qui donne qu'il existe § := §(S x [0,1]) > O tel que
pour tout s1,sy de [0,1] et tous x1, x2 de S on ait

([lx1 = x2llx <6, |s1 —s2]) = [|[F(x1,51) — F(xz,82)[| < /3.
D’ou,
([[x1 = x2|lx <6 = ||F(x1,5) — F(x2,)|| <€/3,Vs € [0,1].

Soit v € K tel que || — v||o < J. D’apres les deux inégalités précé-
dentes, on obtient pour tout ¢t € R,

[F(u(t),t) = F(o(t), t)[ly < [[F(u(t), ) = F(u(t),t =)y
+[F(u(t),t = 1) = F(o(t), t = 7)ly
+I[F(o(t), t = 1) = F(o(t), H)[ly

€
3.5.

IN
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Il en découle que
sup{[|[F(u(t),t) = F(o(t), )|y : t € R} <e¢,

ou encore

INE(1) = Ne(0)[leo < e.

Ainsi est démontré que la restriction de N a tout compact K de
AP°(R, X) est continue tout en sachant que AP°(RR, X) et AP°(R,Y)
sont des espaces de Banach, et par conséquent, Nr est continu sur
AP'(R, X)

2. Soit F € APU(X x R,Y) telle que la dérivée partielle par rap-
port a la variable vectorielle x, D,F(x,t), existe pour tout (x,t) €
X xR et que D,F € APU(X x R, L(X,Y)). Dapres la pre-
miere assertion, Nf € C°(AP°(R,X),AP°(R,Y)), et, Np,r €
CO(AP'(R, X), AP*(R, £L(X,Y)), ot

[Np,e(u)](t) := DyF(u(t),t), pour tout t € R.

Si la fonction h € AP(R,X), alors la fonction t
D.F(u(t),h(t)) est dans AP°(R,Y) (cf. (Amerio, Prouse, 1971, Cha-
pitre VII page 6 et Chapitre IX page 10)).

On définit L, 1'opérateur linéaire suivant

L,: AP°(R,X) — AP'(R,Y)
h +— Ly.h,

avec (Ly.h)(t) := DyF(u(t),t).h(t) pour tout t € R.
Soit h € AP°(R, X) telle que |||l < 1. On a alors

[[Lu-hl(D)|ly = |ID«F(u(t), t).h(t)|y

< ID<F(u(t), )|l covy) IR(E) ][y
< [ND.Fllexy)
<

sup || DxF(u(t), )|y < o0
teR

t
t

)
)

puisque la fonction t — DyF(u(t),t) est dans AP*(R, L(Y,Y)) ce qui
sous-entend qu’elle est bornée sur IR.

Il en découle alors que l'application linéaire L, est continue sur
APY(R, X).
En outre, pour h € APY(RR, X) telle que ||| < 1,0na

I[DxF(u(t),t) = DxF(o(t), )} (1) [y < [ND.r(u) = Npr(0)|ly-

Par conséquent, comme 1’applications N, p.r(v) est continue, on dé-
duit que

L:AP'(R,X) — L(AP(R,X), AP°(R,AP’(R,Y)))
u — Ly

est continue.
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1.3

1.3.1

Définition 1.7

Soit u,h € AP'(R,X) et 6 € [0,1]. La fonction t — u(t) + 6v(t) est
clairement dans AP°(R, X). D’apres le théoréeme de la moyenne, on
peut écrire que pour tout t € IR,

IF(u(t) +h(t),t) — F(u(t),t) — DeF(u(t), t).h(t)|y
< Jo IDLF(u(t) + 6h(t), £) — DxF(u(t), £)].1(t) |[yd0
< Jo IDxE(u(t) + 6h(t), t) — DxF(u(t), t)||yd| oo
< Z(n)]le

ott {(h) = sup{D«F(u(t),t) — DxF(v(t),t)|y; v € APY(R,X), ||u—
Vfleo < [I1fleo}-
Ainsi est prouvée l'inégalité suivante

INE(u 4 h) = Np(u) = Lih|| < [|hfleo.C ().

Par passage a la limite lorsque & — 0 dans AP°(RR, X), et compte
tenu du fait que }liné ¢(h) = 0, on en conclut que N est Fréchet-
—

différentiable et que pour tout u € AP°(R, X), ona DNF(u).h = L,.h
Comme, en outre cette dérivée est continue a la lumiére de ce qui
précéde, on obtient finalement que Nr est de classe C! sur AP°(R, X)

FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES AU SENS DE BESICO-
VITCH ET ESPACES DE TYPE SOBOLEV

I s’agit de construire des espaces jouant un role analogue dans le cas
presque-périodique a ’espace L? et aux espaces de Sobolev.

Espaces de Besicovitch

Soit f une fonction mesurable définie sur R et a valeurs dans I'espace de Banach
X, et p un nombre réel de [1,00). On dit que la fonction f est localement p-
intégrable, ou plus précisément f € L (R, X) si pour tout a € R la quantité

loc

Lot = [ xiaa®Irolid

est finie.

L'espace Llpo (R,H) est appelé alors I'espace de fonctions localement

de puissance p Lebesgue-intégrables a valeurs dans un espace de Hilbert
H.

Dans le pragraphe suivant, on expose, globalement, certaines modali-
tés de construction de 1’espace de fonctions presque-périodiques au sens
de Besicovitch.



1.3. Fonctions presque-périodiques au sens de Besicovitch et Espaces de type Sobolev 25

Construction de 'espace B?(H)

On considere, a présent, la formule suivante, définie pour u €

L (R,H), par

loc

- 1 /T 1/p
PP .— (1 — p

M7 = (timsup e [ (o) a)

On peut vérifier aisément que cette formule définit, par manque d’in-
jectivité, une semi-norme au lieu d’une norme. En effet, on est capable de
trouver une fonction u non-nulle (méme sur une partie de mesure infinie)
tandis que M/{||u||Pdt}V/?P = 0.

En complétant I'espace AP°(IH) dans l’espace de Lebesglfe L (R,H)
par rapport a cette semi-norme, on obtient I’espace B (IH). Etant donnée
u € BP(H), il existe une suite (1), € (AP°(H))N telle que M{|u, —
u|P}/P converge vers zéro.

Par analogie avec les espaces de Lebesgue (de fonctions intégrables),
on définit, sur B?(IH), la relation ~, par

U~y v <= M{||u—v||l} =0.

Il est facile a vérifier que cette relation est une relation d’équivalence
sur BP(H). Ce qui permet de définir ’espace quotient, BY(H), comme
étant B (H) := BP(IH)/ ~, qui reste un espace vectoriel. Sur ce dernier
espace, la semi-norme, précédemment introduite, devient une norme et
d’ot1 'obtention d’une structure vectorielle normée (B? (H), M{||.|[P}/7),

. ) 1 T 1/p
o M{[Jul[P}/7 = (Jim o | u(o)|Pdr)

Remarques 1.4 1. Sauf mention explicite du contraire, on ne distinguera pas la fonction de sa
classe pour la relation d’équivalence ~,. En réalité, les éléments des espaces
quotients BP (H) sont des classes de fonctions [f], définies par I'équiva-
lence : u € [f], si et seulement si M{||u — f||P} = 0. Mais, pour alléger
I'écriture, on ne fera pas, dans la suite, la distinction entre un répresentant
u et sa classe d’équivalence [f,. Les (classes de) fonctions de B sont dites
des fonctions presque-périodiques au sens de Besicovitch et sur B?,
on peut remplacer lim sup par lim dans la définition de la semi-norme.

2. B2(H) est parfois noté B> quand il n'y a pas de confusion.

Proposition 1.13 (Inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski) On a linclusion suivante :
B2(H) C BY(H). De méme, l'inégalité ||ul|gp < |ullg est vérifiée pour
toute fonction u € B>(H).

La démonstration de cette inégalité est donnée, par exemple, dans
(Besicovitch, 1932, page 69), dans le cas ou H = C, et la démonstration
est similaire pour un espace de Hilbert général. En vertu de cette inéga-
lité, on remarque que l'inclusion en découle immédiatement.

Soit B*(E) la fermeture de AP(E) dans £7 (E) pour la semi-norme
f = M{|f|?}'/2. On note f ~, g si M{|f —g|*} = 0. Le quotient de
B2(E) pour cette relation d’équivalence se note B2(EE) et s’appelle 1'espace
des fonctions presque-périodique au sens de Besicovitch.
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Ces espaces sont complets, et si de plus [E = H (un espace de Hilbert), ce
sont des espaces de Hilbert lorsqu’ils sont munis de :

< ;v >p= M{u -go}.

On peut bien entendu développer les éléments de ces espaces en série
de Fourier-Bohr, et si E = H, leur développement satisfait 1'égalité de
Parseval.

Remarques 1.5 Il est a remarquer que :

1. La définition intiale des fonctions presque-périodique au sens de Besiocvitch
s’avere tres difficile a utiliser compte tenu de son aspect abstrait, en effet,
cette défintion affirme que la fonction f, de classe L , est BP-presque pé-
riodique si a tout € > 0, on peut faire correspondre un ensemble uniforme
d’une facon satisfaisante des nombres E={7; ; i € Z} }tel que I'on ait :

VieZ; M{lf(x+7) - f(x)[P} <e

et
1 fxtc
Ve > 0; Mle-E/ F(x+7) — f(x)[Pdx < &
X
o
MU} = timsup o= [ u(y
x X = lmmsup — X)ax
i 2T Jo1
et
. 1 i=+n
Mi{U(x)} = limsu U(x
(U(x)) = timsup 5% ¥ U()

pour toute fonction U. L'ensemble des nombres réels E est dit uniforme
d’une fagon satisfaisante si I'on peut trouver un nombre £ > 0 tel que le
rapport entre le nombre maximal v({) des termes de E contenus dans un
intervalle de longueur { et le nombre minimal yu(£) soit inferieur a 2 i.e.

v(l) < u(l).

2. On reléve une analogie formelle entre la construction de 'espace des fonc-
tions presque-périodiques au sens de Besicovitch et I'espace des fonctions de
carré Lebesgue-intégrable.

Proposition 1.14  Tout f € B*(E) admet un développement en série de Fourier-Bohr :

fra ) alfiMe

AER

et si E = H, f satisfait la relation de Parseval suivante :

M{fli} = X la(f D) s

AER

Encore mieux, le théoréme de Riesz-Fisher-Besicovitch suivant montre
que ces espaces réalisent en fait la synthese harmonique, et jouent donc
bien un role analogue a L?(0, T,H) pour les fonctions T-périodiques :
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Théoreme 1.1 (Riesz-Fisher-Besicovitch) L'application suivante est un isomorphisme isomé-
trique d’espaces de Hilbert. @ : B2(H) — (*(R,H) défini par :

©(f) == (a(f; M) rer-

Pour la démonstration de ce théoreme, on renvoie a (Besicovitch, 1954),
Chapitre 2, ou1 Besicovitch traite le cas H = C, mais la méme preuve reste
valable pour un espace de Hilbert général.

La section suivante est consacrée a expliciter et décrire une nouvelle
notion de dérivation, introduite préalablement par Blot, dans ses diffé-
rents travaux. En s’inspirant de Vo-Khac, il a défini son propre espace
B2 analogue au classique W'2. Cet espace est fréquemment utilisé dans
I'étude de différents types d’équations différentielles en utilisant un for-
malisme variationnel qui prend également son origine dans les travaux de
Blot et al. (voir par exemple (Blot1, 1991, |Ayachi, Blot, 2009)). Ce forma-
lisme variationnel relatif au cas presque-périodique joue un role fonda-
mental dans I'étude des solutions presque-périodiques au sens de Besico-
vitch de ces équations dans le sens qu’il généralise le cas de 'espace de
Sobolev classique et les méthodes variationnelles ordinaires.

1.3.2 Espaces de Sobolev-Besicovitch

Auparavant, on définit 'espace B'?, inspiré de I'espace classique de
Sobolev W'? des problémes aux limites, comme un espace des fonctions
presque-périodiques de Besicovitch qui admettent une dérivée générali-
sée. Cette dérivée généralisée, utilisée par Vo-Khac (Vo-Khac, 1966) pour
les fonctions moyennisables, est symbolisée par la lettre V.

On considere la famille d’opérateurs (7),er définie sur B2, par
Tu(-) := u(- +r). Il est facile de prouver que cette famille constitue un
groupe fortement continu d’opérateurs linéaires continus sur B2, ou plus
brievement, un C%-groupe d’opérateurs linéaires.

Le générateur infinitésimal de ce groupe sera noté par V et défini selon
Vo-Khac par

Vu = lim 1(u( +7) —u()).
=0T
L'opérateur V est linéaire non-borné de B2, en outre, il est de graphe fermé
dans B? x B2.

On dit que u € B? est M?2-dérivable si u appartient au domaine de V.
Dans ce cas, la M?2-dérivée ou la dérivée généralisée est notée Vu € B2,

Notons alors par B? I'ensemble de fonctions qui sont M?-dérivables.
Autrement dit, on a

BY*(H) := {u € B*(H); lim 1(u( + 1) —u(-)), existe dans BZ(]H)}.

=0T

Lorsqu’on dit que limy 01 (u(- + 7) — u) existe dans B*(H), on veut
affirmer, bien entendu, qu’on peut trouver une fonction, qu'on notera
1
simplement Vu, dans B?(H) telle que lirr(l)(/\/lt{H;(u(- + 1) —u(-)) —
T

Vu|?})'/2 = 0. L’espace B2 ainsi introduit est appelé espace de Sobolev-
Besicovitch.
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Proposition 1.15 Les assertions suivantes sont satisfaites.
1. Muni du produit scalaire (u | v)g2 := (1 | v)g2 + (Vu | Vo) g, l'espace
BY2(H) est un espace de Hilbert.(Blot 1, 1991)), (Blot, 1994)
2. Soit k un entier naturel tel que 1 < k < oco. Alors APk(]H) est dense dans
B2(H).
3. Soit f € BY2(H) et g € AP'(H). Alors f - g € B2(R) et M{Vf.g} =
~M{fg}.

Remarque 1.5 Par itération, on définit d'une facon analogue I'espace B/*(H), lorsque j =
2,3, . Plus particulierement, on aura besoin plus loin de I'espace B>?(H) des
fonctions presque-périodiques de Besicovitch u qui admettent une dérivée généra-
lisée premiere et une dérivée généralisée seconde, qu’on notera respectivement Vu
et VZu.

Les propriétés citées dans la proposition précédente ainsi que
d’autres propriétés se trouvent, avec leurs démonstrations détaillées
dans (Blot 1, 1991) ou (Blot, 1994). Les modifications nécessaires pour
généraliser a un espace de Hilbert ont été indiquées par P. CIEUTAT dans
sa these (cf. (Cieutat, 1996)).

Signalons sans démonstration les propriétés suivantes (cf. Bror
(Blot, 1994)) :

Proposition 1.16  Les propriétés suivantes sont vraies.

1. Siu € BY2(E) et r € R, alors V(t,u) ~3 7.(Vu).
Siu € APY(E), alors u € BY2(IE)et Vu ~; 1.
Sik € NU {+oo}, alors AP*(E) est dense dans B*(EE).
Siu € BY2(E), alors M{Vu} = 0.
Siu € BY2(E), alors VA € R, a(Vu;A) = ida(u; A).
Siu € APY(E) N H. _(E) et si it € B*(E), alors u € B"*(E).

Siu € BY2(E') et v € APY(E), alors u -grxg v € BV*(R), et :

DA A ol

V(u-gxgv) = Vi g0+ U gg0.

Remarque 1.6  Le point 5. de la proposition indique que pour dériver une fonction de B*(E), il
suffit de dériver terme a terme la série de Fourier-Bohr.

On a la propriété essentielle suivante de Blot qui caractérise 1'espace
B2 en termes des coefficients de Fourier-Bohr :

Proposition 1.17  Soit u € B2(H). On a la caractérisation suivante :

(u e B1'2(1H)) & (Z (14 [AP) |ax(u) 3 < +oo> .

AER

La caractéristation donnée parait un moyen tres efficace et tres pratique
pour démontrer ’appartenance d’une fonction donnée a l’espace B'?, ou
encore la M?-différentiabilité.

On pourrait définir, en partant de cette définition de B2, canoniquement
les espaces B/2(IE) par itération sur j un entier naturel.
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FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES ET COMPACTIFICATION
DE BOHR

Soit G un groupe localement compact. On appelle compactifié de Bohr de G,
le couple (bG, i) ott bG est un groupe abélien compact et i, : G — bG est
un homomorphisme de groupe, tels que pour tout homomorphisme ¢ : G — T
de G dans un groupe abélien compact T, il existe un unique homomorphisme
Yy : bG — T tel que p = ¢y, o1y, Clest-a-dire que le digramme suivant est
commutatif :

ip

Py

bG
De cette définition, on déduit directement les propriétés suivantes :

1) Le noyau de 'isomorphisme i, est réduit au élément nul i.e ker(i,) = {0}
et l'image de G par iy, i,(G) est dense dans bG.

2) Le compactifié de Bohr est défini d’une maniere unique via un isomorphisme
prés.

La compactification de Bohr permet de carctériser autrement les fonc-
tions presque-périodiques. Pour ce faire, on cite le théoréeme suivant dont
on trouvera une démonstration dans (Pankov, 1990) :

f appartient a AP°(R, E) si et seulement si il existe une fonction f € C°(bR, E)
telle que

f=Foiy=tijof
(i.e f posséde une extension continue sur bIR).

L'extension f est unique et satisfait

sup |f(£) | = sup | f(s)|e.

teR sEbR

La compactification de Bohr permet alors d’identifier ’espace des fonc-
tions presque-périodiques au sens de Bohr a 1’'espace de fonctions conti-
nues sur le compacitfié de Bohr bR via un ismoporphisme isométrique.
En outre, si y désigne la mesure de Haar normalisée sur bR, on peut voir
l’espace de fonctions presque périodiques au sens de Besicovitch B (R, E),
comme l'espace de fonctions p-ieme intégrables L”(DR) par rapport a .
Ce qui sous-entend que pour tout 1 < p < +00, on a

I£1 (e FOlkdnn)”" si1<p <t
-

supess|f(t)|g sip= +oo
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Remarques 1.6

1.5

Définition 1.9

On en déduit immédiatement, par les propriétés des
espaces LV, que :

1). Les espaces de Besicovitch BF (IR, IE) sont des espaces de Banach pour les
normes || f||, définies précédemment.

2). l'espace AP°(R,E) s'injecte continfiment dans BF (R, E) et on a une in-
clusion dense AP*(R,E) C B(R,E).

3). L'espace particulier B*>(R,E) est un espace de Hilbert pour le produit sca-
laire suivant :

(1, 0) g = M(u,0) = / (u(t), o(F))dt

bR

oit (.,.) est la dualité entre IE' et E.

Commentaire :

Une autre construction de 'espace de fonctions presque-périodiques
au sens de Besicovitch est possible a I'aide de la compactification de Bohr.
Plus exactement, on s’est apercu que l’espace B?(H) peut également étre
considéré comme l'espace de fonctions de carrés intégrables sur le com-
pactifié de Bohr par rapport a la mesure de Haar. Autrement dit, on a,
a un ismorphisme prés, B2(R,H) = L?(bR,H, u) ol u est la mesure de
haar normalisée sur le compactifié de Bohr bIR. Pour plus de détails sur
ces notions, on se réfere a (Pankov, 1990, [Rudin, 1962, [Weil, 1940). De ce
fait, il est tout a fait logique que 1’espace de Besicovitch possede des pro-
priétés similaires a celles de I'espace de Lebesgue, comme indiqué dans ce
qui précede.

La notion de la presque-périodicité s’étend aux distributions, ce qui
lui confere une importance encore plus grande. On s’intéresse au pa-
ragraphe suivant aux particularités de telles distributions. On renvoie a
(Schwartz, 1957) et (Schwartz, 1966) pour plus de détails.

DISTRIBUTIONS PRESQUE-PERIODIQUES

Soit () un ouvert non vide de R".

Soit f une fonction définie sur Q). On appelle le support de la fonction f, qu’on
notera supp(f), l'adhérence de I'ensemble des points en lesquels la fonction ne
s’annule pas. Autrement dit,

supp(f) :={x € X : f(x) # 0}.

On désigne par D(Q)) I'ensemble des fonctions ¢ : 3 — R indéfini-
ment dérivables a support compact. Il est facile de vérifier que D(Q)) est
un espace vectoriel. Lorsque () = R”, on omet Q).

Notation : Pour tout « € IN", & := (ay,--- ,zxn),(x]- € NN pour tout
j € N, on utilisera la notation suivante :
DY = ¢,sia=(0,---,0)
ol
D := ¢ sinon.

17,82 Ay’
0x7'0x5% - - - dxy,
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avec |a| := ag + - - - &, désigne la longueur de a.

Définition 1.10  Soit (¢)peN une suite d’éléments de D(Q)) et ¢ € D(Q). On dit que (¢p)
converge au sens de D(Q)) si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. Il existe un ensemble compact K fixe, indépendant de p, avec K C Q) tel
que supp(¢p) C Q, pour tout entier p et supp(¢) C K.

2. Pour tout multi-indice « € IN", la suite (D*$p)peN converge uniformé-
ment vers D*¢, c’est-a-dire que

sup |D*¢,(x) — D*¢(x)| — 0,lorsque p — +o0.

xeK

Définition 1.11  On appelle distribution sur Q) toute application linéaire et continue de D(Q))
dans R, c’est-a-dire une application T : D(Q)) — R est une distribution sur
si elle satisfait les deux conditions suivantes :

1. T est linéaire de D(Q) dans R.

2. Pour toute suite (¢p)pen de D(Q) qui converge vers zéro au sens de
D(Q)), ona T(¢y) converge vers zéro dans R (continuité).

On appelle le dual topologique de D, noté par D’ I'ensemble des dis-
tributions.

D’une maniere analogue, on note par B 1’ensemble des fonctions in-
définiment dérivables qui sont bornées et B’ son dual qui rassemble les
distributions dites également bornées.

Définition 1.12  Une fonction ¢ € B est dite presque-périodique si 'ensemble des translatées
de ¢ défini par {t,(¢) = ¢(- +a);a € R} est relativement compact dans B.
Ceci est équivalent a dire que ¢ et toutes ses dérivées sont des fonctions presque-
périodiques au sens de Bohr.

On note B,, 'ensemble de ces fonctions. B, est un sous-espace vec-
toriel fermé de B.

Définition 1.13  Soit T € B'. On dit que T est une distribution presque-périodique si l'ensemble
de ses translatées 1,(T) est relativement compact dans B'. On rappelle que 7,(T)
est défini pour une fonction test u par 7,(T) : u — Tu(- + a).
En d’autres termes, une distribution T est presque-périodique dans B’ si la fonc-
tion a +— T,(T) est presque-périodique au sens de Bohr de R a valeurs dans
D'

Ceci permet de remarquer que I'espace 5;,, des distributions presque-
périodiques est un sous-espace vectoriel fermé de 5’

La dérivée d'une fonction f € AP’(R,R) NC}(R,R) n’est pas forcé-
ment une fonction presque-périodique. Cependant, cette dérivée répre-
sente une distribution presque-périodique. Mieux encore, on a le resultat
suivant dont on trouvera une démonstration dans (Schwartz, 1957), Cha-
pitre VI, paragraphe 9 :

Théoreme 1.3  Soit T une distribution de D'. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1). T € B;,p.

2). T est une somme finie de dérivées de fonctions presque-périodiques au sens
usuel de Bohr.
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Propriétés 1.1 1). L'opérateur de la moyenne M : AP°(R,R) — R se prolonge d'une

2).

3).

4).

5).
6).

maniere unique et continiiment a I'espace B,,,,.

Toute distribution presque-périodique est développable en série de Fourier-
Bohr dont les coefficients de Fourier sont définies, comme pour les fonctions

pp, par ,
a(T,A) := M{e ™MT}.

Le module de fréquence, a savoir l'ensemble {A € R;a(T,\) # 0} est au
plus dénombrable.

(Unicité) L'unique distribution T dont tous les coefficients de Fourier-Bohr
sont nuls est la distribution nulle.

SiT e B;p,

Pour tout T € B;,p et ¢ € AP®(IR,R), on a le resultat important suivant :

alors M(DT) = 0 ou D est la dérivée au sens de distibutions.

M{¢p.DT} = —M{D¢.T}.
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DANS ce chapitre, on considére un espace de Hilbert H et une fonc-
tion V : H x R — R différentiable par rapport a sa variable vecto-
rielle et presque-périodique par rapport a sa variable réelle. On se propose
alors d’étudier le probleme d’existence de solutions presque-périodiques
de I’équation différentielle de second ordre suivante :

u”"(t) + D1V (u(t),t) =0,

ou DV désigne la différentielle partielle de V par rapport a la premiere
variable vectorielle de la fonction V.

Sous certaines hypotheses, on établira l'existence d’une solution
presque-périodique au sens de Besicovitch de ce probleme lorsque le
graphe du potentiel V(-,t) peut étre vu comme “des douves" qui en-
tourent “une montagne".

Pour ce faire, on utilisera un formalisme variationnel sur un espace
de fonctions presque-périodiques de Besicovitch par l'intermédiaire de la
fonctionnelle

1 /T /1
w)i= lim o= [ (SIVu()]2 = v(u(t),b))dt,
) = Jim o [ (GIVu()2 = V()0
ou Vu est la dérivée généralisée de u (cf. Chapitre 1.).

En premier lieu, on explicitera les éléments nécessaires dans la section
de ce chapitre. Ensuite, on présentera les hypotheses utiles (cf. sec-
tion au résultat principal dans la section Des lemmes seront a la
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base de la démonstration de ce résultat. On les prouvera dans la section
Finalement, on démontrera le théoreme d’existence [2.5)a l'aide de ces
lemmes.
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Le pragraphe suivant a pour objectif d’expliciter quelques notations
qui seront, pour l'instant, exclusivement utilisées dans ce chapitre.

NOTATIONS

Dans ce court paragraphe, on introduit les notations realtives a ce cha-
pitre.
Lorsque E est un sous-ensemble non vide de 1’espace IH, on adoptera,
dans tout ce chapitre, les notations suivantes :
1. APY(E) := {u € AP°(H) : u(R) C E}, c’est-a-dire que AP°(E) est le
sous-espace des fonctions presque-périodiques au sens de Bohr qui
prennent leurs valeurs dans E.

2. APX(E) := AP*(H) N AP°(E). Autrement dit, les fonctions presque-
périodiques de Bohr a valeurs dans E qui sont k-fois continliment
différentiables et dont les k-dérivées sont également Bohr-presque-
périodiques constituent I'espace AP¥(E).

3. B%(E) désigne le fermeture de AP°(E) dans B?>(H), i.e

2
B2(E) := ADY(E)” ",

4. BY?(E) est la fermeture de AP'(E) dans B?(H), i.e

12
B2(E) = aPi(E)” .

PRESENTATION DU PROBLEME

Introduction

On s’intéresse a I’étude d’un type particulier d’équations différentielles
définies sur un espace de Hilbert H. Il s’agit, principalement, d’établir
I'existence de solutions presque-périodiques de Besicovitch de 1’équation
différentielle suivante

u”(t) + D1V (u(t),t) =0 (2.1)

lorsque le potentiel V (-, ) admet une bosse entourée d'une cavité.

Ici, V : H x R — R est une fonction qui est différentiable par rapport a
sa premiere variable vectorielle et est presque-périodique par rapport a sa
deuxieme variable réelle. La notation D;V désigne la différentielle de V
par rapport a sa premiere variable vectorielle.

Cette équation est une généralisation a la dimension infinie de 1'équa-
tion du pendule.

Les éléments nécessaires pour la compréhension de ce chapitre étant
explicités, notre approche pour étudier I'équation |2.1| se base sur des mé-
thodes variationnelles relatives au cas presque-périodiques appliquées sur
I'espace de Hilbert de fonctions presque-périodiques de Besicovitch.

Les résultats présentés dans la suite de ce chapitre sont des résultats originiaux
initialement publiés dans 'article (Blot, Lassoued, 2011).
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2.2.2

2.2.3

Remarques 2.1

On rappelle, ci-dessous, la définition d’une solution presque-
périodique de Besicovitch dite solution presque-périodique faible.

Définition

Une solution presque-périodique faible (ou de Besicovitch) de [2.1] est
une fonction u : R — H qui est presque-périodique au sens de Besicovitch
(Blot, 1994) et qui possede une dérivée généralisée premiere et une dérivée
généralisée seconde. De plus, 1'égalité dans signifie que la différence
entre les deux membres est de moyenne quadratique nulle.

Hypotheéses
On rappelle, ici, les définitions suivantes :

1. Une partie A C H est dite convexe si pour tout scalaire A de (0,1) et tous
vecteurs a,b de A, I'élement Aa + (1 — A)b reste également dans A.

2. Une fonction h est dite concave sur la partie convexe A si pour tout réel
A € (0,1) et tous vecteurs x,y € A, ona h(Ax+ (1 —A)y) > Ah(x) +
(1=2A)h(y).

3. On assimilera le dual topologique de I'espace de Hilbert H* := L(IH,R),
a savoir I'ensemble de formes linéaires continues définies sur H, a I'espace
H lui-méme, i.e. H* = H.

L’'objectif est alors de prouver lexistence de solutions presque-
périodiques sur l'espace de Hilbert H de l'équation différentielle de
second-ordre suivante

u"(t) + D1V (u(t),t) = 0.

On aura besoin, dans la suite, de quelques hypotheses qui portent es-
sentiellement sur 'espace H mais aussi sur le potentiel, ou la fonction,
V.

En premier lieu, on suppose que 1'on peut trouver un sous-ensemble,
qu’on notera S, de H tel que

S est non vide convexe, fermé, et borné. (2.2)

Comme l'opérateur de Nemytskii sera utilisé, on aura aussi besoin de
I’hypothése suivante qui porte, bien évidemment, sur la fonction V

V € APU(H x R,R) (2.3)

Ce qui signifie que V est supposée presque-périodique en ¢ € R uniformé-
ment par rapport au parametre x € H dans le sens de Yoshizawa. On peut
se référer par exemple a (Blot, Cieutat, N'Guérékata, Pennequin, 2009,

page 45).

Pour tout (x,t) € H x R, D1V (x,t) existe,et D1V € APU(H x R,H").

(2.4)
Pour tout t € R, V(+, t) est concave sur S. (2.5)



2.3

2.3. Théoreme d’existence

41

L'ensemble non vide S étant borné, on posera Ry := sup ||x||, qui est,
x€S
bien stir, un réel strictement positif. On suppose, alors, vraie I'hypothese

suivante :

Il existe R € (Rg, o) tel que Vt € R,
(2.6)
Vx € S,Vy € B(O,R)\ S, V(x,t) > V(y,t)

Cette derniere hypothese se traduit géometriquement de la maniére
suivante : Le graphe du potentiel V(-,t) peut étre vu comme une mon-
tagne sur S et la partie de ce graphe sur la boule ouverte B(0, R) en déhors
de S peut étre regardée comme les douves qui entourent cette montagne.

Cette hypothese permet d’éviter une condition de coercivité sur la
fonctionnelle dont on cherchera les points critiques.

L’approche utilisée est fondée sur 1'utilisation des méthodes variation-
nelles sur l'espace de fonctions presque-périodiques au sens de Besico-
vitch par I'intermédiaire de la fonctionnelle | définie par

Jw = Jim o [ (IR - V0,0)d @)
= MV - Vu(),n)

Avant d’exposer le théoreme principal, on aura besoin de supposer les
trois conditions suivantes :

Il existe ¢ > 0 tel que Vx,y € H,Vt € R, |V (x,t) — V(y,t)| < c|x—y].

(2.8)
Il existe c; > 0 tel que Vx,y € H,Vt € IR,
(2.9)
D1V (x,t) = D1V(y, H)[| < er.[lx = -
V est bornée sur S x RR. (2.10)

Partant du principe variationnel, I'idée consiste & minimiser la fonc-
tionnelle | sur un sous-espace de fonctions a valeurs dans S. Grace aux
“ douves " se trouvant autour de S, on vise a prouver que ce minimum
obtenu est aussi un point critique de | sur l'espace de toutes les fonc-
tions prenant leurs valeurs dans un ouvert contenant S, ce qui évitera la
présence de multiplicateurs dans 1’équation d’Euler-Lagrange. Une fois ce
minimum determiné, on déduira qu’il s’agit , en réalité, d'une solution
presque-périodique de Besicovitch.

Les hypothéses necessaires étant introduites, on est en mesure d’expo-
ser le résultat principal de ce chapitre. C’est, en effet, un résultat d’exis-
tence d’une solution presque-périodique de Besicovitch du probléeme en
question.

THEOREME D EXISTENCE

Maintenant, on énonce le résultat principal de ce chapitre.
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Théoréme 2.1

2.4

Lemme 2.1

Sous les hypotheses et (3.1}f2.10), I"équation admet une solution

presque-périodique de Besicovitch, i.e. il existe u, € BY?(S) satisfaisant
V2u,(t) + D1V (us(t), t) = 0 (avec égalité dans B>(H)).

Puisque V dépend de t, on n’est pas assuré de 1'existence d'une solu-
tion triviale constante.

Sachant que toute fonction concave de classe C! est faiblement semi-
continue supérieurement, lorsqu’on se place dans le cas ou les hypothéses
(2.5H{2.6) et sont bien réalisées pour n'importe quel réel ¢, on ob-
tient 'existence d’un certain vecteur de S qu’on notera x.(t). Ce vec-
teur vérifie bien 'inégalité V(x.(t),t) > V(y,t) pour tout vecteur y de
la boule ouverte B(0, R). Il s’ensuit immédiatement que D1V (x.(t),t) = 0.
Mais, puisque la fonction t — x.(t) n’est pas obligée d’étre constante,
on constate directement qu’on n’a pas forcément 1’existence d’un vecteur
constant X de 1'ensemble S qui soit une solution de I’équation de départ

E-1).

P. Cieutat a établi dans le Théoreme 1.1 de son papier (Cieutat, 2003)
un résultat d’existence d"une solution presque-périodique au sens de Bohr
d’une équation différentielle de second ordre sur un sous-ensemble com-
pact d'un espace de dimension finie. Ici, on n’a pas cette compacité car la
dimension de IH est infinie.

Pour démontrer le théoreme on établit dans un premier temps des
lemmes qui seront utiles a cette démonstration. Ils donnent principale-
ment des résutats liés a la fonctionnelle | ainsi qu’a ’espace B'?, le cadre
du résultat.

LEMMES

Dans la suite, on suppose que les hypotheses (2.21{2.6) et (3.1] ,

introduites dans ce qui précede, sont toutes bien vérifiées.

Les assertions suivantes sont vraies.
1. ] € CY(B¥(H),R) et DJ(u).h = (Vu | Vh)g — (D1V(u(:),") | h)p
pour toutes fonctions u,h € B¥*(H).
2. BY2(S) est un ensemble convexe, en outre il est fermé dans BV?(H).
La fonctionnelle | est convexe sur B12(S).
3. La fonctionnelle | est faiblement semi-continue inférieurement sur BL2(S).

Preuve.

1. Montrons que la fonction | est contintiment différentiable sur
B12(H).

Puisque V € APU(H x R,R) et que D1V € APU(H x R, H*)
, la fonction t ~— V(u(t),t) appartient a AP°(R) et la fonction
t — D1V (u(t),t) appartient 8 AP°(H) lorsque u € AP°(H), (cf. Chapitre
1). On peut aussi consulter (Blot, Cieutat, N’Guérékata, Pennequin, 2009)
(Lemma 3.4).

Soit u un élément de B%(H). L'espace B?(H) étant défini comme la
fermeture de l'espace AP°(H) pour la norme || - ||p (cf. Notations), il
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existe une suite (1), a valeurs dans AP°(H) telle que liin |t — th || g2 =
m—»00

0.
Compte tenu de l'inégalité (3.1, on a, pour tout t € R,

[V(u(t), ) = V(un(t), )] < cflu(t) = un(t)].

Ce qui entraine par croissance de I'intégrale et de la limite supérieure,
que
1

T
limsup—/ V(t), £) — Vit (), ) Pt < Pt — s 20
T—o0 2T J-r

Par passage a la limite lorsque m — oo, on obtient, en vertu de deux
inégalités précédentes, que li_r>n MV (u(t),t) — V(un(t),t)]*} = 0. Ceci
m—o0

implique que la fonction t — V(u(t),t) € B*(R). En effet, comme les
fonctions t +— V(uy,(t),t) appartiennent 8 AP°(R) (d’apres ce qui précede
et le fait que u,, € AP°(H)), on a forcément t — V(u(t),t) € B*(R)
puisque B?(IR) est 'adhérence de AP’(R) pour ||.|| g.

Il en résulte que 'opérateur de Nemytskii
Ny :B*(H) — B*R)
u — Ny(u)(t):=V(u(t),t), (2.11)

est bien défini.
De plus, les calculs précédents montrent que cet opérateur N satisfait
l'inégalité suivante pour tous u,v € B?(H).

1NV (1) = Ny (0) |2 < c.f|u = 0|z (2.12)

En raisonnant d’'une maniere analogue, on prouve que l'opérateur de
Nemytskii construit sur D;V

Np,v:B*(H) — B*(H)
u +— Npyv(u)(t) = D1V (u(t),t) (2.13)

est également bien défini et il remplit I'inégalité suivante
INDyv (1) = Npv (0) |52 < cr.f[u — [ (2.14)
pour tous u,v € B2(H).
A ce stade, on peut définir la fonctionnelle ¥ suivante
¥:B*(H) — R
u — Y(u):=M{V(u(t)t)}. (2.15)

En utilisant l'inégalité (2.12), on obtient, pour toutes fonctions u,v €
B?(H), compte tenu du fait que la moyenne M : (B2(R), ||.||z) — (R,|-|)
est un opérateur 1-lipschitzien que

M|V (u(t), t) = V(o(t), 1)}
1NV () = Ny (0) |52

c.||u — vl g,

¥ (u) =¥ (0)|

IN

IA A
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ce qui prouve que Y est une fonction c-lipschitzienne et par conséquent
qu’elle est continue.

D’autre part, en utilisant 'inégalité de la moyenne appliquée sur la
fonction a variable vectorielle x — V(-,t) et dont on trouvera une version
dans (Lang, 1993) (Corollary 4.4, p. 342), et en tenant compte de I'inégalité
1) on obtient, pour u,h € B2(H) que

|V (u(t) +h(t),t) —V(u(t),t) — D1V (u(t),t).h(t)|
< sup [DiV(z ) = DaV(u(t), OR8]
ze[u(t)u(t)+h(t)]

<a  sup z=u®) )] < e n@)2
zeu(t),u(t)+h(t)]

En prenant la moyenne par rapport a t, ces derniéres inéquations donnent,
par linéarité et lipschitzianité de 1’opérateur de moyenne, que

|'¥(u+h)—¥(u) — Np,v(u).h|
S M|V (u(t) +h(t),t) — V(u(t), t) — D1V (u(t), t).h(t)[}
< et Me{ (1)1} = cv.[|h]] -

Ainsi, en faisant tendre h vers zéro, on déduit que la fonction ¢ est Fréchet-
différentiable en u et que sa différentielle est donnée, pour tous u,h €
B?(H), par

Y(u).h = M{D1V(u(t),t).h(t)}. (2.16)

On pose, maintenant, u, v deux fonctions de B?(H) et & une autre fonction
de B%(H) telle que ||i]|z < 1.
Comme la valeur moyenne M est 1-lipschitzienne, on a

|(D¥ (1) — DY (v)).h| < M{[(D1V(u(t),t) — D1V (v(t),t))-h(t)]}-

Mais, par définition de la norme d'un opérateur et la croissance de la
moyenne, on déduit que

MA(D1V (u(t), t) = D1V (o(t), 1)) 1 (£)[ }
< MAI(D1V (u(t), 1) — DiV (o), ) || 11 (E)]]}
D’autre part, en vertu de la condition on peut écrire que
MANDrV (u(t), £) = D1V (o(8), )[R} < Mifer[lult) —o()[[-[R(E)]]}

et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski (Besicovitch, 1932,
page 69) (cf. Chapitre 1), on a

[(uo).hl[ g1 := Me{[Ju(t) = o) 1|} < [lu = ol g [|] p2-
Par conséquent, par les inégalités précédentes, on obtient que
[(D¥ () = DY ())-h| < cr.[[u — | 2. || ] p2-

Ceci étant vrai pour toute fonction h € B>(H) telle que ||z < 1,1l s’en
suit que ||Dy(u) — DY (v)||z < c1.||lu — v||g2, ott ||.||z désigne la norme
d’un opérateur linéaire.
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On rappelle que la norme d’un opérateur linéaire A : (X, |.|[x) —
(Y, ||.lly), défini entre deux espaces vectoriels normés, est donnée par

A
A= sup 14X,
sexnlx<t 11%[x

D’aprés l'inégalité précédente, la fonction u +— D¥(u) est c;-
lipschitzienne de (B?(H), ||.||g2) dans (£(B*(H),R), ||.||¢), et donc forcé-
ment continue.

Il est résulte que ¥ est une fonction contintiment différentiable sur
B?(H), i.e. de classe C!(B?(H), R).

On note l'injection canonique de B?(IH) dans B?(IH) par

in: BY?(H) — B?(H)
u w— in(u):=u.

Il est évident que l'application in est linéaire et que pour tout u €
BY2(H), [|in(u) g2 < [|ul|pr2-

Elle est donc une application linéaire continue et par suite de classe C!
sur BY2(H), cf. (Cartan, 1967, Proposition 2.4.2 p.33).

Etant un produit scalaire et en vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz-
Buniakovski, (- | -)pge est clairement un application bilinéaire continue. Elle
est donc de classe C!, cf. (Cartan, 1967, Théoréme 2.4.3 p-33).

On définit la fonction d sur B?(H) et a valeurs dans B?(H) x B?(H),
par d(u) := (u,u). On constate immédiatement que cette fonction est li-
néaire continue.

L'opérateur de différentiation V : B> — B2(H), introduit précédem-
ment, est clairement linéaire et continu puisqu’il vérfie que ||Vu|zp <
|[4]| g2 g1, 1 est alors de classe C'.

Fcrivant que
1
J=501)podoV —Yoin, (2.17)
on déduit du raisonnement précédent que la fonctionnelle | est de classe

C! comme étant la différence de composées de fonctions de classe C*.

De plus, appliquant la formule de différentiation d’une composée de
fonctions différentiables sur et connaissant la formule de la différen-
tielle d"une application linéaire continue ainsi que celle de la différentielle
d"une application bilinéaire continue on obtient que, pour toutes fonctions
ueth de B>(H) on a

DJ(u).h = (u | h)gr — M{D1V (u(t),t).h(t)}. (2.18)

Ainsi est démontrée la premiere assertion du lemme.

2.  Montrons, tout d’abord, que ’ensemble B'(S) est convexe.
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Cela revient a prouver que pour tous u,v € B?(S) et A € (0,1), I'é1é-
ment (1 — A)u + Av reste dans B2(S).

Soit u,v € B12(S) et A € (0,1).
Par définition de B'?(S) (cf. Notations), il existe deux suites (1 )meN
et (vm)men a valeurs dans AP!(S) telles que lim |l — um||g2 = 0 et

lim |[o — vy /g2 = 0.
m—00

Puisque toutes les fonctions u,, et v, sont a valeurs dans S (i.e.
un(R) C S et v,(R) C S) et que S est, par hypothése, un ensemble
convexe, on a, pour tout réel t et tout entier m, (1 — A)u,, (t) + Avy(t) €S,
ce qui entraine que la suite de fonctions ((1 — A)u,, + Avyy, )y, est a valeurs

dans APY(S).
En outre, on voit que

(1 —=A)u+Av— ((1 = A)uy + Avy) || g12
= |1 =) (4 = um) + A(0 = v pr2
< (1 —=MA)|lu—tmllgr2 + Ao — O 12

Alors, compte tenu de ce qui précede, par passage a la limite lorsque
m tends vers l'infini, il résulte que

Tim [[(1— A)u+ Ao — (1= Aty + Av) |12 = 0.

Autrement dit, la suite ((1 — A)uy, + Avy, ), converge dans B12(S) vers
(1 — A)u + Av. Du fait que BY?(S) est exactement I'adhérence de AP'(S)
pour ||.||gi2, il découle que (1 — A)u + Av € BY2(S).
Ainsi a-t-on
B'2(S) est convexe. (2.19)

Par ailleurs, B2(S) est fermé dans B'?(IH) puisqu’il est défini comme
la fermeture de AP'(S) dans B"?(H) (cf. Notations).

e Montrons, a présent, que la fonctionnelle | est convexe sur Blfz(S ).
Pour ce faire, on découpe la fonctionnelle | en deux parties. On définit
J1 et Jo sur B2(S) comme suit

1 ,
]1 = EH‘HBZOV et ]2 = —Yoin

de sorte que | = J1 + Jo.

Prouvons, dans un premier lieu, que la fonction |, est convexe sur
B'2(S).

Puisque in est linéaire sur B"?(H) et que I'opposé d’une fonction
convexe est concave, il suffit de vérifier que la fonction ¥ est concave.

Soit alors u,v € B?(S) et A € (0,1). On veut prouver que

(1 A)u+Av) > (1— A)V¥(u) + A¥ (o).
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La définition de B'?(S) assure l'existence de deux suites (uy)men
et (vm)men a valeurs dans AP!(S) telles que li_r>n |l — || g2 = 0 et
m—o0

n%l_r)l’;o HZ) — UmHBl,z =0.

Puisque l'espace B! s’injecte contintiment dans B?, on en déduit que
lim |[u — /g2 = 0 ainsi que lim ||v — vy 5 = 0.
m—oo m—00

Le potentiel V(-,t) étant supposé concave sur S, d’apres , on a,
pour tout réel ¢,

V(L= M (t) + Ao () = (1= )V (un(t), 1) + AV (0n(t), £).
Autrement dit, en termes d’opérateur de Nemytskii,

Nv((l — A)um + Avm) > (1 — A)Nv(um) + )\Nv(vm).

En faisant tendre m vers l'infini, par continuité de Ny, résultat déja
établi dans 1., il découle de cette inégalité que

Nv((1=Au+Av) > (1 — ANy (u) + ANy (0).

Dong, par croissance et linéarité de la moyenne, on aboutit a ¥((1 —
Mu+Av) > (1 —A)¥(u) + A¥(v). ce qui traduit la concavité de ¥ sur
B2(S).

Par conséquent, la fonction J, = —Y o in est convexe sur B2(S).

e Montrons maintenant que la fonction J; est également convexe.

Etant une norme, il est clair que 3|.||z est convexe sur B*(H). De
méme, compte tenu de la linéarité de V, J; est convexe sur BLZ(S ) comme
composée d'une fonctionnelle convexe et d"un opérateur linéaire.

e On conclut que la fonction | est convexe sur B?(S) comme une
somme de deux fonctions convexes, ce qui achéve la preuve de la
deuxiéme assertion du lemme.

3. Montrons que la fonctionnelle | est faiblement semi-continue infé-
rieurement.

Comme la fonctionnelle | : B>(IH) — R est convexe, il résulte de (i.),
que tous ses ensembles de niveau sont convexes. Puisque la fermeture
pour la topologie forte et la fermeture pour la topologie faible concident
pour les ensembles de niveaux (cf. (EKeland, Temam, 1972), Corollaire 1.4
et ses commentaires p. 5-6) et que l'image reciproque J~!((—oo, a]) est fer-
mée pour la topologie forte par continuité (et donc semi-continuité forte)
de J, on en déduit que ] 1((—oo,a]) est aussi faiblement fermée et d’out
la semi-continuité faible de J. Ainsi, | est faiblement semi-continue sur
B?(H) par (iii.)

(EKeland, Temam, 1972) On a utilisé les résultats élémentaires suivants
d’analyse fonctionnelle dans la démonstration de la derniére assertion du
lemme précédent.
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Lemme 2.2

i. Soit f une fonction convexe de domaine M.
Alors 'ensemble de niveau « € R de f est défini par

[f <a]:={xe M f(x) <a}.

Pour tout réel o, [f < ] est un ensemble convexe.

ii. Soit K un ensemble convexe. Alors K est fermé pour la topologie forte si et
seulement si K est fermé pour la topologie faible.

iii. Toute fonction convexe f : M — (—oco, 00| est fortement semi-continue
inférieurement si et seulement si elle est faiblement semi-continue inférieu-
rement.

iv. Soit F: X — R oit X est un espace topologique quelconque. la fonctionnelle
F est semi-continue inférieurement si et seulement si l'image réciproque de
tout ensemble (—oo, | est un fermé de X.

Le lemme suivant montre qu'on peut minimiser | sur l’ensemble
B'2(S). Autrement dit, 'infimum de la fonctionnelle J sur B'? est atteint.

1l existe une fonction u, € BY*(S) telle que

J(1,) = inf J(BY*(S)).

Preuve.
Par I’hypothese (2.10), la fonction V est bornée sur S x R. Alors

v :=sup V(S xR)
est un nombre réel fini bien défini.

Puisque toute fonction u de AP'(S) est dans B'?(S) et qu’en particu-
lier, Vi =/, on déduit pour toute fonction u € AP(S)

J) = MZIVu)|? - V), n)
= SIVu() - M V(o)1)

1
Sl (01—

v

Ce qui donne que pour tout u € APY(S), J(u) > —v > —oc. Par consé-
quent, la fonctionelle | est bornée inférieurement sur AP!(S). Par conti-
nuité de J sur B2(H) et par densité de AP!(S) dans B?(S), on obtient
J(u) > —v pour tout u € BY2(S), ainsi que inf J(B?(S)) = inf J(AP'(S)).

Soit (1) une suite minimisante de J sur AP!(S) telle que

J(uy) <inf](BY2(S)) + % , pour tout k € IN,.

Autrement dit, pour tout k € IN,, on a

%Hu'(t)”%z ~ M{V(u(t),0} <inf(B(S)) + %
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Il s’en suit que
L2 - 12 1 - 12
5 lillpe < MidV(u(t), £)} +inf J(B™(S)) + £ < v +inf J(B¥7(S)) + 1.

La suite (u} ), est alors bornée dans B?(H).

En outre, puisque ux(R) C S C B(0,R), on a pour tout réel ¢, ||ui(t)|| <R
et donc |[uk||gz < R pour tout k € IN... La suite (uy); est par conséquent
bornée dans B?(H).

L'espace B?(IH) étant un espace de Hilbert, on peut extraire une sous-
suite (1g, )x de (uy) qui converge faiblement vers un certain u, € B"*(H).
Etant prouvé au lemme que B2(S) est fermé convexe, on a forcément
u, € B2(S).

Comme | est semi-continue inférieurement (cf. Lemme et que
(11g,)x est une suite minimisante, on déduit que J(u,) = inf](B*(S)),
ce qui achéve la démonstration du lemme.

Le paragraphe suivant introduit un lemme technique qui traite le pro-
duit de convolution en moyenne de deux fonctions presque-périodiques
de Bohr.

Soit a,b € AP°(R). On pose u(t) := M;{a(s)b(s +t)} pour tout t € R.
Alors, les assertions suivantes sont satisfaites.
(i) p € AP(R), M{u} = M{a} M{b} et u(t) = Ms{a(s — t)b(s)}
pour tout t € R.
(i) On suppose, en outre, que a € AP'(R). Alors, u € APY(R) et y'(t) =
M{a'(s — t)b(s)} pour tout t € R.

(iii) Si l'on suppose, de plus, que a € AP'(RR) et que b est localement absolu-
ment continue sur R, ona p'(t) = —Mg{a(s — t)b'(s)} pour tout t € R.

Preuve.

Il est a remarquer que pour tout réel ¢ la fonction s — a(s)b(s + t) est
presque-périodique au sens de Bohr comme étant le produit de deux fonc-
tions presque-périodiques de Bohr. Elle admet alors une valeur moyenne.
La fonction p est par conséquent bien définie. D’autre part, si a ou b est la
fonction nulle alors y devient également identiquement nulle et dans ce
cas, toutes les assertions seront triviales.

Pour cela, on suppose, dans le reste de la preuve, que a # 0 et b # 0.

(i) Comme b € AP°(R), b est uniformément continue (cf. Proposition
1, Chapitre 1)(dont on trouvera une démonstration, par exemple, dans
(Bohr, 1933 Theorem II p. 35)). Alors, par définition,

€

Ve > 0,30 > 0,¥rn €R, |r—n| < 6 = |b(r) —bln)| < 77—

Lorsque t,t; € R vérifient |t —t;| < d;, ona |[(t+5) — (t1 +5)| < I
d’ou

[1(t) = u(tr)| < Msfla(s)]b(t +5) = bt +5)[} < Ha]OOMs{\ﬂ(S)\} <e
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ce qui prouve que y est continue sur R.

Par ailleurs, puisque b € AP°(IR), on a par définition

Ve > 0,30, > 0,Va € R, 3T € [0, + ], VE € R, |b(t +T) — b(t)] <

la]eo
ce qui donne
(1) =) < Ms{la(s)][b(t+ T +5) = b(t+5)[}
€
< Myfla(s)l} - <e
et la presque-periodicité de yu en découle.
Etant donnés S > 0 et T > 0, on définit pour tout t € IR,
d L1t b ds)d
¢s(t) ZS/ b(s + t)ds, ST = 5753 J(/ﬁsﬂ(s) (s +t)ds)dt.
(2.20)

On note que ds;r = 7 f;FT ¢s(t)dt
En utilisant un résultat de (Bohr, 1933) p. 43 (un résultat qui permet
une certaine uniformité par rapport a t) on a

Ve >0,3S! > 0,vS > Sl,vt € R, |ps(t) — u(t)| < (2.21)

e | o

Ce qui entraine que pour tout T > 0, en passant a la moyenne

i

1 T
dst— o= | _p(t)dt| < sup |Ps(t) — p(t)] <
2T J-1 te[-T,T]

De plus, par définition de la valeur moyenne, on a
1 s €
Ve > 0,3T1 > 0,¥T > T1, 7/ u(t)dt — M{u}| < .
2T J-r 4

En vertu de l'inégalité triangulaire et des deux inégalités précédentes,
on obtient que

Ve >0,3S! > 0,3T! > 0,¥S > SL,YT > T!, |dg 1 — M{u}| < % (2.22)

A l'aide du méme résultat de (Bohr, 1933) p. 43, on a

T
Ve > 0,312 > 0,VT > T2, 1/ b(t+5)dt — M{b}| < (2.23)
2T J-r 4fja IIoo
ce qui implique que deés que T > T2, on a pour tout S > 0,
dt)d b " a(s)ds| <
ZT/ b(t + ) t)s—/\/t{} _a(e)ds| < 5,

et donc, appliquant le théoréme de Fubini,

S

1 €
’dS,T_M{b}-E - a(s)ds| < T
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En outre, la définition de la valeur moyenne donne que
S
2 > g2 _ < ¢
Ve > 0,3S; > 0,VS > SZ, 25 a(s)ds M{a}| < =

En multipliant les deux membres de la derniere inégalité par |[M{b}|
et grace a l'inégalité |[M{b}| < ||b||«, il en résulte que

S
Ve > 0,352 > 0,vS > 2, 215/ a(s)ds M{b} — M{a}.M{b}| <

mm

On en déduit, en utilisant 1'inégalité triangulaire, que

Ve > 0,352 > 0,3T2 > 0,¥S > S2,VT > T2, |dsr — M{a}.M{b}| < %

(2.24)
Pour toute > 0, en posant T := max{T}, T>} > 0, S, := max{S}, S?} >

0, d’apres (2.22) et (2.24) on a
(Mip} - M{a}-M{b}\ < [M{pu} —ds, 1|+ |ds, 7. — M{a} M{b}| < e
Le réel € > 0 étant arbirairement choisi, on conclut que
M{p} = M{a}. M{b}.

Par ailleurs la valeur moyenne étant invariante par translations, il est
clair que u(t) = Mq{a(s —t).b(s+t—1)} = Ms{a(s —t).b(s)}, ce qui
achéve la démonstration de la premieére assertion du lemme.

(ii) Puisque AP'(H) C BY?(H) et que f' = Vf si f € AP(H), Pro-
position 10 dans (Blot, 1994), en posant a;(s) := a(s — t), il est clair que
ar € APY(H) et que Va = aj(s) = a'(s — t).

D’autre part, du fait que M{V f} = 0 pour toute fonction f € B**(H),

on a, par définition de V,

: 1 /
0 = %%Msﬂg(at(s +0) —ar(s)) — aj(s)|* /2
= %i_r)r(l)/\/ls{%(a(s%—é—t)—a(s—t))—a’(s—t)]z}l/z.

On pose pui(t) = Mg{a'(s — t).b(s)}. En vertu de l'inégalité de
Cauchy-Schwarz-Buniakovski (cf. Chapitre 1), on a
1 1
|5t +0) = () = ()] = IM{[5(a(s + 5= #) —a(s = 1)) —a'(s = )] .b(s) }|

< Ms{\%(a(s +0—t) —a(s — 1)) —a'(s — 1)} /2.[|b|po.

Par passage a la limite quand 6 — 0, on obtient, compte tenu de ce qui
précede, que u'(t) = us(t).
(iii) La formule d’intégration par parties pour les fonctions absolument
continues (cf. (Riesz, Nagy, 1975, p. 54-55)) permet d’écrire pour tout S >
0, que

25/ (s — Db(s)ds = %(g(S—t)b(S)—a(—S—t)b(—S))

L1 a(s — t)b(s")ds
25 J_s |
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Lemme 2.4

Les fonctions a et b étant de AP°(RR), elles sont bornées (cf. Proposition
1, Chapitre 1). Il en découle que

.1
S}lﬁrrc}o E(a(s —1)b(S) —a(—=S—t)b(—=S)) =0
et puisque M;{a'(s — t)b(s)} existe dans R, on en déduit 1’existence de
M{a(s — t)b'(s)} et en particulier 1'égalité

M{a' (s —t)b(s)} = —M{a(s —t)b'(s)},

ce qui achéve la démonstration du lemme.

Le lemme suivant vise a prouver que le minimum de la fonctionnelle |
obtenu sur I’adhérence de I'ensemble des fonctions a valeurs dans la partie
fermée S de H est aussi un minimum de | sur 1’ensemble de fonctions qui
prennent leurs valeurs dans la boule ouverte B(0, R) de H.

Les assertions suivantes sont vraies.
(i) inf [(AP'(S)) = inf J(AP'(B(0,R))).
(ii) inf](Bl'Z(S)) = inf](Bl'Z(B(O,R))).

Preuve. (i) AP!(S) C B'Y(S) entraine que infJ(AP(S)) >
inf [(AP'(B(0,R)).

Afin de démontrer la premiere assertion, il suffit de prouver 1'inégalité
inverse.

Soit alors u € AP'(B(0,R)). On considére le projecteur de meilleure
approximation sur 1’ensemble convexe S, P : H — S. On pose v(t) :=
P(u(t)) pour tout t € R.

Comme P est 1-lipschitzien (Aubin, 1979, Proposition 1 p. 16),
P est (uniformément) continu et donc en vertu du Lemme 3.2 de
(Blot, Cieutat, N'Guérékata, Pennequin, 2009) ona v € AP%(S).

D’autre part, u € AP!(H) entraine que u’ € AP°(H) et par suite
u' est bornée sur R (cf. Proposition 1, Chapitre 1). Il en résulte que la
fonction u est lipschitzienne sur R et par conséquent v est lipschitzienne
sur R comme étant la composée d’applications lipschitziennes. On en dé-
duit alors que la fonction v est localement absolument continue sur IR. Ce
qui entraine que v est Lebesgue-presque partout dérivable sur R d’apres
(Bénilan, 1973) (Corollaire A.2 p.145).

Soit t € R un point ol1 v est dérivable.
Lorsque 6 € R\ {0}, on a en tenant compte de la lipschitzianité de P,

150 +8) — o) = [I(P(u(t +8) — Pu(®))]

- |(15|||P(u(t +6)) = P(u(t))|
< |;15|||u(t +6) —u(t)|

= 5wt +8) —u(®)].
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En faisant tendre 6 vers zéro, on obtient, compte tenu de la continuité
de la norme que

|10/ (t)]] < ||u'(t)|| presque pour tout t € R. (2.25)

On considére les fonctions de Bochner-Féjer

Ku(t):= Y (1— M)e*l”

vV=—m

et

pour tout m € N, et tout t € R, ot (B;); est une Z-base de 1'ensemble
d’exposants de Fourier-Bohr de v.

On sait que K, > 0, M{Ky,} = 1, ¢ > 0, et M{¢n} = 1 pour
tout m € IN,. Pour cela, notre référence est (Bohr, 1933) p. 86-88, ou,
(Corduneanu, 2009) p. 115.

On définit, pour tout m € IN, et tout t € R,

Om(t) : = Ms{pm(s).v(s+1t)}. (2.26)

En suivant (Corduneanu, 2009) (p. 116) ou 'on remplace R par H, on
obtient que 0, € AP'(H) et

Tim /o5, — |2 = 0. (227)

Puisque la fonctionnelle ¥, définie dans la preuve du Lemme est
continue sur B2(H) on a lim ¥(c,;,) = ¥(v). En vertu de la condition (2.6)
m—o0

ona V(v(t)) > V(u(t)) pour tout t € R, ce qui entraine que ¥(v) > ¥ (u)
et par conséquent on a

Ve > 0,3m, € N, Vm > m, ¥ (o) > ¥(u) —e. (2.28)

En utlisant un théoréme de Mazur ((Lang, 1993) p. 88,
(Aliprantis, Border, 1999) (Corollary 5.62 p. 194)), on peut écrire que

@@®R) = () [p>a

(pa)ell

IT:={(p,a) e H xR : Yy € o(R), (p,y) > a}
et
[P > a] == p~ ([, 00)).

Pour tout m € IN,, tout t € R et tout (p,a) € I, puisque ¢, > 0, on
obtient

(B.on(®) = M{(p, puls)0(s + 1))
ML pu(s)(p,0(s + D))
M{gn(s)a}
M{@m(s)}a = a.

AV
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Il en découle que oy, (t) € co(v(R)) C S, et par conséquent on a prouvé
que la fonction oy, est presque-périodique de Bohr a valeurs dans S, au-
trement dit

o € APY(S) pour tout m € IN,. (2.29)

D’autre part, d’apres le Lemme 2.3} iii, on a, pour tout m € IN, et tout
teR,

lo (D) [Ms{@m(s).0'(t+5)}|

Mo{pu(s)-I10'(t+ )1}

= My on(s)-\/@n(s) 10/ + 911},

ce qui entraine, en vertu de linégalité de Cauchy-Schwarz-
Buniakovski, que

lon Il < Ms{@m(s)} 2 Ms{pu(s)-[l0 (+5) |2}/
= Mo{ou(s).llo'(t +5)[17}2.

Il s’en suit, compte tenu de (2.25), que
lon (D12 < Me{@m(s)- ' (t + 5)II?}-
En faisant la moyenne par rapport a t, cette inégalité implique que
Mi{llon, (D112} < M{M{@un(s).llu'(t+5)[1*}}-

Prenant a = ¢, b = |[u/(\)]|? et u(t) = Ms{@m(s).|v'(t + s)||*}, I'as-
sertion i. du Lemme donne que
MAM{@u(s).[u'(t+3) P} = M{@u} M{[l||*}
M|}

IN

On en déduit que pour tout m € IN,,
Mi{llon (B2} < M{JJu'[?}- (230)
On fixe, a présent, arbitrairement ¢ > 0 et on considere m, € IN, donné
par (2.28). D’apres (2.28) et (2.30), on peut écrire que
1
J(on) = SM{llonl*} = ¥(ow)
1
< SM{WIPY — ¥ () +e
= J(u)+e.

1l en résulte que inf J(APY(S)) < J(u) +e.
Faisant tendre ¢ — 0, on conclut que inf J(AP}(S)) < J(u). Ainsi est
prouvé que
inf J(AP'(S)) < inf J(AP'(B(0,R))),

ce qui termine la démonstration de la premiere assertion du lemme.
(ii) Du fait que AP'(S) C B'2(S), on a I'inégalité

inf J(B2(S)) < inf J(AP'(S)).
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On veut prouver maintenant l'inégalité inverse.
Si u € BY2(S), par définition de B?(S), on peut trouver une suite
(t4m)m a valeurs dans AP!(S) telle que lign ||t — tty|| 12 = 0. Comme ] est
m—00

continue sur B?(H) (cf. Lemme , on obtient que
inf J(AP'(S)) < lim J(un) = J(u).
Par conséquent, on a inf [(AP'(S)) < inf J(B2(S)) et d’ou
inf J(AP(S)) = inf J(B(S)).
Par un raisonnemment analogue, on montre que
inf J(APY(B(0,R))) = inf J(B¥?(B(0, R))).

et l'assertion (ii) du lemme devient alors une conséquence de (i).

DEMONSTRATION DU THEOREME

Soit h € AP'(H) telle que h # 0. On pose A := % € (0,00) o1 R
et Ry sont définis comme dans . Puisque la fonction u,, celle obtenue
par le Lemme appartient B#(S), par définition de B'2(S), il existe

une suite (u;); a Valeurs dans APY(S) telle que | hm [« — ujl|g1 = 0. Pour
=

tout j € IN, tout t € R, et tout 6 € ,A), ona

(=2
[ (£) + 0 (£)] < [Juj(B)[| + [6].[|(E) | < Ro+A.[[heo < Ro+ (R —Ro) = R,
(

ce qui entraine que u; +6.h € AP'(B(0, ))
Comme, en outre, lim (u; + 6.h) = u. + 6.h appartient & B'?(H), on

]HOO
obtient que u. + 0.h € B?(B(0,R)) pour tout réel 6 € (—A, 7).

En utlisant le Lemme [2.2]et le Lemme 2.4/ on déduit que J(u.) < J(u. +
6.h) pour tout réel 6 € (—A, A).

L'assertion i. du Lemme [2.1|prouve que | est de classe C!, et par consé-
quent 6 — J(u, + 6.h) est différentiable et donc DJ(u,).h = d%bio](u* +
0.h) =

Puisque Dj(u,) est linéaire continue et AP'(IH) est dense dans
B2(H), on a D] (u.).h = 0 pour tout h € BV?(H).

En outre, en vertu de la formule de l'assertion i, du Lemme on
conclut que, pour tout & € B1?(H),

0 =DJ(us).h = (Vs | Vh) g + M{D1V (us(t), t).h(t)}.
Il en résulte que M(Vu, | Vh)} = —M{(D1V (us(t),t) | h(t))}.

Mais, grace a la Proposition 10 de (Blot, 1994), on conclut que que
V2u, = V(Vu,) existe dans B2(H) et V2u, = D1V (u.(.),.),i.e. VZu.(t) +
D1V (u.(t),t) = 0 (égalité dans B?>(H). Le théoreme est ainsi totale-
ment démontré.
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COMPTE tenu de la remarque simple que la fonction exponentielle réa-
lise I'isomorphisme fondamental algébrique et topologique entre le
groupe topologique additif des nombres réels et le groupe topologique
multiplicatif des nombres réels strictement positifs, on peut constater que
la fonction t — e, a € R, est une solution réelle continue de I’équation
fonctionnelle de Cauchy f(t+s) = f(t)f(s) avec la condition f(0) = 1.
Cette équation a été etudiée par de nombreux mathématiciens dont Cau-
chy[[] D’autre part, il est bien connu que la fonction exponentielle ¢ — e,
a € R, est la solution unique sur R de 1'équation différentielle ' = ax avec
la condition initiale x(0) = 1. L'importance des fonctions exponentielles a
connu une grande croissance aprés I’année 1888, quand Giuseppe Peano[]
a eu l'inspiration d’écrire la solution du Probleme de Cauchy vectoriel

{ x'(t) = Ax(t)
X(0) =1,

+o0 A"

oll A est une matrice carrée, sous la forme t — !4 := |
n!
n=0

Ce résultat a été étendu aux équations différentielles opératorielles
X' = AX, ou A est un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach
X, qui a pour solution fondamentale la fonction exponentielle t — e'4.

Ces extensions de la fonction exponentielle admettent un modele gé-
néral dans le cadre des algébres de Banach abstraites. Plus précisément,

1. Augustin Louis : né le 21 aofit 1789 a Paris - mort le 23 mai 1857 a Sceaux
2. Né le 27 aott 1858 & Coni, Italie - mort le 20 avril 1932 a Cavoretto, pres de Turin
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si B est une algebre de Banach avec 'unité I et a2 € B, alors la fonction
+o0 Hah

t € R — e € B donnée par e := )
n=0

est dérivable et est 'unique

solution du Probléeme de Cauchy

{ x'(t) = ax(t)
x(0) =1

En tenant compte de 1'unicité de la solution du probleme de Cauchy, il en
résulte que la fonction f(t) = ™ satisfait sur R a 1’équation fonctionnelle
de Cauchy. Le probleme reciproque de savoir si les solutions de 1’'équation
fonctionnelle de Cauchy sont des solutions pour les équations différen-
tielles linéaires de premier ordre x” = ax, s’est avéré plus difficile mais il a
été résolu par Nathan (Nathan, 1935) et Yosida (Yosida, 1936). Par suite, la
double caractérisation de la fonction exponentielle par I’équation fonction-
nelle de Cauchy et par 'équation différentielle linéaire de premier ordre a
été établie pour le cas général des algébres de Banach abstraites.

Ces caractérisations importantes ont suggéré 'idée d’étudier les équa-
tions différentielles linéaires du premier ordre par des extensions adé-
quates de la fonction exponentielle. De cette maniere, est apparue la né-
cessité de considérer les équations différentielles vectorielles de premier
ordre x’ = Ax ou A n’est pas un opérateur de l'algebre de Banach des
opérateurs linéaires bornés £, mais un opérateur linéaire non-borné dans
un espace de Banach X. La définition d"une fonction exponentielle comme
une solution de cette équation a été realisée par l'introduction des semi-
groupes de classe CY. Mais, dans ce cas-13, ’équation fonctionnelle de Cau-
chy se réfere aux fonctions [0,00] — L(X), t +— T(t), avec T(0) = I,
satisfaisant la relation T(t +s) = T(t)T(s) et qui sont fortement continues,
c’est-a-dire ayant la propriété %15(} T(t)x = x pour tout x € X. Les résul-

tats fondamentaux pour les semi-groupes de classe C° dans les espaces de
Banach ont été obtenus par Hille (Hille, 1936), (Hille, 1948), (Hille, 1952),
Yosida (Yosida, 1948), (Yosida, 1957), Feller (Feller, 1952), (Feller, 1953),
Miyadera (Miyadera, 1952), (Miyadera, 1956) et Phillips (Phillips, 1952),
(Hille, Phillips, 1957) qui ont créé la théorie des C’-semi-groupes et de
leurs générateurs.

Le célebre théoreme de Hille-Yosida-Feller-Miyadera-Phillips rétablit
le lien entre 1’équation fonctionnelle de Cauchy T(t +s) = T(¢)T(s) et
'équation différentielle x’ = Ax, ou A est un opérateur non-borné fermé
et densément défini dans un espace de Banach X. Dans ce cas, T(t) repré-
sente dans un certain sens la fonction exponentielle.

Dans ce chapitre, on se propose, en premier lieu, de rappeler quelques
propriétés liées aux semi-groupes. Ensuite, des résultats préliminaires por-
tant sur le comportement asymptotique de semi-groupes sont introduits.
Ces derniers résultats seront d"un grande importance pour la compréhen-
sion du chapitre suivant.

Par ailleurs, on définira la notion de la famille dévolution, qui possede
un lien fort avec la théorie de semi-groupes, ainsi que quelques proprié-
tés fondamentales donnant l'information sur son comportement asymp-
totique. Comme le cas périodique est le cas considéré dans le chapitre
suivant, on rappelle quelques résultats portant sur la stabilité des familles
d’évolution périodiques.
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SEMI-GROUPES D’OPERATEURS

Résultats préliminaires

Dans ce paragraphe, X désigne un espace de Banach et £(X) désigne
l'algebre de Banach de toutes les applications linéaires continues de X
dans lui-méme. On notera les normes sur ces deux espaces par le méme
symbole ||.|.

1. Une famille a un parametre T := (T(t));>0 € L(X)R" est dite semi-
groupe d’opérateurs si :
i. T(0)=1.
ii. T(t+s)=T(t)oT(s), pourtoust, s > 0.
I désigne I'opérateur identité sur X.
2. Le semi-groupe T est uniformément continu s’il est uniformément
continu en 0, ¢’est-a-dire si
lim ||T(t) — T(0)|| = 0.

t—0+

3. Le semi-groupe T est fortement continu s’il est fortement continu en 0,
c’est-a-dire si, pour tout x € X,

lim ||T(t)x — x| = 0.

t—0+

4. Le semi-groupe T est faiblement continu si pour tout x € X et tout
x* e X*
lim |x*(T(t)x) —x*(T(0)x)| = 0.

t—0+

X* désigne le dual topologique de X.

1. Tout semi-groupe fortement continu est faiblement continu.

2. Tout semi-groupe uniformément continu est fortement continu. En re-
vanche, la réciproque n’est pas vraie.

3. Il est également clair que dans ce contexte, la continuité en O ou selon une
trajectoire implique la continuité du semi-groupe partout dans R .

Si T est un semi-groupe fortement continu, alors il existe w € R et M > 1 tels
que, pour tout t > 0, on ait

IT(8)]| < Me. (3.1)

Si I'inégalité (3.1) est vérifiée, on dit que le semi-groupe est de crois-
sance exponentielle et on notera le taux de croissance de T par

wo(T) = inf{w eER| IM>1: Vt>0 |T()| < Mewf}
(3-2)
= inf {w € R| t+— e “|T(t)|| est bornée sur ]R+}

En général, I'infimum dans 1’égalité [3.2] n’est pas un m1n1muml Pl En
effet, si 'on se place, par exemple, dans l'espace X = C? muni dans la

3. D’autres définitions équivalentes de wy(T) sont données dans la littérature. On en

1n(HT( ) 1n(HT( )ID

retrouve notamment wy := lim ou wy = inf ————~

fim inf (cf. par exemple

(Pazy, 1983} [Nagel, 1986))
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Définition 3.2

Proposition 3.2

Théoreme 3.1

norme ||.||1 et si 'on prend la matrice A = < 8 >, ona T(t) = et =

1
0
< (1) i )’ ce qui donne que, pour tout t > 0, || T(t)|[1 = 1+ ¢t alors que

CU()(T) =0.

D’ailleurs, wy(T) peut méme étre égal a —oo. En effet, soit I'espace
X := Cp([0,1]) :== {f : [0,1[—= R; f est continue et limy_,; f(s) = 0}
muni de la norme “sup", qu’on notera || - ||. Pour tout t > 0, on définit

rone= {70 FiEoa e iisy

Comme f(s+t) — 0lorsque s+t — 1, on a T(t)f € X. Il est clair que
T(t) est un opérateur linéaire et que ||T(t)|| < 1, pour tout réel t > 0.
D’autre part, on remarque que, dés que t > 1, T(t) = 0. Il en résulte alors
que wo(T) = —oo. Dans ce cas particulier, on dit que {T(¢) : t > 0} est
nilpotent.

Soit T = {T(t);t € Ry} un semi-groupe d’opérateurs linéaires définis sur
I'espace de Banach X.
Le générateur infinitésimal du semi-groupe T est L'opérateur A : D(A) C
X — X défini par
T(t)u—
1. D(A) := {u € X: lim ()?u existe}.

t—0t

2. Au:= lim M
t—0+

, pour tout u € D(A).

La proposition suivante expose quelques propriétés du générateur in-
finitésimal d"un semi-groupe fortement continu. Pour la démonstration de
cette proposition, on se réfere a (Engel, Nagel, 2000, Lemma p.50)

Soit T un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires définis sur un
espace de Banach X et (A, D(A)) son générateur infinitésimal. Les propriétés
suivantes sont satisfaites.

1. D(A) est un sous-espace vectoriel de A.

2. A est un opérateur linéaire.

3. Six € D(A), alors T(t)x € D(A) etona LT(t)x = T(t)Ax = AT(t)x,

pour tout t > 0.
4. Pour tout t > 0 et tout x € D(A), on a fot T(s)xds € D(A).
5. Pour toutt > 0,0na

t
T(t)x—x = A/ T(s)xds, pour tout x € X.
0
t

= / T(s)Axds, pour tout x € D(A).
0

On a la caractérisation importante suivante du générateur d’un semi-
P &

groupe fortement continu d’opérateurs linéaires définis sur 1’espace de

Banach X :

(Engel, Nagel, 2000, Theorem p. 51) Le générateur d'un semi-groupe fortement
continu est un opérateur fermé et densément défini qui détermine le semi-groupe
d’une maniere unique.
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Eléments de Théorie Spectrale

Soit un opérateur linéaire fermé (c’est-a-dire de graphe fermé) A :
D(A) C X — X défini sur un sous-espace vectoriel de ’espace de Banach
X.

L’ensemble
p(A) = {A €C | (Ml—A):D(A) — X est inversible dans £(X)}

est appelé I’ensemble résolvant de A.

L'ensemble 0(A) := C \ p(A) est appelé le spectre de A.

Pour tout A € p(A), l'opérateur inverse R(A, A) := (Al — A)~! est
dit la résolvante de A en A. Par le théoréeme de graphe fermé, pour tout
A€p(A), (AI—A):D(A) — X est un opérateur fermé sur X.

Il résulte immédiatement de la définition que pour tout A € p(A),
AR(A, A) = AR(AA) — L

L'identité suivante donne naissance aux différentes propriétés de p(A)
ainsi que celles de I'application résolvante A € p(A) — R(A, A) € L(X) :
pour tout A, u € p(A), R(A,A) —R(u, A) = (u — A)R(A, A)R(u, A).

Le théoréme suivant établit le lien entre le semi-groupe et la résolvante
de son générateur infinitésimal. On peut trouver une démonstration de ce
théoreme dans (Engel, Nagel, 2000, Theorem 1.10 p. 55)

Soit T := {T(t); t > 0} un semi-groupe fortement continu sur ’espace de
Banach X et on prend deux constantes w € R et M > 1 (voir la Proposition
telles que T(t) < Me®! pour tout ¢ > 0.
Pour le générateur infinitésimal de T, les assertions suivantes sont vé-
rifiées :
1. Si A € C est tel que R(A) := [;° e T (s)xds existe pour tout x € X,
alors A € p(A) et R(A, A) = R(A).
2. Si Re(A) > w, alors A € p(A), et la résolvante est donnée par l'intégrale
dans 1..

3. Pour tout entier n € IN et tout A € C avec Re(A) > w, on a
I(R(A, A))|| < %)” pour tout Re(A) > w.

La formule de R(A, A) dans 1. est dite la représentation intégrale de
la résolvante. L'intégrale est prise dans le sens impropre de Riemann, i.e.

R(A)x :=lim o0 fot e T(s)xds pour tout x € X.

La propriété 2. du théoreme montre que le spectre du généra-
teur d'un semi-groupe est toujours contenu dans un demi-plan gauche.
Le nombre déterminant le plus petit demi-plan donne une caractérisation
importante de tout opérateur linéaire. Ce nombre est défini comme suit :

A tout opérateur linéaire A, on fait correspondre sa borne spectrale définie comme
s(A) := sup {Re(/\); A a(A)}.

Il en résulte alors que pour tout semi-groupe fortement continu T de
générateur infinitésimal A, on a

—00 < 5(A) < wp(T) < +oo.
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3.1.3
Définition 3.4

Théoreme 3.3

Pour tout opérateur linéaire borné A défini sur 1’espace de Banach X
dont le spectre o(A) est compact et non vide, on définit son rayon spectral
comme suit :

r(A) :=sup {]/\] A€ U'(A)} = lim | A1/,

Il est clair que c’est un nombre réel fini qui satisfait, en outre, r(A) <
I|A|| (cf. (Taylor, 1985, Theorem 3.5, Chap V) ou (Yosida, 1965, Theorem 3
XIIL.2).

Caractérisation de la Stabilité Exponentielle Uniforme

Un semi-groupe T := {T(t) : t > 0} d’opérateurs linéaires bornés définis
sur 'espace de Banach X est dit uniformément exponentiellement stable s’il existe
deux constantes strictement positives N et v telles que

|T(t)|| < Ne ", pour tout t > 0.

De cette définition, on déduit que le semi-groupe T est uniformément
exponentiellement stable si et seulement si le taux wy(T) de croissance de
T (cf. (3.2)) est strictement négatif, i.e. wo(T) < 0.

Ensuite, nous analysons le concept de stabilité selon deux points de
vue : 'extension analytique du générateur et de la résolvante et 1’admissi-
bilité de type Perron.

Le théoréme suivant donne une condition assurant la stabilité
exponentielle uniforme d'un semi-groupe fortement continu T (cf.
(Datko, 1970), (Pazy, 1972) et (Pazy, 1983, Chapitre 4, Théoréme 4.1)).

Soit A le générateur infinitesimal d’un semi-groupe fortement continu T :=
{T(t): t € R}. Si, pour un certain réel p vérifant 1 < p < co, on a

/ | T(t)x||Pdt < oo, pour tout x € X,
0

alors T est uniformément exponentiellement stable.

Ce théoreme, portant le nom de Datko-Pazy, est démontré dans
(Pazy, 1983, Theorem 4.1 p 116).

Autrement dit, les trajectoires du semi-groupe fortement continu T ap-
partiennent a 1’'espace LP (IR, X) si et seulement si ce semi-groupe est uni-
formément exponentiellement stable.

Sur la base de ce théoreme, on déduit que wy(T) est I'abscisse de la
convergence absolue de la transformée de Laplace du semi-groupe T, ou
d’une maniere plus précise

t
wo(T) = inf {w €ER: thm/ e “®||T(s)x||ds existe pour tout x € X}.
—00 /0
Si A est le générateur infitésimal du semi-groupe T fortement continu
défini sur 1'espace de Banach X, on définit le taux de croissance (expo-

nentielle)ff| de la trajectoire T(-)x (lorsque x € X) par

w(x) = inf{w €ER: I M>1:|T(t)x]| < Me“" pour toutt > 0}

4. Appelé aussi type du semi-groupe dans la littérature
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On appelle w;(T) := sup {w(x), X € D(A)} le taux de croissance

(exponentielle) des solutions de probleme de Cauchy u/(t) = Au(t).

w1(T) joue un role important dans "étude du comportement asymp-
totique des trajectoires du semi-groupe T; il surveille la croissance des
solutions classiques, c’est-a-dire les solutions qui prennent naissance dans
D(A). Frank Neubrander a montré que w;(T) est encore l'abscisse de la
convergence de la transformée inappropriée de Laplace du semi-groupe
T, autrement dit, il a prouvé que

t
w1(T) = inf {w €ER : VxeX, tlim e T(s)xds existe dans X,
—00 /0

VA €C: Re(A) > w}.

Comme on le sait déja, si les nombres A appartiennent a p(A), l'inté-
grale définie ci-dessus est égale a R(A, A)x.

En outre, Wrobel a démontré que si la résolvante est uniformément
bornée dans un demi-plan ouvert a droite du plan complexe, et I’espace
X est B-convexe, alors wj(T) est négatif. Ici, on rappelle qu'un espace de
Banach X est B-convexe s'il existe un 6 > 0 tel que min{||x — y/, [|x +
y||} <2(1—=96), pour tout x,y dans la boule unité.

D’autre part, on a, d’apres (Nagel, 1986, A.IV, Corollary 1.5), s(A) <
w1(T) < wo(T). Si le semi-groupe est uniformément continu, les trois
membres sont égaux.

Puisque 1'utilisation du théoréme [3.3| est conditionnée par la connais-
sance du semi-groupe T alors que dans les applications, les informations
qu’'on possede sont souvent liées au générateur infinitesimal, il est né-
cessaire d’opter pour des caractérisations de la stabilité portant sur ce
générateur ou sur la résolvante de ce générateur.

La localisation du spectre du générateur d’un semi-groupe fortement
continu dans le demi-plan C_ := {A € C: Re(A) < 0} n’assure pas la
convergence vers 0 des trajectoires de semi-groupe contrairement a la si-
tuation similaire des semi-groupes engendrés par des opérateurs linéaires
bornés. L. Gearhart a montré que si 0(A) C C_ et si 'opérateur R(-, A)
est uniformément borné sur iR, i.e.

sup [R(i, A)] = M < e, 63
HER
alors le semi-groupe généré par A opérant sur un espace de Hilbert est
uniformément exponentiellement stable ((Gearhart, 1978), (Huang, 1985),
(Priiss, 1984), (Greiner 1985)).
Puisque la résolvante R(-, A) est la transformée de Laplace de T(-) sur
’axe imaginaire iR, la relation (3.3) peut également s’écrire comme suit :

P

Vx € X, sup H / e_ZVtT(t)xdtH = M(x) < o, (3.4)
ueER 0

Maintenant, on définit 'indice de croissance uniforme de la résol-

vante par

s0(T) := inf {w €ER: iu)p H/o e MT(t)xdt
Re(A)>w

, pour tout x € X}
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Théoreme 3.4

On a, évidemment,
w1 (T) < So(T) < CUO(T).

Du théoreme de Gearhart, il résulte que pour un semi-groupe forte-
ment continu opérant sur un espace de Hilbert, so(T) = wy(T).

Sous les hypotheses du théoréme de Gearhart mais dans des espaces
de Banach, Wreis et Wrobel ont prouvé que le semi-groupe T est exponen-
tiellement stable, i.e. w1 (T) < 0.

De I'hypotheése de la bornitude (3.4), les hypotheses du théoreme de
van Neerven - Vu Phong n’est qu'une étape.

Soit T := {T(t) : t > 0} un semi-groupe fortement continu opérant sur un
espace vectoriel normé X dont on note son générateur infinitesimal par A.
On suppose que

£
sup sup H/ e’”‘sT(s)xdsH = M(x) < o0, (Vx € X) (3.5)
HeR >0 /0

e Si X est un espace de Banach, alors T est exponentiellement stable, c’est-a-
dire qu'il existe deux constantes strictement positives N et v telles que

IT(8)x]| < Ne7*'(|lx]| + [|Ax])), (Vx € D(A)).

e Si X est un espace de Hilbert, alors T uniformément exponentiellement
stable.

On présente dans ce qui suit les idées principales de la démonstration
proposée par van Neerven :

1. En se servant des théoremes de I’analyse complexe appliqués sur des
fonctions a valeurs vectorielles (parmi les quelles on trouve le théoreme
de Phragmen-Lindelof et Vitali), Jan van Neerven a prouvé que si pour un
xp € X, on a

t.
sup sup H/ e’”‘sT(s)xdsH =M < oo,
ueRr >0 " /0
alors la fonction A — R(A, A)xp admet une extension analystique bornée
sur C; := {A € C: Re(A) > 0}.

2. De plus, si la fonction A — R(A, A)xp admet une extension analy-
tique bornée sur C., alors pour tout A € C tel que Re(A) > wy(T), on
a

IT(H)R(A, A)xo|| < M(1+t), VE>0 (3.6)

Pour démontrer (3.6), ont été utilisées la premiere écriture de la transfor-
mée de Laplace du semi-groupe (3.4) et puis la formule d’inversion
a+ioco
T(R(M, A)xo = / ¢'R(z, A)R(A, A)xodz, si Re(A) > wo(T).
a—ico
D’apres le théoreme de Cauchy, l'intégrale sur le contour I' = I'y U

I', UT3 UTy (orienté comme dans la figure est nulle. En évaluant les
différentes intégrales, on obtient ce que 1’on souhaitait.
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FIGURE 3.1 — Déformation du contour d’intégration.

3. Il a montré que si

t

Vx € X, supsup /e’“‘sT(s)xds = M(x) < oo,
ueR t>0

alors la résolvante R(-, A), en fonction de valeurs avec les opérateurs, ad-
met un prolongement analytique borné sur C... Un résultat connu assure
que si |[R(A, A)|| < L < oo pour tout A € C avec Re(A) > 0, alors la ré-

solvante est bornée par la constante L pour tout z € C avec Re(z) > —5-.

En choisissant 6 = ;- > 0 et considérant le semi-groupe S(t) = ¢’ T(t)

engendré par B := 6] — A dont la résolvante R(A,B) = R(A — 4, A) est
bornée, on obtient

Vi>0,Vx e X, |T(H)R(A—6,A)x| < Mee % (1+1).

Finalement,

< -6<0.

oy (T) = lim sup MIT(ORA =5, 4)|

t—oc0 t

La condition (3.5), assurant une uniformité par rapport au parametre y, a été
initialement introduite par M.G. Krein[}

Exemple (Buse, 1998, Example 2) Soit X; := Cy(Ry,C) 'espace vec-
toriel de toutes les fonctions continues x : R, — C qui tendent vers 0 a
l'infini et X, := L1 (R4, C, e°ds) 1'espace de toutes les fonctions mesurables

(o]

x : Ry — C vérifiant [ e'|x(t)|dt < co. On pose X := X; N X,. On définit
0
sur X la norme suivante

1] x = [x]eo + / ox(b)dt, x € X,
0

Pour tout t > 0, on définit 'opérateur S(t) : X — X par (S(t)x)(7) =
x(t + 7), pour tout T > 0. Il est facile a vérifier que S:= {S(f)}>0 est
un semi-groupe fortement continu sur X de générateur infinitesimal Ag :

5. Mark Grigorievich : né le 3 avril 1907 a Kiev (Ukraine) - mort le 17 octobre 1989 a
Odessa.
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D(As) — X donné par As = % et D(As) = {x € C'(R;,X) : x € X}.
De plus, d’apres (Nagel, 1986, p. 100) w1(S) = s(As) = —1 et wy(S) = 0.
Maintenant, soit T(t) = e2S(t), t > 0. Il est évident que, si Ar est le
générateur infinitésimal de T := {T(t) : t > 0}, wi(T) = s(Ar) = —3
et wo(T) = 1. Montrons que T vérifie . Soitx € X, t >0etpu € R.
La fonction u : [0,t] — X, u(s) = e'"T(s)x est continue et donc Bochner
intégrable, et la fonction v : [0,t] x Ry — C, v(s,T) = e x(s + T) est

mesurable. Alors
t t
(/ eiVST(s)xds) (1) = /ei’“x(s + T)ds.
0

0
De plus,

t t [}
/eiVST(s)xds = sup /eiV”%sx(s + 7)ds| < /ESIX(S)IdS =M< o
0 >0 0 0
et

dt

dt et

eT

t
[ etrstasx(s 4 T)ds
0

(i eiVST(s)xds> (1)
0

IN

IN
<
o
N‘

Il en résulte que

t
sup sup /ei"sT(s)xds < 3M,

€R >0
! N X

et dong, la condition (3.5) est remplie et wy(T) = 1.

Dans ce qui suit, on présente les idées de la démonstration du théo-
réeme de Vu Phong, (Phong, 2001) : dans (Reghis, Buse, 1998), il a été mon-
tré que si

sup /T(s)xds = M(x) <o, (VxeX),
0

t>0

alors 0 € p(A), c’est-a-dire que A~1 = R(0, A) existe. Le résultat précédent
reste vrai si S(t) = €*'T(t) avec u € R, au lieu de T(t), dans ce cas on
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conclut que iy € p(A). Vu Phong a complété ce résultat en montrant dans
ces conditions que, pour tout réel y,

t
|R(ip, A)|| < M, := sup /e’iVST(s)ds
= £0)
De I'hypothese (3.5), il existe une constante absolue M telle que

t

sup ||R(iu, A)|| < M := supsup /e*i”ST(s)ds
ueER ueR t>0 £(X)

Ainsi est obtenue 1’assertion désirée via le Théoréme de Gearhart.

En 1930, Oscar Perron a trouvé un lien entre la propriété de stabilité ex-
ponentielle uniforme d’un systeme différentiel et une certaine condition,
appelée depuis, condition de Perron. Plus de détails sur cette question se
trouve dans (Perron, 1930), pour le cas ol ’espace est de dimension finie
et dans (Massera, Schafter, 1966), pour le cas général. On présente brieve-
ment 1'idée de Perron pour les systemes différentiels linéaires autonomes.
Soit 2 un nombre complexe. L'équation différentielle scalaire

x(t) =ax(t), t€R

t*to)u

est asmptotiquement stable, i.e. tlim el

—00
seulement si la partie réelle de a est négative ou si et seulement si pour tout

nombre réel y et pour tout scalaire complexe b, la solution du Probleme
de Cauchy

= 0 pour tout fy) € RR, si et

{ y(t) = ay(t) + b, teRy
y(0)=0

est bornée.

Ce résultat peut étre étendu au cas ol1 2 est une matrice quadratique a
valeurs complexes et b est un vecteur de C", ou méme si a est un opérateur
linéaire et borné agissant sur un espace de Banach, et b est un vecteur dans
son domaine, (voir par exemple (Balint, 1983)). En outre, le résulat peut
étre étendu au cas de semi-groupes fortement continus, comme indiqué
dans l'ouvrage et les articles (van Neerven, 1996, 2), et (Barbu, Buse, 1997),
(Reghis, Buse, 1998), (Buse, Prajea, 2008). Ces résultats de stabilité pour la
matrice étaient généralisés dans (Zada, 2008) pour le cas de la dichotomie
exponentielle.

FAMILLE D’EVOLUTION PERIODIQUE

Une sous-famille a deux parametres U = (U(t,s))i>s de L(X) est une famille
d’évolution sur un espace de Banach X si :

1. U(t,s)U(s,r) = U(t,r) pour touts t > s > ret
2. U(t,t) = I pour tout t, oir I est I'opérateur identité sur L(X).
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Remarque 3.2

La famille d’évolution U/ est dite fortement continue si pour tout x €
X, I'application

{(t,s)eR*:t>s} — X
(t,s) +—— U(t,s)x

est continue. Si la famille d’évolution fortement continue U =
{U(t,s) }+>s satisfait la condition de convolution U(t,s) = U(t —s,0), pour
toutes les paires (t,s) avec t > s, alors la famille (T(t));>0, définie par
T(t) := U(t,0), est un semi-groupe fortement continu.

S’il existe deux constantes M > 1 et w € R telles que

|U(t,s)]| < Me“=%), pour tous t > s,

on dit que la famille U/ est a croissance exponentielle. En outre, si pour
un certain g > 0 fixé on a

U(t+q,s+q) = U(t,s), pour tous t > s,

la famille U/ est dite périodique de période 4. Il est évident que toute
famille d’évolution g-périodique vérifie

Vuel0,q], VpeN, U(pg+gq,rq+u)=Ulqu),
et
Vp e N,y € N,p>r, U(pqrg)=U((p—r1)q,0)=U(q0)""

Toute famille d’évolution U = {U(t,s)}, périodique de période g, dé-
finie pour les couples (t,s), avec t > s > 0 peut étre prolongée a une
famille d’évolution g-périodique définie pour tous les couples (t,s), avec
t>s eR,telle que U(t,s) = U(t +kq,s + kq), ot k est le plus petit entier
pour lequel s + kq > 0.

I est connu que la famille d’évolution U/ fortement continue et pério-
dique de période g admet une croissance exponentielle (cf. par exemple,
(Buse, Pogan, 2001, Lemma 4.1)). On dit que la famille dévolution U est
uniformément exponentiellement stable s’il existe deux constantes stric-
tement positives N et v telles que

|U(t,s)|| < Ne="t=5), pour tout t >s > 0.

Une famille d’évolution U, fortement continue et périodique de période q, est
uniformément exponentiellement stable si et seulement s'il existe deux constantes
strictement positives Ny et vy telles que

|U(t,0)|| < Nie "',  pour tout t > 0.

Démonstration. L'implication directe est évidente. Réciproquement, soit
k la partie entiere de %. Alors, pour tous t > s+ g, on a

Ut )l < [Ju(t = (k+1)q,0)[[|U((k+1)q,s]
< Nye "(t=ka=q) pfews

NlMe(“H‘Vl)qe_Vl(t_s) .

Sit € [s,s+ g], on peut choisir N; > 0, suffisamment grand, tel qu’il existe
v1 > 0 vérifiant la propriété Me“d < Nye "1(-=5),
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Dans (Buse, Lemma 2), il a été montré qu'une famille d’évolution U/,
fortement continue et périodique de période g, est uniformément expo-
nentiellement stable si et seulement si le rayon specral de U(g,0) est stric-
tement inférieur a un, i.e.

r(U(g,0)) :=sup {|A], A € o(U(g,0))} = lim |[U(q,0)"|[* < 1.

Une autre caractérisation de la stabilité exponentielle uniforme de fa-
milles évolution périodiques de période g utilisée dans les chapitres sui-
vants, est donnée par la proposition suivante. Cela est une conséquence
du théoréeme ergodique uniforme (Krengel, 1985, Theorem 2.1, Theorem

2.7)

Soit U = (U(t, s))t>s>0 une famille d’évolution fortement continue et périodique
de période q agissant sur un espace de Banach X. La famille U est uniformément
exponentiellement stable si et seulement si pour tout y € R, on a

v .
Z elyku(q, O)k
k=1

sup = L(p) < co.

v>1

Démonstration. La démonstration de cette proposition peut étre trouvée
par exemple dans le Lemme 1 de (Buse, Cerone, Dragomir, Sofo, 2005)).
Pour la cohérence du texte, on présente cette démonstration. En utilisant
I'identité suivante

(ei”ll(q,o) — I) (I +€"U(g,0) + €U (g,0)% + - - - + ei’”U(q,O)")
_ ei‘u(v+1)u(q’0)v+1 . I,
on obtient, par passage a la norme,

Vv € N,

U (g,00 4| <1+ Liw) (14 |U(q,0)]1),

autrement dit, 7(U(g,0)) <1, etdonc o(U(g,0)) c{reC: |A| <1}
On suppose, par 'absurde, que 1 € ¢(U(q,0)). Etant donné que 1 €
ac(U(q,0)) il s’ensuit que 1 € 0,(U(q,0)), en effet, d’apres (Buse, 2003
Proposition 2.6.3), la frontiere du spectre d'un opérateur linéaire fermé
A, noté par do(A), est contenu dans le spectre approximatif de A, c’est-a-
dire que
a0 (A) C 0,(A) C o(A).

[Ici, on rappelle que le scalaire complexe A appartient a 0,(A), le spectre ap-
proximatif de A s'il existe une suite (x,)neN, avec x, € D(A) et ||x,]| = 1
pour tout n, telle que Ax, — Ax,, — 0, quand n — c.]

Il existe, alors, (x,)nen, avec x, € X et ||x,|| =1 tels que

(I-U(g,0))x, — 0, lorsque n — oo.

Il en découle que, U(g,0)* (I —U(g,0))x, — 0, la convergence est uni-
forme par rapport a k € IN. Soit m € IN, m > 2L(0) et n € IN tels que

< b

|uta, 0" (1= u(g,0) ]| < 5.

pour toutk =0,1,--- ,m.
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Alors

LO) > | ¥ U0k,
k=0

m
X+ Y U(g,0)kx,
k=1

(T (xn+kzluw,0)f<uw,0>—l> x)H
i=0

k=1 j
m k—1 .
= |(m+1)x,+ ¥ ¥ U(q,0) (U(q,0) —1I)xy,
k=1 j=0

m k—1 .
> m+1- Y ¥ [IU(g,0) (U(q,0) ) x|
k=1j=0

m
> m41-y L =3 s m s ),
k=1

D’out la contradiction. Ceci entraine que 1 ¢ o(U(g,0)). Appliquant le
résultat précédent sur V(q,0) = ¢*U(q,0), avec u € R, il en résulte que
e~ ¢ o(U(q,0)). Ainsi, r(U(g,0)) < 1, et par conséquent la famille I/ est
uniformément exponentiellement stable.

Soit | € {R,R;} et X un espace de Banach ou de Hilbert. Dans le
chapitre suivant, on utilisera les espaces suivants.

BUC(],X) - Espace vactoriel de toutes les fonctions définies sur | et a valeurs
dans X qui sont uniformément continues et bornées sur J. Muni de
la norme définie par ||f[|e := sup,;[|f(t)[l, BUC(], X) devient un
espace de Banach.

AP(],X) - Sous-espace vectoriel de BUC(], X) engendré par toutes les fonc-
tions de la forme f,(t) = e x avec p € Ret x € X.

APy (], X) - Espace de toutes les fonctions f € AP(J, X) avec la propriété que
la série de coefficients de Fourier associée a la fonction fonction f
est absolument convergente. Pour plus de détails sur AP(],X) et
APy (], X) on se réfere a (Corduneanu, 2009).

P,(],X) - Espace de toutes les fonctions définies sur | et a valeurs dans X, qui
sont périodiques de période g, i.e. f(t +g) = f(t) pour tout f € J.

PL?( J,X) - Sous-espace de fonctions f € P,(], X) telles que f(0) = 0.
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DESCRIPTION DU PROBLEME

Dans ce chapitre, on démontre que la famille d’évolution U, pério-
dique de période g, opérant sur un espace de Banach X, est uniformément
exponentiellement stable si elle vérifie la condition de bornitude

t
sup sup /ei“SU(t,s)xds = M(x) < oo, (Vxe€ X), (4.1)

HER t>T>0

et si, en outre, pour tout x de 'espace de Banach X, la trajectoire partant
de x, c’est-a-dire la fonction t — U(t,0)x, satisfait une condition de Lip-
schitz sur |0, q[. Dans le cas particulier du semi-groupe fortement continu
d’opérateurs, la condition peut s’écrire sous la forme

t

sup sup /eiP‘sT(t —s)xds|| := M(x) < oo, (Vxe€ X). (4-2)
ueR t>0

L'idée de base de la démonstration est de montrer que, sous 1’hypo-
these (4.1), un semi-groupe d’évolution 7 associé a la famille &/ sur un
espace convenable de fonctions a valeurs dans X, satisfait a la condition

de bornitude
t

sup sup /e’i’*ST(s)fds < 0o,
ueR t>0

pour tout élément f d’un sous-espace dense de 1’espace Banach de fonc-
tions considérées sur lequel opére le semi-groupe. La stabilité exponen-
tielle uniforme de 7 est équivalente a la méme propriété pour i.

En outre, en s’appuyant sur un lemme bien connu, on prouve que si
le semi-groupe d’évolution 7 est uniformément exponentiellement stable
alors le générateur infinitésimal est inversbile.

La théorie spectrale pour les semi-groupes d’évolution est un sujet
qui a ses origines dans les travaux de J. Mather pour les systemes dyna-
miques hyperboliques, (Mather, 1968), et ]. Howland pour les problemes
de Cauchy autonomes, (Howland, 1984). L'efficacité de cette méthode
dans I'étude du comportement asymptotique des solutions des équations
d’évolution est mise en évidence dans beaucoup d’articles et de monogra-
phies.

Pour plus de détails on peut se référer a (Schnaubelt, 2002),

(Minh, Rébiger, Schnaubelt, 1998), (Chicone, Latushkin, 1999),

(Clark, Latushkin, Montgomery-Smith, Randolph, 2000)

et (Naito, Minh, 1999), mais aussi les références citées dans ces travaux.
Dans tous ces travaux, un théoreme spectral pour le semi-groupe d’évo-
lution était fixé. Cela était possible parce que I'ensemble C§°(]0, oo, X) de
toutes les fonctions a valeurs dans X, indéfiniment dérivables et a support
compact dans ]0, oo[, est dense dans 1'espace de Banach de fonctions

[ LP(R,X), 1<p<oo
Ep(Ry, X) = { Coo(Ry,X), p=oco,

sur lequel le semi-groupe agit. Par L” (R4, X), lorsque p € [1, 0], on dé-
signe I'ensemble des fonctions mesurables définies sur R a valeurs dans
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4.2

4.2.1

Proposition 4.1

X telles que O+°° | f(£)]|dt soit fini et par Coo(R4,X), on désigne l'en-
semble de fonctions continues qui sont nulles en zéro et qui tendent vers
zéro a l'infini. Dans le cadre de ce chapitre, cette derniere condition n’est
pas remplie, et par conséquent une autre méthode, différente, est dévelop-
pée afin de démontrer les résultats annoncés.

SEMI-GROUPE D’EVOLUTION OPERANT SUR E(IR, X)

Dans cette section, on construit un espace de fonctions a valeurs dans
X sur lequel on définit un semi-groupe d’évolution dont on présente cer-
taines de ses propriétés. Pour une famille d’évolution périodique, d’opé-
rateurs linéaires et bornés agissant sur un espace de Banach X, on se pro-
pose de donner quelques caractérisations de la stabilité exponentielle en
termes de semi-groupe associé a 1’évolution sur un espace nouvellement
construit.

Pour un t > 0 arbitrairement choisi, on note par A; 'ensemble de
toutes les fonctions définies sur R a valeurs dans l'espace de Banach
X, avec la propriété qu'il existe une fonction F de P,(IR, X) N AP (R, X)
telle que F(t) = 0, f = F,., et f(s) = 0, pour tout s < t. On note par
E(R, X) la fermeture pour la norme “sup” de la convergence uniforme de
'espace engendré par {U;>0A;}, c’est-a-dire E(R, X) = span {U;>0.A¢} .
Muni de la norme “sup”, E(RR, X) est un sous-espace fermé de BUC(IR, X).
Le semi-groupe d’évolution (7 (t));>0 associé a la famille d’évolution

U = (U(t,s))w=s fortement continue et périodique de période g, sur
E(R, X) est formellement défini par
[ U(s,s=t)f(s—t), s>t
(T09)(5) = { vz 43)

Propriétés du semi-groupe d’évolution

Le semi-groupe d'évolution {T (t)}i>o, défini dans (4.3), opere sur I'espace
E(R, X).

Démonstration. Soit f de U;>9.As et r > 0 tel que f € A,. Alors, il existe
une fonction F de P;(R, X) N AP; (R, X) telle que F(r) = 0 et

F(s), s>r

o ={ 221

Dong, pour tout t > 0, fixant s € R, on a

(T = {HEeTOREm a2

Il est facile de vérifier que la fonction s — G(s) := U(s,s —t)F(s —t) est
périodique de période g et appartient a I'espace AP (R, X).

En outre, compte tenu du fait que U a une croissance exponentielle
(c’est-a-dire qu’il existe deux constantes M > 1 et w € R vérifiant
[U(t,s)|| < Me“(=9)), on a

IGC) [l < [U(s,s — )] < Me“'[[E(-)]l1 < oo.

Z ezyks tck )

k=—c0
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Il s’en suit que 7 (t) f appartient a A;4,.

Qu'il opere sur E(RR, X) ou sur BUC(RR, X), 7 (t) est linéaire. Soit f =
ag + Bh € span {Uj>0A;}, ot g € A, et h € Ay avec p < 7 et o, B deux
nombres complexes. Alors,

T(O)f =aT(8)(Q)+ BT () (h).

On remarque que 7 (t)(g) € Aiyr et T(t)(h) € Asyp, dés que T(t)f €
span {U;>0.A¢ }.
Il reste & examiner le cas ol f € span{U;>¢.A;}. On considére, pour ce
faire, une suite (f,,), a valeurs dans span{U;>0.A;}, telle que sup || fu (t) —
£>0

f(t)|l — 0, lorsque n — oco. Il en découle que
sup (T () fa) (s) = (T(£)£) ()l
= S;g}ovl|u(s,s—t)fn(s—t)—U(s,s—t)f(s—t)l\
< Mev sup||fu(s —t) — f(s = )| = 0, (n — o).

s>t

Il en résulte finalement que 7 (¢)f € E(R, X), ce qui acheve la démonstra-
tion.

Le semi-groupe d’évolution {T (t)}+>o est fortement continu.

Démonstration. Soit f € A,. On a successivement :

1T f = fllewx) = sup [U(s,;s =) f(s —t) = f(s)]

=sup [[U(s,s = t)f(s —t) = U(s,;s = £)f(s) + U(s,s = 1) f(s) = f(s)]

< sup [U(s,s =)l f(s = 1) — f(s)]l + sup I[U(s,s —t) = U(s,s)]f(s)]l

< Me“'sup || f(s —t) = f(s)]| + sup I[U(s,s —£) = Uls,s)] f(s)]-

s>t

Le premier terme du c6té droit de la derniere inégalité tend vers zéro
quand t — 0, puisque la fonction f est uniformément continue, tandis
que le second terme tend vers zéro parce que la famille d’évolution U est
fortement continue.

On considére a présent une fonction f de E(RR, X). Il existe alors une
suite (fy)n a valeurs dans span{U;>0A;} qui converge vers f. Soit un
entier N tel que || f — fn ||~ soit assez petit que I’on veut. Ceci donne alors
que

ITOf = fllewxy < ITEF =T O fMwlewx) + 1T N = fllewx)
Tl = flleo
< Me'|f = fulleo +IIT () fn = NIl + [N = flleo.

Le terme || 7 (t) fy — fn|| tendant vers zéro, lorsque t — 07, on en déduit
finalement le résultat souhaité.
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4.2.2 Relation entre le comportement asymptotique de la famille d’évo-
lution et celui du semi-groupe associé a cette famille

Dans cette section, on met en évidence les liens entre le com-
portement des trajectoires d’une famille d’évolution périodique et
le comportement du semi-groupe d’évolution associé. Le résul-
tat principal de cette section est le théoréme Du point de
vue structurel, ce théoréme est connu. Il suffit de consulter, par
exemple (Minh, Rédbiger, Schnaubelt, 1998), (Chicone, Latushkin, 1999),
(Clark, Latushkin, Montgomery-Smith, Randolph, 2000), (Schnaubelt, 2002),
ainsi que leurs références.

Partout, dans ces références, le semi-groupe d’évolution défini sur I’es-
pace des fonctions correspondant a la propriété fondamentale de conte-
nir C§°(]0, co[, X). En outre, dans ces domaines, 1’espace Ci°(]0, o[, X) est
dense pour la norme de I'espace correspondant. Cette particularité princi-
pale permet de déduire la propriété fondamentale de la stabilité du semi-
groupe d’évolution, c’est-a-dire s(G) = wy(T).

En revanche, l'espace E(R, X), précédemment introduit, ne contient
pas C(]0,00[, X). Dans ce contexte, on ne peut pas prouver l'implica-
tion (3)=(2). Dans le pragraphe 5.3 on démontre que (3) implique (2)
en utilisant un espace plus large que E(IR, X). Toutefois, en supposant
de plus que la famille d’évolution est uniformément bornée et que la
fonction s — U(s,0)x satisfait une condition de Lipschitz sur R, pour

chaque x d’un sous-ensemble dense D de X, on montre que I’ensemble
2jm
e j € Z ; est inclus dans "ensemble résolvant de U(g,0).

Les lemmes suivants sont utiles aux preuves des théorémes[4.1] et

Lemme 4.1 Soit U = {U(t,s) }+>s>0 une famille d"évolution fortement continue et périodique
de période q agissant sur 'espace de Banach X. On suppose que la famille U
est uniformément bornée, c’est-a-dire qu’il existe une constant K > 0 telle que
SUP;~so ||U(E8)|| := K < oo. Si pour le nombre réel u et la fonction f €
E(R,X), ona

sup /ei”SU(t,s)f(s)ds = M(u, f) < oo,
£20 ||

alors
t

sup /e*i”ST(S)de < K(p, f) < 0.

t>0

Preuve. Soit T € Ret [, ,(T) = (j e_i”ST(s)fds> (7).
0

Evaluons la norme “sup” de Jf,(-).
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1. Pour T > t,ona

(Ol = E)fe‘i’”u(’fff—S)f(T—S)ds

= f E‘i“(T‘P)U(T,f))f(p)de

= |l <OfT U (T, ) f(p)dp — Tgf te”‘PU(T,p)f (p)dp) H
< Ofrei””u(ffp)f(p)dp + Tof tei’*"U(T,p)f(p)dp
< M f) + U(T, T =) [ M(p, f)

< (I14+K)M(u, f) < oo.

2. Pour 0 < 7 < t, on obtient que

pen (Ol = Ofefﬂsuw,r—s)f(r—s)ds

< E)fel'P‘PLI(T,p)f(p)de

< M(u, f) < oo.

3. Lorsque T <0, J¢;,(T) = 0.
La résultat se déduit finalement en prenant K(y, f) := (1 4+ K)M(y, f).

Soit f,u € E(R, X). Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. u € D(G) et Gu = —f.

t
2. u(t) = [U(t,s)f(s)ds, pour tout t > 0.
0

Preuve. La démonstration de ce lemme est similaire & celle du Lemme 1.1
de (Minh, Rabiger, Schnaubelt, 1998). Cependant, pour la cohérence et la
clarté de ce paragraphe, on présentera la démonstration de ce lemme.

[1. = 2.] Pour chaque t > 0etu € D(G) on a

THu—u = ftT(T)GudT.
0
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Par conséquent, étant donné que #(0) = 0, on obtient que :

u(t) = (T(Hu) )+ <Of T(TWT) (0

= U(t,0)u(0) —|—ftll(t,t—r)f(t—r)dr
0

= j Ut p)f(p)dp.
[2. = 1.] Soits > 0 et 0 < t < s. Montrons que u € D(G). En effet,
(=T(Hu+u)(s) _ —U(s,s—tu(s—t)+u(s)
t t
—U(s,s —t) sjitll(s —t,7)f(T)dT + j U(s,T)f(T)dT
_ 0 t 0
- sof_tu(s, O (1)dt + Of U(s,7)f()dr
t

s—t

— U, ) f(T)dT+ Sf_tU(s,T) Fr)dT+ [ Us,7)f(1)dr
0

0 s—t

ot

[ uts,s = p)f(s — p)ip (

T(p)fdp> (s)

t t
Par passage a la limite, on obtient :
t
T(p)fd
. —T(tu+u . of (o) fdp
lim = lim =f
t—0t t t—0t t

On considere le systeme différentiel dépendant du temps d’une ma-
niere périodique de période g :

x(t) = A(t)x(t), teR, x(t)eC", (A(t))
et le probleme de Cauchy
{sig o e, =0 (A1, £,0

ou f une fonction continue définie sur R et a valeurs dans C".

L'espace Fo(R,C") désigne 'ensemble des fonctions f : Ry — C”,
continues et périodiques de période g données sur l'intervalle [0, g] par
légalité f(s) = h(s)®(s)b, avec b un vecteur de C". Par ®(-), on désigne
une matrice fondamentale associée a La fonction h(-) appartient
a I'ensemble {hi(-),ha(-)}, ot hy(+) et hp(-) sont deux fonctions a valeurs
scalaires, définies sur l'intervalle [0, q| par :

e ={ % L et =sg- o)
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Soit X un espace de Banach et £(X) désigne 1’algébre de tous les opé-
rateurs linéaires bornés définis sur X. La norme sur X ainsi que sur £(X)
sont notées par le méme symbole || - ||. On considere le systeme différen-
tiel vectoriel dépendant du temps périodiquement de période g et
le probleme de Cauchy suivant

(A(t), 1,b,0) { z EQ) - fg‘(ﬂy(t) +eMh, t>0, beC",

On note par ®(-) la matrice fondamentale associée a Autrement
dit, la matrice ®(-) est 'unique solution de probléeme de Cauchy opérato-
riel suivant

{ X(t) = A(HX(t), teR (A1), 1)

X(0) = 1.

De méme, on considere le probleme non homogene opératoriel suivant

{ X(t) = A(H)X(t) +e™I, t>0

X(0) = 0. (A(t),p,1,0)

Sa solution est donnée par

t
@, (t) = / U(t, s)eds.
0

On suppose, ensuite, que
t— A(t): R — M(n,C)

est continue et périodique de période 4. La matrice ®(t) est inversible et
son inverse est 1'unique solution du probleme de Cauchy opératoriel

_X(DA(H), teR

—
><.
—~
—
SN—
Il

hi(s) = { g—s sc [(Z)’,%I][ et  hy(s) =s(g—s), se€]0,q].

q 9.

On désigne par Hy(p) = [ e*hy(s)ds et par Hy(u) := [ e'*hy(s)ds. Alors,
0 0

Hy(p) = 0'si et seulement siy € A := {4"7” 1k € Z\{0}}. De plus, Hy(n) =

—% # 0 pour tout u € A.

Preuve. Pour y # 0,0on a

Nk

q q

/ei’“hl(s)ds = /sei”sds + /(q — 5)eMeds

0 0 g

% % plhs elhs
- —ds + q——

o 3 Iy Iy

seits q geihs q

iy

g i
g 14
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. q .

eins |2 olHs q 1 i ;

_ — _ 5 Hq
Gl * Ty = e (L2 ).

La premiére assertion est alors claire.
Soit py := 4"" . Alors

q q
/ei"kshz(s)ds = q/seiyksds =
0 0

gelHis q 1 eihes §2piHkS
e lo otk LHk

ge'tks 1 sethks
T2 Gy

o
—=
@0
N
NN-
=
=
1%
QU
[

)% |

_ _ qeillk‘] 2 [qei}lk‘i . E[;dks ]
(i <w3>2 T2 Gwr ~ Ty

_ 29 . q

= R T W

Par la suite, les extensions par périodicité des fonctions h;, pour j €
{1,2}, seront désignées par le méme symbole. Partout dans cette section,
j=1louj=2

Lemme 4.4 Chaque fonction f de Fo(Ry,C") satisfait une condition de Lipschitz sur R

Preuve. Soit b € C",j € {1,2} et f € Fo(R4,C"). Les fonctions h; sont
bornées et

max h;(s) =h, ot h —max{q qZ}
scloa] ! 2" 4

En intégrant la quantité 2®(t) = A(t)®(t) entre deux réels positifs t; et
ty, avec ty > t1 et t1,tp € [0,q], et en posant SUPse[0,0] [D(s)|| :== M < oo,
on obtient que :

[®(t2) — g/IlA(s)d>(s)||dt§M||A(-)Hoo|tz—t1|.
En outre,
[f(t2) = f(B)Il = [|D(t2)hj(t2)b — P(t1)h;(t1)D]|
< [[®(t2)hi(t2)b — P(t2)hj(t)D||
+|D(t2)hi(t1)b — <I><t1) (t1)0]
< ||q>(t2)|||h (t2) — (tl)Hle
+\h1t1)lllq> 2) — @(t)]l]|b]
< M@+WAHMNMM—hL

Dans la derniére estimation, a été utilisée

|hj(t2) — hi(t)| < h|ta —t1|, h:=max{l,q},



Remarque 4.1

Théoréeme 4.1
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qui est une conséquence du théoreme de Lagrange (théoréme de la
moyenne).
Sity € [(k—1)q,kq] ett; € [kq, (k+1)q|, avec t, < t; etk € Z, alors

1£(t2) = flkg) || < ¢~ |t2 — kg

et
1f(kq) = fF(t)I} < - lkq =t

entrainent que

1f(t2) = fF(E)I < e~ [lt2 — kgl + [kg — ta]] = c - |t2 — ta].

Enfin, si t1,t, € [kq, (k+1)q] ou |t, — t1]| > g, on considere t; = t§ + kiq et
ty = t5 + kog, avec t7,t5 € [0,q] et k1, ko € Z, on obtient que :

If (k) = f(B) | = |l f(82) = fF(E) < e [t2 = ta]-
Par conséquent, la fonction f satisfait une condition de Lipschitz sur R;..
[

Une famille d’évolution U, fortement continue et périodique de période q, est
uniformément exponentiellement stable si et seulement si il existe deux constantes
strictement positives Ny et vy, telles que

|U(t,0)|| < Nie ", pour tout t > 0.

Démonstration. L'implication directe est immédiate. Réciproquement,
soit k(s) la partie entiere de % Alors, pour tout t > s+ g, on a

It s)ll < Ut = (k(s) +1)g, 0)[|[[U((k(s) +1)q,s]]
< Nye n(t=k(s)a—4) prews
— NlMe(erv])qefvl(tfs)'

Sit € [s, s+ q] alors on choisit Ny > 0, suffisamment grand, tel qu'il existe
un v > 0 vérifiant Me®“7 < Nye “1(t=s).,

Le résultat principal de cette section peut étre présenté comme suit :

Soit U une famille d’évolution fortement continue et périodique de période q opé-
rant sur 'espace de Banach X et T le semi-groupe d’évolution asocié a U sur
E(R, X). G désigne son générateur infinitésimal. On considere les assertions sui-
vantes :

(1) U est uniformément exponentiellement stable.
(2) T est uniformément exponentiellement stable.
(3) G est inversible.
(4) Pour chaque f € E(R, X), la fonction

Es gp(t) = /u(t,s)f(s)ds
0
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appartient a I'espace E(R, X).

(5)  Pour chaque f € E(R,X), la fonction g¢ appartient a I'espace
BUC(R4, X).

Alors

(1) & (2) = (3) = (4) = (5).

Si, en outre, la famille U est uniformément bornée, alors (5) = (3).
Démonstration. : (1) = (2). Comme la famille ¢/ est uniformément expo-
nentiellement stable, il existe deux constantes strictement positives N et v

telles que ||U(t,s)]| < Ne—vit=s) pour tous t > s. Alors, pour tout t > 0 et
toute fonctions f de E(R, X), on a

1T flewx) = supllU(s,s—)f(s =1

s>t

< Nesupl|f(s = )l = Ne~[f e,
s~

ce qui prouve que le semi-groupe 7 est uniformément exponentiellement
stable.
(2) = (1). Soit g la fonction périodique de période g, définie sur [0, g],

par
_ 4 9\
g(s) == 72 (s— E) .
Il est évident que g appartient a ’espace AP;(R, C). Alors, pour tout x de
X, non nul, la fonction

5 fls) ::{ g o2

appartient a 1'espace E(RR, X). De I'hypothese, il existe deux constantes
strictement positives N et v telles que pour tous s > t > 0, on ait :

Ne " fellewx) = (T () fo) ()l = g(s = H[U(s, s — £)x]).

Pours =t+g,ona

NN

7

Ne " [lx] = Ne™"|| feller x) > &(@)1U(t +q,9)x]| = [U(t,0)x].

On conclut en vertu de la remarque

(2) = (3). On sait que le semi-groupe 7 est uniformément exponen-
tiellement stable, ce qui entraine que I'indice de croissance exponentielle,
wo(T), est strictement négatif. Puisque s(G) < wy(T), on déduit que
0 € p(G) et par conséquent G est inversible.

(3) = (4). Soit f € E(R,X). Comme G est surjectif, on peut trouver
u dans D(G) C E(R, X), telle que Gu = —f. En vertu du lemme le
résulat en découle.

(4) = (5). La fonction gs est bornée sur R puisqu’elle appartient a
E(R, X) qui est un sous-espace de BUC(RR, X).

(5) = (3). Cette implication résulte de (5) en appliquant le lemme
pour u = 0 et de la Proposition 3. de (Reghis, Buse, 1998).
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On suppose que la famille d’évolution U est uniformément bornée et qu’il existe un
sous-ensemble dense D de X tel que pour tout x de D, la fonction s — U(s,0)x
R, — X satisfasse une condition de Lipschitz sur (0 q). Si la condition (5) du

théoréme précédent est satisfaite, alors I'ensemble {e T :j € Z} est inclus dans
o(U(q,0)).

Démonstration. On considere la fonction H : E(R,X) — BUC(R, X),

définie par
:/U(-,s)f(s)ds
0

Soit f,h, fu € E(R,X) tels que f, — f, quand n tend vers l'infini, dans
E(R, X) et H(f,) — h dans BUC(R, X). Pour chaque t > 0, fixé, on a :

(H(fn) — H(f) bf (t,8)fu(s) —U(t,s)f(s))ds — 0O,

lorsque n — 0. Il en découle que h = H(f), et par conséquent ’opérateur
H est fermé. D’aprés le théoréme du graphe fermé, il est borné, puisqu’il
est défini sur tout l'espace. Il exsite alors une constante positive L telle
que :

Vf €ERX), [H(f)]w < LIl

On considere la fonction g de I'espace P;(IR,R), définie pour tout s €

[0, 4], par ”
o —s2(s—q)°.

Pour un x € D arbitrairement choisi, on considere la fonction g, de
P;(Ry, X), définie sur [0,q], par gx(s) := g(s)U(s,0)x. En vertu du lemme
la fonction définie par

G RO

g(s) =

satisfait une condition de Lipschitz sur R, et donc appartient a
span{U;>0.A;}. On a
H(fx)(t) = U(t,t—s)fx(t—s)ds

U(t,p) fx(p)dp

o O .,

Pour t = ng,avecn =0,1,2,---, on obtient

nq n—1 (k+1)g
[ U(ng,p)f(p)dp = oy [ U(ng,p)fe(p)dp
0 k=0 kq

n—14

= L JU((n—k)g,7)fx(T)dT
k=00

1/
(f g(T)dT> U(q,0)"*x
k=0 \ 0
n—1
= 3y U(q,0)" *x.
k=0
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Par passage a la norme et compte tenu du fait que la famille ¢/ est
uniformément bornée par une constante K, pour chaque x € D, on obtient

n—l 15L 15L
U(g,0 Rl < == felleo < —K]|x]|. (4-4)
LU0 gy Il < K]

Comme D est dense dans X, il s’en suit que la relation est valide
pour tout x de X.

En appliquant la Proposition pour ¢ = 0, on déduit que 1 €
p(U(g,0)). On obtient, par suite, la résultat général pour un nombre entier

2ir-

j arbitraire, en remplagant les fonctions fy pare 7 f,.

L'espace pE HitBert L%([0, 4], H)

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et L(H) 'algebre de
Banach de toutes les applications linéaires bornées de H dans H. Dans ce
paragraphe, Z_ désigne 1’ensemble des entiers positifs (i.e. Z, = IN).

Rappelons que I’ensemble {uj }rcz, , ot ux € H, est une base de H sile
sous-espace vectoriel engendré par {uy : k € Z.} est dense dans H. Une
telle base est dite orthogonale si (uy, uj)=0, pour chaque pair (k, j) d’entiers
positifs distincts. Le systéme {1y }rcz, est une base orthonormale de H si

et seulement si pour tout f € Hon a Yz, |(f, uk) 2= | ]|*>. Dans ce cas,
chaque élément f € H peut s’écrire sous la forme

f=Y (fw)u

keZy

Comme souvent, par L2([0,4],C) on note l'espace de Hilbert consti-
tué de toutes les fonctions de carré intégrable a valeurs dans C, défi-

nies sur l'intervalle [0,q]. L'espace L%([0,4],C) est muni de la norme et

. . . 2ire(n/q)-
du produit scalaire usuels. L'ensemble de fonctions {“’ ”:/%q } » forme
ne

une base orthonormale de L?([0,4],C). Par conséquent, chaque fonction
z € L*([0,q],C), peut étre réprésentée comme

q
z(t) = ; ) /z(s)e’zi””s/qu e?nt/ - pour presque tout t € [0,4].
nez
0

(4.5)
On désigne par H := L*(]0,4], H) 'ensemble des (classes de) fonctions
mesurables a valeurs dans H, définies sur [0, q] vérifiant :

2

q
JUs@IRde) = lflzqoqm < o=
0

Dans H deux fonctions égales presque partout sont identifées. Muni du
q

produit scalaire donné par (f, )y = [(f(t), g(t))dt, H devient un espace
0

de Hilbert.
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Dans ce qui suit, ¢ ® u; note le produit tensoriel de la fonction a va-
leurs scalaires ¢ définie sur [0,¢]| et le vecteur u; € H, c’est-a-dire la fonc-
tion définie par

(@ u)(t) = ¢(t)ur, £ < [0,
L’ensemble des vecteurs

1 ..
B .= {ezm(”/")' Qu: neke Z+}
Vi
forme une base orthonormale de H. Cela est probablement connu, mais
on le justifie dans ce qui suit car on n’a pas trouvé de référence appropriée.

Pourk,pe Z, etm,n€Z,ona

q
1 2inmt-/q 1 2imm-/q > — 1 2inrt/q 2imrtt/q
<ﬂe ® ug, 7€ up) qof(e Uy, e up)dt

k=pet n=m

—_ pf nmnt/th
0
1,
0, k#poun#m. "~

En outre,

Hf”%—t = qu< Y (f(t), wyu, X <f(t)r“p>“p>dt
D

Selon (4.5), pour z(t) = (f(t), 1), on obtient :

q )
I3 = & % [ ( It /d>
keZ, |nmeZ \ O
q
<f ), tg)e~ 21”1”5/qu> [ e?itn= ”‘)”t/th]
0

=

q ) q _
= 1% (), @ u)ds - [(f(s), 2 ) ds
(kn)EZ L xXZ 0 20

! {50,

1 (kn)eZyxZ |0
. 2
— 2 ,LEZZT((Tl/q)- ®“k>7—[
(k,n)€Z+ XZ. ‘<f \/q ‘

Alors, pour chaque fonction f de H peut s’écrire de la forme :

Z eZmn /qc

5] nez

ot ¢, (f) € H est le coefficient de Fourier d’ordre 1 associé a la fonction f

et est défini par
q
Cn / L2 Ay N ds | g, (4-6)
kEZ+ 0
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Proposition 4.4

STABILITE EXPONENTIELLE ET BORNITUDE UNIFORME PAR
RAPPORT AUX PARAMETRES

On rappelle d’abord la proposition suivante

Soit U = (U(t,s))t>s>0 une famille d’évolution fortement continue et périodique
de période q agissant sur un espace de Banach X. La famille U est uniformément
exponentiellement stable si et seulement si, pour tout y € R, on a

v
Z ei}lku(ql O)k
k=1

sup
v>1

i=L(p) < oo.

Démonstration. En utilisant l'identité
(e"U(q,0) 1) (1+€™U(g,0) +€"2U(g,0)% + - - +€'U(g,0)")

_ eiy(erl)u(q, 0)v+1 ]

on obtient en passant aux normes :
|tV (g,00 | <14 L) (1 + U O)), (W EN),

c’est-a-dire que r(U(g,0)) <1, etdonc c(U(gq,0)) C{Are€C: |A| <1},
On suppose, par 'absurde, que 1 € o(U(q,0)). Etant donné que 1 €
dc(U(q,0)), il s’en suit que 1 € 0,(U(q,0)) (d’apres la Proposition 3.3 du
chapitre 3). Il existe, alors, une suite (x,),cz,, avec x, € X et ||x,|| = 1
telle que
(I—U(q,0))x, — 0, lorsque n — oo.

Par conséquent, U(g,0)* (I — U(g,0)) x, — 0, converge uniformément par
rapporta k € Z,.Soitm € Z,, m > 2L(0) etn € Z tels que

HU(&/,O)k (I—U(q,0))x,|| < ﬁ, pour toutk =0,1,--- ,m.
Alors,
L(0) > ﬁ U(q,0) x| = |[xn + f U(g,0)kx,
k=0 k=1

= Xn +krzn: (xn +kZ: U(q,O)](U(q,O) _I) x") H
=1 -

J

= [+ 1+ ki: (g, 0 (U(q,0) — I) x,
—1j=

m k—1 .
> m+l-Y ¥ IU(q,0)" (U(q,0) —I) xa]|
=1 j=

m
> m+1_2%:3(ﬂ14+1)2%>L(0)’
k=1
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d’ou la contradiction. On en déduit que 1 ¢ o(U(q,0)). En appliquant
ce résultat pour V(q,0) = €*U(q,0), o ¢ € R, on conclut que e~ ¢
o(U(g,0)). Par conséquent, ¥(U(g,0)) < 1, autrement dit, la famille ¢/ est
uniformément exponentiellement stable.

Nous aurons besoin du lemme suivant dans la démonstration du théo-
réme qui suit.

Soit x € H tel que la fonction s — U(s,0)x satisfasse une condition de Lipschitz
sur (0,q). Pour tout j € {1,2}, on considere la fonction f; : R — H, périodique
de période q, définie sur l'intervalle [0, q], par

fi(t) :== hi(t)U(t,0)x.

Les assertions suivantes sont valides :

(1) Chaque fonction f; satisfait une condition de Lipschitz sur R.

(2) La série de Fourier associée a f; est absolument et uniformément conver-
gente sur R.

Preuve. Soit x € H, My := sup,c(y ||U(s,0)x|| et Ly > 0 tels que
Vt,s €]0,9[ ||U(t,0)x —U(s,0)x| < Ly|t —s].
Alors,

1/ () = fi()ll = [[h;()U(E,0)x — hy(s)U(s, 0)x]|

< |[hi(H)U(t,0)x — hi(t)U(s,0)x]|
+||hi(t)U(s,0)x — hi(s)U(s,0)x||

IN

i ([I[U(E,0)x — U(s, 0)x[| + |1;(£) = Rj(s)|[|U(s, 0)x]]

2
< (Lx -max{g,%} +Mx-max{1,q}> |t —s|.

Grace a la continuité de la fonction U(+,0)x, I'inégalité ci-dessus peut étre
prolongée, d’abord a t,s € [0, g, puis en utilisant la périodicité de la fonc-
tion f;, sur tout ’axe réel.

La démonstration de l'affirmation (2), pour des fonctions a valeurs
scalaires, est contenue dans (Stein, 2003} Exercice 16, pp .92-93).

Pour chaque ¢t € R et chaque nombre réel positif p, qui sera choisi
ultérieurement, on note que

gi(t) = fi(t+p) — fi(t — p).
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En utilisant (4.6), on obtient que

cu(g)) = ), <gj(5)/32ims/quk>d5) U

q
Z\/
q q
= ) /<f](S+P) e ) d /f] 0), €™ du)ds | uy
kez, \j 0
Tte q—p
= ¥ | [ ot g — [ (g, i |
keZ. \ o
K
— Z /<62im1p/q_e—2i7mp/q) <f]‘<T),€2i7TnT/qu>dT m
keZ., 0
q

keZ.,

-5 / 2isin(2n7rp/q)(f]-(r),eZi"”T/qukMT) ”
0

= 2isin(2n7p/q)cq(f)-

Compte tenu de I'inégalité de Bessel et du fait que la fonction f; satis-
fait une condition de Lipschitz sur R avec une constante L(x), on a :

wpe) > g0l § o)l
= T allea(f)|Flsinimp /)

Soit p un entier strictement positif et p := 7%5.
On considere A, := {n € Z : 27! < |n| < 2P}. Clairement, le

cardinal de A, est |A,| = 27 et % < |sin(2n7mp/q)| pour tout n € A,. De
plus, Uy>1 A, = Z\ {—1,0,1}. Par l'inégalité de Cauchy-Bunyakovsky-
Schwarz, on déduit que :

2
(Z ch(f])H> < 27y ch(f;)H2<2”+1 Z llen (£ sin(2n7r0/q) |

ne,, nep

9L (x)
= op+3 7/

et

Y el < (var IS ),

3/2
neZ\{-1,0,1} 23/

La restriction de la fonction f; a I'intervalle [0, q] appartient a 1’espace
L?([0,4], H) et fj = %ZHEZ ¥ /¢, (f;). On note

SN](t) 1 Z eZlnnt/qC (f])

q n=—N

2

q
Il est clair que <f 1£j(t) —sn,;(£)]|?dt | tend vers 0, lorsque N — oo.
0

Comme déja indiqué, la série (¥,cz e2inmt/ac, ( f])) est uniformément



Théoréeme 4.2

4.4. Stabilité exponentielle et bornitude uniforme par rapport aux parametres

convergente sur R et, dong, il existe une fonction continue Sj ¢ R — H,
telle que

sup [|sj(t) —sn,;(t)|| =0, quand N — co.

teR

En revanche,

Isnj = sillzoq,m) < VAallsn, —sjlle =0,

si s; = f; dans L?([0,4], H). Les fonctions s; et f; sont continues et égales
presque partout sur [0,q], si fj(t) = s;(t) pour tout t € [0,4]. Ces deux
fonctions étant régulieres et périodiques de période g, elles sont égales
sur IR. Par conséquent, La série de Fourier associée a f] est absolument et
uniformément convergente sur R.

Soit U = {U(t,s) }+>s>0 une famille d’évolution fortement continue et périodique
de période g, opérant sur un espace de Banach X. Si

t
Vx € X, sup sup /eiVSU(t,s)xds = M(x) < o0, (4.7)
uER t>7>0 4

alors,

t

Vf € span{U;>0Ai}, supsup /eiiﬂsT(S)fds < L(f) < oco.
ueR t>0

En outre, la famille U est uniformément exponentiellement stable si pour
chaque élément x de X, la fonction s — U(s,0)x satisfait une condition de Lip-
schitz sur (0,q).

En utilisant le principe de bornitude uniforme[f] on peut trouver une
constante absolue M, telle que pour tout x de X, on ait M(x) < M||x||, out
M(x) est la fonction dépendant de x donnée par le théoreme (4.2).

Démonstration. On démontre ce théoréme en deux étapes.
Etape I. Lorsque la famille d’évolution U/ est uniformément bornée,

c’est-a-dire

sup ||U(t,s)] := K < oo.

t>s>0
Soit f de span{U;>0.A;}. Alors, il existe un nombre positif T et une fonc-
tion F de P;(R,X) N AP;(R,X) de sorte que pour tout s > T, on ait
f(s) = F(s) (Voir figure[4.1). Dans ce qui suit, on utilise la représentation

k=co
F(s) = ) e"c(F), ouc(F)eX.

k=—c0

Soit T € Reet J¢,,(T) comme dans la preuve du lemme On évalue la
norme "sup” de J, (). On envisage trois cas.

1. Lorsque T <0, Jf,(T) = fot e~ 1s(T(s)f)(T)ds = 0.

1. Aussi connu sous le nom : théoréme de Banach Steinhaus
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1
1
;
0 q 2q 3q 49=T; 5q 6q

FIGURE 4.1 - Représentation graphique des fonctions particulieres de
span{U;>0.A }.

2. Lorsque T > t,on a
Jrau(T) = Ofte_iVSU(T,T —s)f(t —s)ds
= [ e OU(T, ) f(p)dp.
Tt
On analyse trois sous-cas.

2.1. Quand Tr < T —t, prenant la norme, on obtient

T

sup sup |[Jg,(7)l| < sup sup
HER te[0,7] HER te(0,7]

s ML lex(F) [ = M|[Fl[s.

k=—co0 T—t

2.2. Quand 7 —t < Tf <7,

T,
Jpu(t) = [ e TPU(,p)f(0)dp

T—t

o0 . T ;
+ oy e—zyrfel(ﬂ+ﬂk)PU(T/p)ck(F)dp'
k=—co Ty

Dong,

sup sup [[Jgu (D) < K sup |[|f(0)[[(Tf — 7+ 1) + M|y
HER te[0,7] pE[T—1,T¢]

< KT¢| flleo + MI[F |-
2.3. Quand Ty > 7,
T
pen@l < e‘”‘“‘”U(T,p)f(p)dp‘

et

sup sup [[Jgeu(D)ll < KTy flleo-
HeER tel0,7]

3. Lorsque T € [0, ],
T .
Jriu(T) = [eU(T,T—s)f(T—s)ds
0

= { e HT=IU(T,p) f(p)dp.

E e~ T [ el (T, 0)cr (F)dp

|
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On analyse également deux sous-cas.
3.1. Quand Ty € [0, 7], on a

Ty

Triu(t) = Of e‘i”(f‘”U(T,p)f(p)dH]f e HTOU(T,0)f(0)dp.
f

Comme dans le cas précédent, passant aux normes, on obtient

supsup ||t (T)| < KT¢|flleo + M| F 1.
ueR t>0

3.2. Quand Tf > T,0na

supsup || J5,u (T) || < KT f oo
ueR t>0

On déduit ce que I'on souhaitait en choisissant L(f) := KT¢||flle +
MJ |-

Pour prouver la seconde assertion, on considére une fonction i de
P;(R,R) ayant les propriétés suivantes : ) satisfait une condition de Lip-
schitz sur R, 1(0) = h(gq) = 0 et pour tout réel y, la fonction y — y(p) :=

T .
J €#h(s)ds ne s’annule pas. Pour chaque élément x de X, on prend la
0

fonction t — hy(t) de P;(RR, X), définie sur [0, g, par hy(s) := h(s)U(s,0)x.
Maintenant, on définit la fonction fy, par

s fx(s) = { h"o(’s)’s i%o

D’apres le lemme fx appartient a l'espace AP; (IR, X). Par conséquent,
fx appartient également a span{U;>0.4; }. Ensuite, on écrit :

t

/ e ST (s) fods

0

< L(fx):

sup sup
ueR t>0

Il en découle alors que

<Oft ei"sT(s)fxds> (t) = OfteiF‘SU(t,t —8) fx(t —s)ds

= Of e =PIt p) fx(p)dp.

Soit t = ng, pour n =0,1,2,- - -. Comme dans la preuve de la Proposition
on aura

ng n—1 .
[ eU(ng,p)fxlp)p = (k) X eMiU(g,0)""x.

Par passage a la norme, on trouve les inégalités :

-1
Vx € X, ‘ nZ ek (g, 0)"*x
k=0
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La conclusion est obtenue

en appliquant le principe de bornitude uni-

forme d’abord, puis la Proposition
Etape a II-a. Lorsque la famille I est a croissance exponentielle. Soit
wo(U) Vinfimum de ’ensemble des w € R pour lesquels il existe M, > 1

tel que
Vi>s>0,

e CE=|U(t,s)|| < My < 0.

Pour w > wy(U), on choisit v = w + ¢, avec ¢ > 0 et on considere la fa-

mille d’évolution V := {V(t,5) }>s>0, définie par V(t,s) :=

Evidemment, on a

e V(=9U(t, 5).

IVt s)|l < eI My < M.
On prouvera dans ce qui suit que V(t,s) vérifie '’hypothese.
En effet,
t t
/eiVSV(t,s)xds = /eiVSe_V(t_s)U(t,s)xds
T T

T

t

/ eito

T

e vt {e

£ s
e“’t/e”sjs (/ ei"PU(t,p)xdp) ds

T

T T

t
U(t, p)xdp — 1//
T

T

Prenant la norme, on obtient :

t

/ei”sV(t,s)xds
T

IN

<

t

/ eM"PU(t, p)xdp

\vr/ KU )| ds

t
M]||x|| (1—|— va/e"(ts)e“’(ts)ds)

ZW’LI(S, )xdp

T

t
M||x|| (1—1— Vle/es(ts)ds)

T

M]x| <1+Mi\4w>.

En vertu de l'étape précédente, il existe deux constantes positives N et i

telles que ||V (t,s)|| < Ne™"

Vt > s>

(t=5) Tl en résulte que

0, [[U(ts)| < Nelv=nt=s),

S
e V(=1 5) ( / MU (s, p)xdp

t t s
vt ipp _ Vs ipp
/e Uf(t, p)xdp /ve (/e U(t,p)xdp) ds}
0

) i
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Lorsque v — w, on aura :
|U(t,s)|| < Nelw=m(t=s),

On répete ce raisonnement jusque ce que 1'on obtienne un exposant stric-
tement négatif.

Une premiere conséquence du théoreme est la version suivante du
théoreme de E. A. Barbasin.

Soit U = {U(t,s) }i=s>0 une famille d’évolution fortement continue, périodique
de période q, définie sur un espace de Banach X ayant la propriété que pour tout
x € X, la fonction U(-,0)x satisfait une condition de Lipschitz sur (0,q). Les
affirmations suivantes sont équivalentes :

i. La famille U est uniformément exponentiellement stable.
t

ii. Vx € X,Vx* € X* sup [ |(U(t,s)x, x*)|ds := M(x) < o0.
>0 0

t
iii. Vx € X sup [ ||U(ts)x| ds := M(x) < co.
£>0 0

Démonstration. Elle est similaire a celle du corollaire 4.3.1.



Chapitre 4. Solutions exponentiellement stables et uniformément bornées des problemes de
10£auchy non autonomes périodiques. Une approche basée sur un semi-groupe d’évolution

4.5

Corollaire 4.1

Remarque 4.2

FORMULATION DU PROBLEME PRECEDENT EN TERMES DE
PROBLEME DE CAUCHY ABSTRAIT BIEN POSE

En liaison avec les Problemes de Cauchy bien posés abstraits pério-
diques, le résultat précédent peut étre reformulé comme suit :

Soit (A(t), D(A(t)))i>0 une famille d’opérateurs linéaires opérant sur un espace
de Banach X. On suppose que la famille dévolution U = {U(t, s) }+>s>0, engen-
drée par { A(t) }s>o, vérifie les conditions du théoreme|q.2} Alors, la famille U est
uniformément exponentiellement stable si et seulement si pour tout réel y, chaque
x de X et tout s > 0, la solution du Probleme de Cauchy abstrait

{ u(t) = A(Hu(t) +etx, t>s
u(s) =0,

est bornée sur [s, 00), par une constante qui ne dépend que de x.

De toute évidence, le corollaire ci-dessus couvre le cas ot les opéra-
teurs A(t) sont bornés sur X. Une autre situation est représentée sur la
remarque suivante.

En particulier, le théoréme |4.2| peut étre appliqué sur une classe de semi-groupes
fortement continus bornés {T(t) }1>0, engendrés par A, qui vérifie les conditions
suivantes :

1. Pour tout t > 0 et tout x de X, T(t)x appartient a D(A).

2. Pour tout x € X, on a sup ||AT(t)x|| := cx < 0.
£>0

Sur la base des hypothéses 1. et 2. et de la remarque précédente,
on montre que, pour chaque x de X, la fonction t — T(t)x satisfait
une condition de Lipschitz sur (0,00). A cet effet, soit + > s > 0, fixe

t

et 0 < ¢ < s. Comme on le sait, T(f)x = T(e)x + A [ T(p)xdp et
£

T(s)x = T(¢)x + A [ T(p)xdp. Donc,

t

IT(B)x — T(s)x|| = A/T(p)xdp — /AT(p)xdp < et —s).

S

La seconde égalité est une conséquence du théoréme de la convergence
dominée de Lebesgue.

Soit T > 0 fixé. On consideére une famille {A(t) }o<;<t d’opérateurs
linéaires et fermés définis sur X ce qui suppose que :

(A1) Pour tout t € [0,T], le domaine D(A(t)) = D, de A(t), est
dense dans X et ne dépend pas de t.

(A2) Pourtoutt e [0,T],onap(A(t)) D{A€C: Re(A)>0}. En
outre, il existe une constante M > 1, ne dépendant pas de t, telle que
| < M
A +1

(AL = At) 7]
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pour tout ¢t de [0, T] et tout A € C avec Re(A) > 0.
(A3) Ilexiste a € (0,1] et une constante L tels que :

H(A(t) —A(s)) A*l(T)H < L|t—s|*, pourtousts,T € [0,T].
Alors, le Probleme de Cauchy
{ x(t) = A(t)x(t), t>s

x(s) = xo

est bien posé, il existe donc une famille d’évolution {U(t,s) }+>s>0, telle
que
x(t) = U(t,s)x(s), pour toutt > s. (4-8)

Ainsi, ’évolution en temps de la solution s’obtient lorsqu’on connait la
solution & un moment antérieur et la matrice de transition U(¢,s).

Les concepts de probléme bien posés et des détails supplémen-
taires sur ce sujet peuvent étre trouvés, par exemple, dans (Pazy, 1983,
Chapitre 5, Théoreme 6.1), (Daners, Medina, 1992, Theorem 2.6),
(Baroun, Maniar, Schnaubelt, 2009), (Lan Thanh Nguyen 1, 1999),

(Lan Thanh Nguyen 2, 1999), et leurs références.

La condition (A3) a été introduit dans (Tanabe, 1960).

Soit {Tp(f) }+>0 un semi-groupe fortement continu et borné, opérant
sur X de générateur B ayant les propriétés suivantes :

(Tgl) L'ensemble p(B) contient le demi-plan fermé a droite du plan
complexe. Il existe M > 1, telle que

M
Al +17

(Tg2) T(t)x € D(A), pour tout t > 0 et tout x € X.

|R(A,B)|| < pour tout A € C, avec Re(A) > 0.

(Tg3) sup ||AT(t)x| := cx < oo, pour tout x € X.
£>0

On considére aussi la fonction a : Ry — (0,00), qui vérifie les condi-
tions suivantes :

(al) a(-) est périodique de période g, pour un certain g > 0.
(a2) a(t) > 1, pour tout t > 0.

(a3) Tlexiste w € (0,1] et ¢ > 0 tels que
la(t) —a(s)| <c|t—s|*, pour tous t,s > 0.
On choisit B(t) = a(t)B, t > 0.
Le probleme de Cauchy associé a la famille {B(t)};>0 est bien

posé et la famille d’évolution associée est donnée (Daners, Medina, 1992,
Example 2.9b) par

t
Vxe X, t>s>0, U(ts)x=Tp /a(r)dr X.

S
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Corollaire 4.2

En effet, U(t,t) = I pour tout t > 0. Pour tous t > s > 0, de la périodicité
de a, on obtient U(t +¢q,s +q) = U(t,s),. Soit t > s > r > 0. Alors :

t

U(t,s)U(s,r) = Tg sfa(r)dr) Ts (rfsa(r)dr)
= Tp fta(r)dTJr ja(r)dr)
= Tp ju(r)dr) = U(t,r).

r
Avec ces notations et précisions, on formule :

Si
t t

Vx € X, sup sup /ei’”TB /a(r)dr xdt|| < oo, (4-9)

UER t>5>0 4

alors wy(Tg) < 0.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme4.2]et de la remarque

42

On termine ce paragraphe par un exemple qui apparait dans la théorie
générale du transfert de chaleur et montre que I’hypothése de bornitude
est facile a vérifier. L'espace X considéré dans ce cas est L2([0, 7], C).
La semi-groupe Tp opérant sur X est défini par :

7T

) e sin(n¢) /x(s) sinnsds |, ¢&€[0,7],t>0.
n=1 0

(Tp(t)) x(¢) =

S~

La générateur infinitésimal de Ty est 1'opérateur linéaire B, donné par
Bx = #. Le domaine maximal de l'opérateur B est l'espace D(B) de
toutes les fonctions x de X, pour lesquelles x et % sont des fonctions
absolument continues, ¥ € X et x(0) = x(m) = 0, cf. (Zabczyk, 1992}
Exemple 1.3, pp. 178, 198).

Chaque fonction f de X vérifie I'inégalité || f||;2(jo-,c) < V7Tl fleo-
Par conséquent, il suffit de montrer que est valide en utilisant
la norme "sup" au lieu de la norme L2. On considére, en outre, que

T
%y := [ x(s) sinnsds vérifie I'estimation ||£,|| < 7t|/x||c. Notant par F(-) la
0
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fonction primitive de a(-), on obtient

t
/ei;rrTB

S

(/a(r)dr) x(¢&)dt

AN

IN

IN

IN

2

Ne—

2

7T

/tei”S (i ein

s n=1

¢ ¢
i —n? [a(r)dr

z||x||ooz/e [
n=1%y

t

2|xlleo Y e E() /a(T)enzF(T)dT
n=1

S
| 2
2||x|jeo ¥ = (1 — ™ (FE)=F(®)
r; n? ( )
=1
2|xlleo Y ) < oo.

n=1

a(rydr R
sin(ng) | £,dt
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EN se placant dans un espace de Banach X, on considere un semi-groupe
T :={T(t) : t > 0} fortement continu d’opérateurs linéaires bornés
et on note par A son générateur infinitésimal.

La dichotomie exponentielle, qui trouve ses origines dans les travaux
d’Oscar Perronﬂ notamment dans (Perron, 1930), généralise la notion
d’hyperbolicité du cas autonome au cas nonautonome pour les systemes
linéaires.

Pour un semi-groupe fortement continu T, une approche pour étudier
sont comportement asymptotique est de chercher a décomposer I'espace
sous-jacent en deux sous-espaces de la maniere suivante :

X =Xr® X5
et le semi-groupe en

(T(t))i=0 = (Tr(t))r=0 & (Ts(t))e0,

tels que (T(t));=0 sur la partie "stable" Xs converge (dans un sens précis)
vers zéro lorsque t tend vers l'infini, tandis que (T(t));>o sur la partie
"réversible" ou "structurée"f| X puisse “étre étudiée".

L’exemple le plus simple (et le classique) d’une telle décomposition
remonte a Lyapunov en 1899 qui est valide si

ITs(H)]| < Me™®t et || Tg'(t)|| < Me™®, pour t >0,

1. Né le 7 mai 1880 & Frankenthal (Palatinat) (Empire allemand) - mort le 22 février
1975 a Munich ( Allemagne de 1'Ouest)

2. Ici, j’ai utilisé la terminologie de Terry Tao dans The dichotomy between structure and
randomness, arithmetic progressions, and the primes. Proceedings ICM 2006, pages 581-608, 2006
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pour certains ¢ > 0, M > 1. Des semi-groupes qui vérifient cette propriété
sont dits hyperboliques du fait que le spectre de générateur infinitésimal
n’intersecte pas la droite purement imaginaire i/IR. Pour plus de détails, on
se référe a (Engel, Nagel, 2000, Chapitres V.1 et VL.g).

Des décompositions plus subtiles sont obtenues (conformément aux
suppositions appropriées) via les théorémes de décomposition de Foias-
Sz. Nagy-Foguel (FSzNF) ou le Jacobs-deLeeuw-Glicksberg (JALG). Dans
ces décompositions, (Ts(t))¢>0 converge vers zéro dans un certain sens
faible, alors que (Tr(t))i>0 devient un groupe unitaire (FSzNF) ou a
spectre discret (JALG). Mais, toujours, o(A) NiR est décisive pour ces dé-
compositions.

La situation pour les familles d’évolution (et donc pour les systemes
non autonomes) est plus difficile, puisque le spectre de 1'opérateur en
question 0(A(f)) ne détermine pas le comportement asymptotique de
cette famille (cf. Section [5.3).

Une facon d’étudier le comportement asymtpotique d'une famille
d’évolution est la dichotomie exponentielle qui signifie, entre autre, la dé-
composition de I'espace adjacent en deux parties comme précédément, et
par conséquent la décomposition de la famille d’évolution comme somme
d’une famille stable et d"une autre "reversible" ou non-stable.

Dans ce court chapitre, on se propose de donner quelques résulats fan-
damentaux relatifs a la dichotomie exponentielle, qui sera en particulier
'objet du chapitre suivant.

Notre référence principale dans ce chapitre est (Coppel, 1978).
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DEFINITIONS

Soit

une matrice carrée d’ordre n € IN, x(-) : R — C"; t — x(t) une fonction
a valeurs vectorielles dans C" et

F():R — C"
to— f(1)

une fonction continiment dérivable sur R.
On considere alors l'équation différentielle linéaire homogene sui-

vante :
x'(t) = A(t)x(t), te R (5.1)

et '’équation non-homogene associée
X'(t) = AB)x(t) + f(1), t € R (5-2)

Il est connu que I'ensemble des solutions de forme un espace vec-
toriel de dimesion n. Si x1(-), - - - , x,(+) désignent n solutions linéairement
indépendantes de , alors la matrice dont les colonnes sont les x; est
appelée matrice fondamentale de (5.1). Dans ce cas particulier, les x; sont
dites solutions fondamentales de 1’équation (5.1). Un autre résulat connu
affirme que les solutions x;(-),- -, x,(t) sont fondamentales si et seule-
ment si le déterminant de la matrice fondamentale ne s’annule jamais.

On pose X(t) := (x1(t),- -+, x,(t)) la matrice fondamentale de (5.1).

La matrice fondamentale X (t) vérifie les propriétés suivantes :

1. d)égt) = A(t)X(t), c'est-a-dire que la matrice X(t) est une solution de
I'équation différentielle opératorielle X'(t) = A(t)X(t).

2. X(t) est une matrice réguliere et toute matrice Z(t) solution de I'équation
différentielle opératorielle dans 1 peut étre exprimée comme Z(t) = X(t)C,
otr C est une matrice constante.

Soit X(t) une matrice fondamentale du systeme (5.1). Elle est alors
évidemment inversible. Si les deux matrices X(t) et X' peuvent étre dé-
composées comme suit :

X(H) = Xu(t)+ Xa(t)
XTs) = Zi(s) + Za(s)
X(HZ7Ys) = X(B)Zi(s) + Xa(H)Za(s)

et si elles satisfont les conditions suivantes :
Il existe des constantes strictement positives K, L, «, B telles que

| X1(8)Z1(s)|| < Ke =9, si t > s
| X2(t)Za(s)|| < Le PED, si s > ¢,
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Définition 5.1

Définition 5.2

5.2

Définition 5.3

Xi(t) = (X11(t), 0) , Xo(t) = (0, X12(t)),
_( Zu(s) _ 0
Al = < 0 ) r Zals) = < Zy(s) )

on dit que le systeme (5.1) admet une dichotomie exponentielle. Ceci peut
aussi s’écrire comme dans la défintion |5.2| ci-dessous.

Une matrice P € L(C") est dite un projecteur si P = P.

I'équation différentielle admet une dichotomie exponentielle s'il existe un
projecteur P et des constantes positives K, L, a, B tels que

X(H)PX(s)|| < Ke **=%) pour toust >s >0 (5.3)
)

X(H)(I=P)X 1(s)|| < Le P~ pour touss >t >0 (5.4)
)

DICHOTOMIE EXPONENTIELLE DE SYSTEMES DIFFERENTIELS
AUTONOMES

On suppose, dans ce paragraphe que I'équation est autonome, au-
trement dit, que pour tout réel t € R, A(t) = A est une matrice constante
indépendante du temps t.

Dans ce cas, la matrice fondamentale de est X(t) = et/

On notera comme dans les chapitres précédents, par (A), le spectre
de la matrice A, a savoir ’ensemble de tous les nombres complexes A tels
que la matrice (AI — A) ne soit pas inversible. On désignera également
par Re(c(A)) 'ensemble défini par

Re(c(A)) := {Re(A); A € o(A)}.

La matrice A est dite
1. stable si Re(c(A)) est inclus dans | — o0,0|, c’est-a-dire que toutes ses
valeurs propres sont a partie réelle négative ;
2. expansive si Re(0(A)) est inclus dans |0, +-00] c’est-a-dire que toutes ses
valeurs propres sont a partie réelle positive ;

3. dichotomiquesi Re(c(A)) N (iR) = @, c’est-a-dire que toutes ses valeurs
propres sont purement imaginaires.

Dans le cas autonome, on peut prendre le projecteur P comme le pro-
jecteur spectral défini par

P .= .1/(21 — A"z,
2170 Jy

ou 1y est n'importe quelle courbe simple fermée rectifiable prise dans le
demi-plan ouvert contenant dans son intérieur toutes les valeurs propres
de A dont la partie réelle est négative.



Remarque 5.1

Proposition 5.2

5.2. Dichotomie exponentielle de systemes différentiels autonomes

117

Une courbe 7y : I := [a,b] — E (avec E désigne un espace métrique muni d'une
distance d) est dite rectifiable si elle est continue et si sa longueur est finie. Pour
D une subdivision de [a, b] donnée par to = a < t; < ... < t, = b, on note par

j=n—1

L(D):= Y d(y(t:),v(tiy1))-

j=0

On appelle longueur de v la borne supérieure de l'ensemble {L(D)
D soit une subdivision de I = [a,b]|} (qui est majoré lorsque 7y est recti-

fiable).

La proposition suivante donne une caractérisation de la dichotomie
exponentielle d'un systéme différentiel autonome.

Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est dichotomique;

2. I'équation différentielle n’admet aucune solution (non triviale) bornée
pourt € R;

3. pour toute fonction bornée f, I'équation différentielle admet une solu-
tion unique x(-) qui est bornée, oil

+o0 t

x(t)= [ K(t=s)f(s)ds = [

A (5.5)

e"SIP it > s _

_eA(t—s)Q sit<s ' et Q =

I — P et P sont deux projecteurs tels que Re(c(AP)) C | — o0;0] et
Re(0(AQ)) C ]0; +o0].

Dans , on a posé K(t —s) = {

Démonstration. e Il est clair que les deux assertions 1 et 2 sont équiva-
lentes.

e Montrons maintenant que les deux affirmations 2 et 3 sont équiva-
lentes.

En effet, si 2 est satisfaite, il s’en suit immédiatement que 1 est égale-
ment vérifiée. En outre, il est facile de vérifier, via une dérivation directe,

que (5.5) est une solution de (5.2).

Prouvons que x(-) est une solution bornée de (5.2). En effet, en dérivant
(5.5), on obtient que

X' (t) = Pf(t) + /t . AeMIPF(s)ds + Qf (t) — /t - A=) Qf (s)ds,

c’est-a-dire que
xX'(t) = f(t) + Ax(t).

Il en résulte en passant a la norme que

ol < (| [ ke eas| + | [ keeas]) 151 < X1,

A=) Pf(s)ds — /+°° A=) Qf (s)ds
t
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53

ot || f]| := sup,cg || f(£)|], et comme Re(c(AP)) C] —o0;0[ et Re(c(AQ)) C
]0; —|—oo[, on a respectivement

|eA=5)P|| < Ke™*!=%), pour tous t > s,
HeA(t—s)QH < Ke %61, pour tous s > ¢,

avec o« > 0 et Ka > 0.

L'unicité dans 3 découle de 1'unicité dans 2.

Réciproquement, si 3 est satisfaite, grace au principe de superposition
on obtient 2.

DICHOTOMIE EXPONENTIELLE DE SYSTEMES DIFFERENTIELS
DANS LE CAS GENERAL

Dans le cas général (non autonome), la condition 1. de la Proposition
[5.2lne donne pas d’information sur la dichotomie exponentielle du syteme
en question.

D’ailleurs, 0(A(t) ne fournit méme pas d’information sur la stabilité
du systeme En effet, par exemple, si 'on prend

At) = ( —2cos?(t) —1 — 2cos(t) sin(t) )

1 —2cos(t) sin(t) —25sin’(t)

on remarque que pour tout réel ¢ la matrice A(t) admet la valeur propre
double (—1) tandis qu'il existe de solutions qui tendent vers l'infini.

Il est aussi a observer que 1’équation admet une dichotomie expo-
nentielle pour le projecteur P = [ si et seulement si elle est uniformément
saymptotiquement stable.

Afin de pouvoir analyser ce que la dichotomie exponentielle signifie
dans le cas général, il sera plus commode d’écrire les deux conditions de
la définition |5.2|sous la forme équivalente suivante :

IX(H)PE|| < Ke 9| X(s)PZ||, pour tous t > s, (5.6)
IX(H(I=P)Ell < L'e =D X(s)(I - P)g|l, pour tous s > t, (5.7)
|X(£)PX1(t)|| < M, pour tout réel t. (5.8)

ou K’, L', M’ sont trois constantes positives et ¢ est un vecteur constant
quelconque de C".

On suppose que le projecteur P est de rang égal a k, autrement dit,
que la trace de P est exactement k. Alors la premiére condition de trois
derniéres inégalités entraine 1'existence d"un sous-espace vectoriel de so-
lutions qui tendent vers zéro uniformément et exponentiellement lorsque
t tend vers l'infini. Ce sous-espace est de dimension k. D’autre part, la
deuxieme condition de ces inégalités prouve l’existence d’un sous-espace
complémentaire de dimension (n — k), de solutions tendant vers l'in-
fini uniformément et exponentiellement lorsque ¢ tend vers l'infini. Par
ailleurs, la derniére inégalité assure que “ I'angle " entre ces deux sous-
espaces restent borné loin de zéro puisque lorsque 1'angle tend vers zéro
les normes de deux projecteurs tendent vers 1'infini.
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Montrons a présent I'équivalence entre les conditions de la définition
et les trois conditions (5.6[5.8).

En premier lieu, on suppose que les conditions de la définition [5.2]sont
satisfaites. Comme P est une projection, on a P> = P et (I — P)(I — P) =
I — P. 1l en découle que

IX(HPEI = [IX(HPX™(s)X(s) P
< IX(OPXT () [[[1X(s) P2l
< Ke*I)X(s)PEll, 25,
IX((I =Pl = [IX(5)(I—P)X~"(s)X(s)(I - P)]
< X =P)XT ()X (s)(T - P)E]
< L PePX(s)(I - P)E|l, s = t,

et

| X(H)PX(t)|| < Ke® =K.

Inversement, pour tout 7, en posant c=X _117, on obtient, en suppo-

sant les trois conditions (5.6{{5.8) vraies,

IX(OPX(s)y| < Koe *U=||X(s)PX ()|
< Koe *=) HX( )PX 1 (s)]l]7]
< KoMoe "9 p|l, t>s,
et
IX((IT=P)X(s)yll < Loe PEIX(s)(T—P)X!(s)]
< Koe PG~ ”HX(S)( —P)X"'(s)ll[I
< Lo(My+1)e P Dp), s>t

ce qui achéve la démonstration de 1’équivalence.
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LA dichotomie exponentielle est 1'une des propriétés asymptotiques fon-
damentales des solutions des systemes linéaires différentiels. Dans le
cas autonome, c’est-a-dire lorsque A(f) = A est une matrice constante
indépendante du temps, comme il est déja prouvé dans le chapitre précé-
dent la dichotomie exponentielle est équivalente au fait que la matrice A
n’admet aucune valeur propre purement imaginaire. Néanmoins, lorsque
A dépend du temps, I'étude de la dichotomie exponentielle révele beau-
coup plus de difficultés. Des caractérisations importantes ont été obtenues,
récemment, dans (Buse, Zada, 2010) et (Zada, 2008)).
Soit le systéme g-périodique suivant

x'(t) = A(t)x(t), x(t)eC" teR. (6.1)

ot, ¢ > 0 nombre réel donné et t — A(-) est une fonction g-périodique
continue a valeurs matricielles i.e. pour tout t € R, ona A(t +g) = A(t).

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier la dichotomie exponentielle
de la famille d’évolution engendrée par le systeme (6.1). Plus particulie-
rement, on prouve que cette famille d’évolution admet une dichotomie

123
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de la bornitude de certains problemes de Cauchy périodiques

exponentielle relativement & un projecteur P si et seulement si la solution
du probléme de Cauchy opératoriel suivant

(6.2)

X(t) = A(H)X(t) +e™P, X(t) € L(C"), t €R, }
X(0) =0,

est bornée, uniformément par rapport au parametre réel y, et la solution
V() du probleme de Cauchy opératoriel suivant

Y(t) = —Y()A(t) +e™Q, Y(t) € L(C"), t >, }

Y(s) = 0, ©.3)

admet une limite dans £(C") lorsque s — —oo; autrement dit, 'intégrale
impropre fioo e"TQU (T, t)dT existe dans £(C"), et que

£t
sup sup H/ e QU(s, t)ds|| := Mz < oo.
ueR teR —®

ou l'on note par Q le projecteur défini par Q := I — P, et M; est une
constante réelle absolue.
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INTRODUCTION

On désigne par C" 1'espace vectoriel de tous vecteurs a n composantes
complexes et par £(C") 1'algebre de Banach de toutes les applications
linéaires a valeurs dans C". Sauf mention explicite du contraire, les normes
sur C" ainsi que sur £(C") seront notées par le méme symbole, a savoir
-1

On s’intéresse au systeme g-périodique suivant
x'(t) = A(t)x(t), x(t)eC", teR. (6.4)

ot, g > 0 nombre réel donné et t — A(-) est une fonction g-périodique
continue a valeurs matricielles i.e., pour tout t € R, on a A(t+q) = A(t).

RESULTATS PRELIMINAIRES

Ftant donnée une matrice A € £(C"), on note par o(A) spectre de
A; c'est-a-dire 1’ensemble de tous les nombres complexes z € C pour
lesquels la matrice zI — A n’est pas inversible. I désigne, bien évidemment,
la matrice identité sur C".

On considere, a présent, le probléme de Cauchy opératoriel suivant :

X(t HX(), teR
Oy ex)

La solution, qu’on notera P(-), du systéme est dite la matrice fondamentale
associée a la famille d’opérateurs { A(t) }ter.

Pour tout t € R, P(t) est inversible et son inverse est I'unique solution du
Probléme de Cauchy opératoriel suivant

{Y(t) = —Y(H)A(t), teR

Démonstration.
Comme pour tout + € R, P~1(#)P(t) = I, on obtient en dérivant les
deux membres, pour tout t € R,

dP~1(t)
dt

ar(t)

a Y

P(t)+P7L(t)

Ce qui donne que, compte tenu du fait que P(t) est solution de

dP~1(t)

—P(t) + P YHt)A(t)P(t) =0,

ou encore que,

1
[dpdt(t) +P (B AW P() =0.

En multipliant a droite par P~!(t), on obtient ce que 1'on souhaitait.
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de la bornitude de certains problemes de Cauchy périodiques

Proposition 6.2

Définition 6.2

Remarque 6.1

Remarque 6.2

La famille U := {U(t,s) := P(t)P~1(s), t,s € R} est une famille d’évolution
qui satisfait :

1. Pour tout t € R, U(t,t) = I.

2. Pour tous t,s,r € R, U(t,s)U(s,r) = U(t, 7).

3. L'application

(t,s) — U(t,s): {(t,s) €ER*: t >s} — L(C")

est continue.
4. Pour tous t,s € R, U(t+q,s+¢q) = U(t,s).
5. Pour tous t,s € R, SU(t,s) = A(H)U(t,s).
6. Pour tous t,s € R, aa—sll(t,s) = —U(t,s)A(s).
7. Il existe deux constantes w € R et M > 1 telles que

|U(t,s)|| < Me“t==! pour tous t,s € R.
Démonstration. La démonstration de cette proposition est immédiate.

La famille d’évolution ¢/ admet une dichotomie exponentielle uniforme
relativement au projecteur P (i.e. P € L£L(C") et P> = P) s'il existe des
constantes stictement positives Ny, Ny, vy et 1, telles que

1. U(t,s)P = PU(t,s), pour tous t,s € R

2. ||U(t,s)P|| < Nie=1(t=9), pour tous t > s € R

3. [|QU(s, t)|| € Nae*2(t=9), pour tous t > s € R.
Ici, par définition, Q := I — P et U(s, t) désigne l'inverse de U(t,s).

1l est clair que Q* = (I —P)(I—P) = (I—P) = Q et que PQ = QP =
P(I—P)=(I—P)P=P—P =0.

Dans le cas particulier ot P = I (ce qui sous-entend que Q = 0), on reconnait la
stabilité exponentielle uniforme de la famille d’évolution U.

Exemple :

On consideére deux fonctions 1-périodiques continues a(-) and b(-);
ie,a(t+1) =a(t) etb(t+1) = b(t), pour tout réel t, et donc, la fonction
1-périodique continue a valeurs matricielle t — A(t) définie par

40 = (" o)

Le systeme associé X(f) = A

t)X(t) donne naissance a la famille d’évolu-
tion suivante : U := {P(t)P~!(s

), s,t € R}, ot pour tout réel ¢, on a

[+ a(s)ds 0
elo
P(t) = ( 0 ef(jb(s)ds) :
0

On prend les projecteur P et Q, définis comme P = (é 0). etQ=1-P.

Par un calcul assez simple, on peut vérifier aisément que pour tous t,s €
R, PU(t,s) = U(t,s)P.
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Désormais, on suppose que

Il existe un projecteur P tel que U(t,s)P = PU(t,s) pour tous s,t € R.

A présent, on introduit la proposition suivante qui fournit des caracté-
risations de la stabilité exponentielle uniforme d’une famille d’évolution.
Ces caractérisations permettent par la suite d’établir le résutat fondamen-
tal de ce chapitre.

Proposition 6.3 [(Arshad, Buse, Saierli, 2011, [Buse, Cerone, Dragomir, Sofo, 2005)] On
considere U = {U(t,s) : s,t € R} une famille d’évolution q-périodique for-
tement continue d’opérateurs linéaires bornés opérant sur un espace de Banach
X.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La famille U est uniformément exponentiellement stable.

2. Il existe deux constantes réelles N > 1 et v > 0 telles que pour tout t > 0,
on ait ||U(t,0)] < Ne "

3. Le rayon spectral U(q,0), a savoir

r(U(q,0)) := sup{|A]; A € ¢(U(q,0))} = lim |[U(q,0)" """,

est strictement inférieur a un.
4. Pour chaque y € R, la quantité

sup || ) U (g, 0)f|
nelN k=1
est finie.

Démonstration. Il est immédiat que 1. implique 2.

Il en est de méme pour les implications 2. = 3., et 3. = 4.

La démonstration du fait que 4. implique 1. est donnée dans le
chapitre 4. Mais pour raison de clarté on la refait dans ce qui suit,
(Buse, Cerone, Dragomir, Sofo, 2005, Lemma 1). En utilisant l'identité

(éﬂﬂmO)—I)(L+8ﬂﬂm0y+éﬂuﬂﬁm2+-~+¢W%Hmoy>

— ei]/t(l/-i-l)u(q, O)V-i-l 1

on obtient en passant aux normes :

e DU (g, 00| <1+ L(w) 1+ |U(g,0)), WveEN,

c'est-a-dire que r(U(g,0)) < 1,etdonc c(U(q,0)) C{A €C: |A| <1}
On suppose, par l'absurde, que 1 € o(U(g,0)). Etant donné que 1 €
dc(U(q,0)), il s’en suit que 1 € 0,(U(g,0)) (d’apres la Proposition 3.3 du
chapitre 3). Il existe, alors, une suite (x,),eN, avec x, € X et ||x,|| = 1 telle
que
(I-U(q,0))x, =0, lorsquen — .
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Lemme 6.1

Par conséquent, U(q,0)* (I — U(g,0)) x, — 0, converge uniformément par
rapport a k € IN. Soit m € IN, m > 2L(0) et n € IN tels que

Hu(q,o)k (I—U(g,0)) x| < ﬁ pour tout k = 0,1, - -, .
Alors,
L(0) > E U(g,0)%x,|| = ||x, + E U(q,0)*x,
k=0 k=1

- M+£Qﬁ§pwwwwm4mw‘

k=1 j
= |+ Do+ & T U, 00 (U(g,0) — 1) 2
k=1j=0
> malo YT Ug0) (U(g,0) — 1) x,
k=1 =0

m
> m41-y L =3 s m s ),
k=1

d’ott la contradiction. On en déduit que 1 ¢ o(U(q,0)). En appliquant
ce résultat pour V(q,0) = €*U(q,0), ot ¢ € R, on conclut que e * ¢
o(U(g,0)). Par conséquent, r(U(g,0)) < 1, autrement dit, la famille U/ est
uniformément exponentiellement stable.

Le lemme suivant joue un role primoridial dans la démonstration du
résutat fondamental.

(Arshad, Buse, Saierli, 2011)) Soit les deux fonction hy et hy définies de [0, g]
sur C, respectivement, par

t, site|0,g/2
ha(t) = : 0.4/2]
qg—t, sitelq/2,q],
() = t(q— 1
S'il on pose les intégrales Hj(u) := [J hj(s)e~#°ds, pour j = 1,2 et I'ensemble
A= {47‘7” :k € Z\{0}}, alors

1. L'intégrale Hy(u) = 0 si et seulement si y € A,
2. Pour tout y € A, Hy(pu) # 0.

pour tout t € [0, q].

Preuve. Pour tout y # 0, on a

se*ds + [ (q —s)e*ds

e \N\\ﬁ

q
/ei”Shl (s)ds =
0

N\&\&

q

2 elhs plhs
- —ds + q——

o o y

seihs 3 q seihs 1

iy

g i
1 H
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, 9 .
elhs |2 pihs q 1 ing )

- + = = = 1—2e2 +eM).
(ip)?lo - ()?ly  (in)? ( )

La premiere assertion est maintenant claire. Soit py := 4"7”. Alors,

q q q
/ei”kshz(s)ds = q/se”‘ksds - /sze”‘ksds
0 0

0
seitks q 9 eits g2piHks q 1 gelHks
=q| — — [ ——ds | — , -2 [ ——ds
Mk o Tk Mk o Tk
0 0
q@il‘ks q+2 seiyks q fq. eiHks d
= — - n — - S
(im)? | (ime)? | 0 (ig)?
_ _qeiﬂkq q |:qgi}‘kq . ei;tks :|
G ¥ T T2 [~ g
_ 9 _ _ 7
= e T e
hyis) &
q
g [ -
1
; &
q ! q q 29 3 ;
)
4
hofs)

2

FIGURE 6.1 — Représentation graphique des fonctions /; et hy.

63 DICHOTOMIE EXPONENTIELLE DE LA FAMILLE D’EVOLU-

TION U

Théoreme 6.1 (Lassoued, 2013) Les assertions suivantes sont équivalentes :

i. La famille d’évolution U admet une dichotomie exponentielle relativement

au projecteur P.
ii. Les deux assertions suivantes sont vérifiées :

1. SUP,cR SUP;cR | fot e"SU(t,s)Pds|| := My < oo.
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2. La solution de I'équation admet une limite dans L(C") lorsque s
tend vers —oo (i.e. 'intégrale impropre [*_ e#SQU(s, t)ds existe) et

£t
supsup || / e"QU(s, t)ds|| := M, < oo,
HER teR /-

avec M et My deux constantes absolues positives.

Démonstration. Il n’est pas difficile de vérifier que la fonction t
Uy(t) := fot eiVSU(t,s)Pds est la solution de 1’équation (6.2)) et que la fonc-
tion t — V) (t) := f: e"QU(s, t)ds est celle de I'équation (6.3). En effet, en
dérivant la premiere fonction, on retrouve, en vertu de la proposition
que

. [ . t.
(1) :e””u(t,t)P—i—/ eleaatLI(t,s)Pds :e””P—i—/ ¢/ AU(t, s)Pds,
0 0

et donc '
Uy, (t) = e™P + AU,(t).

De la méme maniere, on démontre que Vy vérifie la deuxieme équation.

e On se propose, en premier lieu, de prouver que (i) implique (ii).

On suppose, pour ce faire, que la famille d’évolution admet une di-
chotomie exponentielle relativement au projecteur P. Il s’en suit, par la
Definition qu’on a, pour tous t > s € R, |[U(t,s)P| < Nye 1(t=9),
pour des certaines constantes N; et v; > 0. Via une simple intégration, on
déduit que, pour tout y,t € R,

ot
| [ e, s)pas| < .
0 41
De la méme maniere, puisque, pour tous t > s € R, ||QU(s, t)| <
Nze*VZ(t*S), on s’apercoit que : fjoo eiVSQLI(t,s)ds est bien définie, ce qui
entraine que la solution de 1’équation ,VH(~), admet une limite dans
L(C") lorsque s tend vers —oo dans £(C"), en outre,

£,
| [ _emouiss)as| < 22,
—o0 1%)

ce qui prouve que (i) implique (ii).

e Maintenant, on veut prouver le sens inverse, c’est-a-dire que (ii) im-
plique (i) ; cette démonstration parait plus délicate.

Pour j = 1,2, on pose les deux fonctions f;(t) := h;(t)U(t,0)P défi-
nies sur [0,¢] o1 k; sont les deux fonctions introduites au Lemme On
prolonge les fonctions f; par périodicité sur toute la droite réelle.

En prenant t = (N + 1)g, avec N un nombre entier positif, pour j = 1,2,
alors puisque

(k+1) .
Li(fj) == /q: o U((N +1)g,T)e " fi(T)dT,

on obtient

N
sup || Y- Le ()| = M (1, fj) < oo.
NelN k=0
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Par ailleurs, comme U(f +g,s +q) = U(t,s) pour tous t,s € R, il en
résulte que U(pq,kq) = U((p — k)q,0) = U(g,0)"~* pour tout p,k € N
avec p > k. Ainsi, du fait que P commute avec U(t,s), et dong, avec toute
puissance de U(t, s), on obtient que

q(k-+1) .
Ly(fj) = /qk U((N+1)q, (k+1)q)U((k+1)g,T)e” " fi(T)dT
q(k+1) .
= " U((N —k)g,0)U((k+ 1)g,t)e """ fi(T)dT

= U(q,O)N_k /{1:(k+1) U((k+1)g, T)e_iVTfj(T)dT
= U(q,0)N* /

q(k+1)
qk

= U(q,O)N_ke_i”kq /q e_i””ll(q,u)f]-(u)du
0

. q .
= U(q,0)" ke 1k /0 Pe~ ity (u)U (g, u)U (1, 0)du

U((k+1)gq,qk + u)e’i”(kq“‘)fl (kq + u)du

. q .
— U(q,0)N-F+1 peirka / e~y (1) )du
0
_ (U(q, O)P)ka+1eiy(kaH)qefiy(NJrl)Hj(y)‘

En vertu du lemma [6.1] on aura

N—k+1,in(N—k+1)g _ e/t (N+1)
(U(q,0)P)) e = ———L(f1), pourtoutpu ¢ A,
Hy(u)
N—k+1,in(N—k+1)g _ el (N+1)
(U(q,0)P)) e A Ly(f2), pour tout u € A.
1

Par conséquent, on déduit que

N
. 1
| Y. (U, 0PN e bal) < L _aty( fr), sigeg A
k=0

| H1 ()]
N
; 1
u ,0 P N—k-‘rlel}l(N—k-‘rl)q < _—— M , , . c A
Hk;( (9,0)P)) | < TG L f2) st

Ceci entraine

N+1 ‘
sup || Y (U(g,0)P))"e" || < co.
NeN k=0
Utilisant la Proposition on conclut que le rayon spectral de UP,
r(UP) < 1, o l'on a posé U := U(g,0), ce qui entraine qu’il existe deux
constantes réelles Ny > 0 and v > 0 telles que

Vt>s€eR, ||U(ts)P| < Nye ).

La deuxieme hypothese implique que, pour tout s € R aussi grand
que l'on veut, on a

[
| [ eQuiz,ar| < Mz +1.
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On définit, pour j = 1,2, les fonctions g; sur [0,q] par gj(t) =
hi(T)U(0,T)Q, ol les fonctions ; sont celles introduites dans le Lemme
et on les prolonge par périodicité sur toute la droite réelle. D’autre part,
il est aisé de prouver que pour j = 1,2, la fonction fst eTgi(T)U(T, t)dT
est la solution de l'équation différentielle Z'(t) = —Z(t)A(t) + e*g;(t),
Z(s) =0, t > s. On remarque, aussi, que cette fonction est bornée.

En prenant t = (N + 1)g et s = mq, avec N > m deux nombres entiers,
on peut écrire que

I /mNH (DU(T, (N +1)q)dt|| := Ma(p, g) < o0

I en résulte que

N
sup Y [ISk(g)ll = Ma(p, &) < o0
NeN k—m

ott Sk(gj) fkkH TemiTgi(T)U(7, (N + 1)q)dt, pour chaque k =
,N. Pour tout k = m,m+1,..., d'une maniére analogue a ce qui
précéde, on a

(k+1)q .
Slg)= [ Mg OUE (k+ DU+ 1)g, (N + 1)g)de

[ gy ot (e D)o, (N - B

(k+1)
= [ g (U (e, (k -+ 1)g)deUl(0,g)N

_/ p(kq+u) gj(kq +u)U(kq+u, (k4 1)q)dull(0,q)N*
_ / it (1, q)due 111 (0, g)NF
— /0 g*lV“hj(u)Qll(O,u)ll(u,q)due’i”qu(O,q)N*k
_ /0 et () QUI(0, g)due M LI (0, )N F
_ / it () due= M (QUI(0, ) )N+
 Hy (e OV g1 110, g))
De nouveau, grace au Lemme on peut écrire

_1
Hy(p)

1 .
—— _(HN+)ag , siu€ A
Hz(]xl) k(gZ) U

eiy(N—k—i—l)(Qu(O,q))N—k—i-l — eiH(N+l)qSk(g1), si u ¢ A
eiy(N—k+l)(Qu(0, q))N—k—H —
Ainsi,

N
H Z Qu 0 q N k+1eiy(N—k+1)q“ S MZ(,u/gl)/ SI‘M é A

L
[Hi(p)]

N , 1
'Y (QU(0,9)) )N- k“e’”(N*kH)qH < mMz(y,gz), sipye A
k=0
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Par la Proposition posant V := U(0,q), on conclut que r(QV) < 1, et
par suite que il existe deux constantes N, > 0, v > 0 telles que

VE>seR, [|QU(s, )| < Nae 29,

ce qui achéve la démonstration.
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NOTATIONS

Certaines notations sont valables uniquement a l'intérieur d’une sec-
tion ou d’une sous-section : on ne les définit pas ici. On trouvera ici les
notations utilisées dans plusieurs parties qui soit sont des notations ma-
thématiques pas toujours bien fixées par les conventions, soit des notations
définies dans cette thése.

NOTATIONS GENERALES.

1.

10.

11.

® N A RN

N est ’ensemble de tous les nombres entiers positifs.

N, :={1,2,---}.

R est 'ensemble de tous les nombres réels.

C est 'ensemble de tous les nombres complexes.

Le corps des scalaires sera toujours K = R ou C.
Ci:={z€C : Re(z) >0} est demi-plan complexe droit.
C_:={z € C : Re(z) <0} est demi-plan complexe gauche.

L'espace d’arrivée sera en général un espace de Banach sur K, noté
E, dont la norme est notée |.|g, son dual [E’ et le produit de dualité
‘E'xE- Lorsqu’une structure hilbertienne sera exigée on supposera
que [E est un espace de Hilbert identifié (sauf mention contraire) a
son dual. On le notera alors H, sa norme |.|g et son produit scalaire
(ou hermitien) -p. Si aucune ambiguité n’est possible, les indices
pourront étre omis.

[14]] oo == sup [[u(x)]]

Soit k € IN*. Pour x,y dans KX, on note x - y et |x| respectivement le
produit scalaire (ou hermitien) usuel de x et y et la norme associée
de x, ie. :

Xiyi et |x] =+v/x-x

N

Il
—_

Xy =

1
En cas d’ambiguité sur k, on pourra noter - et |. |,
T,(u) (u: RF — E et p € R¥) désigne la fonction définie sur R¥ par :

Vx € RE, Tpu(x) := u(x +p).

Pour les classes de fonctions mesurables, cette définition a encore un
sens.

1. Généralement, un espace de Banach comme espace d’arrivée suffit pour les fonctions
Bohr-presque-périodiques, alors qu'une structure hilbertienne est exigée pour les espaces
de Besicovitch et de Sobolev-Besicovitch. Toutefois, dans le second cas, quand la structure
de Banach parait suffisante, on citera les définitions et les résultats avec un espace de
Banach comme espace d’arrivée.
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12.
13.
14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

IC(E) (E espace topologique) désigne ’ensemble des compacts de E.
Int A (A C E topologique) est I'intérieur topologique de A.
E’ est ’espace dual de E i.e I'espace consistant aux applications li-
néaires continues L : E — R et -/ désigne la dualité entre E et
IE,
F* (F C H espace de Hilbert) est 'orthogonal de F dans H.
e, : RF — C (v € RF en général k = 1 ou n), est la fonction définie
par: .

Vx € Rk, ey(x) :==e"".
X4 désigne la fonction caractéristique de A # @.

Si X et Y sont deux ensembles non vides, on note YX ou F (X,Y)
I'ensemble des applications de X dans Y.

Pour une fonction mesurable f : X — IR, on note sup f le supessf,
i.e. le plus petit « t.q. f < a presque partout.

Si A, B, C sont des ensembles non vides et si f : A x B — C, on
définit I'opérateur de Nemytskii construit sur f comme étant 1'opé-
rateur Ny : B4 — C# défini par :

Vo € B, Ny(g) = [t— f(tp(t))].

NOTATIONS DEFINIES EN COURS DE THESE.

Normes et produits scalaires

=

N

+ W

I Ml7 = [+ 20,91 11), 0% g > O
|| - || g», norme sur l’espace de fonctions presque-périodiques au sens
de Besicovitch.

- < >H=< ;" >12(j0,4,H), Produit scalaire de L%([0,q], H).

< ;» >p produit scalaire de B2.

Divers

[y

)
©

NN RN

p-p-: presque partout ou presque-périodique (selon le contexte).
M{f}: la moyenne temporelle.

M {f}: la moyenne temporelle supérieure.

a(f,A): le A-eme coefficient de Fourier-Bohr de f.

D : la différentielle.

bR : compactifié de Bohr de R.

D : la dérivée distributionnelle.

V : la dérivée faible sur B?(R, E).

T, : 'opérateur de translation par a, (2 € R).

Notations spectrales

(a) ||U|| : norme opératorielle de U dans L(IE).
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(b) T(t), U(t,s) : opérateurs linéaires continus agissant sur un es-
pace de Banach ou de Hilbert.

(c) p(A) : ensemble résolvant d'un opérateur donné A.

(d) o(A) : spectre d'un opérateur linéaire (éventuellement non

borné) A.
(e) 0,(A) : spectre approximatif d'un opérateur A.
(f) 0o (A) : frontiere spectorielle de I'opérateur linéaire fermé A.
(g) wo(T) : indice de croissance exponentielle du semi-groupe T.
(h) w1(T) : indice global de croissance de solution de probleme de
Cauchy abstrait partant de D(A).
(i) I opérateur identité de L(E).
(j) s(A) : borne spectrale de l'opérateur A.
(k) so(A) : indice de croissance uniforme de la résolvante.
(1) D(A) : domaine de 'opérateur linéaire A.
(m) r(A) : rayon spectral de ’opérateur linéaire A.
(n) R(A, A) : résolvante opératorielle de I'opérateur A au point A.
(0) {T(t)}+>0: semi-groupe fortement continu agissant sur 1’espace
E.

(p) {U(t,s)}i>s : famille d’évolution définie sur un espace X.
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Espaces fonctionnels

L(E) algebre des opérateurs linéaires continus A : E — E
M(n,C) ensemble des matrices d’ordre n a coefficients complexes.
Je{R,R;} la droite réelle ou la demi-droite réelle positive.
C°(R,E) espace des fonctions continues de R dans E.
BC(R,E) espace des fonctions continues bornées de R a valeurs
dans E.
CK(R,E) espace des fonctions k fois continuement dérivables de
R dans E.
Trig(R,E) espace des polyndmes trigonométriques.
AP°(R,E) espace des fonctions presque-périodiques au sens de

Bohr, de R dans E.

APK(R,E) espace des fonctions C* qui sont presque- périodiques
ainsi que leurs k dérivées.

APU(E xR, F) espace des fonctions presque-périodiques uniformément,
par rapport a un parametre.

B(R,E) ensemble des fonctions presque-périodiques au sens de
Besicovitch, de R dans E.

B'2(R,E) espace de Sobolev-Besicovitch.

BUC(], X) ensemble des fonctions définies sur | et a valeurs dans X,
uniformément continues et bornées sur J.

AP(], X) espace des fonctions de f € BUC(J, X) telles que
fu(t) =et'xavec y € Retx € X.

AP((], X) ensemble de fonctions f € AP(], X) telles que
la série de Fourier associée a f soit absolument convergente.

Py(], X) espace de fonctions f définies sur | a valeurs dans X,
g-périodiques, i.e. telles que f(-+ p) = f().

Pg(], X) espace de fonctions f € P,(], X) telles que f(0) = 0.
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LP(R4, X) espace de toutes les fonctions p-intégrables f,
définies sur R, et a valeurs dans X,

ie. telles que [[f]}, = (f; I£(6)[°d)

==

<oo, 1< p<oo.

L%([0, 4], X) espace de toutes les fonctions de carrées intégrables f,
sur [0, ] et a valeurs dans X.

C5((0,00),X) espace de toutes les fonctions a valeurs dans X,
indéfiniment dérivables a support compact dans (0, ).

Coo(R4, X) espace de toutes les fonctions f continues,
définies sur IR, & valeurs dans X telles que

f(0) = lim f(#) = 0.

D’ espace des distributions au sens de L. Schwartz.
B’ espace des distributions bornées.

!/ . . . P .
B,, espace des distributions presque-périodiques.
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Titre Fonctions Presque-Périodiques et Equations Différentielles

Résumé Cette these porte sur les équations d’évolution et s’articule au-
tour de trois parties. Dans la premiere partie, on se propose de se concen-
trer sur le critere oscillatoire de certaines équations différentielles. Des
résultats classiques sur les fonctions presque-périodiques sont rassemblés
dans le premier chapitre. Le deuxieme chapitre de cette thése a pour ob-
jectif de prouver l'existence d’une solution presque-périodique de Besi-
covitch d'une équation différentielle de second ordre sur un espace de
Hilbert. L'approche utilisée se base sur un formalisme variationnel. La
deuxiéme partie de cette these traite le comportement asymptotique des
problemes de Cauchy dans le cas non autonome. Les semi-groupes et les
familles d’évolution étant les outils principaux utilisés dans cette partie,
le troisiéme chapitre introduit des résultats importants de cette théorie,
notamment ceux permettant de caractériser la stabilité des semigroupes et
des familles d’évolution périodiques. Dans le quatrieme chapitre de cette
contribution, on prouve, en utilisant une approche basée sur les semi-
groupes, un résultat liant la bornitude de solutions de problémes de Cau-
chy périodiques et la stabilité exponentielle uniforme des familles d’évo-
lution issues de ces problemes. Dans une troisiéme partie, on focalise 1’at-
tention sur quelques résultats sur la dichotomie exponentielle comme une
propriété liée au comportement asymptotique des systémes différentiels.
Quelques résultats connus sont, par suite, réunis au cinquiéme chapitre
qui introduit brievement la notion de dichotomie exponentielle. Dans un
dernier chapitre, une caractérisation de la dichotomie exponentielle d"une
famille d’évolution en termes de bornitude des solutions de problemes de
Cauchy opératoriels correspondants sera démontrée.

Mots-clés Fonctions presque-périodiques, méthodes variationnelle,
semi-groupes, familles d’évolution périodiques, problemes de Cauchy,
équations différentielles, dichotomie exponentielle, stabilité exponentielle

Title Almost periodic Functions and Differential Equations

Abstract This PhD thesis deals with the evolution equations and is or-
ganised in three parts. The first part is devoted to the almost periodic
solutions of certain differential equations. Classic results on the almost-
periodic functions are collected in the first chapter. The second chapter of
this thesis aims to prove the existence of an almost-periodic solution of
Besicovitch of a second-order differential equation on Hilbert space. The
used approach is based on a variational formalism. In the second part of
this thesis, we study the asymptotic behavior of Cauchy problems in the
non-autonomous case. We give in the third chapter important results on
semigroups and evolution families, namely, those allowing to characterize
the stability of semigroups and periodic evolution families. We prove in
the fourth chapter sufficient conditions for the uniform exponential sta-
bility of a strongly continuous, g-periodic evolution family acting on a
complex Banach space. The last part in this work focuses the attention on



some results on the exponential dichotomy as a property for the asympto-
tic behavior of the differential systems. Some well-known results are given
in the fifth chapter which introduces briefly the concept of the exponential
dichotomy. A characterization of the exponential dichotomy for evolution
family in terms of boundedness of the solutions to periodic operatorial
Cauchy problems will be established.
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