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Résumé : Le théme de ce mémoire est 'ordonnancement dans les ateliers de production.
L’objectif est d’étudier différents modéles classiques en analysant les liens et différences
entre ces modéles et les problémes pratiques associés. Les méthodes utilisées sont 'analyse
de problémes de nos partenaires industriels, I’étude de la complexité des problémes ou de la
structure des solutions et la proposition de méthodes de résolution exactes ou approchées.

Le premier axe de cette thése est ’étude de problémes d’ordonnancement avec contraintes
de ressources d’entrée/sortie. Les environnements considérés sont les flowshops robotisés
et le nouveau modéle d’indisponibilité des opérateurs.

Le second axe abordé concerne I'ordonnancement avec high multiplicity ou les piéces sont
agrégées en catégories. La description compléte d'un ordonnancement (c’est-a-dire les
instants de fabrication des taches) n’est que pseudo-polynomiale de la taille de I'instance.

Theory and application in scheduling : resource constraints and high multipli-
city

Abstract : This thesis deals with scheduling problems in manufacturing cells. It aims at
studying different classical models, analyzing links and differences between those models
and the practical associated problems. The approach is to analyze the problems of our
industrial partners, to study the complexity of the problems or the structure of their
solution, and to propose exact or approached solution methods.

The first axis of this thesis is the study of scheduling problems with in/out resource
constraints. The problems considered are robotic flowshops and the new concept of ope-
rator non-availability.

The second axis concerns scheduling problems with high multiplicity, where parts are
aggregated into categories. Complete description of a schedule (i.e. the starting times of
the operations) is then only pseudo-polynomial of the size of the input.

Mots-Clés : Ordonnancement, ressources d’entrée/sortie, tiches agrégées en catégories,
cellules robotisées, planification d’expériences, indisponibilité de I'opérateur, ordonnance-
ment juste-a-temps, taches couplées.

Keywords : Scheduling, in/out resources, high multiplicity, robotic cells, experiment
planing, operator non-availability, just-in-time scheduling, coupled tasks.

Laboratoire G-SCOP, av. Félix Viallet, 38031 Grenoble Cedex.
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Introduction

Les ateliers de production sont une source inépuisable de problémes d’optimisation. On
ne compte plus les modéles introduits pour en souligner les nombreuses caractéristiques.
A tel point qu'il est parfois difficile de choisir dans cette large étendue de possibilités le
plus adéquat pour un probléme donné, ou de décider s’il convient d’en créer un nouveau.
Ce mémoire est consacré a ’ordonnancement dans les ateliers de production. Il ne s’agit
pas bien sir de faire une étude exhaustive de ’ensemble des modéles qui ont été initiés
au cours de ces derniéres années, mais pour un certain nombre d’exemples, théoriques et
pratiques, d’analyser les liens et les différences entre certains modéles proches, de comparer
la complexité des problémes qui y sont associés, de déterminer dans certains cas des
équivalences.

Nous nous attacherons, pour chacun des problémes que nous abordons, a l'inscrire dans
un cadre plus général en soulignant les liens avec d’autres problémes, a déterminer sa
complexité si cela n’a pas été fait et & proposer des méthodes de résolution exactes ou
approchées.

Le premier axe de ce mémoire est dédié aux ateliers de production avec ressources dites
d’entrée/sortie [65]. Avant le début de l'usinage d’une piéce, et/ou aprés que celui-ci
soit terminé, I'intervention d’une machine ou d’un opérateur humain est nécessaire. Cela
peut étre pour effectuer le montage de la piéce sur la machine ou son démontage, pour
préparer la machine & ’'usinage d’une piéce différente de la précédente ou encore pour
réaliser un certain nombre de taches qui ne sont pas automatisées. Nous étudions les
liens et distinctions entre les modéles classiques de la littérature pour différents types
de ressources d’entrée/sortie qui interviennent dans les cellules de production. Lorsque
nous nous tournons vers les flowshops robotisés, ce sont des robots qui effectuent ces
taches (Chapitre 2). Lorsque nous proposons un algorithme pour un probléme industriel
de planification d’expériences introduit par I'Institut Frangais du Pétrole (Chapitre 3),
ce sont des opérateurs humains qui sont sollicités. Dans les problémes avec ressources
d’entrée/sortie classiques, la ressource est toujours supposée disponible. Ce n’est bien
entendu pas le cas dans ce probléme industriel, ce qui nous fait définir un modéle nouveau
d’ordonnancement : I'indisponibilité des opérateurs (Chapitre 4). Pour tous ces problémes,
nous nous appliquons a étudier la complexité et & proposer des heuristiques le cas échéant.
Minimiser la durée de la production dans un environnement de type flowshop robotisé a
deux machines, lorsque les durées de transport sont indépendantes des piéces, est montré
appartenir & P, ainsi que plusieurs problémes qui lui sont équivalents. Pour répondre
a la problématique industrielle de I'Institut Francais du Pétrole, nous implémentons un
logiciel de planification, utilisé actuellement sur le site de Solaize, qui donne satisfaction
a ses utilisateurs. Nous montrons, pour le probléme d’indisponibilité des opérateurs, qu’il
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n’est pas possible, méme pour une unique machine, de déterminer en temps polynomial
I’ordonnancement de plus courte durée, mais qu’il est possible d’obtenir des heuristiques
polynomiales efficaces & ’aide de listes de priorité.

Le second axe de ce mémoire concerne les problémes d’ordonnancement dit high multipli-
city. Dans ces problémes, les taches ne sont plus toutes différentes mais regroupées par
type, toutes les taches d’'une méme catégorie ayant les mémes caractéristiques. L’étude
de la complexité des problémes pour lesquels les taches sont agrégées en catégories est
rendue difficile par le fait que le nombre total de taches n’est plus polynomial de la taille
de I'instance. Décider si un probléme donné appartient ou non & NP peut dés lors s’avé-
rer ardu. Nous étudions ici deux applications. L'une est I’ordonnancement juste-a-temps
(Chapitre 5). Pour ce probléme, on souhaite produire différents types de taches sur une
ligne flexible. Le but est de répartir la production des différentes catégories de sorte qu’elle
soit la plus homogeéne possible. Cet objectif est difficile & traduire sous la forme d’une fonc-
tion objectif concréte car de nombreuses méthodes mesurant la distance entre productions
idéale et réelle ont été proposées dans la littérature. Une approche, qui a mené a de nom-
breuses conjectures, consiste a essayer d’optimiser simultanément plusieurs critéres afin
de les concilier. Nous montrons que cette optimisation simultanée ne sera pas toujours
possible & travers un ensemble de contre-exemples et étudions la structure des solutions
du probléme. Une heuristique polynomiale est proposée en annexe qui construit des solu-
tions pouvant se représenter de fagon compacte. Le second probléme high multiplicity que
nous étudions est le probléme des taches couplées (Chapitre 6). Il s’agit d’ordonnancer des
taches, de facon cyclique ou non, sur une méme machine, chaque tache étant composée
de deux opérations séparées par une durée fixée a I’avance. Nous nous intéressons tout
d’abord a la version classique du probléme, pour laquelle les taches sont toutes différentes,
et montrons 1’équivalence de ce probléme avec un probléme particulier de cellules roboti-
sées. Nous nous tournons ensuite vers le probléme pour lequel les taches sont agrégées en
une seule catégorie, c’est-a-dire vers le cas ou elles sont toutes identiques. Nous étudions
la structure particuliére de certaines solutions dans le cas cyclique et en déduisons une
conjecture sur la complexité de ce probléme.



Chapitre 1

Introduction a 'ordonnancement et a la
complexité

Résoudre un probléme d’ordonnancement, c’est trouver la "meilleure organisation" pour
la réalisation d’un certain nombre de taches. Cette meilleure organisation dépend a la
fois des contraintes (ressources disponibles, précédences entre taches, etc.) et de objectif
que 'on s’est fixé : minimiser la durée totale de production (makespan) ou le coit pour
réaliser toutes les taches, minimiser le nombre de taches en retard, etc.

Notre but n’est pas de présenter de facon exhaustive tous les problémes d’ordonnancement
possibles, mais de s’intéresser plus précisément aux problémes posés par les ateliers de
production, puisque c’est dans ce contexte que s’inscrit cette thése.

Pour une présentation plus compléte des problémes d’ordonnancement et de leur com-

plexité, le lecteur pourra se référer a [65, 15| ou aux sites http://www.mathematik.uni-osnabrueck.de/
et http://www.lix.polytechnique.fr/—~durr/query/ qui recensent la complexité des

problémes d’ordonnancement classiques.

1.1 Description des problémes d’ordonnancement et clas-
sification o3|y

Dans un atelier de production, les taches représentent souvent des produits & assembler.
Pour réaliser les différentes opérations nécessaires pour obtenir le produit fini, on peut
travailler sur une ou plusieurs machines, avoir besoin ou non d’un opérateur humain,
utiliser des robots pour le transport des piéces...

Les possibilités étant nombreuses, nous utiliserons la classification des problémes d’or-
donnancement de Graham et al. [42] pour introduire les principales composantes des
problémes d’ordonnancement. Cette classification est composée de trois champs notés
a|B]y qui concernent respectivement I’environnement de production, les caractéristiques
des taches et de cet environnement et I’objectif que I'on s’est fixé.

11
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1.1.1 Ressources humaines et matérielles : le champ o

Le premier champ de la notation «|3|y proposée par Graham et al. [42] pour classifier les
problémes d’ordonnancement représente les ressources dont on dispose pour résoudre le
probléme considéré.

Ces ressources sont principalement de trois types :

— Les machines, aussi appelées processeurs, pourront, selon le probléme étudié, per-
mettre d’effectuer les mémes opérations (on parle alors de machines paralléles) ou étre
dédiées & une ou plusieurs opérations particuliéres. Dans le cas de machines paralléles,
il est possible de considérer des machines de vitesses de production différentes mais
indépendantes de 1'opération effectuée (machines uniformes) ou des machines de vi-
tesses dépendantes de la tache effectuée (unrelated en anglais). Nous nous intéressons
dans cette thése uniquement aux machines identiques, c’est-a-dire dont la vitesse de
production est identique quelle que soit la machine et ’opération.

La capacité d'une machine désigne le nombre d’opérations qu’elle peut réaliser simul-
tanément. Si cette capacité n’est pas unitaire, on parlera d’ordonnancement par batch.

— Les robots sont utilisés principalement pour le transport des piéces entre les machines.
Leur capacité désigne alors le nombre de piéces qu’ils peuvent transporter simultané-
ment.

— Les opérateurs et serveurs interviennent pour le pré- ou post-traitement d’une opé-
ration. Il s’agit par exemple de préparer une machine ou une piéce a une opération, ou
de nettoyer la machine aprés utilisation.

Chaque tache correspond & une ou plusieurs opérations. Nous devons connaitre I'ordre
dans lequel les opérations d’une tache doivent étre réalisées et les ressources qui leur seront
nécessaires (si celles-ci ne sont pas identiques pour chaque opération). Cette description
de la séquence des opérations d’'une tache et des ressources associées s’appelle gamme de
production.

Lorsque les gammes de production sont identiques pour toutes les taches, on dit que
I’environnement de production est de type flowshop. C’est souvent le cas dans les lignes
de production ol les machines sont disposées en série et ol les piéces passent sur toutes
les machines dans 'ordre dans lequel elles sont disposées.

Si 'ordre de passage des opérations sur les machines est différent d’une tache a ’autre, le
probléme sera de type jobshop et si aucun ordre n’est imposé aux opérations des différentes
taches, on parlera d’openshop.

Classiquement, le champ o a deux composantes : &« = ajas. La composante a; €
{9, P, Q, R, F, O, J} désigne le type de machines et de gammes du probléme. Les valeurs
classiques de a; sont les suivantes :

— a1 = & : une seule machine produit toutes les opérations.

— a3 = P : les machines sont paralléles et identiques.

— a1 = () : les machines sont paralléeles et uniformes. Elles ont des vitesses d’usinage diffé-
rentes mais indépendantes de la piéce produite. Si on note s; la vitesse de la machine M,
alors la durée d’usinage p; ; de la piéce j sur la machine M; est donnée par p; ; = p;/s;
(a condition que l'usinage de la piéce j se fasse intégralement sur la machine 7).
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— a1 = R :les machines sont paralléles et non uniformes (unrelated en anglais). La vitesse
de chaque machine sera alors différente selon la piéce usinée. Si on usine entiérement la
piéce j sur la machine M;, la durée de 'opération sera p; ; = p;/s; j ou s; ; est la vitesse
d’usinage de j sur la machine M;.

— a1 = F : les gammes de production sont identiques (’environnement est de type flow-
shop).

— a7 = O : les gammes de production sont différentes, chaque piéce j est usinée une fois et
une seule sur chaque machine mais I’ordre dans lequel doivent s’effectuer les opérations
de chaque tache n’est pas imposé (I’environnement est de type openshop).

— a1 = J : les gammes de production sont différentes mais fixées, une piéce peut étre
usinée aucune ou plus d’une fois sur chaque machine (’environnement est de type
jobshop).

auxquelles nous ajoutons

— ay = RC : une cellule robotisée avec machines dédiées (voir Chapitre 2).

Dans le cadre de 'ordonnancement par batch, nous adoptons les notations de Potts et
Kovalyov [74] : a; € {P, Q, R, F, O, J} représentera les mémes problémes que précé-
demment, mais pour des machines de capacité supérieure & 1 et o = 1 représentera le
probléme a une machine. On ne fait pas apparaitre la capacité des machines dans le
champ «. Celle-ci sera, comme dans [74], indiquée dans le champ (.

Le champ ay € {@, m} représente le nombre de machines. Si ay = @, alors le nombre de
machines est une variable du probléme. Si vy = m le nombre de machines est égal a m.

Nous ajoutons & a deux composantes a3z et a4 : @ = ajas, azay. Le champ as permet
de prendre en compte des ressources supplémentaires : les robots (a3 = R), serveurs
(g = S), opérateurs (a3 = O), etc., le nombre de ces ressources étant indiqué par le
champ ay.

1.1.2 Caractéristiques des taches, contraintes du probléme, ca-
ractéristiques du matériel : le champ [

Le champ 3 comporte a l'origine 8 entrées : (1, B2, B3, B4, Bs, Bs, B7, Ps- Chacune repré-
sente une caractéristique que peuvent présenter les taches du probléme posé. Dans le cas
ou l'une de ces entrées n’apparait pas (5; = @), les taches du probléme ne présenteront
pas la caractéristique correspondante, ou celle-ci sera implicite.

— (31 représente le mode d’exécution des opérations. Si 3; = pmin (pour preemption en
anglais), il est possible d’interrompre I’exécution de toute opération et de la reprendre
au méme point plus tard et éventuellement sur une autre machine.

— (5 permet de décrire des ressources additionnelles en précisant le nombre de types de
ressources, la quantité disponible de chaque ressource et le minimum de ressources
nécessaires pour chaque tache.

— (33 représente les contraintes de précédence entre opérations : certaines opérations ne
peuvent commencer tant que certaines autres ne sont pas terminées. Ces contraintes de
précédence sont modélisées par un graphe orienté acyclique dans lesquels les sommets
sont les opérations ou les taches. Un arc (i,j) lie 'opération i (resp. la tache i) a
lopération j (resp. la tache j) si i doit étre terminée pour que j puisse commencer. Si
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ce graphe est quelconque, on notera (33 = prec, mais on considére aussi plusieurs autres
types de graphes : (83 = intree, outtree, chains si respectivement chaque sommet a au
plus un successeur, au plus un prédécesseur et au plus un prédécesseur et un successeur.

— 4 = r;j représente les dates de disponibilité des taches (ready times).

— (5 décrit les durées de production des taches (production times). Si 05 = &, ces durées
sont indépendantes les unes des autres, mais on considére souvent pour les problémes
difficiles le cas 5 = p;; = p (durées d’usinage toutes identiques) ou le cas p; ; = p;
(durées d’usinage indépendantes des piéces).

— Si B = dj, la tache j doit étre terminée au plus tard a l'instant d; (aucun retard
n’est possible par rapport a cette date). On parle de dead line en anglais. Si le probléme
comporte des dates d’échéance (due date en anglais) plus souples, par rapport auxquelles
des retards sont possibles (mais seront en général pénalisés dans fonction objectif), on
notera d; ces instants.

— Si 87 = n; <k, le nombre d’opérations qui composent chaque tache est borné par k.

— L’entrée (3 exprime l'existence d’une contrainte de production sans attente (no-wait
en anglais). Si Js = no-wait, alors les taches ne peuvent pas attendre aprés la fin
d’une opération entre deux machines successives : I’opération suivante doit commencer
immédiatement.

Le champs 3 est de plus utilisé pour décrire certaines caractéristiques du matériel ou
des machines employées. Par exemple, pour les flowshop avec robot (Chapitre 2), on
peut indiquer si les durées de transport des piéces sont indépendantes des piéces (Fg =
d;; = 0;) ou si les durées de chargement et déchargement sont considérées comme nulles
(B0 = eéj =0, fu =€ = 0). De méme, pour les problémes d’ordonnancement par
batch, on peut indiquer par 1o = b < ¢ que la capacité des machines est de c.

1.1.3 Objectif : le champ ~

Le champ ~ représente 1’objectif de 'ordonnancement : obtenir une production de moindre

colt ou de durée la plus courte possible, éviter les retards de livraison ou maximiser 1'uti-

lisation de certaines ressources. Dans cette thése, nous nous intéressons plus particuliére-

ment & deux critéres :

— Terminer la production le plus tot possible, c’est-a-dire minimiser la date de fin de la
derniére tache. Ce critére est noté C'max.

— Minimiser la somme des dates d’achévement des taches, pour s’assurer d’obtenir des
produits finis plus té6t dans le temps sans finir trop tard ’ensemble de la production.
Ce critére est noté > C;.

1.2 Complexité

Pour mesurer la difficulté d’un probléme, on s’attache a estimer le temps nécessaire pour
le résoudre. La théorie de la complexité permet de classer les différents problémes en
fonction de ’existence ou de la non existence d’algorithmes de résolution "rapides". On
ne présente ici que les principes de base de la théorie de la complexité, mais le lecteur
intéressé pourra consulter les ouvrages de Garey et Johnson [68] et Ausiello et al. |9].
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1.2.1 Problémes et évaluation de leurs algorithmes

Un probléeme d’optimisation se présente comme suit : il faut optimiser une certaine fonction
de coiit f tout en respectant un ensemble de contraintes C. Les solutions admissibles du
probléme sont celles qui respectent toutes les contraintes de C et on essaie de choisir parmi
elles celle qui nous permet d’obtenir la meilleure valeur pour f. Puisque maximiser f est
équivalent & minimiser — f, nous considérerons par la suite que ’on veut résoudre

min f(s)

sc seC

A ce probléme d’optimisation est associé un probléme de décision. Cette fois-ci, la question
n’est pas de trouver la solution de C qui minimise f mais de déterminer s’il existe une
solution s de C telle que f(s) < B ou B est une borne qui fait partie des données.

De fagon plus générale, on appelle probléme de décision tout probléme dont la réponse
attendue est "oui" ou "non".

Pour classer les différents problémes de décision et d’optimisation selon leur difficulté,
nous nous intéressons a la vitesse d’exécution de leurs algorithmes.

Pour savoir si un algorithme est rapide ou non, on compte le nombre d’opérations élé-
mentaires effectuées par I’ordinateur lors de son exécution. Ces opérations élémentaires
sont par exemple ’addition ou la comparaison de deux nombres, I’affectation d’une va-
leur & une case mémoire, etc. Ce nombre d’opérations élémentaires est ensuite comparé
a la taille mémoire nécessaire pour stocker les parameétres d’entrée de I'algorithme. Par
exemple, si un algorithme prend uniquement un entier n en parameétre, on peut considérer
que la taille de ’entrée est le nombre de bits nécessaires pour le coder, c’est-a-dire son
nombre de chiffres en base 2, |log,(n)| + 1. On ne s’attache pas en théorie de la com-
plexité & connaitre précisément le nombre d’opérations qui seront effectuées ou la taille
des données. On souhaite en fait obtenir un ordre de grandeur du nombre d’opérations
quand la taille des données tend vers l'infini, et pas pour chaque instance le nombre exact
d’opérations. Ainsi, la taille de n codé en base 2 est de 'ordre de In(n), c’est-a-dire qu’il
existe une constante strictement positive k et un entier ng tels que |logy(n)]+1 < kIn(n)
pour tout n > ng. On note alors |log,(n)] + 1 € O(In(n)) et on dit que la taille de n en
base 2 est un grand O de In(n).

Supposons maintenant que nous avons un algorithme A qui prend en entrée une donnée
de taille N et qui a un temps d’exécution, ou nombre d’opérations effectuées, égal a T'( V).

Si T(N) € O(P(N)) ou P(N) est un polynéme, on dira que 'algorithme A est polyno-
mial (polynomial-time algorithm en anglais). Si ce n’est pas le cas, on dit que A est un
algorithme exponentiel.

Dans la mesure ou les fonctions exponentielles augmentent bien plus vite que les fonctions
polynomiales, il est beaucoup plus intéressant d’obtenir des algorithmes polynomiaux qui
pourront étre utilisés avec de grandes données alors que les algorithmes exponentiels ne
serviront que pour des instances de petite taille.
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1.2.2 Les classes P, NP et Co-NP

La théorie de la complexité s’intéresse aux problémes de décision et tente pour ceux-ci
de répondre & des questions portant sur la qualité des algorithmes que 1’on peut espérer
pour ces problémes.

La premiére question que nous nous posons, au regard de la Section 1.2.1, est la question
de l'existence d’'un algorithme de résolution polynomial pour le probléme de décision
considéré. Si un tel algorithme existe, il sera possible d’obtenir la réponse en un temps
raisonnable, méme si I'instance est de grande taille. On dira dans ce cas que le probléme
de décision appartient a la classe de problémes P.

Définition 1 (Classe P) Un probleme Q) de décision appartient & la classe P si et
seulement si il posséde un algorithme de résolution en temps polynomial.

La plupart des problémes d’ordonnancement qui sont abordés dans cette thése sont des
problémes d’optimisation, auxquels la théorie de la complexité n’est apparemment pas
reliée. Pourtant, il existe bien un lien entre un probléme de décision et le probléme d’op-
timisation associé. En effet, il est facile de voir que si I'on dispose d’un algorithme de
résolution polynomial pour le probléme d’optimisation, il suffit de regarder si la valeur
optimale proposée pour la fonction objectif est inférieure & B pour obtenir la réponse au
probléme de décision pour la borne B. Réciproquement, si on dispose d’un algorithme
polynomial pour le probléme de décision, on peut par une recherche dichotomique trouver
la valeur optimale de f en résolvant plusieurs fois le probléme de décision. Ainsi, un pro-
bléme d’optimisation disposera d’un algorithme de résolution polynomial si et seulement
si le probléme de décision associé est dans la classe P.

Un enjeu important quand on s’intéresse & un probléme d’ordonnancement est donc de
déterminer si son probléme de décision associé est dans P. Pour répondre a cette question,
nous introduisons les problémes de la classe N'P.

Pour une instance donnée d’un probléme de décision, deux réponses sont possibles : "oui"

ou "non". Pour savoir si un probléme de décision () est dans AP, on cherche & savoir
s’il existe un certificat qui, étant donnée une instance pour laquelle la réponse a () serait
"oui", permettrait de vérifier rapidement que tel est bien le cas.

Définition 2 (Classe N'P) Un probléme de décision Q) est dans la classe N'P si pour
toute instance x dont la réponse est "oui", il existe un certificat de taille polynomiale par
rapport a la taille de x et vérifiable en temps polynomial.

On parle de certificat concis polynomial pour le "oui”. Prenons un exemple pour illustrer
cette notion de certificat. Nous considérons le probléme suivant :

BIPARTITION

INSTANCE : Un ensemble de n entiers aq, ao, ..., a,

QUESTION : Existe-t-il un sous-ensemble [ de {1, 2,..., n} tel que >, ;a; = >, ;a;?
L’instance Z = {ay, as, ..., a,} est composée de n entiers, sa taille est donc de I'ordre

de nmaxIn(a;) si on code les a; en base 2. On suppose que le probléme avec I'instance Z



1.2. COMPLEXITE 17

obtient la réponse "oui". Dans ce cas, il existe un sous-ensemble I de {1, 2,..., n} tel que
Y oier @i = Zig[ a;. Un certificat qui prouvera que la réponse est bien "oui" pour BIPAR-
TITION sera donc un sous-ensemble I de {1, 2,..., n}. Il sera bien de taille polynomiale

puisqu’il aura au plus n—1 éléments. De plus on peut calculer ), _; a; et Zigl a; en temps
polynomial puisqu’on effectue n additions, ce qui nous permettra de vérifier la validité du
certificat. On a donc un temps d’exécution polynomial.

On peut ainsi, pour une instance Z telle que la réponse au probléme BIPARTITION est
"oui", fournir un certificat concis prouvant que la réponse est bien "oui". Le probléme
BIPARTITION est donc dans NP. Il est important de noter que si on voulait par contre
savoir si pour une instance la réponse était "non" pour BIPARTITION, on ne pourrait pas
utiliser ce certificat.

Les problémes disposant d’un certificat concis et vérifiable en temps polynomial pour le
"non" appartiennent & une autre classe de complexité, la classe Co-NP.

Définition 3 (Classe Co-N"P) Un probléme de décision Q) est dans la classe Co-N'P si
pour toute instance x dont la réponse est "non", il existe un certificat de taille polynomiale
par rapport a la taille de x et vérifiable en temps polynomial.

On peut remarquer que les problémes de P sont a la fois dans la classe NP et dans
la classe Co-N'P, puisque la réponse, étant donnée une instance, sera obtenue en temps
polynomial. Le certificat est donc dans les deux cas I'instance elle-méme.

Il est fréquemment admis, mais ce n’est pas a& ’heure actuelle démontré, que ces trois
classes P, NP et Co-N'P sont distinctes. Si c’est bien le cas, il existerait des problémes
dans la classe NP pour lesquels aucun algorithme exact n’est polynomial. Cette hypothése
a conduit & définir les problémes N'P-Complets, ¢’est-a-dire les problémes les plus difficiles
de la classe N'P. Ils ne peuvent admettre d’algorithmes polynomiaux que si P = N'P. La
section suivante explique comment montrer 'appartenance d’un probléme a 1’ensemble
des problémes NP-Complets.

1.2.3 Problémes N'P-Complet et N/'P-Difficile au sens fort

Avant de définir un probléme NP-Complet, il nous faut introduire la notion de réduction
polynomiale. On considére deux problémes de décision ) et R. On dit que Q) se réduit
a R en temps polynomial, et on note () oc R, s’il existe une fonction calculable en temps
polynomial f qui transforme toute instance , de ) en une instance I, = f(1,) de R telle
que la réponse soit "oui" pour I'instance I, si et seulement si la réponse est "oui" pour
I’instance I,.. Cette relation n’est pas une relation d’équivalence car elle n’est pas symé-
trique : le probléme R peut-étre strictement plus difficile que le probléme (). C’est le cas
quand par exemple () est une cas particulier de R, c’est-a-dire les solutions de () doivent
vérifier les mémes contraintes que celles de R ainsi qu’une ou plusieurs contraintes sup-
plémentaires, et les questions des deux problémes sont identiques. Alors, on peut prendre
I, = I, et la transformation est bien polynomiale : il s’agit de "recopier" I'instance. On
peut remarquer par contre que la relation est transitive : si ) oc Ret R o< T', alors Q oc T
(on applique séquentiellement une transformation puis 'autre, le temps de calcul reste
donc polynomial).
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Les problémes NP-Complets sont les problémes les plus difficiles de la classe NP. Pour
montrer qu'un probléme (Q est NP-Complet, il faut donc montrer qu’il vérifie les deux
conditions suivantes :

Définition 4 (Probléme N'P-Complet) Un probleme de décision Q) est N'P-Complet

st et seulement st

— Q appartient a la classe NP ;

— tout probléeme R de NP peut se réduire a Q en temps polynomial, c’est-a-dire que Q
est au moins aussi difficile que tout probleme R de la classe N'P.

Si un probléme vérifie uniquement la deuxiéme condition, on dit qu’il est AP-Difficile.

Cook a montré en 1971 [34] que tout probléme de NP se réduit au probléme SAT, qui
est ainsi devenu le premier probléme NP-Complet connu, puisqu’il appartient a N'P.

Gréace a ce théoréme, appelé théoréeme de Cook, et A la transitivité de la relation o, il a
été possible de montrer qu'un grand nombre de problémes sont A'P-Difficile. En effet, il
n’est pas nécessaire de créer une réduction de tout probléme de AN'P vers () pour montrer
que @ est N'P-Difficile. Il est suffisant de montrer qu'un probléme N P-Difficile se réduit
a ( et la transitivité de oc permet de conclure.

Remarque. Supposons que @ o R et que la transformation calculable en temps poly-
nomial f,, correspond a cette réduction. Si R admet un algorithme polynomial A, alors
on obtient un algorithme polynomial pour ) en exécutant f,,. puis A,. Ainsi,

(QxRAReP)=Qe<P

Il est généralement admis que les classes P et NP sont différentes et donc que les pro-
blémes NP-Complets n’admettent pas d’algorithmes polynomiaux. La remarque précé-
dente indique que si un seul probléme N P-Complet admettait un algorithme polynomial,
alors tout probléme de NP se résoudrait en temps polynomial et donc qu’on aurait
Pégalité des classes P et N'P. On suppose en général qu’il n’existe pas d’algorithme poly-
nomial pour les problémes NP-Complets et que donc, le probléme d’optimisation associé,
s’il existe, n’admet pas non plus d’algorithme polynomial.

Certains problémes, méme s’ils n’admettent pas d’algorithmes exacts polynomiaux, pour-
ront admettre des algorithmes relativement rapides appelés algorithmes pseudo-polynomiauz.
Si un probléme a dans ses données k entiers ny, ns, ..., ng, ceux-ci sont codés en base 2
dans la mémoire d’ordinateur et leur taille est donc un O(k In(maxn;)). Un algorithme
pour ce probléme sera pseudo-polynomial si le nombre d’opérations effectuées dépend de
fagon polynomiale des n; (il sera donc exponentiel) et de la taille du reste de 'instance.

Pour certains problémes de tels algorithmes pseudo-polynomiaux n’existent pas. On dit
que ces problémes sont N'P-Difficiles au sens fort.

Pour montrer qu’un probléme @ est A/P-Difficile au sens fort, on cherche une réduction
pseudo-polynomiale entre un probléme N P-Difficile au sens fort et Q.
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1.2.4 Approximabilité

Lorsque le probléme de décision associé & un probléme d’optimisation est NP-Difficile, on
ne peut pas toujours utiliser un algorithme de résolution exact pour le probléme d’optimi-
sation, puisqu’il n’en existe pas de polynomial, sauf si P = NP. On se tourne alors vers
des heuristiques dont on mesure la qualité selon deux critéres : la qualité des solutions et
la rapidité de I’heuristique.

Pour un probléme d’optimisation () donné, on note

— Zg 'ensemble des instances de () ou Z s’il n’y a pas de confusion possible;

Solg(x) ou Sol(x) 'ensemble des solutions admissibles de () pour I'instance x;
m(z,y) la valeur de la fonction objectif de la solution admissible y de I'instance x de @ ;
OPT(x) la valeur optimale de la fonction objectif pour I'instance = de Q;

— |z| la taille de I'instance .

Pour mesurer la qualité des solutions d’une heuristique, on essaie d’obtenir des bornes
sur I’écart entre la solution qu’elle fournit et la solution optimale. On parle de ratio de
performance.

Définition 5 (Ratio de performance d’une instance) Soient Q un probléme d’opti-
misation, r une instance de Q) et y une solution admissible pour x. Le ratio de performance
de y par rapport a = est

OPT(x) m(z,y) }

R(z,y) = max{ m(z,y) OPT(x)

Pour garantir la qualité des solutions d’une heuristique, on s’intéresse au ratio de perfor-
mance de chaque solution proposée par rapport & son instance.

Définition 6 (r(n)-approximation) Soient Q) un probléme d’optimisation et (r(n)) une
suite & valeurs dans [1, +00[. On dit qu’un algorithme A est une r(n)-approximation si
pour toute instance x de ()

— A délivre une solution admissible A(x) du probléeme Q ;

- m(z, A(x)) < r(|z|)OPT(z) si Q est un probléme de minimisation ;

- OPT(z) < r(|lz])m(x, A(z)) si Q est un probléme de mazimisation.

ou de fagon équivalente :

— A délivre une solution admissible A(x) du probléme Q ;

- R(z, A(x)) < r(ja).

Définition 7 (Performance garantie) Si un algorithme A est une r(n)-approzimation
pour le probléme Q, on dit que r(n) est une performance garantie de ’algorithme A.

On s’attache en général a trouver la plus petite petite performance garantie qu’il est
possible d’obtenir pour un algorithme. Il n’y a pas de consensus sur le nom qui pourrait
lui étre donné et nous adoptons ici la notation suivante
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Définition 8 (Ratio de performance d’un algorithme) Soient Q) un probléeme d’op-
timisation, et A un algorithme qui pour chaque instance x de Q) produit une solution A(x)
admissible pour x. Le ratio de performance de I’algorithme A est

sup{R(z, A(z))|z € I}

Une garantie de performance d’un algorithme A est donc une borne supérieure du ratio
de performance de 1’algorithme A.

On définit, pour les problémes d’optimisation, différentes classes qui regroupent ces pro-
blémes en fonction des ratios de performances qu’il est possible d’obtenir pour des al-
gorithmes dont le temps d’exécution est raisonnable. Nous introduisons tout d’abord
la classe NPO (pour N'P-Optimization Problems en anglais) qui est le pendant de la
classe NP pour les problémes d’optimisation.

Définition 9 (Classe N'PO) Un probléme d’optimisation Q est dans la classe NPO

s’il vérifie les propriétés suivantes :

— On peut reconnaitre en temps polynomial les instances de Q) ;

— Si x est une instance de Q) alors il existe un polynome v tel que Yy € Sol(x), |y| <
v(|z|). De plus, étant donnés x une instance de Q) et y tel que |y| < v(|z|), on peut
décider si y € Sol(z) en temps polynomial ;

— Pour tout x € T et tout y € Sol(x), m(z,y) peut étre calculée en temps polynomial.

Les problémes de cette classe ont I'avantage de posséder des solutions dont la taille est
bornée par rapport a la taille de I'instance, ce qui est toujours le cas pour les problémes
de décision, puisque les seules réponses possibles sont "oui" et "non". La classe NPO
est comme son nom l'indique liée & la classe NP, puisque si un probléme d’optimisation
est dans la classe NP, alors le probléme de décision associé est dans NP et le résultat
suivant s’applique :

Théoréme 1 Si un probléme Q d’optimisation est dans N'PO et que le probléme de
décision associé est N'P-Complet, alors QQ est N'P-Difficile.

La classe N'PO contient plusieurs sous-classes. Nous présentons ici celles qui seront uti-
lisées dans ce mémoire.

Définition 10 (Classe APX) Un probleme Q@ de NPO est dans la classe APX s’il
admet une O(1)-approzimation.

Définition 11 (Classe P7T.AS) Un probleme Q de N'PO est dans la classe PTAS s’il
admet un schéma d’approximation polynomial, c¢’est-a-dire s’il existe une famille d’algo-
rithmes polynomiauz (Ac)co telle que pour tout € > 0, A. est une (1 + €)-approzimation

de Q).

En fait, cette définition ne demande aux algorithmes de la famille (A.).~o que d’étre
polynomiaux par rapport a la taille des instances de () et pas par rapport a la taille de
1/e. Si on choisit € arbitrairement petit, pour obtenir une solution trés proche de 'optimal,
on risque alors d’étre confronté & un temps de calcul trés important. La classe FP7T AS
est donc introduite :
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Définition 12 (Classe FPTAS) Un probleme Q de NPO est dans la classe FPT AS
s’tl admet un schéma d’approximation pleinement polynomial, c¢’est-a-dire s’il existe une
famille d’algorithmes (Ac)eso, polynomiauz par rapport & 1/€ et par rapport a la taille de
Uinstance, telle que pour tout € > 0, A est une (1 + €)-approzimation de Q).

On a donc les inclusions suivantes :

FPTAS C PTAS C APX C NPO

Pour montrer qu’un probléme appartient & une des classes APX, PTAS et FPTAS,
on peut exhiber une famille d’algorithmes avec les propriétés requises. Pour montrer qu’il
n’appartient pas a P7.AS, on utilisera souvent le théoréme suivant que nous appelons
théoréme des Ecarts (Gap Theorem en anglais) pour faciliter les références futures.

Théoréme 2 (Gap Theorem) Soient QQ un probleme de minimisation de NPO et R
un probleme N'P-Difficile. Soient f un fonction calculable en temps polynomial qui trans-
forme les instances de R en instances de () et ¢ une fonction calculable en temps polyno-
mial qui transforme les instances de R en éléments de N. Soit g une constante positive
(le gap). Si les deux conditions suivantes sont vérifiées

— Pour toute instance x de R dont la réponse est "oui", OPT(f(x)) = c(x) ;

— Pour toute instance x de R dont la réponse est "non”, OPT(f(x)) > (14 g)c(x).
Alors il est impossible d’approrimer (Q en temps polynomial avec un ratio r < 1+ g sauf

siP=NP.

1.2.5 Ordonnancement online

On parle d’ordonnancement online pour décrire des problémes tels que 1’ensemble des
taches et leurs caractéristiques ne sont pas connus a ’avance. Typiquement, les taches ou
les opérations ont des dates de disponibilité et ce n’est qu’a 'apparition de la tache ou de
I’opération dans le systéme que ’on connait sa durée d’usinage. On ne sait qu’a la fin de
la production quel sera le nombre total de taches ou d’opérations. Le Chapitre 3 propose
un exemple industriel de ce type de probléme.

Si on dispose tout de méme d’un certain nombre d’informations sur les taches ou opéra-
tions qui vont arriver dans le systéme, on parle d’algorithme semi-online ou nearly-online.
Par exemple, les taches peuvent appartenir & un ensemble de types prédéfinis et les valeurs
possibles pour leurs durées d’usinage étre donc connues & ’avance. On peut encore imagi-
ner que lon connaisse a chaque instant la date d’arrivée de la prochaine téche (c’est par
exemple le cas au Chapitre 3). Ces informations complémentaires permettent d’améliorer
les performances des algorithmes proposés pour ces problémes.

Les algorithmes classiques utilisés pour résoudre des problémes online sont présentés
dans [65|. Pour mesurer la qualité d’un algorithme online, on le compare & un algorithme
clairvoyant qui disposera a 1’avance de toutes les informations relatives aux taches, c’est-a-
dire les dates de disponibilité et les caractéristiques de toutes les opérations. Un algorithme
clairvoyant peut donc calculer la solution optimale. On dit qu’il résout le probléme offiine,
c’est-a-dire le méme probléme pour lequel on disposerait de I’ensemble des informations.
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Définition 13 (‘Algorithme c-compétitif ) On considére un probléme Q) d’optimisation
online et une constante positive c. On dit qu’un algorithme A est c-compétitif si pour toute
instance x de ()

— A délivre une solution admissible A(x) du probléeme Q) ;

- m(z,A(x)) < cOPT(z) + 0.

ot m(x,y) est la valeur de la fonction objectif de la solution admissible y de l'instance x,
OPT(x) est la valeur optimale de la fonction objectif pour le probléme offline et l’ins-
tance x et b est une constante.

o e ey,

Définition 14 (ratio de compétitivité) Le ratio de compétitivité (competitive ratio)
ca de lalgorithme A est la borne inférieure de l’ensemble des constantes c telles que A
est c-compétitif.

.....

.....

la meilleure solution du probléme online. Le fait que la meilleure solution offline soit plus
simple a aborder participe bien siir a ce choix du calcul des performances des algorithmes
online.
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1 Introduction

Nous nous intéressons dans cette partie & des ateliers de production disposant de res-
sources dites d’entrée/sortie (1/0 ressources). De telles ressources seront nécessaires pour
préparer 'usinage d’une piéce sur une machine ou aprés que celui-ci soit terminé. Pen-
dant la durée d’usinage, la ressource pourra étre utilisée pour d’autres taches présentes
dans le systéme. Nous clarifions dans cette introduction les différences et liens entre trois
ressources d’entrée/sortie : les robots, les serveurs et les opérateurs. En particulier, les ser-
veurs et opérateurs sont présents dans la littérature sous différentes appellations et nous
proposons un bref état de 'art permettant d’associer les articles présentés au type de
probléme effectivement étudié. Nous concentrons notre attention sur les caractéristiques
de ces ressources et les hypothéses adoptées dans ce mémoire. Pour une présentation plus
compléte de 'ordonnancement avec ressources d’entrées/sorties, le lecteur peut se référer
a [65].

1.1 Transports par un robot

Dans les environnements de type flowshop, jobshop et openshop, les piéces doivent étre
déplacées d’une machine a ’autre puisque leurs opérations ne s’effectuent pas toutes sur la
méme machine. Dans la version classique de ces problémes, on considére que, dés qu’une
opération se termine sur la machine M;, la piéce qui vient d’étre usinée est disponible pour
I’opération suivante, méme si elle se déroule sur une autre machine M;. Cette hypothése
ne correspond pas toujours a la réalité puisque les machines dans un atelier peuvent étre
assez distantes, ou les piéces difficiles a transporter et les durées de transport ne sont
alors plus négligeables par rapport aux durées d’usinages. Certain auteurs considérent
donc l'existence de time-lags, d'une durée minimum qui correspond au transport et qui
séparent deux opérations de la méme piéce. Cependant, cette modélisation suppose que
suffisamment de ressources de transport soient disponibles & tout instant. Ce n’est pas
toujours le cas dans les ateliers de production et nous nous intéresserons plus précisément
aux cellules disposant d’un seul robot pour effectuer tous les transports des piéces. Un
algorithme qui crée un ordonnancement pour une telle cellule de production doit alors
prévoir, en plus des instants d’affectation des opérations aux machines, les mouvements
du robot dans la cellule. Lorsque les transports sont effectués par un robot, on parle de
flowshop, jobshop ou openshop robotisés. Le Chapitre 2 traite d’environnements de type
flowshop robotisés et nous nous intéresserons plus particuliérement & ces problémes par
la suite.

Différents types de robots sont envisagés dans la littérature. Nous considérons dans ce
mémoire uniquement ceux de capacité unitaire, ¢’est-a-dire pouvant transporter une seule
piéce a la fois, et ne disposant pas de systéme d’échange de piéces, c’est-a-dire ne pouvant
charger une piéce qu’une fois la précédente déchargée. On appelle ce type de robot single
gripper en anglais.

Pour décrire les mouvements du robot dans un environnement de type flowshop, on utilise
souvent le concept d’activité [37]. Une activité A; du robot se décompose en trois étapes :
— Le robot vide prend une piéce j de la machine M; ou d’un de ses buffers;

— Le robot transporte la piéce j de la machine M; a la machine M, ;
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— Le robot charge la piéce j sur la machine M;,; ou sur 'un de ses buffers.

Cet ensemble de trois opérations s’effectue en général d’une seule traite, c’est-a-dire que
le robot ne peut pas par exemple s’arréter au milieu d’'un transport pour attendre qu’une
machine se libére. Une fois une activité commencée elle est effectuée intégralement.

transport
Mi " Mi+1

<

retour & vide
buffers

F1G. 1.1 — Déchargement de la machine M;, transport et chargement sur la machine M,

A une séquence d’activités correspond alors une séquence de déplacements du robot,
chargé ou vide, puisque le robot, pour réaliser I'activité A; apres l'activité A; doit se
rendre de la machine M, & la machine M.

Le robot, lors de la production, peut donc étre amené a effectuer un trajet entre deux
machines non consécutives. Dans un probléme de type openshop ou jobshop, il pourra
transporter une piéce entre ces deux machines, ou comme dans les problémes de type
flowshop, il pourra s’agir d’'un déplacement du robot vide qui va chercher la prochaine
piéce qu’il devra transporter. Selon la géométrie de la cellule, on fera des hypothéses
différentes sur ces durées de déplacement.

On dira qu’elles sont additives si le robot passe pour se rendre de la machine M; a la
machine My, par toutes les machines intermédiaires (voir Figure 1.2 et Figure 1.3).

Bras de robot

IN ouT
MO M4

Fi1G. 1.2 — Cellule de production avec bras de robot

On note 07 le temps mis par le robot vide pour se rendre de la machine M; & la ma-
chine M;.,. A titre d’exemple, la durée totale du déplacement du robot vide entre M;
et M, sera of + 05 si les durées de déplacement sont additives.

Il est fréquent dans les ateliers de production que les machines aient été placées de fagon
réguliére. Dans ce cas, les durées de transport des piéces et de déplacement a vide du
robot entre deux machines consécutives sont identiques quelle que soit la paire de ma-
chines considérée : les machines sont équidistantes. Les durées de transport des piéces ne
dépendent alors que de la piéce transportée.
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IN ouT

My M,

Chariot

F1G. 1.3 — Cellule de production avec chariot robotisé

Les cellules de production circulaires dans lesquelles le robot peut se rendre directement
de la premiére a la derniére machine sans repasser par aucune autre, ne sont pas étudiées
dans ce mémoire. Pour une présentation compléte des différentes cellules de production,
le lecteur peut se référer a [39].

1.2 Serveurs et opérateurs

Dans cette section, nous clarifions la définition de deux ressources d’entrée/sortie, les
serveurs et les opérateurs (voir aussi [13]).

Le chargement et le déchargement d’une piéce peuvent étre considérés respectivement
comme des setups et des démontages non séparables (non-separable setups and dismoun-
tings en anglais). Lors de setups et de démontages non séparables, la piéce est nécessaire
au méme titre que la machine, alors que des setups ou démontages séparables peuvent
étre effectués sur la machine sans que la piéce ne s’y trouve. Ces setups et démontages
sont dans les deux cas réalisés par des ouvriers ou des robots.

La complexité des problémes avec chargement dans un environnement de machines pa-
ralléles a été largement étudiée dans la littérature |46, 57, 26, 1, 2, 3]. L’ouvrier est alors
appelé serveur et la notation «|3|y est étendue pour ce probléme par Hall et al. [47, 46].
Le champ « est fixé & Pm, Ss pour un probléme & m machines paralléles et s serveurs.

Les problémes de flowshop avec un unique serveur F'm,S1 sont donc des cas particuliers

des problémes de flowshop avec robot dans lesquels

— les machines n’ont pas de buffer d’entrée ;

— les durées de transport des piéces sont nulles : 1a piéce j est disponible & la machine M,
dés que son usinage est terminé sur la machine M, ;

— les durées de déchargement sont nulles : on n’a besoin de ’ouvrier que pour effectuer
un setup.

Il serait bien entendu envisageable, bien que cela n’ait pas été fait & notre connaissance,

d’élargir cette notion de serveur pour qu’il puisse effectuer aussi le déchargement des

piéces. Le serveur serait toujours un cas particulier du robot puisqu’il correspondrait

alors au cas ou

— les machines n’ont pas de buffers d’entrée ni de sortie;

— les durées de transport des piéces sont nulles : 1a piéce j est disponible a la machine M;
dés que son usinage est terminé sur la machine M;.

Lorsque des setups et des démontages séparables sont effectués par un robot ou un ouvrier,
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Cheng et al. [33] appellent cet ouvrier opérateur et étudient les flowshops & deux machines
et un unique opérateur. Ils fixent le champ « & F'2, O1. Brucker et al. [30] considérent le cas
ol les durées de démontage sont nulles et étudient la complexité de nombreux problémes de
flowshops avec un opérateur. Dans ce papier, ils ne reprennent pas les notations de Cheng
et al. [33], mais appellent leur opérateur serveur. Pour un atelier avec machines paralléles,
il n’est pas nécessaire d’établir une distinction entre setups séparables et non séparables,
puisque les taches n’ont qu’une seule opération. Cependant, puisque les serveurs ont été
explicitement définis comme des dispositifs effectuant le chargement des piéces sur les
machines, nous utiliserons les notations de [33] pour ce probléme et considérerons par la
suite que les serveurs réalisent des setups non séparables.

Le Chapitre 2.2 énonce plusieurs résultats portant sur les flowshops avec robot dont cer-
tains peuvent étre appliqués aux flowshop avec un unique serveur qui en sont un cas
particulier. Dans le Chapitre 3, nous présentons un probléme industriel avec ressources
d’entrée/sortie. Ces ressources sont des chimistes qui doivent effectuer plusieurs types
d’opérations qui relévent a la fois des serveurs et des opérateurs. Les contraintes particu-
liéres liées a certaines opérations nous conduisent de plus & introduire un nouveau concept
lié aux absences de ces opérateurs humains qui ne sont pas présents sur le site de produc-
tion pendant les week-ends, les jours fériés ou les vacances. Ce concept est développé en
détail dans le Chapitre 4. Nous parlons d’indisponibilité d’opérateurs. Le mot opérateur
correspond alors a un opérateur humain et pas au concept d’opérateur introduit ici.



Chapitre 2

Flowshops robotisés : modéles et
problémes a deux machines

Nous considérons une cellule de production dans laquelle nous souhaitons usiner un en-
semble de n piéces j = 1, 2,..., n sur m machines My, Ms, ..., M,,. La production de
chaque piéce j est divisée en m opérations qui doivent étre produites sans préemption et
dans le méme ordre sur les m machines. Dans les problémes de flowshops classiques, dés
que la i opération de la piéce j est terminée sur la machine M, la piéce est disponible
et I’'usinage pourrait commencer immeédiatement sur la machine M; ;. Dans les problémes
de flowshop robotisés, les piéces sont transportées par un robot d’une machine a 'autre.
Ce probléme fut a I'origine introduit dans [7] et étudié dans [80].

2.1 Cellules robotisées et flowshops avec robot

On trouve dans la littérature, sous la méme appellation de cellules robotisées, deux sortes
de flowshops robotisés. Ces deux configurations d’atelier ont été étudiées de fagcon qua-
siment indépendantes dans la littérature malgré leurs nombreuses similarités. Ici, nous
faisons clairement apparaitre les liens et différences entre les deux modéles.

Dans la premiére configuration, des stations d’entrée (IN = M) et de sortie (OUT =
M, +1) se trouvent a 'entrée et & la sortie de la cellule de production. Elles ont pour role
de stocker les piéces avant le départ et aprés la fin de leur production. Dans ces cellules, le
robot doit donc, en plus d’assurer le transport des piéces entre les machines, transporter
les piéces entre la station d’entrée et la premiére machine et entre la derniére machine et la
station de sortie [36, 22, 38, 17]. Pour cette configuration, on parlera de cellules robotisées
et la valeur du champs « de la notation «|3|y sera RC'm (voir Figure 2.1 pour une cellule
robotisée & trois machines, RC3).

Si la premiére machine est située immeédiatement aprés la station d’entrée, on peut s’at-
tendre & ce que la durée des transports entre /N et M; puisse étre considérée comme
nulle. On supposera alors que le robot n’est pas nécessaire pour effectuer les transferts
entre IN et M; (on peut imaginer que I N se comporte comme un tapis roulant a 1’entrée

Les résultats de ce chapitre ont fait ’objet d’un article soumis & Computers and OR [60]

29



30 CHAPITRE 2. FLOWSHOPS ROBOTISES

de M) et que IN est le buffer d’entrée de M;. Si c’est le cas, et que OUT devient aussi
un buffer de M,, et non plus une station, alors on parlera de flowshops avec robot (voir
Figure 2.2 pour un flowshop avec robot a trois machines). Dans cette configuration, toutes
les piéces sont disponibles en M; au début de 'ordonnancement et quittent la cellule de
production dés que leur usinage est terminé en M,,. Comme dans [50|, nous adopterons
la valeur F'm, R1 pour le champs « de la notation «3|y.

P1,j P2,j D3
90,5 01,5 02, 03,
u > ] u > ] U > ] u a P
IN [fog| leny| Mu (G leag| Ma |25 lesgl Ms a5 e lOUT
58 5 5 5
-~ -— -— -—

F1G. 2.1 — Notations pour le probléme de cellules robotisées & 3 machines, RC'3

P15 P2,j D3,
01,5 02,
u Lz u > |
M, €1, €25 M, €2, €35 M;
(5] e
g1 05
- -

F1G. 2.2 — Notations pour le probléme de flowshop avec robot & 3 machines, '3, R1

Dans ce chapitre, nous supposerons que le robot et les machines sont de capacités unitaires,
c’est-a-dire que le robot ne peut transporter qu’une piéce a la fois et que chaque machine
ne réalise I'usinage que d’une piéce a la fois. Nous choisissons de plus de distinguer les
buffers d’entrée et de sortie des machines. Les espaces de stockages, s’ils sont placés a
I’entrée de la machine, servent a décharger les piéces et les stockent jusqu’a leur usinage.
Si des buffers sont placés a la sortie de la machine, ils stockeront des piéces dont 'usinage
est terminé avant leur déchargement.

Nous utiliserons, pour les deux types de flowshop robotisés que nous avons introduits, les

notations suivantes :

— n, le nombre de piéces ;

— Dij, la durée d’usinage de la piéce j sur la machine M;;

— 0, le temps mis par le robot pour transporter la piéce j de la machine M; a la machine
Miiq;

— 07, la durée du trajet & vide du robot de la machine M; & la machine M, ou de la
machine M, ,; a la machine M, ;

— €5, la durée de déchargement de la piéce j de la machine M, ;

- eﬁj, la durée de chargement de la piéce j sur la machine M;.

Dans les deux cas, quel que soit le critére optimisé, il faudra trouver a la fois la séquence

des mouvements du robot et I’ordre des piéces qui permettent d’obtenir sa valeur optimale.

Sous les hypothéses que nous considérons, le robot doit étre vide avant de pouvoir dé-
charger une pieéce d’'une machine pour la transporter. De méme nous considérons que les
machines sont de capacité unitaire et doivent donc étre vides pour pouvoir recevoir une
nouvelle piéce. Alors, en I’absence d’espaces de stockage (ou buffers en anglais) dans la
cellule de production, il n’est pas possible pour le robot d’arriver chargé sur une machine
déja occupée par une piéce.

Par la suite, nous nous intéresserons particuliérement a deux cas :
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— le cas sans buffer (no-buffer en anglais), ou aucun espace de stockage n’est disponible
entre les machines;

— le cas avec espaces de stockage illimités (illimited buffers en anglais), avant et aprés
chaque machine.

Les espaces de stockage que nous considérons, s’ils existent, font partie de la machine,

c’est-a-dire que le transfert d’une piéce de la machine & un de ses buffers ou d’un de

ses buffers & la machine est instantané et ne nécessite pas le robot. Cette hypothése est

importante comme le montre la Section 2.1.1, puisque la modélisation du probléme sera

différente selon que le robot soit nécessaire ou non pour ce transfert.

2.1.1 Cas d’équivalence et conséquences

Les cellules robotisées sont un cas particulier de flowshop avec robot tels que les temps
d’usinage sur la premiére et la derniére machine sont nuls. Cela implique que, si un pro-
bléme de cellules robotisées a m machines est A/P-Difficile, alors le probléme de flowshop
avec robot et m -2 machines correspondant est lui aussi A/P-Difficile. De nombreux résul-
tats de complexité pour les problémes de flowshop avec robot peuvent ainsi étre déduits
de résultats existants pour les cellules robotisées. En fait, si on minimise le makespan,
Cmazx, dans des cellules robotisées a trois machines no-wait ou sans buffers, le probléme
sera N'P-Difficile, méme si les durées de chargement et déchargement et les durées de
transport sont indépendantes des piéces [5, 45]. Pour deux machines, les mémes problémes
sont polynomiaux [45, 4]. Ainsi, les problémes correspondants de flowshop avec robot a
cing machines et un robot sont aussi NP-Difficiles alors que la complexité des mémes
problémes pour deux, trois et quatre machines ne peut pas étre dérivée immédiatement
des résultats de complexité des cellules robotisées.

Dans le cas oul les durées de transport entre la station d’entrée et la premiére machine et
entre la derniére machine et la station de sortie sont nulles, il est plus logique de considérer
qu’on n’a pas besoin du robot pour effectuer les transferts des piéces entre I N et M7 et M,
et OUT. Si cependant on ne souhaite pas faire cette hypothése, on peut montrer que, si
les durées de chargement sur M; et OUT et les durées de déchargement de IN et M,
sont nulles, alors, sous certaines conditions sur les espaces de stockage en M; et M,,, le
probléme de cellule robotisée est équivalent au probléeme de flowshop avec robot associé.

Proposition 1 On considere un probleme de flowshop avec robot ¢ m > 2 machines tel
que la capacité du buffer de sortie de My soit ¢ et la capacité du buffer d’entrée de M,
soit . Ce probleme est équivalent au méme probléme de cellules robotisées ayant les
contraintes supplémentaires suivantes :
1. 60j =0m; =0, 05 =65, =0, la distance entre IN et M, est nulle;
2. €. = € i = ZJ- = elmHJ = 0, les durées des chargements et déchargements qui
correspondent a ces trajets sont nulles ;
3. la capacité du buffer d’entrée de M, est supérieure ou égale a ¢+ 1;

4. la capacité du buffer de sortie de M, est supérieure ou égale a ¢’ + 1.

Démonstration. Pour se convaincre de cette équivalence, il suffit de remarquer que dans
le probléme de cellules robotisées, le robot commencera 1’ordonnancement en remplissant
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intégralement le buffer d’entrée de M. Puis, & chaque fois qu’il retournera en M; pour
prendre une piéce, il commencera, avant d’emmener cette piéce, par remplir & nouveau
complétement ce buffer (ce qui lui prend une durée nulle par hypothése). Cela permet de
garantir que tout au long de 'ordonnancement, le robot n’aura pas besoin d’étre présent
pour que l'usinage des piéces commence sur la premiére machine. De la méme fagon, dés
qu’il se rendra en M,,, il videra le buffer de sortie qui est de capacité suffisante pour
recueillir toutes les piéces qui se trouvaient sur la derniére machine ou son buffer d’entrée
lors de son dernier passage. 0J

On peut remarquer que si on ne prend pas 'une ou 'autre des hypothéses 3 ou 4 sur
les capacités des buffers d’entrée de M, et de sortie de M,,, les problémes ne sont plus
équivalents. On donne ici des exemples qui illustrent ces propos pour différentes configu-
rations.

Si la capacité du buffer d’entrée de M, est inférieure strictement & ¢ + 1, alors les deux
problémes ne sont pas équivalents, méme si les conditions 1, 2 et 4 de la Proposition 1
sont vérifiées.

Exemple 1. On considére |'exemple & deux machines suivant.

Pour les deux configurations, les capacités du buffer de sortie de M, et d’entrée de My
sont nulles. Pour la configuration RC2, la capacité du buffer d’entrée de M est nulle
et celle du buffer de sortie de M, est égale a 1. Les durées d’usinage et de transports
sont les suivantes :

piécej b1 D2j 5173' 6%77 61177
1 3 5 4 0 0 |avec 6° =0.
2 5 6 4 0 0
R 011 01,2 R 1,2 011
M| P11 P12 My P12 P11
M, P21 P22 My D22 P21

F1G. 2.3 — Configuration RC?2 : séquences (1,2) avec Cmaxz = 22 et (2,1) avec Cmax = 21

R 011 012 R 1,2 011
M| P11 D12 M| P12 |P1a
M, P21 P22 M,y D22 D21

F1G. 2.4 — Configuration F2R1 : séquences (1,2) avec Cmaz = 18 et (2,1) avec Cmax = 20

Dans cet exemple, les deux problémes ont des solutions optimales différentes et ne sont
donc pas équivalents (voir Figures 2.3 et 2.4).

Si c¢’est maintenant la condition 4 de la Proposition 1 qui n’est pas vérifiée alors que les
autres le sont, on peut a nouveau fournir un exemple pour lequel les deux problémes ne



2.1. CELLULES ROBOTISEES ET FLOWSHOPS AVEC ROBOT 33

sont pas équivalents. Il suffit de considérer ’exemple précédent en inversant les durées
d’usinage des piéces sur la premiére et sur la seconde machine.

Dans la Section 2.2, nous étudions des problémes de flowshops avec robot dans des cellules
sans buffer. Ces problémes ne sont bien siir pas équivalents aux problémes de cellule ro-

botisée associés sans buffers et avec des durées de transport, chargement et déchargement
nulles entre IN et M; et My et OUT.

Exemple 2. On considére I'exemple & deux machines suivant.

Pour les deux configurations, la capacité du buffer de sortie de M; et d'entrée de My
sont nulles. Pour la configuration RC?2, la capacité du buffer d'entrée de M, et de sortie
de M, sont nulles. Les durées d'usinage et de transports sont les suivantes :

piece j | p1; p2; 01 €, €
1 6 4 6 0 0 |avec 6¢ =0.
2 3 2 6 0 0
R 011 012 R 012 011
My P11 D12 M| P12 P11
My D21 P29 M, D22

F1G. 2.5 — Configuration RC?2 : séquences (1,2) avec Cmaz = 23 et (2,1) avec Cmaz = 25

P21

R 011 012 R 012 011
M, P11 P12 M| P12 P1a
My P21 D22 M D22 P21

F1G. 2.6 — Configuration F2R1 : séquences (1,2) avec Cmax = 20 et (2,1) avec Cmax = 19

Pour cet exemple, les deux problémes ont des solutions optimales différentes et ne sont
donc pas équivalents.

2.1.2 Pertinence des modéles sans durées de chargement et dé-
chargement

Dans de nombreux articles, les auteurs prennent comme hypothése que les durées de char-
gement et de déchargement sont nulles |55, 54, 48, 4, 5, 50, 63]. Dans cette section, nous
démontrons que cette supposition peut étre faite sans perte de généralité dans plusieurs
cas dépendant de la capacité des buffers dans la cellule de production.

L’existence ou non de buffers avant et aprés chaque machine influe sur les ressources
nécessaires au transport, au chargement et au déchargement. Dans le cas sans buffer par
exemple, le chargement et le déchargement nécessitent la piéce, le robot et la machine, alors
que dans le cas de buffers de capacité infinie, seuls la piéce et le robot sont nécessaires
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pour ces opérations. Si les ressources utilisées pour réaliser transport, chargement ou
déchargement sont identiques, on peut alors considérer que les durées de chargement et
déchargement sont nulles : elles peuvent étre incluses dans les durées de transport.

Proposition 2 Si le buffer d’entrée de la machine M; (respectivement son buffer de sor-
tie) est de capacité infinie, alors on peut considérer sans perte de généralité que la durée
de chargement des piéces sur M; est nulle (respectivement que la durée de déchargement
des piéces de M; est nulle).

Démonstration. Quand le buffer associé est illimité, le chargement ou le déchargement
des piéces nécessite uniquement la piéce et le robot. On peut donc inclure les durées de
chargement ou de déchargement dans les durées de transport. 0

Pour les cellules robotisées, on peut obtenir un résultat similaire pour le cas sans espaces
de stockage.

Proposition 3 Dans une cellule robotisée sans espaces de stockage, on peut considérer
sans perte de généralité que les durées de chargement et déchargement sont nulles.

Démonstration. Pour les cellules robotisées RC'm sans espaces de stockage, on peut
inclure les durées de chargement et déchargement dans les durées de transport des piéces.
En effet, pendant le transport d’une piéce entre deux machines, le chargement et le dé-
chargement, les deux machines doivent étre vides (hormis M, et M,, 1 qui ont des durées
de déchargement, et de chargement respectivement, nulles d’aprés la Proposition 2). Ainsi,
on peut considérer que le robot, la piéces et les deux machines sont nécessaires au trans-
port de la piéce comme & son chargement et a son déchargement. On peut donc inclure
les durées de chargement et déchargement des piéces dans les durées de transport car ces
trois opérations nécessitent les mémes ressources. O

Dans certains cas particuliers, un espace de stockage de capacité non nulle a la sortie des
machines est suffisant pour montrer que les durées de chargement et de déchargement
peuvent étre considérées comme nulles. Considérons un flowshop robotisé & m machines

et les activités du robot (Ag, )A1, Ag, ..., Apn(, Ayy1) comme définies & la Section 1.1.
Un cycle de production dans lequel k piéces entrent dans la cellule et la quittent est une
séquence de ces activités (Ao, )A1, As, ..., An(, Amy1) dans laquelle chacune des activités

est répétée exactement k fois. On appelle un tel cycle de production un k-cycle.

La proposition suivante affirme que si les piéces sont identiques, un 1-cycle est optimal. Un
1-cycle n’utilisant qu’au plus une unité de la capacité des buffers de sortie des machines,
les problémes de cellules robotisées avec buffer de sortie de capacité non nulle seront
équivalents aux mémes problémes avec une capacité infinie pour tous les buffers de la
cellule.

Le lemme suivant a été démontré dans [40] pour des cellules robotisées avec buffers de
sortie de capacités non nulles. Nous I’étendons aux flowshops avec robot.
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Lemme 1 Pour un flowshop robotisé, si les piéces sont identiques, la durée du cycle
T(Cy), de tout k-cycle Cy, est bornée par

m m m—+1
! 1
T(Cy) > kmax {Z(& +67) + Z €' + Z € mi?x{e’h +pn + € }
i=0 i=0 i=1
avec les notations suivantes :
= 0ij = 0, 05, = 0F, €5 = €, eﬁvj = €., pi; = pi, en omettant l'indice j pour le cas de
pieces identiques ;
~ 00 =0m=0,0,=10° =0, e =¢c- | =0, ¢ =€ =0 dans le cas de flowshops avec
robot ;

— Pour tout 1 et tout j,

ol 0 st le buffer d’entrée de M; a une capacité non nulle
P €y sinon
- { 0 st le buffer de sortie de M; a une capacité non nulle

€. stnon

Z7j

u
€

Démonstration. Soit C} un k-cycle. Le robot charge k fois la machine M,, ou son buffer
d’entrée et retourne & I’état initial du cycle. Ainsi, il effectue 2k fois le transport d’une
piéce entre M,, ;1 et M,,, ce qui implique une durée de transport de k(d,, + 0¢,). Pour la
méme raison, chaque distance inter-machine est parcourue 2k fois. Ainsi, la durée totale
des déplacements du robot pendant un k-cycle est supérieure a k> (0; + 65). Puisque
chaque machine (ou ses buffers) est chargée et déchargée par le robot exactement k fois,

on obtient : "
T(Cy) >k (Z(ai OEDICEDY 4)
1 1=0 =1

1=
De plus, pendant un k-cycle, chaque machine M), produit complétement k& piéces. Ainsi,
T(Cy) > k (maxh{eﬁ + pn + eg‘)} O

La proposition suivante a été démontrée dans [40| pour des cellules robotisées avec buffers
de capacité unitaire pouvant servir de buffer d’entrée et de sortie.

Proposition 4 Dans un flowshop robotisé avec buffer de sortie sur chaque machine de
capacité supérieure ou égale a 1, le tauxr de production mazximal lorsque les piéces sont
identiques est obtenu par le 1-cycle Id = ((Ao, )A1, Aa, ..., An(, Ami1))-

Démonstration. Pour démontrer cette propriété, on prouve que le 1-cycle Id atteint la
borne donnée par le Lemme 1.

Le calcul de la durée du cycle Id a été faite dans [40, 21| pour les cellules robotisées. On
ne donne ici que I'idée de la preuve.

Le robot, aprés avoir quitté la machine M; avec une piéce, devra en déposer et en prendre
une sur chaque autre machine avant de revenir en M;. Ainsi, soit 1'usinage de la piéce
présente sur M, est toujours terminé lorsque le robot arrive en M; pour décharger la
piece et T(Id) = >_(6; + 6¢) + D€ + > €, soit le robot doit attendre que 1'usinage de
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la piéce présente sur M; s’achéve et dans ce cas, d’aprés nos hypothéses, le robot sera
stationné & la machine précédente pendant le temps d’attente. Le cycle est alors borné
par maxy{e} + p, + €'} O

Ainsi, pour des piéces identiques, si les buffers de sortie des machines sont de capacités
non nulles, alors on peut considérer qu’elles sont infinies et que les capacités des buffers
d’entrée sont elles aussi infinies. Avec la Proposition 2 on obtient :

Proposition 5 Dans les flowshops avec robot, si les piéces sont identiques et si chaque
machine a un buffer de sortie de capacité non nulle, alors on peut considérer sans perte
de généralité que les durées de chargement et déchargement sont nulles.

Il est donc intéressant de commencer 1’étude d’un probléme de flowshop robotisé en véri-
fiant la pertinence des durées de chargement et déchargement.

2.2 Flowshop avec robot & deux machines
Dans cette section, nous nous intéressons aux flowshops avec robot a deux machines (voir
Figure 2.7).

D1j w 5. D2;

| At

A

66

F1G. 2.7 — Notations pour le flowshop avec robot a 2 machines, I3, R;

Les notations pour ce probléme sont simplifiées de la fagon suivante :

— n, le nombre de piéces & produire;

— Dij, la durée de production de la piéce j sur la machine M;, i = 1,2;

d;, le temps mis par le robot pour transporter la piéce j entre les machines M; et M;
0¢, la durée de déplacement a vide du robot entre M, et M ;

;;, la durée de déchargement depuis la machine M; de la piéce j;

J

., la durée de chargement de la piéce j sur la machine M.

- €
- €

Kise [54] a étudié le probléme de flowshop avec robot & deux machines possédant cha-
cune des buffers infinis, sans durées de chargement et déchargement (ce qui n’est pas
une restriction, comme le montre la Proposition 2). Il a montré que le probléme était
NP-Difficile méme si les durées de transport des piéces sont toutes identiques et les
mouvements a vide du robot de durées nulles. Il compare F3||Cmax & un flowshop
avec robot a deux machines tel que les déplacements & vide du robot, les chargements
et les déchargements sont de durées nulles. Le robot représente alors la seconde des
trois machines de F'3||Cmaz. Il déduit de cette comparaison que F3|ps; = p|Cmax
est aussi NP-Difficile. Hurink et Knust [50] ont montré que si les piéces avaient des
durées de production identiques p; ; = p, mais des durées de transport différentes, le pro-
bléme est aussi N'P-Difficile. Dans le cas sans attente, le probléme F'3|no-wait|C'maz est
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NP-Difficile [76], ce qui implique que F2, R1|no-wait|C'maz est aussi N'P-Difficile. Chen
et al. [32] montrent que F3|no-wait, ps ; = p2|Cmax est polynomial, ce dont on peut dé-
duire que F'2, R1|no-wait, d; = 9,0, = 0, ¢ = 0, eé» = 0|C'mazx est polynomial. Cependant,
ce probléme n’est pas équivalent & F2, Rl|no-wait,d; = 4,9, = 0, € = e“,ez = ¢|Cmax
puisque les durées de chargement et déchargement ne peuvent étre incluses ni dans les
durées de transport, ni dans les durées d’usinage comme le montrent les deux exemples

suivants.

Exemple 3. Considérons l'instance § = 2,¢% = 2,¢ = L,pig = p21 = 2,p12 =
5,p22 = 4. Si les durées de chargement et le déchargement ne sont pas incluses dans
les durées de transport, la seule séquence optimale est (2, 1). Si elles sont incluses dans
les durées de transport (et dans ce cas § = 5, ¢“ = ¢/ = 0), la seule séquence optimale
est (1, 2) (voir Figures 2.8 et 2.9).

My |P1,1 P12 My P1,2 P1,1
e e e e
R é 6 R é 6
el el el el
Moy P21 P22 M,y P22 P21

F1G. 2.8 — Durées de chargement et déchargement non incluses dans les durées de transport :
séquences (1,2) avec Cmax = 18 et (2,1) avec Cmazx = 17

M P11 P12 M, P12 P11
R e+ 5+t +5+€ R e+ 5+ et +64€
Mo P21 P22 Ms P22 D2,1

F1G. 2.9 — Durées de chargement et déchargement incluses dans les durées de transport : séquences
(1,2) avec Cmax = 16 et (2,1) avec Cmax = 17

Exemple 4. Considérons I'instance § = 3,e* = 2, ¢ = Lpii = p21 = 2,p12 =
4,p22 = 3. Si les durées de chargement et le déchargement ne sont pas incluses dans
les durées d’usinage, la seule séquence optimale est (2, 1). Si elles sont incluses dans les
durées d'usinage (et danscecas 6 =3, €* =€ =0, p11 = p22 =4, p12 =6, pa1 = 3)
la seule séquence optimale est (1, 2) (voir Figure 2.10 et 2.11).

M P11 P12 M| P12 P1,1
e e e e
R ) ) R ) 1)
1 l l 1
€ € € €
M, D2,1 D22 Mo P22 P2,1

F1G. 2.10 — Durées de chargement et déchargement non incluses dans les durées d’usinage : séquences
(1,2) avec Cmax = 17 et (2,1) avec Cmax = 18
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My |p1a+e"l pra+e® My| pr2+e€* |p11+e"
R ) 1) R 1) )
M, 4+ p21 el + P22 Mo €l + P22 L+ pa i

F1G. 2.11 — Durées de chargement et déchargement incluses dans les durées d’'usinage : séquences
(1,2) avec Cmax = 17 et (2,1) avec Cmaz = 16

Le probléme de cellules robotisées & deux machines RC?2 est polynomial dans le cas sans
attente si d; ; = 0; (Agnetis [4] et Lei et Liu [63]). Hall et al. [45] on trouvé un algorithme
polynomial pour le cas sans buffers avec attente illimitée quand les durées de chargement
et déchargement sont indépendantes de la piéce. Comme le montre la Proposition 3, il est
équivalent de considérer des durées de chargement et déchargement nulles dans ce cas et
ce résultat prouve ainsi que le probléme est polynomial quelle que soit la contrainte sur
les durées de transport.

La Table 2.1 résume les résultats de complexité pour les problémes de flowshop & deux
machines.

buffers illimités d; = 0 NP-Difficile |54, 50]
buffers illimités p;; = p NP-Difficile |50]
sans attente NP-Difficile [76]
F2R1 | sans attente 0 =0, €l =€, & =€ )
sans attente 0; = 0, 6. = 0, ¢ = 0, Polynomial [32]
eé- =0
sans attente 0ij =20 Polynomial |4, 63]
RC2 sans attente 61“ = 0;, €; = €', ¢, ; = Polynomial [45]
€

TAB. 2.1 — Résultats de complexité pour les flowshop robotisés a 2-machine

Dans la section suivante, nous considérons le probléme F'2, R1 sans espaces de stockage,
avec attente illimitée ou sans attente, avec des temps de transport identiques. Au re-
gard de ces résultats de complexité, le probléme pourrait étre aussi bien difficile comme
F2, Rl|no-wait|Cmaxz et F2, R1|unlimited buffer, d; ; = 6|C'max ou polynomial comme
RC2[no-wait, d; ; = §|C'max. Nous prouvons que ce probléme est en fait polynomial.

Flowshop avec temps de transports identiques

Dans cette section, nous considérons un probléme de flowshop avec robot sans espaces
de stockage. Nous supposons que les durées de transport et les durées de chargement et
déchargement sont identiques pour toutes les pieces et nous montrons que, quelle que soit
la contrainte sur les temps d’attente (sans attente ou avec attente illimitée), le probléme
est polynomial. Les problémes avec serveur sont des cas particuliers des problémes avec
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M, | Pu D12 P11 P12
€y €5 €y €5
Ry o1 | |o¢ 02 — o1 | |o¢ 02
€l S € eh
M, P21 P22 b21 D22

F1G. 2.12 — F;, R, sans espaces de stockage

robot sans espaces de stockage aux machines. On peut donc en déduire le méme résultat
pour les problémes avec serveur correspondants.

Nous montrons d’abord les deux lemmes suivants.

Lemme 2 Un probleme de flowshop avec robot a deuxr machines, sans espaces de stockage
et avec des temps d’attente bornés ou non bornés sur My ou Msy est équivalent au méme
probléme avec une contrainte sans attente (no-wait).

Démonstration. Puisque la machine M, n’a pas de buffer d’entrée, les taches y sont
usinées dés qu’elles sont chargées sur la machine. Ainsi, si des temps d’attente existent,
¢’est uniquement sur la machine M;.

Cependant, pendant cette durée d’attente, la piéce occupe la machine qui ne peut effectuer
aucun autre usinage. Ainsi, 'instant de départ de I'usinage de la piéce sur M; peut étre
repoussé pour que la contrainte sans attente soit respectée sans modifier le makespan. []

On peut remarquer que nous travaillons sous I’hypothése que la piéce ne peut jamais
attendre sur le robot. C’est ce qui différencie les configurations F'3 et F'2, R1 avec durée
de retour & vide du robot nulle. Si cette contrainte est relaxée, les deux problémes sont
identiques et le probléme sans buffers avec attente illimitée est différent du probléme sans
attente comme le montre ’exemple ci-dessous.

Exemple 5. Considérons l'instance suivante de la configuration F'3 :

piece j | p1j P25 P3,j
1 2 2 5
2 1 4 1
3 5 1 4
M, P11 (P12 P13
M, D21 D2,2 D23
M, P3a P32 P33

F1G. 2.13 — Séquence (1,2, 3), sans espaces de stockage, attente illimitée, Cmax = 14
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M, | P11 P12 P13
My P21 P22 D23
Ms D31 D32 D33

F1G. 2.14 — Séquence (1,2,3), sans attente, Cmax = 15

M, | P11 D13 D12
My D21 P23 P22
M; P31 P33 P32

F1G. 2.15 — Séquence (1, 3,2), sans attente, Cmax = 14

La séquence (1,2, 3) est optimale dans le cas sans buffers avec un makespan de 14 (voir
Figure 2.13) alors que cette solution, qui a un makespan de 15 dans le cas sans attente,
n'est pas optimale (voir Figure 2.14) : la solution (1,3,2) a un makespan de 14 (voir
Figure 2.15).

Le lemme suivant est une extension d’une remarque de Hurink et Knust [50].

Lemme 3 Le probléme F2, R1|no-wait|Cmax peut étre réduit a un probléeme pour lequel
la durée des mouvements G vide du robot entre My et M, est nulle (¢ =0).

Démonstration. Considérons une instance
_ u LU u l l l
I - (napl,h p1,27 ooy pl,n7 517 (527 I} 6n7 567 p2,17 p2,17 seey p2,n7 617 627 ooy €n7 617 627 RN En)

du probléme F2, R1|no-wait|C'maz.

Nous construisons 'instance

! ! ! ! el __ U LU u l l
A _(naplﬂapl,?a'--)plﬂ’m 1 27"'757”6 _07 p2,17p271a"'7p2,na€1a627'-'76n7617€2a"'76n)

en ajoutant 0° a toutes les durées de transport, c’est-a-dire, 0’ = d; + ¢, pour tout j =
1, 2,..., n (voir Figure 2.16). On peut remarquer qu’on obtient I'instance Z’ a partir de
I'instance Z en temps polynomial.

Chaque ordonnancement réalisable pour Z peut étre transformé en un ordonnancement
réalisable pour 7' : il suffit de décaler I'ordonnancement sur M, de ¢ unités sur la droite,
ce qui modifie le makespan seulement par une constante.

Un ordonnancement est donc optimal pour Z si et seulement si il est optimal pour Z’. Ainsi,
le probléme F2, Rl|no-wait|C'maz peut étre réduit au probléme F2, R1|no-wait, ¢ =
0|C'mazx en temps polynomial. O

On peut remarquer que la réduction réciproque est triviale et que les problémes F'2, R1|no-wait|C'max
et F'2, R1|no-wait, 6¢ = 0|C'max sont équivalents.
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M; | Pu P12 P11 D12
€1 €2 €1 €2
Ry o1 | |o° 02 — 81+ 8¢ 8y + 0°
! ! ! l
€1 € €1 €
My D21 D22 P21 P22

Fi1G. 2.16 — F3, R; sans buffers, suppression des durées de trajet a vide

>4 ¢
M, |P1o(j) DP1o(j+1)
e e
Ry ) )
€l €l
M, P2,5(5) P2,0(j+1)

>0+ e
F1G. 2.17 — Extension des durées de production des piéces sur les machines M; et My

Ces deux lemmes impliquent que la complexité du probléme de flowshop avec robot a 2
machines est identique que le probléme soit sans attente ou sans buffers et que les durées
de trajet a vide du robot soient nulles ou non. Le théoréme suivant donne la complexité
de ces problémes.

Théoréme 3 Le probléme Iy, Ry|no-wait, §; = 0, €} = €, eé- = e|Cmax est polynomial.
Démonstration. Sile nombre de piéces est 1, alors la résolution du probléme est triviale.
Nous considérons par la suite que n > 2.

Le Lemme 3 indique que nous pouvons considérer que 6¢ = 0.

Nous prouvons tout d’abord qu’étant donnée une instance telle que n > 2 et deux piéces
distinctes k et [, la meilleure permutation des piéces qui commence par k et finit par [
peut étre calculée en temps polynomial.

Soient Z = (1, P11, P1.2,- -+ Pl Oy D21y P21y-- -5 Pon, €% €') une instance telle que n > 2
et k et [ deux piéces distinctes.

Considérons une permutation o des taches qui commence par k et finit par [ et un indice
j €{1,2,..., n}. Le déchargement de la (j + 1) piéce de o, o(j + 1), de la machine
M, est effectué au moins & + €' unités de temps aprés celui de la piéce o(j). Cela implique
que nous pouvons allonger la durée de production p; ,(j4+1) & 0 + €, si elle est inférieure
a cette valeur, sans modifier le makespan (voir Figure 2.17). Comme j € {1, 2,..., n},
nous pouvons réaliser cette opération pour toutes les piéces sauf la piéce o(1) = k.

De la méme facon, nous pouvons allonger les durées de production p; ,(;) & 0 + €* si elles
sont inférieures & cette valeur pour toutes les piéces sauf o(n) = [.
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Notons p;’j les durées de production ainsi obtenues. Nous avons

- pll,k =DPik;

— py; = max{py;, 6 + '}, pour tout j # k;

— ph,; = max{py;,d + €'}, pour tout j # [;

- Plz,l = P2,-

Afin de trouver la meilleure permutation qui commence par £ et finit par [, nous essayons
de minimiser les temps morts sur la machine M,, c’est-a-dire la durée pendant laquelle
elle n’est pas utilisée. Considérons deux piéces distinctes g et r et calculons le temps mort
Idle(q,r) introduit sur M, en plagant r immédiatement apreés gq.

Si py, + e > P, + €, on n’introduit pas de temps morts sur M, (voir Figure 2.18).
Dans le cas ol py, + e < p1, + €, on introduit un temps mort sur M, de durée p) , +
€' — (ph, + €) (voir Figure 2.19).

M, | Py P,
R, ) 5

/

M, Pag D

F1G. 2.18 — Idle(q,r) : cas ou py, + € > pi . + €

Ml pllq pllr
ev ev
Ry o )
€l El
/
M, Phg Phr
Idle(q,r)

F1G. 2.19 — Idle(q,r) : cas ou ph , + € < pf 4 €

Ainsi,
Tdie(q.r) = § Prr T€ = (o +€) sipy e <ph +e
e(q,r) = 0 si 1o u
p27q +e > pLT +€

Nous considérons le probléme du voyageur de commerce (TRAVELING SALESMAN PRO-
BLEM) suivant. Chaque piéce j différente de k et [ est représentée par un sommet noté j.
Un sommet kl représente a la fois k£ et [. Le graphe est complet et orienté. Le poids
w(q,r) de I'arc (q,r) est la durée d’inactivité introduite sur M, en plagant la piéce r
immeédiatement aprés la piéce ¢ dans la permutation. Nous avons :

— w(kl,r) = Idle(k,r);

— w(q,r) = Idle(q,r) pour q # kl et r # ki ;

— w(q, kl) = Idle(q,1).

Remarquons que la construction de ce graphe se fait en temps polynomial.
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Un tour du voyageur de commerce représente une permutation des piéces qui commence
par k et finit par [ et dont le poids est la somme des durées des temps morts introduits
sur M, par ce choix de permutation. Ainsi, un tour minimal dans ce graphe correspond
a une permutation des piéces qui commence par k et finit par [ qui minimise les temps
morts sur M.

Pour tout arc (¢,r) du graphe, on peut écrire

ﬁQ,r

par g(l’)dl’, Si ]al,q < ﬁQ,’r

Pl,q

(2.1)

PLg f(x)da:, si ﬁl,q Z ﬁ?,'f‘
w(g,r) =

avec

Dikl = p'l,k + e

Prq = ph, +€*, pour tout g # kl
Dot = Phy + €

Poq = Phq + €', pour tout g # ki
f(z) =1, pour tout z

g(x) =0, pour tout x

Gilmore et Gomory ont prouvé que lorsque les poids des arcs étaient de la forme de
Péquation (2.1) avec f et g intégrables, le probléme du voyageur de commerce pouvait se
résoudre en temps polynomial.

Nous pouvons donc trouver la meilleure permutation qui commence par k et finit par [
en temps polynomial.

Nous proposons ’algorithme polynomial suivant pour notre probléme : pour chaque paire
de piéces distinctes k et [, on utilise ’algorithme de Gilmore et Gomory pour obtenir la
meilleure permutation qui commence par k& et finit par [. Notons Cmaz(k, () le makespan
de cette permutation. Le minimum de tous les C'maxz(k, () sur ’ensemble des couples (k, ()
avec k # [ est le makespan optimal (et nous donne la meilleure permutation des piéces).

Le nombre de couples (k,[) avec k # [ étant polynomial, la complexité de cet algorithme
est polynomiale. O

Donnons maintenant une premiére conséquence immeédiate du Théoréeme 3.

Corollaire 1 Le probleme F2, R1|no-buffer, ; = 6, €} = ", eé- = €l|Cmazx est polyno-
maal.

Démonstration. Directement du Théoréme 3 et du Lemme 2. O

Dans [32], les auteurs prouvent le résultat suivant qui peut a présent étre présenté comme
une conséquence du Théoréme 3.

Corollaire 2 Le probléme F3|no-wait, ps ; = po|Cmaz est polynomial.
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Démonstration. Le probléme F3|no-wait, po; = po|Cmax est un cas particulier du
probléme F'2, R1|no-wait, d; = 0, €} = €, eé- = ¢, 6° = 0|Cmazx avec et =0 et eé = 0. Le
robot est alors la seconde machine et M, la troisiéme du probléme & 3 machines. O

Comme nous ’avons déja fait remarqué, il est possible de déduire du Théoréme 3 et du
Corollaire 1 que le probléme avec serveur correspondant est polynomial.

2.3 Conclusion

Nous avons dans ce chapitre souligné les liens et les différences entre deux configurations
classiques de flowshop robotisés étudiés jusqu’ici indépendamment. Nous avons proposé
une interrogation sur la pertinence des modeles de cellules avec durées de chargement et
déchargement en fonction des espaces de stockage disponibles. Enfin, nous avons prouvé
que plusieurs problémes de flowshop avec robot & deux machine étaient équivalents a
F2, R1|no-wait, 0; = 0, €} = ¢, eé- = ¢, 0 = 0|Cmax, que nous montrons étre polyno-
mial.

La complexité de ce probléme pour trois et quatre machines reste donc ouverte et pourra
faire 'objet de futures recherches.



Chapitre 3

Probléme industriel de planification
d’expériences

Ce théme de recherche est issu d’une problématique industrielle de planification d’expé-
riences proposée par I'Institut Francais du Pétrole (IFP). Un changement de processus
industriel a conduit I'IFP & souhaiter acquérir un logiciel capable d’ordonnancer des ex-
périences en grand nombre.

L’objectif de I'IFP est de déterminer les conditions optimales de synthése d’'un certain
nombre de produits chimiques. Leur protocole expérimental consiste & effectuer pour
chaque produit (chaque tache) un ensemble d’expériences (d’opérations) pouvant donner
lieu a des résultats intéressants. On définit pour chaque produit un ensemble de mélanges
dans lesquels il intervient. Afin de déterminer la durée optimale de cuisson pour chaque
mélange, on conduit une premiére série d’expériences (notées expériences en phase I). On
ignore alors combien d’expériences seront nécessaires pour obtenir cette durée optimale,
mais cette série ne se termine qu’une fois qu’elle est obtenue. Ensuite, différentes conditions
opératoires sont testées avec cette durée (phase IT) pour améliorer la qualité des résultats
de chaque mélange. Ceci correspond a une deuxiéme série d’expériences.

On dispose d'un ensemble de barres pour réaliser les expériences. Dans chaque barre,
on peut effectuer simultanément plusieurs expériences de méme durée et de méme tem-
pérature. La durée des expériences est comprise entre 1 et 21 jours. Le nombre total
d’expériences a réaliser est de plusieurs milliers.

L’TFP souhaitait que nous réalisions un logiciel capable de créer un planning de I’ensemble

de ces expériences et qui optimise les deux critéres suivants :

— maximiser le taux de remplissage des barres et finir I’ensemble des taches le plus tot
possible ;

— finir réguliérement des taches.

Le premier critére correspond a une logique de minimisation des coiits et de la durée totale

de production, le second & un souhait des utilisateurs d’équilibrer le travail & fournir et

d’obtenir de facon réguliére des indications sur la qualité qu’il est possible d’obtenir a

partir des produits testés.

Les actions a effectuer sur une barre, en plus des expérimentations, se décomposent en
opérations élémentaires (lavage, remplissage, ... ) ayant des durées fixes. Certaines de ces
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opérations requiérent l'intervention d’un opérateur humain. La planification doit tenir
compte des jours de congés des opérateurs et des éventuelles pannes et ruptures de stock.

3.1 Description du probléme d’ordonnancement

Nous décrivons dans cette section de fagon plus précise les composantes principales de ce
probléme d’ordonnancement, c’est-a-dire les ressources disponibles, les taches a effectuer
et I'objectif & atteindre.

3.1.1 Ressources

Les ressources sont composées d’opérateurs humains et de m barres pouvant contenir ¢
expériences (capacité de la barre). Ces barres sont donc des machines de capacité non
unitaire, comme pour un probléme d’ordonnancement par batch [74]|. Cependant, les opé-
rations effectuées simultanément sur une barre doivent avoir exactement la méme durée,
ce qui n’est pas le cas classiquement pour les problémes d’ordonnancement par batch.
Dans ces derniers, il est possible de regrouper ensemble des opérations de durées diffé-
rentes, la durée d’usinage du batch devenant alors celle de la plus longue opération. On
parle donc pour le probléme d’ordonnancement que nous abordons ici de compatibilité en
terme de batch (batch compatibility) des opérations [16]|. Elles sont batch-compatibles si
elles ont la méme durée exactement.

La séquence des opérations d’une barre est la suivante :

remplissage = cuisson = filtration = lavage

Les remplissages et filtrations de la barre correspondent respectivement a des set-ups et
démontages non-séparables (I'opérateur humain pourrait alors étre considéré comme un
serveur ou un robot de durées de déplacement nulles), la cuisson a 'usinage et le lavage a
un démontage séparable cette fois (I’opérateur humain pourrait pour cette opération étre
considéré comme un opérateur au sens classique). Chacune de ces opérations a une durée
fixée et nécessite des ressources. A 'issue du lavage, la barre est de nouveau disponible
pour un remplissage. Les spécificités des ressources sont les suivantes :

— Les durées de filtration, lavage et remplissage indiquent le nombre de jours ouvrés néces-
saires. La préemption est autorisée pour ces trois opérations : elles peuvent s’interrompre
avant un jour chomé et reprendre lorsque le congé est terminé.

— On ne doit pas finir ou commencer une cuisson pendant un jour chémé car cela requiert
I’intervention d’un opérateur humain.

La nécessité de I'intervention d’un opérateur humain au début et a la fin de 'usinage est

non classique mais peut étre modélisée de la facon suivante. Chaque opérateur humain

serait représenté par un robot de durées de déplacement nulles qui effectuerait un char-
gement et un déchargement de durées nulles. Ces chargements et déchargements seraient
liées a l'usinage par une contrainte de type no-wait, c’est-a-dire que l'usinage doit com-
mencer immédiatement aprés la fin du chargement et doit étre immédiatement suivi du
déchargement. Les absences des opérateurs, qui se répétent au moins tous les week-ends,
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seraient alors modélisées par des périodes de maintenance pendant lesquelles les robots
sont indisponibles.

3.1.2 Taches

Pour chaque tache, D sous-ensembles d’opérations sont définis. Pour chaque sous-ensemble d,
sq expériences sont testées. Une tache correspondant a un produit, chaque sous-ensemble
correspond & un mélange faisant intervenir ce produit. Pour chaque mélange, le déroule-
ment des expérimentations comporte deux phases :

— phase I : on recherche la durée optimale de cuisson pour le mélange donné. Pour trouver
cette durée, on parcourt un chemin dans un arbre orienté dont les noeuds représentent
les durées possibles. Les arcs sont orientés de la racine vers les feuilles, on parle d’arbre
de type outtree. Cet arbre est défini a priori par les chimistes en fonction de leurs
connaissances et des résultats espérés pour ce mélange. Le choix du chemin est déter-
miné a chaque pas par le résultat de ’expérience précédente. Si la durée de cuisson est
adéquate pour le mélange, il passe en phase 1. Sinon, ’exploration de I’arbre continue.

— phase II : elle est composée de plusieurs expériences qui ont la durée optimale obtenue
en phase I. On cherche & présent & comparer les différentes conditions expérimentales
possibles.

On peut remarquer que pendant la phase I, les expériences d’un méme mélange se suivent
et ne peuvent pas étre réalisées en paralléle. Par contre, lors de la phase 11, les expériences
qui sont de méme durée peuvent étre mises dans le méme batch, ou effectuées en paralléle
dans des batchs de méme durée.

Le nombre et la durée des opérations en phase I n’étant pas connu a I’avance, le probléme
est de type online. Cependant, les durées possibles des prochaines opérations qui arriveront
dans le systéme, ainsi que la prochaine date a laquelle des opérations seront introduites
sont connues tout au cours de ’'ordonnancement. On parle donc de probléme semi-online
ou nearly-online (voir Section 1.2.5).

On peut remarquer que le probléme offline correspondant n’est pas comme classiquement
un probléme avec dates de disponibilité. Les opérations sont toutes disponibles au début
de I'ordonnancement mais sont soumises a des contraintes de précédences de type outtree.

3.1.3 Objectif

L’objectif est double :

— Minimiser la durée globale nécessaire pour tester toutes les taches (Cmazx). D’autres
taches pouvant arriver "au fil de I’eau", ceci revient a4 maximiser la charge (c’est-a-dire
le nombre d’expériences) par barre sur I’ensemble des cuissons réalisées pour utiliser au
mieux cette ressource.

— Minimiser la somme des dates d’achévement des taches, > C;.

Ceci peut se résumer par : "Terminer rapidement et réguliérement des taches et maximiser

I’occupation des barres".
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3.2 Solution proposée

Deux problémes classiques sont sous-jacents a notre probléme : I’ordonnancement sur ma-
chines paralléles [64, 73] avec comme objectif la minimisation de la date d’achévement de
toutes les taches (C'max) et la somme d’achévement des taches (D C;), avec des ressources
additionnelles (par exemple, 'opérateur au début et a la fin des opérations). Pour ces types
de problémes, on utilise généralement des listes de priorité. Par exemple, pour le cas sans
ressources, la régle SPT (Shortest Processing Time) est optimale pour le critére ) C; [31]
et la régle LPT (Longest Processing Time) a une performance garantie de 4/3 pour le
critere C'max [41] qui est d’ores et déja N'P-Difficile. Dés que 1’on rajoute des contraintes
de groupement de taches [27] ou de ressources additionnelles, ces problémes sont généra-
lement AP-Difficiles. On ne peut donc pas espérer proposer des solutions optimales en
un temps raisonnable (quelques minutes) en respectant les contraintes industrielles. De
plus, un aspect important de cette application est que de nouvelles expériences peuvent
étre générées a la fin d’une opération. Leur nombre et leurs durées ne sont connus qu’une
fois cette opération terminée. Il n’est donc pas possible de résoudre ce probléme de fagon
optimale et nous avons choisi de développer un algorithme qui remet en cause la solution
proposée a chaque événement pour tenir compte de cette caractéristique. Le logiciel a
été décomposé en deux parties : une initialisation statique (lancement) et une partie de
production dynamique pour la résolution du probléme nearly-online.

3.2.1 Lancement

Le but de 'initialisation est de générer un nombre d’expériences suffisant pour favoriser le
remplissage des barres. En effet, tant que les mélanges sont en phase I, on ne dispose que
de peu d’expériences a réaliser. C’est le passage en phase II de ces mélanges qui permettra
de générer un grand nombre d’expériences. La phase de lancement permet d’ordonnancer
la plupart des expériences en phase 1. En effet, les chimistes de I'IFP peuvent estimer
a priori quelles seront les durées de synthése des différents mélanges. Les arbres ont été
choisis a partir de cette connaissance des produits chimiques pour minimiser le chemin
qui sera parcouru et donc le nombre d’expériences en phase I pour chaque mélange. Le
lancement crée donc un grand nombre d’expériences qui assure le remplissage des barres.
Il permet de plus de mettre en route toutes les taches, d’identifier éventuellement des
taches intéressantes ou qui finiront rapidement.

Une premiére expérimentation avait été faite avec un logiciel de programmation par
contraintes. Aprés quelques expérimentations, il s’est avéré que le temps d’obtention d’une
solution optimale était trop long (supérieur a plusieurs heures, probablement a cause des
nombreuses symétries du probléme). Nous avons alors utilisé un logiciel de Programmation
Linéaire en Nombres Entiers (Cplex interfacé sous OPL Studio). La fonction & minimiser
suivante a été retenue :

aCmax + Z R;

ol Y R; est la somme des durées d’utilisation des ressources. Ce deuxiéme critére revient
a minimiser le temps pendant lequel les ressources ne sont pas utilisées.
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Les variables de décision sont les dates de lancement des barres. On peut alors pré-calculer
la date d’achévement de chacune des opérations liées a la barre en tenant compte des
spécificités du probléme (jours non travaillés, par exemple). La modélisation est basée
sur une discrétisation du temps (par demi-journée) et les contraintes décrivent le flux des
opérations en respectant les régles d’utilisation des ressources (contraintes de flot). Des
contraintes ont été rajoutées pour casser la symétrie entre les barres de méme durée, ainsi
que des contraintes disjonctives classiques en ordonnancement pour générer des coupes.

Cette solution a été jugée satisfaisante aussi bien pour la qualité des solutions obtenues
que pour le temps nécessaire pour les obtenir (quelques minutes). Des expérimentations
numériques ont permis de déterminer les valeurs intéressantes de a et 3 pour le probléme
industriel. Ces valeurs résultent évidemment d’un compromis entre les deux critéres, com-
promis qui doit correspondre aux préférences de 'industriel. Ces préférences ont pu étre
exprimées en considérant les ordonnancements obtenus pour différentes pondérations su
des jeux caractéristiques de données.
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F1G. 3.1 — Ordonnancement optimal pour « =0 et § =1

A titre d’exemple, la Figure 3.1 représente la phase d’initialisation pour un jeu de données
comportant 10 barres avec des expériences de durées égales a 7 jours, 10 barres a 14 jours
et 2 barres avec des expériences a 3 jours. Les pondérations choisies sont « =0 et § =1,
c’est-a-dire la planification cherche uniquement & optimiser 1’'utilisation des ressources.

La planification commence un lundi. Sur ’horizon de temps considéré, en plus des week-
ends, plusieurs jours fériés doivent étre pris en compte, interdisant le début ou la fin du
traitement d’une expérimentation pendant cette période (zones verticales hachurées). Au-
dessus du diagramme de Gantt, nous avons représenté (par demi-journée) I’occupation
des ressources nécessaires a I'une des opérations élémentaires (remplissage) : au plus 3
remplissages des barres peuvent se faire simultanément. La planification se termine au
bout de 80 demi-journées. La fin moyenne d’utilisation des ressources est de 58,8 demi-
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journées.

Le diagramme de Gantt de la Figure 3.2 montre la planification obtenue avec les pondé-
rations (1,5). La date d’achévement est alors de 72 demi-journées, pour une date de fin
moyenne d’utilisation des ressources de 60 demi-journées.
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F1G. 3.2 — Ordonnancement optimal pour « =1 et =5

3.2.2 Production

Apres l'initialisation, lorsque toutes les taches sont correctement lancées et qu’un nombre
important d’expériences est disponible, on passe en phase de production. Pour cette étape,
nous avons opté pour un algorithme de liste. Le principe de 1’algorithme est de répartir
les ressources (nombre de barres) de maniére dynamique entre deux critéres.

— une partie des barres est allouée aux taches "en retard" (avancement de la phase I);
— le reste des barres est alloué aux téches les plus en avance (achévement de la phase II).
La premiére partie assure que suffisamment d’expériences sont générées au fur et & mesure :
en effectuant des expériences en phase I, on permet & certains mélanges de passer en
phase II, ce qui génére de nouvelles expériences. Le taux d’occupation des barres peut
grace a cela rester important. Il répond de plus au critére de minimisation du makespan en
diminuant le chemin critique des taches. La seconde partie des barres est destinée a finir au
plus vite des taches, ce qui correspond & minimiser la somme des dates d’achévement ) C;
et & obtenir réguliérement des résultats exploitables par les chimistes. Ils doivent en effet
disposer de l’ensemble des résultats des expérimentations sur un produit donné pour
conclure quand a une future exploitation.

Le choix des expériences a placer dans les barres de chacune de ces parties résulte d’une
optimisation locale suivant le critére concerné. Certaines informations supplémentaires,
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qui ne sont pas décrites ici pour des raisons de confidentialité, interviennent aussi dans ce
choix et permettent d’améliorer le taux de remplissage des barres.

Algorithme

[’algorithme que nous proposons est énoncé ci-dessous (Algorithme 1). Nous décrivons
les notations employées puis chacune de ses étapes est ensuite détaillée.

L’ensemble A correspond aux liévres (les taches les plus avancées, déja en phase IT) qu’on
souhaite faire avancer encore plus vite et 'ensemble B aux tortues (les tiches les moins
avancées, encore en phase I) qu’on ne doit pas oublier.

On définit sur A U B des ordres totaux <4 et <pg, 'ordre <, favorisant les taches de
I’ensemble A, I'ordre <p les taches de ’ensemble B.

On note p le nombre de barres allouées a ’avancement de la phase I & un instant donné.
Il est mis & jour a chaque fin ou début de cuisson. p* est la valeur "idéale" de p.

Algorithme 1 Planification

A un instant ol une barre se libére et n’est pas pré-allouée :
Calculer px
Calculer les ordres <4 et <p
Si px > p Alors
La premiére tache de <p est affectée a la barre
Sinon
Choisir une tache a parmi les premiéres de <, et fixer son ordonnancement
Fin Si
Mettre a jour p en fonction de la tache choisie

On donne dans la suite de cette section une description plus précise des différentes étapes
de I’algorithme.

Calculer les ordres <, et <p

Les ordres <, et <p reflétent les priorités (selon chacun des deux critéres) que 1’on
souhaite attribuer aux différentes taches.

Ils sont définis comme suit :

— Ordre <, : les taches dont la phase I est terminée pour tous les mélanges, triées par
durée croissante de la plus longue expérience restante. Puis les taches encore en phase
L.

— Ordre <gp : les taches dont la phase I n’est pas terminée, triées par longueur décroissante
de leur chemin critique. Puis les taches dont la phase I est terminée.

On n’affectera pas toujours des expériences de la premiére tache d’un des deux ordres a

la barre qui se libére : on souhaite maintenir un taux élevé d’occupation des barres, ce

qui intervient aussi dans le choix des expériences qui y seront placées.
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Calculer p*

p est le nombre courant de barres allouées a ’avancement de la phase I (ensemble A) et p*
est le nombre "idéal" de barres allouées a la phase 1. L’idée est de répartir "équitablement"
les barres entre les deux ensembles A et B par rapport aux durées d’ordonnancement de
chacun. Si t; est I'espérance du nombre de jours nécessaires pour terminer les taches
de la phase I (on suppose que toutes les barres sont disponibles) et 5 est le nombre
de jours nécessaires pour terminer les taches de la phase II (on suppose que toutes les
barres sont disponibles), alors nous choisissons la valeur de p* suivante, afin que les deux
ordonnancements aient la méme durée en se partageant les m barres :

t1
m
t1 4+ to

*

p:

Choisir une tache et fixer son ordonnancement

Il s’agit de choisir une tache susceptible de finir au plus tot. Les candidats possibles sont
connus : les attardés encore en phase I ont peu de chance de faire partie des échappés.
Le choix se fait alors sur des taches en phase II, dont on connait & ce moment toutes
les expériences restantes. On peut calculer la date de fin au plus tot pour chacune en
recherchant I’ordonnancement de ses expériences qui minimise le Cmax. Ce probléme est
difficile dans le cas général, mais peut étre résolu efficacement avec peu d’expériences,
et peu de durées différentes. Néanmoins le temps de calcul peut étre prohibitif si nous
considérons toutes les taches de A : 'ordre <4 nous permet de limiter le temps de calcul
en nous restreignant uniquement aux premiéres taches.

Le choix de la tache pourrait se faire selon plusieurs critéres :

1. Durée totale de réalisation de I’ensemble des expériences en fonction des disponibi-
lités des barres;

2. Aire de ’ensemble des expérimentations pour cette tache sur le diagramme de Gantt.
Ceci permet de favoriser le remplissage des barres par les expériences de cette tache.

Nous retenons ici le choix 1.

— Choisir la tache a : parmi les premiéres taches de <, , choisir celle qui peut terminer le
plus rapidement (en tenant compte des dates de disponibilité des barres et en réservant
p barres a la phase I) en calculant 'ordonnancement optimal de ses expérimentations
pour le Cmazx.

— Pré-allocation des barres : fixer le début de chaque expérience restante pour la tache a.

La Figure 3.3 montre une partie de la fenétre principale de ’application en cours d’exé-
cution. Elle permet a 1’utilisateur d’interagir avec ’ordonnanceur.

Pour des raisons de confidentialité, les informations concernant les taches ne sont pas affi-
chées sur cette figure, mais il est possible de les visualiser grace a cette interface. Le logiciel
offre la possibilité de déplacer un chargement en cas d’absence imprévue ou d’indisponi-
bilité des opérateurs, d’ajouter des jours de congés ou de gérer les pannes matérielles. Si
cela est nécessaire, ’ensemble des actions prévues sera recalculé pour prendre en compte
le mieux possible les événements récents.



3.3. RESULTATS NUMERIQUES 53

22-08-2006 aprés midi

|I Chargement = Au four m Filtration 1 Lavage m Panne|

Semaine courante : 0 Nombre semaines : 1

Informations sur la tache courante
Aucune tache sélectionnée

Lancer l'ordonnanceur [ Jours congés ‘ [ Avancé... ] [ Imprimer... ] [ Aide ] [ Quitter

F1aG. 3.3 — Fenétre principale de I’application

3.3 Reésultats numériques

Des tests numériques ont été effectués pour évaluer les performances de ’algorithme d’or-
donnancement. Vu la taille du probléme, il n’a pas été possible de chercher des solutions
optimales pour l'un ou ’autre des deux objectifs définis (temps de calcul prohibitifs).
Par contre, les objectifs industriels (utilisation des barres, sorties réguliéres des produits,
temps pour sortir les 20 premiers produits) étaient clairement définis et ont été atteints.
Nous détaillons quelques résultats numériques ci-dessous. La Figure 3.4 indique les dates
de sorties des différents produits. Ces dates sont relativement réguliéres : un produit sort
tous les 10 jours en moyenne avec un écart type de 7,5 jours. La durée totale pour sortir
les 20 premiers produits est légérement supérieure a 200 jours.

Une des exigences de l'industriel était de bien remplir les barres et de ne pas les laisser
inutilisées. Pour les jeux de données testés, les barres étaient utilisées 90% du temps et
remplies en moyenne a 82% ce qui satisfaisait les critéres retenus.

Les Figures 3.5 et 3.6 indiquent I'influence du nombre de barres utilisées sur le résultat
(écart moyen entre deux produits et durée totale de I'ordonnancement). On note que
lorsqu’on augmente le nombre de barres, on améliore ces critéres. Ceci montre que, malgré
les anomalies de Graham connues pour les algorithmes de listes, notre approche utilise
efficacement les ressources supplémentaires.
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3.4 Problémes théoriques dérivés

Nous avons tiré de cette collaboration avec I'IF'P plusieurs problémes théoriques qui re-
présentent chacun un aspect du probléme industriel. Ces problémes théoriques sont tous
basés sur sa version offline.

3.4.1 Périodes durant lesquelles aucune tiche ne peut commencer
ou finir

La notion de périodes d’indisponibilité pour les machines est bien connue dans la littéra-
ture, puisque de nombreuses applications réelles demandent ’arrét des machines pendant
des durées plus ou moins longues, par exemple pour effectuer la maintenance [78, 79|.
Dans notre cas, les machines sont disponibles tous les jours, mais pas les chimistes qui les
font fonctionner. Pour les opérations de remplissage, filtration et lavage, les opérateurs
sont nécessaires pendant la durée compléte de 'opération, et leur absence pendant les
jours fériés ou les week-ends peut étre assimilée & une période d’indisponibilité classique.
Il n’en est pas de méme pour les cuissons, lors desquelles les chimistes ne doivent inter-
venir qu’au début et a la fin de 'opération. Nous pouvons donc décrire ainsi le cadre du
probléme : on dispose de machines paralléles pour effectuer un ensemble de taches et on
connait ’ensemble S(/) des périodes d’indisponibilité des opérateurs sous forme d’inter-
valles ouverts. Les solutions admissibles seront des ordonnancements dans lesquels aucune
opération ne commence ni ne termine dans les intervalles de S(I).

Pour des piéces différentes, minimiser le makespan est A/P-Difficile, méme sur une seule
machine avec un unique intervalle d’indisponibilité (le Chapitre 4 étudie plus particulié-
rement ce critére). On peut formuler le probléme comme suit. Etant donnés n opérations
de durées d’usinage pi, po, ..., p, et une unique période d’indisponibilité de 1'opérateur
(période ONA pour Operator Non Availability en anglais) de durée A située en |s, s + A,
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on peut considérer trois classes de problémes.

(1) Toutes les durées de production sont plus longues que A : p; > A Vj;
(2) Toutes les durées de production sont plus petites que A : p; < A Vj;
(3) Iy a des durées d’usinage plus petites que A et d’autres plus grandes que A.

Le cas (1) en particulier correspond bien & notre application. En effet, les cuissons excédent
le plus souvent 3 jours, alors que les durées pendant lesquelles ’ensemble des chimistes
sont absents sont en général inférieures a 2 jours (il s’agit des week-ends et des jours
fériés). Dans ce cas, nous montrons que pour une machine et un intervalle, minimiser le
makespan peut étre fait en O(nlogn) ot n est le nombre de cuissons.

3.4.2 Ordonnancer des séquences d’opérations avec traitement
par batch et compatibilité des taches

Dans le probléme offline associé au probléme de planification de 'IFP, les opérations en
phase I d’'un méme mélange sont liées entre elles par des contraintes de précédences de
type chains, c’est-a-dire que leur graphe de précédences est une chaine.

De plus, les machines que nous considérons sont de capacités non unitaires, c’est-a-dire
qu’elles peuvent effectuer simultanément plusieurs opérations. Pour pouvoir les placer
dans un méme batch, il faut que les opérations soient batch-compatibles comme expliqué
a la Section 3.1.1.

On souhaite minimiser le makespan pour un probléme faisant apparaitre ces deux aspects.

Exemple 1. L'exemple suivant est composé de deux taches dont la séquence des
opérations est donnée par :

21—-5—14 et 5—14—21

21 15|14 |21
51| 14
ol les opérations de longueurs 5 et 14 sont regroupées dans des batchs de capacité 2 et
les opérations de durées 21 sont ordonnancées seules. Le makespan est alors de 61.

Une séquence possible serait

L'ordonnancement optimal est de durée 59 :
5114 |21 | 5|14
21

Le probléme de trouver la plus courte sous séquence commune d’un ensemble de séquences
(shortest subsequence problem en anglais) est un cas particulier de notre probléme et est
d’ores et déja NP-Difficile.

Des résultats intéressants ont été obtenus par Brauner et Naves [24]| qui sont liés & 1'ali-
gnement de séquences en bio-informatique.
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3.4.3 Minimiser la somme des dates d’achévement des produits

Lorsqu’un produit a terminé sa phase I, les opérations restantes (en phase II) ne sont plus
liées par des contraintes de précédences.

On considére uniquement les produits passés en phase II. La date de fin d’un produit est
la date d’achévement de la derniére expérience qui sera effectuée pour ce produit. Comme
nous l'avons dit, minimiser la somme des dates d’achévement des produits permet aux
chimistes d’exploiter réguliérement des résultats au cours du temps alors que la minimisa-
tion du makespan seul ne garanti pas ce résultat. On peut donc poser le probléme comme
suit. Une tache 7; est un ensemble d’opérations. On note C; la date d’achévement de T3,
c’est-a-dire la fin de sa derniére opération. Les taches sont toutes indépendantes. L’ob-
jectif est de minimiser » | C!. On remarque que ce probléme est trés proche du probléme
proposé dans [66]. Une fois encore, nous devons effectuer I’ensemble des opérations dans
un environnement de type machines paralléles. Ce probléme est bien entendu différent du
probléme classique Pm|| Y  C; ou C; est la date d’achévement de chaque opération. La
régle SPT (Shortest Processing Time en anglais) donne alors une solution optimale en
temps polynomial [73]. Le probléme n’est pas non plus directement relié & Pm|| > w;C;
puisque I’on ne peut pas savoir quelle sera la derniére opération de chaque tache. Ce se-
rait le cas si des précédences quelconques entre les opérations existaient, puisqu’il suffirait
d’ajouter & chaque tache une opération fictive de durée nulle. Cette opération ne pour-
rait se dérouler qu’une fois toutes les autres effectuées. Le poids associé a cette opération
dans la fonction objectif serait alors de 1 tandis que les autres opérations de la tache se
verraient attribuer un poids nul.

Si nous considérons maintenant de nouveau notre probléme, nous constatons que, s’il est
restreint & une unique machine, alors la régle SPT appliquée a la somme des durées des
opérations de la tache est optimale. Ainsi, 1|| ) C! est polynomial.

Pour deux machines (P2|| > C!), le probléme est N'P-Difficile : il contient la minimisation
du makespan (P2||C'mazx) comme sous-cas (c’est le cas particulier o on organise les
opérations d’une unique tache), et est donc N'P-Difficile [68].

3.5 Conclusion

Un logiciel d’ordonnancement d’expériences a été élaboré et implémenté en JAVA pour
répondre & un probléme industriel. Les tests effectués montrent que les objectifs sont
atteints : le taux d’occupation des barres est élevé et les dates de fin des taches sont rap-
prochées et réguliéres. Pour des raisons de confidentialité, il n’est pas possible de donner
ici le diagramme des classes du logiciel. Il est actuellement en cours d’utilisation a I'[F'P
et donne satisfaction aux utilisateurs finaux. Des problémes théoriques en ordonnance-
ment ont également été dérivés de cette collaboration. L'un d’entre eux, complétement
nouveau, est décrit en détail dans le Chapitre 4 ainsi que les résultats de complexité qui
s’y rapportent.
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Chapitre 4

Ordonnancement avec indisponibilité
des opérateurs

La notion de période d’indisponibilité pour les machines est bien connue dans la littéra-
ture, puisque de nombreuses applications réelles demandent I’arrét des machines pendant
des durées plus ou moins longues, par exemple pour effectuer la maintenance |78, 79, 65].
Dans I’application industrielle présentée au Chapitre 3, une nouvelle notion de période
d’indisponibilité apparait. Ce ne sont plus les machines qui font défaut mais des opéra-
teurs humains qui quittent le site pendant les week-ends, les jours fériés et leurs vacances.
Ces absences ne perturbent pas le fonctionnement des machines qui sont opérationnelles
tous les jours. Les opérateurs sont par contre nécessaires a chaque début et & chaque fin
de tache. En effet, dans le probléme de planification du Chapitre 3, les opérations sont
des expériences et leur usinage correspond a une cuisson. Ces cuissons peuvent se dérou-
ler sans les chimistes, mais ils sont nécessaires pour préparer les mélanges, introduire et
retirer le matériel du four.

Nous obtenons donc un nouveau type de problémes d’ordonnancement qui doit respecter
les périodes d’indisponibilité des opérateurs humains. La définition formelle de ces périodes
est la suivante :

Définition 15 (Période ONA) Une période d’indisponibilité de opérateur ou période
ONA (pour operator non-availability en anglais) de longueur A correspond & un intervalle
ouvert |s, s + A[ durant lequel aucune opération ne peut commencer ou finir. On dit d’une
opération qui commence avant (ou a) Uinstant s et termine aprés (ou a) Uinstant s + A
qu’elle couvre la période ONA.

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux problémes a une unique machine avec périodes
d’indisponibilité de ’opérateur. Le critére qui focalise notre attention est le makespan.
Les problémes étudiés étant en général N P-Difficiles, nous analysons les performances
des algorithmes s’appuyant sur une liste de priorité.

Nous noterons le probléme de minimisation du C'max sur une machine avec K périodes
d’indisponibilité 1 |ona(K)| Cmax si K ne fait pas partie de I'instance et 1|ona| Cmaz
sinon. Nous utiliserons pour les données du probléme les notations suivantes :

99
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— n, le nombre de taches. Les taches sont notées Ty, 15, ..., T, ;
— pj, la durée d’usinage de la tache 7}, j =1, 2,..., n;

— KC, le nombre de périodes ONA ;

~ 84, l'instant de début de la ¢ période ONA, ¢=1,2,..., K;
~ A, la durée de la ¢ période ONA, ¢ =1, 2,..., K;

— 8o = Ay =0 et sg41 = +00 par convention.

Le probléme se pose donc de la fagon suivante :

OPERATOR NON-AVAILABILITY PERIODS SCHEDULING (ONAS)

INSTANCE : Un ensemble de n taches, de durées pq, po,..., p,, €t un ensemble de K
intervalles |s,, s, + Ay, =1, 2,..., K;

SOLUTION : Un ordonnancement S, tel qu’aucune tache ne commence ni ne termine dans
aucun des intervalles |s,, s, + Ay[;

CRITERE : Le makespan de S, Cmax(S).

Chaque période ONA plus longue que toutes les durées d’usinage se comporte comme
une période d’indisponibilité de la machine. Ainsi, si c’est le cas de 'ensemble des pé-
riodes ONA, le probléme est équivalent au cas classique des périodes d’indisponibilité des
machines.

Sauf mention contraire, nous supposons dans ce chapitre que les taches sont numérotées
par ordre croissant de leurs durées d’usinage p; < ps < -+ < p,.

Afin de ne pas traiter de cas triviaux, nous prenons aussi ’hypothése que n > 2 et
Z?Zl pj > s1, c’est-a-dire que plus de deux taches doivent étre usinées et qu’aucun or-
donnancement réalisable ne termine avant la premiére période ONA.

Les preuves qui apparaissent dans ce chapitre utilisent les notations suivantes :
- Po.u.r tout ensemble £, on note p(E) = >, p; et lorsque des entiers ay, as, ... sont
qtlllses, a(B) =) icpa;;
— Etant donné un ordonnancement S,
— k est 'indice de la derniére période ONA qui termine avant la fin de S : k = max{q <
Kls, + Ay < Cmaz(S)};
— x4 est le temps mort total dans I'intervalle [s,_1+A,_1, 5], pourtout ¢ =1, 2,..., k;
— X, est le temps mort total dans l'intervalle [s,_1 + A,_1, s + 4], pour tout ¢ =
1,2,... k.
Remarque. Considérons un ordonnancement S. Si la ¢**™¢
dans S, alors X, = x4 et X, = x4 + A, sinon.

période ONA est couverte

4.1 Une seule période ONA

Le probléme 1 |ona(1)| Cmaz peut étre formulé comme suit. Etant données n taches et
une seule période d’indisponibilité |s, s+ A[ de longueur A, trouver un ordonnancement S
qui minimise le makespan.

Nous donnons d’abord la propriété de dominance suivante :
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Lemme 4 Pour le probléme 1 |ona(1)| Cmazx, si la tdche la plus longue, T,, est telle que
Pn > A, alors il existe un ordonnancement optimal dans lequel T,, couvre la période ONA.

Démonstration. Considérons un ordonnancement optimal S* de makespan C'maz(S™).
Supposons que dans S*, la tache T}, ne couvre pas la période d’indisponibilité de I'opéra-
teur.

Soit E ’ensemble des taches qui finissent avant ou a l'instant s. Supposons que 7T}, est
située dans I’ensemble E. Sans perte de généralité, la tache T;, est ordonnancée en derniére
parmi les taches de I'ensemble E. Si la période |s, s + A[ n’est couverte par aucune tache,
on peut repousser l'instant de départ de T,, pour qu’elle termine a 'instant s + A (elle
couvrira alors I'intervalle) sans modifier le makespan. Si une certaine tache T, avec p, < p,
recouvre l'intervalle, alors la tache T, suit immédiatement 7,, et on peut échanger 7}, et T,
dans S* sans changer C'max(S*).

Supposons maintenant que la tache 7, est incluse dans l’ensemble E’ des taches qui
commencent aprés la période ONA, c’est-a-dire aprés ou a l'instant s + A. Sans perte
de généralité, la tache T, est ordonnancée la premiére parmi les taches de ’ensemble F'.
Si la période |s, s + A[ n’est pas couverte, on peut commencer la tiche T, a 'instant s
et diminuer de la méme durée les instants de départ de toutes les autres taches de E’,
diminuant ainsi le makespan. Si une tache T, avec p, < p, couvre la période, alors la
tache T, précéde immédiatement la tache 7), et on peut échanger les taches 7}, et T, sans
augmenter le makespan. O

Pour le probléme 1 |ona(1)| Cmax, on peut distinguer trois classes d’instances qui défi-
nissent chacune un sous probléme particulier :

Probléme (1) : toutes les durées d’usinage sont plus longues que A : p; > A pour tout
7=1,2...,n;

Probléme (2) : toutes les durées d’usinage sont plus courtes que A : p; < A pour tout
jg=12 ..., n;

Probléme (3) : certaines durées d’usinage sont plus courte que A et d’autres plus
longues.

Le Probléme (1) est particuliérement intéressant pour notre application industrielle : les
durées de cuisson des expériences sont presque toujours supérieures a 3 jours, alors que
les périodes durant lesquelles les chimistes sont absents, sont le plus souvent de durées
inférieures a deux jours puisqu’il s’agit des week-ends et des jours fériés.

Le Probléme (2) est un cas particulier du probléme avec une période d’indisponibilité de
la machine.

Les deux théorémes suivants indiquent la complexité de ces trois problémes. Le probléme
1lona(1)|Cmazx est polynomial dans le cas ou la période ONA est plus courte que la plus
petite durée d’usinage. On montre que ce cas particulier est 1ié au probléme SUBSET SUM.

Théoréme 4 Le Probléme (1) admet un algorithme polynomial en O(nlogn).

Démonstration. Le Lemme 4 implique qu’il existe un ordonnancement optimal S* dans
lequel la plus longue tache T}, couvre la période ONA. On peut distinguer deux cas :
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1. Aucun temps mort ne survient dans I’ordonnancement optimal ;
2. Un temps mort survient dans I’ordonnancement optimal avant la période ONA.

Notons E* I'ensemble des taches qui finissent avant la période ONA dans S* et 6 = p, — A
la différence entre la plus longue tache et la durée de la période ONA. Le makespan de
I’ordonnancement optimal est donné par C'max(S*) = 3°7_, p; + max{s — 4 — p(E*), 0}.

Clairement, dans le second cas, E* doit étre le sous-ensemble de taches dont la somme
des durées est maximale tout en restant inférieure a s — 9.

Dans le premier cas, le makespan est égal a Z?zlpj, et ainsi p(E*) € [s — 0, s].

Remarquons que tout sous-ensemble F de {1, 2,..., n—1} tel que p(E) € [s — ¢, 5]
définit un ordonnancement optimal en placant les tiches de E' dans un ordre quelconque,
suivies de T,,, puis des taches restantes, une fois encore dans un ordre quelconque. Ainsi,
décider s’il existe un ordonnancement de makespan ) p; est un cas particulier du probléme
suivant :

SUBSET SUM WITH TOLERANCE
INSTANCE : m + 2 entiers aq, as, ..., G, Betd;
QUESTION : Existe-t-il un sous-ensemble J de {1, 2,..., m} tel que Zjej a; € [B—4,B|?

Ce probléme est NP-Difficile dans le cas général puisque le probléme SUBSET SUM cor-
respond au cas particulier ou 6 = 0.

Proposition 6 Si 0 > max;;|a; — aj|, le probléme SUBSET SUM WITH TOLERANCE
admet un algorithme exact en temps O(mlogm).

Démonstration. On montre que I’Algorithme 2 fournit un ensemble J C {1, 2,..., m}
tel que a(J) € [B — 4, B], si un tel ensemble existe ou, dans le cas contraire, le plus grand
sous-ensemble (relativement & la somme de ses éléments) tel que la somme des a; est plus
petite que B — 0.

Algorithme 2 Algorithme SubSetSumWithTolerance

ENTREES: m + 2 entiers ay, as, ..., a,, B et d.

SORTIES: un sous-ensemble J C {1, 2 ..., m}, si il existe, tel que a(J) € [B — 9, B], et
sinon le plus grand sous-ensemble J inférieur & B — 9.
Trier 'ensemble {ay, as, ..., a,} de sorte que les a; soient indexés par ordre croissant

de leur valeur.

Soit 7 le plus grand indice tel que » 7, a; < B.

Initialiser J = {1, 2,..., n}.

Tant que a(J) < B — 0 et min{a;|j € J} < max{a;|i ¢ J} Faire
Choisir deux indices quelconques j € J et i ¢ J tels que a; < a;.
J = (S\{j}) u{i}.

Fin Tant que

Renvoyer J.

Soient Jy = {1, 2,..., n}, Ji, ..., J, les ensembles successifs considérés par 'algorithme.
Par construction, les a(.J;) forment une suite croissante. De plus, entre deux pas de ’al-
gorithme, la somme des éléments de ’ensemble J ne peut pas augmenter de plus de 9,
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puisque a(Ji41) = a(J) +a; —a; < a(J;) + 9 ot i et j sont les indices utilisés & ce pas de
Palgorithme. Ainsi, a(J;) < B — § implique que a(J;11) < B.

Supposons maintenant que ’algorithme ne parvienne pas a trouver un sous-ensemble qui
finisse dans [B — 4§, B]. Puisque a(Jy) < B — 6, cela implique, d’aprés ce qui précéde, que
a(J,) est aussi inférieur & B — ¢§. Par construction, I’ensemble J, contient dans ce cas les 7
plus longues taches a la fin de I'exécution de I'algorithme. Mais la définition de n implique
qu’il n’y a pas de sous-ensemble de 1 + 1 taches de durée totale inférieure a B. Ainsi, J,
est le plus grand sous-ensemble inférieur a B.

Une implémentation possible de cet algorithme est d’échanger a chaque pas le plus petit
élément de J et le plus grand élément qui n’est pas dans J, bornant par 7 le nombre de
pas. Des pointeurs vers ces éléments peuvent étre maintenus en temps constant puisque
les a; sont triés. Ainsi, la complexité totale de I’algorithme est dominée par le tri des
éléments qui s’effectue en O(mlogm). O

En utilisant I’ensemble J fourni par 1’Algorithme 2 pour l'entrée (p1, pa, ..., Pn_1, S, Pn—
A), on peut résoudre de fagon optimale le probléme 1|ona(1)|Cmaz en ordonnangant en
premier les taches de J dans n’importe quel ordre, puis 7}, et enfin les tiches restantes
dans n’importe quel ordre. O

Etant donné que pour le probléme avec une période d’indisponibilité de la machine est
NP-Difficile [62] et que clairement la taille de la période d’indisponibilité de la machine
n’influe pas sur cet aspect du probléme, le Probléme (2) est A/P-Difficile. Nous donnons
ici une réduction du probléme SUBSET SUM vers le Probléme (2) afin d’étre complet et
de souligner les liens entre les problémes 1|ona(1)|C'maz et SUBSET SUM.

Théoréme 5 Les problemes de décision associés auz Problémes (2) et (3) sont N'P-Complets.

Démonstration. Clairement, les deux problémes sont dans NP. Considérons le pro-
bléme suivant, :

SUBSET SUM
INSTANCE : n nombres ay, as, ..., a, et une borne B
QUESTION : Existe-t-il un sous-ensemble J C {1, 2,..., n} tel que >, a; = B?

I1 se réduit vers chacun des Problémes (2) et (3) de la fagon suivante.

Probléme (2) : on utilise n taches avec p; = a;, A = max; a; + 1, intervalle |B, B + A|,
la borne D = Z;‘:l a; + A et la question "Existe-t-il un ordonnancement S de makespan
Cmax(S) < D7

La période ONA n’est couverte dans aucun ordonnancement admissible. Ainsi, pour tout
ordonnancement S, la condition Cmaz(S) < D implique Cmaz(S) = D et 'ordonnan-
cement n’a pas de temps morts (autre que la période ONA), c’est-a-dire qu’il existe un
sous-ensemble J tel que » .. ;a; = B.

Probléme (3) : on utilise n+1 taches avec p; = a; pour les taches 71, 15, ..., T),; et ppy1 =
;-1 a; + 1 pour la tache T;,1. On pose A =37 | a; + 1 et Uintervalle d’indisponibilité
de Popérateur est | B, B + A[, la borne D = Z;L;l 28
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De méme que précédemment, Cmazx(S) < D implique Cmaz(S) = D et il n’y a aucun
temps mort. Or, la tache 7, ,; couvre dans ce cas exactement la période ONA. Ainsi, il
existe un sous-ensemble .J tel que . ;a; = B. O

Pour les Problémes (2) et (3), méme si aucun algorithme ne permet d’obtenir la solution
optimale en temps polynomial (sauf si P = N'P), un schéma d’approximation pleinement
polynomial peut étre proposé.

Théoréme 6 Le probléme 1|ona(1)| Cmaz est N'P-Difficile au sens faible et admet un
FPTAS.

Démonstration. D’aprés le Théoréme 5, le probléme 1 |ona(1)| Cmaz est N'P-Difficile
dans le cas général.

Considérons deux cas. Si p, < A, alors I'intervalle d’indisponibilité n’est couvert dans au-
cun ordonnancement optimal. Dans ce cas, on peut transformer I'instance de 1|ona(1)|Cmax
en 'instance suivante de SUBSET SUM : trouver un ensemble d’indices £ C {1, 2,..., n}
de taches tel que p(E) < s et p(F) est maximal.

Si p, > A, alors d’aprés le Lemme 4 on peut supposer que la tache T, couvre la
période d’indisponibilité dans I'ordonnancement optimal. Cette fois, notre instance se
transforme en l'instance suivante de SUBSET SUM : trouver un ensemble d’indices £ C
{1,2,..., n—1} tel que p(F) < s et p(F) est maximal.

Dans les deux cas, la réduction est polynomiale.

Le probléme 1|ona(1)|Cmaz admet donc un algorithme exact en temps pseudo-polynomial,
puisque le probléme SUBSET SUM peut étre résolu en temps pseudo-polynomial par un
programme dynamique. De plus, le probléme SUBSET SUM admet un FP7 AS qui peut
étre utilisé pour développer un FP7T AS pour 1 |ona(1)| Cmaz.

Supposons qu’un FP7T AS appliqué au probléme SUBSET SUM requis trouve un ensemble
E., alors que la solution optimale serait donnée par ’ensemble E*. Par définition, p(E.) >

(1 —¢e)p(E7).

- Si p, < A, alors pour tout ordonnancement optimal S* on a Cmax(S*) = s + A +
> ;-1 P —p(E*). En ordonnangant les taches Tj telles que j € E; avant la période ONA,
on obtient un ordonnancement S. et Cmaz(S;) =s+A+3 7 | p;j — p(E:). Il s’en suit
que

Cmaz(S:) — Cmax(S™) = p(E*) — p(E.) <ep(E") <es < eCmaz(S™)

— Sip, > A, alors il existe un ordonnancement optimal 5%, oti la tiche T}, suit ’ensemble
des taches Tj telles que j € E*. Si p(E*) + p, > s+ A, alors il n’existe pas de temps
mort dans S*; sinon, la tache T, se termine exactement & I'instant s + A. Ainsi on a

Cmax(S*) = max {Z?Zl pj, s+A+ Y0 pj—p(E*) - pn}.

Cmax(S*) = ij +max{s+ A — (p(E*) + pn), 0}

j=1
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De méme, en ordonnagant la tache 7, aprés I’ensemble des taches T} telles que j € £, on
obtient un ordonnancement S vérifiant Cmax(S:) = > 77| pj+max {s + A — (p(E:) + pn), 0}.
Si s+ A < p(E:)+p, alors s+ A < p(E*) + p, et Cmax(S:) = >, p;, ce qui signifie

que S; est optimal.

Supposons maintenant que s + A > p(E.) + py.

Si s+ A > p(E*) + p,, alors

Cmaz(S:) — Cmax(S™) < p(E*) — p(E.) < ep(E*) < e Cmax(S*)
Sinon, si s + A < p(E*) +p, et Cmaz(S*) = 37, pj, alors Cmax(S;) — Cmax(S*) =
s+ A= (p(E:) +pn) <s+A—=((1-¢)p(E) +p,) < ep(E™). Dans ce cas,
Cmaz(S:) — Cmaz(S*) < ep(E*) <es < e Cmaz(S™)

ce qui compléte la preuve.

4.2 K périodes d’indisponibilité

Le probléme 1|ona(1)|Cmax est N'P-Difficile dans le cas général d’aprés le Théoréme 5.
Dans le cas ot la seule période d’indisponibilité est plus petite que toutes les durées d’usi-
nage, alors le probléme est polynomial. Nous montrons que dés que deux périodes d’in-
disponibilité sont présentes, le probléme devient NP-Difficile au sens faible si le nombre
de périodes est fixé et au sens fort si le nombre de périodes fait partie de I'instance.

Définition 16 (Période ONA petite) Une période d’indisponibilité de durée A est dite
petite st elle est plus courte ou de méme durée que la plus petite durée d’usinage :

A<p;, pourtoutj=1,2,...,n

4.2.1 Nombre constant de périodes ONA

Pour une unique période ONA petite, le probléme est polynomial. Une question naturelle
est donc de déterminer si il reste polynomial lorsqu’on a un nombre K > 2 de périodes
ONA, toutes petites. La réponse est négative :

Théoréme 7 Le probléeme 1|ona(2)|Cmax est N'P-Difficile méme si les deuz périodes
ONA sont petites, de méme durée et placées de fagcon périodique (c’est-a-dire toujours
séparées par un intervalle de méme durée).

Démonstration. Considérons le probléme suivant :

EQUAL PARTITION
INSTANCE : n entiers aqy, as, ..., ay,;
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QUESTION : Existe-t-il une partition AU B de {1, 2,..., n} telle que Z]EA a; =y
et |[A| = |B|?

jeB 4j
Ce probléme est NP-Complet (probléme [SP12] dans [68]). Pour éviter les cas triviaux,

nous supposons que n et »_;a; sont pairs : n = 2m et ), a; = 2a. On associe & une
instance / de EQUAL PARTITION l'instance f([/) suivante de 1|ona(2)|Cmaz :

— La durée des deux périodes ONA est A = ma;

— On considére n + m + 1 taches de durées d’usinage p; = a; + A, j =1,2,..., net
pi=A+a,j=n+1n+2,...,n+m+1;

— La premiére période ONA commence i 'instant s; = Z?zlpj/Q =mA + «;

— La seconde période ONA commence a 'instant s, = (2m+1)A+2aq, ainsi, so—(s1+A4A) =
s1 et les périodes ONA sont placées périodiquement.

Cette transformation f est clairement polynomiale. Remarquons que les périodes sont
petites, puisque p; > A pour tout ¢. Nous montrons a présent que la réponse pour l'ins-
tance I de EQUAL PARTITION est "oui" si et seulement si il existe un ordonnancement
pour l'instance f(I) de makespan au plus D = Zj D;-

A A

- -
- L

n n+m+1 n
> j=1DPi/2 Zjim:z bj > i—1Dj/2

Supposons tout d’abord qu’il existe une partition AU B telle que > .., a; = > ;.5 a; €t

|A| =|BJ. On a
p(A) = Zai + |A]A = (Zai —l—nA) /2 =5

1€A 7

On peut donc ordonnancer sans temps morts et dans n’importe quel ordre les taches dont
I’indice appartient & I’ensemble A pour finir exactement a 'instant s;. Remarquons ensuite
que so+A—s; = s;+2A et que Z;i:fll p; = (m+1)A+(m+1)a = (m+2)A+a. Ainsi,

So+ A —s = Z;‘igj:l p;. Les périodes ONA étant petites, il est possible d’ordonnancer
toutes les taches 7,11, Thio, - -, Tnime1 dans Uintervalle [sq, so+A], 14 encore sans temps

morts. Reste a ordonnancer les taches dont I'indice appartient & B & partir de 'instant
sy + A dans n’importe quel ordre pour obtenir un ordonnancement de makespan » iD=
D.

Réciproquement, supposons qu’un tel ordonnancement existe. Notons A I’ensemble des
taches qui finissent avant s;. Remarquons tout d’abord que |A| < m. En effet, pour toute
tache T}, p; > A et donc si [A] > m, ona >, ,p; > (m+ 1)A > s;. Supposons que
|A| < m. On a cette fois

2jeal; < [Almax;p; = |Al(a + A) < (m — 1)@+ A) =mA —a=s - 2a

La téache qui suit celles indicées dans A doit couvrir la période ONA et donc finir apreés
51 + A pour que I'ordonnancement soit sans temps morts. Or pour toute tache T}, s; —
2a + p; < 51+ A. On a donc nécessairement |A| = m.
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On peut maintenant en déduire que A C {1, 2,..., n}. En effet, si il existe j € A tel que
j>n+1, alors p(A) =p(A\{j}) + A+a>mA+a=s.

Considérons maintenant I’ensemble B des taches produites entre les deux périodes ONA,
c’est-a-dire dans l'intervalle [s;+ A, s5]. Cet intervalle étant de longueur s, on a, de méme
que précédemment, |B| < m et |B|=m = B C {1, 2,..., n}. Supposons |B| =m, on a
donc AUB ={1, 2,..., n} et si on note T, la tiche qui couvre la premiére période, alors
a>n+let p,+p(A)+p(B) =pa+d i1 pj = A+a+nA+2a = (n+1)A+3a = sy +a.
On obtient donc une contradiction puisque la somme des durées d’usinage de ces taches
doit étre inférieure ou égale a so. Ainsi, |[B| < m — 1.

Si on note maintenant 7}, la tache qui couvre la seconde période, on a

pat S D+ < CHIB)A+a) < (m+1)(A+a)=s+A—s
jEB

Ainsi, si on veut que 'ordonnancement soit sans temps morts, il faut que cette borne
soit atteinte, c’est-a-dire que p, + ZjeBpj +pp = S2+ A — sy et que BU{a}U{b} =
{n+1,n+2,...,n+m+1}.

Puisqu’on a exactement p, + ZJEB pj + o = S2 + A — sy, il faut aussi que ZjeA Pj = S1.
On a donc un ensemble A C {1, 2,..., n} tel que [A[ =n/2et 3, ,a; =s1—An/2 =

o= (Thia) /2

Si on note C' = {1,2,..., n}\ A, on obtient > ._,a; = > . .,a; et |A] = [C|. Ce qui
prouve que la réponse pour Z est "oui". O

Cependant, le probléme 1|ona(K)|Cmax est N'P-Difficile "seulement" au sens faible
comme le déclare la proposition suivante :

Proposition 7 Le probléeme 1|ona(K)|Cmax est N'P-Difficile au sens faible pour tout
K> 2.

Démonstration. Nous allons construire un algorithme pseudo-polynomial pour 1|ona(K)|Cmaz.
On associe a tout ordonnancement S la partition ¢(S) = (gb(S)j);C:ﬁl, ou ¢(S5); est l'en-
semble des taches qui commencent dans U'intervalle [s;_; + A;_1, s;]. On rappelle que par
convention, on pose s = Ag = 0 et sgy; = +o00. On dit qu'une partition II est une
représentation d'un ordonnancement si il existe un ordonnancement S tel que IT = ¢(S5).
On peut remarquer qu'un ordonnancement définit une partition unique ¢, mais une par-
tition II peut étre la représentation de plusieurs ordonnancements, ou d’aucun. Pour
déterminer si une partition II représente un ordonnancement, on définit les quantités (R;)

par :

R1 = 0
{ Rj =max{R;_; + p(Il;_1), s;;1 + A;4}, j=2,3,...,K+1

R; représente 'instant de départ au plus tot de II;. On appelle valeur de la partition la
quantité max{R; + p(II;)|I; # 0}. Pour un sous-ensemble J d’indices, on note pma.(J) la
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plus grande durée d’usinage de ’ensemble {p;|j € J}, c’est-a-dire pma.x(J) = maxje, p;.
On dit qu’une partition II est wvalide si et seulement si

Rji1 — max {pmax(Il;), A;} <s;, pourtout j=1,2,...,K
On a la propriété suivante :

Proposition 8 Une partition 11 = (Hj);-cjll est la représentation d’un ordonnancement

st et seulement si 11 est une partition valide. De plus, si 11 représente un ordonnancement
semi-actif S, alors la valeur de 11 est Cmazx(S).

Démonstration.

En se basant sur une partition II, nous pouvons construire un ordonnancement S en
séquencant chaque ensemble II; de fagon semi-active, en commencant a l'instant R; >
sj-1 + Aj_1. On choisit comme séquence pour II; n'importe quelle séquence qui place
la plus longue tache en derniére position. L’ordonnancement S est alors réalisable et
admet II comme représentation si et seulement si la condition est remplie, c’est-a-dire
si et seulement si lorsque la plus longue tache de II; est plus longue que Aj, elle peut
commencer avant l'instant s; et lorsqu’elle est strictement plus courte que Aj, elle peut
finir avant I'instant s;. 0

Ainsi, trouver un ordonnancement optimal équivaut & trouver une partition valide de
valeur minimale. Remarquons que déterminer si une partition II est valide et déterminer
sa valeur peut étre fait en O(K) si on fournit pour chaque ensemble la somme des durées
d’usinage et son plus grand élément.

Nous proposons maintenant un programme dynamique qui fournit une partition optimale.
Supposons que les taches sont ordonnées par durées d’usinage décroissantes pour cette
preuve uniquement. Pour deux vecteurs P et ¢, on définit la formule booléenne x(i, P, q),
comme étant vraie si et seulement si il existe une partition valide IT de {1, 2,..., i} telle
que P; = p(II;) et g; est I'indice de la plus longue tache de II;, pour j =1, 2,..., K+ 1.
Par convention, ¢; = 0 si P; = 0, c’est-a-dire que le j*"° ensemble de la partition est
vide. Le calcul de x(i, P, q) se fait de la fagon suivante. Si x est vraie, II\{i} doit étre
une partition valide de {1, 2,..., ¢ — 1}. Remarquons que 7 est le plus grand élément
d’un ensemble si et seulement si cet ensemble est précisément {i}. Réciproquement, si
on considére une partition IT" de {1, 2,..., 7 — 1}, on a K + 1 choix pour ’étendre en une
partition valide IT de {1, 2,..., ¢}, dépendant de U'intervalle [s;_; + A;_1, s;] dans lequel
on décide d’ordonnancer la tache T;. Nous avons donc I’équation de récurrence suivante :

X(i,P, q) = Ualz'de(z', P, q) A \/;C:"il X(i —1, Pl,ql)
avec P! = (Py,.... B=pis- ., Pe) et ¢ = (g, @l - )

Le prédicat valide(i, P, q) indique si la partition est valide. Il est vrai si et seulement si
Rj 1 —max{p,,, A;} <s; pour tout j =1, 2,..., K. De plus, il faut que tous les P; soient
positifs et que tous les ¢; soient dans {0, 1,..., i}, avec ¢; = 0 si et seulement si P; = 0.
Ce test peut étre réalisé en temps constant O(K). Ainsi, déterminer si x (i, P;, g;) est vraie
en connaissant les y(i — 1, .,.) demande seulement un nombre constant d’opérations.



4.2. K PERIODES D’INDISPONIBILITE 69

En fixant x(0,0,0) = vraie, on peut calculer dynamiquement les valeurs des x par in-
duction sur i. Pour un indice donné i, puisque la taille de Py, est fixée par les autres
ensembles et que gy ne joue aucun rdle, on a O(p({1, 2,...,i})*i*) différents vec-
teurs (P,q) a tester. Ainsi, I’algorithme trouve toutes les partitions valides en temps
O(p(N)*nX+1) avec un espace mémoire de O(p(N)*n’). 11 est suffisant de renvoyer la
meilleure valeur d’une partition trouvée parmi tous les x(n,.,.) dont la valeur est vraie.
O

Le programme dynamique précédent, bien que pseudo-polynomial, s’avérerait trop lent
pour étre utilisé en pratique sur des instances de grandes tailles. Nous nous tournons a la
Section 4.3 vers des heuristiques polynomiales qui peuvent se montrer trés efficaces pour
les cas concrets.

Avant de nous intéresser plus en détail a ces heuristiques, nous prouvons que le probléme
est N'P-Difficile au sens fort si le nombre de périodes fait partie de 'instance, et ce méme
si les périodes sont petites.

4.2.2 Probléme 1|ona|Cmax

Rappelons que le probléme 1|ona|Cmax décrit le probléme d’ordonnancement pour lequel
le nombre de périodes n’est pas une constante, mais fait partie de I’instance. Ce probléme
est bien stir au moins aussi difficile que 1|ona(K)|Cmazx et est donc N'P-Difficile. Le
théoréme suivant précise que 1|ona|Cmax est N'P-Difficile au sens fort.

Proposition 9 Le probléme 1|ona|Cmax est N'P-Difficile au sens fort, méme si toutes
les périodes ONA sont égales et petites.

Démonstration. Considérons le probléme de décision suivant :

3-PARTITION

INSTANCE : 3m+1 entiers aq, as, ..., as, et B vérifiant Zf’fl a; =mBet B/4 < a; < B/2
Vi=1,2,...,3m;

QUESTION : Existe-t-il une partition A; U Ay U---U A, de [1,3m] telle que
ZieAJ,ai:m, Vi=1,2,...,m?

Sans perte de généralité, on peut supposer que B = 0 mod 4 (sinon, on multiplie tous les
entiers par 4). On code I'instance Z de 3-PARTITION en une instance f(Z) du probléme
de décision associé a 1|ona|Cmax de la fagon suivante :

— On a K = 2m périodes de durées A = B/4. Elles reproduisent le motif suivant toutes
les 4A unités de temps :

A A

o o

4A
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— On a n = 3m taches, de durées p; = a;. Remarquons que A < p; < 2A pour tout
1=1,2,..., 3m et que les périodes ONA sont donc petites.
— QUESTION : Existe-t-il un ordonnancement de makespan inférieur ou égala C' = > . p; ?

La transformation est une réduction polynomiale. Considérons une instance I du probléme
3-PARTITION pour laquelle la réponse est "oui". Pour prouver qu’il existe une solution
admissible pour f([/), il suffit de montrer que les taches associées a chaque ensemble A;
de la partition peuvent étre ordonnancées exactement dans un motif. En fait, les périodes
étant petites, toute séquence de trois taches dont la somme des durées est B = 4A est
valide.

Réciproquement, supposons que la réponse a I'instance f(I) est "oui". Un ordonnancement
de makespan C' n’a aucun temps mort. De plus, chaque tache est ordonnancée dans un
motif (elle commence et se termine dans le méme motif), puisqu’a la frontiére entre deux
motifs, on a deux périodes adjacentes de durée totale 2A > p, pour tout i. Cela implique
que les taches ordonnancées a l'intérieur de chaque motif ont une durée de 4A = B
exactement. [L’ordonnancement définit alors une partition valide pour /.

La réduction est pseudo-polynomiale. Ainsi, puisque 3-PARTITION est N P-Difficile au
sens fort, cela implique que 1|ona|C'maz est aussi N'P-Difficile au sens fort. O

On peut utiliser la réduction précédente pour établir des résultats d’inapproximabilité
pour 1|ona|Cmax :

Proposition 10 Si P # NP, le probléme 1lona|Cmazx n'est pas dans APX, méme si
toutes les périodes sont égales et petites. De plus, approzimer 1|ona|Cmazx avec un facteur
K'=¢ est N'P-Difficile pour toute constante € > 0.

Démonstration. Soit ¢ > 0 une constante et 'entier « = [1/e—1]. Considérons de nou-
veau le probléme 3-PARTITION et modifions la réduction f en ajoutant (4m)>™! —4m pé-
riodes aprés le dernier motif (le "gadget" de la Figure 4.1). L’instance g(I) de 1|ona|Cmax
qui en résulte a K = (4m)**! — 2m périodes au total.

v v @ e e 777 T @ e @

Motif Motif Gadget

F1G. 4.1 — Périodes ONA pour la preuve de la Proposition 10

La transformation g est polynomiale par rapport a la taille |I| de 'instance I, et |I| >
max{m, log A}. Puisque f est une réduction, on a clairement :

I € 3-PARTITION & Cmax*(g(1)) =
I ¢ 3-PARTITION < Cmax*(g(I)) > (4m)*TA

ou Cmaz*(g(I)) est le makespan optimal pour l'instance ¢g(/). Si la réponse a I est "non",
un ordonnancement valide pour g(I) doit finir aprés 4mA. Ainsi, a cet instant, au moins
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une tache n’a pas pu étre usinée. Puisque seules des périodes d’indisponibilité se produisent
alors, et que toutes les taches ont des durées dans |A,2A[, la tache qui n’a pas pu étre
usinée avant 4mA est nécessairement ordonnancée aprés la derniére période.

Le théoréme du Gap implique qu’approximer 1|ona|Cmaz & moins de (4m)® > Ko/(@+) >
l—e¢
Kire > K1=¢ est NP-Difficile. O

4.3 Heuristiques et leurs performances

La section précédente a établi que les problémes 1|ona(K)|Cmax et 1|ona|Cmax sont
tous les deux NP-Difficiles. Il est alors naturel d’explorer des approches heuristiques.
Dans la théorie de I’'ordonnancement, les plus fameuses sont basées sur les listes de priorité,
introduites par Graham. On établit dans cette section les performances qu’on peut espérer
pour deux types d’algorithmes basés sur des listes et des améliorations substantielles pour
certaines classes d’instances utiles en pratique.

Tous les ordonnancements que nous analysons sont calés autant que possible sur la gauche
(ordonnancements dits semi-actifs). Nous considérons deux types d’algorithmes qui s’ap-
puient sur des listes de priorité. Ils produisent tous deux des ordonnancements semi-actifs.

— First fit (FF) : On ordonnance le plus tot possible la premiére tiche parmi les taches
restant dans la liste. On peut remarquer que les périodes ONA peuvent créer dans
I’ordonnancement partiel des temps morts suffisamment larges pour que cette tache
soit placée avant la fin de 'ordonnancement partiel.

— List Scheduling (LS) : Aussitot que la machine devient libre, on parcourt la liste des
taches restantes et on ajoute a ’ordonnancement partiel, parmi celles pouvant com-
mencer le plus tot, la tache de plus grande priorité. Les taches ne sont donc pas néces-
sairement placées dans 'ordre de la liste.

Les algorithmes de type FF ne parcourent pas la liste pour trouver la premiére tache
disponible, cependant, ils permettent & une piéce d’étre ordonnancée au sein de ’ordon-
nancement partiel sans augmenter le makespan. Les algorithmes de type LS ne permettent
pas aux périodes d’inactivité de la machine d’étre suffisamment longues dans I’ordonnan-
cement partiel pour contenir une des taches restantes, puisqu’on produit une tache dés
que c’est possible, méme si elle n’est pas premiére de la liste.

Remarquons que tout ordonnancement S semi-actif pour une instance I peut étre créé
par un algorithme de type FF dont la liste de priorité correspond a la séquence des taches
dans S. Cela inclut donc les ordonnancements produits par tout algorithme de type LS.

Considérons tout d’abord le probléme avec périodes d’indisponibilité classiques, c¢’est-a-
dire des périodes durant lesquelles les machines sont indisponibles. On note ce probléme
1 |nre(K)| Cmazx, lorsque la préemption n’est pas autorisée et que le makespan est le cri-
tére choisi. On sait que pour K > 2, le probléme 1 |nre(K)| Cmaz n’est pas approximable
avec un ratio constant sauf si P # NP [25]. La preuve, cependant, permet aux intervalles
d’indisponibilité d’étre arbitrairement larges. Le probléme 1|ona(K)|Cmax est équivalent
a 1|nre(K)| Cmaz sur 'ensemble des instances telles que toute période d’indisponibi-
lité est plus longue que n’importe quelle durée d’usinage. Il faut donc borner la durée
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des périodes ONA si nous souhaitons obtenir des heuristiques de performance garantie
constante.

4.3.1 Une premiére borne sur la taille des périodes

Supposons que la durée de chaque période est bornée par la somme des durées d’usinage.
Nous choisissons cette valeur car c’est une borne inférieure triviale du makespan.

AQSij, Vg=1,2,..., K (4.1)
j=1

On dit de toute période qui vérifie ’équation 4.1 qu’elle est bornée.

Montrons d’abord que sous cette hypothése, il existe des algorithmes avec une perfor-
mance garantie constante pour le probléme 1 |nre(KC)| Cmaz. Pour cela, nous étudions
les performances des algorithmes LS et F'F. Nous prenons les mémes notations pour ce
probléme que pour les périodes ONA et commencons par quelques remarques générales
valables pour les deux problémes.

Remarque. Par conservation du travail, pour tout ordonnancement S
n k n k k
Cmax(S):ij—i-ZXqSij+qu+ZAq (4.2)
j=1 q=1 j=1 qg=1 q=1

Remarque. Considérons un ordonnancement semi-actif S. Chaque z, doit &tre plus
petit que la plus longue durée d’usinage, p,, sinon, nous aurions trouvé une tiche qui
remplierait le temps mort correspondant :

g < pp < Cmax(S*), Yq=1,2,...,k (4.3)

Nous pouvons a présent démontrer les propriétés suivantes.

Proposition 11 Pour le probléme 1 |nre(K)| Cmax et des périodes bornées, tout algo-
rithme A produisant uniquement des ordonnancements semi-actifs a une performance
garantie de 2IC, c’est-a-dire

Cmax(A(I)) < 9k

our toute instance I,
P Cmax*(I) —

(o2 Cmax*(I) est la valeur optimale du makespan pour une instance I) et il existe des
listes de priorité pour lesquelles l’algorithme de type LS ou FF associé a un ratio de
performance qui atteint cette borne asymptotiquement pour IC > 2.

Démonstration. Considérons une instance de 1 |nre(K)| Cmaz et un ordonnancement
optimal S* pour cette instance, de makespan C'max(S*).

Considérons un ordonnancement S semi-actif de makespan C'max(S). L’ordonnancement
étant calé a gauche, on peut remarquer qu’il existe au plus une période d’inactivité entre
deux périodes d’indisponibilité.
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On sait que tout ordonnancement optimal se termine aprés la premiére période car nous
2 n
avons supposé que » j=1Dj > s1. On a

r1+ A <51+ A < Cmax(S)

On obtient donc avec (4.2),

k k

Cmaz(S) < ij + Cmax(S™) + Z A, + Z 4.

j=1 q=2 q=2

En utilisant (4.3) et le fait que les périodes sont bornées, le résultat est immeédiat :

Cmazx(S) < Cmaz(S*) + K ij + (K — 1)p, < 2K Cmax(S*)

Jj=1
ce qui nous donne la borne requise.

Pour vérifier que la borne 2K est atteinte pour certaines listes par les algorithmes de type
LS et FF associés, considérons I'instance suivante de 1 [nre(KC)| Cmax. Pour une constante
positive ¢ suffisamment petite telle que 2 < A (Figure 4.2) :

— deux taches T} et T telles que p1 = c et p = A

~Ar=cet Ay7=A+cpour2<qg<Kk
—s1=Aets;=5,1+A0; 1 +FA—€epour2<¢g<K

AI AQ A3
% v 7 % 7 | © @ @
A e A—¢ A+e A—¢ A+e A —¢

F1G. 4.2 — Périodes ONA pour la preuve de la Proposition 11

Dans un ordonnancement optimal S*, la tache T, est placée avant la premiére période
d’indisponibilité, et la tache T est ordonnancée immédiatement apreés cette période, ainsi
Cmaz(S*) = A+ 2. Cependant, un algorithme basé sur la liste de priorité (77, T3) (qu’il
soit de type LS ou F'F) créera I'ordonnancement S dans lequel la tiche T5 suit la tache T7.
Dans un tel ordonnancement, la tache 75 peut commencer uniquement aprés la derniére
période d’indisponibilité, de telle sorte que Cmaz(S) = 2A(K—1)+(A+e)+A = 2AK+e.
Lorsque ¢ — 0, le ratio Cmaxz(S)/Cmax(S*) tend vers 2K. O

Puisqu’ordonnancer avec des périodes ONA ouvre plus de possibilités (les périodes ONA
peuvent étre couvertes par une tiche), on peut s’attendre & une amélioration des per-
formances des algorithmes semi-actifs ou des algorithmes basés sur des listes de priorité
par rapport au cas classique de périodes d’indisponibilité des machines. La proposition
suivante montre que ce n’est pas le cas pour les ordonnancements semi-actifs.

Proposition 12 Pour le probléme 1 |ona(K)| Cmazx avec des périodes bornées, les ordon-
nancements semi-actifs ont une performance garantie de 2IC et si K > 2, alors il existe
des algorithmes de type FF dont le ratio de performance est 2K.
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Démonstration. Considérons un ordonnancement S calé  gauche de makespan C'maz(.S)
et un ordonnancement optimal S*. On a sait que

r+ Ay <Y pj < Cmaz(SY)
A, <Y pj < Cmaz(S*) pourtout g=1,2,..., K

ce qui implique en utilisant les équations (4.2) et (4.3) que
Cmaz(S) < Cmazx(S™) + Cmazx(S*) + 2(k — 1)Cmax(S*) < 2KCmax(S*)
On montre maintenant qu’il existe une instance et une liste pour lesquelles ’ordonnance-

ment créé par I'algorithme FF atteint cette borne.

Considérons 'instance suivante du probléme 1|ona(KC)|Cmaz (A arbitraire et e suffisam-
ment petit, 4¢ < A, voir Figure 4.3) :

7p1:€a pQZA_E/Q
- Ai=A—-¢ A=A pour2<g<K
— 5 =0, s;=5,-1+8;1+A -2 pour2<g<K

A A, Ay

A —¢€ A — 2¢ A A — 2¢ A

F1G. 4.3 — Périodes ONA pour la preuve de la Proposition 12

La solution optimale est donnée par la séquence (73,7}), ot 75 commence & I'instant zéro,
avec un makespan A + £ =>" p,
2 j=1Pj-

Avec P'algorithme F'F' et la liste de priorité (77, T3), on obtient la séquence (77, 75) qui
a un makespan égal a s + A + py puisque la tache T, est trop petite pour couvrir les
périodes ONA 2 & K et est trop grande pour étre placée entre deux de ces périodes. Alors
Cmax(Ty,To) = A —e+ (K—1)2A —2¢) + A —€/2 =2K(A —€) + €/2.

Ainsi, on a

Cmax(T,T2)  2K(A —¢€)+¢€/2
_= —>6—>0 2]C
Cmax(Ty, Ty) A+¢€/2

Ce qui permet de conclure. O

On note py, le ratio de performance de I’algorithme de type LS associé a la liste L.
Théoréme 8 Si K > 4, pour toute liste de priorité L, on a pr, = 2(K — 1).
Nous montrons ce théoréme a ’aide de plusieurs lemmes.

Lemme 5 Pour toute liste de priorité L et tout IC > 2,
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Démonstration. Considérons 'instance suivante avec A quelconque et € et suffisamment
petit (voir Figure 4.4) :

-pm=¢p=A+¢/2
- A=A Ay=€¢, Ay=A+epour3<g<K
—s1=¢€658=A0A+¢€35=20+¢€ 5,=5,1+2A+€ Vg>4

Aq Ao Aj Ay

€ A e A—c¢ A +e€ A A +e

F1G. 4.4 — Périodes ONA pour la preuve du Lemme 5

La solution optimale est donnée par la séquence (73,77), o T; commence a l'instant
/2. Ce temps mort de durée ¢/2 au début de I'ordonnancement (alors que ’on pourrait
produire 77 a Pinstant 0) implique qu’aucun algorithme de type LS, quelle que soit la liste
de priorité sur laquelle il est basé, ne peut produire cette séquence. Elle a un makespan
de A + 2e.

En appliquant un algorithme LS, on obtient la séquence (77, 75), quelle que soit la liste
de priorité considérée. On a alors

Cmax(Ty, Tz) = (K —1)(2A +€) + €¢/2 pour tout K > 2

Ainsi, %ﬁ% — 0 2(K — 1) pour tout £ > 2. Le ratio de performance de tout
algorithme de type LS est donc supérieur ou égal & 2(IC — 1) pour tout > 2. O

Lemme 6 Soit I une instance de 1|ona(KC)|Cmazx telle que I’ordonnancement optimal S*
finit apres la seconde période ONA. Pour tout algorithme A de type LS on a R(I, A(I)) <
2(KK = 1) pour tout K > 2.

Démonstration. Soit [ une instance de 1|ona(K)|Cmax telle que 'ordonnancement
optimal S* finit apreés la seconde période ONA. On considére 'ordonnancement S créé par
un algorithme de type LS. On a z1 + Ay + x5+ Ay < Cmax(S*), et d’aprés (4.2) et (4.3) :

Cmaz(S) < Zn:pj + Cmazx™ + Z(:cq +A,) < (24 2(K —2))Cmaz(S7).

7=1 q=3
ce qui compléte la preuve. 0]

Il nous reste a étudier le cas ou s; + A < Cmax(S*) < s9, avec sy = oo si K = 1.

Lemme 7 Etant donnée une instance I de 1|ona(KC)|Cmazx, si I’ordonnancement optimal
S* se termine entre les deur premiéres périodes ONA (c’est-a-dire s1+ A1 < Cmax(S*) <
sa), alors pour tout algorithme A de type LS, on a R(I, A(I)) < 3K /2 pour tout K > 1.
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Démonstration. Soit I une instance de 1|ona(K)|Cmax, S* 'ordonnancement optimal
pour cette instance et A un algorithme de type LS. Soit 7} la derniére tache dans ’or-
donnancement S produit par A pour 'instance I. On sait que la tache 7; doit étre plus
longue que toute période d’inactivité z,, pour tout ¢ < k.

On montre tout d’abord que si ’ordonnancement S n’est pas optimal, alors nécessairement
p < 3Cmax(S*). On considére 2 cas :

1. La premiére période ONA est couverte par S. On remarque que si aucun temps mort
ne se produit avant s; (1 = 0), alors S est optimal puisque Z;‘:l p; < S9. Sinon, soit
t le premier instant ou apparait un temps mort. Observons les taches qui n’ont pas
encore été usinées a 'instant ¢. Pour toute tache 7; dans ce cas, on ne peut pas avoir
t + p; > s, sans contredire le fait que Cmaxz(S*) < s,. Ainsi, toute tache T; plus
longue que A; peut étre ordonnancée au plus tot & I'instant s, +2A; —p;, en couvrant
la période ONA. Cela implique que la tache T3 qui couvre A; est nécessairement la
plus longue des taches restantes. Remarquons que les taches Tz et T; sont différentes,
puisque sinon Cmaz(S*) = s; + Ay = Cmax(S). Ainsi,

Cmax(S*) > p3+p1 = 2p

2. La premiére période ONA n’est pas couverte par S. Comme il n’était pas possible
d’ordonnancer 7} pour qu’elle couvre Aq, on a p; < A; en suivant le raisonnement
précédent. Si 'ordonnancement optimal ne couvre pas non plus cette période, alors
Cmax(S*) > Z;L:lpj + A1 > 2p;. Sinon, il existe une tache T, plus longue que A;.
Une fois encore, Cmaz(S*) > po + pi > 2p;.

En utilisant (4.2) et (4.3), on peut borner le makespan de S comme suit :

n k n n
Cmaz(S) < ij + X, + Z(:cq + A, < ij + X1+ (K-1) (pl + Zlh‘)
j=1

Jj=1 q=2 Jj=1

Clairement X; = z1 + A1 < Cmaz(S*), ce qui implique un ratio de performance de [
par rapport a A(l) de %IC + % Mais il est possible d’étre un peu plus précis : en fait,
Z;Zl p; + X1 < 2Cmax(S*) — p; si S n’est pas optimal. Pour voir ceci, considérons les
différents cas possibles.

— Si la premiére période ONA est couverte dans .S, alors on a simplement X; < z; < p;.
En utilisant le fait que p; < 3Cmax(S*), on obtient > -1 pi+ X1 < Cmax(S*) +p <
2Cmax(S*) — pi;

— Si la premiére période ONA n’est pas couverte par I’ordonnancement optimal, alors
Cmax(S*) > Z?lej—kAl. Ainsi, Z?:1Pj+X1 < Cmaz(S*) 4+ 21 < Cmax(S*) +p <
2Cmax(S*) — pi;

— Si la premiére période ONA est couverte dans 'ordonnancement optimal S* et pas dans
S. En utilisant les notations précédentes, il existe une tache T, plus grande que A;.
Puisque Cmaz(S*) < sy, toute tache plus grande que A; peut étre ordonnancée a un
certain instant entre ¢, le début de la période d’inactivité, et s;. La premiére période
ONA n’est pas couverte dans S, ce qui implique que T, a déja été ordonnancée et que
D < po. On obtient Cmax(S*) > s1 + Ay > po + 21 + A1 > pr + X7, et le résultat est
immédiat.
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En rassemblant ces résultats on obtient
Cmaz(S) < (2Cmazx(S™) —p) + (K = 1)(p + Cmaxz(S™)) < glC Cmax(S*)

[
Puisque 3K /2 < 2(K—1) pour tout K > 4, le Lemme 7 compléte la preuve du Théoréme 8.

En résumé, on obtient les résultats suivants

Théoréme 9 Pour le probleme 1|ona(K)|Cmaz, quelle que soit la liste de priorité L, le
ratio de performance py, de l’algorithme de type LS associé vérifie

- Si K =1, alors pp, <3/2;

- S K =2, alors 2 < p;, <3;

- St K =3, alors 4 < pp, <4.5;

- Si K >4, alors pp, = 2(K — 1).

Remarque. Pour L =1 et une instance I, il existe toujours une liste telle que I'algo-
rithme de type LS associé donne la solution optimale. Dans le cas ou la période est petite,
cette liste est directement fournie par I’Algorithme 2. Si la période n’est pas petite, il
suffit de considérer un ordonnancement optimal S* calé a gauche. Si aucun temps mort
n’'intervient dans S* on a fini. Sinon supposons qu'un temps mort se produise a I'ins-
tant t < s. Le Lemme 4 implique que si la période ONA est couverte, on peut considérer
que c’est par la plus longue tache. Alors, elle finit en s + A et il n'est pas possible de la
faire commencer plus t6t. Dans tous les cas, on ne peut produire en ¢ aucune des taches
produites aprés s+ A puisque cela contredirait le fait que I'ordonnancement est optimal.
Il n"est donc pas possible d’obtenir une borne inférieure du ratio de performance valable
pour tout algorithme de type LS lorsque K = 1.

On peut remarquer que pour K = 2, un algorithme de type LS, quelle que soit la liste qui
lui est associée, ne peut avoir un ratio de performance inférieur a 2. C’est en fait le cas
de tout heuristique polynomiale de 1|ona(2)|Cmaz.

Théoréme 10 Pour le probléme 1|ona(2)|Cmazx, aucun algorithme polynomial n’a une
performance garantie inférieure ou égale & 2, sauf si P = NP : approzimer 1|ona(2)|Cmaz
avec un ratio de performance inférieur ou égal o 2 est N'P-Difficile.

Démonstration. Considérons une instance du probléme

BIPARTITION
INSTANCE : n entiers, ay, as, ..., Gy,.
QUESTION : Existe-t-il un sous-ensemble J de {1, 2,..., n} tel que } ., a; = a;/27

On sait que ce probléme est NP-Complet. On construit une instance I du probléme
1lona(2)|Cmax dont les périodes sont bornées a partir d’une instance du probléme BI-
PARTITION de la fagon suivante

— On considére n + 1 taches de durées d’usinage p; = a;, pour tout j € {1, 2,..., n}, et
Pn+1 = max;a; + 1;
— La durée A; de la premiére période ONA est max; a; + 1;
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— La durée A, de la seconde période est Z;;Lll Dj;

i% .

— La premiere période ONA commence a l'instant s; = =5

, . < 19e o o n+1
— La seconde période ONA commence & I'instant s = A + Zj a; = ijl.
Le probléme BIPARTITION a une solution pour 'instance {ai, as, ..., a,} si et seulement
n+1

si il existe un ordonnancement pour I'instance I dont le makespan C' vérifie C' = ) i1 P
puisque 7T, est la seule tache qui peut couvrir la période ONA.

De plus, le probléme BIPARTITION n’a pas de solution pour l'instance {ai, as, ..., a,} si
et seulement si, dans I'ordonnancement optimal pour I'instance /, au moins une tache 7T}
est ordonnancée aprés s + A,. Cela implique que le makespan optimal pour [ est plus
grand que s; + Ay +minp; et on a alors Cmax(I) > 2C. Ainsi, d’aprés le Théoréme du
Gap, approximer 1|ona(2)|Cmax avec un ratio inférieur ou égal a 2 est N'P-Difficile. [

Ces performances sont constantes dans le cas ou K ne fait pas partie de 'instance, mais
ne le sont plus pour le probléme 1|ona|C'max. La section suivante montre que si la borne
sur la durée des périodes est renforcée, on peut, pour ce probléme, obtenir une garantie
constante pour tout algorithme de type LS.

4.3.2 Peériodes \-bornées

Jusqu’ici, nous avons considéré des périodes bornées par Z?Zl p;. Cette supposition est
assez faible puisque pour certaines instances la vérifiant, aucune période ne peut étre
couverte. Les faibles performances des algorithmes de listes sont peut-étre en partie dues
a ce fait. Afin d’augmenter le nombre de périodes couvertes, nous définissons la condition
suivante que nous appelons périodes A-bornées :

dpizAA, ¢=1,2,....K (4.4)

Jj=1

La théorie que nous avons développée précédemment correspond donc & des périodes
1-bornées.

Nous introduisons la définition suivante. Une tache qui peut étre placée de fagon a terminer
dans l'intervalle [0, sk] est dite ordonnangable.

Lemme 8 Considérons une instance 1. Si il existe une tdche qui n’est pas ordonnan-
cable, tout algorithme A qui produit des ordonnancements semi-actifs a une performance
garantie de 2 pour l’instance 1.

Démonstration. L’existence d’une tache qui n’est pas ordonnancable implique que
Cmaz(S*) > sk + Ax. Ainsi, Cmaz(A(D)) < s+ Ax + 307 pj < 2Cmax(S*). O

Lemme 9 Considérons une instance 1. Si les périodes ONA de I sont A\-bornées et que A
est suffisamment grand, tout algorithme A qui produit des ordonnancements semi-actifs
a un ratio de performance de 2 pour l’instance I.
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Démonstration. Posons A\ > si/max,A,. Alors, pour tout ordonnancement optimal S*,
Cmazx(S*) > 377 pj > (si/ max, Ag) max, Ay = s et Cmaz(S*) > sk + Ag. Alors,
Cmaz(A(I)) < sk + Ak + Y25, pj < 2Cmax(S). O

Théoréme 11 Pour le probléme 1|ona(K)|Cmaz restreint auz instances dont les périodes
sont \-bornées, tout algorithme de type LS a une performance garantie de 1 + %

Démonstration. Considérons une instance I A\-bornée, une liste de priorité L et 1’algo-
rithme de type LS qui lui est associé. Cet algorithme produit 'ordonnancement S pour
I'instance I et on note S* I'ordonnancement optimal pour cette instance. Soit ¢ l'ins-
tant de départ d'une période d’inactivité de S de longueur X; située dans l'intervalle
[si1 + Ai_1, si]. Supposons que la tache T; est la premiére tache qui est placée apres t
dans I'ordonnancement S. Etant donné que T; n’a pas pu commencer a |'instant ¢, néces-
sairement ¢ + p; = t; €]s;, s; + 2| pour un indice [ > i (voir Figure 4.5).

,t Py |
|
Aj_q ' A AVER] T 1A
|
|

Si—1 S Si+1 S

F1G. 4.5 — Période d’inactivité et périodes ONA pour la preuve du Théoréme 11

On peut distinguer deux cas.

— La i*™¢ période ONA est couverte par T; dans S. Dans ce cas, s; + Ay — ¢ < s;, — t et
la longueur de l'intervalle d’inactivité est X; = s; + A; — t; < A

— La i*™ période ONA n’est pas couverte par 7; dans S. Dans ce cas, s;+ 4, —t; > s; —t
et donc A; > s; —t. Alors, X; = s;, —t + A; < A+ A,

Dans les deux cas, on a donc X; < 2max, A,. Ainsi en utilisant I’équation (4.2) et le fait
que les périodes sont bornées, on obtient

Cmax(S) < Zk:Xq + ipj ( ) ij < <1 + _’C> Cmaz(S*)

ce qui compléte la preuve. 0

Corollaire 3 Pour toute instance I A-bornée telle que A tend vers l’infini, tout algorithme
A de type LS a un ratio de performance R(I, A(I)) qui tend vers 1.

Ainsi, si A est suffisamment grand tout algorithme de liste donnera une solution proche
de I'optimal ou optimale.

Dans la section précédente, nous avions A = 1. A partir du Théoréme 11, nous obtenons
une performance garantie de 1+ 2/C pour tout algorithme de type LS. Ce résultat est plus
faible que celui énoncé par le Théoréme 8 mais s’en approche.

Dans le cas ou toutes les périodes sont petites, on obtient immédiatement la majoration
A > n puisque chaque tache est plus longue que n’importe quelle période ONA. On en
déduit le corollaire suivant
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Corollaire 4 Pour le probléeme 1|ona(K)|Cmax avec des périodes ONA petites, les algo-
rithmes de type LS ont une performance garantie de 1+ 2K /n.

Lorsque que le nombre de taches tend vers 'infini, les algorithmes de type LS donnent
des solutions dont le makespan tend vers 'optimal pour ce type d’instances.

De plus, sur I'ensemble des instances telles que n > IC, ils ont une performance garantie
constante.

Corollaire 5 Pour toute instance du probléme 1|ona|Cmax ou les K périodes ONA sont
petites et moins nombreuses que les tdches, tout algorithme de type LS a un ratio de
performance de 3.

Lorsque 2 < n < K, les propositions suivantes indiquent que le ratio de performance des
algorithmes de type LS est de 'ordre de /2.

Proposition 13 Pour le probléme 1|ona(K)|Cmax avec des périodes ONA petites, tout
algorithme de type LS a une performance garantie de (K 4+ 1)/2, si K > 3.

Démonstration. Considérons un ordonnancement S de makespan C'maz(S) obtenu par
un algorithme de type LS et un ordonnancement optimal S*. Rappelons que I’équation
de conservation du travail nous donne

n k
Cmax(S) = Zpl- + ZX]-
i=1 j=1

Remarquons que puisque les périodes ONA sont petites, la derniére période ONA active
peut toujours étre couverte en ordonnancant la derniére tache 7; de S, a I'instant sy.

On donne tout d’abord 3 bornes supérieures sur la durée des périodes d’inactivité.

Lemme 10 Soient I une instance de 1lona(KC)|Cmax telle que les périodes d’indisponibi-
lité sont petites et S un ordonnancement semi-actif admissible. Soit pyin = min;{p;} = p1
la plus petite durée d’usinage. Pour tout j < k, on a la majoration x; < pmin.

Démonstration. De la preuve du Théoréme 11, on déduit que si xz; # 0, alors il existe
m tel que z; < A,,. Le fait que les périodes soient petites permet de conclure. 0

Ce lemme implique que X; < 2py, pour tout j. Si la j*m¢ période ONA n’est pas
couverte, on obtient une nouvelle borne supérieure :

Lemme 11 Soient I une instance de 1|ona(K)|Cmazx telle que les périodes ONA sont

petites et S un ordonnancement produit par un algorithme de type LS. Si la j période
ONA n’est pas couverte dans S, alors X; +xj11 < p; ot l est l'indice de la derniéere tache

de S.
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Démonstration. Considérons comme précédemment le premier instant ¢ de la période
d’inactivité entre la (j — 1) et la j°™¢ période. L’intervalle d’inactivité est alors [t, s;].
Remarquons que [t, s;] peut-étre réduit éventuellement au singleton {s; } mais n’est jamais
vide. On a comme précédemment t + p; €Sy, Sm + Ay[ pour un certain indice m > j.
Montrons que m > j+ 1. Supposons donc que m = j. Dans ce cas, la tache T}, qui est plus
longue que la période ONA, peut commencer a l'instant s; +A; — p; > ¢, ce qui contredit
le fait qu’aucune tache ne peut étre ordonnancée pendant la période d’inactivité X;. On
a donc m > j + 1 et ainsi p; > s;41 — t, ce qui compléte la preuve. O

Lemme 12 Soient I une instance de 1|ona(K)|Cmaz telle que les périodes ONA sont
petites et S un ordonnancement produit par un algorithme de type LS. Sil est I’indice de
la derniére tache de S, alors pour tout j <k, on a X; < min{p;, 2pmin }-

Démonstration. C’est une conséquence des deux lemmes précédents. Si la j°™ période
ONA n’est pas couverte, le Lemme 11 donne directement X; < p;. Le Lemme 10 indique
que x; < Pmin. Les périodes étant petites, X; = z; + A; < 2ppy. Sinon, X; = z;, ce qui
est inférieur & pyin < p; grace au Lemme 10. Dans les deux cason a X; < z;+A; < 2 pin.
O

Le lemme suivant est la clé de votite de la preuve. Il indique que les périodes d’inactivité
sont égales en moyenne & (p; + Pmin)/2-

Lemme 13 Soient I une instance de 1|ona(K)|Cmax telle que les périodes ONA sont
petites et S un ordonnancement produit par un algorithme de type LS. Sil est I’indice de
la derniére tiche de S et m un indice inférieur ou égal a k,

b +pmin N Pt — Pmin
2 2

X+ X1+ +Xpg < (E—m+1)

Démonstration. Pour deux indices u et v tels que u < v, on définit le bloc B,, comme
Vintervalle [s, 1 + Ay,_1, sy + Ay[. Un bloc est dit non couvert si les périodes ONA u, u +
1,..., v — 1 ne sont pas couvertes, et la période ONA v 'est. Dans un bloc couvert, on
demande que chaque période ONA soit couverte. L’intervalle [s,, 1+ A,,_1, sk + Ag] peut
étre partitionné en intervalles couverts et non couverts, puisque la derniére période ONA
avant C'max(S), k, est couverte. Par définition, la durée total des temps morts dans le
bloc By, est Xy, + Xyi1 + - -+ + X,. En notant X' (B,,) cette quantité, il suffit de prouver
que X(Byy) < (v —u+ 1)(pr + Pmin)/2 — (Pt — Pmin)/2 pour tout bloc couvert et non
couvert.

oo W U H 7 EE B W 7 | e ee

Block non couvert Block couvert

F1G. 4.6 — Blocs couverts et non couverts
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Soit B,, un bloc, contenant ¢ = v — u + 1 périodes ONA. Considérons tout d’abord que
B, est un bloc couvert. On a pour chaque période d’inactivité X; = z;. Le Lemme 10
implique que X (By,) < ¢ Pin- Puisque puin = (P1 + Pmin — Pt + Prin) /2, le résultat est vrai
pour le bloc.

Supposons maintenant que B,, est un bloc non couvert. Il contient ¢ — 1 périodes ONA
non couvertes, et une période couverte, la derniére. Pour toute période ONA non couverte
J, le Lemme 11 permet d’affirmer que X; + X1 = X, + 241 + Ajp1 <P+ Pmin- Sig—1
est pair, on a alors X(By,) < (¢ — 1)(p + Pmin)/2 + x,. On peut conclure en utilisant le
Lemme 10, en écrivant simplement que =, < pmin = (P + Pmin)/2 — (21 — Pmin)/2-

Si g—1 est impair, on peut grouper les périodes ONA deux par deux jusqu’a la période v—1
qui reste avec la période v. Il s’en suit que X (Byy) < (¢ — 2)(pr + Pmin)/2 + Xo_1 + X
En utilisant le Lemme 12, on a X,_; + 2, < 3pnin- Mais le Lemme 11 est vrai pour v — 1,
qui n’est pas couverte, et donc on a aussi X, 1 + x, < p;. Il s’en suit que X, 1 + z, <

(pl + 3pmin)/2 = (pl _'_pmin) - (pl - pmin)/2- ]

Notons m le plus petit indice tel que Cmax(S*) < s,,. Pour conclure, on écrit I’équation de
la conservation du travail & 'instant C'max(S*) pour 'ordonnancement S. Si p représente
la quantité de travail effectuée a cet instant dans S, on a :

Cmaz(S) < Cmaz(S*) + ZX + ij

q=m

Puisque C'max(S*) est plus grand que > ; Dj, en utilisant le Lemme 13 pour les périodes
m, m+1,..., k, on obtient la majoration :

k—m+1

Cmax(S) < 2Cmax(S™) + 5

(P1 + Pin) — (Pt — Pmin) /2 — D
Considérons deux cas, dépendants de la valeur optimale. Supposons que m > 3, c’est-
a-dire que I'ordonnancement optimal finit aprés la seconde période ONA. Montrons qu’a
I'instant C'max(S™*), 'ordonnancement S a terminé au moins sa premiére tache 7,. Sir est
I'instant auquel S commence cette tache, aucune tache parmi les taches restantes ne peut
commencer plus tot que r dans aucun ordonnancement réalisable d’aprés la définition de
LS. Ainsi, Cmax(S*) > r + Zj pj > 1 + pe. Cela implique en particulier que p > ppin.
Puisque nous supposons que n > 2, on a aussi la majoration C'max(S*) > p;+ pmin. Enfin,
on obtient par la conservation du travail :

Cmax(S) S 2 CTTLCLSE(S*> + kT(pl +pmin) - (pl - pmin)/2 — Pmin
< 2Cmax(S") + ’%(pz + Prmin)
< EH Cmaz(S*) < B2 Cmaz(S7)

Supposons maintenant que I’ordonnancement optimal se termine avant la seconde période
ONA. Dans cette situation, on obtient une borne plus large sur le temps mort total de S,
puisque le terme (p; + Pmin)/2 est ajouté a la borne précédente. Ainsi, nous avons besoin
d’améliorer la borne inférieure de p. Plus précisément, nous montrons qu’une quantité
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de travail d’au moins pp,i, + p; est effectuée dans S a Uinstant Cmax(S*). Tout d’abord,
de la discussion précédente, on peut supposer que S commence une tache a l'instant 0.
Soit t; le premier instant d’inactivité dans S. Observons les taches que S n’a pas en-
core ordonnancées & cet instant. Puisque la machine est occupée continuellement dans
I'intervalle [0,¢;[, pour toute tache T}, on a t; + p, < ijj < Cmaz(S*) < s9. Et
puisque T}, n’est pas ordonnancée a 'instant ¢;, cela implique que t; + pp, €]s1, s1 + A4,
c’est-a-dire qu'un temps mort se produit avant la premiére période ONA (sauf si S est
optimal). Toute tache restante 7, a une date de début au plus tot de s; + A; — pp, o
elle peut étre ordonnancée, couvrant la premiére période ONA. D’aprés la définition de
LS, l'algorithme ordonnance la plus grande tache restante, notée T}, pour qu’elle couvre
la premiére période ONA, et se finisse a 'instant s; + A;. Ainsi, a instant C'maxz(S*) au
moins la premiére tache (notée T,, commencant a l'instant 0) et 7, ont été usinées dans
S. On obtient p > p, + Pp = Pmin + Pi- L'équation de conservation du travail a 'instant
Cmaz(S*) nous donne alors :

Cmaz(S) 2 Cmaz(S*) + kT( + Pumin) — (Pt + Prmin)
") <

<
< ElCmax(S K Cmax(S)
ce qui conclut la preuve. O

Cette performance garantie pour les algorithmes de type LS est acceptable, compte tenu
du résultat d’inapproximabilité donné par le Théoréme 10. Cependant, de facon surpre-
nante, toutes les listes possédent la méme borne inférieure sur le ratio de performance de
I’algorithme.

Proposition 14 Méme si toutes les périodes sont petites, aucun algorithme de liste ne
peut avoir une performance garantie meilleure que K/2 + 1/6 pour K > 3 impair, et
K/2+1/3 pour K > 4 pair.

Démonstration. Considérons un algorithme A de type LS et I'instance suivante de

1jona(KC)|Cmaz pour K > 4 pair :

— Les périodes ONA sont groupées deux par deux. Chacune a une durée de A;

— La durée entre deux blocs ONA est A — 2¢, sauf pour le premier bloc qui commence &
I'instant A. Ainsi, la derniére période ONA finit & I'instant 3AK/2 + O(e);

— On doit ordonnancer deux 2 taches, avec p1 = A et po = 2A — ¢, et donc 2A — 2¢ <
P2 < 2A.

Si la tache T; est ordonnancée a l'instant 0, il n’est pas possible de placer la tache T,

avant la derniére période ONA. Ainsi, le makespan est égal & 3AKC/2 + A — Ke/2.

b1 D2
A — 2¢ A — 2¢
— A A
A 2A  3A

Mais un ordonnancement optimal consiste & usiner d’abord la tache 75, qui commence
a l'instant €, et ensuite la tache T7 qui couvre exactement la seconde période ONA. Le
makespan est de 3A.
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Le ratio entre les deux makespans tend vers K /2 + 1/3 quand ¢ tend vers 0. Remarquons
que tout algorithme LS commence par ordonnancer la tache 7T} pour éviter le temps
mort de ¢ au début de 'ordonnancement. Ce sera donc le cas de A, et ce quelle que
soit la liste qui lui est associée. Cela prouve le résultat pour IC paire. Si K est impaire,
on utilise la méme construction, & I'exception du fait que le dernier bloc est remplacé
par une unique période ONA. Le makespan de I’ordonnancement produit par A est alors

BAK = 1)/242A + O(e) = 3AK/2+ AJ2 + O(e). 0

Cela montre que pour 1|ona(K)|Cmaz, tout algorithme de type LS a un ratio de perfor-
mance qui se trouve dans U'intervalle [KC/2+1/3, K/2+1/2]. Ainsi, on ne peut pas obtenir
de performance garantie constante pour les instances telles que n < K et I fait partie de
I’instance, méme & ’aide d’une liste "intelligente" lorsque nous utilisons des algorithmes
de type LS.

Introduisons maintenant une hypothése supplémentaire pour obtenir un ratio constant
méme dans le cas 1|ona|Cmazx pour des périodes ONA petites et plus nombreuses que les
taches. On dit qu'une tache 7 est fortement ordonnangablesi pour chaque g =1, 2,..., K,
il existe un instant ¢, € [s,_1 + A, s,] ol peut commencer la tache T} (c’est-a-dire que
toute tache peut commencer dans n’importe quelle période). Dans le cas ou toutes les
taches sont fortement ordonnancables et les périodes petites, il est possible d’obtenir un
meilleur ratio pour les algorithmes de type LS.

Théoréme 12 Pour le probléme 1lona(K)|Cmazx, lorsque toutes les périodes ONA sont
petites et toutes les taches sont fortement ordonnancables, tout algorithme de type LS a
une performance garantie de 2.

Démonstration. Soit L une liste de priorité. Soit Y une période d’inactivité commencant

a linstant ¢ € [s;_1 + A;_1, si]. |Y| représente la durée totale d’inactivité, méme si elle

couvre plusieurs périodes ONA. Soit 7; la tache qui suit la période d’inactivité Y. Il existe

un indice m > i tel que t + p; €]sm, Sm + Ay[. On distingue les deux cas suivants :

(1) m =i. Dans ce cas, la tache T; commence a l'instant s; + A; — p; puisque p; > A; et
la durée de Y vérifie I'inégalité |Y| < s; — t < p;.

(2) m > i+ 1. Dans ce cas, T; étant fortement ordonnangable, elle commence dans
Iintervalle [s; + A;, s;41] et on obtient |Y| < 5,41 —t < py.

Ainsi, la durée de chaque période d’inactivité Y, est bornée par une tache différente. On

a donc ) |Y,[ < >, p;. Le makespan de 'ordonnancement S créé par l'algorithme de

type LS associé & L vérifie alors Cmaz(S) = > [Yu| + >, p; < 2Cmaz(S*) ot S* est un

ordonnancement optimal. O

Ce théoréme est particuliérement utile lorsque les périodes ONA sont périodiques (par
exemple se répétant tous les week-ends). Alors les s, sont de la forme s, = ¢ L + (¢ —
1)A pour tout ¢ = 1, 2,..., K. Dans ce cas, toutes les tiches ordonnangables sont aussi
fortement ordonnancables. On obtient donc le corollaire suivant :

Corollaire 6 Pour le probléeme 1|ona(K)|Cmax avec des périodes ONA petites, de durées
identiques et périodiques, tout algorithme de type LS a une performance garantie de 2.

Démonstration. Pour les instances sans tache non ordonnagable, on utilise le Théo-
réme 12. En effet, toute tache ordonnancable I'est fortement dans le cas périodique. Si il
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existe une tache non ordonnancable, on a p;, < 2 d’aprés le Lemme 8. O

Remarquons que 'utilisation d’un algorithme de type LS pour le cas périodique reste in-
téressante puisque d’aprés le Théoréme 7, le probléme 1|ona(K)|Cmaz reste N'P-Difficile
méme si les périodes sont petites, égales et périodiques pour tout I > 2.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit un nouveau concept en ordonnancement : les pé-
riodes d’indisponibilité des opérateurs. Les classes de problémes qui en résultent offrent
plus de possibilités que les périodes d’indisponibilité classiques qui sont relatives aux ma-
chines. Nous établissons la complexité du probléme général avec périodes d’indisponibilité
des opérateurs ainsi que celles de plusieurs cas particuliers pertinents en pratique. Ces
problémes étant en général difficiles, nous étudions les performances de deux types d’al-
gorithmes, LS et FF, utilisant les listes de priorité. Nous bornons les durées des périodes
d’indisponibilité pour obtenir des ratios de performance constants pour les algorithmes
de type LS quelle que soit la liste choisie pour créer I'algorithme et que le nombre de
périodes d’indisponibilité fasse ou non partie de 'instance. Les tables 4.1 et 4.2 résument
I’ensemble des résultats de ce chapitre.

Probléme Complexité Source
1lona(1)|Cmax NP-Difficile au sens faible, admet un FP7 AS Th. 6
1lona(1)|Cmax, Polynomial Th. 4
période ONA petite

Ilona(K)|Cmazx, K > 2 | N'P-Difficile au sens faible Prop. 7
Llona|Cmax N'P-Difficile au sens fort, n’appartient pas & APX | Prop. 9 et 10

TAB. 4.1 — Complexité des problémes avec périodes ONA et minimisation du makespan

Nombre de | Type de période Type Ratio de performance p;, Source
périodes d’algorithme | pour la liste L

1 1-bornée LS pr < 1.5 Th. 9
C>2 1-bornées FF pr < 2K Prop. 11
2 1-bornées LS 2<p, <3 Th. 9

3 1-bornées LS 4<pp <45 Th. 9
>4 1-bornées LS pr=2(K—1) Th. 8

K A-bornées LS pr <1+ Th. 11
K petites, K <n LS pr <3 Coro. 5
K>3 petites, C >n+1 | LS K/24+1/6 <p, <K/2+1/2 | Prop 13 et 14
K petites, périodiques | LS pr <2 Coro. 14

TAB. 4.2 — Performance des heuristiques avec liste de priorité pour les problémes avec
périodes ONA et minimisation du makespan

Nous nous sommes dans ce chapitre intéressé au critére C'max. Notre probléme industriel
faisait apparaitre un autre critére, > C;, qui pourra faire I'objet de futures études. Les
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environnements multi-machines et en particulier machines paralléles ont aussi un intérét
pratique et pourront étre abordés avec ce type de contraintes d’indisponibilité.
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1 Introduction

Dans la partie précédente, nous avons décrit des problémes d’ordonnancement pour les-
quels les taches a effectuer étaient toutes différentes. Alors, la taille d’une instance était
un O(sL) ou s est le nombre de taches a effectuer, et L la taille du plus grand de tous
les attributs de ces taches. Si on suppose maintenant que ces taches ne sont pas toutes
différentes, mais qu’il est possible de les agréger en catégories, en n << s types de taches,
alors il est possible d’envisager un codage plus compact des instances. En effet, il n’est
plus nécessaire de décrire pour chaque tache I’ensemble de ses caractéristiques puisqu’il est
suffisant de le faire une seule fois pour chaque catégorie de taches. L’instance du probléme
sera alors constituée

— du nombre n; de taches de type i, pourt =1, 2,..., n;

— des attributs d’une tache de type i, pour =1, 2,..., n.

Lorsqu’il est possible de coder les données du probléme sous cette forme compacte, on parle
d’ordonnancement de tdches agrégées en catégories (high-multiplicity scheduling problem
en anglais) [43]. Ce type de probléme se rencontre dans les environnements manufactu-
riers ou des taches répétitives doivent étre effectuées. Plus généralement, n’importe quel
probléme dont les taches sont identiques est un probléme d’ordonnancement de tdches
agrégées en catégories puisque on peut considérer que les taches appartiennent alors a un
type unique (n = 1). La taille de l'instance est un O(logs + L) << O(sL). On dira en
fait qu’un probléme d’ordonnancement est un probléme high-multiplicity si s n’est pas
polynomial de la taille de I'instance, c’est-a-dire s’il n’existe aucune constante k telle que
n € O((nL)*) pour toute instance. Des classes de complexité spécifiques aux problémes
d’ordonnancement high-multiplicity sont décrites dans [43, 19].

Dans cette partie, nous nous intéressons plus précisément a deux problémes dont les taches
sont agrégées en catégories. Le premier est un probléme d’ordonnancement juste-a-temps
(Chapitre 5) pour lequel les taches sont agrégées en plusieurs types. Pour ce probléme,
aucune des modélisations proposées n’est polynomiale (ni le nombre de variable, ni le
nombre de contraintes, ni le calcul de la fonction objectif ne sont polynomiaux). Le second
est le probléme dit des tdches couplées (Chapitre 6). Nous étudions la complexité du cas
ou toutes les piéces sont identiques, ’entrée étant alors composée de trois ou quatre entiers
seulement (quatre dans le cas non cyclique, trois dans le cas cyclique).
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Chapitre 5

Ordonnancement juste-a-temps

Les systémes de production Juste-a-Temps (JAT) ont pour but d’ordonnancer la produc-
tion sur une méme ligne de petites quantités de produits de types différents. Le principe
de ce modéle est de limiter au maximum les cofiits de stockage et les pénalités de retard.
Ces systémes ont été introduits pour les ateliers d’assemblage de voitures de Toyota [70].
Les types de produits sont alors les différentes versions d’'un méme modéle ou la palette
d’options disponibles pour une version.

Lorsqu’une méme ligne est utilisée pour l'usinage de produits différents, on inclut en
général dans la fonction de cott des pénalités de changement. Par exemple, si on veut
produire une voiture rouge alors que la précédente était blanche, il faudra nettoyer les
cannons a peinture. En ordonnancement Juste-a-Temps, les types de produits sont sup-
posés suffisamment semblables pour que les coiits de changement d’un type de produit a
un autre soient considérés comme nuls (en fait négligeables par rapport aux autres cotits
d’usinage). La ligne de production est alors appelée ligne flexible. Pour la méme raison,
les durées de production des différentes piéces sont toutes identiques et fixées & une unité
de temps.

Ainsi, la seule donnée du probléme est la liste di, ds, ..., d, des demandes des n types
de piéces. La taille de cette donnée est donc un O (nlog (maxd;)). Par conséquent, la
description compléte d’une solution, c’est-a-dire une séquence de production des piéces,
n’est pas polynomiale de la taille de I'instance car elle sera de I'ordre de ) d;. Il est donc
difficile de savoir, et ce quelle que soit la fonction objectif, si le probléme de décision
associé appartient ou non a N°P.

Monden [70] considére que le but des systémes JAT est d’obtenir un ordonnancement
aussi équiltbré que possible, c’est-a-dire de répartir au mieux l'usinage des piéces sur la
durée totale de production de sorte que le taux de production de chaque piéce soit aussi
constant que possible. De nombreuses fagons de mesurer la déviation de la production
réelle par rapport a la production idéale parfaitement équilibrée ont été étudiées dans la
littérature. Dans un premier temps, nous présenterons rapidement les travaux effectués
sur ce sujet et les notations, puis nous décrirons en détail les différentes formulations
adoptées pour ce probléme en termes de théorie des votes, de recherche d’un couplage
parfait et de probléme d’affectation de poids minimum. Dans la Section 5.2, nous com-

Les résultats de ce chapitre ont fait 'objet d’un article publié dans EJOR [61]
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parons les trois fonctions objectif les plus étudiées et nous réfutons certaines conjectures
qui ont été formulées ces derniéres années. Nous décrivons aussi des outils et des modéles
qui permettent de caractériser les instances pour lesquelles certaines solutions optimisent
plusieurs fonctions objectif simultanément. [’Annexe A.1.2 présente des heuristiques po-
lynomiales et les remarques sur lesquelles elles sont basées. Leurs performances n’ayant
pas pu étre évaluées par manque de temps, elles ne sont pas placées dans ce chapitre. Le
reste de I’Annexe A est consacré aux programmes linéaires utilisés pour les tests de la
Section 5.2 et aux exemples proposés dans ce chapitre.

5.1 Etat de l’art et formulations du probléme

Dans cette section, nous présentons une vue d’ensemble de la littérature sur I’ordonnance-
ment juste-a-temps avant de faire un exposé plus détaillé des articles les plus significatifs
pour le travail effectué dans cette thése.

L’intérét pour 'ordonnancement équilibré a vu le jour aprés la description par Monden [70]
des systémes de production de Toyota. En proposant une formulation en tant que pro-
bléme d’optimisation, Miltenburg [69] a initié un ensemble considérable de recherche sur
ce probléme. Cette formulation a pour but de minimiser la somme des déviations (ou
déviation totale) de la production réelle par rapport a la production idéale rationnelle.
Lorsque les déviations sont des fonctions convexes positives, Kubiak et Sethi [58, 59|
montrent qu’on peut reformuler ce modéle en tant que probléme d’affectation. Dans cette
formulation, des pénalités de retard et d’avance sont introduites pour représenter les dé-
viations des solutions réelles par rapport a la solution idéale. Ces pénalités représentent
le cotit induit lorsque l'on place une piéce trop tot ou trop tard dans la séquence par
rapport & son instant idéal de production. Inman et Bulfin [51] proposent une heuristique
pseudo-polynomiale pour minimiser la somme des déviations avec des fonctions de péna-
lité légérement différentes. Ils considérent que la date d’échéance souhaitée pour la piéce
est I'instant idéal de production et résolvent le probléme en triant les piéces selon leur
dates d’échéance croissantes (Farliest Due Date Rule en anglais). Steiner et Yeomans [83]
prouvent qu’il est en fait possible de résoudre ce probléme de facon exacte en temps
pseudo-polynomial en utilisant la formulation en tant que probléme d’affectation.

Une autre classe de fonctions objectif a été beaucoup étudiée dans la littérature. Les
contraintes sont identiques, mais le but est de minimiser la déviation mazimale de la
production réelle par rapport a la production idéale. Steiner et Yeomans [82] montrent
que, lorsque I'on considére ce probléme comme un probléme d’ordonnancement avec dates
d’échéance et dates de disponibilité, on peut le réduire a la recherche d’un couplage parfait
dans un graphe biparti. A partir de cette approche, ils obtiennent un algorithme exact
pseudo-polynomial. Brauner et Crama [18] montrent que le probléme de décision associé
3 la minimisation du maximum des déviations est dans la classe Co-NP.
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5.1.1 Notations, contraintes et fonctions objectif
Contraintes

Une production diversifiée répartie en lots de petite taille (diversified small-lot production
en anglais) consiste en un ensemble de n types de piéces ayant chacun une demande
d; e N,i=1,2,..., n. Chaque piéce est produite en une unité de temps. Nous noterons
D =3%"" , d;la demande totale. On dit qu’un ordonnancement est uniformément équilibré
(uniformly leveled), si & chaque instant &, la ligne a produit exactement k d;/D piéces de
type i. La proportion r; = d;/D est appelée tauz de production idéal et un ordonnancement
juste-a-temps essaie de garder la production réelle aussi proche que possible de cet idéal.
Monden [70] déclare que c’est le but principal des systémes de production juste-a-temps
de Toyota.

Pour formuler ce probléme comme un probléme d’optimisation, nous introduisons les
variables ; ;, pouri=1,2,...,n; k=1, 2,..., D qui représentent le nombre de piéces
de type i produites pendant les instants 1 a k.

Miltenburg [69] a formulé les contraintes du probléme comme suit :

Yo xi =k, k=1,2,...,D (5.1.a)

XD = di, 1= 1, 2, N 1 (51b) (5 1)
ngi,k_wi,kfly 221, 2,...,%; k:2, 3,. y D (516) '
zix €N, i=1,2...,mk=12...,D (51d)

L’égalité (5.1.a) indique que k piéces sont produites pendant les k& premiéres unités de
temps; Pégalité (5.1.0) signifie que toutes les demandes doivent étre satisfaites a 1'ins-
tant D ; I'inégalité (5.1.c) déclare que pour un type ¢ donné, le nombre de piéces produites
ne peut pas diminuer au cours de la production. Ainsi, les inégalités (5.1.a) et (5.1.c)
prises ensemble impliquent qu’une et une seule piéce est produite & chaque instant. La
taille d’une solution X = (x;;) du probléme ainsi formulé est un O(nD max;logd;) et
n’est donc pas polynomiale de la taille de I'instance d;, do, ..., d,. Ainsi, quelle que soit
la fonction objectif, cette formulation ne permet pas de conclure quand & I'appartenance
du probléme d’optimisation & la classe NPO. 1l est donc difficile de savoir si le probléme
de décision associé est dans NP ou pas. Des problémes similaires se retrouvent dans une
classe plus importante de problémes high-multiplicity [19].

Fonctions objectif

La fonction objectif doit refléter le fait que nous souhaitons conserver la production réelle
ausst proche que possible de 'idéal et donc minimiser la distance entre une séquence réa-
lisable et la production parfaitement équilibrée. Il n’y a pas de consensus sur la distance
la plus adéquate et de nombreuses fonctions objectif ont été étudiées. Ici, nous en consi-
dérons trois : maz-abs, sum-abs et sum-sqr qui ont fait 1’objet de plusieurs articles sur
I’ordonnancement juste-a-temps.

Si I'on souhaite minimiser le maximum des déviations, la fonction objectif est de la forme
Fraw = maxy<i<n 1<k<p Fi(x;—kr;). Dans [82, 56, 18] par exemple, F;(x) = |z|, pour i =
1, 2,..., net la fonction objectif est F},,,, = max; |x; — kr;|. Nous notons maz-abs cette



94 CHAPITRE 5. ORDONNANCEMENT JUSTE-A-TEMPS

fonction et le probléme d’optimisation associé. Dans la Section 5.1.2.2, on reformule le
probléme max-abs en tant que recherche d’un couplage parfait dans un graphe biparti
particulier comme dans [82]. Un résultat concernant les autres choix pour les fonctions F;
est présenté dans la Section 5.2.2.2.

Si on souhaite minimiser la somme des déviations, la fonction objectif est de la forme
Fom = 25:1 >or  Fi(zi, — kr;). Ce probléme est appelé min-sum. Dans [59], les dévia-
tions F;, pour i=1, 2,..., n, sont des fonctions convexes vérifiant

F,(0)=0, i=1,2,....,n et F;(y)>0 pourtouty#0;i=1,2,....,n (5.2)

Pour les problémes min-sum, on prend en général comme déviations F;(x) = |z| ou Fj(z) =
22 |69, 59, 56]. Dans le premier cas, Fy,,, = Zszl > v i |zix — kri|, et nous obtenons le
probléme sum-abs. Dans le second cas, Fl,,, = ZkD:l Yo (i — kri)Q et nous nous ré-
férons aux problémes sum-sqgr. Dans la Section 5.1.2.3, les problémes juste-a-temps pour
lesquels on minimise la somme des déviations sont formulés comme des problémes d’af-
fectation [59).

On remarque qu’aucune de ces fonctions objectif ne se calcule en temps polynomial par
rapport a la taille de I'instance.

instant 1 2 3 4 5 7 8 10
production ¢ d a ¢ d d d
Tak 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
1| deéviation 0.1 0.2 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 01 | 0
idéal 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 | 1
Thk 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
2 | deéviation 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.2 01 | 0
ideéal 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 | 1
Tk 1 1 1 2 2 3 3 3 4 4
3 | deéviation 0.6 0.2 0.2 04 | 0 | 06 0.2 0.2 04 | 0
idéal 0.4 0.8 1.2 16 | 2 | 24 2.8 3.2 36 | 4
Tak 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4
4 | déviation 0.4 0.2 0.2 06 | 0 | 04 0.2 0.2 06 | 0
idéal 0.4 0.8 1.2 16 | 2 | 24 2.8 3.2 36 | 4

TAB. 5.1 — Un exemple de calcul des déviations F;(z) = |z| pour l'instance n = 4, d, = 1,
dbzl, dC:4, dd:4

La Table 5.1 donne un exemple de calcul des déviations pour max-abs ou sum-abs par
rapport a la production idéale.

5.1.2 Formulations du probléme d’ordonnancement juste-a-temps

Dans cette section, nous faisons le lien entre les problémes JAT et un probléme classique
de théorie des votes (Section 5.1.2.1), puis nous décrivons les différentes formulations
des problémes max-abs (Section 5.1.2.2) et sum-abs (Section 5.1.2.3) et présentons un
certificat d’optimalité des problémes sum-abs (Section 5.1.2.4).
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5.1.2.1 Théorie des votes

Le modéle d’ordonnancement juste-a-temps est lié au probléme de partage proportionnel
en nombres entiers |12, 11]. Ce probléme est défini comme suit :

PARTAGE PROPORTIONNEL EN NOMBRES ENTIERS

QUESTION : Comment répartir i objets identiques entre n groupes de tailles distinctes
de sorte que le partage soit a la fois proportionnel & la taille des groupes et que la part
de chaque groupe soit en nombre entier ?

Le probléme de partage proportionnel en nombres entiers a été largement étudié dans
le cadre de la théorie des votes [10]. Par exemple, en France, I’élection des députés a
I’assemblée nationale commence par la répartition des 577 siéges entre les différents dé-
partements. Ce partage doit étre fait de maniére proportionnelle au nombre d’habitants de
ces départements. Il s’agit donc bien d’un probléme de partage proportionnel en nombres
entiers. Bien évidement, la solution idéale et parfaitement proportionnelle est trés rare-
ment entiére et les méthodes employées ne peuvent qu’essayer de s’en approcher. Cela a
conduit & un certain nombre de paradoxes historiques, dont le Paradoxe d’Alabama qui
doit son nom a I’état d’Alabama qui avait vu son nombre de siéges au parlement américain
diminuer alors que le nombre de siéges total augmentait. Pour éviter que ce paradoxe se
reproduise, on a introduit le principe de monotonie de la chambre : si le nombre total de
siéges augmente, le nombre de siéges de chacun des groupes ne doit pas diminuer.

Pour un probléme d’ordonnancement juste-a-temps, on cherche a connaitre a chaque ins-
tant h la production totale x; ;, de piéces de type 7. Si on dispose d’une méthode de partage
proportionnel en nombres entiers, on pourra pour un instant h donné répartir les A ins-
tants de production écoulés (les siéges) entre les types de piéces (les états) en fonction
du quotient de la demande en piéces de type i (la population) par la demande totale (la
population totale). On peut donc appliquer cette méthode pour h = 1, puis h = 2, etc.
jusqu’a h = n pour obtenir une solution au probléme d’ordonnancement juste-a-temps. Si
on veut qu’elle soit réalisable, il faut toutefois que la méthode de théorie des votes choisie
respecte le principe de monotonie de la chambre, pour que le nombre de piéces de chaque
type produit soit bien croissant en fonction du temps.

Deux grandes catégories d’heuristiques ont été proposées pour le probléme de partage
proportionnel en nombres entiers : les méthodes des restes et les méthodes de diviseur.

Notons n le nombre de départements, p; la population du département i, P = > p; la
population totale et h le nombre de siéges a répartir. On appelle quote-part, la portion
proportionnelle ¢; des h siéges pour le département i. On a ¢; = h’s.

Les méthodes des restes attribuent a chaque département la partie entiére de sa quote-part
| ¢;| puis répartissent les siéges restants (qui sont au nombre de h— > |¢;]). Par exemple,
la méthode des Plus forts restes, proposée par Hamilton (1792) ou Vinton (1852), affecte
les siéges restants aux départements dont les restes 7; = ¢; — |¢;| sont les plus grands
alors que la méthode de Lowndes (1822) les affecte aux départements pour lesquels les
restes ajustés r;/|q;] sont les plus grands. Ces méthodes ne respectent pas toujours la
monotonie de la chambre et sont donc mal adaptées aux problémes d’ordonnancement
juste-a-temps, méme si elles ont ’avantage de toujours donner aux départements la partie
entiére de leur quote-part.
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Les méthodes de diviseur considérent une liste d’entiers d;, j = 1, 2,..., h qui placés entre
chaque paire d’entiers consécutifs de {0, 1,..., k} vont permettre de décider comment
arrondir les quotes-parts de chaque département. En effet, le d-arrond: de ¢; est égal a m
si ¢; est compris entre d,,_1 et d,,. Ce d-arrondi est unique sauf si ¢; = d,,,. Il faut donc
que la méthode choisisse entre les valeurs ¢; = d,,, et ¢; = d,,11 quel sera dans ce cas le
d-arrondi de ¢;. Le principe général des méthodes de diviseur est de choisir un diviseur
commun z, par exemple x = P/h, et de diviser la population de chaque département par x
pour obtenir les quotients ¢; = p;/x. Ensuite, on obtient le d-arrondi de ces quotients,
x;, et on attribue temporairement z; siéges au département i. Si > x; = h, alors on a
fini. Si > x; > h alors, on augmente le diviseur = et si ) x; < h on le diminue afin
de recommencer 1’étape précédente pour essayer d’obtenir un total de h. De nombreuses
valeurs ont été essayées pour les d; et ont donné lieu & des méthodes historiques (méthodes
d’Adams (1832), de Dean (1832), du marquis de Condorcet (1792), etc.). Les méthodes de
diviseur ont I’avantage de conserver la monotonie de la chambre, mais elles ne garantissent
pas forcement que chaque département se voit attribuer un nombre de siéges au moins
égal a la partie entiére de sa quote-part.

Cela peut sembler un probléme pour utiliser ces méthodes pour résoudre des problémes
juste-a-temps, mais si on est assuré que si D = h, le nombre de siéges attribués a chaque
groupe est bien égal a sa population, on assure de trouver une solution réalisable pour
le probléme JAT en appliquant D fois cette méthode. Si on se propose d’utiliser comme
premier diviseur D /h, ce sera le cas. Cependant, D = > d; n’est que pseudo-polynomial de
la taille de I’instance et non polynomial. Or, le probléme d’ordonnancement juste-a-temps
peut étre résolu de fagon exacte en temps pseudo-polynomial si on minimise le maximum
ou la somme des déviations. Ces méthodes heuristiques ne sont donc pas appliquées pour
les problémes d’ordonnancement juste-a-temps.

5.1.2.2 Déviation maximale et graphes bipartis

Le probléme max-abs, aussi noté MDJIT (pour mazimum déviation Just In Time problem
en anglais) dans [18], a été analysé par Steiner et Yeomans [82] et Brauner et Crama [18].
Tous les résultats de cette section sont dérivés de ces deux papiers. Considérons le pro-
bléme de décision associé au probléme (5.1) avec la fonction objectif max-abs :

PROBLEME DE DECISION MAX-ABS

INSTANCE :

— n € N : nombre de types de piéces;

— d; € N : demande pour le type de piéces i, 1 =1, 2,..., n;

— B € Q : une borne.

QUESTION : Existe-t-il une matrice z = (z;) de taille n x D telle que :

MaxXi<i<n, 1<k<D |Tix — kri| < B

Yoiiwigk=k  k=1,2...,D

xi,D:di, Z:L 2,...,71, (53)
ngi7k—xi7k,1, i:1,2,...,n;k’:2,3,..,D
ik €N, 1=1,2,....nk=1,2,..., D
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Soit (n, dy, ds, ..., d,, B) une instance du probléme de décision max-abs. On note (i, )
la j*™¢ piéce de type i. Les instants de production au plus tét et au plus tard de la
piéce (i, 7) sont définis par

E(i,j) = F — Bw et L(i,j) = V_lijLB + 1J (5.4)

i i

Dans tout ordonnancement réalisable, 1a piéce (i, j) est produite dans l'intervalle [E(i, j) .. L(1, j)]-

Le probléme de décision max-abs peut étre formulé comme la recherche d’un couplage
parfait dans le graphe biparti G = (V;UV5, E). L’ensemble de sommets V; = {1, 2,..., D}
représente les instants de production et V5 ’ensemble des piéces (4, j). Une aréte (k, (i, 7))
est dans E si et seulement si la piéce (i,j) peut étre produite a l'instant k, c’est-a-dire
si et seulement si k € [E(i,7).. L(7,7)] (voir Figure 5.1).

(3.1) ( (4,4)

(4,1) (3,2) (4,2) (2,1) (3,4)

F1G. 5.1 — Graphe biparti pour d; =dy =1,d3 =dys =4 et B = 1—70

Le résultat suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une solution soit
réalisable.

Proposition 15 [18] Le probléme de décision maz-abs a une solution réalisable si et
seulement si le graphe G a un couplage parfait.

De la proposition précédente, nous pouvons déduire :

Proposition 16 La valeur optimale de la fonction objectif pour le probléme maz-abs est
la plus petite borne B telle que le graphe G correspondant admet un couplage parfait.

Ce résultat est utilisé pour montrer 'optimalité des solutions proposées pour les problémes
max-abs de la Section 5.2.2.3.
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Remarque. Quand on cherche la valeur optimale pour la fonction objectif max-abs,
on peut se restreindre aux valeurs B = q/D avec q € {1, 2,..., D — 1} puisque les
déviations sont des multiples de % et que la valeur optimale du maximum des déviations
est inférieure ou égale a 1 —1/D [18].

Cette approche fournit un algorithme pseudo-polynomial exact pour le probléme de déci-
sion max-abs. En effet, le graphe est biparti convexe, ce qui permet de trouver le couplage
parfait, s’il existe, en appliquant la régle EDD (Earliest Due Date) avec L(i,j) comme
date d’échéance pour la piéce j. Cette régle consiste a placer, & un instant &, la piéce (i, )
non encore placée de plus petite date d’échéance telle que E(i, j) > k puis & passer a I'ins-
tant £+ 1. Si on ne peut placer aucune piéce a un instant k par cette méthode, alors aucun
couplage parfait n’existe. Il n’existe donc pas d’ordonnancement réalisable qui respecte la
borne B.

5.1.2.3 Déviation totale et probléme d’affectation

Cette section décrit la formulation des problémes JAT de minimisation de la déviation
totale (comme sum-abs et sum-sqr) en tant que problémes d’affectation [59]. Cette for-
mulation nous permet de trouver les solutions optimales de ces problémes (toujours en
temps pseudo-polynomial).

Dans [59], les auteurs montrent que, pour toutes fonctions convexes F;, i = 1,2,...,n
vérifiant la condition (5.2), le probléme (5.1) avec pour fonction objectif la déviation
totale Fi,,, peut étre formulé comme un probléme d’affectation de la fagon suivante.

On introduit la position idéale Z}; = [k;;] de la piece (7, j) dans la séquence des piéces
usinées comme ’arrondi a ’entier supérieur de I'unique instant &; ; vérifiant

F; (j - ki,j 7“1') =F (j -1- ki,j 7’1') (5-5)

Si la position de la piéce (7,7) dans la séquence n’est pas Z;;, alors on associe & son
usinage un colt non nul. Notons C; ;; les cotits générés lorsque 'on usine (7, j) a la k™™

position :
z; -1

Zp:’k wi,j,p sik < Z;j
Cijk = 0 sik =2/ (5.6)
k—1 . *
szzzj ¢i7j,p S1 k > Zl,]
ou 1; j , est défini par
Vijp=|Fi(j—pri) —Fi(j—1—pr)| (5.7)

Si la piéce (i, ) est usinée avant l'instant idéal de production Z;,, alors les v); ;, repré-
sentent des codts de stockage (inventory costs en anglais) et quand (i, j) est usinée aprés

Vinstant idéal Z7,, ils représentent des pénalités de retard (shortage costs en anglais).

Enfin, on définit les variables d’affectation par

o 1 si (i,7) est produite a I'instant k
Yigk = 0 sinon
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Nous pouvons maintenant donner la formulation du probléme d’affectation en tant que
programme linéaire :

. D d;

C D Z?i:l Yijek =1, k=1,2,...,D
Sy Yigk = 1, i=1,2..., V=12, d
yl,j,ke{07l} 22172’7n7vj:]'7 77dZ)\V/k;:17277D

(5.8)

Les contraintes indiquent qu’une seule piéce est produite a l'instant k et que la piéce (¢, )
est usinée une fois et une seule.

On peut adopter cette formulation du probléme pour résoudre le probléme de décision
max-abs. En effet, pour une borne B, il suffit de choisir la valeur suivante pour les coiits :

Cii :{ 0 sikel[BE(G,]).. L(i,j)]

1 sinon

S’il existe une solution de cofiit nul, alors la réponse au probléme de décision sera oui, et
elle sera non sinon.

Cette formulation du probléme ne permet pas plus que la précédente de placer dans N PO
les problémes max-abs ou sum-abs, puisque les solutions ne sont pas non plus de taille
polynomiale par rapport a la taille de I'instance et que la fonction objectif ne peut toujours
pas étre calculée en temps polynomial.

Elle permet par contre d’obtenir en temps pseudo-polynomial la solution optimale pour
les problémes min-sum, puisqu’il est possible de calculer ’affectation de poids minimum
en temps polynomial par rapport a la taille du graphe.

5.1.2.4 Certificat d’optimalité pour les problémes min-sum

Pour montrer I’optimalité de solutions des problémes min-sum, nous considérons la réso-
lution en termes de graphes des problémes d’affectation associés. L’objectif est de trouver
le plus petit couplage parfait dans le graphe pondéré biparti G,, = (V; U V4, E) o, comme
dans la Section 5.1.2.2, 'ensemble de sommets V) = {1, 2,..., D} représente les instants
de production et V5 I'ensemble des piéces a produire.

On peut remarquer que si on minimise la déviation totale, une piéce (i,j) peut étre
produite a n’importe quel instant k. Ainsi, GG, est un graphe biparti complet. Une aréte e =
(k,(i,j)) € E a pour poids w, = C; j . Soit A la matrice d’incidence sommets-arétes du
graphe G, (c’est-d-dire la matrice 2 D X D? telle que ajm = 1 sile [’¥me sommet est
incident & la m*®™m aréte et 0 sinon).

Nous pouvons reformuler le probléme par
min wy

sc. Ay=1 (5.9)
y entier
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La matrice d’incidence d’un graphe biparti est totalement unimodulaire. Ainsi, le polytope
associé au probléme (5.9) est entier. On peut donc résoudre la relaxation linéaire du
programme en nombres entiers (5.9) pour obtenir la valeur optimale de la fonction objectif.

La relaxation linéaire duale de (5.9) est

max 1z
s.c. zZA<w (5.10)
z non contraint

Ce probléme dual (5.10) peut étre interprété comme la recherche d’une fonction de poids z
définie sur I’ensemble des sommets telle que la somme des z; pour tout [ € V; U V5 est
maximale et telle que pour toute aréte (k, (z,7)), on a 2z, + 2, ; < C; ;5. Ainsi, on obtient
le résultat suivant :

Proposition 17 Si on minimise la déviation totale, alors s est la valeur optimale de la
fonction objectif si et seulement si il existe un couplage parfait M et une fonction de
coit z : V1 UVy — R tels que

{ 2+ Zij S Oi,j,ka V(l{', (7’7])) €EFE

5.11
§ = Dkevi %+ 2 igevs Fid = 2 (igyenm Cigk (51)

Ce résultat nous permet de prouver de facon compacte qu’une solution est optimale pour
un probléme min-sum en exhibant le couplage parfait et la fonction de poids correspon-
dants dans le graphe G,,.

5.1.2.5 Problémes min-sum B-bornés

Dans le probléme (5.8), il n’y a aucune contrainte concernant le maximum des déviations.
Cependant, nous considérerons par la suite des problémes min-sum dont la déviation
maximale est bornée. Dans ce cas, ’ensemble des arétes est celui décrit précédemment :
une aréte (k,(i,7)) est dans E si et seulement si la piéce (i,j) peut étre produite a
Iinstant k, c’est-a-dire si et seulement si k € [E(i,7) .. L(4, j)].

On dira qu’un probléme min-sum dont le maximum des déviations est borné par B est
un probléme min-sum B-borné.

5.2 Optimisations simultanées de fonctions objectif

Nous souhaitons dans cette section étudier I’optimisation simultanée de plusieurs critéres.
Dans la mesure ol une solution de maximum des déviations inférieure a 1 existe toujours,
nous nous intéresserons en particulier aux problémes 1-bornés.

5.2.1 Problémes sum-abs et sum-sqr 1-bornés

L’ensemble des toutes les solutions d’un probléme 1-borné est beaucoup plus petit que
I’ensemble des solutions pour sa version non bornée. S’intéresser aux problémes 1-bornés
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plus t6t qu’aux problémes non bornés permet donc des améliorations du temps de calcul

pour des méthodes de résolutions exactes de min-sum. Par exemple, calculer le plus petit

couplage parfait peut étre fait en O(nD?log D) pour un probléme min-sum 1-borné au

lieu de O(D3log D) pour sa version non bornée avec D >> n (voir [83]). Pour toutes

les instances, il est possible de trouver une séquence dont le maximum des déviations

est inférieur a 1 [82]. Ainsi, il est intéressant de savoir s’il existe toujours une séquence

1-bornée qui minimise la déviation totale, c’est-a-dire si tout probléme min-sum 1-borné

a la méme valeur optimale que sa version non bornée.

Dans [56], les auteurs testent les deux questions suivantes sur 100,000 instances choisies

au hasard :

— Y-a-t-il une solution optimale pour sum-abs telle que le maximum des déviations est
inférieur & 17

— Y-a-t-il une séquence optimale pour sum-abs qui optimise sum-sqr ?

Pour toutes les instances testées, les réponses étaient "oui" dans les deux cas. De plus,

dans [56], les auteurs ont remarqué que la séquence 1-bornée optimale pour sum-abs

était toujours optimale pour sum-sqr. Des tests exhaustifs montrent qu’une telle séquence

optimale 1-bornée n’existe pas pour toutes les instances (voir Section 5.2.2.3).

Le lemme suivant compare les cotlts de toutes les arétes (k, (¢, 7)) du graphe correspondant
aux problémes sum-abs et sum-sqr 1-bornés

Lemme 14 Considérons la borne B = 1 des déviations. Pour tout 1 =1,2,...,n; j =
1,2,....,d;etk=1,2,...., D, ona

ke |E(i,j). L(i,j)] = Zj,k = z‘s,j,k’

ou C® est la matrice des cotits calculée pour le probléme sum-abs
et C° est la matrice des coiits calculée pour le probleme sum-sqr.

Démonstration. Notons [£f,] et [k ;] les instants de production idéaux de la piéce (7, j)
pour les problémes sum-abs et sum-sqr respectivement. Comme |z| = |z — 1| si et seule-
1

. 2 . . . .
ment si v = ; et r? = (z —1)° si et seulement si z = %, on a ki, = k7 ;. Ainsi, on peut

noter Z;; = [k{;| = [k ;] I'instant de production idéal de (7, j) pour les deux problémes.

Soit Cf; ) et Cf,, les couts induits en plagant (i,7) dans la k™ position et ¢f; et

i p les colts de stockage et de retard pour chacun des deux problémes. La fonction
f(x) = |2 = (x —1)*| = ||&| — |z — 1|| est nulle si et seulement si € [0, 1]. Ainsi, nous
avons le résultat suivant :

Y, =i, sietseulementsi j—pr;€[0,1]
On considére une piéce (i,j) et un instant de production k et on suppose que k €
[E(i,j).. L(i,7)], avec E(i,j) et L(i,7) les instants de production au plus tot et au plus
tard correspondants & la borne B = 1.

Comme E(i,j) <k, on a Pr;ﬂ < k. Ainsi, r; P;ﬂ < kr;.

(3

On peut alors en déduire que j — 1 < kr; et donc que
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Trois cas sont possibles en fonction des positions relatives de k et Z7 .

- Casl:k<Z
Pourtoutp:k:,k:+1,...,Z;jj—1,ona

. - 1
J—Pp 9
puisque la fonction ¢ (xz) = j — wzr; est décroissante et que g (k;;) = % Ainsi, on
a0<j—pr; <1etdonc
VP:k,k—i—l,...,sz—l, 3j7p= i]%p

- Cas2:k> 7},
On a k < L(i, §), donc k < H + 1. Ainsi, (k — 1)y < H re.

On a alors (k — 1)r; < j. Nous obtenons donc

0<j—(k—=1r

Comme la fonction g est décroissante, pour tout p = 27, Z*. +1,..., k — 1, on a
Jj —pri €[0,1]. Ainsi,
Vp=Zi; Zij+1,.. k=1, iip = Yiip

-Cas3:k=2
- 7]
Dans ce cas, les deux cofits sont nuls.

Ainsi, d’aprés la définition des coiits, on a dans les trois cas :
a _ S
?:7j7k _ i7j7k
ce qui démontre le lemme. O

Le Théoréme 13 suivant a été montré indépendamment dans [35]. Nous donnons ici une
courte preuve alternative basée sur le Lemme 14.

Théoréme 13 [35] Soit y une séquence optimale pour sum-abs. Si son mazimum des
déviations est inférieur a 1, alors elle est aussi optimale pour le probléme sum-sqr.

Notre Démonstration du Théoréme 13
La fonction f(z) = |22 — (x — 1)*| — ||| — | — 1|| est positive. On a donc

Vi, gk, < Ol

5,k =

Ainsi, pour toute solution réalisable y du probléme d’ordonnancement JAT,

n d; n d;

D D
Z Clin Yigk < Z Z C3jk Yisjik (5.12)

i=1 j=1 k=1

I
—
e
Il
—

=1
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Soit y une solution telle que le maximum de ses déviations est inférieur & 1. Suppo-
sons que y;;r = 1. Comme le maximum des déviations pour y est inférieur a 1, on
akel[E(,7)..L(i,7)] avec E(i,7) et L(i,j) correspondant a la borne B = 1. D’aprés le
Lemme 14, on a C7,, = C}; ;. Ainsi, pour tout y tel que le maximum des déviations est
inférieur a 1,

Yigh =12 Gy = Cijun
Supposons que y* est une solution optimale du probléme sum-abs telle que le maximum
des déviations est inférieur & 1. Alors, pour tout ordonnancement réalisable ¥, on a

D
YD =Y DD Ol <D DY Cltige (5.13)

n d; D n d; D n d;
i=1 j=1 k= =

1 i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

En combinant les équations (5.12) et (5.13), on obtient que pour toute solution réalisable

Y,
n d; d; D

n
S * S
E E § Oi,j,k Yijk < Z Z Z Ci,j,k Yij.k
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

et donc y* est une solution optimale du probléme sum-sqr. ([l

Corollaire 7 Si pour une instance, il eziste une paire de solutions optimales (y*,Y™) des
problémes sum-abs et sum-sqr respectivement vérifiant

n d; D d; D

Z Z Z Ois,j,k Yz*Jk > Z Z Céfj,k y;j,k

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

alors le probleme sum-abs n’a aucune solution optimale telle que le mazrimum des dévia-
tions est inférieur ou égal a 1.

Démonstration. On obtient ce résultat directement a partir de la preuve du Théo-
réme 13. O

On trouve un exemple d’utilisation de ce lemme dans ’Annexe A.4.1.

Le Théoréme 13 souléve naturellement certaines questions :

— Une séquence optimisant sum-abs dont le maximum des déviations est inférieur a 1
est optimale pour sum-sqr, mais est-ce qu’une séquence optimale pour sum-sqr avec
maximum des déviations inférieur & 1 est toujours optimale pour sum-abs? C’est-a-
dire, peut-on échanger sum-abs et sum-sqr dans le Théoréme 137

— Pour appliquer le Théoréme 13, nous avons besoin de ’existence d’une séquence opti-
male pour sum-abs ayant un maximum des déviations inférieur & 1. Peut-on toujours
trouver une telle séquence? C’est-a-dire, existe-t-il pour toute instance une séquence
qui optimise sum-abs et dont le maximum des déviations est inférieur & 17

— Si une telle séquence n’existe pas, peut-on tout de méme optimiser sum-abs et sum-sqr
simultanément pour toute instance ?

— Peut-on trouver pour toute instance une séquence optimale 1-bornée pour sum-sqr ?

La Section 5.2.2 répond & ces questions en proposant des instances pour lesquelles il existe

ou pas des séquences optimisant les différents critéres simultanément.
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5.2.2 Comparaison des fonctions objectif
5.2.2.1 Avec deux types de piéces

Pour le probléme a deux types de piéces, les fonctions objectif max-abs, sum-abs et sum-
sqr peuvent étre optimisées simultanément, c’est-a-dire qu’il existe une solution qui est
optimale pour les trois fonctions objectif. Afin d’étre complet, nous prouvons ce résultat
qui a déja été mentionné dans [18]. On peut le déduire de la proposition suivante :

Proposition 18 Pour le probléeme a deux types de piéces de taux de production ri et
ro = 1 — 11, la solution x* du probléeme d’ordonnancement juste-a-temps définie par

riy=1kmn] k=1,2,...,D
vy =k—[kr] k=1,2,...,D

est optimale pour toutes les fonctions F,.. ou Fyu, telles que Fy et Fy sont des fonctions
positives et croissantes sur [0, +oo[ vérifiant

et pour tout y € R, [y| est 'arrondi au plus proche entier de y : [y| est 'entier tel que
y—3<Wl<y+s

Démonstration. Soit x une solution réalisable du probléme JAT.

Vl{?:1727...,D, I17k:j:>5(]2,k:]€—j

Donc, si z1, = j on a
$27k—k7”2 = k’—j—k”l“g

= k(l—ry)—j
= kri—J
= — (a1 — kr)
Ainsi, Vk =1, 2,..., D, |x1 — kri| = |xop — kral.
Par définition de 27, on a |z}, — kr;| < § pour tout i = 1,2 et tout k=1,2,..., D.

Considérons maintenant une solution réalisable x du probléme JAT qui différe de x* a
I'instant [. Les auteurs montrent dans [18] qu’une telle solution vérifie |z1; — iri| > 3.
Ainsi, Vk =1, 2,..., D,Vi=1,2, on a |z;; — kri| > |z}, — kry.

Les fonctions Fy et Fy vérifient Vi = 1,2, Vy € |—o0,+o0[, F;(y) = F;(|y|) et sont
croissantes sur [0, +-o0|.

Onadonc, Vk=1,2,..., D, Vi=1,2, F,(x;x — kr;) > F; (], — kry).

Alors, pour toute fonction objectif, F' = F},,, ou F = Fj,,, telle que F; et F, sont des
fonctions positives croissantes sur [0, +o0c[, x* est une solution optimale pour le probléme
JAT associé a la fonction F'. O

Remarque. Ce résultat reste valable si les fonctions F et F5 sont identiques, positives,
décroissantes sur |—o0, 0] et croissantes sur [0, +-o0c[. Il n'est plus valable si les fonctions
sont différentes, positives, décroissantes sur |—o0, 0], croissantes sur [0, 4o00[ et non
paires. Pour l'instance d, = 1 et d, = 3, si on minimise le total des déviations avec
Fu(—=3) + Fy(3) < Fu(3) + Fy(—3), alors 2* qui représente la séquence (b, b, a, b)
n’est pas optimale puisque la séquence S = (b, a, b, b) est strictement meilleure.
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Avec plus de deux types de piéces, il n’est plus possible pour toute instance d’optimiser
toutes les fonctions objectifs simultanément. L’Annexe A.3 propose un exemple démon-
trant ce résultat.

5.2.2.2 Déviations pour la fonction objectif F'max

On peut s’interroger sur le fait que le maximum des déviations est étudié dans la littérature
uniquement pour les déviations Fj(x) = |z|.

Le résultat suivant montre que ’on peut en fait prendre n’importe quelles fonctions comme
déviations, pourvue que toutes les fonctions F; soient identiques et égales a une fonction F'
qui pénalise de facon égale le retard et 'avance.

Proposition 19 Soit B une borne et F' : R — R™ une fonction paire strictement
croissante sur RT. Supposons que toutes les déviations F; sont égales o F. Alors, une
solution X = (x;) (pour le probléeme (5.1)) a un mazimum des déviations inférieur ¢ B
st et seulement st

max F(z;x) < F(B)

En particulier, X est optimal pour max; y |z, — kr;| st et seulement si X est optimale
pour max; , F'(x;, — kr;).

Idée de la preuve [52] :
Soit F': RT — R™ une fonction croissante et soit A un sous-ensemble fini de R*. Alors

max {F(a)} = F <r£1€aj<{a})

acA

De plus, si F' est strictement croissante, le membre de gauche est atteint uniquement par
I’élément maximum a € A. OJ

Ainsi, toutes les fonctions de déviations paires et convexes sont équivalentes si on optimise
le maximum des déviations : elles ont le méme ensemble de solutions optimales

5.2.2.3 Optimiser le maximum et la somme des déviations simultanément

Pour trouver les exemples de cette section, nous avons utilisé le logiciel CPLEX afin de
résoudre les programmes linéaires décrivant les différents problémes et nous avons adopté
pour ceux-ci des formulations efficaces. Une description compléte de ces formulations est
donnée dans I’Annexe A.2.

Nos tests avaient pour but d’obtenir des instances pour lesquelles certaines séquences op-
timisent plusieurs critéres simultanément, ou pour lesquelles aucune séquence n’optimise
certains critéres simultanément. Pour une instance donnée, nous avons introduit cinq va-
riables booléennes notées AM, SM, AM1, SM1 et AS pour décrire quels critéres sont
optimisés par cette instance. Dans ces notations, A correspond & sum-abs, S & sum-sqr,
M a max-abs, M1 a maximum des déviations inférieur & 1. Pour une instance donnée,
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AM est vraie si et seulement si il existe une séquence qui optimise sum-abs et max-
abs simultanément, SM est vraie si et seulement si une séquence optimise sum-sqr et
max-abs simultanément, AM1 est vraie si et seulement si le maximum des déviations
d’une séquence optimale de sum-abs est inférieur & 1, SM1 est vraie si et seulement si
une séquence optimale de sum-sqr a son maximum des déviations inférieur a 1, et AS est
vraie si et seulement si une séquence optimise sum-abs et sum-sqr simultanément.

On note V la valeur booléenne Vrai et F' la valeur booléenne Faux. Le quintuplet
(AM,SM,AM1,SM1,AS) ne peut pas prendre toutes les valeurs de {Vrai, Faux}®.
Remarquons tout d’abord que si AM est vraie, alors AM1 est vraie puisque la valeur op-
timale de max-abs est toujours inférieure & 1. De méme, SM est vraie implique que SM1
est vraie. Les implications AM = SM ANAS et AM1 = SM1A AS sont des conséquences
directes du Théoréme 13. De plus, on a I’assertion suivante :

Proposition 20 SM AN AM1 = AM.

Démonstration. Considérons une instance du probléme d’ordonnancement JAT et sup-
posons que SM et AM1 sont vraies pour cette instance. Soient Y* une séquence optimi-
sant sum-sqr et max-abs simultanément et y* une séquence optimale pour sum-abs dont
le maximum des déviations est inférieur a 1.

La solution Y™* est optimale pour sum-sqr. Ainsi,
*
7J7kyl7]7k — ] k; 1,3,k
i?j k ’]7

Le maximum des déviations pour Y* est égal a la valeur optimale de max-abs et est donc
inférieur & 1. Ainsi, on peut déduire de la preuve du Théoréme 13 que

s *
CoinYin =D ClinYiin
.5,k .5,k
De méme, puisque la solution y* a un maximum des déviations inférieur & 1, on a
2: Jkyljk_E: Jkywk
.5,k 0,5,k
On obtient alors I'inégalité suivante :

Z 7]7kyl7]7k - Z ZJ k Z?]k

i’j k ’]7

Puisque la séquence y* est minimale pour sum-abs, la séquence Y* est aussi minimale
7
pour sum-abs. Comme Y* est optimale pour max-abs et sum-abs, AM est vraie. 0

La Figure 5.2 donne une illustration des valeurs possibles du quintuplet (AM, SM, AM1,
SM1, AS). Pour tout X € {AM,SM,AM1,SM1,AS}, on note X ’ensemble des ins-
tances telles que X est vraie. Comme AM <= SM AN AM1 (d’aprés le Théoréme 13 et la
Proposition 20), ’ensemble TAM est égal a l'intersection des ensembles TAM1 et 1.SM.
Pour rendre la Figure 5.2 plus claire, on ne dessine donc pas I’ensemble I AM. Les nombres
dans les ensembles représentent les sept exemples de la Table 5.2.
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e ™ — IAM1
; _sMm1
1 e IAS
! °
! 7
! °
\ | J
2 | 5
L °
3 6
I . 1
R Y,

F1G. 5.2 — Représentation des ensembles d’instances correspondant aux différentes valeurs
du quintuplet (AM,SM, AM1,SM1, AS)

La Table 5.2 propose une instance pour chaque valeur possible du quintuplet (AM, SM,
AM1, SM1, AS) a l'exception du quintuplet (F, F, F, F, F). Ces instances sont données
en utilisant une notation compacte pour le vecteur des demandes. On note d = (d2,d})
le vecteur des demandes de l'instance a n = p + ¢ types de piéces dont les demandes
des p premiers types sont égales a d, et les ¢ suivantes sont égales a d,. Pour chacune
des instances, si une des variables booléennes AM & AS est vraie, nous donnons une
séquence qui le prouve. Cette séquence est aussi représentée dans une forme compacte.
Si les types de piéces i et ¢’ sont tels que d; = dy, on peut échanger les piéces (i, 7)
et (¢,j) sans modifier la somme ou le maximum des déviations. Puisque dans chacun
des exemples, les types de piéces ont au plus deux valeurs différentes d, et d,, on note
aj, 7 =1,2,..., d, I'ensemble des piéces (7,7) telles que d; = d, et b;, j =1,2,..., dp
toutes les piéces (i,j) telles que d; = dy. Par exemple, si d = (1,1,4,4) = (12,4?),
la séquence de piéces ((3,1),(4,1),(3,2),(4,2),(1,1),(2,1),(3,3),(4,3),(3,4), (4,4)) est
notée (by, by, by, b, ay,ayr,bs, bs, by, by) ou (b3,b3 a2 b2,b3). Dans la Table 5.2, on note s-a
la fonction objectif sum-abs, s-s la fonction objectif sum-sqr et m-a la fonction objectif
max-abs.

Pour montrer que les variables booléennes AM & AS sont vraies pour une instance donnée,
on peut exhiber une séquence avec les caractéristiques souhaitées. L’optimalité de cette
séquence pour la fonction objectif sum-abs ou sum-sqr peut étre montrée en utilisant
la Proposition 17 : on construit le graphe biparti complet G, (voir Section 5.1.2.4). La
séquence est représentée par un couplage parfait. Donner les poids z; et z; ; des sommets
de GG, associés au couplage est suffisant pour montrer I'optimalité de la séquence.

Ainsi, lorsque AS n’est pas déja impliquée par AM ou AM1, on peut montrer que AS
est vraie en exhibant le couplage parfait représentant la solution optimale commune a
sum-abs et sum-sqr et en proposant les poids des sommets associés a chacun des graphes
bipartis (voir Section 5.1.2.4).



CHAPITRE 5. ORDONNANCEMENT JUSTE-A-TEMPS

108

TAB. 5.2 — Exemple d’instances dont certaines séquences optimisent plusieurs critéres
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Pour montrer qu’une séquence optimale min-sum est B-bornée, on peut soit calculer le
maximum des déviations pour la séquence et vérifier qu’il est bien inférieur a B, soit
construire le graphe correspondant au probléme B borné (voir Section 5.1.2.2) et vérifier
que toutes les arétes de la séquence (c’est-a-dire du couplage parfait optimal pour la
fonction objectif min-sum) appartiennent au sous-graphe.

Trouver la valeur optimale de la fonction objectif max-abs peut étre fait comme dans la
Section 5.1.2.2.

Pour montrer que les variables AM a SM1 sont fausses, on doit comparer les valeurs
optimales des fonctions objectif min-sum des problémes bornés et non bornés. Cela signi-
fie que l'on doit calculer le couplage parfait optimal et les poids des sommets pour les
problémes bornés et non bornés. Si les valeurs des deux couplages sont différentes, alors
la variable correspondante est fausse. L’exemple suivant indique que AM est fausse pour
l'instance d = (1%,4?). Pour plus de détails sur la simplification opérée sur les graphes de
cet exemple, le lecteur peut se référer a I’Annexe A.1.1.

0.2 0

F1G. 5.3 — Graphe biparti pondéré pour dy =dy =1,d3 =dy =4 et B= %

Le graphe de la Figure 5.3 représente les arétes et leur poids (pour le probléme sum-
abs) du graphe G,, associé¢ a l'instance d = (1%,4%) et a la borne B = 0.7, qui est la
valeur optimale de la fonction objectif max-abs. I.”Annexe A.1.2 d’écrit les méthodes de
construction des graphes pour le juste-a-temps et les simplifications qui y sont apportées.
Les arétes en gras représentent un couplage parfait minimum noté M*. Les poids duaux
non nuls sont représentés en gras sur le graphe et en ajoutant zéro sur chacun des autres
sommets, on obtient une solution duale optimale qui prouve que le couplage est optimal.

Le graphe de la Figure 5.4 représente un couplage du graphe biparti complet associé a G,.
Ce couplage est strictement meilleur que M*. Ainsi, on peut en conclure que M* n’est
pas optimal pour le probléme sum-abs non borné et que AM est fausse.

Remarque. D = 10 est le plus petit D tel qu’il existe une instance pour laquelle les
fonctions objectif max-abs et sum-abs ne peuvent pas &tre optimisées simultanément.

La variable booléenne AS est fausse quand les problémes sum-abs et sum-sqr n’ont aucune
solution optimale commune, c’est-a-dire quand les ensembles des solutions optimales de
sum-abs et sum-sqr sont disjoints. Pour montrer ce résultat, on peut pour chaque pro-
bléme, générer le graphe biparti pondéré GG, et tous les couplages parfaits minimaux de
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0.2 0

F1G. 5.4 — Un sous graphe du graphe biparti dy =dy =1, d; =d, =4

ce graphe. On peut le faire en utilisant ’algorithme proposé dans [20]. 11 est parfois plus
rapide d’utiliser le Corollaire 7 comme dans I’Annexe A.4.1.

5.3 Conclusion et extensions possibles

Nous avons étudié ici la possibilité d’optimiser deux critéres simultanément pour le pro-
bléme d’ordonnancement juste-a-temps. Nous nous sommes intéressés a trois fonctions ob-
jectif : le maximum des déviations (max-abs), la déviation totale (sum-abs) et la somme
des déviations au carré (sum-sqr). Nous avons aussi étudié l'optimisation de sum-abs
(resp. sum-sqr) en bornant le maximum des déviations par 1. Dans la plupart des cas,
nous proposons des instances pour lesquelles il n’y a pas de solution qui optimise simulta-
nément ces critéres. Cependant, nous avons essayé de donner une vue d’ensemble détaillée
de l'interaction entre ces critéres.

La conjecture qui a donnée lieu & ces travaux était la suivante [58] :

Conjecture 1 [58] Pour toute instance du probléme juste-a-temps, il existe une solution
qui optimise simultanément le mazimum des déviations (maz-abs) et la déviation totale
(sum-abs).

L’existence de contre-exemples avec une demande totale D supérieure & 100 avaient déja
été indiquée [56], mais aucun de ces contre-exemples n’avaient été fournis. Nous avons
donné ici le contre-exemple de plus petite demande (D = 10) : 'instance d = (1,1,4,4)
ainsi qu'une méthode pour montrer qu’il I'est bien.

Puisque pour toute instance il existe une solution dont le maximum des déviations est
inférieur & 1 [82, 18] la conjecture suivante est plus faible.

Conjecture 2 [83] Pour toute instance, il eriste une séquence optimale pour sum-abs
dont le maximum des déviations est inférieur a 1.

Cette conjecture est aussi étudiée dans [56]. Les auteurs concluent alors que cette conjec-
ture est vraie, mais des tests leurs ont permis plus tard de trouver un contre-exemple
avec D = 100 (énoncé dans [35]). Dans la Figure 5.2 et la Table 5.2 nous proposons plu-



5.3. CONCLUSION ET EXTENSIONS POSSIBLES 111

sieurs contre-exemples de demande totale inférieure que nous utilisons pour des résultats
plus forts.

Le Théoréme 13, déja montré dans [35], est 1lié¢ a la Conjecture 2. Il indique que si une so-
lution avec max-abs inférieure & 1 est optimale pour sum-abs, alors elle est aussi optimale
pour sum-sqr.

Les exemples 2,3,5,6 de la Table 5.2 montrent que les réles de sum-abs et sum-sqr ne
peuvent pas étre inversés dans le Théoréeme 13.

La conjecture suivante, liée elle aussi a la Conjecture 2 est toujours ouverte, méme si nous
I’avons testée pour toutes les instance avec D < 100.

Conjecture. Pour n = 3 il existe des instances telles que sum-abs n’a pas de solution
optimale dont le maximum des déviations est inférieur a 1.

La Section 5.2.2 ne présente aucun exemple avec (AM, SM, AM1,SM1,AS) = (F,F,F,F,F).
Nous n’en avons pas trouvé et on peut se demander si au moins une des variable SM1
et AS est toujours vraie.

Dans la Proposition 19 nous faisons remarquer que minimiser le maximum des déviations
est équivalent & minimiser le maximum de fonctions plus générales, et en particulier
équivalent a minimiser le carré des déviations.

Proposons maintenant des questions suggérées par notre travail pour lesquelles nous ne
donnons pas directement de réponses.

Il est probable que si une solution du probléme sum-abs a un maximum des déviations
inférieur & 1, cela n’impliquera pas nécessairement que toutes les solutions optimales de
sum-abs auront cette propriété.

Comme les problémes sum-abs et sum-sqr peuvent n’avoir aucune solution 1-bornée op-
timale, les améliorations proposées par Steiner et Yeomans dans [83] ne peuvent pas étre
appliquées dans le cas général, mais I’étude des solutions 1-bornées peut montrer qu’elles
peuvent approximer les solutions non bornées avec un faible ratio.

Un autre probléme intéressant est de borner le maximum des déviations sous la contrainte
que la déviation totale reste minimale : nous savons qu’il n’est pas possible d’imposer au
maximum des déviations d’étre inférieur a 1 mais est-il possible de remplacer 1 par une
autre constante ?

L’Annexe A.1.2 propose des heuristiques polynomiales basées sur la structure des graphes
associés au probléme. L’étude de leurs performances n’a pas pu étre menée par manque
de temps mais pourrait étre envisagée pour de futures recherches, ainsi que la recherche
d’améliorations.
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Chapitre 6

Taches couplées

La notion de taches couplées a été introduite par Shapiro [81] en 1980 pour décrire 1’or-
donnancement des opérations d’un radar. Celui-ci émet des signaux électromagnétiques
qui sont réfléchis par les cibles potentielles avant d’étre recus par le radar qui doit alors
analyser les informations recueillies. Le radar effectue donc deux opérations par tache ou
signal : I’émission et la réception. Ces deux opérations sont nécessairement séparées par
un laps de temps puisque le signal parcourt deux fois la distance entre le radar et la cible
avant de revenir a son point de départ.

Une tache couplée est donc une tache composée de deux opérations qui sont réalisées sur
la méme machine mais pas immédiatement I'une aprés ’autre puisqu’elles sont séparées
par un temps d’attente fixé.

On souhaite minimiser le makespan ou la durée moyenne du cycle de production dans
le cas cyclique. Nous notons (T'C') ces deux problémes et préciserons si besoin le critére
concerné.

Dans un premier temps, nous présentons l’état de l'art relatif & 'ordonnancement des
taches couplées (Section 6.1), puis ’équivalence avec un probléme particulier de cellules
robotisées (Section 6.2). Nous nous intéressons au cas ou les taches couplées sont iden-
tiques et nous étudions I’algorithme proposé par Ahr et al. [6] pour lequel nous proposons
des améliorations (Section 6.3). Enfin, nous examinons le cas cyclique et proposons une
conjecture concernant, sa complexité (Section 6.4).

6.1 Etat de I’art et notations du probléme

Une contrainte de précédence classique entre deux opérations impose que I'une ne puisse
commencer avant que ’autre ne soit terminée. Si on note R(og) I'instant de départ de
I'opération ok, on peut traduire le fait que o; précéde o; par I’équation suivante :

R(0;) +pi < R(0j)

Roy [77] introduit une généralisation des contraintes de précédence en proposant de rem-
placer p; par un entier quelconque /; ;.

R(Ol) + li,j < R(Oj) (61)

113
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On appelle la durée [; ; time-lag en anglais. Si [; ; est positif, o; ne peut pas commencer
moins de [; ; unités de temps aprés le départ de o,. On retrouve ce type de contraintes par
exemple dans la métallurgie ot on attend le refroidissement des piéces avant d’effectuer
I'opération suivante. Si [; ; est négatif, I'opération o; ne peut pas commencer plus tot que
|l; ;| unités de temps avant le début de o,. Cette contrainte intervient dans l'industrie
alimentaire ou les biens périssables doivent étre acheminés aux distributeurs avant qu’un
délais trop important ne soit écoulé. Brucker et al. [28] et Brucker et Knust [29] ont montré
que de nombreux problémes d’ordonnancement pouvaient se réduire vers des problémes a
une unique machine et time-lags. Une conséquence de ce résultat est que la plupart des
problémes avec contraintes de précédence généralisées sont NP-Difficiles, méme sur une
seule machine (voir [84, 29| pour la complexité de ces problémes).

Dans ce chapitre, nous étudions un probléme particulier & une machine avec contraintes
de précédence généralisées : le probléme des taches couplées. Chaque tache est composées
de deux opérations séparées par un laps de temps fixé. Ce probléme trouve son origine
dans la planification des opérations d’un radar [81]. La premiére opération de chaque
tache correspond a I’émission du signal, la seconde a sa réception, le laps de temps qui les
sépare représente la durée mise par le signal pour atteindre la cible du radar et étre réfléchi.
Orman et al. [72] présentent une étude de cas plus détaillée qui considére un systéme radar
multifonction. Ce systéme est utilisé dans un contexte militaire pour permettre le guidage
des armes, rechercher des cibles potentielles ou surveiller des espaces prédéfinis.

Gupta [44] décrit plusieurs autres applications potentielles de ce modéle. Dans I'indus-
trie chimique, on peut utiliser la méme machine pour réaliser plusieurs opérations de la
méme tache, le laps de temps entre ces opérations correspondant a la durée des réactions
chimiques. Dans un atelier flexible, ol une station peut effectuer différents types d’opé-
rations, certains réajustements de la piéce peuvent étre nécessaires entre deux opérations
successives. Pendant que ces ajustements sont effectués sur une station dédiée a cette
effet, la machine elle-méme peut étre utilisée pour réaliser d’autres opérations.

Nous utilisons pour ce probléme les notations suivantes :

— n est le nombre de taches a effectuer dans le cas non cyclique;

— f(j) est la premiére opération de la tiche j et [(j) sa seconde opération ;
— a; est la durée de f(j) et b; la durée de [(j);

— tq(7) est I'instant de départ de f(j) et ¢,(j) I'instant de départ de () ;
— Lj, le laps de temps séparant la fin de f(j) et le début de (7).

La relation de précédence entre les opérations f(j) et [(j) de la tache j s’écrit alors

{ ta(J) + (a; + Lj) < t(j)
ty(j) — (a; + Lj) < ta(j)

si la durée entre les deux opérations doit étre exactement de taille L, et

{ ta(7) + (a; +uy) < t(4)
t(j) — (a; +v;) < t(4)
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si la durée entre les deux opérations doit appartenir a I'intervalle [u;, v;] (voir [28, 49, 75]
pour des heuristiques pour ce type de problémes).

Le probléme des taches couplées a été largement étudié en tant que tel pour ses nombreuses
applications, et un nombre important de résultats de complexité ont été obtenus [71].
Nous nous intéressons dans ce chapitre au probléme de taches couplées pour lesquelles
I'intervalle entre les deux opérations de la tache j est exactement de L;. Remarquons qu’il
est possible d’inverser 1’ordre de toutes les opérations des taches pour obtenir un probléme
équivalent pour le critére Cmaz (ou pour la maximisation du taux de production). Par
exemple, le probléme avec a; = a; L;; b; est équivalent au probléme avec a;; L;;b; = b et
la Table 6.1 ne fait apparaitre qu'un de ces problémes symétriques.

Si les taches couplées sont identiques (a; = a, L; = L, b; = b), la complexité du probléme
est toujours ouverte (voir Table 6.1), bien que les auteurs aient montré dans [14] qu’ajouter
des contraintes de précédence classiques entre les taches rendait le probléme difficile, et
ce méme si les durées d’usinage des opérations sont unitaires.

Le meilleur algorithme pour n taches identiques, a notre connaissance, a pour complexité
O(nr?F), our < */a [6]. Cet algorithme n’est pas polynomial de la taille de I'instance. Il
devrait pour cela étre de I'ordre de O(log(max(n,a, L,b))) ou juste O(log(max(a, L, b))).
Dans la Section 6.3, nous proposons des améliorations substantielles de cet algorithme.

fortement N'P-Complet | a;; L;; b;
CL]‘ = Lj = bj
a; =a; L;;b; =10
aj—a;Lj:L,bj
ouvert aj =a; L =L;bj =0
polynomial aj =L; =p; b,
aj=bj=p; L;=1L

TAB. 6.1 — Complexité des problémes d’ordonnancement de taches couplées avec durée
fixe L; entre les opérations de la tache j [71]

6.2 Des cellules robotisées aux taches couplées

Nous montrons dans cette section I’équivalence entre le probléme des taches couplées et
un probléme de cellules robotisées & une machine de capacité infinie.

6.2.1 Configuration de la cellule

Nous considérons ici une cellule robotisée composée d’une station d’entrée (notée IN),
d’une station de sortie (notée OUT'), et d’une machine (notée M). La machine M peut
traiter un nombre quelconque de piéces simultanément (il peut par exemple s’agir d’un
bain chimique dans lequel elles seraient trempées). La Figure 6.1 représente cette confi-
guration.

La Section 6.2 a fait ’objet d’une publication [23]
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Nous supposons que la capacité du robot est unitaire et que les durées de transport sont
additives. On considére le probléme sans attente : une fois son usinage terminé sur M, la
piéce doit étre immédiatement retirée de la machine par le robot. Les durées de chargement
et déchargement des piéces sont nulles.

Les notations sont les suivantes :

— Aj est la durée du transport de la piéce j de IN a M ;

— Bj est la durée du transport de la piece j de M a OUT';

— pj est la durée d’usinage de la piéce j sur la machine M ;

— « et 3 sont les durées de retour a vide du robot entre M et IN et OUT et M respec-
tivement.

On souhaite produire n taches en minimisant le makespan C'max ou maximiser le taux

de production dans le cas cyclique.

A, D; B,

IN [< 1M e 1our

o o

F1Ga. 6.1 — Cellule robotisée a une machine

6.2.2 Equivalence

Le probléme défini a la Section 6.2.1 a été étudié indépendamment du probléme des taches
couplées. Cependant, les deux problémes sont en fait équivalents.

Théoréme 14 Le probléeme des tdiches couplées est équivalent au probleme de cellule ro-
botisée sans attente a une machine de capacité infinie.

Démonstration. On définit les deux activités du robot suivantes :

— Uj : le robot vide se déplace de M & IN (o unités de temps), retire la piéce j de IN,
la transporte et la charge sur la machine M (A; unités de temps) ;

— Vj : le robot retire la piéce j de la machine M et la transporte jusqu’a OUT ou il la
décharge (B; unités de temps). Le robot qui est maintenant vide retourne a M (3 unités
de temps).

Sans perte de généralité, on peut supposer que si le robot attend, alors c’est uniquement &
la machine. Sous cette hypothése, aucun temps d’attente n’intervient durant les activités
U; et V;. Une fois qu’il se trouve a la machine M, le robot peut uniquement effectuer
I’'une de ces deux activités. On suppose que les durées de transport sont additives et donc
que le robot repasse par la machine M pour se rendre de OUT & IN. Le probléme étant
sans attente, le temps écoulé entre les activités U; et V) est exactement p;. En fixant
aj =a+A;, bj =+ Bj et L; = p;, on obtient une instance de (7'C'). On ordonnance les
taches couplées pour cette instance exactement dans le méme ordre que celui des piéces
correspondantes de la cellule robotisée.

Inversement, si on part d'une instance {a;, L;,b;} de (T'C'), on considére une cellule robo-
tisée ou les retours a vide sont de durées nulles. On peut en fait utiliser n’'importe quelles
durées a € [0,mina;] et § € [0, minb;] pour ces déplacements et poser A; = a; — «,
Bj = b; — 3. Une fois de plus, les deux problémes sont identiques. 0
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Cette équivalence permet de déduire des résultats de la Table 6.1 la complexité des pro-
blémes de cellules robotisées correspondants. Ils sont résumés dans la Table 6.2.

piéces différentes, durées de transport

fort t Aiipis B; .
orvemen AR R dépendantes des piéces

NP-Difficile

piéces différentes, durées de transport
et d’usinage liées
piéces différentes, durées de transport

Aj—i-Oé:pj:Bj—i-ﬁ

AJ:A,p],BJ:B

constantes
Aj=A;p;=p; B durées d’usinage identiques
ouvert Aj=A;pj=p;B; =B piéces identiques
polynomial Aj+a=pj=p; B; durées d’usinage identiques

durées d’usinage et de transport
liées et identiques

Aj+oz:Bj+ﬁ=pj:p

TAB. 6.2 — Complexité pour les cellules robotisées no-wait & une machine de capacité
infinie

6.3 Algorithme exact pour les tiches couplées iden-
tiques

Nous nous intéressons dans cette section au probléme avec taches identiques et a 1’algo-
rithme proposé par Ahr et al. [6] pour le cas non cyclique.

Pour ce probléme, nous simplifions les notations de la fagon suivante.

— n est le nombre de taches;

— a est la durée de leur premiére opération ;

— b est la durée de leur seconde opération ;

— L est le temps qui les sépare.

On peut supposer que a > b, sinon, il suffit de considérer le probléme symétrique. Nous
décrivons briévement ’algorithme de [6], proposons des améliorations et 1’adaptons pour
traiter le probléme cyclique.

6.3.1 Description

Etant donnés (a, L, b) et une séquence des piéces, il est possible d’associer a chaque tache
un motif de longueur L. La Figure 6.2 présente I’exemple d’une séquence de 4 taches et
les motifs associés sous la forme de suites de 0’ et de ’1’.

Un ‘0’ indique que cette position de L n’est pas occupée et un bloc de ‘1’ de longueur b
signifie que cette portion de L contient la seconde opération d’une des taches qui préceédent
la tache courante dans la séquence. Puisque le laps de temps entre deux opérations d’une
méme tache est exactement de longueur L, on peut déduire la position de la premiére
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f(l)oooooooo
f(2)00000110
11011000l(3)
f(4)11000000

F1G. 6.2 — Séquence de motifs

opération de la présence de ces blocs de '1’. Dans la Figure 6.2 les deux taches du milieu,
la tache 2 et la tache 3, ont les motifs suivants :

my = 00000110 et mg = 11011000

Le motif m3 appartient au successeur immédiat de la tache 2. Ainsi, on sait que le der-
nier bloc de "1’ dans mg3 doit nécessairement indiquer la position de I'opération [(2). Par
conséquent, on a en déduit aussi l'intervalle qui sépare le début des deux taches 2 et 3.
Une séquence de motifs donnée définit donc un unique ordonnancement des piéces et
réciproquement, a chaque ordonnancement correspond une séquence de motifs.

On introduit le graphe G = (V, A) suivant. L’ensemble V' des sommets est composé de
tous les motifs possibles. L’arc (m;, m;) de poids w appartient & '’ensemble A des arcs
de G si en placant une tache a distance w d’une tache dont le motif serait m;, on obtient
une tache de motif m; (comme expliqué pour les motifs ms et ms de la Figure 6.2; le poids
de I’arc (mg, mg3) est 5). Dans [6], les auteurs introduisent le lemme suivant pour réduire
le nombre de sommets dans le graphe dans le cas non cyclique. Leur démonstration est
basée sur un argument d’échange.

Lemme 15 On peut considérer qu’on a au plus a+b—2 temps morts entre deux opérations
consécutives.

Afin d’évaluer la rapidité de leur algorithme, les auteurs proposent une valeur approxi-
mative du nombre de sommets ainsi obtenus dans V', qui intervient dans la complexité de
leur algorithme. Ce nombre est en fait donné par la formule suivante :

L%J : —%a
V=14 [t 6.2)

. k
i=1 k=1

Trouver la position optimale de n taches couplées correspond & trouver le plus court
chemin £(n) passant par n sommets distincts du graphe G(V, A) et commencant par le
sommet mo = 0. La durée optimale de I’ordonnancement est alors donnée par |L(n)| +
(a + L +b). Dans 6], la détermination du plus court chemin est faite d’'une fagcon peu
économe, puisque pour chaque sommet, presque tous les successeurs et les poids des arcs
sont mémorisés. La section suivante montre qu’on peut en fait améliorer cette structure en
faisant un choix plus judicieux concernant le stockage des poids et en limitant le nombre
de sommets utiles.
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6.3.2 Ameéliorations

Afin de trouver une structure appropriée pour l'implémentation de l'algorithme, nous
faisons les observations suivantes. On considére un motif m;. Alors le dernier bloc de "1’
de m; appartient a la seconde opération de tout prédécesseur m;. Ainsi, tous les arcs
arrivant en m; ont le méme poids w. On peut remarquer que, pour le cas m; = 0, une
nouvelle tache est placée sans enchevétrement des opérations et w = a + L + b. 1l est
donc bien plus efficace de placer le poids de tous arcs entrant dans un sommet sur ce
sommet plutot que sur les arcs. Avec cette structure, on peut éliminer un grand nombre
de sommets et d’arcs comme le montre le lemme suivant.

Lemme 16 Que l’on soit dans le cas cyclique ou non cyclique, il est suffisant de consi-
dérer les arcs de poids w tel que w = a ou w > a + b.

Démonstration. Supposons que b > 2. Soit ¢ une tache telle que a < w; < a + b. On
ne peut placer aucune autre tache entre f(i) et f(i — 1) ou entre I(i) et [(i — 1) (voir
Figure 6.3). On obtient alors un meilleur ordonnancement en décalant le sommet i vers
la gauche jusqu’a obtenir w; = a.

0000******
et

-
<b w

F1G. 6.3 — Simplification du graphe pour a < w < a+b

O

Ce lemme permet donc d’éliminer tous les sommets de poidsw € {a+1,a+2,...,a+b— 1}
lorsque b > 2.

Le nombre de sommets du graphe (voir équation (6.2)) montre que le degré de difficulté
du probléme est influencé par la taille de L%J La taille du graphe explose lorsque EJ
augmente. La Table 6.3 nous donne une indication sur la possibilité de résoudre de fagon
exacte le probléme cyclique pour lequel nous adaptons I’algorithme a la section suivante
(sur un Pentium 4, CPU 2.53GHz, RAM, 1Go).

6.3.3 Adaptation au cas cyclique

Lorsque 'on produit un seul type de piéces dans un atelier de production, il est courant
d’essayer de maximiser le taux de production de la cellule plutét que le makespan. Le
nombre de piéces est alors trés grand et non connu & ’avance. L’objectif est donc de
déterminer le cycle de production qui maximise le taux de production.

Ce probléme sera étudié en détail dans la section suivante ol une conjecture est proposée
pour le résoudre en temps polynomial. Il est possible de modifier simplement I’algorithme
de [6] pour qu’il résolve de fagon exacte le cas cyclique, ce qui nous a permis de tester
cette conjecture.
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L | |L/a] | Nb de sommets | Nb de sommets pour | Temps pour obtenir
le graphe simplifié une solution
10 2 8 6 < 1 sec
12 2 15 8 < 1 sec
14 2 26 14 < 1 sec
16 3 45 22 < 1 sec
18 3 80 36 < 1 sec
20 4 140 o8 < 1 sec
22 4 245 92 < 1 sec
24 4 431 151 < 1 sec
26 5 756 241 < 1sec
28 5 1326 391 < 1 sec
30 6 2328 627 < 1sec
32 6 4085 1013 < 1 sec
33 6 5441 1288 < 1 min
34 6 7168 1634 < 1 min
35 7 9496 2071 < 1 min
36 7 12580 2632 < 1 min
37 7 16665 3344 < 1 min
38 7 22076 4246 < 1 min
39 7 29244 5389 < 1 heure
40 8 38740 6839 < 1 heure
41 8 51320 8688 < 1 heure
42 8 67985 11034 < 1 heure
43 8 90061 14007 non résolu

TAB. 6.3 — Résultats pour a = 5,0 =3
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Nous décrivons ici briévement la méthode employée afin d’expliquer les modifications qui
seront nécessaires. Considérons l'instance a = 3, L = 8 et b = 2 du probléme cyclique.
Les Figures 6.4, 6.5 et 6.6 proposent trois cycles de production différents. La Figure 6.4
représente la position la plus simple pour les piéces, de la forme aaabbb avec une durée
moyenne du cycle de % = 6.33.... Dans la Figure 6.5 le cycle abab a une durée moyenne
de % = 6.5. Le cycle optimal est en fait aababbab et est représenté sur la Figure 6.6. Il a
une durée moyenne de 21/4 = 5.25.

1

FiG. 64 — L = 8, a = 3, b = 2, solution ...aaabbb..., cycle de trois piéces, durée
moyenne 19/3

FI1G. 6.5- L =8, a = 3, b = 2, solution ...abab..., cycle de deux piéces, durée moyenne 13/2

Fig. 6.6 - L = 8, a = 3, b = 2, solution ...aababbab..., cycle de quatre piéces, durée
moyenne 21/4

Un cycle de production correspond a un circuit dans le graphe G. Cela signifie que sa
longueur moyenne \ est définie comme la somme des poids des arcs du circuit divisée par
le nombre de sommets. Le probléme est donc de trouver le circuit tel que A soit minimale.
Ce probléeme déja été longuement étudié et résolu efficacement. On le trouve dans la
littérature sous le nom de PROBLEME DU PLUS COURT CYCLE MOYEN [53| (SHORTEST
MEAN CYCLE PROBLEM en anglais).

Il suffit donc d’appliquer I’algorithme de [53] au graphe G définit par Ahr et al. [6], en
gardant les mémes modifications que précédemment, pour obtenir la solution optimale au
probléme. Il n’est malheureusement pas possible de traiter des instances de trés grande
taille puisque le graphe, méme réduit, n’est pas polynomial de la taille de I'instance
associée.
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6.4 Conjecture pour le cas cyclique avec taches iden-
tiques

La conjecture présentée ici a été testée en utilisant I’algorithme décrit a la section pré-
cédente pour plus de 10000 instances telles que 70 > L > a + b et n’a pas été invalidée.
Cependant, elle n’a pas pu étre démontrée, et ce malgré les propriétés qui abondent dans
son sens.

6.4.1 Notations et définitions

Dans le cas cyclique, 'instance consiste en trois entiers positifs a, b et L. Comme nous
I’avons dit précédemment, on peut considérer que a > b et nous travaillerons sous cette
hypothése. De plus, afin de nous restreindre a des cas non triviaux, nous supposons que
a#bet L >a+b.

Définition 17 (Fenétre d’une téche) La fenétre W (j) de la tache j est l'inter-
valle {ta(j) +a, ta(j) +a+1,..., t(j5) — 1}

Définition 18 On dit qu’une opération de la tiche j, f(j) ou l(j), est suivie de [’opé-
ration f(k) ou l(k) d’une tdche k si aucune autre opération n’est effectuée sur la machine
entre ces deux opérations. On dit que les deuzx opérations sont consécutives. L’opération
qui suit une opération o est notée s(0).

Définition 19 Soit ¢ une tdche.

On dit que lopération f(i) appartient a ’intervalle I, et on note f(i) € I si (t,(i) € I
etty(i) +a—1€1)

On dit que ’opération [(i) appartient a ’intervalle I, et on note [(i) € I si (t,(i) € 1
ettb(i)+b—16 I)

On note n,(i) le cardinal de I’ensemble {f(7)|f(j) € W(i)}, et ny(i) le cardinal de
Pensemble {I(7)|I(j) € W (i)} (na(i) est le nombre de ’a’ produits dans lintervalle de
temps W (i) et ny(i) le nombre de ’b’ produits dans cet intervalle).

Pour une séquence S de ’a’ et de ’b’, on notera S* la séquence S répétée k fois et S* la
séquence S répétée a l'infini.

6.4.2 Ecriture de L et cycle associé

Nous introduisons la notion d’écriture pour la durée L qui sépare deux opérations d’une
méme tache de la fagon suivante.

Définition 20 Soient a et 0 des entiers positifs ou nuls. On dit qu’une écriture de L sous
la forme L = cca+[(a+0b)+~ est admissible siy > 0. On appelle L = ava+ (3(a+b)+~
l’écriture ou la forme de L.

On dit qu’une forme est r-admissible si 0 <y <bou (a=0¢et 0 <7y < a).
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Remarque. Il existe toujours une écriture r-admissible de L. Notons (3 le quotient
de la division euclidienne de L par (a + b) et v son reste. Si v > a, la forme L =
a+ B(a+b)+ (v — a) est r-admissible et si v < a, la forme L = (a + b) + 7 est
r-admissible.

Si L admet l'écriture admissible L = ava + f(a + b) + v avec o + § > 1, on peut faire
correspondre A cette écriture le cycle C(a, ) = ((a®) (ba)?b @+ (ab)?)')* si a # 0 et
((ab)t)* sinon, ou I est entiérement déterminé par la valeur de ~y lorsque les taches sont
placées au plus tot. Si vy est nul, I' = 1. Si v est non nul, I' = 5 + 1.

Deux exemples de cycles associés & une écriture de L sont représentés pour v = 0 et
L=a+ (a+0) sur la Figure 6.7 et pour y =1 et L =a+ (a+b) + 1 sur la Figure 6.8.

S —— i . i
] — - i
R S S
FI1G. 6.7 - v=0, L=a+ (a+b), C(1,1) = (a®bab’ab)*
R
S S — i - i
] — B i
R S e
S
—s— et —
— - —

...............................

FI1G. 6.8 —y=1,L=a+ (a+b) + 1, C(1,1) = ((a*bab®ab)?)*

Remarquons que si L admet 'écriture admissible L = aa + 5(a + b) 4+ 7 avec v > 0, dans
un cycle de la forme C = ((a®™!(ba)’b*1(ab)?)°)* avec 1 < 6§, § # B+ 1, toutes les taches
ne sont pas placées au plus t6t. Son taux de production ne sera donc pas meilleur que
celui du cycle C(a, 3).

Nous conjecturons qu’il existe une écriture admissible de L telle que le cycle associé soit
optimal.

Conjecture 1 Pour tout instance (a, b, L) il existe une écriture admissible L = ca +
B(a+b) 4+ v de L telle que le cycle C(a, 3) est optimal.

On peut dés a présent formuler plusieurs remarques sur cette conjecture. La premiére
est que le nombre d’écritures admissibles de L est supérieur & [L/a] + 1, ce qui n’est
pas polynomial par rapport a la taille de I'instance. Il est donc nécessaire, méme si la
conjecture est admise, de déterminer quelles sont parmi ces écritures celles qui peuvent
correspondre & un cycle optimal. La seconde est que si la conjecture est vérifiée, il nous
faut encore connaitre la durée moyenne du cycle pour répondre entiérement au probléme.
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Nous répondons tout d’abord a la seconde de ces deux interrogations.

Si on considére une écriture admissible pour L et le cycle associé C(«, ), on peut calculer
en temps polynomial les durée moyenne et durée moyenne d’inactivité de C(«, [3).

En effet, la durée de ce cycle est donnée par 1’équation suivante :

(B+1)(2L+a+b)—y siy>0eta>0

) L+a+b siy>0eta=0
T(C(a,B)) = 2L+a+b siy=0eta>0 (6:3)
a+b siy=0eta=0

Le nombre de taches du cycle est :

B+1)(1 4+ a+206) siy>0eta>0
1+ siy>0eta=0

N(C(a. ) = 1+a+2p3 siy=0eta>0 (6-4)
1 siy=0eta=0
La somme des temps morts survenus durant le cycle est :
28+ 1Dy +a(l+p8)(a—b) sia>0ety#0
TM(C(o,3)) =1 ala—10) sia>0ety=0 (6.5)
v sia=0
La durée moyenne du cycle est :
(B+1)(2L+a+b)—~
AC(a, = 6.6
)= GErnarar29 (66)
Et la durée moyenne d’inactivité est :
204+ 1)y +a(l+B)(a—0b

B+ 1)1+ a+20)

On peut donc, en temps polynomial par rapport a la taille de I'instance, connaitre, pour
un des cycles proposés par la conjecture, la durée moyenne du cycle et une représentation
compacte.

Afin de comparer les différentes écritures de L dans la section suivante, nous introduisons
la notion de dominance pour les cycles.

Définition 21 (Dominance d’un cycle par rapport & un autre) On dit que le
cycle C; domine le cycle Cy si la durée moyenne du cycle Cy est plus courte que celle du
cycle Co, ou de facon équivalente si la durée moyenne des périodes d’inactivité dans Cq
est plus courte que celle de Co. Cela signifie que l'une des deuzr équations équivalentes
sutvantes est vérifiée :

= AMCr) < A(C)

= w(Cr) < pu(Co)

La section suivante nous permet de choisir parmi les écritures de L celles qui peuvent
correspondre au cycle optimal.
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6.4.3 Bornes sur v pour que ’écriture de L puisse étre optimale

Dans une écriture de L, la valeur de v correspond a la durée minimum d’inactivité dans
la fenétre de chaque tache du cycle. Elle est bornée par les lemmes suivants dans le cas
ou le cycle considéré serait optimal.

Lemme 17 L’écriture L = aa + [ (a + b) + v n'est pas optimale si vy > a.

Démonstration. Montrons que si 7 > a, alors C(«, 3) est dominé par C(« + 1, 3).

Supposons 7 > a. On compare les écritures L = aa+ f(a+b) +~vet L = (a+1)a+
B (a+b)+ (v —a). Soit A la différence entre les durées moyennes des deux cycles associés
a ces écritures.

A = AC(o,B)) = AC(a+1,8))

(B+1D(1+a+206) B+ 1)1+ (a+1)+20)

B+1)Q2L+a+b)[2+a+208)—(1+a+20)] —v2+a+20)+ (y—a)(1+a+20)

B+1D)(14+a+26)(2+a+20)
B+1)2L+a+b) —v2+a+208)+ (v —a)(l+a+28)
B+1)A+a+20)2+a+20)

BRL+a+b)+ 2aa+26(a+b)+2v) —v2+a+28)+(y—a)(l+a+26)+a+b

B+1D(1+a+28)(2+a+20)
BRL+a+b)+ (a+28)a—y)+(vy—a)l+a+208)+(a+1)a+(286+1)b
B+1D(1+a+20)(2+a+20)
BRL+a+b)+(y—a)+(a+1)a+ (28+1)b
B+ +a+20)2+a+20)

> 0

puisque v — a > 0.
Le cycle C(a, ) n’est donc pas optimal : il est strictement dominé par C(a + 1, 3). 0

Lemme 18 L’écriture L = ava + (5 (a + b) + v nest pas optimale si v > b et o > 1.

Démonstration. Si~y > a, le Lemme 17 donne le résultat.
Supposons que a > v > b et « > 1. Montrons que C(«, 3) est dominé par C(aw— 1,5+ 1).

On compare la représentation proposée avec L = (o — 1)a+ (8+ 1)(a +b) + (v — b).
Soit A la différence entre les durées moyennes des deux cycles associés a C(a, 3) et C(a —
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1,8+ 1).

A = MC(a,B)) = MC(a—1,5+1))
B+1)(2L+a+b)—y (B+2)2L+a+Db)—(y—0)
B+DA+a+28) (B+2)(1+(a—-1)+2(8+1))
B+DB+2)2L+a+b) —v(B+2)2+a+28)+ (v =0 (B+1)(1+a+2p)
B+1DB+2)(1+a+28)(2+a+20)
B+2)[BRL+a+b)+2L+a+b—~v2+a+268)]+(y—b)(B+1)(1+a+28)
B+D(B+2)(1+a+26)(2+a+2p)
(B+2)[BRL+a+b)+2aa+2Ba+28b+a+b—vy(a+20)]
B+DE+2)(1+a+20)2+a+20)
(y=b)(B+1)1A+a+25)
B+1DB+2)(1+a+28)(2+a+20)
B+2)RL+a+b)+ (a—7)(a+28)+ (a+1)a+ (2804 1)
(B+DB+2)(1+a+20)2+a+20)
(v = 0)(B+1)(1+a +20)
B+1DE+2)1+a+28)2+a+20)
> 0

cary—b>0eta—~y>0.
Donc le cycle C(«, 3) n’est pas optimal : il est strictement dominé par C(ow — 1,5+ 1). O

On peut déduire de ces deux lemmes que si la conjecture est vérifiée, le cycle optimal
correspondra a une écriture r-admissible.

6.4.4 Deux cas résolus

Nous illustrons & présent la Conjecture 1 par deux exemples pour lesquels il est possible
de démontrer de fagon relativement concise qu’un des cycles proposés par la conjecture
est optimal.

Proposition 21 Dans le cas ot L s’écrit sous la forme L = B(a+b), le cycle C(0,3) est
le seul cycle optimal.

Démonstration. Le cycle C(0,3) n’a pas de temps mort, il est donc optimal. De plus,
c’est le seul cycle dans ce cas. En effet, si dans un cycle C il existe une tache j telle que
f(4) et f(741) sont consécutives et non séparées par un temps mort, on aura une période
d’inactivité de durée a —b entre [(j) et [(j+ 1), donc le cycle n’est pas optimal. Ainsi, dans
un cycle optimal, toute opération f(j) est suivie d’une opération (k) qui est elle-méme
suivie de f(j + 1). De plus on a pas de temps morts entre ces opérations. Il s’agit donc
du cycle C(0, 3). O

Théoréme 15 Si L peut s’écrire L = a + [$(a + b) alors le cycle C(1,3) est optimal.
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Démonstration. Supposons que L = a+ (3 (a+b) avec 5 > 1.

Pour prouver ce résultat, on montre que pour toute autre solution, dans tout intervalle de
durée T'(C(1,5)) = 2L+a+0b, la somme des temps morts est au moins égale a TM(C(1, 3)),
c’est-a-dire & a — b.

On considére un cycle admissible C de durée 7'(C).

Soit t € {0, 1,..., T(C) — 1} et S la séquence de production obtenue en reproduisant C
suffisamment de fois pour qu’en partant de I'instant ¢ aprés le début du cycle, on obtienne
une durée de production de 2L + a + b.

On note [ lintervalle {t,t+1,...,t+ 2L+ a+b— 1}. Soit ¢ 'indice tel que t,(i) =
min{t,(j)|ta(j) +a € I}.

Supposons que t,(i) > t + a. Dans ce cas

— Soit aucune opération ne termine sa production dans U'intervalle {¢, t + 1,..., t + a — 1}
et cet intervalle est alors une période d’inactivité de durée a > a — b.
— Soit une ou plusieurs opérations terminent dans Uintervalle {¢t, ¢+ 1,..., t+a — 1}.

Alors, d’aprés la définition de 'indice i, il s’agit de b’ (voir Figure 6.9) et on note [(k)
la premiére de ces opérations. Si aucune autre opération ne commence sa production
dans l'intervalle {t, t + 1,..., t + a — 1}, alors on a au moins a — b temps morts puisque
lopération [(k) dure b unités de temps.

Sinon, {(k+ 1) € I et I(k + 1) = s(Ix). Donc on a au moins un temps mort de durée
a — b entre ces deux ’b’.

On a dans les deux cas a — b temps morts dans l'intervalle {¢t, ¢+ 1,..., t+a—1}. Or
{t,t+1,...,t+a—1} C I, donc on a au moins a — b temps morts dans I.

t t+a—1 t t+a—1 t t+a—1
temps morts = a — b temps morts > a — b temps morts > a — b

FIG. 6.9 — Temps morts dans un intervalle de taille a dans lequel aucune opération f(j)
ne commence ni ne finit

Supposons que t,(i) < t + a. La fenétre W (i) de la tache i commence a I'instant

to(i) + a € I, par définition de i. Elle finit a instant ¢,(i) — 1 = t,(i) +a+ L — 1 <
t+2a+L—1.0r L >adoncty(i)—1<t+a+b+2L—1. Ainsi, t,(i) —1 € I et
W) CI.

S’il existe j tel que (j) € W (i), I(j + 1) € W(i) et s(I(j)) =1(j + 1) (c’est-a-dire que la
fenétre de i contient au moins deux ’'b’ consécutifs), alors on a un temps mort de durée
supérieure ou égale a a —b dans W (i). Comme W (i) C I, on a un une période d’inactivité
de durée supérieure ou égale & a — b dans 1.

Sinon, n4(1) > np(i). Si ne(i) = np(i) ou si Vj, f(5) € W(i) = w(i) > a+ b (tout
'a’ consécutif & un autre ’a’ est séparé de celui-ci par au moins b temps morts), alors
on a au moins a temps morts dans W (i) et donc dans I car L = a + (a + b) (pour
chaque opération f(j) qui est de durée a, au moins b unités de temps sont utilisées, soit
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pour produire une seconde opération [(k), qui lui est consécutive, soit pour la séparer de
I'opération f(j + 1) qui la suit).

Sinon, il existe k tel que s(f(k)) = f(k+ 1) ou f(k) et f(k + 1) sont produites dans
Vintervalle {t,(7), t,(i) +1,..., t(i) — 1} et w(k + 1) = a (c’est-a-dire, il n’y a pas de
temps morts entre les 2 ’a’). Ainsi, entre [(k) et (k4 1), on a a —b temps morts. Or [(k) €
{ts(2), tp(i) +1,..., tp(0) + L+b— 1} et l(k+1) € {tp(2), tp(¢) + 1,..., tp(i) + L+ b — 1}.
Donc intervalle {t,(:), t5(i) + 1,..., t5(i) + L — 1} contient au moins a — b temps morts.

Soit 7 la durée des temps morts de 'intervalle {¢, ¢t +1,..., t,(i) — 1} si t,(i) > t et O
sinon.

Onat,(i) <t+7+bdonc ty(i) <t+7+a+b+L. Ainsi, t,(i) + L—1 < t+a+b+2L+7.
Donc lintervalle {t,(4), ty(¢) + 1, ..., t4(i) + L — 1} NI contient au moins a —b— 7 temps
morts. Donc le temps mort total contenu dans I est supérieur ou égal & 7+a—b—7 = a—>b.

Dans tous les cas, la durée totale d’inactivité contenue dans l'intervalle I est supérieure
ou égale & a — b, c’est-a-dire supérieure ou égale au temps mort total qui survient pendant
le cycle C(1, 3), qui est de méme durée que I. Le cycle C(1, 3) est donc optimal. O

6.4.5 Précisions de la conjecture

Comme nous I'avons montré a la Section 6.4.3, il n’est pas nécessaire de considérer toutes
les écritures admissibles de L puisque seules les formes r-admissibles ont la possiblibité
d’étre optimales.

Définition 22 On appelle forme suivante d’une une forme r-admissible L = aa+[(a+
b) + 7, la forme r-admissible L = o’a + §'(a + b) + ' ayant le plus petit o/ > a.

Définition 23 On appelle forme précédente d’une forme r-admissible L = aa+ [5(a+
b) + 7, la forme r-admissible L = o’a + ('(a 4+ b) + 7' ayant le plus grand o/ < «.

Remarque. Dans les deux cas, les formes suivante et précédente sont uniques quand
elles existent et on a |/ — a > 2.

Nous montrons dans cette section qu’il est en fait possible de se restreindre pour chaque
instance & au plus deux formes r-admissibles qui dominent toutes les autres. Nous utilisons
plusieurs lemmes pour parvenir & ce résultat.

Lemme 19 On considére une écriture de L sous la forme r-admissible L = aa + [F(a +
b) + .
Siy < (a—"0b)(B+1), alors pour toute forme r-admissible L = o’a + ('(a +b) + 7/,

o <a=9"<(a-b)(p +1)

Démonstration. Supposons que

7<(a=b)(F+1) (6.8)
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Si a <1, la forme L = awa + F(a + b) + v n’a pas de forme précédente, comme 'indique
la remarque qui précéde ce lemme, et le lemme est vrai.

Supposons o > 2. Si v+ (a—b) < b, la forme L = (o« —2)a+ (6+1)(a+b) +v+ (a—b)
est r-admissible et d’aprés (6.8), v+ (a —b) < (8+2)(a — b).

Supposons que v + (a — b) > b. Soit k > 0 tel que

v+ (a—b)—kb<b
y+(a—b)—(k—1b>b

— Si < 2+ k, on considére la forme L = (B+a—1)(a+b)+v+(a—b) — (a—2)b. On a
y<bdoncy+(a—b)—(a—2)b<aet L=(B+a—-1)(a+b)+7+(a—b)— (a—2)b
est r-admissible. Il s’agit donc de la forme précédente de L = aa + G(a+b) + v d’aprés
la définition de k.

— Sia > 2+k, on considére la forme L = (« —2—k)a+ (B+14+k)(a+b)+v+(a—b) — kb
qui est r-admissible et est la forme précédente de L = «aa + [(a + b) + v d’aprés la
définition de k.

La forme précédente de L sécrit donc L = (a—2—q)a+ (B+1+q)(a+b)+v+(a—b)—qb

avec ¢ = min{a—2,k}. Onay+(a—b)—gb < y+(a—b) < (a—b)(5+2) < (a—b)(B+2+q)

d’aprés (6.8).

On conclue en répétant le méme raisonnement avec la forme précédente de L = aa +

B(a +b) + v lorsqu’elle existe. O

Le lemme suivant, qui ne sera pas utilisé par la suite, énonce le résultat symétrique pour
les formes suivantes d’une forme r-admissible.

Lemme 20 On considére une écriture de L r-admissible L = aa + F(a + b) + .
Siy > (a—"0b)(B+1), alors pour toute forme r-admissibles L = o/a + ' (a + b) + 7/,

o >a=v>(@@-b)(f+1)

Démonstration. Supposons que
7> (a—b)(6+1) (6.9)
Si 6 =0, il n’existe aucune forme avec o > «, donc le lemme est vrai.

Si 3 > 1, on cherche le plus petit o/ tel que : L = o’a + '(a + b) + 7 est une forme
r-admissible et o/ > «.
L= (a+1)a+ (6—1)(a+b)+~y+bn’est pas r-admissible puisque v + b > b.

Danslecasou a > 1, L = (a+2)a+(6—1)(a+b)+~v— (a—0b) est une forme r-admissible
car (6.9) implique que v >a —bet vy <bdonc 0 <~y — (a—b) <b.

Dans le cas ot a = 0 si v — (a — b) < b, la forme est r-admissible comme précédemment.
Dans les 2 cas, (6.9) implique que v — (a —b) > ((6 — 1) + 1)(a — b).

Sia=0ety—(a—b)>b,laforme L = (a+2)a+ (8—1)(a+b)+~v— (a —b) n’est pas
r-admissible.
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On considére ’entier £ > 0 tel que

v (k+1)(a—b) <b
v—k(a—b)>b

La forme suivante de L = aa + 3(a+b) + est donc L = (a+2(1+k))+ (6—1—k)(a+
b) + (y—(1+k)(a—10)) si B> k-+1 et n'existe pas sinon.

Si 8 > k + 1, la forme est bien admissible car (6.9) implique v — (k + 1)(a — b) >
(8= (1 +k)+1)(a—0).

On conclue en répétant ce raisonnement avec la forme suivante de L = aa + S(a + b) +
lorsqu’elle existe. O

Le théoréme suivant implique que si la Conjecture 1 est avérée, il se sera possible de
déterminer en temps polynomial la solution optimale et la valeur optimale du taux de
production.

Théoréme 16 Toute forme r-admissible de L est dominée par ['un des deux cycles as-
sociés aux écritures suivantes

- L=aa+7, 0<~y<b

- L=ca+pfa+b)+~v, c€{0,1},0<y<asie=0et0<y<bsic=1

Démonstration.

— Si la forme L = aa + v est r-admissible, on montre qu’elle domine toutes les formes
r-admissibles L = o’a + #'(a + b) + 7' telles que 7' > (a — b)(5' + 1).
Supposons qu’il existe une forme r-admissible C : L = o/a + ('(a + b) + 7/ telle que
v > (a —b)(f" + 1). Si cette forme est L = aa + v on a fini.
Sinon, comparons-la avec les formes Cy, : L = (o/ +2k)a+ (5 —k)(a+b)+ (Y —(a—b)k)
telles que k& < 3. Ces formes sont toutes admissibles car v — (a — b)(#' + 1) > 0.

Ar = AC) = ACk)

+1)2L+a+b) —~ (B —k+1)2L+a+b)— (v —(a—0b)k)
B +1)A+a'+23) (B —k+D(1+o +2k+23 —2k)
(Y —(a=b)k)(F'+1) =+ (8 —k+1)

B+ —k+1)1+o +20)

k(Y — (a=b)(8'+1))
B+ —k+1)(1+a' +206)
> 0

En effet, on a v > (a — b)(3' + 1).
Ainsi, C est dominé par Cj pour tout k, et en particulier par C(«,0).

— Sila forme L = aa+, o1 0 < v < a, n’est pas r-admissible, on considére ’entier k tel
que

(e o
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Si k > «, alors la seule forme r-admissible est L = a(a+b)+7—abou 0 <y —ab < a.
Montrons que dans ce cas, elle domine toutes les autres formes admissibles L = o/a +
B'(a + b) + 7. On remarque que pour toute forme L = o’a + ('(a + b) + +/, telle que
o >0,0>0etf+ad <a,onay =7+ (a—(a/+))a— F'b et que la condition
3 + o < « est nécessaire pour qu’une écriture soit admissible. On a alors

A = MC(d, ) — MC(0,5))
(B'+1)2L+a+b) =7 (a+1)(2L+a+b)—(y—ab)
(B + 1) (1+ o +20) (a+1)(1 +2a)
(B +D(a+1)2L+a+b)2a — (/ +28)] —v'(a + 1)(1 + 20a)
(B + D) (1 + o +26) (a+ 1)(1 + 2a)
(v—ab)(f + 1)1+ +20)
B+ 1)1+ +28) (a+ 1)1+ 2a)
(a4 D{(F + D20 — (¢/ + 202+ 1)(a+b) — (1 + 2a)}
(+ D1+ o +20)(a+ 1)(1 + 2a)
(@ +1)(2a + D{[2a — (&' + 20)](a + ) — v — (a = (/ + §))a}
B+ 1)1+ +268) (a+ 1)(1 + 2a)
- (a+1)2a+ D){[¢/ +a— (¢ + F')]a—~}
- (B +1)(1+a +28)(a+1)(1+2a)
0

+

v

v

v

car v < a et soit o > 0, soit a— (/4 ') > 0 (pour que la forme L = o’a+ ' (a+b)+~/
soit différente de L = a(a+b) +~v — ab). Le cycle C(a/, ') est donc dominé par C(0, 3).
Si k < a, la forme r-admissible ayant le plus grand «a est L = («—k)a+k(a+b)+~—kb.
Comme v <a,onay—b<a—0b<(k+1)(a—>b). Ainsi, d’aprés le Lemme 19 toutes
les formes r-admissibles L = o/a + 3'(a + b) + ~' vérifient

v < (B +a—0b)

— Montrons que la forme r-admissible L = ca + B(a + b) + v avec € € {0,1}, (0 <
v <bsie=1) et (0 <~ < asiec = 0)domine toutes les formes r-admissibles
L=da+ ' (a+b)+~ telles que v/ < (a —b)(G + 1).

Supposons qu’il existe une forme r-admissible C : L = o/a + ('(a + b) + 7/ telle que
v < (a—b)(f' +1). Si cette forme est L = ca + B(a+ b) + ~, on a fini.

On se place dans le cas ou o > 1.

Soit p > 0 tel que o/ = 2p+ <" avec €’ € {0,1}. Soit ¢ tel que p > ¢ > 0, on compare les
formes L = d'a+ f'(a+b)++v et L=2(p—q)+€)a+ (3 +q)(a+b)++ +qgla—0).
Soit ¢’ > 0 D'entier tel que v/ + ¢(a —b) > bet v + (¢ —1)(a — b) < b (comme on a
supposé que L = &’a+ '(a+b) +~' est une forme r-admissible, on a 7' < b). Si ¢’ > 1,
alors toutes les formes L = (2(p—q)+€)a+ (8 +q)(a+b)++"+q(a—b) avec ¢ < ¢’ sont
r-admissibles. En particulier, la forme L = (2(p—1)+¢€)a+ (6 +1)(a+b)++ + (a—b)
est r-admissible et est donc la forme précédente de L = o'a + §'(a +b) + 7.
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A = MNC)—=XC2(p-1)+€,8 +1))
(+1)2L+a+b)—+ (F+2)2L+a+b)— (¥ + (a—D))
B+1D(1+a' +208)  (F+2)(1+a' —2+20 +2)

V(B +1)+(a=0) (B +1) =+ (8 +2)
B+ 1)(B+2) 1+ +20)
(a=b)(B'+1)—+

B+ 1) (B +2)(1+ o +20)

> 0

Si¢=1,L=2(p—-1)+€)a+ (8 +1)(a+b)+~ + (a—b) n’est pas la forme précédente
de L =d’a+ #(a+b)+~ car elle n’est pas r-admissible. On définit ’entier & tel que

Yy+a—b—kb<bd
y+a—b—(k—1)b>b

comme dans la démonstration du Lemme 19. Alors, la forme précédente de L = o’a +
f'(a+0b)++ est définie par Cy : L = (o/ —2—k)a+ (' +1+k)(a+b)++ +a—b—kb
sia/ >2+4+ketCyo: L=+ —1)(a+b)+~+ +a—b— (o —2)bsinon. Dans ce
dernier cas il s’agit donc de la forme L = ca + F(a + b) + 7.

Pour tout 0 < r < o — 2,

Ar = )‘(C)_/\(Cr)
B+1DR2L+a+b)—° (F+2+r)2L+a+b)— (v + (a—0)—1d)
B +DA+a +28)  (F+2+r)(0+a —2—7+20 +2r +2)
(B +2+n)rA+4)2L+a+b) =7 (1+7r+a +20)]
B+ DL+ +20) (B +2+7)(1+7+o +20)
(v + (a—=0b) —kb)(F + 1)1+ +23)
B+ +a"+20)0 +2+4r)1+r+o +20)

+

Or2rL=2rda+2rf(a+b)+2ry >1+r+a +20)y cary <betr>1
De pluson a '+ (a—b)—rb > 0, donc A, > 0. Ainsi, dans les deux cas sités précédement,
la forme précédente de C domine C.
Si la forme précédente L = o’a + 3"(a+b) ++" de L = &/a + ('(a + b) + + n’est pas
L =eca+((a+b)+7, elle domine L = o’a+ ' (a+b) +~' et vérifie v < (a —b)(5"+1)
d’aprés le Lemme 19. On peut donc répéter le méme raisonnement avec I’écriture L =
a"a+ ("(a+b) +~" pour conclure.

O

Corollaire 8 Si la Conjecture 1 est vérifiée, alors il est suffisant de calculer les durées
moyennes des deuz cycles associés auzr formes

- L=aa+0si0<d<b;

- L=ca+pfa+b)+~, avece € {0,1},0<y<asie=0et0<y<bsie=1.

pour obtenir la solution optimale au probléme.

Démonstration. Directement des Lemmes 17 et 18 et du Théoréme 16. O
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Remarque. On dispose alors en temps polynomial par rapport a la taille de I'instance
du cycle optimal et du taux de production maximal si la conjecture est vérifiée.

On peut en fait déterminer, sans calculer les durées moyennes de leurs cycles associés, la
meilleure des deux écritures L = ca + 9 et L = ea + B(a +b) + 7.

Proposition 22 Considérons les deux écritures admissibles suivantes L = aa + 9, 0 <
d<aetL=eca+a+b)+vee{0,1},0<y<asie=0,0<y<bsie=1. Le
cycle C(a,0) domine le cycle C(e, ) si et seulement si

a=¢€e+243
a—b<§

Démonstration. Remarquons tout d’abord que L = (e + $)a + (b + v donc comme
b<a,onaa<e+20.

Le cycle C(a, 0) domine le cycle C(e, ) si et seulement si

A(C(a,0)) = A(C(e,3)) <0
2L+a+b—-6 (B+1)2L+a+b)—7v

a+1 (B +e+20)
(L+P)(e+26—a)2L+a+b)+y(a+1)—0(1+F)(1 +€+205)

(a+1)(1+B8)(1+e+28)

0

IA

<0

or2L+a+b=2a+ 26+ 1)(a+b)+27y>(1+e+20)aet a<e+2Fdonc A <0 si
et seulement si

a=¢ec+203

v <61+ 5)
or a = €+ 2(3 est équivalent & v = + F(a — b) donc A <0 si et seulement si

{aze—l—Qﬁ

a—b<§

6.4.6 Remarques et propriétés

La Conjecture 1, bien qu’elle n’ait pas pu étre démontrée, est encouragée par les propriétés
que nous énoncons dans cette section.

Tout d’abord, remarquons que tout cycle calé a gauche qui ne posséde aucune tache de
poids a est dominé.

Proposition 23 Soit (a, b, L) une instance et L = Ba+b) +7v, 0 < v < a+ b une
écriture admissible de L. Si C est un cycle tel que pour toute tiche j de C, w(j) > a + b,
alors C(0, 3) domine C si vy < a et C(1,[3) domine C sinon.
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Démonstration. Dans cette démonstration, nous utiliserons les remarques suivantes.
Tout d’abord, dans chaque fenétre des taches de C, on a un temps mort total supérieur
ou égal & ~ puisque toutes les taches sont de poids supérieurs & a + b. Ensuite deux ’a’
consécutifs dans C sont séparés par un temps mort de durée supérieure ou égale a b et
deux ’b’ consécutifs par un temps mort supérieur ou égal a a.

— Supposons que vy < a. Considérons un intervalle I de longueur 7'(C(0,3)) =a+ b+ L
qui commence & un instant ¢ du cycle C (on peut répéter le cycle C si nécessaire). On
note 7'M (I) la somme des temps morts qu’il contient. Si / commence par une période
d’inactivité, on peut considérer a la place de I I'intervalle de méme longueur que I qui
commence & l'instant de début de la premiére opération de I et qui ne peut contenir
que moins de temps mort que /.

Soit f (i) tel que t,(i) = min{t, (k)| {ta(k), ta(k) +1,..., ta(k) +a—1} N 1T # 0} (f(4)
est le premier ’a’ de l'intervalle I).

Sit,(i) <t+b—1, alors la fenétre de i, W (i), est incluse intégralement dans /. Or, elle
contient au moins 7 temps morts donc TM(I) > .

Si t,(i) >t +b— 1, par hypothése, I'intervalle commence par une opération et non par
du temps mort. Il s’agit donc d’un 'b’. On note [(j) cette premiére opération.

Si s(l(j)) = f(i), alors I contient la fenétre W (i) privée d’une longueur égale au temps
mort entre [(j) et f(i). On a donc encore une fois TM (1) > 7.

Si s(l(j)) = 1(j + 1), alors on a un temps mort entre I(j) et [(j + 1) supérieur ou égal
a a donc TM(I) > #.

Ainsi, dans tous les cas, TM(I) > v et C est dominé par C(0, (3).

— Supposons que v > a. On considére le cycle C; = (a? (ba)® b? (ab)?)* calé & gauche. Ce
cycle a un temps mort de 2(y —a)+a—b =~ — (a+b—+) < v pour une longueur de
2L + a + b (il est donc dominé par C(1,3)).

Considérons un intervalle I de longueur 7'(C;) = a+b+2L qui commence & un instant ¢
du cycle C (on peut répéter le cycle C si nécessaire). On note TM(I) la somme des
temps morts qu’il contient. De méme que précédemment, on peut supposer que [ ne
commence pas par du temps mort. On note encore f(i) 'opération telle que t,(i) =
min{t, (k)| {t.(k), ta(k) +1,..., ta(k) +a—1} N1 # 0}

Si I commence par deux ’b’, alors la durée de la période d’inactivité qui les sépare est
supérieure & a et TM(I) >~ > TM(Cy).

Si I ne commence pas par deux ’b’, on montre comme précédemment, qu’il contient
cette fois l'intégralité de la fenétre W (i) ou plus de v temps morts et donc TM(I) >
v >TM(Cy).

Dans les deux cas, le cycle est dominé par C; et donc par C(1, 3).

Le cycle C est donc dominé par C(0, 3) si v < a et par C(1, 3) sinon. O

Puisque les cycles ne possédant pas de tache de poids a sont dominés par un des cycles
proposés par la Conjecture 1, nous nous tournons vers les cycles contenant une tache de
poids a.

Par convention, la seconde opération d’un tel cycle C sera la premiére opération d’une
tache de poids a et la derniére sera un 'b’ (w(2) = a et C = (aaSb)* pour une certaine
séquence S de ’'a’ et de 'b’).

Nous nous intéressons au contenu de la fenétre 1 (1) de la premiére tache du cycle. Pour
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le décrire, nous introduisons les notations suivantes.

— Pour toute tache i, on notera S(i) la séquence de ’a’ et de 'b’ de la fenétre W (i);
— Pour toute séquence S de ’a’ et de 'b’, on note S~! son inverse, c’est-a-dire la séquence de
méme longueur que S dans laquelle les ’a’ sont remplacés par des ’b’ et réciproquement.

On remarque que, pour toute écriture admissible L = aa + B(a + b) + v telle que a > 1,
ona S(i) = S(i+a+20) et que le cycle associé s’écrit sous la forme ((aS(1)bS™'(1))")*.
Cette propriété sera en fait retrouvée pour tout cycle C contenant une tache de poids a
si on limite la durée des temps morts dans chaque fenétre des taches de C. Pour prouver
cette affirmation, nous utilisons la définition suivante et plusieurs lemmes.

Définition 24 (Forme d’intervalle de longueur L'). On considére un intervalle I qui

ne contient que des opérations complétes. On écrit la longueur L' de l'intervalle I sous la

forme L' = d'a+ ' (a+b) ++ ou

— " est la somme des temps morts qui ne sont pas engendrés par une tdche de poids a,
c’est-a-dire que si s(1(j)) = 1(j+ 1), on compte dans v une durée w(i+ 1) —a. Tout se
passe comme si [(j) était un ’a’ (voir Figure 6.10);

— o est le cardinal de l’ensemble
GGG = 1) = £G) A SG) € 1)V (1)) = LG+ 1) AL(G) € D}

- (' est le cardinal de Uensemble {j|s(l(k)) = f(j) A f(5) € I}.

L'=da+ [F(a+0b)+~ est alors la forme de I'intervalle I.

Cette notion de forme d’intervalle est utilisée dans le reste de la section pour décrire les
formes des fenétres des taches. La Figure 6.10 donne un exemple de forme de fenétre
possible pour L =23, a =3¢t b= 2.

™ ™ ™
1 [ | ] [ [ [ [ | [ 1 ]
ba aa ba a

F1G. 6.10 — Forme de la fenétre d’une tache : L de la forme L =3a+2(a+0b) +4

On peut maintenant énoncer le lemme suivant.

Lemme 21 On considére un cycle C tel que TM(W(j)) < a—1 pour toute tdache j dansC
(ou TM (W (j)) est la somme des temps morts dans la fenétre de j). Soit i une tiche de C.
Si W (i) admet la forme L = o/a + ('(a +b) + 7' avec v < b, alors la fenétre W (i + 1)
admet la méme forme que W (1).

Démonstration. On note F'(i) 'ensemble des taches j telles que s(f(j—1)) = f(j) avec
f(j) € W(i) et L(z) 'ensemble des taches j telles que s(I(j)) = 1(j + 1) avec I(j) € W (4).

Remarquons que lorsque les temps morts totaux de W (i) et W (i + 1) sont inférieurs a a,
il suffit de montrer que

[F @)+ [L@)| = [F@+ D]+ | LG+ 1)
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i) it i+l

pas de ’a’ pas de b’

Fi1G. 6.11 - f(i+ 1) ¢ W(i)

pour que W (i) et W (i + 1) aient la méme forme.

Supposons que f(i+ 1) € W (i) (voir Figure 6.11).

Dans ce cas, W (i) ne contient aucun ’a’ et la forme de W (i) est L = o'a + /' avec
0 < ' < b. Lintervalle {t,(i) + b, t,(i) + b+ 1,..., t(i) + L + a} ne peut donc contenir
que des ’a’. Ainsi, comme on ne peut pas avoir de perlode d’inactivité de durée supérieure

! 50

a a dans aucune fenétre, W (i 4+ 1) contient exactement o’ ’a’.

On a donc |F(i)] = |L(i+ 1) = 0 et |L()| = |F@i + 1) = o, et |F(i)] + |L(2)] =
|F'(i 4+ 1)+ [L(i + 1)].

Supposons que f(i + 1) € W(i) (voir Figure 6.12).

i+1 i+1
Partie commune
aWw) et W(i+1)

Lo 1] b6+ b+2 [i+1] i1
pas de ’a’ Partie commune pas de b’
aWw(i)et W(i+1)

FIG. 6.12 — f(i+1) € W(i) : s(f(i)) = f(i + 1) ou s(f(i)) = I(j)

— Supposons s(f(i)) = f(i + 1).
ians ce cas, s(l(i)) =1(i+ 1) donc F(i+1)=F(i)\{i+ 1} et L(: +1) = L(i) U {i}.
PG D+ LG4 D] = [P~ 1+ L0 + 1= [FO)] + LG)]

— Supposons s(f(i)) = 1(j), s((7)) =17 +1), ..., s(l(j +q)) = f(i + 1).
Dans ce cas, on a un nombre ¢ + 1 > 2 de 'b’ dans 'intervalle
{ta(i) + a, t,(i) +a+1,..., t,(i +1) — 1}. 1l est donc de longueur b+ ga <1 < 2b+
q a. Ainsi, I'intervalle {tb( ) —|— b, ty(i) +b+1,..., th(i + 1) — 1} ne contient que des ’a’
et est de longueur [ +a —b. Or (1+¢q)a <l+(a—0b) <b+(1+q)aety <b
donc I'intervalle {t,(i) + 0, tp(i) +b+1,..., tb(i+ 1) — 1} contient exactement g + 1
. Ainsi, [F(i+ 1) = |F(i)|+q+1et \L(z +1)| =|L(i)| — (¢ + 1). Donc

[EG+ D]+ LG+ 1) = [F@)] + [L()]

Pour toute tache i de C, on a |F(i + 1)| 4+ |L(i + 1)| = |F'(i)| + |L(i)| = &. Le fait que le
temps mort total de W (i + 1) soit inférieur & a permet de conclure quand a la forme de
Wi+ 1). O
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Lemme 22 Soit C un cycle tel que a — 1 est une borne supérieure du temps mort contenu
dans la fenétre de toute tdache de C. Si C contient au moins une tiche de poids a, alors
toutes les fenétres des taches de C ont la méme forme.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut considérer que la premiére tache du
cycle est telle que s(f(1)) = f(2) et w(2) = a. On suppose que W(1) est de la forme
L=da+ [ (a+b)+7+.

Comme la téche 2 est de poids a, il n’y a pas de temps mort entre f(1) et f(2) et il y a une
période d’inactivité de durée a —b entre [(1) et I(2). Ainsi, le temps mort total 7'M (W (2))
inclus dans W (2) est tel que TM(W(2)) =a—b+TM((W(1)). Or TM(W (1)) >+ donc
~" < b puisque le temps mort total dans chaque fenétre est inférieur a a.

On peut donc utiliser le Lemme 21 pour compléter la preuve. 0

Lemme 23 Soit C un cycle tel que a— 1 est une borne supérieure du temps mort contenu
dans la fenétre de toute tiche de C. On suppose que C contient au moins une tdche de
poids a. Pour toute tiche j de C, si L = o’a+ [f'(a + b) + ' est la forme de W (j), alors
S(j) =S+ o +20) et la séquence S des opérations qui sépare f(j) et f(j+ o +20)
est S = S(j)bS™1(5).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que le Lemme 22 et sa démonstration im-
pliquent que 7' < b et que le nombre d’opérations dans chaque fenétre est constant et
égal a o/ + 2('. Toute opération f(i) est donc séparée de /(i) par exactement o/ + 20’
opérations.

On considére une tache j du cycle C. La preuve du Lemme 21, implique que

~Si f(j+1) & W(j), alors S(j) = b et S(j +1) = a® donc S = S(j)baa® "' =
S()bS()).

— Si f(j+1) e W(j) et f(j) est suivie de ¢ 'b’ puis de f(j+ 1), alors S(j) est de la forme
b%aS; et S(j + 1) est de la forme S;bal.

On en déduit que si la k™ opération du cycle est un ’b’, opération k + o/ + 23 est un

’a’, puisque chaque fenétre contient exactement o + 23" opérations.

Comme, si la k%™ opération du cycle est un ’a’, opération k& + o/ + 23 est un ’b’, on
peut conclure. O

On consideére la forme r-admissible L = ea + 3(a+ b) + v avec € € {0, 1}. Le cycle C(e, (3)
est tel que chaque fenétre contient au plus a — 1 temps morts. On a de plus au moins (3 ’a’
et #’b’ dans chaque fenétre, donc la durée d’inactivité moyenne d’un cycle ne peut pas
dépacer a pour 5+ 1 tache. On peut remarquer aussi que 253 + ¢ est le nombre maximal
d’opérations que peut contenir une fenétre puisque |L/a] <28+ e€eet que L — |L/a] <b
lorsque | L/a| = 23+ ¢ (voir démonstration de la Proposition 22). Ce nombre d’opérations
est celui inclus dans toute fenétre du cycle C(¢, 3) et du cycle C(|L/a], 0) si celui-ci le
domine (Proposition 22).

Un cycle qui posséde une tache de poids a et qui ne conserve pas la méme forme de fenétre
créera un temps mort de durée supérieure ou égale & a dans au moins une de ses fenétres
et ’'empéchera donc de contenir 20 + € opérations.
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On peut donc s’attendre a ce que de tels cycles soient dominés par ceux qui garderaient
une fenétre constante. Si cette fenétre est de la forme L = o/a+ ' (a+0b)+, on conjecture
alors que le cycle est dominé par C(o/, /7).

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le probléme des taches couplées. Nous montrons son
équivalence avec un probléme de cellules robotisées sans attente & une machine, puis nous
nous intéressons au probléme a un unique type de taches et établissons la conjecture
suivante.

Conjecture. Si L s’écrit sous les formes admissibles L = aa + 0, 0 < 6 < a et L =
ca+ fla+b)+vavece € {0,1} et 0 <y <asie=0et0<~vy<bsie=1, alors l'un
des deuz cycles C(a,0) et C(e, 3) est optimal.

Cette conjecture a été testée pour un nombre important d’instances et n’a pas été in-
validée. Si elle s’avére exacte, maximiser le taux de production dans le cas de piéces
identiques se ferait en temps polynomial. On montre dans ce chapitre que le meilleur
de ces deux cycles dominent I’ensemble des cycles associés aux formes admissibles de L
et sont optimaux pour certaines classes d’instances particuliéres. Nous espérons pouvoir
prochainement conclure quand a la validité de cette conjecture.



Conclusion

Dans ce manuscrit, nous abordons différents problémes, théoriques et pratiques, d’ordon-
nancement dans les ateliers de production. Dans une premiére partie, nous considérons
différents modéles de cellules de production automatisées, jusqu’ici étudiés indépendam-
ment dans la littérature classique. Nous insistons sur les liens et distinctions entre ces
différents modeéles et les hypothéses qui rendent certains d’entre eux équivalents. Nous
démontrons 'appartenance a P de plusieurs problémes de flowshops robotisés et flow-
shops avec serveur a deux machines, avant de nous intéresser a4 un probléme industriel de
planification d’expérience, pour lequel un logiciel est implémenté. L’étude de ses différents
aspects nous conduit a introduire une nouvelle notion en ordonnancement avec ressources
d’entrée/sortie : I'indisponibilité des opérateurs. Dans un environnement mono-machine,
nous étudions la complexité de la minimisation du makespan en présence de périodes
d’indisponibilité des opérateurs. Ce probléme est d’ores et déja NP-Difficile pour une
période d’indisponibilité dans le cas général, mais admet un algorithme polynomial, que
nous explicitons, si la période est plus courte que la durée d’usinage de n’importe quelle
piéce. Pour les autres cas, nous proposons des heuristiques polynomiales efficaces dont
nous établissons les performances.

Dans une seconde partie, nous nous tournons vers des problémes high multiplicity, pour
lesquels les taches ne possédent plus chacune leurs spécificités, mais sont agrégées en ca-
tégories, les taches d’'un méme type étant toutes identiques. Le nombre total de taches
n’étant plus polynomial de la taille de 'instance, il est difficile de déterminer a quelles
classes de complexité appartiennent ces problémes. Nous en étudions deux exemples. Le
premier concerne l’ordonnancement juste-a-temps des lignes de production flexibles, pour
lequel de nombreuse fonctions objectif ont été introduites dans la littérature. Nous compa-
rons les plus étudiées et nous focalisons sur les problémes multicritéres faisant intervenir
plusieurs d’entre elles. Nous montrons que leur optimisation simultanée n’est pas tou-
jours possible et examinons plusieurs propriétés d’instances pour lesquelles ’optimisation
de plusieurs critéres peut étre faite par la méme solution. Le second probléme abordé
est I'ordonnancement de taches couplées identiques avec comme critére le makespan ou
le taux de production maximal. Nous montrons qu’il est équivalent a un probléme clas-
sique de cellules robotisées et proposons une conjecture pour le cas high multiplicity des
taches couplées identiques. Si elle s’avére exacte, le probléme pourra se résoudre en temps
polynomial dans le cas cyclique, et ce malgré la taille trés réduite de I'instance.

Cette thése ouvre de nombreuses perspectives de recherches futures. Dans le Chapitre 2,
nous étudions des problémes de flowshop robotisés a deux machines. Les complexités de
leurs versions & trois ou quatre machines sont en 1’état de nos connaissances encore ou-
vertes et pourront donc étre examinées. Les problémes d’ordonnancement avec périodes

139
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d’indisponibilité des opérateurs du Chapitre 4 n’ont été étudiés que pour le critére C'mazx.
Le probléme industriel de planification dont il est dérivé faisait apparaitre un autre critére,
la somme des dates d’achévement des taches, qui fera I'objet d’une thése qui commen-
cera 'an prochain. L’analyse de la structure des solutions du probléme d’ordonnancement
juste-a-temps du Chapitre 5 laisse de nombreuses questions en suspend qui sont décrites
dans la conclusion de ce chapitre, et bien entendu, les heuristiques polynomiales propo-
sées pour ce problémes mériteraient d’étre améliorées et leurs performances établies. Le
Chapitre 6 laisse en suspend sa conjecture des taches couplées identiques qui & mon grand
regret n’a pas pu étre démontrée. J'espére que les propriétés introduites dans ce chapitre
me permettrons de conclure quand & son exactitude.
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Annexe A

Compléments pour ’ordonnancement
Juste-A-Temps

Cette annexe contient plusieurs résultats théoriques dont les preuves laborieuses n’ont
pas été incluses dans le Chapitre 5 dans un soucis de clarté (Section A.1.1). Ces résultats
s’avérent cependant utiles pour représenter les exemples de ce chapitre (dont la plupart
se trouvent dans cette annexe, Section A.4) et ont permis de proposer une heuristique
polynomiale (Section A.1.2). L’étude de ses performances n’ayant pas pu étre réalisée, elle
se trouve elle aussi dans cette annexe. Le détail des formulations en tant que programme
linéaire en nombre entiers des différents problémes évoqués dans le Chapitre 5 est aussi
inclus dans cette partie (Section A.2.1).

A.1 Symétrie du probléme et heuristique polynomiale

Dans cette section, nous exploitons les formulations décrites dans la Section 5.1.2 p 94
pour proposer des méthodes qui créent en temps polynomial des solutions pour le probléme
d’ordonnancement juste-a-temps.

A.1.1 Structure des graphes et représentation

Les graphes qui correspondent aux formulations du probléme juste-a-temps en tant que
probléme de couplage parfait ou d’affectation de poids minimal présentent des propriétés
de régularités intéressantes. Elles permettent de simplifier la représentation de ces graphes
pour rendre les exemples proposés a la Section A.4 plus lisibles et posent les fondements
de I’heuristique polynomiale proposée a la Section A.1.2.

A.1.1.1 Représentation par les f-facteurs
Lorsque deux types de piéces i; et i sont de méme demande d, les sommets (i1, 7) et (i, j)

(7 €41, 2,..., d}) ont les mémes voisins. Afin de simplifier le graphe, nous proposons dans
ce cas, d’agréger ces sommets. Dans le graphe transformé, comme nous le verrons dans
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cette section, nous ne chercherons plus un couplage, mais un f-facteur [67, 8| (f-factor
en anglais). Considérons un graphe G' = (V, E') et une fonction f: V — N,

Définition 25 (f-facteur) Un f-facteur est un sous-graphe H de G tel que degy(v) =
f(v),Yv e V.

On déduit directement de cette définition la proposition suivante :
Proposition 24 Un graphe a un 1-facteur si et seulement si il a un couplage parfait.

On considére une instance (n, di, ds, ..., d,, B) du probléme de décision max-abs et le
graphe G = (V} U V,, ) associé. Soit D la somme de toutes les demandes. Supposons
que d;, = d;, pour deux types de pieces distincts i; et i5 et considérons un indice j €
{1, 2,..., d; }. Par définition (5.4) p 97 des instants de production au plus tot et au
plus tard, on a F(iy,7) = E(i2,j) et L(i1,j) = L(i2,j). Ainsi, dans le graphe G on aura
5((11,7)) = 0((i2,7)) (avec 6(v) 'ensemble des arétes incidentes au sommet v). D’ou la
remarque suivante :

Lemme 24 Soit G le graphe associé a linstance (n, dy, da, ..., d,, B). Si deuz types de
piéces iy et iy ont méme demande d = d;, = d;, alors pour tout j € {1,2,...,d}, les
sommets (iy,7) et (iy,j) ont les mémes voisins.

Nous agrégerons alors les sommets (i1, j) et (iz,j), si les types i; et iy sont de méme
demande, de la facon décrite par I’Algorithme 3. Les Figures A.1 et A.2 illustrent sur un
exemple la transformation du graphe opérée.

Algorithme 3 Simplification

Initialisation
L=A1,2,...,n}

f:Vv=nuVv,—N, f(v)=1 YveV
Tant que il existe i1, 12 € L tels que d;, = d;, Faire
Pour tout j € {1, 2,..., d;, } Faire
Vo=Va \ (ia,])
f((i1,9)) = f((ir, 7)) + f((é2, 7))
E=E\{((i2,7),k) € 0((i2,5))}
Fin Pour
L =L\ {ix}

Fin Tant que

La preuve de la proposition suivante est facile mais laborieuse et n’est donnée ici que pour
étre complet.

Proposition 25 Le graphe G a un couplage parfait si et seulement si le graphe G’ obtenu
par Ualgorithme Sitmplification a un f-facteur.
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Démonstration. On note G? = (V; UVY, E?) le graphe et f? la fonction au début de la
peme jtération.

On remarque tout d’abord que l'algorithme ne modifie pas ’ensemble 1/ ni les valeurs
de f sur cet ensemble, c’est-a-dire que

Vp, VW=Viet (VkeVi, fP(k)=f(k)=1) (A1)
De plus, on a Vp, V& C V2.

Le graphe GG admet un couplage parfait si et seulement si il a un 1-facteur. On raisonne
donc par récurrence pour montrer que pour tout p > 1, G’ a un f-facteur si et seulement
si G a un couplage parfait.

Implication. Supposons que ce graphe G? admet un fP-facteur H? et que LP contient
les deux indices i, et iy (tels que d;; = d;,) qui sont utilisés a I'itération p de I’algorithme
pour construire le graphe GP*! et la fonction fP*!.

Montrons que GP*! admet un fP™!-facteur.

Considérons le sous-graphe HP*! de GP*! tel que V(HP™) = V(GP™) et ((4,7), k) est
une aréte de HP™! si et seulement si une des deux assertions suivantes est vérifiée :

~ (i,7) € V¥ et ((i,7), k) est une aréte de H”;

— i =1y et ((i2,7), k) est une aréte de H?.

Toutes les arétes de HP*! sont donc bien incluses dans EP*! puisque qu’aucune aréte de
la forme ((i2, ), k) n’appartient & F(H?™!). On peut remarquer que H? et H”™! ont le
méme nombre d’arétes.

— Soit k € V;. D’aprés 'équation (A.1), on a fPT(k) = fP(k). Or degy»(k) = fP(k) car
H? est un fP-facteur et degpp+1 (k) = degur (k) d’aprés la définition des arétes de HP*,
On peut donc en déduire que

degpri (k) = [P (k)

— Soit (4, 5) € V™ tel que i # 4,. D’aprés la définition des arétes de H**', degpo1 (i, 7)) =
degur((i,7)). H? étant un fP-facteur, degu»((7,75)) = fP((4, 7)) et donc degyr+1((7,5)) =
S, 7))
fP et frt1 différent sur V' seulement pour les couples (iy,1), I € {1, 2,..., d;, }. Ainsi,
S 5)) = f7((6,5)). On a donc

deng+1((i,j)) = fp+1((i7j))

— Soit j € {1,2,...,d;,}. Comme H? est un fP-facteur, degpyr((i1,75)) = fP((i1,])) et
degge((iz, 7)) = fP((i2,7)). D’aprés la définition de P, degyp+1((i1, 7)) = degm» (i1, 7))+
degrns ((i2,9))- Alnsi, deggos((11,9) = F7((i1,7)) + f7((iz, )). Comme f7*!((i, 7))
JP((i1,7)) + f7((i2, j)) nous avons

deng"'l((ihj)) = fp+1((i17j))

Ainsi, pour tout sommet v de H?™ on a deggr+1(v) = fP(v). On en déduit donc que
HP! est un fP+l-facteur de GP*!,

Réciproque. Supposons que LP contient les deux indices i; et iy (tels que d;;, = d;,)
qui sont utilisés & Ditération p de I’algorithme pour construire le graphe GP™* et la fonc-
tion fP*!. Supposons que GP*! admet un fP*!-facteur HPH!.



152 ANNEXE A. ORDONNANCEMENT JUSTE-A-TEMPS

Notons FP'! I’ensemble des arétes de HP™!. Pour tout j = 1, 2,..., d;, on considére
une partition de 'ensemble {((i1, ), k) € F**'} en 2 sous-ensembles F}, et F?, de tailles

respectives f7((iy, j) et f7((ix, 7). On a
{((i0,5),K) € FPH} | = 77 (00, )
puisque degpsi (i1, 7)) = f71((i1, ) et ainsi,
(i) k) € PP = fP((0,5)) + (02, 7))

ce qui implique que la partition est réalisable.

On définit le sous-graphe H? de G? suivant. Tous les sommets de G? sont dans H” et une
aréte ((4,7), k) de G? est dans I’ensemble des arétes du sous-graphe H? si et seulement si
-1 g {il,ig} et ((l,j),k) S E’p+1;

—i=iy et ((i,), k) € Fly;

~i=dyet ((i,5),k) € F2,.

De la méme fagon que précédemment, on peut montrer que pour tout sommet k € V{,
on a degyr(k) = fP(k) et pour tout sommet (i,7) tel que i & {iy,i2}, on a degy»((4,7)) =
72((0,9)):

Par définition du sous-graphe H?, pour tout j € {1,2,...,d;}, on a degy»((i1,7)) =
P2((i1.5)) et degan(i2,) = (i)

Ainsi, H? est un fP-facteur de GP.

Donc GP admet un fP-facteur si et seulement si GP*! a un fP+!-facteur, ce qui permet
de conclure. 0

Remarque. On peut déduire de la démonstration de |la Proposition 25 comment obtenir
un f-facteur du graphe une fois transformé a partir d'un couplage du graphe initial et
réciproquement.

Exemple 1. On considére I'instance d = (1,1,4,4) avec dy = dy = 1 et d3 = dy = 4.

La Figure A.1 représente le graphe correspondant pour la borne B = 1—70. Les arétes en
gras forment un couplage parfait du graphe.

(3,1) (4,1) (1,1) (2,1) (3,4) (4,4)

(3:2)  (42) (3:3) (43
FI1G. A.1 — Graphe biparti pour di =dy =1, ds =dy =4 et B= 1

Quand nous regroupons les types de piéces de demandes identiques, nous obtenons le
graphe de la Figure A.2.
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b[l\ bQ ay bg A]M
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
F1G. A.2 — Graphe biparti simplifié pour dy =dy =1, dy =dy = 4 et B = 10

Remarque. Les arétes en gras de la Figure A.2 sont un f-facteur obtenu en
appliquant I'algorithme Simplification au sous-graphe de la Figure A.1 induit
par son couplage parfait.

A.1.1.2 Symétrie du graphe

Nous ajoutons une seconde transformation a celle fournie par 1I’Algorithme Simplification :
si la solution est symétrique, alors seule la premiére moitié du graphe est représentée. Les
Propositions 26 et 27 impliquent que le graphe est toujours symétrique par rapport au
temps (mais ce n’est pas le cas selon la définition classique des graphes symétriques) et
certains des exemples proposés ont des couplages présentant la méme symétrie.

Proposition 26 On considére un probléme B—borné. Alors pour tout (i,7) € Vo on a

Eli,d;—j+1) = D—L(i,j)+1 (A.2)

Démonstration. A partir de ’équation (5.4) p 97 on obtient

di—j+1—B]
E(i,di—j+1) = { ‘H
—1 B
_ |p_iZ1tB
—1 B
_ p_ V +
-1+ B
- D—{‘¥+1J+1
T
L’égalité (A.3) est obtenue en remplagant j par d; — j + 1 dans (A.2). O

Les arétes du graphe sont donc symétriques et nous prouvons maintenant que leurs coiits
le sont aussi. Considérons les deux lemmes suivants.

Lemme 25 Soit F; une fonction paire et conveze vérifiant la condition (5.2) p 94. L’ins-
tant idéal de production Z7; de la piece (1,7) est tel que

7 = D=2 _ju si k;; est entier
D—2Z;, _j+1 sinon
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Démonstration. Pour toute fonction paire et convexe F; vérifiant la condition (5.2) p 94,

on a Fi(z) = Fj(z — 1) si et seulement si « = 3. Ainsi, d’aprés la définition (5.5) p 98 de

2j—1
2r;

I'instant idéal de production k; ; de la piéce (4, j), nous avons k; ; =

On considére un triplet (i, 7, k). Soient ¢ € N et a € Q tels que k;; =g+ a et a € [0, 1].
On a

Zdi*j+1 [ i,d; J+1

B {2 (d; — j +1) — 1"

2j —1
- o]

2r;
= [D —q—a]
= D-—
Ainsi, si k; ; est entier, c’est-a-dire si Z}; = k;j = q, ona Z7, ., =D — Z, et si k;;

n’est pas entier, c’est-a-dire si Z; = ¢+1, on a Z 41 = D —Z7;+ 1. D’ou le résultat.
O

Lemme 26 Soit F; une fonction paire et conveze vérifiant la condition (5.2) p 94. Pour
tout entier p de {1,2,..., D —1} on a

wijp widl —j+1,D—p

Démonstration. Soit m un entier. D’aprés (5.7) p 98, on a

Vidi—j+1.0-p = |Fi(di—j+1—(D—p)r)
L ).
—Fi(—(=di + j +di — pri))|
= |Fi(=(j —1=pry)) = Fi(=(j —pri))|

Comme F; est paire, on a ¥ 4,—j+1.p—p = |Fi(j — 1 — pr;) — F;(j — pri)| et donc
Q»Z}i,d,-—j-l—l,D—p = 77ZJ2',j,p

O

Proposition 27 Soit F; une fonction paire et convezre vérifiant la condition (5.2) p 94.
Pour tout triplet (i, 7, k), on a

Cijk = Cidi—jt1,D—k+41

Démonstration. On considére le triplet (i, j, k). Montrons que C; jx = Cjd,—j+1,0—k+1-
D’aprés le Lemme 25, on a Z}; = D—Z7, ., +e€avec € € {0,1}. On note € entier 1 —e.
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— Supposons que k < Z,. Le Lemme 26 implique que :

Z;—1 D=2 a;—j+17¢
§ iy = §  Yidi—j41,0—p
p=k p=k

D—k

= > Yid-jp

7 -
P=Zia;—j411€

Si€ =1, alors k; ; est entier et donc on peut en déduire d’apres la preuve du Lemme 25
que k; q4,—j+1 est aussi un entier. De ce résultat et de la définition (5.5) p 98 de k; 4,—j+1

on obtient wiydi,jﬂ,zfd%j“ = 0. Ainsi,
1dq
Z; -1 (D—k+1)-1
Y Yigp= Y. Vid-jiip
p=k P=Z7 4, j+1

Donc, d’aprés définition (5.6) p 98 des coiits, on a
Cijk = Cidi—j+1,0—k+1

— Supposons que k = Z; . Si k; j est entier, k; 4, ;11 est aussi entier et égala D—k (d’aprés
. D—k+1-1
le Lemme 25). Ainsi, on a Cjg,—j11,p—kt1 = » p:Z;;‘

Comme k = Z7;, on a C; j = 0. On obtient donc,

o Vi = Yigzy, =0

Cijk = Cidi—jt1,D—k+1

— Supposons que k > Z,. Le Lemme 26 implique

k—1 k—1
2opmze, Vigp = 2pepozr, . e Vidimjt10-p
). Eha )
= A
- p=D—k+1 1, di—j+1,p
Sie =0, alors k; 4,_;j+1 est entier et ¢i7di_j+17zzdi_j+1 = 0. Ainsi, on a
k—1 Zia;—j+11
Y Wisp= Y, idjrip
p=2Z;; p=D—k+1

Donc d’aprés la définition (5.6) p 98 des coits, on a
Cijk = Cidi—j+1,D-k+1

Ainsi, quelles que soient les valeurs relatives de k et 27

iy ona

Cijk = Cidi—jt1,D—k+41
OJ

Les Propositions 26 et 27 impliquent que I'ensemble des arétes et des coiits sont symé-
triques, mais pas nécessairement le couplage optimal. Cependant, dans de nombreux cas,
ce couplage est symétrique et nous adoptons une représentation ou seule la premiére moi-
tié du graphe est dessinée. Le symbole ... indique alors que le graphe n’est pas représenté
intégralement (voir Figure A.3).
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Exemple 2. Nous considérons I'exemple précédent avec d = (1,1,4,4) od dy = dy =1
et d3 = dy = 4. Le graphe de la Figure A.2 est symétrique. Ainsi, on peut le simplifier
pour obtenir le graphe de |la Figure A.3.

bl b2 a1

1 2 3 4 )
F1G. A.3 — Graphe biparti pour di =dy =1, ds =dy =4 et B= &

A.1.1.3 Symétrie des solutions

On peut remarquer que la symétrie du graphe implique que pour certaines instances, il
existe toujours des solutions optimales symétriques. On peut envisager par exemple le cas
ol les demandes sont toutes paires et voir facilement qu’il existe un couplage symétrique
optimal pour tout probléme min-sum ou pour max-abs.

Plus précisément, si un couplage existe pour une borne B donnée, on peut alors montrer
qu’il en existe un qui répartit les piéces de chaque type équitablement entre les deux
moitiés du graphe.

Les lemmes suivants permettent de démontrer ce résultat.

Lemme 27 Soit i un type de piéces et B une borne inférieure strictement a 3/2. Si d; est
impaire et D est pair, alors pour tout i =1, 2,..., n, les pieces (i,7), j=1,2,..., (d; —
1)/2 sont produites avant l'instant D /2.

Démonstration. Soit i un type de piéces tel que d; est impaire. Soit j € {1, 2,..., (d; — 1)/2}.
L(i,j) = |22 +1
< (di_1)£?+3—1 +1
D B-3/2
< D14 |22
Comme B < 3/2, on a
D

O

Lemme 28 Soit ¢ un type de piéces et B < 1 une borne. St d; est paire et D est paire,
alors les pieces (i,7), 7 =1, 2,..., d;/2 sont produites avant ou a l'instant D /2.
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Démonstration. Soit i un type de piéce tel que d; est paire. Soit j € {1, 2,..., d;/2}.

Liij) = |ZEE 41
< di/z;&-.B—l n 1J
< Diiy LB;fJ
Comme B < 1, on a
D

O

Les Lemmes 27 et 28 et la symétrie du graphe impliquent donc que si la demande totale
est paire, alors les piéces (i,7), j =1, 2,..., |d;/2] sont produites avant 'instant D/2 et
les piéces (i,7), 7 = [di/2] + 1, [d;/2] + 2,..., d; sont produites aprés D/2 dans toute
solution dont le maximum des déviations est inférieur strictement a 1.

Proposition 28 Pour tout probléme maz-abs ou min-sum B-borné avec B < 1, si la
demande totale est paire, il existe toujours une solution optimale telle que
k<D/2 st g < |d;/2]

k= id— il Dktl = Z ot . A4

Yijk 1= (yz,dz j+1,D—k+1 1 et { k 2 D/2 +1 si "dl/2“ +1 § j ( )

Démonstration. Directement de la Proposition 26 et des Lemmes 27 et 28. O

Lemme 29 Soient i un type de piéces et B < 1 une borne. Si d; est impaire et D est
impaire, alors pour tout 1 = 1,2,..., n, les piéces (i,7), j = 1,2,..., (d; — 1)/2 sont
produites avant ou & Uinstant (D — 1)/2.

Démonstration. Soit ¢ un type de piéces tel que d; est impaire. Soit j € {1, 2,..., (d; — 1)/2}.

L(i, j) 8

IN

(di—1)/2+B—1 4 1J

Ti

D-1 1 B-3/2
s S5ohlA {5 - —J

Ti

Comme B<1let D >d;, ona B_TS/Q < —% et donc

i

D -1
L) <22

O

Lemme 30 Soit i un type de pieces et B < 1 une borne. Si d; est paire et D est
impaire, alors s’il eriste un couplage parfait, il en existe un tel que les piéces (i,]),
j=1,2,...,d;/2 sont produites avant l’instant (D + 1)/2.
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Démonstration. Soit ¢ un type de piéces tel que d; est paire. Soit j € {1, 2,..., d;/2}.

Ti

L(i,j) = =tﬁ§+1J

ININ A
—
S

Soit 7 un type de piéces tel que d; est impaire.

LG, (di +1)/2)

Ti

V;—IHB + 1J

D D
1+ {5 + 2_d2J
D+1

2

v

Lorsque l'on cherche un couplage parfait dans le graphe, on peut utiliser la régle EDD
(Earliest Due Date) avec comme date d’échéance pour la piéce (i,j) son instant au
plus tard de production L(7,j) [82]. Si i; est un type de piéce de demande paire et
ip un type de piéces de demande impaire, on aura L(iy,j) < L(ia, (d;, + 1)/2) pour
tout j € {1, 2,...,d;;/2}. La régle EDD place donc si c’est possible les piéces (i1, J),
j=1,2,...,d; /2 avant la piéce (i, (d;, +1)/2). Supposons qu’il existe un couplage par-
fait pour la borne B. Utilisons la régle EDD pour placer les piéces (i, j) pouri =1,2,..., n
et j = 1,2,...,|d;/2]. Si une de ces piéces (i1, d;,) est placée en %, alors par sy-
métrie du graphe, il est impossible de placer toutes les piéces (i,j), ¢ = 1,2,...,n
j=dy/2] +1, |d;,/2] +2,..., d; aprés ZFL. Ainsi, aucune des piéces (i1, d;, /2) n'est

2 D+1
placée en =—. O

Remarque. La piéce centrale est dans ce cas la piéce (7, (d; +1)/2) d'un type de piéce
i de demande impaire.

On obtient donc immeédiatement le résultat suivant :

Lemme 31 Si toutes les demandes sont paires sauf une, alors le probléeme max-abs a une
solution optimale symétrique.

Pour répartir les piéces (i, (d; + 1)/2) entre les deux moitiés du graphe, il est possible de
les placer alternativement de chaque coté de |2+ | dans I'ordre des d; décroissants. En
effet, on a F(i,(d;+1)/2) = D — L(i, (d; +1)/2) + 1 pour tout type ¢ de demande impaire
d’aprés la Proposition 26 donc on peut placer les piéces (i, (d; + 1)/2) des types i de
demande impaire indifféremment d’un c6té ou de 'autre. S’il existe un couplage pour une
borne B < 1 donnée et qu’on utilise la régle EDD pour placer toutes les piéces (i, j), avec
i=1,2,...,netj=1,2 ..., |d;/2], les instants de productions restants avant (D+1)/2
et aprés (D + 1)/2 seront occupés par des piéces (i, (d; + 1)/2) de types i de demande
impaire. Comme d; > d;; implique que E(i, (d; +1)/2) < E(i', (dy + 1)/2) on peut placer
les pieces (i, (d;+1)/2) des types i de demande impaire en attribuant les instants restants
les plus éloignés du centre aux types de demandes les plus faibles. Ces instants étant

symétriques par rapport a % on obtient le résultat suivant :
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Proposition 29 Pour toute donnée dy, ds, ..., d, telle que les demandes dy, do, ..., dp,
p < n sont impaires et telle que pour tout i = 1,2,..., |n/2], on a dey_1 = do;, S’
ezriste un couplage parfait pour la borne B du mazrimum des déviations, alors il existe un

couplage parfait symétrique par rapport a L%J

L’existence de solutions symétriques ou presque symétriques a inspiré les heuristiques
présentées dans la Section A.1.2.

A.1.2 Heuristiques polynomiales

La représentation d’une solution des problémes d’ordonnancement juste-a-temps par la
description compléte de I’ensemble des dates d’usinage des piéces n’est pas polynomiale de
la taille de I'instance. Nous proposons dans cette section de nous intéresser a des solutions
suffisamment réguliéres pour étre représentées de facon compacte et polynomiale.

A.1.2.1 1Idée du codage des solutions

Comme remarqué dans la Section A.1.1.3, certaines instances admettent des solutions
optimales symétriques pour les problémes max-abs ou min-sum. Dans ces solutions, pour
chaque type i = 1, 2,..., n, les |d;/2| premiéres piéces sont placées avant ou a l'instant
| D/2]| alors que les |d;/2| derniéres piéces seront disposées aprés ou a l'instant | (D +
1)/2] + 1. L’idée est donc de créer un ensemble M, contenant les piéces (i, (d; + 1)/2)
dont les types ¢ sont de demandes impaires et de placer les piéces de cet ensemble autour
de l'instant [ (D + 1)/2]. Les piéces restantes sont disposées de part et d’autre de |(D +
1)/2] + 1. On obtient ainsi deux ensembles de piéces. On ne cherchera a placer les piéces
que du premier ensemble et on déduira les positions des autres par symétrie par rapport
a [(D+1)/2] + 1. En répétant cette démarche, on obtiendra ’emplacement de toutes les
piéces dans I'horizon de production (voir Figure A.4).

¥ w3

A X[V k AW A]a XV ka

Fi1Gc. A.4 — Construction d’une solution symétrique pour l'instance dg = 1, dy = 2,
de =4,dy =5,D =12

A chaque pas, on ne calcule explicitement que la disposition d’un ensemble d’au maxi-
mum n piéces, et on effectuera exactement P = |log, maxd;| + 1 pas. La taille de I’en-
semble de ces instants d’usinage est donc un O(nlog(maxd;), ce qui est bien polynomial
de la taille de I’instance.



160 ANNEXE A. ORDONNANCEMENT JUSTE-A-TEMPS

Les autres instants d’usinage des solutions proposées sont implicites et peuvent étre fixés
par symétrie (comme sur la Figure A.4) ou comme proposé dans la Section A.1.1.3.

A.1.2.2 Versions possibles

Pour ordonner les piéces des ensembles M, M,, ..., Mp, on peut envisager plusieurs
stratégies.

L’ensemble M, si 'on optimise le maximum des déviations, sera rempli de I’extérieur
(instants de production les plus éloignés de son centre) vers I'intérieur par les piéces mises
dans ’ordre de leurs demandes croissantes. En effet, les piéces de demandes les plus faibles
ont, pour une borne B du maximum des déviations fixée, les intervalles les plus larges de
part et d’autre de leur instant idéal de production.

Pour I'ensemble Mp, on placera par contre les piéces dans l'ordre de leurs demandes
décroissantes de I'instant 1 & 'instant | M p|. Cette méthode permet de placer optimalement
les piéces de Mp quel que soit le critére min-sum ou max-abs.

Pour les autres ensembles My, Mj, ..., Mp_; 'une comme 'autre des deux stratégies pré-
cédentes peut s’avérer meilleure, mais il est préférable en moyenne d’appliquer la premiére,
comme le montre les tests de la Table A.1.

De plus, si une symétrie par rapport a Uinstant |(D 4 1)/2| 4+ 1 est toujours effectuée,
on peut aussi choisir comme convention, pour les sous-problémes qui suivront, d’effectuer
une simple copie et pas une symétrie, comme sur la Figure A.5.

AX|v/a kWA kAVKXa

—

Fi1Gc. A.5 — Construction d’une solution symétrique pour l'instance dg = 1, dy = 2,
dey =4, dy =5, D =12 par 'une des méthodes copie M; ou copie Mp

Heuristique | Meilleur maximum des déviations parmi les 4 heuristiques
symetrie, My 3 964 750
symetrie, Mp 2 023 923

copre, M 3 081 589

copte, Mp 1 347 885

TAB. A.1 — Comparaison des heuristiques sur 5 000 000 d’instances

Dans la Table A.1, M, signifie que les ensembles My, Mj, ..., Mp_; sont remplis comme
My, et Mp signifie que les ensembles My, Ms, ..., Mp_; sont remplis comme Mp, symetrie
que les instants non affectés le sont par symétrie, copie qu’ils le sont par copie. Les ins-
tances sur lesquelles ces heuristiques ont été testées ont une demande totale inférieure ou
égale a 110 et des demandes différentes pour chaque type. Pour ces instances, les per-
formances sont assez mauvaises puisque le meilleur des maximums des déviations ainsi
obtenu dépasse parfois 3.
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Nous n’avons pas pu, par manque de temps, évaluer les performances de ces heuristiques
par rapport a I’optimum et en particulier tester des améliorations pour le cas oil certains
types de taches ont la méme demande. En effet, ces heuristiques se comportent particulié-
rement mal dans le cas ou beaucoup de types de piéces sont de demandes 1. Nous avons
envisagé d’agréger dans ce cas les types de méme demande mais n’avons pu tester cette
idée.

A.2 Programmes linéaires pour la résolution par CPLEX

Pour trouver les exemples de la Section 5.2.2, nous avons choisi de tester de facon ex-
haustive toutes les instances pour des valeurs données de demande totale D ou toutes les
instances pour D et n donnés. Nous avons utilisé ILOG-CPLEX et choisi des formulations
efficaces pour les problémes que nous voulions résoudre.

A.2.1 Résolution des problémes min-sum

Pour les problémes min-sum, il n’est pas nécessaire d’adopter une formulation en nombres
entiers, ce qui rend la résolution trés rapide. En fait, le polyédre (A.5) des contraintes du
probléme d’affectation est entier.

P= Ay )
Z:’L:l Zj;l yi,j,k = ]_, ]{7 = ]_, 27 ey D (A5)
S Yk = L i=1,2,...,nj=12_.., d}

Ainsi, on peut obtenir rapidement les valeurs optimales des fonctions objectif sum-abs ou
sum-sqr, mais pas forcément une séquence optimale entiére.

A.2.2 Résolution des problémes max-abs

On peut formuler le probléme max-abs de la fagon suivante :

minimiser max;y |Tix — kv

sc Yoo wip =k, k=1,2,....,D
I’i7D—di, 1= 1, 2, ., n (AG)
0<a;i,k—xlk_1, 2—1,2, .,n;k::2,3, 7l)
Tir €N, 1=1,2,....nk=1,2,....,D

Ce probléme n’est pas linéaire, mais est facilement transformé pour obtenir le programme
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linéaire en nombre entier suivant :

minimiser B

s¢ Yoo xip =k, k=1,2,...,D (A.7.a)
z;p = d;, 1=1,2,...,n (A.7.5)
0< tig—Tipet, i=1,2...,mk=23,...,D (ATc) (A7)
rip—kri <B, i=12...,nk=12,....D (A7.d)
gtk <B, i=1,2...,mk=12...,D (ATe)
ik €N, i=1,2,....nk=1,2,....,D (AT.f)

Les inégalités (A.7.d) et (A.7.e) indiquent que B est plus grande que toutes les déviations
et I'objectif étant de minimiser B, les deux problémes sont équivalents.

Cette formulation n’est pas nécessairement satisfaisante puisque le polyédre défini par
les contraintes (A.7.a) & (A.7.c) n’est pas entier. CPLEX peut tout de méme le résoudre
efficacement la plupart du temps. Cependant, si l'instance présente trop de symeétries (trop
de types de demandes identiques), la résolution peut prendre plusieurs heures. Ainsi, on
n’essaie pas de résoudre directement le probléme max-abs, mais on préférera la recherche
dichotomique proposée dans [82].

On peut en fait décrire un probléme max-abs en tant que probléme d’affectation. On
calcule les intervalles [E(i,j).. L(i,7)] pour tout ¢ = 1, 2,..., n et tout j =1, 2,..., d;
pour la borne B choisie, et on utilise les cotits suivants :

[ O0sike[E(i,])..L(3,75)]
Cigk = { 1 sinon (A8)

Le probléme max-abs a une solution si et seulement si le probléme min-sum avec ces
colits a une solution optimale de cotit 0.

En utilisant la dichotomie, on trouve la valeur minimale de B telle que le probléme a une
solution en peu de pas et en trés peu de temps puisqu’une résolution prend alors moins
de 0.2 secondes.

A.2.3 Comparaison des problémes min-sum et min-sum B-bornés

La méthode décrite dans la Section A.2.1 ne peut pas étre utilisée pour les problémes B-
bornés puisque le polytope (A.9) n’est pas entier.

Pg = {y;
n d;
2ic1 ijl Yije = 1, k=1,2,...,D

k d; ]
Zp:l ijzlyi,jdp_kri S B7 1 = 1’ 2’__.7 n
kri — p=1 zj;l Yiip < B, i=1,2,...,n}

Dans ce cas, il faut imposer y entier. La résolution est tout de méme rapide. La valeur
optimale de la fonction objectif du probléme B-borné peut donc étre obtenue par cette
méthode, mais elle n’est pas forcément nécessaire : si on veut uniquement savoir si elle sera
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égale ou pas a celle du probléme non borné, on peut encore formuler le probléme avec y
réel. Pour cela, on calcule d’abord 'optimal pour le probléme non borné, comme dans la
Section A.2.1. On note S cette valeur. Au polytope P de (A.5) on ajoute la contrainte
> ik Cigk¥ije =S ot C est la matrice des cotits pour le probléme min-sum. On note Ps
le polytope obtenu. Comme fonction objectif, on minimise la somme des cotits définis par
I’équation (A.8). Comme précédemment, si 'optimum de cette fonction objectif est 0,
alors il existe une solution de Pg dont le maximum des déviations est inférieur & B. Dans
ce cas, les deux problémes ont la méme solution optimale. Sinon, aucun élément de Pg
n’est optimal pour le probléme non borné.

A.3 Optimisations simultanées pour trois types de piéces

Pour un énoncé T' donné, nous noterons plus D-petit exemple un exemple de T tel qu’il

n’existe aucune instance avec une demande totale D’ < D qui soit un exemple de I’énoncé
T.

Pour deux types de piéces, il était possible pour toute instance d’optimiser simultanément
toutes les fonctions objectif. Ce n’est plus le cas pour trois types de piéces.

Proposition 30 Pour n = 3, il existe des instances du probleme JAT tels qu’aucune
séquence n’optimise sum-abs et maz-abs simultanément.

Démonstration. Pour n = 3, le plus D—petit exemple est I'instance d = (2,7,17). Pour
cette instance, le minimum du maximum des déviations est B* = % et le graphe associé
est celui de la Figure A.6 ol seule la partie gauche du graphe a été représentée. Les arétes
en gras sont dans tout couplage parfait du graphe.

(c,1) (b,1) (c,2) (c,3) (a,1) (c,6) (c,7)  (c,8) (b,4)

F1G. A.6 — Graphe biparti pour d, =2, d, =7, d. =17 et B = %

Ainsi, le graphe a exactement deux couplages parfaits correspondant & la méme somme des
déviations : 22 (qui est atteinte pour la séquence S = (¢, b, ¢, ¢, a,¢,b, ¢, ¢, b,¢,¢,b,¢,c,¢,b ¢, ¢,b, ¢,a, ¢, ¢,
). La séquence S = (¢,b,¢,¢,b,¢,¢,a,¢,b,¢,¢,b,¢,¢,¢,b,¢,a,¢,¢,b,¢,¢,b,¢) a une somme
des déviations égale a %. Aucune séquence n’est alors minimale pour les objectifs max-

abs et sum-abs simultanément. O
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A.4 Couplages et solutions duales pour des exemples

Dans cette section, on reprend plus en détail certains exemples de la Table 5.2 afin d’illus-
trer les techniques proposées a la Section 5.2.2.3 p 105.

A.4.1 Instance pour laquelle SM1 est vraie et AM1 est faux

Pour l'instance d = (1°,6%) le probléme sum-sqr a une solution optimale dont le maxi-
mum des déviations est inférieur & 1. Cette solution est représentée sur le graphe de la
Figure A.7. Les arétes en gras sont les arétes du couplage optimal, les nombres en italique
sont les coiits des arétes définis dans la Section 5.1.2.3 p 98, les nombres en gras sont les
valeurs d’une solution duale vérifiant la condition (5.11) p 100. Les cotits et la solution
duale ont été multipliés par D afin d’obtenir des entiers. Toutes les arétes ne sont pas
représentées pour des questions d’encombrement.

-66 0
‘ by ba
s0| 9 I 0 I 3 45 |18 |3 0 18 |45
964 756 664 69 184 3 04 -11¢ 59 -60
1 2 3 6 7 8 9 16 |17
169 100| 81| 64 49 1 0

| o
60
F1G. A.7 — Graphe biparti pour d = (1%, 6*) et poids du probléme sum-sqr

La Proposition 17 implique que cette solution, notée Y* est optimale. Son maximum des
déviations est % et est bien inférieur a 1.

On considére la séquence S = (b}, b3, a3, b3, af, b, a3, b3, bg) ol o représente « répété
s fois, a; est la 1° piéce d’un des types de demande 1 et b; est la j%me piéce d'un des
types de demande 6. On note y la variable d’affectation correspondante. On a

Donc grace au Corollaire 7, il n’existe pas de solution optimale au probléme sum-abs dont
le maximum des déviations est inférieur a 1.
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Pour montrer que I’ensemble des solutions optimales des problémes sum-abs et sum-sqr
sont disjoints pour I'instance d = (1°,6%), nous obtenons dans un premier temps les valeurs
optimales des fonctions objectif de chaque probléme, notées par exemples S, et Sy puis
nous optimisons la fonction objectif sum-sqr en ajoutant une contrainte qui fixe la valeur
de la fonction objectif sum-abs & sa valeur optimale. Si la valeur optimale obtenue est S,
alors on peut optimiser les fonctions objectif sum-abs et sum-sqr simultanément. C’est le
cas pour l'instance d = (1°,6%).

A.4.2 Instance pour laquelle AS, AM1 et SM1 sont fausses

Pour une borne B = 1 du maximum des déviations, le graphe correspondant a 'instance
d = (17, 6%) est représenté sur la Figure A.8. Comme les coiits sont identiques pour B < 1
pour les problémes B-bornés sum-abs et sum-sqr, la solution représentée est optimale dans
les deux cas. Cette solution n’est optimale ni pour sum-abs ni pour sum-sqr. Une solution
optimale et une solution duale optimale sont représentées sur le graphe de la Figure A.9
et A.10.

-50 3
‘ b1 51 ‘ b2
26 7| 0 I 5 2 30 9 0 3 18
76 57 50 55 72 27 6 -3 0 -13 o o
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
121 100 81 64 49 36

| o |
49
F1G. A.8 — Graphe biparti pour d = (17, 6%) et des poids correspondant aux problémes
min-sum 1-bornés

-36 3
b1 b2
26 7 0 5 9 0 3 18
62 43 36 41 -3 0 -13 o o
1 2 3 7 8 9 10

64 49 36

aj I
49
F1G. A.9 — Graphe biparti pour d = (17, 6*) et poids pour le probléme sum-abs
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64 49 36

ai
49
F1G. A.10 — Graphe biparti pour d = (17, 6*) et poids pour le probléme sum-sqr
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