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➱❝♦❧❡ ❉♦❝t♦r❛❧❡ ■❆❊▼
❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡

▼é♠♦✐r❡ ♣rés❡♥té ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬

❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ à ❉✐r✐❣❡r ❞❡s ❘❡❝❤❡r❝❤❡s

♣❛r

❚❤♦♠❛s ❈❤❛♠❜r✐♦♥

▼ét❤♦❞❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s

♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡

❙♦✉t❡♥✉ ♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ✷✶ ♠❛✐ ✷✵✶✹ à ❱❛♥❞÷✉✈r❡✲❧ès✲◆❛♥❝②✳

▼❡♠❜r❡s ❞✉ ❏✉r② ✿

❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ❈♦r♦♥ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ❯P▼❈ ✭❘❛♣♣♦rt❡✉r✮
P✐❡rr❡ ❘♦✉❝❤♦♥ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ▼✐♥❡s P❛r✐s✲❚❡❝❤ ✭❘❛♣♣♦rt❡✉r✮
❊♠♠❛♥✉❡❧ ❚ré❧❛t Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ❯▼P❈ ✭❘❛♣♣♦rt❡✉r✮
❋r❛♥ç♦✐s ❆❧♦✉❣❡s Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡
❯❣♦ ❇♦s❝❛✐♥ ❉❘ ❈◆❘❙✱ ❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡
▼❛r✐✉s ❚✉❝s♥❛❦ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡

■♥st✐t✉t ➱❧✐❡ ❈❛rt❛♥ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✱ ❇✳P✳ ✷✸✾✱ ✺✹✺✵✻ ❱❛♥❞♦❡✉✈r❡✲❧ès✲◆❛♥❝② ❈❡❞❡①





➚ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❋r❛♥ç♦✐s✱ ♥♦tr❡ ❝♦❧❧è❣✉❡ ❡t ❛♠✐✱ tr♦♣ tôt ❞✐s♣❛r✉✳





❊✐♥ ❩✇❡r❣ ❦♦♠♠t s❡❧t❡♥ ❣❛♥③ ❛❧❧❡✐♥✳

❖tt♦ ●❡r❤❛r❞ ❲❛❛❧❦❡s

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

▲❡ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s été ♣♦ss✐❜❧❡ s❛♥s ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❛❝t✐❢ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ♣❡rs♦♥♥❡s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱

❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ❈♦r♦♥✱ P✐❡rr❡ ❘♦✉❝❤♦♥ ❡t ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❚ré❧❛t✳ ❉✐r❡ q✉❡ ❥❡ ❧❡s r❡s♣❡❝t❡ ♣r♦✲
❢♦♥❞é♠❡♥t✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡♠❡♥t q✉✬❤✉♠❛✐♥❡♠❡♥t✱ ❡st ✉♥ ❡✉♣❤é♠✐s♠❡✳
❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ❈♦r♦♥ ♣r♦❥❡tt❡ s♦♥ ♦♠❜r❡ ❜✐❡♥❢❛✐s❛♥t❡ s✉r t♦✉t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉té✳ ❙❡s

❝♦♥s❡✐❧s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ✐♥❝r♦②❛❜❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts✱ s❡s s✉❣❣❡st✐♦♥s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①♣♦sé
♦✉ s❡s q✉❡st✐♦♥s ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s✱ ❝♦♠♠❡ t❛♥t ❞✬❛✉tr❡s✱ ❞❡ ♣r♦❣r❡ss❡r ✉♥ ♣❡✉ s✉r ❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡
❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ◗✉✬✐❧ ❛✐t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❥✉r② ❡st ✉♥ ❤♦♥♥❡✉r✳
❉❡♣✉✐s ✷✵✶✵✱ P✐❡rr❡ ❘♦✉❝❤♦♥ s❡ ♣rêt❡ ❞❡ ❜♦♥ ❣ré à ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ rô❧❡ ♦ù✱ ❡♥ ♣❛✉s❡ ❧♦rs

❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s✱ ✐❧ ♠❡ tr❛♥s♠❡t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲q✉❡st✐♦♥s ❧❡s ré♣♦♥s❡s à ♠❡s ❞✐❢✲
✜❝✉❧tés ❞✉ ♠♦♠❡♥t ✭✓ ❆s✲t✉ ♣❡♥sé à r❡❣❛r❞❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ t❛ ❧♦✐ ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❄ ✔✮ q✉❡ ❥❡ tr❛❞✉✐r❛✐ ❡♥ ❛rt✐❝❧❡s ♦✉ ❡①♣♦s❡r❛✐ à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❧✬❛♥♥é❡
s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙♦♥ ✐♥❝♦rr✐❣✐❜❧❡ ♠♦❞❡st✐❡ ❧❡ ♣♦✉ss❡ à r❡❥❡t❡r ❧❡ ♠ér✐t❡ s✉r ❧❡s ♣❤②s✐❝✐❡♥s✱ q✉✐
♦♥t t♦✉t ❝♦♠♣r✐s ❛✈❛♥t ❧❡s ♠❛t❤❡✉①✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❝❡ rô❧❡ ❞❡ ♣❛ss❡✉r ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡ ❥❡
❧❡ r❡♠❡r❝✐❡✳
❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦s r♦✉t❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❛✐❡♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✈❡r❣é ✐❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s✱ ❊♠✲

♠❛♥✉❡❧ ❚ré❧❛t ❛ t♦✉❥♦✉rs été ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❝r✐t✐q✉❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❛♥❞
❥✬❛✐ ❡✉ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ r❛♣♣♦rt❡✉r✳ ❙❛ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡ ❡t s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡♥ ❢♦♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡
❥❡ ♥✬❛rr✐✈❡r❛✐ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s à s✉✐✈r❡✱ ♠❛✐s q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ré✉ss✐t❡ ❡t ❥♦✐❡ ❞❡ ✈✐✈r❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐✈❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳
▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t ❡♥s✉✐t❡ à ❋r❛♥ç♦✐s ❆❧♦✉❣❡s✱ q✉✐ ❛ ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉

❥✉r② ❡t q✉❡ ❥✬❛✐ t♦✉❥♦✉rs ♣❧❛✐s✐r à r❡♥❝♦♥tr❡r✳
❈✬❡st ❯❣♦ ❇♦s❝❛✐♥ q✉✐✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❞é❝❡♥♥✐❡✱ ♠✬❛ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞❛♥s ♠❡s ♣r❡♠✐❡rs

♣❛s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳ ■❧ ♠✬❛ ✐♥s♣✐ré✱ ✜♥❛♥❝é✱ ♠♦t✐✈é ✭✓ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t
q✉❡ q✉❡❧q✉✬✉♥ ❛✐❧❧❡ ❡①♣♦s❡r ❛✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❈❉❈ ✔✮✱ ♥♦✉rr✐ ❛❞♠✐r❛❜❧❡♠❡♥t ❡t ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t
❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❥✉r②✳
▼❛r✐✉s ❚✉❝s♥❛❦ ❛ ❢❛✐t ✉♥ ♣❛r✐ ❛ss❡③ ✐♥s❡♥sé ❡♥ ❛❝❝✉❡✐❧❧❛♥t ❡♥ ✷✵✵✺ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❊❉P

❞✬❊❧✐❡ ❈❛rt❛♥ ❡t ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ♣r♦❥❡t ■♥r✐❛ ❈❖❘■❉❆ ✉♥ ❥❡✉♥❡ ❞♦❝t❡✉r s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr✐✲



❜✉t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ❏✬❡s♣èr❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ❧❡ r❡❣r❡tt❡ ♣❛s✳ ❱❡♥✐r à ◆❛♥❝② ❛ ❡♥ t♦✉t ❝❛s
été ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉❡ ❥✬❛✐ ♣r✐s❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧ ❡t ❥❡ t✐❡♥s à ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡r
❞✬❛✈♦✐r✱ ❡♥ ♣❧✉s✱ ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ ♠♦♥ ♣❛rr❛✐♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳
P❧✉s t❛r❞ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❊❉P✱ ❥✬❛✐ ♣✉ ❛♣♣ré❝✐❡r ❧❡ très ❣r❛♥❞ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❛❧✐s♠❡✱

❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❛✈✐sés ❡t ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ♥♦s ❝❤❡❢s ❞✬éq✉✐♣❡ s✉❝❝❡ss✐❢s✱ ❳❛✈✐❡r ❆♥t♦✐♥❡
❡t ❉❛✈✐❞ ❉♦s ❙❛♥t♦s ❋❡rr❡✐r❛✳
❊♥ ♣r❡sq✉❡ ✶✵ ❛♥s✱ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬✉s❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs✳ ▼❛r✐♦✱

P❛♦❧♦✱ ❯❣♦✱ ❉♦♠✐♥✐q✉❡✱ ❆❧❡①❛♥❞r❡✱ ▼❛r❝♦✱ ◆❛❜✐❧❡✱ ▼✐r❦♦✱ ●✐❧❧❡s ❡t ❚❛t✐❛♥❛✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
●ér❛r❞ ❉é❝❤❡♥❛✉❞ ❡t t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬ ✓ ❊❝♦ ▼♦t✐♦♥ ❚❡❛♠ ✔ ✿ ❥✬❛✐ ❡✉ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡
♣❧❛✐s✐r à tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✈♦✉s ❡t ❥✬❡s♣èr❡ s✐♥❝èr❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❧♦♥❣t❡♠♣s
❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❡r✳
▲✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t t✐❡♥t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈✐❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♠❛îtr❡ ❞❡

❝♦♥❢ér❡♥❝❡✳ ❏✬❛✐ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ✐♥❝r♦②❛❜❧❡ ❞✬❡①❡r❝❡r à ❧✬❊❙❙❚■◆✱ ✉♥❡ é❝♦❧❡ ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉rs ❜❡❛✉✲
❝♦✉♣ r❛✐❧❧é❡ ❢❛✉t❡ ❞✬êtr❡ ❝♦♥♥✉❡✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ ♠❛t❤s✱ ❑♦❧é❤é✱
❘❡♥❛✉❞✱ ❏❡❛♥✱ ▲✐♦♥❡❧ ❡t ❆❣♥ès ♣♦✉r ❧✬❛♠❜✐❛♥❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ sér✐❡✉s❡ ♠❛✐s ❞ét❡♥❞✉❡✳ ❏✉❧✐❡✱
♥♦tr❡ très ❞é✈♦✉é❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✉ ♣ô❧❡ ❞❡ ♠❛t❤s ✱ ② ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ♣♦✉r ❜❡❛✉✲
❝♦✉♣✳ ❊❧❧❡ s❛✐t ❧✬❛✛❡❝t✐♦♥ q✉❡ ❥❡ ❧✉✐ ♣♦rt❡✳ ◗✉✬❡❧❧❡ s❛❝❤❡ q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r
s♦♥ ❜✉r❡❛✉✳
◗✉❛♥❞ ♣❧✉s r✐❡♥ ♥✬❛❧❧❛✐t✱ q✉❛♥❞ ✐❧ ♠❡ ❢❛❧❧❛✐t ✉r❣❡♠♠❡♥t ✉♥ ❢♦r♠✉❧❛✐r❡ ♦✉ ✉♥ ❛rt✐❝❧❡

r✉ss❡ ❞❡ ✶✾✺✸✱ ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❜✉❞❣❡t ♦✉ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥✱ q✉❛♥❞ ✐❧ ♠❛♥q✉❛✐t
✉♥ ❝â❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈✐❞é♦✲♣r♦❥❡❝t❡✉r ♦✉ q✉❛♥❞ ✐❧ ❢❛❧❧❛✐t ♦✉✈r✐r ✉♥❡ ♣♦rt❡ ♣♦✉r ❢❡r♠❡r ✉♥❡
❢❡♥êtr❡ ❛✈❛♥t ❧✬♦r❛❣❡✱ ❞❡s ❛♥❣❡s ❣❛r❞✐❡♥s s✐❧❡♥❝✐❡✉① ❡t tr♦♣ s♦✉✈❡♥t ✐♥✈✐s✐❜❧❡s✱ ❛ss✐st❛♥t❡
❞✬éq✉✐♣❡ ♦✉ ❞✬éq✉✐♣❡ ♣r♦❥❡t✱ ❛ss✐st❛♥t❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜✐❜❧✐♦t❤é❝❛✐r❡ ♦✉ ❝♦♥❝✐❡r❣❡ ♠✬♦♥t
❞♦♥♥é ❧❡ ❝♦✉♣ ❞❡ ♣♦✉❝❡ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡ t♦✉t✳ ▼❡r❝✐ à ✈♦✉s t♦✉s✱ ❡t t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à
▲❛✉r❡♥❝❡✱ ❊st❡❧❧❡✱ ❍é❧è♥❡✱ ❈é❧✐♥❡✱ ❡t ❘♦❣❡r✳
❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡ ♣❛s ♠❡s ♠❛îtr❡s✱ ❆♥❞r❡✐ ❆❣r❛❝❤❡✈ ❡t ❏❡❛♥✲P❛✉❧ ●❛✉t❤✐❡r✱ q✉✐ ♠✬♦♥t ❛♠❡♥é

à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❡t q✉❡ ❥❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐ ❥❛♠❛✐s ❛ss❡③ r❡♠❡r❝✐❡r ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r
❝♦♥❞✉✐t ❥✉sq✉✬à ❧❛ t❤ès❡✳
❊♥✜♥✱ ❥✬❛✐ t♦✉❥♦✉rs ♣✉ ❝♦♠♣t❡r s✉r ❧❡ s♦✉t✐❡♥ s❛♥s ❢❛✐❧❧❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥❡✱ é♣♦✉s❡ ❛❞♠✐r❛❜❧❡

❡t ♠èr❡ ♠❡r✈❡✐❧❧❡✉s❡✱ q✉✐ ♠✬❛ ❢❛✐t ❧❡ ♣❧✉s ❜❡❛✉ ❝❛❞❡❛✉ q✉✬✉♥ ❤♦♠♠❡ ♣✉✐ss❡ ✐♠❛❣✐♥❡r✳
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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
❈♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

■✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✼

✶✳ ❙②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✾
✶✳✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✶✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✸✳ ❈❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳ ❆s♣❡❝ts é♥❡r❣ét✐q✉❡s ✶✼
✷✳✶✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✷✳✷✳ ❙②stè♠❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✷✳✸✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥ ✷✸
✸✳✶✳ ▼♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✸✳✷✳ ❉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

■■✳ ▲♦❝♦♠♦t✐♦♥ ❡♥ ✢✉✐❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✸✶

✹✳ ◆❛❣❡ ❡♥ ✢✉✐❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✸✸
✹✳✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✹✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✹✳✸✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❥♦✉❡t ✿ ❧❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥ r✐❣✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✺✳ ◆❛❣❡✉rs ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ❡♥ ✢✉✐❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✸✾
✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✺✳✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✺✳✸✳ ▼♦❞è❧❡ ✸❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸
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■■■✳ ❆✉tr❡s ❛❝t✐✈✐tés ✹✼

✻✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❤②❜r✐❞❡ ✹✾
✻✳✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✻✳✷✳ ❘és✉❧t❛ts s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

■❱✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ tr❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✺✸

✼✳ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✮ ✺✼
✼✳✶✳ ❚r❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✼✳✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✽✳ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❧♦❝♦♠♦t✐♦♥✮ ✻✸
✽✳✶✳ ❚r❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✽✳✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✾✳ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭♠ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❡s✮ ✻✼
✾✳✶✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡ s②stè♠❡s ❤②❜r✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✾✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

❱✳ ❆♥♥❡①❡s ✼✶

❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ❱✐tæ ✼✸

❆❝t✐✈✐tés ❞✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ✼✺

❊♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ✼✼

❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ✼✾

❘❛②♦♥♥❡♠❡♥t s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✽✶

▲✐st❡ ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✽✸

✹



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♠❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡♣✉✐s ♠♦♥ r❡❝r✉t❡♠❡♥t
❝♦♠♠❡ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ à ❧✬■♥st✐t✉t ➱❧✐❡ ❈❛rt❛♥ ❡♥ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✺✳ ❏❡ ♠❡ s✉✐s
❡✛♦r❝é ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ♠❡s rés✉❧t❛ts ❡ss❡♥t✐❡❧s ❡t ❞❡ ❧❡s s✐t✉❡r ❞❛♥s ❧❡✉r ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s s②♥t❤ét✐q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼❡s ❛❝t✐✈✐tés s❡ ré♣❛rt✐ss❛♥t✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ très ✐♥é❣❛❧❡✱
❞❛♥s tr♦✐s ❞♦♠❛✐♥❡s à ❧❛ ❢♦✐s ✈❛st❡s ❡t ❛ss❡③ ♥❡tt❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝ts✱ ❥✬❛✐ r❡♥♦♥❝é ♣♦✉r ❞❡s
q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ à ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ét❛t ❞❡s ❧✐❡✉① ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♣♦✉r ♠❡
❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❡♥ r❛♣♣♦rt ❞✐r❡❝t ❛✈❡❝ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡t ♠❛❧❣ré
❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❝❡s s✉❥❡ts✱ ❥❡ ♥✬❛❜♦r❞❡r❛✐ q✉❛s✐♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✭♦✉✈❡rts ♦✉ ❢❡r♠és✮ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
♦✉ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝♦♠♦t✐♦♥ ❡♥ ✢✉✐❞❡ ♥♦♥ ♣❛r❢❛✐t✱ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❥❡ ♥✬② ❛✐ ♣❛s ❞❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s✬ét♦♥♥❡r ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ré❞✉✐t❡ ❞❡
❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡✳ ■❧ ❛✉r❛✐t été ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ♠♦✐ ❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❡r ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ✳❜✐❜ ❞♦♥t ❥❡
❞✐s♣♦s❛✐s✱ ♠❛✐s ✐❧ ♠✬❛ s❡♠❜❧é q✉✬✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❧✉s r❡ss❡rré❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ♠✐❡✉① s✐t✉❡r
♠❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

▲✬✐❞é❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡
❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ✭❝♦♠♣❧❡①❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦✉ ❞❛♥s ❧✬ét❛t✮ ♣❛r ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡
✭❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té✮ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛♣♣❧✐q✉❡r
❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ s♦✉✈❡♥t à ❜❛s❡ ❞❡ ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ ❛
été ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡
❡t à ❧❛ ❧♦❝♦♠♦t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❛❣❡✉r ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ✐s♦❧é ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧
✭♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❛♥s ❧✬ét❛t✮✳

P♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♠❡s
❝♦✲❛✉t❡✉rs ❯✳ ❇♦s❝❛✐♥ ✱ P✳ ▼❛s♦♥✱ ▼✳ ❙✐❣❛❧♦tt✐✱ ◆✳ ❇♦✉ss❛ï❞ ❡t ▼✳ ❈❛♣♦♥✐❣r♦✱ ét❡♥❞✉ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ à ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ✭Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ❥✬❛✐ ❥✉st✐✜é r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡
✶✸ ❞❡ ❬❈❚❉▲✼✼❪✮✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ❞❡♣✉✐s été ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛
❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s r❡♥❝♦♥trés ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
♣❤②s✐q✉❡✳

P♦✉r ❧❛ ❧♦❝♦♠♦t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t ❡♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❆✳ ▼✉♥♥✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞❡ ♣✐st❛❣❡
♣♦✉r ✉♥ ♥❛❣❡✉r ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✳

✺



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

❈♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡

❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ q✉❛tr❡ ♣❛rt✐❡s ❞♦♥t ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ✐♥é❣❛❧❡s r❡✢èt❡♥t ❧❛ ✈❡♥t✐✲
❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s ❛❝t✐✈✐tés ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡♣✉✐s ♠♦♥ ❛rr✐✈é❡ à ❧✬■♥st✐t✉t ➱❧✐❡ ❈❛rt❛♥✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❆♣rès

❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❡①♣♦s❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❞é❝r✐t ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡
q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝♦♠♦t✐♦♥ ❡♥ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣rés❡♥t❡ ❧❡

❝♦♥t❡①t❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥ r✐❣✐❞❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❡①♣♦s❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ♣✐st❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s ♥❛❣❡✉rs ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❡t ✸✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ✉♥ ♣❡✉ à ♣❛rt✱ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥❞✉✐t❡

♣♦✉r ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❤②❜r✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ♣rés❡♥t❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ●✳ ▼✐❧❧❡r✐♦✉① ❡t ❧✬ét✉❞✐❛♥t❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦✲❞✐r✐❣❡♦♥s ❚✳ ▼❛♥r✐q✉❡✳
▲❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✱ à ❝♦✉rt ❡t ♠♦②❡♥ t❡r♠❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥

❞❡s t❤è♠❡s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ✶ à ✸✳
➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞❡s ❛♥♥❡①❡s r❡❣r♦✉♣❡♥t ❧❡s ❞✐✈❡rs ❞♦❝✉♠❡♥ts ❞❡♠❛♥❞és ♣❛r ❧✬é❝♦❧❡

❞♦❝t♦r❛❧❡✳

❯♥ ♠♦t s✉r ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡

❙❡❧♦♥ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❧❧è❣✉❡ ❞♦♥t ❥✬❛✐ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♦✉❜❧✐é ❧❡ ♥♦♠✱ ✓ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡
❡st ✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té s♦✉✈❡♥t ♦♥ér❡✉s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✐♥s ❡t ❧❡s ❛✉t♦❜✉s ❛✈❡❝
❞❡s ❛❣❡♥ts ❡♥ ❦é♣✐ ✔✳ ▲❡ ♠♦t ✓ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✔ ❡st ❝♦♥s❡✐❧❧é ♣♦✉r tr❛❞✉✐r❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s ❝♦♥tr♦❧✳
❈❡rt❛✐♥❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s r✐sq✉❛♥t ❞❡ ♣rêt❡r à ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✭❝♦♠♠❡♥t tr❛❞✉✐r❡ ✓ ❝♦♥tr♦❧❛❜✐❧✐t② ✔
s❛♥s r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ✓ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐t② ✔ ♣♦✉r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❄✮✱ ❥✬❛✐ ❞é❝✐❞é ❞❡ ❝♦♥s❡r✲
✈❡r ❝❡rt❛✐♥s ❛♥❣❧✐❝✐s♠❡s ❡♥ ♠✬❡✛♦rç❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝❤❛q✉❡ ♥♦t✐♦♥ à s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ t❡①t❡✳

✻



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✳

❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s

q✉❛♥t✐q✉❡s

✼





✶✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✿

❝♦♥t❡①t❡✱ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s

✶✳✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ♣❤②s✐q✉❡

✶✳✶✳✶✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡

❯♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ é✈♦❧✉❛♥t s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❘✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ Ω✱ ♠✉♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡
✐♥❞✉✐t❡ µ✱ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té
❞❡ L2(Ω,C)✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ψ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ ❡t eiθψ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡
♠ê♠❡ ét❛t ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t θ ré❡❧✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✳✶✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ s✐ Θ : Ω → R ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s
eiΘψ ❡t ψ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ ét❛t ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

➚ t♦✉t❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ O ❞✉ s②stè♠❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
♦✉ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✮✱ ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ✭♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❜♦r♥é✮
O : D(O) ⊂ L2(Ω,C) → L2(Ω,C) ❛♣♣❡❧é ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ O
s❡r❛ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ O✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣ré❞✐r❡ ❛✈❡❝ ❝❡rt✐t✉❞❡ ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té O ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ P♦✉r
❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ O ❛ss♦❝✐é à
❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ a✱ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ O s❡r❛ a ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✶✳

P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ψ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ O✮✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r
O ❡st

∫

Ω ψ̄(Oψ)dµ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ω ❞❡ Ω✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✓ ♣rés❡♥❝❡
❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ω ✔ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ✿ ψ 7→ 1ωψ✱ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ω ❡st

∫

ω |ψ|
2dµ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✳✷✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r O ♥✬❡st ♣❛s ❜♦r♥é✱ ❞♦♥❝ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥✬❡st ♣❛s
é❣❛❧ à L2(Ω,C)✳ ■❧ ② ❛✉r❛ ❞♦♥❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ψ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛
♣❛s ❞é✜♥✐r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ O ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡
❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s ❛ss♦❝✐❡r ❞✬é♥❡r❣✐❡✮✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❥♦✉❡r♦♥t ✉♥
rô❧❡ ♠❛❥❡✉r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳

✶✳✶✳✷✳ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s

■♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛♣rès ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r O✱ q✉✐ ❛ r❡t♦✉r♥é ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ a ❞❡ O✱ ❧❡ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ O ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ a✳

✾



✶✳ ❙②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s

❊♥tr❡ ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✐s♦❧é ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ψ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r

i
∂ψ

∂t
= H0ψ,

♦ù H0 ❡st ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ P♦✉r ♥♦✉s✱ H0 s❡r❛ s♦✉✈❡♥t ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ H0 = −∆ + V ♦ù ∆ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❇❡❧tr❛♠✐ ❞❡ Ω ❡t V : Ω → R ❡st
✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳
P♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✐s♦❧é ♠❛✐s s♦✉♠✐s à ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❡①tér✐❡✉r ✭♣❛r

❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞û à ✉♥ ❧❛s❡r ❞✬✐♥t❡♥s✐té u q✉❡ ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉r ♣♦✉rr❛
❝❤♦✐s✐r ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡✮✱ ❡t s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s✱
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡

i
∂ψ

∂t
= (H0 + u(t)H1)ψ, ✭✶✳✶✳✶✮

♦ù H1 : D(H1) ⊂ L2(Ω,C) → L2(Ω,C) ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉
t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ψ 7→ Wψ✱ ❛✈❡❝ W : Ω → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♣ré❝✐s❡r✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❧❛s❡r ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡✳
▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✳✶✮ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ é✈✐❞❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ P♦✉r ❧❡s

❝♦♠♠❛♥❞❡s u ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡❧❛ ❛✉r❛ ✉♥ s❡♥s✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s t ∈ R 7→ Υu
t,t0ψ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❛✉ t❡♠♣s t ❞❡ ✭✶✳✶✳✶✮ ✈❛❧❛♥t ψ à t0✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s T ❞❡♣✉✐s ✉♥ ♣♦✐♥t ψ0 ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

U ✭✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ [0,+∞[ ❞❛♥s R✮ ❡st {Υu
t,0ψ0|0 ≤ t ≤ T, u ∈ U}✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s t ♣♦✉r t ♣♦s✐t✐❢✳
▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✭r❡s♣✳ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ N1✮ ❛✈❡❝ ❧❡s
❝♦♠♠❛♥❞❡s U ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡K1 ❞❡H s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ N1✮ ❞❡♣✉✐s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❞❡ K1 ❛✈❡❝ ❧❡s
❝♦♠♠❛♥❞❡s U ❝♦♥t✐❡♥t K1✳

✶✳✶✳✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ✐❧ ❡st ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ tr❛♥s❢ér❡r ❞❡ s♦♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rs ✉♥ ét❛t ❝✐❜❧❡ ❞♦♥♥é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝❤❛♠♣
❞✬✐♥t❡♥s✐té u : R → R ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛ ❝♦♥❞✉✐t
❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉rs à très ✈✐t❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡s✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s
❣é♥ér❛✉①✱ ❝✬❡st ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ q✉✐ ❛ ♠♦♥tré ❧❡✉r ✈❛❧✐❞✐té✳ ◆♦✉s é✈♦q✉♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞❡✉①
♠ét❤♦❞❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡♣✉✐s ❞❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ❡t q✉✐ ♥✬♦♥t r❡ç✉ q✉❡
ré❝❡♠♠❡♥t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ s②sté♠❛t✐q✉❡✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡s r♦t❛t✐♦♥❡❧❧❡s

■❧ ❛ été ♦❜s❡r✈é q✉❡ ♣♦✉r tr❛♥s❢ér❡r ✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡ λ à ✉♥
♥✐✈❡❛✉ λ′✱ ✐❧ s✉✣t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬❡①❝✐t❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❤♦t♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ |λ−λ′| ✭✈♦✐r ❬❈❚❉▲✼✼❪✮✳

✶✵



✶✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❞✬✉♥ ✉s❛❣❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❤♦r❧♦❣❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ♦ù ♦♥
✉t✐❧✐s❡ ❥✉st❡♠❡♥t ❧❛ très ❣r❛♥❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ❛t♦♠✐q✉❡ ♣♦✉r
❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡①tér✐❡✉r✳
❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s ❡①❝✐tés ♣❛r ✉♥ s✐❣♥❛❧

♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ |λ−λ′|✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✸✳

▼ét❤♦❞❡s ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡s

■❧ ❛ été ❞é♠♦♥tré t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❡t ♦❜s❡r✈é ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ q✉❡ s✐ H(u) ✈❛r✐❛✐t ❧❡♥t❡♠❡♥t✱
Υu
t,0 ❡♥✈♦②❛✐t ❧❡s ét❛ts ♣r♦♣r❡s ❞❡ H(u(0)) à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡s ét❛ts ♣r♦♣r❡s ❞❡ H(u(t))✳ ❈❡tt❡

♣r♦♣r✐été ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡
tr❛♥s❢❡rt✳

✶✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

▲❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❞é❝r✐ts
❝✐✲❞❡ss✉s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts ❡t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭✉♥❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s
q✉❛♥t✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❩✉❛✵✸❪✮✳ ▲✬ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❡st ❛ss❡③ ré❝❡♥t❡ ✭❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t
♠♦✐♥s ❞❡ ❞✐① ❛♥s✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ très ♣r❛t✐q✉❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱

♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s

✶✳✷✳✶✳ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ ❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❢❡r♠és

▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ♥é❣❛t✐❢ ❬❇▼❙✽✷❪
❞❡ ✶✾✽✷ ❞û à ❇❛❧❧✱ ▼❛rs❞❡♥ ❡t ❙❧❡♠r♦❞ ❡t ❛❞❛♣té ❛✉① s②stè♠❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s ❬❚✉r✵✵❪ ♣❛r
❚✉r✐♥✐❝✐ ❡♥ ✷✵✵✵✳ ❯♥ é♥♦♥❝é ❝♦♠♠♦❞❡ ✭♠❛✐s ♣❛s ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✮ ❡♥ ❡st

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ❙♦✐❡♥t Ω ✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡✱ V,W : Ω → R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡

❝❧❛ss❡ C2 ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❡♣✉✐s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ψ ❞❛♥s ❧✬✐♥✲

t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❤✐❧❜❡rt✐❡♥♥❡ ❞❡ L2(Ω,C) ❡t ❞❡ H2(Ω,C) ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ i∂ψ∂t =
(−∆ + V )ψ + u(t)Wψ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s u ❞❛♥s Lr(R,R)✱ r > 1✱ ❡st

❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❤✐❧❜❡rt✐❡♥♥❡ ❞❡ L2(Ω,C) ❡t ❞❡ H2(Ω,C)✳

❈❡tt❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❝r♦✐r❡
♥❛t✉r❡❧s ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❇▼❙✽✷❪ ♥❡ s✬❛❞❛♣t❡ ♣❛s✱ à
♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡s L1✳
❉❡✈❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♥é❣❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✱ ♦♥ ❛ ❝❤❡r❝❤é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô✲

❧❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✭❡t ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ s❡✉❧✮
rés✉❧t❛t ♣♦s✐t✐❢ ❛ été ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❇❡❛✉❝❤❛r❞ ♣✉✐s r❛✣♥é ❞❛♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s ✭✈♦✐r
♥♦t❛♠♠❡♥t❬❇❡❛✵✺❪✱ ❬❇▲✶✵❪✮✳

✶✶



✶✳ ❙②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ✭P✉✐ts ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❛rré ✐♥✜♥✐✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡

♣r❡♠✐❡r ét❛t ♣r♦♣r❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ✭r❡str❡✐♥t à (0, π)✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s L2 ❞❡

i
∂ψ

∂t
(x, t) = −∆ψ(x, t) + u(t)xψ(x, t), x ∈ (0, π)

❡st H3
(0)((0, π),C) = {ψ ∈ H3((0, π),C)|ψ(0) = ψ(π) = ψ′′(0) = ψ′′(π) = 0}✳

▲✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ✐♥♦✛❡♥s✐✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ❝❛❝❤❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ t❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

✶✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✓ ♣♦✐♥t ✜♥❛❧ ✔ u 7→ Υu
t,0ψ0✱

t ❡t ψ0 ét❛♥t ❞♦♥♥és✱ ❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s à ♣ré❝✐s❡r✳

✷✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✓ ♣♦✐♥t
✜♥❛❧ ✔ ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡ ✭♦✉ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✮✱ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐ ✈❡rs ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ à ♣ré❝✐s❡r✳

✸✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡
♣❛ss❡r ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ s❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✓ ♣♦✐♥t ✜♥❛❧ ✔✳

P♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✱ t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞❡✉①✱
❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❡s♣❛❝❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛r❞✉✳ ➚ ❝❡ ❥♦✉r✱
❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ r❡st❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ s❡✉❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✭✶✳✸✳✶✮✳

✶✳✷✳✷✳ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s

❉❡✈❛♥t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
t②♣❡ ✭✶✳✸✳✶✮✱ ♦♥ ❛ ♣❛r❢♦✐s ❝❤❡r❝❤é à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ét❛✐❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r♦s
✭❞❡♥s❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛♠❜✐❛♥t H ♦✉ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡ s❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦r♠❡ à
♣ré❝✐s❡r✮✳ ❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡✳
❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r

❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡st ❞✐t❡ ✓ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✔✳ P♦✉r ❡♥ ❞♦♥♥❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱
s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ ❛♠❡♥❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✸✳✶✮ ✈❡rs ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡ H ✭C
♥✬❡st ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t✮✳

✶✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss❡③ ré❣✉❧✐èr❡ N : H → R+ q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡ s✉r C ✭N ♣❡✉t
êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ❝✐❜❧❡✮✳

✷✳ P♦✉r t♦✉t ψ ❞❛♥s H✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ û : H → R t❡❧❧❡ q✉❡

dN

dψ
([A+ û(ψ)B] .ψ) < 0.

✸✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ dψ
dt = (A+ û(ψ)B)ψ✱ ❝♦♠♣❧été ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s

q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✱ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✳

✹✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ▲❛s❛❧❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡
♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✳

✶✷



✶✳✸✳ ❈❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧

▲❡s q✉❛tr❡ ét❛♣❡s ✭s❝❤é♠❛t✐q✉❡s✮ ✐♥❞✐q✉é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❊♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r N s✉r H t♦✉t ❡♥t✐❡r✱ ❡t ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❛❧♦rs
❞❡ ❞é✜♥✐r N s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✓ ❛ss❡③ ❣r♦s ✔✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s♦♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❝r✉❝✐❛✉① ❡t ❛r❞✉s✳ ❈✐t♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ◆❡rs❡s②❛♥ ❬◆❡r✵✾❪✱
q✉✐ ❛ ♠♦♥tré ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❛♥s H3

(0) ❞✉ ♣✉✐ts ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❛rré ✐♥✜♥✐✳ ❈❡
rés✉❧t❛t ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❬❇▲✶✵❪✳

✶✳✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

▲❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❛✉ ❜✉t ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛ été ❛❞♦♣té ❞❛♥s
❬❇❑P✵✺❪ ❡t ❬❇❉✵✻❪✳

✶✳✸✳ ❈❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧

✶✳✸✳✶✳ ◆♦t❛t✐♦♥s ❡t ❤②♣♦t❤ès❡s

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ ✭✶✳✶✳✶✮✱ éq✉❛t✐♦♥
❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ψ ♣♦sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❍✐❧❜❡rt sé♣❛r❛❜❧❡ ❞♦♥♥é H ✿

dψ

dt
= (A+ u(t)B)ψ ✭✶✳✸✳✶✮

▲❡s s②stè♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s s❛t✐s❢❡r♦♥t✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝❛s✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❤②♣♦✲
t❤ès❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳ ▲❡ tr✐♣❧❡t (A,B,U,Φ,Λ) ✈ér✐✜❡ ✿

✶✳ A : D(A) → H ❡st ❛♥t✐✲❛❞❥♦✐♥t ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ iA ❡st ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✮ s✉r s♦♥ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ D(A) ❀

✷✳ Λ = (λk)k∈N ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ré❡❧s ❡t Φ = (φk)k∈N ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❤✐❧❜❡rt✐❡♥♥❡ ❞❡
H ❢♦r♠é❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ A ❛ss♦❝✐és ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s (−iλk)k∈N ✿ ♣♦✉r
t♦✉t k ❞❡ N✱ Aφk = −iλkφk ❀

✸✳ B ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛♥t✐✲s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D(B) ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s H ❀

✹✳ ♣♦✉r t♦✉t k ❞❡ N✱ φk ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ B ❀

✺✳ U ❡st ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R ❝♦♥t❡♥❛♥t 0 ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts {1/n, n ∈ N} ❀

✻✳ ♣♦✉r t♦✉t u ❞❡ U ✱ A+uB ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛♥t✐✲❛❞❥♦✐♥t ✭❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
é❣❛❧ à D(A)✮

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶ ✿
✕ ♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ A s♦♥t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✜♥✐❡ ❀
✕ ♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s q✉❡ A ❛❞♠❡t ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
{λk, k ∈ N} = Q✱ ❞♦♥❝ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ A ❡st é❣❛❧ à iR t♦✉t ❡♥t✐❡r✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥
♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s q✉❡ A ❡st à rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❀

✶✸



✶✳ ❙②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s

✕ ♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s q✉❡ B ❡st ❜♦r♥é r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à A✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❑❛t♦✲❘❡❧❧✐❝❤ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❡t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ A + uB ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ A✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (A,B) ✈ér✐✜❡ ✿

✶✳ A : D(A) → H ❡st ❛♥t✐✲❛❞❥♦✐♥t ❀

✷✳ B ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛♥t✐✲❛❞❥♦✐♥t ❜♦r♥é ❞❡ H ❞❛♥s H✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✷✱ ♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ♣❧✉s ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ A✱ ♠❛✐s B
❡st ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❜♦r♥é✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❛t♦✲❘❡❧❧✐❝❤ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t
q✉❡ A+ uB ❡st ❛♥t✐✲❛❞❥♦✐♥t ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D(A) ♣♦✉r t♦✉t u ré❡❧✳

✶✳✸✳✷✳ ❈❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥

❉❡s ♦♣ér❛t❡✉rs A ❡t B ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u ét❛♥t ❞♦♥♥és✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✳✶✮ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ é✈✐❞❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳

❈❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶

❙✐ (A,B,U,Φ,Λ) ✈ér✐✜❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t u ✭❝♦♥st❛♥t✮ ❞❛♥s U ✱ A+uB ❡st
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛♥t✐✲❛❞❥♦✐♥t✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣♦✉r t♦✉t t ré❡❧ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡
et(A+uB) : H → H✳ P♦✉r t♦✉t ψ ❞❛♥s D(A + uB)✱ t 7→ et(A+uB)ψ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡
❞❡ ✭✶✳✸✳✶✮ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ψ à t = 0✳ ❙✐ ψ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à D(A + uB)✱ t 7→ et(A+uB)ψ
♥✬❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✳✸✳✶✮ q✉✬❛✉ s❡♥s ❢❛✐❜❧❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❞❡ ✭✶✳✸✳✶✮ ♣♦✉r
u ❝♦♥st❛♥t ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ♣❛r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ✿ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ (p + 1) ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s
0 = t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tp+1 ❡t p ❝♦♥st❛♥t❡s u1, u2, . . . , up ❞❛♥s U t❡❧❧❡s q✉❡ u s✬é❝r✐✈❡ ✭❡♥
♥♦t❛♥t χ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✮ ✿

u =

p
∑

j=1

ujχ[tj ,tj+1[,

♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r Υu
t,0 : H → H ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

✕ s✐ t ❛♣♣❛rt✐❡♥t [tl, tl+1[ ♣♦✉r l ❞❛♥s {1, . . . , p}

Υu
t,0 = e(t−tl)(A+ulB) ◦ e(tl−tl+1)(A+ul−1B) ◦ · · · ◦ e(t2−t1)(A+u1B);

✕ s✐ t > tl+1

Υu
t,0 = e(t−tl+1)AΥu

tl+1,0
;

✕ s✐ t ≤ 0
Υu
t,0 = e−tA.

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬❈▼❙❇✵✾❜❪✱ ❡st ❛ss❡③ ♣❡✉ st❛♥❞❛r❞
❞❛♥s ❧❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✳ ❉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r A ❡t B ♣❡✉✈❡♥t
♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❞❡ ✭✶✳✸✳✶✮ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s u ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❝♦♥st❛♥ts ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ➚ ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s r❡♥❝♦♥tré❡s ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù B ❡st ❜♦r♥é ❡t u ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ ✭✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ♦✉ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
♦ù B ❡st ❜♦r♥é r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à A ❡t u ❡st à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ ✭✈♦✐r ❬❇❈❈✶✸❛❪✮✳

✶✹



✶✳✸✳ ❈❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧

❈❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✷

❙✐ (A,B) ✈ér✐✜❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✷✱ ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tré❡✲s♦rt✐❡ u 7→ ((t0, t) 7→ Υu
t,t0)

❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❛❞♠❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡
♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡s ✭♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧✲
t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❇❡❛✵✺❪✮✳

✶✺





✷✳ ❆s♣❡❝ts é♥❡r❣ét✐q✉❡s

✷✳✶✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

❊♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ♣r♦♣r✐étés é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé
❞✉ s②stè♠❡✳ P♦✉r ♥♦✉s✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❡st ❛❝q✉✐s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ♥♦s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s
s❡r♦♥t ♣❧✉tôt ❧✐é❡s à ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ✭❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s✮
♦✉ ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡✳

✷✳✶✳✶✳ ❯♥❡ r❡❣r❡tt❛❜❧❡ ♣♦❧②sé♠✐❡

❈♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠✉❧t✐✲❞✐s❝✐♣❧✐♥❛✐r❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❡st
❝♦♥❢r♦♥té❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣❡rs♦♥♥❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉tés
❞✐✛ér❡♥t❡s✳
❊♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ (A,B,Φ,Λ, U) ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶ s❡ tr♦✉✈❛♥t

❞❛♥s ❧✬ét❛t ψ ❡st

E(ψ) := 〈ψ, iAψ〉 =
∑

k∈N
λk|〈φk, ψ〉|

2,

s♦✉✈❡♥t réé❝r✐t 〈ψ, |A|ψ〉 = ‖|A|
1
2ψ‖2 ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t❡ ♦ù t♦✉s ❧❡s λk s♦♥t

♣♦s✐t✐❢s✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ψ ❞❡ ✭✶✳✸✳✶✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ✭❛✉
♠♦✐♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✮ ♣❛r

d

dt
E(ψ) = 2u(t)ℜ〈Aψ,Bψ〉.

▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u : [0, T ] → R ❡st ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡
♥♦r♠❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ✭♦✉ s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡✮ L1([0, T ],R)✱ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ψ ❞❛♥s H ❡st
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♥♦r♠❡ s✉r H ✭♦✉ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ H✮✳
❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❛t✉r❡❧ ❡st ❞✬❛rr✐✈❡r à r❡❧✐❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à

❧✬é♥❡r❣✐❡ ✭s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ à ❞é❢❛✉t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✮ ❞❡ ❧✬ét❛t✳

✷✳✶✳✷✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡

❯♥❡ ❛✉tr❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① q✉❡st✐♦♥s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛✲
r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✷✳✶ ❡t ✶✳✷✳✷✮ ♦✉
❛♣♣r♦❝❤é❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ t✐ré❡ ❞❡ ❬❈❚❉▲✼✼✱ ♣❛❣❡ ✾✹❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬❈❚❉▲✼✼✱
❋✐❣✉r❡ ✼ ♣❛❣❡ ✸✻❪✮

✓ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L2(Ω,C) ❡st tr♦♣
✈❛st❡ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ttr✐❜✉é❡ à |ψ(x, t)|2✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡

✶✼



✷✳ ❆s♣❡❝ts é♥❡r❣ét✐q✉❡s

❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✳ ❖♥ ♥❡
♣❡✉t ❣❛r❞❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt♦✉t ❞é✜♥✐❡s✱ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t ❞é✲
r✐✈❛❜❧❡s✳✭✳✳✳✮ ✔

▲❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❡st ❢r❛♣♣❛♥t ❡♥tr❡ ❧❛ très ❣r❛♥❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s é♥♦♥❝és ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s à
❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ✭❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ❞é♣❡♥❞s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝r✉❝✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥
❜♦r♥✐t✉❞❡ ❞❡ ψ 7→ xψ ❞❛♥s H3

(0)✮ ❡t ❧✬❡①✐❣❡♥❝❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❞✬♦♥❞❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s✱ r❡✈❡♥❞✐q✉é❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ✶ ♣❛r ❧❡s ♣❤②s✐❝✐❡♥s✳

✷✳✷✳ ❙②stè♠❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛✈❛✐t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❛✉① ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s é✈♦q✉és ♣❧✉s ❤❛✉t ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❡①♣❧♦✐t❡r ❛✉
♠✐❡✉① ❧❛ très ❣r❛♥❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❤②s✐q✉❡✳

✷✳✷✳✶✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ♣r♦♣r✐étés

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❞❡ ❬❇❈❈✶✸❝❪✮✳ ❙♦✐t k ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢✳ ❯♥ s②stè♠❡ (A,B,Φ,Λ, U)
❡st ❞✐t k✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é s✐

✶✳ (A,B,Φ,Λ, U) s❛t✐s❢❛✐t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶ ❡t U = R ❀

✷✳ ♣♦✉r t♦✉t u ❞❡ R✱ i(A+ uB) ❡st ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D(A) ❞❡ A ❀

✸✳ ❧❛ s✉✐t❡ Λ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡t t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❀

✹✳ ♣♦✉r t♦✉t u ré❡❧✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ |A+ uB|
k
2 ❡t ❞❡ |A|

k
2 ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❀

✺✳ ❧❛ q✉❛♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞✐t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ k✲❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ A ❡t B ❡st ✜♥✐❡

ck(A,B) := sup
ψ∈D(|A|k)\{0}

∣
∣ℜ〈|A|kψ,Bψ〉

∣
∣

|〈|A|kψ, ψ〉|
< +∞.

▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✉♥ ♣❡✉ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❛ ♣♦✉r s❡✉❧ ❜✉t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡
❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❞❡ ❬❇❈❈✶✸❝❪✮✳ ❙♦✐t k > 0 ❡t (A,B,Φ,Λ, U) ✉♥ s②s✲

tè♠❡ k✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ψ0 ❞❛♥s D(|A|
k
2 )✱ ♣♦✉r t♦✉t K,T ≥ 0✱ ♣♦✉r

t♦✉t u : R+ → R ❝♦♥st❛♥t ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① t❡❧ q✉❡ ‖u‖L1 ≤ K✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱

‖|A|
k
2Υu

t,0ψ0‖ ≤ eck(A,B)K‖|A|
k
2ψ0‖. ✭✷✳✷✳✶✮

▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s✳

✶✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❈♦❤❡♥✲❚❛♥♥♦✉❞❥✐ r❛♣♣♦rté ✐❝✐ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❧✬✉♥❛♥✐♠✐té ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té

♣❤②s✐q✉❡✳

✶✽



✷✳✷✳ ❙②stè♠❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és

✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù k = 1✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✷✳✶✮ ❡st ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡
♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ s♦✐t
❜✐❡♥ ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ♥♦♥ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ♣r♦✈♦q✉❡ ♣❛r❢♦✐s ❧❛ ♣❡r♣❧❡①✐té
❝❤❡③ ❧❡s ❝❤✐♠✐st❡s ❡t ♣❤②s✐❝✐❡♥s✳

✕ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ✭❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧✮ s♦✉s
❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s à ♣❡✐♥❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬❇❈❈✶✷❡❪✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣rés❡♥té ✐❝✐ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s é✈✐❞❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ✐❧
r❡q✉✐❡rt ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧✳

✕ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✷✳✶✮ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡ q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❬❇♦✉✾✾❪✳ ❙♦♥
✐♥térêt rés✐❞❡ ❞❛♥s s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✷✳✶✮ ♥❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r u q✉❡ ♣❛r s❛ ♥♦r♠❡ L1 ❡t ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛♣♣❛r❛✐tr❡
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s✳

✷✳✷✳✷✳ ❇♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❞✉ t②♣❡ ✭✶✳✸✳✶✮✳ ❈✐t♦♥s ♣❛r♠✐ ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❬❇❉✵✻❪ ❞é❥à é✈♦q✉é❡✱ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❇❙❚✶✶❪✳
❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❛ï✈❡✱ q✉✐ s❡ ré✈é❧❡r❛ ❢é❝♦♥❞❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ♥✉✲

♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ t②♣❡ ✭✶✳✸✳✶✮ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ (A,B,U,Λ,Φ) s❛t✐s❢❛✐✲
s❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r N ❞♦♥♥é✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦✲
♥❛❧❡ πN : H → LN = Vect(φ1, . . . , φN )✱ ❧❡s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥s A(N) = πN ◦ A ◦ πN ❡t
B(N) = πN ◦B ◦ πN ❞❡ A ❡t B ❡t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ tr♦♥q✉é❡

ẋ = A(N)x+ u(t)B(N)x, ✭✷✳✷✳✷✮

❞♦♥t ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s X(N),u ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✳✷✮ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❛♥s LN ✱ ❝❡ q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡
✭✷✳✷✳✷✮ r❡st❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ✭✶✳✸✳✶✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✭❇♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✮✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ (A,B,U,Λ,Φ)
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❡♥
♥♦r♠❡ |A|p ♣♦✉r p ≥ 0✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡ (ψj)1≤j≤n ❞❡ D(|A|p)✱ ♣♦✉r t♦✉s K, ε
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ N ❞❛♥s N t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t u : R+ → R ❝♦♥st❛♥t ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉①✱ ‖u‖L1 ≤ K ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0 ❡t t♦✉t j ≤ n

‖|A|p(Υu
t,0ψj −X

(N),u
t,0 ψj)‖ ≤ ε.

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✉♥ s②stè♠❡s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡
●❛❧❡r❦✐♥ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♣❛r ✉♥❡ ❞❡ s❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r
❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ♥❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ❞❡ u ❡t ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡
t❡♠♣s✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❡ss❡♥t✐❡❧ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és ❡st ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ✿

✶✾



✷✳ ❆s♣❡❝ts é♥❡r❣ét✐q✉❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✹ ❞❡ ❬❇❈❈✶✸❝❪✮✳ ❙♦✐❡♥t k > 0 ❡t (A,B,U,Φ,Λ) ✉♥ s②s✲

tè♠❡ k✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ r < k ❡t d ≥ 0 ✈ér✐✜❛♥t ‖Bψ‖ ≤ d‖|A|
r
2ψ‖ ♣♦✉r

t♦✉t ψ ❞❡ D(|A|
r
2 )✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉s s < k✱ (A,B,U,Φ,Λ) ❛❞♠❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❡♥ ♥♦r♠❡ |A|s ♣♦✉r t♦✉t s < k/2✳

▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ❛❞♠❡t ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥t✐❛❧❡ ψ0✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ N ✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s K ❡t
❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥
❞✬♦r❞r❡ N ✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✽✮ ♦✉ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ❞❡ ❬❇❈❈✶✸❝❪✳

✷✳✷✳✸✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡

▲❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷✳✷✳✶ ❡t ✷✳✷✳✷ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉r♣r❡♥❛♥t❡s ❛✉ ✈✉ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s
❞❛♥s ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ▲❡ ✈r❛✐ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st q✉❡ ❧✬✐♠♠❡♥s❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s
s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s à s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t r❡♥❝♦♥trés ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ s♦♥t k✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
❝♦✉♣❧és ♣♦✉r t♦✉t k ❡♥t✐❡r✳
◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ❞❡ ❝✐t❡r ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ❞❡ ❬❇❈❈✶✸❝❪✮✳ ❙♦✐t k ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢✱ Ω ✉♥❡ ✈❛✲

r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ ❝❧❛ss❡ ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮ C2k✱ V,W : Ω → R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s

C2k ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮ s✉r Ω✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t A = −i(∆ + V ) : D(A) → L2(Ω,C) ❡t B : ψ ∈
L2(Ω,C) 7→ −iWψ ∈ L2(Ω,C)✳ ❖♥ ♥♦t❡ Φ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❤✐❧❜❡rt✐❡♥♥❡ ❞❡ L2(Ω,C) ❢♦r♠é❡

❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥♦r♠❛❧✐sés ❞❡ A ❡t iΛ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❆❧♦rs

(A,B,R,Φ,Λ) ❡st k✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t✱ ❞é❥à é✈♦q✉é ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♥❡ ❢♦♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s très ré❣✉❧✐❡rs ✭❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❯♥ s②stè♠❡ (A,B,U,Φ,Λ) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶ ❡st ❞✐t tr✐❞✐❛❣♦✲
♥❛❧ s✐ ♣♦✉r t♦✉s k, j ❞❡ N✱ 〈φj , Bφk〉 6= 0 ✐♠♣❧✐q✉❡ |j − k| ≤ 1✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ ❞❡ ❬❇❈❈✶✸❝❪✮✳ ❙♦✐t (A,B,U,Φ,Λ) ✉♥ s②stè♠❡ tr✐❞✐❛✲

❣♦♥❛❧ ❡t k ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦s✐t✐❢✳ ❙✐ ❧❡s s✉✐t❡s
(
λn+1

λn

)

n∈N
❡t

(

|〈φn, Bφn+1〉|(
λkn+1

λkn
− 1)

)

n∈N
s♦♥t ❜♦r♥é❡s ❡t s✐ ❧❡s s✉✐t❡s

(
〈φn,Bφn−11〉

λn

)

n∈N
✱
(
〈φn,Bφn〉

λn

)

n∈N
t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ③ér♦✱ ❛❧♦rs

(A,B,U,Φ,Λ) ❡st k✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é ❡t ck(A,B) ≤ sup
n

|〈φn, Bφn+1〉|

(

λkn+1

λkn
− 1

)

✳

▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ q✉❛♥✲
t✐q✉❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳❊ ❞❡ ❬❇❈❈✶✸❝❪✮✳

✷✳✸✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✮ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s✳

✷✵



✷✳✸✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✷✳✸✳✶✳ ❆s♣❡❝ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜♦r♥❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ❧✬❡rr❡✉r ❢❛✐t❡
❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞❡ s❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳
❈❡ ♣♦✐♥t ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■ ❞❡ ❬❇❈❈✶✷❜❪
✭♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✮✳
◗✉♦✐q✉❡ très ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s tr✐❞✐❛❣♦♥❛✉① ✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❤❛r✲

♠♦♥✐q✉❡✮✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♣❡✉ ré❣✉❧✐❡rs✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱ ❞❡ ❬❇❈❈✶✷❜❪
✭♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ♥✐✈❡❛✉① ❞✉ ♣✉✐ts ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❛rré ✐♥✜♥✐✮✳

✷✳✸✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ s♦♥t ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s
❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ψ 7→ û(ψ) ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✐♥❞✐q✉é❡
❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳

✕ ❖♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ û ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ̂ : R+ → H ✈ér✐✜❛♥t ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ s♦✉❤❛✐té❡✱ ψ̂′ = (A + û(ψ̂)B)ψ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ψ̂(t) t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛ ❝✐❜❧❡
q✉❛♥❞ t t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

✕ ❖♥ ré❝✉♣èr❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ t 7→ û(ψ̂(t))✳
❉ès q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t û✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡✳ ▲❡s ❝❤♦s❡s s♦♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿
✕ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✬♦r❞r❡ N ❞✉ s②stè♠❡ à ét✉❞✐❡r✳ ▲✬❡♥t✐❡r
N ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à êtr❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
●❛❧❡r❦✐♥ r❡st❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ✭s✉✐✈❛♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡✱ N
✈❛r✐❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s à q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐❡rs✮✳

✕ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬♦r❞r❡ N ✳
✕ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❛✐♥s✐ tr♦✉✈é❡ s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳
▲❛ ♥♦r♠❡ L1 ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❜♦r♥❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳

❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲❉ ❞❡ ❬❇❈❈✶✸❝❪✳

✷✳✸✳✸✳ ❆♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡

▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡①♣❧✐❝✐t❡s s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ q✉✬❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✲
✜♥✐❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ✐♥s✐st❡r♦♥s s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥ts✳

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t
s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s❡
❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❞ès q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡

✷✶



✷✳ ❆s♣❡❝ts é♥❡r❣ét✐q✉❡s

●❛❧❡r❦✐♥ ♦♥t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛ été ♣✉❜❧✐é
❞❛♥s ❬❇❈❈✶✷❡❪✳ ❉❡♣✉✐s✱ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé à ❞❡s s②stè♠❡s ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
❝♦✉♣❧és ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✮✳

❚❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞❡ s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és t❡❧s q✉❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s
✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧❡ à T ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ét❛t ♣r♦♣r❡ ❡st ❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛♠❜✐❛♥t✱ ♣♦✉r
t♦✉t T > 0✳ Pré❝✐sé♠❡♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ✭❬❇❈❈✶✷❝❪✮✳ P♦✉r t♦✉t T > 0✱ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s

✐♠♣❛✐r❡ φ∗ ❞❡ L2(R/(2πZ),C) ❞❡ ♥♦r♠❡ ✶✱ ✐❧ ❡①✐st❡ T ′ < T ❡t u : [0, T ′] → R ❝♦♥t✐♥✉❡

♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ φ̂ ❞❡

{

i∂ψ∂t (θ, t) = −∂θθθθθθψ(θ, t) + u(t) cos θψ(θ, t), θ ∈ R/(2πZ)
ψ(θ, 0) = 1√

π
sin(θ)

s❛t✐s❢❛ss❡ ‖φ∗(·)− φ̂(·, T ′)‖L2(R/(2πZ),C) < ε✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❡st ❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s ❛✈❡❝ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❙❛❝✵✵❪ ❡t ❬❆❈✵✻❪✮ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té
❧♦❝❛❧❡ ❡①❛❝t❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐ts ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❡t✐t❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❈♦r✵✻❪ ♦✉
❬❇▼✶✹❪✮✳ ▲❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐ts
❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s r❡st❡ ❛ss❡③ ♣❛r❝❡❧❧❛✐r❡ à ❝❡ ❥♦✉r✳
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✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥

✸✳✶✳ ▼♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡

✸✳✶✳✶✳ Pr✐♥❝✐♣❡

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥ ❞❛t❡♥t ❞❡s ❞é❜✉ts ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳
■❧ ❛ été ♦❜s❡r✈é q✉❡✱ s♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠❡s t❡♥❞❛✐t✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ♣❡t✐ts✱ ✈❡rs ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s
♠♦②❡♥♥és✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ s♦✐t f : (x, t) ∈ M ×R 7→ f(x, t) ∈ TxM ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
♥♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été M ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛✉t♦♥♦♠❡ ♠♦②❡♥

f̄ : x ∈M 7→ lim
T→∞

1

T

∫ T

0
f(x, t)dt.

P♦✉r x0 ❞❛♥s M ❡t ε > 0✱ ♦♥ ♥♦t❡ t ∈ R 7→ Xε
t,0(x0) ∈ M ❡t t ∈ R 7→ Xt,0(x0) ∈ M ❧❡s

s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s

{
x′ = εf(x, t)
x(0) = x0

❡t

{
x′ = f̄(x)
x(0) = x0

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ✭❬❙❱✽✺❪✮✳ ❙✐ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❛✉ ♠♦✐♥s C2✱ ❛❧♦rs Xε
1/ε,0(x0) t❡♥❞ ✈❡rs

X1,0(x0) q✉❛♥❞ ε t❡♥❞s ✈❡rs ✵✳

❯♥❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ très ✈❛st❡ ❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ à ❞❡s
❝❤❛♠♣s ♠♦✐♥s ré❣✉❧✐❡rs✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts à ❞❡s s②stè♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t
✐rré❣✉❧✐❡rs ♦✉ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❢❛✐t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛❝t✐✈❡s✱ ✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❬❆rt✶✵❪✳ ➚ ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥♦♥ ❜♦r♥és ✭❞♦♥❝ ♥♦♥ ❝♦♥t✐♥✉s✮ ♥✬❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

✸✳✶✳✷✳ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ❧♦✐s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✺✵✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡
❝❡tt❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ❡st ❞✬❡①♣♦s❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥
s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛✉① s②stè♠❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳

❙♦✐t N ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ❡t A(N)✱ B(N) ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ u(N) = {M ∈ MN (C)|tM̄ =
−M}✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r A(N) ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
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✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥

iλ1, iλ2, . . . , iλN ✳ ❖♥ ♥♦t❡ Φ = (φj)1≤j≤N ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ CN ♠✉♥✐ ❞❡ s❛ str✉❝t✉r❡
❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ 〈·, ·〉✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ B s❡r♦♥t ♥♦té❡s bjk := 〈φj , Bφk〉✱ 1 ≤
j, k ≤ N ✳
❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ x0 ❞❡ ♥♦r♠❡ ✉♥ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡ L1

loc(R,R) ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s✱
♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s CN ❧❡ s②stè♠❡

x′ = (A(N) + u(t)B(N))x

❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧❛♥t x0 ❡♥ t0 ❡st ♥♦té❡ t 7→ Xu
t,t0x0✳

P♦✉r u ❡t x0 ❞♦♥♥és✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s Y u
t x0 : t 7→ e−tAXu

t,0x0✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s
❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ Y u

t x0 ❡t Xu
t,0x0 ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣♦✉r t♦✉t t✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t 7→ Y u

t x0 ❡st
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

{

y′ = u(t)e−tA
(N)
B(N)etA

(N)
y

y(0) = x0

▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡M(t) := u(t)e−tA
(N)
B(N)etA

(N)
s♦♥t [bjku(t)ei(λj−λk)t]1≤j,k≤N ✳

◗✉❛♥❞ T t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
1

T

∫ T

0
M(t)dt t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡

M †(u)✱ q✉✐ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ u(N)✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t u✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❣é♥é✲
r❛❧ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❛♥s M †(u) ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡t ❛♥♥✉❧❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ P❛r ❧❡

♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ Y
u
n
ntx t❡♥❞r❛ ✈❡rs ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ eM

†(u) ❞❡ CN ✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥✬❛ ❞✬✐♥térêt q✉❡ s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡

❞❡ M †✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭♥♦♥✮✲❞é❣é♥éré❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❯♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ (A(N), B(N)) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ {1, . . . , N}2✳ ❯♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ (j, k) ❡st ❞✐t❡ ♥♦♥✲❞é❣é♥éré❡ ✭♦✉ ♥♦♥✲rés♦♥❛♥t❡✮ s✐ ✭✶✮ λj 6= λk✱ ✭✷✮ bjk 6= 0
❡t ✭✸✮ |λl − λm| = |λj − λk| ✐♠♣❧✐q✉❡ ✭✐✮ {j, k} = {l,m} ♦✉ ✭✐✐✮ {j, k} ∩ {l,m} = ∅ ♦✉
✭✐✐✐✮blm = 0✳

❙✐❣♥❛❧♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ré❝✉rr❡♥ts ❧✐és ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ◆♦✉s ✐❣♥♦r✐♦♥s ❧❡s ✉s❛❣❡s
♣❤②s✐q✉❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❬❈▼❙❇✵✾❜❪ ❡t ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s tr♦✉✈é ❞❡ tr❛❝❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❧❡ t❡r♠❡ ✓ ♥♦♥✲
rés♦♥♥❛♥t ✔ ❡t ❧✬❛✈♦♥s r❡♣r✐s ❞❛♥s ❬❇❈❈❙✶✷❪✳ ❈❡ ♥✬❡st q✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡
❬❈❤❛✶✷❪ q✉❡ ❥✬❛✐ ❛♣♣r✐s q✉❡ ❧❡s ♣❤②s✐❝✐❡♥s ❡t ❧❡s ❝❤✐♠✐st❡s ♣❛r❧❡♥t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✓ ♥♦♥
❞é❣é♥éré❡s ✔✳
❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✭s❛♥s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♠❛✐s

❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✮✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ q✉❡
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛ ♥❡tt❡♠❡♥t é✈♦❧✉é ❡♥tr❡ ❬❈▼❙❇✵✾❜❪ ✭♦ù ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞✐♦♥s ❧❛ Q✲❧✐♥é❛✐r❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ A(N)✮✱ ❬❇❈❈❙✶✷❪ ✭q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲
❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♣❤②s✐❝✐❡♥s ❡t ❝❤✐♠✐st❡s✮
❡t ❬❈❤❛✶✷❪ ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ♠❛✐s q✉✐ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
❡♥❣❧♦❜❡r ❧❡ ❝❛s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❝♦♥t✐♥✉✮✳
▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣✉❜❧✐é❡ ❞❛♥s ❬❈❤❛✶✷❪✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❞✉ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✈❡rs ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ t 7→ etM
†u✳ ❙❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st

♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡t ❝❡ ♥✬❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥ rés✉❧t❛t ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❥❡
♥✬❡♥ ❛✐ ♣❛s tr♦✉✈é ❞❡ tr❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

✷✹



✸✳✷✳ ❉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❡t ✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✷✮ ❞❡ ❬❈❤❛✶✷❪✮✳ ❙♦✐t u∗ : R+ → R+

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡✱ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ T = 2π
|λ2−λ1| ✱ t❡❧❧❡ q✉❡

∫ T

0
u∗(t)ei(λl−λm)tdt = 0

♣♦✉r t♦✉t {l,m} ✈ér✐✜❛♥t {l,m} ∩ {1, 2} 6= ∅ ❡t λl−λm
λ2−λ1 ∈ Z \ {1,−1} ❡t blm 6= 0✳

❙✐
∫ T
0 u∗(τ)ei(λ2−λ1)τdτ 6= 0✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t n ❞❛♥s N✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≤ nT ∗ − T ✱ ♣♦✉r

t♦✉t x0 ❞❡ ♥♦r♠❡ ✉♥✱

‖Xun
(N)(t, 0)x0 − etA

(N)
e

(

∫ t

0
u∗(τ)

n
dτ

)

M†

x0‖

I(C + 1)‖M †‖
≤

1 +K(‖M †‖+ sups≤t ‖B
(N)Xun

(N)(s, 0)x0‖

n
,

✭✸✳✶✳✶✮
♦ù ♦♥ ❛ ♥♦té

T ∗ =
πT

2|b12||
∫ T
0 u∗(τ)ei(λ1−λ2)τdτ

, I =

∫ T

0
|u∗(τ)|dτ,

K =
IT ∗

T
,C = sup

(j,k)∈L

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫ T
0 u∗(τ)ei(λj−λk)τdτ

sin
(

π
|λj−λk|
|λ2−λ1|

)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

L ❞és✐❣♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s (j, k) t❡❧❧❡s q✉❡ bjk 6= 0✱ {j, k} ∩ {1, 2} 6= ∅ ❡t

|λj − λk| /∈ Z|λ2 − λ1|✳

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u∗ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ❡st ❣❛r❛♥✲
t✐❡ ❞ès q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ♥♦♥✲❞é❣é♥éré❡ ✿ ❝✬❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❞❡
❬❇❈❈❙✶✷❪✱ r❡❢♦r♠✉❧é s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❝❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳❈ ❞❡ ❬❇❈❈✶✷❡❪✳

❙❛♥s s✉r♣r✐s❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✶✳✷ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ♣❛s à ❞❡s tr❛♥s❢❡rts ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✉❧♦✐r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡
❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞❡ M †(u∗) ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t u∗✳ ❈❡❝✐ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ✭❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳❇ ❞❡ ❬❇❈❈✶✷❡❪✮ q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ❞❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ tr❛♥s❢❡rt ❞♦♥♥é✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ♥✬❡st✱ ❡♥
❣é♥ér❛❧❡✱ ♣❛s ❛tt❡✐♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s L1✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞❡ A(N) Q✲❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡st
✉♥ ♣❡✐❣♥❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ✭❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳❇ ❞❡ ❬❇❈❈✶✷❡❪✮✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥ ♣❡✐❣♥❡
❞❡ ❉✐r❛❝ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✶ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ✉♥❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ét❛ts ♣r♦♣r❡s ❞♦♥♥é❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ❞❡ ❬❇❈❈✶✷❞❪✮✳

✸✳✷✳ ❉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡

▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❡t ❛✈❡❝ ❞❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ♥♦♥ ❜♦r♥és ♣♦s❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t 7→ etA ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉❡ s✐ A ♥✬❡st ♣❛s ❜♦r♥é✱ t❛♥❞✐s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s é✈✐❞❡♥t
❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s à ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✳✶✮✳

✶✳ ❙✐ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛

♥♦r♠❡ L
1 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

✷✺



✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥

✸✳✷✳✶✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té

❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❙♦✐t (A,B,U,Φ,Λ) ✉♥ s②stè♠❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳ ❯♥❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ (j, k) ∈ N2 ❡st ♥♦♥✲❞é❣é♥éré❡ ✭♦✉ ♥♦♥✲rés♦♥❛♥t❡✮ ♣♦✉r (A,B,U,Φ,Λ) s✐ ✭✐✮λj 6=
λk✱ ✭✐✐✮ 〈φ,Bφk〉 6= 0 ❡t ✭✐✐✐✮ ♣♦✉r t♦✉t (l,m) ∈ N2✱ |λj − λk| = |λl − λm| ✐♠♣❧✐q✉❡
{λj , λk} ∩ {λl, λm} = ∅ ♦✉ {λj , λk} = {λl, λm} ♦✉ 〈φl, Bφm〉 = 0✳

▲❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ♣♦s❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲
❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ r❡t❡♥✉❡ ✐❝✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬❈❤❛✶✷❪✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❛ été ❢❛✐t ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥ ❛✉① s②stè♠❡s à s♣❡❝tr❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡ ❡♥
✈✉❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❇❈❈✶✷❜❪ ♦ù ♦♥ ❛ ♣ré❢éré ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡
♣❧✉s ❢♦rt❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬❇❈❈❙✶✷❪ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ❙♦✐t (A,B,U,Φ,Λ) ✉♥ s②stè♠❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳ ❯♥❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ (j, k) ∈ N2 ❡st ♥♦♥✲❞é❣é♥éré❡ ✭♦✉ ♥♦♥✲rés♦♥❛♥t❡✮ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❬❇❈❈❙✶✷❪ ♣♦✉r
(A,B,U,Φ,Λ)s✐ ✭✐✮λj 6= λk✱ ✭✐✐✮ 〈φ,Bφk〉 6= 0 ❡t ✭✐✐✐✮ ♣♦✉r t♦✉t (l,m) ∈ N2✱ |λj − λk| =
|λl − λm| ✐♠♣❧✐q✉❡ {λj , λk} = {λl, λm} ♦✉ 〈φl, Bφm〉 = 0✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (1, 2) s♦✐t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥♦♥ rés♦♥❛♥t❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮
❞✬✉♥ s②stè♠❡ (A,B,U,Φ,Λ) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ε > 0 ❡t δ ∈ U \{0}✱
♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ tr♦✉✈❡r T > 0 ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u : [0, T ] → {0, δ} t❡❧s q✉❡ ‖Υu

t φ1−φ2‖ < ε
❡t ‖Υu

t φ2 − φ1‖ < ε✳

❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✈❡❝ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦rt❡s ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡
t 7→ Υu

t,0φj ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡ ✭✶✳✸✳✶✮ ♣♦✉r j = 1, 2✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❝♦♥st❛♥t❡
♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s U ✳ P♦✉r t♦✉t N ❞❡ N✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

πN
dΥu

t,0φj

dt
= πN (A+ u(t)B)Υu

t,0φj

dπNψ

dt
= πNAπNΥ

u
t,0φj + u(t)πNBΥu

t,0φj

= πNAπNΥ
u
t,0φj + u(t)πNBπNΥ

u
t,0φj + u(t)πNB(1− πN )Υ

u
t,0φj

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❉✉❤❛♠❡❧ ❢♦✉r♥✐t

πNΥ
u
t,0φj(t) = X

(N),u
t,0 Υu

t,0φj +

∫ t

0
u(s)X

(N),u
s,t πNB(1− πN )Υ

u
t,0φj(s)ds ✭✸✳✷✳✶✮

✷✻



✸✳✷✳ ❉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡

Pr♦❥❡t❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s✉r vect(φ1, φ2) ✿

π2Υ
u
t,0φj(t) = π2X

(N),u
t,0 φj +

∫ t

0
π2u(s)X

(N),u
s,t πNB(1− πN )Υ

u
t,0φj(s)ds

π2Υ
u
t,0φj(t) = π2X

(N),u
t,0 φj +

∫ t

0
u(s)X

(N),u
s,t π2B(1− πN )Υ

u
t,0φj(s)ds

+

∫ t

0
π2u(s)(X

(N),u
s,t π2 − π2X

(N),u
s,t )πNB(1− πN )Υ

u
t,0φj(s)ds

π2Υ
u
t,0φj(t) = π2X

(N),u
t,0 φj +

∫ t

0
u(s)X

(N),u
s,t π2B(1− πN )Υ

u
t,0φj(s)ds

︸ ︷︷ ︸

α

+

∫ t

0
π2u(s)[X

(N),u
s,t , π2]πNB(1− πN )Υ

u
t,0φj(s)ds

︸ ︷︷ ︸

β

✭✸✳✷✳✷✮

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r u ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ 2π
|λ1−λ2| ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r✱ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ CN

❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ❖♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡ N ✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ❞❡ u s❡r❛ ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r K ✭♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✶✳✷✮✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té α ❞❛♥s ✭✸✳✷✳✷✮ ✈ér✐✜❡ ‖α‖ ≤ K‖π2B(1− πN )‖. ❈❤♦✐s✐ss♦♥s N t❡❧ q✉❡

‖π2B(1− πN )‖ = ‖(1− πN )Bπ2‖ ≤
ε

2K
.

▲✬❡♥t✐❡r N ét❛♥t ✜①é✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ❞❛♥s CN ♣♦✉r tr♦✉✈❡r u t❡❧ q✉❡
‖[X

(N),u
s,t , π2]‖ ≤ ε

2K‖πNB(1−πN )‖ ✭❝❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ‖β‖ ≤ ε
2✮ ❡t ‖πnX

(N),u
t,0 φj‖ ≤ ε

3 ♣♦✉r
k ∈ {1, 2} \ {j}✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ❛ tr♦✉✈é u : [0, T ] → {0, δ} q✉✐ ❛ss✉r❡ ‖π2Υ

u
Tφ1 − φ2‖ < ε

❡t ‖π2Υu
Tφ2 − φ1‖ < ε✱ ♦✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs✱

‖π2(Υ
u
T,0 − Υ̂)π2‖ < ε

♦ù Υ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r Vect(φ1, φ2)⊥ ❡t é❝❤❛♥❣❡ φ1 ❡t φ2✳

P✉✐sq✉❡ Υu
T,0 ❡st ✉♥✐t❛✐r❡✱ ‖(1− π2)Υ

u
T,0φ1‖ ≤

√

1− ‖π2Υu
T,0φ1‖

2

‖Υu
T,0φ1 − φ2‖ ≤

√

‖π2Υu
T,0φ1 − φ2‖2 + ‖(1− π2)(Υu

T,0φ1 − φ2‖2

≤
√

‖π2Υu
T,0φ1 − φ2‖2 + ‖(1− π2)Υu

T,0φ1|
2

≤
√

ε2 + 1− ‖π2Υu
T,0φ1‖

2

≤
√

ε2 + 1− (‖π2Υu
T,0φ1 − φ2‖+ ‖φ2‖)2

≤
√

ε2 − ‖π2Υu
T,0φ1 − φ2‖2 + 2‖π2Υu

T,0φ1 − φ2‖

≤
√

ε2 + 2ε,

❝❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❝❤❡r❝❤é✳

✷✼



✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥

Pr❡✉✈❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦rt❡s ❛✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✸✳✶✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
♣✉✐sq✉❡ φj ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ A + uB ♣♦✉r t♦✉t u ❞❡ U ✱ t 7→ Υu

t,t0φj ❡st s♦❧✉t✐♦♥
❢♦rt❡ ❞❡ ✭✶✳✸✳✶✮ ♣♦✉r t ❞❛♥s [t0, t1] s✐ u ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r [t0, t1]✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡♣r❡♥❞r❡
✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣ré❝é❞❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦ù u ❡st ❝♦♥st❛♥t✳ ❊♥ ❝♦♥❝❛té♥❛♥t✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❡♥ r❡str✐❝t✐♦♥ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r φ1 ❡t φ2✱ ❡t ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶✳ ❯♥❡ s✐♥❝èr❡ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥ ❛❧❧✐é❡ à ✉♥❡ r❡❧❡❝t✉r❡ tr♦♣ r❛♣✐❞❡ ♦♥t
❝♦♥❞✉✐t à ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❬❈❤❛✶✷❪ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s✐ ❧❛♣✐❞❛✐r❡ q✉✬❡❧❧❡
♣♦✉rr❛✐t ❧❛✐ss❡r ❝r♦✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s t 7→ Υu

t,t0φj s♦♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦rt❡s✳
▲❛ ♠❛❧❛❞r❡ss❡ ❛ été ❞ét❡❝té❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ré❞❛❝t✐♦♥✳

❈❛s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ♠✐①t❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ s②stè♠❡ (A,B) ✈ér✐✜❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✷✱ ♦♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t
❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é é♥♦♥❝é ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❍②✲
♣♦t❤ès❡ ✶✳ ▲✬é♥♦♥❝é q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ❡st ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■❱ ❞❡ ❬❈❤❛✶✷❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❙♦✐❡♥t (A,B) ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳ ❖♥ ♥♦t❡ Λ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ✭✜♥✐❡

♦✉ ✐♥✜♥✐❡✮ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ iA ❝♦♠♣té❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❡t Φ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡

❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥♦r♠❛❧✐sés ❛ss♦❝✐és✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Λ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s λ1 ❡t λ2
❛✈❡❝ λ1 6= λ2 ❡t q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ iA ♥❡ s✬❛❝❝✉♠✉❧❡ ❞❛♥s ❛✉❝✉♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts 2λ1 −
λ2, λ1, λ2, 2λ2 − λ1✳ ❙✐ 〈φ1, Bφ2〉 6= 0 ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ λj , λk ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡

iA✱ |λj − λk| = |λ1 − λ2| ✐♠♣❧✐q✉❡ {λj , λk} = {λ1, λ2} ♦✉ 〈φ1, Bφ2〉 = 0✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t

ε > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ uε : [0, Tε] → R ❞é✜♥✐❡ ♣❛r uε(t) =
1
nε

sin(|λ2 − λ1|t+ θε) ♣♦✉r t♦✉t t ❞❡
[0, Tε] ❛✈❡❝ θε ❞❛♥s [0, 2π[ ❡t nε ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧s q✉❡ ‖Υu

Tε,0
φ1 − φ2‖ < ε✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r A ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛✲
t❡✉r Aη t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❤✐❧❜❡rt✐❡♥♥❡ ❞❡ H ❢♦r♠és ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Aη✱ q✉❡
‖A − Aη‖ < η ❡t q✉❡ (Aη, B,Λη,Φη,R) s❛t✐s❢❛ss❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶ ❛✈❡❝ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s Λη ❡t
Φη ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡s✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ Aη ❡st ❣❛r❛♥t✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t η > 0 ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡
✷✳✶ ♣ ✺✾✺ ❞❡ ❬❑❛t✾✺❪✳ ▲✬é❝❛rt ❡♥ ♥♦r♠❡ ❞❡ H ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ (Aη, B)
❡t (A,B) ❡♥ t❡♠♣s T ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ Tη✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✱ ✐❧ s✉✣t
❞♦♥❝ ❞❡ s❛✈♦✐r ♠❛❥♦r❡r ❛ ♣r✐♦r✐✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ η✱ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡♥✈♦②❡r
φ1 ❞❛♥s ✉♥ ε ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ φ2 ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ (Aη, B)✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à (Aη, B)✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥♦♥✲❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡
iA ❡♥ q✉❛tr❡ ✈❛❧❡✉rs ❡st ❞❡st✐♥é❡ à ❡♠♣ê❝❤❡r ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ C ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✶✳✷✳

✸✳✷✳✷✳ ■♥térêts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡s✳

✷✽



✸✳✷✳ ❉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡

❉✬❛❜♦r❞✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❡♥té❡ ✓ ♦♣ér❛t❡✉rs ✔ ♣❧✉s q✉❡ ✓ t❤é♦r✐❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉①
❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✔✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❤❡r❝✉❧é❡♥s ❞✬ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛✉t♦✲
❛❞❥♦✐♥ts ❡♥tr❡♣r✐s ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ❳❳e s✐è❝❧❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❘❙✼✺❪ ❡t ❬❑❛t✾✺❪✮
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés t❡❧s q✉❡❧s ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❞♦♥♥é ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
❍②♣♦t❤ès❡s ✶ ♦✉ ✷✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❡st à ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❧❛ s❡✉❧❡ q✉✐
♣❡r♠❡tt❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ q✉❛♥❞ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ B ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é✱ ♦✉ q✉❛♥❞ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ♣♦sé❡
s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été à t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✱ ♦✉ q✉❛♥❞ A ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✭❣râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✮ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t

❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜♦r♥é ✭❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 q✉✬❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✮
❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❣é♥éré❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s②stè♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s
❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és✱ ❧❛ ❜♦r♥✐t✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs ❡♥
♥♦r♠❡ |A|k ❛✈❡❝ k > 0✳ ❯♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té
❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ |A|r ♣♦✉r t♦✉t r < k✱ ❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ♥♦r♠❡ ❞❡ H✳ ❙♦✉❧✐❣♥♦♥s
q✉❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❝♦♥str✉❝t✐❢ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❞❡s ❢♦r♠❡s très s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✿ ❞❡s
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ✭❬❇❈❈✶✷❜❪✮✱ ❡t ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s t❤é♦r✐q✉❡s
♣❛r❢♦✐s ✐♥❛tt❡♥❞✉❡s ✭❝✐t♦♥s ❬❇❈❈✶✷❛❪ ❡t ❬❇❈❈✶✷❝❪✮ ❡♥ ♦♥t été t✐ré❡s✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s
s✉r ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rt❡s ❡t ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳
❙✉rt♦✉t✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛ss❡③ s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡ ❧✬✉♥ ❞❡s

♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ q✉✐ ✈❡✉t q✉❡ ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡s s♦✐❡♥t q✉❛♥t✐✜és✱
❡t q✉❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ λ1 à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ λ2 s❡ ❢❛ss❡ ♣❛r ❧✬❛❜s♦r♣t✐♦♥
❞✬✉♥ ♣❤♦t♦♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ |λ1−λ2|

2π ✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé
✭❞✐t s❡♠✐✲❝❧❛ss✐q✉❡✮ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✐♥❝✐❞❡♥t✳

✷✾





❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✳

▲♦❝♦♠♦t✐♦♥ ❡♥ ✢✉✐❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧

✸✶





✹✳ ◆❛❣❡ ❡♥ ✢✉✐❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧

✹✳✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ♣❤②s✐q✉❡

❉é♣❧❛❝❡r ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❞❡♥s❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡
❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡✱ ♠♦t✐✈é ♣❛r ❞✬✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♠✐❧✐t❛✐r❡s ✭❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s
s♦✉s✲♠❛r✐♥s r❛♣✐❞❡s✱ ♠❛♥÷✉✈r❛❜❧❡s✱ ❢✉rt✐❢s✳✳✮ q✉❡ ❝✐✈✐❧❡s ✭❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ r♦❜♦ts ❞✬✐♥s♣❡❝✲
t✐♦♥ ❡t ❞✬❡♥tr❡t✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s s♦✉s✲♠❛r✐♥❡s✱ ♠✐♥✐✲r♦❜♦ts ✉t✐❧✐sés
❡♥ ♠é❞❡❝✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥✱ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛❣❡ ❞❡ ♠✐❝r♦✲♦r❣❛♥✐s♠❡ ❡t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥tr❛❝❡♣t✐♦♥ ♦✉ à ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛ ♣r♦❝ré❛t✐♦♥✳✳✳✮✳
▲❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s

r♦❜♦ts ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❧✬❤♦♠♠❡✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞❡ ❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ r♦❜♦t r✐❣✐❞❡✱ q✉✐ ❛s♣✐r❡ ❡t

é❥❡❝t❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧ s✉r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ③♦♥❡ ❡t à ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ t✉r❜✐♥❡✮✳ ▲❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦♠❡♥t ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡
{ s♦✉s✲♠❛r✐♥ + ✢✉✐❞❡ ❛s♣✐ré✴é❥❡❝té } ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✉ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ❡t
❞❡ ❧❡ ♣r♦♣✉❧s❡r ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈♦✉❧✉❡ ♦✉ ❞❡ ❧✉✐ ✐♠♣r✐♠❡r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳
❈❡ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✬✉♥ ❝ôté ❞❡s s♦✉s✲♠❛r✐♥s très r❛♣✐❞❡s ✭❞✬❛♣rès ❲✐✲
❦✐♣❡❞✐❛✱ ✉♥ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❧❛♥❝❡✉r ❞✬❡♥❣✐♥s ♠✐❧✐t❛✐r❡ ♥❛✈✐❣✉❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t à ✹✵
❦♠✴❤ ❡♥ ♣❧♦♥❣é❡✱ ❡t ❧❛ t♦r♣✐❧❧❡ ▼✉✲✾✵ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬❛r♠é❡ ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❛tt❡✐♥❞r❛✐t ✶✷✸ ❦♠✴❤
♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦rté❡ ❞❡ ✶✹ ❦♠✮ ♠❛✐s ♣❡✉ ♠❛♥÷✉✈r❛❜❧❡s ♦✉✱ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❞❡s ❡♥❣✐♥s très
♠❛♥÷✉✈r❛❜❧❡s ♠❛✐s ♣❡✉ r❛♣✐❞❡s ✭r♦❜♦ts ❞✬✐♥s♣❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❢♦r❛❣❡s ♣étr♦❧✐❡rs✮✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞✐✜❡r ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♥❛❣❡✉r

♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❊♥ s❡ ❞é❢♦r♠❛♥t✱ ❧❡ ♥❛❣❡✉r ❡①❡r❝❡ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ q✉✐ ♣❛r
ré❛❝t✐♦♥ ❧❡ ❢❛✐t ❛✈❛♥❝❡r✳ ❈✬❡st ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐ss♦♥s✱ ❞❡s ♠✐❝r♦✲♦r❣❛♥✐s♠❡s
❡t ❞❡s ♥❛❣❡✉rs ❤✉♠❛✐♥s ❧♦rs ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥s ❞❡ ♥❛t❛t✐♦♥✳
■❧ ❛ été très tôt r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝♦♠♦t✐♦♥ ét❛✐t ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s

❡✣❝❛❝❡ ✭❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ✈✐t❡ss❡✴♠❛♥÷✉✈r❛❜✐❧✐té✱ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣é✲
t✐q✉❡ ♦✉ ❧❛ ❢✉rt✐✈✐té✮ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ✐❝✐ ✈✐s❡♥t à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥

✢✉✐❞❡ ❞✐t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳

✹✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❉❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❜✐♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡s
❞❡ ♥❛❣❡ s♦♥t ❞✉❡s à ▲✐❣❤t❤✐❧❧ ❬▲✐❣✼✺❪✱ ❚❛②❧♦r ❬❚❛②✺✶✱ ❚❛②✺✷❪ ❡t ❈❤✐❧❞r❡ss ❬❈❤✐✽✶❪✳ ❯♥
♣❛♥♦r❛♠❛ ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❧❛ ♥❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐ss♦♥s ❛ été ❞♦♥♥é ♣❛r ❙♣❛r❡♥❜❡r❣ ❬❙♣❛✵✷❪✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❬▼❇✾✾✱ ❩❲❨❚✵✷✱ ❚❚❨✵✵❪ ♦♥t ♠♦♥tré ❧❡ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

✸✸



✹✳ ◆❛❣❡ ❡♥ ✢✉✐❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧

❞❡s ✈♦rt❡① ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❝♦♠♦t✐♦♥✳ ❈❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s ✐♥tè❣r❡♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞❡s ✈♦rt❡① ❛rt✐✜❝✐❡❧s
❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t s❛♥s ✈♦rt✐❝✐té ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝♦♥❝✐❧✐❡r ré❛❧✐s♠❡ ❡t s✐♠♣❧✐❝✐té✳
❙✐ ♦♥ ♥❡ ♥é❣❧✐❣❡ ♣❛s ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❞✬✉♥❡

♣❛rt ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ♥❛❣❡✉r✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❞♦♣té ♣❛r
❈❛r❧✐♥❣✱ ❲✐❧❧✐❛♠s ❡t ❇♦✇t❡❧❧ ❞❛♥s ❬❈❲❇✾✽❪✱ ▲✐✉ ❡t ❑❛✇❛❝❤✐ ❞❛♥s ❬▲❑✾✾❪✱ ●❛❧❞✐ ❞❛♥s
❬●❛❧✾✾❪ ♦✉ ❙❛♥ ▼❛rt✐♥✱ ❙❝❤❡✐❞✱ ❚❛❦❛❤❛s❤✐ ❡t ❚✉❝s♥❛❦ ❞❛♥s ❬❙▼❙❚❚✵✽❪✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ✐❞é❡ ❛ss❡③ ré♣❛♥❞✉❡✱ ❧❡s ❢♦r❝❡s q✉✐ ❛❣✐ss❡♥t s✉r ❧❡ ♥❛❣❡✉r ♣❛r

❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡s ✈♦rt❡① ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s s❡✉❧❡s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❝♦♠♦t✐♦♥✳ P❛r♠✐ ❧❡s
♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❧♦❝♦♠♦t✐♦♥✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts
s❛♥s ✈♦rt❡①✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛s ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❑❡❧❧② ❡t ▼✉rr❛② ❬❑▼✵✵❪✱ ❑♦③❧♦✈ ❡t
❖♥✐s❤❝❤❡♥❦♦ ❬❑❖✵✸❛❪✱ ❑❛♥s♦✱ ▼❛rs❞❡♥✱ ❘♦✇❧❡② ❡t ▼❡❧❧✐✲❍✉❜❡r ❬❑▼❘▼❍✵✺❪✱ ❡t ▼✉♥♥✐❡r
❬▼✉♥✵✽❪✳
▼❛❧❣ré ❧❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝r✉❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡✛❡❝✲

t✐❢s ♦✉ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s♦♥t très r❛r❡s ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❞❡s s♦❧✐❞❡s ❛rt✐❝✉❧és ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❆❧♦✉❣❡s✱ ❉❡✲
❙✐♠♦♥❡ ❡t ▲❡❢❡❜✈r❡ ❬❆❉▲✵✽❪ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr♦✐s s♣❤èr❡s ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡
✈✐sq✉❡✉①✱ ♦✉ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❛s♦♥ ❬▼❇✾✾❪ ♦✉ ❝❡✉① ❞❡ ▼❡❧❧✐✱ ❘♦✇❧❡② ❡t ❘✉❢❛t
❬▼❘❘✵✻❪✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ s♦❧✐❞❡s ✭r✐❣✐❞❡s✮ ✐♠♠❡r❣és✱ ❝✐t♦♥s

❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❙❛♥ ▼❛rt✐♥✱ ❚❛❦❛❤❛s❤✐ ❡t ❚✉❝s♥❛❦ ❬❙▼❚❚✵✼❪ ✭❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st s✉r ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡✮ ❡t ❞❡ ❑♦③❧♦✈ ❡t ❖♥✐s❤❝❤❡♥❦♦ ❬❑❖✵✸❜❪ ♦ù ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ r✐❣✐❞❡ ✐♠♠❡r❣é❡ ❡♥
✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t✳

✹✳✸✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❥♦✉❡t ✿ ❧❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥ r✐❣✐❞❡

❖♥ ♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ très s✐♠♣❧❡ ❞❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❛❧ r✐❣✐❞❡ ✭❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
❧❛ ❝♦q✉❡ ❡t ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❛ss❡s ✐♥t❡r♥❡s s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✮ ✐♠♠❡r❣é
❞❛♥s ✉♥❡ ✢✉✐❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞ér✐✈❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧
s❝❛❧❛✐r❡✮ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ▲❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s s♦♥t ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ✭❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❧❡ ❣r❛♥❞ ❛①❡ ❞✉ s♦✉s✲ ♠❛r✐♥✮ ❡t ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s ✭r♦t❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡s ♣❡t✐ts ❛①❡s✮ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳
❖♥ ♣♦✉rr❛ r❡♣r♦❝❤❡r à ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛ss❡③ ♣❡✉ ré❛❧✐st❡✳ P♦✉rt❛♥t✱ ♠❛❧❣ré s❛
s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞é❥à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r✐❝❤❡ss❡ ❡t ❛ s❡r✈✐ ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s
♥❛❣❡✉rs ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

✹✳✸✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❖❜t❡♥✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐✣❝✉❧tés✳
▲❡ ✢✉✐❞❡ ♦❝❝✉♣❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ R3 ❡♥t✐❡r✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ❜♦✉❣❡✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
❝❤❛♥❣❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s✳ ❖r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ s♦✉s✲♠❛r✐♥ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❡t ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s
❡①tér✐❡✉rs ✐♠♣♦sés ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❝♦✉♣❧❡s ❛ss♦❝✐és ❞ûs ❛✉

✸✹



✹✳✸✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❥♦✉❡t ✿ ❧❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥ r✐❣✐❞❡

✢✉✐❞❡ q✉✐ s✬❡①❡r❝❡♥t s✉r ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❜✐❧❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❡♥ ❣é♥ér❛❧
❞é❧✐❝❛t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s ❢♦r❝❡s✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ é❧é❣❛♥t❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❚❤♦♠s♦♥✱ ❚❛✐t ❡t ❑✐r❝❤❤♦✛✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

q✉✐ s✉✐t ❡st ❞✉❡ à ▲❛♠❜✱ ❬▲❛♠✾✺❪✱ ❝❤❛♣✳ ❱■✱ ♣❛❣❡ ✶✻✵ ✿

❚❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡s❡ ✇r✐t❡rs ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤✐s✱
t❤❛t t❤❡ s♦❧✐❞s ❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❢♦r♠✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ♦♥❡ ❞②♥❛♠✐✲
❝❛❧ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ tr♦✉❜❧❡s♦♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞
♣r❡ss✉r❡s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞s ✐s ❛✈♦✐❞❡❞✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❛❝t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t {✢✉✐❞❡ ✰
s♦✉s✲♠❛r✐♥ }✱ ❡t ♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ (Π, P ) ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ♠♦❜✐❧❡
❞♦♥t ❧❡s ❛①❡s s♦♥t ❧❡s ❛①❡s ❞✉ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❛❧✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

{
dΠ
dt = Π× ω + P × v + T
dP
dt = P × ω + F

✭✹✳✸✳✶✮

♦ù ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦r❝❡ F ❡t ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ T s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

T =





u1
u2
0



 ❡t F =





0
0
u3



 , ❛✈❡❝ u1, u2, u3 ∈ R.

❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♥❞ ❛①❡ ❞✉ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ✭❛✈❛♥❝❡r ✓ ❛✈❛♥t✲❛rr✐èr❡ ✔✮ ❡t
❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛①❡s ✭t♦✉r♥❡r ✓ ❣❛✉❝❤❡✲❞r♦✐t❡ ✔ ❡t ✓ ❤❛✉t✲❜❛s ✔✮✳
▲✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ (Π, P ) ❡st r❡❧✐é❡ ❛✉① ✈✐t❡ss❡s ❧✐♥é❛✐r❡ v ❡t ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ω ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧

♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
(

Π
P

)

= M

(
ω
v

)

,

♦ù M ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ 6× 6 s②♠étr✐q✉❡

M =

(
Je + Jf 0

0 Me +Mf

)

.

▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❡r♠❡s ❞❡ M s✬✐♥t❡r♣rèt❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ Je ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ 3 × 3 ❛✉ s❡♥s ✉s✉❡❧ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s♦ï❞❡✭q✉✬♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s
❢♦r❝é♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡✮ ❀

✕ Me ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té I3 ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ❀
✕ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Jf ❡tMf s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡
s♦✉s ❧❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥✳ ❈❡s ♠❛tr✐❝❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ s♦✉s✲♠❛r✐♥✱ ❡t
♣❛s ❞❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉
s♦✉s✲♠❛r✐♥ ❡st ✜①é❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ♥❡ ❞é♣❡♥❞r❛ ♣❛s ❞✉ t❡♠♣s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✶✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ ♦✉ ✲❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡✲ ❛✈❡❝ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❞❡
❞❡♥s✐té ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t Jf = Mf = 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✭✹✳✸✳✶✮ s❡ ré❞✉✐t ❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ◆❡✇✲
t♦♥ ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧✳ P♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ s❡ tr❛❞✉✐t ❞♦♥❝
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ✐♠♠❡r❣é✳

✸✺



✹✳ ◆❛❣❡ ❡♥ ✢✉✐❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r M1,M2,M3 ❡t J1, J2, J3 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❞❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞❡ Me +Mf ❡t Je + Jf ✳
❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♦ù Π ❡t P s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s✱ ❧❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é

❛✈❡❝ ✉♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ ✜①❡ Σ ⊂ R3✳ ❉❛♥s ✉♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❣❛❧✐❧é❡♥ ✜①❡✱ ❧❡ s♦✉s✲ ♠❛r✐♥ ♦❝❝✉♣❡
à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ Σ(t) = r(t) + A(t)Σ✱ ♦ù A ❡t r ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡ s②♠étr✐❡✳ ▲❡s ✈✐t❡ss❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞❡ r♦t❛t✐♦♥s v ❡t ω ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧ ✭❧✐é ❛✉① ❛①❡s ❞✉ s♦✉s✲♠❛r✐♥✮
s♦♥t r❡❧✐é❡s à A ❡t r ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s

dA

dt
= AS(ω),

dr

dt
= Av

♦ù S : R3 → R3 ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r x ❞❡ R3 ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ 3× 3
S(x) t❡❧❧❡ q✉❡ x× y = S(x)y ♣♦✉r t♦✉t y ❞❡ R3✳
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ❡♥ ✢✉✐❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛ été ❜❡❛✉❝♦✉♣ ét✉❞✐é❡

✭❬❆❈❖✵✷✱ ❇❑▼❙❞❆✾✷✱ ❇▲▼✾✼❪✮✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✸✳✶✮ ❛ été
ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❬❈▲❙✵✸✱ ❈r♦✽✹❪✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ✐❝✐ s♦♥t ♣❧✉s ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ❬❇▲✾✼❪
❡t ❬❈▼❙❱✵✹❪✳

✹✳✸✳✷✳ ❘és✉❧t❛ts

❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❙✵✽❪✱ ♦♥ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝✐tés ❝✐✲❞❡ss✉s ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡ ♣✐st❛❣❡ ❞❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✸✳✶✮ ❡st ❞✐t ♣✐st❡✉r s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❧✐ss❡ (Ā, r̄) :
[0, T ] → SO(3) × R3✱ ♣♦✉r t♦✉s Π0✱ P0 ❞❛♥s R3✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s
❜♦r♥é❡s u1, u2, u3 : [0, T ] → R3 t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ✭✹✳✸✳✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ t ∈
[0, T ] → (A(t),Π(t), r(t), P (t)) ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s (A(0),Π(0), r(0), P (0)) =
(Ā(0),Π0, r̄(0), P0) s❛t✐s❢❛✐t ‖Ā(t)−A(t)‖+ ‖r̄(t)− r(t)‖ < ε ♣♦✉r t♦✉t t ❞❛♥s [0, T ]✳

❉❛♥s ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✱ ❧❡ ♠♦t ✓ ❧✐ss❡ ✔ ❡st à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s C∞ ❡t ❧❡ s②♠❜♦❧❡
‖ ·‖ ❞és✐❣♥❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝❛s ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ R3 ♦✉ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r
❛ss♦❝✐é❡✳
▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❬❈❙✵✽❪ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ✭❚❤érè♠❡ ✶✳✷ ❞❡ ❬❈❙✵✽❪✮✳ ❙✐ (J1 − J2)
2 + (M1 −M2)

2 6= 0✱ ❛❧♦rs ❧❡

s②stè♠❡ ✭✹✳✸✳✶✮ ❡st ♣✐st❡✉r✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✓ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝ré♥❡❛✉ ✔✱ à
✈✐t❡ss❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ❣é♥ér✐q✉❡✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ❡st ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❡t ❛ ♣❡r♠✐s q✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

♥✉♠ér✐q✉❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■■ ❞❡ ❬❈❙✵✽❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✈❡rs ❧❛ ❝✐❜❧❡ (Ā, r̄) ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s r❛♣✐❞❡♠❡♥t
♦s❝✐❧❧❛♥t❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝✐❜❧❡ (Ā, r̄) ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✸✳✶✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❣é♥éré❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡r
♦s❝✐❧❧❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ✈✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ q✉✐ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡✈❡♥✐r

✸✻



✹✳✸✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❥♦✉❡t ✿ ❧❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥ r✐❣✐❞❡

❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❛ t♦❧ér❛♥❝❡ ε ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s
❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs à ❣é♥ér❡r ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s é❧❡✈é❡s✳

▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱
❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ❞✉s à
❙✉ss♠❛♥♥ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❙✉s✽✼❪✮ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ très s✐♠♣❧❡ ❞❡ ✭✹✳✸✳✶✮✱ ❞❡
♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✸✳✶✮ ❡st ❞✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝❤♦✐①
❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ✜♥❛❧❡s (A0,Π0, r0, P0) ❡t (Af ,Πf , rf , Pf )✱ ♣♦✉r t♦✉t T > 0✱ ✐❧
❡①✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s ❜♦r♥é❡s u1, u2, u3 : [0, T ] → R t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
✭✹✳✸✳✶✮ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s (A0,Π0, r0, P0) ✈❛✐❧❧❡ (Af ,Πf , rf , Pf ) ❛✉ t❡♠♣s T ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ ❞❡ ❬❈❙✵✽❪✮✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✸✳✶✮ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♥trô✲

❧❛❜❧❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ (J1 − J2)
2 + (M1 −M2)

2 6= 0✳

✸✼





✺✳ ◆❛❣❡✉rs ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ❡♥ ✢✉✐❞❡

♣♦t❡♥t✐❡❧

✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✺✳✶✳✶✳ Pr✐♥❝✐♣❡✱ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❞✐✣❝✉❧tés

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♥❛❣❡✉rs ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✱ s❡✉❧s✱ ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❞✬❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❡♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ t♦✉❥♦✉rs
s✉r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❚❤♦♠s♦♥✱ ❚❛✐t ❡t ❑✐r❝❤❤♦✛✱ ♠❛✐s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ s♦✉s✲♠❛r✐♥ r✐✲
❣✐❞❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❡t ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❛ss❡s
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ♥❛❣❡✉r ✈♦♥t ♣♦✉✈♦✐r é✈♦❧✉❡r ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞❡ ♠❛ss❡s ✭❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮ ✈♦♥t é✈♦❧✉❡r ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ✭❞❛♥s t♦✉t ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✓ ❢♦r♠❡ ✔ ❡st à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❛✉ s❡♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❡t ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❛ss❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r✮ ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡ ♥❛❣❡✉r
s❡r♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s❡r❛ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ❧✬ét❛t s❡r❛✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝❛s✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ✭❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ❞✉ ♥❛❣❡✉r ♦✉ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ✿

✕ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ❞és♦r♠❛✐s ♣❧✉s é❝r✐t❡s ❞❛♥s RN ♠❛✐s ❞❛♥s ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ▼♦♥tr❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞❡ ❝❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✐♥s✉r♠♦♥t❛❜❧❡ ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡r❛ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ s♦✐♥✳

✕ ❙✐ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s
♣❡r♠❡tt❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✸✱ ❛♣♣r♦❝❤❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♠♣♦s❡r❛ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❡t ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés
❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s r❡♥❞❡♥t ❞é❧✐❝❛t ❧✬✉s❛❣❡ ❞✉ t❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳

✕ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♦♥ t✐❡♥t ❞és♦r♠❛✐s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛✉t♦✲♣r♦♣✉❧s✐♦♥✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡
❛r❜✐tr❛✐r❡ s✉r ❧❡ ♥❛❣❡✉r✳ ❖♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛ q✉✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s ❢♦r❝❡s ✐♥tér✐❡✉r❡s q✉✐ ❧❡
❞é❢♦r♠❡r♦♥t✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❝❡s ❢♦r❝❡s ✐♥tér✐❡✉r❡s ♥❡ ♣♦✉rr♦♥t✱ à ❡❧❧❡s s❡✉❧❡s✱ ❣é♥ér❡r
❛✉❝✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✓ tr❛♥s❧❛t❡r ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✔✱ s❛♥s t♦✉❝❤❡r à ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡
♠❛ss❡ ✐♥tér✐❡✉r❡✱ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞♠✐s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡s ❢♦r❝❡s ✐♥t❡r♥❡s
q✉✐ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❧❡s ♠❛ss❡s ✐♥tér✐❡✉r❡s ❡t tr❛♥s❧❛t❡♥t ❧❛ ❝♦q✉❡ ✭♠❛✐s s❛♥s ❢❛✐r❡ ❜♦✉❣❡r
❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té✮✳

✸✾



✺✳ ◆❛❣❡✉rs ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ❡♥ ✢✉✐❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧

✺✳✶✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❈✐♥é♠❛t✐q✉❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♥❛❣❡✉r ❝♦♥♥❡①❡ ✐s♦❧é✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ R2 ♦✉ R3 ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♠♣❧✐ ❞❡
✢✉✐❞❡ ✭à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ Bt ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡ ♥❛❣❡✉r à ❧✬✐♥st❛♥t t✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛
❞❡✉① r❡♣èr❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r R ❡st ✜①❡ ❡t ❣❛❧✐❧é❡♥✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ e ❡st ❧✐é ❛✉ ♥❛❣❡✉r✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡
❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ e✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✱ ❧❡ ♥❛❣❡✉r ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r
❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té✱ ❞❡ ❞❡♥s✐té ✭♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡✮
̺✳ ❈❡ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ Φt ❞é❝r✐t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞✉ ♥❛❣❡✉r✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❛ss❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ♥❛❣❡✉r ✿ ❧❛ ❞❡♥s✐té ̺t(x) ❛✉ ♣♦✐♥t x ❝❡ Bt ❡st

̺t(x) := ̺(Φ−1
t (x))/Jt(Φ

−1
t (x)), (x ∈ B̄t, t ≥ 0), ✭✺✳✶✳✶✮

♦ù Jt := | det∇Φt| = det∇Φt✳
P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞✉ ♥❛❣❡✉r ✭✉♥ ♣♦✐ss♦♥ ♥❡ ♣❡✉t

♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦r♠❡✮✱ ❧❡ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ Φt ❞❡✈r❛ r❡s♣❡❝t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s s❡r❛
♣❛r❛♠étré ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✓ ré❣✉❧✐❡r ✔ S ✭♣♦✉r ♥♦✉s ✿ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♦✉ ✉♥❡ ✈❛r✐été✮
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ♦✉ ✐♥✜♥✐❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t s ❞❡ S ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡
Φ✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♥❛❣❡✉r s❡r❛ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t
ré❣✉❧✐èr❡ t 7→ Φ(t)✱ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ t 7→ s(t)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ✐❧ ❡st ❞✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❊❉❖
❛✉ s❡♥s ❞❡ ❈❛r❛t❤é♦❞♦r②✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❧✬❛❜s♦❧✉❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♥✬❡st ♣❧✉s éq✉✐✈❛❧❡♥t
à êtr❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡t ❞❡s ♣ré❝❛✉t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s❡r♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞é❥à é✈♦q✉é✱ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡✈r♦♥t êtr❡ ❞✉s à ❞❡s ❢♦r❝❡s
✐♥t❡r♥❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ Φ ❞❡✈r♦♥t ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t
❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ✿

∫

Bt

̺t(x)x dx = 0 ❛♥❞
∫

Bt

̺t(x)∂tΦt(Φ
−1
t (x))× x dx = 0 (t ≥ 0). ✭✺✳✶✳✷✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✷✮ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✱ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
❞❡ ❢♦r♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡♣✉✐s s ❞❡✈r♦♥t ✈ér✐✜❡r Qsṡ = 0 ♦ù Qs : TsS → R6 ❡st
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ s✳

➱❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡

▲❡ ✢✉✐❞❡ ❡st ❡st s✉♣♣♦sé ♣❛r❢❛✐t ✭s❛♥s ✈✐s❝♦s✐té ❡t ❣❧✐ss❛♥t s❛♥s ❢r♦tt❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❜♦r❞
❞✉ ♥❛❣❡✉r✮✱ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥st❛♥t❡ ρf ✭♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t é❣❛❧❡ à ❧❛ ❞❡♥s✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♥❛❣❡✉r✮✱
❛✉ r❡♣♦s à ❧✬✐♥✜♥✐ ❡t ❡♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✿ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψt
❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r✐✈é ❞✉ ♥❛❣❡✉r t❡❧ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡
✢✉✐❞❡ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ✭❡♥ ❡s♣❛❝❡✮ ❞❡ φt✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❚❤♦♠s♦♥✱ ❚❛✐t ❡t ❑✐r❝❤❤♦✛ ❡st ❞❡
❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ψt ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✐ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❝❤❛❝✉♥ à ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞✉ ♥❛❣❡✉r✳

✹✵



✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ψit✱ (i = 1, . . . , 6) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t r✐❣✐❞❡ ❞✉ ♥❛❣❡✉r ❡t s♦♥t
❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞❛♥s Ft✱ t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ③❡r♦ à ❧✬✐♥✜♥✐ ❡t s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡
◆❡✉♠❛♥♥ ∂nψ

i
t = (ei × x) · nt ✭i = 1, 2, 3✮ ❡t ∂nψit = ei−3 · nt ✭i = 4, 5, 6✮ s✉r Σt✳ ✭▲❛

♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ ♥❛❣❡✉r ❡st ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r nt✳✮ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ t♦t❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t r✐❣✐❞❡ ❞✉ ♥❛❣❡✉r ❡st ψt :=

∑3
i=1Ωiψ

i
t +

∑5
i=4 vi−3ψ

i
t ✭t ≥ 0✮✱ ♦ù ♦♥ ❛ ♥♦té

Ωi ❡t vj ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥s ❡t ❧✐♥é❛✐r❡s r✐❣✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧✐é ❛✉ ♥❛❣❡✉r✳
▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ϕt ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡st ❛✉ss✐ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s Ft ❡t

s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞ ∂nϕt = wt · nt s✉r Σt ✭i = 1, . . . , n✮✱ ♦ù wt(x) :=
∂tΦt(Φ

−1
t (x)) (x ∈ R3)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ϕt ❡st ♣❛r❛♠étré ❞❡ ❧❛

♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ Φt ❡t ❞é♣❡♥❞ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ∂tΦt(Φ
−1
t )✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψit ✭i = 1, 2, 3✮ ❡t ϕt ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ à ♣♦✐❞s
❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ W 1(Ft) ♣♦✉r t♦✉t t > 0✳

❉②♥❛♠✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ ♥❛❣❡✉r s❡r♦♥t ❛✉ r❡♣♦s ❛✉ t❡♠♣s ③ér♦ ❡t ♥♦✉s ♥é✲

❣❧✐❣❡r♦♥s ❧❛ ♣❡s❛♥t❡✉r✳ ▲❛ ♠❛ss❡ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥❞r❛ ❞♦♥❝ q✉✬❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠❛ss❡ ✐♥❡rt❡ ✭❡t
♣❛s ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠❛ss❡ ♣❡s❛♥t❡✮ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡s✳ ▲❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥❛❣❡✉r ❡st
m :=

∫

B ̺ dx ❡t s♦♥ t❡♥s❡✉r ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❡st

I(t) :=

∫

Bt

̺t
[
‖x‖2

R3Id− x⊗ x
]
dx =

∫

B
̺
[
‖Θt(x)‖

2
R3Id−Θt(x)⊗Θt(x)

]
dx. ✭✺✳✶✳✸✮

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ s♦✉s✲♠❛r✐♥✱ Mr
b(t) := diag(I(t),mId) ✭✉♥❡ ♠❛✲

tr✐❝❡ 6 × 6 s②♠étr✐q✉❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✮✱ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ 6 × 6 s②♠étr✐q✉❡ Mr
f (t) ❞❡

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✿

̺f

∫

Ft

∇ψit · ∇ψ
j
t dx, (1 ≤ i, j ≤ 6), ✭✺✳✶✳✹✮

❡t ♦♥ ♥♦t❡ Mr(t) := Mr
b(t) +Mr

f (t)✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❛✉ss✐ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ 6 × 1
N(t)✱ ❤♦♠♦❣è♥❡ à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ✿

̺f

∫

Ft

∇ψit · ∇ϕt dx, (1 ≤ i ≤ 6). ✭✺✳✶✳✺✮

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✬é❝r✐✈❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧✱
(
Ω

v

)

= −Mr(t)−1N(t), (t ≥ 0). ✭✺✳✶✳✻✮

▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t r✐❣✐❞❡ ❞✉ ♥❛❣❡✉r ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ✿

d

dt

(
R
r

)

=

(
R Ω̂

Rv

)

, (t > 0), ✭✺✳✶✳✼✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s R(0) ❛♥❞ r(0)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳✷✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ̺ ❡t ̺f ❞❡
❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ r❛t✐♦ ̺/̺f ✳

✹✶



✺✳ ◆❛❣❡✉rs ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ❡♥ ✢✉✐❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧

▲❡ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❡st ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡N(t) ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❞✉ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ Φ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ✐♠♣♦s❡ à ṡ ❞✬êtr❡ ❡♥❣❡♥❞ré✱ ♣♦✉r t♦✉t
s✱ ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s Xj(s)✱ j = 1 . . . , p✱ ❛❧♦rs ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
♣r❡♥❞r♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡

(
Ω

v

)

= −Mr(t)−1N1(s(t))

p
∑

j=1

uj(t)Xj(s(t)), (t ≥ 0). ✭✺✳✶✳✽✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s uj : R → R s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡rs✳
❊♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s Zj(s) =t(−Mr(s)−1N1(s(t)),Xj(s(t))) ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✽✮ s❡

réé❝r✐t




Ω

v

ṡ



 =

p
∑

j=1

uj(t)Zj(s(t)), (t ≥ 0). ✭✺✳✶✳✾✮

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✺✳✶✳✾✮ ❡st q✉❡✱ ❞ès q✉❡ S s❡r❛ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ♦♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r
✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣✉✐ss❛♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❈❤♦✇ ❡t ❞❡ ❧✬♦r❜✐t❡✱ ✈♦✐r ❬❆❙✵✹❪✮✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té s❡ ré✲
s✉♠❡r♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ r❛♥❣s ❞❡ ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s Zj ✳ ▲❡
❝❛r❛❝tèr❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♣❡r♠❡ttr❛ ✭❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❜✐t❡✮ ❞❡ s❡ ❝♦♥t❡♥✲
t❡r ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s ❝r♦❝❤❡ts ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✳ ◗✉❛♥❞ S s❡r❛ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱
✐❧ ❢❛✉❞r❛ tr♦✉✈❡r ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ SN q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❜✐❡♥
S✳

✺✳✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉

✺✳✷✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❬❈▼✶✶❪✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛♠❜✐❛♥t ❡st R2✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ✐♥❞✐❢✲
❢ér❡♠♠❡♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ z = a + ib✱ ❛✈❡❝ a, b ré❡❧s ♦✉ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ré❡❧❧❡
z = (a, b) ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ R2✳
❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r S ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞❡s s✉✐t❡s c := (ck)k≥1✱ ck = ak+ ibk✱ ak✱ bk ∈ R

t❡❧❧❡s q✉❡ ‖c‖S :=
∑

k≥1 k(|ak| + |bk|) < +∞✳ ▲❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❞❡ S ❡st BS ❡t ♣♦✉r t♦✉t
N ∈ N ✭N ≥ 1✮✱ SN ❡st ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ❞❡ S ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ck = 0 ✐❢
k > N ✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ S ⊂ T ♦ù T ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧❧❡s q✉❡

‖c‖T :=
(∑

k≥1 k(|ak|
2 + |bk|

2)
)1/2

< +∞✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✱
❧❡s ❢♦r♠❡s ❛✉t♦r✐sé❡s s❡r♦♥t t♦✉t❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ E(µ) = {c ∈ S|

∑

k |ck|
2 = µ} ♣♦✉r

✉♥ ❝❡rt❛✐♥ µ ❞❡ ]0, 1[ ✜①é✳
▲❡s ❢♦r♠❡s ❛✉t♦r✐sé❡s s❡r♦♥t ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r BS ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✉✐t❡ c✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡

❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ χc ❞é✜♥✐✱ ❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♣❛r

χ(c)(z) := z +
∑

k≥1

ckz̄
k, (z ∈ D̄), ✭✺✳✷✳✶✮

✹✷



✺✳✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉

♦ù ·̄ ❡st ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ C✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❞❡ R2 ✈❡rs ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①tér✐❡✉r ❛✉ ♥❛❣❡✉r ✿

φ(c)(z) := z +
∑

k≥1

ckz
−k, (z ∈ Ω̄). ✭✺✳✷✳✷✮

▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦✲♣r♦♣✉❧sé s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

∑

k∈N

1

k + 1
(ḃkak − ȧkbk) = 0

q✉✐ ❞❡✈r❛ êtr❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠❡ t 7→ c(t) = (ak + ibk)k∈N ♣♦✉r êtr❡
❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳ P♦✉r t♦✉t c ∈ BS ✱ χ(c) : D̄ → Ā∗ ❡t φ(c) : Ω̄ → F̄∗ s♦♥t ❜✐❡♥

❞é✜♥✐s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ φ(c)|D ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❡t χ(c)|Ω ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ t❡❧❧❡ q✉❡

χ(c)|∂D = φ(c)|∂Ω✳

▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ χc ❡st ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt❡r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❞❡R2 ✈❡rs ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s
à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ ♥❛❣❡✉r✳ ❈❡❝✐ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭q✉♦✐q✉❡ ✉♥ ♣❡✉ ❢❛st✐❞✐❡✉①✮
❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s é✈♦q✉és ❡♥ ✺✳✶✳✷✳

✺✳✷✳✷✳ ❘és✉❧t❛ts

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ❞❡ ❬❈▼✶✶❪✮✳ P♦✉r t♦✉t µ̄ ❞❡ ]0, 1[✱ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱
♣♦✉r t♦✉t ♠♦✉✈❡♠❡♥t r✐❣✐❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ q̄ : [0, T ] → R2×SO(2) ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ c̄ : [0, T ] → E(µ̄)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ µ ∈]0, 1[ ❡t ✉♥

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ c : [0, T ] → E(µ) t❡❧ q✉❡

✶✳ ‖c(t)− c̄(t)‖S ≤ ε ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ] ❀

✷✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t r✐❣✐❞❡ q : [0, T ] → R2 × SO(2) ❞✉ ♥❛❣❡✉r ❛✈❡❝ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

q(0) = q̄(0) ❡t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠❡ c s❛t✐s❢❛✐t ‖q(t)− q̄(t)‖R2×SO(2) < ε ♣♦✉r

t♦✉t t ∈ [0, T ] ❡t q(T ) = q̄(T )✳

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♣❛r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✭❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ c ❞❛♥s ✉♥
❡s♣❛❝❡ SN ❛✈❡❝ N ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✮✳ ❈❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s❡ ♣rêt❡♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡
❈❤♦✇ ❡t ❞❡ ❧✬♦r❜✐t❡ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s s②♠étr✐q✉❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✮✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡
❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡ s♦♥t ❢❛st✐❞✐❡✉① ✭♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✉ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦r♠❡❧ ▼❛♣❧❡
❡t ▼❛①✐♠❛ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡♥❡r ❛✉ ❜♦✉t✮ ♠❛✐s ❢❛✐s❛❜❧❡s ❣râ❝❡ ❛✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ✭♠❛✐s
❝♦♠♣❧❡①❡s✮ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

✹✸



✺✳ ◆❛❣❡✉rs ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ❡♥ ✢✉✐❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧

✺✳✸✳ ▼♦❞è❧❡ ✸❉

✺✳✸✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

▲❡ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❈▼✶✶❪ ét❛✐t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❈❡❝✐ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❡①tér✐❡✉r ❛✉ ♥❛❣❡✉r ét❛✐t r❛♠❡♥é✱ ✈✐❛ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡✱ s✉r ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛
❜♦✉❧❡ ✉♥✐té✳ ▲❡s ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♥❛❣❡✉r ét❛✐❡♥t ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❢♦r♠❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❛✐t q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ✉♥ ❧❛r❣❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❢♦r♠❡ ✭✐❧ ② ❛
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❢♦r♠❡s ❞❡ R2 ❞❛♥s R2✮✳
❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr♦✐s ✿ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡

♦ù ❧❡s s❡✉❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❢♦r♠❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❡t ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥s✱
❧❡s ❢♦r♠❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♥❛❣❡✉r s❡r❛✐❡♥t tr♦♣ ❧✐♠✐té❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳
❉❛♥s ❬❈▼✶✷❪✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ ❢♦r♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐ss♦♥ ❧❡s ❞✐✛é♦♠♦r✲

♣❤✐s♠❡s é❣❛✉① à ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ ✜①é✳ ■❧ ♥✬❡st ❜✐❡♥ sûr ♣❧✉s
q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s é❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s ✿ ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥❢♦r♠❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ ♥❛❣❡✉r s✉r ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱
✐❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛✉t♦r✐sés ❡t ♣❛r❛♠étr❡r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ s❡r❛ ❞✐✣❝✐❧❡✳
❖♥ ✈❛ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡♥ r❡♥♦♥ç❛♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

❈♦♠♠❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉①✱ ♠❛✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♦♥ ✈❛ ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✭❞é❝r✐t ♣❛r ❞❡s ❝❤❛♠♣s
❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✲ ✐♥❝♦♥♥✉❡s✲ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✮✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛
❥✉st❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ❞❡
❝❡s ❝❤❛♠♣s✱ ✐❧ s✉✣r❛ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❝❤❛♠♣s ✭❞♦♥❝ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s é❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡s✮ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t
✈❛r✐❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳

✺✳✸✳✷✳ ❘és✉❧t❛ts

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❈▼✶✷❪ ét❛♥t ❛ss❡③ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♦♥ ❡♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t
✐♠♣ré❝✐s❡ ♠❛✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ❡s♣èr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ ✭◆❛t❛t✐♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐sé❡✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷ ❞❡ ❬❈▼✶✷❪✮✳ ❆✉ ♣r✐① ❞✬✉♥❡

♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ✭❡♥ ♥♦r♠❡ L∞✮ ❞❡ s❛ ❞❡♥s✐té✱ t♦✉t ♥❛❣❡✉r tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

✐s♦❧é ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t ❡♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣❡✉t s✉✐✈r❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✭❡♥

♥♦r♠❡ L∞✮ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛r✲

❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ✭❡♥ ♥♦r♠❡ L∞✮ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡

❞♦♥♥é✳

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ é♥♦♥❝❡ q✉✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❢♦r♠❡
✭❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r✱ ♠ê♠❡ ♣❡t✐t❡✱ ❞❛♥s L∞✮ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✷ ✭◆❛❣❡ ❧✐❜r❡✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸ ❞❡ ❬❈▼✶✷❪✮✳ ●é♥ér✐q✉❡♠❡♥t✱ t♦✉t ♥❛❣❡✉r

tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✐s♦❧é ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t ❡♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣❡✉t s✉✐✈r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡

✹✹



✺✳✸✳ ▼♦❞è❧❡ ✸❉

q✉❡❧❧❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✭❡♥ ♥♦r♠❡ L∞✮ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉✐ r❡st❡

❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ s❛ ❢♦r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❞ès q✉✬✐❧ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❝✐♥q ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté

é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

✹✺





❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✳

❆✉tr❡s ❛❝t✐✈✐tés

✹✼





✻✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥

❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❤②❜r✐❞❡

✻✳✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡

✻✳✶✳✶✳ ▲❡ ❙❤❡❧❧ ❊❝♦ ▼❛r❛t❤♦♥

▲❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙❤❡❧❧ ❊❝♦ ▼❛r❛t❤♦♥ ✭❊❙❊▼✮ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ♦✉✈❡rt❡
❛✉① ét✉❞✐❛♥ts ❞✬✉♥❡ tr❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ♣❛②s ❡✉r♦♣é❡♥s ❡t ❞✬❆❢r✐q✉❡ ❞✉ ◆♦r❞✱ ♦r❣❛♥✐sé❡ ❝❤❛q✉❡
❛♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ s♦❝✐été ❙❤❡❧❧✳ ▲✬é♣r❡✉✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛r❝♦✉r✐r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶✻ ❦♠
✭♣♦✉r ❧❡s é❞✐t✐♦♥s ✷✵✶✷ ❡t ✷✵✶✸✱ ✐❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t ✉r❜❛✐♥ s✐t✉é à ❘♦tt❡r❞❛♠✮ ❡♥
♠♦✐♥s ❞❡ ✸✾ ♠✐♥✉t❡s✳ ▲❡ ✈❛✐♥q✉❡✉r ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛ ❝♦♥s♦♠♠é ❧❡ ♠♦✐♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r
❜♦✉❝❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉rs❡ ❡st ❧✐❜r❡✱ s❛♥s ❞é♣❛ss❡r ❧❛ ❞✉ré❡ é❧✐♠✐♥❛t♦✐r❡
❞❡ ✸✾ ♠✐♥✉t❡s✳ ▲❡s ❝❧❛ss❡♠❡♥ts s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ✭❞❡s
♣r♦t♦t②♣❡s ✐♥❝♦♥❢♦rt❛❜❧❡s ❡t ✉❧tr❛✲♣r♦✜❧és ❛✉① ✓ ✉r❜❛♥ ❝♦♥❝❡♣t ✔✱ ♣r♦❝❤❡s ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡
✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥✮ ❡t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✉t✐❧✐sé❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ♠♦t❡✉rs ❞✐❡s❡❧✱
❜❛tt❡r✐❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s✱ ♣✐❧❡s à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ✳✳✳✮✳
❈❤❛q✉❡ ❛♥♥é❡ ❞❡♣✉✐s ✶✾✾✼✱ ❧✬❊❝♦ ▼♦t✐♦♥ ❚❡❛♠ ✭éq✉✐♣❡ ❞❡ ❧✬❊❙❙❚■◆✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✈é❤✐✲

❝✉❧❡ à ❧✬❊❙❊▼ ✭❡♥ ✷✵✶✷✱ ✐❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞❡ ✓ ❱✐r❡✈♦❧t ✷✳✵ ✔✮✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❛tt❡✐♥t ❞❡s
❝❧❛ss❡♠❡♥ts ❤♦♥♦r❛❜❧❡s ✭s✐①✐è♠❡ ♣❧❛❝❡ s✉r tr❡♥t❡✲q✉❛tr❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥ts ♣♦✉r ✓ ❱✐r❡✈♦❧t ✷✳✵ ✔✱
❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❜❛tt❡r✐❡✴s♦❧❛✐r❡ ❡♥ ✷✵✶✷ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
à ✻✸✽ ❦♠ ♣❛r ❦❲❤ ❝♦♥s♦♠♠é✮✳ ▲✬❊❝♦ ▼♦t✐♦♥ ❚❡❛♠ r❡❣r♦✉♣❡ ✉♥❡ tr❡♥t❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞✐❛♥ts
❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ à ❧❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❛♥♥é❡ ✭♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t q✉❛tr✐è♠❡ ❛♥♥é❡✮
❡t s✐① ❡♥s❡✐❣♥❛♥ts ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ✭♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱✳✳✳ ❡t✱
❞❡♣✉✐s ✷✵✵✽✱ ♠♦✐✲♠ê♠❡ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✮✳

✻✳✶✳✷✳ ❆s♣❡❝ts ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡s

▲❡ ❜✉t ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ❧✬❊❝♦ ▼♦t✐♦♥ ❚❡❛♠ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❛✉① ét✉❞✐❛♥ts ❝♦♥❝❡r♥és✱ ✈♦❧♦♥✲
t❛✐r❡s ❡t sé❧❡❝t✐♦♥♥és✱ ✉♥❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❣r❛♥❞❡✉r ♥❛t✉r❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ r❡♥❝♦♥✲
trés ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✳ ▲❡s ♣r♦t♦t②♣❡s ❞❡ ❧✬❊❙❙❚■◆ s♦♥t✱ ❛✉t❛♥t q✉❡ ❢❛✐r❡ s❡
♣❡✉t✱ ❝♦♥ç✉s ❡t ❢❛❜r✐q✉és ♣❛r ❧❡s é❧è✈❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✲♦✉t✐❧s ❞❡ ❧✬é❝♦❧❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t
❛✉① ét✉❞✐❛♥ts ❞✬êtr❡ ❝♦♥❢r♦♥tés à t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ à
❧❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✱ ❞❡s ❡ss❛✐s à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts t❡❝❤♥✐q✉❡s
q✉❡ ❞✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞✬éq✉✐♣❡✳
P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ❧❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ ❧✬❊❝♦ ▼♦t✐♦♥ ❚❡❛♠ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♠♦❞❡st❡ ✭❧❡ ♣r♦t♦✲

t②♣❡ ❡st ❛ss✉ré ♣♦✉r ✸✵ ✵✵✵ ❡✉r♦s✱ ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts t❡r♠✐✲
♥❛♥t à ❞❡s r❛♥❣s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✮✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s ♣❧ét❤♦r✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥❝✉rr❡♥ts
✭❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à t♦✉❝❤❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬ét✉❞✐❛♥ts✮ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t q✉❛s✐♠❡♥t

✹✾



✻✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❤②❜r✐❞❡

❝♦♠♣❧❡t ❝❤❛q✉❡ ❛♥♥é❡✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❡s ét✉❞✐❛♥ts q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❡❧✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜❧✐❣❡r ❧❡
♣❧✉s ❞✬ét✉❞✐❛♥ts ♣♦ss✐❜❧❡ à tr❛✐t❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡
❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✭❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s
éq✉✐♣❡s ❝❛♣✐t❛❧✐s❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛♥♥é❡ s✉r ❧✬❛✉tr❡✮✱ ♠❛✐s ❧❛ ✈✐❝t♦✐r❡ ♥✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❛s ❧✬♦❜✲
❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❥❡ts ♣r♦♣♦sés à ❞❡s ❜✐♥ô♠❡s ét✉❞✐❛♥ts ✭❡♥✈✐r♦♥ ✽ ❝ré❞✐ts ❊❈❚❙✮✱

❥❡ s✉✐s ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❡♥ ❝♦✲r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞✬❛✉tr❡s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✱ ❞❡s t❤è♠❡s
✓ ❊ss❛✐s ❡t str❛té❣✐❡s ✔ ✭❧❡s ✐♥t✐t✉❧és ✈❛r✐❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡s ❛♥♥é❡s✮✳ ❊ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥❝r❡ts r❡♥❝♦♥trés ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❧❛ ❢❛❜r✐✲
❝❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♣♦✉r ♣❡rs✉❛❞❡r ❧❡s ét✉❞✐❛♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s
❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♦✉ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✈✉s ❡♥ ❝♦✉rs✳

✻✳✶✳✸✳ ❆s♣❡❝ts r❡❝❤❡r❝❤❡

▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛ss❡③ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬❊❝♦
▼♦t✐♦♥ ❚❡❛♠ ❛ ❛ss❡③ ✈✐t❡ ❛tt✐ré ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥✱ ❡t ❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❡st ✉t✐❧✐sé✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ s❡s
❜✉ts ❞✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✓ ❙②stè♠❡s
❈♦♠♠✉tés ✔ ❞✉ t❤è♠❡ ✓ ❆♥❛❧②s❡ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❈♦♥trô❧❡ ✔ ❞✉ ❈P❊❘ ▼■❙◆✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❱✐r❡✈♦❧t s❡rt ❛✉ss✐ ❞❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❚❛✲

t✐❛♥❛ ▼❛♥r✐q✉❡ ❊s♣✐♥❞♦❧❛✱ q✉❡ ❥❡ ❝♦✲❞✐r✐❣❡ ❛✈❡❝ ●✐❧❧❡s ▼✐❧❧❡r✐♦✉① ✭P❘ ✻✶ ❛✉ ❈❘❆◆✱ ❧❡
❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ◆❛♥❝②✮✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡✉rs tr❛✈❛✐❧❧❛♥t s✉r ❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✭❡t

s♦✉✈❡♥t ❧❛ s❡✉❧❡✮ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❧❡s é❧è✈❡s✲✐♥❣é♥✐❡✉rs ❞❡
❧✬❊❝♦ ▼♦t✐♦♥ ❚❡❛♠✳

✻✳✷✳ ❘és✉❧t❛ts s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s

▼♦♥ ❛❝t✐✈✐té r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬❊▼❚ ❛ ♣♦rté s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❛♥s
❧❡ ❜✉t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❜✉r❛♥ts✳ P❛r ✓ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✔✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
✓ ❛❧❧✉r❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ✔ ✭✈✐t❡ss❡✱ ❢r❡✐♥❛❣❡✱ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✮✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ✭❝❤♦✐① ❞❡
❧✬❡♥❞r♦✐t ♦ù r♦✉❧❡r s✉r ❧❛ ♣✐st❡✮ ét❛♥t ❛ss❡③ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t rés♦❧✉s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ ♣r❛t✐q✉❡
♣❛r ❧❡s ♣✐❧♦t❡s✳

✻✳✷✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ♦♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡✱ ❧❛ ♣✐st❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥
s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✶✻ ❦♠✳ ▲✬ét❛t ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ❞♦♥♥é à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ♣❛r s❛ ♣♦s✐t✐♦♥
s✉r ❧❛ ♣✐st❡ ✭✉♥ ré❡❧ q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✮ ❡t s❛ ✈✐t❡ss❡ ✭❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❞é❧✐✈ré ♣❛r ❧❛ ❜❛tt❡r✐❡✳ ❊♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❜❛tt❡r✐❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ ♠♦t❡✉r ❡t ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉
♠♦t❡✉r ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ❝♦✉r❛♥t✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✬❡ss❛✐s ❞❡ ❱✐r❡✈♦❧t q✉✐ ❛ s❡r✈✐ ♣♦✉r ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❬▼❊▼❋+✶✷❪ ❡t ❬▼❋❈▼✶✸❪ ♥✬ét❛✐t ♣❛s éq✉✐♣é❡ ❞❡ ♣❛♥♥❡❛✉① s♦❧❛✐r❡s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥

✺✵



✻✳✷✳ ❘és✉❧t❛ts s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s

❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✬é❝r✐t ✿
{
ẋ1 = x2
ẋ2 = Cu− Faero(x2)− Ffrot + Fpente(x1),

✭✻✳✷✳✶✮

♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ u ❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, Imax]✱
Faero : R → R+ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❡rt❡s ❛ér♦❞②♥❛✲
♠✐q✉❡s ✭♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦✉✈❡♥t Fareo ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✉♥ ♦✉ ❞❡✉①✮✱ Ffrot ❡st
✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✐♥t❡r♥❡s ❛✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✱ ❧❡s
♣❡rt❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♣❡rt❡s ♣❛r ❢r♦tt❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣♥❡✉s✱ ❡t Fpente r❡♣rés❡♥t❡
❧❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✿

Fpente(x1) = g sin(θ(x1)),

♦ù g = 9.81m.s−2 ❡st ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ s♦❧ ❡t θ ❡st ❧✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥
❞❡ ❧❛ ♣✐st❡ ✭q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❜✐❡♥ sûr ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♥s✐❞éré✮✳ ▲❡ ❝♦ût à ♠✐♥✐♠✐s❡r ♣❡✉t
♣r❡♥❞r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r

∫ T
0 x2(t)u(t)dt

♦✉✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❛r✐❡ ♣❡✉ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ✷✺ ❦♠✴❤✱
∫ T
0 u(t)dt✳
▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✉ t②♣❡ ✭✻✳✷✳✶✮ ♦♥t été très ét✉❞✐és✳

❈✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❙●✵✼❪ ♦✉ ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬❙❛♥✵✼❪✳
❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Faero ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✉♥ ♦✉ ❞❡✉①✱ ❡t q✉❡ Fpente ❡st ❝♦♥st❛♥t✱

✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭♦✉ q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧❡✮ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ♣♦✉r
✉♥ ❝♦ût

∫ T
0 u(t)dt✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❧✐❜r❡ ●P❖P❙ ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❛❧❡s✱ ✈♦✐r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬●P❍+✶✵❪ ❡t ❧❡ très ré❝❡♥t ❬❘P❍✶✸❪✮✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ♣❛r
❝♦♥tr❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♠❛❧❣ré ❧❡s ✐♥é✈✐t❛❜❧❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts ❞❡ ❝♦✉rs❡ ✿ ❧❡ tr❛✜❝ ♣❡✉t
♦❜❧✐❣❡r ❧❡ ♣✐❧♦t❡ à ❢r❡✐♥❡r ❝❡ q✉✐ ❧❡ ❢❡r❛ ❞é✈✐❡r ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣✐st❡r ❛✉ ♠✐❡✉①✱ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ♠♦②❡♥s

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♠❜❛rq✉és ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡✱ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ♠❛❧❣ré ❧❡s
✐♥❝✐❞❡♥ts ❞❡ ❝♦✉rs❡✳

✻✳✷✳✷✳ ❘és✉❧t❛ts

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉❡ ❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞è❧❡ ♣ré❞✐❝t✐❢ ✭▼P❈ ❡♥
❛♥❣❧❛✐s✮✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡
❞❡ ✷✺ ❦♠✴❤ ❡t ❞✐s❝rét✐sé❡ ❡♥ t❡♠♣s ✭❛✈❡❝ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ✶ à ✷ s❡❝♦♥❞❡s✮✳ ▲❛
❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❛r✐❡ très ♣❡✉ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡s
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✓ ♦♣t✐♠❛❧❡s ✔ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✳ ▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛r
❧❡s ❞✉ré❡s ❛ss❡③ ❝♦✉rt❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳
▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧ ✜♥✐ ✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ✿ ❞❡ ✶✵ à

✷✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ t❡♠♣s✮✱ ❡t à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s♦✉s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡s r♦✉t✐♥❡s st❛♥❞❛r❞s ❡♥ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡
❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♠❜❛rq✉é✮✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
▲❡ ❝♦ût à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞✉ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❛ ❞✉ré❡
❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ❡t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ♣♦s✐t✐♦♥s
ré❡❧❧❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞✉ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡t❡♥✉❡ ❡t ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❛❧❝✉❧é ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✳

✺✶



✻✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❤②❜r✐❞❡

❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ été ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✈✐✲
t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❬▼❊▼❋+✶✷❪ ♣✉✐s✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡
❬▼❋❈▼✶✸❪✱ ♣♦✉r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❡✛❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❱✐r❡✈♦❧t s✉r ❧❡
❝✐r❝✉✐t ❞❡ ❘♦tt❡r❞❛♠✮✳

❯♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❛ été ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠q✐✉❡
❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ Faero✮✳

✺✷



◗✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ tr❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs ❡t

♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

✺✸





▲❡s tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❝❤❛✲
❝✉♥ ❞❡s t❤è♠❡s ❛❜♦r❞és ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s✱ ♦♥ ❛ ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡✉①
r✉❜r✐q✉❡s✳

▲❛ r✉❜r✐q✉❡ ✓ ❚r❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs ✔ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞é❥à ❝♦♠♠❡♥❝és✱ ❡♥ ♣❤❛s❡
❞❡ ré❞❛❝t✐♦♥ ♦✉ q✉✐ ✈♦♥t ♣r♦❝❤❛✐♥❡♠❡♥t ❡♥tr❡r ❡♥ ♣❤❛s❡ ❞❡ ré❞❛❝t✐♦♥ ✭❞❛♥s ✉♥ ❞é❧❛✐
❞✬✉♥ ❛♥✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♣ré✈✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞é❧❛✐ ❞❡ ❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s ❛♥s✳ ▲❡ ❝♦♥t❡♥✉
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡st ❝❡♥sé êtr❡ à ♣❡✉ ♣rès ✜①é✱ s❛✉❢ s✉r♣r✐s❡ ❞❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠✐♥✉t❡✳ ▲❛ ❢♦r♠❡
✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❛rt✐❝❧❡ ❡♥ r❡✈✉❡ ♦✉ ❛❝t❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡✮ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t très
❝❧❛✐r❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡t s❡r❛ ❞é❝✐❞é❡ ❡♥ ♣❤❛s❡ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ré❞❛❝t✐♦♥✱ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
♠❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s✳ ❈✬❡st ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉❡ ❥❡ ❞♦♥♥❡r❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ❛♣♣❡❧ à
♣r♦❥❡ts✳

▲❛ r✉❜r✐q✉❡ ✓ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ✔ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s q✉✐✱ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱
♠❡ s❡♠❜❧❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ ❞✐✣❝✐❧❡s ❡t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳ ❙✬❛❣✐ss❛♥t ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡
✉♥ à q✉❛tr❡ ❛♥s✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s q✉❛❧✐tés ✭✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ♣❛r ♥♦s
♠ét❤♦❞❡s✮ ♥✬❡st ✈r❛✐♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡♥
❝♦✉rs✱ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉❡ ❥❡ ❞♦♥♥❡ à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥s
❛ss❡③ ❜r✉t❛❧❡s✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st très ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t s♦✉✈❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t s♦✉s✲❡st✐♠é❡✱
❡t ✐❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣✐st❡s é✈♦q✉é❡s ✐❝✐ ♥✬❛❜♦✉t✐ss❡♥t ♣❛s✳

✺✺





✼✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✉✈❡rts ❡♥

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s

✼✳✶✳ ❚r❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs

✼✳✶✳✶✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡s ❡♥ ❢❛✐❜❧❡ ré❣✉❧❛r✐té

▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐é❡s à ❧❛ ré❣✉✲
❧❛r✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés✳ ▼❛❧❣ré s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ✈ér✐✜é❡
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❝♦✉r❛♥ts✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡st ❛ss❡③ ❣ê✲
♥❛♥t❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣✉✐sq✉❡ très ♣❡✉ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ♥♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st
❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱

i
∂ψ

∂t
= −∆ψ + u(t)W (x)ψ

♣♦sé s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ Ω ❛❞♠❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ✭❞❛♥s L2(Ω,C)✱ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ❞❡ u✮ ❞ès q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥W ❡st ❜♦r♥é❡ s✉r
Ω✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t η > 0✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Wη ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2

t❡❧❧❡ q✉❡ ‖W −Wη‖L2 < η✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✉ s②stè♠❡
ré❣✉❧❛r✐sé ✭q✉✐ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✮ ❡t ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉
s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡t ❞✉ s②stè♠❡ ré❣✉❧❛r✐sé ♣❛r η‖W‖∞‖u‖L1 ✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡

❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞✬♦r❞r❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❡st❤ét✐q✉❡✳ ❙❛✈♦✐r ❛♣♣r♦✲
❝❤❡r ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♣❛r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✜♥❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡
✭❝✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ q✉✬♦♥t été ♠♦♥trés ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡
♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥✱ ❬❇❈❈✶✷❡❪✮✳
❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ♦✉ ♣s❡✉❞♦✲♥♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u

q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ r❡❧✐❡r à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s❛ ♥♦r♠❡
|A|

1
2 ✮ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ✐♠♣♦rt❛♥t✳
▲❛ ♥♦r♠❡ L1 ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ ♣♦✉r ❡❧❧❡ s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❬❈▼❙❇✵✾❜❪ ❡t ❡st ✉♥

♠❡✐❧❧❡✉r ❝❛♥❞✐❞❛t q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♥♦r♠❡s Lp ♣♦✉r p > 1✱ ❬❇❈❈✶✷❞❪✳ ❙❛ ❣r❛♥❞❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡
❡st q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ A ✭t❛♥t q✉❡ ❧❡s
tr❛♥s✐t✐♦♥s r❡st❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré✮✳
▲✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❑❛t♦ ❬❑❛t✺✸❪ s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❞ès q✉❡ B ❡st ❜♦r♥é r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à A✱ ✉♥ ❜♦♥

❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ u✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛
été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❬❇❈❈✶✸❛❪✳ ❉❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ré❝❡♥t❡s ❬❇❈❈✶✸❜❪ t❡♥❞❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡
❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♠ê♠❡ êtr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡s✳

✺✼



✼✳ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✮

■♥s✐st♦♥s s✉r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶
❛ été ♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✷ ✭B ❡st ❜♦r♥é✮✳ ▲❛ ❜♦r♥✐t✉❞❡ ❞❡ B ❛ s❡r✈✐ à
♠❛❥♦r❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ sups≤t ‖BΥu

s,0ψ(0)‖ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✳✶✮ ❞✉ t❡♠♣s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛♣rès ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡
s♣❡❝tr❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❬❇❈❈✶✸❛❪ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ré✲
s✉❧t❛ts ❞❡ ❬❈❤❛✶✷❪ ❛✉① s②stè♠❡s ♦ù B ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à A ✭♠❛✐s ♣❛s
❜♦r♥é ❡♥ ❣é♥ér❛❧✮ ❡t A ❛ ✉♥ s♣❡❝tr❡ ♠✐①t❡✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❝♦♥t✐♥✉❡ ✭tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ré❞❛❝t✐♦♥✮✳

✼✳✶✳✷✳ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡s ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ♦♥t ♣❡r♠✐s✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✱ ❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s②stè♠❡
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♥♦♥ ♥✉❧ ❡st ❞❡♥s❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ q✉✐
r❡♣r❡♥❞ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❇❈❈✶✷❝❪✮✳

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❛ ♣r♦✈♦q✉é ❝❤❡③ ❧❡s ré❞❛❝t❡✉rs ❞❡ ❬❇❈❈✶✷❝❪ ❞❡ ❧❛ s✉r♣r✐s❡ ❡t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
✐♥q✉✐ét✉❞❡✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ✭❡♥ ♥♦r♠❡
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛♠❜✐❛♥t✮ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✸✳✶✮ ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❡st✲✐❧ ✓ ❣é♥ér✐q✉❡ ✔ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❄ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬❇❈❈✶✷❝❪ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡
❜❛tt❡r✐❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✱ t♦✉s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étré ♣❛r ✉♥ ré❡❧ ♠❡s✉r❛♥t ❧❛ ✓ ♥♦♥✲
❜♦r♥✐t✉❞❡ ✔ ❞❡ A✱ ♠❛✐s ❛✉❝✉♥ ♥❡ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé❡s ♥✬♦♥t ♣❛s
♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ✭♥✐ ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♥✐ ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✮ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ✉s✉❡❧s ♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❬❇❈❙✶✸❪✳

❙✐ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡♥ t❡♠♣s ♥✉❧ ❡st rés❡r✈é❡ ❛✉① s②stè♠❡s ♦ù A ❡st ✓ ✈✐♦✲
❧❡♠♠❡♥t ✔ ♥♦♥ ❜♦r♥é✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❬❇❈❈✶✷❝❪ r❡❥♦✐♥❞r♦♥t ❧❡s r❛②♦♥s ❜✐❡♥ r❡♠♣❧✐s
❞❡s ❝❛❜✐♥❡ts ❞❡ tér❛t♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳

❙✐ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡♥ t❡♠♣s ♥✉❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❞ér✐✈❡ A ✓ très ♣❡✉ ✔ ♥♦♥✲❜♦r♥é❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❜♦r♥é❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✮✱ ❛❧♦rs
❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ q✉✐ ❛ ❣✉✐❞é ❧❛ P❛rt✐❡ ■ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ s❡r❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❞é❢❛✉t✳ ■♥s✐st♦♥s
s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞✉ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ à ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡
❡♥ t❡♠♣s ♥✉❧ ✭❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❬❇❈❈✶✷❝❪ s♦♥t k✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és ♣♦✉r t♦✉t k ❡♥t✐❡r✮✳

✼✳✶✳✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s s♦♥t s✉♣♣♦sés ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉s✳ ❉❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té
❧❡s ❝❤♦s❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❝❧❛✐r❡s✱ à ✉♥ ♣♦✐♥t q✉✐ ♣❡✉t s✉r♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡t
✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ OH ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✬❡❛✉✳ ▲✬❡s♣❛❝❡
❞❡ ❍✐❧❜❡rt ♥❛t✉r❡❧ ❡st H = L2(]0,+∞[,C)✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ▼♦rs❡✱ s♦✐t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

✺✽



✼✳✶✳ ❚r❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs

❞❡ ✭✶✳✸✳✶✮✱

A = i

(
∂

∂x2
+ α2e−2(x−xe) − 2e−(x−xe)

)

,

♦ù xe ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡t α ❡st ✉♥
♣❛r❛♠ètr❡ ré❡❧ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à ❡①❝✐t❡r ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥✳

▲❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r B ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❧❡s ♣❤②s✐❝✐❡♥s s❡r❛ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ B : ψ 7→ −iW (x)ψ ❛✈❡❝
W : x 7→ x ♦✉ ✭❡♥ ✈❡rs✐♦♥ s❛t✉ré❡✮ WM : x 7→ inf{x,M} ❛✈❡❝ M ✉♥ ré❡❧ ✜①é ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝❡s ❞❡✉① ❝❤♦✐① ❞❡ W s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞ès q✉❡ M ❡st
❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ OH ♥❡ ❞é♣❛ss❡r❛ ❥❛♠❛✐s q✉❡❧q✉❡s ✐♥✜♠❡s
❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♠✐❝r♦♠ètr❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r M ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠ètr❡s
♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r r❡♠♣❧❛❝❡r s❛♥s r❡♠♦r❞ W ♣❛r s❛ ✈❡rs✐♦♥ tr♦♥q✉é❡✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♥✬♦♥t ❜✐❡♥ sûr r✐❡♥ à ✈♦✐r✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r WM ❡st ❜♦r♥é s✉r H ❡t ♣❛s ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r W ✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛s ❧❡
❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞❡ ✭✶✳✸✳✶✮ ❡st é✈✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
✐♥té❣r❛❜❧❡ ❡t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ A + B ♣rés❡♥t❡r❛ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ❧❡ s♣❡❝tr❡ s❡r❛ ♣✉r❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ❡t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞❡ ✭✶✳✸✳✶✮
❛✈❡❝ u ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥s✐st❡r s✉r ❧❛
❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é ❡♥tr❡ ét❛ts ♣r♦♣r❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
❝❛s✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ét❛❜❧✐r ✉♥ t❡❧ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✭✈♦✐r
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✮✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❝♦♥str✉✐t❡s s♦✐❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✈❡❝W
❡tWM ✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥✱ s✐ ♦♥ ♣❛r✈✐❡♥t à ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r✱ ❧❛✐ss❡♥t ✉♥ ❡s♣♦✐r✱
❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ♣r♦♣r❡s ❞❡ A ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ B s✉r ❝❡s é❧é♠❡♥ts ♣r♦♣r❡s✱ s❛♥s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✈✐s
à ✈✐s ❞✉ r❡st❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ A ♦✉ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ B s✉r ❞✬❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts✳

❙✐❣♥❛❧♦♥s ♣♦✉r ✜♥✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢réq✉❡♠♠❡♥t r❡♥❝♦♥tré ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s q✉❡
❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠♦❞✐✜❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s OH ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✬❡❛✉ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ à ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r t♦✉t❡s ❧❡s
❧✐❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ét❛t ❡①❝✐té✮✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s
♥✬✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ♣❛s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ♦♥ ✈❛ ❞❡✈♦✐r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✉
t②♣❡ ✭✶✳✸✳✶✮✳ ❙✐ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❧❛ ❞ér✐✈❡ A s❡r❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
s②stè♠❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ❡st ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
♠♦❧é❝✉❧❡s ✈❛ ✈❛r✐❡r ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
B ❞✐✛ér❡r♦♥t ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u✱ ❧❛ ♠ê♠❡
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s✱ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

dψα
dt

= (A+ uαB)ψα, α ∈ [0, 1],

❛✈❡❝ A à s♣❡❝tr❡ ♠✐①t❡ ❡t B ❜♦r♥é✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té
❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✬✉♥ ét❛t ♣r♦♣r❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ♦♥t été ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❬❈❤❛✶✸❪✳ ▲❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s
✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✉ ❝❛s B ♥♦♥
❜♦r♥é ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳

✺✾



✼✳ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✮

✼✳✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡

✼✳✷✳✶✳ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ❧❛ ❞ér✐✈❡ A ❛ été
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ −i(∆+V )✳ ▲✬❛♥❛❧♦❣✉❡ r❡❧❛t✐✈✐st❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝✳ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥tr❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣♦rt❡ s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s♣❡❝tr❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ s❡♠✐✲❜♦r♥é ♦✉ ♥♦♥✳
▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t s♦♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts

❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✱ q✉✐ ♥❡ ♣♦✉rr♦♥t ♣❛s êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
❣é♥ér❛❧✐sés✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡♥tr❡ ét❛ts ♣r♦♣r❡s ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡
❞❡✈r❛✐❡♥t ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ét❛❜❧✐s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r❛❝ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✶ ❝✐✲ ❞❡ss✉s✮✳
◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣r❡sq✉❡ ❥❛♠❛✐s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❡♠✐✲❜♦r♥✐t✉❞❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡✱ ❛✈❡❝

♣♦✉r s❡✉❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❬❇❈❈✶✸❛❪✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ét❛✐t ✉♥ r❛❝❝♦✉r❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱
❡t ♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧ ✭❤②♣♦t❤ès❡ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❉✐r❛❝✮✳
❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣❛ss❡r♦♥t ❞♦♥❝ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡

❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r❛❝ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s✳
❯♥ tr❛✈❛✐❧ s❛♥s ❞♦✉t❡ ❛ss❡③ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❤②s✐q✉❡

q✉❡❧ s❡♥s ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥♥❡r à ❞❡ t❡❧s rés✉❧t❛ts ❡t s✐ ✐❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞✬✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤è♥❡ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣
é❧❡❝tr✐q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ➚ ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ très ❡①♣❧♦ré ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡
❡st ✈✐❡r❣❡ ❞✉ ❝ôté t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

✼✳✷✳✷✳ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❝♦♥t✐♥✉

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛ é✈♦q✉é ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ét❛t ♣r♦♣r❡s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❛✐t
q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s ét❛✐❡♥t ✐s♦❧é❡s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❜♦r♥✐t✉❞❡ ❞❡ C ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✶✳✶✮✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r
❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❡♥tr❡ ét❛ts ♣r♦♣r❡s ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t
✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❛♠❜✐❛♥t ❝♦♠♠❡ r❡♥❞❛♥t ❧❡s ét❛ts
♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és s❡r❛✐❡♥t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s st❛❜❧❡s q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✐s♦❧é❡s✳
❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ rés✉❧t❛t✱ s✐ ✐❧ ❡st ✈r❛✐✱ s❡r❛✐t ❞❡ r❛✣♥❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡

❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳

✼✳✷✳✸✳ ❙②stè♠❡s ♦✉✈❡rts

▲❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ s♦♥t ❢❡r♠és ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❞✐✛ér❡♥t
❞✬✓ ✐s♦❧é ✔✱ ✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ❳■■■ ❞❡ ❬❈❚❉▲✼✸❪✮✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈✐✈❡♥t s✉r
❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♥❡
s♦♥t ❥❛♠❛✐s ✈r❛✐♠❡♥t ❢❡r♠és✱ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs A ❡t B ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ✈r❛✐♠❡♥t ❛♥t✐✲
s②♠étr✐q✉❡s✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ s②stè♠❡s ♦✉✈❡rts✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❞✬❛❜♦r❞❡r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✻✵



✼✳✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡

❆✈❡❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❢♦✐✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛r❣✉❡r q✉❡ t♦✉t s②stè♠❡ ♦✉✈❡rt ❡st ❡♥
❢❛✐t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❢❡r♠é ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✈r❛✐✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡t
❛r❣✉♠❡♥t ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ✜♥✐r❛ ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬✉♥✐✈❡rs t♦✉t ❡♥t✐❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ s❡✉❧ ❣✐❣❛♥t❡sq✉❡
s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡t q✉✬♦✉tr❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡✛❡❝t✐✈✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts✲ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ A ❄✲ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥❞r❛ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s❡♠✐✲❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❡①tér✐❡✉r✳
❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ❑♦ss❛❦♦✇s❦✐ ❡t

▲✐♥❜❧❛❞✳ ▲✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ρ✱ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❜♦r♥é ❞❡ ❝❧❛ss❡ tr❛❝❡ s✉r H✱
❛♣♣❡❧é ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té✱ ❡t s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❑♦ss❛❦♦✇s❦✐✲
▲✐♥❜❧❛❞ ✭❬❑♦s✼✷❪✱ ❬▲✐♥✼✻❪✮ ✿

d

dt
ρ = [A+ uB, ρ] + CρC∗ −

1

2
(C∗Cρ+ ρC∗C) ,

♦ù C ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ♥✉❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❢❡r♠és✳
❯♥ ♣r♦❥❡t très ❛♠❜✐t✐❡✉① ❝♦♥s✐st❡ à ❡ss❛②❡r ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té

❞❡ s②stè♠❡s ♦✉✈❡rts ❝❡ q✉✐ ❛ été ré✉ss✐ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❢❡r♠és ✿
❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✱ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✷✳✶✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s très ✐♠♣♦rt❛♥ts ✭❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❧✬♦s✲
❝✐❧❧❛t❡✉r ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✮✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r C ♥✬❡st ♣❛s ❜♦r♥é✳ ▲♦rsq✉❡ C ❡st ❜♦r♥é✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡
t❡♥t❛♥t ❞❡ t❡♥✐r ❧❡ ❞✐s❝♦✉rs s✉✐✈❛♥t ✿

✓ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r C ❡st ❜♦r♥é✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❑♦ss❛❦♦✇s❦✐✲▲✐♥❜❧❛❞ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✭✶✳✸✳✶✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡s✱ s❛✈♦✐r
❝♦♥trô❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡♥ t❡♠♣s ❛r❜✐tr❛✐✲
r❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣❡r♠❡t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❑♦ss❛❦♦✇s❦✐✲▲✐♥❜❧❛❞✳ ✔

❇✐❡♥ q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t✱ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞é❢❡♥❞✉ ♣❤②s✐q✉❡✲
♠❡♥t ✿ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ✈❛ ✐♠♣♦s❡r
❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭❞❛♥s t♦✉s ❧❡s s❡♥s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ✿ L1✱ L2✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥
t♦t❛❧❡✳✳✮✳ P♦✉r ❝❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s✱ ❧❛ ❞é❝♦❤ér❡♥❝❡ s❡r❛ très ❢♦rt❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ✐♥✈❛❧✐❞❡✳

✻✶





✽✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✉✈❡rts ❞❡

❧♦❝♦♠♦t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡

✽✳✶✳ ❚r❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs

✽✳✶✳✶✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉①

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ P❛rt✐❡ ■■ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♥❛❣❡r ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ❏✬❛✐ ♣rét❡♥❞✉
q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ét❛✐❡♥t ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✻ ❞❡ ❬❈▼✶✶❪✮ ❞❛♥s ❧❡
s❡♥s ♦ù ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡s✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡ ♥❛❣❡✉r ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ sûr ❞❡
♠✉❧t✐♣❧❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❞é❢♦r♠❡r ❧❡ ♥❛❣❡✉r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠ê♠❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥
❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
❡st ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡♥t❡♥❞ ♣❛r ✓ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✔✳
❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ♥❛ï✈❡ s❡ ❤❡✉rt❡ à ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡
♣❛r❢❛✐t ✿ ❧❡s s❡✉❧❡s ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s ♦♥t ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❧❡ ♥❛❣❡✉r✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❝❡s ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r✱ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ✈✐t❡ ❡t ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧♦✐♥ s❛♥s ❞é♣❡♥s❡r
❧❛ ♠♦✐♥❞r❡ é♥❡r❣✐❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ❢♦r❝❡s ✐♥t❡r♥❡s ❛✉ ♥❛❣❡✉r ✈♦♥t ❢♦✉r♥✐r
✉♥ tr❛✈❛✐❧ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t très ✐♠♣♦rt❛♥t s✐ ♦♥ ✈❡✉t ❛❧❧❡r ✈✐t❡✮ ❛✉ ✢✉✐❞❡✱ q✉✐ ✈❛ st♦❝❦❡r
❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✳ ❆✉ ♠♦♠❡♥t ❞✉ r❛❧❡♥t✐ss❡♠❡♥t✱ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ✈❛ ❢♦✉r♥✐r
✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❛✉ ♥❛❣❡✉r✳ ▲❡ ✢✉✐❞❡ ✈❛ r❛❧❡♥t✐r ❡t r❡st✐t✉❡r s♦♥ é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❛✉ ♥❛❣❡✉r✳
❙✐ ❧❡ ♥❛❣❡✉r ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ q✉❡ ❧✉✐ tr❛♥s♠❡t ❧❡ ✢✉✐❞❡✱ ✐❧
ré❝✉♣ér❡r❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞é♣❡♥sé❡ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✳

❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❝♦♥s✐st❡ à ♠✉♥✐r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s S ❞✬✉♥❡
♠étr✐q✉❡✱ ❡t ❞✬❛♣♣❡❧❡r ❝♦✉t ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r❡❝t✐✜❛❜❧❡ ❞❛♥s S s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❝❡tt❡
♠étr✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ q✉❡❧q✉✬✉♥ ❞✬❛✉tr❡ ❛ été ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝♦✉t
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♥❛❣❡✉r ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬✉♥❡
✶✲❢♦r♠❡ s✉r S✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s S ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t
q✉❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✱ ♦♥ ❡st r❛♠❡♥é à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s st❛♥❞❛r❞s ❞❡
❣é♦♠étr✐❡ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❆✳ ▼✉♥♥✐❡r ❡t ▲✳ ●✐r❛❧❞✐✳ ❉❡s rés✉❧✲
t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧❡s ❡t ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t ❞é❥à été
♦❜t❡♥✉s✳

✻✸



✽✳ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❧♦❝♦♠♦t✐♦♥✮

✽✳✶✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s S ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉①✱ ❧❛ ✶✲❢♦r♠❡ ❞é✲
❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✉♥✐r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❞✉✐t S ×R ❞✬✉♥❡
str✉❝t✉r❡ s♦✉s✲r✐❡♠♠❛♥♥✐❡♥♥❡ très ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛✲
t✐✈❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛ été ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❆✳ ❆❣r❛❝❤❡✈
❞❛♥s ❬❆❣r✾✻❪✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ❜r❛ssé❡s ✭tr❛✲
❥❡❝t♦✐r❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❛♥s S✮ ❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♥❛❣❡✉r ❛①✐s②♠étr✐q✉❡ à
❞❡✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❈▼✵✾❪ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬ét✉❞❡✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❆✳
▼✉♥♥✐❡r ❡t ▲✳ ●✐r❛❧❞✐✳

✽✳✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡

✽✳✷✳✶✳ P❡rt❡ ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡

❉❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❛ P❛rt✐❡ ■■ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ét❛✐t
❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ♠❛✐s ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❈❡tt❡ ❧✐♥é❛r✐té ét❛✐t
❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥❛❣❡✉r ét❛✐t s❡✉❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ét❡♥❞✉❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡✱ ❡t q✉❡ ✢✉✐❞❡ ❡t
♥❛❣❡✉r ét❛✐❡♥t ❛✉ r❡♣♦s ❛✉ t❡♠♣s ③ér♦✳ ❉✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ét❛✐❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✭♦♥ ❛ ♣✉ ♣❛r❧❡r ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡ ♣♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✮✳
▲❡s ❝❤♦s❡s ❝❤❛♥❣❡♥t r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❞ès q✉❡ ❧❛ ♥❛❣❡✉r ♥✬❡st ♣❧✉s s❡✉❧✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① ♥❛❣❡✉rs✱ ♦✉ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♥❛❣❡✉r ♠❛✐s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥
♦❜st❛❝❧❡ ✭✜①❡ ♦✉ ♥♦♥✮✱ ♦✉ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♥❛❣❡✉r ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛✈✐té ❜♦r♥é❡✱ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ✭❞❡✉① ♥❛❣❡✉rs ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛✈✐té ❜♦r♥é❡✳✳✳✮ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡
♠❛ss❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭✺✳✶✳✻✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞r♦♥t ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✉ ♥❛❣❡✉r✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♦❜st❛❝❧❡s✱ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ♥❛❣❡✉rs✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡st
❞é❧✐❝❛t✳ ❊st✐♠❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ❧✬❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s✱ ❡t ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s♦♥t
✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs Zj ✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s (uj) ❝♦♠♠❡ ✭✺✳✶✳✾✮ ♠❛✐s ♣rés❡♥t❡r❛ ✉♥❡ ❞ér✐✈❡✱
❡t ❢❡r❛ ❡♥ ♣❧✉s ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❞❡✉①
♥❛❣❡✉rs ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✜①❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛✉ t❡♠♣s ③ér♦ ✿















Ω1

Ω2

v1

v2

ṡ1
ṡ2
s̈1
s̈2















= Z0(x)

p
∑

j=1

uj(t)Zj(x), (t ≥ 0), ✭✽✳✷✳✶✮

♦ù ❧✬ét❛t x = s1(t), s2(t), r1, R1, r2, R2,Ω1,Ω2,v1,v2) ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥
❞❡s ♥❛❣❡✉rs✱ ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s r1, r2✱ ❧❡✉r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ R1, R2✱ ❡t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❛♥✲
❣✉❧❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♠♣❧✐q✉❡r❛ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts
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✽✳✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡

❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❤♦✇ ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s s✉✣s❛♥t ❡t ✐❧ ❢❛✉❞r❛
✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✓ ❜♦♥s ❝r♦❝❤❡ts ✔ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❙✉ss♠❛♥♥ ❬❙✉s✽✼❪✳
❯♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ r❛♥❣s ❞❡ ❝r♦❝❤❡ts ❝♦♥s✐st❡ à é❧♦✐❣♥❡r

❧❡s ♥❛❣❡✉rs ❡t ❧❡s ♦❜st❛❝❧❡s✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ♥❛❣❡✉r ❡st très ❧♦✐♥ ❞❡ t♦✉t ❛✉tr❡ ♥❛❣❡✉r ♦✉
♦❜st❛❝❧❡✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t s❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧❡s
♠ê♠❡s q✉❛♥t✐tés ♣♦✉r ✉♥ ♥❛❣❡✉r ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t s❡✉❧✳ ➚ ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡r❛✐t ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥❛❣❡✉rs ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡✳ ❉❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✬❛♥❛❧②t✐❝✐té ❛♣♣❧✐q✉és à ❞❡s
❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛
❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♥❛❣❡✉rs ❡t ❞❡s ♦❜st❛❝❧❡s✳
❇✐❡♥ sûr✱ ❧✬é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t é✈♦q✉é ✐❝✐ s❡r❛✐t ✉♥❡ ❛st✉❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ q✉✐ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
❞❡ ré❛❧✐té ♣❤②s✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡✉① ♣♦✐ss♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛✈✐té ❜♦r♥é❡ ❞❡✈r♦♥t r❡st❡r
♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜♦r♥é❡ ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡r❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡
❝❤♦✐s✐r ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳
▲❡ ♠ê♠❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛ été ❡♠♣❧♦②é ❞❛♥s ❬❈▼✶✶❪ ✭❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ✜❝t✐✈❡♠❡♥t
❞❡s ❞❡♥s✐tés ♥é❣❛t✐✈❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✮✳

✽✳✷✳✷✳ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥s✐❞érés ✐❝✐ ✭✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t ❡♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧✮ ♦♥t ❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥t❛❣❡
❧❡✉r s✐♠♣❧✐❝✐té ✭❛✉ ✜♥❛❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s r❛♠❡♥♦♥s t♦✉❥♦✉rs à ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✮ ✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ✐♥❝♦♥✲
✈é♥✐❡♥t ✉♥ r❛♣♣♦rt ♣❛r❢♦✐s ❧♦✐♥t❛✐♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❛❧✐té✳ ■♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦rt✐❝✐té ❝♦♠♣❧✐q✉❡
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❢❛✐t ♣❡r❞r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛♥❛❧②t✐❝✐té✳
❯♥❡ ♣✐st❡ ❡♥❝♦r❡ très ✈❛❣✉❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ♥❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❞✬❊✉❧❡r s❡r❛✐t ❞❡ ❞é❢♦r♠❡r ❝♦♥t✐♥✉♠❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❥✉sq✉✬à é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ ✈♦rt✐❝✐té ✭❡t
❛✐♥s✐ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧✮✳ P❛r ♠❛♥q✉❡ ❞✬❛♥❛❧②t✐❝✐té✱
✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❡♠♣❧♦②❡r ❞✬❛✉tr❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té
❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♣❡✉t✲êtr❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡
❣é♥ér✐❝✐té s✉r ❧❡s ❣❡r♠❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Ck✳

✻✺





✾✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❤②❜r✐❞❡s ❡t

♠ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

✾✳✶✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡ s②stè♠❡s ❤②❜r✐❞❡s

✾✳✶✳✶✳ ❚r❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs ✿ ▲P❱ ♣♦✉r ▼P❈

❉❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❬▼❊▼❋+✶✷❪ ❡t ❬▼❋❈▼✶✸❪ ❝♦♥s❛❝rés à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ❧✐♥é❛r✐sé ❧❡ s②stè♠❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡
❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ♣✐st❡ ❡st ❞❡ ♣❡♥t❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❞✐s❝✉t❛❜❧❡s✳
❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ tr❛✜❝✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♥✬❡st

❥❛♠❛✐s très é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❊♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❝♦✉rs❡✱ ❧❡s r❛❧❡♥✲
t✐ss❡♠❡♥ts ✈♦✐r❡ ❧❡s ❛rrêts ✭♦✉ q✉❛s✐✲❛rrêts✮ ❞✬✉r❣❡♥❝❡ s♦♥t ❢réq✉❡♥ts✱ t♦✉t❡s ❧❡s éq✉✐♣❡s
♥✬❛❝❝♦r❞❛♥t ♣❛s ❛✉t❛♥t ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬❊❝♦ ▼♦t✐♦♥ ❚❡❛♠ à ❧❛ t❡♥✉❡ ❞❡ r♦✉t❡ ❞✉
♣r♦t♦t②♣❡✳ ▲❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ tr❛✐♥é ✈❛r✐❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡s♣ér❡r
✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡ ✭r❡✲✮❞é♠❛rr❛❣❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝r♦✐s✐èr❡✳
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❡♥t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t t❡♥❛❜❧❡ s✉r ❞✐① t♦✉rs ❞❡

❝✐r❝✉✐t✳ ❆❥♦✉t♦♥s q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ✈❡♥t ♦✉ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ♣❛♥♥❡❛✉① s♦❧❛✐r❡s ✭✐♥st❛❧❧és s✉r
❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉rs❡✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ♠♦❞é❧✐sés ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐st❡✳ ▲❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈❡♥t✱ ❜✐❡♥ sûr✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✉
✈❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s♦❧❡✐❧❧❡♠❡♥t s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❡r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t à ❧✬❛✉tr❡ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t✳
▲à ❡♥❝♦r❡✱ r❡t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st tr♦♣ ré❞✉❝t❡✉r✳
❯♥❡ ✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✭▲P❱✮✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡

❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ❝✐r❝✉✐t✱ ❡t ❞✬② ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡
♠♦❞è❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠❜❧❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡t ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✾✳✶✳✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ♠♦②❡♥ t❡r♠❡

▲❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❱✐r❡✈♦❧t ❡st ✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ✐❞é❛❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ♥♦s ❛❝t✐✈✐tés ♥❡ ❝❡ss❡r♦♥t ♣❛s ❛✈❡❝ ❧✬✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ▼P❈ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ▲P❱✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ♠ê♠❡ ✿ ♦❜t❡♥✐r✱ ❧❡
♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✱ ❡t ❛✉① ♣r✐① ❞✬✉♥ ❡✛♦rt ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♣❧✉s ❧✐♠✐té ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦✉rs❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
é♥❡r❣ét✐q✉❡✳
❯♥ ♣r♦❥❡t ❛ss❡③ ❛♠❜✐t✐❡✉①✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬ét✉❞❡✱ ❡st ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
❯♥ ♣♦✐♥t ❝r✉❝✐❛❧ s❡r❛ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✜❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✈é❤✐✲

❝✉❧❡✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞✉❡s ❛✉ ❢r♦tt❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬❛✐r ❞❡s ♣❡rt❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♦✉ é❧❡❝tr✐q✉❡s ✐♥t❡r♥❡s✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t

✻✼



✾✳ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭♠ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❡s✮

❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞é❝é❧èr❡ ❡♥ r♦✉❡ ❧✐❜r❡✳ ❈❡tt❡ ❞é❝é❧ér❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♠❡s✉ré❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ♣❡♥✲
❞❛♥t ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ r♦✉❡ ❧✐❜r❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡✱ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧
s♦♥ ♣r♦♣r❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡s ❢♦r❝❡s q✉✐ r❛❧❡♥t✐ss❡♥t ❧❡
✈é❤✐❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❜❛s ❞❡❣ré ❡♥ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✮✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t
✐♥❝✐t❡ à ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡r❛✐❡♥t ♣❛s s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
s❡❣♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✈✐r❛❣❡s ✭s❛✉❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜r✉t❛❧❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ q✉✐ ♦❜❧✐❣❡r❛ à ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✮✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞✐t ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r❡♥❞r❛✐t
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s ❢♦r❝❡s s✬❡①❡rç❛♥t s✉r ❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s
♦❜t✐❡♥❞r✐♦♥s s❛♥s ❡✛♦rt s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❧❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✭s✉♣♣♦sé❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s✉r ❝❤❛q✉❡
s❡❣♠❡♥t✮ ❞✉ ✈❡♥t ❡t ❞❡ ❧✬❡♥s♦❧❡✐❧❧❡♠❡♥t✳
❙✉r ❝❤❛q✉❡ s❡❣♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ str❛té❣✐❡

♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ♣❡✉ q✉❡ ❧✬♦♥ s❛❝❤❡ q✉❛♥❞ ❡t à q✉❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❛ss❡r ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ✈✐r❛❣❡✳ ❈❡
t❡♠♣s ❡t ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ❞é❥à é❝♦✉❧é ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞é❥à ♣❛r❝♦✉r✉❡✳ ❯♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ✭❜❛sé❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡s t♦✉rs
♣ré❝é❞❡♥ts✮ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❞❡✈✐♥❡r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✈✐r❛❣❡✳
❈❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s❡r❛✐❡♥t ❜✐❡♥ sûr ❛✣♥é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉rs❡✳
❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t r♦❜✉st❡ ❡t très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧❡✱

❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥ ❡✛♦rt ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ très ❢❛✐❜❧❡✳

✾✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s
q✉❛♥t✐q✉❡s

✾✳✷✳✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ♣❤②s✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♦♥ s✬❡st ✐♥tér❡ssé à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s
q✉❛♥t✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭✶✳✶✳✶✮ ❡st ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡
❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ♣❡t✐ts✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭✶✳✶✳✶✮ ❞♦✐t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r

i
∂ψ

∂t
= H(u)ψ, ✭✾✳✷✳✶✮

♦ù H ❛ss♦❝✐❡ à ❝❡rt❛✐♥s ré❡❧s u ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t H(u) :
D(H(u)) → H✳ ▲❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ H(u) ❡♥ u ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❛✣♥❡ ✲ s✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s
♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ✭✶✳✶✳✶✮✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u : [0, T ] → R ❡t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ψ0

❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞❡ ✭✾✳✷✳✶✮ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❝❧❛✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❑❛t✺✸❪ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞❡

❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✳✶✳✶✮ ❛✉① ❞②♥❛♠✐q✉❡s
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s ✭✾✳✷✳✶✮✳

✾✳✷✳✷✳ ❚r❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs ✿ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡

P♦✉rs✉✐✈❛♥t ❧✬✐❞é❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝❛❞r❡
très s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ♣❛r

✻✽



✾✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s

❡①❡♠♣❧❡ ❬❙❛❝✵✵❪✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✳ ❙♦✐❡♥t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t A ❡t B ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ u(n) = {M ∈
Mn(C)|tM +M = 0}✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❛✣r♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✶✳ Lie(A,B) = u(n) ❀

✷✳ ❧❡ s②stè♠❡ ẋ = (A+ uB)x ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s U(n) = exp(u(n)) ❛✈❡❝

❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s u : R → R ♠❡s✉r❛❜❧❡s ❜♦r♥é❡s ❀

✸✳ ♣♦✉r t♦✉s a, b✱ a 6= b✱ ❧❡ s②stè♠❡ ẋ = (A + uB)x ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s

U(n) ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s u : R → {a, b} ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❀

✹✳ ✐❧ ❡①✐st❡ a, b t❡❧s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ẋ = (A + uB)x ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s

U(n) ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s u : R → {a, b} ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳

❆✈❡❝ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✶ ❛✉① s②s✲
tè♠❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ✐♠♣♦s❡r❛ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣♦✉r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs✳

❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❛ été ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✷ ✭▲❡♠♠❡ ✻ ❞❡ ❬❇❈❈✶✷❛❪✮✳ ❙♦✐❡♥t k > 0✱ (A,B,Φ,Λ,R) ✉♥ s②stè♠❡

k✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✱ T, a, b tr♦✐s ré❡❧s t❡❧s q✉❡ T > 0✱ a < 0 < b✱ u∗ : [0, T ] → R ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t ψ0 ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① u : [0, Tε] → {a, 0, b} t❡❧❧❡ q✉❡ ‖Υu∗

T,0ψ0−Υuε
Tε,0

ψ0‖ <
ε ❡t ‖uε‖L1 ≤ ‖u∗‖L1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ u∗ ❡st à ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥✉❧❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r uε
à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s {0, b}✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭✾✳✷✳✶✮ ♣❛r ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❜✐❧✐✲
♥é❛✐r❡

i
∂ψ

∂t
= [H(0) + u(H(1)−H(0))]ψ ✭✾✳✷✳✷✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ s✐ u ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s {0, 1}✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭✾✳✷✳✷✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
à ✭✾✳✷✳✶✮✳ ➱t❛❜❧✐r ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✾✳✷✳✶✮ ♣♦✉rr❛ s❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

✶✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té
❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ✭✾✳✷✳✷✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s à ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s✳

✷✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❧❛ ❝♦♥trô✲
❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ✭✾✳✷✳✷✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s {0, 1}✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ✭✾✳✷✳✶✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s✳

❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛ été ♠❡♥é à ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❬❇❈❈✶✷❛❪ ♣♦✉r ✉♥ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ H(u) =
H0+uH1+u

2H2 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❞❡s
s②stè♠❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ❢♦r♠❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s ❞✉ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ✭♣❧✉s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡✉①✮ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ré❞❛❝t✐♦♥✳

✻✾



✾✳ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭♠ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❡s✮

✾✳✷✳✸✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✿ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

❆❞❛♣t❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ à ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧
♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✷✳ ❈❡t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ❢♦rt❡♠❡♥t ❛✛❛✐❜❧✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ♣✐st❛❣❡
❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✭♦♥ ♣❡♥s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉① r♦t❛t✐♦♥s q✉✐ é❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡✉① ét❛ts
♣r♦♣r❡s ❡t ❧❛✐ss❡♥t ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✉ ✷✲♣❧❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✮✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s r❡❧❡✈❛♥t ❞❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶ ❡st ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡

❣râ❝❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥✐s❛t✐♦♥ ❞ès q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ♥♦♥ ❞é❣é✲
♥éré❡✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ s❛♥s ❞♦✉t❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✾✳✷✳✷ ❛✉ s✉✐✈✐ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱ ♦✉ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t❡s
❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣✐st❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ré❞✉✐t à ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✳
❊♥✜♥✱ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❞②♥❛✲

♠✐q✉❡s ♥♦♥✲❜✐❧✐♥é❛✐r❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❉✐r❛❝✱ ❡st ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✷ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ H(0) ❝♦♠♣r❡♥❞
✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

✼✵



❈✐♥q✉✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✳

❆♥♥❡①❡s

✼✶





❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ❱✐tæ

➱t❛t ❝✐✈✐❧

◆é ❧❡ ✷✺ ❛✈r✐❧ ✶✾✼✼ à ❈❤❛✉♠♦♥t ✭✺✷✮✱
▼❛r✐é✱ ✉♥ ❡♥❢❛♥t
❋♦♥❝t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ✿ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❡ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ✭◆❛♥❝②✮

❋♦r♠❛t✐♦♥

❆♥❝✐❡♥ é❧è✈❡ ❞❡ ❧✬❊◆❙ ❈❛❝❤❛♥
❘❡ç✉ à ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭s❡ss✐♦♥ ✷✵✵✵✮✱ ❛❞♠✐s ✷✽è♠❡
❉♦❝t❡✉r ès ❙❝✐❡♥❝❡s ✭s♣é❝✐❛❧✐té ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✮ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦✉r❣♦❣♥❡

P❛r❝♦✉rs ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧

s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✾ à ❛♦ût ✷✵✵✶ é❧è✈❡ à ❧✬❊◆❙ ❈❛❝❤❛♥✱ s✐t❡ ❞❡ ❑❡r✲▲❛♥♥
s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✶ à ❛♦ût ✷✵✵✹ ❆❧❧♦❝❛t❛✐r❡ ♠♦♥✐t❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦✉r❣♦❣♥❡

❚❤ès❡ ❡♥ ❝♦✲❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ❏✲P✳ ●❛✉t❤✐❡r ✭❯✳ ❇♦✉r❣♦❣♥❡✮
❡t ❆✳ ❆❣r❛❝❤❡✈ ✭❙■❙❙❆✱ ■t❛❧✐❡✮

♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✹ à ❛♦ût ✷✵✵✺ P♦st✲❞♦❝ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ●❛♥❞✱ ❇❡❧❣✐q✉❡
❞❡♣✉✐s s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✺ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ à ❧✬❯❍P ✭◆❛♥❝②✮
s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✶✵ à ❛♦ût ✷✵✶✶ ❉é❧é❣❛t✐♦♥ ❈◆❘❙ ✭✶✵✵ %✮ à ❧✬■❊❈◆✳

✼✸





❆❝t✐✈✐tés ❞✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t

❊♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞♦❝t♦r❛❧

❉❡♣✉✐s s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✶✶✱ ❥❡ ❝♦✲❡♥❝❛❞r❡ ✭✺✵✪✮ ❛✈❡❝ ●✐❧❧❡s ▼✐❧❧❡r✐♦✉① ✭P❘ ✻✶✱ ❈❘❆◆✮ ❧❛
t❤ès❡ ❞❡ ❚❛t✐❛♥❛ ▼❛♥r✐q✉❡✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬✓ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s
❤②❜❞r✐❞❡s ✔✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❞❡✉① ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❬▼❊▼❋+✶✷❪ ❡t
❬▼❋❈▼✶✸❪✳

❊♥❝❛❞r❡♠❡♥t ♣ré✲❞♦❝t♦r❛❧

❏✬❛✐ été ♦✉ s✉✐s t✉t❡✉r ❊❙❙❚■◆ ❞❡s ♣r♦❥❡ts ét✉❞✐❛♥ts

✕ ❞❡ ▼✳ ❏❡❧✐❧ ❡t ●✳ ▼❡rt③ ❡♥ ✷✵✵✾✲✷✵✶✵✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t ❞❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❛♥♥é❡ ✈✐s❛✐t à ❢♦✉r♥✐r à
❧✬❡♠tr❡♣r✐s❡ ●❊❙❚❘❆ ✭✽✽✮ ✉♥ ♠♦②❡♥ ✜❛❜❧❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬♦r❞♦♥❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s
s✉r ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞✬❡♥s❛❝❤❛❣❡ à ❜♦❧s ✈✐❜r❛♥ts✳ ❯♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❣❛✐♥
♠♦②❡♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✵ ♠✐♥✉t❡s ♣❛r ❥♦✉r✮ ❛ été ❢♦✉r♥✐ à ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❥❡t✳

✕ ❞❡ ❍✳ ❇♦✉✈✐❡r ❡t ▼✳ ❈❤❛✉✈❡t ❡♥ ✷✵✶✶✲✷✵✶✷✱ ❞❡ ▼✳ ❉✉❜❛✐❧✱ ❆✳ ■♠❣❤♦✉r❡ ❡t ●✳ ▼✐❧❧❡t ❡♥
✷✵✶✷✲✷✵✶✸✱ ❙✳ ●❛r❞❡s ❡t ▲✳ ❑❡r♥ ❡♥ ✷✵✶✸✲✷✵✶✹✳ ❈❡s ♣r♦❥❡ts ❞❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❛♥♥é❡ ❝♦♥s✐st❡♥t
à ❢♦✉r♥✐r à ❧✬❊❝♦ ▼♦t✐♦♥ ❚❡❛♠✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❡♥❣❛❣é❡ ♣❛r ❧✬❊❙❙❚■◆ ❞❛♥s ❧✬❊❝♦♠❛r❛t❤♦♥
❙❤❡❧❧✱ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦t②♣❡s ❡♥❣❛❣és ❡♥ ❝♦✉rs❡✳

❊♥❝❛❞r❡♠❡♥t ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛❧

P❛♦❧♦ ▼❛s♦♥ ❛ été ♣♦st✲❞♦❝ à ❧✬■♥r✐❛ ◆❛♥❝②✲●r❛♥❞✲❊st ❞❡ ✷✵✵✼ à ✷✵✵✽✱ s♦✉s ❧❛ r❡s♣♦♥s❛✲
❜✐❧✐té ♣❛rt❛❣é❡ ❞❡ ▼❛r✐♦ ❙✐❣❛❧♦tt✐ ❡t ♠♦✐✲♠ê♠❡✳ ❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦❧❧❛✲
❜♦ré s✉r ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬❈▼❙❇✵✾❜❪ ❡t ❝✐♥q ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ❬❇❈▼+✵✾❪✱ ❬❈▼❙❇✵✽❪✱ ❬❙▼❇❈✵✾❜❪✱
❬❈▼❙❇✵✾❛❪✱ ❬❙▼❇❈✵✾❛❪✳ P✳ ▼❛s♦♥ ❛ été r❡❝r✉té ❝♦♠♠❡ ❝❤❛r❣é ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉ ❈◆❘❙
❡♥ ✷✵✵✽✳

▼❛r❝♦ ❈❛♣♦♥✐❣r♦ ❛ été ♣♦st✲❞♦❝ à ■♥r✐❛ ◆❛♥❝②✲●r❛♥❞✲❊st ❞❡ ♠❛rs ✷✵✶✵ à ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✶✱
s♦✉s ❧❛ r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ♣❛rt❛❣é❡ ❞❡ ▼❛r✐♦ ❙✐❣❛❧♦tt✐ ❡t ♠♦✐✲♠ê♠❡ ❥✉sq✉✬❡♥ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✶✵✱
❡t s♦✉s ♠❛ s❡✉❧❡ r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ❞✬♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✵ à ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✶✳ ❉✉r❛♥t ❝❡s ♣ér✐♦❞❡s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝♦❧❧❛❜♦ré s✉r ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ✭❬❇❈❈❙✶✷❪✱ ❬❇❈❈✶✸❝❪✮ ❡t ❝✐♥q ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ❬❇❈❈✶✷❡❪✱
❬❇❈❈✶✷❛❪✱ ❬❇❈❈✶✷❝❪ ❬❇❈❈✶✷❜❪✱❬❇❈❈❙✶✶❪ ✳ ▼✳ ❈❛♣♦♥✐❣r♦ ❛ été r❡❝r✉té ▼❈❋ ✭s❡❝t✐♦♥
✷✻✮ ❛✉ ❈◆❆▼ ❡♥ ❥✉✐♥ ✷✵✶✷✳ ✭◆♦tr❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉é ❞❡♣✉✐s✱ ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t
❬❇❈❈✶✸❛❪✮✳

✼✺



❊♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉rs ❡①♣❡rts

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❈P❊❘▼■❙◆✱ ❧✬■◆❘■❆ ❛ ❡♠❜❛✉❝❤é ❞❡✉① ✐♥❣é♥✐❡✉rs ❡①♣❡rts ✭❆✳ ❙♣♦❧❡t✐♥✐
♣✉✐s ❍✳ ▼❛❧❛✐s❡✮ ❡♥tr❡ ✷✵✶✵ ❡t ✷✵✶✷ ♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❜❛ss❡
❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é à ❧✬❊❙❙❚■◆✳ ❏✬❛✐ été ❝❤❛r❣é ❞❡ ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡ ❝❡s
✐♥❣é♥✐❡✉rs✳

✼✻



❊♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts

❇✐❧❛♥ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t

❉❡♣✉✐s ♠♦♥ r❡❝r✉t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ♠❛✐tr❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ à ❧✬❊❙❙❚■◆ ❡♥ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✺✱
❥✬❡✛❡❝t✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛♥♥é❡ ✉♥ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ ✶✾✷ ❤❡✉r❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t ❚❉✳ ▲❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❊❙❙❚■◆ s♦♥t ❝♦♥❝❡♥trés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❞❡✉①✐è♠❡
❛♥♥é❡✳ ➚ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r s❡♠❡str❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♥♥é❡ ♦ù ❆❧❣è❜r❡ ❡t ❆♥❛❧②s❡
s♦♥t ♣❛r❢♦✐s ❞✐ss♦❝✐és✱ ❝✬❡st tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ s❡✉❧ ❡♥s❡✐❣♥❛♥t q✉✐ ❡st ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡
❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ✭❡♥tr❡ ✶✵✵ ❡t
✶✷✵ é❧è✈❡s✮ ♣♦✉r ✉♥ s❡♠❡str❡ ❞♦♥♥é ✳
❏✬❛✐ été r❡s♣♦♥s❛❜❧❡✱ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r ❡t ❝❤❛r❣é ❞❡s ❝♦✉rs ♠❛❣✐str❛✉① ♣♦✉r ❧❡s s❡♠❡str❡s s✉✐✲
✈❛♥ts ✿

❝♦✉rs ❙✷ ✭♣r❡♠✐èr❡ ❛♥♥é❡✱ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡♠❡str❡✱ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡✮ ❡♥ ✷✵✵✼✲✷✵✵✽ ❡t ✷✵✵✽✲
✷✵✵✾✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ✉♥❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ ❀

❝♦✉rs ❞❡ ❙✷ ❜✐s ✭♣r❡♠✐èr❡ ❛♥♥é❡✱ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡♠❡str❡ ❞❡ r❛ttr❛♣❛❣❡ ♦r❣❛♥✐sé ❡♥tr❡ s❡♣✲
t❡♠❜r❡ ❡t ❥❛♥✈✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ét✉❞✐❛♥ts ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞é ❙✷ ❡♥ ❥✉✐♥✮ ❡♥ ✷✵✵✽✲✷✵✵✾ ❡t
✷✵✵✾✲✷✵✶✵✳ ❈❡t ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t s✬❛❞r❡ss❛✐t à ✷✵✲✷✺ ét✉❞✐❛♥ts✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ét❛✐t ❧❡
♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❙✷ ❀

❝♦✉rs ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❙✸ ✭❞❡✉①✐è♠❡ ❛♥♥é❡✱ ♣r❡♠✐❡r s❡♠❡str❡✱ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡✮ ❡♥ ✷✵✶✶✲
✷✵✶✷ ✿ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ss❡♠❡♥t ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✱ s②stè♠❡s ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳

■♥♥♦✈❛t✐♦♥s ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡s

▲✬❊❙❙❚■◆ ❡st ✉♥❡ é❝♦❧❡ ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉rs ❣é♥ér❛❧✐st❡ ❡♥ ❝✐♥q ❛♥s q✉✐ s✬❛❞r❡ss❡ à ❞❡s ét✉❞✐❛♥ts
sé❧❡❝t✐♦♥♥és s✉r ❝♦♥❝♦✉rs✱ ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ st✉♣✐❞❡s ♠❛✐s très ♣❡✉ ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ q✉✐ ♦♥t ❜❡s♦✐♥ très ✈✐t❡ ✭❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ à ❇❛❝ ✰✷✮ ❞✬♦✉t✐❧s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
s♦♣❤✐st✐q✉és ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❞✐s❝rét✐sés✱ st❛❜✐❧✐té
❞❡ s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✮✳ ❈❡s ♦✉t✐❧s ♥❡ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s
❛❜♦r❞és ❛✈❛♥t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❛♥♥é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝✉rs✉s ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❢r❛♥ç❛✐s st❛♥❞❛r❞✳
▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❤♦r❛✐r❡ ré❞✉✐t ✐♠♣♦s❡ ✉♥ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥
tr♦✉✈❡r❛ ❡♥ ❝❧❛ss❡s ♣ré♣❛r❛t♦✐r❡s ♦✉ ❡♥ ❢❛❝✉❧tés ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ♣❧✉s ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❞❡s ✐❞é❡s
✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s
r✐❣♦✉r❡✉s❡s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ❥✬❛✐ ♠✉❧t✐♣❧✐é ❛✈❡❝ ❧❡s ét✉❞✐❛♥ts ❞✉ s❡♠❡str❡ ❙✷ ❜✐s ❞❡s ❚P s✉r ♠❛❝❤✐♥❡
✭❛✈❡❝ ❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s s❝✐❧❛❜ ❡t ▼❛①✐♠❛✮✳ ❉❡✈❛♥t ❧✬❛♣♣❛r❡♥t s✉❝❝ès ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱

✼✼



❥❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♦♣t✐♦♥♥❡❧ ❞✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ à ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦✳ ❈❡ ❝♦✉rs
❞❡ ✷ ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ✷✵ ❤❡✉r❡s ✭✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r ❛♥✮✱ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t s✉r ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❡st ❛ss✉ré ❡♥
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥s❡✐❣♥❛♥ts ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭❏✉❧✐❡ ❱❛❧❡✐♥ ❡t ❘❡♥❛✉❞ ▼❛rt②✱
▼❈❋ ✷✻✮ ❡t ❞✬❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✭❋❧♦r✐❛♥❡ ❈♦❧❧✐♥ ▼❈❋ ✻✶✱ ❡t ❞❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❞✉ ❈❘❆◆✮✳
❉❡s ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐ss✉s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ré❡❧s✱ s♦♥t tr❛✐tés s♦✉s
❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳ ❊♥ ✷✵✶✷✲✷✵✶✸✱ ❧❡ s✉❝❝ès ❞❡ ❝❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦♣t✐♦♥♥❡❧ ❛
❥✉st✐✜é ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❝✐♥q ❣r♦✉♣❡s ✭❝♦♥tr❡ tr♦✐s ❡♥ ✷✵✶✶✲✷✵✶✷✮✳ ▲✬♦♣t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉
♦✉✈❡rt❡ ❡♥ ✷✵✶✸✲✷✵✶✹✳

✼✽



❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥

Pr♦❥❡t ❈❯P■❉❙❊

❏✬❛✐ été ❧❡ ♣♦rt❡✉r ❞✉ ♣r♦❥❡t ❈❯P■❉❙❊ ✭❈♦♥tr♦❧ ✈✐❛ ❯♥❜♦✉♥❞❡❞ P♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ ■♥✜♥✐t❡
❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❊q✉❛t✐♦♥s✮✳ ❈❯P■❉❙❊ ❡st ✉♥ ♣r♦❥❡t ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡t
ré❣✐♦♥❛❧❡ ✜♥❛♥❝é ♣❛r ■♥r✐❛ à ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ✼✺✵✵ ❡✉r♦s✱ ❞❡ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✶✵ à ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✶✱ q✉✐ ❛
r❛ss❡♠❜❧é tr♦✐s ♠❡♠❜r❡s ❛❝t✐❢s ✭◆✳ ❇♦✉ss❛ï❞✱ ▼❈❋ s❡❝t✐♦♥ ✷✻ à ❇❡s❛♥ç♦♥✱ ▼✳ ❈❛♣♦♥✐❣r♦
❡t ♠♦✐✲♠ê♠❡ à ◆❛♥❝②✮✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t ❛ ✐♥✐t✐é ✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦✉rs✉✐t ❛✉❥♦✉r❞ ❄❤✉✐✳

❈P❊❘ ▼■❙◆

❆✉ s❡✐♥ ❞✉ t❤è♠❡ ❆❖❈ ✭❆♥❛❧②s❡✱ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❈♦♥trô❧❡✮ ❞✉ ❝♦♥tr❛t ❞❡ ♣❧❛♥ ❊t❛t✲
❘é❣✐♦♥ ▼■❙◆✱ ❥❡ s✉✐s ❝♦✲r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ●✳ ▼✐❧❧❡r✐♦✉① ❞✉ ♣r♦❥❡t ✏ ❈♦♥trô❧❡ ❡♥ t❡♠♣s
ré❡❧ ❞❡ s②stè♠❡s ❤②❜r✐❞❡s✑ ✱ ✜♥❛♥❝é à ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✺✵ ✵✵✵ ❡✉r♦s ✭❛❝❤❛t ❞❡ ♠❛tér✐❡❧
♣♦✉r ❧❡s ❜❛♥❝s ❞❡ t❡st ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ♣r♦t♦t②♣❡ à ❜❛ss❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥✮ ❡t ✶✷ ♠♦✐s
❞✬✐♥❣é♥✐❡✉r ❞ ❄ét✉❞❡ ■♥r✐❛ s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

❆◆❘ ●❈▼ ✓ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❈♦♥tr♦❧ ▼❡t❤♦❞s ✔

❆✉ s❡✐♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆◆❘ ❇❧❛♥❝ ✓ ●❈▼ ✔ ♣♦rté ♣❛r ❏✲P✳ ●❛✉t❤✐❡r ✭P❘ ❯✳ ❚♦✉❧♦♥✱
s❡❝t✐♦♥ ✻✶✮✱ ❥✬❛✐ été r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✏❈♦♥trô❧❡ q✉❛♥t✐q✉❡✑ ♣♦✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ✭♠✐ ✷✵✵✾ à ♠✐ ✷✵✶✸✮✳

❆✉tr❡s r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐tés

▼❡♠❜r❡ ❞✉ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛✐r ❚✳❈✳ ✷✳✻ ✏❉✐str✐❜✉t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs s②st❡♠s✑ ❞❡ ❧✬■❋❆❈✳

❘é❞❛❝t❡✉r ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ♣r♦❥❡t ■♥r✐❛ ✏❈❖❘■❉❆✑ ✭✶✹ ♣❡r♠❛♥❡♥ts✮
❞❡ ✷✵✶✶ à ✷✵✶✸✳

❈♦✲♦r❣❛♥✐s❛t❡✉r ❛✈❡❝ ●✳ ▼✐❧❧❡r✐♦✉① ❞❡ ❧❛ ❥♦✉r♥é❡ ✏❈♦♥trô❧❡ ❡t ➱♥❡r❣✐❡✑ à ◆❛♥❝② ❡♥ ✷✵✶✶✳

▼❡♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠✐tés ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ▼❈❋ ❡♥ ✷✵✶✵ ❇❡s❛♥ç♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✻✮ ❡t ❡♥ ✷✵✶✶ à ◆❛♥❝②
✭s❡❝t✐♦♥ ✻✶✮✳

✼✾





❘❛②♦♥♥❡♠❡♥t s❝✐❡♥t✐✜q✉❡

■♥✈✐t❛t✐♦♥s

■♥✈✐t❛t✐♦♥s ✭❝♦♥❢ér❡♥❝❡s✮

●❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈♦♥tr♦❧
❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠s✱ ❥✉✐♥ ✷✵✶✵✱ ❇❡s❛♥ç♦♥✱ ❋r❛♥❝❡✳

◗✉❛♥t✉♠ ❈♦♥tr♦❧ ✈✐❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ▼❡t❤♦❞s✱ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❙✐♥❣✉❧❛✲
r✐t✐❡s✱ ✷✹✲✷✽ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✵✱ P♦rq✉❡r♦❧❧❡s✱ ❋r❛♥❝❡✳

❙♦♠❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ❲♦r❦s❤♦♣
♦♥ ◗✉❛♥t✉♠ ❈♦♥tr♦❧✱ ■♥st✐t✉t ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ tr✐♠❡str❡ ✓ ❈♦♥trô❧❡
❊❉P ✔✮✱ ✽✲✶✵ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✵✱P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✳

❋✐♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❜✐❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❲♦r❦s❤♦♣
♦♥ ◗✉❛♥t✉♠ ❈♦♥tr♦❧✱ ✶✶✇✺✵✸✵✱ ✸✲✽ ❛✈r✐❧ ✷✵✶✶✱ ❇❛♥✛✱ ❈❛♥❛❞❛✳

❲❡❛❦❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s✱ P■❈❖❋ ✷✵✶✷✱✷✲✹ ❛✈r✐❧ ✷✵✶✷✱ ➱❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤✲
♥✐q✉❡✱ P❛❧❛✐s❡❛✉✱ ❋r❛♥❝❡✳

●❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❜✐❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ■♥❞❛♠ ♠❡❡t✐♥❣ ♦♥
●❡♦♠❡tr✐❝ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ s✉❜✲❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ●❡♦♠❡tr②✱ ❈♦rt♦♥❡✱ ■t❛❧✐❡✱ ✷✶✲✷✺ ♠❛✐ ✷✵✶✷

■♥✈✐t❛t✐♦♥s ✭sé❥♦✉rs✮

❈♦✉rs à ❧✬é❝♦❧❡ ❞✬été ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭✉♥❡ s❡♠❛✐♥❡✮ à ❲ür③❜✉r❣ ✭❆❧❧❡♠❛❣♥❡✮ ❡♥
❥✉✐❧❧❡t ✷✵✶✶✳

■♥✈✐t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ●✳ ▲❡✉❣❡r✐♥❣ à ❊r❧❛♥❣❡♥ ✭❆❧❧❡♠❛❣♥❡✮ ❡♥ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✾
✭✉♥❡ s❡♠❛✐♥❡✮ ❡t ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✵ ✭✉♥❡ s❡♠❛✐♥❡✮✳

■♥✈✐t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ s❡♠❛✐♥❡ ❛✉ P■▼❙ ✭P❛❝✐✜❝ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✮✱ à ❱❛♥✲
❝♦✉✈❡r ✭❈❛♥❛❞❛✮ ❡♥ ❛✈r✐❧ ✷✵✵✾✳

■♥✈✐t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡♠❛✐♥❡ ❛✉ P■▼❙ à ❱✐❝t♦r✐❛ ✭❈❛♥❛❞❛✮ ❡♥ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✷✳

❉✐st✐♥❝t✐♦♥s

✕ ❇é♥é✜❝✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ P❊❙ ❞❡♣✉✐s ✷✵✵✾✳
✕ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❆♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② t✐♠❡ ❢♦r s✐♥❣❧❡✲✐♥♣✉t s②st❡♠s ♦♥ ❝♦♠♣❛❝t

▲✐❡ ❣r♦✉♣s ❛ été ❝❧❛ssé ✶ ❍✐❣❧✐t❤ ♣❛♣❡r ♣❛r ❧✬❊❙❆■▼ ❡♥ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✽✳

✶✳ ❤tt♣✿✴✴❥♦✉r♥❛❧s✳❝❛♠❜r✐❞❣❡✳♦r❣✴❛❝t✐♦♥✴❞✐s♣❧❛②❈✉st♦♠❆rt✐❝❧❡s❄❥✐❞❂❈❖❱✫❛rt✐❝❧❡▲✐st■❞❂

✻✽✶

✽✶

http://journals.cambridge.org/action/displayCustomArticles?jid=COV&articleListId=681
http://journals.cambridge.org/action/displayCustomArticles?jid=COV&articleListId=681


✕ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❈♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲s♣❡❝tr✉♠ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛♥

❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ✷ ❞❡s ▼♦st ❝✐t❡❞ ♣❛♣❡rs ❞❡s ❆♥♥❛❧❡s ❞❡ ❧✬■❍P ✭❈✮✳
✕ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❬▼❊▼❋+✶✷❪ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❧❡ ✓ ❇❡st ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛✇❛r❞ ✔ ❞❡ ❧✬❊❋❊❆ ✷✵✶✷✳

✷✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❥♦✉r♥❛❧s✳❡❧s❡✈✐❡r✳❝♦♠✴❛♥♥❛❧❡s✲❞❡✲❧✐♥st✐t✉t✲❤❡♥r✐✲♣♦✐♥❝❛r❡✲❝✲❛♥❛❧②s❡✲♥♦♥✲❧✐♥❡❛✐r❡✴

♠♦st✲❝✐t❡❞✲❛rt✐❝❧❡s✴

✽✷

http://www.journals.elsevier.com/annales-de-linstitut-henri-poincare-c-analyse-non-lineaire/most-cited-articles/
http://www.journals.elsevier.com/annales-de-linstitut-henri-poincare-c-analyse-non-lineaire/most-cited-articles/


▲✐st❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❆rt✐❝❧❡s ❡♥ r❡✈✉❡s

✶✳ ✭❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❯✳ ❇♦s❝❛✐♥ ❡t ❏✲P✳ ●❛✉t❤✐❡r✮ ❖♥ t❤❡ K + P ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r

❛ t❤r❡❡✲❧❡✈❡❧ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ✿ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❏✳ ❉②♥❛♠✳ ❈♦♥tr♦❧
❙②st❡♠s ✽ ✭✷✵✵✷✮✱ ♥♦✳ ✹✱ ✺✹✼✕✺✼✷✳

✷✳ ✭❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❯✳ ❇♦s❝❛✐♥ ❡t ●✳ ❈❤❛r❧♦t✮ ◆♦♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✸✲❧❡✈❡❧ q✉❛♥t✉♠

s②st❡♠s ✿ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♠✐♥✐♠✉♠ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣②✳ ❉✐s❝r❡t❡
❈♦♥t✐♥✳ ❉②♥✳ ❙②st✳ ❙❡r✳ ❇ ✺ ✭✷✵✵✺✮✱ ♥♦✳ ✹✱ ✾✺✼✕✾✾✵ ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✳

✸✳ ✭❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❆✳ ❆❣r❛❝❤❡✈✮ ❆♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② t✐♠❡ ❢♦r

s✐♥❣❧❡✲✐♥♣✉t s②st❡♠s ♦♥ ❝♦♠♣❛❝t ▲✐❡ ❣r♦✉♣s✳ ❊❙❆■▼ ❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳ ❈❛❧❝✳ ❱❛r✳ ✶✷
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✷✵✶✵✱ ♣♣✳✷✾✻✺✲✷✾✼✵✱ ✸✵ ❥✉✐♥ ✷✵✶✵✲✷ ❥✉✐❧ ✷✵✶✵

✶✷✳ ✭❛✈❡❝ ❯✳ ❇♦s❝❛✐♥✱ ▼✳ ❈❛♣♦♥✐❣r♦ ❡t ▼✳ ❙✐❣❛❧♦tt✐✮✱ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
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✺✽✸✵✱ ✷✼✲✷✾ ❥✉✐♥ ✷✵✶✷
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❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇✐t❤ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛❝❝❡♣té ♣♦✉r ❏♦✐♥t ✷✵✶✸ ❙❙❙❈✱ ❚❉❙✱
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✷✷✳ ✭❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ◆❛❜✐❧❡ ❇♦✉ss❛✐❞ ❡t ▼❛r❝♦ ❈❛♣♦♥✐❣r♦✮✱ ❊♥❡r❣② ❊st✐♠❛t❡s ❢♦r
▲♦✇ ❘❡❣✉❧❛r✐t② ❇✐❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ❛❝❝❡♣té à ❈P❉❊ ✷✵✶✸✳
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❢♦r ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r s✇✐♠♠❡rs ✿ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❏✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝✐✳✱
✶✽✭✸✮ ✿✷✼✼✕✸✵✷✱ ✷✵✵✽✳
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