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Introduction

Ce mémoire est une synthése de mes travaux de recherche depuis mon recrutement
comme Maitre de conférence a l'Institut Elie Cartan en septembre 2005. Je me suis
efforcé de présenter mes résultats essentiels et de les situer dans leur contexte de la
maniére la plus synthétique possible. Mes activités se répartissant, de facon trés inégale,
dans trois domaines & la fois vastes et assez nettement distincts, j’ai renoncé pour des
questions de volume a présenter un état des lieux complets de chaque domaine, pour me
concentrer sur les aspects en rapport direct avec mon travail. Par exemple, et malgré
I'intensité de la recherche sur ces sujets, je n’aborderai quasiment pas le probléme de
la commande effective des systémes quantiques (ouverts ou fermés) de dimension finie
ou de la locomotion en fluide non parfait, tout simplement parce que je n’y ai pas de
contribution. De la méme facon, on pourra s’étonner de la taille volontairement réduite de
la bibliographie. Il aurait été plus simple pour moi de concaténer les fichiers .bib dont je
disposais, mais il m’a semblé qu’'une sélection plus resserrée permettrait de mieux situer
ma contribution.

Contribution

L’idée essentielle de mon travail est d’obtenir des résultats de contrélabilité approchée
en remplagant des dynamiques complexes en dimension infinie (complexes au sens de
non-linéaires, dans la commande ou dans I’état) par des dynamiques de méme structure
(avec le méme type de non-linéarité) en dimension finie, sur lesquelles on pourra appliquer
les techniques géométriques classiques, souvent & base de crochets de Lie. Cette idée a
été appliquée a la commande des systémes quantiques bilinéaires de dimension infinie
et & la locomotion d’'un nageur déformable isolé dans un fluide en écoulement potentiel
(non-linéarité dans ’état).

Pour la commande des systémes quantiques, nous avons, en collaboration avec mes
co-auteurs U. Boscain , P. Mason, M. Sigalotti, N. Boussaid et M. Caponigro, étendu les
méthodes de moyennisation bien connues en dimension finie & des systémes de dimen-
sion finie. (Précisément, j’ai justifié rigoureusement ’approximation faite au Chapitre
13 de | |). Ces méthodes ont depuis été appliquées avec succés pour montrer la
contrélabilité approchée de nombreux systémes rencontrés usuellement dans la littérature
physique.

Pour la locomotion dans un fluide parfait en écoulement potentiel, en collaboration
avec A. Munnier, nous avons obtenu ce qui semble étre le premier résultat de pistage
pour un nageur déformable.
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Contenu de ce mémoire

Ce mémoire est divisé en quatre parties dont les longueurs inégales reflétent la venti-
lation de mes activités de recherche depuis mon arrivée & U'Institut Elie Cartan.

La premiére partie traite de la commande des systémes quantiques bilinéaires. Aprés
le chapitre 1 exposant le contexte physique, le chapitre 2 décrit les conséquences de
quelques résultats d’estimations d’énergie a priori et le chapitre 3 présente les méthodes
de moyennisation.

La deuxiéme partie traite de la locomotion en fluide parfait. Le chapitre 4 présente le
contexte physique et un exemple simple de sous-marin rigide. Le chapitre 5 expose des
résultats de pistage pour des nageurs déformables en dimension 2 et 3.

La troisiéme partie, un peu & part, traite de 'optimisation des stratégies de conduite
pour un véhicule hybride. Cette partie est constituée d’un unique chapitre et présente des
résultats obtenus avec G. Millerioux et ’étudiante que nous co-dirigeons T. Manrique.

La quatriéeme partie présente des perspectives, & court et moyen termes, pour chacun
des thémes des parties 1 & 3.

A la fin de mémoire, des annexes regroupent les divers documents demandés par I’école
doctorale.

Un mot sur la terminologie

Selon I'expression d’un collégue dont j’ai malheureusement oublié le nom, « le controle
est une activité souvent onéreuse que l'on pratique dans les trains et les autobus avec
des agents en képi ». Le mot « commande » est conseillé pour traduire 'anglais control.
Certaines expressions risquant de préter a confusion (comment traduire « controlability »
sans risque de confusion avec « commandability » pour le lecteur 7), j’ai décidé de conser-
ver certains anglicismes en m’efforcant de définir chaque notion & sa premiére apparition
dans le texte.
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1. Commande des systémes quantiques
contexte, état de |'art et notations

1.1. Contexte physique

1.1.1. Description d'un systéme quantique

Un systéme quantique évoluant sur une variété Riemannienne {2, munie de la mesure
induite u, est complétement déterminé par sa fonction d’onde, un point de la sphére unité
de L?(2, C). Une fonction d’onde ¢ étant donnée, les fonctions ¢ et ¢4 représentent le
méme état physique du systéme, pour tout 6 réel.

Remarque 1.1.1. En général, si © : 2 — R n’est pas constante, les deux fonctions d’ondes
e191) et 1) ne représentent pas le méme état physique du systéme.

A toute caractéristique physique @ du systéme (par exemple : I'énergie, la vitesse
ou la position), est associé un opérateur linéaire auto-adjoint (pas forcément borné)
O : D(O) C L*(Q,C) — L?(Q,C) appelé observable. Le résultat d’une mesure de O
sera un élément du spectre de O. On ne peut pas, en général, prédire avec certitude le
résultat de la mesure de la quantité O connaissant la fonction d’onde du systéme. Pour
le cas particulier ou la fonction d’onde du systéme est un vecteur propre de O associé a
la valeur propre a, alors le résultat d’une mesure de O sera a avec la probabilité 1.

Pour un systéme en position générale (associé a une fonction d’onde ¥ qui n’est pas
forcément un vecteur propre de O), 'espérance du résultat d’'une mesure de la grandeur
O est fQ ¥ (O1)dp. Par exemple, pour tout sous-ensemble w de 2, la propriété « présence
du systéme dans w » est associée & 'opérateur de troncature : ¢ — 1,2, et la probabilité
de trouver le systéme dans w est [ [¢[*dpu.

Remarque 1.1.2. En général, 'opérateur O n’est pas borné, donc son domaine n’est pas
égal & L?(Q,C). Tl y aura donc des fonctions d’onde ¢ pour lesquelles on ne pourra
pas définir 'espérance d’'une mesure de O (en particulier, il existe des fonctions d’onde
auxquelles on ne pourra pas associer d’énergie). Ces problémes de régularité joueront un
role majeur dans la suite de ce mémoire.

1.1.2. Dynamique des systémes quantiques

Immédiatement aprés une mesure de la grandeur O, qui a retourné comme résultat
une valeur propre a de O, le systéme quantique se retrouve instantanément associé a une
fonction d’onde qui est un vecteur propre de O associé & la valeur propre a.



1. Systémes quantiques

Entre deux mesures, I’évolution d’un systéme quantique isolé de fonction d’onde v est
donnée par ’équation de Schrédinger

.0y

IE = Howv

ou Hj est I'observable associée & ’énergie du systéme. Pour nous, Hy sera souvent de la
forme Hy = —A 4+ V ou A est opérateur de Laplace-Beltrami de Q et V : Q@ — R est
un potentiel.

Pour le cas o le systéme n’est plus isolé mais soumis & un champ extérieur (par
exemple, au champ électrique di & un laser d’intensité u que 'expérimentateur pourra
choisir dans une certaine mesure), et sous des hypothéses simplificatrices convenables,
I’équation de Schrédinger prend la forme

iaaqf = (Ho—i—'LL(t)Hl)iﬂ, (1.1.1)
o Hy : D(H;) C L*(Q,C) — L?(Q, C) est un opérateur auto-adjoint indépendant du
temps de la forme ¥ — W1, avec W : © — R une fonction & préciser, qui représente
I'interaction du laser avec le systéme.

Le caractére bien posé du systéme (1.1.1) est loin d’étre évident en général. Pour les
commandes u pour lesquelles cela aura un sens, nous noterons ¢ € R — T}, 4 la solution
au temps ¢ de (1.1.1) valant ¢ a .

L’ensemble atteignable en temps T depuis un point 1y avec les commandes admissibles
U (un sous ensemble des fonctions de [0, +o0o[ dans R) est {Y¢y1ol0 <t < T,u € U}.
L’ensemble atteignable est 'union des ensembles atteignables en temps ¢ pour ¢ positif.
Le systéme est controlable ezactement (resp. de fagon approchée en norme Ni) avec les
commandes U dans un sous-ensemble K de H si ’ensemble atteignable (resp. ’adhérence
de 'ensemble atteignable pour la norme Nj) depuis n’importe quel point de K avec les
commandes U contient K.

1.1.3. Commande effective des systémes quantiques

Etant donné un systéme quantique, une question naturelle est de savoir si il est pos-
sible de le transférer de son état initial vers un état cible donné en utilisant un champ
d’intensité u : R — R convenablement choisie. L’importance des applications a conduit
les expérimentateurs & tres vite proposer des stratégies de construction de telles com-
mandes. En I’absence de preuve analytique formelle de leur efficacité dans des contextes
généraux, c’est 'expérience qui a montré leur validité. Nous évoquons ci-dessous deux
méthodes couramment employées en pratique depuis des décennies, et qui n’ont recu que
récemment un traitement théorique systématique.

Approximation en ondes rotationelles

Il a été observé que pour transférer un systéme quantique d’un niveau d’énergie A & un
niveau X, il suffit en général de 'exciter avec un photon d’énergie [A—\'| (voir | D).

10



1.2. Etat de art

Cette propriété est d’un usage constant, par exemple dans les horloges atomiques ot on
utilise justement la trés grande stabilité des niveaux d’énergie d’un noyau atomique pour
garantir la stabilité de la fréquence du champ extérieur.

Ce phénomeéne est encore valable pour les systémes bilinéaires excités par un signal
périodique de fréquence |\ — N'|. Nous reviendrons en détail sur ce point dans le chapitre
3.

Méthodes adiabatiques

Il a été démontré théoriquement et observé en pratique que si H(u) variait lentement,
T} envoyait les états propres de H(u(0)) & proximité des états propres de H (u(t)). Cette
propriété peut étre utilisée quand on dispose de suffisamment de temps pour réaliser le
transfert.

1.2. Etat de l'art

Les difficultés essentielles des problémes de commande des systémes quantiques décrits
ci-dessus proviennent de la dimension infinie de I'espace des états et du caractére non-
linéaire de la dynamique (une littérature considérable est disponible pour les systémes
quantiques linéaires, voir par exemple | |). L’étude systématique des propriétés de
controlabilité des systémes quantiques est assez récente (la majorité des résultats ont
moins de dix ans).

Dans le but de pouvoir utiliser le trés pratique langage de la théorie des opérateurs,
nous considérerons

1.2.1. Controlabilité exacte des systémes quantiques fermés

Le premier résultat concernant les systémes bilinéaires est un résultat négatif | |
de 1982 da & Ball, Marsden et Slemrod et adapté aux systémes conservatifs | | par
Turinici en 2000. Un énoncé commode (mais pas le plus général) en est

Proposition 1.2.1. Soient ) une variété compacte, VW : Q — R deuzx fonctions de
classe C? (au moins) Alors l’ensemble atteignable depuis n’importe quel 1) dans l’in-
tersection de la sphére hilbertienne de L*(Q, C) et de H?(Q2, C) par le systéme i%T =
(—A + V) + u(t)We avec des commandes admissibles u dans L"(R,R), r > 1, est
d’intérieur vide dans Uintersection de la sphére hilbertienne de L*(Q, C) et de H*(Q, C).

Cette obstruction a la controélabilité exacte dans des domaines que l'on aurait pu croire
naturels est de nature topologique. La preuve donnée dans | | ne s’adapte pas, a
ma connaissance, au cas de controles L.

Devant le résultat négatif de la Proposition 1.2.1, on a cherché des résultats de contro-
labilité dans des espaces plus petits. Le premier (et pour l'instant pratiquement le seul)
résultat positif a été obtenu par Beauchard puis raffiné dans une série d’articles (voir
notamment| |, [ D).

11



1. Systémes quantiques

Proposition 1.2.2 (Puits de potentiel carré infini). L’ensemble atteignable depuis le
premier état propre normalisé du laplacien (restreint a (0,7)) avec des contréles L* de
9y

ia(:z:,t) = —AY(z,t) +u(t)z(z,t), x € (0,m)

est Higy ((0,7),C) = {¢ € H*((0,7), C)[¢(0) = ¢(w) = ¥"(0) = ¢"(w) = 0}.

L’apparence inoffensive de la Proposition 1.2.2 cache un résultat difficile. La méthode
de la preuve repose sur le test linéaire :

1. Dans une premiére étape, on montre que I"application « point final » u — T2,
t et g étant donnés, est différentiable dans un sens & préciser.

2. Une deuxieme étape consiste & montrer que la différentielle de 'application « point
final » est surjective (ou bijective), d’un espace de commande bien choisi vers un
ensemble d’arrivée & préciser.

3. La conclusion suit I'application d’un théoréme de point fixe permettant de faire
passer la surjectivité de sa différentielle & application « point final ».

Pour la preuve de la Proposition 1.2.2, toutes les étapes sont difficiles. L’étape deux,
et notamment le choix des espaces & considérer, est particuliérement ardu. A ce jour,
la Proposition 1.2.2 reste pratiquement la seule description satisfaisante de I’ensemble
atteignable d’une équation de type (1.3.1).

1.2.2. Controlabilité approchée des systémes quantiques

Devant la difficulté de décrire exactement les ensembles atteignables d’équations de
type (1.3.1), on a parfois cherché a montrer que ces ensembles étaient suffisamment gros
(denses dans espace ambiant H ou dans un de ses sous-espaces pour une norme 2
préciser). En termes de la théorie de la commande, on parle de controlabilité approchée.

En dehors des méthodes de moyennisation, la principale technique utilisée pour établir
la controélabilité approchée est dite « technique de Lyapunov ». Pour en donner le principe,
supposons que l'on veuille amener le systéme (1.3.1) vers un sous ensemble C de H (C
n’est pas obligatoirement réduit & un point).

1. On définit une fonction assez réguliere N : H — R™ qui s’annule sur C (N peut
étre vue comme ’équivalent d’une distance a la cible).

2. Pour tout ¥ dans H, on définit une fonction @ : H — R telle que

dN .
W ([A+a(y)B] .4) < 0.

3. On montre que le systéme % = (A+a(y)B)1, complété par les conditions initiales

qui nous intéressent, est bien posé.

4. On utilise une extension du principe d’invariance de Lasalle en dimension infinie
pour conclure.

12



1.3. Cadre de ce travail

Les quatre étapes (schématiques) indiquées ci-dessus sont difficiles en général. En par-
ticulier, il est souvent difficile de définir NV sur H tout entier, et on se contente alors
de définir NV sur un ensemble « assez gros ». Comme pour le test linéaire, les problémes
de régularité sont a la fois cruciaux et ardus. Citons les travaux de Nersesyan | ,
qui a montré la controlabilité approchée dans H, (30) du puits de potentiel carré infini. Ce

résultat permet d’obtenir la Proposition 1.2.2 & partir de I’étude locale de | |

1.2.3. Méthodes d’optimisation

La controélabilité approchée peut aussi étre obtenue en cherchant & minimiser la dis-
tance au but pour toutes les commandes possibles. Ce point de vue a été adopté dans

[ J et [BDOC].

1.3. Cadre de ce travail

1.3.1. Notations et hypothéses

Dans la suite, nous considérerons souvent une forme abstraite de (1.1.1), équation
d’évolution linéaire en v posée dans un espace Hilbert séparable donné H :

dy
5 = At u®)B) (1.3.1)

Les systémes que nous considérerons satisferont, suivant les cas, 'une des deux hypo-
théses de régularité suivantes :

Hypothése 1. Le triplet (A, B,U, ®, A) vérifie :

1. A: D(A) — H est anti-adjoint (c’est-a-dire que iA est auto-adjoint) sur son do-
maine D(A);
A = (Ak)ken est une famille de réels et ® = (¢ )ren est une base hilbertienne de

H formée de vecteurs propres de A associés aux valeurs propres (—i\g)ren : pour
tout k de N, A¢p = —id\p g ;

B est un opérateur anti-symétrique de domaine D(B) et a valeurs dans H ;

no

pour tout k£ de N, ¢ est dans le domaine de B;

U est un sous ensemble de R contenant 0 et les points {1/n,n € N};

SR

pour tout u de U, A+uB est essentiellement anti-adjoint (de domaine pas forcément
égal a D(A))

On notera que dans le cadre de I’Hypothése 1 :

— on ne suppose pas que les valeurs propres de A sont de multiplicité finie;

— on ne suppose pas que A admet un spectre discret (par exemple, on peut supposer
{Ak, k € N} = Q, donc le spectre de A est égal a iR tout entier). En particulier, on
ne suppose pas que A est a résolvante compacte ;
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1. Systémes quantiques

— on ne suppose pas que B est borné relativement & A. En particulier, le théoréme
de Kato-Rellich ne s’applique pas et le domaine de A + uB n’est pas en général le
domaine de A.

Hypothése 2. Le couple (A, B) vérifie :
1. A: D(A) — H est anti-adjoint;
2. B est un opérateur anti-adjoint borné de H dans H.
Dans le cadre de ’'Hypothése 2, on ne fait plus d’hypothése sur le spectre de A, mais B

est cette fois-ci borné. Dans ce cas, le théoréme de Kato-Rellich implique immédiatement
que A + uB est anti-adjoint de domaine D(A) pour tout u réel.

1.3.2. Caractére bien posé des problémes d'évolution

Des opérateurs A et B et une commande u étant donnés, le caractére bien posé de
Péquation (1.3.1) est loin d’étre évident en général.

Cadre de I'Hypothése 1

Si (A, B,U, @, A) vérifie 'Hypotheése 1, alors pour tout u (constant) dans U, A+uB est
essentiellement anti-adjoint. Ceci permet de définir pour tout ¢ réel 'opérateur unitaire
etA+uB) - [ 5 H. Pour tout ) dans D(A + uB), t — e/AtuB)y est la solution forte
de (1.3.1) de valeur ¢ a t = 0. Si ¢ n’appartient pas & D(A + uB), t — eATuBly
n’est solution de (1.3.1) qu’au sens faible. On définit le propagateur de (1.3.1) pour
u constant par morceaux par concaténation : si il existe (p + 1) constantes positives
0=t <ty <...<tp41 et pconstantes uy,us, ..., u, dans U telles que u s’écrive (en
notant x la fonction caractéristique) :

p
U= Z UjXtj,tj41]0
j=1

on définit le propagateur Ty, : H — H de la fagon suivante
— si t appartient [¢;,¢,41[ pour [ dans {1,...,p}

T;’LO = e(titl)(A+ulB) o e(tl*tH*l)(A‘Fulle) 0:.-:0 e(tQ*tl)(A‘i’ulB)

)
I

—slt> tl+1
t—tip1)A .
T?,O = e( H—l) T?H_l’()’
-s1t<0
Cette définition des propagateurs, introduite dans | |, est assez peu standard

dans la discipline. Des hypothéses de régularité supplémentaires sur A et B peuvent
permettre de définir le propagateur de (1.3.1) pour des commandes u pas nécessairement
constants par morceaux. A ma connaissance, toutes les constructions rencontrées dans
la littérature sont des extensions de la construction ci-dessus. C’est le cas par exemple
pour le cas ou B est borné et u est localement intégrable (voir ci-dessous) ou pour le cas
ou B est borné relativement a A et u est & variation bornée (voir | -
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1.3. Cadre de ce travail

Cadre de I’hypothése 2

Si (A, B) vérifie 'Hypothése 2, alors I'application entrée-sortie u +— ((to,t) + T¢4))
définie comme ci-dessus pour les commandes constantes par morceaux admet un unique
prolongement continu aux fonctions localement intégrables (pour une preuve de ce résul-
tat classique, voir par exemple | -
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2. Aspects énergétiques

2.1. Motivations

En mathématiques, s’intéresser aux propriétés énergétiques des solutions d’une équa-
tion d’évolution est souvent un préalable indispensable pour établir le caractére bien posé
du systéme. Pour nous, le caractére bien posé est acquis par définition et nos motivations
seront plutot lices & des questions d’ingénierie (constructions effectives de commandes)
ou de physique.

2.1.1. Une regrettable polysémie

Comme tous les champs multi-disciplinaires, la commande des systémes quantiques est
confrontée & des problémes de compréhensions entre personnes issues de communautés
différentes.

En physique, I'énergie d’un systéme (A, B, ®, A, U) vérifiant 'Hypothése 1 se trouvant
dans ’état v est

E(¢) = (¢,i40) = Y \el(or, ¥)1%,

keN

souvent réécrit (v, |[Al|y) = ”|A’%1/JH2 dans la situation fréquente ou tous les Ay sont
positifs. L’évolution dans le temps de I’énergie de la solution ¢ de (1.3.1) est donnée (au
moins formellement) par

d

EW) = 2u()R(4, BY).

Mathématiquement, l'énergie de la commande u : [0,7] — R est n’importe quelle
norme sur l’espace (ou sur un sous-espace de) L([0,T],R), et ’énergie de ¢ dans H est
n’importe quelle norme sur H (ou un sous-ensemble de H).

Un probléme naturel est d’arriver a relier de fagon simple ’énergie de la commande a
Iénergie (si possible physique, & défaut mathématique) de l'état.

2.1.2. Un probléme physique

Une autre raison de g’intéresser aux questions énergétiques est fournie par la compa-
raison des résultats disponibles de controlabilité exacte (Propositions 1.2.1 et 1.2.2) ou
approchée avec 'assertion suivante, tirée de | , page 94] (voir aussi | ,
Figure 7 page 36|)

« D’un point de vue physique, il est clair que I’ensemble L%($, C) est trop
vaste : étant donnée la signification attribuée a |1 (x, t)|?, les fonctions d’onde
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2. Aspects énergétiques

effectivement utilisées possédent certaines propriétés de régularité. On ne
peut garder que les fonctions partout définies, continues, indéfiniment dé-
rivables.(...) »

Le contraste est frappant entre la trés grande sensibilité des énoncés mathématiques a
la régularité (le résultat de la Proposition 1.2.2 dépends de facon cruciale de la non
bornitude de ¥ — x1 dans H, (30)) et I’exigence de régularité, aussi bien pour les fonctions

d’onde que pour les potentiels, revendiquée au moins dans certains cas ! par les physiciens.

2.2. Systémes faiblement couplés

L’introduction de la notion de couplage faible avait pour but de répondre, au moins
partiellement, aux deux problémes évoqués plus haut : d’une part fournir un lien entre
I’énergie de la commande et 1’énergie physique du systéme et d’autre part exploiter au
mieux la trés grande régularité de la plupart des systémes couramment rencontrés dans
la littérature physique.

2.2.1. Définition et propriétés
Définition 2.2.1 (Définition 1 de | |). Soit k un réel positif. Un systéme (A, B, ®,A,U)
est dit k-faiblement couplé si

. (A, B,®, A, U) satisfait 'Hypothése 1 et U = R;

. pour tout u de R, i(A + uB) est auto-adjoint sur le domaine D(A) de A;

1
2
3. la suite A est croissante, strictement positive, et tend vers I'infini ;
4. pour tout u réel, le domaine de |A + uB\% et de |A|§ coincident ;
)

. la quantité suivante, dite constante de k-couplage de A et B est finie

k
G(AB) =  sup AR BY)

e 2 4o
ven(angor (AR, ¥)

Le caractére un peu technique de la Définition 2.2.1 a pour seul but de permettre

I’énoncé suivant :

Proposition 2.2.1 (Proposition 2 de | ). Soit k >0 et (A, B,®,A,U) un sys-
teme k-faiblement couplé. Alors, pour tout vy dans D(\A\%), pour tout K, T > 0, pour
tout u : RY — R constant par morceauz tel que ||u||;r < K, on a, pour tout t >0,

k k
A2 T otbol| < e ABE | A2 y]). (2.2.1)

La Proposition 2.2.1 appelle un certain nombre de commentaires.

1. Le point de vue de Cohen-Tannoudji rapporté ici ne fait pas l'unanimité dans la communauté
physique.
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2.2. Systémes faiblement couplés

— Dans le cas ou k = 1, I'inégalité (2.2.1) est une estimation de la variation d’énergie
physique du systéme en fonction de ’énergie de la commande. Le fait que ce soit
bien la norme L' de la commande et non la norme L? provoque parfois la perplexité
chez les chimistes et physiciens.

— La preuve est extrémement facile (conséquence directe du lemme de Gronwal) sous
des hypothéses & peine plus fortes de régularité des opérateurs, voir par exemple
[ |- Le résultat présenté ici est un peu moins évident dans la mesure ou il
requiert un argument de régularisation pour pouvoir utiliser le lemme de Gronwal.

— L’inégalité (2.2.1) est nettement plus grossiére que les estimations de | |- Son
intérét réside dans son caractére uniforme, dans le sens ol le membre de droite de
I'inégalité (2.2.1) ne fait intervenir u que par sa norme L' et ne fait pas apparaitre
explicitement le temps.

2.2.2. Bonnes approximations de Galerkin

De nombreuses méthodes ont été développées pour la simulation numérique de dyna-
mique du type (1.3.1). Citons parmi bien d’autres, en plus de | | déja évoquée, les
résultats de | |-

Une approche naive, qui se révélera féconde sur le plan théorique, pour simuler nu-
mériquement une dynamique du type (1.3.1) pour un systéme (A, B,U, A, ®) satisfai-
sant 'Hypothése 1 est de considérer, pour un entier N donné, la projection orthogo-
nale 7y : H — Ly = Vect(¢1,...,0n), les compressions AW — nny o Aomy et
BW) = ryoBomy de A et B et la dynamique tronquée

i=AMNg 4+ u(t) BNz, (2.2.2)

dont nous noterons X V)% le propagateur. Le systéme (2.2.2) peut étre considéré comme
un systéme de dimension finie dans Ly, ce qui simplifie beaucoup les problémes de
définition de solutions. La difficulté est toujours de vérifier que la dynamique approchée
(2.2.2) reste proche de la dynamique originelle (1.3.1).

Définition 2.2.2 (Bonnes approximations de Galerkin). On dit que le systéme (A, B, U, A, @)
satisfaisant ’'Hypotheése 1 admet une suite de bonnes approximations de Galerkin en
norme |A[P pour p > 0, si pour toute famille finie (¢j)1<j<n de D(]A|P), pour tous K, e
strictement positifs, il existe N dans N tel que, pour tout u : R™ — R constant par
morceaux, ||ul|;1 < K implique que, pour tout ¢ > 0 et tout j <n

u N),u
AP (TEow; — X0 i)l < e.

En d’autres termes, un systémes admettant une suite de bonnes approximations de
Galerkin peut étre remplacé, avec une précision arbitraire, par une de ses approximation
de Galerkin. Comme pour la Proposition 2.2.1, on remarquera que la majoration d’erreur
de la Définition 2.2.2 ne fait apparaitre que la norme L' de u et ne fait pas intervenir le
temps.

Le résultat essentiel sur les systémes faiblement couplés est 1’existence de bonnes ap-
proximations de Galerkin :
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2. Aspects énergétiques

Proposition 2.2.2 (Théoréme 4 de | ). Soient k > 0 et (A, B,U,®,A) un sys-
teme k-faiblement couplé tel qu’il eziste v < k et d > 0 vérifiant | BY|| < d|||A|z¢|| pour
tout 1 de D(\A\g). Alors, pour tous s < k, (A, B,U,®,A) admet une suite de bonnes
approzimations de Galerkin en norme |A|® pour tout s < k/2.

La Proposition 2.2.2 admet des variantes explicites qui donnent une relation entre la
condition intiale 1)y, 'ordre de I'approximation N, la norme L' des commandes K et
Ierreur commise en remplagant la dynamique originelle par ’approximation de Galerkin
d’ordre N, voir par exemple I'inégalité (8) ou la Proposition 12 de | |

2.2.3. Le couplage faible en physique

Les Propositions 2.2.1 et 2.2.2 ne sont pas surprenantes au vu des conditions imposées
dans la Définition 2.2.1. Le vrai résultat de ce chapitre est que 'immense majorité des
systémes quantiques bilinéaires & spectre discret rencontrés en physique sont k-faiblement
couplés pour tout k entier.

Nous nous contenterons de citer deux exemples importants.

Proposition 2.2.3 (Proposition 8 de | ). Soit k un entier positif, Q une va-
riété riemannienne compact de classe (au moins) C**, VW : Q — R deuz fonctions
C?* (au moins) sur Q. On définit A = —i(A + V) : D(A) — L*(Q,C) et B : ¢ €
L*(Q,C) — —iWey € L?(2,C). On note ® une base hilbertienne de L?(5,C) formée
de vecteurs propres normalisés de A et i\ la famille des valeurs propres associées. Alors
(A, B,R,®, A) est k-faiblement couplé.

L’intérét de la Proposition 2.2.3 réside dans le fait, déja évoqué en introduction de
ce chapitre, que la plupart des exemples rencontrés dans la littérature physique ne font
intervenir que des potentiels trés réguliers (analytiques en général).

Définition 2.2.3. Un systéme (A, B, U, ®, A) satisfaisant 'Hypothése 1 est dit tridiago-
nal si pour tous k,j de N, (¢;, Boy) # 0 implique |j — k| < 1.

Proposition 2.2.4 (Proposition 10 de | ). Soit (A, B,U, ®, A) un systéme tridia-
gonal et k un nombre positif. Si les suites ()‘"“) ( qbn,BgZ)nH)KA;f — 1)>
" neN
sont bornées et si les suites <<¢"’B¢” 1 ) N <<¢"’B¢" ) tendent vers zéro, alors
ne

)\k
(A, B,U,®, A) est k-faiblement couplé et ci(A, B) < 51711p |(¢n, Bbni1)| ;L\;rl ~1

La Proposition 2.2.4 s’applique notamment au cas de ’oscillateur harmonique quan-
tique (Section IV.E de | |-

2.3. Quelques applications

La notion de couplage faible (et particuliérement I’existence de bonnes approximations
de Galerkin) peut étre utilisée de plusieurs facons.
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2.3. Quelques applications

2.3.1. Aspects numériques

Une suite de bonnes approximations de Galerkin permet de borner a priori erreur faite
en remplacant le systéme original de dimension infinie par une de ses approximations.
Ce point a été utilisé pour les simulations numeériques de la Section III de | |
(permutation des trois premiers niveaux de l’oscillateur harmonique).

Quoique trés efficace pour les systémes tridiagonaux (c’est le cas de l'oscillateur har-
monique), les estimations d’erreur données par la Proposition 2.2.2 ne sont pas toujours
suffisantes pour les systémes peu réguliers, voir par exemple la Section IV de | |
(permutation des trois premiers niveaux du puits de potentiel carré infini).

2.3.2. Méthodes de Lyapunov

Les méthodes de Lyapunov sont couramment utilisées pour déterminer des commandes

en boucle ouverte de systémes quantiques de la maniére suivante :

— On construit une loi de commande 9 +— @(1)) conformément a la procédure indiquée
en Section 1.2.2.

— On implémente cette loi 4 et on trouve une fonction 1& : R — H vérifiant la
condition initiale souhaitée, ¥/ = (A + @(¢)B)y et telle que ¢)(t) tend vers la cible
quand ¢ tend vers I'infini.

— On récupeére le controle en boucle ouverte t — @(4)(t)).

Dés que 'on connait @, cette procédure ne pose pas de difficulté particuliére en dimension
finie. Les choses sont évidemment plus compliquées en dimension infinie. Une suite de
bonnes approximations de Galerkin permet de s’affranchir des problémes de définition :

— On choisit une approximation de Galerkin d’ordre N du systéme & étudier. L’entier
N est choisi de facon a étre 'ordre le plus grand pour lequel I'approximation de
Galerkin reste manipulable (suivant les ressources informatiques dont on dispose, N
varie de quelques dizaines a quelques milliers).

— On utilise la procédure décrite ci-dessus sur le systéme d’ordre N.

— On utilise la loi de commande en boucle ouverte ainsi trouvée sur le systéme original.
La norme L' de la loi de commande permettra de borner a priori erreur sur le
systéme de dimension infinie.

Cette procédure a été utilisée dans la Section IV-D de | |.

2.3.3. Analyse théorique

Les calculs explicites sont en général plus faciles en dimension finie qu’en dimension in-
finie. L'utilisation de bonnes approximations de Galerkin a permis de montrer un certain
nombre de résultats théoriques. Nous insisterons sur les deux exemples suivants.

Convergence des méthodes de moyennisation

Les méthodes de moyennisation sur lesquelles nous reviendrons dans le chapitre suivant
sont bien connues pour les systémes de dimension finie. Les résultats de convergence se
généralisent en dimension infinie dés que 'on peut garantir que les approximations de
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2. Aspects énergétiques

Galerkin ont une dynamique proche de la dynamique originelle. Ce résultat a été publié
dans | |. Depuis, nous l'avons généralisé a des systémes pas forcément faiblement
couplés (voir chapitre suivant).

Temps minimal de contrdlabilité approchée

L’utilisation de bonnes approximations de Galerkin a permis de montrer I'existence
de systémes quantiques faiblement couplés tels que que 'ensemble atteignable en temps
inférieur ou égale & T" depuis le premier état propre est dense dans ’espace ambiant, pour
tout 7' > 0. Précisément :

Proposition 2.3.1 (| ). Pour tout T > 0, pour tout € > 0, pour toute fonctions
impaire ¢* de L*(R/(2nZ),C) de norme 1, il existe T' < T et u : [0,T"] — R continue
par morceaus telle que la solution ¢ de

¥(0,0) ﬁ sin(6)

{ i57(0,t) = —Obosoooth(8,1) + u(t) cos60(6,1), 6 € R/(27Z)

satisfasse ||¢*(-) — 6(, T") || 2w (2n2).0) < €

Le résultat de la Proposition 2.3.1 est en opposition a la fois avec la situation de
dimension finie (voir par exemple | et |) et avec les résultats de controlabilité
locale exacte en temps petits avec des commandes petites (voir par exemple | | ou
[ |). La compréhension de la structure des ensembles atteignables en temps petits
des systémes conservatifs bilinéaires reste assez parcellaire & ce jour.
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3. Méthodes de moyennisation

3.1. Moyennisation en dimension finie

3.1.1. Principe

Les méthodes de moyennisation datent des débuts de I’étude des systémes dynamiques.
Il a été observé que, sous des conditions suffisantes de régularité, la dynamique des
systémes non-autonomes tendait, pour des champs petits, vers la dynamique des champs
moyennés. Précisément, soit f : (z,t) € M x R — f(x,t) € T, M un champ de vecteurs
non autonome sur une variété M. On définit le champ autonome moyen

T—00

_ 1 [T
frxe M~ lim / f(x,t)dt.
T 0

Pour 2o dans M et € > 0, on note t € R — X (7o) € M ett € R Xio(wo) € M les
solutions des systémes

(G 20 o {2 2 20

respectivement.

Proposition 3.1.1 (] ). Si f est de classe au moins C?, alors X5 o(z0) tend vers

X1.0(0) quand ¢ tends vers 0.

Une littérature trés vaste est aujourd’hui disponible sur les méthodes de moyennisation.
En particulier, il existe de trés nombreuses extensions de la Proposition 3.1.1 & des
champs moins réguliers. L’extension de ce type de résultats & des systémes fortement
irréguliers ou de dimension infinie fait aujourd’hui 'objet de recherches actives, voir par
exemple | ]. A ma connaissance, aucun résultat de moyennisation faisant intervenir
des opérateurs non bornés (donc non continus) n’est disponible dans la littérature.

3.1.2. Utilisation en mécanique quantique

Les méthodes de moyennisation sont utilisées couramment pour déterminer des lois
de controles pour les systémes quantiques bilinéaires depuis les années 50. Le but de
cette Section 3.1.2 est d’exposer formellement comment les méthodes de moyennisation
s’appliquent aux systémes bilinéaires conservatifs en dimension finie.

Soit N un entier, et AN BW) deux matrices de u(N) = {M € My(C)[!M =
—M}. Sans perte de généralité, on peut supposer AW) diagonale, de valeurs propres
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3. Méthodes de moyennisation

iA1,1Ag, ... ,iAn. On note ® = (¢;)1<j<n la base canonique de C" muni de sa structure
hermitienne canonique (-,-). Les composantes de B seront notées bj;, := (¢;, Boy), 1 <
g,k <N.

Une condition initiale zy de norme un et une fonction u de L}, (R, R) étant données,
on considére dans CV le systéme

o = (AN 4 u(t)BM)x

dont la solution valant xq en ¢y est notée ¢t — ngtomo.

Pour u et z¢ donnés, définissons Y"xg : t — e*tAXZfOxo. On notera que les modules
des coordonnées de Y xq et XZfol“o coincident pour tout ¢. La fonction t +— Y%z est
solution du systéme

{ Y = u(t)e*tA(N)B(N)etA(my
y(0) = xo

Les composantes de la matrice M (t) := u(t)e‘m(;) BMetA™ sont [bpu(t)eiOi— 01, oy
1
Quand T tend vers l'infini, la moyenne T / M (t)dt tend vers la matrice constante
0

M (u), qui est un élément de u(N). En choisissant convenablement u, on peut en géné-
ral sélectionner dans MT(u) certaines composantes et annuler toutes les autres. Par le

principe de moyennisation, la fonction = — Y,z tendra vers la rotation eM'(w) ge CN.
La méthode proposée ci-dessus n’a d’intérét que si on peut choisir facilement la forme
de M, ce qui a conduit a introduire la notion de transition (non)-dégénérée.

Définition 3.1.1. Une transition de (AN), BM)) est un élément de {1,..., N}2. Une
transition (j, k) est dite non-dégénérée (ou non-résonante) si (1) A\j # Mg, (2) bjr # 0
et (3) [\ — Am| = Ay — Al implique () {j,k} = {Lm} ou (i) .k} N {Lm) = 0 on
(i) by = 0.

Signalons des problémes récurrents liés la Définition 3.1.1. Nous ignorions les usages
physiques lors de lécriture de | | et n’avons pas trouvé de trace de ce concept
dans la littérature mathématique. Pour cette raison, nous avons proposé le terme « non-
résonnant » et ’avons repris dans | |. Ce n’est qu’au moment de 'écriture de
[ | que j’ai appris que les physiciens et les chimistes parlent de transitions « non
dégénérées ».

Au dela de cette divergence de terminologie (sans importance mathématique mais
génératrice d’une certaine confusion), la notion de dégénérescence d’une transition que

nous utilisons a nettement évolué entre | | (ot nous demandions la Q-linéaire
indépendance des valeurs propres de AN | | (qui contient la définition de non-
dégénérescence la plus proche de celle utilisée par la majorité des physiciens et chimistes)
et | | (avec une notion encore un peu plus faible, mais qui sera nécessaire pour
englober le cas du spectre continu).

La Proposition suivante, publiée dans | |, permet de quantifier la convergence

X . [t
du propagateur du systéme non autonome vers la rotation ¢ — e™'* Sa preuve est
pratiquement immeédiate et ce n’est certainement pas un résultat original. Toutefois, je
n’en ai pas trouvé de trace dans la littérature.
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3.2. De la dimension finie a la dimension infinie

Proposition 3.1.2 (Proposition 2 et inégalité (12) de | D). Soit u* : RT — R*
localement intégrable, périodique de période T = ﬁ, telle que

T .
/ w* ()N Antdg =

0

pour tout {l m} vérifiant {l,m} N{1,2} #0 et ’\ _’\m € Z\{1,—-1} et by, #0.
Si fo 1()‘2 AMITAr £ 0, alors, pour tout n dans N, pour tout t < nT* — T, pour
tout xg de norme un,

(V) t u (T)d MT
150 0p — 47 e US4 (1] + supc 1B X (5,0)o]
I(C + )| M7 - n ’
(3.1.1)
ol on a noté T
T
T = il ,1:/ u*(7)|d,
2lbal| fy wr(r)eiti-A)rdr 0
IT* )\ )\k)Td
K=——,C= sup fo T ,
T (4,k)eL sin (71" J A’“')
[A2—A1]

£ désignant Uensemble des transitions (j, k) telles que bj, # 0, {7,k} N {1,2} # 0 et
[Aj = Xl & Z[A2 — M.

L’existence d’une fonction u* vérifiant les hypothéses de la Proposition 3.1.2 est garan-
tie dés que la transition choisie est non-dégénérée : c’est le résultat de la Section 4.2 de
[ |, reformulé sous une forme bien plus claire dans la Section III.C de | |.

Sans surprise, toutes les lois de commandes vérifiant les hypothéses de la Proposition
3.1.2 ne conduisent pas & des transferts identiques. On peut vouloir maximiser le module
des composantes non nulles de MT(u*) en choisissant correctement u*. Ceci a conduit a
introduire la notion d’efficacité (Section III.B de | ) qui mesure la norme L' de
la commande nécessaire pour effectuer un transfert donné. L’efficacité maximale n’est, en
générale, pas atteinte dans I’ensemble des fonctions L'. Dans le cas générique de valeurs
propres de AY) Q-linéairement indépendantes, une mesure maximisant Uefficacité est

un peigne de Dirac (Section III.B de | |). On notera que dans ce cas, un peigne
de Dirac minimise la variation totale de la mesure de Radon' de la commande pour une
permutation entre états propres donnée (Proposition 12 de | D.

3.2. De la dimension finie a la dimension infinie

La généralisation des résultats de la Section 3.1.2 & la dimension infinie et avec des
opérateurs non bornés pose un certain nombre de difficultés. Par exemple, 'application
t — e n’est en général pas continue si A n’est pas borné, tandis qu’il n’est plus évident
de donner un sens a la majoration (3.1.1).

1. Si la mesure de Radon est définie par une fonction, la variation totale de la mesure est égale a la
norme L' de la fonction.
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3. Méthodes de moyennisation

3.2.1. Une condition suffisante de controélabilité
Existence d'une base de vecteurs propres

Définition 3.2.1. Soit (A, B,U, ®, A) un systéme satisfaisant I’'Hypotheése 1. Une tran-
sition (j, k) € N? est non-dégénérée (ou non-résonante) pour (A, B,U,®,A) si (i)\; #
Ak, (i) (¢ Bog) # 0 et (iii) pour tout (I,m) € N2, |\j — Xg| = [N\ — Ap| implique
{)‘j7)\k} N {)‘la Am} = ou {)‘j7)‘k} = {)‘la >\m} ou <¢l>B¢m> =0.

La Définition 3.2.1 pose les mémes problémes que la Définition 3.1.1. La notion de non-
dégénérescence retenue ici est celle de | |. Ce choix a été fait en vue de I’extension des
résultats de moyennisation aux systémes & spectre continu. Il n’est pas le plus pratique en
vue du controle du propagateur, voir par exemple | | ot on a préféré la variante
plus forte introduite dans | | :

Définition 3.2.2. Soit (A, B,U, ®, A) un systéme satisfaisant I’'Hypothése 1. Une tran-
sition (j,k) € N? est non-dégénérée (ou non-résonante) au sens de | | pour
(A, B,U,®,A)si (i)A\j # Ak, (i) (¢, Bor) # 0 et (iii) pour tout (I,m) € N2, [\; — \| =
|\ — Ap| implique {Aj, A\g} = { i, A } ou (¢, Bo,) = 0.

Supposons que (1,2) soit une transition non résonante (au sens de la Définition 3.2.1)
d’un systéme (A, B, U, ®, A) satisfaisant I'Hypothése 1. Etant donné e > 0 et § € U\ {0},
on souhaite trouver T' > 0 et une commande u : [0, 7] — {0, 6} tels que ||Y§o1 — 2| < e
et || Tigps — d1 < e.

Schéma de preuve avec des solutions fortes Supposons dans un premier temps que
t— Tﬁoqu est une solution forte de (1.3.1) pour j = 1,2, pour toute fonction u constante
par morceaux a valeur dans U. Pour tout N de N, on trouve par projection

™ éf g TN (A + u(t)B) Yoo,
d

= anATNT ¢ + u(t) TN BrnYigd; + u(t)mn B(1 — 7n) Yoo,

La formule de Duhamel fournit

t
TN TEods(t) = XU T 6 + /O u(s) XMy B(1L— ) YThody(s)ds  (32.1)
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3.2. De la dimension finie a la dimension infinie
Projetant de nouveau sur vect(¢1, ¢2) :
¢
mTiabi(t) = mXy ) e, + / mou(s) Xy B(1 — ) Tiod(5)ds
0
¢
U N)u U
mXo0y(t) = mX(Y 0+ [ u X B = ) Yo ()ds
! (V) (V)
+ [ () (X = maX GO my B 7 T (5)ds
0

t
mYodi(t) = mXIV ", + /0 u(s) Xy BL — ) Yoo (3)ds

t
+ / mou(s) (X molmn B(1 — mn) Tiod; (s)ds (3.2.2)
0

5

L’idée est de choisir u périodique de période /\1%”/\2' et d’appliquer, dans un espace CN
bien choisi, les résultats de la Proposition 3.1.2. On sait déja que, quelque soit le choix
de N, la norme L' de u sera majorée par K (on reprend les notations de la Proposition
3.1.2). La quantité o dans (3.2.2) vérifie ||a|| < K||mB(1 — 7TN)H. Choisissons N tel que

72 B(1 =m0l = (1 = 7x) Brall < 5=,

L’entier N étant fixé, on applique la Proposition 3.1.2 dans C¥ pour trouver u tel que
N), . . N s

XS moll < srprsa=sey (ce aui garantit [|B]] < 5) et [mX{g "6l < § pour

ke {1,2}\ {4} Au final, on a trouvé u : [0,7] — {0,d} qui assure HTrgTT — ol <e

et ||me Y2 — ¢1|| < €, ou, de maniére équivalente formulée en termes d’opérateurs,

Im2(Thg — T)mal| < &

oit T est l'identité sur Vect(¢p1, ¢2) et échange ¢1 et ¢o.
Puisque T est unitaire, ||(1 — m2) YT o1 < \/1 — [|[m2 Y g1 ]2

[TF 001 — @2l < \/|!7T2T%,o¢1 = G2l* + [|(1 = m2)(Tip g1 — 2?

< lImeTgén — 2l + (1 — m2) T 01

< e 1= T g6

<\ fe2+ 1= (Ilm %001 — doll + [16a])?

< 22— M1 — 6ol + 2w T4 g1 — bl

< VeZ+ 2e,

ce qui fournit le résultat de contrélabilité approchée cherché.
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3. Méthodes de moyennisation

Preuve générale Dans le cadre générale de 'Hypothése 1, il n’est pas clair qu’il existe
des solutions fortes au systéme (1.3.1) pour une commande u non constante. Toutefois,
puisque ¢; est dans le domaine de A + uB pour tout u de U, t — Ty, &; est solution
forte de (1.3.1) pour ¢ dans [to, 1] si u est constante sur [tg,t1]. On peut donc reprendre
intégralement le calcul précédent sur chaque intervalle ol u est constant. En concaténant,
on obtient les mémes estimations sur le propagateur en restriction & ’espace engendré
par ¢1 et ¢, et on déduit la méme conclusion que précédemment.

Remarque 3.2.1. Une sincére volonté de concision alliée & une relecture trop rapide ont
conduit & présenter dans | | une version de la preuve ci-dessus si lapidaire qu’elle
pourrait laisser croire que toutes les trajectoires ¢ — T§, ¢; sont des solutions fortes.
La maladresse a été détectée lors de la rédaction de ce mémoire. Une communication de
clarification est en cours de rédaction.

Cas du spectre mixte

Dans le cas ou le systéme (A, B) vérifie 'Hypothése 2, on peut étendre partiellement
le résultat de controlabilité approché énoncé ci-dessus pour les systémes vérifiant 'Hy-
pothése 1. L’énoncé que l'on donne ici est prouvé dans la partie IV de | |.

Proposition 3.2.1. Soient (A, B) vérifiant I’'Hypothése 2. On note A la famille (finie
ou infinie) des valeurs propres de 1A comptées avec leur multiplicité et ® une famille
de vecteurs propres normalisés associés. On suppose que A contient au moins A1 et Ao
avec A\1 7 Ao et que le spectre de iA ne s’accumule dans aucun des quatre points 2\ —
A2, A1, A2,2X2 — A1, Si (¢1, Bpa) # 0 et, pour tout couple Aj, \, de valeurs propres de
1A, [Aj — k| = |A1 — Ao implique {X\j, A} = {A1, A2} ou (p1, Boo) = 0, alors pour tout
e >0, il existe u. : [0,T:] — R définie par u.(t) = L sin(|Aa — M|t + 0.) pour tout t de

n

[0,T%] avec O dans [0,27] et n. un entier tels que Hf%g,o(ﬁl — 2| <e.

La méthode de la preuve de la Proposition 3.2.1 consiste & approcher A par un opéra-
teur A, tel qu’il existe une base hilbertienne de H formés de vecteurs propres de A,, que
|A— Ayl < n et que (A, B, Ay, ®,, R) satisfasse I'Hypothése 1 avec des familles A, et
®,, bien choisies. L’existence d'un tel A, est garantie, pour tout 7 > 0 par le Théoréme
2.1 p 595 de | |. L’écart en norme de H entre les trajectoires du systéme (4,, B)
et (A, B) en temps T est plus petit que 7. Pour montrer la Proposition 3.2.1, il suffit
donc de savoir majorer a priori, indépendamment de 7, le temps nécessaire pour envoyer
¢1 dans un ¢ voisinage de ¢y avec le systéme (A,, B). C’est une conséquence facile de la
Proposition 3.1.2 appliquée a (A,, B). L’hypothése de non-accumulation du spectre de
iA en quatre valeurs est destinée & empécher ’explosion du terme C' de la Proposition
3.1.2.

3.2.2. Intéréts de la méthode

La méthode de preuve de controélabilité approchée présentée dans ce chapitre présente
un certain nombre d’avantages.
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3.2. De la dimension finie a la dimension infinie

D’abord, c¢’est une méthode orientée « opérateurs » plus que « théorie des équations aux
dérivées partielles ». Les travaux herculéens d’étude systématique des opérateurs auto-
adjoints entrepris depuis le milieu du XX¢ siécle (voir par exemple | | et | 1)
peuvent étre utilisés tels quels pour montrer qu’un systéme donné entre dans le cadre des
Hypotheéses 1 ou 2. En particulier, la méthode présentée est & ma connaissance la seule qui
permette d’obtenir des résultats positifs de contrélabilité approchée quand 'opérateur
de couplage B est non borné, ou quand une équation de Schrédinger bilinéaire est posée
sur une variété a topologie non triviale, ou quand A est un opérateur de Dirac.

Ensuite, ¢’est une méthode constructive (grace a la Proposition 3.1.2) et complétement
explicite. Le caractére borné (aussi bien en norme L! qu’au sens de la variation totale)
des suites de commandes générées impliquent, pour la plupart des systémes physiques
comme par exemple les systémes faiblement couplés, la bornitude des propagateurs en
norme |A|* avec k > 0. Un argument d’interpolation permet de déduire la controlabilité
approchée en norme |A|" pour tout 7 < k, et non seulement en norme de H. Soulignons
que 'aspect constructif donne lieu & des formes trés simples pour les commandes : des
implémentations numériques ont été réalisées (| |), et des conséquences théoriques
parfois inattendues (citons | | et | |) en ont été tirées. Nous reviendrons
sur les perspectives encore ouvertes et en cours d’exploitation au chapitre 7.

Surtout, ce résultat a permis de retrouver de maniére assez spectaculaire I'un des
postulats de la mécanique quantique qui veut que les échanges d’énergies soient quantifiés,
et que l'excitation d’un sysTfmi (|i’un niveau A; 4 un niveau Ao se fasse par ’absorption

1— A2

d’un photon de fréquence =5~ . Il est important de remarquer que le modéle utilis¢

(dit semi-classique) ne tient pas compte du caractére quantique du champ incident.
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Deuxiéme partie .

L ocomotion en fluide potentiel
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4. Nage en fluide potentiel

4.1. Contexte physique

Déplacer un véhicule de maniére efficace dans un fluide dense est un probléme difficile
d’ingénierie, motivé par d’innombrables applications aussi bien militaires (construire des
sous-marins rapides, manceuvrables, furtifs..) que civiles (conception de robots d’inspec-
tion et d’entretien pour les installations industrielles sous-marines, mini-robots utilisés
en médecine dans le corps humain, compréhension de la nage de micro-organisme et
applications notamment a la contraception ou a l’aide a la procréation...).

La technologie actuelle permet essentiellement deux modes de propulsion pour les
robots construits par I’homme.

Le premier mode de propulsion consiste & construire un robot rigide, qui aspire et
¢jecte du fluide (en général sur une petite zone et a assez grande vitesse, par exemple
autour d’une hélice ou d’une turbine). La conservation du moment cinétique du systéme
{ sous-marin + fluide aspiré/éjecté } permet de modifier le moment du sous-marin et
de le propulser dans la direction voulue ou de lui imprimer un mouvement de rotation.
Ce systéme permet de construire d'un coté des sous-marins trés rapides (d’aprés Wi-
kipedia, un sous-marin nucléaire lanceur d’engins militaire navigue couramment a 40
km/h en plongée, et la torpille Mu-90 utilisée par ’armée frangaise atteindrait 123 km /h
pour une portée de 14 km) mais peu manceuvrables ou, d’un autre coté, des engins trés
manceuvrables mais peu rapides (robots d’inspections des forages pétroliers).

Le deuxiéme mode de propulsion consiste & modifier fortement la forme du nageur
pendant le déplacement. En se déformant, le nageur exerce une force sur le fluide qui par
réaction le fait avancer. C’est le mode de déplacement des poissons, des micro-organismes
et des nageurs humains lors de compétitions de natation.

Il a été trés t6t remarqué que le deuxiéme mode de locomotion était nettement plus
efficace (aussi bien pour le compromis vitesse/manceuvrabilité, la consommation énergé-
tique ou la furtivité) que le premier.

Les travaux présentés ici visent & une meilleure compréhension de la nage dans un
fluide dit potentiel (voir définition ci-dessous).

4.2. Etat de I'art

Des contributions importantes & la compréhension des phénomeénes bio-mécaniques

de nage sont dues a Lighthill | |, Taylor | , | et Childress | |. Un
panorama assez complet de la nage des poissons a été donné par Sparenberg | |-
De nombreuses expériences | , , | ont montré le réle important
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4. Nage en fluide potentiel

des vortex dans la locomotion. Certains modéles intégrent d’ailleurs des vortex artificiels
dans un écoulement sans vorticité dans le but de concilier réalisme et simplicité.

Si on ne néglige pas la viscosité, le modéle convenable est un couplage entre dune
part ’équation non-stationnaire de Navier-Stokes pour ’écoulement du fluide et d’autre
part les lois de Newton pour le mouvement du nageur. C’est le point de vue adopté par
Carling, Williams et Bowtell dans | |, Liu et Kawachi dans | |, Galdi dans
| | ou San Martin, Scheid, Takahashi et Tucsnak dans | |-

Contrairement & une idée assez répandue, les forces qui agissent sur le nageur par
I'intermédiaire des vortex ne sont pas les seules responsables de la locomotion. Parmi les
nombreux travaux théoriques sur la locomotion, la plupart considérent des écoulements
sans vortex. C’est le cas pas exemple des articles de Kelly et Murray | |, Kozlov et
Onishchenko | |, Kanso, Marsden, Rowley et Melli-Huber | |, et Munnier
[Munos].

Malgré leur importance cruciale pour les applications, les résultats de commande effec-
tifs ou de planification de trajectoire sont trés rares pour ce genre de probléme. La plupart
de ces résultats concernent des solides articulés comme dans les travaux d’Alouges, De-
Simone et Lefebvre | | qui considérent un ensemble de trois sphéres dans un fluide
visqueux, ou dans les travaux de Mason | | ou ceux de Melli, Rowley et Rufat
[MRROG].

Parmi les autres travaux portant sur la commande de solides (rigides) immergés, citons
les articles de San Martin, Takahashi et Tucsnak | | (la commande est sur la
vitesse du fluide a la frontiére du solide) et de Kozlov et Onishchenko | | ou la
commande est la répartition de masse interne dans une enveloppe rigide immergée en
fluide parfait.

4.3. Un modeéle jouet : le sous-marin rigide

On présente ici un modeéle trés simple de sous-marin ellipsoidal rigide (la forme de
la coque et la répartition des masses internes sont constantes dans le temps) immergé
dans une fluide potentiel (c’est-a-dire dont la vitesse en chaque point dérive d’un potentiel
scalaire) d’extension tridimensionnelle infinie. Les commandes sont une force (de direction
le grand axe du sous- marin) et deux couples (rotations autour des petits axes) arbitraire.
On pourra reprocher & ce modéle son caractére assez peu réaliste. Pourtant, malgré sa
simplicité, ce modéle présente déja une certaine richesse et a servi d’inspiration pour les
nageurs déformables du chapitre suivant.

4.3.1. Modélisation

Obtenir les équations du mouvement pour le sous-marin présente quelques difficultés.
Le fluide occupe l'espace R? entier, a I’exception du volume occupé par le sous-marin.
Comme le sous-marin bouge, le volume occupé par le fluide et U'interface fluide-structure
changent avec le temps. Or le mouvement du sous-marin résulte de la force et des couples
extérieurs imposés par la commande et des forces de pression et couples associés dis au
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4.3. Un modele jouet : le sous-marin rigide

fluide qui s’exercent sur cette interface fluide-structure mobile, ce qui rend en général
délicat le calcul de ces forces.

Une solution élégante a été proposée par Thomson, Tait et Kirchhoff. La description
qui suit est due & Lamb, | |, chap. VI, page 160 :

The cardinal feature of the methods followed by these writers consists in this,
that the solids and the fluid are treated as forming together one dynami-
cal system, and thus the troublesome calculation of the effect of the fluid
pressures on the surfaces of the solids is avoided.

En pratique, on applique le principe de moindre action au systéme complet {fluide +
sous-marin }, et on exprime les variations de I'impulsion (II, P) dans un repére mobile
dont les axes sont les axes du sous-marin ellipsoidal. Le systéme prend la forme suivante

dIl

@ = MIxw+Pxv+T

dt 4.3.1
1§ JE (5

otl les termes de force F et de couple T sont données par

(5} 0
T=1 u et F = 0 |, avec uy,us2,us € R.
0 us

On impose donc une force sur le grand axe du sous-marin (avancer « avant-arriére ») et
deux couples sur les autres axes (tourner « gauche-droite » et « haut-bas »).
L’impulsion (II, P) est reliée aux vitesses linéaire v et de rotation w dans le repére local

par la formule
11 w
()=(2)

ou M est la matrice 6 x 6 symétrique

. Je—l-Jf 0
M‘( 0 M6+Mf>‘

Les différents termes de M s’interprétent de la facon suivante :

— Je est la matrice d’inertie 3 x 3 au sens usuel de ellipsoide(qu’on ne suppose pas
forcément homogeéne) ;

— M. est la matrice identité Is multipliée par la masse du sous-marin ;

— les matrices Jy et My sont des matrices diagonales correspondant & ’action du fluide
sous le sous-marin. Ces matrices ne dépendent que de la forme du sous-marin, et
pas de la répartition de masse & 'intérieur. Comme nous supposons que la forme du
sous-marin est fixée, la matrice M ne dépendra pas du temps.

Remarque 4.3.1. En l'absence de fluide ou -ce qui revient au méme- avec un fluide de
densité nulle, on aurait Jf = My = 0. Dans ce cas, (4.3.1) se réduit aux lois de New-
ton exprimées dans le repére local. Pour ce modéle, 'action du fluide se traduit donc
uniquement par un changement des matrices d’inertie du solide immergé.
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4. Nage en fluide potentiel

Dans la suite, on désignera par M7, Mo, M3 et J1, Jo, J3 respectivement les composantes
des diagonales de M, + My et J. + Jy.

Dans le systéme de coordonnées ou Il et P sont exprimées, le sous-marin est identifié
avec un ellipsoide fixe ¥ C R3. Dans un référentiel galiléen fixe, le sous- marin occupe
a chaque instant le volume X(t) = r(t) + A(t)X, ou A et r désignent respectivement la
matrice d’orientation du sous-marin et la position de son centre de symétrie. Les vitesses
linéaires et de rotations v et w exprimées dans le repére local (lié aux axes du sous-marin)
sont reliées & A et r par les formules classiques
dA dr
i AS(w), = Av
oi1 S : R? — R? associe a chaque vecteur  de R? 'unique matrice antisymétrique 3 x 3
S(z) telle que = x y = S(x)y pour tout y de R3.

La commande de I'impulsion d’un sous-marin en fluide potentiel a été beaucoup étudiée

(| , , |). Une version bi-dimensionnelle du systéme (4.3.1) a été
étudiée dans | , |. Les résultats présentés ici sont plus dans esprit de | |
et | |-

4.3.2. Résultats

Dans 'article | |, on ameéliore les résultats cités ci-dessus en étudiant le pistage de
trajectoires.

Définition 4.3.1. Le systéme (4.3.1) est dit pisteur si, pour toute trajectoire lisse (4, 7) :
[0,7] — SO(3) x R3, pour tous Iy, Py dans R?, il existe des fonctions mesurables
bornées uy,uz,u3 : [0,7] — R3 telles que la trajectoire de (4.3.1) correspondante t €
[0, 7] — (A(t),II(t),r(t), P(t)) avec les conditions initiales (A(0),1I(0),r(0), P(0)) =
(A(0), Ty, #(0), Py) satisfait ||A(t) — A(t)| + ||#(¢) — 7(t)|| < & pour tout t dans [0, T].

Dans la Définition 4.3.1, le mot « lisse » est & comprendre dans le sens C* et le symbole
|| - || désigne suivant le cas la norme euclidienne canonique de R? ou la norme d’opérateur
associée.

Le résultat principal de | | s’exprime comme suit :

Proposition 4.3.1 (Théréeme 1.2 de | D). Si (J1 — J2)? + (My — Ms)? # 0, alors le
systeme (4.3.1) est pisteur.

Le résultat de la Proposition 4.3.1 signifie qu’il est possible de « faire un créneau », a
vitesse arbitraire, avec un sous-marin générique.

La preuve de la Proposition 4.3.1 est constructive et a permis quelques simulations
numériques données dans la Section VII de | |. Elle consiste a montrer la convergence
vers la cible (A, 7) d’une suite de trajectoires correspondant & des commandes rapidement
oscillantes. On notera que la trajectoire cible (A, ) n’est en général pas une trajectoire
du systéme (4.3.1). Pour cette raison, la suite de commandes générées pour ’approcher
oscille en général de plus en vite avec une amplitude qui peut éventuellement devenir
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4.3. Un modele jouet : le sous-marin rigide

de plus en plus grande. En pratique la tolérance € minimale possible est donnée par les
capacités des actionneurs & générer des commandes de fréquences élevées.

La Proposition 4.3.1 montre la contrélabilité approchée du systéme. Il est possible,
en exploitant des arguments classiques de structure des ensembles atteignables dus &
Sussmann (voir par exemple | ) et la forme explicite trés simple de (4.3.1), de
montrer la controlabilité exacte du systéme dans le sens suivant :

Définition 4.3.2. Le systéme (4.3.1) est dit ezactement controlable si, pour tout choix
de condition initiales et finales (Ao, g, 70, Py) et (A, Ilf,7¢, Pr), pour tout 7" > 0, il
existe des fonctions mesurables bornées g, ug,us : [0,7] — R telle que la solution de
(4.3.1) avec conditions initiales (Ag,Ilo, o, Po) vaille (Af, ¢, 75, Py) au temps 7T

Proposition 4.3.2 (Théoréme 1.4 de | ). Le systéme (4.3.1) est exactement contré-
lable si, et seulement si, (J1 — Jo)? + (M — M3)? # 0.
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5. Nageurs déformables en fluide
potentiel

5.1. Introduction

5.1.1. Principe, motivation et difficultés

Ce chapitre est consacré a I’étude de nageurs déformables, seuls, dans un fluide d’ex-
tension infinie en écoulement potentiel. Le principe de la modélisation s’appuie toujours
sur le formalisme de Thomson, Tait et Kirchhoff, mais, contrairement au sous-marin ri-
gide présenté dans le chapitre précédent, la forme extérieure et la répartition des masses
& lintérieur du nageur vont pouvoir évoluer dans le temps. En conséquence, les matrices
de masses ('analogue de la matrice M de la section 4.3) vont évoluer dans le temps.
D’autre part, les différentes formes (dans tout ce chapitre, « forme » est & comprendre
au sens de forme extérieure et répartition des masses a l'intérieur) prises par le nageur
seront modélisées par un sous-ensemble d’un espace vectoriel de dimension infinie.

La commande sera I’évolution de la forme, ’état sera, suivant les cas, la forme et la
position (coordonnées du centre de gravité et orientation) du nageur ou seulement la
position. Par rapport & ’exemple simple du chapitre précédent, de nouvelles difficultés
apparaissent :

— Les équations d’évolutions ne sont désormais plus écrites dans RY mais dans des
espaces de Banach de dimension infinie. Montrer le caractére bien posé de ces équa-
tions d’évolution ne sera pas insurmontable mais nécessitera un peu de soin.

— Siil est naturel de s’attendre & ce qu’un espace plus grand pour choisir les commandes
permette un controle plus facile de la position que pour le sous-marin de la Section
4.3, approcher a la fois la position et la forme imposera de contréler un nombre infini
de coordonnées. Le caractére fortement non linéaire des systémes et les difficultés
calculatoires rendent délicat 'usage du test linéaire.

— Contrairement & ’exemple simple du chapitre 4, on tient désormais compte des
contraintes d’auto-propulsion. Il n’est plus possible d’appliquer une force extérieure
arbitraire sur le nageur. On ne pourra qu’appliquer des forces intérieures qui le
déformeront. Par définition, ces forces intérieures ne pourront, a elles seules, générer
aucune accélération du centre de gravité et aucune variation de la vitesse de rotation.
Par exemple, « translater le solide globalement », sans toucher & la répartition de
masse intérieure, n’est pas admis. Par contre, on pourra envisager des forces internes
qui déplacent les masses intérieures et translatent la coque (mais sans faire bouger
le centre de gravité).
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5.1.2. Modélisation
Cinématique

On considére un nageur connexe isolé, dans l'espace R? ou R? entiérement rempli de
fluide (& 'exception du volume B; occupé par le nageur a linstant t). On considérera
deux repéres. Le premier R est fixe et galiléen, le second ¢ est 1ié au nageur. On se place
dans un premier temps dans le repére e. A chaque instant ¢, le nageur est décrit par
I'image par un difféomorphisme de la boule unité, de densité (pas forcément homogene)
0. Ce difféeomorphisme ®; décrit non seulement la forme extérieure du nageur, mais aussi
la répartition des masses a U'intérieur du nageur : la densité g;(z) au point = ce B; est

ot(x) = Q((I){l(x))/Jt(Cbt_l(x)), (x€B;, t>0), (5.1.1)

ou Jt = \det VCI)t| = det V(I)t

Pour des raisons physiques liées a la constitution méme du nageur (un poisson ne peut
pas prendre n’importe quelle forme), le difféomorphisme ®; devra respecter certaines
contraintes. Dans la suite, nous supposerons que ’ensemble de ces difféomorphismes sera
parameétré par un ensemble « régulier » S (pour nous : un espace vectoriel ou une variété)
de dimension finie ou infinie. A chaque élément s de S correspondra un difféomorphisme
®. L’évolution de la forme du nageur sera décrite par une application suffisamment
réguliére t — ®(t), ou de facon équivalente ¢ — s(t).

Remarque 5.1.1. Dans le contexte de la dimension finie, il est d'usage de considérer des
applications absolument continues, classe de régularité naturelle de solutions d’'une EDO
au sens de Carathéodory. En dimension infinie, ’absolue continuité n’est plus équivalent
& etre I'intégrale de sa dérivée et des précautions supplémentaires seront nécessaires.

Comme on I'a déja évoqué, les changements de forme devront étre dus & des forces
internes. En d’autre termes, les variations de ® devront conserver le moment linéaire et
de rotation :

/ or(x)rdr =0 and / 0t(2)0,@(®; (2)) x xdz =0 (¢t >0). (5.1.2)
Bt By

On remarquera que les relations (5.1.2) sont linéaires : pour chaque s, les changements
de forme élémentaires possibles depuis s devront vérifier Q¢ = 0 ot Qg : TsS — RS est
une application linéaire dépendant de s.

Ecoulement du fluide

Le fluide est est supposé parfait (sans viscosité et glissant sans frottement sur le bord
du nageur), de densité constante py (pas forcément égale a la densité moyenne du nageur),
au repos a l'infini et en écoulement potentiel : & chaque instant ¢, il existe une fonction v
définie sur I’espace privé du nageur tel que la vitesse du fluide en tout point occupé par le
fluide est égale au gradient (en espace) de ¢;. L’idée de Thomson, Tait et Kirchhoff est de
décomposer ce potentiel ¢, en une somme de potentiels dits élémentaires correspondant
chacun a un degré de liberté du nageur.
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Les potentiels ¢, (i = 1,...,6) correspondent au mouvement rigide du nageur et sont
harmoniques dans F;, tendent vers zero & l'infini et satisfont les conditions au bord de
Neumann 9,9 = (e; x z) -ny (i = 1,2,3) et O, = e;_3-ny (i = 4,5,6) sur . (La
normale extérieure au nageur est désignée par n;.) Le potentiel total correspondant au
déplacement rigide du nageur est ¢y == Y0 Quahl + 320, w;_z1bi (t > 0), ol on a noté
; et v; les vitesses de rotations et linéaires rigides dans le repére lié au nageur.

Le potentiel ¢; associé aux changements de forme est aussi harmonique dans F; et
satisfait les conditions aux bord O,p; = wy - ng sur Xy (1 = 1,...,n), ot wy(x) =
O1®4(®;1(2)) (z € R?). En particulier, on voit que le potentiel ¢; est paramétré de la
méme fagon que le difféeomorphisme ®; et dépend linéairement de 9,®,(®; ).

Les fonctions %! (i = 1,2,3) et ¢; appartiennent & un espace de Sobolev & poids
convenable W (F;) pour tout ¢ > 0.

Dynamique

Dans ce qui suit, le fluide et le nageur seront au repos au temps zéro et nous né-
gligerons la pesanteur. La masse n’interviendra donc qu’en tant que masse inerte (et
pas en tant que masse pesante) dans les matrices de masses. La masse du nageur est
m:= [ g odz et son tenseur d’inertie est

I(t) := / 0t |:H"E||%{31d —z®a|dz = /BQ“@t(x)H%ﬂd — O4(z) ® Oy(z)] dz.  (5.1.3)

Bt

On introduit, comme dans I’exemple du sous-marin, My (t) := diag(I(t), mId) (une ma-
trice 6 x 6 symétrique diagonale par blocs), et la matrice 6 x 6 symétrique M;(t) de
composantes :

or [ Vui-Vulde, (10 <0, (5.14)
Fi

et on note M"(¢) := My(t) + M} (t). Nous aurons aussi besoin du vecteur colonne 6 x 1
N(t), homogeéne & un moment, :

gf/ Vi - Vrdr, (1<i<6). (5.1.5)
Fi

Les équations du mouvement s’écrivent, dans le repére local,

(Q> — _MT()'N@),  (t>0). (5.1.6)

\%

Le mouvement rigide du nageur est déterminé par ’équation différentielle ordinaire :

% <Jf> - <Z‘VZ> . (>0, (5.1.7)

avec les conditions initiales R(0) and r(0).

Remarque 5.1.2. On pourra remarquer que la dynamique ne dépend pas de ¢ et oy de
facon indépendante mais seulement du ratio o/o;.
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Le point clé de notre étude est la dépendance linéaire de N(¢) par rapport aux variations
du difféomorphisme ® donc de la forme s. Si ’on impose a § d’étre engendré, pour tout
s, par des variations de références X;(s), j =1...,p, alors les équations de la dynamique
prendront la forme

\%

(3) = O MO X woX 60, €20, (5.18)
j=1

ou les coefficients réels u; : R — R sont suffisamment réguliers.
En définissant les champs Z;(s) =(—M"(s) "Ny (s(¢)), X;(s(t))) L’équation (5.1.8) se
réécrit
Q p
v | = uj(t)Z;(s(t)), (t >0). (5.1.9)
1

S Jj=

L’intérét de la forme (5.1.9) est que, dés que S sera de dimension finie, on va pouvoir
utiliser les puissantes techniques de la théorie géométrique de la commande (par exemple,
les théoréemes de Chow et de l'orbite, voir | |). Les preuves de contrélabilité se ré-
sumeront essentiellement a des calculs de rangs de crochets de Lie des champs Z;. Le
caractére analytique des systémes permettra (grace au théoréme de 'orbite) de se conten-
ter du calcul de ces crochets en un point bien choisie. Quand S sera de dimension infinie,
il faudra trouver un sous ensemble de dimension finie Sy qui approche suffisamment bien

S.

5.2. Modéle 2D

5.2.1. Modélisation

Dans le modeéle considéré dans | ], I'espace ambiant est R?. On utilisera indif-
féremment la notation scalaire complexe z = a + ib, avec a, b réels ou vectorielle réelle
z = (a,b) pour désigner les points de R2.

On désigne par S 'espace de Banach des suites ¢ := (cg)g>1, ¢k = ar + ibg, ap, by € R
telles que |[c||s := Y poq k(lak| + |bk]) < +00. La boule unité de S est BS et pour tout
N € N (N > 1), Sy est le sous espace de dimension N de S pour lequel ¢; = 0 if
k > N. Il est clair que S C T ou T est I'ensemble des suites complexes telles que
lellr = ( Szt kllar? + [bx[2) 2
les formes autorisées seront toutes dans un ellipsoide £(u) = {c € S| Y., |cx|* = p} pour
un certain p de 10, 1] fixé.

< +00. Pour des raisons de conservation du volume,

Les formes autorisées seront paramétrées par B°. Pour chaque suite ¢, on définit le
difféomorphisme . défini, en notation complexe, par

x(€)(z) i=z+ Y ez, (z€D), (5.2.1)
k>1
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ou - est la conjugaison complexe de C. On introduit de la méme facon un difféomorphisme
du domaine extérieur de la boule unité de R? vers le domaine extérieur au nageur :

o(c =z+ Z az " (2eQ). (5.2.2)
Le caractére auto-propulsé se traduit par la contrainte

> ——(bpax — agby) =0
= k +1

qui devra étre vérifiée par un changement de forme ¢t — c(t) = (ap + ibg)ren pour étre
admissible.

Proposition 5.2.1. Pour tout ¢ € BS, x(c) : D — A* et ¢(c) : Q — F* sont bien
définis. De plus, ¢(c)|p est de classe Ct et x(c)|q est une application conforme telle que
x(e)lap = ¢(c)laq-

Le caractére conforme de . est crucial pour la suite. Il permet de transporter les
fonctions harmoniques  Iextérieur de la boule unité de R? vers les fonctions harmoniques
a l'extérieur du nageur. Ceci va permettre le calcul explicite (quoique un peu fastidieux)
des potentiels élémentaires évoqués en 5.1.2.

5.2.2. Résultats

Proposition 5.2.2 (Théoréme 4.1 de | ). Pour tout i de ]0,1[, pour tout € > 0,
pour tout mouvement rigide de référence q : [0, T] — R2x.SO(2) et pour tout changement
de forme de référence continu ¢ : [0,T] — E(n), il existe un nombre p €]0,1[ et un
changement de forme admissible ¢ : [0,T] — E(p) tel que

1. |le(t) —c(t)|ls < e pour tout t € [0,T);

2. Le mouvement rigide q : [0,T] — R? x SO(2) du nageur avec donnée initiale
q(0) = q(0) et le changement de forme c satisfait ||q(t) — q(t)|[r2xs0(2) < € pour
tout t € [0,T] et q(T) = q(T).

L’idée de la preuve de la Proposition 5.2.2 repose sur une approximation du systéme de
dimension infinie par des systémes de dimension finie (en pratique, on considére ¢ dans un
espace Sy avec N assez grand). Ces systémes de dimension finie se prétent a ['utilisation
des techniques standard de commande géométrique (essentiellement les théorémes de
Chow et de l'orbite pour des systémes symétriques analytiques). Les calculs explicites de
crochets de Lie sont fastidieux (nous avons du utiliser les logiciels de calcul formel Maple
et Maxima pour les mener au bout) mais faisables grace aux expressions explicites (mais
complexes) des potentiels élémentaires.
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5.3. Modéle 3D

5.3.1. Modélisation

Le point clé dans la modélisation et la preuve des résultats de | | était la possibilité
de calculer explicitement les potentiels élémentaires. Ceci était possible car le domaine
extérieur au nageur était ramené, via une transformation conforme, sur extérieur de la
boule unité. Les difféomorphismes considérés pour décrire la forme du nageur étaient des
applications conformes, ce qui permettait quand méme un large choix de forme (il y a
beaucoup d’applications conformes de R? dans R?).

Cette modélisation n’est plus vraiment possible en dimension trois : dans la mesure
ou les seules applications conformes sont les composées de similitudes et d’inversions,
les formes disponibles pour décrire le nageur seraient trop limitées pour permettre une
modélisation satisfaisante.

Dans | |, on considére comme formes possibles pour le poisson les difféomor-
phismes égaux a l’identité en dehors d’une boule de rayon fixé. 11 n’est bien siir plus
question de calculer effectivement les potentiels élémentaires pour des déformations élé-
mentaires, pour deux raisons : d’abord, nous ne disposons plus en général d’application
conforme qui envoie I'extérieur du nageur sur I’extérieur d’'une boule euclidienne. Ensuite,
il y a beaucoup de difféomorphismes autorisés et paramétrer cet ensemble sera difficile.

On va contourner cette difficulté en renongant & calculer les potentiels élémentaires.
Comme en dimension deux, mais de maniére un peu plus technique, on va approcher le
systéme de dimension infinie par un systéme de dimension finie (décrit par des champs
faisant intervenir les expressions- inconnues- des potentiels élémentaires). Comme on a
juste besoin de calculer la dimension des espaces engendrés par les crochets d’ordre un de
ces champs, il suffira de connaitre les variations de ces champs (donc des potentiels élé-
mentaires) lors d’'un changement de forme. En d’autre termes, il s’agit de savoir comment
varie la solution d’un probléme extérieur harmonique quand on modifie la frontiére.

5.3.2. Résultats

Les résultats de | | étant assez techniques, on en donne ici une version légérement
imprécise mais que l'on espére compréhensible.

Proposition 5.3.1 (Natation synchronisée, Théoréme 1.2 de | D). Au priz d’une
modification arbitrairement petite (en norme L) de sa densité, tout nageur tri-dimensionnel
isolé dans un fluide parfait en écoulement potentiel peut suivre, avec une précision (en
norme L) arbitraire, n’importe quelle trajectoire de référence en gardant une forme ar-
bitrairement proche (en norme L) de n’importe quel changement de forme admissible
donné.

En d’autres termes, la Proposition 5.3.1 énonce qu’observer les changements de forme
(avec une erreur, méme petite, dans L°°) ne permet pas d’en déduire la trajectoire.

Proposition 5.3.2 (Nage libre, Théoréme 1.3 de | ). Génériquement, tout nageur
tri-dimensionnel isolé dans un fluide parfait en écoulement potentiel peut suivre n’importe
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quelle trajectoire avec une précision (en norme L) arbitraire,avec une forme qui reste
arbitrairement proche de sa forme initiale, dés qu’il dispose de cing degrés de liberté
élémentaires.
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Troisieme partie .

Autres activités
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6. Optimisation de la consommation
d’'un véhicule hybride

6.1. Contexte institutionnel et pédagogique

6.1.1. Le Shell Eco Marathon

Le European Shell Eco Marathon (ESEM) est une compétition automobile ouverte
aux étudiants d’une trentaine de pays européens et d’Afrique du Nord, organisée chaque
année par la société Shell. L’épreuve consiste & parcourir un circuit d’environ 16 km
(pour les éditions 2012 et 2013, il s’agissait d’un circuit urbain situé & Rotterdam) en
moins de 39 minutes. Le vainqueur est celui qui a consommé le moins d’énergie pour
boucler la distance. La durée de la course est libre, sans dépasser la durée éliminatoire
de 39 minutes. Les classements sont différents suivant les catégories de véhicules (des
prototypes inconfortables et ultra-profilés aux « urban concept », proches d’un véhicule
utilisable au quotidien) et les sources d’énergie utilisées (par exemple : moteurs diesel,
batteries électriques, piles & combustible, ...).

Chaque année depuis 1997, I'Eco Motion Team (équipe de 'ESSTIN) présente un véhi-
cule & 'ESEM (en 2012, il s’agissait de « Virevolt 2.0 »). En général, I’équipe atteint des
classements honorables (sixiéme place sur trente-quatre concurrents pour « Virevolt 2.0 »,
dans la catégorie prototype batterie/solaire en 2012 avec une consommation équivalente
a 638 km par kWh consommé). L’Eco Motion Team regroupe une trentaine d’étudiants
de la deuxiéme a la cinquiéme année (majoritairement en troisiéme et quatriéme année)
et six enseignants de différentes disciplines (mécanique, conception, électronique,... et,
depuis 2008, moi-méme en mathématiques).

6.1.2. Aspects pédagogiques

Le but premier de I’Eco Motion Team est de fournir aux étudiants concernés, volon-
taires et sélectionnés, une initiation grandeur nature aux problémes d’ingénierie rencon-
trés dans 'industrie automobile. Les prototypes de 'ESSTIN sont, autant que faire se
peut, congus et fabriqués par les éléves sur les machines-outils de 1’école. Ceci permet
aux étudiants d’étre confrontés a tous les types de difficultés possible, de la conception &
la fabrication, des essais & la mise en production, aussi bien pour les aspects techniques
que d’encadrement d’équipe.

Pour ces raisons, le budget de I’'Eco Motion Team est relativement modeste (le proto-
type est assuré pour 30 000 euros, une fraction du prix des véhicules concurrents termi-
nant & des rangs comparables), avec des effectifs pléthoriques par rapport aux concurrents
(de maniére a toucher le maximum d’étudiants) et avec un renouvellement quasiment
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complet chaque année, aussi bien des étudiants que du matériel, de maniére a obliger le
plus d’étudiants possible & traiter le maximum de problémes possibles. 1l est évident que
ce n’est pas la stratégie optimale pour obtenir de bonnes performances (les meilleures
équipes capitalisent d'une année sur l'autre), mais la victoire n’est clairement pas ’ob-
jectif principal de I’équipe.

Parmi les différents projets proposés a des bindomes étudiants (environ 8 crédits ECTS),
je suis en charge en co-responsabilité avec des collégues d’autres disciplines, des thémes
« Essais et stratégies » (les intitulés varient selon les années). Essentiellement, il s’agit
d’utiliser les innombrables problémes concrets rencontrés pendant la conception, la fabri-
cation et 'utilisation du véhicule pour persuader les étudiants de la pertinence des outils
de théorie du signal ou d’optimisation vus en cours.

6.1.3. Aspects recherche

Le caractére assez exceptionnel de la plate-forme d’enseignement que constitue I’'Eco
Motion Team a assez vite attiré ’attention, et le prototype est utilisé, en plus de ses
buts d’enseignement, comme plate-forme de démonstration pour I'opération « Systémes
Commutés » du théme « Analyse Optimisation Controle » du CPER MISN.

D’autre part, Virevolt sert aussi de plate-forme expérimentale pour la thése de Ta-
tiana Manrique Espindola, que je co-dirige avec Gilles Millerioux (PR 61 au CRAN; le
laboratoire d’automatique de Nancy).

Enfin, la présence de chercheurs travaillant sur le prototype permet une premiére (et
souvent la seule) initiation aux méthodes de la recherche pour les éléves-ingénieurs de
I"’Eco Motion Team.

6.2. Résultats scientifiques

Mon activité recherche au sein de '"EMT a porté sur 'optimisation de trajectoire dans
le but de minimiser la consommation de carburants. Par « trajectoire », il faut comprendre
« allure de marche » (vitesse, freinage, accélération), les problémes de pilotage (choix de
Pendroit o rouler sur la piste) étant assez efficacement résolus avec un peu de pratique
par les pilotes.

6.2.1. Modélisation

Comme on néglige les problémes de pilotage, la piste peut étre considéré comme un
segment de droite de 16 km. L’état du véhicule est donné & chaque instant par sa position
sur la piste (un réel qui mesure la distance au point de départ) et sa vitesse (la dérivée de la
position). La commande est le courant délivré par la batterie. En premiére approximation,
le courant en sortie de batterie est le méme qu’en entrée de moteur et le couple du
moteur est proportionnel au courant. La version d’essais de Virevolt qui a servi pour les
travaux | | et | | n’était pas équipée de panneaux solaires. L’équation
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du mouvement s’écrit :

{ T (6.2.1)
T2 = Cu— Faera(x2) - Ffrot + Fpente(wl)a

ou C est une constante réelle positive, u est la commande & valeurs dans [0, [naq],
Firo : R — RT est une fonction de la vitesse qui représente les pertes aérodyna-
miques (on approche souvent Fyre, par un polynéme de degré un ou deux), Fppo est
une constante positive qui modélise les frottements mécaniques internes au véhicule, les
pertes électriques et les pertes par frottement au niveau des pneus, et Fepnse représente
la gravitation :

Fpente(z1) = gsin(f(z1)),

ol g = 9.81m.s~2 est I’accélération gravitationnelle au niveau du sol et 6 est Iinclinaison
de la piste (qui dépend bien str du point du circuit considéré). Le colit a minimiser peut
prendre plusieurs formes selon le modéle considéré. On peut considérer fOT xo(t)u(t)dt
ou, puisque la vitesse varie peu autour de la vitesse moyenne minimale de 25 km/h,

T
Jo u(t)dt.

Les problémes de commande optimale de systémes du type (6.2.1) ont été trés étudiés.
Citons par exemple | | ou le livre | |-

Sion suppose que Fyer, est un polynome de degré un ou deux, et que Fjpepte est constant,
il n’est pas difficile d’obtenir une solution optimale (ou quasi-optimale) hors ligne pour
un coit fOT u(t)dt. Nous avons utilisé pour cela le logiciel libre GPOPS et des méthodes
pseudo-spectrales, voir I'article | | et le trés récent | |). La difficulté est par
contre de suivre cette trajectoire malgré les inévitables incidents de course : le trafic peut
obliger le pilote & freiner ce qui le fera dévier de la trajectoire optimale pré-calculée.

Notre objectif était donc de pister au mieux, en temps réel et avec les faibles moyens
de calcul embarqués dans le prototype, une trajectoire déterminée a ’avance malgré les
incidents de course.

6.2.2. Résultats

La solution que nous avons retenue est la commande par modeéle prédictif (MPC en
anglais), appliquée a une version du probléme linéarisée autour de la vitesse constante
de 25 km/h et discrétisée en temps (avec échantillon de temps de 1 a 2 secondes). La
linéarisation se justifie par le fait que la vitesse varie trés peu avec le temps pour les
trajectoires « optimales » calculées hors-ligne. La discrétisation en temps se justifie par
les durées assez courtes considérées.

L’idée consiste & travailler sur un horizon temporel fini (dans notre cas : de 10 a
20 échantillons de temps), et a résoudre un probléme d’optimisation quadratique sous
contraintes linéaires (ce qui est faisable par les routines standards en moins d’une seconde
avec les moyens de calcul embarqué). Les contraintes linéaires sont celles de la dynamique.
Le cofit & minimiser est la somme d’une part du carré de la distance moyenne sur la durée
de 'horizon entre les vitesses et les positions calculées hors-ligne et les vitesses et positions
réelles et d’autre part du carré de la distance moyenne entre la commande retenue et la
commande calculé hors-ligne.
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6. Optimisation de la consommation d’un véhicule hybride

Cette procédure a d’abord été implémentée pour une trajectoire de référence avec vi-
tesse constante | | puis, une fois que la stabilité de la méthode a été démontrée
[ |, pour des trajectoires de références variables dans le temps (ce qui est effecti-
vement le cas pour les trajectoires calculées hors-ligne pour le prototype Virevolt sur le
circuit de Rotterdam).

Une difficulté importante a été I'obtention de modéles acceptables pour la dynamqiue
du véhicule (en particulier, 'obtention de Fyero)-

92



Quatrieme partie .

Conclusion : travaux en cours et
programme de recherche
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Les trois chapitres de cette partie présentent des perspectives de recherche pour cha-
cun des thémes abordés précédemment. Pour chacun des chapitres, on a distingué deux
rubriques.

La rubrique « Travaux en cours » concerne des travaux déja commencés, en phase
de rédaction ou qui vont prochainement entrer en phase de rédaction (dans un délai
d’un an) pour une publication prévue dans un délai de deux ou trois ans. Le contenu
scientifique est censé étre a peu prés fixé, sauf surprise de derniére minute. La forme
finale de la publication (article en revue ou acte de conférence) n’est pas forcément trés
claire aujourd’hui et sera décidée en phage finale de rédaction, au vu de I’évolution de
ma compréhension des questions. C’est ce programme que je donnerais dans un appel a
projets.

La rubrique « Perspectives & plus long terme » concerne des questions qui, aujourd’hui,
me semblent & la fois importantes, difficiles et accessibles. S’agissant de perspectives de
un a quatre ans, aucune de ces qualités (importance, difficulté, accessibilité par nos
méthodes) n’est vraiment connue. En fonction des résultats obtenus sur les travaux en
cours, la hiérarchie d’importance que je donne & ces questions est susceptible d’évolutions
assez brutales. La difficulté est trés vraisemblablement souvent fortement sous-estimée,
et il est probable que de nombreuses pistes évoquées ici n’aboutissent pas.
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7. Quelques problemes ouverts en
commande de systéemes quantiques

7.1. Travaux en cours

7.1.1. Estimations d’'énergies en faible régularité

Les estimations d’énergies présentées dans le chapitre 2 sont fortement liées & la régu-
larité des systémes considérés. Malgré son caractére pratique et bien qu’elle soit vérifiée
pour tous les systémes physiques courants, I’hypothése de couplage faible est assez gé-
nante mathématiquement puisque trés peu naturelle et non minimale. Par exemple, il est
clair que le systéme suivant,

iégf = —A¢Y +u(t)W(x)y
posé sur une variété riemannienne compacte {2 admet une suite de bonnes approximations
de Galerkin (dans L?(2, C), pour la norme L' de u) dés que la fonction W est bornée sur
(2. Une facon de le voir est de considérer, pour tout n > 0, une fonction W, de classe C?
telle que ||W — W,||f2 < 7, d'utiliser les bonnes approximations de Galerkin du systéme
régularisé (qui est faiblement couplé) et de majorer la distance entre les trajectoires du
systéme original et du systéme régularisé par n||W||so||ul 1.

Le probléme de la non-minimalité de 'hypothése de couplage faible pour obtenir de
bonnes approximations de Galerkin n’est pas d’ordre purement esthétique. Savoir appro-
cher effectivement un systéme de dimension infinie par des systémes de dimension finie
peut permettre, entre autre, d’établir des propriétés fines de la dynamique du systéme
(c’est par exemple comme cela qu’ont été montrés les premiers résultats explicites de
moyennisation, | 1)

D’une maniére plus générale, trouver une norme ou pseudo-norme de la commande u
qu’on puisse relier a I’énergie physique de la solution du systéme (c’est-a-dire sa norme
|A|%) est un probléme difficile et important.

La norme L' de la commande a pour elle son caractére universel | | et est un
meilleur candidat que les autres normes LP pour p > 1, | |. Sa grande faiblesse
est qu'elle est complétement insensible aux variations du spectre de A (tant que les
transitions restent non dégénéré).

L’article de Kato | | suggeére que dés que B est borné relativement a A, un bon
candidat pour ces estimations d’énergie est la variation totale de u. Ce point de vue a
éte développé dans | |- Des estimations récentes | | tendent & montrer que

ces estimations pourraient méme étre optimales.
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7. Programme de recherche (systémes quantiques)

Insistons sur une utilisation possible de ces estimations d’énergie. La Proposition 3.2.1
a été montrée dans le cadre de 'Hypothése 2 (B est borné). La bornitude de B a servi a
majorer I'expression sup,<, || BYY g (0)|| qui apparait dans I'estimation (3.1.1) du temps
de controle des approximations en dimension finie du systéme aprés condensation de
spectre. L’utilisation des estimations de | | pourrait permettre d’étendre les ré-
sultats de | | aux systémes on B est seulement borné relativement & A (mais pas
borné en général) et A a un spectre mixte, incluant une partie discréte et une partie
continue (travail en cours de rédaction).

7.1.2. Temps de contrélabilité approchée

Les méthodes de moyennisation présentées au Chapitre 3 ont permis, en combinaison
avec la notion de bonnes approximations de Galerkin, d’exhiber un exemple de systéme
pour lequel l'ensemble atteignable en temps non nul est dense (Proposition 2.3.1, qui
reprend les résultats de | -

Cet exemple a provoqué chez les rédacteurs de | | de la surprise et une certaine
inqui¢tude. A notre connaissance, c’est le premier exemple oil la fermeture (en norme
de 'espace ambiant) de l'ensemble atteignable du systéme (1.3.1) a un comportement
sensiblement différent en dimension finie et en dimension infinie. L’exemple de la Propo-
sition 2.3.1 est-il « générique » de la dimension infinie 7 L’article | | présente une
batterie d’exemples, tous sur le méme modéle paramétré par un réel mesurant la « non-
bornitude » de A, mais aucun ne s’approche des opérateurs effectivement rencontrés dans
la littérature physique. Les premiéres investigations que nous avons réalisées n’ont pas
permis de conclure (ni positivement, ni négativement) pour les systémes usuels présentés

dans | |.

Si la contrélabilité approchée en temps nul est réservée aux systémes ou A est « vio-
lemment » non borné, alors les exemples de | | rejoindront les rayons bien remplis
des cabinets de tératologie mathématique.

Si au contraire la controlabilité approchée en temps nul est possible méme avec une
dérive A « trés peu » non-bornée (par exemple, bornée relativement au laplacien), alors
Iintuition géométrique qui a guidé la Partie [ de ce mémoire sera prise en défaut. Insistons
sur le fait que la régularité du systéme n’est pas un obstacle a la controlabilité approchée
en temps nul (les exemples de | | sont k-faiblement couplés pour tout k entier).

7.1.3. Commande robuste

Dans tout ce mémoire, les systémes sont supposés parfaitement connus. Dans la réalité
les choses sont souvent nettement moins claires, & un point qui peut surprendre le ma-
thématicien. Par exemple, considérons 'effet d’un champ électrique, variable en temps et
uniforme en espace, sur la longueur d’une liaison OH dans une molécule d’eau. L’espace
de Hilbert naturel est H = L2(]0, +oo[,C). On dispose de différents modeéles pour la
dynamique libre du systéme, par exemple le potentiel de Morse, soit, avec les notations
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de (1.3.1),

. 8 2 —2(x—xe —(r—Te
A:1<a$2+ae (@=2e) _ 9e~( )>,

ol z. désigne la longueur moyenne de la liaison en ’absence d’excitation et a est un
parameétre réel qui caractérise la difficulté & exciter la liaison.

Le choix pour B proposé par les physiciens sera de la forme B : ¢ — —iW (x)y avec
W : 2+ x ou (en version saturée) Wy : x — inf{x, M} avec M un réel fixé assez grand.

D’un point de vue physique, ces deux choix de W sont équivalents dés que M est
assez grand. En effet la longueur d’une liaison O H ne dépassera jamais quelques infimes
fractions de micromeétres, il suffit de choisir M de 'ordre de quelques dizaines de métres
pour pouvoir remplacer sans remord W par sa version tronquée.

D’un point de vue mathématique, les situations n’ont bien str rien & voir, puisque la
multiplication par Wi, est borné sur H et pas la multiplication par W. Dans un cas le
caractére bien posé de (1.3.1) est évident avec n’importe quelle commande localement
intégrable et le spectre de A + B présentera une partie discréte et une partie continue.
Dans 'autre cas le spectre sera purement discret et le caractére bien posé de (1.3.1)
avec © non constant par morceaux n’est pas évident. Il n’est pas besoin d’insister sur la
difficulté de la question de la controélabilité approché entre états propres dans ce dernier
cas. En supposant que 1’on puisse établir un tel résultat de controlabilité approchée (voir
la Section 7.1.1), il est important que les commandes construites soient similaires avec W
et Wis. Les méthodes de moyennisation, si on parvient & les appliquer, laissent un espoir,
dans la mesure ol toutes les commandes explicites données sont construites & partir des
éléments propres de A et des valeurs de B sur ces éléments propres, sans dépendance vis
& vis du reste du spectre de A ou des valeurs de B sur d’autres éléments.

Signalons pour finir un probléme fréquemment rencontré en pratique. Imaginons que
I’on cherche & modifier simultanément la longueur des liaisons OH dans un grand nombre
de molécules d’eau (par exemple, avec le modéle précédent, a faire passer toutes les
liaisons de ’état fondamental au premier état excité). En supposant que les molécules
n’interagissent pas entre elles, on va devoir commander un grand nombre d’équations du
type (1.3.1). Si les molécules sont identiques, la dérive A sera la méme pour chacun des
systémes. Par contre, il est vraisemblable que la position dans ’espace et 'orientation des
molécules va varier d’'une molécule & 'autre. En d’autres termes, les termes de commande
B différeront d’une équation a ’autre. Il faudra, avec une seule commande u, la méme
pour tous les systémes, commander un grand nombre de systémes différents.

Dans le cas d’un continuum de systémes de la forme

dva

3 (A + uaB)thy, a € [0,1],

avec A a spectre mixte et B borné, des conditions suffisantes génériques de controlabilité
approchée d’un état propre a un autre ont été données dans | |. Les commandes
utilisées sont construites explicitement. La généralisation de ces résultats au cas B non
borné est en cours d’investigation.
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7.2. Perspectives a plus long terme

7.2.1. Equation de Dirac

Dans tout ce travail, a I’exception de ’exemple de la Proposition 2.3.1, la dérive A a été
un opérateur de Schréodinger de la forme —i(A+ V). L’analogue relativiste de 'opérateur
de Schrodinger est opérateur de Dirac. Mathématiquement, la différence essentielle entre
Iopérateur de Dirac et 'opérateur de Schrédinger porte sur le spectre, et en particulier,
la présence d’un spectre continu et son caractére semi-borné ou non.

Les hypothéses de spectre discret sont évidemment fondamentales pour les résultats
d’existence de bonnes approximations de Galerkin, qui ne pourront pas étre facilement
généralisés. Les résultats de controlabilité approchée entre états propres en revanche
devraient pouvoir étre établis de la méme fagon pour les équations de Dirac bilinéaires
que pour les équations de Schrodinger bilinéaires (voir la Section 7.1.1 ci- dessus).

Nous n’avons presque jamais utilisé la propriété de semi-bornitude du spectre, avec
pour seule exception | |. Cette hypothése était un raccourci de simplification,
et on aurait pu se contenter de I'existence d’un trou spectral (hypothése physiquement
raisonnable, y compris avec des opérateurs de Dirac).

Dans ’ensemble, les résultats passeront donc directement pour la commande approchée
des équations de Dirac bilinéaires.

Un travail sans doute assez difficile est de comprendre grace a la littérature physique
quel sens on pourrait donner & de tels résultats et si il serait possible d’en déduire des
propriétés de la dynamique des électrons d’une feuille de graphéne plongée dans un champ
électrique variable. A ma connaissance, ce champ de recherche trés exploré en physique
est vierge du coté théorie de la commande.

7.2.2. Controlabilité dans le spectre continu

Jusqu’a présent, quand on a évoqué la contrdlabilité entre état propres, on supposait
que les valeurs propres associées étaient isolées du spectre continu. C’est cette condition
qui permettait de garantir la bornitude de C' dans I'expression (3.1.1). On peut se poser
la question du transfert entre états propres plongés dans le spectre continu. On pourrait
interpréter le caractére dissipatif du spectre continu ambiant comme rendant les états
propres associés seraient encore plus stables que pour des valeurs propres isolées.

Une facon d’obtenir ce genre de résultat, si il est vrai, serait de raffiner le résultat de
la Proposition 3.1.2.

7.2.3. Systémes ouverts

Les systémes quantiques considérés dans ce mémoire sont fermés (ce qui est différent
d’« isolé », voir chapitre XIIT de | |). Ceci signifie que les fonctions vivent sur
la, sphére unité d’'un espace de Hilbert. En pratique, les systémes que ’on considére ne
sont jamais vraiment fermés, et les opérateurs A et B ne sont jamais vraiment anti-
symétriques. On parle de systémes ouverts. On peut envisager plusieurs facons d’aborder
le probléme.
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Avec beaucoup de mauvaise foi, on pourrait arguer que tout systéme ouvert est en
fait une partie d’'un systéme fermé plus grand, ce qui est vrai. L’inconvénient de cet
argument est que ’on finira par considérer I'univers tout entier comme un seul gigantesque
systéme quantique, et qu’outre des problémes d’effectivité des résultats- quelles sont les
valeurs propres de A 7- il deviendra difficile de justifier la description semi-classique de
I'interaction du systéme avec un champ extérieur.

Une approche plus satisfaisante a été proposée indépendamment par Kossakowski et
Linblad. L’état du systéme est donné par p, un opérateur borné de classe trace sur H,
appelé matrice de densité, et son évolution est donnée par I’équation de Kossakowski-
Linblad (| I, | |):

% =[A+uB,p]+ CpC* — % (C*Cp+pC*C),
ou C est un opérateur linéaire nul dans le cas des systémes fermés.

Un projet trés ambitieux consiste & essayer de reproduire sur les matrices de densité
de systémes ouverts ce qui a été réussi avec les fonctions d’onde de systémes fermés :
estimations d’énergie, obtention de bonnes approximations de Galerkin, mise en place de
techniques de moyennisation.

Remarque 7.2.1. Dans un certain nombre de cas trés importants (en premier lieu, 1'os-
cillateur harmonique), Uopérateur C' n’est pas borné. Lorsque C est borné, il peut étre
tentant de tenir le discours suivant :

« Dans le cas ol opérateur C est borné, le caractére bien posé de ’équation
de Kossakowski-Linblad est équivalent a celui de (1.3.1). Dans ce cas, l'in-
fluence de la décohérence est faible en temps petit. En d’autre termes, savoir
contréler de maniére approchée I’équation de Schrédinger en temps arbitrai-
rement faible permet, avec les mémes commandes, la commande approchée
de I’équation de Kossakowski-Linblad. »

Bien que mathématiquement correct, ce point de vue ne peut pas étre défendu physique-
ment : la commande en temps petit de ’équation de Schrodinger bilinéaire va imposer
'usage de commandes de grande taille (dans tous les sens raisonnables : L', L2, variation
totale..). Pour ces commandes, la décohérence sera trés forte et le modele de Schrodinger
bilinéaire certainement invalide.
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8. Quelques problemes ouverts de
locomotion dans un fluide

8.1. Travaux en cours

8.1.1. Optimisation : résultats généraux

Les résultats présentés dans la Partie II de ce mémoire montrent que, sous certaines
conditions, il est possible de nager dans un fluide en écoulement potentiel. J’ai prétendu
que les preuves étaient constructives (voir par exemple la partie 6 de | |) dans le
sens oll on peut trouver des expressions explicites, assez simples, pour les commandes
permettant de déplacer le nageur dans une direction donnée. Mais il existe bien str de
multiples facons de déformer le nageur pour obtenir le méme déplacement. Une question
difficile et importante, aussi bien d’un point de vue théorique que pour les applications,
est la recherche de déformations optimales.

La premiére difficulté est de savoir ce que 'on entend par « déformation optimale ».
Une approche énergétique naive se heurte & ’absence de frottements dans un fluide
parfait : les seules dissipations ont lieu dans le nageur. Si I'on néglige ces dissipations,
il est possible de se déplacer, arbitrairement vite et arbitrairement loin sans dépenser
la moindre énergie. Dans un premier temps, les forces internes au nageur vont fournir
un travail (éventuellement trés important si on veut aller vite) au fluide, qui va stocker
de D’énergie sous forme cinétique. Au moment du ralentissement, le fluide va fournir
un travail au nageur. Le fluide va ralentir et restituer son énergie cinétique au nageur.
Si le nageur est capable de récupérer sans perte ’énergie que lui transmet le fluide, il
récupérera exactement 1’énergie dépensée en phase d’accélération.

Une facon de contourner la difficulté consiste & munir I’espace des formes S d’une
métrique, et d’appeler cout d'un chemin rectifiable dans S sa longueur au sens de cette
métrique. Ceci revient a supposer que quelqu’un d’autre a été capable de définir un cout
raisonnable. Le déplacement du nageur dans une direction est donné par I'intégrale d'une
1-forme sur S. Dans le cas ou 'espace des formes S est une variété de dimension finie et
que la métrique est suffisamment réguliére, on est ramené & des problémes standards de
géométrie riemannienne.

Cette approche est en cours d’investigation avec A. Munnier et L. Giraldi. Des résul-
tats préliminaires d’existence d’optimales et des optimisations numeériques ont déja été
obtenus.
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8.1.2. Structures de contact

Dans le cas particulier ou I'espace des formes S est de dimension deux, la 1-forme dé-
crivant le déplacement dans une direction permet de munir ’espace produit S x R d’une
structure sous-riemmannienne trés particuliére dite de contact. Une description quantita-
tive précise des trajectoires optimales pour ces problémes a été donnée par A. Agrachev
dans | |. On en déduit immeédiatement des informations sur les petites brassées (tra-
jectoires périodiques dans S) les plus efficaces. Un exemple de nageur axisymétrique a
deux degrés de liberté inspiré de | | est en cours d’étude, en collaboration avec A.
Munnier et L. Giraldi.

8.2. Perspectives a plus long terme

8.2.1. Perte d’isotropie

Dans les problémes considérés dans la Partie II de ce mémoire, la dynamique était
fortement non linéaire dans ’état mais linéaire dans la commande. Cette linéarité était
due au fait que le nageur était seul dans une étendue infinie de fluide, et que fluide et
nageur étaient au repos au temps zéro. D’une certaine maniére, toutes les directions de
Pespace étaient identiques (on a pu parler d’isotropie pour ce modeéle).

Les choses changent radicalement dés que la nageur n’est plus seul. C’est le cas par
exemple si 'on considére le cas de deux nageurs, ou d’un seul nageur mais en présence d’'un
obstacle (fixe ou non), ou d’un seul nageur dans une cavité bornée, ou d’une combinaison
quelconque de ces variantes (deux nageurs dans une cavité bornée...) Les matrices de
masse intervenant dans la dynamique (5.1.6) ne dépendront plus seulement de la forme
du nageur, mais aussi de sa position par rapport aux obstacles, de la position et de la
forme des autres nageurs. Le calcul de ces matrices dans une configuration donnée est
délicat. Estimer les variations de ces matrices ’est encore plus, et ces variations sont
indispensables pour calculer les crochets de Lie des champs de vecteurs Z;. Enfin, la
dynamique ne sera plus linéaire dans les (u;) comme (5.1.9) mais présentera une dérive,
et fera en plus apparaitre un ordre de dérivation supplémentaire. Par exemple, pour deux
nageurs en présence d'un obstacle fixe, dans un fluide en mouvement au temps zéro :

0
Q9
\4!
\&
S1
S2
S1
So

=Zo(x) > u;()Zi(x),  (t>0), (8.2.1)
j=1

ou létat x = s1(t),s2(t),r1, R1,72, Ro, Q1,a, vy, vo) fait intervenir la forme de chacun
es nageurs, leurs positions 71, 79, leur orientation R, R9, et les vitesses linéaires et an-

d , 1 posit T, 1 tation Rj, Ro, et 1 t 1 t

gulaires. Cette forme non linéaire dans la commande compliquera ’obtention de résultats
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de controlabilité. Par exemple, le théoréme de Chow ne sera plus suffisant et il faudra
utiliser la notion de « bons crochets » introduite par Sussmann | |-

Un moyen de contourner la difficulté du calcul de rangs de crochets consiste & éloigner
les nageurs et les obstacles. Quand un nageur est trés loin de tout autre nageur ou
obstacle, on s’attend & ce que sa matrice de masse et sa différentielle tendent vers les
mémes quantités pour un nageur effectivement seul. A la limite, on retrouverait pour
chacun des nageurs une situation isotrope. Des arguments d’analyticité appliqués & des
déterminants de crochets de champs de vecteurs analytiques permettraient de montrer la
contrélabilité locale pour presque n’importe quelle position des nageurs et des obstacles.
Bien siir, ’éloignement évoqué ici serait une astuce de calcul, qui n’aurait pas forcément
de réalité physique. Par exemple, deux poissons dans une cavité bornée devront rester
physiquement & une distance bornée I'un de I'autre. Ceci n’empéchera pas forcément de
choisir dans les expressions des matrices de masse des paramétres qui tendent vers 'infini.
Le méme genre de raisonnement a été employé dans | | (en autorisant fictivement
des densités négatives pour permettre des calculs plus simples).

8.2.2. Généralisation a d’autres modéles

Les modeles considérés ici (fluide parfait en écoulement potentiel) ont comme avantage
leur simplicité (au final, nous nous ramenons toujours a des systémes de dimension finie
sur lesquels on peut appliquer les techniques géométriques classiques) , et comme incon-
vénient un rapport parfois lointain avec la réalité. Introduire de la vorticité complique
considérablement le probléme et fait perdre de nombreuses propriétés d’analyticité.

Une piste encore trés vague pour étudier la nage dans un fluide modélisé par I’équation
d’Euler serait de déformer continument la dynamique jusqu’a éliminer la vorticité (et
ainsi se ramener au cas d’un fluide en écoulement potentiel). Par manque d’analyticité,
il faudrait employer d’autres arguments pour faire passer des propriétés de controlabilité
approchée du cas de ’écoulement potentiel au cas général, peut-étre des arguments de
généricité sur les germes des fonctions C*.
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9. Commande des systémes hybrides et
méthodes hybrides pour la commande

9.1. Commande en temps réel de systéemes hybrides

9.1.1. Travaux en cours : LPV pour MPC

Dans les travaux | et | consacreés a 'optimisation de la consomma-
tion d’un véhicule électrique, on a linéarisé le systéme au voisinage de la vitesse moyenne
et on considére que la piste est de pente constante. Ces deux hypothéses sont discutables.

En I’absence de trafic, on peut effectivement imaginer que la vitesse du véhicule n’est
jamais trés éloignée de la vitesse de référence. En conditions réelles de course, les ralen-
tissements voire les arréts (ou quasi-arréts) d’urgence sont fréquents, toutes les équipes
n’accordant pas autant d’importance que I’Eco Motion Team & la tenue de route du
prototype. Les forces de trainé variant avec le carré de la vitesse, on ne peut pas espérer
utiliser le méme modele linéaire a la fois pour le (re-)démarrage et la vitesse de croisiére.

L’hypothése de pente constante est bien shr difficilement tenable sur dix tours de
circuit. Ajoutons que l'action du vent ou 'apport des panneaux solaires (installés sur
le prototype en configuration de course) peuvent étre assez bien modélisés comme une
modification de la pente de la piste. La direction du vent, bien sfir, mais aussi la force du
vent comme 1’ensoleillement sont susceptibles de varier d’un point & 'autre du circuit.
La encore, retenir une constante pour la modélisation est trop réducteur.

Une idée est de considérer un modéle linéaire par morceaux (LPV), suivant la vitesse
du véhicule et le point du circuit, et d’y appliquer une commande par prédiction de
modéle. Cette approche semble nouvelle et est en cours d’implémentation.

9.1.2. Perspectives a moyen terme

Le prototype Virevolt est une plate-forme idéale pour des expérimentations et des
comparaisons de méthodes d’optimisation et nos activités ne cesseront pas avec I’implé-
mentation d’'une MPC sur un modéle LPV. L’objectif sera toujours le méme : obtenir, le
plus rapidement possible pour une actualisation en temps réel, et aux prix d’un effort de
calcul le plus limité possible, la meilleure stratégie de course en termes de consommation
énergétique.

Un projet assez ambitieux, actuellement & 1’étude, est décrit ci-dessous.

Un point crucial sera ’obtention rapide de modéles fiables pour la dynamique du véhi-
cule. Notons qu’il n’est pas nécessaire de pouvoir distinguer les forces dues au frottement
de l'air des pertes mécaniques ou électriques internes. L’important est de savoir comment
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le véhicule décélére en roue libre. Cette décélération peut étre mesurée en temps réel pen-
dant les phases de roue libre par le prototype, qui pourrait ainsi construire en temps réel
son propre modeéle dynamique (par exemple en exprimant les forces qui ralentissent le
véhicule comme un polynome de bas degré en la vitesse). La forme particuliére du circuit
incite & penser que les dynamiques ainsi obtenues ne changeraient pas sur chacun des
segments entre les différents virages (sauf variation brutale de vitesse qui obligera & une
nouvelle estimation des paramétres). Comme on ’a dit plus haut, ce modeéle prendrait
en compte l'intégralité des forces s’exercant sur le prototype. En d’autres termes, nous
obtiendrions sans effort supplémentaire les influences (supposées constantes sur chaque
segment) du vent et de I’ensoleillement.

Sur chaque segment, une application facile du principe du maximum indique la stratégie
optimale pour peu que ’on sache quand et & quelle vitesse passer le prochain virage. Ce
temps et cette vitesse dépendent évidemment du temps déja écoulé et de la distance
déja parcourue. Une estimation grossiére (basée par exemple sur I'expérience des tours
précédents) permettrait de deviner les vitesses et les temps de passage dans chaque virage.
Ces estimations seraient bien str affinées en fonction de I’évolution de la course.

Au final, on obtiendrait une stratégie extrémement robuste et trés proche de 'optimale,
au prix d’un effort de calcul trés faible.

9.2. Méthodes hybrides pour la commande de systémes
quantiques

9.2.1. Contexte physique

Dans le premiére partie de ce mémoire, on s’est intéressé a la commande de systémes
quantiques dont la dynamique (1.1.1) est bilinéaire. Cette approximation est valable
dans certaines conditions (notamment pour des champs petits). Dans le cas général, la
dynamique (1.1.1) doit étre remplacée par

i%ﬁ; = H(u), (9.2.1)
ol H associe & certains réels w est un opérateur essentiellement auto-adjoint H(u) :
D(H(u)) — H. La dépendance de H(u) en u n’est pas forcément affine - si c’est le cas
on retrouve (1.1.1). Pour une commande u : [0,7] — R et une condition initiale 1
données, le caractére bien posé de (9.2.1) est bien str loin d’étre clair dans le cas général.
Les résultats de | | fournissent un cadre de travail possible.

Une question naturelle est de savoir si il est possible de généraliser nos résultats de
contrdlabilité approchée obtenus pour des dynamiques de la forme (1.1.1) aux dynamiques
plus géneérales (9.2.1).

9.2.2. Travaux en cours : couplage faible

Poursuivant I'idée centrale de ce mémoire, on peut commencer par étudier le cadre
trés simple de la dimension finie. Dans ce cas, on dispose du résultat suivant (voir par
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exemple | D

Proposition 9.2.1. Soient n un entier et A et B deur matrices de u(n) = {M €
M, (C)|'M + M = 0}. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. Lie(A,B) = u(n);

2. le systéeme & = (A + uB)x est controlable exactement dans U(n) = exp(u(n)) avec
des commandes u : R — R mesurables bornées ;

3. pour tous a,b, a # b, le systéme © = (A + uB)x est contrélable exactement dans
U(n) avec des commandes u : R — {a,b} constantes par morceauz ;

4. il existe a,b tels que le systéme & = (A + uB)z est contréolable exactement dans
U(n) avec des commandes u : R — {a,b} constantes par morceauz.

Avec nos méthodes de moyennisation, une extension de la Proposition 9.2.1 aux sys-
témes de dimension infinie imposera de considérer la contrélabilité approchée pour les
fonctions d’onde au lieu de la controlabilité exacte sur le groupe des propagateurs.

C’est ce qui a été partiellement fait pour les systémes faiblement couplés :

Proposition 9.2.2 (Lemme 6 de | |). Soient k >0, (A, B,®,A,R) un systéme
k-faiblement couplé, T,a,b trois réels tels que T > 0, a < 0 < b, u* : [0,T7] — R une
fonction constante par morceaux et Vg un élément de H. Alors, pour tout € > 0, il existe
une fonction constante par morceauz u : [0, T;] — {a,0,b} telle que HT%TOMJU—T%;O@ZJOH <
e et ||uellpr < ||u*||z1. De plus, si u* est a valeurs positives ou nulles, on peut choisir ue
a valeurs dans {0,b}.

L’idée est alors de remplacer l'étude de la dynamique (9.2.1) par une dynamique bili-
néaire

i?;f = [H(0) + u(H(1) — H(0))] ¥ (9.2.2)

On remarquera que si u est a valeurs dans {0,1}, la dynamique (9.2.2) est équivalente
4 (9.2.1). Etablir la controlabilité approchée du systéme (9.2.1) pourra se faire comme
suit :

1. A P’aide de nos méthodes de moyennisation habituelles, on montre la contrdlabilité
approchée de (9.2.2) avec des commandes & valeurs positives.

2. Un résultat dans ’esprit de la Proposition 9.2.2 permet de montrer la la controé-
labilité approchée de (9.2.2) avec des commandes a valeurs dans {0, 1}, ce qui est
équivalent a la controlabilité approchée de (9.2.1) avec les mémes commandes.

Ce programme a été mené & bien dans | | pour un hamiltonien de la forme H(u) =
Hy+uH, +u?H, dans le cas de systémes faiblement couplés. La généralisation, pour des
systémes faiblement couplés associés a des formes plus générales du hamiltonien (plus
nécessairement polynomiales de degré deux) est en cours de rédaction.
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9.2.3. Perspectives : cas général

Adapter le programme de preuve de la section précédente & un cadre plus général
nécessite d’obtenir un analogue de la Proposition 9.2.2. Cet analogue pourrait étre une
version fortement affaiblie. Par exemple, on pourrait se contenter d’un résultat de pistage
de certaines trajectoires (on pense notamment aux rotations qui échangent deux états
propres et laissent 'orthogonal du 2-plan invariant).

Une telle extension pour des dynamiques relevant de I’'Hypothése 1 est envisageable
grace aux méthodes de moyennisation deés qu’il existe une chaine de connexité non dégé-
nérée. Une question sans doute difficile est une généralisation compléte de la Proposition
9.2.2 au suivi de toutes les trajectoires, ou ’obtention d’un exemple qui montre que toutes
les trajectoires du systéme ne sont pas pistables avec des commandes & valeurs dans un
ensemble réduit & deux points.

Enfin, une question ouverte importante dans la perspective de considérer des dyna-
miques non-bilinéaires faisant intervenir des opérateurs de Dirac, est la généralisation de
la Proposition 9.2.2 dans le cas ot le spectre du hamiltonien de référence H(0) comprend
une partie discréte et une partie continue.
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Curriculum Vitae

Etat civil

Né le 25 avril 1977 & Chaumont (52),
Marié, un enfant
Fonction actuelle : Maitre de Conférene & I’Université Henri Poincaré (Nancy)

Formation

Ancien éléve de ’ENS Cachan
Regu a l'agrégation externe de Mathématiques (session 2000), admis 28éme
Docteur és Sciences (spécialité mathématiques) de 1’Université de Bourgogne

Parcours professionnel

septembre 1999 & aofit 2001  éléve & ’ENS Cachan, site de Ker-Lann

septembre 2001 & aott 2004  Allocataire moniteur a I’Université de Bourgogne
Theése en co-dirigée par J-P. Gauthier (U. Bourgogne)
et A. Agrachev (SISSA, Italie)

octobre 2004 & aotit 2005 Post-doc a ’Université de Gand, Belgique

depuis septembre 2005 Maitre de Conférence & 'UHP (Nancy)

septembre 2010 & aott 2011  Délégation CNRS (100 %) a P'TECN.
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Activités d’encadrement

Encadrement doctoral

Depuis septembre 2011, je co-encadre (50%) avec Gilles Millerioux (PR 61, CRAN) la
thése de Tatiana Manrique, portant sur I’« Optimisation de la consommation de véhicules
hybdrides ». Les résultats obtenus ont fait I'objet de deux publications, | | et

[ |-

Encadrement pré-doctoral

J’ai été ou suis tuteur ESSTIN des projets étudiants

— de M. Jelil et G. Mertz en 2009-2010. Ce projet de quatriéme année visait & fournir a
Pemtreprise GESTRA (88) un moyen fiable d’optimiser l'ordonacement des commandes
sur une chaine d’ensachage a bols vibrants. Un logiciel utilisable en production (gain
moyen d’environ 20 minutes par jour) a été fourni a l'entreprise a la fin du projet.

— de H. Bouvier et M. Chauvet en 2011-2012, de M. Dubail, A. Imghoure et G. Millet en
2012-2013, S. Gardes et L. Kern en 2013-2014. Ces projets de troisiéme année consistent
a fournir & 'Eco Motion Team, I’équipe engagée par PESSTIN dans I'Ecomarathon
Shell, des outils d’analyse et de simulation des prototypes engagés en course.

Encadrement post-doctoral

Paolo Mason a été post-doc a I'Inria Nancy-Grand-Est de 2007 & 2008, sous la responsa-
bilité partagée de Mario Sigalotti et moi-méme. Durant cette période, nous avons colla-

boré sur un article | | et cinq proceedings | I, | |, | |,
[ I, | |. P. Mason a été recruté comme chargé de recherche au CNRS
en 2008.

Marco Caponigro a été post-doc & Inria Nancy-Grand-Est de mars 2010 & octobre 2011,
sous la responsabilité partagée de Mario Sigalotti et moi-méme jusqu’en septembre 2010,
et sous ma seule responsabilité d’octobre 2010 & octobre 2011. Durant ces périodes, nous
avons collaboré sur deux articles (| |, | |) et cing proceedings | |,
[ I, | | Il | . M. Caponigro a été recruté MCF (section
26) au CNAM en juin 2012. (Notre collaboration a continué depuis, avec notamment

[ D).

70



Encadrement d’'ingénieurs experts

Dans le cadre du CPER MISN, I'INRIA a embauché deux ingénieurs experts (A. Spoletini
puis H. Malaise) entre 2010 et 2012 pour travailler sur la modélisation du véhicule basse
consommation développé & PESSTIN. J’ai été chargé de 'encadrement scientifique de ces

ingénieurs.
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Enseignements

Bilan enseignement

Depuis mon recrutement comme maitre de conférence & 'ESSTIN en septembre 2005,
jeffectue chaque année un service de 192 heures équivalent TD. Les enseignements de
mathématiques de PESSTIN sont concentrés essentiellement en premiére et deuxiéme
année. A I'exception du premier semestre de la deuxiéme année oit Algébre et Analyse
sont parfois dissociés, c’est traditionnellement un seul enseignant qui est en charge de
Iintégralité du cours de mathématiques, pour l'intégralité de la promotion (entre 100 et
120 éléves) pour un semestre donné .

J’ai été responsable, concepteur et chargé des cours magistraux pour les semestres sui-
vants :

cours S2 (premiére année, deuxiéme semestre, promotion entiére) en 2007-2008 et 2008-
2009, portant sur le calcul différentiel élémentaire et une initiation a l'algebre li-
néaire;

cours de S2 bis (premiére année, deuxiéme semestre de rattrapage organisé entre sep-
tembre et janvier pour les étudiants n’ayant pas validé S2 en juin) en 2008-2009 et
2009-2010. Cet enseignement s’adressait & 20-25 étudiants, le programme était le
méme que celui de S2;

cours d’algebre de S3 (deuxiéme année, premier semestre, promotion entiére) en 2011-
2012 : approfondissement d’algébre linéaire, réduction de Jordan, systémes dyna-
miques linéaires en dimension finie.

Innovations pédagogiques

L’ESSTIN est une école d’ingénieurs généraliste en cinq ans qui s’adresse & des étudiants
sélectionnés sur concours, loin d’étre stupides mais trés peu intéressés par 1’abstraction
mathématique, qui ont besoin trés vite (au plus tard & Bac +2) d’outils relativement
sophistiqués (par exemple : transformation de Fourier de signaux discrétisés, stabilité
de systémes dynamiques, outils d’analyse vectorielle). Ces outils ne sont en général pas
abordés avant la troisiéme année dans un cursus de mathématiques francais standard.
Le volume horaire réduit impose un enseignement radicalement différent de ce que l'on
trouvera en classes préparatoires ou en facultés : il s’agit plus de transmettre des idées
utilisables immédiatement sur des cas pratiques que la connaissance de démonstrations
rigoureuses.

Dans cette optique, j’ai multiplié avec les étudiants du semestre S2 bis des TP sur machine
(avec les logiciels scilab et Maxima). Devant l'apparent succés de cette expérimentation,
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je participe maintenant & un module optionnel d’initiation & Matlab/Simulink. Ce cours
de 2 modules de 20 heures (un module par an), entiérement sur machine, est assuré en
collaboration avec des enseignants de Mathématiques (Julie Valein et Renaud Marty,
MCF 26) et d’Automatique (Floriane Collin MCF 61, et des doctorants du CRAN).
Des cas pratiques, directement issus de problémes d’ingénierie réels, sont traités sous
différents points de vue. En 2012-2013, le succés de ce module complétement optionnel a

justifié Pouverture de cing groupes (contre trois en 2011-2012). L’option est de nouveau
ouverte en 2013-2014.
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Administration

Projet CUPIDSE

J’ai été le porteur du projet CUPIDSE (Control via Unbounded Potentials of Infinite
Dimensional Schrodinger Equations). CUPIDSE est un projet de collaboration locale et
régionale financé par Inria & hauteur de 7500 euros, de juillet 2010 & décembre 2011, qui a
rassemblé trois membres actifs (N. Boussaid, MCF section 26 & Besancon, M. Caponigro
et moi-méme & Nancy). Ce projet a initié une collaboration qui se poursuit aujourd 7hui.

CPER MISN

Au sein du théme AOC (Analyse, Optimisation, Controle) du contrat de plan Etat-
Région MISN, je suis co-responsable avec G. Millerioux du projet “ Controle en temps
réel de systémes hybrides” , financé a hauteur d’environ 50 000 euros (achat de mateériel
pour les bancs de test et la commande du prototype & basse consommation) et 12 mois
d’ingénieur d 7étude Inria sur la période de référence.

ANR GCM « Geometric Control Methods »

Au sein du programme ANR Blanc « GCM » porté par J-P. Gauthier (PR U. Toulon,
section 61), j’ai été responsable de la tache “Controle quantique” pour la durée du pro-
gramme (mi 2009 a mi 2013).

Autres responsabilités

Membre du technical chair T.C. 2.6 “Distributed parameters systems” de 'IFAC.

Reédacteur des rapports d’activité de 1’équipe projet Inria “CORIDA” (14 permanents)
de 2011 a 2013.

Co-organisateur avec G. Millerioux de la journée “Controle et Energie” a Nancy en 2011.

Membre de comités de sélection MCF en 2010 Besangon (section 26) et en 2011 & Nancy
(section 61).
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Rayonnement scientifique

Invitations

Invitations (conférences)
Geometric methods for the control of the Schrédinger equation, Workshop on Control
and Inverse Problems, juin 2010, Besangon, France.

Quantum Control via geometric Methods, Workshop on Nonlinear Control and Singula-
rities, 24-28 octobre 2010, Porquerolles, France.

Some estimates for the bilinear Schridinger equation with discrete spectrum, Workshop
on Quantum Control, Institut Henri Poincaré (dans le cadre du trimestre « Controle
EDP »), 8-10 décembre 2010,Paris, France.

Finite dimensional techniques for control of bilinear Schrédinger equations, Workshop
on Quantum Control, 11w5030, 3-8 avril 2011, Banff, Canada.

Weakly-coupled bilinear quantum systems, PICOF 2012,2-4 avril 2012, Ecole Polytech-
nique, Palaiseau, France.

Geometric methods for the control of bilinear Schrodinger equations, Indam meeting on
Geometric Control and sub-Riemannian Geometry, Cortone, Italie, 21-25 mai 2012

Invitations (séjours)
Cours a I’école d’été de controle quantique (une semaine) & Wiirzburg (Allemagne) en
juillet 2011.

Invitations dans I’équipe de G. Leugering a Erlangen (Allemagne) en décembre 2009
(une semaine) et décembre 2010 (une semaine).

Invitations d’une semaine au PIMS (Pacific Institute of Mathematical Sciences), a Van-
couver (Canada) en avril 2009.

Invitation d’une semaine au PIMS & Victoria (Canada) en décembre 2012.

Distinctions

— Bénéficiaire de la PES depuis 2009.
— L’article An estimation of the controllability time for single-input systems on compact
Lie groups a été classé ! Higlith paper par PESAIM en octobre 2008.

1. http://journals.cambridge.org/action/displayCustomArticles?jid=COV&articleListId=
681
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— L’article Controllability of the discrete-spectrum Schrédinger equation driven by an
external field fait partie? des Most cited papers des Annales de 'THP (C).
— La contribution | | a obtenu le « Best presentation award » de 'EFEA 2012.

2. http://wuw.journals.elsevier.com/annales-de-linstitut-henri-poincare-c-analyse-non-lineaire/
most-cited-articles/
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Liste compléte de publications

Articles en revues

1.

10.

(en collaboration avec U. Boscain et J-P. Gauthier) On the K + P problem for
a three-level quantum system : optimality implies resonance. J. Dynam. Control
Systems 8 (2002), no. 4, 547-572.

(en collaboration avec U. Boscain et G. Charlot) Nonisotropic 3-level quantum
systems : complete solutions for minimum time and minimum energy. Discrete
Contin. Dyn. Syst. Ser. B 5 (2005), no. 4, 957-990 (electronic).

(en collaboration avec A. Agrachev) An estimation of the controllability time for
single-input systems on compact Lie groups. ESAIM Control Optim. Calc. Var. 12
(2006), no. 3, 409-441 (electronic). Article mis en avant par ESAIM :COCV

(en collaboration avec M. Sigalotti) Tracking control for an ellipsoidal submarine
driven by Kirchhoff’s laws. IEEE Trans. Automat. Control 53 (2008), no. 1, 339—
349.

(avec P. Mason, M. Sigalotti, et U. Boscain) Controllability of the discrete-spectrum
Schrodinger equation driven by an external field. Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non
Linéaire 26 (2009), no. 1, 329-349.

(avec A. Munnier) Locomotion and control of a self-propelled shape-changing body
in a fluid. J. Nonlinear Sci. 21 (2011), no. 3, 325-385.

Periodic excitations of bilinear quantum systems. Automatica J. IFAC 48 (2012),
no. 9, 2040-2046.

(avec A. Munnier) Generic Controllability of 3D Swimmers in a Perfect Fluid.
SIAM Journal on Control and Optimization (2012), Vol. 50, No. 5, 2814-2835

(avec U. Boscain, M. Caponigro, et M. Sigalotti), A weak spectral condition for the
controllability of the bilinear Schridinger equation with application to the control of
a rotating planar molecule. Comm. Math. Phys. 311 (2012), no. 2, 423-455.

(avec N. Boussaid et M. Caponigro) Weakly-coupled systems in quantum control,
a paraitre dans [EEE Transactions on Automatic Control, disponible en version
électronique, early access DOI : 10.1109/TAC.2013.2255948 .

Actes de conférence internationales a comités de lecture

1.

(en collaboration avec U. Boscain), On the K+P Problem for a Three Level Quan-
tum System, Proceedings of the 41nd IEE Conference on Decision and Control, Las
Vegas, Nevada, USA, pp. 34-39 2002.
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10.

11.

12.

13.

14.

84

(en collaboiration avec A. Agrachev), Controllability and diameter of single input
quantum systems, International Conference "Physics and Control“, Saint Peters-
burg, Fradkov and Churilov eds, IEEE, August 2003.

(en collaboration avec U. Boscain et J-P. Gauthier) Optimal control on a N-level
quantum system. Lagrangian and Hamiltonian methods for nonlinear control 2003,
129-134, IFAC, Laxenburg, 2003.

. (en collaboration avec M. Sigalotti), Controllability and output tracking for an ellip-

sotdal submarine driven by Kirchhoff’s laws, IEEE Industrial Electronics, IKCON
2006 - 32nd Annual Conference, Paris, 2006, pp 567-572.

(en collaboration avec P. Mason, M. Sigalotti et U. Boscain), Controllability pro-
perties of discrete-spectrum Schridinger equations, Proceedings of the 47th IEEE
Conference on Decision and Control, Cancun, Mexico, 2008.

(avec M. Sigalotti, P. Mason et U. Boscain ) Generic controllability properties for the
bilinear Schroedinger equation, Conference on Physics and Control (Physcon) 2009 ;
actes publiés dans 7From Physics to Control trough an emergent view ?, Wolrd
Scientific Series, Volume 15 serie B, 233-238.

(avec P. Mason, M. Sigalotti et U. Boscain) What can we hope about output tracking
of bilinear quantum systems ? Conference on Physics and Control (Physcon) 2009
actes publiés dans ?From Physics to Control trough an emergent view?, Wolrd
Scientific Series, Volume 15 serie B, 251-256

(avec M. Sigalotti, P. Mason,et U. Boscain), Generic controllability properties for
the bilinear Schrodinger equation, Conference on Decision and Control (CDC) 2009,
pp-3799-3804, 15-18 déc. 2009

(avec U. Boscain, P. Mason, M. Sigalotti, et D. Sugny) , Controllability of the rota-
tion of a quantum planar molecule, Conference on Decision and Control, 2009 held
jointly with the 2009 28th Chinese Control Conference. CDC/CCC 2009. pp.369-
374, 15-18 déc. 2009

(avec M. Sigalotti) Simultaneous approximate tracking of densily matrices for a
system of Schridinger equations, Conference on Decision and Control, 2009 held
jointly with the 2009 28th Chinese Control Conference. CDC/CCC 2009. pp.357-
362, 15-18 déc. 2009

(avec A. Munnier), When fish Moonwalk, American Control Conference (ACC),
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