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INTRODUCTION

Cette thése est composée de deux parties dans lesquelles nous avons tenté de répondre
a deux questions distinctes, sans toutefois étre indépendantes, liées & une thématique applica-
tive commune : la simulation de la propagation d’ondes élastiques dans des milieux isotropes.
A priori, cette thématique ne semble plus constituer une véritable problématique de recherche
tant on dispose & I’heure actuelle de méthodes numériques bien maitrisées pour résoudre de fagon
robuste, efficace et précise les équations de 1’élastodynamique transitoire, méme dans les milieux
anisotropes.

C’est au coeur des années 1970 qu’est véritablement né le développement de ces méthodes pour
répondre aux besoins de I'industrie pétroliére en matiére de simulation d’expériences de détection
de réservoirs de pétrole par ondes sismiques [Boore 72|, [Alford 74], [Kelly 76]. Des méthodes de
différences finies ont d’abord été développées mais, trés vite, les méthodes variationnelles pour
la discrétisation en espace se sont imposées, en particulier parce qu’elles permettaient de traiter
des milieux hétérogenes et des conditions aux limites (de surface libre notamment) sans générer
de problémes d’instabilité numérique [Ciarlet 78|, [Bamberger 80], [Virieux 86]. C’est ainsi que,
progressivement, des codes de calcul ont été développés & partir de nombreuses méthodes comme
les éléments finis lagrangiens en déplacement, les éléments finis mixtes en contrainte-déplacement
et plus récemment les méthodes de Galerkin discontinues (liste non exhaustive), chaque méthode
ayant ses propres avantages et inconvénients, de sorte qu’aucune ne s’est encore imposée aux
autres [Komatitsch 97|, [Fauqueux 03].

En revanche, il est aujourd’hui communément admis qu’il est utile, tant pour des raisons de cofit
de calcul que de précision, d’utiliser les versions d’ordre élevé de ces méthodes, que ’on pourrait
regrouper sous le nom de méthodes éléments finis (pour évoquer le choix d’inconnues polyno-
miales par morceaux sur un maillage spatial) spectrauz (terminologie plus ou moins consacrée
pour parler d’ordre élevé, au moins sur les maillages de type héxaédriques ou quadrangulaires
[Cohen 01]) possiblement discontinus (pour suggérer la diversité des stratégies de discrétisation
en espace). Il est également admis que, pour pouvoir traiter des problémes de trés grande taille
sans faire exploser le temps de calcul, il faut se tourner vers des stratégies de discrétisation expli-
cites et, le cas échéant, vers des techniques de condensation de masse appropriées [Fauqueux 03],
[Joly 08|, qui sont alors soumises a des conditions de stabilité de type CFL.
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Les champs d’application de ces méthodes n’ont cessé de se diversifier avec le temps, pour
s’étendre notamment & la géophysique terrestre ou au controle non destructif. Les applications
potentielles au controle non destructif par ultrasons ont motivé nos recherches. Elles sont &
I'origine du développement de cette thése qui s’intéresse & des milieux constitués d’assemblages
de domaines homogénes isotropes par morceaux, séparés par des interfaces minces, permettant
d’aborder un large spectre d’applications réelles. Ainsi, le lecteur pourra se figurer un assemblage
de piéces métalliques, constitué de matériaux éventuellement différents et séparés par une fine
couche de collage ou de soudure ayant des propriétés mécaniques distinctes des deux matériaux
qu’elle sépare.

FIGURE 0.0.1 — Exemple de matériaux séparés par des interfaces minces.

De cette fagon, on peut représenter une cuve de réacteur nucléaire ou une aile d’avion formée de
matériaux composites dans lesquelles on souhaiterait, par exemple, détecter la présence d’une
fissure. Un tel cas de figure peut également trouver des applications dans le domaine médical : on
considére alors que le milieu de propagation est une partie du corps humain que ’on peut souvent
assimiler & un assemblage de zones homogénes séparées par de fines membranes. Dans ce cas, on
cherchera & détecter par ultrasons la présence d’une tumeur, d’un calcul, etc. [Audiére 11].

Les méthodes numériques évoquées plus haut et, par conséquent, les nombreux codes de calcul
qui y sont associés, sont bien entendu susceptibles de résoudre ce type de problémes. Elles seront
toutefois fortement pénalisées dans deux situations particuliéres :

* Premier cas : on considére ici des interfaces infiniment minces et on se place dans le cadre
de milieux homogeénes ot les ondes S, ou ondes de cisaillement, se propagent & une vitesse
Vg trés inférieure a la vitesse Vp des ondes P, ou ondes de pression. C’est ce qui se passe
dans les milieux mous & l'instar des tissus vivants, comme le montre I’exemple du foie
traité sous ’angle physique dans [Audiére 11]. Dans ce cas — nous 'expliquerons de fagon
détaillée plus tard — les méthodes classiques sont pénalisées par la petite valeur du rapport
Vs/Vp, ne serait-ce que par son influence sur la condition de stabilité. En outre, les deux
types d’ondes ont des dynamiques et des longueurs d’onde trés différentes. Nous aimerions
donc pouvoir les traiter séparément, avec des maillages ou des discrétisations adaptés aux
propriétés respectives de chaque type d’onde, ce que les méthodes standard, qui travaillent
sur un seul maillage de calcul, ne permettent pas de faire a priori.

C’est pourquoi nous avons cherché a exploiter numériquement une technique employée
dans d’autres contextes comme la mécanique des fluides et 1’électromagnétisme : la dé-
composition d'un champ de vecteurs en potentiels (décomposition de Helmholtz) qui sont
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deux quantités scalaires quand on se place en dimension 2. Cette méthode permet de dé-
coupler les ondes P et les ondes S et, par conséquent, de les traiter a priori de fagon adaptée
en utilisant des approximations numériques différentes pour chacun des deux potentiels
qui vérifient dans chaque sous-domaine une équation des ondes scalaire. C’est essentiel-
lement au niveau des conditions aux limites sur les bords physiques et des conditions de
transmission entre sous-domaines que se situe, comme nous le verrons, toute la difficulté
du probléme. Ce travail fait l'objet de la premiére partie de la these.

* Second cas : I'épaisseur 7 des interfaces minces est trés petite devant les longueurs d’onde
caractéristiques du probléme, suffisamment toutefois pour influencer de fagon non négli-
geable les phénoménes de réflexion-transmission des ondes. Dans ce cas, 1'utilisation d’un
maillage — ne serait-ce que localement — de calcul a I’échelle n va fortement pénaliser les
méthodes classiques en raison de 'augmentation du nombre de degrés de liberté et de
I'incidence sur la condition CFL. Cette problématique « multi-échelle » est commune & de
nombreux problémes de propagation d’ondes. Une parade purement numérique consiste a
se tourner vers des techniques de raffinement de maillage non conforme couplées & des mé-
thodes de pas de temps local, au sujet desquels nous renvoyons le lecteur a [Bécache 05],
[Rodriguez 04]. Dans cette thése, nous allons nous tourner vers une solution plus ana-
lytique afin d’éviter le recours & tout maillage & I’échelle n : il s’agit de concevoir des
conditions de transmission dites effectives permettant de calculer une approximation de
la solution exacte & un certain ordre par rapport au petit paramétre 7. La construction
de ces conditions repose sur une analyse asymptotique de cette solution par rapport a 7.
Ces travaux font I'objet de la seconde partie de la thése.

A plus long terme, les solutions développées dans chacune des parties ont vocation a étre couplées
afin de traiter simultanément les deux situations.

Aprés avoir rappelé dans un premier chapitre le modéle mathématique de propagation des ondes
élastodynamiques et une méthode numérique classique pour traiter cette question, nous présen-
tons les deux axes de recherche évoqués ci-dessus dans deux parties.

La premiére partie est consacrée a 1’étude de la décomposition en potentiels du déplacement
élastique en dimension 2 dans le cadre des conditions de bord encastré et de surface libre. Le
chapitre 2 a pour objectif de montrer I’équivalence entre la formulation en déplacement et la
formulation en potentiels dans I’espace libre. Nous nous intéressons ensuite, dans les chapitres
3 et 4, a I’étude théorique et numérique de cette formulation avec des conditions de bord de
Dirichlet, qui donne des résultats satisfaisants tant du point de vue mathématique que physique,
puis de Neumann, configuration qui reste a ’heure actuelle un probléme ouvert.

La seconde partie est dédiée a 1’étude des couches minces constituées de matériaux isotropes et
homogénes, en vue de leur traitement numérique. Pour cela, nous construisons des conditions
de transmission équivalentes en élastodynamique qui incorporent de fagon approchée les carac-
téristiques du milieu considéré. Nous nous intéressons a deux cas particuliers de frontiéres : le
cas d’une interface plane qui est traité en deux et trois dimensions dans le chapitre 5, puis le
cas d’une interface courbe qui fait I'objet du chapitre 6. Dans chacune de ces configurations,
nous avons étudié la stabilité du modéle par des techniques énergétiques et avons développé des
méthodes numériques adaptées qui ménent & des résultats satisfaisants et montrent l'efficacité
de ces conditions de transmission.
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Tous les résultats numériques présentés dans cette thése ont fait 'objet de codes développés
en C++, réalisés par Marc Duruflé sur la base du code Montjoie® dont il est I'auteur, code qui
traite de solutions effectives en temporel et en fréquentiel pour I'implémentation des équations
aux dérivées partielles en utilisant des éléments finis d’ordres élevés. Les simulations ont été
effectuées sur les serveurs PLaFRIM? & I'Inria Bordeaux.

1. http://montjoie.gforge.inria.fr
2. Plateforme Fédérative pour la Recherche en Informatique et Mathématiques, https://plafrim.bordeaux.
inria.fr/


http://montjoie.gforge.inria.fr
https://plafrim.bordeaux.inria.fr/
https://plafrim.bordeaux.inria.fr/
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CHAPITRE

RAPPELS SUR LES EQUATIONS DE
L’ELASTODYNAMIQUE ET MOTIVATIONS

Résumé : Dans ce premier chapitre, nous commencons par un rappel des résultats classiques,
présentons ensuite le modeéle élastodynamique (section 1.1) et les principales propriétés aux-
quelles nous ferons référence par la suite, et exposons enfin les problématiques qui nous ont
amenés a construire de nouvelles méthodes pour traiter le probléme des ondes élastodyna-
miques, bien que celui-ci ait déja été largement abordé tant d’un point de vue théorique que
numérique dans la littérature. Nous rappelons la méthode classique pour montrer la conserva-
tion de ’énergie élastodynamique dans la section 1.1.4. Nous introduisons dans la section 1.2.1
ce que nous entendons par « matériaux mous », via une étude du comportement des constantes
élastiques de Lamé \ et p en fonction du coefficient de Poisson v. La méthode de découplage
théorique du champ de déplacement en la somme des ondes de pression et de cisaillement effec-
tué en section 1.2.2 permet d’introduire les vitesses respectives de ces ondes, et une étude du
comportement de ces vitesses en fonction du coefficient de Poisson nous montre que la vitesse
des ondes P tend vers infini lorsque v tend vers 1/2. Pour terminer, nous présentons dans
la section 1.3 un modéle numérique classique pour la résolution de ’équation de 1’élastodyna-
mique en déplacement. Aprés quelques rappels sur sa condition de stabilité via une identité de
conservation d’énergie, nous étudions ses inconvénients vis-a-vis des caractéristiques physiques
des ondes lorsque v tend vers sa valeur critique 1/2 : le cotut du schéma ainsi que le pas de
temps ont des comportements délétéres vis-a-vis du rapport de la vitesse de pression sur la vi-
tesse de cisaillement (section 1.3.4.a). De la méme fagon, le schéma est pénalisé par la présence
d’interfaces minces, ce que nous développons dans la section 1.3.4.b.
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1.1 LE MODELE ELASTODYNAMIQUE CLASSIQUE

1.1.1 Notations préliminaires

Nous reprenons les notations de [Joly 08]. d € {2, 3} sera la dimension d’espace, on se donne une
base orthonormée fixe {e; € Rd, i=1,..,d}de R%. On appellera tenseur une forme multilinéaire
munie d’un produit tensoriel ®, c’est-a-dire que si E et F' sont des espaces vectoriels de dimension
finie sur R ou C et ¢ € E* et ¢ € F* deux formes linéaires, on note ¢ ® 1) I'application définie

par :
Vu e B, Vv € F, (¢2¢)(u,v) = d(u) - ¥(v).

Nous représenterons les tenseurs d’ordre 2 dans la base (€;)1<i<q par une matrice de taille d x d :
e = (eij)1zij=d € LRY).
On munit £(R%) du produit interne suivant :
d
g :.& = Z 0;j€ij,
ij=1
dont la norme associée sera simplement notée :
d
2 2
el =) leyl*
ij=1
Dans la suite, on note x € R la variable d’espace et ¢ > 0 la variable de temps. Soit Q un
domaine de Rd, ouvert (non nécessairement borné), rempli d’'un matériau élastique.

Sous ces hypothéses, les quantités mathématiques qui décrivent 1’état du corps élastique sont :
x le champ du déplacement u(t,x) : Rt x Q — R u(t,x) représente le déplacement au
temps t de la particule du matériau qui occupe la position x de {2 au repos.
* le champ du tenseur des contraintes o (t,x) : RT x Q — L,(R%) ! qui décrit les efforts
internes au sein du matériau.

L’hypothése des petits déplacements et petites déformations permet d’introduire le tenseur des
déformations linéarisé :

e(u)(t,x) : Rt x Q — L, (RY)
(w(tx) = 5 (Tu+¥"u) (),

ou V est opérateur gradient tensoriel. Enfin, pour un champ de vecteur u = (uy, ..., ug) et une
fonction scalaire u, on définit les opérateurs différentiels suivants en coordonnées cartésiennes :

d d d
Vu = Z o;u e;, divu = Z O, Au = Z Bfu.
En dimension 2, on fera appel aux opérateurs rotationnels suivants, dont I'un est scalaire et
I'autre vectoriel :
— 10,
rot u = < 2 > , rot u = O1ug — douy,
—81u

1. Ls (Rd) dénote le sous-espace de E(Rd) contenant les tenseurs symétriques :

ecL;RY) oey=¢j, V1<i,j<deeu-v=u-ev, Y(u,v)e (R



10 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES EQUATIONS DE L’ELASTODYNAMIQUE ET MOTIVATIONS

En dimension 3, on définit le rotationnel de la fagon suivante :
_-)
rot u=V Au,
ou on définit 'opérateur A en trois dimensions, dans la base canonique (e, ez, e3) de R3 par :

T2Ys — T3Y2,
XAy =|2x3y1 — Y31,
T1Y2 — T2Y1

On définit aussi la ¢*™° composante cartésienne de la divergence d’un tenseur o d’ordre 2 de la
fagon suivante :

(div o); = Z 880-” (1.1.1)
Lj

On rappelle pour finir 'égalité classique en trois dimensions, pour tout u € R? :

Au = V div u — rof rot u. (1.1.2)

1.1.2 Equations du probléme

Les équations de la propagation d’ondes élastiques résultent d’équations d’équilibre issues des
lois fondamentales de la mécanique, dont la validité est universelle, et des équations constitutives
qui caractérisent le comportement mécanique dans le matériau et dépendent donc de sa nature.
On appelle p > 0 la densité du matériau, qui pourra étre dépendante de x, mais on omettra cette
dépendance dans les notations. Les équations d’équilibre sont :

5%u

ou F est une densité volumique de force imposée au matériau, ou de fagon équivalente dans des
coordonnées cartésiennes :

)
Z i F,  xeQ, t>0, i=1,..d

8152 ox;

Le matériau étant ici considéré comme élastique linéaire, la loi constitutive exprime les rela-
tions entre le tenseur des déformations € et le tenseur des contraintes o. La relation déforma-
tions / contraintes est donnée par la loi de Hooke. Cette loi relie de fagon linéaire les composantes
du tenseur des contraintes o aux composantes du tenseur de déformation € de la fagon suivante :

o(t,x) = C(x)[e(u)(t,x)], xeQ, t>0, (1.1.4)
out C(x) € L;s(R?) est par définition? le tenseur d’élasticité d’ordre 4 du matériau au point x
(la dépendance en x de C refléte la possible hétérogénéité du matériau). En plus des symétries
inhérentes a la classe Lqs(R?Y), ce tenseur doit satisfaire une hypothése de coercivité uniforme :

Ve € LR, vxeQ, C(x)e:e>alel

oll & est positive et indépendante de x.

2. Lss(R?) est la classe de tenseurs C € L(L(R?), L(R?)) qui satisfont aux égalités suivantes : Cyjrr = Chij
et Cijir = Cjiri, ce qui implique par ailleurs : Cyjk = Cijik.
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On se donne le déplacement initial et la vitesse initiale :

du

5 (0x) =w(x),  xeQ. (1.1.5)

u(0,x) = up(x) et

On élimine o avec la loi (1.1.4) et on obtient une formulation du probléme sous forme de dépla-
cement uniquement, le probléme a résoudre est alors :

82
pa—tl;—div Ce(u) = F, x€Q, t>0,
ou

at

(1.1.6)

u(0,x) = up(x), (0,x) = u;(x) x € .

C’est ce probléme que nous allons considérer dans cette thése, c’est un probléme hyperbolique
du second ordre a coefficients (éventuellement) variables dans l’espace.

On note I' = 91 le bord du domaine 2. On pourra considérer que ce bord est constitué de 'union
de deux parties : I' = I'g U Ty, telles que :
* le matériau élastique est fixé sur I'g, c’est-d-dire que les particules ne bougent pas.
* la partie I'; est soumise & une densité de forces de surface externes. Lorsque ces forces
sont nulles, on dit que c’est une surface libre.
C’est-a-dire que I'on va considérer les conditions suivantes sur I' =g U T’ :

u(t,x) =0, x ey, t>0, conditions de Dirichlet,
(1.1.7)
o(t,x)n=gn(t,x) xe€ly, t>0, conditions de Neumann.

Le probléme avec conditions de bord & résoudre est donc formé de (1.1.6) et (1.1.7).

1.1.3 Formulation variationnelle

On suppose connue u une solution suffisamment réguliére de (1.1.6) et on considére v une
fonction-test de la variable x, dans H*(€2)%. On a :

d2

— pu-vdx—/div Cs(u)-vdm:/F-vdfv, Vv e HY(Q)L (1.1.8)
dt* Jq Q 0

On utilise la formule de Green, que 1’on rappelle :
—/ div Ce(u) - vdz = / Ce(u) :VvdJ:—/Cs(u)n-vd'y, Vv e HY(Q),
Q Q o T

ou I' est le bord de 2, n la normale unitaire sortante & I'" et d- la mesure de surface le long de

I'. Comme, de plus, Ce est symétrique, on a, pour tout v dans Hl(Q)d :
1
/ Ce(u): Vvdr = / Ce(n)': Vvdr = / Ce(u) : Vvide = 2/ Ce(u) : (Vv + Vv)da.
Q - Q - Q - Q - -

La formule de Green peut alors s’écrire :
—/ div Ce(u) - vdz = / Ce(u):e(v)dz — / Ce(u)n-vdy, Vv e HY(Q), (1.1.9)
Q Q r
et I'équation (1.1.8) devient :

d2

2/,ou'vd:r—i—/ Ce(u):s(v)dx—/Cs(u)n-Vdfy:/F-dec, VveHY (). (1.1.10)
dt* Jq Q r Q
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Avec les conditions de bord données sur I'g et I'y par (1.1.7), on a :

/Ce(u)n~vdx:/ gN-vd'y+/F-vdx, Vv € HY Q)L
r I Q

Dans la section suivante, nous nous focalisons sur le caractére conservatif de ’équation de 1’élas-
todynamique en montrant un résultat classique sur la somme de 1’énergie cinétique et de I’énergie
de déformation associée a notre systéme d’équations.

1.1.4 Conservation d’énergie

On suppose ici que le second membre de I’équation est nul : F = 0, ainsi que la condition de
surface libre gy = 0.

ProprosiTION 1.1.1

On suppose connue une solution faible de (1.1.10). On a I’égalité de conservation d’énergie
suivante :

d

ot £ est I'énergie élastodynamique définie par :

=3[ s

(C’est la somme de I’énergie cinétique et de I’énergie de déformation.

ou?

ot

dz + ;/ch(u) : () da. (L1.11)

DEMONSTRATION : Pour établir une égalité d’énergie, on remplace formellement v par la dérivée
Oyu dans (1.1.10) et on a :
ou

d1 2 ou
dt2/ﬂp d:c—l—/ng&:(u).e(a]f) dx—/FCe(u)n-atdfy—O.

Dans le cas des conditions de bord de Dirichlet, on suppose que u s’annule sur le bord I, il en
va donc de méme pour sa dérivée en temps. Pour la condition de Neumann, on a Ce(u)n = 0.
Dans les deux cas, le terme de bord s’annule et on obtient 1’égalité souhaitée grace a la symétrie

de C.
d 1/
dat |2 Jo"

De plus, le caractére défini-positif de C nous donne la positivité de £.

ou

ot

2 1

Ou dz + 2/QCt-:(u) ce(u) dx] =0.

ot

De cette propriété de conservation d’énergie trés classique, il est facile de déduire des résultats de
stabilité pour la solution du probléme (1.1.10). C’est un résultat standard, que I’on peut trouver
dans de nombreux ouvrages (voir par exemple [Joly 08]). On introduit préalablement la norme
L*(Q) a poids suivante :

pr@wzémm%x

C’est une norme équivalente a la norme L?(Q), elle est méme proportionnelle & la norme L*(Q)
lorsque p est constant, ce qui est le cas dans des matériaux homogénes.
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COROLLAIRE 1.1.2

Soit u une solution du probléeme (1.1.10). Alors :

lall 22 p < l00llz20),, +1V/2€(0).

DEMONSTRATION : On a

u( -,t)=u(- ,0)+/0t3tu( -, 8)ds,
ce qui entraine .
||11||L2(Q),p < H110||L2(Q),p +/0 [Opa( - 75)”L2(Q),p ds.
De plus, d’aprés le théoréme 1.1.1, on a
1 2
5 l0aullzg) , < E(),

ou £(t) est constante par rapport a la variable ¢, et le corollaire est démontré.

O

Ce corollaire permet de controler en temps la solution du probléme de 1’élastodynamique. Ici,
on a écrit la version ot une norme L?(£2) & poids est préservée mais on peut bien stir le montrer
pour la norme L2(Q) usuelle et aussi, moyennant une inégalité de Korn par exemple, prouver de
la stabilite H 1(Q) Dans I’étude que nous allons mener, nous allons systématiquement vérifier la
stabilité de nos modéles via des techniques d’énergie. De plus, nous allons construire des schémas
numériques dont la stabilité sera aussi discutée via la conservation d’énergies discrétes associées.

1.2 PROPAGATION DES ONDES ELASTIQUES EN MILIEU
ISOTROPE

1.2.1 Loi de Hooke et coefficients de Lamé

Si le matériau est isotrope, la loi de comportement (1.1.4) ne dépend pas de la direction. La rela-
tion contrainte-déformation dans le cas d’un solide linéaire isotrope s’écrit alors selon ’équation
appelée loi de Hooke :

o=ATr(e)I+2ue, (1.2.1)

ol A et u sont deux coefficients réels appelés coefficients de Lamé du matériau. u est le coefficient
élastique de cisaillement et le coefficient élastique de compressibilité x est 1lié & X et y par :

On peut aussi exprimer ces coefficients en fonction du module de Young E et du coefficient de
Poisson v via les relations suivantes :

FEv E

A= -
F=50 1)

T+0)(l—20) (122)
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Le module de Young est exprimé en Pascals et peut prendre des valeurs entre 10 kPa et 1000 GPa
(source : [Ashby 91]). Le coefficient de Poisson correspond au rapport entre la contraction trans-
versale et ’allongement axial d’un matériau et prend des valeurs comprises entre —1 et 0.5. La
plupart des matériaux rencontrés ont des coefficients de Poisson voisins de 0.3 (voir plus loin,
tableau 1.2.4 section 1.2.4), tandis que les matériaux a coefficients de Poisson négatifs sont ap-
pelés auxétiques et ne seront pas traités ici. La valeur critique v = 0.5 caractérise les matériaux
incompressibles : on constate que pour cette valeur, le coefficient A tend vers I'infini, cela revient
donc a avoir un coefficient de compressibilité x infini.

Les matériaux dits mous, comme le caoutchouc par exemple, ont un module de compressibilité
qui tend justement vers cette valeur, induisant une disparité entre les coefficients X et p (A > p).

La figure 1.2.1 montre I’évolution des coeflicients de Lamé en fonction du coefficient de Poisson
v € [0,0.5] on on a fixé le module de Young F égal a 1.

160 T

140 “ :

120 B

100+ b

60 b

40 .

=
- e o o

20 e g

Il
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04 045 05

FIGURE 1.2.1 — Evolution des coefficients de Lamé en fonction de v, pour F = 1.

1.2.2 Introduction au découplage des ondes élastodynamiques

On se place dans le cas d = 2. Nous étudions ici une méthode trés classique pour caractériser
les ondes que décrit I’équation de 1’élastodynamique en milieu isotrope. Pour cela, nous écrivons
I’équation (1.1.3) en y injectant la loi de Hooke (1.2.1) pour obtenir I’équation suivante en milieu
isotrope homogéne, c’est-a-dire oil on suppose que p, A et p sont constantes :

pOPu—pAu— A+p)Vdivu=F, zecQ, t>0,
ou, de fagon équivalente avec (1.1.2)

9%*u

P gz (A +2p) V(div u) +u1?c (rotu)=F, ze€Q, t>0. (1.2.3)
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On définit tout d’abord :

A+2
Y ol e O VA \/E (1.2.4)
p p

En suivant [Bécache 03|, nous montrons formellement que cette équation décrit le mouvement
des deux types d’ondes se propageant aux vitesses Vp et Vg, les ondes de pression et les ondes de
cisaillement. Posons d = div u et 7 = rot u. En prenant la divergence de (1.2.3) et en utilisant
les propriétés usuelles suivantes sur les opérateurs div, rot et A :

div(tot) =0, et divV = A, (1.2.5)
on obtient I’équation d’ondes scalaire d’inconnue d :
d?d — V3 Ad = div F. (1.2.6)

On obtient donc une équation d’onde a vitesse Vp régissant la propagation des ondes appelées
ondes P (pour pression) avec second membre div F. Puis, en prenant le rotationnel de (1.2.3) et
en utilisant les propriétés classiques :

rot(V) =0 et rot (rot) = —A, (1.2.7)
on obtient I’équation d’ondes scalaire en r :
O}r — VZ Ar = rot F. (1.2.8)

Cette équation d’onde a vitesse Vg avec second membre rot F définit les ondes appelées S (pour
cisaillement ou « shear » en anglais).

On peut interpréter ces résultats en observant que la divergence représente une variation de
volume, donc un mouvement de compression ou de dilatation (ondes P) alors que le rotation-
nel représente une déformation sans variation de volume, donc un cisaillement (ondes S), voir
figure 1.2.2.

. - o
i i o s AT 0¥ A o P T S B
T A L S5F S A S A L Y S
e e o e
e e el e i i e e

-
A 7 i 5 08 I A R

Ondes P

|

Ondes de
volume

|

Ondes S

Origine de fonde AN
FIGURE 1.2.2 — Propagation des ondes élastiques volumiques de pression et de cisaillement.
Source : Wikipedia.

REMARQUE 1.2.1

. . —
Une méthode analogue est bien entendu valable dans le cas 3-D en prenant le rotationnel rot en
trois dimensions défini a la section 1.1.
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1.2.3 Ondes planes élastiques et relation de dispersion

On suit ici [Barucq 12]. On peut retrouver la caractérisation des ondes P et des ondes S en passant
par 'analyse ondes planes de ’équation (1.1.3). On recherche donc une solution particuliére de
I’équation (1.1.3) sous la forme d’onde plane, c’est-a-dire que 'on cherche k, w et v € RY tels
que le déplacement u s’écrive :

u(t,x) = v exp(iwt — ik - x), (1.2.9)

oil w € R est la pulsation et k € R? est le vecteur d’onde (sa norme euclidienne ||k|| est le
nombre d’onde). Pour exprimer la relation de dispersion, on doit injecter cette solution dans
I’équation de 'élastodynamique (1.1.3). On commence par exprimer o (u) avec cette formule. On
a tout d’abord :

i

ge(u) = %(Vu+(Vu)T) =5

or la loi de Hooke (1.2.1) donne o(u) = A Tr (e(u)) I+ 2pe(u), donc on a :

(vkT + kvT) exp(iwt — ik - x),

o(u) = —i ()\k vI4p(vkT + va)> exp(iwt — ik - x).
Appliquer 'opérateur divergence revient & multiplier & droite par —ik :
div o(u) = — (,,L IKI2v + (A + 1) (k- v)k) expiwt — ik - X).

On peut & présent injecter ceci dans I’équation (1.1.3). En divisant par exp(iwt — ik - x) on
obtient :

(—w? p+ K2V + A+ 1) (k- v)k =0,
On en déduit donc deux relations de dispersion suivant que v est colinéaire ou orthogonal au
vecteur d’onde k :

siv-k =0, alors —pw?+ulk|?® =0, (4)

siv = ak, alors  —pw? + (A +2p) ||k|* = 0. (44)

On a donc obtenu deux familles d’ondes planes de la forme (1.2.9) :
* les ondes planes associées a I'équation (i) sont les ondes S. Ce sont des ondes transversales,
c’est-a-dire que leur polarisation v est orthogonale & la direction de propagation k/ |/ k||.
Elles ont pour célérité Vg.
* les ondes planes associées a ’équation (i¢) sont les ondes P. Ce sont des ondes longitudi-
nales, c’est-a-dire dont la polarisation est colinéaire a la direction de propagation k/ || k||.
Elles ont pour vitesse Vp.

1.2.4 Comparaison des vitesses des ondes P et des ondes S

Avec les définitions (1.2.4), on a immédiatement I'inégalité fondamentale Vp > Vg. En particulier,
on a, avec les définitions (1.2.2) :
V3 A+2 A 2v
%:ﬂ:f_i_Q:Q_,_i}Q?
Vs T I (1-2v)
donc le rapport des vitesses est toujours au moins supérieur a V2 et, lorsque v tend vers la valeur
critique 0.5, on a :
V3
VS
Dans le tableau suivant, on représente quelques valeurs des coefficients v et E et des vitesses
pour quelques matériaux connus (sources : [Frey 00|, CARMA, Wikipedia).
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] Matériau ‘ v ‘ E (GPa) ‘ Vp Vg Rapport Vp/Vg ‘
Béton 0,2 47 4,88 10% | 2,98 10° 1,64
Fer 0,259 196 5,52 10% | 3,15 10° 1,75
Aluminium 0,346 69 6,35 10° | 3,08 10° 2,06
PVC 0,41 0,01 1,40 10% | 5,46 10" 2,56
Plexiglas 0,43 2,38 2,39 10° | 8,38 10? 2,85
Polyéthyléne | 0,46 0,77 1,99 10° | 5,42 107 3,67
Caoutchouc | 0,499990 0,03 2,09 10% | 9,37 10¢ 223

TABLE 1.1 — Coefficients v, F et vitesses des ondes pour quelques matériaux connus. Rapports
des vitesses Vp/Vs.

REMARQUE 1.2.2

La valeur du coefficient de Poisson pour le caoutchouc est une valeur approchée afin de pouvoir
calculer le ratio Vp /Vg. La valeur communément indiquée dans les livres est v = 0.5, tout comme
celle du silicone.

On constate un écart entre les vitesses des ondes P et des ondes S qui ne cesse de se creuser. Par
exemple, le rapport Vp/Vg est déja supérieur a 3 lorsque v = 0.45. 1l est supérieur a 22 lorsque
v = 0.499. Dans le caoutchouc comme dans le silicone par exemple, ce rapport est théoriquement
infini et dans des organes comme le foie, on I'estime de 'ordre de 1000 (voir [Audiére 11]).

REMARQUE 1.2.3

Pour les organes humains comme le foie par exemple, la tendance physique est de considérer que
les ondes P se propagent instantanément, c’est a dire de prendre Vp ~ 1000 Vg et alors F = 3 y,
via la définition (1.2.2) (voir a ce sujet [Audiére 11] et [Sandrin 03]).

Enfin, un matériau peut étre décrit par différents parameétres caractéristiques : ses coefficients de
Lamé X et u, ses coefficients de Poisson et module de Young v et F/, mais aussi par son coeflicient
de compressibilité x ainsi que son module d’onde P M, que nous ne décrivons pas ici. A partir
de deux coefficients, nous pouvons exprimer tous les autres, a I'image des formules (1.2.2) qui
lient le couple (A, ) a (E, v). Deux coefficients suffisent pour décrire les propriétés du matériau :
dans la suite de cette thése, on décrira un matériau par ses coefficients de Lamé A et p.

1.3 UNE METHODE NUMERIQUE CLASSIQUE ET SES
INCONVENIENTS

Le but de cette section est de rappeler une méthode éléments finis classique pour résoudre 1’équa-
tion de I'élastodynamique et de mettre en avant les restrictions que les deux vitesses différentes
des types d’ondes imposent au schéma choisi. Pour cela, nous étudions la formulation variation-
nelle associée a (1.1.6), nous semi-discrétisons en espace par éléments finis, puis nous utilisons
un schéma saute-mouton en temps dont nous étudions les conditions de stabilité ainsi que le
comportement dans deux configurations particuliéres.
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1.3.1 Semi-discrétisation en espace

Soit V = HY(Q)?. La formulation variationnelle (1.1.10) en espace du probléme (1.1.6) peut
s’écrire sous la forme :

Trouver u : RY — V tel que :

2
%(u(t)vv)H +a(u(t),v) = (L{t).v), Vv €V, (1.3.1)
du
u(0) = uy, E(O) =uy,

ol ( , ) y dénote le produit scalaire usuel sur H = LQ(Q)d7 défini par :

(u,v)H:/qu-vd:c, V(u,v) € Hx H,
a( - ) la forme bilinéaire sur V :

a(u, v) = /QCE(U) re(v)dz, V(u,v) € VxV,
et L(t) la forme linéaire sur V' qui rassemble les termes de bord ainsi que le second membre :
(L(t),v) :/QF(-,t)-vdac—i—/F gn(-,t)-vdy, Vv e,
1

ou on rappelle que I'y est la frontiére ot les conditions de bord sont des conditions de Neumann,

comme indiqué au (1.1.7).

Nous considérons des sous-espaces Vj, de V' de dimension finie Nj, (ot h est un paramétre d’ap-
proximation destiné a tendre vers zéro). Le probléme semi-discret associé a 1.3.1 est alors de
trouver une fonction uy : RT — Vj, telle que :

Trouver uy : R™ — V3, telle que :

d2

@(uh(t),vh)H +a(un(t),va) = (L(t),va), Vvi € Vi (1.3.2)
dup,
dt
Si on introduit une base {¢;,1 < i < N} de V4, on peut décomposer la solution uy(t) sous la
forme :

uh(O) = u07h, (0) = uLh.

Np,
w(t) =Y ui(t) @5,
j=1

et si on appelle U}, le vecteur de RV composé de tous les degrés de libertés (uj)1<j<n,, alors
(1.3.2) méne au systéme matriciel suivant :

Trouver Uy : RT — R tel que :

d*U,(t
M, M 1,0, 0) = F) (133)
dU
U (0) = Ugp, Tth (0) = Uy p,

ou My, et Kj, sont respectivement les matrices de masse et de rigidité. Elles sont symétriques,
positives, et leurs coefficients d’indice (4, j) sont donnés par :

(My,)ij :/thpi'cpj dz et (Kp)i :/QCs(goi) :e(py) de, (1.3.4)
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tandis que le second membre est le vecteur Fy, défini par : (Fj);(t) = (L(t), p;). Les éléments
que nous allons utiliser par la suite sont les éléments finis de Lagrange. Pour un simplexe K de
R?, on notera hy la longueur de la plus grande aréte et on posera h = sup hi.

K

1.3.2 Discrétisation en temps

Soit At > 0 le pas de temps supposé constant. On définit t" = nAt et on introduit I'inconnue
d’approximation U} via la formule :

L UL,

La construction de schémas saute-mouton est basée sur I'utilisation d’une approximation centrée
& trois pas de temps des dérivées en temps :

d*Uy, U (t + At) — 2Up(t) + Uyt — At)

7 (1) = INE +0(At?),
At) — - A
d;ih (1) = Uy (t + t)thh(t t) o).

On utilisera la notation suivante pour 'approximation du second ordre en temps, empruntée a
[Chabassier 13| :

Ut —oup 4 Ut

[Un|Ap2 == AR (1.3.5)
Nous discrétisons donc en temps ’équation différentielle (1.3.3) :
M}, [Up)A,e + KUy = Fp(t7). (1.3.6)

A présent, on suppose Fj, = 0 et on étudie la stabilité de ce schéma numérique via une égalité
d’énergie.

1.3.3 Conservation d’énergie discréte et limite du pas de temps

Nous présentons une méthode usuelle pour obtenir la conservation de ’énergie discréte pour un
schéma numérique général du type :

C UL + DU} =0, (1.3.7)

ou C' et D sont des matrices symétriques positives données. Nous ferons trés souvent référence
aux résultats qui suivent.

PROPRIETE 1.3.1 (Conservation d’énergie discréte)

Toute solution numérique du schéma (1.3.7) vérifie :

1 1 _1 1
EL R4 Ty P =&y T+ Fp 2, (1.3.8)
ol on a défini :
1 Un+1 —_Uun Un+l —_yr 1
g% =0 =k h.Zh hooot Fpti=DUM.UL

At At
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DEMONSTRATION : On fait le produit scalaire du schéma (1.3.7) avec une approximation centrée
Un+1 _ U’nfl
h h

de la dérivée en temps de Uy, i.e. . Le terme faisant intervenir la matrice C' devient,

_ 2A¢
avec une astuce trés simple :

7 Un+1 — Unil 1 n n— n 7 n—
ClUN A -~y = O s [(U T = Up) = (U = U7 - (U0 = 0p) + (U - 1),

et on utilise la symétrie de C' et une identité remarquable pour montrer que :

+1 -1
uptl—upt

O[UJ g e = S [C(UR - Up) - (U3~ UR) — € (U~ U ) - (U~ U )
1 ntl  nl

2At

D’autre part, le terme en D devient :

+1 -1
Ut Uy 1

DU?. = pur.urtt —pur.urt).
4 2At 2a; PUL-U; p Ui
Et par symétrie de D, on a :
DU} = b= DU U —-DUy-Up ) = ——(Fp 2= Fp 2).

Et 'égalité (1.3.8) est démontrée.

O
On introduit, pour toute matrice X positive, son rayon spectral :
Xv -
p(X) = sup vy (1.3.9)
v#£0 V-V

LEMME 1.3.2 (Condition de positivité)

1 1
L’énergie Sg+2 + ]-"g+2 est positive si 4C — At?D est positive, c’est-a-dire sous la condition :

2

Vp(C~ID)

At <

DEMONSTRATION : On utilise I'identité suivante, valable pour toute matrice symétrique M :

MU-V:%(M(U—FV)'(U+V)—M(U—V)'(U—V))v

L. n+i
pour écrire 7, * de la sorte :

L1
Foe = (DU 4+ UR) - (U 4 UR) - D(URH - U7) - (U - 1)),
En regroupant les termes, on obtient :
nti n+2 1 1 1
Eo P+ F, 2= (MC — 4D> (urtt —up) - (urtt —up) + ZD(U’,;”“ +UY) - (U U,
1
La positivité de ces termes est donc assurée par la positivité de D et par celle de A—ZQC - ZD’

ce qui se traduit par la condition :

At?p(C7'D) < 4,
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et le lemme est démontré.

1.3.4 Inconvénients des méthodes classiques en déplacement

Nous présentons ici deux cas de figure pour lesquels la méthode classique atteint ses limites. Nous
faisons en premier lieu la constatation que les méthodes numériques actuelles sont insuffisantes
vis-a-vis de la prise en compte des différentes vitesses des ondes, surtout dans le cas critique des
matériaux mous (avec un coefficient de Poisson v voisin de 1/2, voir 1.2.4). Puis, nous présentons
un second cas critique ou le matériau contient une couche mince (on pourra penser par exemple
a un collage entre deux matériaux de méme nature ou de nature différente). Ce sont ces deux
configurations qui ont motivé ce travail.

1.3.4.a Difficultés liées a un fort rapport des vitesses

D’apres le lemme précédent avec C = My, D = Ky, le schéma (1.3.6) est stable sous la condition

CFL suivante : 5

\/ P(MﬁlKh).

Si on prend 'exemple d’un maillage régulier uniforme sur un carré de pas h, comme on a toujours
Vp > Vg, on observe qu’en utilisant des éléments finis de Lagrange P;, on a :

At < (1.3.10)

p(M, ' Kp) ~ (A +2p) h™2/p.

Autrement dit, la condition CFL (1.3.10) revient alors a dire que :

At < I Cste, (1.3.11)
Vp

donc le pas de temps est imposé par la plus grande vitesse d’ondes, Vp. D’autre part, on doit
adapter le pas d’espace a la plus petite longueur d’onde, c¢’est-a-dire que si Ap (respectivement
As) est la longueur d’onde associée a 1'onde de pression (respectivement cisaillement), alors on
va, choisir le pas d’espace h de l'ordre de cette longueur d’onde, autrement dit :

h o< min(Ap, Ag) = Asg, (1.3.12)
et si Ty est une période caractéristique associée a la source Fj,, on peut écrire :
h o Ag =1y Vg, (1.3.13)

donc le pas d’espace est imposé par la vitesse de l'onde la plus lente, Vg. En combinant les
résultats (1.3.11) et (1.3.13) on a :

Ar< s

ST, Tp Cste. (1.3.14)

Ce résultat nous montre que le pas de temps est pénalisé par le rapport des vitesses. On voit
que plus le rapport Vp/Vyg est élevé, plus on impose au pas de temps d’étre petit. L’intérét d’une
méthode découplant les deux types d’ondes est donc d’abord de pouvoir choisir un pas de temps
adapté & la vitesse de chaque onde.
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A présent, on estime le cotit d’'un schéma du type (1.3.6) en utilisant pour fixer les idées des
éléments finis Pj, sur une grille réguliére carrée de longueur L. Le cotit d'un schéma de type
(1.3.6) est proportionnel au nombre d’étapes effectuées sur une durée 7' et au nombre de points
de discrétisation :
Cott o« LT
oft o¢ S5 Ag
Avec les observations (1.3.12) et (1.3.14), il existe une constante C' telle que :

LT Vp

Cotit > C Ty o 2,
ot N2 Ty Vs

donc le cotit du schéma croit proportionnellement au rapport Vp/Vs. Autrement dit, plus le
rapport des deux vitesses Vp/Vg est important, plus le cott du schéma est élevé, d’ou la nécessité
de construire un schéma dont la complexité ne dépend pas du rapport des vitesses.

Ce constat nous améne a la question suivante : est-il possible de créer une méthode numérique
qui prenne en compte ces caractéristiques physiques ? L’étude de cette question fait I’objet de
la partie I de cette thése, dans laquelle nous allons utiliser une méthode de décomposition en
potentiels du champ de déplacement u, comme évoqué dans la section 1.2.2, afin de traiter
séparément les deux types d’ondes élastiques dans le but de construire un schéma numérique
dont les paramétres ne dépendent pas du rapport des vitesses.

1.3.4.b Difficultés liées a la présence d’une couche mince

On considére le cas ou le matériau contient une couche mince, c’est-a-dire dont I’épaisseur 7 est
trés petite devant la (plus petite) longueur d’onde incidente :

n < Ag.

La difficulté principale tient au fait que le pas du maillage h va étre alors déterminé par deux
conditions qui peuvent étre contradictoires. Comme dans toute simulation numérique, on tient
a ce que h ne soit pas trop petit pour préserver une certaine efficacité numérique : cela nous
impose un certain hn,;,. Cependant, la couche mince impose que le pas du maillage soit tel que :

h <n,

sinon, comme on le voit dans la figure 1.3.1 (& gauche), les points ou la solution est calculée ne
« voient » pas la couche mince. L’épaisseur de la couche n nous impose donc un pas maximum
admissible A,p,q., qui est de surcroit fortement pénalisé par de petites valeurs de Ag, donc de Vg.

AT TP TT T o ] o [ A

h h };73

FIGURE 1.3.1 — Trois exemples de maillages pour un carré contenant une fente mince : un
maillage régulier grossier (& gauche), un maillage conforme (au centre) et un maillage régulier
fin (& droite).
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Plusieurs possibilités s’offrent & nous, suivant les caractéristiques des matériaux mis en jeu (liste
non exhaustive) :

* ignorer purement et simplement la couche et mailler grossiérement tout le maillage, mais
dans ce cas les diffractions liées & la couche sont ignorées et I'erreur commise peut étre
trés élevée,

* mailler la couche plus finement, comme dans la figure 1.3.1 (& droite), mais c’est alors le
colit de calcul qui devient élevé,

* utiliser un raffinement de maillage localement adapté a la couche (figure du milieu
dans 1.3.1), comme dans [Bécache 05], mais cela nécessite a nouveau un tout petit pas de
maillage a I'intérieur de la couche et pénalise la méthode.

L’approche que nous avons adoptée a été la suivante : nous choisissons de ne pas mailler du tout
la couche mince mais seulement d’étudier I'influence de cette couche sur le matériau extérieur
(figure 1.3.2). L’idée générale consiste a poser sur les interfaces de la couche des conditions de
transmission équivalentes (CTE) qui permettent de relier les valeurs de la solution sur les deux
frontiéres de la couche. Nous y reviendrons en détails dans la partie II.

g

FIGURE 1.3.2 — Un exemple de maillage que nous allons pouvoir considérer aprés utilisation de
méthode CTE.
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PARTIE I

RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS DE
L’ELASTODYNAMIQUE LINEAIRE PAR
DECOMPOSITION EN POTENTIELS ET ELEMENTS
FINIS







INTRODUCTION

La décomposition de Helmholtz en potentiels d’un champ de déplacements a
été utilisée dans de nombreux ouvrages de référence [Eringen 75] pour calculer des
solutions analytiques des équations de I'élastodynamique dans un milieu homogéne
isotrope, souvent en régime harmonique. En revanche, aussi étonnant que cela puisse
paraitre et contrairement & d’autres contextes applicatifs comme I’électromagnétisme
ou la mécanique des fluides, cette approche semble avoir été fort peu exploitée a des
fins de calcul numérique, & notre connaissance : tout juste avons-nous pu relever
dans [Virieux 86| des tentatives via la méthode des différences finies. C’est pourquoi,
au-dela de l'intérét physique indéniable — déja évoqué précédemment en tant que
motivation — pour le traitement de milieux dans lesquels ondes P et ondes S se
propagent a des vitesses trés différentes, il nous paraissait intéressant de nous poser
la question suivante, ne serait-ce que du point de vue des mathématiques appliquées
et de ’analyse numérique :

Peut-on exploiter la décomposition en potentiels pour résoudre par éléments finis les
équations de [’élastodynamique linéaire dans des milieur homogénes isotropes par
morceaux ?

En cherchant a répondre a cette question, nous avons rencontré des difficultés qui
nous ont surpris, méme en se restreignant a la dimension 2. Bien que de réelles
avancées aient pu étre menées & leur terme, cette question reste encore largement
ouverte dans sa plus grande généralité.

Comme évoqué au chapitre 1, la difficulté est concentrée dans le traitement des condi-
tions aux limites et des conditions de transmission. Pour aborder ces problématiques
de facon progressive, nous avons choisi de traiter d’abord les conditions de Dirichlet
ou de bord encastré (déplacements nuls), puis les conditions de Neumann ou surface
libre (contraintes normales nulles) avant d’aborder les conditions de transmission,
I'idée étant que 'on pourrait a priori s’appuyer sur le traitement des conditions de
Dirichlet et de Neumann puisqu’il s’agit de traduire la continuité & l'interface du
déplacement et de la contrainte normale.

Aprés quelques notions générales sur la décomposition en potentiels et son intérét
dans le contexte de 1’élastodynamique (chapitre 2), nous traitons le probléme aux
limites de Dirichlet au chapitre 3. Il s’avére que les conditions de bord encastré,
qui sont des conditions essentielles pour la formulation classique en déplacement,
deviennent des conditions naturelles, mais non standard, pour la formulation en
potentiels qui se présente comme un systéme de deux équations d’ondes couplées par
les conditions aux limites. Nous montrons dans cette partie que ce probléme se préte
bien & une formulation variationnelle dans un espace fonctionnel qui ne différe de
H' x H' qu’au voisinage des bords du domaine de calcul.

En outre, cette formulation se préte aisément & une analyse par estimation d’énergie
qui garantit la stabilité aprés approximation numeérique. Nous proposons une ap-
proximation en espace par une technique éléments finis hybride dans la mesure ou
I’on peut choisir des espaces d’approximation différents pour les deux potentiels :
précisément, on choisit des éléments finis sur des maillages différents ou des ordres
différents. Nous avons construit un schéma de discrétisation en temps semi-implicite
dont le caractére implicite n’affecte que les degrés de liberté associés au bord du do-
maine de calcul, de sorte que le surcoiit de calcul résultant est marginal. Ce schéma
présente ’avantage d’étre stable sous la méme condition de stabilité que si I'on ré-
solvait les deux équations d’ondes indépendamment, ce que nous recherchions au
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départ. Nous avons implémenté un code de calcul dont les résultats sont validés par
comparaison avec des calculs effectués par éléments finis classiques. La convergence
observée est en accord avec les prévisions théoriques.

Nous abordons ensuite le probléme de Neumann au chapitre 4. Ce cas est nettement
plus difficile & traiter car les conditions de surface libre font appel a des opérateurs
différentiels du second ordre dans la formulation en potentiels, ce qui n’est pas immé-
diatement adapté a une formulation variationnelle dans des espaces de type H'. En
combinant ces conditions avec les équations couplant le déplacement et ses potentiels,
il est possible d’écrire les conditions aux limites de Neumann comme des conditions
de Dirichet perturbées, conditions qui permettent de s’appuyer sur ce qui a été fait au
chapitre 3. Plus précisément, en introduisant une inconnue auxiliaire sur le bord, en
I’occurrence la trace du champ de déplacement, on réécrit le probléme initial comme
un probléme de Dirichlet non homogéne dans lequel la valeur du déplacement au
bord apparait comme un contrdle permettant de satisfaire la condition de surface
libre.

On peut alors établir une formulation variationelle de type mixte dans un cadre
fonctionnel identifié. L’élimination de I'inconnue auxiliaire, qui peut se faire a la main
en dimension 2, permet méme d’obtenir une formulation variationnelle uniquement en
potentiels qui apparait comme une perturbation non standard de celle du probléme de
Dirichlet. Cette perturbation consiste en une « augmentation » de la forme bilinéaire
de masse a ’aide d'un terme de bord qui n’a malheureusement pas de signe, ce qui
aura des conséquences sur la stabilité aprés discrétisation. Toutes ces formulations a
priori équivalentes se heurtent malheureusement au méme obstacle théorique : elles
semblent inadaptées & une analyse par estimation d’énergie. De facon plus précise,
il est possible de démontrer formellement la conservation d’une « énergie » qui, en
principe, correspond & 1’énergie élastodynamique mais ne peut s’exprimer a ’aide de
formes quadratiques positives dans ’espace des potentiels. De ce fait, on ne sait pas
garantir la stabilité des problémes discrets aprés approximation par éléments finis
en espace et différences finies en temps. Les simulations numériques montrent que
toutes nos tentatives ont abouti a des schémas numériques instables. Une analyse
spectrale numérique du probléme semi-discret en espace montre que c’est la phase de
discrétisation spatiale qui induit I'instabilité : des modes propres parasites, concentrés
au voisinage du bord, correspondent & des solutions exponentiellement croissantes en
temps, le taux de croissance explosant lorsque le pas de maillage h tend vers 0. Nous
avons toutefois observé que la présence de ces modes parasites n’entachait pas le
fonctionnement de la méthode pour le régime harmonique, méme si nous ne sommes
pas parvenus & en faire une théorie compléte.

L’explication théorique des motifs de l'instabilité du probléme de Neumann semi-
discret reste une question mystérieuse au moment ot nous rédigeons cette thése. Nous
n’avons pas pu résoudre complétement ce probléme, par conséquent le traitement
des conditions de Neumann ainsi que son extension aux conditions de transmission
demeure, a ’heure actuelle, un sujet ouvert.



CHAPITRE

2

PRINCIPE DE LA DECOMPOSITION EN
POTENTIELS

Résumé : Le but de ce chapitre est de présenter une méthode théorique générale pour décou-
pler le champ de déplacement élastodynamique en une somme de potentiels. Dans la section 2.1,
nous introduisons la définition de la décomposition en potentiels telle qu’elle est présentée gé-
néralement en mathématiques (décompositions de Helmholtz-Hodge que nous mentionnons en
deux dimensions), ainsi que sa non-unicité en général. Nous étudions en quoi cette décompo-
sition différe de celle que nous allons utiliser, qui est gouvernée par des conditions physiques.
Dans la section 2.2, nous montrons un théoréme d’équivalence entre notre formulation des équa-
tions de I’élastodynamique en potentiels et la formulation classique en déplacement et dans la
section 2.3, nous rappelons les difficultés inhérentes aux conditions de bords et aux conditions
d’interfaces en domaine fini. Pour terminer, nous évoquons les différents champs d’application
de telles décompositions dans la section 2.4 : élastodynamique mais aussi élastostatique et
électromagnétisme. Nous allons nous concentrer sur une décomposition en potentiels proche de
la décomposition de Lamé que nous rappelons au paragraphe 2.4.3.
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2.1 INTRODUCTION A LA DECOMPOSITION EN
POTENTIELS

L’idée générale de I'utilisation du découplage en potentiels du champ de déplacement découle de
la difficulté du traitement de 'opérateur différentiel apparaissant dans les équations volumiques,
tant en élastodynamique que dans d’autres domaines comme 1’électromagnétisme ou I’élastosta-
tique. Décomposer le champ recherché en potentiels permet de résoudre un probléme avec moins
d’inconnues, ou alors de se ramener & des équations aux dérivées partielles ayant une forme plus
familiére, comme des équations de Poisson ou de d’Alembert par exemple.

De fagon générale, on parlera de décomposition en potentiels d’'un champ de vecteur u dés que
I’on sera capable de décomposer ce champ de vecteur comme la somme d’un gradient et d’un
rotationnel. Par exemple, en 2-D, on dira qu'un champ de vecteur u = (uq, ug2) est décomposable
en potentiels s’il existe deux fonctions scalaires ¢ et v, appelées potentiels, telles que :

u=Vé+rot ¥,

c’est-a-dire :

{ul = 019 + 027,
up = Oop — O17).

REMARQUE 2.1.1

Ici, ¢ et v sont des fonctions scalaires car le déplacement est & valeur dans R?, mais bien sir dans
le cas tridimensionnel, comme 'opérateur rot a trois composantes, le potentiel ¢ est a valeur
dans R? et le déplacement u se décompose sous la forme u = V¢ + rot v, c’est-a-dire :

uy = 01¢ + 0a1p3 — O31)a,
ug = Oo¢p + 0311 — 193,
uz = 03¢ + 012 — Oy

Une question naturelle déja largement traitée dans la littérature est la caractérisation des champs
de vecteurs décomposables en potentiels. Nous y reviendrons briévement dans la section 2.1.1 et
nous verrons que, dans un domaine borné de R?, tous les champs de vecteurs sont décomposables
en potentiels [Beck 14]. Le point de vue que nous adopterons dans ce travail est le suivant :

Peut-on chercher la solution des équations de ’élastodynamique sous la forme d’une décomposi-
tion en potentiels ¢

En pratique, ceci ne se traduira que par une hypothése sur les sources du probléme. Une seconde
question est ['unicité de cette décomposition. Nous verrons que, de fagon générale, cette décompo-
sition n’est pas unique et que, par exemple dans un domaine borné, le choix d’une décomposition
est lié & un choix de conditions aux limites a imposer aux potentiels. La encore, la question de
ce choix ne se posera pas pour nous et le choix des conditions a imposer sur les potentiels nous
sera imposé par la physique du probléme que nous voulons traiter, en ’occurrence les conditions
aux limites physiques de Dirichlet ou de Neumann.

La suite de ce chapitre s’organise comme suit : nous commencons par rappeler les résultats bien
connus sur la (les) décomposition(s) de Helmholtz-Hodge d’un champ de vecteur et son (leurs)
application(s) dans le contexte de I’électromagnétisme. Méme si ce ne sont pas ces décomposi-
tions que nous utiliserons ensuite, ces résultats nous permettront d’évoquer les résultats de non-
unicité de la décomposition de Helmholtz. Nous nous intéresserons dans un second temps a la
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recherche des solutions de Péquation de I’élastodynamique dans le plan homogene R? entier sous
la forme d’une décomposition en potentiels (section 2.2). Sous réserve d’hypothéses adéquates
sur les données du probléme, nous établirons en particulier I’équivalence entre le probléme initial
en déplacement (1.2.3) et sa formulation en potentiels, et montrerons en particulier que cette
équivalence permet d’illustrer de fagon élégante la décomposition de 'onde élastique comme la
somme d’une onde de pression et une onde de cisaillement se propageant indépendamment ['une
de l'autre. Enfin, au chapitre 2.3, nous rappellerons pourquoi la présence d’un bord physique
(libre ou encastré) rompt ce découplage, ce qui se traduit notamment par les phénoménes de
conversion ondes P/ondes S au moment des réflexions sur les frontiéres. Nous aborderons enfin
dans la section 2.4 les différentes utilisations des potentiels dans la littérature physique, aussi
bien en électromagnétisme qu’en élastostatique et en élastodynamique.

Ce chapitre n’a pas vocation a faire preuve d’originalité sur un théme déja largement traité dans
la littérature mais vise plutot a rappeler les notions de base qui nous seront utiles par la suite et
& préciser le point de vue que nous adopterons, lequel peut différer de celui d’autres auteurs.

2.1.1 La décomposition de Helmholtz-Hodge

Soit 2 un ouvert borné. Les décompositions de Helmholtz-Hodge, données par le théoréme 3.45
et la remarque 3.46 dans [Monk 03| en dimension 3, constituent des outils généraux dont nous
allons donner ici la version bidimensionnelle. Ces décompositions sont notamment utilisées en
électromagnétisme, dans le cas de problémes aux limites avec conditions aux bords de conducteurs
parfaits.

Dans ce cadre, le premier théoréme s’applique a la décomposition du champ magnétique :

THEOREME 2.1.2 (Théoréme de Helmholtz-Hodge 1)

Toute fonction u € LQ(Q)2 peut se décomposer de fagon unique sous la forme :
u=Ve¢+rot ¢+ uy, (2.1.1)
ou :
¢ € H'(Q)/R, € H(Q), uyeKy(Q),
ou Kn() est le sous-espace de dimension finie défini par :

KEn(Q) ={veL*Q)? rotv=0, divv=0, v.-n=0surT },

plus précisément, si 0 est simplement connexe, Kn(€2) = {0}, sinon la dimension de Ky () est
égale a M — 1, ou M est le nombre de composantes connexes de 0f).

Le second théoréme s’applique a la décomposition du champ électrique :

THEOREME 2.1.3 (Théoréme de Helmholtz-Hodge 2)

Toute fonction u € LQ(Q)2 peut se décomposer de facon unique sous la forme :
u=Vé+rot ¥+ ur, (2.1.2)

ou :

¢ € Hy(Q), veH (Q/R, ureKr(Q),

ou K7(Q) est le sous-espace de dimension finie défini par :

Kr(Q) ={ve L*Q)? rotv=0, divv=0, vAn=0surT },
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plus précisément, si § est simplement connexe, K(§2) = {0}, sinon la dimension de Kr(f2) est
égale a M — 1, ou M est le nombre de composantes connexes de 0f).

D’un point de vue purement mathématique, ces deux théorémes montrent déja ’existence d’une
décomposition en potentiels dés que u est orthogonal a l'intersection K (2) N K7 (£2), ce qui est
en particulier toujours le cas lorsque ) est simplement connexe.

Ces théorémes suggérent que la décomposition peut ne pas exister quand €2 n’est pas simplement
connexe. En fait, on peut démontrer (voir [Beck 14]) que 'espace Kn(£2) est engendré par les
gradients de M — 1 fonctions harmoniques dans {2.

En revanche, ces théorémes illustrent la non-unicité de la décomposition en potentiels méme &
des constantes additives prés. En effet, lorsque €2 est simplement connexe, les décompositions de
Hodge (2.1.1) et (2.1.2) fournissent des décompositions en potentiels distinctes.

Quoiqu’il en soit, ce résultat illustre la grande portée de la décomposition en potentiels et c¢’est
la physique du probléme que ’on souhaite résoudre qui déterminera notre choix.

2.1.2 A propos de la non-unicité de la décomposition

On peut décrire de fagon plus précise la non-unicité de la décomposition en potentiels en carac-
térisant 1’espace :

%
N = {(I) = <80p7803) € LQ(Q)Za VSOp + rot ps = 0}7

. — .
si on décompose Vi, + rot ¢, dans la base canonique (e, e2) € R? on a :

¢p | Ops
— | Oz Ozrs | _
V‘PP + rot Ps = % B 8905 - Oa
8582 85[,‘1

alors, en posant ® = (¢, @), on obtient :

rot® =0 et div®d =0,
et NV peut aussi se voir comme 1’espace :

N ={® = (p,,0s) € L*(Q)?, 1ot ® = div®d = 0}.

Introduisons 1’espace des fonctions H'(2) et harmoniques dans € :

H:={wec H(Q)? Aw =0}
Nous observons d’abord que :

Vw € H, &=Vw € N,
autrement dit VH C N. Inversement, soit ® € N, cherchons s’il existe w € H tel que :
d =Vw.

Si un tel w existe, il est nécessairement solution du probléme de Neumann :

Aw =0, 8—W:¢'-n,
on
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probléme qui est bien posé dans H'(Q)/R (en effet, div® = 0 entraine (® -, 1>F = 0). Consi-
dérons alors d = ® — Vw. On remarque que, par construction :

rotd=0, divd=0, d-n=0.

Autrement dit, d € Kn(£2). Si Q est simplement connexe, on en déduit que d = 0 et donc
N = VH. Moralement, on a donc autant de degrés de liberté que de fonctions scalaires définies
sur le bord.

2.2 APPLICATION AUX EQUATIONS DE
L’ELASTODYNAMIQUE HOMOGENE DANS L’ESPACE LIBRE

Nous présentons la méthode de découplage du champ de déplacement dans I’espace tout entier,
ot © = R2. A I'image de ce qui a été présenté dans la section 2.1, l'idée est de décomposer le
champ de déplacement u dans tout I’espace en une partie gradient et une partie rotationnel :

%
u = Vy, + rot ¢s,
ol ¢, et ¢, sont des potentiels scalaires.

Il s’agit a présent de vérifier que les potentiels ainsi définis vérifient bien les équations d’ondes
(1.2.6) et (1.2.8), et de montrer que les deux formulations sont équivalentes dans l’espace R?.
Pour cela, nous sommes amenés & définir les potentiels un peu différemment, comme le montre
le théoréme suivant.

THEOREME 2.2.1

On considére u la solution du probléeme de Cauchy :

afu—VIEV(divu)—l—Vgﬁa_%(rotu):O, x €R? ¢t >0,
(2.2.1)
u(0,x) = up(x), u(0,x) =uy(x), x € R?,

oti les données initiales ug et uy sont suffisamment réguliéres. On suppose que ces données initiales
se décomposent sous la forme :

— —
ug = Vi, 0 + 1ot s et u; = V1 +rot ¢ 1. (2.2.2)

Soient alors ¢, et ¢, deux fonctions scalaires solutions des équations différentielles en temps

suivantes : )
0 ¥p

500 = V2 div u, x €R? t >0,
82905 2 2
2 = —V§ rot u, xeR* t>0, (2.2.3)
@p(()? ) = QOZ%O(')’ atspp(ov ) = 9010»1(')7
SOS(O7 ) = SOS,O('); 8t¢8(07 ) - 805,1(')’
Alors, on a :
u=Vyp,+ rot s, (2.2.4)
et p et pg sont solutions des systémes :
02@1) 2 2
— V5 div Ve, =0, x e R t>0,
Ot2 P p (2.2.5)

QOP(O,X) = (Pp,()(x)v at@p(ovx) = (Pp,l(x)v X e RQ,
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s 2 — 2
+ V¢ rot rot ¢, =0, x € R% t >0,
ot? ’ (2.2.6)

0s(0,x) = SDS,O(X), Opps(0,x) = SDS,l(X)’ x € R%.
DEMONSTRATION : On commence par démontrer (2.2.4). On remplace div u et rot u dans
I'équation (2.2.1) a I'aide de 'équation (2.2.3) :
Ou— Ve, — rot O s = 0.
On intégre cette équation entre 0 et ¢ pour obtenir :
Opa — Vo — rot Dyps = 1y — Vop1 — rot Ps,1-
La seconde équation de (2.2.2) nous donne alors :
dpu — Yy, — 0t dyps = 0.

En intégrant une seconde fois par rapport au temps et en utilisant la premiére équation de (2.2.2),
on obtient : -
u — Vg, —rot ¢, = 0.

Pour démontrer (2.2.5) et (2.2.6), on injecte cette égalité dans (2.2.3) et on utilise les propriétés
sur les opérateurs différentiels (1.2.7) et (1.2.5) pour conclure.

O

On peut aussi montrer sa réciproque :

THEOREME 2.2.2

Soient ¢,, @5 des solutions des équations d’évolution (2.2.5) et (2.2.6). Soit u le champ de vecteurs
défini par :
—
u= Vg, + rot p;.

Alors u est solution du probléme avec conditions Initiales :
. —
d?u — VAV( divu) + VZ rot ( rot u) =0, x €R? ¢t >0,

(2.2.7)
u(0,x) = up(x), u(0,x) = ui(x), x € R?,

avec : _ N
ug = Voo +rot o0 et up = V,1 +T10t 051,

et on a aussi : )
0 ¥p

92 = VE div u, x €R? ¢t >0, (a)
62
8;5 = —V2Z rot u, x € R ¢t > 0. (b)

DEMONSTRATION : La divergence et le rotationnel de u = Vg, + rot ¢, donnent (a) et (b) :

1
divu=div Vg, = — 8t2cpp,
Vi
— 1 5
rot u = rot rot s = ——5 0; ¥s.

5
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La dérivée double en temps de u = Vg, + rot @5 et l'utilisation de (a) et (b) donnent :

OPu = Ve, + rot s

:Vlngivu—Vgr_o_% rot u,

donc u vérifie l’ég_lgation de ’élastodynamique (2.2.7) dont les conditions initiales sont imposées
par u = Vi, + 10t @, et la réciproque est démontrée.

0

REMARQUE 2.2.3

Nous avons pris un second membre nul pour plus de lisibilité mais les théorémes sont vérifiés si
on prend fyu un second membre de (1.2.3) décomposé selon :

N
fu= va + rot gs,

avec gp et g, des fonctions scalaires de méme régularité, seconds membres respectifs des équations
d’évolution (2.2.5) et (2.2.6). Les expérimentations numériques seront d’ailleurs menées avec
second membre (voir 3.4.7).

La décomposition peut s’écrire u = u, + u,, ol u, et u, sont respectivement la partie ondes
P et la partie ondes S de la solution. Le fait que ¢, et ¢, vérifient deux problémes de Cauchy
indépendants associés respectivement aux équations d’ondes scalaires de vitesses Vp et Vg traduit
le fait que les ondes P et S se propagent indépendamment 1'une de 'autre. Or cette propriété va
étre perdue en présence d’'un bord, comme nous allons le voir.

2.3 INFLUENCE D’UN BORD OU D’UNE INTERFACE

2.3.1 Influence d’un bord

Dans le volume, les ondes de pression et de cisaillement se propagent de facon découplée. Cepen-
dant, cette propriété est perdue dés que I'onde touche un bord ou une interface. Pour s’en rendre
compte, il suffit par exemple de regarder comment se réécrivent les conditions de type Dirichlet
(bord encastré) ou Neumann (bord libre) dans la formulation en potentiels.

On a vu que les conditions de bord sur le champ de déplacement sont données par (1.1.7).

Cas du bord encastré

En particulier, une condition de bord encastré u = 0 sur un bord I' entraine une condition de
couplage sur les potentiels ¢, et ¢4 sous la forme :

Ve, + rot ws=0 surl. (2.3.1)
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Cas de la surface libre

Les conditions de surface libre o(u)n = 0 sur I donnent des conditions plus complexes. En deux
dimensions, o s’écrit dans le repére cartésien (e, ep) de R? :

()\ + 2,LL) O1uq + A Oaus 7] (81u2 + agul)
o(u) = ,
7] (81U2 + 82U1) ()\ + 2#) Ooug + A O1u

donc, en projetant I’équation u = chp+1"_C)_‘E s dans la base canonique (eq, e2) de R?, la condition
. — .
de Neumann en potentiels o(Vp, + rot ¢5)n = 0 s’écrit :

(A +20) OFpp + A3y + 2120105 2101020y + (0305 — Oieps)
n=0.| (2.3.2)

20 01000p + (D3 s — O ps) (A +2u) B30y + Aoy — 211 010204

Nous observons que, dans les deux cas de figure, ces conditions de bord (2.3.1) et (2.3.2) couplent
les potentiels ¢, et . Les ondes P et S sont donc couplées aux bords, phénomene bien connu qui
s’analyse en regardant la réflexion d’une onde plane élastique incidente. Le phénomeéne nouveau
par rapport au cas des ondes acoustiques est la conversion des modes : la rencontre d’une onde
de pression, par exemple, avec un bord entraine non seulement sa réflexion mais aussi ’émission
d’une onde de cisaillement (voir figure 2.3.1), dont la direction de propagation est régie par la
loi de Snell-Descartes :

sinfp  sinfg

Ve Vs '

ou Vp et Vg représentent respectivement les vitesses des ondes P et S dans 2 et Op et Og leurs
angles d’incidence.

FIGURE 2.3.1 — Réflexion d’une onde P contre un bord curviligne entourant d’un matériau 2 :
loi de Snell-Descartes.

2.3.2 Influence d’une interface

Les conditions de transmission pour une frontiére entre deux matériaux sont données par :

[ulr =0 et [t(u)]r =0, alinterface T,
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ou [-] représente le saut a U'interface entre les deux domaines. De fagon plus précise, si u;(t, x)
est la solution dans le domaine i pour ¢ = {1,2}, alors le saut de u au point xr de 'interface I'
est donné par [u|r = uy(t,xr) — uz(t,xr). Avec la décomposition en potentiels, ces conditions
se traduisent de la fagon suivante :

%
[Vp + rot slr =0

(N +21) OFpp + NI3epp + 211 020105 ) 11 + (210 1020 + (D305 — OFps) )2 Ly (2.3.3)
(21201020 + (0305 — B2 pa))na + (A +211) B3y + AOFepp — 20 DrDops)ma)

Le phénoméne de conversion des modes a son prolongement dans le cas d’une interface : la

rencontre d’une onde de pression avec une frontiére entraine sa réflexion et sa transmission, mais

aussi la réflexion et la transmission d’une onde de cisaillement via la loi de Snell-Descartes :
sinfp sinflg sinfp  sinfy

Vp 1 Vs 1 VP2 Vs 2 ’

ou Vp, représente la vitesse des ondes de pression (et Vg, celle des ondes de cisaillement) incidentes
dans le matériau 1, tandis que Vp, représente la vitesse des ondes de pression (et Vg, celle des
ondes de cisaillement) transmises dans le matériau 2 (voir figure 2.3.2). On pourra se référer
a [Achenbach 75].

Matériau 1

Matériau 2

FIGURE 2.3.2 — Réflexion et transmission d’'une onde P & travers une frontiére plane séparant
deux matériaux : loi de Snell-Descartes.

En particulier, on constate que si on arrive & traiter les conditions aux bords (2.3.1) et (2.3.2)
via une méthode en potentiels, alors il ne sera a priori pas difficile d’étendre cette technique aux
conditions de transmission (2.3.3).

Dans cette premiére partie, nous traitons la configuration la plus simple qui est la propagation
des ondes élastiques dans un domaine homogéne avec les bords encastrés (u = 0 sur le bord I').
Ceci fait 'objet du chapitre 3, dans lequel nous présentons une méthode numérique qui permet
de prendre en compte le découplage des ondes P et S dans le cas de conditions aux bords de
Dirichlet homogéne. Nous étudions le cas d’un domaine avec frontiére libre (o(u) = 0 sur I')
dans le chapitre 4, ol nous mettons en place des méthodes numériques pour adapter les résultats
du cas Dirichlet au cas Neumann homogéne — méthodes qui, nous le verrons alors, présentent de
sévéres instabilités dans le cas temporel.



2.4. LA DECOMPOSITION EN POTENTIELS EN PHYSIQUE 39

2.4 LA DECOMPOSITION EN POTENTIELS EN PHYSIQUE

Pour terminer, nous évoquons dans cette section les autres utilisations qui sont faites de la décom-
position en potentiels dans des domaines aussi variés que 'électromagnétisme, 1’élastostatique
et nous revenons sur les potentiels qui sont utilisés en élastodynamique. Sauf mention contraire,
ces résultats sont présentés dans lespace entier R3.

2.4.1 Les potentiels en électromagnétisme

On suit ici [Dautray 87| et [Ciarlet Jr 11]. Par souci de simplification, nous nous plagons dans
'espace R? tout entier. Le champ électromagnétique a une structure bien définie qui résulte des
propriétés des équations locales de Maxwell, que I'on rappelle dans le vide :

OE — rot B = —e; ',
B +10t E = 0,
divE = ¢ 'p,
div B = 0,

ol p et J sont respectivement les densité de charge et de courant, £¢ est la permittivité électrique

et ¢ la vitesse de la lumiére (¢ = 3.10° m.s™!). Les deux équations de Maxwell dites de structure
impliquent des conditions sur les champs électriques et magnétiques :

* pour le champ magnétique, ’équation de divergence nulle div B = 0 implique que 'in-
duction magnétique B dérive d’un potentiel vecteur A tel que :

B = ot A. (2.4.1)

* pour le champ électrique, I’équation de Maxwell-Faraday 0;B +r¥ E =0, avec le résultat
précédent, entraine rot (E + 0,A) = 0, ce qui implique que la quantité E + 0;A dérive
d’un potentiel scalaire V', donc :

E = -VV - 0A. (2.4.2)
En utilisant (1.1.2), les deux équations de Maxwell restantes ménent au systéme suivant :
HFA - AA+ V(P divA+9V) =g,

(2.4.3)
—AV — div 0;A = Ealp.

On observe que les fonctions A et V ne sont pas définies de maniére unique par les équations
(2.4.1) et (2.4.2). Si A et V satisfont respectivement (2.4.1) et (2.4.2), alors pour toute fonction
F de x et t, les potentiels scalaire et vecteur V'’ et A’ définis par :

Vi =V —-9F et A" = A+ VF,
sont aussi solutions de (2.4.2) et (2.4.1).

L’intérét de la formulation en potentiels (V, A) est qu’elle ne requiert que quatre inconnues, contre
six pour la formulation (E,B). De plus, si on se donne une condition de jauge, par exemple de
Lorentz :

A div A+9,V = 0,

alors les équations (2.4.3) s’écrivent sous la forme :
A — AN = 517,
OV — AAV = Fey'ltp,
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et les potentiels sont donc gouvernés par deux équations des ondes, une scalaire pour V et une
vectorielle pour A. De plus, ces équations sont découplées et le seul couplage entre V' et A est
donné par la condition de jauge.

2.4.2 Les potentiels en élasticité statique

On suit ici le chapitre 8.4 de [Malvern 69].

Vecteur de Galerkin

Pour des problémes tridimensionnels, il est pratique de chercher une représentation du vecteur
de déplacement u = (uy,ug,us3) sous la forme d'une fonction potentielle, c’est-a-dire qui dérive
d’un gradient. On cherche les composantes d’un champ de vecteur F tel que le déplacement u
défini par :

2puu = 2(1 —v)AF — V(div F), (2.4.4)
soit solution de I’équation de 1’élasticité statique :
(A4 ) V(divu) + p Au=f. (2.4.5)

Remplagons u dans I’équation de I’élasticité linéaire. En utilisant les formules liant les coefficients
de Lamé aux coefficients (v, E), la fonction F vérifie alors :
AF—
1—v
En particulier, F est biharmonique dans le cas ot les forces de volumes f sont nulles. Le potentiel
F est appelé vecteur de Galerkin.

Potentiels de Neuber-Papkovich

Ecrivons la solution u de I'équation élastostatique selon la décomposition de Helmholtz-Hodge
en trois dimensions : u = V¢ + rot . Si on substitue u dans I’équation (2.4.5), on obtient :

Al +20) Vo + prot | = £. (2.4.6)

Les potentiels de Neuber-Papkovich sont une fonction potentielle scalaire ¢y et un potentiel
vecteur ¢ défini par :

© = aVe + 1ot b, (2.4.7)
ot a = (A + 2u)/u, de sorte que I’équation (2.4.6) devient :
f
Ap=-. (2.4.8)
w

Avec (2.4.7), on peut écrire div ¢ = a/A¢ et, si on considére cette équation comme une équation
en 'inconnue scalaire ¢, alors on peut vérifier que :

20[(;5:¢0+X‘Lp,

est une solution pour le scalaire ¢ en termes du vecteur ¢ et d’une autre fonction scalaire ¢,

sous réserve que ¢q vérifie :
f.
Adp = ——=. (2.4.9)
I

Les équations (2.4.8) et (2.4.9) sont alors les équations de Poisson vérifiées par les potentiels de
Neuber-Papkovich ¢q et . Si les forces de volume f sont nulles, on est ramené & des potentiels
harmoniques. Dans tous les cas, on retrouve des équations bien connues.



2.4. LA DECOMPOSITION EN POTENTIELS EN PHYSIQUE 41

2.4.3 Les potentiels de Lamé

On suit ici |Eringen 75|. L’origine des potentiels de Lamé remonte & Poisson (1829) mais c’est
Lamé qui a attiré I’attention sur leur efficacité vers 1852. Les idées menant aux potentiels de
Lamé peuvent étre basées sur le théoréme de résolution de Stokes-Helmholtz (voir par exemple
[Morse 53], section 1.5, ainsi que la section 2.1 de cette thése), qui montre que tout champ de
vecteur F fini, uniforme, continu et qui tend vers zéro a l'infini peut s’exprimer sous la forme de
la somme du gradient d’un scalaire f, et du rotationnel d’un vecteur f; a divergence nulle :

F=Vf,+rotf,, avec divf, = 0. (2.4.10)

Puisque le premier terme de la décomposition, Vf,, est a rotationnel nul et que div fy = 0, on
peut trouver un champ de vecteur U tel que :

£,=V-U e f£=-VAU.
Puis, en utilisant I'identité (1.1.2), on obtient :
AU =F.

On peut donc exprimer U sous la forme explicite suivante (potentiel newtonien) :

1 1
U(t,x)——4/RrF(t,§) d¢, avec 1 := |x — &|,

™

oll R est une région de 'espace. Cela entraine les définitions explicites pour f, et fy suivantes :

£,(t,x) = —LF/RF-VC) de,

1 1 (2.4.11)
() = o [ VAR de,
On peut aussi appliquer la décomposition de Helmholtz au champ de déplacement :
u =V + rot 1, (2.4.12)

ol ¢ et @ sont respectivement des fonctions scalaires et vectorielles du temps et de I'espace. Si
on injecte cette décomposition (2.4.12) ainsi que celle du second membre (2.4.10) dans I’équation
(1.2.3), on obtient :

V(A +20) g+ £, — pd26) + vot (urot rot v + £, — pdFep) =0,

Cette équation est en particulier satisfaite si on prend ¢ et 1 solutions des équations d’ondes
avec second membre :

pR2¢— (A+2u)Ap=£, et  pd2p — prot rot 9 = f,. (2.4.13)

La question est maintenant de savoir si une telle solution est compléte, au sens ou toute solution
de I’équation de champ (1.2.3) admet une représentation de la forme (2.4.12) obtenue via (2.4.13).
La premiére preuve a été montrée par Somigliana (1892) et indépendamment par Duhem (1898,
1900). Sternberg et Gurtin (1962), comme les deux autres, ont supposé que le champ de vecteurs
1 (t,x) est a divergence nulle, ¢’est-a-dire :

div ¢ =0, (2.4.14)
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et dans ce cas la seconde équation de (2.4.13) s’écrit :
pOFep — puAep = £

Comme léquation (2.4.12) lie les trois composantes de u aux quatre inconnues ¢ et
1 = (11,12, 13), il est essentiel de remarquer que I’équation (2.4.14) donne une équation supplé-
mentaire pour résoudre ce systéme. Cependant, il n’est pas absolument indispensable d’utiliser
(2.4.14). En effet, d’autres types de conditions de jauge ont également été mis en place dans la
littérature, plus particuliérement des conditions qui facilitaient la solution de 1’équation d’onde
vectorielle en découplant des composantes du champ en coordonnées curvilignes. Une preuve qui
n’utilise pas la condition (2.4.14) était donc nécessaire et a été fournie par Long (1967). On peut
retrouver cette preuve dans [Eringen 75|, elle donne le théoréme suivant :

THEOREME 2.4.1

Soit u une fonction deux fois différentiable, solution de I’équation (1.2.3) dans une région de
l'espace R et un intervalle de temps T' = [t1,t2]. Alors, il existe une fonction scalaire ¢(t,x) et
une fonction vectorielle ¥ (t,x) telles que u soient représentées par :

u=Vé+rot b,

et ¢ et 1 satisfont les équations d’ondes (2.4.13) ou f,, et f; sont données par (2.4.11).

Comme annoncé dans les sections précédentes, nous nous focaliserons dans cette partie sur des
potentiels de type Lamé. Pour terminer, nous mentionnons une autre catégorie de potentiels
utilisés en élastodynamique : le potentiel de Somigliana.

2.4.4 Le potentiel de Somigliana

On suit a nouveau [Eringen 75|. Le potentiel de Somigliana est la contrepartie dynamique du
potentiel de Galerkin (2.4.4) pour 'élastostatique. On peut vérifier que tout déplacement de la
forme :

u(t,x) =2(1—-v) DZQ, G(t,x) — V div G(t, ). (2.4.15)

vérifie ’équation de 'élastodynamique (1.2.3) avec second membre f si G(¢,x) vérifie la double
équation d’ondes :

pf
0,0,G=——F— 2.4.16
p 2/1/(1 _ I/) ( )
ou O, pour g = {p, s} est défini par :
1

q

On appelle potentiel de Somigliana le vecteur G. On peut de plus montrer la correspondance entre
les potentiels de Lamé et de Somigliana dans le cas particulier ou le second membre de (1.2.3)
est nul. L’équation (2.4.16) s’écrit alors 0, s G = 0 et une solution de ceci est : G = G, + Gy,
avec G, et G tels que :

U, Gy, =0, et s Gs = 0.

Alors (2.4.15) entraine, compte tenu de 'égalité ‘/;92/1/;2 =(1-2v)/(2(1 = v)) et de (1.1.2) :
u=2(1 - )2 G, - V div (G, + G,) = -V div G, — 1ot 10t G,
et on peut écrire les coefficients de Lamé comme suit :

¢=—divG, ot  1h=—rot G,
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On préférera la solution de Lamé a celle de Somigliana, en raison non seulement de la simplicité
de sa structure mais aussi du fait que ¢ et 1 ne font intervenir que des dérivées du premier ordre
dans le champ de déplacement, ce qui est primordial au vu de leur utilisation future dans des
codes éléments finis.
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CHAPITRE

3

FORMULATION EN POTENTIELS DU
PROBLEME DE DIRICHLET

Les résultats de ce chapitre ont fait 'objet de la publication suivante :

[Burel 12] A. BUREL, S. IMPERIALE et P. JoLy : Solving the homogeneous isotropic
linear elastodynamics equations using potentials and finite elements. The case
of the rigid boundary condition. Numerical Analysis and Applications, 5(02),
pages 136-143, Springer, 2012.

Résumé : Aprés avoir introduit le découplage en potentiels de fagon théorique dans le chapitre
précédent, nous présentons 1’étude de ce systéme découplé associé & des conditions de bord
homogeénes en déplacement (section 3.1). Une des contributions originales et essentielles de ce
chapitre est la justification de la stabilité du systéme en potentiels avec ces nouvelles conditions
aux bords (section 3.2) par une technique de conservation d’énergie. Le point clé est lié¢ a sa
positivité, qui est la conséquence du lemme 3.2.2. Cette énergie conservée, qui n’est pas la
somme des énergies associées & chaque équation d’onde séparément, est comparée & 1’énergie
élastodynamique dans la section 3.2.3. La section 3.3 est consacrée & ’analyse numérique du
systéme en potentiels avec conditions de Dirichlet homogénes : aprés avoir écrit la formulation
variationnelle du probléme dans 3.1.2, nous construisons un schéma éléments finis qui nous
permet de choisir différents pas d’espace ou ordres d’approximation adaptés a chaque type
d’onde dans 3.3.1. Puis nous établissons dans 3.3.2 un schéma stable en temps dont la stabilité
ne dépend pas des conditions de bord grace & une technique hybride implicite/explicite en
temps et dont les conditions sur le pas de temps sont les mémes qu’en étudiant séparément
les deux types d’ondes. Enfin, nous présentons des résultats numériques dans la section 3.4 et
nous étudions briévement le cas fréquentiel dans la section 3.5.
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Les résultats des chapitres 3 et 4 sont établis dans le cas bidimensionnel uniquement.

3.1 CONDITIONS DE BORD ADAPTEES

On considére une solution u de I’équation de I’élastodynamique (1.2.3) dans un domaine Q2 C R?
borné. Soit I' = 9N le bord de Q que 1'on suppose de classe C! par morceaux, ce qui garantit
I'existence de vecteurs normaux et tangentiels en presque tout point. On impose & u des condi-
tions aux bords de Dirichlet homogénes u = 0 sur I'. Rappelons que la décomposition du champ
de déplacement en potentiels a été introduite sous la forme :

_%
u = Vy, + rot ¢;.

La condition de Dirichlet sur u impose aux potentiels ¢, et ¢, de vérifier la condition (2.3.1)
sur I'. Nous choisissons d’utiliser cette équation sous une forme plus naturelle en la projetant sur
le vecteur normal n, choisi sortant par rapport a €2 et le vecteur tangent 7 tel que (n, ) est un
repére direct de R? (voir figure ci-dessous).

T T

9 r

Ce choix d’orientation du vecteur tangent T entraine que toute fonction scalaire suffisamment
réguliére ¢ définie sur {2 vérifie :

g—f =nx V¢ sur T, (3.1.1)

oil, pour tout (x,y) de R? x R?, on définit : x X y = 1 yo — 2o y1. On utilise la notation :

%:n-ng sur I, (avec x-y = z1y1 + x292).
n
On vérifie alors que :
— 09 — 09 0
rot ¢ -n = 5’ rot ¢ - T = n et Vo-T= 9r (3.1.2)

et on utilise ces identités pour montrer que la projection de I’équation u = 0 dans la base (n, 7)
est équivalente au systéme d’équations scalaires :

(3.1.3)
Ipp 005 _
or on ’

Ce sont les équations que nous allons utiliser pour définir le probléme en potentiels avec conditions
aux bords de Dirichlet homogénes. On remarque, d’une part, que ce sont des équations mettant
en ceuvre des dérivées d’ordre 1 des fonctions ¢, et ¢, d’autre part que ces équations couplent
la dérivée normale de ¢, avec la dérivée tangentielle de ¢, et vice-versa.

REMARQUE 3.1.1 (Condition naturelle, condition essentielle)

La condition de Dirichlet homogéne en déplacement u = 0, condition essentielle, c’est-a-dire qui
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impose au déplacement une condition donnée sur le bord, devient donc une condition naturelle
en potentiels, c’est-a-dire que ’on impose maintenant une condition aux limites qui est une

contrainte normale sur le bord T'.

3.1.1 Equivalence des formulations

Le probléme consiste & trouver deux fonctions scalaires :
ep(t,x) 1 RT xQ — R et

qui vérifient le probléme global en potentiels suivant :

( 62
a?HJdev%zo,
2

aa;zs + Vg rot r_ot> ps =0,
89010 s i

on " or 0

O Ops _

or on ’

cpp(O, X) = (Pp,O(X),

at(%’p(oa x) = ¥p,1 (%),

©s(0,%) = ¢s,0(x),

8t§08(07 X) = 90571 (X),

os(t,x) :RT xQ — R,

dans Q, ¢t > 0,

dans Q, ¢t > 0,

sur I', ¢ > 0, (3.1.4)

sur I', ¢ > 0,

dans ),

dans €.

A l'image du théoréme 2.2.1 dans R?, on peut montrer le théoréme suivant pour le domaine §

borné avec condition de bord de Dirichlet homogéne :
THEOREME 3.1.2

On considére u la solution du probléme de Cauchy avec condition de Dirichlet homogéne sur le

bord I' : N
9} — VA Vdivu + VZrot rot u =0,
u(0,x) = up(x), u(0,x) =uy(x),

u(t,x) =0,

xeN, t>0,
x € (), (3.1.5)

xel, t>0,

ot les données initiales ug et uy sont suffisamment réguliéres. Ces données initiales se décom-

posent sous la forme :

_+
u; = Ve, 1 +10t 051 .

(3.1.6)

xeN, t>0,

0
x €8, >0, (3.1.7)

__>
ug = VQOEQ + rot @5 et
Soient alors ¢, et s deux fonctions scalaires solutions des équations différentielles en temps
suivantes : (o
@ .
8t2p = V3 div u,
P 2
8t2s = —V{J rot u,
(Pp(oa )= QDp,O('), at‘Pp<Oa ) = @p,l('):
QOS(O, ) = c)08,0(')7 at(ps(ov ) = 30371(')'

Alors ¢, et @4 sont solutions du systéme couplé (3.1.4), de plus on a :

u:Vgop—Fr—o_t)gos.

(3.1.8)
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DEMONSTRATION : Le début de la démonstration est le méme que pour le théoréme 2.2.1. Pour
la condition au bord, il suffit de remarquer que si u = 0, alors la formule (3.1.8) montre que I'on
a bien Vi, + 10t s = 0 sur I'. La projection de cette équation sur les vecteurs n et 7 effectuée
a la section précédente donne les conditions de bord du systéme en potentiels (3.1.4).

O

On peut également montrer la réciproque de ce théoréme :

THEOREME 3.1.3

Soient ¢, et yp, des solutions du probléme (3.1.4). Soit u le champ de vecteurs défini par :
e
u = Vg, + rot p;.
Alors u est solution du probléme avec conditions Initiales :

5’t2u—V1%V(divu)—i—VSZr_o%(rotu):O, xe, t>0,

u(0,x) = up(x), u(0,x) = uy(x), x € (),
u(t,x) =0, xel, t>0,
ou :
uy = Vpo + rof ws0 et up=Vpp1+ rot Ps,1-
On a aussi : 5
at;’:vﬁ div u, x€eN, t>0,
8;225 = —V52 rot u, xeN, t>0.

DEMONSTRATION : Cette réciproque se démontre de la méme fagon que celle du théoréme 2.2.1.
Si ¢y, et @, vérifient les conditions de bord du systéme (3.1.4), alors I’équation u = Vi, + rot ¢
sur 2 nous montre que les composantes normale et tangentielle de u sont nulles sur I', donc
u=0surl.

O

3.1.2 Une premiére formulation variationnelle du probléme couplé

Comme les équations intérieures de 3.1.4 pour chaque potentiel sont des équations d’ondes sca-
laires classiques, I’espace naturel auquel on pense pour la formulation variationnelle est ’espace
H' pour chacun des potentiels. C’est celui que nous allons adopter dans ce paragraphe, mais
nous verrons que l'analyse théorique du probléme couplé nous ameénera a réviser légérement ce
choix (voir plus loin, section 3.2.4). Dans cette section, on considére donc les espaces de Hilbert
suivants :

W:=WpxWs, Wp=H\(Q), Ws=H(Q). (3.1.9)

On suppose que la solution du probléme (3.1.4) est suffisamment réguliére pour utiliser les for-
mules de Green. Pour étudier la formulation variationnelle associée aux équations (3.1.4), on
multiplie respectivement les équations d’ondes P et d’ondes S par des fonctions-test ¢, € Wp
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et ¢s € Wg, puis on intégre sur l'espace (). L’utilisation de la formule de Green donne, apreés
division des équations respectivement par V3 et V& :

1 [ 02 dp

P ; (3.1.10)
1 [ 0%, Dps
o Qazg'wsdx—i—/QVSOs'Vl/Jsdx— oo tady=0, U5 € Ws.

S

On utilise les conditions de bord en potentiels (3.1.3) directement dans la formulation, en rem-
plagant les dérivées normales par des dérivées tangentielles :

1/11% Qa;tﬁp-¢pdx+/9wp~wpdm+/r‘2:-wpdyzo, Yy € Wp,
. 50 8 (3.1.11)
V—SQ Q&;-wsdwr/ﬂv%-wsdx—/ra;’-wsdyzo, vs € Wg.
Ce probléme peut se réécrire de fagon abstraite en introduisant :
Q= (pp,ps) €W et W= (Pp,1hs) € W. (3.1.12)

La formulation variationnelle globale du probléme est obtenue en faisant la somme des deux
équations de (3.1.11). On peut alors écrire la formulation faible en espace du probléme (3.1.4)
sous la forme :

Trouver ® : Rt — W telle que :

P (3.1.13)
-3 m(®(t), ¥) +a(®(t), V) —b(®(t), V) =0, YVeW,
oum(-,-)etal-,-)sontdes formes bilinéaires découplées définies par :
m(®, ) = myp(pp, ¥p) + ms(0s,¥s),  a(®, V) := ap(pp, ¥p) + as(ps, ¥s), (3.1.14)
ol on a noté, pour g dans {p, s} :
1
mq(Pg: q) = V2 Pq g de,
q JQ
(3.1.15)

aq(Pq,q) = /Q Vg - Vipgda.

On remarque que m( -, -) et a( -, -) sont des formes bilinéaires symétriques positives évidemment
continues sur W x W, étant formées de la somme de formes bilinéaires symétriques positives
continues respectivement associées a ), et ;.

b(-, ) est une forme bilinéaire de couplage, définie par :

o Iy . ips
b(®, W) = /F (877- o — ¢p) dy, VY (®,0)eW x W, (3.1.16)

LEMME 3.1.4
La forme bilinéaire b est continue et symétrique sur W x W.



3.2. ENERGIE ASSOCIEE A LA FORMULATION EN POTENTIELS AVEC BORDS
ENCASTRES 51

DEMONSTRATION : En toute rigueur, écrite avec des intégrales, la forme bilinéaire b est bien
définie, par exemple, sur H2(Q) x H%(Q) : il suffit que les traces soient dans H'(I"). Pour I’étendre
a W, il suffit de remarquer que :

(Pprps) EWXW = (pplrspslt) € HPAD)? = (Orpplr, drpslr) € HTVA(D)2

On peut alors définir b sur W x W par :

G, s
b(®, T) := <£,¢s>p - <5i;7¢p>r’

ol <-, ->F désigne le produit de dualité H_l/Q(F) X Hl/Q(F). Par conséquent :
16(®, )| < H67-<Pp||H71/2(p) ”¢3HH1/2(F) T HaTSOsHHfl/‘Z(F) ‘WpHHl/?(r)a
< Nppllgoszqoy sl ey + sl sy W6l
< OO [1@lly 1l -

ot C(2) est la constante de continuité de Papplication trace de H'(€) dans H'/2(I).

Pour la symétrie de b, il suffit de remarquer que, par « intégration par parties » le long de I,

on a :
O 0
b(q)7\11) = _<ai7_790p>1“ + <%’ (p5>r = b(\Il,(I)).

O

Signalons que, contrairement aux formes bilinéaires m et a, b n’a pas de signe. En effet, si on
considére l'opérateur linéaire T' de W dans lui-méme défini par :

T(Spp» 903) = (‘Ppa _SOS)>

alors on a :

H(TD,TP) = —b(d, ).

Nous verrons néanmoins que la forme a — b est positive dans W x W (voir lemme 3.2.2), mais
qu’elle n’est pas coercive dans W x W, au sens ot il existe deux constantes v et « positives telles
que :

(@ —=b)(®, @) + v ||| 22 = [Py -

Cela nous ameénera & changer de cadre fonctionnel (voir section 3.2.4).

3.2 ENERGIE ASSOCIEE A LA FORMULATION EN
POTENTIELS AVEC BORDS ENCASTRES

L’équivalence formelle établie dans la section 3.1.1 nous permet d’affirmer que le probléme (3.1.4)
est bien posé. Néanmoins, il est utile d’avoir une preuve directe du caractére bien posé pour la
résolution numérique. Une telle preuve va étre la conséquence d’un résultat de conservation
d’énergie.
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3.2.1 Une intuition qui se révéle fausse

Considérons pour commencer une équation d’onde associée a une quantité scalaire ¢ quelconque,
de vitesse V sur un domaine 2 borné par une frontiére I' :

02— V2Ap =0, dans RT x Q.

L’énergie associée a cette équation d’ondes est obtenue en la multipliant par la vitesse d;¢ et en
I'intégrant sur tout le domaine 2. En utilisant la formule de Green, on obtient :

1 0%¢

o at¢+/v¢ o /a 8 = 0. (3.2.1)

Une condition de Dirichlet homogéne classique sur le bord I' entraine ¢ = 0 sur I'. Dans cette
configuration, le terme de bord s’annule et on obtient I’énergie en exprimant cette quantité sous
la forme de la dérivée de termes positifs :

d
dt5¢ 0,
ol 5(;/ est définie par la quantité suivante :
1 1 00,2 2
Vi_ - il
gy = 2/9(‘/2 51+ [Vl (3.2.2)

Une premiére intuition est de considérer que l’énergie associée au systéme en potentiels avec
conditions de Dirichlet (3.1.4) est tout simplement la somme des deux énergies 5;/5 + ng as-
sociée a chaque équation d’onde. Mais il y a une petite astuce, car ’énergie EP effectivement
conservée par ce systéme n’est pas la somme (ni aucune combinaison convexe) des deux énergies
naturellement associées aux deux équations d’ondes, c’est-a-dire :

1 1 dp 1 g 2
02 efvels = 5 | (el +1val) +5 [ (7 15 + 90if).

Ce serait le cas si, par exemple, chaque potentiel s’annulait sur la frontiére I', mais alors les deux
potentiels seraient complétement découplés. En fait, comme on s’y attend, la bonne énergie va
seulement différer de cette somme par un terme de bord.

3.2.2 L’énergie effectivement conservée
On cherche donc une quantité positive conservée en temps qui implique un couple de solutions
(p, ps) de (3.1.4). Nous allons procéder en deux étapes : d’abord nous montrons la conservation

en temps d’'une quantité, ensuite nous discutons de sa positivité.

THEOREME 3.2.1 (Conservation d’énergie)

Toute solution suffisamment réguliére de (3.1.4) vérifie I'identité de conservation suivante :

d
%ED( ) =0, (3.2.3)

ol on a posé :

1 1 ,0pp,2 1 0ps 2 1 0ps Oy
03 [ (G157 Ol 2 ) 4 f (B 2,
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DEMONSTRATION : On choisit ¥ = 9;® dans les équations (3.1.11) et on obtient :
drl 1 ,0p,2 2 s Op
(5 | (71520 +19al) ] = - [ G5
dtl 2 Q VP ot T or 0Ot

dr1l 1 Ops 2 2 Oy 0

5 [ (5P +ivel?) ] = [ S,

dtl 2 Jo \Vg' ot r Or Ot
oll nous avons utilisé ezplicitement les conditions de bord (3.1.3) en remplacant les dérivées

normales par des dérivées tangentielles comme elles apparaissent dans (3.1.3). La somme de ces
deux égalités nous donne :

li i % 2 2 i Dps |2 2\ Opp 0ps _ Ops Opp
th/Q(Vlg\ o1+ Ve +VSQ} o |+ Ve ) = /1"(8’7' R ). (325)

(3.2.4)

Avec @ := (pp, ps) € W, on reconnait alors :

dd

1d dd dP
(m( %)7

S dt e %) +a(®, (I))> = b(?,

ot m, a et b sont des formes bilinéaires définies par (3.1.14) et (3.1.16). Ensuite, on montre que :

d dd
—b(P,P) =20b(P, —). 2.
ZH(@,@) =2 b(®, ) (3.2:6)

En effet, on a d’abord :

d Dpp Dps  Dps D 9%y s
L@, @) = ( p 9Ps _ ”)d /( P ooy — )d,
7" /F or ot or ot )T ) \Grac ¥ arar )
puis on remarque que le premier terme du second membre correspond au second membre de
(3.2.5). Pour le second, une intégration par parties nous montre que :

/(52<pp o s ; )d,y:_/ (6% dpp  Opp asos)d7
r\orot 7° orot TP r\or ot or Ot ’
et on reconnait & nouveau le premier terme du second membre, ce qui nous donne la symétrie de

b ainsi que I'égalité (3.2.6). Alors (3.2.5) peut s’écrire sous forme conservative et la proposition
est démontrée.

O
Il reste & montrer la positivité de EP, qui n’est pas directe compte tenu de la présence des termes
de bord dont on ne connait pas le signe. Elle est donnée par le lemme suivant :

LEMME 3.2.2

Pour tous ® = (¢p, ps) et ¥ = (¢, s) dans I'espace W, on a I'égalité :

/ (Viop + 10t @3) - (Vi + 10t 1) dz = a(®, W) — b(®, ). (3.2.7)
Q

DEMONSTRATION : On développe d’abord le premier terme de (3.2.7) et on obtient :

/(VsoerHsos,V%JrH%)dx:/(wp-vwﬁﬁ%-ﬂ%%)dx
Q Q

+/wp-£%zps+v¢p-5%%dx.
Q
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On peut appliquer de deux fagons la formule de Green pour calculer les termes de la seconde
ligne :

/prmacpsd:z::—/div(Hcps)wpdm%—/racps-nwpd%
Q Q r
_>
/chp~rot Ysdr = / rot chpwsdx+/(Vg0p><n) s dy,
Q Q T

puis, en utilisant les propriétés (1.2.5) et (1.2.7), la somme de ces deux égalités donne, en tenant
compte de (3.1.1) et (3.1.2) :

[ ot o iy ot wda = [ 5 23 /‘M Y= —b(®, W),
Q

et cette preuve est terminée, en utilisant le fait qu’en deux dimensions, V¢ - Vi = rot ¢ - rot 2.

O

COROLLAIRE 3.2.3 (Positivité de a — b et de EP)

Lorsque ® = U, I'identité précédente (3.2.7) donne directement la positivité de la forme bilinéaire
a—b avec :

a(cb,cb)—b(q),cb):/Qywpﬂa)gos\?dx, Vo e W

Une conséquence est que la fonction EP (t) est une énergie positive et une autre expression de

B est 1//1,0 1.0 1
220 =5 [ (5P + a5 ) g [ Farmtal.  e28)

3.2.3 Comparaison avec I’énergie élastodynamique

A présent, comparons énergie EP obtenue a la section précédente avec ’énergie élastodynamique
rappelée a la section 1.1.4 :

s(t):;’/Q

On ne va pas montrer I'égalité de EP et € mais montrer I'égalité de & avec la quantité que nous
nommons KL définie par :

oul?

ot

dz + ;/QCe(u) ce(u)de.

: 1 1 %0y 2 1 0%052\ 1 — 2
ED(t):2/9<VI%} | +V—S2] 57 | )+2/Q|Vatsop+rot dvps|” (3.2.9)

On reconnait EP oil on a remplacé les potentiels ©p et @, par leurs dérivées en temps. Comme
©p et ;s sont solutions d’équations d’ondes linéaires, leurs dérivées en temps vérifient les mémes

équations d’ondes et donc la méme égalité d’énergie : %E.D(t) =0.

PROPRIETE 3.2.4 (Comparaison avec l’énergie élastodynamique)

Soit u solution de (1.2.3) avec conditions de Dirichlet homogénes et ¢, et @, des solutions de
(3.1.4) liées par la relation u = Vi, + rot s, alors on a :

£ = pED,
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et en particulier les égalités suivantes :

oul? 0% 0P
L] = e-0G 5. @
o (3.2.10)
)

REMARQUE 3.2.5

On observe donc que le terme (a—b) donne I’énergie cinétique en déplacement, tandis que le terme
de masse m donne le terme d’énergie de déformation en déplacement. Ceci est contre-intuitif par
rapport & l'interprétation des formes bilinéaires.

Pour démontrer cette propriété, on a besoin du lemme suivant :

LEMME 3.2.6

Pour toute fonction u de H' ()% on a :

/ ‘r—:(u)ﬁdx:/ ‘divu’2da:+1/ ‘rot u‘Qdm—/ (uu?-ruz — u23—ru1> dry
Q Q 2 Ja r

DEMONSTRATION : On rappelle d’abord qu’en deux dimensions, le tenseur € est donné par :

O1uq %(811@ + 62u1)>

1 Ty —
e(u) = 5(211 +Y u) = <%(81’UJ2 + Oquy) Ou

Prendre |e(u)|? revient a faire la somme des carrés de ses éléments, dont une simple réorganisation
donne :

1 2
()2 = |01y + Dous|” — 2 Dy Dyuy + 5 |02 + aluQ‘ .

Une double intégration par parties de deux fagons sur le terme 9yu; Jsus montre que :
/ Oruq Ooug da = / Oouq O1ug dx + / ug O1uing dy — / ug Jouing dv,
Q Q r T

/ Blul 62U2 dor = / 82u1 8111,2 dx + / ui 82U2n1 d’y — / (75} 81uQn2 d’y.
Q Q r r

La somme de ces deux identités donne, avec d-u = n1dsu — nodyu, ’égalité suivante :
2 / Oruq Ooug = 2 / Oouq O1ug dx + / (’LL1 Orllg — U 8,.u1) d~.
Q Q r

1
Finalement, en utilisant 'identité % (a+pB)*—2ap = 3 (o — )% ona:

2 1 2
/ ‘s(u)‘de —/ ’61u1 +82u2’ dz + 3 / ’821“ —61qu d:):—i—/ (u1 Orug — U 6,-u1) d~,
0 Q 0 r

et on reconnait les expressions en 2-D de div et rot, ce qui conclut la preuve du lemme.

O

Dans le cas particulier des conditions de Dirichlet homogéne au bord u = 0 sur I', on a directe-
ment le corollaire suivant :
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COROLLAIRE 3.2.7

Pour toute fonction u de H} (), on a :
1
/ ‘6(u)|2dm :/ |div u{de#— / |rot u‘Zd:z:.
Q0 0 2 Ja

DEMONSTRATION : C’est bien entendu un cas particulier du lemme précédent avec la condition
de Dirichlet homogéne u = 0 sur la frontiére I'.

O

Démonstration de la propriété 3.2.4: La preuve de P'égalité (a) de (3.2.10) est directe en dé-
rivant en temps l'égalité u = Vi, + rot ¢, et en prenant sa norme L*(Q), puis en utilisant le
lemme 3.2.2.

Pour montrer (b), on rappelle que la loi de Hooke dans un milieu isotrope est donnée par
Ce =\Tr(e)I+ 2ue, ce qui nous permet d’écrire :

1

1
2 Q 2 Q

Sous I’hypothése des conditions de Dirichlet homogéne sur u, le corollaire 3.2.7 entraine :
1 1 2 2
5 Ce(u) : e(u)dz = 5 (A + 2u) |div u]® + plrot ul* dz.
Q Q

On utilise enfin u = V¢, + rot @5 et le fait que ¢, et ¢, sont solutions des équations
d’ondes (3.1.4) pour montrer que :

1
(A 2p) div u = (A +2p) Mgy = p150; o,
X F (3.2.11)
prot u=—puAp; = —pwafgos,

S

et on rappelle pour finir que les vitesses d’ondes sont définies par A 4+ 2u = pV]g et u= ,OVS2 et
la proposition est démontrée.

]

REMARQUE 3.2.8

D’autres possibilités de découplage des ondes de pression et de cisaillement sont possibles, par
exemple : Oyu = Vi, + rot p,. Cette autre formulation permettrait notamment d’avoir directe-
ment 'égalité entre I’énergie conservée par ces nouveaux potentiels et I'énergie élastodynamique £
(au coefficient p prés). Nous y reviendrons dans le chapitre consacré a I’étude du probléme de
Neumann, plus particuliérement a la section 4.1.

3.2.4 Retour sur le bon cadre fonctionnel

Le lemme 3.2.2 montre que le bon espace pour assurer la coercivité de a — b n’est pas ’espace
W mais l'espace V défini par :

_+
Vi={(¢pp) € LA, Vg, +rot o, € L3()? ).
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En remarquant que :

O¢p  Ops
— 2,002 Ox1  Oxa 2/ 2
Ve, +rot o € L*(2 — e L“(Q)~, 3.2.12
o+ 1ot o € L*@) oo om | € PO@ (3212
81’2 81‘1

et en posant ® = (¢p, ), la condition précédente revient a dire que :
div®d ¢ L*(Q) et rot & € L*(Q).
Donc 'espace V est exactement ’espace :
V={® € L*(Q)? div® € L*Q), rot® € L*Q)}.

Autrement dit :
V = H(div, Q) N H(rot, Q).

Il est bien connu que les espaces V et W ne différent « qu’au voisinage du bord », en particulier
les fonctions dans W ont la régularité H' a Pintérieur de € mais pas forcément au voisinage du
bord I'. Résumons ces propriétés dans le lemme suivant :

LEMME 3.2.9

L’espace D(2)? est dense dans V. De plus :

VO € DQ? V& eV, D cW.

DEMONSTRATION : La premiére assertion du lemme est démontrée dans la proposition 2.3 de
[Amrouche 98]. La deuxiéme assertion est une conséquence de l'identité :

H(rot, R*) N H(div,R?) = H'(R?)2.

O

Le lemme 3.2.2 montre que 'on peut étendre, par densité (lemme 3.2.9), la forme bilinéaire a — b
a espace V x V. Plus précisément, si on introduit la forme bilinéaire symétrique, continue et
coercive ¢ définie par :

a(cp,xp)_/ (Vp + 10t @) - (Vb + 10t ) dz, V(B 0) € VxV,
Q

alors le lemme 3.2.2 se réécrit :
a(®, V) —b(P, V) =a(P,V) V(O,¥) ¢ W xW. (3.2.13)

On peut maintenant écrire, d’un point de vue théorique, la bonne version du probléme variation-
nel (3.1.13) :
Trouver ® : R™ — V telle que :

La propriété de densité va nous permettre de choisir comme espaces d’approximation de Galerkin
de I'espace V un sous-espace d’approximation Wj de W, ce qui justifie de travailler avec la
formulation variationnelle (3.1.13).
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3.3 DISCRETISATION DU PROBLEME DE DIRICHLET

D’un point de vue théorique, les propriétés importantes pour le probléme abstrait (3.1.13) que
nous allons considérer par la suite sont :

* m(-,-),a(-,-)etb(-, ) sont des formes bilinéaires continues et symétriques sur W,

* la forme bilinéaire m( -, -) est définie-positive,

* et on a la propriété de positivité de la forme bilinéaire a — b suivante :

a(®,®) — b(®, ) =0 Vb e W.

Cette derniére propriété, la moins évidente, est donnée par le lemme 3.2.2.

D’un point de vue pratique pour exploiter le découplage ondes P/ondes S a l'intérieur, il sera
important de respecter, au niveau de la discrétisation, la structure tensorielle de ’espace W (que
ne posséde pas I'espace V) :

W =Wp x W,

et d’avoir une décomposition de m(-, -) et a(-, -) comme dans (3.1.14), car cela implique que
les inconnues ¢, et ¢, ne sont liées que par b( -, - ). De plus, comme b( -, - ), donnée par (3.1.16),
est une intégrale sur le bord, le traitement numérique du couplage ne sera donc pas trop cotiteux
car b(-, -) est non nulle seulement pour les fonctions qui sont non nulles au bord, c’est-a-dire
que tant que ’onde ne touche pas le bord, le systéme n’est pas couplé.

3.3.1 Semi-discrétisation en espace

On commence par faire la semi-discrétisation en espace en utilisant une méthode éléments finis.
On choisit deux familles d’espaces de dimensions finies respectives Ny, et Ny, telles que :

{Wph,, by >0} CWp,  {Wsp,, hs >0} C Wg,

de sorte que l'on ait :
Wpﬁp X WS’,hS =W, cCcW.

L’idée est donc de choisir deux familles de sous-espaces de discrétisation Wpy, et Wgp,, de
facon & pouvoir modifier soit la taille du maillage, soit I’ordre des éléments, pour les adapter aux
caractéristiques des ondes de pression et de cisaillement afin que notre méthode soit optimale.
Par exemple, on peut prendre deux maillages différents, avec un maillage plus fin pour les ondes
S qui sont plus lentes.

Maillage adapté
aux ondes S

Maillage adapté
aux ondes P

FIGURE 3.3.1 — Un exemple de maillages adaptés & chaque type d’onde.

REMARQUE 3.3.1

Dans le cadre particulier de notre étude, on se donnera donc la possibilité de prendre deux pas
d’espaces distincts hy, et hy adaptés aux ondes P et aux ondes S, en considérant par exemple
chaque espace W}, de la famille comme le produit de deux sous-espaces de dimensions finies
Wp,hp X WS,hS de Hl (Q)2
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On pose @y = (@p.h, » Psh,) €t Vi = (Ypn, » Ysh,) et on peut écrire le probléme semi-discret
comme suit (en omettant pour simplifier les conditions initiales) :

Trouver &, : RT™ — W}, telle que :

2 (3.3.1)
@(@h(t), \I/h)H + a(@h(t), \I/h) — b(q)h(t), \I/h) =0, VU, eW,.

D’un point de vue pratique, nous sommes ramenés & un systéme d’équations différentielles ordi-
naires. Si on considére deux bases de fonctions {wf , 1< j < Np,pdeWpp, et {wj, 1<j <Ny}
de Wgp,, on a :

th Npg
Oy (1) =D il et pun (t) =D pa(tws.
j=1 Jj=1

Soit {w;, 1 < j < Ni} la base de W, telle que Ny = Np,, + Nj, et telle que :

wj =wf pour 1< j < Ny, et wj =w; pour Ny, +1 < j < Np.

On appelle par abus de notation également ®; le vecteur composé des degrés de liberté

(©p,1s - Pp, Ny Ps,1s -+ Ps, Ny,) €t on obtient alors le systéme différentiel de dimension finie :

Trouver @5, : Rt — R telle que :

P20, (3.3.2)

Mi
h= a2

(t) + Ap®n(t) — Bp®p(t) =0,

ou My, A, By sont respectivement les matrices de masse, de rigidité et d’advection dont les
termes d’indices (4, j) sont définis de la fagon suivante :

Mi,j = m(wi,wj) Ai’j = a(wi, wj), Bi,j = b(wi,wj). (3.3.3)
M, et Ay, sont diagonales par blocs en raison de leur décomposition (3.1.15), du type :
(Mp 0 _(Ap 0
Mh_< 0 MS> et Ah—(o AS>7

et Bj, est une matrice de couplage aux bords, que ’on peut écrire sous la forme :

(0 Gy
Bh_<cr_£ 0), (3.3.4)

ou Cy, est rectangulaire et trés creuse, car seuls les termes correspondant a des degrés de liberté
sur le bord sont non- nuls. De plus, d’aprés la section 3.1.2, on peut affirmer que My, Ay et
B;, sont symétriques, que My, est définie-positive et, avec des formules d’intégration de type
Gauss-Lobatto, que :

A; — By, est positive. (3.3.5)

Une égalité d’énergie semi-discréte

La propriété (3.3.5) assure la stabilité du systéme (3.3.2) via la propriété suivante :
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PROPRIETE 3.3.2 (Energie semi-discréte)

Toute solution ¥}, suffisamment réguliére du probléme (3.3.2) vérifie la propriété de conservation

d’énergie suivante :
d_p
%Esd(t) =0,

ou on a défini : .
1 dd dd 1
ED(t) = - =M, ="

DEMONSTRATION : La preuve se fait directement en multipliant 1’équation (3.3.2) a gauche par

del
d—th et en utilisant les propriétés de symétrie des matrices. Par ailleurs, la positivité de My, et

la propriété (3.3.5) garantissent la positivité de Est~

O

3.3.2 Discrétisation totale en espace-temps par différences finies

Pour la discrétisation en temps, nous nous imposons quelques contraintes naturelles : nous vou-
drions bien str un schéma le plus explicite possible pour conserver une certaine efficacité nu-
mérique. Nous souhaiterions aussi que ce schéma soit stable sous des conditions de stabilité
suffisamment proches (voire identiques) de celles obtenues lorsque les deux équations d’ondes
pour les ondes P et S sont découplées.

3.3.2.a Si tout était découplé...

Etudions un contexte hypothétique ot les ondes sont découplées et posons Cp et Cyg les coeffi-
cients de stabilité CFL suivants pour (¢p, ¢s) dans W :

N

-1 _
Cp(hp) =2 sup M et  Cg(hs) =2 sup M ) (3.3.6)
en | mP(©p,Pp) o | ms(@s, ps)

alors les schémas saute-mouton explicites associés aux équations d’ondes vérifiées par ¢, et ¢
résolus séparément ménent aux limites de temps suivantes :

At < Cp(hp) et At < Cs(hs).

Dans un contexte de discrétisation en espace optimal, on doit avoir : Cp(hy) =~ Cs(hs), ce qui
correspond & adapter chaque taille de maillage a la bonne longueur d’onde. Par exemple, pour
des éléments finis Q' sur un carré, sur lequel on prend un maillage régulier de taille hy ou hg, on
a:
h h h h
Cphp) =L et Cg(hy)=—>, donc L ~_2,
p(hp) Vo s(hs) Ve Ve = Ve

Dans ce cas, on peut choisir h, et hs; adaptés aux vitesses Vp et Vg respectivement.

Ceci signifie en particulier que la condition de stabilité du schéma en temps que nous allons
établir pour la formulation (3.3.1) doit étre indépendante du terme de couplage b(@h(t), \I/h).

Dans la suite, on se donne At > 0 un pas de temps supposé constant et n un entier naturel. On
note t" = nAt et on définit ®} par :
z = @h(tn).
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3.3.2.b Inconvénients du schéma explicite

On fait Papproximation en temps du probléme (3.3.1) par un schéma saute-mouton et on traite
explicitement les termes a(fbh(t), \I/h) et b(@h(t), \Ilh). On a alors le schéma sous forme varia-
tionnelle suivant :

Trouver @) € Wy, (n=0,1,2,---) tel que, pour tout ¥, dans W, :

PPt — 207 4 P!
At?

m( ,Up) + a(®F, ¥y) — b(PF,¥y) =0,

ou, de fagon équivalente, sous forme algébrique :
My, [®4]h2 + (Ap — Bp) @) =0,
ou on rappelle la notation (1.3.5) pour approximation du second ordre en temps :
ot — 207 4 ot
At? '

Ce schéma rentre dans la classe générale des schémas (1.3.7) car les matrices My, et A;, — By,
sont positives. Alors, la propriété 1.3.1 et le lemme 1.3.2 affirment que ce schéma est stable sous
la condition de positivité de 4Mj, — At? (A, — By,), c’est-a-dire sous la condition CFL suivante :

2

Jo(Mi (A=)

La condition CFL est donc modifiée par le terme de couplage par rapport a celle de deux équations
d’ondes classiques découplées : c’est exactement ce que ’on souhaiterait éviter. L’idée est donc
de faire un compromis et ne pas utiliser uniquement des schémas explicites. Ces contraintes nous
ont poussés & modifier la stratégie saute-mouton usuelle, et & adopter une méthode en temps
hybride implicite/explicite : nous traitons le terme de bord de fagon implicite avec un #-schéma.

[@rlAe =

At <

3.3.2.c Un 0-schéma stable sous de « bonnes » conditions

On fait 'approximation en temps du probléme (3.3.1) par un schéma saute-mouton et on
s’autorise & approcher de différentes fagons les termes a(q)h(t),\llh), traité explicitement, et
b(q)h(t),\llh), traité implicitement par un #-schéma. Pour 6 dans [0,1/2], on introduit la 6-
approximation {®j}y de ®}, qui est une moyenne pondérée centrée en n a trois pas de temps :

{®n}5 == 0@ + (1 —20)0) + 0071 (3.3.7)

Cette notation est empruntée a [Chabassier 13|. On rappelle la propriété suivante liant la 6-
approximation avec I'approximation centrée en temps :

{®r}f = OF + OAL [By)% 2. (3.3.8)
Le schéma peut s’écrire sous forme variationnelle, & 1’aide des notations (1.3.5) et (3.3.7) :
Trouver @) € Wy, (n=0,1,2,---) tel que, pour tout ¥, dans W, :
(3.3.9)
m([®rlAs » ¥n) + a(®h, Uy) — b({®hr}y, ¥p) =0,

ou sous sa forme algébrique :

M,, [(I)h]TALtQ + Ah(I)Z — Bh{q)h}g = 0. (3310)
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REMARQUE 3.3.3

Avec la condensation de masse (mass lumping), la matrice de masse est diagonale et le calcul
des degrés de liberté dans le volume est explicite, tandis que seul le calcul des degrés de liberté
au bord est implicite.

THEOREME 3.3.4 (Stabilité du schéma 3.3.10)

1
Sous I’hypothése 6 > T le schéma (3.3.10) est stable sous la condition :

At (3.3.11)

Op(M, * Ap)

DEMONSTRATION : Gréce a la propriété (3.3.8), on peut écrire le schéma 3.3.10 sous la forme
suivante :

(M, — 0AE By,) [@4]% 2 + (Aj, — By) 7 = 0.

Donc on peut se ramener a la proposition 1.3.1 en posant C' = Mj, — 0At*>By, et D = Aj, — B,.
Cette proposition nous permet de montrer que la stabilité de ce schéma est assurée par la posi-
tivité de la matrice 4C — At?D, que I’on peut écrire sous la forme :

4C — A?’D =AMy, — AA20A, + At (40 — 1) (A}, — By).

Cette condition est vérifiee en prenant d’abord 6 > 1/4, ce qui implique alors la positivité de
At?(46 — 1)(Aj, — By,), puis il suffit de vérifier que 4Mj, — 4At?0 A, est positive. Ceci méne a la

condition CFL suivante : )

,/ep(MglAh)'

At <

et le théoréme est démontré.

REMARQUE 3.3.5

Si on choisit un pas d’espace h, la condition (3.3.11) est équivalente a la condition suivante :
At < (46)"2 min(Cp(h), Cs(h)), (3.3.12)

ou Cp et Cg sont donnés par (3.3.6).
En effet, nous rappelons que la forme bilinéaire m — 0At?a est la contribution de deux termes :

m(®p, @p) — 0ALa(Py, Bp) = my(p, 0p) — OAE ap(0p, p)
+ ms(@s» 808) - 0At2a8(g03, ‘Ps)a

et chacun d’eux doit étre positif.

REMARQUE 3.3.6

La condition de stabilité (3.3.11) prise strictement implique la positivité et I'inversibilité de la
matrice M, — At*By,, la matrice que nous avons a inverser a chaque pas de I’algorithme.

REMARQUE 3.3.7

Si on prend 0 = i, la condition (3.3.12) nous donne la condition CFL classique :

At <min(Cp(h),Cs(h)),
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simulations numériques, nous prendrons toujours 6 = 1

c’est-a-dire la condition obtenue en résolvant les deux équations d’ondes séparément. Dans les
1

3.4 RESULTATS NUMERIQUES

3.4.1 Présentation des simulations

On utilise des éléments finis de Lagrange d’ordre élevé sur des quadrilatéres (appelés aussi élé-
ments spectraux comme dans [Cohen 01]), avec a priori une taille de maille différente ou un ordre
différent pour chaque potentiel, adaptés a chaque vitesse d’onde. Une idée similaire a aussi été
développée dans un contexte proche par [Diaz 05b] pour des interactions fluide-structure.

On utilise aussi une technique de condensation de masse [Cohen 01|, de fagon a obtenir une
matrice de masse My, (3.3.9) diagonale. Par conséquent, le calcul des degrés de liberté est com-
plétement explicite, excepté pour les degrés de liberté qui sont sur le bord, qui sont couplés via
la matrice By,. De plus, By, a la structure d’une matrice éléments finis 1-D donc le cotit addi-
tionnel di au calcul des inconnues du bord est marginal. D’un point de vue matriciel, le systéme
semi-discret effectivement codé est le suivant :

0%®y,

ou @y, est le vecteur regroupant toutes les inconnues discrétes, avec :
Ap Cy Mp 0
To <C£ AS> ’ ¢ < 0 Mg (3.4.1)

Nous présentons ci-aprés un certain nombre de résultats numériques dans le but de valider notre
méthode en comparant sa solution a une solution calculée en déplacement, en commencant par
le cas le plus simple du carré.

3.4.2 Comparaison avec la solution de la méthode en déplacement

Nous comparons chaque simulation de la méthode en potentiels avec une méthode en déplacement
du type de celle présentée en section 1.3, plus particuliérement avec le schéma (1.3.6). Notre
démarche est la suivante : notre code renvoie les valeurs des fonctions ¢, et ¢, sur leurs grilles
respectives. L’idée est de projeter ¢, sur la grille fine adaptée a ¢, et de reconstruire a chaque ¢
le déplacement que nous appelons u”?, en dérivant ©p et @, via la formule :

up()t = V@p + I.’O_{ 908)

qui est donc donné sur la grille fine, adaptée a ;.

La méthode classique en déplacement renvoie un déplacement que nous appelons u®**, que nous

calculons aussi sur la grille fine afin de pouvoir le comparer avec uP’ et d’estimer notamment
I’erreur de la méthode.

3.4.3 A propos de la source

Dans nos simulations, nous avons choisi de comparer la formulation en potentiels définie par
(3.3.9) avec un schéma classique pour I’élastodynamique de la forme (1.3.6), aussi nous commen-
cons par préciser les sources que nous allons utiliser pour pouvoir comparer les deux schémas.
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Plusieurs choix équivalents s’offrent & nous : utiliser des conditions initiales ou des seconds
membres, option que nous avons choisie. Lorsqu’on utilise la formulation en potentiels et que
I'on choisit un terme source, par exemple f, et fs de RT x Q de la facon suivante :

O}, — V3 div Ve, = f,,
—
83%05 + V52 rot rot s = fs,

on retourne alors a la formulation en déplacement en prenant le gradient de la premiére équation
et le rotationnel de la seconde. On suppose pour cet exemple que les conditions initiales sont
nulles. On obtient :

3 — VAV div u+ V& rot’ rot u= Vf, + 1ot f;. (3.4.2)

Notre second membre dans le code

Nous avons choisi un second membre & variables séparées dans le systéme découplé, de la forme :

fp(t’xay) = g(t) X hp($7y) et fS(ta:L‘vy) = g(t) X hs(:r:,y),

ol g est une courbe Ricker en temps, c’est-a-dire la dérivée seconde d’une fonction normale de
la forme :
gt) =G"(t) avec G(t)= Aexp (—7r2(f0t - 1)2) , (3.4.3)

avec la fréquence centrale fy et 'amplitude A choisies, par exemple, de la fagon suivante : fo =1
et A = 9. Pour I’évolution spatiale, on choisit donc de prendre une source normale uniquement
en ondes S, centrée en un point (xg,yo) :

hp(z,y) =0 et hs(x,y) =exp ( — Oz[(az —20)? + (y — yo)2]),

ol « est un paramétre égal & 20 dans les simulations qui suivent. La correspondance obtenue
avec la source sur u est donc :

B Ophy + Oyhs
F- 5(t) <6yhp - 8:rhp> .

Ainsi, on choisit ici d’imposer une source d’ondes S, mais d’autres options sont envisageables
comme une source onde P, des conditions initiales, etc.

3.4.4 Maillages et paramétres

Nous avons choisi les coefficients — arbitraires — suivants dans le matériau considéré :
p=1 A =18.5 w=2.6,

de sorte que 'on ait environ Vp ~ 3 Vg.

Nous avons choisi de prendre le méme maillage formé de quadrilatéres pour les ondes P, les
ondes S et pour la comparaison avec le schéma en déplacement (voir figures 3.4.1 et 3.4.3). Nous
conservons la méme taille mais nous avons pris différents ordres : 3 pour 'onde P et 6 pour 'onde
S. Nous prenons ainsi en compte le fait que la longueur des ondes S est plus petite : la vitesse Vp
est environ trois fois plus grande que Vg. Pour la comparaison avec le schéma en déplacement,
nous choisissons aussi de 'ordre 6 car celui-ci est pénalisé par la plus petite longueur d’ondes.
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3.4.5 Simulations dans un carré

Nous présentons une simulation dans le cas le plus simple du carré [—5, 5]2 de R? (voir figure
3.4.1). Le pas d’espace considéré est Az = 0.25 et la source est centrée au point (xo,yo) = (2.5, 2).

source onde S

Qs

pour ondes P

Q 6

it pour ondes S

FIGURE 3.4.1 — Domaine de propagation et maillage utilisé pour les simulations sur un carré,
éléments finis d’ordre 3 pour les ondes P et d’ordre 6 pour les ondes S.

Comparaison avec la méthode en déplacement

Nous présentons a présent les résultats temporels et comparons notre méthode avec une méthode
classique en déplacement.

Dans la figure (3.4.2) page 66, on présente des instantanés des solutions numeériques, colonne
par colonne, correspondant, de haut en bas, aux instants 1.6 s, 2.2 s, 2.6 s, 3 s et 4 s. Les
trois premiéres colonnes c<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>